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ALVARES, N.. Um método de volumes finitos para EDP eliptica bidimensional com células
triangulares e quadrangulares. 2026. 102f. Dissertagdao (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2026.

RESUMO

As equacdes diferenciais parciais elipticas modelam fendmenos de equilibrio em diversas dreas
da ciéncia e da engenharia, sendo frequentemente resolvidas por métodos numéricos, como o
método de volumes finitos. No entanto, as andlises de convergéncia para operadores de difusao
no contexto do método de volumes finitos sdo frequentemente restritas a malhas que satisfazem
condig¢des de ortogonalidade, uma exigéncia raramente atendida por geradores automdticos de
malha em geometrias complexas. Diante desse desafio, o presente trabalho propde o desen-
volvimento e a implementacdo de um cédigo computacional baseado no método de volumes
finitos para a solucdo de equacdes diferenciais parciais elipticas em malhas ndo estruturadas
bidimensionais, compostas por volumes triangulares e quadrangulares. A formulacio apresen-
tada emprega uma estratégia de reconstrucdo de gradientes nas faces dos volumes de controle,
baseada no método de Green-Gauss aplicado sobre regides delimitadas pelos centroides de dois
volumes adjacentes e pelos vértices da face compartilhada. Um dos principais diferenciais deste
estudo encontra-se no tratamento das condi¢des de contorno, propondo uma abordagem unifi-
cada que generaliza as condi¢des de Dirichlet, Neumann e Robin por meio de uma formulacao
Unica, aplicada a um pseudocentroide definido na face de contorno. A verificagao do cédigo
foi realizada por meio do Método das Solucdes Fabricadas, com trés casos de teste. Foram
utilizadas malhas triangulares, quadrangulares e hibridas, as quais foram sistematicamente de-
gradadas mediante distor¢des controladas. A qualidade da malha foi quantificada por métricas
como qualidade ortogonal, distor¢ao angular e razdo de aspecto, permitindo uma anélise deta-
lhada do comportamento da convergéncia em fungdo da degradacdo geométrica. Os resultados
demonstram que a metodologia proposta mantém uma ordem de convergéncia proxima de dois,
mesmo em malhas severamente distorcidas, tanto para meios isotropicos quanto anisotrépicos,
apresentando resultados numericamente mais satisfatorios em comparacdo com a abordagem
tradicional baseada em interpolacdo geométrica para condicdes de contorno. A andlise com-
parativa entre malhas triangulares e quadrangulares revelou que, para uma mesma quantidade
aproximada de volumes, as malhas quadrangulares proporcionam maior precisdo numérica. As
malhas hibridas mostraram-se viaveis e estaveis, confirmando a flexibilidade do método. Adi-
cionalmente, foi conduzida uma aplicagdo préatica, simulando a difusdo de oxigénio no estroma
da cérnea humana, ilustrando a capacidade do c6digo em lidar com geometrias ndo triviais e
condi¢cdes de contorno complexas.

Palavras-chave: Método de Volumes Finitos. Malhas ndo estruturadas. Equagao Diferencial
Parcial Eliptica. Reconstru¢do do Gradiente. Método de Green-Gauss.



ALVARES, N.. A finite volume method for two-dimensional elliptic PDEs using triangular
and quadrilateral cells. 2026. 102p. Master’s Thesis (Master’s in Applied and Computational
Mathematics) — State University of Londrina, Londrina, 2026.

ABSTRACT

Elliptic partial differential equations model equilibrium phenomena in various fields of sci-
ence and engineering and are often solved using numerical methods such as the finite volume
method. However, convergence analyses for diffusion operators in the context of the finite vol-
ume method are often restricted to meshes that satisfy orthogonality conditions, a requirement
rarely met by automatic mesh generators in complex geometries. In light of this challenge,
this paper proposes the development and implementation of a computational code based on
the finite volume method for solving elliptic partial differential equations on two-dimensional
unstructured meshes composed of triangular and quadrangular volumes. The formulation pre-
sented employs a strategy for reconstructing gradients on the faces of control volumes based
on the Green-Gauss method applied to regions bounded by the centroids of two adjacent vol-
umes and the vertices of the shared face. One of the main contributions of this study lies in
the treatment of boundary conditions, proposing a unified approach that generalizes the Dirich-
let, Neumann, and Robin conditions through a single formulation, applied to a pseudocentroid
defined on the boundary face. The code was verified using the Method of Manufactured So-
lutions, with three test cases. Triangular, quadrangular, and hybrid meshes were used, which
were systematically degraded through controlled distortions. Mesh quality was quantified using
metrics such as orthogonality, angular distortion, and aspect ratio, allowing for a detailed anal-
ysis of convergence behavior as a function of geometric degradation. The results demonstrate
that the proposed methodology maintains a convergence order close to two, even in severely
distorted meshes, for both isotropic and anisotropic media, yielding numerically more satisfac-
tory results compared to the traditional approach based on geometric interpolation for boundary
conditions. A comparative analysis between triangular and quadrangular meshes revealed that,
for approximately the same number of volumes, quadrangular meshes provide greater numer-
ical accuracy. Hybrid meshes proved to be viable and stable, confirming the flexibility of the
method. Additionally, a practical application was conducted, simulating oxygen diffusion in
the human corneal stroma, illustrating the code’s ability to handle non-trivial geometries and
complex boundary conditions.

Keywords: Finite Volume Method. Unstructured meshes. Elliptic Partial Differential Equation.
Gradient Reconstruction. Green-Gauss Method.
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1 INTRODUCAO

As Equacdes Diferenciais Parciais Elipticas (EDPEs) constituem uma classe particu-
lar das equacdes diferenciais que surgem naturalmente de problemas da fisica, matemaética e
engenharia e sdo amplamente empregadas na modelagem de problemas de equilibrio que nao
dependem do tempo. Entretanto, a obtenc@o de solu¢des analiticas para esses problemas nao é

trivial, o que torna necessdria a utilizagc@o de técnicas numéricas para sua resolucao.

Dentre as técnicas numéricas mais empregadas, destaca-se 0 Método de Volumes Finitos
(MVF), reconhecido por sua aplicabilidade em geometrias complexas e pela relativa simplici-
dade de implementacao, sobretudo em Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC) [2]. Sua
utilizacdo € favorecida pela possibilidade de utilizar malhas ndo estruturadas compostas por
volumes de diferentes formatos para a discretizagdo do dominio computacional, facilitando o

processo de geracdo de malhas em geometrias complexas [3].

A escolha do tipo de malha, contudo, influencia diretamente na precisdo e eficiéncia
computacional das simulacdes. Malhas estruturadas de volumes quadrildteros tendem a apre-
sentar melhor desempenho em regides regulares, enquanto sua flexibilidade para representar
dominios mais complexos € limitada. Por outro lado, malhas com volumes triangulares ofe-
recem maior adaptabilidade a geometrias irregulares, embora possam demandar um maior es-
for¢o computacional na organizacdo dos dados. Nesse cendrio, malhas hibridas, compostas por
volumes quadrildteros e triangulares, configuram-se como uma alternativa promissora, a0 com-

binarem caracteristicas favoraveis de ambos os tipos [2, 20].

Ademais, vale destacar que, segundo Bonaventura e Della Rocca [21], as andlises de
convergéncia dos esquemas de volumes finitos para operadores de difusdao em tipos de malha
ndo estruturadas sdo geralmente limitadas a malhas que satisfazem uma condic¢io de ortogo-
nalidade. Isso € bastante restritivo na pratica, ja que nenhum dos geradores de malha robustos
normalmente adotados para pré-processamento de configuracdes industriais é capaz de garantir
essa condi¢do. Ou seja, a ortogonalidade das malhas € uma exigéncia requerida para assegurar a
precisao dos célculos, entretanto, na pratica, as malhas geradas automaticamente nao satisfazem

essa condicao, o que pode comprometer a qualidade dos resultados.

Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo o desenvolvimento e implementa-
¢do de um c6digo computacional baseado no MVF para a discretizacdo de equagdes elipticas
em malhas ndo estruturadas compostas por volumes triangulares e quadrildteros visando a um
estudo sobre o impacto da ndo ortogonalidade e da distor¢cdo da malha na precisdo da solucao

numérica.

Para alcancar tais objetivos, os capitulos seguintes apresentam inicialmente um levan-

tamento das principais caracteristicas das malhas triangulares, quadrilaterais e hibridas, permi-
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tindo uma anélise comparativa entre elas. Em seguida, é desenvolvida uma revisao tedrica sobre
0 MVF para o termo difusivo bidimensional, destacando-se diferentes abordagens para a inter-
polacdo do gradiente nas faces e a formulacdo adotada no presente trabalho. A verificagdo do
codigo e andlise da ordem convergéncia sdo realizadas com base na metodologia proposta por
Jacq [1], utilizando soluc¢des analiticas obtidas pelo Método das Soluc¢des Fabricadas (MSF),
para o cdlculo dos erros em diferentes normas. E apresentada ainda, uma andlise de qualidade e
distorcao das malhas empregadas, possibilitando avaliar a eficiéncia do método de discretizacao

da EDPE sob diferentes condi¢des geométricas do dominio computacional.

Por fim, o trabalho apresenta uma aplicacdo pratica em que um fendmeno real foi mo-

delado com o objetivo de ilustrar as possibilidades de uso da implementacao desenvolvida.
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2 REFERENCIAL TEORICO

As malhas computacionais podem ser classificadas, de modo geral, em estruturadas e
nao estruturadas, sendo que cada uma delas apresenta caracteristicas distintas que influenciam

diretamente a precisdo, complexidade de implementacao e custo computacional [12].

As malhas estruturadas caracterizam-se pela regularidade na conectividade entre os vo-
lumes, o que facilita a implementacao numérica, a ordenacdo dos volumes e a geracdao da malha.
No entanto, apresentam limitac¢des significativas quando aplicadas a dominios com geometrias

complexas, devido a sua baixa adaptabilidade [22].

Em contrapartida, as malhas ndo estruturadas oferecem maior flexibilidade na discreti-
zacdo do dominio, permitindo variar a concentracdo e utilizar diferentes formatos de volumes,
como tridngulos e quadrilateros. Essa caracteristica proporciona uma melhor adaptacio a geo-
metrias complexas e maior precisdo nos cédlculos [2]. Por outro lado, nas malhas ndo estrutura-
das, ndo ha um padrio de conectividade, o que torna a ordenacdo dos volumes mais complexo,
dificultando a identificacdo dos vizinhos de uma célula ou a determinac@o de quantos volumes
compartilham um mesmo vértice. Conforme ilustrado na Figura 1(a), 1(a), qualquer vértice in-
terno da malha estruturada € compartilhado por exatamente quatro volumes, enquanto o mesmo
nao ocorre na malha ndo estruturada apresentada na Figura 1(b), em que o vértice numerado
como 1 é compartilhado por 7 volumes, ao passo que o vértice identificado por 2 é comparti-

lhado por apenas 4.

(a) (b)

Figura 1 — Esquema ilustrativo de malhas: (a) estruturada, (b) ndo estruturada. Fonte: a autora.

As malhas ndo estruturadas permitem a combinag¢do de diferentes tipos de volumes em
um mesmo dominio. No caso bidimensional, por exemplo, é possivel utilizar tridngulos e qua-
drilateros para construir uma malha. A essa combinac¢io dd-se o nome de malha hibrida. Um
ponto interessante na utilizacdo de malhas hibridas é que permitem o calculo de fluxos no inte-
rior ou no entorno de caracteristicas geométricas de complexidade arbitraria, sem a necessidade
de grande esforco temporal na geracdo e mapeamento da malha. A geracdo de malhas é bastante

simples, além de que o refinamento e adaptacdo da malha sao mais faceis [11].
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Diante desse contexto, neste capitulo sdo apresentados os principais conceitos que fun-
damentam o presente trabalho. Inicialmente, aborda-se a aplicacio do MVF em malhas nao
estruturadas, tema que tem sido investigado por diversos autores[13, 21, 23]. Em seguida, sdo
discutidas as vantagens e limitagdes da utilizacao dos diferentes tipos de malhas: quando forma-
das por volumes triangulares, por volumes quadrangulares e as malhas hibridas, que combinam
os dois formatos. Nessa etapa, busca-se compreender em quais contextos a malha hibrida se
mostra mais vantajosa em comparacao com as malhas compostas por um unico tipo de volume,
sejam eles exclusivamente triangulares ou exclusivamente quadrildteros. Além disso, investiga-
se de que maneira diferentes pesquisadores tratam a discretizacdo da equacdo de difusdo ao

utilizar malhas ndo estruturadas.

2.1 Discussao sobre a aplicacao de diferentes malhas

Mazumder [24] aponta que um determinado dominio computacional pode ser discreti-
zado por volumes com diferentes geometrias, ou seja, pode haver volumes triangulares e qua-
drangulares, formando o que pode ser denominado malha hibrida. A maioria dos geradores de
malha comercialmente disponiveis permite ao usudrio selecionar regides do dominio computa-
cional e associar a elas um tipo de especifico de elemento. Essa funcionalidade est4 presente
inclusive em geradores modernos, como ANSYS Meshing [25], Pointwise [26] e HyperMesh

[27], que também oferecem a opcao de escolher o tipo de célula dominante na malha.

Existem divergéncias quanto a aplicacao do termo hibrido. Alguns autores o utilizam
para o caso em que a malha é composta por diferentes tipos de volumes. Outros, por sua vez,
empregam a mesma nomenclatura para se referir a malhas que contém regides estruturadas
e ndo estruturadas. Adicionalmente, ha ainda o termo misto, geralmente aplicado as malhas
que combinam volumes associados as malhas estruturadas e ndo estruturadas (presumivelmente
armazenadas de forma ndo estruturada) [4, 12, 28]. Nao faz parte do escopo do presente trabalho
definir a melhor forma de uso desses termos, de modo que ndo serd feita distin¢ao entre as
definicdes. Assim, ao longo do presente trabalho, serd adotado o termo malha hibrida para

aquela composta pela mistura de tipos de volumes.

A seguir, serdo apresentadas listas com as principais vantagens e desvantagens na com-
paragdo entre malhas computacionais para geometrias bidimensionais formadas por volumes
quadrilateros, triangulares e pela mistura desses tipos de volumes, configurando uma malha
hibrida. Tais listas visam evidenciar, de maneira natural, as malhas hibridas como alternativa

atrativa e emergente.
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2.1.1 Malhas formadas exclusivamente por quadrilateros

2.1.1.1 Vantagens

1. Maior precisdao geométrica: regides em que a geometria € predominantemente retangular,
malhas com volumes quadrildteros representem geometrias de maneira mais precisa do
que malhas triangulares. Bommes ef al. [29] indicam que em regides semelhantes a cilin-
dros, o alinhamento das arestas com as dire¢des de curvatura principal € vantajoso, pois
leva a quadrilateros com formatos mais adequados e melhora a aproximagdo da geome-
tria da superficie. A Figura 2 2 ilustra esse alinhamento onde as arestas dos quadrilateros

acompanham as curvas geométricas, o que garante volumes de alta qualidade;

Figura 2 — Exemplo de alinhamento de malha quadrildtera com as dire¢des de curvatura princi-
pal. Fonte: Jacq [1].

2. Menor nimero de volumes: para certas regides em que a geometria € predominantemente
retangular, volumes quadrangulares podem prover solucdes de alta qualidade com menor
nimero de volumes e nés do que uma malha de volumes triangulares. Yu et al. [2] cons-
tataram que, quando o nimero de volumes triangulares corresponde a 4/3 dos volumes
quadrangulares, obtém-se 0os mesmos erros de truncamento. Com isso, conclui-se que
malhas compostas por volumes quadrangulares sao mais precisas do que malhas triangu-
lares com o mesmo ndmero de células, bem como € concluido por Jureti¢ € Gosman [3].
A Figura 3 apresenta as malhas utilizadas por Yu et al. para comprovar suas conclusdes,

nas quais as malhas triangulares demandam mais volumes que as malhas quadrangulares;

3. Melhor controle da anisotropia: malhas quadrangulares permitem um controle mais direto
sobre a anisotropia da malha (variacdo no tamanho dos volumes), o que pode ser crucial
na otimizagdo da resolu¢@o em regides especificas do dominio de simulacdo. Bommes et
al. [29] apontam que para uma dada superficie e um nimero limitado de pontos, a melhor
aproximagao serd obtida com malhas cujos volumes sdo comprimidos ao longo da dire¢ao
principal da curvatura. A Figura 4 ilustra a aplicacao da anisotropia controlada, em que os
volumes quadrangulares estejam comprimidos na direcdo horizontal proximos a fronteira

esquerda e comprimidos horizontalmente préximos a fronteira inferior;
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Figura 3 — Exemplo ilustrativo mostrando a diferenca no nimero de células entre malhas trian-
gulares e quadrangulares para um mesmo nivel de precisdo. Fonte: Yu et al. [2].

T avie (eEedp

Figura 4 — Exemplo de anisotropia controlada em malha quadrangular, com compressao dos
volumes em diferentes dire¢des préximas as fronteiras. Fonte: Jacq [1].

4. Compatibilidade com geometrias alinhadas: se a geometria do problema estiver alinhada
com dire¢des preferenciais, malhas quadrangulares podem se alinhar naturalmente com
essas direcdes, proporcionando uma representa¢do mais eficiente. A maior parte das ge-
ometrias possui duas dire¢des locais dominantes, normalmente associadas as direcdes de
curvatura principal ou caracteristicas locais nitidas, as quais os quadrantes podem ser ali-
nhados. O alinhamento dos volumes de uma malha em determinadas direcdes € crucial
para a captura de recursos de forma, bem como para a semintica de objetos modela-
dos [29]. A Figura 5 exemplifica essa situacdo, em um canal com uma cavidade na pa-
rede inferior, em que a malha quadrangular acompanha as direcdes retilineas do canal,

ajustando-se de forma suave e controlada nas regides de arredondamentos;

Figura 5 — Exemplo ilustrativo de compatibilidade da malha quadrangular com geometrias ali-
nhadas a direcdes preferenciais. Fonte: Jureti¢ e Gosman [3].

5. Difusdo numérica: apesar de problemas envolvendo advecc¢do ndo fazerem parte do es-
copo do presente trabalho, para fins de completude desta listagem, volumes quadrangu-

lares apresentam reduzida difusdo numérica quando a malha estd alinhada com o escoa-
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mento, com volumes triangulares, o alinhamento 6timo entre a malha e o escoamento €

impossivel [30];

6. Esquemas de alta ordem: a implementacdo de esquemas de alta ordem (métodos de apro-
ximag¢do que utilizam polindmios de grau elevado para interpolar varidveis entre os nos
da malha, reduzindo o erro de truncamento da solu¢cao) em malhas com volumes quadri-
lateros € menos complexa do que em malhas com volumes triangulares, além de malhas

quadrangulares proveem melhor estabilidade, maior acuracidade e melhor convergéncia

[2].
2.1.1.2 Limitac¢oes

1. Dificuldade em geometrias complexas: Traoré, Ahipo e Louste [17] afirmam que € im-
possivel que malhas quadrangulares se ajustem a geometrias complexas sem introduzir
volumes de controle ndo ortogonais. Refor¢ando essa ideia, Yu et al. [2] apontam que a
geracdo de malhas quadrilaterais em geometrias complexas exige a divisao manual em
blocos grosseiros e malhas mais finas sdo criadas em cada bloco, aumentando a comple-

xidade;

2. Refinamento local: no refinamento de malhas compostas por volumes quadrangulares,
volumes especificos sdo selecionados para divisdo e sdo subdivididos em quatro volumes
menores, adicionando-se um nd no centro de cada volume escolhido e em cada uma
das suas faces. Esse processo produz uma interface entre uma regidao de volumes nao
refinados e uma regidao de volumes refinados [20]. A Figura 6 ilustra essa interface de
forma nitida, em que as arestas ndo refinadas no topo se encontram com as arestas dos

volumes refinados abaixo, exigindo o uso de nés nao conformes nas dreas de transi¢ao.

008
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Figura 6 — Exemplo de interface nitida entre regido refinada e ndo refinada em malha quadran-

gular, evidenciando a presenc¢a de nds ndo conformes na transi¢do. Fonte: Pan, Zhong
e Zhuo [4].
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2.1.2 Malhas formadas exclusivamente por triangulos

2.1.2.1 Vantagens

1. Adaptabilidade a Geometrias Complexas: malhas triangulares podem se adaptar bem a
geometrias complexas e irregulares, permitindo uma representacao mais eficiente de su-
perficies curvas e detalhes, por exemplo, cortes (furos) em geometrias [20]. A Figura 7 é
um exemplo ilustrativo dessa capacidade, mostrando como uma malha composta inteira-
mente por tridngulos é capaz de representar tanto o contorno irregular quanto o contorno

do furo interno;

Figura 7 — Exemplo de malha triangular adaptada a uma geometria com contorno irregular e
furo interno, evidenciando a capacidade de representacao de detalhes geométricos.
Fonte: Lacassa [5].

2. Facilidade na geracdo de malhas: segundo Lindquist [20], as malhas triangulares, devido
a sua irregularidade permitem a geracdo de malhas sobre geometrias complexas. Assim,
em algumas situacdes, a geracdo de malhas triangulares pode ser mais fécil e rdpida do
que a geracdo de malhas quadrangulares, especialmente em geometrias nao estruturadas,

ndo sendo necessdria a decomposi¢do do dominio em vérios blocos;

3. Flexibilidade em refinamentos locais: malhas triangulares oferecem flexibilidade para re-
finamentos locais, pois permitem maior resolucio em regides especificas do dominio onde
sdo necessarios detalhes mais precisos. A irregularidade da malha permite que uma célula
seja dividida em células menores sem criar interfaces, ou seja, uma vez que uma célula é
dividida, nenhuma informacdo adicional precise ser armazenada nem sejam necessarios
casos especiais no solucionador [20]. A Figura 8 representa claramente essa flexibilidade,
evidenciando 4reas de refinamento localizado, como no lado esquerdo, onde o tamanho

dos triangulos € significativamente reduzido, e a malha permanece conforme;
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Figura 8 — Exemplo de refinamento local em malha triangular, evidenciando a redugdo do ta-
manho dos volumes na regido esquerda sem a criagdo de interfaces nao conformes..
Fonte: Gargalo-Peir6, Avila e Folch [6].

4. Circuncentro de geometria triangular: a geometria triangular oferece uma alternativa ao
utilizar-se o baricentro como ponto de referéncia para a localizacdo dos volumes, con-
forme é comumente empregado em métodos baseados em volumes finitos. Esta aborda-
gem depende da qualidade da malha, e pode amplificar os termos de difusdo cruzada
devido a ndo ortogonalidade dos volumes. No entanto, ao se empregar o circuncentro em
malhas triangulares bidimensionais, os efeitos da difusdo cruzada sdo mitigados, resul-
tando em termos nulos, pois isso acontece porque o circuncentro € o local de encontro
das mediatrizes do tridngulo, assim, a linha que conecta os circuncentros de dois volumes
que compartilham a mesma face é perpendicular a face em questdo (conforme € ilustrado
na Figura 9), o que torna o esse esquema adequado para problemas difusivos. Tal proce-
dimento promove uma solucao numérica com uma convergéncia de ordem superior, além

de simplificar a implementacio do c6digo numérico [31].
2
3
RN\
4

5

Figura 9 — — Propriedade do circuncentro em malhas triangulares: a linha que conecta os circun-
centros de volumes adjacentes € perpendicular a face compartilhada. Fonte: adaptado
de Fazenda [7].
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2.1.2.2 Limitac¢oes

1. Reduzida precisao: em comparacao com as malhas compostas por volumes quadrilaterais,
as malhas triangulares apresentam reduzida precisdo numérica, fato esse que foi consta-
tado por diversos autores, como Jureti¢ e Gosman [3], Wirasaet et al. [30], Yu et al. [2] e
Zhang, Nie e Ma [8].

2. Custo computacional: como essas malhas necessitam de uma maior quantidade de vo-
lumes comparadas as malhas quadrangulares, consequentemente, demandam um custo

computacional mais elevado [2, 30];

3. Dificuldade de alinhamento com direcdes dominantes: a maioria das geometrias tem duas
direcdes locais dominantes, tipicamente associadas a direcdes de curvatura principal ou
caracteristicas locais nitidas, o uso de malhas triangulares exige a escolha arbitraria de

uma terceira dire¢do de aresta [29].

2.1.3 Malhas hibridas
2.1.3.1 Vantagens

Malhas hibridas oferecem um nivel superior de flexibilidade em compara¢cdo com ma-
lhas ndo estruturadas compostas por um unico tipo de volume. Naturalmente, a proposta ao
utilizar esse tipo de malha € aproveitar as vantagens especificas de cada tipo de volume em
diferentes regides do dominio computacional [28]. Em geral, em dominios bidimensionais, é
mais frequente o uso de volumes quadrangulares, beneficiando-se de uma malha estruturada
que permite a obtencdo direta da discretizagdo das equacdes diferenciais e apresenta caracteris-
ticas geométricas numericamente favordveis. Entretanto, para geometrias complexas, como em
dominios curvos, preenché-lo exclusivamente com volumes quadrangulares pode tornar-se um
desafio. A combinacdo de volumes quadrangulares e triangulares em dominios bidimensionais
emerge como uma alternativa natural e atraente para a discretizacdo de dominios complexos.
Geralmente, uma estratégia eficaz na construc¢do de malhas € empregar volumes quadrangulares
em regides cartesianas € volumes triangulares em regides mais curvas ou que demandem um

refinamento especial. A seguir, sdo destacadas as principais vantagens das malhas hibridas.

1. Adaptabilidade geométrica: malhas hibridas sdo mais adaptdveis a geometrias complexas
e irregulares, permitindo uma representagao mais eficiente de detalhes geométricos es-
pecificos, sendo assim, € possivel adaptar a malha para atingir o tamanho desejado dos
volumes na superficie e representar adequadamente a curvatura da geometria [6]. Con-
forme ilustrado na Figura 10, a malha hibrida adotada combina volumes quadrangulares
altamente anisotrépicos nas regides curvas do contorno, visando a melhor representacao

das caracteristicas geométricas, e volumes triangulares no interior do dominio;



30

Figura 10 — Exemplo de malha hibrida aplicada a um perfil aerodinamico, ilustrando: adapta-

bilidade geométrica (quadrildteros anisotrépicos no contorno curvo, tridngulos no
interior), refinamento local (volumes refinados no contorno e maiores no campo
distante) e camada limite (quadrilateros junto a superficie com transi¢c@o para trian-
gulos). Fonte: Pan, Zhong e Zhuo [4].

2. Eficiéncia na geracdo: a capacidade de utilizar diferentes tipos de volumes permite gerar

a malha de maneira mais eficiente, especialmente em regides onde diferentes tipos de
volumes s3o mais adequados. Juretic € Gosman [3] afirmam que células de topologia

arbitraria facilitam o processo de geracao de malhas em dominios complexos;

. Refinamento local: permite a otimiza¢cao da resolugdo local, usando volumes mais refi-
nados em regides criticas onde ha mudancgas bruscas nas propriedades de interesse. No
estudo realizado por Li et al. [32], € salientado que as malhas hibridas otimizam a efici-
éncia computacional refinando seletivamente os volumes nas regides onde informagdes
mais detalhadas sdo necessdrias, enquanto mant€ém uma malha menos refinada nas demais
regides. E possivel observar, na Figura 10, o uso de volumes mais refinados ao longo do
contorno curvo do dominio enquanto no campo de escoamento distante, onde a resolucao

detalhada ndo € mais critica, € adotado o uso de tridngulos maiores;

. Melhor desempenho numérico: ha casos em que as malhas hibridas podem melhorar o
desempenho numérico, proporcionando uma representacdo mais precisa do fendmeno
fisico em malhas totalmente estruturadas ou ndo estruturadas. Pan et al. [4]] mostram
que, em alguns casos, a malha hibrida apresenta desempenho compardvel a uma malha
uniforme, porém com nimero de volumes e tempo computacional reduzido. O mesmo
foi constatado por Zhang, Nie e Ma [8], que apontam que a utilizagdo da malha hibrida
reduz significativamente o tempo de computagdo, a necessidade de memoria e, a0 mesmo

tempo, melhora a precisdo;
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5. Reducido do niimero de volumes: em compara¢do com malhas ndo estruturadas, as malhas
hibridas podem permitir a redu¢do do nimero total de volumes necessarios para repre-
sentar efetivamente o dominio, economizando recursos computacionais. Gargallo-Peird,
Avila e Folch [6] ] comparam uma malha semiestruturada com outra hibrida gerada exa-
tamente com os mesmos parametros da semiestruturada e verificaram que a malha hibrida
apresenta metade dos volumes da malha semiestruturada, mantendo-se a resolucao neces-
saria em todo o dominio. Observa-se, na Figura 11, a adi¢do de volumes quadrangulares
na regido inferior do dominio, o que é geometricamente mais regular, o que reduz signi-
ficativamente a quantidade total de volumes que seriam necessarios para discretizar todo

0 dominio com a mesma precisao;

deplh (km)
depth (km}
=

o 1 2 3 4 L o 2 3 4 3
distance (km}) distance (km)

Figura 11 — Exemplo de malha hibrida demonstrando: redu¢do do nimero de volumes (volumes
quadrangulares na regido inferior, mais regular, diminuem o nimero total de volu-
mes) e flexibilidade na escolha do elemento dominante (quadrildteros em regides
regulares, tridngulos em regides irregulares). Fonte: Zhang, Nie e Ma [8].

6. Flexibilidade na escolha do elemento dominante: a capacidade de escolher o tipo do-
minante de elemento em diferentes regides proporciona flexibilidade no equilibrio entre
precisdo e eficiéncia computacional. Pode-se usar como exemplo o trabalho realizado por
Zhang, Nie e Ma [8], em que a regido regular € discretizada utilizando uma malha re-
tangular enquanto a regido irregular é discretizada por uma malha triangular irregular.
Ap6s alguns experimentos numéricos, concluiu-se que para esse caso, a estratégia ideal €
adotar uma malha triangular nao estruturada para combinar com as interfaces irregulares
e utilizar, sempre que possivel, malhas mais retangulares em todo o modelo. Conforme
ilustrado na Figura 11, a flexibilidade das malhas hibridas permite que, dependendo das
caracteristicas geométricas e das propriedades fisicas analisadas, a proporcao entre trian-

gulos e quadrildteros seja ajustada;

7. Camada limite: para fluxos em torno de configuragdes complexas e realistas, malhas ajus-
tadas ao corpo podem ser utilizadas para resolver a regido da camada limite, enquanto a
malha ndo estruturada com uma taxa de crescimento adequada pode ser aplicada para

preencher as demais regides do dominio computacional [4]. Desse modo, para problemas
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de camada limite, malhas hibridas contendo volumes quadrangulares e triangulares sdo
mais eficientes e mais precisas. Como ja mencionado, problemas advectivos ndo fazem
parte do escopo do presente trabalho, contudo este item foi incluido para fins de com-
pletude. A Figura 10 exemplifica uma malha hibrida aplicada a um perfil aerodinamico,
mostrando o uso estratégico de volumes quadrangulares refinados e anisotropicos junto
a superficie curva para capturar a camada limite e a transicao para volumes triangulares

gradativamente maiores no campo de escoamento distante.

2.1.3.2 Limitacoes

Como se tratam de malhas ndo estruturadas, as malhas hibridas apresentam a desvanta-
gem quanto a ordenacdo dos volumes, vértices, arestas e conectividade, desse modo, € necessa-

ria uma estrutura de dados eficiente para reduzir os custos computacionais extras [4].

Na secdo seguinte, € apresentada a equacao de transporte e como ela pode ser discreti-
zada utilizando o Método de Volumes Finitos. Para tanto, foi realizada uma busca em trabalhos
da area para verificar a maneira pela qual diferentes autores realizam a aproximacgao do gradi-

ente na face f ao discretizar o termo difusivo quando sdo utilizadas as malhas ndo estruturadas.

2.2 Método de volumes finitos para malhas niao estruturadas

Considere a equagdo (2.1), denominada equacao geral do transporte [12]

a ~
5 (p0) +V-(pV9) =V T -Vo)+ S . @D
——

termo fonte

termo advectivo termo difusivo
termo temporal

em que p € a densidade do fluido, ¢ € a propriedade escalar transportada, ¢ € o tempo, V' € o
vetor de velocidade, V é o operador gradiente, S é o termo fonte e T é o tensor de difusdo
molecular, dado por:
F Pow Dy
r,, T

yr vy

Dependendo dos valores das componentes do tensor, o meio € classificado como aniso-

tropico, ortotropico ou isotropico.
Para o caso em regime permanente, ou seja, invariante no tempo € sem movimento

macroscopico do meio (V = 0), a equacdo (2.1) pode ser reescrita como

V- (T-V¢)+S=0. (2.2)

Faz-se necessario mencionar que a equagdo (2.2) é matematicamente classificada como

eliptica e também € denominada equacio de Poisson ou equacio de difusdo com termo fonte

(5).
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Para a resolu¢do numérica da equacdo (2.2), pode-se aplicar o MVF para o caso bidi-
mensional em coordenadas cartesianas. Para isso, o primeiro passo € integrar a equacao sobre o
volume de controle genérico P [12]. Assim, para a equagao (2.2) tem-se:

V- (T -V¢)dVp+ | SdVp =0, (2.3)

Vp Vp
onde Vp representa o volume ou, para o caso bidimensional, a drea do P-ésimo volume.

Para calcular a primeira integral da equagdo (2.3), pode-se utilizar o Teorema da Di-
vergéncia de Gauss [12], o qual permite converter uma integral de volume em uma integral de

superficie e vice-versa, com enunciado apresentado a seguir:

Teorema 2.1. (Teorema da Divergéncia de Gauss) Seja F(x,y) um campo vetorial bidimen-
sional, Vp uma regido do plano xy, Ap a fronteira da regido Vp. Entdo o fluxo F através da
curva limite Ap € igual a integral dupla de VF sobre toda a regido de Vp.

F. dZﬁ:/ V. FdVp.

Ap Vp

Desse modo, ao aplicar o teorema ao primeiro termo da equacao (2.3), obtém-se o se-
guinte resultado:
. — :
/ (T Vo) -dAp+ [ SdVe=0. 2.4)
Ap

Vp

Em geral, o termo fonte S € uma fun¢do que depende da varidvel ¢. Dependendo da
forma dessa funcdo, o sistema de equagdes algébricas resultante pode tornar-se ndo linear, o
que impde dificuldades a determinacdo direta de ¢. Diante disso, para discretizar o segundo
termo da equagdo (2.4), adota-se uma aproximacgdo por meio de um termo fonte médio Siyggio,
que € linearizado por expansao em série de Taylor, conforme realizado nos trabalhos de Versteeg
e Malalasekera [11] e Patankar [33]:

/V S dVP ~ SmédinVP = (Sp¢p + SC)VP = (Sp¢P + SC)AP, (25)

em que S, e S, resultam da lineariza¢do do termo fonte e Ap € a drea do volume de controle.
Patankar [33] justifica a linearizacdo do termo fonte baseado em dois aspectos fundamentais:
(1) a estrutura nominalmente linear permite apenas uma dependéncia formalmente linear, e (2)

a incorporagdo de uma dependéncia linear € mais adequada do que tratar S como uma constante.

Diversos autores realizam a discretizacdo do termo fonte de forma semelhante a apre-
sentada na equacgdo (2.5). Entretanto, a principal distingdo na aplicagdo do MVF reside nas
estratégias empregadas para a aproximacdo do gradiente na face f durante a discretizacdo do
termo difusivo, correspondente ao primeiro termo da equagdo (2.4). Nesse contexto, diferen-
tes formulagdes tém sido propostas para a reconstrucdo do gradiente nas faces dos volumes de

controle.
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2.2.1 Aproximacao do gradiente na discretizacao do termo difusivo

Existem algumas abordagens fundamentais que podem ser utilizadas para reconstruir os
gradientes das faces dos volumes de controle. Yan ef al. [34] afirmam que a forma mais simples
de realizar a avaliacdo dos gradientes na face € utilizando-se a média aritmética simples entre os
gradientes nos volumes de controle que compartilham a face em questao. No trabalho de Blazek
[35], sdo encontradas duas outras formulagdes possiveis utilizando gradientes conhecidos, uma
ponderada por propriedades geométricas dos volumes e outra por distancias. Essas equacoes
podem ser observadas nas equacdes (2.6) a (2.8), a Figura 12 ilustra a ordenagao dos volumes

para essas reconstrucoes.

(Vo)p + (Vo) n

Média simples: (V) = 5 , (2.6)
Vi Vi

Média ponderada por volumes: (V¢); = VPTPVN(VQB)]D + VPTNVN(V@N, (2.7)
d d

Média ponderada por distancia: (Vo) = M(Vgﬁ)p + M(V(b)]v. (2.8)

em que P e N sdo dois volumes de controle genéricos e vizinhos, Vp e V)y representam seus
respectivos volumes (ou dreas, no caso bidimensional), e dpy € Dy sdo as distancias entre os

centroides desses volumes e a face comum a eles.

Figura 12 — Esquema para as discretizagdes basicas do fluxo difusivo entre volumes de controle.
Fonte: a autora

Muzaferija [23] constréi um gradiente modificado para avaliar o gradiente na face, de-

nominado (V @)}, esse gradiente € construido da seguinte forma:

oy —op  (VO)y-dy| dy

Vo) =(V ,
(Vo) = (Vo) + | ) | d]

(2.9)

com o valor do gradiente na face f, (V¢) sendo aproximado por:

(Vo) =wpVeop +wyVen, (2.10)
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em que os coeficientes wp e wy sdo fatores de ponderagdo, entretanto o autor nao detalha como
sdo avaliados esses coeficientes. Na equacdo (2.9) o termo entre colchetes (denominado termo
de correcdo) representa a diferenca entre a aproximacgao da central da derivada na direcao do
vetor ds, que € a distincia entre os centroides F” e N, e o valor correspondente obtido pela
interpolagdo dos gradientes centrais das células (ver Figura 13). DemirdZic [9] aponta que o
termo de correcdo detecta e suaviza quaisquer oscilacdes ndo fisicas que possam ocorrer no

processo iterativo.

r
P r;

Iy

X

Figura 13 — Esquema utilizado por DemirdZic [9] para a discretiza¢do do fluxo difusivo entre
volumes de controle. Fonte: adaptado de DemirdZzic [9]

Em outra publica¢do, Demirdzic e Muzaferija [36] propuseram uma aproximagao ajus-

tada da equacdo (2.9), dada por:

on —op  Vo-ds]| S;
|dy| s | S|

(Vo) =(Vo)s + 2.11)

em que a barra superior indica a média aritmética dos gradientes calculados no centroides P
e N, Sy € o vetor drea da face da célula e o valor de (V¢); € calculado usando a férmula de

segunda ordem, dada por:

(Vo) = 5{0r +0w) + 5[(VO)p- (6 —1p) + (VO)xlry —xw)]  212)

em que rp € o vetor de posi¢do do centroide P, ry € o vetor de posi¢do do centro da face da

célula e ry € o vetor de posi¢do do centroide da célula vizinha V.

DemirdZic [9] salienta que o uso da média aritmética dos gradientes na equacdo (2.11),
faz com que o termo entre colchetes seja exatamente igual a zero no caso de variagdo linear ou

quadrética de ¢, mesmo em uma malha ndo uniforme.

Na Figura 14 € representado o esquema proposto por Kim e Choi [10]; esses autores
definem um sistema de coordenadas generalizadas com bases covariantes (e;, e;) localmente

em cada face do volume, onde e; e e; sdo vetores unitirios de ¢ (ponto de intersec¢ao dos
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vértices a e b com a linha que conecta os centroides P e N) a N e de c a b, respectivamente.

Observa-se ainda que ¢ ndo € o ponto médio da face da célula.

a

Figura 14 — Esquema utilizado por Kim e Choi [10] para a discretizag@o do fluxo difusivo entre
volumes de controle. Fonte: adaptado de Kim e Choi [10].

Dessa forma, tem-se que a componente normal (V¢) ; pode ser escrita como

B _ON—Op Py — ¢
(Vo)r =V -n= 5o O Ay tanc, (2.13)

em que dp e O sdo as distincias normais as faces das células até os centroides P e IV, respec-

tivamente, o é o Angulo formado entre n e e; e Ay é a distancia entre os vértices a e b.

Os autores apontam que esse método de interpolacdo tem precisdo de segunda ordem

em malhas triangulares ortogonais e € equivalente ao obtido em malhas retangulares.

Versteeg e Malalasekera [11] apresentam a equagdo (2.14) para aproximacao do gradi-

ente na face f:

Ay op—on +AA, tana® =% ¢“ (2.14)

n-VoAds = cosae  dy An

em que d; € a distancia entre os centroides P e N, An € a distancia entre os vértices a e b, n
¢ o vetor unitdrio ao longo da direcdo normal e tangencial e e; € o vetor unitdrio na dire¢ao de
N, e, € o vetor unitdrio na direcdo do vértice a e a € o angulo formado entre os vetores e, €
nconforme ilustrado na Figura 15. Para avaliar o termo de difusdo cruzada, € necessério avaliar
o gradiente ao longo da linha que conecta os vértices a e b. Uma possibilidade para esse calculo
¢ interpolar valores nodais de ¢ para calcular ¢, e ¢, e utilizd-los para calcular o gradiente. A

média simples dos nds vizinhos € dada pela equacdo (2.15) a seguir

op+ N+ Pat---

Pa = c : (2.15)

em que C' é o nimero de nds que circundam o vértice a.
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b

Figura 15 — Esquema utilizado por Versteeg e Malalasekera [11] para a discretizacao do fluxo
difusivo entre volumes de controle. Fonte: adaptado de Versteeg e Malalasekera
[11].

Moukalled, Mangani e Darwish [12], para malhas ndo-ortogonais, propde que o vetor
area deve ser avaliado por meio da soma de dois vetores E¢ e T, conforme mostra a Figura 16,
estando E ¢ na dire¢do PN para permitir escrever parte do fluxo de difusdo em fungdo dos valores
nodais ¢y e ¢p tais que:

Ere

~ =~
(Vo)Sp= (Vo)y-Ef + (Vo) T
— —

contribuic@o ortogonal  contribui¢do ndo-ortogonal
9¢
= Ly (8) + (Vo) - Ty
€y

ON — Op
dy

— E; + (Vs - T, (2.16)

Figura 16 — Esquema de decomposicdo de Sy utilizando a abordagem de corre¢@o ortogonal.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

O primeiro termo do lado direito da equacao (2.16) representa uma contribuicdao seme-

lhante a contribuicao em malhas ortogonais, ou seja, envolvendo ¢p € ¢y, enquanto o segundo
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termo do lado direito € chamado difusdo cruzada ou difusao nio ortogonal e é devido a ndo-
ortogonalidade da malha. Os autores realizaram ainda uma discussdo sobre diferentes opgdes

para a decomposi¢do de Sy, que serdo apresentadas a seguir.

Na abordagem de corre¢do minima, a decomposi¢do de Sy € feita de forma a manter a
correc¢do nao ortogonal na equagado (2.16) o menor possivel, tornando E; e Ty ortogonais, como
mostra a Figura 17. A medida que a ndo-ortogonalidade aumenta, a contribuicdo para o fluxo

de difusdo de ¢ e ¢p diminui. Neste caso, o vetor E; é calculado como

E; = (e-Sy)e = (Sfcosa)e. (2.17)

Figura 17 — Esquema de decomposi¢do de S; utilizando a abordagem de correcdo minima.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

Na abordagem de corre¢do ortogonal mantém-se a contribuicdo do termo envolvendo
¢n € ¢p como em uma malha ortogonal, independente do grau de ndo-ortogonalidade da malha

(veja a Figura 18). Para conseguir isso, E; € definido como

Ef = Sfe. (218)

Figura 18 — Esquema de decomposicdo de Sy utilizando a abordagem de corre¢@o ortogonal.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].
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Na abordagem sobrerrelaxada, a importancia do termo envolvendo ¢y € ¢p é aumentar
a medida que aumenta a nao-ortogonalidade da malha. Isso € obtido selecionando T; como

normal a Sy, como € mostrado na Figura 19. Desse modo, E € calculado como

2
Ef=(5f>e=< 5 )e:sf'sfe (2.19)

CcoS (v Afcosa

e-Sf ’

Figura 19 — Esquema de decomposi¢ido de Sy utilizando a abordagem sobrerrelaxada. Fonte:
adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

Os autores apontam que a diferenca entre os métodos descritos pelas equacdes (2.17)
a (2.19) estd na precisdo e estabilidade em malhas ndo ortogonais, sendo que a abordagem

sobrerrelaxada foi considerada a mais estavel.

Nishikawa e White [13] propdem calcular o gradiente da face por meio da média dos

gradiente nos nds, ou seja,

o v¢a + V¢b

(Vo)r = — (2.20)

em que os sobrescritos a e b indicam os nds a direita e a esquerda da face compartilhada pelos
volumes P e N, como pode ser observado na Figura 20. Os autores afirmam que ha duas razdes
para esse método ser considerado superior ao convencional de gradiente de célula: primeiro, o
numero de nés € menor que o nimero de células em malhas ndo estruturadas, desse modo exige-
se menos memoria computacional para armazenar os valores dos gradientes. Se os gradientes
nos nds sdo avaliados, por exemplo, pelo método dos minimos quadrados (MMQ) o nimero
de coeficientes que precisam ser calculados e armazenados pode ser significativamente menor
do que o requerido pelo método convencional MMQ para gradientes nas células; segundo, o
gradiente de face envolve um nimero menor de células do que a média de gradientes de células

em uma face.
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Figura 20 — Esquema utilizado por Nishikawa e White [13] para a discretiza¢do do fluxo difu-
sivo entre volumes de controle. Fonte: adaptado de Nishikawa e White [13].

Nishikawa e White [13] ressaltam que o uso do método do gradiente na face tem uma
Unica vantagem na implementacao paralela, pois em uma particdo de contorno, a comunicacao
€ necessdria somente para os valores da solucao nas células na fronteira. Os autores concluiram
por meio de testes numéricos em malhas triangulares para escoamentos inviscitos € viscosos
bidimensionais de baixo e alto nimero de Mach, que o cdlculo do gradiente é quatro vezes mais

eficiente em termos de consumo de memdria computacional e de tempo de processamento.

Os autores Assam e Natarajan [14] realizam a aproximacdo do gradiente da seguinte

maneira:

(Vo) = Vop|rp|+ Vo [ra| n4 1 (60— 1) 221)

x| x|

em que n é um vetor unitdrio normal a face, r representa o vetor de posi¢do dos pontos P’ e
N’, conforme pode ser observado na Figura 21. Os nds auxiliares P’ e N’, escolhidos nessa
aproximagao sao obtidos projetando os centros das colunas no vetor normal da face que passa

pela face f, ¢, e ¢, denotam os valores das solu¢des nos vértices da face e sdo calculados como

¢a = ¢p+Vop-rp
Op = ON +Von -TN.

(2.22)

O esquema que utiliza essa abordagem de discretizacdo da derivada normal € referido
como AD-G (Alpha Damping-Gradient).
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Figura 21 — Esquema de volume de controle utilizado para a discretizagdo do termo difusivo
apresentado por Assam e Natajaran [14]. Fonte: adaptado de Assam e Natajaran
[14].

O esquema de gradiente utilizado emprega o uso de uma abordagem de minimos qua-
drados ponderados pela darea da face [14]. Os autores apontam que os esquemas de volumes
finitos centrados em células propostos utilizando a referida aproximacdo do gradiente sdo rela-
tivamente simples de implementar em solucionadores existentes, além de calcular a solugdo e
os fluxos para fungdes lineares e fungdes lineares por partes, enquanto exibem valores nominais

de segunda e primeira ordem de precisao.

A exposi¢ao das diferentes abordagens para a solucdo da equacao de difusdo em ma-
lhas ndo estruturadas revela estratégias diversas para a aproximagdo do gradiente nas faces dos
volumes de controle, cada uma apresentando vantagens e desafios que impactam diretamente
na precisdo, estabilidade e eficiéncia computacional das simulacdes numéricas. Na secdo se-
guinte, € apresentado o método desenvolvido no presente trabalho, o qual difere das abordagens

anteriormente discutidas.

2.3 Formulacio do método de volumes finitos em malhas nao estrutura-

das

Nesta secao, serd apresentada a metodologia empregada para a discretizacao da equacao
de difusdo por meio do MVEF, que € adotada ao longo do presente trabalho. Tal metodologia é
uma extensdo do trabalho realizado por Parizoto [18], acrescida do tratamento da malha com-

putacional com volumes quadrangulares e da inclusao do estudo para casos anisotrépicos.

A equacdo (2.2), para o caso bidimensional em coordenadas cartesianas, pode ser escrita

como:

0 ¢ 0 0¢ 0 0¢p 0 (0] .
o (Pm (a)) "o (Fw (aw)) o (Pw (ay» "oy (Pw <a>> =022
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Definindo H = ¢ eG = % a equacdo (2.23) reduz-se a:
oz oy
0 8 8 0

Considere, neste momento, o volume de controle P, representado na Figura 22, que
ilustra as defini¢cdes de nomenclatura associadas a um volume de controle genérico (tomado
aqui como um quadrilatero apenas para fins de exemplificacido, embora a metodologia descrita
se aplique igualmente a volumes triangulares), incluindo os volumes geométricos e topoldgi-
cos relevantes para a andlise. O volume de controle C' possui quatro volumes vizinhos, cujos
centroides sdo denotados por F'1, F2, F'3 e F'4.

Figura 22 — Volume de controle genérico com quatro vizinhos. Fonte: a autora.

Os pares de vértices (al, bl), (a2, b2), (a3, b3) e (a4, b4) correspondem as extremida-
des de cada uma das faces f1, f2, f3 e f4, respectivamente, que sdo compartilhadas com os
volumes vizinhos. Para o caso em que o volume de controle seja triangular, ele possuird apenas
trés volumes vizinhos, o que reflete a diferenca na configuracao topoldgica e na conectividade

geométrica.

A nomenclatura apresentada na Figura 22 € essencial para o entendimento das intera-
coes entre os volumes de controle e para a formulacdo do esquema de discretizagdo que sera

apresentado.

Integrando a equagdo (2.24) no volume de controle P, tem-se:

I/ (;m(FmHH aa (Fny)> dedy+ [[ ( (yG) + aay (FWH)> dudy+ [[ 8 dudy = 0.

(2.25)

Nesta etapa, podem-se substituir as integrais duplas sobre a drea limitada por uma curva
fechada da equagdo (2.25) por integrais de linha ao longo dessa curva. Para isso, utiliza-se o
Teorema de Green [12], que estabelece uma relacdo direta entre as integrais de linha e area,

conforme enunciado a seguir.
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Teorema 2.2. (Teorema de Green) Seja P uma curva simples, fechada e diferencidvel, e R
a regido do plano delimitada por P. Considere G e H como fungdes reais de varidvel real,
com derivadas parciais continuas em uma regido que contenha R. Nesse contexto a seguinte

igualdade se aplica:

(G dx+ H dy) = on _ oG dxdy (2.26)
Jo S\ =5

aplicando o Teorema de Green aos primeiro e segundo termos da equacao (2.25), tem-se:

(; (Do H) + 2 (rny)> drdy + // ( (,,G) + aa (T, H)) ddy =

- / TuoH dy — T,y d) + / (D, G dy — Ty H da)

> Do HiNya, — Uy GiAz oy, + Toay, GilAyay, — Ty, HiAT g, (2.27)
i=1

sendo n a quantidade de faces da célula. Para o volume genérico com quatro vizinhos, ilustrado
na Figura 22, tem-se n = 4 no somatorio. No caso de volumes triangulares, o somatdrio tem
varia de 1 a 3. A inversdo de sinais nos termos multiplicados por dx decorre da aplicacdo direta
da identidade de Green para converter integrais de drea de em integrais de linha sobre o contorno

do volume de controle.

Falta ainda realizar a avaliacdo dos gradientes Hi e G, anteriormente definidos como

. (09 . %
Hi = (3:10)2 e Gi = (&y)i‘ (2.28)

A reconstrug@o dos gradientes € realizada por meio do Método de Green-Gauss que,

segue:

como descrito em Moukalled, Mangani e Darwish [12], primeiramente, € necessdrio definir o
gradiente médio sobre uma célula P com area Ap. Essa aproximacdo do valor médio é obtida

integrando o gradiente H; sobre a célula do centroide P, obtendo:

1
Hi~ Himédio = Af " Hq dAp (229)
P P

Em seguida, usando o Teorema de Gauss, a integral de drea € transformada em uma integral de

linha:

1 , 1 96
H = — Hdd:—/ 99V dudy. 230
Ap JAp varey Ap Jap (89&)1 ey ( )

Por fim, a integral € aproximada utilizando a regra de integracdo do ponto médio. Deste
modo, € possivel expressar as variacdes de ¢ em funcao dos valores nos vértices da area formada

pelos centroides P e F; e pelos vértices a; e b;, conforme indicado pelas linhas tracejadas
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da Figura 23. Essas dreas, aqui denominadas como diamante, correspondem as sub-regides

associadas a cada face do volume de controle.

Figura 23 — Volume de controle genérico com quatro vizinhos com delimita¢des da drea dia-
mante formada pelos centroides P e F'i e os vértices a; e bi. Fonte: a autora.

Deste modo, sendo Ay, a drea delimitada pelo diamante, tem-se que:

2.31
Cada termo da soma representa a contribui¢do do fluxo entre dois pontos adjacentes,
ponderada pela distancia entre eles. Moukalled, Mangani e Darwish [12] apontam que a aproxi-
macao do valor médio utilizada no Método de Green-Gauss apresenta uma precisao de segunda

ordem.

Reagrupando os termos da equacdo (2.31), € possivel obter:

(gbai + ¢FL)AyaiFi + (¢Fz + gbbi)AyFibi + (¢bz + gbC)AybiP + (¢P + gbai)AyP@i.

Hi =
' 2Afi

(2.32)

De forma andloga, € possivel avaliar (7 e obter:

Ga; + 08 ) Ao, p, + (05, + 0b) Az gy, + (P, + o)Ay, p + (0p + gbai)AfEPai.

._<
Gi = 24,

(2.33)

em que, considerando o volume de controle genérico da Figura 23,: =1, 2, 3 e 4.

A avaliacdo do termo fonte ocorre do mesmo modo como realizado para as malhas ndo

estruturadas, explicitada na equacao (2.5).

Substituindo Hi e (% na equagdo (2.27) e, de volta a equagdo (2.23) onde a soma entre
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o termo difusivo e o termo fonte resulta em zero, tem-se:

& ((bai + ¢F1)AyazFl + (¢FZ + d)bl)AyFlb, + (stz + (bP)AybiP + (¢P + ¢a¢>AyPai
i=1 fi
(Pa; + OF ) AZa,r, + (PF, + b)) AT gy, + (o, + dp)Azy,p + (PP + Pa, ) AT py,
- Fyyi Axaﬂ)i“’
2Afz.
oT ((Cbai + ¢r)Ao,r + (9F + 0bi)Azpp, + (D, + ¢p)Azp,p + (0P + Qbai)AIPai) Agoy—
TYi 2Afl Qa;0;

T (¢ai + Qst)Ayaqu + (¢Fz + ¢bl>Aszbz + (¢bz + ¢P)Aybz‘P + (ng + ¢ai>AyPa1: A
-y 2Af Tap,

+ (S,0p + S.)Ap = 0.
(2.34)

Reagrupando os termos de modo a evidenciar ¢p, ¢r,, Pq; € Ps,, Obtém-se:

"1
=1 %

—Luy, (Axy,p + Azpe, ) AYasp, — Ty, (Ays,p + AYpa, ) Aoy, + 5p) 9p+
o1
+ Z 2Af (szz(Ayaze + Asz’bi)Ayaibi + Fyyi(AxaiFi + AwFibi)AJjaibi_

_Fivy'(A:L‘aiFi + A:L‘Fibi)Ayai b; ywz(AyazF + AyFb )A:L‘al 1) ¢F +

+ Z 24 l“xz AyPaz + Ayaz Z)Ayaibi + Fyyi(AxPai + AxaiFi)Axaibi_

=1

- xyi(AxPai + AZa, ) AYasp, — Fymi(AyPai + AYa, 7, ) A ayp,) Ga;+
+ Z 2A Lo, (AYs,p + AYFb,) AYasp; + Ly (Azs,p + Axpp, ) ATa,p,—
fi

- xyi(AxbiP + AxFibi)Ayaibi - Fyﬂﬁi(AybiP + AyFibi)A$aibi) ¢bi+
+S.Ap =0 (2.35)

Denotando o primeiro somatério da equagao (2.35) por ap, os termos do segundo como
ar,, do terceiro como a,,, do quarto como a;, e fazendo ainda b = S.Ap, tem-se a forma geral
para o MVF de modo que a soma dos dois primeiros termos (denominados difusdo ortogonal)
¢ igual a soma dos terceiro e quarto termos (denominada difusdo cruzada) com o termo fonte,
ou seja,

~—~
termo fonte

CLP¢P + Z aFi(bFi = Z aai(bai + Z abi(bbi + b : (236)
=1 i=1 =1

difusdo ortogonal difusdo cruzada

Os termos oriundos da difusdo ortogonal sdo avaliados implicitamente. Dessa forma os
coeficientes ap € ar, compdem a matriz dos coeficientes do sistema linear A - ¢ = b, enquanto
os termos de difusdo cruzada sdo avaliados de forma explicita, ou seja, calculados com dados

da iteragdo anterior, da mesma forma que o termo fonte. Na pratica, o termo de difusao cruzada
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e o termo fonte sdo tratados como um Unico termo fonte explicito. E importante ressaltar que,

quando os volumes da malha s@o ortogonais, os termos de difusdo cruzada sao nulos.

As propriedades localizadas nos vértices sao calculadas usando uma interpola¢do pon-
derada pelo inverso da distancia do vértice v a localizag¢do de valores conhecidos nos centroides

F; dos volumes vizinhos ao vértice em questao, conforme equacao (2.37):

L¢F1 + L¢F2 4ot L¢Fz
R B = (2.37)

+ do ot
LF1—U LFQ—’U LFi—’U

Na Figura 24, € ilustrado um caso em que o vértice v é compartilhado por 5 volumes,
entretanto, o nimero de volumes podem variar no caso de malhas ndo estruturadas, inclusive,

esta varia¢ao € um dos motivos para o uso do termo "ndo estruturado” para esse tipo de malha.

Figura 24 — Avaliagdo das propriedades do vértice v. Exemplo com 5 vizinhos. Fonte: a autora

De forma geral, pode-se escrever a equacgdo (2.37) como:

¢, = L2070 Flf , (2.38)
; LFifv

com n sendo a quantidade de volumes que compartilham o vértice v.

Vale ressaltar que, embora as Figuras 22 e 23 apresentadas neste capitulo ilustrem um
volume de controle quadrangular, as equagdes apresentadas nesse capitulo foram generalizadas

e podem ser utilizadas tanto para volumes quadrangulares quanto para volumes triangulares.

2.4 Volumes de fronteira e condicoes de contorno

Um volume € classificado como volume de fronteira quando ao menos uma de suas faces
estd contida no contorno do dominio computacional. Considere o caso ilustrado na Figura 25, a

qual mostra um volume de controle genérico contido no contorno do dominio.
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Figura 25 — Representacdo de um volume de controle genérico na fronteira do dominio. Fonte:
a autora.

Note que a face f4 do volume de controle P ilustrado na Figura 25 estd no contorno do dominio,
isto €, ndo possui o elemento vizinho 4. Em geral, hd as seguintes possibilidades: volumes
quadrilateros de fronteira podem ter dois ou trés vizinhos, e volumes triangulares de fronteira

podem ter um ou dois vizinhos.

Para o tratamento dos volumes de fronteira, pode-se adotar a metodologia proposta por
Hoffmann e Chiang [15], na qual os valores de ¢p sdo obtidos por meio de uma interpolacao
ponderada inversamente proporcional a distancia entre o centroide P e os vértices, nos quais
os valores sdo conhecidos. Esse procedimento segue 0 mesmo conceito utilizado na equacado
(2.38), com a devida adaptagdo para ¢ p dos volumes de fronteira, conforme expresso na equa-
¢ao (2.39) e ilustrado na Figura 26:

ivl+iv2+'..+fvn
op = 1 N iz A e (2.39)
Lvl Lv2 Lvn

em que n representa a quantidade de vértices do volume. Assim, para o caso ilustrado na Figura
25,n =4.
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Figura 26 — Representacdo de um volume de controle de fronteira segundo a metodologia de
Hoffmann e Chiang [15]. Fonte: a autora.

A equacido 2.39 baseia-se em uma interpolacdo puramente geométrica, o que torna seu
calculo pouco complexo, mas também faz com que desconsidere o efeito do termo fonte S.
Para contornar essa limitacdo, o presente trabalho propde uma nova metodologia de tratamento
das condi¢des de contorno. Nessa abordagem, considera-se o ponto médio da face de con-
torno como pseudocentroide e aplica-se a mesma metodologia empregada nos volumes internos.
Desse modo, o valor de ¢ na face de contorno € calculado com base nas informacdes fornecidas
pelas condi¢des de contorno. Ambas as metodologias foram implementadas com o objetivo de

comparar seus resultados.

No presente trabalho, foram implementados trés tipos de condi¢des de contorno: Diri-
chlet (ou de primeiro tipo, ou prescrita), Neumann (ou de segundo tipo, ou de fluxo prescrito) e

Robin (ou terceiro tipo, ou convectiva) [24], que serdo detalhados a seguir.

24.1 Condicao de Contorno de Dirichlet

As condig¢des de contorno de Dirichle, cujo nome é dado em homenagem ao matema-
tico alemd@o Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1855), também conhecidas como
condic¢oes de contorno do primeiro tipo, sdo condi¢des em que o valor da variavel ¢ é prescrito
em determinada parte da fronteira do dominio f e podem ser representadas conforme mostra a

equacao (2.40):

o5 = Y(x), (2.40)

em que ¢ representa a varidvel ¢ na fronteira f enquanto () é a fungdo que descreve o valor
de g em f.
2.4.2 Condicao de Contorno de Neumann

Nesse tipo de condi¢do de contorno, ndo é o valor de ¢ que é fornecido, mas sim a

componente normal do fluxo. Essa condi¢do, também conhecida como condi¢@o de contorno de
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segundo tipo, recebe esse nome em homenagem ao matematico alemao Karl Gottfried Neumann
(1832-1925). Essa condig@o pode ser expressa pela equagdo (2.41):
d¢

—I'y —| = 241

: 0 . :
em que I'y € o tensor de difusdo, agb € o gradiente normal de ¢ na fronteira e ¢ representa o
n

fluxo imposto na fronteira.

2.4.3 Condicao de contorno de Robin

Por fim, é apresentada a condi¢do de contorno de Robin, cujo nome € atribuido em
homenagem ao matematico francés Victor Gustave Robin (1855-1897). Também conhecida
como condicdo de contorno de terceiro tipo, consiste, basicamente, em uma relagdo entre as
duas condi¢des anteriores, podendo ser expressa como indicado na equacao (2.42):

Ty = hoo (P — doo)- (2.42)

on
f
) 0o - ) - )
Aqui, ['y, —| e ¢ sdo definidos como nas condi¢des anteriores, h, representa uma constante
f on f
de proporcionalidade conhecida e ¢, representa o valor da varidvel no meio externo.

Manipulando a equagdo (2.42), é possivel estabelecer uma condi¢do de contorno geral

que unifica as trés condi¢des anteriores, conforme descrito pela equagao 2.43.

d¢

1 %4 ; = hoo(¢f — ¢0) + 4 (2.43)

Note que:

* se hoo — 00 € q = 0, aequacdo se reduz a g5 = ¢, € tem-se a condicdo de contorno de
Dirichlet;

* se hy, = 0, tem-se a condicdo de contorno de Neumann;

* se ¢ = 0, tem-se a condic¢ao de contorno de Robin.

Dessa forma, a equagdo (2.43) permite trabalhar com qualquer uma das trés condicdes
de contorno supracitadas ou mesmo com combinacdes delas, bastando, para isso, atribuir valo-

res adequados para ¢, heo € ¢

Como ja mencionado no exemplo apresentado na Figura 25, ndo existe elemento vi-
zinho na face de contorno, no entanto, € possivel utilizar o ponto médio da face do contorno
como pseudocentroide e, aplicando a equacdo (2.43) a metodologia ja exposta, pode-se obter a

equacao (2.44)
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1 AjATl e + A AT+ Ay ATy + A ATy,

: e At
i Ui j Uj

= Ahoo(df — doc) + ¢ A, (2.44)

em que A; e A; sdo as componentes do vetor drea do segmento segmento v3v,, A € a drea do

segmento, u € o vetor unitdrio entre o centroide P e a face do contorno f e u € o vetor unitério
normal a u, tal como ilustrado na Figura 27.

Figura 27 — Representacdo de um volume de controle de fronteira conforme a metodologia pro-
posta no presente trabalho. Fonte: a autora
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3 DESENVOLVIMENTO DO CODIGO

Neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento do cddigo computacional que soluciona
a EDPE descrita na equacao da difusao para o caso bidimensional, conforme a equacao (2.23).
A implementacao foi realizada em ambiente MATLAB®, empregando o MVF. Para a resolucao
do sistema linear resultante da discrerizagdo, o cddigo utiliza o método iterativo BICGSTAB
(Biconjugate Gradient Stabilized Method) [37]

As simula¢des foram realizadas em uma estagdo de trabalho Samsumg Galaxy Book2,
equipada com um processador Intel Core i5-1235U 1.30 GHz, 16 GB de RAM, SSD de 512
GB, GPU integrada Intel Iris Xe Graphics e sistema operacional Windows 11, versao 25H2.

O cédigo foi estruturado de modo que as fungdes necessdrias a sua execugao fossem
implementadas separadamente, permitindo que cada rotina fosse executada apenas quando ne-
cessario. Dessa forma, o fluxo de execu¢do depende de fungdes de autoria propria, algumas das

quais estdo listadas a seguir:

* Calculo de 4rea: rotinas que determinam a drea de triangulos e quadrildteros irregulares;
* Cdlculo do centroide dos volumes: localizam o centro geométrico de cada volume;

* Identificacdo de vértices compartilhados: localiza os volumes que compartilham um mesmo

vértice;

* Conectividade geral da malha: identificacdo de um volume, seus vizinhos (viz1, viz2, viz3, viz4)
e vértices (val,va2,va3, va4, vbl, vb2, vb3, vb4), tipo do volume (triangular ou quadrila-

tero, indicado por £7T") e se € um volume de fronteira (£'F);

* Avaliacdo dos parametros de qualidade: qualidade (()), razdo de aspecto (AR) e distorgao
(D);

Por fim, embora a estrutura bésica e as sub-rotinas sejam idénticas, a implementagdo
final € apresentada em duas variantes: o Algoritmo 1 utiliza a metodologia de Hoffmann e
Chiang [15] para o tratamento dos volumes de contorno, enquanto o Algoritmo 2 detalha o

método proposto no presente trabalho para a avaliacdo desses mesmos volumes.



52

Algoritmo 1 Algoritmo simplificado baseado na metodologia de Hoffmann e Chiang [15] para
a avaliac@o dos volumes de contorno via MVF

Entrada: méximo de ciclos (cicloMax); critério de parada do sistema linear (fol); nimero ma-

ximo de iteragdes (ifemax); quantidade de niveis de refinamento da malha (numeroMa-
lhas); termos de fonte S. e S,; funcdo analitica (funcaoAnal); malha inicial (matriz com
as coordenadas dos pontos da malha 7'P e matriz de conectividade dos pontos da malha
Cmesh); angulo de distor¢do (6); condigdes de contorno (¢, hoo, q); tensor de difusdo
(kxx, kyy, kxy, kyx)

Saida: resultados; graficos

1:

e e e e e
R A T Sl

W LW W N NN NN DN NN
R30I TE DD =

R T

)
T2

Carregar a malha inicial (T'P, Cmesh)

Refinar a malha (dobraMesh)

Aplicar distor¢do controlada por um angulo "theta"(opcional)

Calcular centréides dos volumes (centroids)

Calcular conectividade entre células (conectividadeGeral)

Inicializar ¢ nos centréides ¢p e vértices ¢, > Estimativa inicial

Calcular areas dos diamantes (Ad1, Ad2, Ad3, Ad4)

for ID = 1:ncdo
Calcular coeficientes de interface dos centréides (apy . . . apy,) via esquema de diamante
Calcular coeficientes de correcao dos vértices (a, . . . ap) para ndo-ortogonalidade
Determinar a drea do elemento (Ap) conforme a geometria (Tri ou Quad)

: end for
: Montar a matriz esparsa A
: for ciclo=l1:cicloMax do

Calcular ¢ nas faces (¢ ) dos volumes de contorno > Condicdes de contorno
Calcular ¢ nos centroides dos volumes de contorno (equacao 26)

Montar o vetor de b incluindo termos de difusio cruzada e fonte linearizada (5., S,).
Calcular o residuo do sistema linear R = A - ¢, — b

Resolver Ax = b utilizando o método BiCGSTAB(itemax, tolyy,) > toly, = 1071
if residuo < tol then
"Convergéncia alcancada";
Pare;
else
Continue
end if

Atualizar ¢ nos vértices internos (interpolacao ponderada equagdo 2.38)

: end for

: Calcular solugdo analitica nos centroides e nos vértices

: Calcular erros baseados nas normas discretas L1, Lo, Lo, Lrys
: Calcular métricas de qualidade da malha (D, AR, Q)

: Calcular ordem de convergéncia observada

: Gerar graficos
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Algoritmo 2 Algoritmo principal simplificado com a metodologia proposta para a avaliagdo

dos volumes de contorno via MVF

Entrada: méximo de ciclos (cicloMax); critério de parada do sistema linear (tol); nimero ma-

ximo de iteracdes (itemax); quantidade de niveis de refinamento da malha (numeroMa-
lhas); termos de fonte S. e S,; func¢do analitica (funcaoAnal); malha inicial (matriz com
as coordenadas dos pontos da malha 7'P e matriz de conectividade dos pontos da malha
Cmesh); angulo de distor¢do (6); condi¢des de contorno (¢, hoo, q); tensor de difusdo
(kxx, kyy, kxy, kyx)

Saida: resultados; graficos

1:

A A W W WL L LWL L LW WK NNINDINININIDNIRNDR = = = om = = =
s AN R AR A R S e R R AR U i S G e L AN Al Al S ol

A A

Carregar a malha inicial (T'P, Cmesh)
Refinar a malha (dobraMesh)
Aplicar distor¢do controlada por um angulo "theta"(opcional)
Calcular centréides dos volumes (centroids)
Calcular conectividade entre células (conectividadeGeral)
Inicializar ¢ nos centréides ¢p e vértices ¢, > Estimativa inicial
for ID =1 ncdo
for cada face f do elemento do
Definir ponto vizinho F' (centréide adjacente ou centro da face)
Calcular métricas geométricas (L) € vetores unitarios
Determinar coeficientes de difusdo ortogonal (D:f_C'C') e cruzada (Cruz_C'C)
end for

: end for
: Calcular dreas dos diamantes (Ad1, Ad2, Ad3, Ad4)
: for ID =1ncdo

Calcular coeficientes de interface dos centréides (ag; . . . apy) via esquema de diamante
Calcular coeficientes de correcao dos vértices (a, . . . ap) para ndo-ortogonalidade
Determinar a area do elemento (Ap) conforme a geometria (Tri ou Quad)

: end for

: Calcular a distancia entre um vértice interno e os volumes que compartilham esse vértice
: Montar a matriz esparsa A

: for ciclo=1:cicloMax do

Calcular ¢ nas faces (¢) dos volumes de contorno > Condicdes de contorno
Atualizar ¢ nos vértices dos volumes de fronteira (média de ¢ das faces)
Atualizar ¢ nos vértices internos (interpolacao ponderada equagdo 2.38)
Montar o vetor de b incluindo termos de difusdo cruzada e fonte linearizada (5., S,).
Calcular o residuo do sistema linear R = A - ¢, — b
Resolver Ax = b utilizando o método BiICGSTAB(itemax, tolyy,) > toly, = 107
if residuo < tol then
"Convergéncia alcancada";
Pare;
else
Continue
end if
Atualizar ¢ nos vértices internos (interpolacao ponderada equagdo 2.38)

. end for

: Calcular solucdo analitica nos centroides e nos vértices

: Calcular erros baseados nas normas discretas L1, Lo, Lo, Lrys
: Calcular métricas de qualidade da malha (D, AR, Q)

: Calcular ordem de convergéncia observada

: Gerar graficos
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4 VERIFICACAO DO CODIGO, ANALISE DE QUALIDADE DA MA-
LHA E ANALISE DE CONVERGENCIA

4.1 Verificacao do cédigo

Roache [38] descreve que a verificagdo consiste em resolver corretamente as equagdes,
isto €, o autor define quais EDPs e condi¢Oes de contorno estdao sendo resolvidas e demonstra

que o método utilizado estd resolvendo-as corretamente.

Para a verificacdo do cédigo, empregou-se o método das solugdes fabricadas (MSF),
que, conforme descrito por Salari e Knupp [39], consiste na constru¢do de uma solugdo exata
obtida por meio da formulagdo inversa do problema, ou seja, escolhe-se uma fun¢do adequada
para verificar a eficiéncia do método e aplicam-se sobre ela os operadores da equaciao gover-
nante. Os autores listam sete critérios a serem seguidos na constru¢do de uma solucao fabricada

a fim de garantir a eficiéncia da mesma, a saber:

1° As solugdes fabricadas devem ser compostas por fungdes analiticas suaves, como poli-
ndmios, funcdes trigonométricas ou exponenciais, para que a solu¢io possa ser calculada
facilmente;

2° A solucdo deve ser suficientemente geral para exercitar todos os termos da equagdo go-
vernante,

3° A solugdo deve ter um nimero suficiente de derivadas ndo triviais;

4° As derivadas da solu¢cdo devem ser limitadas por uma constante pequena. Isso garante
que a solucao ndo seja uma funcao fortemente varidvel no espaco e/ou no tempo;

5° A solugdo fabricada niao deve impedir a execu¢do bem-sucedida do cédigo durante os
testes. Problemas de robustez ndo fazem parte da verificacdo do cédigo.

6° A solucdo deve ser definida em um subconjunto conexo do espaco bidimensional ou tri-
dimensional.

7° A solucdo deve ser construida de forma que os operadores diferenciais da EDP facam

sentido.

Fortuna (2000) aponta que os erros relacionados a solu¢do numérica das equacdes di-
ferenciais sdo diversos e ressalta a importancia do conhecimento desses erros para que seja
possivel a realizacdo de uma avaliacdo de qualidade da solucdo numérica. Versteeg e Mala-
lasekeera (2007) indicam que os erros numéricos consistem em erros de arredondamento, de

convergéncia iterativa e de discretizacao.

Ao se avaliar a ordem de convergéncia, os erros de arredondamento e iterativo podem
afetar negativamente os resultados. Deste modo, para garantir que essas fontes de erro nao

tenham relevancia, Veluri, Roy e Luke [40] afirmam que tanto o erro de arredondamento quanto
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o erro de convergéncia iterativa devem ser ao menos 100 vezes menor que a norma associada

ao erro de discretizacdo da malha mais refinada.

4.2 Analise da ordem de convergéncia

Para avaliar a evolugdo do erro de discretizacdo no refinamento da malha, € necessario
realizar testes de convergéncia. Assim, pode-se dizer que uma solucio € considerada conver-
gente quando o erro associado diminui a medida que a malha € refinada [28]. Moukalled, Man-
gani e Darwish [12] acrescentam ainda que uma solugdo € dita convergente quando permanece

inalterada mesmo apds a realizag@o de refinamentos adicionais da malha.

Para a andlise da ordem de convergéncia do esquema de discretizagdo proposto, serd
utilizado como base o processo descrito por LeVeque [41] e Jacq [1], no qual primeiramente se

define o indice de refinamento i da malha como:

h= (L?) ’ , 4.1)

em que || é a drea do dominio e N, representa a quantidade de volumes em que a malha foi
dividida. Seja ¢}, a solugdo analitica avaliada sobre o volume P; (de drea |P;|) de uma malha
com indice de refinamento h, e gb’};j a solug@o numérica correspondente, é possivel calcular os

seguintes erros, definidos a partir das normas discretas L1, Lo, Lo € Lpyss:

N

Bl =" |0 — b P, (4.2)
=1

By = 3 (0h — o) 1P, (43)
i=1

Bl = maxicicn (65, — 0, )| (4.4)

N 2
g | T (0h —9h)" ws

s (6

Além da anélise dos erros numéricos, conforme as equacoes (4.2) a (4.5), determinou-se
o residuo difusivo, conceito central do MVF por representar, de forma discreta, o principio de
conservacao em cada volume de controle. Em esséncia, o residuo difusivo mede o desbalancea-
mento da equacio governante na solu¢do numérica e é calculado com base no balanco entre os

fluxos que entram e saem do volume de controle, acrescido do respectivo termo-fonte, isto &,

Ri= > (I-Ve¢)+5. (4.6)

f€faces ()

Deste modo, dadas duas malhas com indice de refinamento h; e ho em que hy > ho,

uma estimativa para a ordem de convergéncia go em relagdo a norma © ¢é definida por Sterza
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[42] como "a inclinacdo local da curva do erro de discretizagdao da solucdo numérica versus o

tamanho h dos volumes num grafico em escala logaritmica" sendo expressa da seguinte forma:

log B¢ — log BB
de =

4.7
log hy — log hy “.7)

A estimativa da ordem de convergéncia gg € aplicada genericamente a qualquer uma das
métricas de erro ou residuo difusivo apresentadas nas equacdes (4.2) a (4.6), onde © representa

a norma discreta ou o balancgo de fluxos selecionado para a anélise.

Existem diversas denominagdes para go adotadas por diferentes autores. No trabalho de
Jacq [1], ¢o € denominado como ordem do erro de truncamento. Salari e Knupp [39] e Zhang et
al. [43] se referem a go como ordem de acuréicia observada, Breil e Maire [44] utilizam o termo
ordem de convergéncia. Nos estudos de Gao e Wu [45] e Chang e Yuan [46], a mesma razdo é
chamada de taxa de convergéncia. Por fim, Marchi et al. [47] utilizam o termo ordem efetiva.

No presente trabalho, optou-se pela nomenclatura "ordem de convergéncia".

4.3 Qualidade da malha

A avaliacdo da qualidade da malha € realizada por meio da andlise individual de cada
um de seus volumes. Assim, a métrica global da malha é definida como a média aritmética das

qualidades calculadas para cada volume de controle separadamente.

Cabe ressaltar que, em malhas ortogonais, todos os volumes possuem propriedades ge-
ométricas idénticas, resultando na mesma qualidade individual. Nesse caso, a qualidade de um
tnico volume representa a qualidade geral da malha. Por outro lado, para malhas ndo estrutura-

das, o célculo individual € indispensével.

Assim, para avaliar a qualidade dos volumes de uma malha, pode-se utilizar algumas
métricas como as propostas em Ansys [16]. Uma dessas métricas é baseada na inclinagdo an-

gular e pode ser expressa por:

emax - 96 96 - emin
D = max 180 — 0, 0. , (4.8)

em que D representa a distor¢ao da malha, 6,,,x € 6, S30 0 maior e o menor Angulo interno (em

graus) de determinado volume, respectivamente, e 6. é o angulo de um volume equilatero, isto
€, para um volume triangular §. = 60° e para um volume quadrildtero . = 90°. A distor¢ao
calculada varia de 0 a 1, onde O € ideal (equilétero) e 1 indica um volume com grande indice de
distor¢ao.

A métrica seguinte, denominada razdo de aspecto (AR) € definida de forma diferente

para cada tipo de volume.

* Para tridangulos, tem-se:

ARr = —, (4.9)

S
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em que R e r sdo, respectivamente, os raios dos circulos inscritos e circunscritos ao

volume, como pode-se observar na Figura 28.

circulo
inscrito

circulo
circunscrito N Y

Figura 28 — Esquema da métrica razdo de aspecto para volumes triangulares (AR7). Fonte:
adaptado de Ansys [16].

* Para quadriléteros, tem-se:
max|my, ms|

ARg = (4.10)

. )
min[my, mo|

sendo m; € a média do comprimento entre duas arestas concorrentes a,b e ¢, d (Figura
a+b c+d

€ ey = .

2

29), ou seja, e; =

Cc

Figura 29 — Esquema da métrica razdo de aspecto para volumes quadrildteros (ARg). Fonte:
adaptado de Ansys [16].

Portanto, valores de AR préximos de 1 indicam aproximacido do formato 6timo, en-

quanto quanto mais afastado de 1, maior € a distor¢ao do volume.

Outra métrica utilizada para verificar a qualidade de um volume, denominada por qua-
lidade ortogonal ((Q), € baseada na propor¢do entre a sua drea Ap para a soma do comprimento

de suas arestas. Para vlumes triangulares, essa métrica pode ser expressa como:

Qr — W3- A @.11)

> (comprimento da aresta)?’

e para volumes quadrangulares, tem-se:

4-Ap
> (comprimento da aresta)?’

Qo = (4.12)

em que, ( = 1 indica um volume ideal e, quanto mais préximo de 0 mais deformado € o

volumeo.

A fim de verificar a ordem de convergéncia do método apresentado no presente trabalho,

foi realizado o refinamento de duas malhas ortogonais, uma em dominio quadrangular unitario
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composta por quadrildteros e outra cujo dominio € um tridngulo equildtero definido no intervalo
x € [0, 1] composto por tridngulos, obtendo-se assim malhas com 256, 1024 e 4096 volumes,

como ¢€ ilustrado pelas Figuras 30 e 31.

Malha inicial Ap6s 1 ciclo de refinamento Ap6s 2 ciclos de refinamento

Figura 30 — Esquema utilizado para o refinamento da malha quadrangular ortogonal. Fonte: a
autora.

4

Malha inicial Ap6s 1 ciclo de refinamento Ap6s 2 ciclos de refinamento

Figura 31 — Esquema utilizado para o refinamento da malha triangular ortogonal. Fonte: a au-
tora.

As malhas foram submetidas a distor¢des sucessivas, variando sua qualidade em inter-
valos de 0.2 além do caso cuja qualidade é 0.1. Foram empregadas duas abordagens para a
distorcao das malhas quadrangulares e triangulares. Na abordagem utilizada para distorcer as
malhas quadrangulares, as deformacdes foram realizadas segundo um angulo  de modo que to-
dos os volumes sofressem a mesma distor¢c@o, como realizado por Traoré, Ahipo e Louste [17]
(veja a Figura 32). Para as malhas triangulares, a metodologia foi aplicada de forma andloga a
do trabalho realizado por Parizoto [18], ou seja, alterando a posi¢cdo do vértice mais ao sul da
malha original, de modo que todos os demais pontos sejam alterados, mantendo-se a mesma

qualidade entre os volumes (como ilustrado na Figura 33)
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Malha perfeitamente Malha com grau de Malha com grau de Malha com grau de
ortogonal distorcao leve distor¢cdo moderado distorcao alto

w4/

Figura 32 — Esquema ilustrativo do processo de distor¢do da malha quadrangular conforme re-
alizado por [17]. Fonte: a autora.

Malha perfeitamente Malha com grau de Malha com grau de Malha com grau de
ortogonal distorcdo leve distor¢do moderado distor¢do alto

v

Figura 33 — Esquema ilustrativo do processo de distorcao da malha triangular conforme reali-
zado por Parizoto [18]. Fonte: a autora.

Para expandir o estudo, foram geradas mais quatro malhas com o auxilio do software
GRS (Grid Refine Solver) [48]. Desse total, duas sdo malhas hibridas aleatérias em um dominio
quadrangular unitdrio, enquanto as outras duas foram construidas em um dominio nao trivial,

utilizado para realizar um estudo de caso aplicado ao método desenvolvido no presente trabalho.

O GRS € uma ferramenta gratuita e versatil para a geracdo de malhas computacionais
bidimensionais, incluindo malhas estruturadas, nao estruturadas e hibridas. Desenvolvido na
UTFPR, campus Apucarana, o software destaca-se por sua interface intuitiva € por seus recursos

avancados de refinamento e interpolacao de bordas.

Para garantir flexibilidade, o GRS integra multiplos métodos de geracdo: um baseado
em EDPEs, que produz malhas estruturadas suaves e de alta qualidade, e outro baseado na
triangulagdo de Delaunay, ideal para a criagdo de malhas ndo estruturadas. Essa combinagdo

permite a constru¢do de malhas hibridas adaptadas a geometrias complexas.

A ferramenta agiliza o fluxo de trabalho ao permitir a criagdo rdpida de geometrias a
partir de imagens e a defini¢do precisa de contornos com interpolacdo linear ou splines cubi-
cas. O GRS oferece exportacdo em multiplos formatos (.simple, .cmesh e .msh), garantindo
compatibilidade com softwares comerciais como Ansys Fluent. Adicionalmente, inclui diver-
sas métricas para avaliacdo da qualidade e controles detalhados sobre a resolu¢cao numérica,

auxiliando em estudos de convergéncia e independéncia de malha.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serdo apresentados e discutidos os resultados das estimativas da ordem de
convergeéncia, dos erros e da eficiéncia computacional, obtidos em testes numéricos realizados
com as diferentes malhas apresentadas no capitulo anterior, considerando-se trés casos distintos.
Os resultados obtidos com as malhas ortogonais, isto é, aquelas cuja qualidade () dos volumes

¢ igual a 1, foram tomados como referéncia, pois representam o cendrio tedrico 6timo.

As tabelas contendo os resultados das simulacdes numéricas foram omitidas do corpo
do texto devido a sua extensido, entretanto, estdo disponiveis nos apéndices do presente traba-
lho. Nessas tabelas, sdo apresentados os resultados obtidos nos testes numéricos, incluindo a
quantidade de volumes em cada malha, o indice de refinamento 5, o nimero de ciclos, as itera-
cOes necessdrias para atingir o critério de parada, o tempo computacional, o residuo difusivo e
a convergéncia do residuo difusivo, considerando as diferentes qualidades de malhas analisadas

em cada caso.

Entre os trés casos descritos a seguir, o primeiro é o mesmo apresentado por Troré,
Ahipo e Louste [17], selecionado intencionalmente para fins de comparag¢do com a literatura.
Os outros dois casos, por sua vez, foram obtidos pela autora do presente trabalho utilizando o
MSEF. Os procedimentos de calculo necessarios para obter essas solucdes estdo detalhados no
Apéndice A.

* Caso 1:
Sendo S o termo fonte, para o caso 1, utilizou-se a solucdo analitica ¢ apresentada por
Traoré, Ahipo e Louste [17]:

S =6x+2
(5.1)
¢(z,y) =2° +y* +ay
* Caso 2:
O segundo caso foi obtido por meio do MSF e é dado por:
S = 2sin(mz)n? sin(m
() (my) 5.2)

¢(z,y) = sin(mz) sin(mry)

* Caso 3:
Para o caso 3, foi adicionada a equacdo (5.2) um tensor de difusividade ' de modo a
descrever um meio anisotropico. A escolha desse tensor € arbitraria, ou seja, ndo ha uma
razdo fisica ou matemadtica especifica para sua definicao, ele foi apenas tomado como um

tensor genérico e nao nulo, de modo a introduzir artificialmente o efeito da anisotropia na
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solucdo manufaturada. Com isso, um novo termo fonte é obtido, como pode ser verificado
na equacao (5.3) a seguir:

S = — 10sin(rz)7*2sin(my) + 4 cos(mx) 7 cos(my)

¢(x,y) = sin(mzx) sin(my)

oF

O objetivo da implementacdo dessa dltima equacdo consiste em verificar o comporta-

(5.3)

mento convergente do método quando o tensor de difusividade representa um meio ani-

sotropico.

5.1 Verificacao do cédigo pela avaliacao dos erros

Como ja mencionado, Veluri, Roy e Luke [40] apontam que o erro de arredondamento
e o erro iterativo podem interferir na ordem de convergéncia. Para garantir que esses erros nao
estejam gerando interferéncias, o erro iterativo deve ser, ao menos, 100 vezes menor que a

norma do erro de discretizagdo da malha mais refinada.

O mesmo critério vale para o erro de arredondamento. Para evitar que esse tipo de
erro comprometa os resultados, o MATLAB® utiliza, por padrao, dupla precisdo em todos os

calculos numéricos.

Nas Tabelas 1, 2 e 3 sdo apresentados os resultados da norma F, e dos residuos com-
putados para cada malha. A escolha da norma do méaximo (£,,) justifica-se por considerar o
maior erro absoluto entre todos os pontos da malha, sua verificacio garante automaticamente
que os demais casos sejam verificados, uma vez que, se o erro miximo € aceitavel, os erros de

menor magnitude também o serdo.

Tabela 1 — Erro méximo e residuos do Caso 1 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

Q E Residuo E Residuo

1.0 1,8102e-04 3,3751e-14 3,9168e-05 3,9166e-14
0.8 1,5153e-02 9,6492e-13  1,6598e-03  4,2508e-13
0.6 3,3497e-02  9,6575e-13  2,0291e-03  5,6488e-13
04 6,5163e-02 7,6739-13 2,1829e-03  4,9089%¢-13
0.2 1,4676e-01 4,0927e-12* 2,2167e-03  6,9473e-13
0.1 2,9237e-01 1,1413e-11* 2,1998e-03 1,3103e-12*

* Valores referentes ao residuo apds o limite maximo de ciclos iterativos,

sem convergéncia
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Tabela 2 — Erro méximo e residuos do Caso 2 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

Q E Residuo E Residuo

1.0 2,0070e-04 1,373e-15 1,0294e-04 1,6409e-14
0.8 2,0544e-03 5,6506e-13 3,1896e-04 3,8506e-13
0.6 1,8966e-03 7,3354e-13 1,1592e-03 9,6013e-13
0.4 2,4847e-03 9,8216e-13 1,3084e-03 7,4392e-13
0.2 4,5806e-03 9,5479%¢-13 8,5306e-04 9,7245e-13
0.1 1,1813e-02 9,7067e-13 4,6168e-04 9,8415e-13

Tabela 3 — Erro médximo e residuos do Caso 3 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

Q E Residuo E Residuo

1.0 1,7713e-04 59139e-13  2,1070e-03  7,8448e-13
0.8 1,9946e-03 6,1708e-13  5,5711e-04 9,0181e-13
0.6 2,3089e-03 8,7701e-13  1,4911e-03  9,9198e-13
04 29861e-03 9,1963e-13 1,4616e-03 8,7691e-13
0.2 5,3341e-03  9,7083e-13  8,7905e-04  9,8349e-13
0.1 1,2998e-02 1,1875e-12* 4,6560e-04 9,7333e-13

* Valores referentes ao residuo apds o limite maximo de ciclos iterativos,

sem convergéncia

Como evidenciam os resultados, ‘iodas as malhas analisadas satisfazem o critério se-
gundo qual o residuo deve ser inferior a 100 E.. E, uma vez que, no caso em que o residuo e
0 erro estdo mais proéximos, observa-se ainda uma diferencga de nove ordens de grandeza (10),

garantindo, assim, uma margem de seguran¢a ampla para a verificagdo numérica.

5.2 Anadlise de convergéncia e de sensibilidade a qualidade da malha

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados da ordem de convergéncia para as malhas
mais refinadas, considerando os trés casos ja descritos. As figuras expostas nesta se¢cao sao um
resumo das Tabelas 11 a 22 presentes nos Apéndices B, C e D e ilustram uma comparacdo
entre as metodologias empregadas na avaliacdo dos volumes de controle quanto a ordem de
convergéncia, calculada para malhas triangulares e quadrangulares mais refinadas. Para cada
qualidade de malha analisada, estabelece-se uma relacdo entre as ordens de convergéncia, cal-
culadas a partir das normas definidas nas equacdes (4.2) a (4.5) e o parametro de qualidade (),

descrito nas equacodes (4.11) e (4.12).
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Conforme ja mencionado, para o Caso 1 adotou-se uma solugdo analitica polinomial de
terceira ordem, originalmente proposta por Traoré, Ahipo e Louste [17]. Na primeira andlise
realizada, foi utilizada a metodologia proposta por Hoffmann e Chiang [15] para o tratamento

dos volumes de contorno, equacao (2.39).

—c—0q do método de H.C.
18+ q, do método de H.C.

1.99 - —&— @y, do método de H.C.

19950

—*—Agys do método de H.C.

1985 1 —o&—q, do método de H.C.

1.98 -

q, do método de H.C.
do método de H.C.

O Gy

—=—Agus do método de H.C.

1.975 /

Ordem de Convergéncia

1.97 F /

1.965 -

1.96 . . . . . . . . ) . . . . . . . . )
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Qualidade (Q) Qualidade (Q)

(a) Malhas quadrangulares (b) Malhas triangulares

Figura 34 — Relacdo entre convergéncia e qualidade para o Caso 1 utilizando a metodologia de
Hoffmann e Chiang [15] em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Nas malhas mais refinadas, a ordem de convergéncia para o caso ortogonal, tanto para as
malhas com células triangulares quanto para as quadrangulares, é proxima de 2, como é possivel

observar na Figura 34 e nas Tabelas 11 e 12 contidas nos Apéndices do presente trabalho.

Para as malhas quadrangulares, observa-se um comportamento estdvel da convergén-
cia mesmo com a reducdo da qualidade da malha. Enquanto, para as malhas triangulares, a

convergéncia cai bruscamente para valores menores que 1, na menor distor¢do da malha.

Contudo, como exposto na Se¢do 2.4, o tratamento dos volumes de contorno foi apri-
morado por meio da implementacao de uma nova metodologia de tratamento para as condi¢des
de contorno, dada pela equagdo (2.44). Diante dessa melhoria metodoldgica, novos testes fo-
ram realizados para avaliar o desempenho da nova abordagem e os resultados obtidos podem

ser observados na Figura 35 e nas Tabelas 13 e 14.
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Figura 35 — Relacdo entre convergéncia e qualidade da malha para o Caso 1 utilizando a con-
dicdo de contorno do presente trabalho em malhas com 4096 volumes. Fonte: a
autora.

Pode-se observar que o comportamento da ordem de convergéncia € similar entre ma-
lhas triangulares e quadrangulares para as diferentes normas analisadas. Com exce¢do da mé-
trica g, que sofre uma reducdo drastica na ordem de convergéncia (de 2.0 para aproximada-
mente 1.0) quando a qualidade diminui de 1.0 para 0.8, as demais métricas se mantém muito
proximas de 2.0, mesmo com a degradacdo das malhas. Um comportamento interessante € ob-
servado na métrica ¢;, onde a ordem de convergéncia apresenta uma ligeira variacdo positiva
com a reduc¢do da qualidade da malha. Por outro lado, as métricas ¢, € qrass, apresentam com-

portamento similar e estdvel ao longo de toda a faixa de qualidade analisada.

Essas diferencas podem ser atribuidas as caracteristicas de cada norma de erro: a norma
utilizada para o calculo de g; ¢ menos sensivel a picos locais de erro, pois € calculada utilizando
a soma dos erros absolutos. Em contrapartida, a norma utilizada para ¢, € altamente sensivel, ja
que considera apenas o pior caso. As demais normas, utilizadas em ¢ € ggasg, representam um
meio-termo entre os dois anteriores, os erros t€m peso maior por serem elevados ao quadrado,
0 que os posiciona abaixo da q;, mas nao sdo tao afetadas por outliers quanto a ¢, pois ainda

possuem a contribuicao de todos os pontos da malha.

Quanto ao residuo difusivo, para a malha de melhor qualidade, os resultados obtidos
foram préximos 2 zero, na ordem de 10~'° nas malhas quadrangulares e 10~'2 nas triangulares,
0 que causou interferéncia no célculo da convergéncia do residuo difusivo. Para as demais
qualidades, a convergéncia do residuo se manteve proxima de 1, conforme se pode verificar nas

Tabelas 13 e 14, presentes no Apéndice B.

A Figura 36 apresenta uma comparacao visual entre as duas metodologias de tratamento
de volumes de contorno discutidas anteriormente no presente trabalho, permitindo a andlise

comparativa direta dos desempenhos obtidos.
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Figura 36 — Comparacdo entre a ordem de convergéncia em relacdo a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 1 em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

No estudo conduzido por Traoré, Ahipo e Louste [17], foi analisada a evolugdo da ordem
de convergéncia em relacao ao angulo de distor¢do para o Caso 1. Neste estudo, € empregado o
esquema de Volumes Finitos de Corre¢ao Diferida Melhorada (Improved Deferred Correction -
IDC), uma modificacdo do método de Corre¢ao Diferida Padrao (SDC) para a discretizacao do
fluxo difusivo em malhas fortemente inclinadas. A fim de realizar uma andlise comparativa dos
resultados, a metodologia apresentada pelos autores foi aplicada no presente trabalho as malhas
quadrangulares, nas quais o dominio foi distorcido sob um angulo ¢, como € representado na

Figura 37, garantindo que todos os volumes sofressem a mesma distor¢do e mantivessem a

mesma qualidade.

Figura 37 — Dominio computacional distorcido sob um angulo 6. Fonte: Traoré, Ahipo e Louste
(2009).

Para avaliar a convergéncia, foram analisadas malhas com discretizagdes de 40x40 e
80x80 volumes, utilizando a norma descrita na equacao (4.3). Na Tabela 4 sdo apresentados os

resultados obtidos por Traoré, Ahipo e Louste [17] e os resultados do presente trabalho com a

utilizagdo da metodologia proposta.
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Tabela 4 — Comparacdo das ordens de convergéncia obtidas no presente trabalho — utilizando
a metodologia proposta — com os resultados de Traoré Ahipo e Louste [17] para o
Caso 1 em malhas quadrangulares de 6400 volumes. Fonte: a autora.

0 20° 30° 38° 50° 60° 70° 75°
Q 0,9379 0,8571 0,7662 0,5847 0,4000 0,2095 0,1256
Traoré, Ahipo e Louste [17] 1,988 1,991 1,991 2,006 1,994 1,994 1,994
Presente trabalho 1,972 1,973 1,975 1,979 1,979 1,969 1,955

Os resultados indicam que ambos os métodos apresentam uma ordem de convergéncia
proxima de 2, mesmo em malhas altamente distorcidas, confirmando a precisao de solugds em
cada caso. No entanto, observa-se que nos resultados obtidos por Traoré, Ahipo e Louste [17], a
convergéncia calculada apresenta um aumento discreto apds a distor¢do de 38°, aproximando-se
ainda mais do valor de 2. J4 para o método do presente trabalho, esse aumento ocorre sutilmente

até a distor¢do de 50° e, apds esse ponto, passa a reduzir.

Contudo, como apontam Salari e Knupp [39], para que uma solugao fabricada seja ade-
quada, ela mesma deve ser criada de modo que as segundas derivadas nio sejam constantes, o
que ndo ocorre na solucao analitica do Caso 1, pois a segunda derivada em y resulta em uma
constante (equacgdo (5.1)). Além disso, o dominio € alterado a medida em que a malha € distor-
cida. Esses dois fatores que podem justificar o fato dos bons resultados obtidos com as malhas

quadrangulares.

Diante dos resultados apresentados, para os casos subsequentes, foram utilizadas solu-
¢oes fabricadas que respeitam os critérios apresentados por Salari e Knupp [39] além de serem
solucdes simétricas, o que permite a verificacdo visual da implementagao, visto que qualquer
assimetria nos resultados numéricos indicaria a existéncia de problemas na implementagao do
codigo. Ademais, a suavidade de tais fungdes garante que a ordem de convergéncia seja um

reflexo fiel da precisdao do método.

O Caso 2, desenvolvido mediante MSE. A solu¢do adotada (equacdo (5.2)) foi esco-
lhida por suas caracteristicas de simetria e regularidade. Os resultados obtidos com os testes de
convergéncia para as variagdes de qualidade das malhas triangulares e quadrilaterais podem ser
observados na Figura 38.
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Figura 38 — Comparacdo entre a ordem de convergéncia em relacdo a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 2 em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Pode-se observar que, no ponto de maior qualidade () = 1, a ordem de convergéncia
atinge o valor esperado de 2.0.. Para as malhas quadrangulares, no entanto, esse mesmo valor
nao € observado. Isso ndo indica perda de precisao do método, mas sim que o erro absoluto ja é
muito baixo (da ordem de 10~2) no refinamento com 2048 volumes, reduzindo muito pouco no
refinamento seguinte (4096 volumes). Consequentemente, a ordem de convergéncia calculada
apresenta uma variacdo que poderia sugerir um comportamento inferior, embora na prética os

erros ja sejam bastante reduzidos.

Contudo, quando as malhas sao deterioradas, € possivel notar diferengas no comporta-
mento de cada métrica. Para as malhas quadrangulares, quando a qualidade atinge () = 0.4,
quase todas as métricas utilizadas sofrem uma redu¢do na ordem de convergéncia, com exce-
¢do de ¢, que ja vinha decaindo. Em contrapartida, para as malhas triangulares, a queda da
convergéncia em funcdo da diminuicdo na qualidade da malha comeca a acontecer de forma
mais significativa apds a qualidade ) = 0.8. Contudo, de modo geral, a ordem de convergéncia

mantém-se acima de 1.8 para ambos os tipos de malhas, mesmo na pior qualidade analisada.

Em comparagdo com a metodologia de Hoffmann e Chiang [15], a metodologia pro-
posta no presente trabalho apresenta resultados superiores quanto ao comportamento da ordem
de convergéncia também para este caso. Enquanto a metodologia de Hoffmann e Chiang [15]
apresenta bons resultados apenas para as malhas quadrangulares, a ordem de convergéncia do
presente trabalho se mantém proxima a 2 para ambos os tipos de malha mesmo nos casos com

maior degradacao, como € possivel observar na Figura 38.

No Caso 2, o residuo difusivo e sua convergéncia apresentaram um comportamento si-
milar ao caso anterior: muito préximos de zero mesmo nas malhas menos refinadas e de melhor
qualidade e, para as demais qualidades, a convergéncia manteve-se proxima de 1. Contudo,

nesse caso, o resfduo difusivo manteve-se ao menos na ordem de 10~! mesmo nas piores qua-
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lidades para as malhas mais refinadas, comportamento que nao havia sido observado no caso
anterior (Tabelas 17 e 18 - Caso 2).

As Figuras 39 e 40 40 ilustram a comparacao entre as solucdes analitica e numérica, bem
como o erro percentual entre elas nas malhas triangulares e quadrangulares de menor qualidade
(Q = 0.1). Observa-se que, mesmo nessas condi¢des de baixa qualidade, o erro percentual, em
seus valores mais criticos, estd na ordem de 10~3 no caso da malha quadrangular e atinge a
ordem de 10~* no caso da malha triangular, o que indica boa precisdo do método, mesmo em

malhas altamente distorcidas.
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Figura 39 — Solucao analitica, numérica e erro percentual para () = 0.1 da malha quadrangular
para o Caso 2. Fonte: a autora.
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Figura 40 — Solu¢do analitica, numérica e erro percentual para () = 0.1 da malha triangular
para o Caso 2. Fonte: a autora.

O Caso 3 diferencia-se dos demais por conter um tensor de difusividade anisotrépico.
Os resultados quanto a ordem de convergéncia para as duas metodologias de tratamento dos

volumes de contorno sdo apresentados na Figura 41.
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Figura 41 — Comparacdo entre a ordem de convergéncia em relacdo a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 3. Fonte: a autora.

Observa-se que o comportamento da ordem de convergéncia no Caso 3 € semelhante ao
do Caso 2, embora apresente algumas particularidades. As normas qi, ¢2 € qryrs demonstram
maior estabilidade, mantendo-se préximas ao valor teérico 2.0. Por outro lado, a norma ¢, € a
mais afetada pela degradacido da malha, especialmente nas malhas triangulares, que, mesmo na

melhor qualidade, obtiveram uma ordem de convergéncia proxima a 1.0.

Mais uma vez, em compara¢do com a metodologia proposta por Hoffmann e Chiang
[15], verifica-se que o método aqui apresentado apresenta convergéncia numericamente mais

satisfatéria, mantendo-se préxima da ordem 2 mesmo em cendrios complexos.

Neste caso especifico, por se tratar de um cendrio anisotrépico (onde a difusividade va-
ria com a direc¢do), os termos da matriz de difusividade introduzem acoplamentos. O fato de
a convergéncia do residuo difusivo manter-se proximo de 1 (conforme pode ser verificado nas
Tabelas 21 e 22, presentes no Apéndice D) indica que o método numérico tratou corretamente
esses acoplamentos anisotropicos, sem introduzir erros que degradassem a ordem de conver-

géncia esperada.

5.3 Anialise de esforco computacional

A Figura 42 consolida a andlise de esforco computacional para os trés casos, relacio-
nando nimero de ciclos iterativos e tempo de processamento com a qualidade da malha, tra-
cando um comparativo entre as duas metodologias de tratamento dos volumes de contorno

abordadas no presente trabalho.

Observa-se que, para ambos os tipos de malhas e nos trés casos testados, a quantidade
de ciclos iterativos necessarios apresenta valores semelhantes em ambas as metodologias anali-

sadas. Para algumas qualidades de malha, a abordagem proposta no presente trabalho demanda
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um nimero ligeiramente superior de ciclos em comparagcdo com a metodologia de Hoffmann e
Chiang [15], nas malhas triangulares, por exemplo, esse aumento ocorre a partir da qualidade
0.6.

Em contrapartida, verifica-se uma divergéncia mais significativa no tempo computaci-
onal. A formulacdo proposta no presente trabalho requer um tempo de processamento maior.
Essa diferenca decorre do fato de que a formulagdo do presente trabalho resolve fisicamente
os fluxos nas fronteiras por meio dos termos de difusdo cruzada, o que requer maior quanti-
dade de célculos por iteracdo para garantir a precisdo em malhas distorcidas. Em contraste,
a abordagem de Hoffmann e Chiang [15] utiliza uma aproximacdo geométrica mais simples,

computacionalmente mais econdmica.

Os trés casos apresentam comportamento semelhante quanto ao niimero de ciclos e
tempo de processamento. No entanto, verifica-se que a carga computacional é diretamente in-
fluenciada pela complexidade do problema, requerendo mais recursos a medida que sua com-

plexidade aumenta.



180 40 450 145
— 8~ - Ciclos do método de H.C. % — A~ -Ciclos do método de H.C.
160 | —8— Ciclos do método proposto | | 35 400 9\ —=4— Ciclos do método proposto || 40
N — -EI— - Tempo do método de H.C. Yy — A~ -Tempo do método de H.C.
. \ A .
140 N —+&— Tempo do método proposto 350 | \\\ Tempo do método proposto | | 35
300 -
o 2 @ 250 <
£ g £ g
o o
© 5 © 200 - 5
[ [
150 -
100 -
50 -
0 .
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Qualidade (Q) Qualidade (Q)
(a) Caso 1: malhas quadrangulares (b) Caso 1: malhas triangulares
150 ¢ 60 450 180
— 8~ - Ciclos do método de H.C. — -A—-Ciclos do método de H.C.
——H&— Ciclos do método proposto 400 —A— Ciclos do método proposto 170
— H— - Tempo do método de H.C. | | 50 — A—-Tempo do método de H.C.
—H&— Tempo do método proposto 350 L —4— Tempo do método proposto
100 - 40
« w
8 Y o
o ~ 30 fEl g
o - (5} [9)
[ —
50 - 20
10
0 . . . . . . . 0 0 . . . . . . . ! 0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Qualidade (Q) Qualidade (Q)
(c) Caso 2: malhas quadrangulares (d) Caso 2: malhas triangulares
250 70 600 - 1140
— 51— - Ciclos do método de H.C. — A—-Ciclos do método de H.C.
P ——+&— Ciclos do método proposto —4A— Ciclos do método proposto
v — -8— - Tempo do método de H.C. |60 — A~ Tempo do método de H.C. |1 120
200 |~ - —H— Tempo do método proposto —24— Tempo do método proposto
50 100
150 P —
" - 40 @ 80 ©»
s L g g
s v 5 5
100+ 30 = 60 —
20 40
50 -
10 20
0 I I I I I I I I 0 0 I I I I I I I I 0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Qualidade (Q) Qualidade (Q)

(e) Caso 3: malhas quadrangulares

71

(f) Caso 3: malhas triangulares

Figura 42 — Comparacgado entre a quantidade de ciclos necessdrios para resolu¢do do sistema
linear e tempo computacional nas diferentes metodologias implementadas para o
tratamento dos volumes de contorno. Fonte: a autora.
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5.4 Avaliacao da queda dos residuos

A redugdo do residuo do sistema linear oriundo da discretizagdo € influenciada por
multiplos fatores. Nesta secdo, a andlise se concentra no impacto causado pela escolha da me-

todologia utilizada para o tratamento dos volumes de fronteira e pelo tipo de malha utilizada.

Para garantir que as comparacdes entre os tipos de volumes sejam justas, é essencial
manter constantes todas as condi¢des envolvidas. Isso inclui a discretizacdo das equacdes go-
vernantes, o algoritmo de resolu¢cdo, o método iterativo aplicado as equacdes algébricas e o

critério de convergéncia adotado.

Com o objetivo de avaliar mais precisamente o desempenho numérico entre malhas tri-
angulares e quadrilaterais, o Caso 2 foi aplicado, seguindo a metodologia proposta por Yu et
al. [2]. Um dominio quadrado foi representado por células quadrilaterais perfeitamente orto-
gonais. Paralelamente, 0 mesmo dominio pdde ser aproximado por uma malha composta por
volumes triangulares equildteros, conforme ilustrado na Figura 43. Quando a independéncia de
malha € alcancada, os resultados obtidos apresentam uma boa correspondéncia com a solucao

de referéncia, o que atesta a verificacao da precisdo do método.

Figura 43 — Dominio quadrado aproximado por tridngulos equildteros. Fonte: adaptado de Yu
et al. (2012).

Ademais, vale destacar que, para essa avaliacdo especifica, optou-se pela utilizagdo do
método de Gauss-Seidel em vez do método BiCGSTAB (empregado nas demais simulagdes
do presente trabalho), o mesmo método utilizado por [2]. Além disso, os autores supracitados
ndo contemplam casos anisotropicos em sua andlise, o que justifica a escolha do Caso 2 para

permitir uma comparagao véalida entre os resultados.

A precisdo numérica para os dois tipos de malha foi comparada sob a condi¢do em que
Nr/Ng ~ 4/3. Segundo Yu et al. [2],essa razdo garante que a precisao da solugdo numérica seja

equivalente para volumes ortogonais. Assim, o dominio discretizado por triangulos continha
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5432 volumes, enquanto o mesmo dominio discretizado por quadrados continha 4096.

0 T T
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Figura 44 — Comparagdo dos residuos em relacdo a quantidade de iteracdes entre as malhas
quadrangulares N e triangulares Np para as qualidades () = 1 para o Caso 2.
Fonte: a autora.

E possivel observar que, assim como constatado por Yu et al. [2] o residuo da malha
quadrangular diminui mais rapidamente em relacdo a malha composta por tridngulos. Contudo,
o autor afirma que para a condi¢ao dada, as células quadrilaterais e triangulares t€ém precisao

semelhante, o que ndo foi confirmado pelos testes numéricos realizados no presente trabalho.

Na Tabela 5 observa-se que, embora os erros sejam pequenos, a precisao da malha
quadrangular € melhor quando comparada a triangular, mesmo com menos elementos, isto &,

para atingir uma precisdo semelhante, seriam necessarios ainda mais tridngulos.

Tabela 5 — Comparacao dos erros entre as malhas triangulares e quadrangulares seguindo a con-
di¢do de Ny /Ng ~ 4/3. Fonte: a autora.

E, E, F Erus

Malha triangular 1,6188e-04 4,1078e-04 4,6248e-03 8,2157e-04
Malha quadrangular 7,7404e-05 9,5639e-05 1,7713e-04 1,9128e-04

Os resultados obtidos corroboram com as conclusdes de Jureti¢ e Gosman [3] que de-
monstram que, para malhas com quantidades de volumes similares, o erro € menor em malhas
compostas por volumes quadrildteros em comparagdo com malhas triangulares com quantidade
semelhante de volumes. De acordo com os autores, isso ocorre, pois os quadrilateros possuem
pares de lados opostos e de mesma magnitude, fazendo com que o erro de truncamento gerado
em uma face do par seja cancelado pelo erro de truncamento gerado na face oposta, devido a
geometria das malhas triangulares, o cancelamento dos erros que ocorre nas malhas quadran-
gulares ndo acontece nas triangulares [3]. No presente trabalho, este comportamento foi confir-

mado, visto que, mesmo com uma quantidade superior de volumes nas malhas triangulares, as
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malhas quadrangulares apresentaram maior precisdo numérica. Para ilustrar esta comparagdo, a
Tabela 6 apresenta os erros obtidos para uma malha quadrangular ortogonal com 4096 volumes,
semelhante a apresentada na Figura 30, e uma malha triangular ortogonal com 4165 volumes,

como aquela apresentada na Figura 43.

Tabela 6 — Comparacdo entre os erros para malhas triangulares e quadrangulares em dominio
unitario com quantidades de volumes semelhantes. Fonte: a autora.

F, E, F Erus
Malha triangular 2,0959¢e-04 5,0232e-04 5,2613e-03 1,0046e-03
Malha quadrangular 7,7404e-05 9,5639e-05 1,7713e-04 1,9128e-04

A Figura 45 compara a redugdo do residuo entre a metodologia proposta no presente
trabalho e a de Hoffmann e Chiang [15]. ]. Os resultados demonstram que a metodologia do
presente trabalho converge de forma significativamente mais répida, exigindo um nimero con-
sideravelmente menor de ciclos iterativos, apenas trés para a malha quadrangular e quatro para
a triangular. Ademais, enquanto o método proposto apresenta uma quantidade de ciclos similar
para malhas com nimero aproximado de volumes (triangulares e quadrilaterais), a metodologia

[15] exige um ndmero significativamente maior de ciclos para malhas triangulares.

0 T T
—4A— N;=4156 método proposto
—8— Ny=4096 método proposto
— A~ -N;=4156 método de H.C.
— - -N,=4096 método de H.C.

Iogw(Residuo)

0 10 20 30 40 50 60
Ciclos

Figura 45 — Comparacdo dos residuos em relagdo aos ciclos entre as malhas quadrangulares N
e triangulares Ny para as qualidades () = 1 para o caso 2 nas diferentes metodolo-
gias abordadas. Fonte: a autora.

5.5 Analise numérica em malhas hibridas

Tendo sido verificada a eficiéncia do c6digo em testes anteriores, com malhas homo-
géneas compostas exclusivamente por triangulos ou por quadrildteros, nas quais se variou a
qualidade da malha torna-se necessario agora avaliar o desempenho do cédigo em malhas hi-

bridas. Para isso, como mencionado, foram geradas duas malhas em um dominio quadrangular
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com auxilio do GRS, utilizando tridngulos e quadrildteros. A primeira composta inicialmente

206 volumes, e a segunda por 454 volumes, como mostra a Figura 46.

Realizaram-se dois refinamentos sucessivos na malha 46(a), resultando em malhas com
206, 804 e 3296 volumes. Para a malha 46(b), por ja apresentar uma quantidade inicial elevada
de volumes, realizou-se apenas um refinamento, obtendo-se malhas com com 454 e 1816 volu-
mes. O objetivo foi verificar a ordem de convergéncia de ambas. Adicionalmente, optou-se por
utilizar a equacdo (5.3), por representar um caso mais complexo, uma vez que ela caracteriza

um dominio anisotrépico.

Além disso, por se tratarem de malhas composta por elementos triangulares e quadran-
gulares, ndo € possivel garantir que todos os elementos tenham a mesma qualidade. Dessa
forma, adotou-se uma qualidade média para caracterizar cada malha, calculada pela média pon-
derada da qualidade pela drea de todos os seus elementos. A malha da Figura 46(a) apresenta

qualidade média ) = 0.9, enquanto a malha da Figura 46(b) possui () = 0.8.

(a) Malha hibrida com 206 volumes e qualidade (b) Malha hibrida com 454 volumes e qualidade
média @) = 0,9. média ) = 0, 8.

Figura 46 — Malhas hibridas em dominio quadrangular. Fonte: a autora

Com base na metodologia descrita anteriormente, os valores numéricos da ordem de
convergéncia e do esforco computacional sao apresentados na Tabela 7, enquanto que as Figuras
47 e 48 apresentam a solucd@o analitica, a solugdo numérica e o erro percentual de cada malha
com 3296 e 1816 volumes, respectivamente.
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Tabela 7 — Dados obtidos pelas simulacdes utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-
balho nas malhas hibridas compostas por tridngulos e quadrildteros. Fonte: a autora.

Malha hibrida 46(a) - Q = 0,9; D = 0, 16; AR = 1, 08.

N°de Tteraco ol h ) - Residuo Tempo (s)
volumes eracoes ciclos a1 q2 qoo qRrRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
206 1199 26 0,0697 *k Hk *k Hk *k 5,4753e-01 0,19149
824 2776 31 0,0348 1,7220 11,7700 1,6707 1,6264 0,9253 2,8831e-01 0,56457
3296 7152 40 0,0174  1,2433 1,1556 0,6838 1,0813 0,9543 1,4880e-01 3,0093
Malha hibrida 46(b) - Q = 0,8; D = 0,21; AR = 1, 05.
N°de ~ . Residuo
volumes Iteragoes ciclos h a q2 Goo dRMS qResiduoDifusivo Difusivo Tempo (S)
454 2873 33 0,0469 wk Hk o Hk o 4,5333e-01 0,35062
1816 8141 45 0,0235 0,7657 10,7846 0,5054 0,7846 1,0151 2,2430e-01 29111
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Coordenada x

(c) Erro percentual

Figura 47 — Solugdo analitica, numérica e erro percentual para a malha hibrida 46(a). Fonte: a

autora.
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Figura 48 — Solug¢do analitica, numérica e erro percentual para a malha hibrida 46(b). Fonte: a

autora.

Conforme a Tabela 7, a ordem de convergéncia obtida mostrou-se abaixo do esperado,

situando-se proxima de 1 para a maioria das métricas da primeira malha, o que indica uma

reducdo linear do erro e, portanto, indica uma convergéncia mais lenta. No entanto, a andlise

das Figuras 47 e 48 revela que a solucao numérica se aproxima de forma satisfatéria da solucao

0.02

0.018
0.016
0.014
0.012
0.01

0.008
0.006
0.004
0.002
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analitica, com erros percentuais da ordem de 10~ para a malha quadrangular e 10~2 para a

malha triangular.

O residuo difusivo para ambas as malhas permaneceu na ordem de 10~ 1 e a ordem de
convergéncia do residuo difusivo préoximo a 1, assim como nas demais malhas estudadas para o

caso-teste utilizado.

Sob ponto de vista computacional, os resultados indicam que, embora as malhas hibri-
das demandem um maior nimero de ciclos iterativos em comparagdo as malhas homogéneas,
os tempos de execugdo apresentaram relativa regularidade, sugerindo um comportamento com-

putacional estdvel mesmo diante do aumento da complexidade do problema.

5.6 Simulacio da difusao de oxigénio no estroma da cornea humana

A fim de apresentar uma possivel aplicacao prética do cédigo desenvolvido, foi reali-
zado um estudo sobre da difusdo do oxigé€nio na cérnea humana [19]. A escolha desse problema
justifica-se pelo desafio computacional da sua geometria nao trivial, sobretudo no estudo de uma
cornea com edema. Diferente de dominios cartesianos simples, a curvatura e a espessura da cor-
nea exigem uma malha mais complexa, servindo como verificacao da capacidade do método em

lidar com geometrias irregulares.

Cabe destacar que o problema, conforme foi modelado, ndo representa integralmente
um caso real. Diversas simplificagdes foram necessdrias para adequa-lo aos objetivos do pre-

sente trabalho, voltado ao estudo das simulagdes computacionais.

O modelo utilizado para as simulacdes € uma combinacao da lei de Fick com a conser-
vacdo de massa modificada de acordo com a lei de Henry, resultando na seguinte equagao, tal

como apresentada por Larrea e Biichler [19], devidamente adaptada para o cenario bidimensio-

nal:
V- (T-VP,,) - QISQ = agf (5.4)
com Poy(a 4+ p)
o ) - 0,5\ px
QOZ — 6 X Q*a 5 - D * (U,+ POQ) (55)

onde I', Pp,, Qo,, k, Q*, px e a denotam, respectivamente, o coeficiente de difusdo do tecido, a
pressdo parcial do oxigénio, consumo de oxigénio, constante de solubilidade de Henry, taxa de
consumo de oxigénio sob tensdo saturada de oxigénio, tensdo saturada de oxigé€nio e constante

que determina a forma da curva Qo, vs. Po,.

Dada a equagdo do modelo, vale destacar que serd considerado apenas o caso da equa-
¢do (5.4) em regime permanente, ou seja, com o termo temporal do lado direito da equacdo

sendo igual a zero.
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No estudo realizado por Larrea e Biichler [19] quanto a difusividade e ao consumo
do oxigénio na cérnea humana, foram determinados os valores dos parametros do modelo de

difusdo e consumo de oxigé€nio. Os parametros utilizados sao apresentados na Tabela 8.

Tabela 8 — Pardmetros fisicos utilizados na simulacao de difusdo do oxigénio na cérnea humana.
Fonte: Larrea e Biichler [19].

Parametro valor

[ (mm?/s) 2,81 x1073
612: (mmHg/s) 1,87
px (mm Hg) 155

Como € possivel observar, o tensor de difusividade utilizado por Larrea e Biichler [19] é
uma constante.Contudo, estudos apontam que, devido a organizacdo fibrilar do tecido corneal,
o meio € anisotropico [49, 50]. Desse modo, a determinacdo do tensor de difusdo anisotrépico
foi realizada com base no estudo de Hepfer et. al [50], que aponta que a anisotrépica da di-
fusdo na cornea decorre de uma difus@o mais rdpida ao longo das fibras de coldgeno (direcao

inferossuperior) e da difusao mais lenta através delas (direcdo externo-interna).

Todavia, embora o estudo de Hepfer et. al [50] consista em um experimento in vivo rea-
lizado com suinos e ndo investigue a difusdo do oxigénio, mas sim de outra molécula, de maior
dimensdo. As informacdes e os parametros fornecidos pelos autores permitem a adaptagao do

tensor de difusao ao caso humano.

Portanto, o tensor de difusividade utilizado para esse estudo € dado por:

. [2.52x 103 0
A R (5.6)
0 3,13 x 10-3

A cérnea humana é composta por trés partes: epitélio (parte anterior), estroma (por¢ao
central) e endotélio (parte interna). Contudo, como cada parte apresenta caracteristicas distintas
quanto a difusividade do oxigénio, optou-se por realizar a simulacdo apenas no estroma. Deste
modo, foi necessario utilizar trés condi¢cdes de contorno. Na parte do dominio que se encontra
em contato com o ambiente externo, a condicdo de contorno imposta foi a de Dirichlet com
Po, = 155 mm Hg, e na parte interna que fica em contato com o humor aquoso, utilizou-se
também Dirichlet mas com FPp, = 55 mm Hg [19, 51]. Ja na parte interna da cérnea, que fica

0Po, —o

em contato com a esclera, a condicdo de contorno utilizada foi a de Neumann, com ——

n
A condi¢do de controno de Neumann foi adotada devido a falta de informacdes sobre como
ocorre a difusdo nesses contornos.

Ademais, a geometria utilizada para a discretizacdo do dominio foi a de uma semies-

fera, por representar a aproximacdo mais fiel a realidade com base nos parametros obtidos na
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literatura [52] (Figura 49). Cabe ressaltar que, para condi¢des nio sauddveis, ndo foram encon-
trados na literatura parametros geométricos padronizados, como topografia e espessura. Dessa
forma, a simulacdo apresentada emprega uma geometria hipotética, destinada a fornecer uma
representacio possivel da condicao, sem, contudo, a pretensdo de representar um caso clinico

ou tedrico especifico.

Newmann
o,
on
Dirichlet
Po, = 155 mm Hg
Dirichlet

Po,55mm Hg

Newmann
Po,
on

Figura 49 — Esquema utilizado para modelagem das condi¢des de contorno da cérnea humana.
Fonte: a autora.

Para as simulacdes foram utilizadas duas malhas, uma para discretizar o dominio da
cornea sauddvel, composta exclusivamente por quadrildteros e outra hibrida para discretizar o
dominio de uma cérnea com edema. As Figura 50(a) e 51(a) exibem o resultado obtido para as
malhas mais refinadas, enquanto as Figuras 50(b) e 51(b) mostram as malhas menos refinadas,

apenas para permitir a visualizacio da discretizacdo do dominio de forma nitida.
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(a) Distribuig¢do de Pp,. (b) nimero de volumes = 600.

Figura 50 — Distribuicdo de Fp, e malha quadrangular inicial utilizada para a simulacdo da
difusdo do oxigénio na cérnea humana saudavel. Fonte: a autora.

Ao observar a Figura 50(a), é possivel verificar o perfil de difusao do oxigénio na cor-
nea sauddvel. Conforme esperado das condi¢des de contorno de Dirichlet, a concentracido de
Po, € fixa nas fronteiras correspondentes. Observa-se, ainda, que, nas fronteiras submetidas a
condicao de contorno de Neumann, a concentracdo de oxigénio respeita a variacdo gradativa do
restante do dominio. Esse comportamento pode ser atribuido ao fato de a condi¢cdo de contorno
da regido simula uma fronteira impermedvel, onde ndo ha troca de oxigénio com o exterior, o
que, provavelmente, faz com que o fluxo de oxigénio se adapte de maneira continua ao longo

dessa regido.
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(a) Distribui¢do de Pp,. (b) nimero de volumes = 926.

Figura 51 — Distribuicdo de P, e malha hibrida inicial utilizada para a simula¢ao da difusdo do
oxigénio na cérnea humana com edema, com destaque para a interface de conexao
entre as regioes de elementos quadrangulares e triangulares. Fonte: a autora.

Com relacdo a Figura 51(a), a mesma distribui¢do gradativa € observada; contudo, na
regido central, onde o estroma é mais espesso no modelo de edema, é possivel verificar que
a concentracdo de oxigé€nio torna-se inferior a registrada na fronteira interna. Uma possivel
interpretacdo para esse comportamento € a combinacao entre o aumento da espessura do tecido e
o consumo de oxigénio pelo estroma. Nesse cendrio, o oxigénio percorreria uma distdncia maior
para se difundir a partir das fronteiras. Paralelamente, o tecido corneal continua consumindo
oxigénio, atuando como um sumidouro distribuido ao longo de todo o dominio. A combinacao
desses fatores resulta em uma reducdo significativa da concentracdo de oxigénio (O2) na regido
mais espessa, fazendo com que a concentrag@o nas fronteiras nao varie de maneira estritamente

crescente nem decrescente.

Como, nesse caso de estudo, ndo ha solugdo analitica, os dados obtidos foram verifica-

dos por meio do residuo difusivo.

Os resultados obtidos para a ordem de convergéncia do residuo difusivo para ambas as
malhas utilizadas na discretizacdo do dominio da cérnea, podem ser consultados nas Tabelas 9
e 10.
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Tabela 9 — Residuo difusivo obtido na malha da cérnea saudavel mais refinada. Fonte: a autora.

Numero de volumes Residuo difusivo qrcsiduo Difusivo

600 0,0066 *x
2400 0,0033 0,9916
9600 0,0017 0,9950

Tabela 10 — Residuo difusivo obtido na malha da cornea doente mais refinada. Fonte: a autora.

Numero de volumes Residuo difusivo  qrcsiduo Difusivo

926 0,0079 ok
3704 0,0044 0,8548

A andlise da ordem do residuo difusivo verifica a natureza conservativa do método nu-
mérico implementado. Os valores obtidos para a ordem de convergéncia do residuo difusivo sdo
proximos de 1 em todas as malhas analisadas, o que indica a discretizacdo adequada dos termos

difusivos e a preservagdo do balango global da massa.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo principal o desenvolvimento e a implementagao
de um c6digo computacional aplicando o MVF para a resolu¢do numérica de EDPEs em malhas
nao estruturadas compostas por volumes triangulares e quadrangulares. A andlise dos resultados
obtidos possibilitou a comparagdo entre os tipos de malhas utilizadas em diferentes aspectos,

tais como qualidade, ordem de convergéncia calculada e erros numéricos.

Inicialmente, com a metodologia de Hoffmann e Chiang [15], observou-se que a ordem
de convergéncia calculada para malhas ortogonais aproximou-se de 2.0 em ambos o0s tipos
de malha. No entanto, com a diminui¢do da qualidade da malha, as malhas quadrangulares
mantiveram um bom comportamento da convergéncia, enquanto as triangulares apresentaram
uma queda dréstica na convergéncia. Apds a implementacdo da metodologia de condi¢do de
contorno proposta no presente trabalho, o comportamento da ordem de convergéncia tornou-se
similar para ambos os tipos de malha nos trés casos analisados, mantendo-se proxima de 2.0 na

maioria das normas mesmo com a degradacdo da malha.

Em contrapartida, essa maior eficiéncia numérica implica um custo computacional adi-
cional em termos de tempo de processamento. Embora ambas as metodologias apresentem
quantidades muito préximas de ciclos iterativos necessdrios para a convergéncia, o tempo de
processamento demandado pela metodologia proposta mostrou-se superior ao exigido pela

abordagem de Hoffmann e Chiang [15].

Ademais, quando realizada uma comparagdo entre malhas ortogonais compostas ex-
clusivamente por triangulos ou por quadrildteros em um mesmo dominio computacional, com
quantidades de volumes aproximadamente equivalentes, observa-se que as malhas quadrangu-
lares apresentam maior precisdo numérica do que as malhas triangulares, ou seja, para se obter
uma precisdo numérica préxima a de uma malha quadrangular ortogonal com indice de refina-

mento menor, € necessdrio utilizar um ndmero significativamente maior de triangulos.

Com relagao ao residuo difusivo, apesar de, em grande parte dos casos estudados, obter-
se ordem de 10~ 1 na norma do residuo difusivo, a convergéncia manteve-se consistentemente

proxima de 1, 0.



[1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

84

REFERENCIAS

JACQ, P. Finite volume methods on unstructured grids for solving anisotropic heat
transfer and compressible Navier-Stokes equations. Tese (Mathématiques Appliquées et
Calcul Scientifique) — L’Université de Bordeaux, 2014.

YU, G. et al. Comparative study on triangular and quadrilateral meshes by a finite-volume
method with a central difference scheme. Numerical Heat Transfer, n. n. 62, p. p.
243-263, 2012. DOI: 10.1080/10407790.2012.709416.

JURETIC, F.; GOSMAN, A. D. Error analysis of the finite-volume method with
respect to mesh tipe. Numerical Heat Transfer: Part B, v. 57, p. 414-439, 2010. DOI:
https://doi.org/10.1080/10407791003685155.

PAN, D.; ZHONG, C.; ZHUO, C. An implicit gas-kinetic scheme for turbulent flow on
unstructured hybrid mesh. Computers and Mathematics Applications, v. 75, p. 3825-3848,
2018. DOL: https://doi.org/10.1016/j.camwa.2018.02.032.

LACASSA, A. Refinamento de malhas isotrépicas e anisotropicas e simplificacdo de
malhas isotrépicas. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias de Computagcdo e Matemdtica
Computacional) — Universidade de Sdo Paulo, 2007.

GARGALLO-PEIRO, A.; AVILA, M.; FOLCH, A. A hybrid meshing framework adapted
to the topography to simulate atmospheric boundary layer flows. Computer-Aided Design,
v. 144, p. 103168, 2022. DOI: https://doi.org/10.1016/j.cad.2021.103168.

FAZENDA, A. L. Modelagem bidimensional de escoamentos viscosos incompressiveis
com malhas ndo estruturadas utilizando a abordagem baseada no circuncentro. Tese
(Doutorado em Computacao Aplicada) — Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais
(INPE), 2002.

ZHANG, Q.; NIE, Y.; MA, X. An efficient hybrid mesh method for seismic traveltime
computation with irregular surfaces. Journal of Applied Geophysics, v. 209, p. 104905,
2023. DOL: https://doi.org/10.1016/j.jappgeo.2022.104905.

DEMIRDZIC, I. On the discretization of the diffusion term in finite-volume continuum
mechanics. Numerical Heat Transfer, Part B: Fundamentals, v. 68, n. 1, p. 1-10, 2015.
DOI: https://doi.org/10.1080/10407790.2014.985992.

[10] KIM, D.; CHOI, H. A second-order time-accurate finite volume method for unsteady

incompressible flow on hybrid unstructured grids. Journal of computational physics,
v. 162, n. 2, p. 411-428, 2000. DOLI: https://doi.org/10.1006/jcph.2000.6546.

[11] VERSTEEG, H. K.; MALALASEKERA, W. An introduction to computational fluid

dynamics: the finite volume method. 2. ed. Harlow: Pearson Education Limited, 2007.
503 p.

[12] MOUKALLED, F.; MANGANI, L.; DARWISH, M. The finite volume method in

computational fluid dynamics: an advanced introduction with OpenFOAM and
Matlab. Switzerland: Fluid Mechanics and Its Applications, 2016. 791 p. DOI:
10.1007/978-3-319-16874-6.



85

[13] NISHIKAWA, H.; A., W. J. Face-averaged nodal-gradient approach to cell-centered
finite-volume method on triangular grids. In: AIAA Aviation 2019 Forum. Dallas: ATAA,
2019. p. 1-18. DOI: 10.2514/6.2019-3636.

[14] ASSAM, A.; NATARAJAN, G. A novel least squares finite volume scheme for disconti-
nuous diffusion on unstructured meshes. Computers and Mathematics with Applications,
v. 96, p. 120 — 130, 2021. DOI: https://doi.org/10.1016/j.camwa.2021.05.013.

[15] HOFFMANN, K. A.; CHIANG, S. T. Computacional Fluid Dynamics. 4. ed. [S.1.]:
Engineering Education System, 2000. v. 2. 486 p.

[16] ANSYS® Fluent User’s Guide. 2008. Release 12.1 ed.

[17] TRAORE, P.; AHIPO, Y. M.: LOUSTE, C. A robust and efficient finite volume
scheme for the discretization of diffusive flux on extremely skewed meshes in complex
geometries. Journal of Computational Physics, v. 228, p. 5148-5159, 2009. DOLI:
10.1016/j.jcp.2009.04.007.

[18] PARIZOTO, G. H. S. Resolucdo de EDPs elipticas por meio do método dos volumes
finitos em malhas ndo estruturadas triangulares. Dissertacdo (Mestrado em Matemética
Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

[19] LARREA, X.; BUCHLER, P. A transcient diffusion model of the cornea for the assessment
of oxygen diffusivity and consumption. Investigative Ophthalmology Visual Science,
v. 50, n. 3, p. 10761080, march 2009. DOI: https://doi.org/10.1167/i0vs.08-2479.

[20] LINDQUIST, D. R. A comparison of numerical schemes on triangular and quadrilateral
meshes. Dissertacdo (Master of Science in Aeronautics ans Astronautics) — Massachusetts
Institute of Technology, 1988.

[21] BONAVENTURA, L.; ROCCA, A. D. Convergence analysis of a cell centered finite
volume diffusion operator on non-orthogonal polyhedral meshes. MOX-Report, n. n.
37/2018, 2018. DOI: https://doi.org/10.48550/arXiv.1806.09180.

[22] MALISKA, C. R. Tranferéncia de calor e mecanica dos fluidos computacional. 2. ed. Rio
de Janeiro: LTC Editora, 2004.

[23] MUZAFERIIA, S. Adaptive finite volume method for flow prediction using unstructured
meshes and multgrid approach. Tese (Doctor of Philosophy) — University of London,
1994.

[24] MAZUMDER, S. Numerical methods for partial differential equations: finite difference
and finite volume methods. 1. ed. [S.1.]: Academic Press, 2015.

[25] ANSYS Inc. ANSYS Meshing. 2021. Disponivel em: <https://www.ansys.com/products/
meshing>. Acesso em: 03 abr. 2025.

[26] Cadence. Pointwise. 2023. Disponivel em: <https://www.cadence.com/en_US/home/tools/
system-analysis/pointwise.html>. Acesso em: 03 abr. 2025.

[27] Altair Engineering. HyperMesh. 2023. Disponivel em: <https://altair.com/hypermesh>.
Acesso em: 03 abr. 2025.


https://www.ansys.com/products/meshing
https://www.ansys.com/products/meshing
https://www.cadence.com/en_US/home/tools/system-analysis/pointwise.html
https://www.cadence.com/en_US/home/tools/system-analysis/pointwise.html
https://altair.com/hypermesh

86

[28] HURTADO, F. S. V. Formulacdo tridimensional de volumes finitos para simulagdo de
reservatorios de petroleo com malhas ndo-estruturadas hibridas. Tese (Doutorado em
Engenharia Mecanica) — Universidade Federal de Santa Catarina, 2011.

[29] BOMMES, D. et al. State of the Art in Quad Meshing. In: Eurographics - 33rd Annual
Conference of the European Association for Computer Graphics - 2012. Cagliari, Italy:
[s.n.], 2012.

[30] WIRASAET, D. et al. A performance comparison of nodal discontinuous galerkin
methods on triangles and quadrilaterals. International Journal for Numerical Methods in
Fluids, v. 64, n. 10-12, p. 1336-1362, 2010. DOI: https://doi.org/10.1002/f1d.2376.

[31] TRAVELHO, J. S.; FAZENDA, A. L.; ENARI, E. H. Abordagem pelo circuncentro
para malhas ndo estruturadas em transferéncia de calor. In: XV Congresso Brasileiro de
Engenharia Mecanica. [S.1.: s.n.], 1999. p. 22-26.

[32] LI, R. et al. An adaptive hybrid grids finite-element approach for plane wave three-
dimensional eletromagnetic modeling. Computers and Geosciences, v. 180, p. 105437,
2023. DOLI: 10.1016/j.cageo.2023.105437.

[33] PATANKAR, S. V. Numerical heat transfer and fluid flow. New York: Hemisphere
Publishing Corporation, 1980. 197 p.

[34] YAN, G. et al. Truncation and discretization error for diffusion schemes on unstructured
meshes. In: 52nd Aerospace Sciences Meeting. National Harbor. Mayland: [s.n.], 2014.
p. 0478.

[35] BLAZEK, J. Computational Fluid Dynamics: Principles and Applications. 3. ed. [S.L]:
Butterworth-Heinemann, 2015.

[36] DEMIRDZIC, I.; MUZAFERIJA, S. Numerical method for coupled fluid flow, heat
transfer and stress analysis using unstructured moving meshes with cells of arbitrary
topology. Comput. Methods Appl. Mesh. Engrg., n. 125, p. 235-255, 1995. DOI:
10.1016/0045-7825(95)00800-G.

[37] VORST, H. A. V. D. Bi-cgstab: a fast and smoothly converging variant of bi-cg for the
solution of nonsymmetric linear systems. Society for Industrial and Applied Mathematics,
n. n. 2, p. p. 631-644, march, 1992.

[38] ROACHE, P. J. Fundamentals of verification and validation. United States of American:
Hermosa Publishers, 1998. 476 p.

[39] SALARI, K.; KNUPP, P. Code verification by the method of manufactured solutions.
Sandia National Laboratories, June 2000. (SANDIA REPORT SAND2000-1444).

[40] VELURLI, S. P;; ROY, C. J.; LUKE, E. A. Comprehensive code verification techniques
for finite volume cfd codes. Computer Fluids, v. 70, p. 59-72, 2012. DOI:
http://dx.doi.org/10.1016/j.compfluid.2012.04.028.

[41]1 LEVEQUE, R. J. Finite difference methods dor ordinary and partial differential
equations: stead-state and time-dependenr problems. Philadelphia: SIAM, 2007. (Classics
in Applied Mathematics).



87

[42] STERZA, R. L. et al. Anélise da ordem de acurécia do erro em solu¢gdes numéricas da
equacgao de poisson. Revista Eletronica Paulista de Matemdtica, v. 10, dez. 2017.

[43] ZHANG, W. et al. An unstructured finite volume method based on the projection
method combined momentum interpolation witha central scheme for three-dimensional
nonhydrostatic flows. European Journal of Mechanics / B Fluids, v. 84, p. 164—185, 2020.
DOI: ttps://doi.org/10.1016/j.euromechflu.2020.06.006.

[44] BREIL, J.; H., M. P. A cell-centered diffusion scheme on two-dimensional unstructured
meshes. Journal of Computational Physics, v. 224, p. 785-823, 2007. DOI:
10.1016/j.jcp.2006.10.025.

[45] GAO, Z.; WU, J. A linearity preserving cell-centered scheme for the heterogeneous and
anisotropic diffusion equations on general meshes. International Journal For Numerical
MethodsS in Fluids, Wiley Online Library, v. 67, n. 12, p. 2157-2183, 2011. DOLI:
10.1002/1d.2496.

[46] CHANG, L.; YUAN, G. An efficient and accurate reconstruction algorithm for the
formulation of cell-centered diffusion schemes. Journal of Computational Physics, v. 231,
p. 6935-6952, 2012. DOI:10.1016/j.jcp.2012.06.019.

[47] MARCHI, C. H.; SILVA, A. F. C. Unidimensional numerical solution error simulation
for convergent apparent order. Numerical Heat Transfer, Part B., v. 42, n. 2, p. 167-188,
2002. DOI: https://doi.org/10.1080/10407790190053888.

[48] STROHER, G. R.; CARDOSO, L. D. P. Grid Refine Solver: Registro de programa de
computador n. BR512025003508-0. Instituto Nacional da Propriedade Industrial (INPI),
2025. Disponivel em: <https://gyllesrs.github.io/GRID-REFINE-SOLVER/>.

[49] MEEK, K. M. et al. The organisation of collagen fibrils in the human corneal stroma: a
synchrotron x-ray diffraction study. Current Eye Research, v. 6, n. 7, p. 841-846, 1987.
DOI 10.3109/02713688709034853.

[50] HEPFER, R. G. et al. Depth- and direction-dependent changes in solute transport following
cross-linking with riboflavin and uva light in ex vivo porcine cornea. Experimental Eye
Research, v. 205, p. 1-8, 2021. DOI: ttps://doi.org/10.1016/j.exer.2021.108498.

[51] KWAN, M.; NIINIKOSKI, J.; HUNT, T. K. In vivo measurements of oxygen tension in
the cornea, aqueous humor, and anterior lens of the open eye. Investigative Ophthalmology
Visual Science, v. 11, n. 2, p. 108-114, 1972.

[52] SOBOTTA, J. Atlas de anatomia humana: cabeca, pescoco e extremidado superior. 21.
ed. Rio de Janeiro: Guanabara Koogan, 2000. 425 p. p.


https://gyllesrs.github.io/GRID-REFINE-SOLVER/

Apéndices



89

Os Apéndices de B a D a seguir, apresentam as tabelas completas com os resultados
numéricos para cada um dos cinco casos analisados no Capitulo 4. As tabelas 11 a 22 detalham
a ordem de convergéncia ¢ obtida em todas as normas de erro consideradas, além dos valores
calculados para as métricas de qualidade de malha: distor¢ao (D), razdo de aspecto (AR) e
qualidade (@)). Complementando essas informacdes, cada tabela inclui ainda dados sobre a dis-
cretizacgao utilizada, como nimero de volumes e indice de refinamento da malha (h), bem como
pardmetros computacionais, incluindo o nimero de iteracdes realizadas, ciclos completados,

tempo total de processamento, residuo difusivo e ordem de convergéncia do mesmo.
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APENDICE A — SOLUCOES FABRICADAS

Nesse apéndice encontram-se os cdlculos que forneceram as solugdes fabricadas para
os casos 2 e 3. As solugdes foram obtidas com auxilio do software Maple. De forma geral,
primeiro é definida a solugdo analitica ¢(x, y), em seguida, a solu¢do é substituida na equagio
da difusdo para o caso bidimensional em coordenadas cartesianas (equacgao (2.23)). Por fim, os

valores do tensor de difusdo I' é substituido para que o termo fonte seja obtido.

Procedimento computacional 1 Solucdo fabricada para o caso 2 utilizando o software Maple

> phi := sin(pi*x)*sin(pix*y);. .
¢ = sin(mz) sin(my);

> fonte := kxxxdiff(diff (phi,x),x) + kyyxdiff(diff (phi,y),y) +
kxy*diff (diff (phi,y),x) + kyx+diff (diff (phi,x),vy);
fonte := — ky, sin(mz)n? sin(ry) — ky, sin(rz)7? sin(7y)

+ Ky cos(mx)m? cos(my) + Ky cos(ma)m? cos(my)

> subs (kxx=1, kyy=1, kxy=0, kyx=0, fonte);

2

—2sin(mz)n” sin(my)

Procedimento computacional 2 Solugdo fabricada para o caso 3 utilizando o software Maple

> phi := sin(pixx)*sin(pixy);, :
¢ = sin(mz) sin(my);

> fonte := kxxxdiff(diff (phi,x),x) + kyyxdiff(diff (phi,y),y) +
kxy+*diff (diff(phi,y),x) + kyxxdiff (diff (phi,x),vy);

fonte := — ky, sin(mz)n? sin(ry) — ky, sin(rz)7? sin(7y)

2 2 cos(Ty)

+ kyy cos(mx)m® cos(my) + ky, cos(mx)m
> subs (kxx=3, kyy=7, kxy=2, kyx=2, fonte);

—10sin(7z)7? sin(ry) + 4 cos(rz )7 cos(my)
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APENDICE B - CASO1

Tabela 11 — Dados obtidos pelas simula¢des utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio quadran-
gular para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:

a autora.
R=1D=0,AR=1.
N° de ~ .
volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 1237 41 0,0625 wok ok wok ok 0,29563
1024 2573 41 0,0312 1,9900 11,9851 11,9610 1,9869 1,4268
4096 5123 42 0,0156  1,9972 1,9947 11,9804 11,9951 12,252
Q=0,8D=0,3911; AR =1.
N de Iteracoes ciclos h Tempo (s)
volumes ¢ @ 92 Goo qrRMS p
256 1467 42 0,0625 wok ok wok ok 0,27491
1024 2954 44 0,0312 11,9889 11,9870 11,9340 11,9889 1,0819
4096 5893 44 0,0156  1,9963 11,9953 1,9681 1,9958 11,162
Q=0,6;D =0,5456; AR = 1.
N de Iteracoes ciclos h Tempo (s)
volumes ¢ a1 q2 goo qrRM S
256 1846 55 0,0625 wok ok wok ok 0,37259
1024 4053 63 0,0312 11,9884 11,9866 11,9324 11,9887 1,9787
4096 8039 65 0,0156  1,9959 11,9949 1,9673 1,9954 10,414
Q=0,4,D =0,6667; AR = 1.
N° de ~ . .
volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 2377 73 0,0625 ok ok wok ok 0,44543
1024 5935 92 0,0312 11,9882 11,9856 11,9281 11,9879 2,6361
4096 12578 107 0,0156  1,9956 11,9944 1,9654 11,9949 17,735
Q=0,2,D=0,7833; AR = 1.
N°de  poracies  cicl h Tempo (s)
volumes eracoes ciclos ¢ q2 Qoo qRMS empo (s
256 2804 75 0,0625 ok ok wok ok 0,45745
1024 7783 115 0,0313  1,9883 11,9841 11,9283 11,9867 2,2689
4096 19490 170  0,0156 1,9956 1,9937 11,9633 11,9943 28,726
Q=0,1,D=0,822; AR =1.
N° de ~ .
volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 - - 0,0625 ok ok ok ok -
1024 - - 0,0313 1,9886 11,9833 11,9394 11,9862 -

4096 - - 0,0156  1,9957 11,9935 1,9689 11,9942 -
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Tabela 12 — Dados obtidos pelas simulagdes utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a

autora.
Q=1,D=0,AR=1.
N° de ~ .

volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 702 23 0,0823 *k ok *% *k 0,15109
1024 1447 24 0,0411 1,9906 1,9894 1,9533 1,9902 0,63678
4096 2763 24 0,0206 1,9976 1,9968 1,9701 1,9970 4,4767

Q=0,8 D =0,3185; AR = 1, 3550.
Nde o racs icl h Tempo (s)

volumes eracoes ciclos Q1 q2 Qoo qRMS empo (s
256 1072 28 0,0291 *k wok *k wk 0,17354
1024 2347 30 0,0145 0,8797 0,8802 0,7962 0,8806 0,54794
4096 4686 31 0,0073  0,9447 09446 0,9027 0,9447 2,9396

Q=0,6;D=0,5 AR = 2,1544.
N*de Iteracoes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ o 92 oo qRMS p
256 1472 36 0,0237 ok *ok *% wok 0,20545
1024 3708 48 0,0119 0,9350 0,9361 0,8537 0,9364 1,2048
4096 8387 55 0,0059 0,9700 09704 0,9282 0,9705 5,2207

Q=0,4;,D = 0,6688; AR = 4,4652.
N°d ~ .

v olumees Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 2151 55 0,0188 ok *ok *% *ok 0,32467
1024 6408 79 0,0094 09585 10,9634 0,8785 0,9637 1,5882
4096 16430 107 0,0047 0,9811 09840 0,9396 0,9840 9,9789

Q =0.2; D =0.8346; AR = 16.9544.
N°d ~ .

v olumi,s Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 3527 96 0,0131 *k *k ok ok 0,52361
1024 10368 143 0,0065 0,9633 0,9789 0,8929 0,9792 1,7883
4096 32498 211 0,0033 0,9830 0,9926 0,9464 0,9927 19,708

Q=0,1;D=0,9173; AR = 66, 9894.
N° de Iteracoes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ T« 42 oo qRMS P
256 4329 133 0,0092 *k *k *% *k 0,32938
1024 13094 213 0,0046 0,9472 09770 0,8864 0,9773 4,4741
4096 36702 318 0,0023 09744 09932 0,9351 0,9933 44,748
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Tabela 13 — Dados obtidos pelas simulac¢des utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio qua-
drangular para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2.
Fonte: a autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h { ; ; Residuo Tempo (s)
volumes C q1 q2 oo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 49 2 0,0625 ok wok Hok wok ok 1,0537e-14 0,19687
1024 105 2 0,0312  2,0000 11,9973  1,9654 19991 0,6406 6,7589%-15 0,11184
4096 196 2 0,0156  2,0000 1,9992  1,9832  1,9996 0,9255 3,5585e-15 0,96053
Q=0,8D=0,3911; AR = 1.
N*de Iteracées ciclos h ) o Residuo Tempo (s)
volumes erag q1 q2 Goo dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo Po (s
256 1170 34 0,0625 wE wE wE wE woE 3,4976e-01 0,17356
1024 2301 36 0,0312  2,0212  1,9330 0,9505 11,9349 0,9919 1,7587e-01 0,9925
4096 4449 36 0,0156  2,0322 19675 09755 1,9680 0,9963 8,815%¢e-02 11,703
Q=0,6:D =0,5456; AR = 1.
N*de Iteracoes ciclos h { ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 oo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 1739 52 0,0625 ok wok Hok wok ok 1,0322 0,21718
1024 3610 60 0,0312  2,0610 11,9434  0,9657  1,9455 0,9804 5,2316e-01 1,6279
4096 7524 65 0,0156  2,0599 19730 0,9829 1,9735 0,9905 2,6332e-01 20,425
Q=0,4,D =0,6667; AR = 1.
N"de  yioracdes  ciclos h ] A Residuo 0 (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo Po (S
256 2171 70 0,0625 woE wE HE wE wE 3,0532 0,33235
1024 5499 91 0,0312 2,0942 1,9426 09696  1,9449 0,9717 1,5568 2,3685
4096 12142 107 0,0156  2,0809 1,9730 10,9848  1,9736 0,9861 7,8596e-01 37,739
Q=0,2:D=0,7833; AR = 1.
N°de Tteraco icl h ’ o Residuo T ©)
volumes eracoes ciclos q1 q2 qoo 4qRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 - - 0,0625 ok ok ok ok ok 13,984 -
1024 - - 0,0313  2,1129  1,9209 0,9684  1,9236 0,9639 7,1693 -
4096 - - 0,0156  2,1117 19607 0,9841 19614 0,9822 3,6291 -
Q=0.1;D=0.8522; AR = 1.
N"de  yioracdes  ciclos h ] A Residuo 0 (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo Po (S
256 - - 0,0625 wE wE wE wE wE 56,300 -
1024 - - 0,0313  2,0948 1,8757 09664 1,8786 0,9597 28,947 -
4096 - - 0,0156  2,1236  1,9403  0,9829  1,9410 0,9802 14,673 -
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Tabela 14 — Dados obtidos pelas simulac¢des utilizando a condic¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 65 3 0,0823 ok ok ok ok ok 3,3766e-12  0,086215
1024 130 3 0,0411  2,0000 1,9995 1,9356  2,0003 0,7335 2,0308e-12  0,096837
4096 248 3 0,0206  2,0000 1,9998 1,9544  2,0000 0,0423 1,9722e-12 0,89266
Q=0,8 D =0,3185; AR = 1,3550.
N° de It < icl h ) o Residuo Tempo (s)
volumes €eragoes ciclos q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 1034 28 0,0291 ok wE wE ok wE 8,4498e-02 0,23119
1024 2285 31 0,0145  2,0743  1,9311 09589 11,9315 1,0298 4,1386e-02 0,83032
4096 4671 33 0,0073  2,0515 1,9626 0,9794  1,9627 1,0158 2,0467e-02 6,4666
Q=0,6:D=0,5 AR = 2,1544.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 1630 44 0,0237 ok ok wok ok ok 1,2133e-01 0,22506
1024 4208 55 0,0119  2,1842  1,9489  0,9681 1,9492 1,0143 6,0067e-02 0,88631
4096 8999 62 0,0059 2,0952 1,9700 0,9839 1,9701 1,0080 2,9868e-02 12,167
Q=0,4;,D =0,6688; AR = 4,4652.
N*de Iteracdes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 4o drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 2364 63 0,0188 ok wE wE wE wE 1,8482e-01 0,23462
1024 7314 95 0,0094  2,1521 1,9556 09711  1,9559 0,9974 9,2575e-02 1,5003
4096 17762 122 0,0047  2,1113  1,9727 0,9854 19728 0,9982 4,6345e-02 21,79
Q=0,2: D = 0,8346; AR = 16, 9544.
N° de It - il h ) - Residuo T ©)
volumes eracoes ciclos q1 q2 Goo 4dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo €empo (S
256 3483 104 0,0131 ok ok wok ok ok 3,5073e-01 0,34038
1024 11532 167 0,0065 2,0737 19878 0,9724  0,9681 0,9759 1,7833e-01 3,4155
4096 37142 250 0,0033  2,0430 19773 09861 09774 0,9859 9,0038e-02 42,904
Q=0,1,D=0,9173; AR = 66, 9894.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 16182 299 0,0092 ok wE wE wE wE 6,6798e-01 3,8787
1024 51372 485 0,0046  2,0610 11,9898 0,9728  1,9901 0,9629 3,4268e-01 61,103
4096 - - 0,0023  2,0233  1,9911 0,9863 19912 0,9788 1,7388e-01 -
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Tabela 15 — Dados obtidos pelas simulagdes utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio quadran-
gular para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:

a autora.
R=1D=0,AR=1.
N° de ~ .

volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 717 38 0,0625 ** *E *E *E 0,31534
1024 1592 37 0,0312  3,0192 2,9923 29485 12,9923 1,6181
4096 3115 36 0,0156 1,8572 11,6972 14663 1,6972 5,8417

@ =0,8D=0,3911; AR = 1.
N° de - .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 (oo qrvs  Tempo (s)
256 1410 41 0,0625 wok ok wok ok 0,21629
1024 2854 41 0,0312  2,0220 2,0214 1,9366 2,0124 0,87024
4096 5692 41 0,0156 2,0170 2,0112 1,9718 2,0112 10,862

Q@ =0,6; D =0,5456; AR = 1.

V(l:im(:;s Iteracdes ciclos h Q q2 (oo qryvs  Tempo (s)
256 2013 56 0,0625 *E ** *E ok 0,30509
1024 4356 61 0,0312 1,9809 1,9797 19385 1,9797 2,0557
4096 8789 62 0,0156  2,0038 2,0024 11,9749 2,0024 10,157

Q=0,4,D =0,6667; AR = 1.
N°de ~ . .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 2901 74 0,0625 wok ok wok ok 0,53057
1024 6842 88 0,0312 11,9202 11,9217 19164 19217 1,8141
4096 14714 100  0,0156 11,9825 1,9831 11,9797 1,9831 16,942

Q=0,2,D=0,7833; AR = 1.
N°de ~ .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 3276 74 0,0625 wok ok wok ok 0,62734
1024 8874 105 0,0313 1,8022 11,8032 11,7958 11,8032 2,8476
4096 23163 144  0,0156 1,9464 19467 19413 1,9467 24,782

Q=0,1,D=0,822; AR =1.
N°de ~ .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 2918 63 0,0625 wok woE wok ok 0,49256
1024 8928 94 0,0313 1,6405 11,6431 1,6385 11,6431 2,7545
4096 25472 145 0,0156 1,8933 11,8937 11,8897 11,8937 30,328
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Tabela 16 — Dados obtidos pelas simulagdes utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a

autora.
Q=1,D=0,AR=1.
N° de ~ .

volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 935 27 0,0823 ok ok ok ok 0,14319
1024 1853 27 0,0411 2,0671 2,0496 2,0127 2,0488 0,70749
4096 3599 27 0,0206 2,0379 2,0278 2,0063 2,0276 2,5736

Q=0,8D=0,3185; AR = 1, 3550.
Nde o racs icl h Tempo (s)

volumes eracoes ciclos Q1 q2 Qoo qRMS empo (s
256 1011 29 0,0291 ok ok ok ok 0,12471
1024 2267 30 0,0145 0,8180 0,8678 0,9552 0,8674 0,54124
4096 4468 30 0,0073 09138 10,9284 0,9855 0,9283 2,8278

Q=0,6;D=0,5 AR = 2,1544.
N de Iteracoes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ e q2 Goo qRMS po (s
256 1162 33 0,0237 ok ok ok ok 0,20316
1024 2853 38 0,0119 09435 09472 09811 0,9469 1,0272
4096 5721 42 0,0059 0,9706 0,9708 0,9950 0,9707 3,8671

Q =0,4; D =0,6688; AR = 4,4652.
N°d ~ .

v olumees Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 1859 53 0,0188 ok K *% K 0,34223
1024 5015 68 0,0094 0,9828 0,9870 0,9944 0,9868 1,0125
4096 11343 80 0,0047 09903 09917 1,0001 0,9917 9,5159

Q=0,2;D=0,8346; AR = 16,9544.
N°d ~ .

v olumi,s Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 3384 95 0,0131 ok ok Hok ok 0,41357
1024 10750 146  0,0065 0,9960 0,9968 1,0116 1,0124 2,753
4096 26712 195 0,0033  0,9975 11,0002 1,0053 11,0057 17,842

Q=0,1;D=0,9173; AR = 66,9894.
N° de Iteracdes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ @ a2 oo qrMS P
256 5417 152 0,0092 wok ok wok ok 0,65277
1024 17471 250  0,0046 10,9867 1,0195 09868 11,0193 3,8423
4096 49980 385 0,0023  0,9931 1,0102 0,9949 1,0102 35,043
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Tabela 17 — Dados obtidos pelas simula¢des utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio qua-
drangular para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2.
Fonte: a autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 2 2 0,0625 ok ok ok ok ok 2,0218e-16  0,083253
1024 5 2 0,0312  2,0056  2,0021 1,9916  2,0021 1,1087 9,3891e-17 0,13051
4096 6 2 0,0156  2,0014  2,0005 1,9979  2,0005 -0,0880 9,9797e-17 0,65641
Q=0,8D=0,3911; AR = 1.
N° de Tteraco icl h ) o Residuo Tempo (s)
volumes eracoes ciclos a1 q2 qoo 9dRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 1333 35 0,0625 ok wE wE ok wE 1,8023e-01 0,29676
1024 2613 36 0,0312  1,9769 1,9409 1,0257 11,9409 0,9866 9,0955e-02 1,759
4096 4891 36 00156 19979 19789 09916 19789 0,9962 4,5599e-02 15,957
Q=0,6;D=0,5456; AR = 1.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 2103 56 0,0625 ok ok wok ok ok 3,2667e-01 0,33523
1024 4208 61 0,0312  1,9744 19354 11,1661 1,9354 0,9868 1,6483e-01 1,9222
4096 8297 62 0,0156  2,0010 1,9820 11,1547 11,9820 0,9978 8,2544e-02 16,826
Q=0,4,D =0,6667; AR = 1.
N*de Iteracdes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 4o drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 2659 73 0,0625 ok wE wE wE wE 5,8461e-01 0,43438
1024 6434 88 0,0312  1,9359 11,9233  1,9240 11,9233 0,9498 3,0265e-01 2,4445
4096 13000 100 0,0156  1,9829 19757 1,0917 19757 0,9855 1,5285e-01 39,257
Q=0,2D=0,7833; AR = 1.
N° de Tteraco il h ) - Residuo T ©)
volumes eracoes ciclos q1 q2 Goo 4dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo €empo (S
256 3095 74 0,0625 ok ok wok ok ok 1,2512 0,50133
1024 7866 106 0,0313  1,8280 1,8445 11,8385 11,8445 0,8626 6,8812e-01 4,1757
4096 19122 145 0,0156  1,9448 1,9499 1,9559 11,9499 0,9594 3,5387e-01 46,193
Q=0,1;D = 0,8522; AR = 1.
N"de Iteracdes  ciclos h i i fusi Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 2795 61 0,0625 ok wE wE wE wE 2,2794 0,33998
1024 7697 95 0,0313 11,7232 1,7395 1,7543 11,7395 0,7081 1,3953 2,7933
4096 20012 147 0,0156 1,9045 19114 1,9203 19114 0,9139 7,4051e-01 55,065
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Tabela 18 — Dados obtidos pelas simulac¢des utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 70 3 0,0823 ok ok ok ok ok 2,7003e-12  0,091974
1024 139 3 0,0411  2,0037 2,0027 2,0060 2,0019 0,9006 1,4465e-12 0,10214
4096 259 3 0,0206  2,0009 2,0006 2,0031 2,0004 0,4105 1,0883e-12 0,73107
Q=0,8 D =0,3185; AR = 1,3550.
N° de Tteraco icl h ) o Residuo Tempo (s)
volumes eracoes ciclos a1 q2 qoo 9dRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 793 22 0,0291 ok wE wE ok wE 7,7434e-02 0,14359
1024 1686 23 0,0145  1,9483 11,9435 11,1868  1,9431 1,0242 3,8072e-02 0,83846
4096 3201 24 0,0073  1,9783  1,9670 0,6006  1,9675 1,0126 1,8870e-02 4,2827
Q=0,6:D=0,5 AR = 2,1544.
N"de Iteracoes ciclos h i i fusi Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 1281 35 0,0237 ok ok wok ok ok 1,0216e-01 0,17969
1024 2982 41 0,0119 1,8909 1,8335 0,8509  1,8333 1,0284 5,0086e-02 0,83593
4096 5855 42 0,0059 1,9321 1,8990 0,9238 11,8989 1,0150 2,4783e-02 8,2263
Q=0,4;,D =0,6688; AR = 4,4652.
N*de Iteracdes  ciclos h i i fusi Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 4o drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 2060 56 0,0188 ok wE wE wE wE 1,1568e-01 0,29758
1024 5326 73 0,0094 19146 1,8533 09119 1,8531 1,0302 5,6642¢-02 2,2004
4096 11348 85 0,0047  1,9266 19006 09511 1,9005 1,0162 2,8006e-02 14,976
Q=0,2: D = 0,8346; AR = 16, 9544.
N°de Tteraco il h ) - Residuo T ©)
volumes eragoes ciclos q1 q2 4o qRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 3608 98 0,0131 ok ok wok ok ok 1,2273e-01 0,45372
1024 10902 153 0,0065 1,8739  1,8247 09213  1,8245 1,0311 6,0056e-02 4,0422
4096 26742 208 0,0033  1,9286 1,8667 09551 11,8666 1,0167 2,9682¢-02 42,392
Q=0,1,D=0,9173; AR = 66, 9894.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 5370 149 0,0092 ok wE wE wE wE 1,2440e-01 0,5771
1024 17439 258 0,0046 1,8014 1,7728 09168 11,7726 1,0313 6,0862¢-02 5,9535
4096 48582 404 0,0023  1,8646 1,8116 09527 18116 1,0168 3,0078e-02 76,956
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Tabela 19 — Dados obtidos pelas simulagdes utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio quadran-
gular para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:

a autora.
R=1D=0,AR=1.
N° de ~ .

volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 1124 40 0,0625 ** *E *E *E 0,28666
1024 2325 40 0,0312 3,0584 3,0398 29668 3,0398 1,6471
4096 4732 39 0,0156 1,8425 11,7401 1,6956 1,7401 13,012

@ =0,8D=0,3911; AR = 1.
N° de - .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 (oo qrvs  Tempo (s)
256 1537 42 0,0625 *E *E *E *E 0,34499
1024 3214 43 0,0312  2,0798 2,0499 1,9073 2,0499 1,5009
4096 6208 43 0,0156 2,0402 2,0238 11,9473 2,0238 10,225

Q@ =0,6; D =0,5456; AR = 1.

V(l:im(:;s Iteracdes ciclos h Q q2 (oo qryvs  Tempo (s)
256 2586 75 0,0625 *E ** *E *E 0,55817
1024 6097 88 0,0312 2,0212 2,0119 19178 2,0119 1,7933
4096 12387 92 0,0156 2,0213 2,0158 1,9637 2,0158 18,932

Q=0,4,D =0,6667; AR = 1.
N°de ~ . .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 3729 106 0,0625 wok ok wok ok 0,55431
1024 10464 147  0,0312 1,9406 11,9424 11,9239 1,9424 4,3294
4096 23820 169  0,0156 1,9917 11,9923 1,9799 11,9923 36,432

Q=0,2,D=0,7833; AR = 1.
N°de ~ .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 3276 74 0,0625 wok ok wok ok 0,62734
1024 8874 105 0,0313 1,8022 11,8032 11,7958 11,8032 2,8476
4096 23163 144  0,0156 1,9464 19467 19413 1,9467 24,782

Q=0,1,D=0,822; AR =1.
N°de ~ .

volumes Iteracdes ciclos h Q q2 Qoo qryvs  Tempo (s)
256 2918 63 0,0625 wok woE wok ok 0,49256
1024 8928 94 0,0313 1,6405 11,6431 1,6385 11,6431 2,7545
4096 25472 145 0,0156 1,8933 11,8937 11,8897 11,8937 30,328
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Tabela 20 — Dados obtidos pelas simulagdes utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a

autora.
Q=1,D=0,AR=1.
N° de ~ .

volumes Iteracoes ciclos h Q1 q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 1572 28 0,0823 ok ok ok ok 0,23169
1024 3324 41 0,0411 2,0504 2,0309 11,9294 2,0301 0,80767
4096 6847 44 0,0206 2,0260 2,0138 11,9562 2,0136 4,2253

Q=0,8D=0,3185; AR = 1, 3550.
Nde o racs icl h Tempo (s)

volumes eracoes ciclos Q1 q2 Qoo qRMS empo (s
256 1675 40 0,0291 ok ok ok ok 0,23228
1024 4321 50 0,0145 0,7913 0,8485 0,9625 0,8481 0,84871
4096 9029 56 0,0073 0,8998 0,9139 0,9893 0,9138 5,1122

Q=0,6;D=0,5 AR = 2,1544.
N de Iteracoes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ e q2 Goo qRMS po (s
256 2209 55 0,0237 ok ok ok ok 0,35253
1024 6619 78 0,0119 0,9408 0,9434 0,9860 0,9432 1,0286
4096 14670 96 0,0059 0,9684 09678 0,9974 0,9677 8,751

Q =0,4; D =0,6688; AR = 4,4652.
N°d ~ .

v olumees Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms ~ Tempo (s)
256 2928 75 0,0188 ok ok Hok ok 0,37813
1024 9408 119  0,0094 0,9831 09873 0,9972 0,9871 2,6363
4096 23980 166 0,0047 09902 0,9916 1,0014 0,9915 21,281

Q=0,2;D=0,8346; AR = 16,9544.
N°d ~ .

v olumi,s Iteracoes ciclos h Q q2 Qoo qrms  Tempo (s)
256 4546 116  0,0131 *% K *% K 0,6254
1024 15308 200  0,0065 10,9964 1,0126 0,9982 11,0124 3,7412
4096 42920 319  0,0033 0,9977 11,0058 1,0008 1,0057 29,967

Q=0,1;D=0,9173; AR = 66,9894.
N° de Iteracdes ciclos h Tempo (s)

volumes ¢ @ a2 oo qrMS P
256 6522 174 0,0092 wok ok wok ok 0,78498
1024 21571 303 0,0046 0,9868 11,0200 0,9877 11,0198 5,2667
4096 65448 515 0,0023  0,9931 11,0105 0,9953 1,0105 47,561
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Tabela 21 — Dados obtidos pelas simulac¢des utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em dominio qudran-
gular para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:
a autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 815 26 0,0625 ok ok ok ok ok 4,9664e-01 0,31028
1024 1703 26 0,0312  2,0166 2,0086 2,0054 2,0086 0,9927 2,4958e-01 1,3775
4096 3383 26 0,0156  2,0044 2,0022 2,0014 2,0022 0,9982 1,2495e-01 8,8376
Q=0,8D=0,3911; AR = 1.
N*de Iteracdes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (S
256 1394 36 0,0625 ok wE wE ok wE 7,5126e-01 0,26866
1024 2662 37 0,0312  1,9865 11,9654 1,0810 1,9654 0,9876 3,7888e-01 1,2537
4096 4913 37 0,0156  2,0052 1,9886  1,0681 1,9886 0,9964 1,8992¢-01 14,086
Q=0,6:D =0,5456; AR = 1.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 2715 77 0,0625 ok ok wok ok ok 1,7242 0,4637
1024 5822 91 0,0312  1,9827 1,9525 1,2333  1,9525 0,9890 8,6871e-01 4,1088
4096 11260 95 0,0156  2,0033 1,9870 1,1829 11,9870 0,9983 4,3486e-01 31,678
Q=0,4D =0,6667; AR = 1.
N*de Iteracdes  ciclos h i i fusi Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 4o drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 3792 108 0,0625 ok woE wE wE wE 3,4169 0,67284
1024 9104 149 0,0312  1,9267 19120 1,8900 1,9120 0,9498 1,7689 5,7937
4096 19962 172 0,0156  1,9757 19676 1,0617 19676 0,9854 8,9344e-01 57,539
Q=0,2:D=0,7833; AR = 1.
N°de Tteraco il h ) - Residuo T ©)
volumes eragoes ciclos q1 q2 4o 4dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 3691 97 0,0625 ok ok wok ok ok 7,8377 0,51675
1024 10190 148 0,0313  1,8076  1,8107 1,7911 1,8107 0,8583 4,3233 4,2369
4096 26066 226 0,0156 1,9346 1,9355 11,9343 11,9355 0,9580 2,2256 67,141
Q=0,1;D = 0,8522; AR = 1.
N"de Iteracdes  ciclos h i i fusi Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 8712 124 0,0625 ok wE wE wE wE 1,4776e-01 3,1585
1024 23846 215 0,0313 11,6935 11,7069 1,7163  1,7069 -0,8200 9,0843 70,239
4096 - - 0,0156  1,8908 11,8965 1,9051 1,8965 -0,9473 4,8300 -
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Tabela 22 — Dados obtidos pelas simulac¢des utilizando a condi¢ao de contorno do presente tra-

balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em dominio triangular
para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

Q=1D=0,AR=1.

N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 721 18 0,0823 ok ok ok ok ok 4,9664e-01 0,20645
1024 1527 20 0,0411  2,0552 2,0402 1,0825 2,0394 0,9845 2,4958e-01 0,64884
4096 2915 20 0,0206 2,0327 2,0204 1,0353 2,0202 0,9958 1,2495e-01 5,2946
Q=0,8 D =0,3185; AR = 1,3550.
N° de Tteraco icl h ) o Residuo Tempo (s)
volumes eracoes ciclos a1 q2 qoo 9dRMS qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 1502 39 0,0237 ok wE wE ok wE 7,5126e-01 0,24647
1024 3678 48 0,0119  1,9241 1,8960 04996 1,8956 1,0160 3,7888e-01 0,94055
4096 7511 53 0,0059 1,9574 1,9383 0,7907 1,9382 1,0078 1,8992¢-01 8,0188
Q=0,6:D=0,5 AR = 2,1544.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 Goo 4qrRM S qResiduoDifusivo Difusivo P
256 2230 56 0,0237 ok ok wok ok ok 1,7242 0,3013
1024 5801 79 0,0119 1,9230 1,8511 0,8911 1,8509 1,0237 8,6871e-01 2,2492
4096 13010 96 0,0059 1,9330 11,9016 09415 1,9016 1,0127 4,3486e-01 17,517
Q=0,4;D = 0,6688; AR = 4, 4652.
N*de Iteracdes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 4o drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 3214 79 0,0188 ok wE wE wE wE 3,4169 0,4105
1024 9229 124 0,0094 19357 1,8524 09217 11,8522 1,0275 1,7689 3,2092
4096 21966 171 0,0047  1,9498 1,8901 0,9557 11,8901 1,0150 8,9344e-01 30,656
Q=0,2: D = 0,8346; AR = 16, 9544.
N°de Tteraco il h ) - Residuo T ©)
volumes eragoes ciclos q1 q2 4o 4dqrRM S qResiduoDifusivo Difusivo empo (s
256 4694 119 0,0131 ok ok wok ok ok 7,8377 0,52881
1024 14942 209 0,0065 1,8355 1,8063 0,9228 11,8062 1,0298 4,3233 3,4614
4096 40527 335 0,0033  1,8751 1,8372 0,9558 11,8372 1,0162 2,2256 58,551
Q=0,1,D=0,9173; AR = 66, 9894.
N*de Iteracoes ciclos h ; ; ; Residuo Tempo (s)
volumes ¢ q1 q2 qoo drRM S qResiduoDifusivo Difusivo po (s
256 6395 170 0,0092 ok wE wE wE wE 14,776 0,50266
1024 21090 310 0,0046 1,7813 1,7609 09169 1,7608 1,0307 9,0843 4,5458
4096 60129 536 0,0023  1,8328 1,7901 0,9527 1,7901 1,0165 4,8300 124,59
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