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ALVARES, N.. Um método de volumes finitos para EDP elíptica bidimensional com células
triangulares e quadrangulares. 2026. 102f. Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada
e Computacional) – Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2026.

RESUMO

As equações diferenciais parciais elípticas modelam fenômenos de equilíbrio em diversas áreas
da ciência e da engenharia, sendo frequentemente resolvidas por métodos numéricos, como o
método de volumes finitos. No entanto, as análises de convergência para operadores de difusão
no contexto do método de volumes finitos são frequentemente restritas a malhas que satisfazem
condições de ortogonalidade, uma exigência raramente atendida por geradores automáticos de
malha em geometrias complexas. Diante desse desafio, o presente trabalho propõe o desen-
volvimento e a implementação de um código computacional baseado no método de volumes
finitos para a solução de equações diferenciais parciais elípticas em malhas não estruturadas
bidimensionais, compostas por volumes triangulares e quadrangulares. A formulação apresen-
tada emprega uma estratégia de reconstrução de gradientes nas faces dos volumes de controle,
baseada no método de Green-Gauss aplicado sobre regiões delimitadas pelos centroides de dois
volumes adjacentes e pelos vértices da face compartilhada. Um dos principais diferenciais deste
estudo encontra-se no tratamento das condições de contorno, propondo uma abordagem unifi-
cada que generaliza as condições de Dirichlet, Neumann e Robin por meio de uma formulação
única, aplicada a um pseudocentroide definido na face de contorno. A verificação do código
foi realizada por meio do Método das Soluções Fabricadas, com três casos de teste. Foram
utilizadas malhas triangulares, quadrangulares e híbridas, as quais foram sistematicamente de-
gradadas mediante distorções controladas. A qualidade da malha foi quantificada por métricas
como qualidade ortogonal, distorção angular e razão de aspecto, permitindo uma análise deta-
lhada do comportamento da convergência em função da degradação geométrica. Os resultados
demonstram que a metodologia proposta mantém uma ordem de convergência próxima de dois,
mesmo em malhas severamente distorcidas, tanto para meios isotrópicos quanto anisotrópicos,
apresentando resultados numericamente mais satisfatórios em comparação com a abordagem
tradicional baseada em interpolação geométrica para condições de contorno. A análise com-
parativa entre malhas triangulares e quadrangulares revelou que, para uma mesma quantidade
aproximada de volumes, as malhas quadrangulares proporcionam maior precisão numérica. As
malhas híbridas mostraram-se viáveis e estáveis, confirmando a flexibilidade do método. Adi-
cionalmente, foi conduzida uma aplicação prática, simulando a difusão de oxigênio no estroma
da córnea humana, ilustrando a capacidade do código em lidar com geometrias não triviais e
condições de contorno complexas.

Palavras-chave: Método de Volumes Finitos. Malhas não estruturadas. Equação Diferencial
Parcial Elíptica. Reconstrução do Gradiente. Método de Green-Gauss.



ALVARES, N.. A finite volume method for two-dimensional elliptic PDEs using triangular
and quadrilateral cells. 2026. 102p. Master’s Thesis (Master’s in Applied and Computational
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ABSTRACT

Elliptic partial differential equations model equilibrium phenomena in various fields of sci-
ence and engineering and are often solved using numerical methods such as the finite volume
method. However, convergence analyses for diffusion operators in the context of the finite vol-
ume method are often restricted to meshes that satisfy orthogonality conditions, a requirement
rarely met by automatic mesh generators in complex geometries. In light of this challenge,
this paper proposes the development and implementation of a computational code based on
the finite volume method for solving elliptic partial differential equations on two-dimensional
unstructured meshes composed of triangular and quadrangular volumes. The formulation pre-
sented employs a strategy for reconstructing gradients on the faces of control volumes based
on the Green-Gauss method applied to regions bounded by the centroids of two adjacent vol-
umes and the vertices of the shared face. One of the main contributions of this study lies in
the treatment of boundary conditions, proposing a unified approach that generalizes the Dirich-
let, Neumann, and Robin conditions through a single formulation, applied to a pseudocentroid
defined on the boundary face. The code was verified using the Method of Manufactured So-
lutions, with three test cases. Triangular, quadrangular, and hybrid meshes were used, which
were systematically degraded through controlled distortions. Mesh quality was quantified using
metrics such as orthogonality, angular distortion, and aspect ratio, allowing for a detailed anal-
ysis of convergence behavior as a function of geometric degradation. The results demonstrate
that the proposed methodology maintains a convergence order close to two, even in severely
distorted meshes, for both isotropic and anisotropic media, yielding numerically more satisfac-
tory results compared to the traditional approach based on geometric interpolation for boundary
conditions. A comparative analysis between triangular and quadrangular meshes revealed that,
for approximately the same number of volumes, quadrangular meshes provide greater numer-
ical accuracy. Hybrid meshes proved to be viable and stable, confirming the flexibility of the
method. Additionally, a practical application was conducted, simulating oxygen diffusion in
the human corneal stroma, illustrating the code’s ability to handle non-trivial geometries and
complex boundary conditions.

Keywords: Finite Volume Method. Unstructured meshes. Elliptic Partial Differential Equation.
Gradient Reconstruction. Green-Gauss Method.
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1 INTRODUÇÃO

As Equações Diferenciais Parciais Elípticas (EDPEs) constituem uma classe particu-
lar das equações diferenciais que surgem naturalmente de problemas da física, matemática e
engenharia e são amplamente empregadas na modelagem de problemas de equilíbrio que não
dependem do tempo. Entretanto, a obtenção de soluções analíticas para esses problemas não é
trivial, o que torna necessária a utilização de técnicas numéricas para sua resolução.

Dentre as técnicas numéricas mais empregadas, destaca-se o Método de Volumes Finitos
(MVF), reconhecido por sua aplicabilidade em geometrias complexas e pela relativa simplici-
dade de implementação, sobretudo em Dinâmica dos Fluidos Computacional (DFC) [2]. Sua
utilização é favorecida pela possibilidade de utilizar malhas não estruturadas compostas por
volumes de diferentes formatos para a discretização do domínio computacional, facilitando o
processo de geração de malhas em geometrias complexas [3].

A escolha do tipo de malha, contudo, influencia diretamente na precisão e eficiência
computacional das simulações. Malhas estruturadas de volumes quadriláteros tendem a apre-
sentar melhor desempenho em regiões regulares, enquanto sua flexibilidade para representar
domínios mais complexos é limitada. Por outro lado, malhas com volumes triangulares ofe-
recem maior adaptabilidade a geometrias irregulares, embora possam demandar um maior es-
forço computacional na organização dos dados. Nesse cenário, malhas híbridas, compostas por
volumes quadriláteros e triangulares, configuram-se como uma alternativa promissora, ao com-
binarem características favoráveis de ambos os tipos [2, 20].

Ademais, vale destacar que, segundo Bonaventura e Della Rocca [21], as análises de
convergência dos esquemas de volumes finitos para operadores de difusão em tipos de malha
não estruturadas são geralmente limitadas a malhas que satisfazem uma condição de ortogo-
nalidade. Isso é bastante restritivo na prática, já que nenhum dos geradores de malha robustos
normalmente adotados para pré-processamento de configurações industriais é capaz de garantir
essa condição. Ou seja, a ortogonalidade das malhas é uma exigência requerida para assegurar a
precisão dos cálculos, entretanto, na prática, as malhas geradas automaticamente não satisfazem
essa condição, o que pode comprometer a qualidade dos resultados.

Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo o desenvolvimento e implementa-
ção de um código computacional baseado no MVF para a discretização de equações elípticas
em malhas não estruturadas compostas por volumes triangulares e quadriláteros visando a um
estudo sobre o impacto da não ortogonalidade e da distorção da malha na precisão da solução
numérica.

Para alcançar tais objetivos, os capítulos seguintes apresentam inicialmente um levan-
tamento das principais características das malhas triangulares, quadrilaterais e híbridas, permi-
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tindo uma análise comparativa entre elas. Em seguida, é desenvolvida uma revisão teórica sobre
o MVF para o termo difusivo bidimensional, destacando-se diferentes abordagens para a inter-
polação do gradiente nas faces e a formulação adotada no presente trabalho. A verificação do
código e análise da ordem convergência são realizadas com base na metodologia proposta por
Jacq [1], utilizando soluções analíticas obtidas pelo Método das Soluções Fabricadas (MSF),
para o cálculo dos erros em diferentes normas. É apresentada ainda, uma análise de qualidade e
distorção das malhas empregadas, possibilitando avaliar a eficiência do método de discretização
da EDPE sob diferentes condições geométricas do domínio computacional.

Por fim, o trabalho apresenta uma aplicação prática em que um fenômeno real foi mo-
delado com o objetivo de ilustrar as possibilidades de uso da implementação desenvolvida.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

As malhas computacionais podem ser classificadas, de modo geral, em estruturadas e
não estruturadas, sendo que cada uma delas apresenta características distintas que influenciam
diretamente a precisão, complexidade de implementação e custo computacional [12].

As malhas estruturadas caracterizam-se pela regularidade na conectividade entre os vo-
lumes, o que facilita a implementação numérica, a ordenação dos volumes e a geração da malha.
No entanto, apresentam limitações significativas quando aplicadas a domínios com geometrias
complexas, devido à sua baixa adaptabilidade [22].

Em contrapartida, as malhas não estruturadas oferecem maior flexibilidade na discreti-
zação do domínio, permitindo variar a concentração e utilizar diferentes formatos de volumes,
como triângulos e quadriláteros. Essa característica proporciona uma melhor adaptação a geo-
metrias complexas e maior precisão nos cálculos [2]. Por outro lado, nas malhas não estrutura-
das, não há um padrão de conectividade, o que torna a ordenação dos volumes mais complexo,
dificultando a identificação dos vizinhos de uma célula ou a determinação de quantos volumes
compartilham um mesmo vértice. Conforme ilustrado na Figura 1(a), 1(a), qualquer vértice in-
terno da malha estruturada é compartilhado por exatamente quatro volumes, enquanto o mesmo
não ocorre na malha não estruturada apresentada na Figura 1(b), em que o vértice numerado
como 1 é compartilhado por 7 volumes, ao passo que o vértice identificado por 2 é comparti-
lhado por apenas 4.

(a)

1

2

(b)

Figura 1 – Esquema ilustrativo de malhas: (a) estruturada, (b) não estruturada. Fonte: a autora.

As malhas não estruturadas permitem a combinação de diferentes tipos de volumes em
um mesmo domínio. No caso bidimensional, por exemplo, é possível utilizar triângulos e qua-
driláteros para construir uma malha. A essa combinação dá-se o nome de malha híbrida. Um
ponto interessante na utilização de malhas híbridas é que permitem o cálculo de fluxos no inte-
rior ou no entorno de características geométricas de complexidade arbitrária, sem a necessidade
de grande esforço temporal na geração e mapeamento da malha. A geração de malhas é bastante
simples, além de que o refinamento e adaptação da malha são mais fáceis [11].
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Diante desse contexto, neste capítulo são apresentados os principais conceitos que fun-
damentam o presente trabalho. Inicialmente, aborda-se a aplicação do MVF em malhas não
estruturadas, tema que tem sido investigado por diversos autores[13, 21, 23]. Em seguida, são
discutidas as vantagens e limitações da utilização dos diferentes tipos de malhas: quando forma-
das por volumes triangulares, por volumes quadrangulares e as malhas híbridas, que combinam
os dois formatos. Nessa etapa, busca-se compreender em quais contextos a malha híbrida se
mostra mais vantajosa em comparação com as malhas compostas por um único tipo de volume,
sejam eles exclusivamente triangulares ou exclusivamente quadriláteros. Além disso, investiga-
se de que maneira diferentes pesquisadores tratam a discretização da equação de difusão ao
utilizar malhas não estruturadas.

2.1 Discussão sobre a aplicação de diferentes malhas

Mazumder [24] aponta que um determinado domínio computacional pode ser discreti-
zado por volumes com diferentes geometrias, ou seja, pode haver volumes triangulares e qua-
drangulares, formando o que pode ser denominado malha híbrida. A maioria dos geradores de
malha comercialmente disponíveis permite ao usuário selecionar regiões do domínio computa-
cional e associar a elas um tipo de específico de elemento. Essa funcionalidade está presente
inclusive em geradores modernos, como ANSYS Meshing [25], Pointwise [26] e HyperMesh

[27], que também oferecem a opção de escolher o tipo de célula dominante na malha.

Existem divergências quanto à aplicação do termo híbrido. Alguns autores o utilizam
para o caso em que a malha é composta por diferentes tipos de volumes. Outros, por sua vez,
empregam a mesma nomenclatura para se referir a malhas que contém regiões estruturadas
e não estruturadas. Adicionalmente, há ainda o termo misto, geralmente aplicado às malhas
que combinam volumes associados às malhas estruturadas e não estruturadas (presumivelmente
armazenadas de forma não estruturada) [4, 12, 28]. Não faz parte do escopo do presente trabalho
definir a melhor forma de uso desses termos, de modo que não será feita distinção entre as
definições. Assim, ao longo do presente trabalho, será adotado o termo malha híbrida para
aquela composta pela mistura de tipos de volumes.

A seguir, serão apresentadas listas com as principais vantagens e desvantagens na com-
paração entre malhas computacionais para geometrias bidimensionais formadas por volumes
quadriláteros, triangulares e pela mistura desses tipos de volumes, configurando uma malha
híbrida. Tais listas visam evidenciar, de maneira natural, as malhas híbridas como alternativa
atrativa e emergente.
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2.1.1 Malhas formadas exclusivamente por quadriláteros

2.1.1.1 Vantagens

1. Maior precisão geométrica: regiões em que a geometria é predominantemente retangular,
malhas com volumes quadriláteros representem geometrias de maneira mais precisa do
que malhas triangulares. Bommes et al. [29] indicam que em regiões semelhantes a cilin-
dros, o alinhamento das arestas com as direções de curvatura principal é vantajoso, pois
leva a quadriláteros com formatos mais adequados e melhora a aproximação da geome-
tria da superfície. A Figura 2 2 ilustra esse alinhamento onde as arestas dos quadriláteros
acompanham as curvas geométricas, o que garante volumes de alta qualidade;

Figura 2 – Exemplo de alinhamento de malha quadrilátera com as direções de curvatura princi-
pal. Fonte: Jacq [1].

2. Menor número de volumes: para certas regiões em que a geometria é predominantemente
retangular, volumes quadrangulares podem prover soluções de alta qualidade com menor
número de volumes e nós do que uma malha de volumes triangulares. Yu et al. [2] cons-
tataram que, quando o número de volumes triangulares corresponde a 4/3 dos volumes
quadrangulares, obtêm-se os mesmos erros de truncamento. Com isso, conclui-se que
malhas compostas por volumes quadrangulares são mais precisas do que malhas triangu-
lares com o mesmo número de células, bem como é concluído por Juretić e Gosman [3].
A Figura 3 apresenta as malhas utilizadas por Yu et al. para comprovar suas conclusões,
nas quais as malhas triangulares demandam mais volumes que as malhas quadrangulares;

3. Melhor controle da anisotropia: malhas quadrangulares permitem um controle mais direto
sobre a anisotropia da malha (variação no tamanho dos volumes), o que pode ser crucial
na otimização da resolução em regiões específicas do domínio de simulação. Bommes et

al. [29] apontam que para uma dada superfície e um número limitado de pontos, a melhor
aproximação será obtida com malhas cujos volumes são comprimidos ao longo da direção
principal da curvatura. A Figura 4 ilustra a aplicação da anisotropia controlada, em que os
volumes quadrangulares estejam comprimidos na direção horizontal próximos à fronteira
esquerda e comprimidos horizontalmente próximos à fronteira inferior;
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Figura 3 – Exemplo ilustrativo mostrando a diferença no número de células entre malhas trian-
gulares e quadrangulares para um mesmo nível de precisão. Fonte: Yu et al. [2].

Figura 4 – Exemplo de anisotropia controlada em malha quadrangular, com compressão dos
volumes em diferentes direções próximas às fronteiras. Fonte: Jacq [1].

4. Compatibilidade com geometrias alinhadas: se a geometria do problema estiver alinhada
com direções preferenciais, malhas quadrangulares podem se alinhar naturalmente com
essas direções, proporcionando uma representação mais eficiente. A maior parte das ge-
ometrias possui duas direções locais dominantes, normalmente associadas às direções de
curvatura principal ou características locais nítidas, às quais os quadrantes podem ser ali-
nhados. O alinhamento dos volumes de uma malha em determinadas direções é crucial
para a captura de recursos de forma, bem como para a semântica de objetos modela-
dos [29]. A Figura 5 exemplifica essa situação, em um canal com uma cavidade na pa-
rede inferior, em que a malha quadrangular acompanha as direções retilíneas do canal,
ajustando-se de forma suave e controlada nas regiões de arredondamentos;

Figura 5 – Exemplo ilustrativo de compatibilidade da malha quadrangular com geometrias ali-
nhadas a direções preferenciais. Fonte: Juretić e Gosman [3].

5. Difusão numérica: apesar de problemas envolvendo advecção não fazerem parte do es-
copo do presente trabalho, para fins de completude desta listagem, volumes quadrangu-
lares apresentam reduzida difusão numérica quando a malha está alinhada com o escoa-
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mento, com volumes triangulares, o alinhamento ótimo entre a malha e o escoamento é
impossível [30];

6. Esquemas de alta ordem: a implementação de esquemas de alta ordem (métodos de apro-
ximação que utilizam polinômios de grau elevado para interpolar variáveis entre os nós
da malha, reduzindo o erro de truncamento da solução) em malhas com volumes quadri-
láteros é menos complexa do que em malhas com volumes triangulares, além de malhas
quadrangulares proveem melhor estabilidade, maior acuracidade e melhor convergência
[2].

2.1.1.2 Limitações

1. Dificuldade em geometrias complexas: Traoré, Ahipo e Louste [17] afirmam que é im-
possível que malhas quadrangulares se ajustem a geometrias complexas sem introduzir
volumes de controle não ortogonais. Reforçando essa ideia, Yu et al. [2] apontam que a
geração de malhas quadrilaterais em geometrias complexas exige a divisão manual em
blocos grosseiros e malhas mais finas são criadas em cada bloco, aumentando a comple-
xidade;

2. Refinamento local: no refinamento de malhas compostas por volumes quadrangulares,
volumes específicos são selecionados para divisão e são subdivididos em quatro volumes
menores, adicionando-se um nó no centro de cada volume escolhido e em cada uma
das suas faces. Esse processo produz uma interface entre uma região de volumes não
refinados e uma região de volumes refinados [20]. A Figura 6 ilustra essa interface de
forma nítida, em que as arestas não refinadas no topo se encontram com as arestas dos
volumes refinados abaixo, exigindo o uso de nós não conformes nas áreas de transição.

Figura 6 – Exemplo de interface nítida entre região refinada e não refinada em malha quadran-
gular, evidenciando a presença de nós não conformes na transição. Fonte: Pan, Zhong
e Zhuo [4].
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2.1.2 Malhas formadas exclusivamente por triângulos

2.1.2.1 Vantagens

1. Adaptabilidade a Geometrias Complexas: malhas triangulares podem se adaptar bem a
geometrias complexas e irregulares, permitindo uma representação mais eficiente de su-
perfícies curvas e detalhes, por exemplo, cortes (furos) em geometrias [20]. A Figura 7 é
um exemplo ilustrativo dessa capacidade, mostrando como uma malha composta inteira-
mente por triângulos é capaz de representar tanto o contorno irregular quanto o contorno
do furo interno;

Figura 7 – Exemplo de malha triangular adaptada a uma geometria com contorno irregular e
furo interno, evidenciando a capacidade de representação de detalhes geométricos.
Fonte: Lacassa [5].

2. Facilidade na geração de malhas: segundo Lindquist [20], as malhas triangulares, devido
à sua irregularidade permitem a geração de malhas sobre geometrias complexas. Assim,
em algumas situações, a geração de malhas triangulares pode ser mais fácil e rápida do
que a geração de malhas quadrangulares, especialmente em geometrias não estruturadas,
não sendo necessária a decomposição do domínio em vários blocos;

3. Flexibilidade em refinamentos locais: malhas triangulares oferecem flexibilidade para re-
finamentos locais, pois permitem maior resolução em regiões específicas do domínio onde
são necessários detalhes mais precisos. A irregularidade da malha permite que uma célula
seja dividida em células menores sem criar interfaces, ou seja, uma vez que uma célula é
dividida, nenhuma informação adicional precise ser armazenada nem sejam necessários
casos especiais no solucionador [20]. A Figura 8 representa claramente essa flexibilidade,
evidenciando áreas de refinamento localizado, como no lado esquerdo, onde o tamanho
dos triângulos é significativamente reduzido, e a malha permanece conforme;
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Figura 8 – Exemplo de refinamento local em malha triangular, evidenciando a redução do ta-
manho dos volumes na região esquerda sem a criação de interfaces não conformes..
Fonte: Gargalo-Peiró, Avila e Folch [6].

4. Circuncentro de geometria triangular: a geometria triangular oferece uma alternativa ao
utilizar-se o baricentro como ponto de referência para a localização dos volumes, con-
forme é comumente empregado em métodos baseados em volumes finitos. Esta aborda-
gem depende da qualidade da malha, e pode amplificar os termos de difusão cruzada
devido à não ortogonalidade dos volumes. No entanto, ao se empregar o circuncentro em
malhas triangulares bidimensionais, os efeitos da difusão cruzada são mitigados, resul-
tando em termos nulos, pois isso acontece porque o circuncentro é o local de encontro
das mediatrizes do triângulo, assim, a linha que conecta os circuncentros de dois volumes
que compartilham a mesma face é perpendicular à face em questão (conforme é ilustrado
na Figura 9), o que torna o esse esquema adequado para problemas difusivos. Tal proce-
dimento promove uma solução numérica com uma convergência de ordem superior, além
de simplificar a implementação do código numérico [31].

1

2

3

4

5

6

Figura 9 – – Propriedade do circuncentro em malhas triangulares: a linha que conecta os circun-
centros de volumes adjacentes é perpendicular à face compartilhada. Fonte: adaptado
de Fazenda [7].
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2.1.2.2 Limitações

1. Reduzida precisão: em comparação com as malhas compostas por volumes quadrilaterais,
as malhas triangulares apresentam reduzida precisão numérica, fato esse que foi consta-
tado por diversos autores, como Juretić e Gosman [3], Wirasaet et al. [30], Yu et al. [2] e
Zhang, Nie e Ma [8].

2. Custo computacional: como essas malhas necessitam de uma maior quantidade de vo-
lumes comparadas às malhas quadrangulares, consequentemente, demandam um custo
computacional mais elevado [2, 30];

3. Dificuldade de alinhamento com direções dominantes: a maioria das geometrias tem duas
direções locais dominantes, tipicamente associadas a direções de curvatura principal ou
características locais nítidas, o uso de malhas triangulares exige a escolha arbitrária de
uma terceira direção de aresta [29].

2.1.3 Malhas híbridas

2.1.3.1 Vantagens

Malhas híbridas oferecem um nível superior de flexibilidade em comparação com ma-
lhas não estruturadas compostas por um único tipo de volume. Naturalmente, a proposta ao
utilizar esse tipo de malha é aproveitar as vantagens específicas de cada tipo de volume em
diferentes regiões do domínio computacional [28]. Em geral, em domínios bidimensionais, é
mais frequente o uso de volumes quadrangulares, beneficiando-se de uma malha estruturada
que permite a obtenção direta da discretização das equações diferenciais e apresenta caracterís-
ticas geométricas numericamente favoráveis. Entretanto, para geometrias complexas, como em
domínios curvos, preenchê-lo exclusivamente com volumes quadrangulares pode tornar-se um
desafio. A combinação de volumes quadrangulares e triangulares em domínios bidimensionais
emerge como uma alternativa natural e atraente para a discretização de domínios complexos.
Geralmente, uma estratégia eficaz na construção de malhas é empregar volumes quadrangulares
em regiões cartesianas e volumes triangulares em regiões mais curvas ou que demandem um
refinamento especial. A seguir, são destacadas as principais vantagens das malhas híbridas.

1. Adaptabilidade geométrica: malhas híbridas são mais adaptáveis a geometrias complexas
e irregulares, permitindo uma representação mais eficiente de detalhes geométricos es-
pecíficos, sendo assim, é possível adaptar a malha para atingir o tamanho desejado dos
volumes na superfície e representar adequadamente a curvatura da geometria [6]. Con-
forme ilustrado na Figura 10, a malha híbrida adotada combina volumes quadrangulares
altamente anisotrópicos nas regiões curvas do contorno, visando à melhor representação
das características geométricas, e volumes triangulares no interior do domínio;
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Figura 10 – Exemplo de malha híbrida aplicada a um perfil aerodinâmico, ilustrando: adapta-
bilidade geométrica (quadriláteros anisotrópicos no contorno curvo, triângulos no
interior), refinamento local (volumes refinados no contorno e maiores no campo
distante) e camada limite (quadriláteros junto à superfície com transição para triân-
gulos). Fonte: Pan, Zhong e Zhuo [4].

2. Eficiência na geração: a capacidade de utilizar diferentes tipos de volumes permite gerar
a malha de maneira mais eficiente, especialmente em regiões onde diferentes tipos de
volumes são mais adequados. Juretić e Gosman [3] afirmam que células de topologia
arbitrária facilitam o processo de geração de malhas em domínios complexos;

3. Refinamento local: permite a otimização da resolução local, usando volumes mais refi-
nados em regiões críticas onde há mudanças bruscas nas propriedades de interesse. No
estudo realizado por Li et al. [32], é salientado que as malhas híbridas otimizam a efici-
ência computacional refinando seletivamente os volumes nas regiões onde informações
mais detalhadas são necessárias, enquanto mantêm uma malha menos refinada nas demais
regiões. É possível observar, na Figura 10, o uso de volumes mais refinados ao longo do
contorno curvo do domínio enquanto no campo de escoamento distante, onde a resolução
detalhada não é mais crítica, é adotado o uso de triângulos maiores;

4. Melhor desempenho numérico: há casos em que as malhas híbridas podem melhorar o
desempenho numérico, proporcionando uma representação mais precisa do fenômeno
físico em malhas totalmente estruturadas ou não estruturadas. Pan et al. [4]] mostram
que, em alguns casos, a malha híbrida apresenta desempenho comparável a uma malha
uniforme, porém com número de volumes e tempo computacional reduzido. O mesmo
foi constatado por Zhang, Nie e Ma [8], que apontam que a utilização da malha híbrida
reduz significativamente o tempo de computação, a necessidade de memória e, ao mesmo
tempo, melhora a precisão;
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5. Redução do número de volumes: em comparação com malhas não estruturadas, as malhas
híbridas podem permitir a redução do número total de volumes necessários para repre-
sentar efetivamente o domínio, economizando recursos computacionais. Gargallo-Peiró,
Avila e Folch [6] ] comparam uma malha semiestruturada com outra hibrida gerada exa-
tamente com os mesmos parâmetros da semiestruturada e verificaram que a malha híbrida
apresenta metade dos volumes da malha semiestruturada, mantendo-se a resolução neces-
sária em todo o domínio. Observa-se, na Figura 11, a adição de volumes quadrangulares
na região inferior do domínio, o que é geometricamente mais regular, o que reduz signi-
ficativamente a quantidade total de volumes que seriam necessários para discretizar todo
o domínio com a mesma precisão;

Figura 11 – Exemplo de malha híbrida demonstrando: redução do número de volumes (volumes
quadrangulares na região inferior, mais regular, diminuem o número total de volu-
mes) e flexibilidade na escolha do elemento dominante (quadriláteros em regiões
regulares, triângulos em regiões irregulares). Fonte: Zhang, Nie e Ma [8].

6. Flexibilidade na escolha do elemento dominante: a capacidade de escolher o tipo do-
minante de elemento em diferentes regiões proporciona flexibilidade no equilíbrio entre
precisão e eficiência computacional. Pode-se usar como exemplo o trabalho realizado por
Zhang, Nie e Ma [8], em que a região regular é discretizada utilizando uma malha re-
tangular enquanto a região irregular é discretizada por uma malha triangular irregular.
Após alguns experimentos numéricos, concluiu-se que para esse caso, a estratégia ideal é
adotar uma malha triangular não estruturada para combinar com as interfaces irregulares
e utilizar, sempre que possível, malhas mais retangulares em todo o modelo. Conforme
ilustrado na Figura 11, a flexibilidade das malhas híbridas permite que, dependendo das
características geométricas e das propriedades físicas analisadas, a proporção entre triân-
gulos e quadriláteros seja ajustada;

7. Camada limite: para fluxos em torno de configurações complexas e realistas, malhas ajus-
tadas ao corpo podem ser utilizadas para resolver a região da camada limite, enquanto a
malha não estruturada com uma taxa de crescimento adequada pode ser aplicada para
preencher as demais regiões do domínio computacional [4]. Desse modo, para problemas
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de camada limite, malhas híbridas contendo volumes quadrangulares e triangulares são
mais eficientes e mais precisas. Como já mencionado, problemas advectivos não fazem
parte do escopo do presente trabalho, contudo este item foi incluído para fins de com-
pletude. A Figura 10 exemplifica uma malha híbrida aplicada a um perfil aerodinâmico,
mostrando o uso estratégico de volumes quadrangulares refinados e anisotrópicos junto
à superfície curva para capturar a camada limite e a transição para volumes triangulares
gradativamente maiores no campo de escoamento distante.

2.1.3.2 Limitações

Como se tratam de malhas não estruturadas, as malhas híbridas apresentam a desvanta-
gem quanto à ordenação dos volumes, vértices, arestas e conectividade, desse modo, é necessá-
ria uma estrutura de dados eficiente para reduzir os custos computacionais extras [4].

Na seção seguinte, é apresentada a equação de transporte e como ela pode ser discreti-
zada utilizando o Método de Volumes Finitos. Para tanto, foi realizada uma busca em trabalhos
da área para verificar a maneira pela qual diferentes autores realizam a aproximação do gradi-
ente na face 𝑓 ao discretizar o termo difusivo quando são utilizadas as malhas não estruturadas.

2.2 Método de volumes finitos para malhas não estruturadas

Considere a equação (2.1), denominada equação geral do transporte [12]

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜑)⏟  ⏞  

termo temporal

+ ∇ · (𝜌V𝜑)⏟  ⏞  
termo advectivo

= ∇ · (Γ̃ · ∇𝜑)⏟  ⏞  
termo difusivo

+ 𝑆⏟ ⏞ 
termo fonte

. (2.1)

em que 𝜌 é a densidade do fluido, 𝜑 é a propriedade escalar transportada, 𝑡 é o tempo, 𝑉 é o
vetor de velocidade, ∇ é o operador gradiente, 𝑆 é o termo fonte e Γ̃ é o tensor de difusão
molecular, dado por:

Γ̃ =
⎡⎣Γ𝑥𝑥 Γ𝑥𝑦

Γ𝑦𝑥 Γ𝑦𝑦

⎤⎦ .
Dependendo dos valores das componentes do tensor, o meio é classificado como aniso-

trópico, ortotrópico ou isotrópico.

Para o caso em regime permanente, ou seja, invariante no tempo e sem movimento
macroscópico do meio (V = 0), a equação (2.1) pode ser reescrita como

∇ · (Γ̃ · ∇𝜑) + 𝑆 = 0. (2.2)

Faz-se necessário mencionar que a equação (2.2) é matematicamente classificada como
elíptica e também é denominada equação de Poisson ou equação de difusão com termo fonte
(𝑆).
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Para a resolução numérica da equação (2.2), pode-se aplicar o MVF para o caso bidi-
mensional em coordenadas cartesianas. Para isso, o primeiro passo é integrar a equação sobre o
volume de controle genérico 𝑃 [12]. Assim, para a equação (2.2) tem-se:∫︁

𝑉𝑃

∇ · (Γ̃ · ∇𝜑) 𝑑𝑉𝑃 +
∫︁

𝑉𝑃

𝑆 𝑑𝑉𝑃 = 0, (2.3)

onde 𝑉𝑃 representa o volume ou, para o caso bidimensional, a área do 𝑃 -ésimo volume.

Para calcular a primeira integral da equação (2.3), pode-se utilizar o Teorema da Di-
vergência de Gauss [12], o qual permite converter uma integral de volume em uma integral de
superfície e vice-versa, com enunciado apresentado a seguir:

Teorema 2.1. (Teorema da Divergência de Gauss) Seja 𝐹 (𝑥, 𝑦) um campo vetorial bidimen-

sional, 𝑉𝑃 uma região do plano 𝑥𝑦, 𝐴𝑃 a fronteira da região 𝑉𝑃 . Então o fluxo F através da

curva limite 𝐴𝑃 é igual à integral dupla de ∇F sobre toda a região de 𝑉𝑃 .∫︁
𝐴𝑃

F · 𝑑
−→
𝐴𝑃 =

∫︁∫︁
𝑉𝑃

∇ · F 𝑑𝑉𝑃 .

Desse modo, ao aplicar o teorema ao primeiro termo da equação (2.3), obtém-se o se-
guinte resultado: ∫︁

𝐴𝑃

(Γ̃ · ∇𝜑) · 𝑑
−→
𝐴𝑃 +

∫︁
𝑉𝑃

𝑆 𝑑𝑉𝑃 = 0. (2.4)

Em geral, o termo fonte 𝑆 é uma função que depende da variável 𝜑. Dependendo da
forma dessa função, o sistema de equações algébricas resultante pode tornar-se não linear, o
que impõe dificuldades à determinação direta de 𝜑. Diante disso, para discretizar o segundo
termo da equação (2.4), adota-se uma aproximação por meio de um termo fonte médio 𝑆médio,
que é linearizado por expansão em série de Taylor, conforme realizado nos trabalhos de Versteeg
e Malalasekera [11] e Patankar [33]:∫︁

𝑉𝑃

𝑆 𝑑𝑉𝑃 ≈ 𝑆médio𝑉𝑃 = (𝑆𝑝𝜑𝑝 + 𝑆𝑐)𝑉𝑃 = (𝑆𝑝𝜑𝑃 + 𝑆𝑐)𝐴𝑃 , (2.5)

em que 𝑆𝑐 e 𝑆𝑝 resultam da linearização do termo fonte e 𝐴𝑃 é a área do volume de controle.
Patankar [33] justifica a linearização do termo fonte baseado em dois aspectos fundamentais:
(1) a estrutura nominalmente linear permite apenas uma dependência formalmente linear, e (2)
a incorporação de uma dependência linear é mais adequada do que tratar S como uma constante.

Diversos autores realizam a discretização do termo fonte de forma semelhante à apre-
sentada na equação (2.5). Entretanto, a principal distinção na aplicação do MVF reside nas
estratégias empregadas para a aproximação do gradiente na face 𝑓 durante a discretização do
termo difusivo, correspondente ao primeiro termo da equação (2.4). Nesse contexto, diferen-
tes formulações têm sido propostas para a reconstrução do gradiente nas faces dos volumes de
controle.
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2.2.1 Aproximação do gradiente na discretização do termo difusivo

Existem algumas abordagens fundamentais que podem ser utilizadas para reconstruir os
gradientes das faces dos volumes de controle. Yan et al. [34] afirmam que a forma mais simples
de realizar a avaliação dos gradientes na face é utilizando-se a média aritmética simples entre os
gradientes nos volumes de controle que compartilham a face em questão. No trabalho de Blazek
[35], são encontradas duas outras formulações possíveis utilizando gradientes conhecidos, uma
ponderada por propriedades geométricas dos volumes e outra por distâncias. Essas equações
podem ser observadas nas equações (2.6) a (2.8), a Figura 12 ilustra a ordenação dos volumes
para essas reconstruções.

Média simples: (∇𝜑)𝑓 = (∇𝜑)𝑃 + (∇𝜑)𝑁

2 , (2.6)

Média ponderada por volumes: (∇𝜑)𝑓 = 𝑉𝑃

𝑉𝑃 + 𝑉𝑁

(∇𝜑)𝑃 + 𝑉𝑁

𝑉𝑃 + 𝑉𝑁

(∇𝜑)𝑁 , (2.7)

Média ponderada por distância: (∇𝜑)𝑓 = 𝑑𝑃 𝑓

𝑑𝑃 𝑓 + 𝑑𝑁𝑓

(∇𝜑)𝑃 + 𝑑𝑁𝑓

𝑑𝑃 𝑓 + 𝑑𝑁𝑓

(∇𝜑)𝑁 . (2.8)

em que 𝑃 e 𝑁 são dois volumes de controle genéricos e vizinhos, 𝑉𝑃 e 𝑉𝑁 representam seus
respectivos volumes (ou áreas, no caso bidimensional), e 𝑑𝑃 𝑓 e 𝐷𝑁𝑓 são as distâncias entre os
centroides desses volumes e a face comum a eles.

𝑃 𝑁

𝑓

Figura 12 – Esquema para as discretizações básicas do fluxo difusivo entre volumes de controle.
Fonte: a autora

Muzaferija [23] constrói um gradiente modificado para avaliar o gradiente na face, de-
nominado (∇𝜑)*

𝑓 , esse gradiente é construído da seguinte forma:

(∇𝜑)*
𝑓 = (∇𝜑)𝑓 +

[︃
𝜑𝑁 − 𝜑𝑃

|d𝑓 |
− (∇𝜑)𝑓 · d𝑓

|d𝑓 |

]︃
d𝑓

|d𝑓 |
, (2.9)

com o valor do gradiente na face 𝑓 , (∇𝜑)𝑓 sendo aproximado por:

(∇𝜑)𝑓 = 𝑤𝑃 ∇𝜑𝑃 + 𝑤𝑁∇𝜑𝑁 , (2.10)
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em que os coeficientes 𝑤𝑃 e 𝑤𝑁 são fatores de ponderação, entretanto o autor não detalha como
são avaliados esses coeficientes. Na equação (2.9) o termo entre colchetes (denominado termo
de correção) representa a diferença entre a aproximação da central da derivada na direção do
vetor d𝑓 , que é a distância entre os centroides 𝑃 e 𝑁 , e o valor correspondente obtido pela
interpolação dos gradientes centrais das células (ver Figura 13). Demirdžic [9] aponta que o
termo de correção detecta e suaviza quaisquer oscilações não físicas que possam ocorrer no
processo iterativo.

𝑃
𝑁

d𝑓

S𝑓

r𝑁

r𝑓
r𝑃

𝑓

𝑥

𝑦

Figura 13 – Esquema utilizado por Demirdžic [9] para a discretização do fluxo difusivo entre
volumes de controle. Fonte: adaptado de Demirdžic [9]

Em outra publicação, Demirdžic e Muzaferija [36] propuseram uma aproximação ajus-
tada da equação (2.9), dada por:

(∇𝜑)*
𝑓 = (∇𝜑)𝑓 +

[︃
𝜑𝑁 − 𝜑𝑃

|d𝑓 |
− ∇𝜑 · d𝑓

|d𝑓 |

]︃
S𝑓

|S𝑓 |
, (2.11)

em que a barra superior indica a média aritmética dos gradientes calculados no centroides 𝑃
e 𝑁 , S𝑓 é o vetor área da face da célula e o valor de (∇𝜑)𝑓 é calculado usando a fórmula de
segunda ordem, dada por:

(∇𝜑)𝑓 = 1
2(𝜑𝑃 + 𝜑𝑁) + 1

2[(∇𝜑)𝑃 · (r𝑓 − r𝑃 ) + (∇𝜑)𝑁(r𝑓 − r𝑁)] (2.12)

em que r𝑃 é o vetor de posição do centroide 𝑃 , r𝑓 é o vetor de posição do centro da face da
célula e r𝑁 é o vetor de posição do centroide da célula vizinha 𝑁 .

Demirdžic [9] salienta que o uso da média aritmética dos gradientes na equação (2.11),
faz com que o termo entre colchetes seja exatamente igual a zero no caso de variação linear ou
quadrática de 𝜑, mesmo em uma malha não uniforme.

Na Figura 14 é representado o esquema proposto por Kim e Choi [10]; esses autores
definem um sistema de coordenadas generalizadas com bases covariantes (e1, e2) localmente
em cada face do volume, onde e1 e e2 são vetores unitários de 𝑐 (ponto de intersecção dos
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vértices 𝑎 e 𝑏 com a linha que conecta os centroides 𝑃 e 𝑁 ) a 𝑁 e de 𝑐 a 𝑏, respectivamente.
Observa-se ainda que 𝑐 não é o ponto médio da face da célula.

𝑃

𝑁

n

e1e2
𝛼

𝑏

𝑎

𝑐

𝑓

Figura 14 – Esquema utilizado por Kim e Choi [10] para a discretização do fluxo difusivo entre
volumes de controle. Fonte: adaptado de Kim e Choi [10].

Dessa forma, tem-se que a componente normal (∇𝜑)𝑓 pode ser escrita como

(∇𝜑)𝑓 = ∇𝜑 · n = 𝜑𝑁 − 𝜑𝑃

𝛿𝑃 + 𝛿𝑁

− 𝜑𝑏 − 𝜑𝑎

Δ𝜂 tan𝛼, (2.13)

em que 𝛿𝑃 e 𝛿𝑁 são as distâncias normais às faces das células até os centroides 𝑃 e 𝑁 , respec-
tivamente, 𝛼 é o ângulo formado entre n e e1 e Δ𝜂 é a distância entre os vértices 𝑎 e 𝑏.

Os autores apontam que esse método de interpolação tem precisão de segunda ordem
em malhas triangulares ortogonais e é equivalente ao obtido em malhas retangulares.

Versteeg e Malalasekera [11] apresentam a equação (2.14) para aproximação do gradi-
ente na face 𝑓 :

n · ∇𝜑Δ𝐴𝑓 = Δ𝐴𝑓

cos𝛼
𝜑𝑃 − 𝜑𝑁

d𝑓

+ Δ𝐴𝑓 tan𝛼𝜑𝑏 − 𝜑𝑎

Δ𝜂 , (2.14)

em que d𝑓 é a distância entre os centroides 𝑃 e 𝑁 , Δ𝜂 é a distância entre os vértices 𝑎 e 𝑏, n
é o vetor unitário ao longo da direção normal e tangencial e e1 é o vetor unitário na direção de
𝑁 , e2 é o vetor unitário na direção do vértice 𝑎 e 𝛼 é o ângulo formado entre os vetores e1 e
nconforme ilustrado na Figura 15. Para avaliar o termo de difusão cruzada, é necessário avaliar
o gradiente ao longo da linha que conecta os vértices 𝑎 e 𝑏. Uma possibilidade para esse cálculo
é interpolar valores nodais de 𝜑 para calcular 𝜑𝑎 e 𝜑𝑏 e utilizá-los para calcular o gradiente. A
média simples dos nós vizinhos é dada pela equação (2.15) a seguir

𝜑𝑎 = 𝜑𝑃 + 𝜑𝑁 + 𝜑𝐴 + · · ·
𝐶

, (2.15)

em que 𝐶 é o número de nós que circundam o vértice 𝑎.
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𝑃

𝑁

e2
n

e1 𝛼

𝑎

𝑏

Figura 15 – Esquema utilizado por Versteeg e Malalasekera [11] para a discretização do fluxo
difusivo entre volumes de controle. Fonte: adaptado de Versteeg e Malalasekera
[11].

Moukalled, Mangani e Darwish [12], para malhas não-ortogonais, propõe que o vetor
área deve ser avaliado por meio da soma de dois vetores E𝑓 e T𝑓 , conforme mostra a Figura 16,
estando E𝑓 na direção PN para permitir escrever parte do fluxo de difusão em função dos valores
nodais 𝜑𝑁 e 𝜑𝑃 tais que:

(∇𝜑)𝑓 S𝑓 = (∇𝜑)𝑓 ·
𝐸𝑓 𝑒⏞ ⏟ 
E𝑓⏟  ⏞  

contribuição ortogonal

+ (∇𝜑)𝑓 · T⏟  ⏞  
contribuição não-ortogonal

= 𝐸𝑓

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑒

)︃
𝑓

+ (∇𝜑)𝑓 · T𝑓

= 𝐸𝑓
𝜑𝑁 − 𝜑𝑃

𝑑𝑓

+ (∇𝜑)𝑓 · T𝑓 . (2.16)

𝑃
𝑁

e
d𝑓

𝑓

S𝑓

E𝑓

𝛼
n

Figura 16 – Esquema de decomposição de S𝑓 utilizando a abordagem de correção ortogonal.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

O primeiro termo do lado direito da equação (2.16) representa uma contribuição seme-
lhante à contribuição em malhas ortogonais, ou seja, envolvendo 𝜑𝑃 e 𝜑𝑁 , enquanto o segundo
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termo do lado direito é chamado difusão cruzada ou difusão não ortogonal e é devido a não-
ortogonalidade da malha. Os autores realizaram ainda uma discussão sobre diferentes opções
para a decomposição de S𝑓 , que serão apresentadas a seguir.

Na abordagem de correção mínima, a decomposição de S𝑓 é feita de forma a manter a
correção não ortogonal na equação (2.16) o menor possível, tornando E𝑓 e T𝑓 ortogonais, como
mostra a Figura 17. À medida que a não-ortogonalidade aumenta, a contribuição para o fluxo
de difusão de 𝜑𝑁 e 𝜑𝑃 diminui. Neste caso, o vetor E𝑓 é calculado como

E𝑓 = (e · S𝑓 )e = (𝑆𝑓 cos𝛼)e. (2.17)

𝑃
𝑁

e
d𝑓

𝑓

S𝑓

E𝑓

T𝑓n

Figura 17 – Esquema de decomposição de S𝑓 utilizando a abordagem de correção mínima.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

Na abordagem de correção ortogonal mantém-se a contribuição do termo envolvendo
𝜑𝑁 e 𝜑𝑃 como em uma malha ortogonal, independente do grau de não-ortogonalidade da malha
(veja a Figura 18). Para conseguir isso, E𝑓 é definido como

E𝑓 = 𝑆𝑓 e. (2.18)

𝑃
𝑁

e
d𝑓

𝑓

S𝑓

E𝑓

T𝑓
n

Figura 18 – Esquema de decomposição de S𝑓 utilizando a abordagem de correção ortogonal.
Fonte: adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].
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Na abordagem sobrerrelaxada, a importância do termo envolvendo 𝜑𝑁 e 𝜑𝑃 é aumentar
à medida que aumenta a não-ortogonalidade da malha. Isso é obtido selecionando T𝑓 como
normal a S𝑓 , como é mostrado na Figura 19. Desse modo, E𝑓 é calculado como

E𝑓 =
(︂
𝑆𝑓

cos𝛼

)︂
e =

(︃
𝑆2

𝑓

𝐴𝑓 cos𝛼

)︃
e = S𝑓 · S𝑓

e · S𝑓

e. (2.19)

𝑃
𝑁

e
d𝑓

𝑓

S𝑓

E𝑓

T𝑓n

Figura 19 – Esquema de decomposição de S𝑓 utilizando a abordagem sobrerrelaxada. Fonte:
adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish [12].

Os autores apontam que a diferença entre os métodos descritos pelas equações (2.17)
a (2.19) está na precisão e estabilidade em malhas não ortogonais, sendo que a abordagem
sobrerrelaxada foi considerada a mais estável.

Nishikawa e White [13] propõem calcular o gradiente da face por meio da média dos
gradiente nos nós, ou seja,

(∇𝜑)𝑓 = ∇𝜑𝑎 + ∇𝜑𝑏

2 , (2.20)

em que os sobrescritos 𝑎 e 𝑏 indicam os nós à direita e à esquerda da face compartilhada pelos
volumes 𝑃 e 𝑁 , como pode ser observado na Figura 20. Os autores afirmam que há duas razões
para esse método ser considerado superior ao convencional de gradiente de célula: primeiro, o
número de nós é menor que o número de células em malhas não estruturadas, desse modo exige-
se menos memória computacional para armazenar os valores dos gradientes. Se os gradientes
nos nós são avaliados, por exemplo, pelo método dos mínimos quadrados (MMQ) o número
de coeficientes que precisam ser calculados e armazenados pode ser significativamente menor
do que o requerido pelo método convencional MMQ para gradientes nas células; segundo, o
gradiente de face envolve um número menor de células do que a média de gradientes de células
em uma face.



40

𝑃

𝑁

𝑎

𝑏

𝑓

d𝑃
d𝑁

Figura 20 – Esquema utilizado por Nishikawa e White [13] para a discretização do fluxo difu-
sivo entre volumes de controle. Fonte: adaptado de Nishikawa e White [13].

Nishikawa e White [13] ressaltam que o uso do método do gradiente na face tem uma
única vantagem na implementação paralela, pois em uma partição de contorno, a comunicação
é necessária somente para os valores da solução nas células na fronteira. Os autores concluíram
por meio de testes numéricos em malhas triangulares para escoamentos invíscitos e viscosos
bidimensionais de baixo e alto número de Mach, que o cálculo do gradiente é quatro vezes mais
eficiente em termos de consumo de memória computacional e de tempo de processamento.

Os autores Assam e Natarajan [14] realizam a aproximação do gradiente da seguinte
maneira:

(∇𝜑)𝑓 = ∇𝜑𝑃 |r𝑃 ′| + ∇𝜑𝑁 |r𝑁 ′ |
|r|

· n + 1
|r|

(𝜑𝑎 − 𝜑𝑏) , (2.21)

em que 𝑛 é um vetor unitário normal à face, r representa o vetor de posição dos pontos 𝑃 ′ e
𝑁 ′, conforme pode ser observado na Figura 21. Os nós auxiliares 𝑃 ′ e 𝑁 ′, escolhidos nessa
aproximação são obtidos projetando os centros das colunas no vetor normal da face que passa
pela face 𝑓 , 𝜑𝑎 e 𝜑𝑏 denotam os valores das soluções nos vértices da face e são calculados como

𝜑𝑎 = 𝜑𝑃 + ∇𝜑𝑃 · r𝑃

𝜑𝑏 = 𝜑𝑁 + ∇𝜑𝑁 · r𝑁 .
(2.22)

O esquema que utiliza essa abordagem de discretização da derivada normal é referido
como AD-G (Alpha Damping-Gradient).



41

𝑃
𝑁

𝑎

𝑏

𝑓

r𝑃 ′

𝑃 ′ 𝑁 ′
r𝑁 ′

n

Figura 21 – Esquema de volume de controle utilizado para a discretização do termo difusivo
apresentado por Assam e Natajaran [14]. Fonte: adaptado de Assam e Natajaran
[14].

O esquema de gradiente utilizado emprega o uso de uma abordagem de mínimos qua-
drados ponderados pela área da face [14]. Os autores apontam que os esquemas de volumes
finitos centrados em células propostos utilizando a referida aproximação do gradiente são rela-
tivamente simples de implementar em solucionadores existentes, além de calcular a solução e
os fluxos para funções lineares e funções lineares por partes, enquanto exibem valores nominais
de segunda e primeira ordem de precisão.

A exposição das diferentes abordagens para a solução da equação de difusão em ma-
lhas não estruturadas revela estratégias diversas para a aproximação do gradiente nas faces dos
volumes de controle, cada uma apresentando vantagens e desafios que impactam diretamente
na precisão, estabilidade e eficiência computacional das simulações numéricas. Na seção se-
guinte, é apresentado o método desenvolvido no presente trabalho, o qual difere das abordagens
anteriormente discutidas.

2.3 Formulação do método de volumes finitos em malhas não estrutura-
das

Nesta seção, será apresentada a metodologia empregada para a discretização da equação
de difusão por meio do MVF, que é adotada ao longo do presente trabalho. Tal metodologia é
uma extensão do trabalho realizado por Parizoto [18], acrescida do tratamento da malha com-
putacional com volumes quadrangulares e da inclusão do estudo para casos anisotrópicos.

A equação (2.2), para o caso bidimensional em coordenadas cartesianas, pode ser escrita
como:

𝜕

𝜕𝑥

(︃
Γ𝑥𝑥

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︃)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
Γ𝑦𝑦

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑦

)︃)︃
+ 𝜕

𝜕𝑥

(︃
Γ𝑥𝑦

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑦

)︃)︃
+ 𝜕

𝜕𝑦

(︃
Γ𝑦𝑥

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︃)︃
+𝑆 = 0. (2.23)
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Definindo 𝐻 = 𝜕𝜑

𝜕𝑥
e 𝐺 = 𝜕𝜑

𝜕𝑦
a equação (2.23) reduz-se a:

𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑥𝐻) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑦𝐺) + 𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑦𝐺) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑥𝐻) + 𝑆 = 0. (2.24)

Considere, neste momento, o volume de controle 𝑃 , representado na Figura 22, que
ilustra as definições de nomenclatura associadas a um volume de controle genérico (tomado
aqui como um quadrilátero apenas para fins de exemplificação, embora a metodologia descrita
se aplique igualmente a volumes triangulares), incluindo os volumes geométricos e topológi-
cos relevantes para a análise. O volume de controle 𝐶 possui quatro volumes vizinhos, cujos
centroides são denotados por 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 e 𝐹4.

𝐹1

𝐹2

𝐹3

F4

𝑃

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

𝑎1
𝑏2

𝑏1 𝑏4

𝑎2
𝑎3

𝑎4
𝑏3

Figura 22 – Volume de controle genérico com quatro vizinhos. Fonte: a autora.

Os pares de vértices (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), (𝑎3, 𝑏3) e (𝑎4, 𝑏4) correspondem as extremida-
des de cada uma das faces 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 e 𝑓4, respectivamente, que são compartilhadas com os
volumes vizinhos. Para o caso em que o volume de controle seja triangular, ele possuirá apenas
três volumes vizinhos, o que reflete a diferença na configuração topológica e na conectividade
geométrica.

A nomenclatura apresentada na Figura 22 é essencial para o entendimento das intera-
ções entre os volumes de controle e para a formulação do esquema de discretização que será
apresentado.

Integrando a equação (2.24) no volume de controle 𝑃 , tem-se:

∫︁∫︁ (︃
𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑥𝐻) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑦𝐺)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁∫︁ (︃
𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑦𝐺) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑥𝐻)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁∫︁
𝑆 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

(2.25)

Nesta etapa, podem-se substituir as integrais duplas sobre a área limitada por uma curva
fechada da equação (2.25) por integrais de linha ao longo dessa curva. Para isso, utiliza-se o
Teorema de Green [12], que estabelece uma relação direta entre as integrais de linha e área,
conforme enunciado a seguir.
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Teorema 2.2. (Teorema de Green) Seja 𝑃 uma curva simples, fechada e diferenciável, e 𝑅

a região do plano delimitada por 𝑃 . Considere 𝐺 e 𝐻 como funções reais de variável real,

com derivadas parciais contínuas em uma região que contenha 𝑅. Nesse contexto a seguinte

igualdade se aplica:

∫︁
𝑃

(𝐺 𝑑𝑥+𝐻 𝑑𝑦) =
∫︁∫︁

𝑅

(︃
𝜕𝐻

𝜕𝑥
− 𝜕𝐺

𝜕𝑦

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 (2.26)

aplicando o Teorema de Green aos primeiro e segundo termos da equação (2.25), tem-se:

∫︁∫︁ (︃
𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑥𝐻) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑦𝐺)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁ (︃
𝜕

𝜕𝑥
(Γ𝑥𝑦𝐺) + 𝜕

𝜕𝑦
(Γ𝑦𝑥𝐻)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
∫︁

𝑃
(Γ𝑥𝑥𝐻 𝑑𝑦 − Γ𝑦𝑦𝐺 𝑑𝑥) +

∫︁
𝑃

(Γ𝑥𝑦𝐺 𝑑𝑦 − Γ𝑦𝑥𝐻 𝑑𝑥)

=
𝑛∑︁

𝑖=1
Γ𝑥𝑥𝑖

𝐻𝑖Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
− Γ𝑦𝑦𝑖

𝐺𝑖Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖
+ Γ𝑥𝑦𝑖

𝐺𝑖Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
− Γ𝑦𝑥𝑖

𝐻𝑖Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖
(2.27)

sendo 𝑛 a quantidade de faces da célula. Para o volume genérico com quatro vizinhos, ilustrado
na Figura 22, tem-se 𝑛 = 4 no somatório. No caso de volumes triangulares, o somatório tem
varia de 1 a 3. A inversão de sinais nos termos multiplicados por 𝑑𝑥 decorre da aplicação direta
da identidade de Green para converter integrais de área de em integrais de linha sobre o contorno
do volume de controle.

Falta ainda realizar a avaliação dos gradientes 𝐻𝑖 e 𝐺𝑖, anteriormente definidos como
segue:

𝐻𝑖 =
(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︃
𝑖

e 𝐺𝑖 =
(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑦

)︃
𝑖

. (2.28)

A reconstrução dos gradientes é realizada por meio do Método de Green-Gauss que,
como descrito em Moukalled, Mangani e Darwish [12], primeiramente, é necessário definir o
gradiente médio sobre uma célula 𝑃 com área 𝐴𝑃 . Essa aproximação do valor médio é obtida
integrando o gradiente 𝐻𝑖 sobre a célula do centroide 𝑃 , obtendo:

𝐻𝑖 ≈ 𝐻𝑖𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 = 1
𝐴𝑃

∫︁
𝐴𝑃

𝐻𝑖 𝑑𝐴𝑃 . (2.29)

Em seguida, usando o Teorema de Gauss, a integral de área é transformada em uma integral de
linha:

𝐻𝑖 = 1
𝐴𝑃

∫︁
𝐴𝑃

𝐻𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1
𝐴𝑃

∫︁
𝐴𝑃

(︃
𝜕𝜑

𝜕𝑥

)︃
𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦. (2.30)

Por fim, a integral é aproximada utilizando a regra de integração do ponto médio. Deste
modo, é possível expressar as variações de 𝜑 em função dos valores nos vértices da área formada
pelos centroides 𝑃 e 𝐹𝑖 e pelos vértices 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖, conforme indicado pelas linhas tracejadas
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da Figura 23. Essas áreas, aqui denominadas como diamante, correspondem às sub-regiões
associadas a cada face do volume de controle.

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4
𝑃

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

𝑎1
𝑏2

𝑏1 𝑏4

𝑎2
𝑎3

𝑎4
𝑏3

Figura 23 – Volume de controle genérico com quatro vizinhos com delimitações da área dia-
mante formada pelos centroides 𝑃 e 𝐹𝑖 e os vértices 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖. Fonte: a autora.

Deste modo, sendo 𝐴𝑓𝑖
a área delimitada pelo diamante, tem-se que:

𝐻𝑖 =
𝜑𝑎𝑖

+ 𝜑𝐹𝑖

2 Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖

𝐴𝑓𝑖

+
𝜑𝐹𝑖

+ 𝜑𝑏𝑖

2 Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖

𝐴𝑓𝑖

+
𝜑𝑏𝑖

+ 𝜑𝑃

2 Δ𝑦𝑏𝑖𝐶

𝐴𝑓𝑖

+
𝜑𝐶 + 𝜑𝑎𝑖

2 Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

𝐴𝑓𝑖

, (2.31)

Cada termo da soma representa a contribuição do fluxo entre dois pontos adjacentes,
ponderada pela distância entre eles. Moukalled, Mangani e Darwish [12] apontam que a aproxi-
mação do valor médio utilizada no Método de Green-Gauss apresenta uma precisão de segunda
ordem.

Reagrupando os termos da equação (2.31), é possível obter:

𝐻𝑖 = (𝜑𝑎𝑖
+ 𝜑𝐹𝑖

)Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖
+ (𝜑𝐹𝑖

+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖
+ (𝜑𝑏𝑖

+ 𝜑𝐶)Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖
)Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

.

(2.32)

De forma análoga, é possível avaliar 𝐺𝑖 e obter:

𝐺𝑖 = (𝜑𝑎𝑖
+ 𝜑𝐹𝑖

)Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖
+ (𝜑𝐹𝑖

+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖
+ (𝜑𝑏𝑖

+ 𝜑𝑃 )Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖
)Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

.

(2.33)
em que, considerando o volume de controle genérico da Figura 23, 𝑖 = 1, 2, 3 e 4.

A avaliação do termo fonte ocorre do mesmo modo como realizado para as malhas não
estruturadas, explicitada na equação (2.5).

Substituindo 𝐻𝑖 e 𝐺𝑖 na equação (2.27) e, de volta a equação (2.23) onde a soma entre
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o termo difusivo e o termo fonte resulta em zero, tem-se:

𝑛∑︁
𝑖=1

[︃
Γ𝑥𝑥𝑖

(︃
(𝜑𝑎𝑖

+ 𝜑𝐹𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖

+ (𝜑𝐹𝑖
+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖

+ (𝜑𝑏𝑖
+ 𝜑𝑃 )Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖

)Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

)︃
Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

−

− Γ𝑦𝑦𝑖

(︃
(𝜑𝑎𝑖

+ 𝜑𝐹𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖

+ (𝜑𝐹𝑖
+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖

+ (𝜑𝑏𝑖
+ 𝜑𝑃 )Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖

)Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

)︃
Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

+

+ Γ𝑥𝑦𝑖

(︃
(𝜑𝑎𝑖

+ 𝜑𝐹𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖

+ (𝜑𝐹𝑖
+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖

+ (𝜑𝑏𝑖
+ 𝜑𝑃 )Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖

)Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

)︃
Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

−

−Γ𝑦𝑥𝑖

(︃
(𝜑𝑎𝑖

+ 𝜑𝐹𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖

+ (𝜑𝐹𝑖
+ 𝜑𝑏𝑖)Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖

+ (𝜑𝑏𝑖
+ 𝜑𝑃 )Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + (𝜑𝑃 + 𝜑𝑎𝑖

)Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

2𝐴𝑓𝑖

)︃
Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

+
]︃

+ (𝑆𝑝𝜑𝑃 + 𝑆𝑐)𝐴𝑃 = 0.
(2.34)

Reagrupando os termos de modo a evidenciar 𝜑𝑃 , 𝜑𝐹𝑖
, 𝜑𝑎𝑖

e 𝜑𝑏𝑖
, obtém-se:

𝑛∑︁
𝑖=1

1
2𝐴𝑓𝑖

(Γ𝑥𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
+ Γ𝑦𝑦𝑖

(Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

−

−Γ𝑥𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
− Γ𝑦𝑥𝑖

(Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

+ 𝑆𝑝)𝜑𝑃 +

+
𝑛∑︁

𝑖=1

1
2𝐴𝑓𝑖

(Γ𝑥𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖

+ Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

+ Γ𝑦𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖

+ Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

−

−Γ𝑥𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖

+ Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

− Γ𝑦𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖

+ Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

)𝜑𝐹𝑖
+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

1
2𝐴𝑓𝑖

(Γ𝑥𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

+ Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

+ Γ𝑦𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

+ Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

−

−Γ𝑥𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑃 𝑎𝑖

+ Δ𝑥𝑎𝑖𝐹𝑖
)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖

− Γ𝑦𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑃 𝑎𝑖

+ Δ𝑦𝑎𝑖𝐹𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

)𝜑𝑎𝑖
+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

1
2𝐴𝑓𝑖

(Γ𝑥𝑥𝑖
(Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖

)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
+ Γ𝑦𝑦𝑖

(Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

−

−Γ𝑥𝑦𝑖
(Δ𝑥𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑥𝐹𝑖𝑏𝑖

)Δ𝑦𝑎𝑖𝑏𝑖
− Γ𝑦𝑥𝑖

(Δ𝑦𝑏𝑖𝑃 + Δ𝑦𝐹𝑖𝑏𝑖
)Δ𝑥𝑎𝑖𝑏𝑖

)𝜑𝑏𝑖
+

+ 𝑆𝑐𝐴𝑃 = 0 (2.35)

Denotando o primeiro somatório da equação (2.35) por 𝑎𝑃 , os termos do segundo como
𝑎𝐹𝑖

, do terceiro como 𝑎𝑎𝑖
, do quarto como 𝑎𝑏𝑖

e fazendo ainda 𝑏 = 𝑆𝑐𝐴𝑃 , tem-se a forma geral
para o MVF de modo que a soma dos dois primeiros termos (denominados difusão ortogonal)
é igual a soma dos terceiro e quarto termos (denominada difusão cruzada) com o termo fonte,
ou seja,

𝑎𝑃𝜑𝑃 +
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑎𝐹𝑖
𝜑𝐹𝑖⏟  ⏞  

difusão ortogonal

=
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑎𝑎𝑖
𝜑𝑎𝑖

+
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑎𝑏𝑖
𝜑𝑏𝑖⏟  ⏞  

difusão cruzada

+ 𝑏⏟ ⏞ 
termo fonte

. (2.36)

Os termos oriundos da difusão ortogonal são avaliados implicitamente. Dessa forma os
coeficientes 𝑎𝑃 e 𝑎𝐹𝑖

compõem a matriz dos coeficientes do sistema linear 𝐴 · 𝜑 = 𝑏, enquanto
os termos de difusão cruzada são avaliados de forma explícita, ou seja, calculados com dados
da iteração anterior, da mesma forma que o termo fonte. Na prática, o termo de difusão cruzada
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e o termo fonte são tratados como um único termo fonte explícito. É importante ressaltar que,
quando os volumes da malha são ortogonais, os termos de difusão cruzada são nulos.

As propriedades localizadas nos vértices são calculadas usando uma interpolação pon-
derada pelo inverso da distância do vértice 𝑣 à localização de valores conhecidos nos centroides
𝐹𝑖 dos volumes vizinhos ao vértice em questão, conforme equação (2.37):

𝜑𝑣 =

𝜑𝐹1

𝐿𝐹1−𝑣

+ 𝜑𝐹2

𝐿𝐹2−𝑣

+ · · · + 𝜑𝐹𝑖

𝐿𝐹𝑖−𝑣

1
𝐿𝐹1−𝑣

+ 1
𝐿𝐹2−𝑣

+ · · · + 1
𝐿𝐹𝑖−𝑣

. (2.37)

Na Figura 24, é ilustrado um caso em que o vértice 𝑣 é compartilhado por 5 volumes,
entretanto, o número de volumes podem variar no caso de malhas não estruturadas, inclusive,
esta variação é um dos motivos para o uso do termo "não estruturado" para esse tipo de malha.

𝑣

𝐹1 𝐹2

𝐹3

𝐹4
𝐹5

Figura 24 – Avaliação das propriedades do vértice 𝑣. Exemplo com 5 vizinhos. Fonte: a autora

De forma geral, pode-se escrever a equação (2.37) como:

𝜑𝑣 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜑𝐹𝑖

𝐿𝐹𝑖−𝑣

𝑛∑︁
𝑖=1

1
𝐿𝐹𝑖−𝑣

, (2.38)

com 𝑛 sendo a quantidade de volumes que compartilham o vértice 𝑣.

Vale ressaltar que, embora as Figuras 22 e 23 apresentadas neste capítulo ilustrem um
volume de controle quadrangular, as equações apresentadas nesse capítulo foram generalizadas
e podem ser utilizadas tanto para volumes quadrangulares quanto para volumes triangulares.

2.4 Volumes de fronteira e condições de contorno

Um volume é classificado como volume de fronteira quando ao menos uma de suas faces
está contida no contorno do domínio computacional. Considere o caso ilustrado na Figura 25, a
qual mostra um volume de controle genérico contido no contorno do domínio.
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𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝑃

𝑣1

𝑣4

𝑣2
𝑣3

𝑓1

𝑓2
𝑓4

𝑓3

Figura 25 – Representação de um volume de controle genérico na fronteira do domínio. Fonte:
a autora.

Note que a face 𝑓4 do volume de controle 𝑃 ilustrado na Figura 25 está no contorno do domínio,
isto é, não possui o elemento vizinho 4. Em geral, há as seguintes possibilidades: volumes
quadriláteros de fronteira podem ter dois ou três vizinhos, e volumes triangulares de fronteira
podem ter um ou dois vizinhos.

Para o tratamento dos volumes de fronteira, pode-se adotar a metodologia proposta por
Hoffmann e Chiang [15], na qual os valores de 𝜑𝑃 são obtidos por meio de uma interpolação
ponderada inversamente proporcional à distância entre o centroide 𝑃 e os vértices, nos quais
os valores são conhecidos. Esse procedimento segue o mesmo conceito utilizado na equação
(2.38), com a devida adaptação para 𝜑𝑃 dos volumes de fronteira, conforme expresso na equa-
ção (2.39) e ilustrado na Figura 26:

𝜑𝑃 =

𝜑𝑣1

𝐿𝑣1
+ 𝜑𝑣2

𝐿𝑣2
+ · · · + 𝜑𝑣𝑛

𝐿𝑣𝑛

1
𝐿𝑣1

+ 1
𝐿𝑣2

+ · · · + 1
𝐿𝑣𝑛

, (2.39)

em que 𝑛 representa a quantidade de vértices do volume. Assim, para o caso ilustrado na Figura
25, 𝑛 = 4.
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𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝑃

𝑣1

𝑣4

𝑣2
𝑣3

𝐿𝑣3

𝐿𝑣4
𝐿𝑣1

𝐿𝑣2

𝑓1

𝑓2
𝑓4

𝑓3

Figura 26 – Representação de um volume de controle de fronteira segundo a metodologia de
Hoffmann e Chiang [15]. Fonte: a autora.

A equação 2.39 baseia-se em uma interpolação puramente geométrica, o que torna seu
cálculo pouco complexo, mas também faz com que desconsidere o efeito do termo fonte 𝑆.
Para contornar essa limitação, o presente trabalho propõe uma nova metodologia de tratamento
das condições de contorno. Nessa abordagem, considera-se o ponto médio da face de con-
torno como pseudocentroide e aplica-se a mesma metodologia empregada nos volumes internos.
Desse modo, o valor de 𝜑 na face de contorno é calculado com base nas informações fornecidas
pelas condições de contorno. Ambas as metodologias foram implementadas com o objetivo de
comparar seus resultados.

No presente trabalho, foram implementados três tipos de condições de contorno: Diri-
chlet (ou de primeiro tipo, ou prescrita), Neumann (ou de segundo tipo, ou de fluxo prescrito) e
Robin (ou terceiro tipo, ou convectiva) [24], que serão detalhados a seguir.

2.4.1 Condição de Contorno de Dirichlet

As condições de contorno de Dirichle, cujo nome é dado em homenagem ao matemá-
tico alemão Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1855), também conhecidas como
condiçôes de contorno do primeiro tipo, são condições em que o valor da variável 𝜑 é prescrito
em determinada parte da fronteira do domínio 𝑓 e podem ser representadas conforme mostra a
equação (2.40):

𝜑𝑓 = 𝜓(𝑥), (2.40)

em que 𝜑𝑓 representa a variável 𝜑 na fronteira 𝑓 enquanto 𝜓(𝑥) é a função que descreve o valor
de 𝜑 em 𝑓 .

2.4.2 Condição de Contorno de Neumann

Nesse tipo de condição de contorno, não é o valor de 𝜑 que é fornecido, mas sim a
componente normal do fluxo. Essa condição, também conhecida como condição de contorno de
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segundo tipo, recebe esse nome em homenagem ao matemático alemão Karl Gottfried Neumann
(1832-1925). Essa condição pode ser expressa pela equação (2.41):

−Γ𝑓
𝜕𝜑

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓

= 𝑞, (2.41)

em que Γ𝑓 é o tensor de difusão,
𝜕𝜑

𝜕n
é o gradiente normal de 𝜑 na fronteira e 𝑞 representa o

fluxo imposto na fronteira.

2.4.3 Condição de contorno de Robin

Por fim, é apresentada a condição de contorno de Robin, cujo nome é atribuído em
homenagem ao matemático francês Victor Gustave Robin (1855-1897). Também conhecida
como condição de contorno de terceiro tipo, consiste, basicamente, em uma relação entre as
duas condições anteriores, podendo ser expressa como indicado na equação (2.42):

−Γ𝑓
𝜕𝜑

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓

= ℎ∞(𝜑𝑓 − 𝜑∞). (2.42)

Aqui, Γ𝑓 ,
𝜕𝜑

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓

e 𝜑𝑓 são definidos como nas condições anteriores, ℎ∞ representa uma constante

de proporcionalidade conhecida e 𝜑∞ representa o valor da variável no meio externo.

Manipulando a equação (2.42), é possível estabelecer uma condição de contorno geral
que unifica as três condições anteriores, conforme descrito pela equação 2.43.

−Γ 𝜕𝜑

𝜕n̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓

= ℎ∞(𝜑𝑓 − 𝜑∞) + 𝑞 (2.43)

Note que:

• se ℎ∞ → ∞ e 𝑞 = 0, a equação se reduz a 𝜑𝑓 = 𝜑∞, e tem-se a condição de contorno de
Dirichlet;

• se ℎ∞ = 0, tem-se a condição de contorno de Neumann;

• se 𝑞 = 0, tem-se a condição de contorno de Robin.

Dessa forma, a equação (2.43) permite trabalhar com qualquer uma das três condições
de contorno supracitadas ou mesmo com combinações delas, bastando, para isso, atribuir valo-
res adequados para 𝜑∞, ℎ∞ e 𝑞

Como já mencionado no exemplo apresentado na Figura 25, não existe elemento vi-
zinho na face de contorno, no entanto, é possível utilizar o ponto médio da face do contorno
como pseudocentroide e, aplicando à equação (2.43) à metodologia já exposta, pode-se obter a
equação (2.44)
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1
𝐿𝑃 𝑓

𝐴𝑖 𝐴𝑖Γ𝑥𝑥 + 𝐴𝑖 𝐴𝑗Γ𝑥𝑦 + 𝐴𝑗 𝐴𝑖Γ𝑦𝑥 + 𝐴𝑗 𝐴𝑗Γ𝑦𝑦

𝐴𝑖 𝑢𝑖 + 𝐴𝑗 𝑢𝑗

(𝜑𝑓 − 𝜑𝑃 )

+ 𝐴𝑖 Γ𝑥𝑥 u𝑖 + 𝐴𝑖 Γ𝑥𝑦 u𝑗 + 𝐴𝑗 Γ𝑦𝑥 u𝑖 + 𝐴𝑗 Γ𝑦𝑦 u𝑗

𝐴𝑖 𝑢𝑖 + 𝐴𝑗 𝑢𝑗

(𝜑𝑏 − 𝜑𝑎)

= 𝐴ℎ∞(𝜑𝑓 − 𝜑∞) + 𝑞 𝐴, (2.44)

em que 𝐴𝑖 e 𝐴𝑗 são as componentes do vetor área do segmento segmento 𝑣3𝑣4, 𝐴 é a área do
segmento, 𝑢 é o vetor unitário entre o centroide 𝑃 e a face do contorno 𝑓 e u é o vetor unitário
normal à 𝑢, tal como ilustrado na Figura 27.

F1

F2

F3

P

𝑣1

𝑣4

𝑣2
𝑣3

[𝐴𝑖, 𝐴𝑗 ]

𝑢

u

𝑓

Figura 27 – Representação de um volume de controle de fronteira conforme a metodologia pro-
posta no presente trabalho. Fonte: a autora
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3 DESENVOLVIMENTO DO CÓDIGO

Neste capítulo, apresenta-se o desenvolvimento do código computacional que soluciona
a EDPE descrita na equação da difusão para o caso bidimensional, conforme a equação (2.23).
A implementação foi realizada em ambiente MATLAB®, empregando o MVF. Para a resolução
do sistema linear resultante da discrerização, o código utiliza o método iterativo BiCGSTAB
(Biconjugate Gradient Stabilized Method) [37]

As simulações foram realizadas em uma estação de trabalho Samsumg Galaxy Book2,
equipada com um processador Intel Core i5-1235U 1.30 GHz, 16 GB de RAM, SSD de 512
GB, GPU integrada Intel Iris Xe Graphics e sistema operacional Windows 11, versão 25H2.

O código foi estruturado de modo que as funções necessárias à sua execução fossem
implementadas separadamente, permitindo que cada rotina fosse executada apenas quando ne-
cessário. Dessa forma, o fluxo de execução depende de funções de autoria própria, algumas das
quais estão listadas a seguir:

• Cálculo de área: rotinas que determinam a área de triângulos e quadriláteros irregulares;

• Cálculo do centroide dos volumes: localizam o centro geométrico de cada volume;

• Identificação de vértices compartilhados: localiza os volumes que compartilham um mesmo
vértice;

• Conectividade geral da malha: identificação de um volume, seus vizinhos (𝑣𝑖𝑧1, 𝑣𝑖𝑧2, 𝑣𝑖𝑧3, 𝑣𝑖𝑧4)
e vértices (𝑣𝑎1, 𝑣𝑎2, 𝑣𝑎3, 𝑣𝑎4, 𝑣𝑏1, 𝑣𝑏2, 𝑣𝑏3, 𝑣𝑏4), tipo do volume (triangular ou quadrilá-
tero, indicado por 𝐸𝑇 ) e se é um volume de fronteira (𝐸𝐹 );

• Avaliação dos parâmetros de qualidade: qualidade (𝑄), razão de aspecto (𝐴𝑅) e distorção
(𝐷);

Por fim, embora a estrutura básica e as sub-rotinas sejam idênticas, a implementação
final é apresentada em duas variantes: o Algoritmo 1 utiliza a metodologia de Hoffmann e
Chiang [15] para o tratamento dos volumes de contorno, enquanto o Algoritmo 2 detalha o
método proposto no presente trabalho para a avaliação desses mesmos volumes.
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Algoritmo 1 Algoritmo simplificado baseado na metodologia de Hoffmann e Chiang [15] para
a avaliação dos volumes de contorno via MVF
.
Entrada: máximo de ciclos (cicloMax); critério de parada do sistema linear (tol); número má-

ximo de iterações (itemax); quantidade de níveis de refinamento da malha (numeroMa-
lhas); termos de fonte 𝑆𝑐 e 𝑆𝑝; função analítica (funcaoAnal); malha inicial (matriz com
as coordenadas dos pontos da malha 𝑇𝑃 e matriz de conectividade dos pontos da malha
𝐶𝑚𝑒𝑠ℎ); ângulo de distorção (𝜃); condições de contorno (𝜑∞, ℎ∞, 𝑞); tensor de difusão
(𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦, 𝑘𝑥𝑦, 𝑘𝑦𝑥)

Saída: resultados; gráficos
1: Carregar a malha inicial (𝑇𝑃,𝐶𝑚𝑒𝑠ℎ)
2: Refinar a malha (dobraMesh)
3: Aplicar distorção controlada por um ângulo "theta"(opcional)
4: Calcular centróides dos volumes (centroids)
5: Calcular conectividade entre células (conectividadeGeral)
6: Inicializar 𝜑 nos centróides 𝜑𝑃 e vértices 𝜑𝑣 ◁ Estimativa inicial
7: Calcular áreas dos diamantes (𝐴𝑑1, 𝐴𝑑2, 𝐴𝑑3, 𝐴𝑑4)
8: for 𝐼𝐷 = 1:𝑛𝑐 do
9: Calcular coeficientes de interface dos centróides (𝑎𝐹 1 . . . 𝑎𝐹 𝑛) via esquema de diamante

10: Calcular coeficientes de correção dos vértices (𝑎𝑎 . . . 𝑎𝑏) para não-ortogonalidade
11: Determinar a área do elemento (𝐴𝑃 ) conforme a geometria (Tri ou Quad)
12: end for
13: Montar a matriz esparsa A
14: for ciclo=1:cicloMax do
15: Calcular 𝜑 nas faces (𝜑𝑓 ) dos volumes de contorno ◁ Condições de contorno
16: Calcular 𝜑 nos centroides dos volumes de contorno (equação 26)
17: Montar o vetor de 𝑏 incluindo termos de difusão cruzada e fonte linearizada (𝑆𝑐, 𝑆𝑝).
18: Calcular o resíduo do sistema linear 𝑅 = 𝐴 · 𝜑𝑐 − 𝑏
19: Resolver 𝐴x = b utilizando o método BiCGSTAB(𝑖𝑡𝑒𝑚𝑎𝑥, 𝑡𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛) ◁ 𝑡𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛 = 10−14

20: if residuo < tol then
21: "Convergência alcançada";
22: Pare;
23: else
24: Continue
25: end if
26: Atualizar 𝜑 nos vértices internos (interpolação ponderada equação 2.38)
27: end for
28: Calcular solução analítica nos centroides e nos vértices
29: Calcular erros baseados nas normas discretas 𝐿1, 𝐿2, 𝐿∞, 𝐿𝑅𝑀𝑆

30: Calcular métricas de qualidade da malha (𝐷,𝐴𝑅,𝑄)
31: Calcular ordem de convergência observada
32: Gerar gráficos
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Algoritmo 2 Algoritmo principal simplificado com a metodologia proposta para a avaliação
dos volumes de contorno via MVF.
Entrada: máximo de ciclos (cicloMax); critério de parada do sistema linear (tol); número má-

ximo de iterações (itemax); quantidade de níveis de refinamento da malha (numeroMa-
lhas); termos de fonte 𝑆𝑐 e 𝑆𝑝; função analítica (funcaoAnal); malha inicial (matriz com
as coordenadas dos pontos da malha 𝑇𝑃 e matriz de conectividade dos pontos da malha
𝐶𝑚𝑒𝑠ℎ); ângulo de distorção (𝜃); condições de contorno (𝜑∞, ℎ∞, 𝑞); tensor de difusão
(𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦, 𝑘𝑥𝑦, 𝑘𝑦𝑥)

Saída: resultados; gráficos
1: Carregar a malha inicial (𝑇𝑃,𝐶𝑚𝑒𝑠ℎ)
2: Refinar a malha (dobraMesh)
3: Aplicar distorção controlada por um ângulo "theta"(opcional)
4: Calcular centróides dos volumes (centroids)
5: Calcular conectividade entre células (conectividadeGeral)
6: Inicializar 𝜑 nos centróides 𝜑𝑃 e vértices 𝜑𝑣 ◁ Estimativa inicial
7: for 𝐼𝐷 = 1 𝑛𝑐 do
8: for cada face 𝑓 do elemento do
9: Definir ponto vizinho 𝐹 (centróide adjacente ou centro da face)

10: Calcular métricas geométricas (𝐿𝐶𝐹 ) e vetores unitários
11: Determinar coeficientes de difusão ortogonal (𝐷𝑖𝑓_𝐶𝐶) e cruzada (𝐶𝑟𝑢𝑧_𝐶𝐶)
12: end for
13: end for
14: Calcular áreas dos diamantes (𝐴𝑑1, 𝐴𝑑2, 𝐴𝑑3, 𝐴𝑑4)
15: for 𝐼𝐷 = 1 𝑛𝑐 do
16: Calcular coeficientes de interface dos centróides (𝑎𝐹 1 . . . 𝑎𝐹 𝑛) via esquema de diamante
17: Calcular coeficientes de correção dos vértices (𝑎𝑎 . . . 𝑎𝑏) para não-ortogonalidade
18: Determinar a área do elemento (𝐴𝑃 ) conforme a geometria (Tri ou Quad)
19: end for
20: Calcular a distância entre um vértice interno e os volumes que compartilham esse vértice
21: Montar a matriz esparsa A
22: for ciclo=1:cicloMax do
23: Calcular 𝜑 nas faces (𝜑𝑓 ) dos volumes de contorno ◁ Condições de contorno
24: Atualizar 𝜑 nos vértices dos volumes de fronteira (média de 𝜑 das faces)
25: Atualizar 𝜑 nos vértices internos (interpolação ponderada equação 2.38)
26: Montar o vetor de 𝑏 incluindo termos de difusão cruzada e fonte linearizada (𝑆𝑐, 𝑆𝑝).
27: Calcular o resíduo do sistema linear 𝑅 = 𝐴 · 𝜑𝑐 − 𝑏
28: Resolver 𝐴x = b utilizando o método BiCGSTAB(𝑖𝑡𝑒𝑚𝑎𝑥, 𝑡𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛) ◁ 𝑡𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛 = 10−14

29: if residuo < tol then
30: "Convergência alcançada";
31: Pare;
32: else
33: Continue
34: end if
35: Atualizar 𝜑 nos vértices internos (interpolação ponderada equação 2.38)
36: end for
37: Calcular solução analítica nos centroides e nos vértices
38: Calcular erros baseados nas normas discretas 𝐿1, 𝐿2, 𝐿∞, 𝐿𝑅𝑀𝑆

39: Calcular métricas de qualidade da malha (𝐷,𝐴𝑅,𝑄)
40: Calcular ordem de convergência observada
41: Gerar gráficos
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4 VERIFICAÇÃO DO CÓDIGO, ANÁLISE DE QUALIDADE DA MA-
LHA E ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA

4.1 Verificação do código

Roache [38] descreve que a verificação consiste em resolver corretamente as equações,
isto é, o autor define quais EDPs e condições de contorno estão sendo resolvidas e demonstra
que o método utilizado está resolvendo-as corretamente.

Para a verificação do código, empregou-se o método das soluções fabricadas (MSF),
que, conforme descrito por Salari e Knupp [39], consiste na construção de uma solução exata
obtida por meio da formulação inversa do problema, ou seja, escolhe-se uma função adequada
para verificar a eficiência do método e aplicam-se sobre ela os operadores da equação gover-
nante. Os autores listam sete critérios a serem seguidos na construção de uma solução fabricada
a fim de garantir a eficiência da mesma, a saber:

1º As soluções fabricadas devem ser compostas por funções analíticas suaves, como poli-
nômios, funções trigonométricas ou exponenciais, para que a solução possa ser calculada
facilmente;

2º A solução deve ser suficientemente geral para exercitar todos os termos da equação go-
vernante;

3º A solução deve ter um número suficiente de derivadas não triviais;
4º As derivadas da solução devem ser limitadas por uma constante pequena. Isso garante

que a solução não seja uma função fortemente variável no espaço e/ou no tempo;
5º A solução fabricada não deve impedir a execução bem-sucedida do código durante os

testes. Problemas de robustez não fazem parte da verificação do código.
6º A solução deve ser definida em um subconjunto conexo do espaço bidimensional ou tri-

dimensional.
7º A solução deve ser construída de forma que os operadores diferenciais da EDP façam

sentido.

Fortuna (2000) aponta que os erros relacionados à solução numérica das equações di-
ferenciais são diversos e ressalta a importância do conhecimento desses erros para que seja
possível a realização de uma avaliação de qualidade da solução numérica. Versteeg e Mala-
lasekeera (2007) indicam que os erros numéricos consistem em erros de arredondamento, de
convergência iterativa e de discretização.

Ao se avaliar a ordem de convergência, os erros de arredondamento e iterativo podem
afetar negativamente os resultados. Deste modo, para garantir que essas fontes de erro não
tenham relevância, Veluri, Roy e Luke [40] afirmam que tanto o erro de arredondamento quanto
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o erro de convergência iterativa devem ser ao menos 100 vezes menor que a norma associada
ao erro de discretização da malha mais refinada.

4.2 Análise da ordem de convergência

Para avaliar a evolução do erro de discretização no refinamento da malha, é necessário
realizar testes de convergência. Assim, pode-se dizer que uma solução é considerada conver-
gente quando o erro associado diminui à medida que a malha é refinada [28]. Moukalled, Man-
gani e Darwish [12] acrescentam ainda que uma solução é dita convergente quando permanece
inalterada mesmo após a realização de refinamentos adicionais da malha.

Para a análise da ordem de convergência do esquema de discretização proposto, será
utilizado como base o processo descrito por LeVeque [41] e Jacq [1], no qual primeiramente se
define o índice de refinamento ℎ da malha como:

ℎ =
(︃

|Ω|
𝑁𝑣

)︃ 1
2

, (4.1)

em que |Ω| é a área do domínio e 𝑁𝑣 representa a quantidade de volumes em que a malha foi
dividida. Seja 𝜑ℎ

𝑃𝑖
a solução analítica avaliada sobre o volume 𝑃𝑖 (de área |𝑃𝑖|) de uma malha

com índice de refinamento ℎ, e 𝜑ℎ
𝑃𝑖

a solução numérica correspondente, é possível calcular os
seguintes erros, definidos a partir das normas discretas 𝐿1, 𝐿2, 𝐿∞ e 𝐿𝑅𝑀𝑆:

𝐸ℎ
1 =

𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝜑ℎ

𝑃𝑖
− 𝜑ℎ

𝑃𝑖

⃒⃒⃒
|𝑃𝑖|, (4.2)

𝐸ℎ
2 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

(︁
𝜑ℎ

𝑃𝑖
− 𝜑ℎ

𝑃𝑖

)︁2
|𝑃𝑖|, (4.3)

𝐸ℎ
∞ = max1≤𝑖≤𝑁

⃒⃒⃒(︁
𝜑ℎ

𝑃𝑖
− 𝜑ℎ

𝑃𝑖

)︁⃒⃒⃒
, (4.4)

𝐸ℎ
𝑅𝑀𝑆 =

⎯⎸⎸⎸⎸⎷
∑︀𝑁

𝑖=1

(︁
𝜑ℎ

𝑃𝑖
− 𝜑ℎ

𝑃𝑖

)︁2

∑︀𝑁
𝑖=1

(︁
𝜑ℎ

𝑃𝑖

)︁2 . (4.5)

Além da análise dos erros numéricos, conforme as equações (4.2) a (4.5), determinou-se
o resíduo difusivo, conceito central do MVF por representar, de forma discreta, o princípio de
conservação em cada volume de controle. Em essência, o resíduo difusivo mede o desbalancea-
mento da equação governante na solução numérica e é calculado com base no balanço entre os
fluxos que entram e saem do volume de controle, acrescido do respectivo termo-fonte, isto é,

𝑅𝑖 =
∑︁

𝑓∈faces(𝑖)
(Γ̃ · ∇𝜑)𝑓 + 𝑆. (4.6)

Deste modo, dadas duas malhas com índice de refinamento ℎ1 e ℎ2 em que ℎ1 > ℎ2,
uma estimativa para a ordem de convergência 𝑞Θ em relação à norma Θ é definida por Sterza
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[42] como "a inclinação local da curva do erro de discretização da solução numérica versus o
tamanho ℎ dos volumes num gráfico em escala logarítmica" sendo expressa da seguinte forma:

𝑞Θ = log𝐸ℎ2
Θ − log𝐸ℎ1

Θ
log ℎ2 − log ℎ1

(4.7)

A estimativa da ordem de convergência 𝑞Θ é aplicada genericamente a qualquer uma das
métricas de erro ou resíduo difusivo apresentadas nas equações (4.2) a (4.6), onde Θ representa
a norma discreta ou o balanço de fluxos selecionado para a análise.

Existem diversas denominações para 𝑞Θ adotadas por diferentes autores. No trabalho de
Jacq [1], 𝑞Θ é denominado como ordem do erro de truncamento. Salari e Knupp [39] e Zhang et

al. [43] se referem a 𝑞Θ como ordem de acurácia observada, Breil e Maire [44] utilizam o termo
ordem de convergência. Nos estudos de Gao e Wu [45] e Chang e Yuan [46], a mesma razão é
chamada de taxa de convergência. Por fim, Marchi et al. [47] utilizam o termo ordem efetiva.
No presente trabalho, optou-se pela nomenclatura "ordem de convergência".

4.3 Qualidade da malha

A avaliação da qualidade da malha é realizada por meio da análise individual de cada
um de seus volumes. Assim, a métrica global da malha é definida como a média aritmética das
qualidades calculadas para cada volume de controle separadamente.

Cabe ressaltar que, em malhas ortogonais, todos os volumes possuem propriedades ge-
ométricas idênticas, resultando na mesma qualidade individual. Nesse caso, a qualidade de um
único volume representa a qualidade geral da malha. Por outro lado, para malhas não estrutura-
das, o cálculo individual é indispensável.

Assim, para avaliar a qualidade dos volumes de uma malha, pode-se utilizar algumas
métricas como as propostas em Ansys [16]. Uma dessas métricas é baseada na inclinação an-
gular e pode ser expressa por:

𝐷 = max
[︃
𝜃max − 𝜃𝑒

180 − 𝜃𝑒

,
𝜃𝑒 − 𝜃min

𝜃𝑒

]︃
, (4.8)

em que𝐷 representa a distorção da malha, 𝜃max e 𝜃min são o maior e o menor ângulo interno (em
graus) de determinado volume, respectivamente, e 𝜃𝑒 é o ângulo de um volume equilátero, isto
é, para um volume triangular 𝜃𝑒 = 60𝑜 e para um volume quadrilátero 𝜃𝑒 = 90𝑜. A distorção
calculada varia de 0 a 1, onde 0 é ideal (equilátero) e 1 indica um volume com grande índice de
distorção.

A métrica seguinte, denominada razão de aspecto (𝐴𝑅) é definida de forma diferente
para cada tipo de volume.

• Para triângulos, tem-se:

𝐴𝑅𝑇 = 𝑅

2𝑟 , (4.9)
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em que 𝑅 e 𝑟 são, respectivamente, os raios dos círculos inscritos e circunscritos ao
volume, como pode-se observar na Figura 28.

𝑅

𝑟círculo
inscrito

círculo
circunscrito

Figura 28 – Esquema da métrica razão de aspecto para volumes triangulares (𝐴𝑅𝑇 ). Fonte:
adaptado de Ansys [16].

• Para quadriláteros, tem-se:

𝐴𝑅𝑄 = max[𝑚1,𝑚2]
min[𝑚1,𝑚2]

, (4.10)

sendo 𝑚𝑖 é a média do comprimento entre duas arestas concorrentes 𝑎, 𝑏 e 𝑐, 𝑑 (Figura

29), ou seja, 𝑒1 = 𝑎+ 𝑏

2 e 𝑒2 = 𝑐+ 𝑑

2 .

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

Figura 29 – Esquema da métrica razão de aspecto para volumes quadriláteros (𝐴𝑅𝑄). Fonte:
adaptado de Ansys [16].

Portanto, valores de 𝐴𝑅 próximos de 1 indicam aproximação do formato ótimo, en-
quanto quanto mais afastado de 1, maior é a distorção do volume.

Outra métrica utilizada para verificar a qualidade de um volume, denominada por qua-
lidade ortogonal (𝑄), é baseada na proporção entre a sua área 𝐴𝑃 para a soma do comprimento
de suas arestas. Para vlumes triangulares, essa métrica pode ser expressa como:

𝑄𝑇 = 4
√

3 · 𝐴𝑃∑︀(comprimento da aresta)2 , (4.11)

e para volumes quadrangulares, tem-se:

𝑄𝑄 = 4 · 𝐴𝑃∑︀(comprimento da aresta)2 , (4.12)

em que, 𝑄 = 1 indica um volume ideal e, quanto mais próximo de 0 mais deformado é o
volumeo.

A fim de verificar a ordem de convergência do método apresentado no presente trabalho,
foi realizado o refinamento de duas malhas ortogonais, uma em domínio quadrangular unitário
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composta por quadriláteros e outra cujo domínio é um triângulo equilátero definido no intervalo
𝑥 ∈ [0, 1] composto por triângulos, obtendo-se assim malhas com 256, 1024 e 4096 volumes,
como é ilustrado pelas Figuras 30 e 31.

Malha inicial Após 1 ciclo de refinamento Após 2 ciclos de refinamento

Figura 30 – Esquema utilizado para o refinamento da malha quadrangular ortogonal. Fonte: a
autora.

Malha inicial Após 1 ciclo de refinamento Após 2 ciclos de refinamento

Figura 31 – Esquema utilizado para o refinamento da malha triangular ortogonal. Fonte: a au-
tora.

As malhas foram submetidas a distorções sucessivas, variando sua qualidade em inter-
valos de 0.2 além do caso cuja qualidade é 0.1. Foram empregadas duas abordagens para a
distorção das malhas quadrangulares e triangulares. Na abordagem utilizada para distorcer as
malhas quadrangulares, as deformações foram realizadas segundo um ângulo 𝜃 de modo que to-
dos os volumes sofressem a mesma distorção, como realizado por Traoré, Ahipo e Louste [17]
(veja a Figura 32). Para as malhas triangulares, a metodologia foi aplicada de forma análoga à
do trabalho realizado por Parizoto [18], ou seja, alterando a posição do vértice mais ao sul da
malha original, de modo que todos os demais pontos sejam alterados, mantendo-se a mesma
qualidade entre os volumes (como ilustrado na Figura 33)
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Malha perfeitamente
ortogonal

Malha com grau de
distorção leve

Malha com grau de
distorção moderado

Malha com grau de
distorção alto

Figura 32 – Esquema ilustrativo do processo de distorção da malha quadrangular conforme re-
alizado por [17]. Fonte: a autora.

Malha perfeitamente
ortogonal

Malha com grau de
distorção leve

Malha com grau de
distorção moderado

Malha com grau de
distorção alto

Figura 33 – Esquema ilustrativo do processo de distorção da malha triangular conforme reali-
zado por Parizoto [18]. Fonte: a autora.

Para expandir o estudo, foram geradas mais quatro malhas com o auxílio do software

GRS (Grid Refine Solver) [48]. Desse total, duas são malhas híbridas aleatórias em um domínio
quadrangular unitário, enquanto as outras duas foram construídas em um domínio não trivial,
utilizado para realizar um estudo de caso aplicado ao método desenvolvido no presente trabalho.

O GRS é uma ferramenta gratuita e versátil para a geração de malhas computacionais
bidimensionais, incluindo malhas estruturadas, não estruturadas e híbridas. Desenvolvido na
UTFPR, campus Apucarana, o software destaca-se por sua interface intuitiva e por seus recursos
avançados de refinamento e interpolação de bordas.

Para garantir flexibilidade, o GRS integra múltiplos métodos de geração: um baseado
em EDPEs, que produz malhas estruturadas suaves e de alta qualidade, e outro baseado na
triangulação de Delaunay, ideal para a criação de malhas não estruturadas. Essa combinação
permite a construção de malhas híbridas adaptadas a geometrias complexas.

A ferramenta agiliza o fluxo de trabalho ao permitir a criação rápida de geometrias a
partir de imagens e a definição precisa de contornos com interpolação linear ou splines cúbi-
cas. O GRS oferece exportação em múltiplos formatos (.simple, .cmesh e .msh), garantindo
compatibilidade com softwares comerciais como Ansys Fluent. Adicionalmente, inclui diver-
sas métricas para avaliação da qualidade e controles detalhados sobre a resolução numérica,
auxiliando em estudos de convergência e independência de malha.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Neste capítulo serão apresentados e discutidos os resultados das estimativas da ordem de
convergência, dos erros e da eficiência computacional, obtidos em testes numéricos realizados
com as diferentes malhas apresentadas no capítulo anterior, considerando-se três casos distintos.
Os resultados obtidos com as malhas ortogonais, isto é, aquelas cuja qualidade 𝑄 dos volumes
é igual a 1, foram tomados como referência, pois representam o cenário teórico ótimo.

As tabelas contendo os resultados das simulações numéricas foram omitidas do corpo
do texto devido à sua extensão, entretanto, estão disponíveis nos apêndices do presente traba-
lho. Nessas tabelas, são apresentados os resultados obtidos nos testes numéricos, incluindo a
quantidade de volumes em cada malha, o índice de refinamento ℎ, o número de ciclos, as itera-
ções necessárias para atingir o critério de parada, o tempo computacional, o resíduo difusivo e
a convergência do resíduo difusivo, considerando as diferentes qualidades de malhas analisadas
em cada caso.

Entre os três casos descritos a seguir, o primeiro é o mesmo apresentado por Troré,
Ahipo e Louste [17], selecionado intencionalmente para fins de comparação com a literatura.
Os outros dois casos, por sua vez, foram obtidos pela autora do presente trabalho utilizando o
MSF. Os procedimentos de cálculo necessários para obter essas soluções estão detalhados no
Apêndice A.

• Caso 1:
Sendo 𝑆 o termo fonte, para o caso 1, utilizou-se a solução analítica 𝜑 apresentada por
Traoré, Ahipo e Louste [17]:

𝑆 = 6𝑥+ 2

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2 + 𝑥𝑦
(5.1)

• Caso 2:
O segundo caso foi obtido por meio do MSF e é dado por:

𝑆 = 2 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦)

𝜑(𝑥, 𝑦) = sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦)
(5.2)

• Caso 3:
Para o caso 3, foi adicionada a equação (5.2) um tensor de difusividade Γ̃ de modo a
descrever um meio anisotrópico. A escolha desse tensor é arbitrária, ou seja, não há uma
razão física ou matemática específica para sua definição, ele foi apenas tomado como um
tensor genérico e não nulo, de modo a introduzir artificialmente o efeito da anisotropia na
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solução manufaturada. Com isso, um novo termo fonte é obtido, como pode ser verificado
na equação (5.3) a seguir:

𝑆 = − 10 sin(𝜋𝑥)𝜋22 sin(𝜋𝑦) + 4 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦)

𝜑(𝑥, 𝑦) = sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦)

Γ̃ =
⎡⎣3 2
2 7

⎤⎦
(5.3)

O objetivo da implementação dessa última equação consiste em verificar o comporta-
mento convergente do método quando o tensor de difusividade representa um meio ani-
sotrópico.

5.1 Verificação do código pela avaliação dos erros

Como já mencionado, Veluri, Roy e Luke [40] apontam que o erro de arredondamento
e o erro iterativo podem interferir na ordem de convergência. Para garantir que esses erros não
estejam gerando interferências, o erro iterativo deve ser, ao menos, 100 vezes menor que a
norma do erro de discretização da malha mais refinada.

O mesmo critério vale para o erro de arredondamento. Para evitar que esse tipo de
erro comprometa os resultados, o MATLAB® utiliza, por padrão, dupla precisão em todos os
cálculos numéricos.

Nas Tabelas 1, 2 e 3 são apresentados os resultados da norma 𝐸∞ e dos resíduos com-
putados para cada malha. A escolha da norma do máximo (𝐸∞) justifica-se por considerar o
maior erro absoluto entre todos os pontos da malha, sua verificação garante automaticamente
que os demais casos sejam verificados, uma vez que, se o erro máximo é aceitável, os erros de
menor magnitude também o serão.

Tabela 1 – Erro máximo e resíduos do Caso 1 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

𝑄 𝐸∞ Resíduo 𝐸∞ Resíduo

1.0 1,8102e-04 3,3751e-14 3,9168e-05 3,9166e-14
0.8 1,5153e-02 9,6492e-13 1,6598e-03 4,2508e-13
0.6 3,3497e-02 9,6575e-13 2,0291e-03 5,6488e-13
0.4 6,5163e-02 7,6739e-13 2,1829e-03 4,9089e-13
0.2 1,4676e-01 4,0927e-12* 2,2167e-03 6,9473e-13
0.1 2,9237e-01 1,1413e-11* 2,1998e-03 1,3103e-12*

* Valores referentes ao resíduo após o limite máximo de ciclos iterativos,
sem convergência
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Tabela 2 – Erro máximo e resíduos do Caso 2 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

𝑄 𝐸∞ Resíduo 𝐸∞ Resíduo

1.0 2,0070e-04 1,373e-15 1,0294e-04 1,6409e-14
0.8 2,0544e-03 5,6506e-13 3,1896e-04 3,8506e-13
0.6 1,8966e-03 7,3354e-13 1,1592e-03 9,6013e-13
0.4 2,4847e-03 9,8216e-13 1,3084e-03 7,4392e-13
0.2 4,5806e-03 9,5479e-13 8,5306e-04 9,7245e-13
0.1 1,1813e-02 9,7067e-13 4,6168e-04 9,8415e-13

Tabela 3 – Erro máximo e resíduos do Caso 3 para as diferentes qualidades das malhas qua-
drangulares e triangulares com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Quadrangular Triangular

𝑄 𝐸∞ Resíduo 𝐸∞ Resíduo

1.0 1,7713e-04 5,9139e-13 2,1070e-03 7,8448e-13
0.8 1,9946e-03 6,1708e-13 5,5711e-04 9,0181e-13
0.6 2,3089e-03 8,7701e-13 1,4911e-03 9,9198e-13
0.4 2,9861e-03 9,1963e-13 1,4616e-03 8,7691e-13
0.2 5,3341e-03 9,7083e-13 8,7905e-04 9,8349e-13
0.1 1,2998e-02 1,1875e-12* 4,6560e-04 9,7333e-13

* Valores referentes ao resíduo após o limite máximo de ciclos iterativos,
sem convergência

Como evidenciam os resultados, todas as malhas analisadas satisfazem o critério se-
gundo qual o resíduo deve ser inferior a

1
100 ·𝐸∞. E, uma vez que, no caso em que o resíduo e

o erro estão mais próximos, observa-se ainda uma diferença de nove ordens de grandeza (109),
garantindo, assim, uma margem de segurança ampla para a verificação numérica.

5.2 Análise de convergência e de sensibilidade à qualidade da malha

Nesta seção, são apresentados os resultados da ordem de convergência para as malhas
mais refinadas, considerando os três casos já descritos. As figuras expostas nesta seção são um
resumo das Tabelas 11 à 22 presentes nos Apêndices B, C e D e ilustram uma comparação
entre as metodologias empregadas na avaliação dos volumes de controle quanto à ordem de
convergência, calculada para malhas triangulares e quadrangulares mais refinadas. Para cada
qualidade de malha analisada, estabelece-se uma relação entre as ordens de convergência, cal-
culadas a partir das normas definidas nas equações (4.2) a (4.5) e o parâmetro de qualidade 𝑄,
descrito nas equações (4.11) e (4.12).
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Conforme já mencionado, para o Caso 1 adotou-se uma solução analítica polinomial de
terceira ordem, originalmente proposta por Traoré, Ahipo e Louste [17]. Na primeira análise
realizada, foi utilizada a metodologia proposta por Hoffmann e Chiang [15] para o tratamento
dos volumes de contorno, equação (2.39).
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(b) Malhas triangulares

Figura 34 – Relação entre convergência e qualidade para o Caso 1 utilizando a metodologia de
Hoffmann e Chiang [15] em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Nas malhas mais refinadas, a ordem de convergência para o caso ortogonal, tanto para as
malhas com células triangulares quanto para as quadrangulares, é próxima de 2, como é possível
observar na Figura 34 e nas Tabelas 11 e 12 contidas nos Apêndices do presente trabalho.

Para as malhas quadrangulares, observa-se um comportamento estável da convergên-
cia mesmo com a redução da qualidade da malha. Enquanto, para as malhas triangulares, a
convergência cai bruscamente para valores menores que 1, na menor distorção da malha.

Contudo, como exposto na Seção 2.4, o tratamento dos volumes de contorno foi apri-
morado por meio da implementação de uma nova metodologia de tratamento para as condições
de contorno, dada pela equação (2.44). Diante dessa melhoria metodológica, novos testes fo-
ram realizados para avaliar o desempenho da nova abordagem e os resultados obtidos podem
ser observados na Figura 35 e nas Tabelas 13 e 14.
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Figura 35 – Relação entre convergência e qualidade da malha para o Caso 1 utilizando a con-
dição de contorno do presente trabalho em malhas com 4096 volumes. Fonte: a
autora.

Pode-se observar que o comportamento da ordem de convergência é similar entre ma-
lhas triangulares e quadrangulares para as diferentes normas analisadas. Com exceção da mé-
trica 𝑞∞ que sofre uma redução drástica na ordem de convergência (de 2.0 para aproximada-
mente 1.0) quando a qualidade diminui de 1.0 para 0.8, as demais métricas se mantêm muito
próximas de 2.0, mesmo com a degradação das malhas. Um comportamento interessante é ob-
servado na métrica 𝑞1, onde a ordem de convergência apresenta uma ligeira variação positiva
com a redução da qualidade da malha. Por outro lado, as métricas 𝑞2 e 𝑞𝑅𝑀𝑆 , apresentam com-
portamento similar e estável ao longo de toda a faixa de qualidade analisada.

Essas diferenças podem ser atribuídas as características de cada norma de erro: a norma
utilizada para o calculo de 𝑞1 é menos sensível a picos locais de erro, pois é calculada utilizando
a soma dos erros absolutos. Em contrapartida, a norma utilizada para 𝑞∞ é altamente sensível, já
que considera apenas o pior caso. As demais normas, utilizadas em 𝑞2 e 𝑞𝑅𝑀𝑆 , representam um
meio-termo entre os dois anteriores, os erros têm peso maior por serem elevados ao quadrado,
o que os posiciona abaixo da 𝑞1, mas não são tão afetadas por outliers quanto a 𝑞∞, pois ainda
possuem a contribuição de todos os pontos da malha.

Quanto ao resíduo difusivo, para a malha de melhor qualidade, os resultados obtidos
foram próximos à zero, na ordem de 10−15 nas malhas quadrangulares e 10−12 nas triangulares,
o que causou interferência no cálculo da convergência do resíduo difusivo. Para as demais
qualidades, a convergência do resíduo se manteve próxima de 1, conforme se pode verificar nas
Tabelas 13 e 14, presentes no Apêndice B.

A Figura 36 apresenta uma comparação visual entre as duas metodologias de tratamento
de volumes de contorno discutidas anteriormente no presente trabalho, permitindo a análise
comparativa direta dos desempenhos obtidos.
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Figura 36 – Comparação entre a ordem de convergência em relação a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 1 em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

No estudo conduzido por Traoré, Ahipo e Louste [17], foi analisada a evolução da ordem
de convergência em relação ao ângulo de distorção para o Caso 1. Neste estudo, é empregado o
esquema de Volumes Finitos de Correção Diferida Melhorada (Improved Deferred Correction -
IDC), uma modificação do método de Correção Diferida Padrão (SDC) para a discretização do
fluxo difusivo em malhas fortemente inclinadas. A fim de realizar uma análise comparativa dos
resultados, a metodologia apresentada pelos autores foi aplicada no presente trabalho às malhas
quadrangulares, nas quais o domínio foi distorcido sob um ângulo 𝜃, como é representado na
Figura 37, garantindo que todos os volumes sofressem a mesma distorção e mantivessem a
mesma qualidade.

Figura 37 – Domínio computacional distorcido sob um ângulo 𝜃. Fonte: Traoré, Ahipo e Louste
(2009).

Para avaliar a convergência, foram analisadas malhas com discretizações de 40x40 e
80x80 volumes, utilizando a norma descrita na equação (4.3). Na Tabela 4 são apresentados os
resultados obtidos por Traoré, Ahipo e Louste [17] e os resultados do presente trabalho com a
utilização da metodologia proposta.
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Tabela 4 – Comparação das ordens de convergência obtidas no presente trabalho – utilizando
a metodologia proposta – com os resultados de Traoré Ahipo e Louste [17] para o
Caso 1 em malhas quadrangulares de 6400 volumes. Fonte: a autora.

𝜃 20𝑜 30𝑜 38𝑜 50𝑜 60𝑜 70𝑜 75𝑜

𝑄 0,9379 0,8571 0,7662 0,5847 0,4000 0,2095 0,1256

Traoré, Ahipo e Louste [17] 1,988 1,991 1,991 2,006 1,994 1,994 1,994
Presente trabalho 1,972 1,973 1,975 1,979 1,979 1,969 1,955

Os resultados indicam que ambos os métodos apresentam uma ordem de convergência
próxima de 2, mesmo em malhas altamente distorcidas, confirmando a precisão de soluçõs em
cada caso. No entanto, observa-se que nos resultados obtidos por Traoré, Ahipo e Louste [17], a
convergência calculada apresenta um aumento discreto após a distorção de 38𝑜, aproximando-se
ainda mais do valor de 2. Já para o método do presente trabalho, esse aumento ocorre sutilmente
até a distorção de 50𝑜 e, após esse ponto, passa a reduzir.

Contudo, como apontam Salari e Knupp [39], para que uma solução fabricada seja ade-
quada, ela mesma deve ser criada de modo que as segundas derivadas não sejam constantes, o
que não ocorre na solução analítica do Caso 1, pois a segunda derivada em 𝑦 resulta em uma
constante (equação (5.1)). Além disso, o domínio é alterado a medida em que a malha é distor-
cida. Esses dois fatores que podem justificar o fato dos bons resultados obtidos com as malhas
quadrangulares.

Diante dos resultados apresentados, para os casos subsequentes, foram utilizadas solu-
ções fabricadas que respeitam os critérios apresentados por Salari e Knupp [39] além de serem
soluções simétricas, o que permite a verificação visual da implementação, visto que qualquer
assimetria nos resultados numéricos indicaria a existência de problemas na implementação do
código. Ademais, a suavidade de tais funções garante que a ordem de convergência seja um
reflexo fiel da precisão do método.

O Caso 2, desenvolvido mediante MSF. A solução adotada (equação (5.2)) foi esco-
lhida por suas características de simetria e regularidade. Os resultados obtidos com os testes de
convergência para as variações de qualidade das malhas triangulares e quadrilaterais podem ser
observados na Figura 38.
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Figura 38 – Comparação entre a ordem de convergência em relação a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 2 em malhas com 4096 volumes. Fonte: a autora.

Pode-se observar que, no ponto de maior qualidade 𝑄 = 1, a ordem de convergência
atinge o valor esperado de 2.0.. Para as malhas quadrangulares, no entanto, esse mesmo valor
não é observado. Isso não indica perda de precisão do método, mas sim que o erro absoluto já é
muito baixo (da ordem de 10−2) no refinamento com 2048 volumes, reduzindo muito pouco no
refinamento seguinte (4096 volumes). Consequentemente, a ordem de convergência calculada
apresenta uma variação que poderia sugerir um comportamento inferior, embora na prática os
erros já sejam bastante reduzidos.

Contudo, quando as malhas são deterioradas, é possível notar diferenças no comporta-
mento de cada métrica. Para as malhas quadrangulares, quando a qualidade atinge 𝑄 = 0.4,
quase todas as métricas utilizadas sofrem uma redução na ordem de convergência, com exce-
ção de 𝑞∞, que já vinha decaindo. Em contrapartida, para as malhas triangulares, a queda da
convergência em função da diminuição na qualidade da malha começa a acontecer de forma
mais significativa após a qualidade 𝑄 = 0.8. Contudo, de modo geral, a ordem de convergência
mantém-se acima de 1.8 para ambos os tipos de malhas, mesmo na pior qualidade analisada.

Em comparação com a metodologia de Hoffmann e Chiang [15], a metodologia pro-
posta no presente trabalho apresenta resultados superiores quanto ao comportamento da ordem
de convergência também para este caso. Enquanto a metodologia de Hoffmann e Chiang [15]
apresenta bons resultados apenas para as malhas quadrangulares, a ordem de convergência do
presente trabalho se mantém próxima a 2 para ambos os tipos de malha mesmo nos casos com
maior degradação, como é possível observar na Figura 38.

No Caso 2, o resíduo difusivo e sua convergência apresentaram um comportamento si-
milar ao caso anterior: muito próximos de zero mesmo nas malhas menos refinadas e de melhor
qualidade e, para as demais qualidades, a convergência manteve-se próxima de 1. Contudo,
nesse caso, o resíduo difusivo manteve-se ao menos na ordem de 10−1 mesmo nas piores qua-
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lidades para as malhas mais refinadas, comportamento que não havia sido observado no caso
anterior (Tabelas 17 e 18 - Caso 2).

As Figuras 39 e 40 40 ilustram a comparação entre as soluções analítica e numérica, bem
como o erro percentual entre elas nas malhas triangulares e quadrangulares de menor qualidade
(𝑄 = 0.1). Observa-se que, mesmo nessas condições de baixa qualidade, o erro percentual, em
seus valores mais críticos, está na ordem de 10−3 no caso da malha quadrangular e atinge a
ordem de 10−4 no caso da malha triangular, o que indica boa precisão do método, mesmo em
malhas altamente distorcidas.

(a) Solução analítica (b) Solução numérica (c) Erro percentual

Figura 39 – Solução analítica, numérica e erro percentual para 𝑄 = 0.1 da malha quadrangular
para o Caso 2. Fonte: a autora.

(a) Solução analítica (b) Solução numérica (c) Erro percentual

Figura 40 – Solução analítica, numérica e erro percentual para 𝑄 = 0.1 da malha triangular
para o Caso 2. Fonte: a autora.

O Caso 3 diferencia-se dos demais por conter um tensor de difusividade anisotrópico.
Os resultados quanto à ordem de convergência para as duas metodologias de tratamento dos
volumes de contorno são apresentados na Figura 41.
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(b) Malhas triangulares

Figura 41 – Comparação entre a ordem de convergência em relação a qualidade da malha para
as diferentes metodologias implementadas para o tratamento dos volumes de con-
torno para o Caso 3. Fonte: a autora.

Observa-se que o comportamento da ordem de convergência no Caso 3 é semelhante ao
do Caso 2, embora apresente algumas particularidades. As normas 𝑞1, 𝑞2 e 𝑞𝑅𝑀𝑆 demonstram
maior estabilidade, mantendo-se próximas ao valor teórico 2.0. Por outro lado, a norma 𝑞∞ é a
mais afetada pela degradação da malha, especialmente nas malhas triangulares, que, mesmo na
melhor qualidade, obtiveram uma ordem de convergência próxima a 1.0.

Mais uma vez, em comparação com a metodologia proposta por Hoffmann e Chiang
[15], verifica-se que o método aqui apresentado apresenta convergência numericamente mais
satisfatória, mantendo-se próxima da ordem 2 mesmo em cenários complexos.

Neste caso específico, por se tratar de um cenário anisotrópico (onde a difusividade va-
ria com a direção), os termos da matriz de difusividade introduzem acoplamentos. O fato de
a convergência do resíduo difusivo manter-se próximo de 1 (conforme pode ser verificado nas
Tabelas 21 e 22, presentes no Apêndice D) indica que o método numérico tratou corretamente
esses acoplamentos anisotrópicos, sem introduzir erros que degradassem a ordem de conver-
gência esperada.

5.3 Análise de esforço computacional

A Figura 42 consolida a análise de esforço computacional para os três casos, relacio-
nando número de ciclos iterativos e tempo de processamento com a qualidade da malha, tra-
çando um comparativo entre as duas metodologias de tratamento dos volumes de contorno
abordadas no presente trabalho.

Observa-se que, para ambos os tipos de malhas e nos três casos testados, a quantidade
de ciclos iterativos necessários apresenta valores semelhantes em ambas as metodologias anali-
sadas. Para algumas qualidades de malha, a abordagem proposta no presente trabalho demanda
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um número ligeiramente superior de ciclos em comparação com a metodologia de Hoffmann e
Chiang [15], nas malhas triangulares, por exemplo, esse aumento ocorre a partir da qualidade
0.6.

Em contrapartida, verifica-se uma divergência mais significativa no tempo computaci-
onal. A formulação proposta no presente trabalho requer um tempo de processamento maior.
Essa diferença decorre do fato de que a formulação do presente trabalho resolve fisicamente
os fluxos nas fronteiras por meio dos termos de difusão cruzada, o que requer maior quanti-
dade de cálculos por iteração para garantir a precisão em malhas distorcidas. Em contraste,
a abordagem de Hoffmann e Chiang [15] utiliza uma aproximação geométrica mais simples,
computacionalmente mais econômica.

Os três casos apresentam comportamento semelhante quanto ao número de ciclos e
tempo de processamento. No entanto, verifica-se que a carga computacional é diretamente in-
fluenciada pela complexidade do problema, requerendo mais recursos à medida que sua com-
plexidade aumenta.
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Figura 42 – Comparação entre a quantidade de ciclos necessários para resolução do sistema
linear e tempo computacional nas diferentes metodologias implementadas para o
tratamento dos volumes de contorno. Fonte: a autora.
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5.4 Avaliação da queda dos resíduos

A redução do resíduo do sistema linear oriundo da discretização é influenciada por
múltiplos fatores. Nesta seção, a análise se concentra no impacto causado pela escolha da me-
todologia utilizada para o tratamento dos volumes de fronteira e pelo tipo de malha utilizada.

Para garantir que as comparações entre os tipos de volumes sejam justas, é essencial
manter constantes todas as condições envolvidas. Isso inclui a discretização das equações go-
vernantes, o algoritmo de resolução, o método iterativo aplicado às equações algébricas e o
critério de convergência adotado.

Com o objetivo de avaliar mais precisamente o desempenho numérico entre malhas tri-
angulares e quadrilaterais, o Caso 2 foi aplicado, seguindo a metodologia proposta por Yu et

al. [2]. Um domínio quadrado foi representado por células quadrilaterais perfeitamente orto-
gonais. Paralelamente, o mesmo domínio pôde ser aproximado por uma malha composta por
volumes triangulares equiláteros, conforme ilustrado na Figura 43. Quando a independência de
malha é alcançada, os resultados obtidos apresentam uma boa correspondência com a solução
de referência, o que atesta a verificação da precisão do método.

Figura 43 – Domínio quadrado aproximado por triângulos equiláteros. Fonte: adaptado de Yu
et al. (2012).

Ademais, vale destacar que, para essa avaliação específica, optou-se pela utilização do
método de Gauss-Seidel em vez do método BiCGSTAB (empregado nas demais simulações
do presente trabalho), o mesmo método utilizado por [2]. Além disso, os autores supracitados
não contemplam casos anisotrópicos em sua análise, o que justifica a escolha do Caso 2 para
permitir uma comparação válida entre os resultados.

A precisão numérica para os dois tipos de malha foi comparada sob a condição em que
𝑁𝑇/𝑁𝑄 ≈ 4/3. Segundo Yu et al. [2],essa razão garante que a precisão da solução numérica seja
equivalente para volumes ortogonais. Assim, o domínio discretizado por triângulos continha
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5432 volumes, enquanto o mesmo domínio discretizado por quadrados continha 4096.
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Figura 44 – Comparação dos resíduos em relação à quantidade de iterações entre as malhas
quadrangulares 𝑁𝑄 e triangulares 𝑁𝑇 para as qualidades 𝑄 = 1 para o Caso 2.
Fonte: a autora.

É possível observar que, assim como constatado por Yu et al. [2] o resíduo da malha
quadrangular diminui mais rapidamente em relação à malha composta por triângulos. Contudo,
o autor afirma que para a condição dada, as células quadrilaterais e triangulares têm precisão
semelhante, o que não foi confirmado pelos testes numéricos realizados no presente trabalho.

Na Tabela 5 observa-se que, embora os erros sejam pequenos, a precisão da malha
quadrangular é melhor quando comparada à triangular, mesmo com menos elementos, isto é,
para atingir uma precisão semelhante, seriam necessários ainda mais triângulos.

Tabela 5 – Comparação dos erros entre as malhas triangulares e quadrangulares seguindo a con-
dição de 𝑁𝑇/𝑁𝑄 ≈ 4/3. Fonte: a autora.

𝐸1 𝐸2 𝐸∞ 𝐸𝑅𝑀𝑆

Malha triangular 1,6188e-04 4,1078e-04 4,6248e-03 8,2157e-04
Malha quadrangular 7,7404e-05 9,5639e-05 1,7713e-04 1,9128e-04

Os resultados obtidos corroboram com as conclusões de Juretić e Gosman [3] que de-
monstram que, para malhas com quantidades de volumes similares, o erro é menor em malhas
compostas por volumes quadriláteros em comparação com malhas triangulares com quantidade
semelhante de volumes. De acordo com os autores, isso ocorre, pois os quadriláteros possuem
pares de lados opostos e de mesma magnitude, fazendo com que o erro de truncamento gerado
em uma face do par seja cancelado pelo erro de truncamento gerado na face oposta, devido à
geometria das malhas triangulares, o cancelamento dos erros que ocorre nas malhas quadran-
gulares não acontece nas triangulares [3]. No presente trabalho, este comportamento foi confir-
mado, visto que, mesmo com uma quantidade superior de volumes nas malhas triangulares, as
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malhas quadrangulares apresentaram maior precisão numérica. Para ilustrar esta comparação, a
Tabela 6 apresenta os erros obtidos para uma malha quadrangular ortogonal com 4096 volumes,
semelhante à apresentada na Figura 30, e uma malha triangular ortogonal com 4165 volumes,
como aquela apresentada na Figura 43.

Tabela 6 – Comparação entre os erros para malhas triangulares e quadrangulares em domínio
unitário com quantidades de volumes semelhantes. Fonte: a autora.

𝐸1 𝐸2 𝐸∞ 𝐸𝑅𝑀𝑆

Malha triangular 2,0959e-04 5,0232e-04 5,2613e-03 1,0046e-03
Malha quadrangular 7,7404e-05 9,5639e-05 1,7713e-04 1,9128e-04

A Figura 45 compara a redução do resíduo entre a metodologia proposta no presente
trabalho e a de Hoffmann e Chiang [15]. ]. Os resultados demonstram que a metodologia do
presente trabalho converge de forma significativamente mais rápida, exigindo um número con-
sideravelmente menor de ciclos iterativos, apenas três para a malha quadrangular e quatro para
a triangular. Ademais, enquanto o método proposto apresenta uma quantidade de ciclos similar
para malhas com número aproximado de volumes (triangulares e quadrilaterais), a metodologia
[15] exige um número significativamente maior de ciclos para malhas triangulares.
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Figura 45 – Comparação dos resíduos em relação aos ciclos entre as malhas quadrangulares𝑁𝑄

e triangulares 𝑁𝑇 para as qualidades 𝑄 = 1 para o caso 2 nas diferentes metodolo-
gias abordadas. Fonte: a autora.

5.5 Análise numérica em malhas híbridas

Tendo sido verificada a eficiência do código em testes anteriores, com malhas homo-
gêneas compostas exclusivamente por triângulos ou por quadriláteros, nas quais se variou a
qualidade da malha torna-se necessário agora avaliar o desempenho do código em malhas hí-
bridas. Para isso, como mencionado, foram geradas duas malhas em um domínio quadrangular
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com auxílio do GRS, utilizando triângulos e quadriláteros. A primeira composta inicialmente
206 volumes, e a segunda por 454 volumes, como mostra a Figura 46.

Realizaram-se dois refinamentos sucessivos na malha 46(a), resultando em malhas com
206, 804 e 3296 volumes. Para a malha 46(b), por já apresentar uma quantidade inicial elevada
de volumes, realizou-se apenas um refinamento, obtendo-se malhas com com 454 e 1816 volu-
mes. O objetivo foi verificar a ordem de convergência de ambas. Adicionalmente, optou-se por
utilizar a equação (5.3), por representar um caso mais complexo, uma vez que ela caracteriza
um domínio anisotrópico.

Além disso, por se tratarem de malhas composta por elementos triangulares e quadran-
gulares, não é possível garantir que todos os elementos tenham a mesma qualidade. Dessa
forma, adotou-se uma qualidade média para caracterizar cada malha, calculada pela média pon-
derada da qualidade pela área de todos os seus elementos. A malha da Figura 46(a) apresenta
qualidade média 𝑄 = 0.9, enquanto a malha da Figura 46(b) possui 𝑄 = 0.8.

(a) Malha hibrida com 206 volumes e qualidade
média 𝑄 = 0, 9.

(b) Malha hibrida com 454 volumes e qualidade
média 𝑄 = 0, 8.

Figura 46 – Malhas híbridas em domínio quadrangular. Fonte: a autora

Com base na metodologia descrita anteriormente, os valores numéricos da ordem de
convergência e do esforço computacional são apresentados na Tabela 7, enquanto que as Figuras
47 e 48 apresentam a solução analítica, a solução numérica e o erro percentual de cada malha
com 3296 e 1816 volumes, respectivamente.
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Tabela 7 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho nas malhas hibridas compostas por triângulos e quadriláteros. Fonte: a autora.

Malha hibrida 46(a) - 𝑄 = 0, 9; 𝐷 = 0, 16; 𝐴𝑅 = 1, 08.

Nº de Iterações ciclos ℎ 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

206 1199 26 0,0697 ** ** ** ** ** 5,4753e-01 0,19149
824 2776 31 0,0348 1,7220 1,7700 1,6707 1,6264 0,9253 2,8831e-01 0,56457
3296 7152 40 0,0174 1,2433 1,1556 0,6838 1,0813 0,9543 1,4880e-01 3,0093

Malha hibrida 46(b) - 𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 21; 𝐴𝑅 = 1, 05.

Nº de Iterações ciclos ℎ 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

454 2873 33 0,0469 ** ** ** ** ** 4,5333e-01 0,35062
1816 8141 45 0,0235 0,7657 0,7846 0,5054 0,7846 1,0151 2,2430e-01 2,9111

(a) Solução analítica (b) Solução numérica (c) Erro percentual

Figura 47 – Solução analítica, numérica e erro percentual para a malha híbrida 46(a). Fonte: a
autora.

(a) Solução analítica (b) Solução numérica (c) Erro percentual

Figura 48 – Solução analítica, numérica e erro percentual para a malha híbrida 46(b). Fonte: a
autora.

Conforme a Tabela 7, a ordem de convergência obtida mostrou-se abaixo do esperado,
situando-se próxima de 1 para a maioria das métricas da primeira malha, o que indica uma
redução linear do erro e, portanto, indica uma convergência mais lenta. No entanto, a análise
das Figuras 47 e 48 revela que a solução numérica se aproxima de forma satisfatória da solução
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analítica, com erros percentuais da ordem de 10−3 para a malha quadrangular e 10−2 para a
malha triangular.

O resíduo difusivo para ambas as malhas permaneceu na ordem de 10−1 e a ordem de
convergência do resíduo difusivo próximo a 1, assim como nas demais malhas estudadas para o
caso-teste utilizado.

Sob ponto de vista computacional, os resultados indicam que, embora as malhas híbri-
das demandem um maior número de ciclos iterativos em comparação às malhas homogêneas,
os tempos de execução apresentaram relativa regularidade, sugerindo um comportamento com-
putacional estável mesmo diante do aumento da complexidade do problema.

5.6 Simulação da difusão de oxigênio no estroma da córnea humana

A fim de apresentar uma possível aplicação prática do código desenvolvido, foi reali-
zado um estudo sobre da difusão do oxigênio na córnea humana [19]. A escolha desse problema
justifica-se pelo desafio computacional da sua geometria não trivial, sobretudo no estudo de uma
córnea com edema. Diferente de domínios cartesianos simples, a curvatura e a espessura da cór-
nea exigem uma malha mais complexa, servindo como verificação da capacidade do método em
lidar com geometrias irregulares.

Cabe destacar que o problema, conforme foi modelado, não representa integralmente
um caso real. Diversas simplificações foram necessárias para adequá-lo aos objetivos do pre-
sente trabalho, voltado ao estudo das simulações computacionais.

O modelo utilizado para as simulações é uma combinação da lei de Fick com a conser-
vação de massa modificada de acordo com a lei de Henry, resultando na seguinte equação, tal
como apresentada por Larrea e Büchler [19], devidamente adaptada para o cenário bidimensio-
nal:

∇ · (Γ̃ · ∇𝑃𝑂2) − 𝑄𝑂2

𝑘
= 𝜕𝑃𝑂2

𝜕𝑡
(5.4)

com
𝑄𝑂2 = 𝛽 ×𝑄*; 𝛽 = 𝑃𝑂2(𝑎+ 𝑝*)

𝑝 * (𝑎+ 𝑃𝑂2) (5.5)

onde Γ, 𝑃𝑂2 , 𝑄𝑂2 , 𝑘, 𝑄*, 𝑝* e 𝑎 denotam, respectivamente, o coeficiente de difusão do tecido, a
pressão parcial do oxigênio, consumo de oxigênio, constante de solubilidade de Henry, taxa de
consumo de oxigênio sob tensão saturada de oxigênio, tensão saturada de oxigênio e constante
que determina a forma da curva 𝑄𝑂2 vs. 𝑃𝑂2 .

Dada a equação do modelo, vale destacar que será considerado apenas o caso da equa-
ção (5.4) em regime permanente, ou seja, com o termo temporal do lado direito da equação
sendo igual a zero.
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No estudo realizado por Larrea e Büchler [19] quanto à difusividade e ao consumo
do oxigênio na córnea humana, foram determinados os valores dos parâmetros do modelo de
difusão e consumo de oxigênio. Os parâmetros utilizados são apresentados na Tabela 8.

Tabela 8 – Parâmetros físicos utilizados na simulação de difusão do oxigênio na córnea humana.
Fonte: Larrea e Büchler [19].

Parâmetro valor

Γ (𝑚𝑚2/𝑠) 2, 81 × 10−3

𝑄*
𝑘

(𝑚𝑚𝐻𝑔/𝑠) 1,87

𝑝 * (𝑚𝑚𝐻𝑔) 155

Como é possível observar, o tensor de difusividade utilizado por Larrea e Büchler [19] é
uma constante.Contudo, estudos apontam que, devido à organização fibrilar do tecido corneal,
o meio é anisotrópico [49, 50]. Desse modo, a determinação do tensor de difusão anisotrópico
foi realizada com base no estudo de Hepfer et. al [50], que aponta que a anisotrópica da di-
fusão na córnea decorre de uma difusão mais rápida ao longo das fibras de colágeno (direção
inferossuperior) e da difusão mais lenta através delas (direção externo-interna).

Todavia, embora o estudo de Hepfer et. al [50] consista em um experimento in vivo rea-
lizado com suínos e não investigue a difusão do oxigênio, mas sim de outra molécula, de maior
dimensão. As informações e os parâmetros fornecidos pelos autores permitem a adaptação do
tensor de difusão ao caso humano.

Portanto, o tensor de difusividade utilizado para esse estudo é dado por:

Γ̃ =
⎡⎣2, 52 × 10−3 0

0 3, 13 × 10−3

⎤⎦ (5.6)

A córnea humana é composta por três partes: epitélio (parte anterior), estroma (porção
central) e endotélio (parte interna). Contudo, como cada parte apresenta características distintas
quanto à difusividade do oxigênio, optou-se por realizar a simulação apenas no estroma. Deste
modo, foi necessário utilizar três condições de contorno. Na parte do domínio que se encontra
em contato com o ambiente externo, a condição de contorno imposta foi a de Dirichlet com
𝑃𝑂2 = 155 𝑚𝑚 𝐻𝑔, e na parte interna que fica em contato com o humor aquoso, utilizou-se
também Dirichlet mas com 𝑃𝑂2 = 55 𝑚𝑚 𝐻𝑔 [19, 51]. Já na parte interna da córnea, que fica

em contato com a esclera, a condição de contorno utilizada foi a de Neumann, com
𝜕𝑃𝑂2

𝜕𝑛
= 0.

A condição de controno de Neumann foi adotada devido à falta de informações sobre como
ocorre a difusão nesses contornos.

Ademais, a geometria utilizada para a discretização do domínio foi a de uma semies-
fera, por representar a aproximação mais fiel à realidade com base nos parâmetros obtidos na
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literatura [52] (Figura 49). Cabe ressaltar que, para condições não saudáveis, não foram encon-
trados na literatura parâmetros geométricos padronizados, como topografia e espessura. Dessa
forma, a simulação apresentada emprega uma geometria hipotética, destinada a fornecer uma
representação possível da condição, sem, contudo, a pretensão de representar um caso clínico
ou teórico específico.

𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡
𝑃𝑂2 = 155 𝑚𝑚 𝐻𝑔

𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡
𝑃𝑂255 𝑚𝑚 𝐻𝑔

𝑁𝑒𝑤𝑚𝑎𝑛𝑛
𝜕𝑃𝑂2

𝜕𝑛
= 0

𝑁𝑒𝑤𝑚𝑎𝑛𝑛
𝜕𝑃𝑂2

𝜕𝑛
= 0

Figura 49 – Esquema utilizado para modelagem das condições de contorno da córnea humana.
Fonte: a autora.

Para as simulações foram utilizadas duas malhas, uma para discretizar o domínio da
córnea saudável, composta exclusivamente por quadriláteros e outra híbrida para discretizar o
domínio de uma córnea com edema. As Figura 50(a) e 51(a) exibem o resultado obtido para as
malhas mais refinadas, enquanto as Figuras 50(b) e 51(b) mostram as malhas menos refinadas,
apenas para permitir a visualização da discretização do domínio de forma nítida.
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(a) Distribuição de 𝑃𝑂2 . (b) número de volumes = 600.

Figura 50 – Distribuição de 𝑃𝑂2 e malha quadrangular inicial utilizada para a simulação da
difusão do oxigênio na córnea humana saudável. Fonte: a autora.

Ao observar a Figura 50(a), é possível verificar o perfil de difusão do oxigênio na cór-
nea saudável. Conforme esperado das condições de contorno de Dirichlet, a concentração de
𝑃𝑂2 é fixa nas fronteiras correspondentes. Observa-se, ainda, que, nas fronteiras submetidas à
condição de contorno de Neumann, a concentração de oxigênio respeita a variação gradativa do
restante do domínio. Esse comportamento pode ser atribuído ao fato de a condição de contorno
da região simula uma fronteira impermeável, onde não há troca de oxigênio com o exterior, o
que, provavelmente, faz com que o fluxo de oxigênio se adapte de maneira contínua ao longo
dessa região.
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Figura 51 – Distribuição de 𝑃𝑂2 e malha híbrida inicial utilizada para a simulação da difusão do
oxigênio na córnea humana com edema, com destaque para a interface de conexão
entre as regiões de elementos quadrangulares e triangulares. Fonte: a autora.

Com relação a Figura 51(a), a mesma distribuição gradativa é observada; contudo, na
região central, onde o estroma é mais espesso no modelo de edema, é possível verificar que
a concentração de oxigênio torna-se inferior à registrada na fronteira interna. Uma possível
interpretação para esse comportamento é a combinação entre o aumento da espessura do tecido e
o consumo de oxigênio pelo estroma. Nesse cenário, o oxigênio percorreria uma distância maior
para se difundir a partir das fronteiras. Paralelamente, o tecido corneal continua consumindo
oxigênio, atuando como um sumidouro distribuído ao longo de todo o domínio. A combinação
desses fatores resulta em uma redução significativa da concentração de oxigênio (𝑂2) na região
mais espessa, fazendo com que a concentração nas fronteiras não varie de maneira estritamente
crescente nem decrescente.

Como, nesse caso de estudo, não há solução analítica, os dados obtidos foram verifica-
dos por meio do resíduo difusivo.

Os resultados obtidos para a ordem de convergência do resíduo difusivo para ambas as
malhas utilizadas na discretização do domínio da córnea, podem ser consultados nas Tabelas 9
e 10.
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Tabela 9 – Resíduo difusivo obtido na malha da córnea saudável mais refinada. Fonte: a autora.

Número de volumes Resíduo difusivo 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜 𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜

600 0,0066 **
2400 0,0033 0,9916
9600 0,0017 0,9950

Tabela 10 – Resíduo difusivo obtido na malha da córnea doente mais refinada. Fonte: a autora.

Número de volumes Resíduo difusivo 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜 𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜

926 0,0079 **
3704 0,0044 0,8548

A análise da ordem do resíduo difusivo verifica a natureza conservativa do método nu-
mérico implementado. Os valores obtidos para a ordem de convergência do resíduo difusivo são
próximos de 1 em todas as malhas analisadas, o que indica a discretização adequada dos termos
difusivos e a preservação do balanço global da massa.
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6 CONCLUSÃO

O presente trabalho teve como objetivo principal o desenvolvimento e a implementação
de um código computacional aplicando o MVF para a resolução numérica de EDPEs em malhas
não estruturadas compostas por volumes triangulares e quadrangulares. A análise dos resultados
obtidos possibilitou a comparação entre os tipos de malhas utilizadas em diferentes aspectos,
tais como qualidade, ordem de convergência calculada e erros numéricos.

Inicialmente, com a metodologia de Hoffmann e Chiang [15], observou-se que a ordem
de convergência calculada para malhas ortogonais aproximou-se de 2.0 em ambos os tipos
de malha. No entanto, com a diminuição da qualidade da malha, as malhas quadrangulares
mantiveram um bom comportamento da convergência, enquanto as triangulares apresentaram
uma queda drástica na convergência. Após a implementação da metodologia de condição de
contorno proposta no presente trabalho, o comportamento da ordem de convergência tornou-se
similar para ambos os tipos de malha nos três casos analisados, mantendo-se próxima de 2.0 na
maioria das normas mesmo com a degradação da malha.

Em contrapartida, essa maior eficiência numérica implica um custo computacional adi-
cional em termos de tempo de processamento. Embora ambas as metodologias apresentem
quantidades muito próximas de ciclos iterativos necessários para a convergência, o tempo de
processamento demandado pela metodologia proposta mostrou-se superior ao exigido pela
abordagem de Hoffmann e Chiang [15].

Ademais, quando realizada uma comparação entre malhas ortogonais compostas ex-
clusivamente por triângulos ou por quadriláteros em um mesmo domínio computacional, com
quantidades de volumes aproximadamente equivalentes, observa-se que as malhas quadrangu-
lares apresentam maior precisão numérica do que as malhas triangulares, ou seja, para se obter
uma precisão numérica próxima à de uma malha quadrangular ortogonal com índice de refina-
mento menor, é necessário utilizar um número significativamente maior de triângulos.

Com relação ao resíduo difusivo, apesar de, em grande parte dos casos estudados, obter-
se ordem de 10−1 na norma do resíduo difusivo, a convergência manteve-se consistentemente
próxima de 1, 0.
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Os Apêndices de B a D a seguir, apresentam as tabelas completas com os resultados
numéricos para cada um dos cinco casos analisados no Capítulo 4. As tabelas 11 a 22 detalham
a ordem de convergência 𝑞 obtida em todas as normas de erro consideradas, além dos valores
calculados para as métricas de qualidade de malha: distorção (𝐷), razão de aspecto (𝐴𝑅) e
qualidade (𝑄). Complementando essas informações, cada tabela inclui ainda dados sobre a dis-
cretização utilizada, como número de volumes e índice de refinamento da malha (ℎ), bem como
parâmetros computacionais, incluindo o número de iterações realizadas, ciclos completados,
tempo total de processamento, resíduo difusivo e ordem de convergência do mesmo.
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APÊNDICE A – SOLUÇÕES FABRICADAS

Nesse apêndice encontram-se os cálculos que forneceram as soluções fabricadas para
os casos 2 e 3. As soluções foram obtidas com auxilio do software Maple. De forma geral,
primeiro é definida a solução analítica 𝜑(𝑥, 𝑦), em seguida, a solução é substituída na equação
da difusão para o caso bidimensional em coordenadas cartesianas (equação (2.23)). Por fim, os
valores do tensor de difusão Γ é substituído para que o termo fonte seja obtido.

Procedimento computacional 1 Solução fabricada para o caso 2 utilizando o software Maple
> phi := sin(pi*x)*sin(pi*y);

𝜑 := sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦);

> fonte := kxx*diff(diff(phi,x),x) + kyy*diff(diff(phi,y),y) +
kxy*diff(diff(phi,y),x) + kyx*diff(diff(phi,x),y);

𝑓𝑜𝑛𝑡𝑒 := − 𝑘𝑥𝑥 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦) − 𝑘𝑦𝑦 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦)
+ 𝑘𝑥𝑦 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦) + 𝑘𝑦𝑥 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦)

> subs(kxx=1, kyy=1, kxy=0, kyx=0, fonte);

−2 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦)

Procedimento computacional 2 Solução fabricada para o caso 3 utilizando o software Maple
> phi := sin(pi*x)*sin(pi*y);

𝜑 := sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦);

> fonte := kxx*diff(diff(phi,x),x) + kyy*diff(diff(phi,y),y) +
kxy*diff(diff(phi,y),x) + kyx*diff(diff(phi,x),y);

𝑓𝑜𝑛𝑡𝑒 := − 𝑘𝑥𝑥 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦) − 𝑘𝑦𝑦 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦)
+ 𝑘𝑥𝑦 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦) + 𝑘𝑦𝑥 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦)

> subs(kxx=3, kyy=7, kxy=2, kyx=2, fonte);

−10 sin(𝜋𝑥)𝜋2 sin(𝜋𝑦) + 4 cos(𝜋𝑥)𝜋2 cos(𝜋𝑦)
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APÊNDICE B – CASO 1

Tabela 11 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio quadran-
gular para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:
a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1237 41 0,0625 ** ** ** ** 0,29563
1024 2573 41 0,0312 1,9900 1,9851 1,9610 1,9869 1,4268
4096 5123 42 0,0156 1,9972 1,9947 1,9804 1,9951 12,252

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1467 42 0,0625 ** ** ** ** 0,27491
1024 2954 44 0,0312 1,9889 1,9870 1,9340 1,9889 1,0819
4096 5893 44 0,0156 1,9963 1,9953 1,9681 1,9958 11,162

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1846 55 0,0625 ** ** ** ** 0,37259
1024 4053 63 0,0312 1,9884 1,9866 1,9324 1,9887 1,9787
4096 8039 65 0,0156 1,9959 1,9949 1,9673 1,9954 10,414

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2377 73 0,0625 ** ** ** ** 0,44543
1024 5935 92 0,0312 1,9882 1,9856 1,9281 1,9879 2,6361
4096 12578 107 0,0156 1,9956 1,9944 1,9654 1,9949 17,735

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2804 75 0,0625 ** ** ** ** 0,45745
1024 7783 115 0,0313 1,9883 1,9841 1,9283 1,9867 2,2689
4096 19490 170 0,0156 1,9956 1,9937 1,9633 1,9943 28,726

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 - - 0,0625 ** ** ** ** -
1024 - - 0,0313 1,9886 1,9833 1,9394 1,9862 -
4096 - - 0,0156 1,9957 1,9935 1,9689 1,9942 -
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Tabela 12 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 702 23 0,0823 ** ** ** ** 0,15109
1024 1447 24 0,0411 1,9906 1,9894 1,9533 1,9902 0,63678
4096 2763 24 0,0206 1,9976 1,9968 1,9701 1,9970 4,4767

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1072 28 0,0291 ** ** ** ** 0,17354
1024 2347 30 0,0145 0,8797 0,8802 0,7962 0,8806 0,54794
4096 4686 31 0,0073 0,9447 0,9446 0,9027 0,9447 2,9396

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1472 36 0,0237 ** ** ** ** 0,20545
1024 3708 48 0,0119 0,9350 0,9361 0,8537 0,9364 1,2048
4096 8387 55 0,0059 0,9700 0,9704 0,9282 0,9705 5,2207

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2151 55 0,0188 ** ** ** ** 0,32467
1024 6408 79 0,0094 0,9585 0,9634 0,8785 0,9637 1,5882
4096 16430 107 0,0047 0,9811 0,9840 0,9396 0,9840 9,9789

𝑄 = 0.2; 𝐷 = 0.8346; 𝐴𝑅 = 16.9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 3527 96 0,0131 ** ** ** ** 0,52361
1024 10368 143 0,0065 0,9633 0,9789 0,8929 0,9792 1,7883
4096 32498 211 0,0033 0,9830 0,9926 0,9464 0,9927 19,708

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 4329 133 0,0092 ** ** ** ** 0,32938
1024 13094 213 0,0046 0,9472 0,9770 0,8864 0,9773 4,4741
4096 36702 318 0,0023 0,9744 0,9932 0,9351 0,9933 44,748
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Tabela 13 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio qua-
drangular para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2.
Fonte: a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 49 2 0,0625 ** ** ** ** ** 1,0537e-14 0,19687
1024 105 2 0,0312 2,0000 1,9973 1,9654 1,9991 0,6406 6,7589e-15 0,11184
4096 196 2 0,0156 2,0000 1,9992 1,9832 1,9996 0,9255 3,5585e-15 0,96053

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1170 34 0,0625 ** ** ** ** ** 3,4976e-01 0,17356
1024 2301 36 0,0312 2,0212 1,9330 0,9505 1,9349 0,9919 1,7587e-01 0,9925
4096 4449 36 0,0156 2,0322 1,9675 0,9755 1,9680 0,9963 8,8159e-02 11,703

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1739 52 0,0625 ** ** ** ** ** 1,0322 0,21718
1024 3610 60 0,0312 2,0610 1,9434 0,9657 1,9455 0,9804 5,2316e-01 1,6279
4096 7524 65 0,0156 2,0599 1,9730 0,9829 1,9735 0,9905 2,6332e-01 20,425

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2171 70 0,0625 ** ** ** ** ** 3,0532 0,33235
1024 5499 91 0,0312 2,0942 1,9426 0,9696 1,9449 0,9717 1,5568 2,3685
4096 12142 107 0,0156 2,0869 1,9730 0,9848 1,9736 0,9861 7,8596e-01 37,739

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 - - 0,0625 ** ** ** ** ** 13,984 -
1024 - - 0,0313 2,1129 1,9209 0,9684 1,9236 0,9639 7,1693 -
4096 - - 0,0156 2,1117 1,9607 0,9841 1,9614 0,9822 3,6291 -

𝑄 = 0.1; 𝐷 = 0.8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 - - 0,0625 ** ** ** ** ** 56,300 -
1024 - - 0,0313 2,0948 1,8757 0,9664 1,8786 0,9597 28,947 -
4096 - - 0,0156 2,1236 1,9403 0,9829 1,9410 0,9802 14,673 -
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Tabela 14 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 1 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 65 3 0,0823 ** ** ** ** ** 3,3766e-12 0,086215
1024 130 3 0,0411 2,0000 1,9995 1,9356 2,0003 0,7335 2,0308e-12 0,096837
4096 248 3 0,0206 2,0000 1,9998 1,9544 2,0000 0,0423 1,9722e-12 0,89266

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1034 28 0,0291 ** ** ** ** ** 8,4498e-02 0,23119
1024 2285 31 0,0145 2,0743 1,9311 0,9589 1,9315 1,0298 4,1386e-02 0,83032
4096 4671 33 0,0073 2,0515 1,9626 0,9794 1,9627 1,0158 2,0467e-02 6,4666

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1630 44 0,0237 ** ** ** ** ** 1,2133e-01 0,22506
1024 4208 55 0,0119 2,1842 1,9489 0,9681 1,9492 1,0143 6,0067e-02 0,88631
4096 8999 62 0,0059 2,0952 1,9700 0,9839 1,9701 1,0080 2,9868e-02 12,167

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2364 63 0,0188 ** ** ** ** ** 1,8482e-01 0,23462
1024 7314 95 0,0094 2,1521 1,9556 0,9711 1,9559 0,9974 9,2575e-02 1,5003
4096 17762 122 0,0047 2,1113 1,9727 0,9854 1,9728 0,9982 4,6345e-02 21,79

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 8346; 𝐴𝑅 = 16, 9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3483 104 0,0131 ** ** ** ** ** 3,5073e-01 0,34038
1024 11532 167 0,0065 2,0737 1,9878 0,9724 0,9681 0,9759 1,7833e-01 3,4155
4096 37142 250 0,0033 2,0430 1,9773 0,9861 0,9774 0,9859 9,0038e-02 42,904

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 16182 299 0,0092 ** ** ** ** ** 6,6798e-01 3,8787
1024 51372 485 0,0046 2,0610 1,9898 0,9728 1,9901 0,9629 3,4268e-01 61,103
4096 - - 0,0023 2,0233 1,9911 0,9863 1,9912 0,9788 1,7388e-01 -



95

APÊNDICE C – CASO 2

Tabela 15 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio quadran-
gular para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:
a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 717 38 0,0625 ** ** ** ** 0,31534
1024 1592 37 0,0312 3,0192 2,9923 2,9485 2,9923 1,6181
4096 3115 36 0,0156 1,8572 1,6972 1,4663 1,6972 5,8417

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1410 41 0,0625 ** ** ** ** 0,21629
1024 2854 41 0,0312 2,0220 2,0214 1,9366 2,0124 0,87024
4096 5692 41 0,0156 2,0170 2,0112 1,9718 2,0112 10,862

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2013 56 0,0625 ** ** ** ** 0,30509
1024 4356 61 0,0312 1,9809 1,9797 1,9385 1,9797 2,0557
4096 8789 62 0,0156 2,0038 2,0024 1,9749 2,0024 10,157

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2901 74 0,0625 ** ** ** ** 0,53057
1024 6842 88 0,0312 1,9202 1,9217 1,9164 1,9217 1,8141
4096 14714 100 0,0156 1,9825 1,9831 1,9797 1,9831 16,942

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 3276 74 0,0625 ** ** ** ** 0,62734
1024 8874 105 0,0313 1,8022 1,8032 1,7958 1,8032 2,8476
4096 23163 144 0,0156 1,9464 1,9467 1,9413 1,9467 24,782

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2918 63 0,0625 ** ** ** ** 0,49256
1024 8928 94 0,0313 1,6405 1,6431 1,6385 1,6431 2,7545
4096 25472 145 0,0156 1,8933 1,8937 1,8897 1,8937 30,328
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Tabela 16 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 935 27 0,0823 ** ** ** ** 0,14319
1024 1853 27 0,0411 2,0671 2,0496 2,0127 2,0488 0,70749
4096 3599 27 0,0206 2,0379 2,0278 2,0063 2,0276 2,5736

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1011 29 0,0291 ** ** ** ** 0,12471
1024 2267 30 0,0145 0,8180 0,8678 0,9552 0,8674 0,54124
4096 4468 30 0,0073 0,9138 0,9284 0,9855 0,9283 2,8278

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1162 33 0,0237 ** ** ** ** 0,20316
1024 2853 38 0,0119 0,9435 0,9472 0,9811 0,9469 1,0272
4096 5721 42 0,0059 0,9706 0,9708 0,9950 0,9707 3,8671

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1859 53 0,0188 ** ** ** ** 0,34223
1024 5015 68 0,0094 0,9828 0,9870 0,9944 0,9868 1,0125
4096 11343 80 0,0047 0,9903 0,9917 1,0001 0,9917 9,5159

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 8346; 𝐴𝑅 = 16, 9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 3384 95 0,0131 ** ** ** ** 0,41357
1024 10750 146 0,0065 0,9960 0,9968 1,0116 1,0124 2,753
4096 26712 195 0,0033 0,9975 1,0002 1,0053 1,0057 17,842

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 5417 152 0,0092 ** ** ** ** 0,65277
1024 17471 250 0,0046 0,9867 1,0195 0,9868 1,0193 3,8423
4096 49980 385 0,0023 0,9931 1,0102 0,9949 1,0102 35,043
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Tabela 17 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio qua-
drangular para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2.
Fonte: a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2 2 0,0625 ** ** ** ** ** 2,0218e-16 0,083253
1024 5 2 0,0312 2,0056 2,0021 1,9916 2,0021 1,1087 9,3891e-17 0,13051
4096 6 2 0,0156 2,0014 2,0005 1,9979 2,0005 -0,0880 9,9797e-17 0,65641

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1333 35 0,0625 ** ** ** ** ** 1,8023e-01 0,29676
1024 2613 36 0,0312 1,9769 1,9409 1,0257 1,9409 0,9866 9,0955e-02 1,759
4096 4891 36 0,0156 1,9979 1,9789 0,9916 1,9789 0,9962 4,5599e-02 15,957

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2103 56 0,0625 ** ** ** ** ** 3,2667e-01 0,33523
1024 4208 61 0,0312 1,9744 1,9354 1,1661 1,9354 0,9868 1,6483e-01 1,9222
4096 8297 62 0,0156 2,0010 1,9820 1,1547 1,9820 0,9978 8,2544e-02 16,826

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2659 73 0,0625 ** ** ** ** ** 5,8461e-01 0,43438
1024 6434 88 0,0312 1,9359 1,9233 1,9240 1,9233 0,9498 3,0265e-01 2,4445
4096 13000 100 0,0156 1,9829 1,9757 1,0917 1,9757 0,9855 1,5285e-01 39,257

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3095 74 0,0625 ** ** ** ** ** 1,2512 0,50133
1024 7866 106 0,0313 1,8280 1,8445 1,8385 1,8445 0,8626 6,8812e-01 4,1757
4096 19122 145 0,0156 1,9448 1,9499 1,9559 1,9499 0,9594 3,5387e-01 46,193

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2795 61 0,0625 ** ** ** ** ** 2,2794 0,33998
1024 7697 95 0,0313 1,7232 1,7395 1,7543 1,7395 0,7081 1,3953 2,7933
4096 20012 147 0,0156 1,9045 1,9114 1,9203 1,9114 0,9139 7,4051e-01 55,065
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Tabela 18 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 2 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 70 3 0,0823 ** ** ** ** ** 2,7003e-12 0,091974
1024 139 3 0,0411 2,0037 2,0027 2,0060 2,0019 0,9006 1,4465e-12 0,10214
4096 259 3 0,0206 2,0009 2,0006 2,0031 2,0004 0,4105 1,0883e-12 0,73107

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 793 22 0,0291 ** ** ** ** ** 7,7434e-02 0,14359
1024 1686 23 0,0145 1,9483 1,9435 1,1868 1,9431 1,0242 3,8072e-02 0,83846
4096 3201 24 0,0073 1,9783 1,9670 0,6006 1,9675 1,0126 1,8870e-02 4,2827

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1281 35 0,0237 ** ** ** ** ** 1,0216e-01 0,17969
1024 2982 41 0,0119 1,8909 1,8335 0,8509 1,8333 1,0284 5,0086e-02 0,83593
4096 5855 42 0,0059 1,9321 1,8990 0,9238 1,8989 1,0150 2,4783e-02 8,2263

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2060 56 0,0188 ** ** ** ** ** 1,1568e-01 0,29758
1024 5326 73 0,0094 1,9146 1,8533 0,9119 1,8531 1,0302 5,6642e-02 2,2004
4096 11348 85 0,0047 1,9266 1,9006 0,9511 1,9005 1,0162 2,8006e-02 14,976

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 8346; 𝐴𝑅 = 16, 9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3608 98 0,0131 ** ** ** ** ** 1,2273e-01 0,45372
1024 10902 153 0,0065 1,8739 1,8247 0,9213 1,8245 1,0311 6,0056e-02 4,0422
4096 26742 208 0,0033 1,9286 1,8667 0,9551 1,8666 1,0167 2,9682e-02 42,392

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 5370 149 0,0092 ** ** ** ** ** 1,2440e-01 0,5771
1024 17439 258 0,0046 1,8014 1,7728 0,9168 1,7726 1,0313 6,0862e-02 5,9535
4096 48582 404 0,0023 1,8646 1,8116 0,9527 1,8116 1,0168 3,0078e-02 76,956



99

APÊNDICE D – CASO 3

Tabela 19 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio quadran-
gular para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:
a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1124 40 0,0625 ** ** ** ** 0,28666
1024 2325 40 0,0312 3,0584 3,0398 2,9668 3,0398 1,6471
4096 4732 39 0,0156 1,8425 1,7401 1,6956 1,7401 13,012

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1537 42 0,0625 ** ** ** ** 0,34499
1024 3214 43 0,0312 2,0798 2,0499 1,9073 2,0499 1,5009
4096 6208 43 0,0156 2,0402 2,0238 1,9473 2,0238 10,225

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2586 75 0,0625 ** ** ** ** 0,55817
1024 6097 88 0,0312 2,0212 2,0119 1,9178 2,0119 1,7933
4096 12387 92 0,0156 2,0213 2,0158 1,9637 2,0158 18,932

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 3729 106 0,0625 ** ** ** ** 0,55431
1024 10464 147 0,0312 1,9406 1,9424 1,9239 1,9424 4,3294
4096 23820 169 0,0156 1,9917 1,9923 1,9799 1,9923 36,432

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 3276 74 0,0625 ** ** ** ** 0,62734
1024 8874 105 0,0313 1,8022 1,8032 1,7958 1,8032 2,8476
4096 23163 144 0,0156 1,9464 1,9467 1,9413 1,9467 24,782

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2918 63 0,0625 ** ** ** ** 0,49256
1024 8928 94 0,0313 1,6405 1,6431 1,6385 1,6431 2,7545
4096 25472 145 0,0156 1,8933 1,8937 1,8897 1,8937 30,328
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Tabela 20 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a metodologia de Hoffmann e Chiang
[15] com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1572 28 0,0823 ** ** ** ** 0,23169
1024 3324 41 0,0411 2,0504 2,0309 1,9294 2,0301 0,80767
4096 6847 44 0,0206 2,0260 2,0138 1,9562 2,0136 4,2253

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 1675 40 0,0291 ** ** ** ** 0,23228
1024 4321 50 0,0145 0,7913 0,8485 0,9625 0,8481 0,84871
4096 9029 56 0,0073 0,8998 0,9139 0,9893 0,9138 5,1122

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2209 55 0,0237 ** ** ** ** 0,35253
1024 6619 78 0,0119 0,9408 0,9434 0,9860 0,9432 1,0286
4096 14670 96 0,0059 0,9684 0,9678 0,9974 0,9677 8,751

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 2928 75 0,0188 ** ** ** ** 0,37813
1024 9408 119 0,0094 0,9831 0,9873 0,9972 0,9871 2,6363
4096 23980 166 0,0047 0,9902 0,9916 1,0014 0,9915 21,281

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 8346; 𝐴𝑅 = 16, 9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 4546 116 0,0131 ** ** ** ** 0,6254
1024 15308 200 0,0065 0,9964 1,0126 0,9982 1,0124 3,7412
4096 42920 319 0,0033 0,9977 1,0058 1,0008 1,0057 29,967

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 Tempo (s)volumes

256 6522 174 0,0092 ** ** ** ** 0,78498
1024 21571 303 0,0046 0,9868 1,0200 0,9877 1,0198 5,2667
4096 65448 515 0,0023 0,9931 1,0105 0,9953 1,0105 47,561
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Tabela 21 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas quadrangulares em domínio qudran-
gular para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte:
a autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 815 26 0,0625 ** ** ** ** ** 4,9664e-01 0,31028
1024 1703 26 0,0312 2,0166 2,0086 2,0054 2,0086 0,9927 2,4958e-01 1,3775
4096 3383 26 0,0156 2,0044 2,0022 2,0014 2,0022 0,9982 1,2495e-01 8,8376

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3911; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1394 36 0,0625 ** ** ** ** ** 7,5126e-01 0,26866
1024 2662 37 0,0312 1,9865 1,9654 1,0810 1,9654 0,9876 3,7888e-01 1,2537
4096 4913 37 0,0156 2,0052 1,9886 1,0681 1,9886 0,9964 1,8992e-01 14,086

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5456; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2715 77 0,0625 ** ** ** ** ** 1,7242 0,4637
1024 5822 91 0,0312 1,9827 1,9525 1,2333 1,9525 0,9890 8,6871e-01 4,1088
4096 11260 95 0,0156 2,0033 1,9870 1,1829 1,9870 0,9983 4,3486e-01 31,678

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6667; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3792 108 0,0625 ** ** ** ** ** 3,4169 0,67284
1024 9104 149 0,0312 1,9267 1,9120 1,8900 1,9120 0,9498 1,7689 5,7937
4096 19962 172 0,0156 1,9757 1,9676 1,0617 1,9676 0,9854 8,9344e-01 57,539

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 7833; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3691 97 0,0625 ** ** ** ** ** 7,8377 0,51675
1024 10190 148 0,0313 1,8076 1,8107 1,7911 1,8107 0,8583 4,3233 4,2369
4096 26066 226 0,0156 1,9346 1,9355 1,9343 1,9355 0,9580 2,2256 67,141

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 8522; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 8712 124 0,0625 ** ** ** ** ** 1,4776e-01 3,1585
1024 23846 215 0,0313 1,6935 1,7069 1,7163 1,7069 -0,8200 9,0843 70,239
4096 - - 0,0156 1,8908 1,8965 1,9051 1,8965 -0,9473 4,8300 -
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Tabela 22 – Dados obtidos pelas simulações utilizando a condição de contorno do presente tra-
balho com diferentes refinamentos das malhas triangulares em domínio triangular
para o Caso 3 com a qualidade da malha variando em intervalos de 0, 2. Fonte: a
autora.

𝑄 = 1; 𝐷 = 0; 𝐴𝑅 = 1.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 721 18 0,0823 ** ** ** ** ** 4,9664e-01 0,20645
1024 1527 20 0,0411 2,0552 2,0402 1,0825 2,0394 0,9845 2,4958e-01 0,64884
4096 2915 20 0,0206 2,0327 2,0204 1,0353 2,0202 0,9958 1,2495e-01 5,2946

𝑄 = 0, 8; 𝐷 = 0, 3185; 𝐴𝑅 = 1, 3550.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 1502 39 0,0237 ** ** ** ** ** 7,5126e-01 0,24647
1024 3678 48 0,0119 1,9241 1,8960 0,4996 1,8956 1,0160 3,7888e-01 0,94055
4096 7511 53 0,0059 1,9574 1,9383 0,7907 1,9382 1,0078 1,8992e-01 8,0188

𝑄 = 0, 6; 𝐷 = 0, 5; 𝐴𝑅 = 2, 1544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 2230 56 0,0237 ** ** ** ** ** 1,7242 0,3013
1024 5801 79 0,0119 1,9230 1,8511 0,8911 1,8509 1,0237 8,6871e-01 2,2492
4096 13010 96 0,0059 1,9330 1,9016 0,9415 1,9016 1,0127 4,3486e-01 17,517

𝑄 = 0, 4; 𝐷 = 0, 6688; 𝐴𝑅 = 4, 4652.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 3214 79 0,0188 ** ** ** ** ** 3,4169 0,4105
1024 9229 124 0,0094 1,9357 1,8524 0,9217 1,8522 1,0275 1,7689 3,2092
4096 21966 171 0,0047 1,9498 1,8901 0,9557 1,8901 1,0150 8,9344e-01 30,656

𝑄 = 0, 2; 𝐷 = 0, 8346; 𝐴𝑅 = 16, 9544.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 4694 119 0,0131 ** ** ** ** ** 7,8377 0,52881
1024 14942 209 0,0065 1,8355 1,8063 0,9228 1,8062 1,0298 4,3233 3,4614
4096 40527 335 0,0033 1,8751 1,8372 0,9558 1,8372 1,0162 2,2256 58,551

𝑄 = 0, 1; 𝐷 = 0, 9173; 𝐴𝑅 = 66, 9894.

Nº de Iterações ciclos h 𝑞1 𝑞2 𝑞∞ 𝑞𝑅𝑀𝑆 𝑞𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠𝑖𝑣𝑜
Resíduo Tempo (s)volumes Difusivo

256 6395 170 0,0092 ** ** ** ** ** 14,776 0,50266
1024 21090 310 0,0046 1,7813 1,7609 0,9169 1,7608 1,0307 9,0843 4,5458
4096 60129 536 0,0023 1,8328 1,7901 0,9527 1,7901 1,0165 4,8300 124,59
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