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PESSOA, Talita Carvalho. Equacoes Telegrafica e de Burgers Aplicadas a Modelagem de
Invasiao Biologica. 2025. 71. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacio-
nal) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2025.

RESUMO

A equacdo diferencial telegrafica difusiva-reativa pode ser utilizada para descrever o processo
de invasdo bioldgica, pois modela a variacao da densidade em uma regido. O objetivo do pre-
sente trabalho € estudar a variagdo da densidade celular em um experimento chamado ensaio
de ranhura, uma simulacdo in vitro de uma invasao bioldgica. Especificamente, modelamos
os termos difusivos que estdo presentes na equagdo telegréfica, utilizando a equagdo de Bur-
gers. O modelo obtido do acoplamento parcial das duas equagdes possibilita o direcionamento
da movimentacdo. Para testar o modelo, foi criado um c6digo computacional em FORTRAN
que resolve numericamente as duas equacdes. Assim, realizamos uma simulacdo utilizando
condicdes iniciais similares as que se observam em um ensaio de ranhura.

Palavras-chave: Invasdo Bioldgica. Equacgdes Telegrafica e de Burgers. Resolucdo Numérica.
Modelagem Matematica.



PESSOA, Talita Carvalho. Telegraph and Burgers Equations Aplied to modeling a Biologi-
cal Invasion. 2025. 71. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2025.

ABSTRACT

The reaction-telegraph equation can be used to describe a biological invasion phenomenon, by
modelling the density variation in a region. The main objective of this paper is to study the va-
riation of cellular density in the wound healing assay, a biology experiment that, essentially, is
a simulation in vitro of a biological invasion. Specifically, is presented a model of the diffusion
coefficient, part of the reation-telegraph equation, using the Burgers equation. The model obtai-
ned from the partial coupling of the two equations allows for the directionality of movement. To
validate the model, a computational code was implemented in FORTRAN to numerically solve
both equations. A numerical simulation was then carried out using initial conditions similar to
those observed in a wound healing assay.

Keywords: Biological Invasion. Telegraph and Burgers Equation. Numerical Methods. Mathe-
matical Modeling.
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1 INTRODUCAO

A matematica fornece ferramentas para entender o mundo. Desta forma, mo-
delos matemadticos sdao simplificagdes de situacdes complexas e podem ser entendidos como
caricaturas da realidade. Tais modelos sdo obtidos ao reconhecer as interacdes entre os elemen-
tos que fazem parte do processo que queremos descrever. O resultado € uma simulacdo, que
apesar de ndo ser idéntica a realidade, € suficiente para sustentar avangos tecnoldgicos utilizados
diariamente. Para ampliar ainda mais as possibilidades, € fundamental que o modelo continue
sendo aprimorado. Uma das formas de realizar essa tarefa € expandindo nosso conhecimento
sobre esses elementos, denominados parametros, para representa-los de modo mais detalhado e
preciso [20].

Este trabalho busca investigar uma forma de aprimorar um modelo matemé-
tico ja existente, que utiliza a equacgao telegrafica para descrever um processo de invasiao bio-
l6gica [6]. O aprimoramento diz respeito aos termos 7, € 7y, da equacdo telegréfica, que repre-
sentam a velocidade de movimentacdo de invasores. Esses termos sdo constantes no modelo
que utilizamos como ponto de partida, mas queremos representd-los de modo que variem com
o passar do tempo. Para isto, utilizaremos a equacao de Burgers, que ja foi utilizada para esse
propdsito em outros trabalhos [4].

As equagdes diferenciais parciais telegraficas se referem a uma categoria de
equagdes amplamente utilizadas para descrever ondas, logo, aparecem frequentemente ao se
estudar eletricidade, mecanica dos fluidos, telecomunicacdes e diversas outras dreas [3]. Mode-
los similares também pode ser utilizados em outras situacdes em que ocorre algum transporte
aparentemente aleatério, como € o caso das invasdes bioldgicas [22].

O processo de invasdo bioldgica se refere ao movimento de migracdo e de
crescimento de organismos em uma regido especifica. Sdo exemplos desse fendmeno a pro-
pagacao de doencas, a invasdo de habitats naturais por espécies exdticas, a migracdo celular,
entre outros [13]. Para modelar esse processo, utilizamos derivadas que indicam a variag¢ao da
densidade populacional em uma regido especifica.

A equagdo reativa-difusiva, também conhecida como modelo Turing, seria
uma op¢ao mais simples para esse caso, sendo amplamente utilizada em fendmenos bioldgicos
como a difus@o de doencas e a formacao de padrdes na pelagem de animais [12]. No entanto,
esse modelo assume que a movimentagdo € completamente aleatoria, o que ndo condiz com
observacdes de invasdes bioldgicas, onde hd uma tendéncia maior do invasor seguir em uma
direcdo especifica. A equacgdo reativa telegrifica é uma alternativa que trata deste problema,
pois € acrescentado um termo de atraso ou retardo, que modela a persisténcia do movimento
dos invasores [1]. Além do termo de atraso, também ha um termo fonte, uma fungdo que
determina a dindmica populacional, acrescentando taxas de nascimento e morte ao modelo.

A equacdo de Burgers expressa a variagdo da velocidade em relag@o ao espago
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e ao tempo. Ela possui as caracteristicas principais de Navier-Stokes, mantendo o coeficiente
de viscosidade v e os termos convectivos ndo-lineares, mas excluindo os termos de pressdao. A
viscosidade influencia na difusdo e dissipacdo da velocidade. Quando seu valor € suficiente-
mente grande, as velocidades positivas tendem a ser difundidas para regides onde a velocidade
¢ menor, criando um efeito de suavizac¢do na solug@o. J4 os termos convectivos sao responsa-
veis pela transferéncia da energia, ou velocidade, no espaco. Isto é, para v = 0, a velocidade
¢ transportada sem nenhuma perda [17]. Assim como a equagdo telegrafica, a equacdo de Bur-
gers também consegue representar caracteristicas de ondas [11]. Portanto, também podemos
utilizd-la no estudo de invasdes bioldgicas.

Como mencionado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho é mode-
lar os termos que representam a velocidade de movimento em uma invasao bioldgica, utilizando
a equacdo de Burgers. A abordagem serd voltada para a obtencdo de uma solu¢ao numérica e a
implementagdo computacional. Para isso, obteremos uma discretizacdo da equacdo utilizando
diferencas finitas, com o método First Order Upwind (FOU) para resolver os termos ndo linea-
res. Apods, a solugdo numérica serd implementada em FORTRAN e validaremos os resultados
comparando com a solugdo analitica. Por fim, vamos integrar a solucdo numérica da equa-
cdo de Burgers com a simulacgdo, ja existente, do modelo de invasio biolégica com a equagdo
telegrafica.

Esta dissertagdo se inicia com uma breve apresentacdo sobre invasdes biol6-
gicas e do problema que serviu de motivagcdo para o estudo: o ensaio de ranhura. O segundo
capitulo se trata de uma apresenta¢ao da modelagem da invasdo bioldgica utilizando a equagao
telegrafica, que € o ponto de partida para este estudo. Se inicia com a apresentacdo da dedugao
e caracterizacdo da equacdo telegrafica, também contém a modelagem do tempo de retardo.
Ap0s, estd a modelagem numérica, a implementacdo computacional e os resultados. O terceiro
capitulo contém a modelagem da velocidade, como proposta nos objetivos. Contém uma breve
apresentacdo da equacdo de Burgers, sua solucdo numérica, implementagdo computacional e
validagdo as solugdes. Por fim, na secio de resultados, a modelagem das velocidades € final-
mente implementada junto a equagao telegrafica. Por fim, serdo realizados testes com diferentes

parametros e condigdes iniciais.
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2 INVASAO BIOLOGICA

2.1 ENSAIO DE RANHURA

O ensaio de ranhura é um teste realizado quando se deseja mensurar o pro-
cesso de migracdo de células, ou seja, como ocorre a ocupacdo de um espago vazio por uma
cultura de células. Uma de suas aplicacOes é comparar o efeito de alguma substincia no cres-
cimento das células, comparando com controles. Pode ser utilizado, por exemplo, para medir
a eficicia de medicamentos ao aplicar as substancias em ensaios que utilizam células cance-
rigenas [2]. A metodologia do ensaio consiste em desenvolver a cultura de células em placas
de Petri que serdo incubadas por 24 horas. A seguir, as culturas passam pelo processo de ras-
pagem, onde uma parte das células € retirada utilizando uma micropipeta, gerando um espago
vazio denominado ferida. Imediatamente apds a raspagem, a placa € fotografada com o auxilio
de um microscépio e retorna para a incubacdo. Assim, as células continuam a migrar e, even-
tualmente, voltam a ocupar todo o espago da ferida. Para acompanhar o desenvolvimento desse
processo, sdo retiradas novas fotografias em intervalos de tempo pré-determinados [10]. A 4rea
ocupada por células em cada fotografia € obtida com auxilio de softwares, esta informacgdo é

utilizada para calcular a porcentagem de fechamento da ferida no momento ¢, dado por

O(t) = [1 - %] x 100 2.1)

onde A(t) é a drea ocupada por células, tal que ¢ = 0 representa 0 momento que foi realizada a
fotografia, logo apds a raspagem.

A figura 2.1 ilustra desse processo, as fotografias que estdo na primeira linha
sdo as que foram tiradas no tempo 0 e as que estdo na segunda linha foram tiradas apds 24 horas.
Além disso, cada coluna representa uma substancia diferente aplicada na cultura. O gréifico ao

lado apresenta a porcentagem de fechamento para cada método, obtida por meio da equagdo
(2.1).

Figura 2.1: Ensaio de ranhura

Controle Colchicine Paclitaxel Porcentagem de fechamento
25,

20
0h

Fechamento % 24h

24h

Controle Colchicine Paclitaxel

Fonte: Adaptado de Vitor Almeida [2].
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Considere uma malha que seja equivalente aos pixeis da imagem, a represen-
tacdo matemadtica do problema consiste em dizer quais pontos da malha contém uma célula e
quais estdo vazios. Para definir a condicao inicial, tracamos a fronteira da ferida ao invés de
observar cada pixel separadamente [6]. Assim, aqueles que estdo entre as fronteiras sdo vazios
e o restante contém células. Como as bordas da ferida sdo irregulares, um método como Spline

Cubica Parametrizada precisa ser aplicado para obter uma aproximacao do formato da borda.
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3 MODELAGEM MATEMATICA DE UMA INVASAO BIOLOGICA

Ao se mover pelo espaco, particulas colidem uma com as outras, alterando seu
trajeto e gerando uma movimentagao aleatdria, chamada de movimento Browniano [23]. Para
modelar esse processo, consideramos um plano de duas dimensdes, onde uma particula esta se
movimentando. Decompomos seu trajeto em dois componentes, onde J, indica a distancia na
direcdo do eixo x e J, a distancia na dire¢do do eixo y. Na figura 3.1, o ponto preto representa
a posicao de particula no tempo ¢, enquanto o ponto mais claro representa a posi¢do no tempo

t + €, ap6s uma movimentacao.

Figura 3.1: Movimentagdo das particulas

Yy
<N
Yit] essimsmam e s s s s s ©
A
4 |
’ 1
Vi pEEEEEEEEE [ :
| 1
| 1
! :
l I
I I
| 1
ys + | 1
| 1
(Sy : :
. 1
Y2 | !
| 1
| 1
U1 + + + + >
T Z9 T3 7" Tit1
-
5,

Fonte: o autor.

O movimento em cada um dos componentes € analisado separadamente, mas
simplificamos a notacdo considerando apenas um eixo k tal que £ = z ou k = y. Assim,
dizemos que para a particula se deslocar uma distancia J; na dire¢do k, leva um tempo € e
representa um passo. A cada um desses passos, existe a probabilidade p de que a particula
ndo ird colidir com outra, logo o préximo movimento terd o mesmo sentido que o movimento
anterior. Por outro lado, existe uma probabilidade ¢ de que ira colidir, causando que no préximo
passo o sentido do movimento seja inverso. Seja A a taxa de inversdo no eixo k, definimos
p =1—Xeeq = Xe. Com essas informagdes, podemos descrever a posi¢cao provavel da
particula em um determinado tempo [23].
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Seja ay(k,t) uma fungdo que descreve a quantidade de particulas que, par-
tindo de uma posi¢do (k — J5) chegam na posi¢do k, levando um tempo ¢ para realizar este
movimento. De modo similar, 5 (k, t) descreve a quantidade de particulas que partem da posi-
c¢éo k+ 0y e chegam na posicdo k£ em um tempo ¢. Adaptando essa defini¢ao, descrevemos todas
as particulas que no tempo ¢ chegam no ponto k£ — 9;, indicado em vermelho na imagem 3.2.

Em ¢ + €, o préximo passo de tempo, parte das particulas colidem e invertem seu movimento e

Figura 3.2: Movimentacdo das particulas no tempo ¢

k — 20y k — o k k + 0
tempo : t @ > O < @O — = = = ————— T+ —_———

Oék(/{} — 5k; t) ﬁk(k? — 6k, t)

Fonte: o autor.

outras seguem no mesmo sentido. Na imagem 3.3 indicamos apenas aquelas que chegam até o

ponto k£ em vermelho. Assim, obtemos a equagdo (3.1)

Figura 3.3: Movimentacdo das particulas no tempo ¢ + ¢

tempo : t + € b m - -0 > ®--------- —_.————
par(k = 6k, t) + qB4(k — 01, t)

Fonte: o autor.

ay(k,t + €) = pag(k — 0, t) + qBe(k — 0, 1) (3.1

que representa apenas a quantidade de particulas que chegam em k pelo lado esquerdo. Reali-

zamos um processo equivalente para obter (3.2)
Br(k,t + €) = pag(k + 0k, 1) + qBk(k + 0, 1) (3.2)

que ¢ a quantidade de particulas que chegam em £ pelo lado direto.
Além da movimentacgdo, também hd um aumento da quantidade de particulas
pela reproducgdo natural, que indicamos por £'. Como consideramos um modelo do plano de

duas dimensdes, as novas particulas produzidas sdo distribuidas entre os quatro pontos ao redor.
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Assim, o ponto (k,t) recebe apenas um quarto da quantidade total, como é representado na
imagem 3.4. No momento, ndo é necessario definir detalhes sobre F’, apenas que é uma fungao

que depende da densidade S. Futuramente, serd definida utilizando algum modelo populacional.

Figura 3.4: Termo fonte

(k, )
—F(5)
A 4
[
Fonte: o autor.
Portanto, as equacgdes (3.3) e (3.4)
1
Oék(k?,t + 6) = pozk(k — 5k; t) + QﬁkUﬂ - 5k,t) + ZEF(S(I{? - 5k, t)) (33)
1
Bk(l{?, t+ 6) = p()ék(lf + (Sk, t) + QBk(k? + 5k; t) + ZEF(S(k - 5k7 t)) (34)

sdo o modelo completo da quantidade de particulas que estdo no ponto k no tempo ¢ + e.
Apesar de utilizarmos o termo "particula"durante essa explicagdo, as mesmas equagdes também
representam as movimentagdes de um invasor [23]. Assim, s@o utilizadas para obter um modelo

de invasdo bioldgica.

3.1 EQUACAO TELEGRAFICA

A equacdo telegrafica pode ser obtida a partir das equagdes oy, € Sy, realizando
o processo que ¢ apresentado a seguir. Expandimos as equacdes (3.3) e (3.4) utilizando a série
de Taylor com relagdo a ¢ no lado esquerdo da igualdade e em relag@o a k no lado direito. Assim,

dada a equagdo

1
Oék(k,t—F 6) = pak(k — (Sk, t) + qﬁk(k - 5k,t) + ZG(F(S(]C - 5k, t)), (35)
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temos que
a(k,t) + 6% + E(0,€)
Oay (k 0Bk (k
= p Joulh. 1)~ 5,280 | e, 0>] +a {w,t) R RLLLLI 0N 0>] (3.6)
1 OF(S(k,t
—l—ZG [F(S(k;,t)) — 5k% + EL (6, O)}

¢ a aproximacao pela Série de Taylor. Substituimos p = 1—\e e ¢ = \e, em seguida, subtraimos

oy, da equagdo e dividimos por €. Além disso, alteraremos a notagdo de algumas varidveis

aOék 1 o . 5k (‘30% 1 o (‘30% o
B + EEQ () = — T + eEg (0k) — Ao, + Ady, o AE3 (0k)+ (3.7)
ap 1 OF (s

obtendo uma equacio na forma dada. Para o modelo estar mais préximo do fendmeno que esta
simulando, precisamos considerar valores muitos pequenos. Note que o, se refere a distancia
percorrida por uma particula em cada intervalo de tempo €. Assim, se ¢ — 0 e J;, — 0 entdo a

divisdo
= lim % (3.8)

corresponde a velocidade instantanea. Logo aplicamos o limite J;, ¢ — 0 na equacdo anterior

0 1 0p O 1 0
% +- B == % +~ B5 (8) ~Aa + A(Sk% N ES(6y) +
=0 ~ 0 — =0
— =Yk —0
0 1 oF
ABr — )\51@% +\ B3 (6) T F(S) = b 8/(;) + 55 (0) | (3.9)
— —0 — -0
—0 —0
obtendo
(‘90% . 8(1% 1

como uma aproximag¢do da equacgdo (3.3). Realizamos o mesmo procedimento para a equagdo
(3.4),

Gak . 80% 1
ot = or = Ay + By + 1 F(S)

(3.11)
o5 __on

1
ot = ’Yk% + X — By + ZF(S)
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obtendo as duas equacdes (3.11).

Em seguida, queremos obter uma unica equagao a partir de (3.11). A nova
equacio serd dependente da densidade que, para uma dimensao, € definida como S = oy + (.
Efetivamente, a varidvel da equacdo telegréfica serd a densidade total, que recebe os valores dos
dois eixos S = S, + 5, assim, conforme a defini¢do inicial das funcdes a e 3, a densidade S é

a quantidade de invasores que estdo em um ponto (z,y). Somando as equagdes (3.11)

I, + Br) oo —fBr) 1
o T o T §F(S) ©.12)

e derivando em relacdo a ¢, obtemos

O (ay + Br) O (ay — B) _ laF(S>'

= 1

o T kot 2 ot G-13)

Agora subtraindo as mesmas equagdes (3.11), obtemos

O — Br) (B + )
=-2 — 14
En R vy Mag — B), (3.14)
que multiplicamos por 7, e derivamos em relacdo a k
o = Br) | 20 (B + ) Iax — Br)

T ok + R T —ZWMT- (3.15)

Agora, desejamos transformar o termo oy, — [ em uma expressao condizente com a defini¢io

de densidade, Para isto, alteramos a equacgdo (3.12) para

O —Br) 1 d(ay + By)
W = 5 F(8) = =5, (3.16)
que substituimos no lado direito da equagao (3.15)
O* (i, — Br) 20 (o + Br) (o, + Br)
Vi ok + % oKz = —A\F(9) +2)\T. (3.17)
Subtraindo (3.13) da equacdo (3.17), obtemos
Plog = Br) | 20+ Br)  0(ar + br) O (o — fr)
"ok R e o * okt ©.18)
o + Br)  1OF(S)
AF(S) 42X 5 T (3.19)
que reorganizamos, simplificando e separando as derivadas em relacdoatea k
82(Oék + ﬁk) 8(0% + ﬁk) 1 (9F(S) 282(Oék + ﬁk>
—F PV 49 — = =yi— F(S5). 2
o T > o e M) .20)
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Enfim, substituimos S, = oy, + S5

S 08 1OF(S) _ ,0"S,

ot ot 2 ot ok

+AF(S), (3.21)

eliminando finalmente as varidveis ay e ;. Sabemos que a varidvel k£ é uma generalizacio
de x e y, que sdo componentes de uma coordenada do espago bidimensional, logo existe uma

expressao para cada componente:

e parak ==z

S, . 0S. 19F(S) %S,

BT + 2\ 5% 3 o g + AF(9); (3.22)
e parak =y
0%S, 25, 10F(S) ,0%S
2 = Y F(S). 2
BT +2)\ 5% 3 B Y, I + AF(S) (3.23)

A densidade total depende das duas equacdes (3.22) e (3.23), que somadas formam

0(S, +S,) . 0(S.+S,) OF(S) S, 0%,
R Tk A +7ya Y L2AF(S).  (3.24)

Note que podemos reescrever as derivadas da densidade, considerando que

%S 9*S.+ S, 9*S, 9*S, 0°S,

y
g = = . .2
0x? 0x? o2 + 0x? 0x? (3.25)
De modo anélogo,
0%S 825y
—_— = . 3.26

Consideramos ainda que S = S, + S, assim

S 05 OF(S) a?s ,0%8

€ o resultado da equacdo (3.24) apds essas mudancas de notagdo. Para as derivadas do termo

fonte utilizamos a regra da cadeia,

OF(S)  dF(S)dS

ot dS ot (3.28)
Dividindo a equagdo (3.27) por 2\, temos que
1 9*S  9S 1 dF(S) 2028 v 9%S
ooz T\ 4 F 2
oo ot ( 2\ dS ) 2 tanaE T O (3.29)
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também renomeamos alguns termos que futuramente serdo importantes para a compreensao da

equacgdo. Por fim, a equacdo telegrafica é

25 8S dF(S) 025 02

CAC PR LA CON I WA Ay ) Sy T 3.30

78t2+8t[ dS} gz TP TEG) (3-30)
al _ 1 ¢ chamado tempo de retardo ¢ D, — 12 e D, — ¥ g ficient
aqueT—Q)\eca aoepo € retardo € 1—2)\6 y—2)\saOOSCOGCC €S

difusivos, ambos serdo apresentados com mais detalhes posteriormente.

3.1.1 Condicoes de contorno

Problemas que incluem equacdes diferenciais parciais de segunda ordem sao
acompanhados de condi¢des de contorno (que define o comportamento da fun¢do na fronteira
do dominio) e duas condicdes inicias (que € o estado da funcdo no tempo inicial). Para proble-
mas como o ensaio de ranhura, consideraremos uma condicao de contorno do tipo Dirichlet e
condi¢do inicial com splines. No entanto, outros exemplos serdo utilizados para testar a solugao
numeérica. A condicdo de contorno do tipo Dirichlet representa situacdes onde hd uma barreira
fixa entre o interior e exterior do dominio. No ensaio de ranhura, por exemplo, as células es-
tao contidas em uma placa de Petri, ha uma barreira que impede a movimentagdo para fora do

compartimento. Ela é definida por

S(xlay,t) =

0 S(Tpiyy,t) =0
S(z,y1,t) =0 t

S(-fb',ymj, ):O

para x € [z1, Zn] € Yy € [y1, Ym;]. Este tipo de contorno é matematicamente simples, facilitando

a andlise da equacdo e obten¢ao da solu¢do numérica [1].

3.1.2 Condicoes iniciais

As condig¢des iniciais se referem ao valor da fun¢do no tempo inicial ¢ =
0. Para equacdes diferenciais com derivadas de segunda ordem no tempo, como a equagao
telegrafica, também € necessdria uma condicao inicial para a derivada primeira. Definimos

como

9S(z,y,0)

= 31
5 0 (3.31)

para (z,y) € € tal que 2 é o dominio da fun¢do. No contexto de uma invasdo bioldgica,
interpretamos que, no estado inicial, os invasores estavam em repouso.
Neste trabalho, serdo utilizadas trés tipos de condicdes iniciais, que definem

como o valor da fun¢do densidade estd distribuido em diferentes regides do dominio. Sao eles:
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* tipo Pulso: sdo situagdes onde todos os elementos estdo concentrados em uma regiao

especifica, como no exemplo da figura 3.5.

Figura 3.5: Condicdo inicial do tipo pulso

yn

Cyt

Fonte: o autor.

Nesse caso, a condi¢do inicial € definida por uma funcdo do tipo

S(z,y,0) = B, se A, <zx<C, e A, <y<C(, (3.32)
tal que A,, A,, C,, C, pertencem a §2. Nessa regido, a fung¢do assume o valor B, que pode
ser uma constante ou uma fungo.

* Tipo dominio inteiro: sio situagdes onde todo o dominio é utilizado na condi¢?o inicial,

ou seja, pode assumir valores diferentes de zero como na figura 3.6.
Figura 3.6: Condigdo inicial do tipo dominio cheio

Y

Cy

Ay Cs r

Fonte: o autor.
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Logo, a condi¢do inicial € definida por

S(z,y,0) =B, VY(z,y) € (3.33)

tal que €2 é o dominio da funcdo e B é uma funcgio.

* tipo spline: assim como o tipo pulso, a densidade inicial estd concentrada em alguma
regido, nesse caso, é utilizada em problemas onde a condi¢do inicial possui um formato

ndo regular, como na figura 3.7

Figura 3.7: Condig¢des iniciais ajustadas por spline

900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

0 200 400 600 800 1000 1200

Fonte: Pedro Godoi [6]

Esse contorno irregular é obtido por meio de splines, s6 entdo definimos as densidades

das diferentes regides.

3.1.3 Tempo de Retardo

O tempo de retardo se refere a constante 7, que aparece no termo reativo e
dos coeficientes difusivos da equacgdo telegrifica. Neste trabalho, utilizaremos a modelagem
realizada em [6], que identifica que certos valores de 7 levam ao surgimento de solucdes ne-
gativas, isto é, S < (. Esses valores ndo sdo condizentes com a interpretacao da varidvel S
como a densidade populacional. Foi verificado numericamente, que esse problema € corrigido
ao considerarmos
e LA
2\ S

tal que V; € a derivada da densidade em relacdo ao tempo, que € entdo dividido por um valor de

(3.34)

T

referéncia arbitrario S,. Anteriormente, A foi definido como a taxa de inversao na movimenta-
¢ado de particulas. Em larga escala, esse fendbmeno ainda ocorre, mas € observado indiretamente
por meio de seus efeitos na movimentagdo. Assim, considerando a densidade como um dos

fatores que podem alterar a taxa de inversao, A € modelado como o fluxo de particulas relativo
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a densidade local [6]. Para isso, definimos

S(z,y,t S(z,y,t) #0
5 — (z,y,1) se S(z,y,t) # (3.35)
0

S(z,y,t) se S(z,y,t) =
tal que

S(@+00,y,t) + S(x — 00, y,t) + S(@,y + 0y, 1) + S,y — by, 1)

S = 1

(3.36)

¢ um termo de correcao para evitar divisdes por zero.

3.1.4 Termo fonte

O termo fonte € uma expressao em funcdo da densidade, que expressa a dina-
mica populacional. Isto permite que seja adicionado na simulacdo uma variacao populacional
causada pela reprodugdo ou morte dos invasores. De acordo com o modelo populacional uti-
lizado, a populacdo final pode ter resultados diferentes, como crescer de modo exponencial ou

ser extinta. Neste caso, utilizamos dois modelos diferentes, o primeiro € o Modelo Exponencial

Malthusiano IF
— =kS t 3.37
dt 1 (l’, Y, ) ( )
com solucado
F(S) = S(t) = SpeM! (3.38)

tal que k; € a diferencga entre nascimentos e mortes e Sy € a densidade inicial. Para uma repre-

sentacdo mais realista, também utilizamos Modelo Logistico de Verhulst, que € dado por

ds S(z,y,t)
9 kSt (1 - St ) (3:39)
com solucdo
F(S)=S(t) = 5o (3.40)
50 + 11— o ekt
ks ks

tal que K1 S é o fator de crescimento e k € a capacidade de suporte do ambiente [7]. Para
manter continuidade, nos testes realizados para este trabalho, consideramos os mesmos k; e ko
do trabalho anterior [6]. O modelo e parametros utilizados em cada testes serdo indicados junto

aos resultados.

3.2 MODELAGEM NUMERICA

Utilizaremos o método explicito de diferencas finitas para obter uma aproxi-

macao da solucdo. Esta € uma abordagem que ja foi testada e apresentou bons resultados [6],
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alguns deles serdo reproduzidos na se¢do de resultados.

3.2.1 Construciao da Malha

O processo de modelagem numérica comega com a adaptacdo do dominio
para uma malha discreta. Mantemos as condi¢des de contorno originais e dividimos o dominio

em segmentos de distdncia A, no eixo x e A, no eixo y, gerando o dominio discreto da figura
3.8.

Figura 3.8: Malha aplicada no dominio original

1 AJJ
Ymj+1
Ymj
Yj+2
Yj+1
Yj
Yj-1
Y3
Y2
Y1 5
Ty X9 T3 -+ Ti-1 Ty Tiyl Ti42 - -+ Tpi Tpi+l

Fonte: o autor.

No entanto, neste trabalho utilizaremos uma malha onde os pontos sao deslo-
cados e representados no centro da célula, ao invés de representd-los nas interseccdes. Assim,
a malha serd composta de vdrias regides denominadas células, cada uma € representada por um
ponto central. Na solucdo numérica, os pontos centrais sao interpretados como uma aproxi-
macao da situacao das células que eles representam. A figura 3.9 contém os pontos centrais,
mas note que também h4 pontos nas laterais do dominio, exatamente nos €ixos =1, Tni+1, Y1 €
Ymj+1- Esses pontos sdo as condi¢des de contorno, que ndo sio centralizadas, permanecendo na
posicdo em que foram declaradas no problema.



Figura 3.9: Malha deslocada com pontos centrais

Ymj+1
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Ymyj
Yj+2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Yj+1
° L] ° ° °
Yj
° L] ° ° e
Yj-1
Y3
° L] ° [ ] °
Y2
[ ] [ ) [ ] [ ] [ ]
1
Ty Xy X3 - Ti-1 Tp Titl Tig2 - - Tpi Tpitl

Fonte: o autor.
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A posicdo de um ponto pode ser representada por um par ordenado (z;, ;)

como na figura 3.10a. Porém, utilizaremos a notacdo cardeal, onde consideramos o ponto cen-

tral como referéncia e os pontos ao redor recebem indices provenientes dos pontos cardeais da

figura 3.10b. Essa notacdo € mais conveniente na apresentacio da solu¢do numérica, que pode

se tornar poluida devido a quantidade de pontos que podem estar envolvidos.

Yj+2

Yj+1

Yj

Figura 3.10: Notag@o dos pontos da malha

(4,5 +1)
°
° ° °
(i7j - 1)
°
Ti-1 T; Ti+1 Tit2

(a) Notagdo por coordenadas

Fonte: o autor.

Yj+2
N
°
Yj+1
w P FE
° ° °
Yj
S
°
Yj—1
Ti-1 T Tit1 Tiy2

(b) Notagao por pontos cardeais

Fonte: o autor.
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Para a notacdo do tempo, consideramos t = t1,to, ..., %, ..., tik, tiks1, sendo

que o dominio € separado em intervalos iguais de medida A;.

3.2.2 Solu¢ao Numérica

Para obter uma forma discreta da equagao telegréfica, aproximamos os termos

individualmente utilizando diferencas finitas:

* para as derivadas difusivas utilizamos diferenca central

oS |M Spt—2SEr 4 SR RS M gEP—askt 4 skt 341)
Z (Az)? o lp (Ay)? -

* para as derivadas temporais utilizamos, respectivamente, diferenca central e atrasada

929 k+1 Sk‘—i—l _9gk Sk;—l S k+1 Sk-i—l _ Gk
A PO P¥op il O sl (3.42)
8t P (At) at P At
Também € necessaria uma forma discreta para a velocidade de retardo 7, dada por
k41 k41
T = = ' :>)\\k+1—w C_sT oSk (3.43)
P = P = = :
2\ | p Sy |p Ay Sy
tal que S, # 0. Assim
r ‘/s k+1 Sk+1 o Sk 1
’ ‘ — P P T se S}k;i—l 7£ 0
Se |p A Sp
Al =4 (3.44)
Vil " Sl]gﬂ_s]kj ! caso contrari
= — SO contrario
\ S* P At S];:_l
para
o Sk+1 Sk—‘rl Sk—l—l Sk+1
ghit_ 2 Tow ToN Tos (3.45)

4

As aproximacdes sdo entdo retornadas para a equagao. Deste modo,

k+1 k+1 _ gk
o (55725 S 4 <1_Tj_f; ) s =55
t P .
D D
= 0 x)2 (Sﬁjl _ 2SI’§+1 + Sgﬂ) + 0 y)2 (S@H _ 25119;1 + S]l%—i-l) + F(S) llﬁjl. (3.46)
* y
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reorganizamos a equagdo, colocando as varidveis em evidéncia e separando aquelas aplicadas

no tempo £ + 1 no lado esquerdo da igualdade, obtendo

T 1 7 dF

+____’“+1 2D, 2D
(A2 A, A, dS

+ +

Skz-i—l Y
P (A2 (4y)?

P

D D D D
_ gk+1 z | gk+l z | gk+1 y | okt y
o Lw} 5w Lw} ox [(AM 5 {mm}
2T _|_i_l d_F ktl T

(A2 A, A, dS

k—1

-5 -5 |y

} + F(S)5. (3.47)
»

Por fim, organizamos os coeficientes e outros termos de interesse, simplificando a notacao

1 2D, 2D, o De
RV WA W A
R 1 1 dF[*! D,
Cr=G7 A, 45, ==,y
. 2 1 dF|™! 1 __
bp = s s k k—1 b:_k F k+1
i <(At)2 Ay dS|p ) o (At)QSP TA Sp+ FS)lp
assim obtemos a equacdo telegrifica na sua forma discreta
(Cp+7Cp)SE — CpSE — Cy SEF — Oy SEH — CsSET = 1bp + bp. (3.48)

Ao aplicar a equacdo no dominio discreto, podemos representar a equacao na forma matricial
(3.49). Para isto, consideramos Ap = Cp + 7Cp, Bp = bp + bp e S = SF*1,

[Ap Cg Cy 1 [ s22 | [Bs]

Cw Ap Cg Cy S(3,2) Bp

Cy Ap Cg Cy S(i—1,7) Bp
Cs Cw Ap Cg Cn . S(i,7) = |Bp (3.49)

Cs Cw Ap Cn S(i+1,7) Bp

OS OW AP CE S(?’LZ— 1,m]) Bp

L CS CW Ap_ L S(nZ,Mj) 1 _Bp_

Assim, obtemos um sistema que sera resolvido utilizando o método de Gauss Seidel [15]. De-
vido ao ordenamento em que a solu¢do em cada ponto € calculada, ao calcular o termo Slkﬁl, 0
valor de S E’Ll ainda ndo € conhecido. Logo, o sistema ndo € linear. Para resolvé-lo, utilizamos

o método quasi-nao linear [5].
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3.3 MODELAGEM COMPUTACIONAL

A implementagdo da solu¢do numérica foi realizada utilizando o FORTRAN,
dentro do ambiente LINUX. Neste contexto, utilizaremos a notacido de coordenadas, em que a
posicdo dos pontos centrais da malha deslocada no dominio espacial sao representados pelos
pares ordenados (7, j) parai = 1,2,....,ni + lnoeixox e j = 1,2,...,mj + 1 no eixo y. Essa
notagdo € conveniente, pois vetores sao identificados assim no FORTRAN. Para a implemen-
tacdo de outros processos adjacentes, precisamos do valor de x e y referente a essas posicoes.

Como os pontos estdo localizados no centro das células, se para o primeiro ponto (1) = x4, 0

A . . . .
segundo estard em x(2) = x1 + 79[: Os préximos pontos estdo a uma distancia A, do anterior,

considerando
Tni — L1 Ymj — U1
A= ——— A, = — = 3.50
ni—1 Y mj — 1 ( )
generalizando, obtemos
. .3 ) )
x(z):x1+AI(z—§), i=1,...,ni+1 (3.51)
) .3 . .
y(j)—y1+Ay(j—§), j=1,....mj+1 (3.52)

esses valores ficardo armazenados nos vetores x : 1 x ni+ 1ley : 1 x mj + 1. Jd a dimensao

do tempo serd dividida em intervalos iguais A, a partir do tempo inicial, tal que

tik —t
A, =
Pk —1

assim, um ponto qualquer da linha temporal é dado por
tk)=t1 +Ay(k—1), k=1,..,lk+1 (3.53)

que gera o vetor ¢ : 1 x [k + 1. Para calcular a solu¢do numérica, partimos da forma discreta da

equacio telegrafica (3.48), isolando a varidvel S }’iH para obter

- 1
Shtl = (cEsgﬂ + CwSEH + OnSET + CsSEM + 7bp + bp) TR (3.54)
P P

A densidade também recebe uma notagdo parecida com a malha, em que sdo equivalentes

Sp = S(x(i), y(5)) = 5(i, ) (3.55)
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consequentemente,
Sp = S((i) + A y(j)) = SGi +1,5) (3.56)
Sy = S(x(i),y(j) + A,) =S, 7+ 1) (3.57)
Sw = S(x(i) — Az, y(5) = S(i — 1,5) (3.58)
Ss = S(x(i),y(j) — 4y) = S(i,j - 1) (3.59)

sdo todas notacdes vélidas. Em geral, utilizamos a primeira por ser mais simples e a terceira
quando estamos nos referindo a implementac¢do computacional, se for necessério. Esses valores
s@o calculados dentro de lagos para os indices 7 e j, logo, seguem uma ordem especifica. Por
exemplo, o primeiro valor a ser calculado é Sp = S(2,2), o segundo S(3, 2) e assim por diante,
até chegar em S(ni, 2), quando o ciclo se inicia novamente em S(2, 3). Note que, ao calcular
Sp, ainda ndo foram calculados os valores de Sr e Sy naquele tempo. Para resolver esse
impasse, € utilizado o método quasi-ndo-linear. Adicionamos um lago iterativo, que repete o
calculo da solugdo da equacdo até atingir um critério. Iniciamos este processo definindo um
valor inicial qualquer para o vetor S : 1 x [(ni + 1)(mj + 1)] e a cada nova iterac@o, a solugdo
¢ uma aproximacao melhor que a anterior.

A visdo geral de todos os passos necessdrios para chegar nessa solucdo é
representada no fluxograma da figura 3.11. A cor em destaque refere-se a um conjunto de

equagdes que serdao desenvolvidas no préximo capitulo.

Figura 3.11: Fluxograma da implementacao da solu¢do numérica da equacao telegrafica

| PROGRAM Telegrafica |

1 O Y —————

Parametros ‘ Ca_lcué::ﬁg;rgy_xe e SEIS|
Gerar a malha 1 ?i Calcular lambda e tau erro < tol —
o X =
v z ! NAQ L b
e
P ' 1 Calcular CE, CW, CN, CS, CP,
Condicao inicial = CP.TIL, B.TIL, B_BAR ITS «5S
-»  Condicao de contorno ! Calcular S (1)) S <
[
L DOIT= 1, maximo de iteracdes ---
END PROGRAM

DOT =1, tempo final

Fonte: o autor.
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Replicamos os resultados obtidos por Godoi [6], utilizando os mesmos para-

metros, indicados na tabela 3.1. Os gréficos foram gerados por meio da biblioteca Matplotlib

do Pyhton.

Tabela 3.1: Parametros utilizados

Parametro Simbolo Valor
Dominio Espacial Q (0,7) x (0,7)
Dominio Temporal (0,5)
Parti¢des no Eixo z ni 244
Parti¢Ges no Eixo y mj 244

Passo no Tempo Ay 0.0005
Tolerancia para ocupagdo | tol,cup 1073

Fonte: o Autor

A figura 3.12 contém um conjunto de graficos que mostram a distribui¢do da

densidade de particulas, indicada pelas cores, no dominio espacial. Cada linha apresenta um

tempo diferente e cada coluna um valor diferente de algum coeficiente, indicados na figura 3.12.

Nesse caso, o valor dos coeficientes difusivos € fixo em D, = D, = 1.00, enquanto para 7 sdo

testados trés valores diferentes. Para o termo fonte, utilizamos o modelo exponencial, com

k; = 1.0. Nos primeiros testes, os coeficientes 7, 7y, € 7, sdo constantes em todo o dominio

espacial e temporal.
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Figura 3.12: Solugdes da equacgdo telegréfica para D, = D, = 1.00

10
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5
Densidade de particulas

Fonte: o autor. Reproducdo de [6].

No primeiro teste, a caracteristica mais significativa € a existéncia de resul-
tados negativos. No entanto, podem ser evitados utilizando os valores corretos para 7. Assim,

para o segundo teste, fixamos 7 = 0.01 para analisar outros fatores. Isso resulta na figura 3.13.
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Figura 3.13: Solucdes da equacgdo telegrafica para 7 = 0.01

Dx=Dy=1.0 Dx=Dy=0.25 Dx = Dy = 0.01
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Fonte: o autor. Reproducao de [6].

Na figura 3.13, podemos verificar a influéncia da difusividade no estabeleci-
mento do invasor. Uma difusidade muito alta faz com que a densidade se dissipe, diluindo o
efeito do termo fonte. A figura 3.14 também confirma esse comportamento. Vemos que para
D = 1.00 a populagdo e a ocupacdo cresceram até o tempo ¢t = 5. Enquanto para D = (0.25, a
populagdo alcanca 100% de ocupagdo no primeiro intervalo de tempo, mas em seguida diminui

consideravelmente, atingindo 60% da ocupac¢ao no tempo final.
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Figura 3.14: Populagdo e ocupacdo para D = 1.00, D = 0.50e D = 0.25

Populacdo
Ocupacado (%)

O T T
0 1 2 3 4 5

Tempo

Fonte: o autor. Reprodugdo de [6].

Ja nas imagens 3.15 e 3.16, podemos ver a contribui¢do de cada termo na den-
sidade total. O residuo numérico € a diferenca entre a densidade total e a soma dos termos, um
valor préximo de zero garante que apenas esses termos fizeram parte do cdlculo. Confirmando
as observacoes da figura 3.13, o termo difusivo € negativo nos dois exemplos, diminuindo o
valor total da densidade. Comparando as duas imagens, é possivel notar que quando o impacto
do coeficiente difusivo é maior, como na figura 3.16, a densidade pode resultar em valores nega-
tivo. Além disso, também afeta o termo temporal, o0 que pode aumentar ainda mais esse efeito.
Para a figura 3.15, no entanto, o coeficiente difusivo € pequeno o suficiente para que o termo

reativo seja mais dominante na solucdo, assim a densidade continua crescendo com o tempo.
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Figura 3.15: Valor da densidade separado por termos para D = 0.25

2.5 1 —=— Termo Temporal
—— Termo Difusivo
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Fonte: o autor. Reproducdo de [6].

Figura 3.16: Valor da densidade separado por termos para D = 1.0

0151 —=— Termo Temporal
—e— Termo Difusivo
Termo Reativo
0.10 - —e— Residuo Numeérico
0.05 A
0.00

Densidade

—0.05 1

—0.10 4

Tempo

Fonte: o autor. Reproducdo de [6].

As solucdes negativas ndo sao coerentes com o contexto da construcdo do
problema, visto que a densidade ndo admite valores negativos. Este problema € solucionado
utilizando a construgdo para A apresentada anteriormente [6]. Além disso, utilizamos o modelo
logistico para o termo fonte, com k; = 3.0 e ko = 1.0. Deste modo obtemos o grafico 3.17,

considerando um valor constante para y, = v, = 1.00
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Figura 3.17: Densidade parat =0,t =1,t =2et =3

t=0 t=1

3.10 3.10

>1.55 >1.55

0'08.00 3.10 0'08.00

3.10 3.10

Densidade de particulas

>1.55 >1.55

0'0(8).00 3.10 0'08.00 3.10

Fonte: o autor. Reproducdo de [6].

Esses graficos serdo utilizados como base para comparar com os resultados da modelagem dos

coeficientes da velocidade v, e 7, no préoximo capitulo.
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4 MODELAGEM DA VELOCIDADE DE MOVIMENTO DOS INVASORES

Durante a deducdo da equag@o telegrafica, definimos os termos v, € ,, que

estdo contidos nos coeficientes difusivos D, e D,, como
4, s,
Ve = azl,lenlo € © W= 53,1530 €’

que podem ser interpretados como a velocidade instantanea [6]. Deste modo, a velocidade é
constante e igual em todos os pontos, considerando que em uma malha regular os intervalos
sdo constantes. No entanto, entendemos que pode existir a necessidade de representar situacoes
mais complexas. Um modelo mais adequado para essas situacdes utiliza a equacao de Burgers,
um caso especifico de Navier-Stokes que nao possui o termo referente a pressao. Na dindmica
de fluidos, essa equacio modela o escoamento, isto é, a movimentagdo de um fluido. E uma
equacao diferencial parcial que expressa a variagdo da velocidade de movimento do fluido entre
dois pontos [9]. Essa combinacdo entre equagdo telegrafica e Navier-Stokes ja € utilizada em
modelos da biologia, em particular, em um estudo da proliferacdo de células tumorais em um
dispositivo de microfluidica, uma nova tecnologia utilizada em experimentos in vitro [4]. En-
tretanto, no presente trabalho estamos usando a equacao de Burgers para modelar o movimento
das particulas. O que implica na variacdo de S(z,y) por meio dos coeficientes difusivos. As-
sim, é razodvel esperar que as velocidades de movimento possam ser aproximadas por métodos

parecidos nos dois fendmenos, utilizando a equacdo de Burgers.

4.1 EQUACAO DE BURGERS

Para cada célula da malha, ou ponto do dominio, a velocidade de um invasor
¢ um vetor obtido pela soma de dois componentes 7, € 7,, que estdo localizados como na figura
4.1.

Figura 4.1: Elementos de uma célula

Yj+1
Y,(%,7)

Y (4, )

Yj
Li Tit+1

Fonte: o autor.
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As componentes sdo modeladas considerando o mesmo dominio que a equa-

cdo telegrafica, por meio das equagdes de Burgers acopladas,

L D DR S S

4.1)
LS N N 4
Bt v T B T T gy Wl TV 52 v T g2
com as condi¢des iniciais
71(1'73/70) = f0($7y> ’Vy(xvyao) ZQO(xvy) (42)

e as condicdes de contorno
4.3)

4.5)

) ) = 91(y,t)

y,t) Vy(Tniv1, ¥, 1) = g2(y, ) (4.4)
) ) = ga(, 1)
) ) = ga(, 1) (4.6)

paraz; < o < Tpip1 , Y1 S Y < Ymjpr € 1 < t <t tal que f e g sdo fungdes. O
termo v e definido em Navier-Stokes como a viscosidade do fluido, mas na invasao bioldgica é

interpretado como constante de difusividade.

4.2 MODELAGEM NUMERICA

A partir das equagdes de Burgers acopladas 4.46, A velocidade v, no ponto

k+1 62 k+1
—v| NS
= ( e ) 4.7)

P
Em cada um dos termos dessa equacao, utilizaremos diferentes métodos de discretizacao [9]:

P e no tempo k + 1 é modelada por

k+1 k+1 k+1 o2

9

+£(77)
P oy

+ 2 ()
L e

_I_ _713
P dy?

* 0 termo temporal é aproximado utilizando diferenca finita regressiva

k+1 k+1

_ k
— (%v)P At (%t)P; (48)
P

9
ot
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* os termos difusivos sdo aproximados utilizando diferengas finitas centrais

k+1
0T el = 20005 + ()5 49)
ox? |, (A,)? '
k+1
8_27 i — (’YJJ)],;'+1 B 2(755)];;_1 + (/yl‘)ffc\/—i_l . (4 10)
A* " lp (Ay)? 7
* 0s termos convectivos sdo aproximados utilizando diferencas finitas centrais
o k+1 e )L (e, )R
0 e (’7 '7r>k+1 — (7 ’Yﬂc)lﬁ_l
— ()| =" s (4.12)
oy p Ay

Note que os termos convectivos ndo sdo lineares. O método First-Order
Upwind (FOU) € utilizado por tratar essa questdao. O método FOU define que uma das varidveis
Y €m %%%, ¢ admitida como uma constante 7, cujo valor é a média aritmética dos pontos
ao redor, no mesmo eixo que a varidvel estd representando. Também a partir dessa constante, é
definida uma funcao sinal, que definird o valor da outra parte da multiplicacdo. Essencialmente,
dependendo da solucdo da funcgdo sinal, 7, serd igual ao valor do ponto que estdo a sua direita
ou a sua esquerda, multiplicada por 7. Assim, cada uma das parcelas da discretizacdo do termo

convectivo serao reescritas:

o seja (Vo)™ = (F2)e(V2)F ™, tal que a varidvel (7, )"t é definida como
ot = () e+ (52 i, @13
considerando a fungao sinal
Se = b (e 20 para  (T5)e = G)r + Ou)e. (4.14)
~1, (e <0 2
o seja (1272) 5 = (F2)w(72) 5, tal que a varidvel (v, )% é definida como
()™ = (%) (o) + (1 _28“’) (7)5"", (4.15)
considerando a funcao sinal
o 1z IO T O
-1, (2)w <0 2
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o seja (1,7:) 5 = (F)n(72)5T, tal que a varidvel 7, )¥ ™! € definido como
1+ 8, 1-8,
(o)™ = (T) (va)p™ + ( > ) ()&, (4.17)
considerando a funcao sinal
17 Yy n 2 0
S, = ) para (), = 2PN g
-1, (Fy)n <0 2
o (7,72)5 ! = (%)s(72) 5T, tal que a varidvel (7, )5t é definida como
1+ S, 1-8;
(7=)5" = (—2 ) (7o) + < 5 ) (72) it (4.19)
considerando a fung¢do sinal
L, Ty)s = 0
S, = ) para  (55), = (s Owe )
~1, (). <0 2

Note que os (7,) ndo estdo definidos em um tempo especifico, logo, utilizaremos o dltimo valor

calculado, independente do tempo. Retornando todos os termos para a equacao (4.7), obtemos

P A s X Sl s W A o M O s ) N AP
At Aw ACE Ay Ay .
[ =208+ ) = 20,08 + (]

(Az)? (Ay)?

Expandindo as varidveis conforme a construgio apresentada no método FOU (%,), (7,)%+,

(Fy)i™ e (3,)5*", assim

(”)/w)lgrl — ()b | (e {1 + Se (%)kzﬂ + 1—5Se (7x)k+1- (4.22)

A, A, P 2 E

Vo) [ 1+ Su 1 - Sw :
R |t + 25

1—258n 1
(%c)];jl + T(’Vw>§€v+1

1—Ss 1
9 (’Yx>’§+l + —(’V:Jc>l;)+1

2

V _
_ [W;V“ () ()

| (87— 2008 + (o
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Em seguida, reorganizamos a equag¢do, colocando as varidveis em evidéncia e separando as que
s@o aplicadas no tempo ke k + 1

1 (). 1 1— 1
(7)1 [K n (k)e + S (V) Sw n (V) _;Sn (4.23)
t x

2
_(st Tt gt (AQZP] O [(Xi@ > <AI;>2}
|

k+1| (Y2)y 1 + S v

Realizamos o mesmo processo para a equagao que descreve a velocidade 7,

aplicada no tempo k£ + 1 e um ponto P, como descrito na equagao (4.24),

k+1 o

k+1 a
+ %(%%)

+ a—y(%ﬁy)

k+1 82
=V _—
P axg% P

obtendo uma equacao final similar. Assim, sdo otidas as formas discretas das equacdes de

9
ot v

k+1
) , (4.24)

_'_ _’Yy
0y? 7 p

P P

Burgers para v, € v,

Cr(1)p™ + Cr(1)s + Cw ()it + Cn ()5 + Cs(1,)t = BEH
4.25)
CP('Yy)]JCD+1 + CE(’Yy)%H + CW(’Vy)Iﬁ;rl + CN(”Vy)?VH + CS(7y>I§+1 = BII?’+1

tal que os coeficientes sdo:

1 1 1+ 8. 1 1-8, 1 148,
Cr =+ 50 (T ) ~ 5 () o ()

1 1-8; 2v 2u
R, s < 2 ) IRVERRT e

Cr = 3-(7.). (1 _256) ~ayp v- (e (1 +28w) R
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Ao aplicar a equacao no dominio discreto, podemos representar a equacao na

forma matricial (3.49). Para isto, consideramos Ap = Cp + 7Cp e Bp = Tbp + bp.

Cp CE CN ")/(2, 2) Bp

CW Cp CE CN 7(3,2) BP

CS Cp OE ON ’}/(Z—l,j) Bp

Cs Cw Cp Cn (i +1,7) Bp

Cs Cw Cp Cg y(ni —1,mj) Bp

| CS CW Cp_ i ’y(m,my) ] _Bp_
k+1 k+1

Assim, obtemos dois sistemas lineares, paray = 7," ey = 7," , que serdo resolvidos utili-

zando o método de Gauss Seidel [15].

4.3 MODELAGEM COMPUTACIONAL

O conjunto das equacdes (4.25) aplicadas em todos os pontos do dominio,
gera um sistema linear, resolvido pelo método Gauss-Seidel. Logo, é necessdrio verificar as

condi¢Oes de convergéncia [19]. Seja
a(i) = |Cp(i)] = [Cr()| = |Cw (i) = [Cn (D) = [Cs(D)]- (4.27)

Pelo critério das linhas, a solugdo ird convergir se (i) > 0. Isto é, o critério deve ser atendido
para cada linha 7 da matriz dos coeficientes (4.26).

Assim como a equacdo telegréfica, a solucao numérica da equacdo de Burgers
foi implementada em Fortran, no ambiente Linux. Como o dominio das duas equacdes sao
iguais, a malha foi construida da mesma forma, como na figura 3.10b. Mas como as equacdes
Yz € 7Yy estdo acopladas, as duas solugdes sdo calculadas simultaneamente, este processo estd

descrito no fluxograma da figura 4.2.



Figura 4.2: Fluxograma da implementagdo da solu¢do numérica da equagdo de Burgers

PROGRAM Burgers

v ¥

Parametros [ média >= 0
=
! Z Lsim

Gerar a malha S<1

St

v 4

Condigao inicial >

»  Condigao de contorno cs

| !

Calcular as medias . Calcular gamma (ij)

| = DOI=2,nie)=2,m I

DO T =1, tempo final

Fonte: o autor.

Calcular CP, CE, CW, CN e s

Mo i DO IT =1, maximo de iteragdes-~------=-==~-~-

v

erro — |gamma -
IT_gamma|

¥

erro < tol 1
SIM
NAO |

IT_gamma ~ gamma

¥

ANT_gamma — gamma <

END PROGRAM |
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Considerando que os processos que estdo destacados devem repetidos para

todos os pontos E,I/W, N e S.

4.4 VALIDACAO

Uma etapa essencial da implementacdo computacional € verificar se o pro-

condicdo inicial

—dvrmeos(2mx(i))sin(my(j))

%c(iaj) = Vy(ivj) =

2 + sin(2mx(i))sin(my(j))

—2umsin(2mz(i))cos(my(j))
2 + sin(2r(i))sin(my(4))

grama esté retornando boas solug¢des por meio do calculo dos erros. Para isso, o ideal € calcular
a diferenca entre a solucio exata e a numérica. Em algumas situagdes especificas para a condi-

cdo inicial e de contorno, a equacdo de Burgers possui solu¢do analitica [16]. Considerando a

(4.28)
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e as condicdes de contorno

Y.(1,7) = —2vmexp(—5mvt(k))sin(my(5)) Ye(i,mj+1)=0 (4.29)

Ye(ni +1,5) = —2vmexp(—5r2vt(k))sin(my(j)) Y:(3,1) =0 (4.30)

Y, (i, 1) = —vmexp(—5mvt(k))sin(2rz(i)) Yy(ni+1,7) =0 (4.31)

Yy, (i,mj + 1) = vrexp(—5mvt(k))sin(2rz(i)) 1(1,7) =0 (4.32)

a solugdo analitica das equagdes de Burgers €
oo 2mexp(=5mPvt(k))cos(2ma(i))sin(Ty(j))
1 d) = 2 CE ot (k) sin(2ra (i) )sin(my ) (4.33)
(s ) = —20 mexp(—bm2vt(k))sin(2rz(i))cos(my(5)) 434)

2 + exp(—dm?)vt(k))sin(2mx(i))sin(my(j))

tal que v = 0.001. Aplicamos as mesmas condig¢des iniciais e de contorno no método numérico
apresentado anteriormente. Deste modo, podemos verificar sua precisdo ao compari-lo com a
solucdo exata. Para isto, consideramos o dominio espacial 2 = (0,1) x (0, 1), tal que A, =
A, = 0.0125. A simulacdo foi iniciada no tempo ¢t = 0 e decorreu até o tempo final ¢ = 1, tal
que A; = 0.001. Além disso, para todos os testes a seguir, utilizamos modelo logistico para o
termo fonte, com k; = 3.0 e ky = 1.0.

O modelo computacional retorna duas matrizes, que contém os valores de
7z € Yy para cada ponto da malha. Esses dados podem ser visualizados na figura 4.3, onde a
altura representa o valor de -y, ou 7y, no ponto (x,y) correspondente, formando uma superficie.
Escolhemos representar dessa forma para evidenciar o formato da funcao que define a solugdo
analitica. Em especifico, na figura 4.3a temos a solu¢do numérica para ,, enquanto a figura
4.3b contém a solucdo analitica. Pelas imagens € possivel notar uma similaridade entre os
resultados, que também sdo parecidos aqueles obtidos por [16]. O mesmo ocorre para os solu¢do

de v, apresentadas nas figuras 4.3c e 4.3d.
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Figura 4.3: Solucdes para ~y, no tempo ¢t = 1.

(a) Solucdo Numérica ;. (b) Solugdo Analitica .

1000 1000

(c) Solugao Numérica 7. (d) Solugdo Analitica ~,,.

1000 1000

Fonte: o autor.

No entanto, ndo ¢ suficiente apenas comparar as imagens, precisamos com-
parar os resultados em termos quantitativos. Logo, calculamos o erro relativo entre as solugdes

analitica vy, e numérica 7,, na forma

P 7 I |

- - (4.35)
|17l T Il

para as solucdes apresentadas nas figuras 4.3b e 4.3a. Essas comparagdes foram representados

na figura 4.4, que identifica o erro calculado pela escala de cores. O maior valor estd proximo de
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2.7 x 10™* e a maioria do dominio apresenta erros ainda menores. Assim, essa distribuicio nio
¢ uniforme no dominio, mas ocorre de modo continuo e consistente com o formato da funcgao.
Este comportamento ja foi observado em outras solu¢cdes numéricas que utilizam o método
FOU [18] e possui relacao com o dngulo da func¢do (ou coeficiente angular da reta tangente) em

relacdo ao dominio.

Figura 4.4: Mapa de erros relativos para v, (figura da esquerda) e -, (figura da direita)

—4
1.0 10755 690
0.8
2.018
0.6 )
> 1.345
0.4
0.673
0.2
%% 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.000
X

Fonte: o autor.
Para analisar em detalhes, realizamos um recorte da solu¢ao, fixando um valor

1.0 X

Erro relativo

O'%.O 0.2 0.4

0.6 0.8 1.0

arbitrdrio para o ponto y = 0.50625002. Assim, obtemos um grafico em duas dimensdes, com
os valores de x e 7y,, como na figura 4.5. Neste caso, a norma Euclidiana [14], também indicada
por L2, do erro relativo entre as duas solucOes presentes no grafico é de £, = 0.0269 para v, e
de £, = 0.0665 para ~,.

Figura 4.5: Recorte da solugdo para ~, (figura da esquerda) e v, (figura da direita).

-3 -4
g x10 S 3X10 ——
Solucéo analitica Solugdo analitica
cay ® Solugéo numérica ® Solugéo numérica
6 &
o L d 2
£l
4 ¢ N
.
? 1
o
> 2 "“
o 4 .sgs‘°°‘°°°‘°=a,.
E o / 1 0y p
© o e o
6] o 'Y . o
-2 oo 1 LN .“'
v L .....
_4 14
'. 4
o -2
.
_6 .. ’.‘
_%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 _%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Fonte: o autor.

Pela forma como o modelo foi implementado, a cada passo de tempo um

novo calculo € realizado, que aproxima o valor de 7, e 7, até a convergéncia. Definimos que
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a solucdo convergiu quando a diferenca entre a solucio atual e a solugdo obtida na iteracdo
anterior é menor do que 107°, essa técnica vem do método Gauss Seidel, que foi utilizado
na resolucdo do sistema linear. Para analisar como esses erros se desenvolvem em relacio ao
tempo, aplicamos duas métricas diferentes, a norma Euclidiana e a norma do maximo [14].
Em seguida, procuramos por uma func¢do que mais se aproximasse dos dados
obtidos, para analisar seu comportamento. O resultado é apresentado por meio dos graficos da

figura 4.6, onde aplicamos uma escala logaritmica para melhor representar a escala dos dados.

Figura 4.6: Erro relativo entre a solu¢cdo numérica e analitica

(a) Norma do méaximo de ~,, (b) Norma L2 ~,

Norma L2 paray, —Ajuste linearpara y, 1 - 1
Norma L2 paraYx —Ajuste linear para Yx

-

0.0001 |

0.1
0.1

0.0t /’/"

0.001

o°
o
iy

Erro Relativo

0.001

Erro Relativo

I
| |
‘ 0.00001

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo Tempo

(¢) Norma do maximo -y,

Norma do Méximo paray, ~ —Ajuste por Poténcia paray, (d) Norma L2 y
Y

1

Normal2paray, —Ajuste linearparayy

0.1 0.1

0.01 //—‘

0.001

0.01

Erro Relativo
Erro Relativo

0.0001

|

| |
| 0.00001

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo Tempo

0.0001

Fonte: o autor.

Na figura 4.6b, o erro maximo obtido foi de 103 em ~,, logo os erros de
tempos anteriores sdo ainda menores. Esse ¢ um bom resultado, considerando que o erro relativo
retorna valores entre O e 1, independente da dimensdo dos dados. Além disso, foi ajustada para

uma fun¢do poténcia
E, =0.0372t"™9 e E, =0.0441¢°01% (4.36)

com precisio do tipo R? = 0.8702 e Rz = 0.9645. O coeficiente e expoente da equacao (4.36)
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indicam um crescimento lento do erro. De modo similar, ao analisar a figura 4.6a notamos que

o erro esta aumentando com o tempo. No entanto, esse crescimento é aproximado por uma reta
E, =0.0222t 4+ 0.0013 e E, = 0.026¢ + 0.0018 (4.37)

com R? = 0.9978 e R; = 0.9973. Além disso, a equacdo linear obtida possui um coeficiente
angular de 0.0222, o que indica que o crescimento € pequeno. J4 € conhecido que o método
FOU causa dissipacdes na solucao [18], o que causa o aumento no erro em relacdo ao tempo.
Existem maneiras de minimizar essa dissipacao, utilizando outros métodos de ordem maior [9].
Para um trabalho futuro caminharemos nessa direcao.
Além do tempo, outros fatores podem influenciar a precisao do método, como
o refinamento da malha, isto é, a quantidade de pontos utilizados para o cdlculo. Assim, cal-
culamos as normas para cinco malhas diferentes, indicadas na figura 4.7, e escolhemos o valor
maximo de cada uma delas para representar no grafico. Os resultados obtidos a partir da norma
L2 se aproximam da reta
E, = -8 x107% +0.0239 (4.38)

com R2 = 0.8156. O coeficiente angular negativo em (4.38), indica que o erro decai com o

refinamento da malha. Para os erros em -, 0 ajuste mais preciso € com a norma do méaximo,
E, =6 x 107%t +0.0414 (4.39)

com R; = 0.6158. Para os valores testados, o refinamento da malha ndo tem muito impacto no
erro relativo obtido. Esse resultado € constatado em outros trabalho, que relacionam a propor¢@o

entre a velocidade média e o coeficiente v, com o impacto do refinamento da malha na solu¢ao
[18].

Figura 4.7: Erros em relacao a malha
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004 ................................................................................ 004
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NI=MJ NI=M)J

(a) (b)
Fonte: o autor.

Um outra questdo a ser ressaltada, € que a comparagao com a solugdo analitica

implica na convergéncia. Além disso, a convergéncia e estabilidade do método sdo garantidos
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pelo critério das linhas do método de Gauss Seidel, que foi monitorado na resolucdo do sistema

de equacdes obtidas na discretiza¢do. Durante a simulagdo, o coeficiente o € calculado como
a=|CP|—|CE|—|CW|—|CN|—|CS]. (4.40)

Se resultasse em o < 0, o critério ndo seria atendido e o programa retornaria um aviso de
ndo garantia da convergéncia. Em todas as simulacOes realizadas, isto ndo aconteceu, o que

corrobora com todo o processo de validagdo descrito até aqui nessa se¢ao.

4.5 RESULTADOS

4.5.1 Acoplamento parcial das equacoes Telegrafica e de Burgers

Para acoplar o modelo da velocidade na equagdo telegrafica, precisamos re-
alizar uma pequena alteracio na estrutura da implementacdo computacional do modelo. Em
especifico, a localizagdo da sub-rotina que calcula 7, e v, mudou no cédigo. Anteriormente,
ela estava localizada junto a sub-rotina que calcula a densidade, como no fluxograma da figura
3.11. Porém, isso fazia com que a solucdo da equagdo de Burgers estivesse dentro do laco ite-
rativo da solucdo da equacdo telegrafica. Desde modo, o programa funcionaria, mas poderia
realizar itera¢des desnecessdrias, que o deixaria mais lento. Agora, calculamos todos os valores

da velocidade antes de calcular a densidade, o que € repetido para cada tempo.

Figura 4.8: Fluxograma da implementagdo da equacdo telegrafica com -y, e 7, variavel.

s S

PROGRAM Telegrafica

v ¥ v

Calcular gamma x e

Parametros erro «— [S-1IT_S|
gamma_y
Gerar a malha --7==%  Calcular lambda e tau erro < tol —
E |
L~ NAO =2
v 3 M v v (7}
! '@ Ccalcular CE, CW, CN, CS, CP
Condicdo inicial =] 4 iR ITS «S
s : 2 CP_TIL, B_TIL, B_BAR -
N
L |
v 1= v ; ¥
= ! S
> Condi¢do de contorno ! Emeg Calcular S (1)) ‘ «

pe DO IT = 1, maximo de iteracbes
. END PROGRAM
DO T =1, tempo final

Fonte: o autor.

Com o novo cédigo computacional, a velocidade de movimentacdo dos in-

vasores no espago € obtida por meio da equacdo de Burgers, que € aplicada junto a equagdo
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telegrafica
9?S 0S8 dF(9) 9%S 028
—+——|1l—-71——| =D,— + D,— + F(9). 4.41
"o f)t{ TdS} gz T Dugz 1) 4D
Para o termo fonte, usamos o modelo logistico com k; = 3 e k;, = 1. Consideramos as
condicdes iniciais
S(z,y,0) =, tal que (x,y) € [1.2545,1.8870] x [1.2545,1.8870)]
(4.42)
08
9,0 =0, wlque (z,y) € [0, x 0,7
e as condicdes de contorno
S0,yt) =0 S(m,y,t) =0 (4.43)
S(z,0,t) =0 S(z,m,t) =0 (4.44)
para (z,y) € [0, 7] x [0, 7] e t > 0. O termo de retardo 7 é dado por
1 Vil
= — = 4.4
T o e A 3 (4.45)

2

2
7. 7 . . o~
—~eD, = —2 . As velocidades, nos coeficientes de difusio
T T
sdo calculados por meio das equagdes:

e os coeficientes de difusdo Dx =

o 9o e @

4.46
R R A 0
ot Ty O Yz Vy By Yy Yy = 02 Ty 9y Ty
com v = (.01. Consideramos a condi¢do inicial do tipo pulso
Ve(z,y,0) = C, tal que (x,y) € [1.2545, 1.8870] x [1.2545, 1.8870]
(4.47)
Y(x,y,0) = C, tal que (x,y) € [1.2545,1.8870] x [1.2545, 1.8870)]
tal que o valor de C varia a cada teste. As condigdes de contorno sao
Y2(0,y,t) = 7,(0,y,t) =0, Vo(m,y, 1) = (7, y, 1) =0, (4.48)
Yo (2,0,t) = 7, (x,0,t) =0, Yolz, 7, t) = (2,7, t) =0 (4.49)

Na figura 4.9a temos a solugdo para ~, utilizando a nova modelagem nos tempos ¢t = 0, 1, 2, 3.

Consideramos v, = v, = 1 como condigdo inicial do tipo pulso, a solugio nos tempos posteri-
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ores serd determinada pela equacdo de Burgers.

Figura 4.9: Solu¢dao numérica de -, e v, varidveis
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Fonte: o autor.



53

Os resultados para 7, na figura 4.9b sdo similares, o que € esperado, visto que
os dois valores sdo calculados de modo andlogo, utilizando condi¢des iniciais que, neste caso,
também sdo equivalentes. Assim, v, € 7, estdo se difundindo pelo dominio e hd uma pequena

dissipagdo. Esse efeito também € refletido na densidade, como observamos na figura 4.10.

Figura 4.10: Densidade com ~, e v, variavel
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Fonte: o autor.

Para comparagdo, utilizando os mesmos parametros e apenas consideramos
vz = 1 e 7, = 1 constantes em todo tempo, a evolu¢do da densidade de invasores se comporta
como na figura 4.11, que s@o como os resultados da equacdo telegrafica que apresentamos

anteriormente na figura 3.17
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Figura 4.11: Densidade com ~, e v, constante.
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Fonte: o autor.

Por meio de diferentes testes, notamos que a condicao inicial altera como -,
€ v, se movem pelo dominio. Na figura 4.9a, por exemplo, utilizamos 7, = v, = 1 como
condi¢do inicial, o que resulta em um movimento para o canto superior direito do dominio.
Se quisermos que ela se mova para o sentido oposto, chegando ao canto inferior esquerdo,
terfamos que utilizar a condi¢@o inicial 7, = 7, = —1, Para entender melhor como isso ocorre,
separamos a condi¢do inicial de ~, em duas partes iguais, sendo que a metade da direta recebe
o valor inicial 7, = 1 e a da esquerda v, = —1. Além disso, definimos v, = 0 para todo
o dominio. A equagdo de Burgers foi entdo utilizada para calcular a solugdo de v, e 7, nos
proximos tempos. O resultado, na figura 4.12, € uma movimenta¢do na horizontal, ja que ndo

hé nenhuma influéncia de vy, para causar alguma alteragdo na vertical.
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Figura 4.12: Solucdo para 7, com v, = 0.
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Fonte: o autor.

Aplicando essa solucdo da velocidade na equagdo telegrafica, obtemos uma

invasdo direcionada na horizontal e visivelmente com pouca dissipa¢do, na figura 4.13.
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Figura 4.13: Solugdo para densidade com vy, = 0.
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Fonte: o autor.
De modo andlogo, em outro teste, consideramos um dominio dividido em uma
parte superior com 7y, = 1 e uma inferior com v, = —1, tal que 7, = 0 em todo dominio. A

equacao de Burgers também foi utilizada para calcular a solu¢do nos proximos tempos, obtendo

os resultados da figura 4.14. Dessa vez, a movimentagao € no sentido do eixo y, na vertical.
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Figura 4.14: Solucdo para 7, com 7y, = 0.
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Fonte: o autor.

Novamente, a solucdo da equagdo telegrafica indica uma invasao direcionada

e visivelmente com pouca dissipacao na figura 4.15, com movimentagdo apenas no eixo vertical.
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Figura 4.15: Solucdo para densidade com -y, = 0.
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Fonte: o autor.

Por fim, temos a unido os dois casos, simulando uma situacdo onde a v, e
7, estdo concentrados no centro do dominio, onde estd a maior densidade de invasores, € se
espalham para as regido menos densas. Essa situacao, representada na figura 4.16a, ainda € uma
simplificagdo, visto que € necessario mais divisdes do dominio para obter uma movimentagao

mais uniforme utilizando os mesmos parametros.



Figura 4.16: Solugdo para -, e 7y, com condig¢do inicial fragmentada.
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Aplicando essas condi¢des na equacao telegrafica, o grafico da densidade serd
como o da figura 4.17. Novamente, os invasores, representados pela sua densidade, seguiram

um trajeto similar ao mapa da velocidade da figura 4.16.

Figura 4.17: Densidade com 7, e v, varidvel e condi¢Oes iniciais fragmentadas.
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Fonte: o autor.

Outro aspecto dessa solucao que pode ser alterado por meio da modelagem de
vz € 7Yy € a dissipacdo, alterando o coeficiente v. Na figura 4.17, utilizamos v = 0.001. Também

realizamos testes utilizando v = 0.01 na figura 4.18,
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Figura 4.18: Densidade com v, e v, varidvel e v = 0.01.
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Fonte: o autor.

e v = (0.1 na figura 4.19, onde parece haver mais influéncia da difusdo do que

da convecc¢ao na solugdo.
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Figura 4.19: Densidade com ~, e v, varidvel e v = 0.1
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Fonte: o autor.

Até entdo, a condi¢do inicial foi definida como uma constante. A modelagem
da velocidade permite determinar uma fung¢do como condig¢do inicial. Assim, consideramos que
no tempo t = 0, 7,(z,9,0) = (z — 1.5)* e 7, (r,y,0) = v, a solugdo da equagio de Burgers
resulta no comportamento indicado nas figuras 4.20a e 4.20b.



Figura 4.20: Solucdo para a velocidade com condi¢do iniciais varidvel
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Fonte: o autor.
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Esse comportamento induz a variacdo da densidade como na figura 4.21.
Nesse teste, a dinamica de invasdo € substancialmente mais complexa. Isso € devido a adi-

cionarmos um termo ndo linear em 7,

Figura 4.21: Densidade com condi¢do inicial varidvel
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Fonte: o autor.

4.5.2 Simulacio de um ensaio de ranhura

Para simular um ensaio de ranhura, realizamos um teste utilizando condi¢cdo
inicial modelada por curvas Spline, ver figura 4.22, similar ao que se observa no experimento
apresentado anteriormente na figura 3.7. Como verificado em testes anteriores, nas figuras
4.12 e 4.14, o componente da velocidade 7y, induz a movimentagdo horizontal e vy, induz a
movimentacdo vertical. No caso do ensaio de ranhura, é esperado que as células se movam a
cobertura da ferida.
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Figura 4.22: Condic¢do inicial vx com dominio do tipo spline.
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Fonte: o autor.

Os valores utilizados na condicao inicial estdo na tabela 4.1, nos tempos se-
guintes, a densidade e a velocidades sao calculados utilizando os modelos desenvolvidos a partir

da Equacdo Telegréfica e de Burgers.

Tabela 4.1: Condig¢des iniciais da simulagao do ensaio de ranhura

Variavel Tipo Valor
Velocidade v, | Spline | 0.7 [um/min]
Velocidade v, | Spline | 0.0001 [pm/min]
Densidade S | Spline 0.1 [pm 2]
Densidade S’ | Cheio 0

Alguns dos parametros gerais na tabela 4.2 também condizem com as unida-
des de medida esperadas neste tipo de experimento [21]. Ainda € necessario determinar quais
seriam os parametros do termo fonte, que depende do tipo de célula utilizada no experimento
e a utilizacdo de controles populacionais. Nesse caso, escolhemos utilizar o0 modelo logistico,
com os parametros indicados na tabela 4.2. Assim, a populagdo cresce rapidamente no inicio da

simulacdo e se estabiliza ap6s algum tempo. Ademais, como pode ser observada na tabela 4.2,
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admitimos que y, € muitas ordens de grandeza maior do que ~y,. Optamos por esta abordagem
para mostrar didaticamente a cobertura da ferida. No entanto, o cédigo estd preparado para

realizar a simulagdo em termos mais realisticos. Isso faremos em um trabalho futuro.

Tabela 4.2: Parametros da simula¢do do ensaio de ranhura

Parametro Simbolo Valor
Dominio Espacial Q (0,1280) x (0,960) [pm]
Dominio Temporal (0,500) [min]
Parti¢Ges no Eixo z ni 129
Particdes no Eixo y mj 129
Passo no Tempo AW 0.0005 [min]
Termo fonte F(S) ki=10eky,=1.0

O modelo da velocidade com a equagdo de Burgers, introduz dois fendmenos
diferentes que induzem a movimentacido dos invasores, a conveccao e a difusdo. A difusdo
¢ diretamente proporcional ao coeficiente de difusdao v e estd relacionada ao espalhamento da
densidade. J4 o termo convectivo € responsdvel pela movimentagdo mais direcionada. Para
entender como cada um desses aspectos influéncia na movimentacao, realizamos testes para
v=0.00lev=4.

A modelagem das velocidades, por meio das equagdes de Burgers, tem es-
sencialmente dois carateres muito bem definidos, que sdo: o convectivo e o difusivo. O carater
difusivo estd em termos das derivadas espaciais de segunda ordem e o convectivo provém das
derivadas espaciais de primeira ordem. Quando a magnitude do termo difusivo prevalece sobre
o termo convectivo, dizemos que a equagdo diferencial estd dominante pelo carater difusivo.
Logo, a dindmica de espalhamento € mais evidente ao longo do tempo. Caso contrario, a di-
namica se estabelece por um direcionamento preferencial, o que é uma acao comum do termo
convectivo. Essa questdo associada ao cardter da equacdo diferencial pode ser analisada por
meio de um pardmetro v. Para mostrarmos estas duas possiveis caracteristicas, realizamos os
préximos testes para v = 0.001 e v = 4.0, evidenciando os cardteres convectivo e difusivo,
respectivamente.

No primeiro teste, com v = 0.001, a invasao evoluiu conforme a figura 4.23.
Note que ndao ha nenhuma altera¢do notavel no contorno da ferida, isto €, os invasores nao estao
se espalhando para todas as dire¢des. Por outro lado, a spline estd sendo deslocada no dominio,

conforme a condicao inicial. Neste caso, observamos uma dire¢do preferencial, a horizontal.
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Figura 4.23: Densidade com dominio do tipo spline e v = 0.001.
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Fonte: o autor.

No segundo teste, com v = 4, a invasdo evoluiu conforme a figura 4.24.
Assim como no primeiro teste, existe uma movimentacao no sentido horizontal. No entanto,
observe que o desenho da Spline se altera para diferentes tempos. Nessa simulagdo, as Splines

s@o mais lisas. Esse fendmeno é decorrente do carater difusivo, que é dominante.



Figura 4.24: Densidade com dominio do tipo spline e v = 4.
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Fonte: o autor.
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Densidade de particulas

Assim, quando v € pequeno, a movimentagdo é direcionada e com pouco

espalhamento como na imagem 4.23. Por outro lado, quando v € suficientemente grande, a

movimentacdo € menos direcionada e o espalhamento € mais expressivo. Esses exemplos repre-

sentam duas dindmicas diferentes de como poderia ocorrer uma invasao bioldgica. O primeiro

pode indicar uma movimenta¢do com um objetivo especifico, como a busca por algum recurso

ou uma movimenta¢do em longa distancia. Ja o segundo exemplo, representa um espalhamento

em toda a regido. Evidentemente, em situacdes realistas, os cardteres competem ao longo do

tempo e a modelagem € muito mais complexa. O valor de v ndo € uma simples constante, mas

possivelmente uma fun¢do ndo linear, ou até mesmo modelado por outra equacao diferencial

parcial.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como afirmamos anteriormente, modelos matematicos estdo sempre sendo
aprimorados. A implementacdo da equacdo de Burgers na velocidade traz um aprimoramento
ao modelo, adicionando a possibilidade de direcionar a movimenta¢do, que nos permite simular
situagdes mais complexas.

Evidentemente, o método FOU, que € um esquema de primeira ordem, por
ser dissipativo, suaviza a solu¢cdo numérica em regides proximas a descontinuidades. No en-
tanto, como pode ser visualizado nos resultados apresentados na se¢do 4.4, a comparacdo entre
as solucdes numéricas e analitica resultou valores na norma L2 e Mdximo no proibitivos no
contexto de simulagdo. Porém, isto pode ser parcialmente remediado a partir da implementa-
cdo de esquemas de ordem superior nos termos convectivos, tais como: WACEB, CUBISTA,
ADBQUICKEST, entre outros [8].

Outro fato, € que com a implementagdo de equagdes para velocidade das par-
ticulas observamos que as simulacdes, decorrentes de condicdes auxiliares, apresentadas na se-
¢do 4.5, sdo consistentes com a Fisica. Ademais, € possivel perceber que a velocidade interfere
fortemente na dindmica (ou seja, na variacdo da densidade) registrando claramente um caminho
preferencial de invasdo. Isso € mais realistico. Outra possibilidade € aprimorar o modelo para
trés dimensoes, assim, podendo comparar com experimentos reais. Assim, a Modelagem Ma-
temdtica, Numérica e Computacional apresentadas no presente trabalho podem ser estendidas.

Para futuros trabalho, pretendemos caminhar nesta direcao.
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