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ALVES, Leonardo Gustavo Ronchin. Dissipacdo Fracionaria em Sistemas Abstratos do
Tipo Timoshenko. 2025. 141. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Compu-
tacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2025.

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar e aplicar condi¢des de estabilidade e regulari-
dade para um semigrupo. Primeiramente, estudaremos as condi¢des necessdrias e suficientes
para que um operador linear seja o gerador de um Cj-semigrupo exponencialmente estavel ou
analitico, e enunciaremos e demonstraremos os principais resultados da teoria de semigrupos
lineares que caracterizam essas propriedades a partir do resolvente do operador que gera esse
semigrupo. Além disso, aplicaremos essa teoria ao estudo de um problema abstrato do tipo
Timoshenko com dissipac¢ao friccional dada por meio de poténcias fraciondrias de um operador
linear, mostrando que a estabilidade e a regularidade obtidas para a solu¢do deste problema
dependem diretamente da regido em que se encontram os expoentes fracionarios. Para a esta-
bilidade da soluc¢do, estudaremos quando o semigrupo € polinomialmente ou exponencialmente
estdvel, enquanto, para a regularidade, determinaremos em quais condi¢des ocorre analiticidade
e, nas demais regides, estudaremos a classe de Gevrey deste semigrupo.

Palavras-chave: Semigrupos Lineares. Estabilidade Exponencial. Analiticidade. Sistema de
Timoshenko Abstrato.
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ABSTRACT

This work aims to study and apply stability and regularity conditions for a semigroup. First, we
will examine the necessary and sufficient conditions for a linear operator to be the generator of
an exponentially stable or analytic Cy-semigroup, and we will state and prove the main results
from the theory of linear semigroups that characterize these properties based on the resolvent
of the operator generating this semigroup. Furthermore, we will apply this theory to study an
abstract Timoshenko problem with frictional dissipation given by fractional powers of a linear
operator, showing that the stability and regularity obtained for the solution of this problem
depend directly on the region in which the fractional exponents are located. For the stability of
the solution, we will study when the semigroup is polynomially or exponentially stable, whereas
for regularity, we will determine the regions where analyticity occurs and, in other regions, we
will investigate the Gevrey class of this semigroup.

Keywords: Linear Semigroups. Exponential Stability. Analyticity. Abstract Timoshenko Sys-
tem.
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1 INTRODUCAO

Sistema de Timoshenko: O sistema de Timoshenko proposto em [39] € um
modelo matemético amplamente utilizado nas dreas de Engenharia e Fisica para estudar a di-
namica do movimento de uma viga. As equacdes que descrevem esse movimento, incluindo os

efeitos dissipativos, sao dadas por

prpu — k(pz + 1), + dissipagdo,, = 0, (1.1)
ptht - wax + ]f((ﬂx + ¢) _'_ dissipagiow = 07 (12)

em que @ representa o deslocamento vertical e ) a variacdo do angulo da reta normal ao eixo
horizontal. Os numeros k, b, p; € po sdo constantes positivas que representam propriedades
fisicas da viga.

Na nossa revisdo da literatura, destacamos os principais resultados de ané-

lise de estabilidade para o sistema de Timoshenko sob a influéncia de dissipacdo friccional.

Essa dissipagdo pode estar presente em uma Unica equagdo (ou seja, dissipagdo, = 0 ou
dissipagﬁ% = () ou ambas simultaneamente. Em [34], o sistema foi estudado adotando
dissipagdo, = 0 e dissipagdo,, = 1, onde o autor demonstrou o decaimento exponencial

assumindo a igualdade na velocidade das ondas dadas por

P
P2

k
7 (1.3)
Assumindo (1.3), o mesmo resultado foi obtido em [1, 2, 5, 27, 41]. Em [1], os autores con-
sideraram dissipagdo,, = 0 e dissipacdo,, = a(1);), em que v é uma fungéo real, ndo linear e
crescente. No caso linear, com dissipa¢do,, = 0 e dissipa¢do,, = a(-)y, os autores de [5] es-
tudaram o sistema de Timoshenko considerando coeficientes varidveis e a(-) como uma fungio
continua e positiva. Em [27], foi considerada a condigdo dissipa¢do, = 0 e com dissipac¢do
indefinida dada por dissipagdo,, = a(-)Yy, em que a € L. Em [41], o problema foi estudado
com dissipagdo,, = 0 e dissipagdo localizada dissipagdo,, = a(-)1. Diferentemente dos tra-
balhos citados anteriormente, em [2], os autores consideraram a dissipacao friccional atuando
apenas no deslocamento vertical, ou seja, dissipagdo,, = ¢, e dissipagéo,, = 0.

Embora a condicdo (1.3) seja vdlida matematicamente, ela ndo é necessa-
riamente vélida fisicamente. Essa limitacdo motivou estudos utilizando dois efeitos dissipa-
tivos, com o objetivo de obter a estabilidade exponencial independente da condicdo (1.3).
Em [32], o problema dado por (1.1)-(1.2) foi investigado considerando dissipagﬁow = ;e
dissipagﬁow = 1;, obtendo-se estabilidade exponencial. De maneira similar, em [9], os au-
tores examinaram o caso em que as dissipagdes dissipagdo, = ¢ e dissipagdo,, = ¢ sdo

localizadas. Por outro lado, em [37], o autor considerou dissipacdes localizadas dadas por
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dissipa¢do,, = dissipag¢do,, = ¢ + ;. Recentemente, em [28], foi estudado um caso de dis-
sipa¢do pontual, no qual os autores consideraram dissipagdo, = ¢, e dissipag¢do, = ;. De
maneira geral, os resultados obtidos nesses trabalhos mostraram que a taxa de decaimento da
energia do sistema continua sendo exponencial.

Sistema abstrato do tipo Timoshenko: No presente trabalho, nosso objetivo
¢ reformular o modelo (1.1)-(1.2) em uma forma generalizada e analisar os resultados obtidos.
Mais especificamente, estudaremos as propriedades do semigrupo gerado pelas seguintes equa-

coes, conhecidas como o modelo abstrato do tipo Timoshenko

prpu + kAZ(AZp 4+ 9) + A%, =0 (1.4)
Pty + bAY + k(A2 + ) + APy, = 0. (1.5)

Neste caso, consideramos A : D(A) C H — H sendo um operador estrita-
mente positivo, auto-adjunto e com o dominio densamente imerso no espaco de Hilbert separa-
vel (H, -], (-,-)). Os coeficientes py, ps, k e b sdo constantes positivas e também consideramos
a, B € [—1,1]. Além disso, para obter a falta de estabilidade exponencial e analiticidade, assu-

miremos como hipétese que A~! existe e é um operador compacto.

Observacao 1.1. As condicdes impostas no operador A garantem que suas poténcias fracio-
ndrias estejam bem definidas. Ressaltamos que a defini¢do precisa de poténcias fraciondrias

de operadores utilizada neste trabalho se encontram no Apéndice A.3.

Observacdo 1.2. As propriedades exigidas em A, D(A) e H, sdo vdlidas caso consideremos
o sistema de Timoshenko dado em (1.1)-(1.2) sob condigées de fronteira de Dirichlet. Neste

caso, basta considerarmos H = L*(0,() e o operador linear A(-) = —(-)z, com dominio

D(A) = H?(0,6) N H (0, 0).

Partindo dos resultados obtidos das referéncias citadas, nosso foco é analisar
os efeitos dos coeficientes o e (3 sobre a solucao obtida para sistema (1.4)-(1.5). Para tanto, no
Capitulo 4, mostraremos que € possivel reformular este sistema em um problema de Cauchy

abstrato equivalente da forma
d

dt
emque A : D(A) C H — H, D(A) e H dependem de A, D(A) e H, e serdo futuramente

determinados.

U(t) = AU(t),

A partir desta reformulacdo, podemos utilizar a teoria de semigrupos lineares
para garantir a existéncia e unicidade de solucio para o problema (1.4)-(1.5). Para cada dado
inicial Uy € H, a solucdo é dada em fungdo do semigrupo linear {S4(¢)}:~0 gerado por A,
mais especificamente temos U (t) = S4(t)Up, onde o tipo de solug@o (cldssica ou generalizada)
depende da regularidade do dado inicial Uy (ver Teorema 4.6).

Deste modo, estudando algumas das propriedades do conjunto resolvente

o(A) e do operador resolvente (i\] — A)~! quando A € R, obtemos condi¢des que garan-
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tem o decaimento e a regularidade do semigrupo {S4(t)}+>o e, consequentemente, garantimos
0 mesmo para a solugdo do sistema (1.4)-(1.5) (Ver Apéndice A.1 para a defini¢do de resolvente
e operador resolvente).

Para condi¢Ges de estabilidade, verificaremos quando o semigrupo {S4(%) }+>0

¢ polinomialmente ou exponencialmente estavel, isto é:

Definicao 1.3. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador de um

Co-semigrupo limitado {S A(t) }+>0. Dizemos que este semigrupo é:

(i) Polinomialmente estdvel com taxa T > 0 caso exista C' > 0 de modo que dado Uy € D(A),
obtemos
_1
[S4®) Vol < Ct 7 || Usllpay, t = 1;

(ii) Exponencialmente estdvel caso existam C,~ > 0 tais que

1SA() ||l ey < Ce™, ¢ > 0.

A fim de verificar estas condi¢des, utilizaremos os Teoremas de Borichev-

Tomilov e de Pruss.

Teorema 1.4 (Borichev-Tomilov, [7]). Seja A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo limitado {S A(t) }1>o definido no espago de Hilbert H. Se iR C o(.A), entdo

fixada uma constante T > 0, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) O semigrupo é polinomialmente estdvel com taxa T > (.

(b) limsup [A|77[| (AL — A) 7| 20y < 005

[A| =00
Teorema 1.5 (Pruss, [31]). Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes {S(t) }1=o. Entdo, este semigrupo é exponen-

cialmente estdvel se, e somente se,

iR C o(A) e limsup||(iA — A) |z < 0.
[A| =00
Para condi¢oes de regularidade, buscaremos estudar quando {S4(t) }+>o € di-
ferencidvel. Primeiramente, verificaremos quando este semigrupo € analitico utilizando o se-

guinte teorema:

Teorema 1.6. Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo limitado {S4(t)}i=0 e suponha que 0 € o(A). Entdo, este semigrupo é

analitico se, e somente se,

iR Co(A) e limsup |A|||(iA] — A)_IHLZ(X) < 00.

[A| =00
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Veremos no Capitulo 3 que analiticidade implica na diferenciabilidade do se-
migrupo. A fim de obtermos mais regides de regularidade, estudaremos quando um semigrupo

pertence a alguma classe de Gevrey:

Definicao 1.7. Sejam H um espago de Hilbert e ty > 0 fixado. Um Cy-semigrupo {Sa(t)}i=o0
definido em H é de Gevrey de classe § > 1, parat > to, se t — S4(t) é diferencidvel e para
quaisquer > 0 e K C (ty,00) compacto, existe C > 0 tal que

IS®(1) 200 < Cu"(n1)’, Vi€ K e n=0,12,...

Para caracterizar quando um semigrupo € de Gevrey por meio de estimativas
no operador resolvente do gerador infinitesimal, utilizaremos o método proposto por Taylor (ver
[36], pagina 153).

Teorema 1.8. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo limitado {S4(t) }+>o. Se iR C 0(A) e para algum 0 < T < 1 temos

limsup |A|7]|(iA — A) 7| 2 < 00,

[A]—o00
entdo o semigrupo é de Gevrey de classe § > %, parat > 0.

Deste modo, neste trabalho, os resultados obtidos para o modelo (1.4)-(1.5)
podem ser classificados em duas categorias: resultados de estabilidade e resultados de regu-

laridade.

Estabilidade: Utilizando o Teorema 1.4, demonstraremos que o semigrupo
{S.4(t) }+>0 exibe decaimento polinomial com taxa 7(«, 5) = 2| min{«, f}| para o, 5 € [—1, 1]

(ver Teorema 4.15).

—1
Figura 1.1: Estabilidade Polinomial

A estabilidade exponencial serd analisada utilizando o Teorema 1.5. Deste

modo, obtemos esse decaimento para o, 5 € [0, 1] (ver Teorema 4.16). Além disso, caso
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(a, B) € ([~1,0) x {0}) U ({0} x [~1,0)) e a igualdade da velocidade das ondas dada em
(1.3) for satisfeita, o semigrupo também serd exponencialmente estavel (ver Teorema 4.18).

B, g,
1 1
-1 1« 1 1 «
-1 -1
Figura 1.2: Est. Exponencial para pﬁl # p% Figura 1.3: Est. Exponencial para pﬁl = p%

Além disso, demonstraremos que, nas demais regides, o semigrupo nao &
exponencialmente estdvel (ver teoremas 4.19, 4.20 e 4.24).

Regularidade: A fim de garantir a diferenciabilidade de {S4(t) }+o, utiliza-
remos os teoremas 1.6 e 1.8. Primeiramente, demonstraremos que o semigrupo € analitico se, e

somente se, o, € [%, 1], (ver teoremas 4.26 e 4.27).

B
1L

N =

Figura 1.4: Analiticidade

Com o intuito de utilizar o Teorema 1.8 para obter as classes de Gevrey de
{S4(t) }+=0, definimos as regides

Rlz{(a,ﬁ)ER2:O<min{a,ﬁ}<% e a+ﬁ<1}

Ry =[(0,1] x (0,1]] \ [R1 U ([3,1] x [$,1])] .

29

Assim, obtemos a classe de Gevrey para («, §) € Ry U Ry (ver Teorema 4.31).
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Wl N

Figura 1.5: Classe de Gevrey

Ressaltamos também que o semigrupo {S4(%)}:>o também é de Gevrey na
regido de analiticidade, isto é, quando «, 8 € [%, 1].

Deste modo, os resultados obtidos no Capitulo 4 estdo sumarizados na se-
guinte tabela:

Expoentes Taxa

Est. Polinomial a,p e [-1,1] 2| min{a, 8}

a,ﬁE[O,l]ouﬁl—i e

(o, 8) € ({0} x [-1,0))'U ([1,0) x {0})

Est. Exponencial

Falta de Est. .
. Demais Casos -
Exponencial
2min{a, 5} em R;
Classe de Gevrey a,B€(0,1) min{a, 8} em Ry
Analiticidade o, B € [3,1] -
Falta de Analiticidade Demais Casos -

Tabela 1.1: Resultados Obtidos

Comparacao com a literatura e principais contribuicoes: Dentre os resul-
tados obtidos para modelos abstratos, baseamo-nos nas ideias propostas por [4, 10, 11, 13, 15,
19, 24, 35]. Em particular, destacamos os resultados apresentados em [13, 24, 35], que tratam
de sistemas do tipo Timoshenko e da dissipa¢do dada por poténcias fraciondrias de operado-
res. Em [13], os autores consideraram o modelo abstrato do tipo Timoshenko termoeldstico.
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Especificamente, analisaram o modelo dado pelo seguinte sistema

prpu + kAZ(AZp + 1) =0,
P2y + bAY + /{(A%gp + 1)) — 6A%0 =0,
pg,@t + cAf + (SA’Bz/}t = 0.

Os autores demonstraram decaimento exponencial se, e somente se, 5 = % e a condicdo (1.3) é
satisfeita. Além disso, foi obtido decaimento polinomial quando 3 € [%, 1} . Em [35], embora o
modelo ndo tenha sido tratado de maneira abstrata, foram consideradas dissipagdes friccionais

fraciondrias, dissipagdo,, = A%p, e dissipagdo,, = AP, com A = — A, para o seguinte sistema

prow — k(or + 1) + A% = 0,
patbu + bAY + k(p, + 1) + APy, = 0.

Neste trabalho, a estabilidade exponencial ocorre se «, 5 € [0, 1], a analiticidade ocorre se

a,f € [%, 1} e, além disso, a classe de Gevrey é dada por § > m quando «, 5 € (0,1),
em que 7(a, ) = 2min {1%, %} De maneira semelhante, em [24], foram estudados os

seguintes sistemas de Timoshenko termoelasticos com dissipacdo fraciondria:

P11 — k(0 + V) + 1A% = 0,
P2ty + DAY + ko, + 1) + 0y + pa APy, =0, (1.6)
P30 + 0A0 + iy, + KA9, =0,

P11 — k(2 + U)o + 1z + 111 A%, = 0,
P2t + bAY + k(p, + 1) — pby + uzA% =0, (1.7)
P38 + 0 A0 + p(z + ) + A0, = 0.

Para esses sistemas, obteve-se estabilidade exponencial para «, 3, € [0, 1], classe de Gevrey
0o > m, com 7(a, 3,7) = min {2%!, %, ﬁ}, e analiticidade quando «, 5,y € [%, 1}
para o sistema (1.6), e para o, 3,7 € [%, 1] e 0 = 7 no caso do sistema (1.7).

Ressaltamos que, em [24] e [35], os autores ndo abordam a presenga de expo-
entes negativos nos parametros de dissipacdo, nem tratam de aspectos especificos relacionados
a falta de estabilidade e a caracterizagdo de analiticidade dos sistemas estudados. A auséncia
dessas andlises na literatura existente destaca as principais contribuicdes deste trabalho.

Organizacao: O presente trabalho estd organizado da seguinte forma.

Capitulo 2: Neste capitulo, provaremos o Teorema 1.5 e sua versao para semigrupos limitados

de maneira geral, seguindo as ideias propostas por [26] e [31].
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Capitulo 3: O foco principal serd a demonstragdo do Teorema 1.6. Para isso, caracterizaremos
os semigrupos analiticos com base na sequéncia logica apresentada por [29] e [30]. Além
disso, exploraremos condicdes necessdrias para que operadores auto-adjuntos gerem se-

migrupos analiticos, conforme proposto por [14].

Capitulo 4: Apresentaremos a existéncia e unicidade da solug@o para o sistema (1.4)-(1.5) e

utilizando os teoremas 1.4-1.8 analisaremos o decaimento e a regularidade da solugdo.

Apéndice A: Enunciaremos os resultados preliminares da Teoria de Semigrupos Lineares, in-
cluindo a fundamentacao tedrica e as propriedades das poténcias fracionarias de opera-

dores que serdo necessdrias no Capitulo 4.

Ressaltamos que parte dos resultados apresentados no Capitulo 4 sdo inéditos
e foram desenvolvidos pelos autores com o objetivo de integrar este trabalho. Embora os resulta-
dos dos Capitulos 2 e 3 tenham sido amplamente abordados na literatura, os principais teoremas
contidos nessas se¢des sdo fundamentais para a aplica¢do da teoria. Portanto, os apresentare-
mos para garantir a completude do trabalho; no entanto, leitores que ja possuem familiaridade

com o tema podem optar por omitir essa leitura.
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2 SEMIGRUPOS EXPONENCIALMENTE ESTAVEIS

Dado um operador linear A : D(A) € X — X, onde X é um espago de

Banach, podemos estudar a existéncia, unicidade e regularidade de solucao para o problema de

Cauchy abstrato

du

— = Aul(t
W~ (),
u(0) = uy,

quando A gera um semigrupo (Ver Apéndice A.2 para as defini¢des e resultados introdutdrios da
teoria de semigrupos lineares). Neste caso, a solugio é dada por u(t) = S(t)ug, onde {S(t)}i=0
€ o Cy-semigrupo de contracdes gerado por A.

Nesta secdo, estudaremos quais condi¢cdes devem ser impostas ao problema
para que o semigrupo {S(¢)};>0 seja exponencialmente estdvel, isto é, existem M,y > 1 tais

que existam M, v > 0 tais que
1S(#)]|ex) < Me™™, Wt = 0.

Para o caso real, sabemos que o problema

d
o = ),
u(0) = up € R,

admite uma tnica solugdo u(t) = uge™, que é exponencialmente estével caso a < 0. Do mesmo

modo, se A : R” — R" é uma matriz n X n, entdo o problema

du

— = Au(t

M o),
u(0) = up € R™,

admite uma unica solucao

o0 k
u(t) = elug = Z (tﬁl) Up-
k=0 ’

Sabemos que neste caso, o semigrupo {e*},~q serd exponencialmente estdvel quando a parte

real de todos os autovalores de A é negativa e a taxa de decaimento é dada por

~v = max{Re A : \ é autovalor de A}
=max{ReA: A€ o(A)}.
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2.1 TiIrPO DE UM SEMIGRUPO
Dado um Cy-semigrupo {S(t)}i0, existem M > 1 e w > 0 tais que
1S(®)llexy < Me™, Wt >0, @.1)
(Ver [29], pagina 27, Observacdo 1.24). Neste sentido, a fim de encontrar o menor valor de
w € R que satisfaga esta desigualdade, temos a seguinte definicao.

Definicdo 2.1. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. O tipo
do semigrupo {S(t)}+~0 gerado por A é dado por

wo(A) — tim ISl

t—o00 t

Note que por defini¢do, caso exista o limite wy(A), entdo devemos ter —oo <

wo(A) < 0o, uma vez que por (2.1), temos

In || Sl _ M

t ST
de modo que
In||S(t
—00

Proposicao 2.2. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Entdo, existe wy(A) tal que —oco < wo(A) < oco. Além disso, para cada w > wy(A), existe
M > 1 tal que

ISMeee) < Me, vt > 0. 2.2)

Demonstracdo. Sabemos que existem w > 0 e M > 1 tais que a estimativa em (2.2) € valida.

Assim, parat > 0 defina f(t) = In|[S(¢)||z(x). Note que f é subaditiva, pois
In St + 1)l eco < IS Leco 1SE)en) = I 15Ol oo + I 1SE) e
Além disso, temos
f@) =W ||SE)|lzx) < In(Me™) =In M + wt
ecasot € [0,7], para algum 7" > 0 fixado, segue que existe & > 0 tal que

f@) = [S@)]lex) < k.

t
Deste modo, defina wy(A) := %ng @, de modo que —oo < wy(A) < oo.
>
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Assim, vamos avaliar os seguintes casos:

(a) wo(A) > —o0.

Neste caso, sabemos que

wo(A) = inf ()

t>0 t

<

M
fi)g nt Fw, V> 0.

Entdo dado € > 0, existe 7" > 0 tal que
wo(A) < —= < wp(A) +«.
Tomando ¢t > T, podemos escrever

t=nT+r,neNel<r<T.

Deste modo,
wn(a) 10 L0740 f6D +10) AT | 10)
Com isso . - . )
%l<%ﬁwﬁ+@+;= —(wo(A) +€) + 7,

e assim, se { — 0o, como € > (0 € arbitrario, temos

wo(A) < lim () < wp(A).

t—oo
Logo,
wn(4) = ti 2Ol _ ISl
(b) wo(A) = —oo.

Neste caso, para qualquer w < 0, existe 7" > 0 tal que

ST) WS e) _
T T =

Assim, novamente tomando ¢ > 7', podemos escrever ¢ = nl" 4 r, obtendo

< w+ - = — w.
t t t ot t t

nT k t—r k t—o0
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Entao para qualquer w < 0, temos

t—oo ¢
Portanto,
In || S(t In|l.S(t
wo(A) = lim M i M
—00

Por fim, falta mostrar que dado w > wy(A), existe M > 1 tal que
IS@)llecxy < Me™, vt =0

Para tanto, considere w > wy(A) fixado. Sabemos que existe ¢, > 0, tal que, para t > t,

In SOy _

t S
entao
In ISl ex) < wt. (2.3)

Uma vez que o semigrupo é uniformemente limitado em intervalos limitados, se ¢ € [0, %],
existe My > 1 tal que
1St ) < Mo, Vt € [0, t0].

Primeiro, se w > 0, tome M = M, de modo que

1S()]lox) < Me e < Me™, ¢ € (0,1
Agora, se w < 0, tome M = Mye " > 1, entdo

1Sty < Moe™™"e™ < Me™, t € [0, ).

Se t > ty, podemos escrever t = ntyg +r,onden € Ne 0 < r < t5. Como

paraw < 0 ouw = 0, temos que

1S(r)|lzcxy < M, r € [0,t).
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Segue de (2.3) que

In [[S(#)]l 2y < I [S(nto)[| ccx) + I [[S(r)] 2 x)
<wntg+InM
=w(t—7r)+InM
= In(Mev ).

Assim, dado t > t, temos ||S(t)|zx) < Me "€, onde r € [0, ;). Isso conclui a demons-

tracdo. 0

Note que a Proposicdo 2.2 nos garante a estabilidade exponencial de um se-
migrupo, desde que o tipo seja negativo. Nesta capitulo, buscaremos caracterizar o tipo de um
semigrupo por meio de propriedades do resolvente do operador A (Ver Apéndice A.1), o que
nos dard ferramentas para verificar a estabilidade exponencial de um semigrupo.

Sabemos que se A é uma matriz n x n, entdo a familia {e4!},~( é um semi-
grupo uniformemente continuo. Ainda, algumas propriedades de {S(t)}-o sdo obtidas a partir
das propriedades de A. Por exemplo, se Az = 0, entdo

A’y = A(Ar) =0, A® = A(A%) =0, ...,

0 que nos mostra que

a0 (AR
S(t)x=e :U—Z X x=0,Vt>0.
k=0

Além disso, se A é um autovalor de A associado ao autovetor x, entiao
Az =z, A’z = A(Ax) = Nz, A’z = A(A%r) = Nx, ...

Assim,

TR N (0 A (2 ) A
S(t)xr=e ZE—Z L= =
k=0 k=0

Portanto, se = é autovetor de A associado ao autovalor )\, entdo = é autovetor de e*” associado

ao autovalor e*. Logo, se A € o(A), entdo
eM e a(S(t)).

Neste caso dizemos que
e?Wt C o(S(t)), Vt >0,

em que
eCWt = LM e C: X e a(A)).
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Reciprocamente, seja \(t) € o(S(t)), entdo existe x € R™, com x # 0, tal
que S(t)x = A(t)z. Derivando em ¢, obtemos

AS(t)x = N(t)x,

ou ainda

Caso A(t) # 0, entdo

_XO
Az = D) r=a(t)r
Logo, a(t) € o(A). Porém, note que
Nt _
)\(t) - O./(t),

entao
A(t) = et g oo (At

Logo, A(t) = e!*® € 74t de onde concluimos que
o(S(1)\ {0} = e,

Embora geralmente o mesmo nao seja valido quando A ndo esta definido em
um espac¢o de dimensao finita, podemos obter sempre uma parte desta inclusdo, como veremos

a seguir. Mas antes, precisamos de um Lema técnico.

Lema 2.3. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo {S(t)}1>o. Entdo, para u € D(A) e X € R fixado, temos:

t
(a) i/ e S(Tudr = e MS(t)u;
dt |,

1 t+h hesot
(b) E/ TS (t+ h — TIudr "= eMu;
¢

t o o o t
(c) / e)‘TS(t h Tli S( T)udT ho0; / eMS(t — 1) Audr;
0 0

t t

d) A / eMS(t — T)udr = / eMS(t — 7)Audr.
0 0

Demonstragdo. (a) Note que

: [ /0 T e Sy — / te—MS(T)udT} —eMS(u=1 /t Tl S(ryu—e (0] dr.

0
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Assim, obtemos
e S(r)u = e MS(Wull < e (S(r)u = S@Ou)| + (e = *)S(t)ull

Uma vez que {S() }+>0 € um Cy-semigrupo e 7 — 0 quando h — ¢, dado ¢ > 0, existe 6 > 0
tal que, se |t — h| < 4, entdo

le ™S (T)u — e MS(t)u|| < e.

Deste modo, se |t — h| < ¢, entdo

1 t+h 1 t+h
E/ [e S (T)u— e MS(t)u] dr < E/ edr =¢.
t t

De onde segue o desejado.
(b) Observe que
1 1

t+h t+h
7 / TSt +h —T)u—eMu = W / [} S(t+h—7)u— eMu] dr.
t t

Agora, note que
||e’\TS(t +h—7)u— eAtuH < He)‘T(S(t +h—"7)u—u)|+ H(e)‘T — e)‘t)u||.

Novamente, como {S()}+>0 € um Cj semigrupo e 7 — t quando . — 0, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que, se 0 < h < 4, entdo

1A (S(t+h — T)u —u)|| < e.

Portanto, se 0 < h < §, entdo

1 t+h
E/t (A S(t+h—1)u—eMu] dr < e.
Assim, segue o desejado.
(c) Seja t > 0 fixado. Sabemos que e*"S(t — 7)u € D(A) e assim existe o
limite

. Sh)—1
AT o — AT
A(eMS(t—T)u) =e hlgmo+ —

S(t—T1)u.
Deste modo, dado € > 0, existe o > 0 tal que, se 0 < h < J, entdo

H—S<h> — Ie’\TS(t — 7w — A(MS(t — T)u)

€
< -.
t
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Logo, se 0 < h < ¢, entdo

/ot {%5 (t =T A@7S(t - T>u>] dr

! h)—1
< / %eksa — P)u— A(S(t — )| dr
0
t
< / Ed7'
o t
=c.
De onde segue (c).
(d) Por fim, note que pelo item (c)
! ! t+h—71)—S(t—
/ eMS(t — 1) Audr = lim e’\TS( il ™) = 5 7—)uah'
Sh)—1 [*
= lim L/ eMS(t — T)udr.
h—0t+ h 0
Como este limite existe, segue o desejado. 0

Proposiciao 24. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
definido no espaco de Banach X. Entdo,

e?Wt c o(S(t)), Vt > 0.
Demonstragdo. Para qualquer A € R, defina
t
Bi\(t) :/ AIS(T)dr, > 0.
0
Note que este operador € linear e limitado para cada ¢t > 0, pois de (2.1), segue que dado v € X,
t
1By(©ull < [ 1S uldr
0
t
< M||u||e)‘t/ e,
0
Caso A = w, entdo
IBr(t)ull < M]Julle*t. (2.4)

Por outro lado, se A # w, entdo

[1Bx(t)ull < luaf| X et~ — 1]. (2.5)

w— A
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Em ambos os casos, temos que B, (-)u estd bem definido.

O Lema 2.3, item (a), nos garante que

iB (Hu = K /t AN S (T udr
e dt J,

= 4 et /t e S(1)udr

¢
= )\/ AN S (T udr + eMe S (t)u
0

= AB,(t)u + S(t)u. (2.6)
Por outro lado, podemos escrever
t
B(t)u = / St — T)udr.
0

Neste caso, se h > 0, entdo

. t+h t
Bt hju= Bt 1 [ | st nmudr— [ st ﬂw}
0 0
1 t+h t _ _ —
= / S (t 4+ h — T)udr + / e)‘TS(t h T})L St =) udr.
t 0

Note que o Lema 2.3, itens (b) e (c), nos garante que se u € D(A)

t
%B,\(t)u =My + / eMS(t — 1) Audr = N + By\(t) Au. 2.7)
0
Note que da igualdade
! t+h—1)—S(t— h)—1 [*
/ e”s( + TZ 5( T)udT = Sh) -1 31 / M S(t — T)udr,
0 0

juntamente com o Lema 2.3, encontramos B)(t)u € D(A) e

Logo, de (2.7),

%Bk(t)u = My 4 AB,(t)u.

Entao por (2.6), obtemos

ABy(H)u + S(t)u = eMu + ABy\(t)u,
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ou seja
(M — A)By(t)u = (eMI — S(t))u.

Em particular, se e* € o(S(t)), entdo
(eMI — S(t)) M (M — A)By(t)u = u, u € D(A).

Como A comuta com By(t) e (eM] — S(t))~* é um operador limitado, entdo para u € D(A),

obtemos
(M — S(t))* (M — A)By()u = (M — A)(eM] — S(t)) ' By(t)u = u.

Note que (eI — S(t))~1B,(t) é limitado e densamente definido, pois e* € o(S(t)), Bx(t)
estd definido para qualquer v € X e (2.4)-(2.5) nos garantem que B, () é limitado.
Portanto, se e € o(S(t)), entdo

A€ o(A).

Como g(A) = C\ p(A), temos
e? W C o (S(t)),

pois, se e € e?Wt com eM ¢ o (S(t)), entdo A € o(A), um absurdo. O

Proposicao 2.5. Seja A : D(A) € X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Entao,
wU(A) < wO(A)’

em que w,(A) denota a cota superior do espectro de A.

Demonstracdo. Segue da Proposicao 2.4 que
e?Wt c (S(t)), Vt = 0.

Assim,
sup{Re X : A € W Csup{Re X : A € 0(S(1))}.

Como o espectro de um operador continuo estd sempre contido em uma bola centrada na origem

e de raio igual a norma do operador (Ver Teorema A.2), em particular temos
e W Csup{Re X : A € a(S(t)} < IS 2ex)-
Logo, w,(A)t < In||S(t)||z(x) e deste modo para qualquer ¢ > 0

wit) < ISl
t
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Portanto, w,(A) < wy(A). O
Além disso, o seguinte resultado nos auxiliard nos préximos teoremas:

Proposicio 2.6. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Entdo,
R, (S(t)) = e, >0,

em que R,(S(t)) denota o raio da menor bola centrada na origem e que contem o espectro de

S(b).

Demonstracdo. Segue do Teorema A.5 que para ty > 0 fixado
IERT n)l/n
Ro(S(to)) = lim [[S(to)"ll/(x):

Note que se A gera um Cy-semigrupo, o mesmo ocorre com toA. Mais ainda, se z € D(A),

entao

h—0t+

S(toh)x —x —0F

H S(toh)r — x s
toh

A —toAZEH :t()

Assim, da unicidade, ¢y A deve gerar o Cp-semigrupo {S(tot) }+>0. Logo,

In[[S(tot)llex) _ . n[[S(ton)]lex)

BT - T n 1/n
wed) =l = = = sl
Com isso
wO(toA) . n 1/” —
€ nh_>nolo 15 (o) HL(X) Ry (S(to))-
Além disso,
In [|.S(tot In [|.S(tot In |[S(t
wo(tyA) = lim n[|S(tot) [l 2(x) — 4 lim n | S(tot) [ 2(x) _ 4 lim n[|S@Oleco) _ J(A).
t—o0 t t—o0 tot t—o0 t
Logo, como ¢, > 0 é qualquer, temos que
et — R_(S(t)), Vt > 0.
O que conclui a demonstracao [

2.2 SOLUCOES PERIODICAS

A fim de estudar a estabilidade exponencial para um problema, precisamos de
algumas propriedades validas para solucdes periddicas. Mais especificamente, dado um espago
de Banach X e A : D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo de contragdes {S(t)}i>o,
veremos que existe uma equivaléncia entre o comportamento do resolvente do operador A e a

existéncia e unicidade de solugdo generalizada periddica para um problema nao homogéneo do
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tipo
du
= Au(t) + f(1), (2.8)
u(0) = ug.

Sabemos que se f € C'(][0,00), X) e ug € D(A), entdo o problema (2.8)

admite uma tunica solugao ([43], Teorema 2.4.1, pagina 42) dada por

u(t) = S(t)uo —I—/O S(t—71)f(r)dr.

Além disso,
u € C*([0,00), X) NC(]0,00),D(A)).

Buscamos estudar o problema (2.8) no cendrio em que f € C([0,1],X) e

up € X. Neste caso, temos a seguinte defini¢do:

Definicio 2.7. Sejam A : D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo limitado e [ €
LY([0,T],X). Dado ug € X, uma solugéo generalizada do problema (2.8) é uma aplicacdo
u € C([0,T], X) dada por

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t—71)f(r)dr. (2.9)

Teorema 2.8. Sejam A : D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo de contragdes
{S(t)}i=0 e f € LY([0,T],X). Entdo, para cada uy € X, o problema (2.8) admite uma

solucdo generalizada.

Demonstragdo. Como {S(t)}+>0 € de contracdes e f € integrdvel, temos que S(t — 7)f(7) é

integravel em [0, ¢]. Logo, a solugdo generalizada definida em (2.9) existe. [

Nos seguintes resultados consideraremos a fun¢do f definida apenas em [0, 1]
a fim de facilitar os cédlculos, porém o mesmo pode ser feito para qualquer intervalo [0, 7']. Vale
ressaltar que o nome "periédica” aqui refere-se ao fato de que como u € C([0, 1], X'), podemos
tomar sua extencao periddica de periodo 1 definida em toda a reta.

Note que dado uy € X, sabemos que a solugc@o generalizada existe, porém
como queremos que u(0) = u(1) para garantir continuidade da extensao, resolver o problema

(2.8) envolve mais condi¢des sob o operador A ou a fungéo f.

Teorema 2.9. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo. Entdo, 1 € o(S(1)) se, e somente se, dada f € C(|0,1], X), existe um

tinico ug € X tal que

u(t) = S(t)uo —I—/O S(t—71)f(r)dr,
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é a uinica solugdo generalizada periddica do problema (2.8), isto é, u(0) = u(1).
Demonstragdo. Primeiro, note que a solugdo generalizada existe para qualquer uy, € X, entdo
basta provar que existe um unico uy € X tal que

up = u(0) = u(l).

Com efeito, temos u(0) = u(1) se, e somente se,

0 que equivale a

(I — S(1))u(0) = /01 S — 1) f(r)dr. (2.10)

Como 1 € p(S(1)), de (2.10) temos que u(0) = u(1) se, e somente se,

1

u(0) = (I — S(l))_l/ S(1—7)f(r)dr.
0
Devido a estas implicagdes, segue que existe um tnico u(0) = ug € X que verifica o desejado.
Reciprocamente, precisamos mostrar que 1 € o(S(1)). De fato, tome z € X
tal que (/ — S(1))z = 0, entdo
S(l)x = x.

Note que u(t) = S(t)x é a Gnica solugdo generalizada periddica do problema

du
i Aul(t),
u(0) = u(1).

Ou seja, a solugdo do problema (2.8) com f = 0 e vy = u(1). Porém, a solu¢do nula também

satisfaz este problema e por unicidade, devemos ter

isto é, 0 = u(0) = x. Logo, I — S(1) é injetor.
Para demonstrar a sobrejetividade, defina o operador

T:C([0,1],X) — C([0,1], X)

f — T = u,

em que u € a Unica solugdo generalizada peridédica do problema (2.8) determinada por f. Note
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que 7' € linear, pois se v € a solucdo generalizada periddica determinada por g, entdo

Ty(t) + To(t) = ult) + v(t)

= S(t)(uo + vo) + /0 St —71)(f +g)(r)dr,

com u(0) + v(0) = u(1) + v(1). Logo, por unicidade, devemos ter Ty, = Ty + T,. Além

disso, se o € K, temos

au(t) = S(t)(aup) + /0 S(t—1)(af)(r)dr,

com au(0) = au(l) e novamente devido a unicidade, T}, = oT.
Agora, seja (f,,) C C([0,1], X) tal que

lim f,=f e lim 7y, = lim u, =u em C([0,1], X).
n—oo n—oo

n—oo

Considerando em C'([0, 1], X') a norma do supremo, estas convergéncias sdo uniformes, e assim

Un(t) = S(t)u,(0) + /O S(t —7) fo(r)dr =3 u(t) = S(t)u(0) +/0 S(t —7)f(r)dr.

Ainda,
u(0) = lim u,(0) = lm wu,(1) = u(1).

n—o0 n—oo
Logo, u € solugdo generalizada periddica determinada por f, ou seja, Ty = u. Portanto, T" é
fechado e assim, do Teorema do Grafico Fechado (Ver [18], pdgina 292, Teorema 4.13-2) segue
que 7' € um operador limitado.
Deste modo, dado = € X temos h(-) = S(-)z € C([0,1], X) e assim, consi-

dere o operador

UV: X — X
x+— Y(z) = T,(0) = u(0).

Analogamente ao feito para o operador 7', temos que W € linear e limitado, pois

1 (@) = Ts)2 O < [Tl 2cqo,11,xn 1SO)zl = 1Tl 2c(0,1,x) 12 ]-
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Deste modo, segue de (2.10) que

(I = SW)(U(x) = z) = (I = S1)u(0) + (I = 5(1))z

S(1—7)h(r)dr + (I — S(1))x

S(1—=7)S(1)xdr +x — S(1)x

|
[

= / S(Dadr +z—S(1)x

=x.
Logo, dado z € X, encontramos
(I —-S(1))(V(x) —z) ==

Com isso, (I — S(1)) é sobrejetor.
Portanto, (I — S(1))~! = (I — I) : X — X existe, € limitada e densamente
definida, pois ¥ também o é. Deste modo, 1 € o(S(1)). O

Lema 2.10. Sejam X um espaco de Banach, u € C([0,00), X) e p € C'(R, C). Entdo,

2) % /0 w(Bo(t — W)t "= u(0)(0);

b 5 [ u®etde =% up();

1—

o) /0 () (‘p(t - h]i - 90(’5)) dt "= /0 ) (1)

Demonstragdo. (a) Note que

[u@)p(t = h) = u(0)p(0)]| < flu@®)llle(t = h) = @O)] + [pO)][[u(t) = u(0)].

Como u e o sao continuas e 0 < t < h, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que se 0 < h < J, temos
0<t<6,0<|t—h|<deentdo

g e

Juft) — u(0)] < -
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em que k = max {1 sup |lu(t)|| + |g0(0)|} Logo, se 0 < h < 4, entdo
te[0,0]

/ ()t — B — u(0)p(0)]|dt
<—/O ® (o) + lo(0)

h

L e

I eR——

O que conclui a demonstragdo.
(b) De maneira andloga ao feito no item (a), encontramos

[u()p(t) = u(D)eM)] < lu@®)llle() = (W] + lpD[[u(t) = u@)]].

Como u e ¢ sdo continuas, dado ¢ > 0, existe 4 > 0 tal que, se 0 < h < J e tomando

k = max {1, sup |lu(t)|| + |g0(1)|}, temos

te(0,1]
(1) = oDl < 57 e u(t) —u(V)l < 5.

leassimO0<1—-t<h<d.

Entdo, segue que

I3 [ et —utwetw] < 1 [ et - stswpa

pois 1 —h <t <

Isto conclui a demonstracio do item (b).

(c) Note que
a2 o) = o[ - 2]

Como u € continua e ¢ é diferencidvel, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se 0 < |h| < J, entdo

w@—m—w@‘ 2

/
t) — —
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em que k > 0 é tal que |Ju(t)|| < k, paratodo ¢ € [0, 1]. Logo,
| [ut (22D s [airgon]| < [uion |20

19
<k/—dt
o k

=£&.

De onde segue o resultado. [

Lema 2.11. Sejam X um espaco de Banach e {S(t)}i=0 um Cy-semigrupo. Para qualquer
f € C([0,1], X), temos que

t+h
%/+ St +h—7)f(r)dr =% ft), t > 0.

Demonstracdo. Primeiro, note que

t+h
o= [ s

Assim,

%/t S(t+h =) ()T~ [(1) = /t (S(t+h— ) f(r) — F(1))dr

Agora, observe que

ISt +h—7)f(7) = f(1)

| <NSE+R=T)eelf () = FON+NSE+Rh=7)f() = @)

Como {S(t)}i>0 € f sdo continuas em [0, 1], entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que, se
O<h<é,obtemosO<1T—t<deld<t+h—7<9, obtemos

[SE+h—7)f(T) = fHIl <e.

Logo,
1 t+h 1 t+h
5 [ stern=nsmr = @) < ¢ [ I8 n-nse) - rolor
t t
1 t+h
< E/ edr
t
=e.
De onde temos o desejado. [

Para o préximo resultado, iremos utilizar alguns conceitos de séries de Fourier
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em um espaco de Hilbert i (Ver [17], secdo 2.4, pidgina 105). Para tanto, considere o espago
de Hilbert L?([0, 1], H) formado pelas fungdes f : [0,1] — H tais que

AW@WKW.

Assim, segue que dada uma fungio f € L%([0, 1], H), os coeficientes de Fou-

rier de f estdo bem definidos e sdo dados por

1
fn _ / f(s)e_%msds,
0
de modo que

N—o0

N
0 = Jim 3 et = i (1)

em L2([0, 1], H) (Ver [17], Proposi¢des 4.2.14 e 5.2.7, paginas 291 e 393). Vale ressaltar que
deste modo, temos que
fl = 2rinf,, Vn € Z.

Além disso, como (62’”'"(')),162 € uma sequéncia ortonormal, temos que

2

N
9 . . £ 2min(-)
HfHL?([o,l],H) - ]&E?,Ozfne
—-N L2([0,1],H)
N 2
— L ¢ 2min(-)
Nl—I>noo ane
—-N L2([0,1],H)

= I/l .11)

Lema 2.12. Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo. Dada f € C([0,1], H), caso exista solu¢do generalizada periddica para o

problema (2.8), entdo os coeficientes de Fourier de u e f satisfazem

~

U, € D(A) e fn= (2innl — A)u,, Yn € Z.
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Demonstragdo. Sejah > 0et € [0,1 — h]. Temos que
u(t+h) = S(t+ h)uy + /OWL S({t+h—7)f(r)dr
= S(h) (S(t)uo + /Ot S(t— T)f(T)dT) + /tt+h St+h—r1)f(r)dr
= S(h)u(t) + /t o S(t + h — 7)f(7)dr.

Assim

u(t+h2—u(t) _ 5<h31_]u(t) +%/t S(t+h—7)f(7)dr.

Agora, multiplicando por e 2™ ¢ integrando de 0 2 1 — h, obtemos

1—h _ A _ I 1-h .
/ U(t + h) u<t) e—Qﬂzntdt — S(hil / u(t)e—%rmtdt
0 0

h

1—-h ' i+h
+ / e—27mnt / S(t +h — T)f(T)det (212)
0 t

SRS

Deste modo,:

(i) Fazendo ¢(t) = e~ 2™, segue que

1-h t+h 1 t+h
% /o o(t) /t S(t+h—7)f(r)drdt :%/o o(t) /t S(t+h—71)f(r)drdt

_%/l_hgp(t) /:Jr S(t+h —7)f(r)drdt.

O Lema 2.11 nos garante que

t+h
%/+ St +h— 1) f(r)dr =% ).

Assim

1 t+h T 1
i [ e [ sern-nseara=s [ e

0
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Além disso, tomando k& = sup ||f(t)|| e usando que |p(t)| = 1, obtemos
te[0,1]

1 1 t+h 1 1 t+h
- / o(t) / S(t+h—7)f(r)drdt|| < — / / MeP =" kdrdt
h 1-h t h 1-h Jt

Mk (!
_ _/ [_ew(t+h—7)}z+h dt
wh J_p,

1
_ Mk / e — 1)dt
wh Ji_y

Logo,

~

1-h t+h N 1
%/0 go(t)/t S(t+h—7)f(r)drdt "= /0 Ft)pt)dt = f.

(i) Vamos mostrar que

/01 u(t + h}i - u(t)go(t)dt h_>_0;r _/0 u(t)' (t)dt = Qiﬂ'n/o u(t)p(t)dt.

Note que

/1h u(t+h) — u(t)gp(t)dt _

g
—~

<+~
~—

O Lema 2.10 nos garante que

/0 "t + h]z — u<t>gp(t)dt h—»_o;r u(1)p(1) — u(0)p(0) — /0 u(t)g;/(t)dt.

Uma vez que u(1)p(1) = u(0)¢(0), pois u e ¢ possuem periodo 1, segue que

1-h _ + ! !
[ RO a =8 - [0 = 2ein [ etar
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(i11) Por fim, temos

SO [ wwetwi =207 [uewa - 20 [ e
- %% - %/I_h[S(h)U(t)w(t) — u(t)p(t)]dt

Fixado t > 0, como {S(t)};>0 € um Cy-semigrupo, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que se
0 < h < 4, parat > 0 fixado, entdo

IS (h)u(t)e™ ™™ — u(t)e ™| < e.

Deste modo, se 0 < h < 4, entdo

1 [t . , 1 [t . .
H_ / [S(h)u(t)e—27rmt _ u(t)e—Qﬂznt]dtH < - / ||S(h)u(t)e—27r7,nt _ u(t)6—27rmt||dt
h Jin hJi-n

<eE.

Retornando em (2.12) e fazendo h — 0", segue de (i), (ii), (iii) que

2mind, = lim Lﬂ + f
" RS0t h nt fo

Portanto, u,, € D(A) e
(2minI — A)ti, = fu, Vn € Z.

De onde segue o resultado. [

Teorema 2.13. Seja H um espago de Hilberte A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo. Entdo, 1 € o(S(1)) se, e somente se,

2inm € o(A), Yn€Z e sup||(2inml — A) ||z < 0.
nezZ

Demonstragcdo. Para cadan € Z, defina

1
Tho=(I— S(l))_l/ S(r)e 2"y dr,
0

em que e~ 2™ ¢ o semigrupo gerado por —2innwI e dado por

o0 .
Y —2inmt)* Y
e 2zn7rtlx — E ( k' ) r=e 2m7rtx‘

k=0
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Uma vez que em D(A) o operador A comuta com S(t), encontramos

A(I = S(1))™ = (1 = 8(1))7'(I = S(1))A(I = S(1)

~—
|
—_

Assim, se x € D(A), entdo

S(h)

-1 _ -1 ' 72mﬂ75(h)—f
R ) /0 ¢~2inmr 20 — 1

; S(7)xdr.

Como a integral independe de h e S(7)z € D(A), segue que T,,x € D(A) e T,,A = AT, Deste
modo

(2inml — A)T,x = T, (2inwl — A)x
1

= —(I—-S)' | (A—=2inal)S(T)e ™ xdr

1 d )
E(S(T)G_Q””Wx)dT

= (I — SN (SQ)e 2 — ),

= —(1= s

J
J

Uma vez que

e—2’m7rx =z,

encontramos
(2inml — A)Tx = T,,(2innl — A)x

=—(I-S1)""(S1) - 1)z

= X.

Entdo (2in7I — A)~! = T,, e como

Tz = H(I —s(1))~ /1 (7)€ gy

0

1
<l - 5(1))‘1||£<H)/0 1Syl [z dr

1
<0 = S o / 1S() g |l

< = S) My sup [1SOeemllll,
te(0,1]
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segue que
2int € o(A), YneZ e sup||(2inal — A)7H ) < oo
neL

Para demonstrar a reciproca, vamos utilizar o Teorema 2.9 para provar que
1 € o(S(1)). Paraisso, seja f € C([0,1], H) e considere os coeficientes de Fourier de f

= /1 f(s)e ™5 (s,
0

que estdo bem definidos, pois f € continua. Entao

= lim an 2mint — fim fy(t)

N—o0 N%oo

em L*([0,1], H). A identidade de Parseval (Ver [17], Teorema 2.4.9, pdgina 109) dada em

(2.11) nos garante que

1 0
112 o) = / 1£()l12ds = S 1Al 2.13)

Assim, para cada n € Z, defina
U = (2inml — A7 f, e un(t) = Zﬂnezmm,

de modo que uy € C'([0,1], H) para cada N € Z. Considere p(7) = S(t — 7)un(7), em que
T € [0, ], entdo

N N
d A A
% _ —AS(t . 7_) § anGQZnT(T + S(t _ 7_) E_N 2Z-n7_[_,an€2m7r’r

2inml — A)e2"™ S (t — T)i,

e?m‘wﬂ's t — 7_ f

-
5

S(t -

~+

7)In (7).

Integrando de 0 a ¢, obtemos

un(t) = S(t)un(0) + /Ot S(t—7)fn(T)dT. (2.14)
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Fazendo sup ||(2in7] — A)™!|| = M, por (2.13) temos

neL

00
E an62m7r(-)
—o0

<Ml <N @mind — ATHILN <MY I fall= M N2z

LZ(H) —00

Assim existe u € L*([0,1], H) tal que uy — uwem L*([0,1], H).
Além disso, como fy — f e uy — uem L?*([0,1], H), temos que

[ st=nswtniar— ['st-nsmir e [ st-runtriir— [ st

pois {S(t) }+>o € uniformemente limitado em [0, 1]. Mais ainda,

N N
uy(1) =) @,e®™ =) i, = uy(0), VN € Z.
—-N

—-N

Usando (2.14), obtemos
1 1
(I — S(1))ux(0) = / S(1 = 7) fa(F)dr — / SO =) f(r)dr. (@15
0 0
Uma vez que
t
S(1 = Buw(t) = S(1un(0) + S(1 — 1) / S(t — 1) (7)dr.
0
Integrando de 0 a 1, obtemos
1 1 gt
S(1)uw(0) = / S(1 = tyuw (t)dt — / / S(1 = 7) fu(r)drdt.
0 o Jo
De onde segue que
1 1 gt
S(1)un(0) — / S(1 —t)u(t)dt — / / S(1 —7)f(r)drdt. (2.16)
0 o Jo
Logo, de (2.15) e (2.16), segue que existe uy € H tal que
un(0) = (I — S(1))un(0) + S(1)un(0) — wup.

Entao por (2.14), podemos tomar

u(t) = S(t)uo —|—/0 S(t—71)f(r)dr.
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Note que u € C([0,1], H) e

u(0) = ug
= lim [(I — S(1))un(0) + S(1)upn(0)]

N—oo

= /01 S(1—7)f(r)dr + /01 S(1—t)u(t)dt — /01 /Ot S(1—7)f(r)drdt,

em que
/01 S(1 = t)u(t)dt = /01 S(1—1t) {S(t)uo + /OtS(t — T)f(T)dT:| dt
= S(1)ug +/O /Ot S(1—7)f(r)drdt.
Logo,
u(0) = ug
= ]&E}noo[(l —S5(1))un(0) + S(1)un(0)]
= (1)u0—|—/0 S(1—7)f(r)dr
= u(1).

Portanto, u € solucio generalizada periddica.
A unicidade de u segue do Lema 2.12, pois se v € solug@o generalizada peri6-

dica de

dv
— = Av(t t
= Av(t) + (1),
entao devemos ter
by = (2inml — A~V f,, = Uy, Vn € Z.

Como os coeficientes de Fourier de v e v sdo os mesmos, devemos ter v = v. Portanto, segue
do Teorema 2.9 que 1 € o(S(1)). O

Buscamos uma maneira de generalizar o Teorema 2.13. Para tanto, precisa-

mos do seguinte resultado técnico:

Lema 2.14. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal do
Co-semigrupo {S(t)}+>0. Entdo, fixado k > 0 e \ € K, temos que {T'(t)}i>0, em que

T(t) = e ™S(kt), t >0,

é o Cy-semigrupo gerado por B = (A — M\ )k.
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Demonstragdo. Note que T'(0) = I e
T(t+s) = e ¥EEIG(k(t + 5)) = e M S(kt)e S (ks) = T(t)T(s).
Portanto, {7T'(t) };>0 € um semigrupo. Além disso, fixado x € H,

IT(h)x — x| = |le*"S(kh)z — x|
e S(kh)x — e x| + |le™ e — 2|
|

<
< e IS (kh)z — | + [le™*z — =]

Logo, T'(h)x — x, pois {S(t) }+=0 é um Cy-semigrupo.
Por fim, note que para = € D(A), obtemos

_ —\kh _
lim T(h)x —x _ jim € S(kh)x — x
h—0+ h h—0+ h
_ Sz —z e My -z
_ Ah
=k e n T h
= k(Az — Mx)
= Bux.

Deste modo, se A gera T(t), entio = € D(A). Logo, D(A) C D(A). Por outro lado, se

z € D(A), entdo

dr— lim T(h)x —x
h—0+ h
Y _ _
—k lim {e S(h)r — S(h)x  S(h)x :L}
h—0+ h h
Note que
—_\h . —Ah .
S =St ) o HS(M (% _ Ax) H LIS () — Aal.

Como {S(t)}+>0 € um Cy-semigrupo, segue que

e MS(h)x — S(h)x

k 1i = k.
hoor h ‘
Deste modo,
S . Sh)x—=z
EA:L‘ + Az = hlg(r)l+ —
Logo, D(A) C D(A). Portanto, A = B. O que conclui a demonstragio. O

Teorema 2.15. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal
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do Cy-semigrupo {S(t)}io0. Dado t > 0 temos eM € o(S(t)), se, e somente se,

/\—|—2n—7r €o(A),neZ e supH((/\+27rmt_1)]—A)_lH < 0.

t nez L(H)
Demonstracdo. Note que para ty > 0 fixado, e’ € o(S(t)) se, e somente se, (e*°]—S(ty))~*
existe, é limitado e densamente definido. Colocando e em evidéncia, obtemos que eMo ¢
0(S(tg)) se, e somente se, 1 € p(e *S(ty)), de modo que o Lema 2.14 nos garante que
B = (A — M)ty gera o semigrupo {e 'S (t4t) }+>0.

Segue do Teorema 2.13 que para que 1 € g(e=*0S(t,)) ocorra, é necessario
e suficiente que

2inm € o(B) e sup||(2int] — B) ||z < oo,
nel

ou ainda,

2inm € o((A— M)ty) e sup|(2inmI — (A —A)to) | cem) < oo (2.17)

neL

Notando que
2mind — (A — )ty = to((\ + 2minty 1) — A),

temos que (2.17) equivale a

2mi 1 _
A+ WL €o(A), neZ e —sup“((A+2inﬁtal)I—A) ! < 00.
to to nez L(H)
Uma vez que ¢ty > 0 é qualquer, temos o desejado. [

Temos a seguinte equivaléncia:

Teorema 2.16. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal
do Cy-semigrupo {S(t) }1>o. Entdo, jn € o(S(t)), com u # 0 et > 0, se, e somente se,

M={ eC:eM=pu} Co(A) e sup|[(AM —A) " cm < .
AeM
Demonstragdo. Primeiro, note que se ¢ > 0, entdo

ttlogpu =t {Logu+ 2inm :n € Z}
= {t 'Logp+ 2inct™' :n € Z}
={ eC:eM=ypu}
= M7

A peniiltima igualdade é vélida, pois e

= p ocorre quando At € log 1, ou de maneira equiva-
lente, existe n € Z tal que

At = Log 4 2min.
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Agora, suponha que p = e* € o(S(t)), entdo existe k € Z tal que
A =t"'Logu + 2ikm € M.
O Teorema 2.15 nos garante que para qualquer n € Z
A+ 2inmt ™t =t Log p + 2i(n + k)mt " € o(A).
Mais ainda,

(A4 2inmt ™I — A~ = ((t7' Log pu + 2i(n + k)mt )T — A)™*
=(I-A)7" yeM

sup ||(A — A)*IHL(H) = sup [|[(A+ 2@'n7rt*1)f — A)*IHE(H) < 00.
yeM nez

Reciprocamente, como dado A € M C p(A), sabemos que

1 21
)\:—Logu—i—ﬂ, neZ e sup (M —A) " u) < oo
t t XeM

Logo, paran = 0, o Teorema 2.15 nos garante que
erlosr = M — € o(S(1)).
De onde segue o desejado. [

2.3 TEOREMAS DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Munidos dos resultados estabelecidos até aqui, podemos finalmente estabele-

cer uma equivaléncia entre o tipo do semigrupo e a limitacao do operador resolvente.

Teorema 2.17. Sejam H um espagco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo. Entdo,
wo(A) =inf {p e R: [[(A — A) o) < My, VA€ C com ReX > pu}.
Demonstragdo. Primeiro, note que
No={peR: (M —A) e <M, YA€ C com Rel>pu} # @,

pois o Teorema de Hille-Yosida nos garante para qualquer A € C com Re A > w, temos que
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Aep(A)e
M

A — A)? <—0
[T = A) e <

em que w > 0e M > 1 sdo tais que

|S(E) || 2y < Me™, Vit = 0.

Em particular, se Re A > 2w, temos

M M
A — A)! <— <=
I Vo llean S g —w S o

Logo, 2w € N,.

Agora, seja a = inf Vy. Sabemos que
R,(S(t)) = et vt > 0,
e assim, dado € > 0, encontramos
ewoFat e 5(S(t)), Vt > 0.
Considere A € C tal que Re A > wy(A) + €. Assim,
R,(S(t)) < elwoldtelt  oReAt

0 que implica em
efeM e p(S(t)), Vt > 0.

Como |e*| = eReM entdo eM € p(S(t)). Fazendot = 1 e n = 0, segue do Teorema 2.15 que
Aeo(Ad) e [[M—A) Y eun <oo, VA€C com Rel > wy(A) +e.

Com isso, wo(A) + € € Ny para qualquer € > 0. Logo, a = inf Ny > wo(A).
Por outro lado, seja p € C tal que || > e®. Temos que

log = {In|pu| +i(Argp + 2inm) :n € Z} C{A € C: Re A > In|ul},

ou seja
logu C{A € C:ReA >=1In|u| > a}.

Assim, dado A € {\A € C: Re X > In|u| > a}, deve existir v € Nj tal que

ReA>~v e |[(M — A)_1||£(H) < M,
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Deste modo, A € p(A) e

log i C o(A) e sup [[((M = A) |z < M,

A€log

Do Teorema 2.16 segue que p € p(S(1)). Portanto, se

{neC:lul>e"} Cp(S(1)),

entao
o(S(1)) C{ueC:|uf <e}.

Assim,

o0 que implica em wy(A) < a. Portanto, wy(A) = o = inf Ny, de onde segue o desejado.
[

Lema 2.18. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo. Suponha que

Ci={NeC:ReA>0}Cpo(A) e sup [[(M—A) e < oo

Re A>0
Entdo, o semigrupo gerado por A é exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Vamos mostrar que existe 0 > 0 tal que
€Ny ={peR: (N — A)_1||L(H) <M, VA€ C com Rel > u}.

Com efeito, seja A = a + 5. Primeiramente, note que Ny # O, pois se a > 0, entdo por
hipétese temos
1A — A) ey < M.

Deste modo, obtemos que 0 € Nj.

Agora, caso —§ < a < 0, sabemos que
BCo(A) e sup (AT —A) e = k < oo
€R

Note que

M—A=al +ipl — A
= a(ifl — A)"*(iBl — A) + (i3I — A)
= (a(ifl — AP+ 1)(ipI — A). (2.18)
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Logo, se |a| < d < 7, 0 Teorema A.3 nos garante que («(if] — A)~' + I) & inversivel e

.
1—|[a(@iBl = A) em ~ 1—|alk = 10k

(@Bl = 1)+ 1) e <

Deste modo, por (2.18) concluimos que A/ — A € inversivel, com

k
1 -0k

N = A) Mo = 16GBI — A @B — A + Do <
Portanto —§ € Ny, e o Teorema 2.17 nos garante que
wo(A) = inf Ny < =0 < 0.
Entdo segue da Proposicdo 2.2 que para wy(A) < —w < 0, existe M > 1 tal que
1Ol ey < Me™, ¥t = 0.

Portanto, {5(¢) }+~¢ € exponencialmente estavel. O

Teorema 2.19. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo. Entdo, {S(t)}+>0 é exponencialmente estdvel se, e somente se,
C.={A€C:ReA=0}Co(A) e sup [[(MN—A) " zum < oo.
Re A\>0

Demonstragdo. Se o semigrupo € exponencialmente estavel, entdo existem M > lew > 0
tais que
1S)]| ey < Me™™*, Vit = 0.

Assim, obtemos

In||S(t —wt

t—o0 t t—o00 t t—oo

wo(4) entdo

Assim, segue da Proposi¢do 2.6 que R,(S(1)) =e
R,(S(1)) < 1.

Logo, a Proposi¢do 2.6 nos garante que se A € o(A), entdo e* € o(S(1)), onde devemos ter

et = efe? < 1,
isto €, Re A < 0. Assim, 0(A) C {\ € C: Re\ < 0} e entdo

{AeC:Re) =0} Co(A).
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Logo, se A € C € tal que Re A > 0, o Teorema de Hille-Yosida nos garante
que
R\ Az =\ — Az = / e S(r)zdr, € H.
0

Uma vez que |e~*| < 1 para qualquer ¢ > 0, segue que

I — A) ] < / S | el

< / Me_(Re/\+w)T||J}HdT
0

Como esta limitacdo independe de A, temos

B M
sup [|(A — A) ™|z < — < o0
Re A>0 w

A reciproca segue direto do Lema 2.18. [l

Caso S(t) seja um Cy-semigrupo de contragdes, as hipdteses para verificar a

estabilidade exponencial sdo mais fracas:

Teorema 2.20. Sejam H um espagco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo de contragdes. Entdo, {S(t) }+>o € exponencialmente estdvel se, e somente

se,

iR={iB:B R} Co(A) e limsupl||(iBI —A) "z < oo

8|00

Demonstragdo. Se este semigrupo é exponencialmente estdvel, entdo o Teorema 2.19 nos ga-

rante que

{A€C:ReA>0}Co(A) e sup (A —A) e < oo

Re >0

Em particular, temos iR C o(A) e sup ||(i8] — A) ™|z < 00, entdo
BeR

limsup || (I8 — A) 7| cary < oc.
8] =00
Reciprocamente, como A gera um Cj-semigrupo de contragdes, o Teorema

de Hille-Yosida nos garante que

1

: A -4 <
{AeC:ReA> 0} Co(A4) e (M =A) M ewn < 55
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Uma vez que por hipétese iR C o(A), entdo
IRU{A€C:ReA >0} ={A€C:Re) >0} C o(A).
Agora, seja A = a4 i3 tal que a = Re A > 0. Deste modo
M —A=al +iBl — A= (a(ifl — A"+ 1)[EpI — A). (2.19)
Sabemos que

limsup ||(i81 — A) |z = lim sup ||(iB] — A) |2y = k < o0.
|B]—00 T8>y

Entdo, para € = 1, existe ny € N tal que, se 7 > ng, entdo

sup [| (81 — 4) ™| o — k| < 1

181>~

ou ainda,
0 < sup ||(iBI — A) e < 1+ k.

181>~
Em particular, se |3| = ng + 1, temos que

1B = A) Ml < 1+ k.

Logo, se 5 € [-ng + 1,n9 + 1], como A — ||(A] — A)~!{| z(z) é continua em
0(A), segue que existe M > 0 tal que

1GBI — A) M ey < M, VB € [—ng — 1,ng + 1].
Assim, se kg = max{k + 1, M} < oo, segue que

sup [|(i1 — A) ™| £y < ko < oo
BER

1
Entdo, retornando em (2.19) e tomando 0 < a < —, do Teorema A.3 temos que

ko
1
(a(ipl — A)*1 + I)*1 existee |[[(a(ifl — A)*1 + I)*lHﬁ(H) < 1 o
) 1 -
Assim, tome 0 > 0 fixado tal que 0 < § < o Se 0 < a < 9, entdo
0
-1 . -1 1 kO

1AL = A) ey < NGBL = A) " leany 00.

<
—O[k’o 1-(5](70 <



Caso « > 0, entdo do Teorema de Hille-Yosida temos

1 J—
Re\

1A = A) ) < <

Q|
ST

1 k
Tomando r = max {5, ] —%ko }, segue

sup ||(AI — A)_1||£(H) <r < oo.
Re >0

Portando, segue do Teorema 2.19 que {S(¢) }+>0 é exponencialmente estavel.

50



51

3 SEMIGRUPOS ANALITICOS

Nesta se¢do, examinaremos as condigdes sob as quais um Cy-semigrupo li-
mitado admite uma extensdo analitica. Em outras palavras, investigaremos em que situacdes
podemos estender um semigrupo {S(¢)}:>0 a uma familia de operadores {7'(z)}.ca definida
em uma regido A C C, de modo que cada operador 7'(z) é analitico e satisfaz a defini¢do de
semigrupo. De maneira geral, a analiticidade de um semigrupo assegura a regularidade das

solugdes para problemas de Cauchy abstratos do tipo

du

2T A
at -~ "
u(0) = up.

Mais especificamente, quando o semigrupo gerado pelo operador A for analitico, demonstrare-
mos que cada operador S(t) é infinitamente diferencidvel para t > 0.

A seguir, utilizaremos alguns conceitos de integrais definidas em contornos. E
importante destacar que grande parte da teoria desenvolvida em Andlise Complexa permanece
vilida quando consideramos fungdes da forma A — f(\) € X, onde X é um espaco de Banach.
Além disso, dada uma curva retificavel ~y : [a,b] — C e uma fungdo f : 2 C C — X definida

em uma vizinhanga €2 de v, a integral de linha de f ao longo de € dada por

[roar= [ sowpoie x.

Mais ainda, valem os seguintes resultados:

Teorema 3.1. Sejam X um espaco de Banach e [ : ) — X uma aplicacdo analitica definida

em um aberto simplesmente conexo () C C, logo:

a) Se v é um contorno fechado e simples contido em $, entdo
/ FOVdA = 0.
.

b) Se v = v U s, entdo

/Wf(A)dA:/% f(/\)d)\+/72f()\)d/\.

¢) Seja v um contorno simples fechado contido em €2 e que envolve | € ) uma vez, entdo

Demonstracdo. Ver [12], pagina 199. [
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3.1 OPERADORES SETORIAIS

Definicao 3.2. Dizemos que um operador A : D(A) C X — X densamente definido em um

espaco de Banach X é setorial se:

(a) Para algum 0 < ) < Z,

5 = {)\E(C:]Arg)\| < g+5}u{0} C o(A);
(b) Existe M > 0 tal que

. _ M
IR, Allecoy = GA = A) iz < B VA e 5\ {0}.

Veremos se um operador A : D(A) C X — X ¢ setorial, entdo gera um Cjy-
semigrupo limitado e este semigrupo € caracterizado por meio do operador resolvente R(\, A).

Mas antes, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.3. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador fechado e
densamente definido. Entdo, se \, i € o(A), temos:

(a) R()" A)R(Ma A) = R(M? A)R(/\7 A)’

) RO ARl ) = TEE IO o

Demonstracdo. Primeiro, note que a demonstracao do item (a) segue das seguintes igualdades:

Agora, vamos provar o item (b). Do item (a), temos que
— R(\, A)R(, AYN — A) -

= (1= MR A)R(p, A).

A
A

Assim, se A\ # u, encontramos a igualdade desejada. [
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Teorema 3.4. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador setorial.

Entdo, A gera um Cy-semigrupo limitado dado por
1 At
S(t)=— [ e"R(\, A)dA, t >0,
2mi ),

em que vy é uma curva regular contida em Y5 de —ooe™" até coe', com 5<0<35+0.

Demonstragdo. Considere 0 < 6 < § e r > 0. Defina o operador 7'(¢) : X — X dado por

1
—./eMR(A,A)d)\, t>0
T(t) = { 27 Jy 3.1)

I, t=0,

em que

T=n(r0) = {sei(g”) 15 € [r,oo)}

is . _E o z
’72:72(7“,9):{7"6 =3 0 <s< 5 +0}
Y3 =73(r,0) = {—se7 5T 15 € (—o00, —r]}

7 =7UrU7s. (3.2)

Figura 3.1: Curva v

Note que:
(i) T'(t) esta bem definido;
(i) {T'(t)}+=0 € um Cy-semigrupo limitado;
(i) S(t) = T(1).

Com efeito:
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Prova do item (i): Primeiro, mostraremos que (3.1) converge para r > (0. Em
seguida, provaremos que 7' independe da escolha da curva ~, o que significa que o mesmo
ocorre para r = (0. De fato, sabemos que A € setorial e a Proposi¢ao A.6 nos garante que
0(A) 3 A — R(\, A) é analitica. Assim, se ¢ > 0, entdo

/ eMR(A, A)d\

gat

/ e GG R(5c G, A)ds

0o
< / etscos(g—&-@) . Mds
r

L(X) L(X)

S
M (>
< — eftsseHGdS
" Jo
~ trsenf’

Analogamente, obtemos

M
S trsenf

/ MR\, A)dA

3

L(X)

Por fim, temos que

/ M R(N, A)d\

2

1v0
= H/ e rie R(re', A)ds
L(X) —5—0 L(X)
M [2?

trcoss
<r— e ds

r
76

< Me' (m + 26).

Portanto a integral dada em (3.1) converge uniformemente na topologia dos operadores para
qualquer ¢ > 0.
Logo, uma vez que o operador definido em (3.1) converge, vamos mostrar que

seu valor independe da escolha das curvas. Com efeito, sejam

T
0<ro<r <r e O<9’<6’<§
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e considere as curvas

T T
Q—_{ o460 <s< = 9}
1 re 2—1— S 2—1—
T T
Q —_{ Pir———0< <———6’},
2 re 5 s 5

em que

3 3
r=Jr, A=JA, Q=0 U0 ¢ D=TUAUQ.
i=1 =1
0

Iy

Ay
Qy
Figura 3.2: Contorno fechado D

Como A\ — R(\, A) € analitica, temos que

/ MR, A)d\ = / eMR(N\, A)d\ + / eMR(N, A)d\ + / eMR(\, A)d\ = 0.
D r A Q
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Note que

T4
is . . .
/ e ire” R(re*, A)ds

/ M R(N, A)d\
951

L(X) |

jus /
510 £(X)
T+0
2 M
< / etTCOSST—dS
m r
PR

< Me—trsen@’(g . Q/)

e analogamente

< Meftrsene’(e o 9/)
L(X)

/ eMR(\, A)d\
Q2

Logo, devemos ter
lim [ eMR(\, A)d\ =0,

r—o0 Jo
0 que implica em
lim [ eMR(\, A)d\ = — lim [ eMR()\, A)d\.

T—00 A r—00 T

Portanto, obtemos

/ MR(A, A)dA = / MR(A, A)dA.
(r',6") (r,0)

De onde segue o desejado.

Prova do item (ii): Note que dada uma curva y(r,6),comr > 0e 0 < 6 < 0,
por defini¢do temos que 7°(¢) é linear, 7°(0) = I e T'(¢) é limitado uniformemente. Assim, basta
provar que T'(t + s) = T(t)T(s) e que este semigrupo € de classe C. Primeiro, note que do

Lema 3.3, se A # u, entdo

A) — R(\, A)

RN A) = R(p, A) e RO\ A)R(p, A) = M. A)_ y

Considere ¢ > 0 e as curvas v = y(r,0) e ¥ = v(r + ¢, §) definidas como em

(3.2). Entao
THT(s) = (2;2) / MR(N, A) / / e R(p, A)dpd\
i) // Lt R(N, A)R(p, A)dpd\

A
— — // eAte;Ls H’? R(A7 )d,LLdA
(27?2) oy Sy )\ —

At
= L e"* R(p, A) [L/ ‘ d)\} du

271 J, 211 J, A —

_ 1 *tR(AA)[l /Af du]d)\

2 21
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Para concluir, vamos provar que

1 us 1 At
| T gu=—e e — [ S an=o,
27 Joy A — 21 Jo A —p
e assim |
TNT(s) = 5~ / AFIRN, A)dN = T(t + s).
Uyl

v
Com efeito, assim como no item (i), considere as curvas
3 3
A= Aro,0) = JAi(ro,0) e N =A(0) =[N0,

i=1 i=1

emqueryg <71 <rel<6<# <4 comr’ =rg—+ c Defina ainda

: 3
@1:{7’6“:Z+9<3<—W—9}
2 2
» 3
@2:{Tezszz+€’<s<—ﬂ—9’}
2 2
b=, UA
D' =D UN.

Figura 3.3: Curva ® Figura 3.4: Curva ¢’

Deste modo, encontramos

At 3r_g
e 2 1 s ;. ;
/ d)\‘ = / ———e"" (ire™)ds
o A H g TEY — [
3 _
< 2 ’ trcoss r d
< s
Z40 r—|ul
r _
< e trsen@(Tr . 29)
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Logo,
M
lim d\ = 0.
r—00 d; — /L
Analogamente,
J7E]
lim d\ = 0.
r—00 @2 — /L

At

€
Logo, como "

¢ analitica em ®, segue que

eAt
d\ =
ék—u

Assim, obtemos

ou ainda

At At
lim ¢ dA:/ Y

Usando o Teorema de Cauchy (Ver Teorema 3.1 item (¢)), temos

o) / et J / ekt J et p
—2mie”” = = u+/ L,
o A= ANAT L By A~ 1

et et
lim dy = / dp = —2mie™.
r—oo [ A — ” A—

entao

De onde segue o desejado.

Por fim, basta mostrar que dado = € X, temos

lim T'(t)x = x.

t—0+
Para tanto, considere a regido ¢ dada na Figura 3.3. O Teorema de Cauchy nos garante que
oM

—d\ = 2mie = 273,
o

em que

IR

39 etreis o
(rie'®)ds
us
3

3r_p

2
< / 6trcossds
%—i—&

< (71' _ 29)e—trsen9'
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Assim, temos que
Mt M M

e e e
—d\ = —d\+ [ —d\ = 21,
s A By A A A
entao
At oM
rlgglo g Td/\ ATCD\ = 2mi.
Tomando = € D(A), encontramos
1
T(t)r —x = = MR\, A)xd) — x
T
—L/e” R(\ A)—ll rd\
- 2mi ), ’ A
1 e)\t
— A)AxdA.
=5 3 —R(\, A)Azd
Note que
eAt etReA || || etRe)\HA ||
—R(N A)Az|| < z||.
A Y |A?

Se Re A < 1, entdo
ctReA < et < et +1.

Caso Re \ > 1, considere a aplicacdo f(t) = (1 + ¢') — ¢'Re*. Uma vez que f é continua e
f(0) =1 > 0, existe h > 0tal que f(¢t) > O parat € [0, h). Entdo,

elRed et 41 el + 1.

Logo, tomando 0 < t < h, temos

e/\t

/\R(/\A)A e" +1 k

S M—-Az] = =3
A2 Al

Note também que

k 1 1 1
—d\ =k -
R [ DE LT +/ s |A|2]

' R el( 5+6) 5+0 irets —r 67i(%+9)
=k lim ————ds + ——ds — ————ds
Rooo |, |S€Z(5+9)|2 . |7nezs|2 R |86—Z(§+9)|2

(o r A ER (o 1
=k lim ez(2+9)/ —ds+ - / eds — e_z(2+9)/ —ds
R—yo0 r 19 -R S

[ = 1 1 1, .= (m (T 1 1
Ao _e r R * r(e ¢ ) e r R

_ %[ei(ngG) . efi(§+9)].

r
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Uma vez que
At

e 1
lim —R(\, A)Ax = —R(\, A)A
Jim —=R(A A)Az = TR(}, A)Az,
segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

lim T'(¢) lim — eAtR(A A Azd) = —— [ LR 4) Az

im —zr=lim — | — xd\=— [ - xdA.

t—0+ v t—0+ 271 [ A ’ 27 J, A ’
Para concluir, basta mostrar que a ultima integral converge para zero. De fato, considere no-
vamente as curvas [';, I's, I'se ' = I'y U T's U I's definidas no item (i), porém com sentido

contrério. Além disso, para r > ry > 0, tome

(e

2

AT:{reiS:—g—Gésg +6}.

Figura 3.5: Regidao ' U A,
Como 0(A) 3 A — +R(\, A) € analitica na regido limitada por estas curvas, temos que
1 1 1
/ —R(\, A)Azd\ = / —R(A,A)Axd)\+/ —R(\, A)Azd) = 0, (3.3)
TUA, r A oA
em que

™

PR . .
/ (ire”)R(re*, A)Axds

/'ne’LS
9

/AT %R(A,A)A:pd/\H = ‘

1 5+0
< - M| Azx||ds
r -0

T+ 26
= | Az|[ M.

r
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Deste modo, se r — oo, temos de (3.3) que

1 1
lim | SR\ A)Awd) = — / TR A)Azd) = 0.

r—00 T ~

Portanto, para z € D(A), temos

lim T'(t)x = x. (3.4)

t—0t

Agora, seja z € X. Como D(A) é denso em X, dado € > 0, existe g € D(A) tal que

3

I = 0ll < 5y

em que C' > 0 é tal que ||T'()||zx) < C, paratodo t > 0. De (3.4), temos que existe h > 0 tal
que, se 0 < t < h, entdo

9
1T ()20 — ol < 5.

Deste modo, se 0 < t < h, entdo

T @)z =T (t)xoll + 1T (#)20 — woll + [0 — ]

|
IT@)llz = @oll + [IT(#) w0 — woll + [lzo — ]|
O o

20C+1) 2 2(C+1)

1T (t) — =] <
<

A\

Il
™

O que prova o item (ii).
Prova do item (iii): Note que A satisfaz as hipdteses do Teorema de Hille-
Yosida. Para concluir, mostraremos que o semigrupo {.S() };>o gerado por A éigual a {T() }+>o0.

Para isto, provaremos que para algum A > 0,
R(\, A) = R(\, B),
em que B é o gerador do semigrupo {7'(t) };>o. Desta forma, teremos D(A) = D(B) e
(M — A)x = (M — B)x,

entao
Ax = Bx, Vo € D(A).

De fato, sabemos que
R(\,B) = / e MT(t)xdt, Vo € X.
0
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Tome t; > 0 fixado, assim

to 1
/ e MT(t)xdt = / e /e“ R(p, A)xdpudt
0 2mi 0

1
— R A =Nt dtd
=5 | Blp, Az /O [t
1 eto(M—A) -1
— R Ar——d
e ad )rd 35
_%VM—AR( xﬂ_%/—Rﬂa )xdp. (3.5)

Considere novamente as curvas [';, 'y, I'se I' = I'y U T'y U I' definidas no item (i), porém
com orientagdo inversa. Parar > A > rg > 0, com A > 0 fixado, tome

i T v
A,,:{ is. T _gcgg T e}.
re 5 S 2+

Figura 3.6: Regido ' U A,

Como ) esta contido no interior da regido limitada por estas curvas, temos

1 1
— ——R(pu, A)xdp = R(N, A
2'/TZ FUAT ,U _ A (H’? )x lu ( ? ),CL"

Note que

7r+0 1

(ire”)R(re", A)xds

S
-
|
>
=
RS
=
g
Y
_=
\‘

R

M
p— 7||a:||(7r+29).



Com isso
I 1/ L Reu, A)ad / R, Awdp = RO, A)
im — —_ = — — =
r—00 270 Jpoa, p— A Awdp = 27i (1, A)wdps et
e assim
v / A)xdp = —R(\, A)x.

Considerando as mesmas curvas e usando que
roe’s — A = ||roe*| — |A|| = A — 7o,

encontramos

to(u—A)
’ / ‘ R(u, A)xduH = e Mo
Y2

= A _x g 70" — A
T
< efto)\M etoro cos s
_%_0 /\ — T

v oy M| z||
g to(/\ To) 29 )
e p— (7 + 26)

Com isso,

to—o00

I / N e A)ady = 0
im w, A)zdp = 0.
v K A

Por outro lado, se s € [rg, r], é claro que
A =70 =|N—ro| < |se”GHD )|,

€ assim

eto(H—A)
/ R(p, A)wd#H =M
r

—i(5+0)

s U A
7tgssen0M
<o [ M afas
o0 )\ — T
< Mei)\tOHx” —tossenﬁds
To(/\ — TO) o

Me™ ||z |
" ro(A —1o)tosend

Logo,
eto (u=X)

lim
to—oo Jp. jh— A

R(p, A)zdp = 0, ¥r > 0.

% +0 etoT‘QeiS ) )
/ ————(roie*®) R(roe*

—torosen e—tor sen 0] )

,A)xds

M
ro—||z||ds
To

r tose (z10) (7 40)
— 2 R 2 ,A d
/m se 510 _ )" (se Jwds

63

(3.6)
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Entao, se r — oo, devemos ter

eto(u—=2) eto(u=2)
lim lim R(u, A)xdp = lim

to—00 T—00 — )\ to—00 _
I's 2 —3 H

R(p, A)zdp = 0.

Analogamente, obtemos que

. eto(H—A)
t&gréo S R(p, A)xdp = 0.
Deste modo,
‘ eto(u—=2X)
tggréo e R(p, A)xdp =0 3.7

Portanto, de (3.5), (3.6) e (3.7), segue que se ty — 00
R(\, B)x = / e MT()xdt = R\, A)x, Vo € X,
0

isto é, A = B. Como o semigrupo gerado por A deve ser tinico, temos que

S(t) = T(t) = — / RO, A)dN, ¥t > 0.

2mi ),
O que conclui a demonstracao. 0

3.2 SEMIGRUPOS ANALITICOS

Definicao 3.5. Sejam X um espaco de Banach e
A={z€C:¢y <Argz < ¢}

em que —¢o, 1 € (0,7%). Suponha que {T(2)}.ca seja uma familia de operadores lineares

limitados T'(z) : X — X. Entdo, {T(2)}.ca é um semigrupo analitico em A se:
(i) z+— T(z) é analitica em A;

(ii) Dado x € X, temos zeggl—mT(Z)x =x;

(iii) 7(0) = I,

(iv) T'(z1 + 22) = T(21)T(22), para quaisquer zy, z3 € A.

Um semigrupo {S(t)}i=0 € dito analitico caso admita extensdo a um semigrupo analitico

{T(2)}.en definido em alguma regido A, em que [0,00) C A.
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Figura 3.7: Regido A
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A partir da caracterizacdo de semigrupos gerados por operadores setoriais,

temos diferentes formas de avaliar quando um operador A gera um semigrupo analitico, como

segue no seguinte Teorema:

Teorema 3.6. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo limitado {S(t)}1=0. Se 0 € o(A), entdo as seguintes afirmagdes sdo

equivalentes:

(@) {S(t)}i=0 admite extensdo analitica {T'(2)}.en definido em um setor

As={z€C:|Argz| <4},

em que T(z) é uniformemente limitado em cada subsetor fechado Ns, com 0 < §' < §;

(b) Existe C' > 0 tal que para qualquer A € C; ={\ € C: ReA >0}, A € p(A) e

C
A A <% Im)£0:
(A A)ll 2 TN m\ 0

(c) A é setorial, ou seja, existem 0 < § < 5 e M >0 tais que
5 = {/\EC | Arg \| <g+6}u{0} C o(A)

e vale que
M
IRA, A)llex) < L YA € 55\ {0};

(d) t — S(t) é diferencidvel para todo t > 0 e existe K > 0 tal que

K
[AS(@)] cx) < - Vit > 0.

Demonstragdo. (a)==-(b) Por hipétese, existem 0 < ¢’ < d e M > 0 tais que {7'(2)}.en
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estende {S(t)};>o analiticamente e
1T (2) ||l ey < M, Vz € Ay

Como {S(t)}+=0 € uniformemente limitado, o Teorema de Hille-Yosida nos garante que para
A=a-+ip € Ctalque,se a > 0,entdo A € g(A) e

R\, A)z = / e~ TS () adt, Vo € X.
0

Caso 5 = 0, sabemos que (0,00) C g(A). Caso 8 > 0, para r > 1 defina a
4
curva (), = U Chi, pOr

i=1

~
=3 =
|2
w
<

Figura 3.8: Regido C,

Uma vez que z — T'(z) é analitica em As, temos que Ay > 2 +— e **T'(z) é analitica, entdo

e MT(2)dz = / e MT(2)dz = 0. (3.8)
/C'R Z CRZ
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Uma vez que «, 5 > 0, encontramos

5 -
coy1 —is . 1 .
‘ / e VT (2)dz / e~ (atiB)re <—£e’s) T (—e’s> ds
Cha 0 T T

L(X) ‘

L(X)
1 bl . , 1 .
_ / 6—%(04coss—i—ﬁsens)—i—;(asens—ﬁcoss)e—st (_e—zs) ds
rJo T £%)
6/
< M/ efi(acoserBsens)dS.
rJo
Seja
k = min {acos s+ [sen s},
$€[0,8']
e assim M
/ e T (2)dz < e
Cra cxy "
Logo,
lim e T (2)dz = 0. (3.9)
r—00 Cya
Do mesmo modo, obtemos
lim e T (z)dz = 0. (3.10)
r—00 Chra
Logo, por (3.8), (3.9) e (3.10), segue que
lim e T (2)dz = — lim e MT(2)dz, (3.11)
r—00 C1 r—00 Cys
em que
/ e MT(2)dz = / e_(aﬁﬁ)se_wl6_i5/T(86_i6I)ds
_ / e—s(oc cos¢’+Bsend’)+is(asend’ —3 cos 6’)6—2'5’T(S€—i5’)d8
v L(X)

r
< M/ efs(acos5’+,6’sen5’)ds
1

<M /OO eI g
X
0

M <
= 0.
acosd’ + [Fsend




Entao, as integrais em (3.11) convergem e

/ MT(t)dt = lim [ e T(s)ds
0

r—o0 J1

-

= — lim e~ TR (—5)ds

T—00 1
T

= lim e T (2)dz

r—00
Cr3

= — lim e T (2)dz.

r—00
C’rl

Deste modo,
M C
R\, A = || Li T (2)d < < =,
IR, A)lleex) ‘RE}O/CRIG (2)dz £0X) acosd + Bsend 3
M
emque C' = 5 > 0.

4
Agora, caso # < 0, de maneira andloga defina C, = U C,;, em que

=1

Figura 3.9: Regido C,

Entdo, temos novamente

/ e MT(2)dz=0 e lim e MT(2)dz = — lim e MT(2)dz = 0,
Cr

r—00 C 9 r—00 C "
T T
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de modo que

ou seja,

< < —.
IR(A, A)llex) < acosd — fsend  —f

Portanto, devemos ter

C

1RO Ao < T

VA € Cpcom Im A # 0.
O que conclui da demonstragdo.

(b)==(c) Por hipétese, se A € C,, entdo A € p(A). Adicionalmente, se
Im A # 0, temos

C
R(NA 3.12
IR Al < sy (3.12)
Assim, se | Im A| > Re )\, temos
AP = (ReA)? + (ImA\)? < 2(Im \)?,
entao
Lo V2
| Im )\| IA|
Logo,
CV2
RN, A)llex) < ™
Por outro lado, se Re A > | Im \|, o Teorema de Hille-Yosida nos garante que
K
A A _—
1RO Al < poy
Analogamente, obtemos
K\2
RN, Al ex) < e
Logo, se A € C., temos
K
RN, Al ex) IA! (3.13)

em que K, = v/2max{M, C}.
Para a constante C' > 0 dada no item (b), considere A € C tal que
| Im A

0< |Red| < ——.
[Re| < =
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Mostremos que A € g(A) e vale (3.13), a menos da constante K. Para tanto, mostraremos que

existe u € p(A) com

1

A —p| < 57—
| R (e, Al £(x)

(3.14)

Assim, a Proposi¢do A.6 nos garantird que A € p(A) e a estimativa desejada. Com efeito, tome
e > 0 de modo que

|ReAy<LEEN_-5:|ImA|(1— ¢ ).

C C | Tm |
Faca L ¢ € (0,1) e tome o > 0 tal que
- «
L|Tm )|
Re A < ——
|Re M| + o

de modo que t = a+iIm A € p(A), pois n € C,. Como

L|Tm A

lu— A =|la—ReA| <|Re| +a< C

segue de (3.12) que

L|Im A
<

1= ARG Allecxy IRz Allee) <L < 1.

Logo, 1 € o(A) e A € C satisfazem (3.14), o que implica em A € p(A). Uma vez que
0 < L < 1, obtemos

IR\, Al <D IR, Al = Al
n=0

< IR Al egx ZL”

1

<HBm Alleco - 1=
C

<——
Tm (1 — L)

Logo,se A € Cétalque 0 < |Re | < %,comlm/\#o,temos)\e o(A)e

IR Allex) <

Sy (3.15)
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uma vez que

1
MM:H%AF+HmAF<HmAF(L+—J,

2
e entdo
L Vet wm
[ Tm A| AL A
Portanto, tomando § = arctg & € (0,5) e M = max{Ky, K}, vamos mos-
trar que
7r K
{)\ eC:|ArgA < 3 +5} Cold) e IR0 Al < iy

Com efeito, seja A = a4+ i € C. Se a > 0 ou o = 0, de (3.13) e (3.15), respectivamente,
temos A € o(A) e a limitagdo desejada quando A # 0.
Agora, se f < 0e a < 0, entdo por hipdtese

1
T~ |Arg \| = —7r—|—arctgé =7 — arctgé <z + arctg —,
2 « a 2 C
e assim
T t L < t
— —arctg — < arctg —.
2 & C & Q@
Deste modo, temos
C< é,
o
ou ainda
ﬁ <a<0.
C
Do mesmo modo, se § > 0 e o < 0, temos que
1
< | Arg \| = arctgé + 7| = arctgé tr< = + arctg —.
2 « a 2 C
Assim,
B
—— <a<0.
o<
Em ambos os casos, temos | Re A| < % e de (3.15) segue a estimativa desejada.
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Figura 3.10: Setor X5

Portanto, como por hipétese 0 € o(A), encontramos

ZL;:{AE(C:|Arg)\|<g+5}U{O}CQ(A)

M
1RO\ Allex) < B VA e 35\ {0}.

O que conclui a demonstracao do item (c).

(c)=-(d) Segue do Teorema 3.4 que

S(t) —/e”R(/\,A)dA, vt > 0,

21 .

em que ~ é qualquer curva contida em 5 indo de —ooe 219 até coez1?) com 0 < 6§ < 4.

Em particular, tome

Y=m U~y = {—5e7GH): 00 <5 <0} U{se!2T .0 < 5 < o0}

V2

+0

el

84!

Figura 3.11: Curva vy
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Fixado r > 0, tome
Yo =1 Upg = {—5e77EH0 . < s < 0} U {5’00 <5 <7}

e defina

S, (t) =

1
—/ eMR(N, A)d), YVt > 0.
2w "

Vamos mostrar que S,.(t) é diferencidvel e que

S/(t) = ! //\e”R()\ A)d\, Vt > 0. (3.16)

27rz

Note que, para cada r > 0, encontramos

Sp(t+h)— S.(t 1 eMtth) _ oAt
Yr

Assim, se M, > 0 a constante que limita R(\, A) em 7, entdo

fazendo h — 0, obtemos (3.16). Note ainda que S, () — S(t) na norma dos operadores, assim

PAEHR) ot

h

1
< —
27T7

—xeM| M,d\,

S.(t+h) — S,(t) _ L/ AeMR(N, A)d\
h 27 ),

L(X)

S() = —— / AMR(N, A)dA, Vit > 0.

271 -

Note também que para qualquer r > 0, temos

1
IS Ollec = 5= || [ 2RO+ [ AR A
T Yril Tr2 ﬁ(X)
0 .
< - / Sefi(%%)e*“eﬂ(ﬁe)e’i(%w)R(—se’i(%W), A)ds
2m {1~ £(x)
4+ = 1 /T 36( +0) tsel(f"'e) i +0)R(Sei(g+9)’A)dS
27 £(X)
M 0
< 2_ [ tssen9d8+/ etssen9d8:|
— %/ tssen@ds
s
M
— 1— —trsenf
s tsené’ ( c )
M 1
g T
senf t
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M

. Assim, se r — 00, encontramos
7 sen 6

em que K =

IS/ @lecn < 5 e > 0.
Além disso, note que
AR(M A) — T =AR(NA)— RN AN —A) = R\ A)A.
Deste modo, se x € D(A), entdo
AS(t)x = S(t)Ax

1
= — / eMR(\, A) Azd\

271 .

1
- { / AeMR(N, A)xd) — / e”dA} :
2mi | ), .

Para para cadat > 0,

/ eMd\ = / eMd\ + / eMd\
Yr Yri1 Yr2

0 r
e~ UG+ _m W(G+0) ,
R e L e

—r 0
e—tse_i(%""e) 0 N etsei(%"’e) T
t t
—r 0
etrei(%+9) _ etre_i(%""e)

entao

=—e
t t

tr cos(5+0) tr cos(5+0)
e 2 4 e 2 2 o0
/ e’\td)\‘ < ~trsend T ()
r

Logo, em D(A) temos
AS(t)xr = S'(t)z,

0 que implica em
K
1AS @)zl < - lll], vt > 0.

Agora, sejaxz € X. Como D(A) é denso em X, existe (z,,) C D(A) tal que z,, — x em X.
Entdo,
AS(t)x, = /e’\tR()\, A)Ax,d)\ = S'(t)x,.
0l
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Como

! -9 A(t+h) _ At
K gl

encontramos S'(t)x, — S’'(t)x, pois S'(t) é continua. Logo, sendo A fechado, segue que

AS(t)x, — AS(t)x e assim, para x € X, vale que
, K
1AS@)z]| = 115" (t)2ll < ll=[l, vt > 0.
De maneira andloga ao feito em (3.17), mostramos que dado n € N,

wa:/Mwamw.
v

Logo, S(t) é diferencidvel para cada t > 0.
(d)=>(a) Mostraremos que a extensdo analitica do semigrupo {S(t)}¢0 €

dada por

S(n)
n!(t) (z— 1), (3.18)

T(z)=St)+

em que t > 0 & a pare real de = € C,. Para isso, precisamos mostrar que {7'(z)}.ca, €
um semigrupo analitico que estende {S(t)}:>o € é uniformemente limitado em cada subsetor
fechado de Aj;.

Primeiro, como S(t) é diferencidvel para todo ¢ > 0, segue que

s s~ (o () e

Com efeito, por hipotese, esta afirmacao é vélida para n = 1. Agora, suponha que para algum
n € N, temos S™(t) = (AS (%))n . Assim, se 0 < s < t, entdo

(45 (L)) =s0-9 (as(2))"

;%smxwzt%(su-ﬁ(As<§>yv::AS@-aQ(AS(g)y7

: . nt
Em particular, se s = —9, temos

s o2 (1) ()




Logo a igualdade € verdadeira.

Agora, note que por hipdtese temos

()] < (5)
"/ | zx) t

Lo Ke\"
150l < (5)

159 )lloce < ]

n" < e"nl,
Como n™ < e™n!, sesue que

N

Retornando em (3.18), obtemos

£(X) n! t

Para que a série em (3.18) convirja, basta mostrar que

Kelz—t
&<k<1.

Para isso, defina 6 = arctg é emque 0 <0 < 5 € defina

As={ze€C:|Argz| < d}.

Im A

\ 0 Re A

Figura 3.12: Regido Ay

Para z € Ay, temos que

I 1
arctg (%)' =|Argz| < § = arctg Co

se, € somente se,
| Im 2| 1

Rez Ce’

() (¢ _
< |S ()HL(X)’Z_t‘n < (Ke|z

)

76
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0 que equivale a
Rez

Ce

Note que a tltima desigualdade ocorre se, e somente se, existe 0 < k < 1 tal que

|Im 2| <

Rez
I < k—.
| Im z| o
Deste modo, tomando ¢ = Re 2z, obtemos
Rez kt
—tl =1 <k -—=—,
|z — 1] = [Im 2| o = Co
entao o ;
% <k<l.

Portanto, (3.18) estda bem definido em Agj.
Por definic¢do, é claro que T'(t) = S(t),comt > 0 e z — T'(z) é analitica em

As. Vamos mostrar que 7'(z + w) = T'(w)T'(z). Com efeito, sejam z,w € As com
z=t+1iu e w=s-+1w,

€ assim

© o) (¢ 4
T(z+w)zzm(z—l—w—t—s)”

n!
n=0

_ i A"S(t+ s)

.y (iu +iv)"

n=0
B ZLATS(t+ 8) n! NN
- HZ:O nl ; R — v

= ARS(t) . AYTRES(s)
:ZZ k'()(lu) ’ (n_k()l)(“j)

n=0 k=0
_ (Z Ai}i(ﬂ (Z . t)n> (Z An3($> (w _ S)n)
=T(2)T(s)

Aqui a separacdo das somas no produto segue é consequéncia da férmula do Produto de Cauchy.
Agora, mostraremos que 7'(z) é uniformemente limitado em subsetores fe-
chados. Para isto, considere 0 < ¢ < 0. Como § = arctg é, deve existir 0 < a < 1 tal
que
, a
0 < ¢ = arctg— <.
Ce

De maneira andloga ao feito para o setor A; é claro que se z € Ag entdo T(z) estd bem
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definido, pois se

T 2| < Rez
mz| <a ,
Ce
entao
Celz —t|
<a <1,
t
isto implica que
Sl [N .
ITE)eex) <Y et
n=0 ’ L(X)
Celz —t|
<
<> (=5
n=0
DI
n=0
1
= 1—, Vz € Ay

Com isso, T'(z) é uniformemente limitado em A
Por fim, como para cada z € Ay, T'(z) é dado por uma série que converge

uniformemente na topologia dos operadores, entdo para x € X, temos

. . = SM(¢) .
il_I)I(l) T(t)r = lim |S(t)z + Z:l i x(z —t)

zEAg ZZE_A?; n
_ . -
o S (¢) .
= lim lim Stz +Y — -z = 1)
zZEA; L n=1 |
N St (1) .|
= Jim, iy | S+ 2, ez =)
z€As L n=1 |
= lim x
k—o00
=z
O que completa a demonstragao. [

Teorema 3.7. Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contragoes {S(t)}i>0 e suponha que 0 € o(A). Entdo, {S(t)}i>0 € analitico se, e somente se,

iR C o(A) e limsup||fipI — A)_1||£(X) < 0.

8]—00

Demonstragdo. Se {S(t)}i>0 € analitico e 0 € p(A), entdo o Teorema 3.6 nos garante que
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iR C o(A) e existe M > 0 tal que, se A = i3, com 3 # 0, entdo

M
IR All e < 770
|61
ou ainda,
1BGBT = A) Ml < M.
Logo,
limsup [|3(i81 — A) ™| zx) < M < oo
8|00
Reciprocamente, como A — || R(A, A)||(x) é continua em o(A) e por hipd-
tese

limsup [|B(iB1 — A) || z(x) < o

|B]—00

Repetindo o argumento feito no Teorema 2.20, existe M > 0 tal que
18(iBI — A) ey < M, VB ER. (3.19)

Para concluir, mostraremos que existe 0 < § < 7 tal que

K
s ={AeCi|Argz] < T +0JU{0} Co(4) e [IROAllecx) < ny A E S\ {0}

em que K > 0 € uma constante fixada. O Teorema de Hille-Yosida nos garante que existe
C > 0talque,se A\ = a+i8 € C,, entdo

C
A€o(A) e [[R(N A < o (3.20)
Casoa =0e [ # 0, de (3.19) segue que
M M
Aeo(A) e [[RNA)lceo € 3 =1 321

Bl AP

Agora, defina

| Tm |
D=3XeC:0 Re A :
{ € < |Re )| < S0

Note que D C o(A). Com efeito, se A = a + i3 € D, entdo

(a+if) — A= (GBI — A)I +aGBl — A7) e |a] < 2L
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Usando (3.19), encontramos

M 1
1B M1y

la(iBI — A) Hox) < e ||ﬁ| M5 2

Assim, \I — A é inversivel e

IAL = 4) Moo < I +aliBI = A7) eoll (81 = A) o

1 M
1—35 |
oM

= (3.22)
6]

Logo, segue que A € o(A) e vale a estimativa (3.22).
Agora, defina 6 = arctg ﬁ e

25:{)\6(3: ]Argz|<g+(5}u{0}.

Vamos provar que dado A = a + i € 3, temos A € p(A). Com efeito, se 5 > 0e a < 0,

temos 5
— < Arg \| = arct < t
|Arg \| = arctg — + 7 2—|—arcg2M
Deste modo,
T t 1 < t
——a — < —a
5 rctg i Irc g
entao
2M < —é,
o
ou ainda B
< —.
o < o357
Se f < 0e a < 0, de maneira andloga temos
1
|Arg\| =7 — arctgé < = 5 —i—arctgm — g — arctgé < arctg — Wi
entao
T t 1 < t b
— — arctg — < arctg —
2 &M &
) 161
< —
laf < o7

Logo, em ambos 0s casos temos A € D e como por hipétese C, UiR C o(A),

temos que X5 C o(A).



\\ |Re )| < A

2M
Figura 3.13: Setor X5

Agora nos resta provar que dado A = o + i € Y5, com X\ # 0, entdo

K
RN, Al 2y < B

De fato, se 0 < || < %, entdo

1
2 2 2 2
MN2=a?+ 8% <8 <1+4M2>.

oM 2My/pp+l g
IR Al e € 5 < ;

Caso a = 0, entdo segue de (3.21) que

De (3.22) temos

IR, Al ex) <

Caso % < a, entdo

A? = a®+ B2 < a?(4M? + 1),

e assim, de (3.20), encontramos

C _Cv4aM?2+1 K.
IR Allecr < & < = =12

Logo, se K = max{M, K;, K5}, obtemos

K
IR Allex) < B VA€ 35\ {0}.

Portando, segue do Teorema 3.6 que {S(t) }+~0 € um semigrupo analitico.

81
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3.3 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Sejam X um espago de Banach e A : D(A) € X — X um operador li-
near densamente definido. Considerando D(A*) como sendo o conjunto formado por todos os

elementos ¢ € X’ tais que existe f € X’ de modo que

<S07Ax>X,X’ = <f7 x>X,X’a Vr € D(A)v

em que (-,-)x x denota a dualidade entre X e X’. Assim, o adjunto de A é o operador A* :
D(A*) C X' — X' dado por A*p = f.

Caso H seja um espago de Hilbert, ele serd isomorfo ao seu dual e, neste caso,
denotaremos H e H' por H. Um operador densamente definido A : D(A) C H — H serd auto
adjunto se A = A*. Na prética, isto significa que

(Az,y) = (x, Ay), Va,y € D(A).

Neste sentido, os seguintes resultados buscam mostrar que se um operador
A:D(A) C H — H é auto-adjunto em um espaco de Hilbert H, dissipativo e tal que 0 € o(A),

entdo ele gera um Cj-semigrupo analitico limitado.

Lema 3.8. Seja A : D(A) C H — H um operador densamente definido no espago de Hilbert

H. Se A é auto-adjunto e dissipativo, entdo A gera um Cy-semigrupo de contragaes.

Demonstracdo. Como A € dissipativo, basta mostrarmos que / — A é sobrejetivo. Deste modo,

suponha que Im(/ — A) # H. Deste modo, podemos escrever
H=Tm(I — A) @ [Im(I — A)]"*.
Assim, existe y € H talquey # 0 e
(x — Az,y) =0, Yz € D(A).

Uma vez que, como D(A?) € denso em H, existe (y,,) C D(A?) tal que y,, — y. Deste modo,

= lim (z — Az, y,)
= lim (x,y, — Ay,), Yz € D(A).

Em particular, como y,, — Ay, € D(A), temos

lim ||y, — Ay,| = 0.
n—oo
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Uma vez que A € dissipativo

[yl < lly = vall + llyall < lly = yull + ([T = A)yu|| — 0.

Logo, y = 0 e isso € um absurdo.
Portanto, I — A € sobrejetivo e como A é dissipativo e densamente definido,

o Teorema de Lumer-Phillips nos garante que A gera um Cjy-semigrupo de contracdes. [

Lema 3.9. Seja A : D(A) C H — H um operador fechado e densamente definido no espago
de Hilbert H. Sejam

W(A) = {(Az,z) - x € D(A) e |z]| =1}

e > C C\ W(A) um aberto conexo. Se ¥ N o(A) # &, entdo

1

ECold) e IO =4 eun < gy

, YA eX.
Demonstragdo. Seja A € XN p(A). Note que deste modo temos
0 <d\W(A)) =inf{|A — (Az,z)| : . € D(A) e ||z| = 1}.
Entdo para qualquer = € D(A) com ||z|| = 1, segue que
0<dANW(A)) < |N= (Az,x)| = |(Ax — Az, z)| < ||(M] — A)z||.

Considerando y € H \ {0}, existe z € D(A) tal que

ou seja
T T 1
0 < d(\ W(A)) < ‘A— (4 >] <L = Ayl
( el Tl /| < Tl
Com isso,
S A\ W(A))
Portanto,
1

M — A) Y|z < (3.23)

d(X, W(A))

Por fim, mostraremos que ¥ C o(A). Note que X N o(A) C ¥ é um aberto

em Y, pois ambos os conjuntos também o sdo. Além disso, seja (A,) C X N o(A) tal que
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An — A € . Paran € N suficientemente grande, existe k£ € (0, 1) de modo que

A= \u| < kd(\,, W(A)),

pois X é aberto em C \ W (A). Logo, por (3.23), segue que
A= Ml = A) e < k < 1

Porém, note que
M—-—A=[T+A=X\)M\I — A)*l]()\nf —A),

como A, € o(A), entdo (A — A)~! existe e

1
M — A —
I( ) leen < 1 &

ouseja A € p(A). Logo, XN p(A) # @ é aberto e fechado em ¥, sendo ¥ conexo, temos
YNo(A)=2%.

Portanto, ¥ C o(A).
]

Teorema 3.10. Seja A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto definido no espago de
Hilbert H. Se 0 € o(A) e para cada x € D(A) temos

(Az,z) <0, = #0.

Entdo, A gera um semigrupo analitico limitado.

Demonstragcdo. Note que A é dissipativo, pois
Re(Azx,x) = (Az,z) <0,

Logo, o Lema 3.8 nos garante que A gera um Cy-semigrupo de contragdes, e assim (0, 00) C
0(A). Comoo(A) CRe0 € p(A), temos que o(A) C (—o0,0), ou seja

C\ (=00,0) C o(A).
Agora, tome § € (0, 7) fixado e defina

25:{)\€<C:]Arg>\\<g+6}u{0}.
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O Lema 3.9, nos garante que X5 C o(A) e

1 1
M — A7 < < ., YAex .
Im)\“
s AL A
o\ "Re \
d(X, (—=00,0)) | .~
Al
A

Figura 3.14: d()\, (—00,0))

Assim, se Re A > 0, entdo

Por outro lado, se Re A < 0, entdo

d(\, (—00,0)) = |A|send > |A| sen (g - 5)

N S
sen(5 —0)

pois 0 < § — 0 <0 < 7. Tomando M = > 1, obtemos

_ M
I = A) e < o VA € 55\ {0}.

A conclusido segue do Teorema 3.6. [
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4 APLICACAO - SISTEMA ABSTRATO DO TIPO TIMOSHENKO

Neste capitulo, estudaremos o seguinte sistema abstrato do tipo Timoshenko

1w+ kA2 (A2 + ) + A%, = 0, @.1)
patbus + bAY + k(AZp + ) + A%y = 0. 4.2)

Com condicdes iniciais
90(0) = o, Spt(o) = Y1, ¢(O) = 1o, ¢t(0) = 1. (4.3)

Revisitando a Introducdo, A : D(A) € H — H é operador estritamente
positivo, auto-adjunto, com dominio densamente imerso no espaco de Hilbert (H, || - ||, (-,-)) e
tal que A~ existe e é compacto. Além disso, o, 3 € [—1, 1] e as constantes fisicas do problema
k, b, p1 € po sdo positivas.

Nosso primeiro objetivo serd reformular as equagdes (4.1)-(4.2) em um pro-

blema de Cauchy abstrato da forma

dU
o AU,
U(O) - UQ,

em que Uy = (o, ¥1,%0,%1). Deste maneira, mostraremos que o operador A gera um Cj-
semigrupo de contragdes {S4(t) }+=o.

O segundo objetivo serd analisar os efeitos dos expoentes «, 5 € [—1,1] da
dissipacdo e das constantes k, b, p1, po > 0 na estabilidade e regularidade da solucdo do pro-
blema (4.1)-(4.3)

Organizaremos este capitulo da seguinte forma.

Secdo 4.1: Definiremos e demonstraremos que o operador A gera um Cj-semigrupo de con-
tragdes {S4(t)}+=0, 0 que assegura existéncia e unicidade de solucdo para o problema
(4.1)-(4.2);

Secao 4.2: Apresentaremos algumas estimativas que serdo utilizadas nas se¢des seguintes e

provaremos que iR C o(A);
Seciio 4.3: Provaremos que o semigrupo {S4(t) }+~0 € polinomialmente estével,

Secdo 4.4: Abordaremos a estabilidade exponencial do semigrupo {S4(t)}+o , demonstrando

em quais casos ela ocorre e em quais nao;

Secdio 4.5: Provaremos que {.S4(t)}:>0 ¢ analitico se, e somente se, o, 3 € [5, 1];
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Secdo 4.6: Mostraremos que o semigrupo {S4(t)}+>o pertence a alguma classe de Gevrey
quando «, 8 € (0, 1].

4.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Primeiramente, note que A : D(A) € H — H é um operador definido
positivo, auto-adjunto, mais ainda, como A1 existe e é compacto e A é densamente definido,
segue que 0 € o(A). Assim, segue do Teorema 3.10 que — A gera um C-semigrupo analitico
limitado. Logo, como feito na Se¢do A.3, o operador A", com r € [—1, 1] estd bem definido.

Agora, vamos obter o problema de Cauchy abstrato equivalente ao sistema

(1.4)-(1.5). Para tanto, consideraremos o espaco de fase H dado por
H = D(A2) x H x D(A?) x H,

munido com o produto interno

(0, 2.0,9), (2,8, 0, 0))y = k(ATg + 1, A2® + T) + b{A2¢h, A2 )
+p1(@, @) + p2(), V)

e a norma induzida

(0, @,9, D)2, = k| A2 + 0|1 + bl AZ)12 + pul| @l + o2l ]I

Observacao 4.1. Nos seguintes resultados utilizaremos os teoremas A.27 e A.28, que nos ga-

rantem, respectivamente, que

(1) D(AP) — D(AY) continuamente para0 < g < p < 1.

(11) A" é auto-adjunto parar € [—1,1].
Teorema 4.2. O espago de fase (H, || - ||x, (-, -)x) € um espago de Hilbert.
Demonstragdo. Note que D(A2) x D(Az2) é completo com a norma

(e, )1} = | A20]* + [ A29]%
Assim, segue que da Desigualdade de Young que
bl < (Aol + ol) < 2l Ao+ w]” + 2wl
Como D(A%) < H continuamente, temos

label? + 1432 < C (lA¥e + w2 + [ A30))
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De maneira anédloga, temos
1 9 1 2 1 9 L2
JAase + vl < (labpl + lvll)” < 2145p)2 + Cllady)?,

entao
1 1 1 1
JAbp + 9P + AT < O (| Abg)> + [ A2y)?)

Logo
1o, D)IE = IAZ¢l* + 142017 e (0, ¥)lz = [A2e +¥|* + | A2 9|

sd0 normas equivalentes em D(A2) x D(Az).
Portanto, a norma usual em # e || - || s@o equivalentes. Como H é completo

com norma usual, concluimos entdo que # é completo com a norma || - ||%. O

Agora, considerando U = (¢, %, 1, 1), em que ¢ = ¢, e ¥ = 1), podemos

reescrever o problema em sua forma matricial da seguinte forma

o3 0 I 0 0 ©
~ 1 ~
aw _ e _ —p—klA — A —pﬁlAz 0 )
dt Wy 0 0 0 I (0
) _k A3 _1 _ 148 I
Uy LA 0 L(bA+KI) —LA U

Assim, considere o operador A : D(A) C H — H definido por

¥ ¥

AP o] ke - ke »
v R
0 —LAAP Y+ by) — £(A3p+ )

e com dominio
D(A) = {U CH: g, e D(AY), A G+ kpe D(A), AP+ by e D(A)} .

Note que este operador € bem definido, pois pela definicdo de H, temos ¢, 1) € D(A%) e pela
defini¢do de D(A) temos @, ¢ € D(A?).

Afim de estudar o que ocorre com o problema quando «, 8 € [—1, 1], primeiro
mostraremos que o operador A gera um Cj-semigrupo de contragdes, o que significa garantir

existéncia de solucdo para o problema (1.4)-(1.5).

Lema 4.3. Se o, § € [—1, 1], entdo o operador A é dissipativo e vale

Re(AU, Uy = —[| A3 3|2 — || AZ4||?, VU € D(A).



Demonstragdo. Da definicdo do produto interno em H, temos

+
S

Portanto,

O que prova o desejado.

0, A2+ ) + pr(—pr A(AG + kip) — kpr AT, @)
A

+D(AZ), AZ) + po(—py PA(AP Y 4 b)) — kpy (A2 + ), )
o+ ) — (A2, AZg) — k(AZp, AZQ) — k(A%Y, §)

&9

3¢) — (AP734p, AB) — b(AZg, A24p) — k(A2 + 9, A2 + )

b, AT+ ) — k(A2 + b, A3p + )
A

(A2, AZp) — (A, AZ) — [|AS@|” — || AZ4) )%

a B~
Re(AU, U)y = —[|AZg|]” — [|AZ 9%

]

Lema 4.4. Se o, € [—1,1], entdo 0 € p(A), em que o(A) denota o conjunto resolvente do

operador A.

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos que dado F' = (f1, fo, f3, f1) € H, podemos obter
U = (¢, %,¢,%) € D(A) tal que

—-AU = F.

Note que nestas condi¢des, temos as seguintes implicacdes

—AU = F —

(

~¢ = f,
LA(A L + k) + £ A2 = fo,

— = fs,

LAAP Y+ by) + E(A2p+0) = fu,

[
©=—fi,

—ATIf + K(AZp+ ) = p AT fo,

b =—fs,

A(=AP fs + b)) + k(A2 + §) = pafs,

\

cm

€m

cm

em

cm

cm

cm

cm
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;

G=—f1, em D(A2),
. /i(A%@+¢) — A fy 4 AR em D(Af),
b= —fs, em D(Az),
(A=A s+ b)) + A2 fo+ A2 fr = pofs,  em H,
’gﬁz—fl, em D(A%)7
L Ate=gatip At g, em D(A2),
b= —fs, em D(A%),
\_A,Bflf3+b¢:p2A*1f4_p1A—%f2—Ao‘—%fh em D(A)
(95 =—f1 em D(A2),
. )e= PLA fy 4 LA Aoy, em D(A)l,
b= —fs, em D(Az2),
(= —JATE - BATS L4 JAT S+ 24T, em D(A)
(6= -1,
)P AT AT [ (GAT AT o g AR fy = AR,
= —fs,
(V= —JATE L - AT fy 4 AP 4 AT,

onde as iltimas igualdades sdo validas em D(A2), D(A), D(A2) e D(A), respectivamente.
Além disso

&= —fi € D(A3),

¥ = —f € D(A3),
AP b = A pafs — Aa_%f1 — P1A_5f2) € D(4),
A*LG + kg = AN (py fo — kA29)) € D(A).

Portanto, U € D(A).

Por fim, note que —.A é injetiva, pois se F' = 0, podemos concluir que U = 0.
Assim, (—.A)~! existe e é dado por

1go=2 L 1ol pg=2 L og-t _1AS-5 _mp-s
-1 __

Note que (—.A)~! é limitado, pois suas entradas sdo operadores limitados, e densamente defi-
nido por defini¢do. Logo, 0 € o(A). N
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Teorema 4.5. Se «, 5 € [—1, 1), entdo o operador A definido em (4.4) gera um Cy-semigrupo

de contracoes.

Demonstragcdo. Segue dos lemas 4.3 e 4.4 que A é dissipativo e 0 € p(.A). Além disso, note
que
D(A) x D(A) x D(A) x D(A) € D(A).

Como D(A) é denso em H e em D(A?), consequentemente D(.A) é denso em H. Portanto,

segue do Teorema A.18 que A gera C-semigrupo de contragdes. [
Deste modo, o operador A definido em (4.4), satisfaz o seguinte Teorema:

Teorema 4.6. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contracgoes. Entdo, o problema de Cauchy abstrato

W v
dt 4.5)
U(0) = U

admite uma vnica solugdo U(t) = Sy (t)Uy. Além disso, se Uy € H, a solucdo de (4.5) é dita
generalizada , de modo que

U e C(0,00), H).

Quando Uy € D(A), dizemos que a solucdo de (4.5) € cldssica e nesse caso temos
U € C([0,00),D(A)) N C([0, 00), X).

Demonstracdo. Ver [43], Teorema 2.4.1, pagina 42 e Teorema 2.5.1, pagina 46. [

Provamos que o problema (4.1)-(4.3) admite uma unica solu¢do dada por
U(t) = Sa(t)Uy, em que Uy = (o, ¢1,%0,%¥1) € H e {Sa(t)}=0 € o semigrupo gerado
por A. Neste sentido, nas proximas se¢des, buscaremos estudar o que ocorre com a solugdo

obtida a medida que variamos as poténcias «, 5 € [—1, 1].

4.2 RESULTADOS PRELIMINARES

Como citado anteriormente, estudaremos a estabilidade e a regularidade do
semigrupo {S4(t)}+=0 por meio de estimativas do operador resolvente do operador 4. Para
tanto, precisamos da equacdo resolvente, que é dada da seguinte forma: Fixado A € R, tome
F = (f1, fo, f3, [1) € H e suponha que exista U = (¢, @, 1, 1) € D(A) tal que

(i — AU = F, (4.6)
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ou de maneira equivalente

iXp— @ = fi, (4.7)

iINP + A(ATIG + ko) + kAR = pi fo, (4.8)
iXp— ) = f, (4.9)

iNpo) + A(AP + b)) + k(A2 + 1) = pafa. (4.10)

Antes de prosseguirmos, o objetivo dessa secdo serd estabelecer a condicoes
dadas nos teoremas 1.4-1.8. De forma precisa mostraremos que :R C o(A) e determinaremos
a existéncia de constantes C' > 0 e 7(«, 3), de modo que se U € D(.A) satisfaz a equacdo
resolvente (4.6), entdo

AUl < CIIF |

A combinagdo dessa estimativa com as conclusdes dos teoremas 1.4-1.8 mostrard que o semi-

grupo {S4(t) }+>0 serd
(a) Polinomialmente estavel quando 7 < 0;
(b) Exponencialmente estavel quando 7 = 0;
(c) Analitico quando 7 = 1;
(d) De Gevrey de classe 0 > % quando 0 < 7 < 1.

Observacao 4.7. Devido a necessidade de realizar limitagoes e interpolagoes nos resultados a
seguir, a menos que haja necessidade de especificacoes, a letra C' representard uma constante

positiva qualquer que ndo depende de U, F' ou \.

Lema 4.8 (Desigualdade de Energia). Sejam «, 3 € [—1,1]. Se U € D(A) satisfaz a equagdo
resolvente (4.6), entdo
a 8 ~
[AZ@[1* + A2 9|1 < U3l F |3

Demonstragdo. Temos que
(N — AU, Uy = iM|U|3, — (AU, U)y.
Tomando a parte real o Lema 4.3 nos garante que
[A2 ] + | AZ]* = — Re( AU, U)n = Re((iA — AU U .

Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos a desigualdade desejada. U

Lema 4.9. Sejam o, 5 € [—1,1]. Se U € D(A) satisfaz a equagdo resolvente (4.6), entdo:
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(@) Se a >0, vale que
121% < CNU3|| Fllag;

(b) Se 8 > 0, vale que
[911* < CNU 13l F -

Demonstragdo. Primeiro, suponha que o > 0. Pelo Lema 4.8, segue que
o B ~
1AZ GI1* < Ul F e — 1AZ DI < MU el [ F e

Como o Teorema A.27 nos garante que D(A?) < H continuamente, para o > 0, temos que

existe C' > 0 tal que
16l < CIIAZGI* < ClU I F -

De maneira analoga, mostramos que ||)||? < C||U||%||F||5. Portanto, segue

o resultado. O]

Lema 4.10. Sejam o, € [—1,1]. Se U € D(A) é solugdo da equagdo resolvente (4.6), entdo
1 1 B -
kI Az + ¥1* + bl AZ[* < ClU sl Fll3e + o1 G1* + p2ll¥ ]

Demonstracdo. Multiplicando (4.8) por ¢, obtemos

De (4.7), segue que

k(A2 + 1, AZp) = p1(fa, ) — ip M@, ) — (A°725, A )
= p1{fa, @) + p1(B, & + f1) — (A2 (iAo — f1), A% )
= pi(for @) + prllGI1° + p1 (B, 1) — M| AZ@|* + (A% fi1, A%p). (4.11)

De maneira andloga, multiplicando (4.9) por 1, temos

(A(AP=Y) 4+ bp), o) + k(A% + 1, )

/?2<f471/1> = MPQ@Z’W
) + (AP739, AZ) + b{AZ, A2Y) + k(AZp + 1, ).

+
- Z>‘p2<1/;7 > +
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De (4.10), encontramos

B
2

F(A3Q + 9, 9) + b AR = pa(fa, v) — idpa(th, ) — (A4, AZy)
= po{fa, ) + pa, 0+ fo) — (AT (M) — f3), AT¢h)

= po(fu. ) + pal| 11 + p2(ib, f5) — i)\||A§¢|!2 + <A§f3, Agw.
4.12)

Agora, somando (4.11) e (4.12), tomando a parte real, o uso da Desigualdade

de Cauchy-Scharwz nos garante que

Kl A%+ w2 + ol A3l < C[ILlel + BN+ 143 il A% gl
5 B B
+C [l + Il + 1A% f Al
+ il E12 + a1
Como «, 8 € [—1,1],

1A% fulll A% o]l < CllAZ full [ A% ]| < CINU | Pl

Do mesmo modo

B B
1A= fa[l[[ A2l < CNU 3l F 30

Portanto,
k([ A2 + 2 + 0| A20)1* < CNUNl Fllo + pull2I1P + a9l

O que encerra a demonstracgao. [

O Lema 4.10 nos mostra que afim de obtermos uma estimativa para o operador
resolvente de .4, devemos estimar as componentes @ e Z/NJ da solucdo da equacao resolvente (4.6).

Para tanto, serdo necessarios os seguintes resultados:

Proposiciio 4.11. Seja 0 € [—1,0). Se u € D(A2), entdo
lull < CllASu]| =0 | A%u] 5.

Demonstracdo. Observe que se

entao
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Logo, o Teorema A.25 nos garante que

lull < A= (A%w)]|

< [JAT2 (A%) |7 (| A2 (Au) || =0
= || A%u]| = | Azu| =0
De onde segue a interpolacdo desejada. O

Proposiciao 4.12. Sep € (0,1) e a,b > 0, entdo
(a+0b)P < a? + 1P,

Demonstracdo. Caso a = 0 ou b = 0, nada ha de se provar. Caso a # 0 e b # 0, defina a
fungdo f : [0,00) — R dada por

Ft) =1 +1p —1—1.

Note que
fit) =p+6)~" —pt' <0,

pois
p(14+t)P~ 1 —pt?~1 <0,

ocorre se, € somente se,
(1+t)P <l

ouaindat < 1+ t. Logo, f é decrescente e como f(0) = 0, tomando ¢ = %, temos

de onde segue que

ou ainda,
(a+b)P < al + 0.

Portanto, temos a estimativa desejada. O
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Lema 4.13. Sejam «, 5 € [—1,1]. Se U € D(A) satisfaz a equagdo resolvente (4.6), entdo

ClIF3, (o, ) € 10,1] x [0,1]

S
O IR, (@08 € (1110 ¢ L) (10,1 x [0, 1),

em que 0 = | min{a, B}|.

Demonstracdo. O Lema 4.10 nos garante que basta estimarmos ¢ e ¢. Primeiramente, suponha

que « € [—1,0). Dado € > 0, segue de (4.7), dos lemas 4.8 e 4.11 e da Proposi¢éo 4.12 que

I8l = pull2lll2l
< Ul A% 3] = || AR g ==
< O (101l F ll20) 55 |43 (idg — f1)| =5
< eUIB, + C- (Ul Flln) ™= [ A3 (a2 — f)l| 5
< eU 3 + C- (Ul Flla) == (MUl + | Fll) =

< el Ul + Cel A== Ul 1F Nl + CllU Tl IF 15

Note que
1 -2« . 1 _1
21—a) 2(1—a)
entdo pela Desigualdade de Young, obtemos
plll* < elUIG, + CANT I F I3 + CEllF 3, (4.13)

Caso € [—1,0), de maneira andloga, temos
pal[d]* < el U5, + CoN (I F I3, + Cel| F 3,
Assim, encontramos a seguinte estimativa
pillgl® + palll* < 6e|lU 3, + C- [W"*a + AT+ 1P, (4.14)
Caso (3 € [0,1], o Lema 4.9 nos garante que

1912 < CIU el F 1

<
< e U3, + Cell Flf3,-

Neste caso, de (4.13) segue que

prllBIP + pall 91 < AU 3, + Ce[ I~ + 1] P,
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De maneira andloga, caso « € [0, 1], o Lema 4.8 nos garante que
pllll? < ellU3 + CllF |15
E assim, encontramos
pill @I + pallBl1* < 4ellU I, + Ce[ N7 + 1] 1P,
quando § € [—1,0) e
pull @17 + p2lll* < 2| U115, + Cell Pl (4.15)

quando $ € [0, 1].
Portando, de (4.14)-(4.15) e do Lema 4.10, temos o desejado. [

Até entdo assumimos que todas as estimativas sdo vdalidas para solu¢des da
equacdo resolvente, sem fazer referéncia a condi¢do iR C p(.A). O seguinte resultado nos diz

que as limitacdes obtidas até aqui garantem este fato:
Lema 4.14. Se o, 5 € [—1,1], entdo iR C o(A).

Demonstra¢do. Suponha que iR ¢ o(A). Segue do Lema A.9 que existem A\ # 0, (\,) C R,
(U,) C D(A) e (F,) C H tais que

A — A |Ualle=1 e F,=(i\I — AU, — 0.

Como A\ # 0, temos um absurdo, pois o Lema 4.13 nos garante que nestas

condi¢des U,, — 0 em H, o que contradiz |U, |y = 1. O

4.3 ESTABILIDADE POLINOMIAL

Primeiramente, mostraremos que o semigrupo € polinomialmente estavel.

Teorema 4.15. Sejam o, € [—1,1]. Entdo, o semigrupo {S(t)}i>0 decai polinomialmente

com uma taxa 2| min{a, f}|.

Demonstracdo. Note que se |A| > 1, o Lema 4.13 no garante que
(U5, < CA[rmmteB ) F s,

Entdo, do Lema 4.14 e do Teorema 1.4, segue o resultado. O
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4.4 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Observe que, embora tenhamos obtido decaimento, o Teorema 1.4 nos garante
apenas decaimento polinomial. Nosso objetivo, portanto, € melhorar a taxa de decaimento,
analisando quais sdo as condicdes necessarias para que ela seja uniforme. Nesse sentido, es-
tabeleceremos as condigdes necessdrias e suficientes para que o semigrupo {S(%)}i>0 seja

exponencialmente estavel.

Teorema 4.16. Se «, 3 € |0, 1], entdo para qualquer U € D(A) satisfazendo a equagdo resol-

vente (4.6), obtemos
U3 = [GAT — A) "' Fll3 < C|F |l

ou seja, o semigrupo gerado por A é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Segue direto dos lemas 4.13 e 4.14, que satisfazem as condi¢Oes para estabili-

dade exponencial do Teorema 1.5. [

Observacao 4.17. Note que na demonstracdo do Teorema 4.16, ndo foi necessdrio impor res-

tricoes para .

Para obtermos estabilidade exponencial em [0, 1] x [0, 1], ndo foi necessdrio
impor condi¢des nas constantes fisicas do problema (1.4)-(1.5). Para as demais regides estuda-

das, veremos que serd necessario assumir a igualdade da velocidade de ondas, isto é,

k_b_y (4.16)

X:
P1 P2

Observe que quando «, 8 € [—1, 0], temos
A4+ ko e D(A) e AP M)+ bip € D(A)

0 que ocorre se, e somente se, ¢, ) € D(A). Assim, o dominio do operador A definido em (4.4)

equivale a

=

D(A) ={U € H : ¢,9 € D(A), ¢, € D(A2)}

€ podemos escrever

’ @
~ _k % % 1 pax

A7 = p A (At y) =S A% 4.17)
4 ¥ )
Y — A — 2 (Azp ) — AP
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Nestas condi¢des, a equacgdo resolvente definida em (4.7)-(4.10) pode ser reescrita como

iNp—p = fi, (4.18)
iN1G + kA2 (AZp + ) + A%G = pi fo, (4.19)
iINp — ) = f, (4.20)

iApol) + DAY + k(A2 + ) + AP = pafy. 4.21)

Teorema 4.18. Suponha que (o, ) € ([—1,0) x {0}) U ({0} x [~1,0)). Se x = 0, em que x

¢ dado em (4.16), entdo o semigrupo {S4(t) }+>0 € exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Suponha que « € [—1,0) e § = 0. Multiplicando (4.21) por A%gp, temos
iApa(ih, A2) + bAY, A3p) + k(A2 + 9, A2) + (§, ) = pa(fa, A2 ).
Usando (4.18), segue que

k(A2 41, AZp) = po(fa, AZg) — idpa(th, AZ ) — b(AZY, A2 (A2)) — (4, AZ )
— pa(fa, A2) + pa(th, AZE) + po(ih, A fy)
— b(AZ), AZ(ATp+4)) + b(ARY, ATy) — (P, ATp).  (422)

Além disso, (4.19) implica em

1 1, .1 b, 1 . ~ o~
—b(A2¢, A2 (A2p 4+ 1)) = —E<A2w,p1fz —iAp1p — A%P)

b 1 )\b 1 ~ b 1 o~
= — AR, fo) — 5T AR, §) 4 £ (A3, A°9)
b 1 b 1~ b 1, . b, o~
= AR, o)~ (AN, @)~ AL i, §) + (A, A)
b P2
Logo, como = em (4.22) obtemos
P1

k(A2 + 1, AZ0) = po(fa, AZ@) + bl AZ9||? + pala, A2 f1) — (1), A3g)
b 1 1 1
b )+ (ARG - (A )| @23)

Por outro lado, multiplicando (4.21) por v, temos

A2 (0, ) + DAY, D) + k(AZp + 4, 9) + (,9) = pa(fa, ).
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o uso de (4.20) nos garante que

k(A2 +,9) + Bl AZY)1 = po( fa, ) — idpa(ih, ) — (4, )
= po(fu. ) + pal|I1* + p2(b, f3) — (¥, ). (4.24)

Somando (4.23) e (4.24), encontramos
FIAZ0 + 9|7 = palfa, A0 + ) + pa(th, A2 fr + f3) — (§, A20 + 0) + pol ¥
b 1 1
— = (B, fo) + (A3 fo,8) — —(ABp, A°G) |
P1

Os lemas 4.8 e 4.9 nos garantem que

14°3]* < CIIARGIP < CIUTll Fllae e 1917 < ClUl|F I

Agora, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Young, segue que dado

e > 0, existe C, > 0 satisfazendo
1
kI AZg + )" < CUlll| Fll + €llU 15 (4.25)
Para obter (4.25) usamos as seguintes estimativas:

(W, Az + )| < [0l A2 + ¢l| < CIONIT e < Cell I + £llU 3,

e uma vez que o < 0, temos
(A2, A°@)| < [[Az9[| A%l < CllU (x| A% 3] < Cel|AZ 31> + e[| U3
Novamente por (4.24), de maneira andloga, para |A| > 1, temos
mm%w:mmwwwﬁw+mWW+m@hw-m%+¢w

= p2(f1,¥0) — (¥, ) +P2H¢H2+P2<¢,f3> (AQSO‘H/J b+ f3)

< el Ul + ClUll| Flla + 75 HUHH

R

Por fim, multiplicando (4.19) por ¢, obtemos

{2, ©) = IAp1(B, ) + k(A2 + 9, A7) + (A%3, ).
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Usando (4.18), segue que

Pl = —pi(@, F1) — prlfa, ) + k(AT + b, AZ) + (A, )

1
<8WW%+CAWMWWH+WA%W%%MNWM (4.26)
Portanto, (4.25)-(4.26) resulta em
U115 < mwmwm+ﬂwﬁ|mwm

e do Teorema 2.20 temos o desejado.
Agora, suponha que & = 0 e 5 € [—1,0). De maneira andloga, multiplicando

(4.19) por ¢, temos
p1(f2 ) = iXprL (B, ) + k(A2 (A2 + 9), ) + (B, 9),
entao
k(A3 + 9, AZp) = p|BI1% + p1(&, 1) — (&,0) + pr{for o) (4.27)
Multiplicando (4.19) por A~24), de (4.20), obtemos
pr{fa, AT3) = iAp1 (B, AT20) + k(A3 (AT + ¥), A39)) + (, A72),

ou ainda

k(A2 +1,9) = pi{fa, A7) — (B, A720) + pr (@, A72) + pr (2, A2 f3). (428)

Somando ambas as igualdades e usando o Lema 4.9, podemos escrever

kA2 + 002 = pil| @112 + p1(@, f1) — (3, 0) + pr (o, 0)
+ p1{fa, AT20) — (B, AT3) + pi(@, ATE0) + (@, A2 f)
< e||U; + CUl F e, (4.29)

pois os lemas 4.8 e 4.9 nos garantem as desigualdades
~ B ~
IelI* < CIIUIIEFN e [|AZ1* < CIU Il F s
e como 3 € [—1,0)

1

1 B ~ B~
(3, A729)| < ClIBINIAZY] < ClIIP + ClAZ DN < ClNU I3l F e

Q
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Agora, multiplicando (4.19) por A%w, temos
iAo, A20) + R(AZ o + 1§, AY) + (B, A2y) = pi{fa, AT0).
Usando (4.20), obtemos
BIARQIP = pi(fo, A30) — k(A2 AY) — (5, A20) + p1(B, A20) + p1(3, A2 fy). (4.30)

A equagdo (4.21) nos garante que

KAbg, Av) = E(abg pofy — idoud — k(Adp + 0) - 470)
% [pz(A%so, fa) — k{A2p, A2 o+ ) — (A2, AP) + idpy( A2, 1))
— % [pz<A%so, fa) — k(AZp, Az g + ) — (AT, A%)
+ AL 9y + P AL, ).
Como % = Z—;, em (4.30) obtemos

b 1 1
BATYIZ = 2 | (fa AFY) — (3, AF) + pr (3, AL £3)
— pal A3, fu) + k(A2 A2+ 0) + (A2, AP) — po{A2 1, ),

Entao, por (4.27), segue que
bl A2 < el|U 5, + CelUllsel Fll (4.31)
Por fim, multiplicando (4.21) por v, obtemos
palfa, ) = iApa(0, ) + B{AG, ) + k(A2 o+, 0) + (AP, ).

De (4.28) e (4.31)

pall 9| = b||A%¢||2 + k?(A%SD + b, ) + (AP, 0) — pa (i, f3) — palfu, )
< el U, + CAU |1 Fle- (4.32)

Portanto, somando (4.29)-(4.32), concluimos que
U113, < ellU13, + CllU [ Flla.

Novamente, pelo Teorema 2.20 temos o desejado. [
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4.4.1 Falta de Estabilidade Exponencial

Note que para a estabilidade exponencial do semigrupo {S4(t)}+>0, ndo ana-
lisamos os seguintes casos:
ClL. (o, ) € ((0,1] x [-1,0)) U ([~1,0) x (0, 1]);
C2. = # Ze(a,f) € ([-1,0) x {0}) U ({0} x [1,0));
C3. o, 3 € [-1,0).
Mostraremos a seguir que nestas condigdes, o semigrupo {S4(¢)};>o ndo é exponencialmente

estdvel, para tanto, serdo utilizadas duas ferramentas diferentes:
* Para os casos C1 e C2, fazemos via contraexemplos;

* Para o caso C3, estudaremos as propriedades do semigrupo {S4(t)};>0 com o objetivo

de mostrar que o tipo deste semigrupo € igual a zero.

Primeiro, mostraremos que existem sequéncias ()\,) C R, e (U,) C D(A)
tais que
lim A\, =00, ||Unx=1 e lim ||(i\,]—A)U,|x =0.
n—oo n—oo

Deste modo, tomando

V,
V= (AN - AU, e F,=-—"—,
1Vl
temos HU ” ]
m [|(iAd — A) " Fylly = lim +—-P = lim =00
n—00 n—oo ||[Vollze oo || Valln

e como || F,, || = 1, isto significa que

limsup ||(iA] — A) 7| 2 = 00

[A| =00

Como o operador A ¢ auto-adjunto e A~! é compacto, seu espectro é formado
por uma sequéncia de autovalores positivos (c,,) tais que o, — oo. Para cada o,,, considere

v, € D(A) como sendo seu autovalor associado, de tal forma que
|lvall =1, Av, =0,v, e A'v, =0, re[—1,1].
Note que a existéncia de (v,,) estd garantida pelo Corolédrio A.29. Logo, queremos encontrar
U, = (apUn, iAyGpUn, CpUn, iAnCrU,) € D(A)

que satisfaca as condi¢des desejadas, em que (\,), (a,) e (¢,) serdo determinados posterior-
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mente. Nestas condicoes, temos que

0
1
[=X\2p1 + ko, + iX,08)pr v, + kprt o cavy
0
1
[ A2 py + b, + iM0l + K] pyteav, + kpytor anvy,

(iMI — AU, =

Teorema 4.19 (C1). Se (a, 3) € ([—1,0) x (0,1]) U ((0,1] x [~1,0)), entdo {S.a(t)}i=0 néo

é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Suponha que o € [—1,0) e 3 € (0, 1]. Neste caso, tome \2 = kp; o, e

1
kog
Cn: g ﬁ .an:é’nan,
)\%p2 - ban - Z)\na'n
o que implica em
0
1
(iA I — AU, = ipy " Anolanv, + kpy ol cauy,
n n O
kpy ety

Como devemos ter ||U,||3, = 1, tomando (a,) tal que

1 —1
anl? = [Klo7 + &l + boul&al? + Ko + kpapi oaléal?]
encontramos

U 12, = Kl A2 (ann) + qva||? + b A2 (covn) 12 + pal[idntntn|? + pallidncnvn]|?
1
= kloza, + cn]2 + b|a%cn|2 + plkilanﬁ + p2)\i|cn\2
1
= k|oZ + &2 + bon|€n]? + ko + /.chp;lan\gnP] a2
=1.

Devido as escolhas feitas, temos

k2o, o
1 _2B+1 X

|£7I’2 = -1 2 9 —
(kp2py~ — b)*op + kpy o

kplO'

n
e também

|an)? < (ko)™
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Logo,

1] = AU, = priM0San + kodeal” + K2 p3" cl?
= iAol + koEaPlanl® + K036l anl?
< o [haot 4 kot 6al] lanl? + K203 16, Pla
<pr! [(km)‘lcf?f% + k(km)%ffr%fﬁ] 2 (kow) ™" + K pipy o,
< (kp)™! [(kpfl)%aif + k’(k‘m)%;ﬂr + K pipyto, .

Como a < 0 e 8 > 0, temos o desejado.
Caso o € (0,1] e B € [-1,0), tome \2 = bp, 0, e

kaé
S Py e W A
O que implica em
0
(i — AU, = 8

1

[iAn0? + K| py tenvn + kpy Lok anuy,

De maneira andloga ao feito anteriormente, como queremos que ||U,,||3, = 1, devemos tomar

1 —1
eaf? = [KIGuod + 17 + b+ pRIGI + p2]
Além disso, sao validas as estimativas
Gal? S B pabTlo e enl® < (Do)
Portanto,
1
(AT — A U123 = p3  [(iMn0? + k)cpv, + kol anv,|?
1
= ,02_1|z')\n0£ +k+ k:a%Cn|2|cn|2
1 2
< gz Mol +k+ koGl | feal?
1 “1\L B 5 ,_1\L i-a]? 1
<t (") 2o 4k k(R pab iR 7| (bor)
2

< (bpa) ™! [(bpz‘l)%aﬁ +kon? + kQ(mb‘l)%@Z"]

De onde segue o desejado. 0
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Teorema 4.20 (C2). Sejam (o, 8) € ({0} x [~1,0)) U ([-1,0) x {0}). Se x # 0, entdo

{S4(t) }1=0 ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstra¢do. De maneira andloga ao feito no Teorema 4.19, note que caso o € [—1,0) e
£ =0, entdo
(6 < K2 (kpapyt — b) 20,

n

Equandoa =0¢e g € [—1,0), temos
Gal? < K2 (bprpy ' — k)0,
Em ambos os casos, teremos que
[(iAnd = A)Upnll2e — 0.

O que encerra a demonstracao. 0

Finalmente, mostraremos que caso «, 5 € [—1,0), o semigrupo {S (%) }+>0

ndo é exponencialmente estavel. Note que dado U € D(.A), de (4.17), podemos escrever

AU = AyU + BU,

em que
@ 0
—k A3 (A2 —L g
AU = 2 (2ot v) e BU=| »n"7%
) 0
— A — (Ao + o) —L AP

Pela Proposicdo A.30, sabemos que B é compacto. Além disso, como A, é o operador do
problema (1.4)-(1.5) no caso homogéneo, como feito no Lema 4.4, temos que 0 € o(Ap) e pelo

Lema 4.3, segue que A, € conservativo, o que nos permite demonstrar a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 4.21. O Cy-semigrupo {Sy(t) }+=0 gerado pelo operador Ay é unitdrio.

Demonstracdo. Primeiro, note que fazendo a mudanca de varidvel ¢ = —7, com 7 < 0, na
versdo homogénea do problema (1.4)-(1.5), obtemos o mesmo operador A, que sabemos ser
conversativo e tal que 0 € o(Ap). Deste modo, segue que Ay gera um Cy-grupo.

Assim, pelo Teorema de Stone (Ver Teorema A.20), basta provar que A, é
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auto-adjunto. Com efeito, dado U € D(Ay), temos

(iAU, Uy = k(i( A2 @ + 1)), AZg + 1) + bliAZe), Ap)
+ pui(—kpr AT (A2 + ), @) + ipa(ipy (—bAY — k(AZp + ), )
= ik(p, AZ (A2 + 1)) + ik(th, AT + ) + ib(ih, Av)
— k(A2 + 9, A1) — k(A2 + 1), ) — ib{AZ1), A29D)
= k(A3 + 9, i(AZG + 1)) + b{A2y, iA2e)
+ p1(@oi(—kpT A2 (A2 + ) + pa(t),ipy (—bAY — k(A2 + 1))
= (U, 1AoU) 5.

De onde segue o desejado. [

Note que o semigrupo {Sy(t) }+>o gerado por Ay ndo decai. Assim, mostrare-
mos que se um semigrupo ndo é exponencialmente estavel, perturbar seu gerador (A4y) por um
operador compacto (53) resulta em um operador (.A) que gera um semigrupo que também nao é
exponencialmente estdvel. Para tanto, utilizaremos o conceito de tipo essencial de semigrupos,
dado na Defini¢ao A.21.

Lema 4.22. w,,(Ag) = 0.
Demonstragdo. Primeiro, note que existe C' > 0 satisfazendo

C < ||So(t)|less < 1, Wt > 0.

De fato, suponha que isto ndo ocorra, entdo para cada n € N, existe £,, > 0 tal que

1
So(tn)lless < —.
0(ta) less < =

Assim, Sy(t,) — 0 na norma essencial, isto significa que Sy(t,,) — K em L(H), em que K é

um operador linear compacto. O que resulta em um absurdo, pois
|KU Iy = lim [[So(ta)U 1w = U]l YU € H.

Deste modo, para cada ¢ > 0, temos

Q < HSO(t) ”ess

t ~

sl _ 1
t t t

De onde segue que

1
wess(AO) == hm M _ 0

t—o00

Portanto, segue o resultado. O
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Lema 4.23. Para qualquer t > 0, o operador Sa(t) — So(t) : H — H é compacto e vale a

formula integral

t
Sa(t) — Solt) = / Solt — T)BS A(v)dr- 433)
0
Demonstrag¢do. Primeiro, mostraremos que (4.33) é vélida. Com efeito, para cada Uy € D(A)
et > 0defina V(1) = So(t — 7)S4(7)Up, com 7 < t. Deste modo,

Ly (1) = — St = P)SA+ Sult — 7)- S

= —ApSo(t — 7)SA(T)Uy + So(t — 7). AeSA(T)Uy + So(t — 7)BSA(T)Uy
= So(t — 7)BSA(T)Up.

Integrando de 0 a ¢, obtemos (4.33) para Uy € D(A). Para Uy € H, sabemos que existe
(U,) € D(A) tal que U,, — Uy em H. Para qualquert > O e 7 € [0, 1), temos

150(t = 7)Sa(T)Unll2 < |Unll2;
e observe que esta desigualdade independe da escolha de ¢ e 7. Assim, obtemos

V(7)) = So(t — 7)S4(T)U,, — So(t — 7)Sa(T)Uy =V (1), V7 € [0,1).

av, dv .
Como a convergéncia é uniforme para todo 7 € [0, ), obtemos T — I e pela unicidade do
T T
limite J
d—V(T) = So(t - T)BS_A(T)U().
-

Integrando de 0 a ¢, (4.33) segue para Uy € H.
Agora, mostraremos que S 4(t) — Sy(t) é compacto. De fato, seja (U,) C H

limitada. Como {.S4(t) }+>0 € um semigrupo de contra¢des, temos que
[S4#)Unllze < ||Unll2, V€ N.

Logo, para cada t > 0, a sequéncia (S4(t)U,) é limitada. Sendo BB compacto, existe uma

subsequéncia (que ainda serd denotada por (U,)) e V' € H tais que
BS4(t)U, =V, — V € H.
Deste modo, dado € > 0, existe ny € N tal que, se n, m > ng, entdo

Vi = Vil < e.
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Assim, como {Sy(t) }+>0 € unitério, se n, m > ng, entdo

1(Sa(t) — So(t))(Un — U = ‘ / So(t — TVBSA(T) (U — Up)dr

H

t
< / 1So(t — 7) (Vs — Vi)l
0

t
:/ HVn - VmHHdT
0

< te.

De onde segue que ((S4 — So(t))U,) é de Cauchy em #H. Portanto, para cada t > 0, o operador
Sa(t) — So(t) é compacto. O

Teorema 4.24 (C3). Sejam o, § € [—1,0). Entdo, o semigrupo {Sa(t) }+>0 ndo é exponencial-

mente estdvel

Demonstra¢do. O Lema 4.23 nos garante que para cada t > 0 o operador S4(t) — Sy(t) é

compacto, entao

1S s = inf{1S.4(8) = K]l : K € compacto}
= inf{[|Sa(t) = (Sa(t) — So(t)) — K|| ) : K é compacto}
= inf{||So(t) — K||z2) : K é compacto}
= [150()[ess-

Assim, pelo Lema 4.22 temos

Wess(A) = lim —”SA(t)Hess = lim

S t ess
M = Wess(Ag) = 0.
t—o00 t—o00 t

Uma vez que A gera um Cy-semigrupo de contragdes, entdo a Proposicdo
A.22 nos garante que wy(.A) = 0. Logo, pela Proposi¢do 2.6 e do Teorema A.5, para todo ¢ > 0

temos
1
1= Ro(Sa(8)) = lim [0 [E ey < 1S40l cco-
Portanto {S4() }+>0 ndo pode ser exponencialmente estavel. O

4.5 ANALITICIDADE

Agora, buscaremos melhorar a regularidade da solug@o obtida quando temos
a estabilidade exponencial. Para tanto, mostraremos que o semigrupo gerado por A € analitico
se, e somente se, «, 3 € [%, 1]. Para isto, utilizaremos novamente a equagdo resolvente dada em
(4.7)-(4.10).



Lema 4.25. Sejam «, 5 € [0, 1]. Se U € D(A) satisfaz a equagado resolvente (4.6), entdo
Al [kl AR + 12 + bl AR < CIU Il Fll + pr MBI + o A
Demonstragcdo. Multiplicando (4.8) por Ay, temos
Aoy @) = Midpi @ + A(A°TG + k) + kAZY, o)
= iX2pL(@, ) + MA 2@, A2p) + kA(AZG + 1, A ).
Da equagdo (4.7), encontramos

kA<A%w+w,A%so>=Ap1<f2,so>—z'vm< L0) — AMAZ P, AT )

pil(f2 fi) + (2. @) + Aoalll G117 + (2, f1)]
—ifllAZ o + <% VAR f1)].

Da equagao (4.8), obtemos
Ao (@, fr) = i(A(AT G + kp) + kA%l/f — pif2, f1)
= (A3, AR i) + k(A g+, AL fi) —ipi(fo, f1).

Assim,
kMA2p + 9, A2gp) =
De maneira andloga, multiplicando (4.10) por A\, temos

Apa(fa, ) = iN2pa (b, ) + MA~39), A2 + Ab(A24h, A3) + Nk(A2 ¢ + b, 1)),

Usando (4.9), segue que

FA(AZQ + 0, 00) + N[ AB|[2 = Apa(fu, 00) — A(AZ4, AZ) — iX2pa (8, )

= ipa[(fa, f5) + (f1, D)) — il| AZ||? — (A%, A% f3)
+ 202|011 + (1, f5)]-

Da equacdo (4.10), obtemos

A2, f3) = i{A(AT 1) 4+ by) + k(AZp + ) — pafa, f3)
= i(A % Agf:a) +ib<A%1/)7A%f3> +ik<A%§0+¢;fs> —ipa(fa, f3).

110

ip1(fa, @) + Api[| @] — i ASG|? + ik(AZp + o, A2 f1).  (4.34)
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Com isso0,

EA(A2 0 + 1, 0) + M| A2||12 = ipa(fa, ) + Apa| ]2 — il A2 5|2
+ib(A2, A2 f3) + k(A2 + 1), f). (4.35)

Somando (4.34) e (4.35) e tomando a parte real, obtemos

A [KllAZ @ + I + I ATGIE] = ApilI@I2 + Apall 2112 + Re [ipr{fo, @) + ipa( fu, )|

+ Re [ikm%@ b, AT fy + f) + ib{A2Y, A%f?))} .
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos
Al [kl A% + I + bl AR < CIUTsllFllse + pu AIBIE + oo A1
De onde segue a estimativa desejada. [

Teorema 4.26. O semigrupo gerado por A é analitico para o, 3 € [%, 1].

Demonstragcdo. Pelo Lema 4.25, basta mostrarmos que se U € D(.A) satisfaz a equagao resol-
vente dada em (4.6), entdo

prANGIE + oo AP < CIU Il F 1
Com efeito, multiplicando (4.8) por AA~%®, temos
MA@ + A(A™ G+ k) + kAT, AG) = Api(fo, AP,
isto &,
MAT 3, A103) = A fay A7F) — X1 (B, A7) — KA (i, AT7°0) — Me{A}0, A7),
Entao,

NIGI2 = A1 (fa, A9@) — iX2py | A5 3)|2 — MNe(AZp + 1, A279F)
= A1 (fa, A70@) — iN2pi | A5 1% + k[ A g
ik (A% fi, ABOB) + (i, ATTOG) + (fy, A30R)] (4.36)

Aplicando A~ em (4.8) e usando que % < a, obtemos

INWATOG + AT AT+ ) + G = p A fo,
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€ assim

A1 (fay AO@) = —ik(fa, A2~ (AZ @ + ) — il fo, @) + ipr (fo, A= ).

Retornando em (4.36), obtemos

NIBI? = —ik{ A2 fo, A2p ) —i(f2, @) +ipil| A2 ol — iNpaf A2 5
HIRATT G + ik [(A3fi, AFTG) + (5, A1) + (fs, AT9)

< a, temos pela Desigualdade de

Tomando a parte real e passando o médulo e usando que %

Young e o Lema 4.9 que
piIANGI* < CIU el F 3 (4.37)

De maneira andloga, tomando o produto interno de (4.10) por XA~ 1; obte-

mos
Midpath + A(AP1 + bp) + k(AZ + ), A90) = Apo(fa, AP4).

Logo,

MO = Ao fa, A0) — i/\2p2||A_§@Z||2 - Ab(A%;b? A%—%L) — )\]{;<A%¢ + 4, AP
= Mp2(fa, APD) — iN2po|| A5 D||2 + ib|| A2 |2 + ib(A fi, A3 ~Fe)
+ik (3, A2PP) 4 (A2 f — 1 ATOP) + (fs, APO) | + ik AP (4.38)

Aplicando A=? em (4.10), obtemos
i A7)+ DATP(AZ)) + kAP (A2 + ) + 0 = p AP fo,
e assim
Nfas AP0) = —ib(A3 P fi, AB) — k(AT fy, Abp £ §) = i1, §) + ipall A2 ™
Retornando em (4.38), econtramos

M|1? = —ib(AZ P f,, A3¢p) — k(A3 P fi, Abp + ) — i{ fo, D) + pal| A~ ful|?
— i pa|| AT\ + ibl| AT )P + ib(AZ fy, ATPP) + k|| A3 ||
ik (@, AT D) 4 (ABfi, AP) 4 (fy, A0
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Uma vez que % < 3, temos a estimativa
p2 AP < CU | F 13- (4.39)

Portanto, do Lema 4.25 e usando as estimativas (4.37) e (4.39) concluimos
que
MU, < CIU 3 F -

A conclusido segue do Teorema 3.7. [

4.5.1 Falta de Analiticidade

Afim de mostrar que o semigrupo gerado por .4 ndo é analitico caso « € [0, %)
ou 3 € [0, 1), mostraremos que existe uma sequéncia de ndmeros reais positivos (A,) C Re
(U,) C D(A) tais que

lim A\, =00, [[Upnllx=1 e lim X '|(iA\d — A)Uy,|l% = 0.
n— 00 n—00

Deste modo, tomando

Va
Vi =M1 I - AU, e F,= ,
1Vall2
encontramos
lim [ A\, (iM ] — A) 7 |l = lim ——" = lim ——— = o0.
n—s00 n—»00 ”VnHH n—s00 ”VnHH

Como || F,,||» = 1, isto significa que

limsup [|AGA — A) 7| £y = 0.

[A| =00
De maneira andloga a demonstracao dos teoremas 4.19 e 4.20, mostraremos
que existem sequéncias (\,) C Ry e (U,) C D(A) tais que

lim A\, =00, |Unllx e lim [[(i\, — A)Uy |3 = 0.
n—oo n—oo

Como p(A) é composto por uma sequéncia de autovalores positivos ¢,, — oo, podemos consi-
derar
Up = (anUn, iAy@nUn, CpUn, iAnCrv,) € D(A),

de modo que (a,) e (c,) serdo determinadas posteriormente e (v,,) € uma sequéncia de autove-
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tores satisfazendo
lonll =1, Av, =0, e A"v, =0 v, r€l0,1].
Note que nestas hipéteses, temos

0
1
[ A2 p1 + M08 + ko) pr tanvn + kplto cav,
0
1
[ A2 py + idu0? + b, + K] pyteavn + kpytoR anvy,

(ixed — AU,

Teorema 4.27. Suponha que o ou (3 pertencam ao intervalo |0, %) entdo o semigrupo gerado

por A ndo serd analitico.

Demonstragdo. Suponha que v € [0, 1). Neste caso, tome ¢, = 0 e A2 = kp; '0,,, entdo

0 0
~ X2y + i\ 0% + ko, py tanvn iy AT an Uy,
(NI — AU, — [=Anp1 oy _ |
0 0
1 1
kp;laﬁ AnUp, kp;laﬁ any,

A fim de mostrar o desejado devemos ter ||U,||4 = 1, isto é,

1 .
1Unl3 = kI A2 (anvn)lI* + pi1[lidnanvall*

1
= klanod [*llvall* + p1|Anan]*[vaI*
= 2ko,|an)?

= 1.
Tomando
|an|2 = (2]{:0”)_1,

encontramos ||U, || = 1. Assim,

1
N2 EnT = AU = A2 [pllipr Anoawvnl® + palkpy o anvn?]
= 02 [ N202 K2y 0]
= [prlon + kpipy '] lanl®
= (2kp1) o2 4 p1(202) o,

n

Como « € [0, 3), obtemos

lim ||\, (iA — A)U, |l = 0.
n—oo



115

Caso 3 € [0, 1), considere a, = 0 ¢ A2 = bp; ' 0,,. Entdo, de maneira andloga

0 0
(AT — AU, = kpfla%cnvn _ kpflaécnvn
0 0
[=Aap2 + X0y + boy, + K]y cpun [iAnoy, + K]py tcnvn

Novamente, desejamos obter (U,,) € H tal que ||U,|% = 1, ou seja,

U113, = [Ellcavall* + BILAZ ()2 + pallidncaval|?]
= [k + bo, + paX2]|ca|?
= [k + 2ba,]|c,|?
=1

Entao, tomando
len|? = (k + 2bo,) ™ < (200,) 7,

obtemos ||U,||» = 1. Com isso, se 8 € [0, 1),

NG = AU, = A2 [p1||kpflaécnvn||2 + po| (IAnay + k)3 e
= N2 [ Ko+ py (N2 + K] el
= [Fp2(bpr) ™" + p3 0’ + K07 0, e
< E2pa(20%p1) tot + (2bpa) o2 4 K2 (20%) o 2

De onde segue
lim I (i — AU, ||l = 0.

4.6 CLASSE DE GEVREY

Até entdo mostramos que a estabilidade polinomial é védlidaem [—1, 1], porém
a estabilidade exponencial e a analiticidade estdo mais restritas. Nosso objetivo a seguir é
verificar se o semigrupo {5 4() }+>¢ admite propriedades adicionais quando é exponencialmente
estdvel, porém nao € analitico.

Para tanto, trabalharemos nas regides

Rlz{(a,ﬂ)€R2:O<min{a,B}<% e a+ﬂ<1}

Ry = [(0,1] x (0,1]] \ [R: U ([3.1] x [£,1])]
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definidas como na Figura 1.5. Antes de mostrarmos a quais classes de Gevrey o semigrupo
{S4(t) }+=0 pertence, vamos demonstrar um Lema técnico que serd fundamental para as futuras

demonstracdes.

Lema 4.28. Sejam u € D(A%) ey €0, 3], entdo as seguintes desigualdades de interpolagdo

sdo vdlidas:

lull < Cl|AZul|* | A 5wl (4.40)

lull < C|A%u|| 75 [|A™T ul| 755 (4.41)

Demonstra¢do. Como A : D(A) C H — H é um operador auto-adjunto e positivo definido, o
Coroldrio A.26 nos garante a seguinte interpolacdo: dados 0 < r < p < ge u € D(A?), segue
que

4a—p

| APu|| < C|| A%ul| 5= || Amul| 5= . (4.42)

Primeiro, note que escolhendo

v 1 v 1
0. p=(L4+2) (1= D
em que p = ¢(1 — ), obtemos
p—r_al-7) _4 9-p_qv _
= =1-7 e =— =7
q—rT q q—r q

Entdo, por (4.42) segue que
Jull = | AP(A™Pu) || < C||ATPul| 77| APul?

Nestas condi¢des

e ainda, uma vez que v < % temos
2
q—p= .
2

Portanto,
lul] < Ol AZul|"7|| A 2u])".
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Por outro lado, note que mostrar (4.41) é equivalente a provar que
[Afo] < AT o] AT 75,

1 )
com v = A 1u. Assim, tome

L
T_4>p_4eq_2+47
de modo que
p-r_l=v | 4zp_ %
g—r 147 qg—r 14+~
Logo, de (4.42) segue o desejado. 0

Lema 4.29. Seja U € D(A) solugdo da equagdo resolvente (4.6). Se (o, 5) € Ry U Rs, entdo
dado € > 0, existe C. > 0 tal que

pillgl® + pall¥l1® < ellUIF, + Cela| 2=t B 3,

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponha que min{«, 5} = a. Multiplicando (4.8)
por A*%gb, temos

ML ATIGI + k(A 4, A1) + (ATG, AT §) = pi(fo, A729).
O Teorema 4.16 e o Lema 4.8 nos garantem que

@

Ul Flx-
SV

_1
[AT30]* <
Logo, de (4.40) encontramos

C||A% 3|20 A3 g2

CIA (Ul Fllae) ™ (1T el F 1)

CIA U |l Fllx

< el|Ulls + C A1 F |5, (4.43)

pill2ll®

NN

Analogamente, multiplicando (4.10) por A_%zz, odemos concluir que
g p p p q

@

|43 <
Al

U3l £l
g

Como 5 < 5, segue que

palll® < U3, + Cel A 72|15 (4.44)
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Portando, de (4.43) e (4.44) segue o desejado. ]

Veremos adiante que o Lema 4.29 nos garante que o semigrupo {S4(¢) }+=o €

de Gevrey de classe 6 > W

7] em Ry U R,. Nosso objetivo € obter a estimativa

NNl < CNE 3

onde (i\l — A)U = Fe7(a,8) € (0,1). Deste modo, podemos assumir sem perda de
generalidade que || F'||3; = 1, uma vez que o objetivo final € obter uma estimativa para a norma

do operador resolvente (iA] — .A)~!, com \ € R.

Lema 4.30. Seja U € D(A) solugcdo da equacdo resolvente (4.6). Se (a, ) € Ry, entdo dado
e > 0, existe C. > 0 tal que

pull 2l + 2|0l < ellUIf3, + CIAI e F 3,

Demonstragdo. Suponha que min{c, 3} = «. Multiplicando (4.8) por A“Z" 3, obtemos

3a—1 a—1

M| ATT B2+ k(AZp+ 0, ATE) + (AT 3, 3) = pr(fa, AT @)

Como 3“ LS 5 para a < %, o Lema 4.8 nos garante que
a1 _ C 3 1 a1 _
421 < 5 [V IRIF I + 14 21710

Logo, usando (4.41), a Proposicdo 4.12, a Desigualdade de Young com

1+ 2« n 1 B
2(14+a)  2(1+a)

obtemos

P3| < CllATE| | A g ¥

<Cwlﬁmmmwmﬁﬁhmw«wm?¢wﬂ
= {IIUH e+ ||U||1+“||Aa5195”12+‘3}
< eVl + O 1Pl + OIS U A gl . @as)
Agora, multiplicado (4.8) por A1, segue que

Z)\leAaTilgaHz + k<A%S0 + wu Aa7%¢> + <A204*1¢’ 95> = P1<f27 Aa71¢>'
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De maneira andloga, encontramos

@

a—1
AT |2 <

3 1 ~
ITIZIEZ, + 14 Bl Flls]

Retornando em (4.45) e usando a Desigualdade de Young com

2+« n 2+3a
41+a) 4(1+a)

obtemos

3o “
E ﬂvm+cw4wmm+mMWMWWMhmmwtwwH@w{

+a
—ﬂmm+cuwwmm+cw1w@wwwa+mmwwm1mH{
< U+ C. [ 4+ A5 [|FIB, + CIA 5 U7 40~ ) 755 (446)
Da equacdo (4.8), encontramos

INDLAYTI G+ KA E (Abp ) + AT G = p AT

Assim,
4% < S (10 + 1Pl
Uma vez que
1 14 2« 1 -« 14 3
Mta) Taita) L% te) ita) ¢

de (4.46) obtemos

prllgl? < dWM+C[W4”HMHMHﬂm+CMFwDWW”+MW“
< elUI, + C [ I + A58 4+ |77 4 A7 ||| P

Portanto, se o < 1 devemos ter

De onde segue que

pill@l* < ellUll3, + CIA* I FIl3,. (4.47)
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De maneira andloga utilizando (4.9) e multiplicando por AQT_lzﬁ, temos
iAol AT + (AT, AT) + k(A2 0, AT ) 4 (AT, 0) = po(fa, AT D),
Multiplicando (4.10) por Ao‘_lzz, obtemos
iApa | AT DI + B(AZ), ATI) + (AR + o, AT + (AT ) = po(fi, ATH)
e aplicando A®~! em (4.10), segue que
iAp2 AT + DAY (AZy)) + kA (AZp + ) + AP = p, A0 fy.

Usando que o + 5 < 1 e o < 3, obtemos as seguintes estimativas:

o
AT 91 < o [IOIAIP I + 147 1171

< ¢
A

3 1 ~
1A 12 < < [IUIZNFIZ + 1A Fls

49 < o 101+ 170

Logo, de maneira aniloga ao feito anteriormente, supondo que o < < 3, encontramos

191 < Ul + CIA* I [, (4.48)

Portando, de (4.47) e (4.48), temos o desejado. Caso min{«, 3} = /3, proce-

demos de maneira andloga. Deste modo, o resultado segue. [
Teorema 4.31. O semigrupo {S(t)}i>0 é de Gevrey de classe 6 > ( ; em Ry U Ry, onde

2min{a, 8}, (o, 5) € Ry

(o, f) =

min{a, }, (o, ) € Rs.

Demonstragcdo. O Lema 4.25 nos garante que

A [kl1AZo + 2 + AR IE] < A [l Bl + pall2112] + CINU el F e

Usando a Desigualdade de Young, obtemos

ElARe + vl + UIATIE < prll gl + a9 + Sl

<pil@l? + pallvl” + ellU1R, + CoIN 2 F 1.
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Logo, dos lemas 4.29 e 4.30 e usando que —2 < —27(«, 3), para ¢ > 0 suficientemente
pequeno obtemos
U113 < CIAPT@D| FIf3,.

Do Teorema 1.8, temos o desejado. O
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos as condi¢des necessarias e suficientes para que um
semigrupo seja exponencialmente estdvel ou analitico, sendo que essa caracterizagdo depende
diretamente do resolvente do operador que gera o semigrupo. Primeiro, demonstramos as condi-
cOes necessarias para a estabilidade exponencial, come¢ando com a definicdo de um semigrupo
e sua relacdo com o operador resolvente do gerador. Em seguida, caracterizamos os semigrupos
gerados por operadores setoriais, mostrando que esses devem ser analiticos, além das demais
condic¢des envolvendo o operador resolvente e operadores auto-adjuntos.

Por fim, esta teoria foi aplicada a um modelo do tipo Timoshenko abstrato

com dissipac¢do friccional dado a seguir:

P1P# + k’A%(A%SO + ) + A% = 0,

. (5.1
pathy + DAY + k(A2 + 1) + APy, = 0.

Para este sistema, foi obtida estabilidade polinomial para toda a regido estudada. Em relacdo a
estabilidade exponencial, a classe de Gevrey e a analiticidade, as regides dependem diretamente
dos expoentes da dissipacao fraciondria.

Um ponto importante a ser ressaltado é que, quando um dos expoentes da
dissipac¢do fraciondria € positivo e o outro € negativo, ndo ha estabilidade exponencial. Por outro
lado, quando um dos expoentes € igual a zero e o outro é negativo, a estabilidade é alcancada

somente quando ocorre a igualdade das velocidades de ondas

Isso demonstra que, embora possamos exigir maior regularidade de uma das dissipacdes, a
presenca de um expoente negativo impede a estabilidade exponencial.

Por fim, faremos um comparativo com os sistemas de Timoshenko abstratos
utilizados como base para este trabalho e apresentados no Capitulo 1. Para o sistema termoe-

lastico

P1Pu + kA2 (A%QD +4¢)=0
oty + DAY + k(A2 +1p) — 6APO = 0 (5.2)
pget + cAfl -+ 5145?7015 =0

proposto por [13], foram analisadas condi¢des de existéncia de solugdo e estabilidade.



Sistema (5.2) Sistema (5.1)
Expoentes BeR a,f e -1,1]
Estabilidade 1
Polinomial pelz ] a,f € [-1,1]
Estabilida'de Bolek _ b o, 3 €[0,1] ou pﬁl = ;sz e
Exponen01al 2 P 2 (avﬁ) € ({O} X [7150)) U ([7170) X {O})
Falta de Estabilidade . .
. Para os demais casos Para os demais casos
Exponencial
Classe de Gevrey Nio Considerado a,f € (0,1)
Analiticidade Nio Considerado a,fB e [%, 1]
Falta de Analiticidade Nao Considerado Demais Casos

Tabela 5.1: Comparacao com o Modelo Proposto em [13]

Para o sistema com dissipag¢do friccional

P1Pit — k(@x + w)x + Aa(ﬂt - Oa
pothu + bAY + k(p, + 1) + Aﬁ% =0.
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(5.3)

proposto por [35], foram estudadas condi¢des de existéncia, estabilidade e regularidade de so-

lucao.
Sistema (5.3) Sistema (5.1)
Expoentes a, € [0,1] a,p e [-1,1]
Est. Polinomial Nio Considerado a,f € —1,1]
. a,Be0,1]]out =L ¢
Est. Exponencial a, B €10,1] pL P2
(057/3) € ({0} X [_170 ) U ([_170) X {0})
Falta de ES t Nao Considerado Demais Casos
Exponencial

Classe de Gevrey a,p€(0,1) a,B € (0,1)
Analiticidade o, B € [3,1] o, B € [5,1]
Falta de Analiticidade | Nao Considerado Demais Casos

Tabela 5.2: Comparacao com o Modelo Proposto em [35]



Por fim, para os sistemas termoelasticos

pathu + DAY + k(o + 1) + nbre + pa A%, = 0,

1w — k(e + V) + 1A% =0,

p3ty + 0A0 + nipy, + KA'0, = 0,

P1o1 — k(2 +V)g + 1z + 111 A%y = 0,
P2ty + DAY + k(py + ) — pby + e AP, = 0,
pgé’tt + 0A0 + ,U(SOQ; + w)t + T]AVHt = 0.

propostos por [24], foram estudadas condicdes de estabilidade e regularidade.
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(5.4)

(5.5

Sistemas (5.4) e (5.5)

Sistema (5.1)

Expoentes

a, B,y €[0,1]

a>ﬁ € [_L 1]

Est. Polinomial

Nao Considerado

aaﬁ S [_17 1]

Est. Exponencial

04757’7 € [07 ”

a,BG[O,l]oup%:pi e

() € ({0} x [~1,0)) U ([~1,0) x {0})

Falta de E,St' Nio Considerado Demais Casos
Exponencial
Classe de Gevrey a,,v€(0,1) a,f€(0,1)
1
Analiticidade a,f,7 €l 1] a,B € [3,1]

com 3 = ~y para (5.5)

Falta de Analiticidade

Nao Considerado

Demais Casos

Tabela 5.3: Comparacao com o Modelo Proposto em [24]
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A RESULTADOS AUXILIARES

Nosso objetivo neste apéndice € enunciar os principais pré-requisitos utiliza-
dos neste trabalho, mais especificamente, iremos expor alguns dos resultados de teoria espectral,
semigrupos lineares e poténcias fraciondrias de operadores que fundamentam a teoria desenvol-

vida nas demais secoes.

A.1 ESPECTRO E RESOLVENTE

Defini¢do A.1. Seja A : D(A) C X — X um operador linear densamente definido, com X

espaco de Banach. Dizemos que ) estd no resolvente de A se
(i) (M — A)~' = R(\, A) existe;

(ii)) R(\, A) é limitado;

(iii) R(\, A) € densamente definido.

Neste caso, denotamos o resolvente do operador A como sendo o(A) e seu espectro serd deno-

tado por o(A) = C\ p(A).

Teorema A.2. Se A: D(A) C X — X é um operador linear densamente definido, entdo

(@) o(A) é aberto e o(A) é fechado;

(b) Se A é limitado, entdo o(A) C {\ € C: |\ < ||A]lzx)}s

(c) Se A é fechado ou limitado, entdo D(R(\, A)) = X.

Demonstracdo. Ver [18], Lema 7.2-3 e teoremas 7.3-2 e 7.3-4, paginas 373-377. [

Teorema A.3. Sejam X um espaco de Banach e A : X — X um operador linear limitado. Se

|Allzx) < 1, entdo (I — A) € inversivel, com

- 1
(I-A)7 =) A" e -4 e S 7 —
Z ST Al
Demonstracdo. Ver [18], Teorema 7.3-1, pagina 375. [

Definicdo A.4. Seja A : D(A) C X — X um operador densamente definido. A cota superior

do espectro de A é o valor
wy(A) =sup{ReA: XA € o(A)}.

O raio espectral do operador A, denotado por R,(A), é o raio da menor bola

centrada na origem que contém o resolvente do operador A.
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Teorema A.5. Seja A : X — X um operador linear limitado. Entdo,

— T n|1/n
R, (A) = 7}1_{20”14 ||£(X)'

Demonstragdo. Ver [18], Teorema 7.5-5, pagina 391.
O

Proposicao A.6. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear
densamente definido. Entdo, A — ||R(\, A)||z(x) € analitica em o(A) e vale que

o0

R(:U’v A) = Z()‘ - M)nR(/\v A>n+1v
n=0
para qualquer | € C tal que
1
=A< ——=———++—.
IR, A)lleex)
Demonstragdo. Ver [42], Teorema 1, pagina 211. 0

Lema A.7. Seja X um espaco de Banach e A : X — X um operador linear, limitado e com

inversa limitada. Se existe T' : X — X limitado tal que

1
T eex) < e,
S A 2

entdo A + T é linear, continuo e inversivel, em que A + T ¢ sobrejetor.

Demonstragdo. Note que A + T € linear. Tome u € X tal que (A + 7')u = 0. Assim, obtemos
u+ A Tu =0

e entao
u=—A"1Tu.

Por hipétese, caso u # 0, temos
lull < 1A eeo ITlecollull < [lull,

um absurdo. Logo, u = 0 de onde segue que A + T € injetor.

Agora, seja ug € Y fixado. Como A € sobrejetora, considere a aplicagio

F:X—X
ur— F(z) = A ug — A7 T
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Note que F' € tal que

1F(u) = F(2)]| = [A™' Tz — A Tul|

< NA oI T Nl coxyllu — 2],

em que |A7Y|||T|| < 1, entdo F € uma contragdo. Como X completo, segue do Teorema do

Ponto Fixo de Banach que existe um tinico u € X tal que F'(u) = u, entdo
A g — A7 Tu = w,

ou ainda
ug = Au + Tu.

Logo, A + T & sobrejetor. Portanto, como A e 7' sdo limitados, temos o desejado. O]

Lema A.8. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente definido no
espaco de Banach X. Suponha que 0 € o(A) e iR ¢ o(A), entdo deve existir w € R tal que

1 . . _
eI, <Jwl < oo, {iIA: A <|w|} Co(A) e sup [[(IA]—A)H ) = oo
A | 2cx) Al<le]

Além disso, se wy € R é tal que |wy| < |w|, entdo

sup ||(AT — A)™Y|zex) < oo.

[Al<wol
Demonstracdo. Primeiro, como 0 € g(A), podemos escrever
(N — A) = AGNATT = 1),

Assim, se )

A=Y 2y’

o Lema A.7 nos garante que (iAA~" — I) existe, é limitado e densamente definido. Logo,

1
i)\:/\<—}CQA.
A < s € o

Deste modo, como iR ¢ p(A), existe w € R tal que

Al <

1

T < |w),
A7 | 2x)

com
w & o(A), {id: Al <|wl} Co(A) e {id:|Al < |w|} & o(A).
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Suponha que

sup [|(AA — A) M zox) = M < oo

Al <|w]

Para \y € o(A), podemos escrever
A — A) = (ixo] — A)I +i(A — No)(idol — A)71].

O Teorema A.3 nos garante que a inversa existe e é limitada para

1
A — Ao < i

pois
i = M) (dol = A) ey < I = Kolll(@iro] = A) Moy < MM =1.

Caso w > 0, em particular se A = we \g = w — % n € N, obtemos

11
N — N = = < —
Ao = A= <5

para n suficientemente grande, um absurdo, pois neste caso w € p(A). Caso w < 0, basta

considerarmos \y = w + % e de maneira andloga obtemos um absurdo. Logo, devemos ter

sup [[(iA — A) |y = oo.

Al <|w]

Agora, seja |wy| < |w|. Segue que
{id A < wol} C o(A)
sendo este conjunto um compacto e A — R(A, A) continua em o(A), segue que

sup [|(iA — A) 7|z < oo

IAI<[wol
]

Lema A.9. Seja A um operador fechado e densamente definido no espago de Banach X, tal
que 0 € o(A). Se iR ¢ o(A), entdo existe w € R* tal que podemos encontrar (\,) C R,
(un) C D(A) e (f,) € X de modo que

A —w, Ju|l =1 e fo=(>MI—Au, — 0.
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Demonstragcdo. Segue do Lema A.8 que existe w € R* tal que para qualquer n € N

, 1 . _
{z)\ DA < Jw| = ﬁ} Co(A) e sup ||(iN] — A) IHL(X) < 00.

A< w5
Além disso, 0 mesmo Lema nos garante que podemos obter uma sequéncia (\,) C R com
1 . _1
lw| — - < || < Jw| e [[(iAd — A) " x) = n.

Sendo (\,,) limitada, existe uma subsequéncia (que ainda serd denotada por (\,,)) que converge

para w ou —w. Sem perda de generalidade, suponha que A\, — w, em que
Al < lwl e [[(iAT = A) e 2> n.
Logo, para cadan € N, existe v, C X \ {0} tal que

lall =1 & [I(iAnd — A) " o] > n.

Tomando
(iM I — A) "o, e U
Up = - n — . 5
[(EAn T — A)~ o, | [(EAn] — A) 1oy ||
obtemos )
[unll =1 e [full < = =0,
n
emque \, »> we f, = (i\,d — A)u,. O

A.2 SEMIGRUPOS LINEARES

Definicdo A.10. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma familia {S(t) }+>¢ de opera-

dores S : [0,00) — L(X) é um semigrupo linear se:

i) S50) =1

() S(t+r)=S(t)S(r), parat,r > 0.

Adicionalmente, temos que:

(iii) Se || S(t)|lzx) < 1, dizemos que este semigrupo é de contragées;

(iv) Se para cada v € X temos tl_i)r(gL |S(t)u — u|| = 0, dizemos que este é um Cy-semigrupo.

Cada semigrupo estd ligado a um operador linear chamado de gerador do

semigrupo. Este operador € dado da seguinte forma: Defina o conjunto

h—0t

D(A) = {u € X : lim % existe},
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entdo o gerador infinitesimal do semigrupo {S(¢) }+>0 é o operador A : D(A) C X — X dado

por
M —
Au = lim M, u € D(A).
h—07+ h
Proposicao A.11. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinite-

simal de um Cy-semigrupo. Entdo, A é fechado e densamente definido, mais ainda para cada

u € D(A), S(t)u € D(A) e vale que

d
Demonstragdo. Ver [20], lemas 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.2, paginas 24-26. 0

Proposicao A.12. Sejam X um espaco de Banach e {S(t)}i>0 e {T'(t) }1=0 dois Co-semigrupos
gerados por A. Entdo, S(t) = T(t), para todo t > 0.

Demonstragdo. Sejau € D(A). Sabemos que S(t)u e T'(t)u sdo derivaveis, entdo fixado ¢ > 0

qualquer

%(T(t —5)S(s)u) = —AT(t — s)S(s)u+ T(t — s)AS(s)u
=T(t—s)AS(s)u —T(t — s)AS(s)u

=0, Vs € [0,¢].
Logo, a aplica¢do s — T'(t — s)S(s)u é constante, em particular,

T(t)u = T(t — 0)S(0)u = T(t — £)S(t)u = S(t)u, V¢ > 0.

Entdo, T'(t) = S(t) em D(A). Como D(A) = X e S(t) e T'(t) sdo operadores limitados, segue
que T'(t)u = S(t)u paratodo u € X. O

Teorema A.13 (Hille-Yosida). Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um

operador Linear. Entdo, A gera um Cy-semigrupo se, e somente se, as seguintes condi¢des sao

vdlidas:
(i) A é fechado e densamente definido;
(ii) Existem M > 1ew € R tais que, se A\ € C com Re A\ > w, entdo A € o(A) e

M

M —A)! < ——.
IOT = A) o) < oy
Neste caso, temos que ||S(t)||z(x) < Me™, t > 0epara X € o(A)

RN\ Az =M — Az = / e MS(txdt, x € X.
0
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Demonstracdo. Ver [14], Corolario 3.6, pagina 76. [

Teorema A.14 (Hille-Yosida para Contragdes). Sejam X um espago de Banach e considere
A:D(A) C X — X um operador linear. Entdo, A gera um Cy-semigrupo de contragées se, e

somente se, as seguintes condigcoes sdo vdlidas:
(a) A éfechado e densamente definido;

(b) Se A >0, entdo \ € p(A) e
I = A) Hlex) <

> =

Demonstragdo. Ver [20], Teorema 2.2.1, pagina 27. 0
Corolario A.15. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X o gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo de contragcdes. Entdo, dado \ € C tal que Re A > 0, temos que X € o(A) e

1
A — A <=
H( ) ||£(X) Re \

Demonstragdo. Ver [30], Teorema 5.3 e Observagdo 5.4, pagina 20. [

Podemos obter alguns condi¢des mais simples para verificar quando um ope-

rador A gera um semigrupo. Para isso, precisamos do conceito de operadores dissipativos:

Defini¢do A.16. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear.

Dizemos que A é dissipativo se, para X\ > 0, temos
Mlull < (A = A)ull, Vu € D(A).

De maneira equivalente, podemos mostrar que se H ¢ um espacgo de Hilbert,
A € dissipativo se, e somente se, Re(Au,u) < 0, para todo u € D(A). Com efeito, dados
ueD(A)er>0

Nul]* < [[(M = A)ul)?
= N?|ul|* = Mu, Au) — A(Au, u) + || Aul?
= M|Jul|? — 2A Re(Au, u) + || Aul|?

Logo, temos que
1
A < — || Aul?.
Re(Au, u) < | 4u|

Entdo, fixando x € D(A) e fazendo A — oo, temos que Re(Awu, u) < 0. Reciprocamente, caso

u € D(A), uma vez que Re(Au, u) < 0, para A > 0 temos

Mlull® = (u, M) < (u, \u) — Re{Au, u) = Re(u, \u) + Re(u, —Au),
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entdo pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Allull? < Re(u, Au — Au) < | Refu, \u — Au)| < [[ull[Au — Aul|

de onde segue o desejado.

Teorema A.17 (Lumer-Phillips). Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um

operador linear densamente definido.

(a) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que \gI — A ¢é sobrejetivo, entdo A gera um Cy-

semigrupo de contragoes.

(b) Se A gera um Cy-semigrupo de contracédes, entdo A ¢é dissipativo e \I — A é sobrejetivo

para qualquer \ > 0.
Demonstragdo. Ver [26], Teorema 2.12.2, pagina 88. [

Teorema A.18. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear

dissipativo com dominio denso. Se 0 € o(A), entdo A gera um Cy-semigrupo de contragaes.

Demonstracdo. Como A é inversivel, podemos escrever
M —A=ANAT— ).

Logo, tomando [|A|z(x) < |A], temos que

1 Al

[AA) ey [[Alleo

entdo segue do Lema A.7 que (AA~! — I) € inversivel, de onde segue que existe (A] — A)~1.

Portanto, segue do Teorema de Lumer-Phillips que A gera um Cj-semigrupo de contragdes. [

O préximo resultado de caracterizacdo de geradores de semigrupos serd o
Teorema de Stone. Para este teorema, precisaremos da definicdo de uma familia de grupos

lineares, que € dada de maneira similar aos semigrupos.

Defini¢do A.19. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma familia {S(t)}icr de opera-
dores S : R — L(X) é um grupo de operadores lineares se:

() S(0) =1
(i) S(t+r)=S(t)S(r), parat,r € R.

Adicionalmente, se para cada u € X temos Pr% |S(t)u — ul| = 0, dizemos que este grupo é de
%

classe C,.
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De maneira equivalente, podemos definir o gerador infinitesimal de um grupo

{S(t)}+cr como sendo
S(h)u —u

Au = lim
h—0

, u € D(A),

em que D(A) é o conjunto dos pontos de X tais que este limite existe.
Antes de enunciarmos o teorema que caracteriza os geradores de grupos line-

ares, vale ressaltar que um operador limitado 7" : X — X € unitério caso
1T 2x) = 1.
Por defini¢do, um grupo {S(¢) }+cr € unitdrio caso
1Sz =1, vt = 0.

Teorema A.20 (Stone). Um operador A : D(A) C H — H gera um Cy-grupo de operadores

unitdrios no espaco de Hilbert H se, e somente se, i A é auto-adjunto.
Demonstracdo. Ver [30], Teorema 10.8, pagina 41. [

Seja X um espaco de Banach e considere £(X) o espaco dos operadores
limitados em X e K(X) o espaco dos operadores compactos definidos em X. Podemos definir
o espaco quociente C(X) = L(X) \ K£(X), chamada de dlgebra de Calkin e munida com a

aplicacdo de identificacdo

Q: L(X) — C(X)
T +—QT)=T+K(X)=T,

TH+KEKX)={T+K:KeK(X)}.

Deste modo, para T' € £(X), temos que a norma essencial de 7" é dada por
I Tllex) = nf{I T = Klloex) : K € LX)} = [T ess:

Nestas condig¢des, definimos o espetro essencial como sendo

Oess(T) = o(T),

em que o espectro de 7T é definido na dlgebra C(X).

Definicio A.21. Sejam X um espaco de Banache A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
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do Cy-semigrupo S(t). O tipo essencial do semigrupo {S(t)}+0 € dado por

Wess(A) = lim

t—o00

In |[S(t)]|ess
t

Proposicao A.22. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesi-

mal de um Cy-semigrupo. Entdo,
wo(A) = max{wess(A), wy(A)}.
Demonstracdo. Ver [14], Corolario 2.11, pagina 258. [

A.3 POTENCIAS FRACIONARIAS DE OPERADORES

Sejam H um espaco de Hilberte A : D(A) C H — H um operador fechado,

densamente definido e suponha que existe 0 < ¢ < 7 tal que
Ys={AeC:0<|Arg\| <7} U{0} C 0(A),
de modo que existe M > 0 que satisfaz

M
RO, Al ey < o VA € 35\ {0}

Nestas condi¢des, devemos ter que
o(A)c{ e C:|Arg)\ <0} CC,.

Assim, o Teorema 3.6 nos garante que o operador — A gera um semigrupo analitico, dado por

1
S(t) —/e”()\IjLA)ld)\, t >0,

" 2mi
com 7 sendo uma curva contida em
= {)\ eC:|Arg)| < gm} U{0} C p(—A),

indo de —ooe™* até coe™, com I < § < I + 4. Entdo, para o > 0 podemos definir

1 o
A% = —/ 7 1S(t)dt,
ta fy W

em que I'(+) € a fun¢do gama dada por

['(«) :/ t*le tdt, a > 0.
0
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Este operador satisfaz:

Propriedade A.23. Seja A : D(A) C H — H um operador linear tal que A~ estd bem
definido. Entdo, para o, 3 > 0, segue que

(i) A AP = A*(‘)H“ﬁ);

(i) A~ é um operador limitado;

(iii) A~ é injetivo.

Demonstragdo. Ver [30], lemas 6.2, 6.3 e 6.6, paginas 70-72. [

Deste modo, podemos definir o operador
AY — (Aia)il,

em que D(A®) = Im(A~?), a > 0 e A’ = I. Para este operador A%, temos:

Proposicio A.24. Seja A : D(A) C H — H um operador linear tal que A® estd bem definido.

Entdo:

(a) A“ é fechado e densamente definido, para qualquer o > 0;

(b) Se o > 3, entdo D(A®) C D(AP);

(c) A®AP = APAY = A*P em D(AY), com v = max{a, 8, + 3};

(d) A“S(t) = S(t)A* em D(A®).

Demonstracdo. Ver [30], Teorema 6.8, pagina 72. [

Teorema A.25. Se 0 = n& + (1 — &)y, com0 < € < 1en,vy = 0, entdo existe C > 0 tal que
1A% < O A"=[|]| A7~

Demonstragdo. Ver [33], Corolério 1.3.1, pagina 50. 0

Corolario A.26. Sejam 0 < r < p < qgeu € D(AY). Entdo

| APu|| < C|| ATul|a= || A"ul) =

Demonstragdo. Tomando
O=p, n=q e y=r,

temos o Teorema A.25 nos garante que

[APu]| < CllA%ul|*| A™ul"*,
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em que

O que garante a estimativa desejada. 0

Teorema A.27. D(A®) — D(A®) continuamente para 0 < f < o < 1.

Demonstragdo. A Proposigdo A.24 nos garante que D(A?) C D(A%), com

a=06+r rel01].
Deste modo, seja u € D(A?), entdo
A u]| = [|A* " ul| = AT (A,
Como A~" € limitado, segue que
[A7u]] < CllA .

O

Teorema A.28. Seja A : D(A) C H — H tal que A* estd bem definido. Se A é auto-adjunto,

entdo A% também serd auto-adjunto, para qualquer o € R.

Demonstragcdo. Caso o = (, nada hd de se provar. Se a > 0, o resultado segue direto de [23],
Exemplo 3.3.2, pdgina 70 e Corolério 5.1.12 (i1), pagina 110.
Por outro lado, note que

(A7 %, u) = (A%, AY(A™ %)) = (u, A %),

entdo A~ também é auto-adjunto. Portanto, segue o desejado. [

Corolario A.29. Seja A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto tal que A* estd bem
definido, com o > 0. Entdo, se A € o(A), temos \* € o(A%) e

A% = N\,
em que u € D(A%) é o autovetor associado a \. Mais ainda, temos que
A% = A%,

Demonstracdo. Caso a > 0, o resultado segue de [23], Proposicao 3.1.2, pagina 59. Por outro
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lado, note que se A%u = A\“u, entdo

ou ainda

Portanto, segue o resultado. O]
Proposicio A.30. Se A~! é compacto, entdo A™" é compacto para qualquer r > 0.

Demonstragdo. Seja (x,) C H uma sequéncia limitada. Como A~! é compacto, existe uma

subsequéncia de (z,,), que também serd denotada por (z,,), tal que
Alx, 5>y € H.
Assim, caso r > 1, note que
—r=-1-9,
com ¢ > 0, de onde segue que
AT, = AT (A, — A7y,

pois A~ é limitado.

Caso 0 < r < 1, considere
B=14r, v=r e 0=1-—r,

de modo que
14+7r)1-r)+A-Q=r))r=1—-r*+r*=1,

entdo vale a interpolacdo

1A 2|l = |A(A™ )|
< AT AT ) AT AT ) |1
= [l "I AT 2|

< CA ",
em que C' > 0 é uma constante que limita ||z, ||~ e que existe, pois (z,,) é limitada. Logo,

A"z, — A"zl < C|A e, — A7y, ||,
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entdo como (A~'z,) converge, esta sequéncia é de Cauchy e o0 mesmo vale para (A~"x,). Uma
vez que H é um espaco de Hilbert, segue que (A~ "z,,) converge.

Portanto, A~" é compacto. O
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