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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo o estudo das Variedades CR e do Complexo Tangencial
de Cauchy-Riemann, conceitos de extrema importancia na teoria das estruturas diferencidveis
de varidveis complexas. Uma variedade diferencidvel € um espaco topoldgico que se assemelha
a RY localmente. Isto posto, conceitos familiares de andlise em espacos Euclidianos, como
diferenciacdo, campos vetoriais e formas diferenciais, podem ser naturalmente definidos. Os
objetos base deste trabalho sdo os espagos tangentes complexos, dos quais, a partir deles, é
possivel definir uma Variedade CR. A Teoria das Distribui¢cdes e as Correntes sdo também
fundamentais na constru¢do dos resultados.

Palavras-chave: Variedades Diferencidveis. Variedades CR. Distribuicdes. Correntes. Com-
plexo Tangencial de Cauchy-Riemann.
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ABSTRACT

The goal of this work is to study the CR Manifolds and the Tangential Cauchy-Riemann Com-
plex, concepts of extreme importance in the theory of differentiable structures of complex va-
riables. A differentiable manifold is a topological space that resembles R locally. In this
way, familiar concepts of analysis in Euclidean spaces, such as differentiation, vector fields
and differential forms, can be naturally defined. The base objects of this work are the complex
tangent spaces, from which, from them, it is possible to define a CR manifold. The Theory of
Distributions and the currents are also fundamental in the construction of the results.

Keywords: Differentiable Manifold. CR Manifolds. Distributions. Currents. Tangential
Cauchy-Riemann Complex.
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INTRODUCAO

O presente trabalho estd dividido em partes. Inicialmente, o Capitulo [T apre-
senta andlise em variedades. Em seguida, os capitulos [2] e [3| abordam distribui¢des e correntes,
respectivamente. Para concluir, o Capitulo 4] desenvolve as variedades CR e o Capitulo[5] algu-
mas aplicagdes, como o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann e as Fun¢des CR.

Como a maioria dos conceitos matematicos, as ideias sobre variedades nio se
originaram de uma tnica pessoa, mas sim de anos de atividade coletiva. Em sua obra-prima
“Disquisitiones generales circa superficies curvas” publicado em 1827, Carl Friedrich Gauss
utilizou coordenadas locais em uma superficie para obter mais facilmente suas propriedades.
Além disso, ele parecia ser o primeiro a considerar uma superficie abstrata mergulhada em um
espaco Euclidiano. Alguns anos depois, Bernhard Riemann em sua palestra “Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen”, em 1854, apresentou as bases da geometria
diferencial de dimensdo superior. A palavra “variedade” é uma traducdo direta de a palavra
alema “Mannigfaltigkeit”, que Riemann usou para descrever os objetos de sua indagagdo. Os
estudos seguiram com os trabalhos de Henri Poincaré no final do século XIX. O inicio do século
XX também foi um periodo em que os espagos localmente Euclidianos figuravam em destaque.
Até que, em 1931, foi escrita a definicdo moderna de uma variedade que conhecemos hoje.

Intuitivamente, uma variedade € uma generalizagdo de curvas e superficies em
altas dimensoes. Pela sua definicao, podemos dizer que uma variedade € um espaco localmente
Euclidiano. Dessarte, conceitos familiares de andlise em espagos Euclidianos, como diferencia-
cdo, campos vetoriais e formas diferenciais, podem ser definidos. Naturalmente, esses conceitos
também estao presentes nas subvariedades.

Um dos objetos mais importantes em nossos estudos € o espaco dos vetores
tangentes em um ponto p de €2, denotado por 7,(€2). Veremos que este espaco e o espago dos
campos vetoriais sdo essencialmente o mesmo, isto é, sdo isomorfos. Utilizando de sua base
usual, € muito util a representacdo de seus elementos em coordenadas locais. Por este motivo,
desde o inicio iremos trabalhar em vista a um sistema de coordenadas.

No Capitulo2|iremos tratar a Teoria das Distribui¢des, inventada por S. Sobo-
lev e L. Schwartz por volta 1950. O propdésito das distribuicdes € remediar o fato que, no Célculo
Diferencial, nem toda func¢do € diferencidvel. Segundo Hormander, o espaco das distribuicdes
€ essencialmente a menor extensdo do espaco das funcdes continuas onde a diferenciacdo esta
sempre bem definida. Portanto, € evidente que se tenha interesse em realizar tal técnica.

Ainda em Hormander, vé-se que alguns exemplos da teoria das equacgdes di-

ferenciais necessitam de uma abordagem mais geral, como por exemplo, a equacdo da onda

*v 0% B

o T 1
92 0, (0
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cujas solugdes cléssicas sao todas da forma

v(r,y) = flx+y)+g(r—y), (2)

com f e g duas vezes continuamente diferencidveis. Porém, uma sequéncia formada por solu-
cdes classicas pode ter, como limite uniforme, uma fun¢do da forma (2) com f e g continuas.
Esta funcdo deve, portanto, ser reconhecida como solucdo da Equagio (I]) e assim a definigdo
de solucdo cldssica se mostra restritiva.

Sera definido na Seg¢do (2.2.1) a diferenciagdo para distribuigdes, tendo como
motivacdo o uso de integracdo por partes repetidas vezes. Com esta defini¢do, as funcoes se
tornam infinitamente diferencidveis neste sentido. Como consequéncia, a no¢do de diferencia-
bilidade se torna abrangentes.

No Capitulo[3|veremos que correntes sdo para as formas o que as distribuigdes
sdo para as funcOes. Sendo assim, a teoria das correntes € similar a teoria das distribuicdes,
porém, mais abstrusa.

Dada M uma variedade suave de dimensdo real N temos duas formas de
tornar 7,,(M) (que também tem dimensdo V') um espago complexo. A primeira forma é fazer
T,(M) ® C, chamado espago tangente complexificado, cuja dimensdo é 2N. O segundo modo
é tomar o maior subespaco J-invariante de 7),(M ), onde J é uma fung@o estrutura complexa.
Neste caso

Hy(M) = T,(M) N J{T,(M)}

¢ chamado espaco tangente complexo de M, cuja dimensdo € menor ou igual a 2N. O espago
H,(M) é a base para as variedades CR.

As Variedades de Cauchy-Riemann (CR) sdo um dos principais objetos de
investigacdo na teoria moderna de fun¢des de vérias varidveis complexas. Apds um desen-
volvimento lento e pacifico nos anos setenta, o interesse aumentou acentuadamente no inicio
dos anos oitenta, quando métodos da Teoria das Equagdes Diferenciais Parciais comecaram a
ser explorados com grande efeito na teoria das Variedades CR. Consequentemente, seguiu-se
uma série de fortes resultados, enriquecimento a teoria. Atualmente, as Variedades CR estdo
desfrutando de um periodo de florescimento e boas perspectivas para o futuro.

No entanto, os fundamentos de Variedades CR estudados nos anos sessenta e
setenta estdo um pouco datados e ndo atendem as necessidades do presente. Em razdo disso,
uma situacdo desconfortdvel surgiu: torna-se cada vez mais dificil informar-se adequadamente
nesta area.

Tendo em maos o conceito de subvariedades CR de C”, surge o seguinte ques-
tionamento: & possivel definir algo semelhante ao operador de Cauchy-Riemann 0 de variedades
complexas para as subvariedades CR? Quando trabalhamos em C", por exemplo, o conjunto das
(p, q)-formas suaves EP4(C™) € gerado por elementos do tipo dz! A dz/ com I = {iy,...,i,}

e J = {ji1,...,Jq} conjuntos de indices. No caso das variedades CR, pode existir um inteiro
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1 < k < n de modo que dz, € T(M), porém, dy, ¢ TC(M), ou vice versa. Assim, nio
terfamos os elementos dz;, = dxj, +idy, e dz;, = dxy, —idy, em H*"* (M). Portanto, ndo é pos-
sivel definir as (p, ¢)-formas suaves do modo padrdo. Veremos como remediar esse problema
no Capitulo |5} onde definiremos o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann.

Para uma subvariedade CR de C"™, existem duas formas de definir um Com-
plexo Tangencial de Cauchy-Riemann e ambas as abordagens aparecem na teoria. A primeira
é uma aproximacio extrinseca que usa d em C". A segunda forma é uma aproximaco intrin-
seca que nao faz uso do ambiente C" e portanto generaliza as variedades C'R abstratas. Serdo
apresentados ambas as aproximagdes e provado que os dois complexos sdo isomorfos.

A segunda parte do Capitulo[5|serd destinado as Fungdes CR e Aplicagdes CR,
como aplica¢des do Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann. As Fun¢des CR em variedades
complexas sdo andlogas as funcdes holomorfas. Entretanto, existem diferencas importantes,
como o fato das funcdes CR nem sempre serem suaves. Por outro lado, a restri¢do de uma fun-
¢ao holomorfa em uma subvariedade CR € uma fun¢do CR. Enquanto que, extensdes de funcdes
CR nem sempre sdo fun¢des holomorfas. Serd demonstrado que uma fung¢do CR analitica real

em uma subvariedade CR analitica real se estende localmente a uma fungdo holomorfa.
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1 TOPICOS DA TEORIA DE ESTRUTURAS DIFERENCIAVEIS

O objetivo deste capitulo € introduzir conceitos e resultados que servirdo de
alicerce para o desenvolvimento do trabalho. Inicialmente, introduziremos o conceito de vari-
edade diferencidvel com alguns exemplos. Em seguida, apresentaremos a definicdo de campo
vetorial e alguns resultados importantes como, por exemplo, o fato do conjunto dos campos
vetoriais ser um modulo livre e a representacdo dos mesmos em coordenadas locais. Nosso
objetivo em seguida serd provar que campos vetoriais e vetores tangentes sao essencialmente o
mesmo objeto. Poderemos assim definir as formas diferenciais, a derivada exterior e as contra-

coes. Para finalizar, faremos a complexificacdo dos espacos estudados.

1.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Definicao 1.1. Seja 2 um espaco topologico com as seguintes propriedades, ) é Hausdorff e
segundo enumerdvel. Uma estrutura diferencidvel de dimensdo N sobre () é uma familia de pa-
res F = {(U,x) : onde U é um aberto de Q) e x: U — RY é um homeomorfismo sobre x(U)}

que satisfaz as seguintes condigoes:

M U =
(Ux)eF

(ii) A fungdo x,, ox, ' : x,(UNV) — x,(UNV) é C* para cada par (U, x,,), (V,x,,) € F
comUNV 0 (figura[l.1);

(iii) F é maximal com respeito a (i) e (ii), ou seja, se (V,x,,) é um par onde V- C §) é um
abertoex, : 'V — RY é um homeomorfismo sobre sua imagem tal que, para qualquer
(U,x) € FcomU NV # 0, a composicdo x, ox™ ' : x(UNV) = x,(UNV)éC™,
temos que (V,x,,) € F.

Definicdo 1.2. Uma variedade diferencidvel de dimensdo N é um par (§2, F), onde €2 é um
espago topologico de Hausdorff segundo enumerdvel e F uma estrutura diferencidvel de di-

mensdo N sobre ). Além disso os elementos de F sdo chamados de cartas locais.

Podemos dizer que uma variedade diferencidvel é um objeto localmente Eu-
clidiano, pois para cada ponto existe uma vizinhanca U e uma funcio = : U — RY, de modo
que (U,x) é uma carta local. Dessa forma, conceitos familiares de analise em espago Eucli-
diano como diferenciabilidade, espacos tangentes e formas diferenciais podem ser definidos.

Comegaremos com o sistema de coordenadas.

Definicdo 1.3. Seja (U, x) uma carta local. Dizemos que xy, . .. ,xy sdo coordenadas de (U, x)

quando x = (x1,...,XN).
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Figura 1.1: A fungdo x,, o x, '

Em geral, pode ser dificil verificar se uma familia / dada cumpre a condi¢do
(iii) da Defini¢do[I.1] pois para isto é necessario conhecer todos os abertos de €2 e os homeomor-
fismos destes sobre abertos de R™Y. A proposicdo a seguir nos possibilita desviar da dificuldade

apresentada e dar exemplos de variedades diferenciaveis.

Proposicao 1.4. Seja F* uma familia de pares como na Defini¢do porém satisfazendo
apenas (i) e (ii). Entdo, existe uma unica estrutura diferencidavel F de dimensdo N, tal que
FrCF.

Demonstragdo. Basta supor que existem duas estruturas diferencidveis diferentes e obtemos

facilmente uma contradigdo. [
Exemplo 1.5. A seguir apresentamos alguns exemplos simples de variedade diferenciavel.

(a) Considerando F* = {(R",Id): Id:RY — R")} temos que (RY,F), onde F ¢ a

unica estrutura diferenciavel que contém JF*, é uma variedade diferenciével.

(b) Considere o seguinte espaco (esfera)

N+1
St = {(xl,xg,...,xNH) c RNV*L . fo = 1} c RN+
=1

com a topologia induzida. Sejam py o polo norte da esfera, ps o pélo sul da esfera e 7y

e mg as projecdes estereografica por py € pg, respectivamente. Defina

F* = {(Sn — {pN},ﬂ'N) , (Sn - {pS}a’]rS)}'
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s

Se F ¢ a tunica estrutura diferencidvel de dimensdo N que contém F*, entdo (S”, F) é

uma variedade diferenciavel.

(c) Seja (€2, F) uma variedade diferencidvel de dimensdo N e W C ) um aberto. Se consi-
derarmos W com a topologia induzida de €2 podemos induzir de F uma familia Fy, de
modo que (W, Fy) também seja uma variedade diferencidvel de dimensao N da seguinte

maneira:

Fw ={UnNW,x|,,w) : (U,x) € F}.

(d) Sejam (€2, F) e (¥, F’) duas variedades diferencidveis de dimensdes N e N’, respecti-
vamente. Suponha que F = {(U,x)} e F' = {(U’,x')}. Desta forma, definindo

G={(UxU,xxx); ondexxx :UxU —RYxR")},

temos que (€2 x ', G) é uma variedade diferencidvel. Assim, obtemos que o cilindro

infinito S! x R e o toro S! x S! sdo variedades.

Ju“‘
s
. 5
-.‘---‘ﬁf.----.'—---;’-—.—

-

\
1
1
1

Figura 1.2: o cilindro infinito e o toro.

A partir de agora € representara a variedade diferencidvel (2, F) de dimenséo

N, exceto quando for dito o contrério.

Defini¢do 1.6. A funcdo [ : Q — C ¢ dita ser suave quando para todo par (U,x) € F a
composicio f ox™ ! : x(U) CRY — C é C* em x(U). Denota-se por £(§2) o conjunto de tais

fungoes.

Observacéo 1.7. O conjunto £(£2) é também denotado por C'*°(£2). No entanto, optamos por

£(2) por conveniéncia.
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Definicao 1.8. Seja f : Q — C continua. O suporte de f é definido como sendo

supp(f) = {z € Q; f(x) # 0}.

Se esse conjunto for um compacto de RY, entdo é dito f ter suporte compacto.

Definicao 1.9. A funcdo f : Q) — C ¢ dita ser uma funcdo teste quando é suave, isto ¢é,

f € E(Q) e possui suporte compacto. Denota-se por D(£2) o conjunto de tais funcaes.

Definicao 1.10. Dizemos que M é uma subvariedade suave de () de dimensdo | se para cada

ponto py € M, existe uma vizinhan¢a U de py em M e uma fungéo x : U — RY tal que
(i) x: U — x(U) C RN é um difeomorfirmo.
(ii) x(po) € a origem em R,
(iii) x{U N M} é um aberto na cépia de R dado por {(t1,...,1,,0,...,0) € RV},
Observacao 1.11. No lema a seguir, A denota o Produto Exterior, que € bilinear, isto é,

v A (au+bw) = a(v Au) +blv Aw), a,beR,
(au+bw) ANv=aluNv)+bwAv), v,uwéelV,

e anti-simétrico
vAw=—-wAv ov,welV.
Em particular, v A v = (. Para mais detalhes da defini¢do de Produto Exterior, vide [6].

Lema 1.12. Suponha M C RY com a seguinte propriedade: para cada ponto py em M existe

uma vizinhanga U C RY e fungées suaves py, ..., pn—_; : U — R tais que

MNU={qeU; p(q)=...=pna(q) =0} com dpiA...Ndpy—#0 em po.
Entdo, existe um difeomorfismo x = (x1,...,xy) definido préximo a po, de modo que as
coordenadas satisfazem ;1 = p1,..., TN = pn—i. Em particular, M é uma subvariedade

suave de dimensdo .

Demonstracdo. Suponhapy € M e py,...,pn_; dadas. Como dpy A...Adpn_; # 0 em pg, po-
demos escolher coordenadas (u,v) € RY comu € Rl e v € RV~ tais que D {(p1,...,pn-1)}

em py € uma matriz ndo-singular (N —[) x (N — [). Deste modo, definimos z : RY — RY por
r(u,v) = (u, p(u,v)) com (u,v) € R x RV

onde p = (p1,...,pn_1). Pelas escolhas de coordenadas, Dz em p, é ndo-singular e logo,
pelo Teorema da Funcgdo Inversa, « € um difeomorfismo local. Portanto, = tem as propriedades

requeridas pelo lema. ]
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Exemplo 1.13. Vejamos alguns exemplos de subvariedades suaves de R”:

(a) A esfera unitdria {x € R"; |z|> — 1 = 0} é uma subvariedade de dimensdo N — 1.

Subvariedades de dimensdao N — 1 s@o chamadas hipersuperficies.

(b) Sejam (u,v) € RY coordenadas tais que u € R e v € RV¥~!, Seja h : Rl — RY~! uma

funcao suave. Defina
M = {(u,v) € RY; v = h(u)}.

Chamamos M de grifico de h. Sejam p;(u,v) = v; — hj(u), paral < j < N — [,
onde h = (hy,...,hy_;). M é identicamente zero para py, ..., py—;. Por outro lado,
dpi A ... Ndpn—; é ndo nula (em todo ponto) e assim, segue do Lema[l.12]que M € uma
subvariedade [ dimensional. Neste caso, x é dada por z(u,v) = (u,v — h(u)). A volta
também vale localmente. Concluimos que uma subvariedade pode sempre ser escrita

localmente como o gréfico de uma funcio suave.

1.2 CAMPOS VETORIAIS

Voltemos nossa atengdo para as variedades €. A seguir, vamos definir um dos
objetos principais do capitulo, os campos vetoriais. Abordaremos também alguns aspectos do
mesmo, por exemplo, mostraremos que o conjunto dos campos vetoriais € um espaco vetorial

complexo e veremos sua representacdo em coordenadas locais.

Definicao 1.14. Um campo vetorial sobre () é uma fungdo linear
L:E(Q) — E(Q),
que satisfaz a Regra de Leibniz, isto é

L(fg) = fL(g) + gL(f) Vf. g€ E(Q).
O conjunto de todos os campos vetoriais sobre ) serd denotado por X(2).
Exemplo 1.15. A seguir, veremos alguns exemplos de campos vetoriais:

(a) A derivada de uma fungdo f suave é um campo vetorial. Isto é claro, pois f’ € linear ¢
satisfaz a Regra de Leibniz.

0

ox yay

sobre R2. A prova desta afirmacdo vem do fato das derivadas parciais serem lineares e

(b) A aplicagdo L : £(R?) — £(R?) definida por L = x é um campo vetorial

satisfazerem a Regra de Leibniz.

Proposicao 1.16. Se [ € £(2) é constante, entdo L (f) = 0 para todo L € X(X2).
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Demonstracdo. Digamos que f = c e consideremos L € X(2) arbitrario. Note que, pela Regra
de Leibniz, temos L(1) = L(1-1) = L(1) + L(1) = 2L(1), de onde podemos concluir que
L(1) = 0. Deste modo, como L é linear, segue que L(f) = L(c) = c¢L(1) = 0. O
Proposic¢io 1.17. Se L € X(Q), entdo supp Lf C suppf para toda [ € E(NQ).

Demonstracdo. Seja f € £(2) qualquer, vamos mostrar que se V' C 2 é um aberto tal que
fl, = 0entdo Lf|, = 0. Com efeito, dado p € V' tome uma carta local (U, x) tal que p € U
e U C V, dai como x(p) € x(U) segue que existe ¢ > 0 tal que B-(x(p)) C x(U). De onde

podemos concluir que B: (x(p)) C B.(x(p)) C x(U), e uma vez que B:(x(p)) € compacto e
B.(x(p)) é aberto podemos definir uma fungdo ¢ : x(U) — R de forma que £ € £(x(U)), e

além disso ¢|,, = 1 e supp§ C B.(x(p)) onde K = B: (x(p)). Agora definindo ¢ : Q — R por

[ &x(q), seqeU
SO(Q)—{ 0, eqd U

temos que ¢ se anulaem Q — Ve f = (1 — ¢)f. Assim

L(f)(p) = L((1 = ) f)(p) = (1 = o) (p) L{f) + F() L((1 — #))(p) = 0+ 0 = 0.

Portanto como p € V ¢ arbitrdrio segue que Lf|, = 0 sempre que f|, = 0, ou seja, se
x € Q—suppf temos que x € 2 —supp Lf, e isto é o mesmo que escrever supp Lf C suppf.
E pela arbitrariedade de f o resultado segue. ]

Observacao 1.18. A funcido ¢ definida na demonstragcdo da Proposicao pertence a classe

das funcdes conhecidas como fungdes corte e existe mais de uma maneira de construi-la.
Como consequéncia da Proposigao temos o seguinte resultado
Proposicao 1.19. Dado W C ) um aberto, existe uma fungdo

T X(Q) — X(W)

I

L — Ly
de modo que o diagrama
Q) 5 £
3 U
EW) 5 EW)

seja comutativo.

Demonstragdo: Note que dado p € W e f € (W) é possivel determinar uma g € £(€2) tal
que f = gem V, onde V representa uma vizinhanca de p, por meio do auxilio de uma fungao
corte. Assim, se para cada L € X(Q) e f € £(W) definirmos Ly (f) dada por

Lw(f)(p) = L(f)(p), (1.1)
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onde f € £(Q) e coincide com f em uma vizinhanga de p, temos que Ly € X(W) e que a
fungdo dada por (L) = Ly € linear e torna o diagrama comutativo.
O

Antes de prosseguirmos vejamos que a definicdo de Ly, (f) na Proposi¢ao
1.19 estd bem defida. De fato, dado p € W e fungdes f , f € £(Q) tais que ambas coincidem
com f em alguma vizinhanca de p, digamos que respectivamente nos abertos U e V/, temos
que p ¢ supp ( f—f ) de onde segue pela Proposigéoque p ¢ supp(L( f—f )), ou seja,
L(f)(p) = L) (p)-

Por fim, para encerrar esta se¢do, vamos tornar X({2) uma estrutura algébrica

e apresentar um representacdo local para os campos vetoriais.

Definicao 1.20. Dados L, M € X(Q2) e A € R, definamos a soma e a multiplicacdo por escalar
em X(2) da seguinte forma:

(L + M)(f) = L(f) + M(f),
(AL)(f) = AL(]).

(1.2)

Observacio 1.21. As operagdes definidas em (1.2 sdo fechadas em X(2). Com efeito, dados
frg€&()eacRtemos que L + M satiifaz

g9)+M(af+g

+ )

)+ L(g)) + (M (f) + M(g))
) +aM(f)) + (L(g) + M(
)+

(L+M)(af +g) = L(af
(aL(f
= (aL(f
a(L(f) + M(f)) + (L(g) + M

a(L+ M)(f) + (L + M)(g),

)
= (gL(f) + fL(9)) + gM(f) + fM(9))
= (gL(f) + gM(f)) + (fL(g) + fM(g))
L(f)+ M(f))+ f(L(g) + M(g))
L+ M)(f)+ f(L+ M)(g),

istoé, L + M € X(Q2). E \L satisfaz

(AL)(af +g) = AL(af + g)
= AaL(

= a(AL(
)
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(AL)(fg) = AL(f9g)
= MgL(f) + fL(g))
= gAL(f) + fAL(9)
= g(AL)(f) + fF(AL)(9),

ou seja, AL € X(Q).
Proposicao 1.22. Se L, M € X(2) e g € £(R2). Entdo, as fungoes

gL - E(Q) — ()

(1.3)
f =g L(f),

(1.4)

estdo bem definidas e gL € X(§2)

Demonstracdo. Basta mostrar que as fungoes e sdo lineares e satisfazem a Regra de
Leibniz, como sdo contas simples e andlogas as feitas na Observagdo [I.21] deixaremos a cargo
do leitor. ]

Observagio 1.23. O conjunto X(Q2) munido das opera¢des definidas em (1.2) é um espago
vetorial. Além disso (X(£2), +) dotado da multiplicagdo dada em (1.3)) é um £(£2)-médulo.

Definicao 1.24. A funcdo definida em é chamada de comutador (ou colchete de Lie) entre

dois campos vetoriais.
Teorema 1.25. Dada uma carta local (U, x) em ) as seguintes afirmacdes sdao verdadeiras

(a) A funcdo

o, €)= &)
PR a(fa:c‘ ) ox,

pertence a X(U) paratodo j =1,... N.
(b) Se L € X(U), entdo
Y )
L=> L(xj)5— (1.5)
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Demonstracdo. Para a parte (a), vejamos inicialmente se tal func¢do estd bem definida. Dada

-1
O ox7) € E(x(U)), assim como para

f € EU) temos que fox' € E(x(U)) e portanto 5
Ly

cada (V,y) € Fy temos

(AL ox) oyt = (AL Yo woy )

Oz, Oz, ————
———— cE((V))
€ E(x(U))
segue que
-1
al‘j
0 :
Agora vamos mostrar que ™ € X(U) . Com efeito para f , g € £(U) e @ € R temos que
J
0 _ O((af +g)oxt)
-1 —1
_dlafox) +(gox)
ax]’
_ [ o(o(fexT)) | O(goxT!)
- |:Oé ( 8:15]- + aiL'j °x

~a(5 )0+ (5 ) @1

.0 . .
ou seja, — € linear. Além disso vale também que

o,
% (fg)_a((fg);xl)ox
2 i} 8((fi;al)§goxl)) y
CTE—
B XS N I TEES IO
~o(50 )+ (50 ) o
is0¢, - satisfuz a Regra de Leibniz

Agora, para (b), considere L € X(U) dado e p € U fixado. Como x(U) é aberto podemos
tomar uma bola B C R" tal que x(p) € B C x(U). Assim, tomando f € £(U) qualquer e
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definindo para cada ¢ € V onde V = x!(B) a fungdo

¢:10,1] — C
t— f((1—t)x(p) + tx(q))

com f = f ox~!, podemos aplicar o Teorema Fundamental do Calculo encontrar a seguinte

expressao

que pode ser reescrita do seguinte modo

f(x(q)) = f(x(p)) +

0
onde h;(x(q)) = / 83{ ((1 —t)x(p) +tx(q))dt. De onde podemos concluir, pela arbitariedade
0 0T;

de ¢ € V, o seguinte
N

f|v = f(p) + Zgj((xj‘v _xj‘v(p))>

Jj=1

onde g; = h; o x. Assim, aplicando Ly obtemos

Z [gij (510) 351 Lv() — 5y () Ly (9))].

e em particular

N
(0) =D 9,0 Lv(x],) ().
j=1
E por fim, da definicdo de Ly (ver[I.T)) e do fato de

)= 0a) = [ 20 02t + o = 2L on = [(2 ) 0] )

0

concluimos que
Z [(3963) ] (P) L(x;) (p)-

Entretanto f € £(U) e p € U eram arbitrarios. Logo

N
LZL ax

j=1 I
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]

Aletra (b) do Teorema nos mostra como € a representacdo de um campo
vetorial em coordenadas locais. Este tipo de representacdo serd muito presente no texto futura-

mente.
Corolario 1.26. X(U) é um E(U)-mddulo livre, isto €, possui uma base.

Demonstragdo: Vejamos inicialmente que para todo j,k = 1,..., N vale que

0

Com efeito, note que (x, o x~1)(q) = g paratodo ¢ = (qi, ..., qn) € x(U), pois
Id=xox'=(xjox ! ... xyox1).

Assim se para cada p € U denotarmos x(p) por ¢ temos que se j # k

(ai) () (p) = a(x%;_l)@(p))

O(xp ox71)

= 8—%((1)

[(xk ox ) (g + tej) — (xkox"1)(q)

= lim
t—0

t
.k — gk

= lim ——
t—0 t

=0,

eseq==Fk

o0 90 9
3x1’8x2’”"8xN
sejam g1, ..., gy € E(U) tal que

Afirmamos que { } € um conjunto linearmente independente. Com efeito,

N

0
Zgja—xj =0.
7j=1
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Assim em particular paracada k =1,..., N

N

0

Zgj <—) (x) = 0.

=1 (9x]~
Mas como consequéncia da primeira parte da demonstracio segue que paracada k =1,..., N
vale também

0 N 0
= .1 = —_— p— - —_—
9k = 9k 9k (axk) (xr) ;93 <8xj) (xr),
logo g; = O paratodo j = 1,..., N, e como os g}s foram tomados de modo arbitrario segue
o 0 0
o desejado. Portanto, como por (1.5)) temos que ¢« —, —, ..., —— » gera X(U) e segue o
6x1 8x2 8x N

resultado.

1.3 ESPACOS TANGENTES

Nesta se¢ao serd apresentada a defini¢do de espaco tangente a {2 em p, deno-
tado por 7,(£2). Provaremos que o conjunto dos campos vetoriais e dos vetores tangentes sao o
mesmo, a menos de um isomorfismo. Definiremos também os fibrados e subfibrados tangentes,
as estruturas formalmente integraveis e, por fim, o push forward.

Antes de definir o conceito de espaco tangente a {2 em p precisamos definir o

que € o germe de uma fun¢do suave em um ponto p.

Definicdo 1.27. Dado p € Q, definamos B, como sendo o conjunto de todos os pares (V, f)
onde V' C Q) é uma vizinhanga de p e f € E(V). Além disso nds diremos que dois elementos
(V, f) e (V,g) de B, estao relacionados se existir um aberto W C VNV onde f e g coincidem,

e neste caso escreveremos (V, f) ~ (V, g).
Proposicao 1.28. A relagdo ~ definida em B, é de equivaléncia

Demonstragdo. As propriedades de reflexividade e de simetria sdo triviais, portanto resta ape-
nas mostrar que ~ ¢ transitiva. De fato, sejam (V, ), (V, g) e (V, h) elementos arbitrarios de B,
tais que (V, f) ~ (f/, g)e (V. f) ~ (‘7, h), assim existem abertos W, C VN Ve W, C VN 1%
de modo que (f — g)|,,, =0e (g — h)|,, = 0. Logo, se tomarmos W = W, N W, temos que
TV é um subconjunto aberto de V NV onde f e h coincidem, isto é, (V, f) ~ (V, h). O

Observacio 1.29. A partir de agora vamos utilizar £(p) para denotar o espago quociente 3,/ ~

e dado (U, f) € B, vamos denotar sua classe de equivaléncia por f .

Defini¢do 1.30. Dada f € E(2) e p € Q). O germe da fungdo f em p é a classe de equivaléncia
de (0, f), isto ¢, f.

Definicdo 1.31. Dado p € Q, definamos a soma e a multiplicagdo por escalar em & (p) por:

f+g=/+y e af =af. (1.7)
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Afirmamos que as operacdes descritas em (1.7)) estdo bem definidas. De fato,
sem perda de generalidade suponhamos f, g € £(Q2). Assim, se f € £(V) e § € E(U) sdo tais
que (f,g) = ( f , ), entdo existem abertos Wy C V e W, C U de maneira que

flw, = flw, e Ilw, = lw,-
Dai tomando W = V N U temos que W1 N Wy C W, e além disso vale

(f +g)‘W1ﬂW2 = f|W1mW2 +g|W1mW2 = flwanQ +§‘W1HW2 = (f +§)|W10W2‘

o

Logo podemos concluir que (2, f 4 g) ~ (W, f + §) e consequentemente que f + g = f +

Agora, se (a, f) = (a,f), de maneira andloga temos of = af.

Definicao 1.32. Dizemos que uma fungdo v : E(p) — R é um vetor tangente a () em p se

satisfaz as seguintes condigoes
(i) v é linear;

(ii) v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) paratoda f, g € E(p).

O conjunto de todos os vetores tangentes a §) em p serd denotado por T,(S)) e chamado de

espago tangente a ) em p.

A seguir vamos ver que dado L € X(2) e p € Q2 podemos induzir de maneira
natural um elemento L, € 7,(£2). Além disso vamos ver também que dado v € T,(2) existe
L e X(Q)talque v = Ly,

Proposiciio 1.33. Se L € X(Q) e p € Q, entdo L, : £(p) — R dada por

Ly(f) = L(f)(p), (1.8)

onde f € £(Q) e coincide com f em uma vizinhanga de p, pertence a T,(S).

Demonstragdo. Inicialmente vejamos que L, estd bem definida. De fato, sem perda de genera-
lidade suponha f € £(Q). Assimse g € £(U) é tal que f = g temos que existe uma carta local
(V,x) talque V C U e p € V de maneira que f|,, = g|,, onde g € £(2) e é uma extensdo de

g, portanto de (I.5) e do fato da derivada ser um conceito local segue que

LB = Lo = 3 v (5)0) (5) o) o)
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isto é, L,(f) = L,(g). Agora, dados o € Re f, g € E(p), sem perda de generalidade podemos

supor que f, g € £(£2), e assim temos

Ly(af +g) = Ly(af + g) = L{af + 9)(p) = aL(f)(p) + L(9)(p) = aLy(f) + Ly(g),

Ly(fg) = L(fg9)(p) = f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p) = f(p)Lyp(g) + 9(p)Ly(f).

De onde segue o resultado.
O

Proposiciao 1.34. Dadop € Qe f € E(Q). Se f é localmente constante em uma vizinhanga de
p, entdo v(f) = 0 para todo v € T,(12).

Demonstragdo. Digamos que f = ¢ em uma vizinhanca de p e consideremos v € T,()
arbitrdrio. Note que, pela Regra de Leibniz, temos v(1) = v(1-1) = v(1) + v(1) = 2v(1), de
onde podemos concluir que v(1) = 0. Desta forma, como v é linear, segue que

o(f) = v(e) = cv(1) = 0.

Teorema 1.35. Se (U, x) é uma carta local e p € U, entdo

al )
v = Zv(ﬁ) (a) ; (1.9)
=1 "/ p

para todo v € T,(12).

Demonstragdo. Dada f € £(U) e fazendo contas andlogas a do item (b) do Teorema (1.25)
segue que existe um aberto V' C U talquep € V e

p)+ Zgj((lev —x;l,(p)),

com g; = h; ox onde h;(x(q)) = /o a(fao—g;_)((l —t)x(p) + tx(q))dt. Logo
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Assim dado v € T),(2) temos que

5 [(:2 ) fiomis
- i ( f) (£,

Assim, como para toda g € £(p) € possivel encontrar f € £(U) tal que f = g, segue que

i),

e consequentemente pela arbitrariedade de v o resultado.

Proposicio 1.36. 7,(2) C {L,: L € X()}

Demonstragdo. Por defini¢o, existe uma carta local U tal que p € U. Assim, dado v € T,,(2)
sabemos pelo Teorema que

e definindo

temos L € X(U) é tal que L, = v. Além disso, como existe g € £(Q) tal que g|,, = 1, onde
V' C U é uma vinhancade pe g|,_, = 0 (construcdo feita na Proposi¢do|1.17)), podemos definir
a aplicagdo L : £(Q2) — £(Q2) dada por

(9L)(fl)(a) seqeU

, 1.10
0 seq ¢ U (1-10)

L) - {

ou seja, um elemento L € X((2) tal que Ly = Ly. De onde podemos concluir que v = L,, que
por sua vez junto com arbitrariedade de v € T,,(£2) nos garante o resultado.
]
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As proposi¢cdes (1.33) e (1.36) nos garantem que os campos vetoriais € 0s
vetores tangentes sdo essencialmente o mesmo objeto.

E também importante saber identificar um espaco tangente em uma subvarie-

dade. Para isso temos o seguinte lema, que deve ser observado a luz do Lemal|l.12

Lema 1.37. Seja M uma subvariedade de dimensdo | de R" definida por
M={tecRY; pi(t)=...=pn_i(t) =0} com dpi A...Ndpx_; #0 em M.

Para um ponto p € M

T,(M)={L € T,(RY); L{p;} =0empparal < j< N —1}.

Demonstragdo. A prova segue diretamente do Lema Proximo a p € M podemos en-
contrar um difeomorfismo z = (xy,...,zx) com 241 = p1,..., Ty = py_;. Agora tome a
aplicagdo t — (z1(t),...,;(t)) € R' como um sistema de coordenadas para M. Do Corol-

rio [[.26) e lembrando que campos vetoriais e vetores tangentes s3o 0 mesmo objeto, podemos

() () }

0 0

¢ uma base para 7,()). Como (8_) (xx) = 0se j # k, claramente (8_) (pr) = 0 para
Lj Lj

todol <j<lel <k<N —I Segue o resultado.

concluir que

[
A seguir vamos definir os conceitos de fibrado e subfibrado tangente de (2.

Definicao 1.38. Dizemos que a unido disjunta V = U V, € um subfibrado tangente de T'({2)

peEQ
de dimensdo n e co-dimensdo N — n se ela satisfaz as seguintes condi¢coes

(i) V, é um subespago vetorial de T,(SY) de dimensdo n para todo p € ).

(ii) Dado py € ) existe uma vizinhangca Uy de po e campos vetoriais Ly, . .., L, € X(Uy) tal
que V), € gerado por Ly, ..., L, paratodo p € U.

O subespago vetorial V, é chamado de fibra de ) em p.

Exemplo 1.39. Considere Q2 = R? e
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para todo p = (p1, p2) € R?. Note que as fibras V, = span {(%)p} satisfazem as condicodes

(i) e (i7) da defini¢do. Porém, se escolhermos V), na forma

0
span (%) , sep;p >0

(&)
span = ; sepa <0
dy »

vemos que a condicdo (i) da defini¢do € satisfeita, porém a condig@o (77) ndo € satisfeita. Isto

nos mostra uma descontinuidade em torno de qualquer ponto sobre o eixo y.

Definicao 1.40. Seja V um subfibrado tangente de T(2) e W C Q um aberto. Dizemos que
L € X(W) é uma se¢cdo de V sobre W se L, € V, para todo p € W.

Definicao 1.41. Seja V um subfibrado tangente de T'(2). Dizemos que V satisfaz a condi¢do
involutiva (ou de Frobenius) quando para todo W C ) aberto vale o seguinte:

Se L e M sdo se¢oes de V sobre W entdo [L, M| também é uma secdo de V sobre W .

Definicao 1.42. Dizemos que o subfibrado tangente )V é uma estrutura formalmente integravel

sobre ) quando V satisfaz a condigdo involutiva.

Definicao 1.43. Uma solucdo cldssica para uma estrutura formalmente integrdvel V sobre §) é

uma fungdo u de classe C* em Q tal que Lu = 0 para toda segcdo L de V sobre algum aberto

de §).

Exemplo 1.44. Suponha Q2 = R? e defina

)

para todo p € R?2. Temos que o subfibrado tangente V) é uma estrutura formalmente integravel.
De fato, pela Defini¢do[I.42] basta verificarmos que V satisfaz a condigdo de Frobenius. Sejam
W C R? aberto e L, M € X(W) se¢des de V sobre W. Entdo

0 0

L:aa—x (& M:b%,
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onde a,b € £(IW). Logo,

(L, MI(f) = L(M(f)) = M(L(f))

of of
= "% (’%) —ba—x( ax)

2 2
hof  Pf _,0a0f , Pf

I P R R T

b of
( a5 = bf)_x> P paratodo f € E(W).

b
0 aa) 0 donde [L, M] é se¢do de V sobre V.

Portanto, [L, M| = (a— —b—
ox’
Além disso, considere a aplicacdo u : R? — R dada por u(p) = c para todo p € R?. E claro

u .
que u € C'(R?). Como — = 0, temos que u € solugdo cldssica para a estrutura formalmente
x

integrdvel V sobre R?.

Observacao 1.45. A fim de facilitar as notagdes, a partir de agora iremos denotar os elementos

0 ) .
da forma (—) pertencentes a 7,,(€2) por apenas EI fica subentendida a aplicagao em p.
Ij l’j

Definiciio 1.46. Seja F : RY — RY' uma funcdo suave em uma vizinhanga do ponto p € RV,
Definimos a fungdo F, : T,(RY) — Ty, (RY "), chamada push forward de F em p, da seguinte

forma

E(u){g} = vigo F}, (1.11)
parav € T,(RY) e g € E(RY).

Observacao 1.47. Se L é um campo vetorial em (2, a Equacdo se torna

[F(L)] gy {9} = Lp{g o F}.
Se F': Q — €' é um difeomorfismo, entdo F, (L) é um campo vetorial em €.
Exemplo 1.48. Vamos computar F,(0/0x;), 1 < j < N. Temos por defini¢cdo que

) _OF,
P (35, o) = g oo P =

onde F' = (Fy,..., Fy/). Portanto
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N
Se L = Z v;0/0z;, entdo

J=1

j=1

& i“ OFi )\ 2

N . J@xj b oxy,
k=1 \j=1

1.4 FORMAS

Na presente se¢io definiremos o espago dual de T),(R”), chamado espago das

formas de grau 1. Em seguida apresentaremos as r-formas, para entdo definir o pull back.

Defini¢do 1.49. O espaco dual de T,(RY) é denotado por T (R") e é chamado espago das
1-formas (formas de grau 1) de RN em p. Ou seja, este é o espaco dos funcionais lineares em

T,(RN). Se ¢ é uma forma e v é um vetor em p, entdo denotamos o valor de ¢ aplicado em v

por
<¢7 /U>p :
Seja {dz;; 1 < j < N} abase dual para {0/0z; 1 < j < N}. Assim,
< 0 > { 1 sej=k
dl‘ja 8_ = .
T/, 0 sej#k.
N N
Sea = Z a;dr; é uma 1-formae v = Z vk (0/0x}) é um vetor, entéo
j=1 k=1
N
(a,v), = Zajvj.
j=1
Note que («, v) é similar ao produto interno Euclidiano entre (o1, ..., ay) e (vy,...,vy). Uma

1-forma diferencial em um conjunto aberto 2 C R é um objeto na forma

N
o= g adx;,
Jj=1

onde cada «; é um elemento de £(£2).

Definicao 1.50. Seja V' é um espaco vetorial, serd denotado por A" (V') a r-ésima exterior de

V', cuja base e dada por

{’Uil/\---/\vir; 1§21<<ZTSN},
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onde {vy,...,ux} é uma base para V. Geralmente usamos a nota¢do vl = vy, N\ ... A\v;, com

I representando o conjunto multi-indice {i1, ..., i,}.

No contexto de vetores e formas, temos o espago dos 7-vetores A" (T, (R"))

e o espaco das r-formas A"(7(R")). Estes conjuntos possuem as seguintes bases, respectiva-

0 0 0
— = A...AN—:; 1< <, <
{8951 3JJ¢1/\ /\E)xi’l_ll< <zT_N}

mente,

T

{da' =dxjy Ao Ndwy; 1<ip<...<i, <N}.
O espago A"(T; (RY)) pode ser visto como o espago de funcionais lineares

em A"(T,(R")) pela defini¢io

(LA AP A Ay, = Z sgn(o) (¢1, vg(l)>p o <¢T,vg(r)>p,

[

onde ¢; € T(RY) e v; € T,(R") e com o somatério correndo sobre o conjunto de todas as
permutacdes o do conjunto {1,...,7}. Aqui, sgn(c) é o fator +1 se a permutagdo o for par e

—1 se a permutagdo for impar. A colegio {dz’} é a base dual para {9/dz”}, isto é,

< ; 0 > { 1 sel=.J;
d._'L' ,F =
z’/, 0 sel#J.
Se F : RN — R é uma funcio de classe C*, podemos estender a defini¢io
de push forward a fungdo F : A"(1,Q) — A" (T, tal que

FouvyAN...Av) = Fo(v) Ao A Fi(vy).

Defini¢do 1.51. Dada F' : Q — ' funcdo suave, definimos o pull back F* : £"(Q) — £7()

do seguinte modo:

(i) Ser =1, ou seja, F* : E1(Y) — EY1(Q), defina

<F*(¢)7U>p = (¢, F*(U)>F(p) ) (1.12)

comv € T,Ne ¢ € ENQ). Se v, — vem T, entdo F,(v,) = F.(v) em Tr <Y, logo

F*(¢) é funcional linear continuo em E"(Y').

(ii) Ser > 1, defina
F*(pr A Nd) = F* (1) A... NF* (). (1.13)

Notemos que, das equacdes e temos

(F*(01) Ao AFS (00,00 Ao Ay = (1 A Ay, Fuvn) Ao A F(0)) iy -
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Podemos também computar pull back de uma forma usando coodenadas. Co-

mecemos com uma forma de gral 1, dz;. Segue das defini¢des que

LN 9
<F (dxj)7a_xk>p - <d$],F* (a_xk>>F(p) .

Porém, escrevendo F' = (F7,..., Fy/), temos
0 8Fl
F(— =~ {xj0F} =

(&m) {w} = {xlo b= (’33:

e
0 8Fl

F,. [ —

Desse modo,

. ) Y 0RO OF;
<F (dz;), (9_:Bk>p = <d%‘az_: @_:Bk(p)a_xl>F( ) = O_m(p)'
- p

Agora, para um ponto p € RY temos

Z 8xk dk_dF()

Se ¢ = adx! = adx;, A ... \dr;, coma € R, entdo
F*(¢) = adF;, N ... \NdF;, .
Finalmente, para a € £(RY'), temos
F(¢) = (ao F).dF, A...NdF;, = (aoF).dF". (1.14)

Exemplo 1.52. Seja F' : R?® — R? definida por F(z,y,2) = (z + %, y2) e ¢ € E*(R?) com

¢ = v2du A dv, assim

F*(¢) = (y2)*d(z + y*) A d(y=)
= (yz)Q(dx + 2ydy) A (zdy + ydz)
= (y2)*(zdx A dy + ydx A dz + 2y*dy A dz).

Exemplo 1.53. Para a projecdo 7 : RY x R¥ — R* definido por 7(z,y) = y, 2 € RY e y € RE,
temos 7*(6) = 6(1).
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1.5 DERIVADA EXTERIOR E CONTRACAO

Nesta secdo iremos apresentar dois importantes exemplos de r-formas. A
primeira é uma 1-forma, chamada derivada exterior de uma funcdo f e denotada por df. A

segunda é uma (r — 1)-forma, chamada contragdo de ¢ por v e denotada po v _¢.

Definicdo 1.54. Sejam f € ERY), p € RY, e v € T,(RY). Define-se a derivada exterior df

sendo

{df (), v), = vif}-

Se colocarmos f sendo a fungdo coordenada z; e v sendo o vetor 9/0zy,
vemos que a derivada exterior de z; € a mesma que a base dual definida como dx; que vimos

anteriormente. Deste modo, segue que

Agora, gostariamos de estender a defini¢do de derivada exterior para formas

de alto grau e discutir suas propriedades. Primeiramente, é requerida a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.55. Uma forma diferencial suave de grau r, ou ainda, uma r-forma suave em um

conjunto aberto Q0 C RY é um objeto na forma

Qb = Z f]dxlv

[I|=r
onde cada f é um elemento de E(X2).

O espago de todas as r-formas suaves é denotado por £"(£2). Além disso,
denotamos por D" (£2) o espaco das r-formas suaves com suporte compacto. Daremos mais
énfase aos conjuntos £7(2) e D"(2) no Capitulo

Defini¢iio 1.56. A derivada exterior d : £™(2) — E™1(Q) é definida por
Ao > frda' 3 =" dfr Ada'
\T|=r \T|=r
Sendo dfr uma 1-forma suave, o lado direito é uma (r + 1)-forma suave.
Lema 1.57. Da definicdo de derivada exterior, tem-se
(i) (Regrado Produto) d(¢1A\¢s) = dpiApa+(—1)"p1Adps, para ¢y € E7(2) e gy € E5(Q).

(ii) d* =0, isto ¢, se ¢ € E"(), entdo d(d¢p) = 0.
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Demonstracdo. A parte (i) segue da Regra do Produto para diferenciacdo. Pela defini¢do de
derivada exterior, é suficiente provar a propriedade (ii) para fungdes (0-formas). Porém, isto
segue por uma simples computacdo, lembrando do fato que para funcdes suaves a derivada

parcial independe da ordem de derivacao. 0
O seguinte lema mostra que a derivada exterior comuta com o pull back.

Lema 1.58. Suponha Q C RY, Q' C RN e F' : Q — Q' uma fungdo C*. Entio, F*od = do F*
sdo fungées de E" (V) para EH(Q), para 0 < r < N'.

Demonstracdo. Suponha ¢ = adz’ com a € E(Q) e |I| = r. Segue de que
F*¢ = (a0 F)dF'.

Como d? = 0, temos
d(F*¢) = d(ao F) NdF'.
Por outro lado,
F*d¢ = F*(da A dx')
= F*(da) A dF"’.

Comparando as duas expressdes, podemos notar que para provar o lema, basta mostrar que
F*(d¢) =d(ao F) para «€ E(Q).

Usando a nota¢do F*(«) = a o F', esta equacao pode ser vista como o lema no caso r = 0. Isto

pode ser provado com a Regra da Cadeia. [

Observacdo 1.59. Dados v,w campos vetoriais suaves, a notagdo [v, w] denota o Colchete de
Lie dos vetores v e w, que € definido da mesma forma dos campos vetoriais (veja Defini¢do
1.24)): seja p € RY, entdo

[, w,{f} = v{wf} —wy{vf}, para f € ERY).

Se computarmos os Colchete de Lie nas fun¢des coordenadas f = x;, com

1 <5 < N, podemos facilmente mostrar que, para

N ) N 9
U:ZGJ'%, w:Zb]% aj,bjEE(RN)
j=1 J j=1 /
tem-se
- 9
[v, w] = : (v{b;} — w{a;}) o,

j=1
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Lema 1.60. Suponha ¢ uma 1-forma suave e v,w campos vetoriais suaves. Entdo

<d¢,2} A w> = U{<¢,’LU>} - IU{<¢,’U>} - <¢7 [’U,U)]) :

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que ambos os lados da equagdo sao multilinea-
res como fungdes dos campos vetoriais v e w. Isto € verdade para o lado esquerdo, pois produto

exterior € multilinear. Para o lado direito, veja que
[a1v, agw] = ay(v{as}).w — as(w{ai }).v + arazv, w),
com ay,ay € E(RY). Portanto, € suficiente provar o lema para v = 9/9x; e w = 9/dx;, com
1 <7,k < N. Nesse caso, [v,w] = 0 e a equagio segue de forma simples. [l
O operador contracdo 1 € definido no dual do produto exterior.
Defini¢iio 1.61. Suponha v um vetor em T,(R™) e ¢ uma r-forma emp € RN. A (r —1)-forma

v definida por

<U_J¢,U1/\.../\U7«_1>p: (gb,vAvl/\...AvT_l)p,

é chamada contragdo de ¢ por v.
Por exemplo,

0 sejFir,...,ir

0
Oz, (=) Ydz;, A ANdxy, A dwg N ... Ndx;, —sej =iy

Note que, na segunda expressao do lado direito apenas dz;, foi removido. O

operador contracdo também satisfaz a Regra do Produto, como mostra o lema seguinte.

Lema 1.62. Suponha v um vetor em T*(RN) e suponha que ¢ pertence a A"T7(RY) e ¢,
pertence a A*T(RN). Entdo,

V(1 A d2) = (vad1) A 2+ (—=1)"¢1 A (vag2).

Demonstragdo. A prova deste lema se faz primeiramente para os elementos bésicos v = 0/0z;,
¢ = dal, |I| =re ¢y =dx’, |J| = s. O caso geral segue do fato dos dois lados da equagio

serem multilineares como fungdes de v, @1 € ¢s. [

Teorema 1.63. (Teorema de Stokes) Suponha M uma subvariedade suave, orientada de dimen-

sdo | cuja fronteira estd contido em uma variedade ) de dimensdo N. Suponha ¢ € D'=*(M),

Aqui, OM tem a orientacdo induzida pelo fecho.

entdo
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Demonstracdo. Vide [3], pag 33. [

Teorema 1.64. (Férmula de Green) Seja Q2 € RY um dominio limitado cujo limite é suave e

sejam u e v funcoes suaves em (). Entdo,

/ (uNv — vNu)do = / (uAv — vAu)dz,
o0 Q

onde N é o vetor normal exterior unitdrio a Of).
Demonstragdo. Vide (3], pag 37. U

Observacdo 1.65. Nas condi¢des do Teorema de Green, se f é uma funcio suave em (2, entdo

= (or (2., 21)),

1.6 COMPLEXIFICACAO DE UM ESPACO VETORIAL REAL

Seja V' um espaco vetorial real. A complexificagdo de V' € o produto tensorial
V ®@g C (ou, simplesmente V' @ C). Claramente, V' ® C € um espago vetorial sobre os reais e é
geradoporv ® lewv ® i, comv € V. Além disso, V' ® C pode ser visto como espaco vetorial
complexo ao definir
a(v® f) =v®af,

coma, € Cev € V. Dessa forma, V ® C é gerado sobre C porv ® 1 comv € V. Se V
¢ um espago vetorial real de dimensao N, entdo dimg V' ® C = 2N e dim¢c V ® C = N. Para
simplificar a notag@o serd escrito v ou v para v ® . A forma mais natural de conjugar um
operador de V' ® C € a seguinte

v=av=7vQ Q.

Para exemplificar, seja M uma variedade suave de dimensao real N. Para
p € M, T,(M)® C é chamado espago tangente complexificado e 7)) (M) ® C chamado espago
cotangente complexificado. O espago 77 (M) ® C pode ser visto como espago complexo dual
de 7),(M) ® C ao se definir

(p®@a,L®p),= (¢ L),®ap,

com¢ € T(M), L € T,(M)ea,B e€C.

Se F' : M — N € uma funcdo suave entre duas variedades suaves, entao os
operadores push forward e pull back podem ser estendidos a configuracdo complexificada. Se
define FL.(L®a) = Fi.(L)®ae F*(¢®a) = Fup@a,para L € T,(M), ¢ € T;(M)ea € C.

O fibrado tangente complexificado T(M) é definido como

T°(M) = | T,(M)® C.

peEM
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De forma similar, o fibrado cotangente complexificado é definido por

(M) = | ) e C.

pEM

Um campo vetorial complexificado L de M é uma secio suave de TC(M). Isto significa que L
atribui para cada ponto p € M um vetor L, pertencente a 7),(M) ® C. Em qualquer sistema de

coordenadas x = (z1,...,7,): U C M — RY, pode-se expressar L por

a 0
LP = Za](p>a77
. J

J=1

onde cada a; € uma func¢@o suave de valores complexos definida em U. Um subfibrado V
de T(M) de dimensdo complexa m atribui a um subespago V, de T,(M) @ C de dimensdo
complexa m em cada ponto p € M. E requerido que esses espagos se encaixem suavemente,
no sentido que préximo a um ponto py € M existam m campos vetoriais complexos suaves
linearmente independentes L', ..., L™ tal que V, é gerado em C por L}D, o Lyt

Se M € uma variedade complexa de dimensdao complexa n, € importante dis-
tinguir entre um fibrado tangente real e um fibrado tangente complexificado. O fibrado tangente
real T'(M) e suas fibras 7,,(M ), tém dimensdo real 2n, quando admitimos )M ter dimensdo real
2n. Jd as fibras de um fibrado tangente complexificado 7,,(M) ® C tém dimensao complexa 2n.

O r-ésimo exterior de T),(M) ® C e T;(M) ® C sdo chamados de espago
de r-vetores complexificados e espaco de r-formas complexificadas, respectivamente. Seja
p € M um ponto qualquer, tem-se o fibrado de r-vetores A"T'C(M) e o fibrado de r-formas
A"T**(M). O espago das r-formas suaves de A"T*" (M) é chamado de espaco das formas

diferenciais complexas de grau r e é denotado por £"(M). Um elemento de £ (M) pode ser

escrito em coordenadas locais x = (z1,...,2x) : U C M — RY por
¢=> o',
|[I]=r

onde cada ¢; € uma funcdo suave de valores complexos em U.
A derivada exterior e a integral é facilmente generalizada para a forma com-

plexa. Em coordenadas locais, define-se

dp =Y dor Adx' € E7(M),

[|=r

onde
N

0¢
dgr =Y a—édxj.

J=1

A prova que a derivada exterior € independente da escolha das coordenadas
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locais € andloga a prova do caso real.

1.7 ESTRUTURAS COMPLEXAS

Nesta se¢do iremos definir a fun¢do estrutura complexa, que serd de extrema
importancia na definicio de Variedades CR (Capitulo ). Também iremos encontrar bases para
T,(M)eT;(M), onde M é uma variedade complexa.

Definicao 1.66. Seja V um espaco vetorial real. Uma funcdo linear J : V — V é chamada de

fungdo estrutura complexa se J o J = —1I, onde I : V — V é a fungdo identidade.

Uma fungao estrutura complexa s6 pode ser definida em espagos vetoriais de
dimensdo par, pois (det J)*> = (—1)" onde N = dimg V.

Exemplo 1.67. Seja V = T,(R*") = T,(C"). Tomemos as coordenadas de R** na forma

(71,y1,%2,Y2, - -, Tn,Yn). A estrutura complexa padrdo definida em 7},(R*") é a seguinte

0 0
! (a—%) = oy,
0 0
! (a—yj) = o,

com 1 < 5 < n. Essa funcdo estrutura complexa pode ser vista como uma simulagcao da
multiplicacdo por i = y/—1.

Lema 1.68. Se u,v € T,(R*"), entdo Ju.v = —u.Jv. Em particular Ju.Jv = u.v.

Demonstracdo. Sejam v, w € T,(R*"), suponha

= 0 .0
0= (v 03)

J=1

- 0 .0
U—Z(’l}ja—%—i—?}ja—yj).

j=1

Assim,
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Dessa forma,

- g .. 0
Ju.v = Z (—Uj’l)ja—a:j + Ujvja—yj) s

j=1

- 0 .0
u.Ju = Z (“j”ja_xj — ujvja—yj) .

j=1
Portanto, Ju.v = —u.Jv. U]

Exemplo 1.69. Um exemplo de fung¢fio estrutura complexa é dada por J : R? — R? onde

J(x,y) = (—y, ). Note que,
J(z,y).(w, 2) = (—y,2).(w, 2) = —yw + xz = (—x, —y).(—z,w) = —(x,y).J (w, 2).

A fung@o estrutura complexa J* para o espago cotangente 777 (R?") ¢ definida

sendo o dual de J. Para p € R?", tem-se
(J*¢,v), = (¢, Jv), com¢ € Ty (R*™) e v € T,(R*").
Pondo ¢ = dx; ou dy; e v = 0/0x; ou 0/0y;, obtem-se

J*dl’j = —dy]
Jdy; =dr; 1<j<n.

Um estrutura complexa pode ser definida em um fibrado tangente real de uma
variedade complexa M via push forward de C" para M com um sistema de coordenadas. Para
p € M e um sistema de coordenadas holomérfico Z : U C M — C" (com p € U), define-se a
estrutura complexa J, : T,,(M) — T,,(M) por

Jp(v) = Z N (Z(p)){J Z.(p)(v)}. (1.15)

Na Equacao J € uma estrutura complexa em C" = R?", Ao tomar z = (2, ..., 2,) com
z; = xj + iy;, segue da definicdo que J,(0/0x;) = 0/0y; e J,(0/0y;) = —(0/0x;). Além
disso, J, € independente da escolha do sistema de coordenadas holomorfico. De fato, dado um
outro sistema W : U’ — C", entdo Z o W~ € uma fung¢io holomorfa de C" em C", portanto, o
push forward comuta com J. Entdo, J, : T,(M) — T,(M) estd bem definido parap € M. De
forma andloga, uma estrutura complexa J;; se define em T (M).

Se J : V — V € uma estrutura complexa em um espago vetorial real V/,
entdo J pode ser estendido a uma funcdo estrutura complexa na complexificacdo de V' com a
configuracdo

J(aw) =aJ(v) comveVeacC.
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Dessa forma,

Jv=Jv comv €V ® C.

Como JoJ = —I em V, o mesmo acontece em V ®C. Portanto, J : VRQC —
V ® C tem autovalores +i e —i cujos autoespacos correspondentes serdo denotados por V10 e

VOl Tem-se, da dlgebra elementar que
VeC=V"a Vol

Como J7 = Juv, parav € V ® C, tem-se V1.0 = V0.1,
Podem ser facilmente construidas bases para V1? e V%!, Primeiramente,
nota-se para v € V' que, os vetores v e Jv sdo linearmente independentes em R pois J ndo tem

autovalor real. Assim, pode intuitivamente se criar uma base (em R) para V' na forma
v1, JU1, .., Uy, JUp,
onde 2n = dimg V. Afirmamos que o conjunto
{v1 — vy, ... 0, —iJu,},

é uma base para o espago vetorial V¥ de dimensdo complexa n. De fato, cada vetor v; — i.Jv;

pertence a V', uma vez que
J(vj —idvy) = —iJ?v; + Ju; = i(v; — iJvy).

Além disso, esse conjunto de vetores é linearmente independente em C. Por outro lado, o
conjunto
{vy +iJuy,...,vp +iJo,},

¢ uma base para V1.
Retomaremos para 7,()) onde M ¢é uma variedade complexa n-dimensional.
Seja (z1,...,2,) com z; = x; + 1y; um conjunto de coordenadas locais holomérfico de M.

Define-se os campos vetoriais

0 1
95 2
0 1/ 0 )

Deste modo, uma base para T,°(M) ¢ dada por {0/0z1,...,0/0z,} e uma
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base para T,"' (M) por {0/d%1, . ..,0/0%, }. Analogamente, define-se

de = dﬂfj + Zdy]

dEj:dxj—idyj, 1 S]gn

e tem-se como uma base para T;l’O(M ) o conjunto {dzy,...,dz,} e como uma base para
Tp*o’l(M) o conjunto {dzy,...,dz,}.

Com esses elementos temos as seguintes combinacoes
0 1 sej=k
dzj, 92/ .
2K/ 0 sej #k,
< 0 > { 1 sej=k
de, aT = .
Zk/ 0 sej#k.
Além disso,

0 0
<dzj7a_§k>p_0 € <d23 a—Zk>p—O

Em particular, se ¢ € T;°(M) e v € TO'(M), entdo (¢, v), = 0. Analoga-
mente, se 1) € T;O’I(M) ew € T,°(M), entdo (¢, w), = 0.

Lema 1.70. Suponha V' um espaco vetorial real de dimensdo par. Seja V um subespaco com-

plexo de V& C com as seguintes propriedades
(i) vNV = {0},
(i) VoV =V ®C.

Entdo, existe uma tinica fungdo estrutura complexa J em 'V tal que V e V sdo auto-espacos da
extensdo de J em 'V @ C.

Demonstragdo. Primeiramente, definamos J® : V ® C — V ® C por

J(L)=4iL se L€V,
JE(L)=—iL se LeV.

A propriedade (i) implica que J estd bem definida. A propriedade (i) mostra que J pode
ser estendida 2 uma funcio linear complexa, definida em todo V' ® C. Claramente, VV e V sio
os auto-espacos +i e —i para JC, respectivamente. Resta provar que J° é uma fun¢io que leva

V em V, para assim encontrarmos a .J desejada que € a restricio de J© em V. Notemos que os
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vetores

X=L+L LeV,
Y=iL-L) LeV,

sdo reais,istoé, X = XeY =Y. Logo, X e Y pertencem V' ®@ 1. Como V ¢ V=V®CV
é gerado por vetores da forma de X e Y. Como J*X =Y e J°Y = — X, temos que J é uma
funcdo de V' em V, como queriamos mostrar. [

1.8 FORMAS COMPLEXIFICADAS DE GRAU ELEVADO

Seja M uma variedade complexa de dimensdo n. Para 0 < r < 2n, foi
definido A”T*C(M ) sendo o fibrado das r-formas complexificadas e £"(M) o espago das r-
formas em M cujos coeficientes sdo funcdes suaves de valores complexos. Para0 < p,q <ne

p € M, define-se o espago
APIT(M) = AT (M)}ySAHT™ (M)}

Aqui, ® denota o produto tensorial antissimétrico. Em outras palavras, se (z1, ..., 2z,) é um

conjunto de coordenadas holomorfas de M, entdo A»9T* (M) é o espago vetorial gerado em C

por
{de" Ndz" =dziy A .. Ndzy Ndzj A NdEG D

com [ = {iy,...,ipy e J = {j1,...,J,} conjuntos de multi-indices. Analogamente, define-se

0 espago

AZIT (M) = A{THO(M)}@A{T (M)},

o qual, é gerado pelo conjunto

0 0
AN — |I| = —q\.
{azﬂazj, 1| =p,|J| q}

Ao deixar o ponto z € M variar, obtemos os fibrados AP¢(T*(M)) e AP9T' (M)
de forma usual. O espago das se¢des suaves de AP?(T*(M)) é denotado por EP4(M) e cha-
mado de espaco das formas diferenciais em M de bigrau (p, q), e seus elementos podem ser

expressados em coordenadas locais por

¢=> ¢rdz ndz’

onde cada ¢;; € uma funcdo suave de valores complexos. Em coordenadas locais z; = x; + iy,
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tem-se

1
dxj = E(dZJ‘FdEJ)

dyj = —% (de — dE]) com1 < ] <n.

Sendo assim, qualquer elemento de A™(T*" (M)) pode ser escrito como a soma de formas de
grau elevado, isto é,

AT (T (M) = AT (M) & ... & A% (T*(M)).

Portanto
E'M)=EM)@...0E"(M).

Para 0 < p,q < ncom p+ q = r, define-se a projecao natural
79 AT (M) — AP9(T*(M)).

Definicdo 1.71. O operador de Cauchy-Riemann 0 : EP9(M) — EPITY (M) e o operador
0 : EPYM) — EPTLY(M) sao definidos por

0 = 7witlod

= qPthiod,

Para uma funcdo suave f : M — C, tem-se
—~ Of of
df = ——dx; + —dy,,
If E 4% + ’ Yj
a qual pode ser reescrita como

of
Z d +Zaz]

O primeiro termo do lado direito é um elemento de £'°(M) e o segundo termo uma elemento
de £%'(M). Portanto

af ——dz;
=1 8Zj I
i = S Y,
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Assim, df = Of + Of. Nota-se também que, uma funcio C' f : M — C é holomorfa se, e

somente se, 0 f = 0. Agora, para as formas de grau elevado, tem-se

o{fdz' Ndz’}y = Of Ndz' ANdZT  com f € E(M)
o{fdz! Ndz"} = Of Ndz' NdZT
entao
df =0f +0f. (1.16)

Outras observacgdes importantes sdo que 9%¢ = 0, 52¢ =0e d0p = —D0¢
para ¢ € EP9(M). Isto segue do fato de 0 = d?>¢ = 9%¢ + (90 + 00)p + 52(;5 e que 9%¢, (00 +
00)¢p e 52gb possuem bigraus diferentes ((p+2,q), (p+1,¢+1) e (p, ¢+ 2), respectivamente).

Lema 1.72.

(i) d =0+ 0;

(ii) 2 =0,00=—-00ed =0.
Demonstragdo. Segue da Equagao[I.16] O
Lema 1.73. Se f € EP9(M) e g € EM°(M), entdo

AfAng) = Of Ng+(=1)"*f Ady,
AfNg) = Of Ng+ (=1)PTf Adg.

Demonstracdo. Segue da Regra do Produto para derivada exterior. [

Lema 1.74. Sejam M e N variedades complexas e F' : M — N uma funcdo holomorfa. Se
¢ € AR T*(N), entdo F*¢ é um elemento de AZ9T*(M).

Demonstragdo. Sejam wy, . . ., w, um sistema de coordenadasem N e F; = wjo F': M — C,
1 <7 < n,entdo

F*d’LUj = dF] € F*d@] = dfj
Como F ¢é holomorfa, F; = 0. Conjugando obtem-se dF; = 0. Assim, como d = 9 + 0,

tem-se

F*dw; = OF; € A"°T*(M)

F*dw; = 0F; € A™'T*(M).
Se |I| = pel|J| = q, entdo F*(dw! Adw’) € AP4T*(M). Como {dw! Adw’;|I]| = p,|J| = q}
¢ uma base local de AP9T™*(N), a prova estd completa. O

Sabe-se da Sec¢do que o operador pull back comuta com a derivada exte-
rior. Dada uma fun¢@o holomorfa entre variedades complexas, o operador pull back também

comuta com 0 e d, como diz o préximo lema.
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Lema 1.75. Sejam M e N variedades complexas e F' : M — N uma fun¢do holomorfa. Entdo
F*od=00F*eF*0d=00F"

Demonstracéo. No lado esquerdo da equagdo F* o0 = 0o F™* o operador 0 estd em N enquanto
que no lado direito 0 estd em M. Como F* comuta com a derivada exterior e preserva o bigrau,

a prova do lema segue facilmente. 0

Lema 1.76. Se f é uma funcdo suave de valores complexos definida em uma variedade com-

plexa M, entdo

0f = L(df —iJdf)

of = %(deriJ*df).

O operador J* o d também pode ser denotado por d*. Logo, (1/2)d® = (1/2)J* o d é parte

imagindria do operador 0.

Demonstracdo. Dada a fung¢@o f, a forma Of pertence a T*l’O(M ), 0 qual é o auto-espaco +i
de J*. Da mesma forma, 0 f pertence a 7 (M), o qual é o auto-espaco —i de J*. Aplicando
J* na equacdo df = 0f + Of, obtem-se

Jdf =i0f — i0f.

Somando esta equagio com idf = i0f +i0f e dividindo o resultado por 2i prova-se a primeira

afirmacao do lema. A segunda se prova de forma similar. [
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2 TEORIA DAS DISTRIBUICOES

A Teoria das Distribui¢des generaliza noc¢des classicas da Andlise Matema-
tica. Isto possibilita, em Equacdes Diferenciais Parciais, um estudo sistematico das solucdes
fundamentais, pois € permitido derivar uma maior classe de funcdes. Neste texto, é definido
o espaco das distribui¢des e suas operagdes essenciais, dispondo de exemplos. Também se
demonstra que se uma funcdo € diferencidvel no sentido classico, entdo a derivada nos dois
sentidos coincidem. Em seguida, para ilustrar a forca das técnicas apresentadas, se calcula
as solugcdes fundamentais para algumas equacdes diferenciais parciais de suma importancia, a

saber: o operador de Cauchy-Riemann em C e o Laplaciano A em R,

2.1 OS ESPACOSD'E &’

Seja © um conjunto aberto de RY. A topologia em £(f2) pode ser descrita
pelas seminormas a seguir. Seja { K, } uma sequéncia de subconjuntos compactos encaixados

de 2 tal que U K, = Q. As seminormas p,, : £(2) - R,n = 1,2, ..., sdo definidas por

n=1

pu(f) = sup [D*f(x)] , fe&).

rei,
Tem-se que f,, — f em £(Q) se, e somente se, p,,(frn) — pu(f) — 0 quando
m — oo para cadan = 1,2,.... Munido desta topologia, £(f2) é completo (Boggess, 1991)
e tem a seguinte propriedade: uma sequéncia (f,) converge para f em £(£2) quando D*f,
converge uniformemente a D f em cada subconjunto compacto de €2, para cada multi-indice

a=(ag,...,ay),onde

olal

) —
aq N
Oz ...0xY

€ ‘CK’ =o1+ ...+ ay.
No espaco D(2) C &() serd empregada a topologia do subespago. A
sequéncia (¢,) é dita convergir a ¢ em D({2) se existe um compacto fixado K que contém

o suporte de cada ¢,, e tal que D*¢,, — D“¢ uniformemente em K para cada a.

,

Definicdo 2.1. Dado um subconjunto aberto Q) de RY, o espaco das distribui¢coes D'(2) é
definido como sendo o dual topolégico do espaco D(R2). Isto é, D'(2) é o espago de todos os
funcionais lineares continuos T : D(2) — C. Analogamente, £'({2) é definido como o espago
dual topolégico de E(X2).

Nota-se que £'(2) é um subespaco de D’'(2), pois D(£2) C £(12) e, se uma

sequéncia converge em D((2), ela também converge em £(€2). O pareamento entre um elemento
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T de D'(€2) e um elemento ¢ de D({2) serd denotado por (T, ¢)q € C.

Exemplo 2.2. Dado um ponto p € R”, a distribui¢do delta de p, d,, é definida em &'(R") por

(60 Dx = FB) , | € ERY).

De fato, §, € linear visto que, dados f e gem E(RY) e a € R,

(6p; af + g)rv = (af + g)(p) = af(p) + g(p) = a0y, flrr + (6p, 9)rN,

e 0, € continua pois dada uma sequéncia (f,,) e f em E(RY),

|(0p, fr)ry — (8p, [l | = [ fn(p) — f ()],

ou seja, se f, — fem E(RY), entdo (6, f)zy — (0p, f)rv em C.

O préximo exemplo € o mais importante da Teoria das Distribuicdes. A saber,
é possivel ser feita uma identificagdo entre o espago L;. .(€2) e um subconjunto préprio de D'(12),
visto que, dada uma funcdo f localmente integravel em (2, pode-se definir, de modo injetivo,
a distribui¢do 7. Ressaltamos que, na Secdo (2.2), as fungdes suaves serdo trabalhadas como

distribui¢des, pois sdo localmente integraveis.

Exemplo 2.3. Seja f uma fun¢do localmente integravel em (2. Entdo, T pode ser visto como

um elemento de D’(£2) quando se define

abwnz/mfuwmwx,¢epm» @.1)

A linearidade € clara, e a continuidade decorre da estimativa

\@ﬁnﬂ<wm¢1/’ »)dr,

uma vez que, dados (¢,,) e ¢ em D(9),

|<Tf7 (bn) Tf’

(/ F(@)bn(z dx—/ e

) (@ () — o(x))d

< sup]¢n ]/ x)|dx.

Dessa forma, se ¢,, — ¢ em D(2), entdo (T, ¢n)o — (Tf, ¢)q. Assim,
Ty = (T}, .)q define um elemento de D’(€2). Se o suporte de f é um subconjunto compacto de
€2, entdo T’y é um elemento de £'((2).
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A Identificacdo (2.1)) € injetiva, em outras palavras, se (T, ¢)q = (1,, ¢)a
paratoda ¢ € D(2) e f e g sdo localmente integraveis, entdo f = g ¢.t.p.. Com efeito, se K é
um compacto de 2, h = f — g q.t.p. e » € D(Q) éigual a 1 em K e 0 fora de (2, entdo 1h é

integravel em R”. Considere

wi)oe) == [ e (T2 )y = (17 9~ (T, 5)a =,
onde B(y) = e "Y(y)¢ (=2) € D() e ¢ € D(12). Segue (Teorema 1.2.1, Hounie, 1979) que

l/W@MUAx)—(¢hX$H¢E=\K¢h%-—¢hm'—ﬁ()qumﬂo e —0,

e daf conclui-se que b = 0 ¢.t.p. e, em particular, h(z) = 0 ¢.t.p. em K. Tomando uma
sequéncia de compactos { K, } tais que UK, = €, obtém-se que f = g q.t.p..
A Partir de agora, serd abandonada a notag@o 7' e serd escrito simplesmente

(f,0)a = / fodzr. Uma distribui¢do 7" em D’ (€2) ou £'(£2) é dita se anular em um aberto U de
Qse (T, ¢)q = 0paratoda ¢ € D(U). O suporte de uma distribui¢do 7" (denotada por supp T)

¢ definido como sendo o menor conjunto fechado em (2 que contém o conjunto em que 7’ ndo se
anula. No Exemplo (2.2)), supp ¢, € o conjunto unitdrio {p}, poisse p ¢ U e f € D(U) entdo
f(p) = 0. No Exemplo , o suporte de f, vista como distribui¢do, € igual ao suporte usual
de f, vista como funcdo definida em €2, ja que, se f se anulaem U C € entdo (f, ¢)q também
se anula para toda ¢ € D(U).

Lema 2.4. Se T é um elemento de £' (), entdo existe um compacto K C Q, um inteiro M > 0,

e uma constante C' > ( tais que

(T, flal < C sup [Df(x)] , fe€&Q). (2.2)

o <n
z€EK,
Em particular, supp T' C K. Por outro lado, se T é um elemento de D'() e

supp T é compacto em (), entdo T define um elemento de E'(X2).

Demonstracdo. E um fato padrio da topologia que um funcional linear e continuo definido
em um espaco de Fréchet é limitado. Entdo, a Inequacdo (2.2) segue para algum inteiro M,
constante C, e conjunto compacto K. Em particular, supp T deve estar contido em K, porque
se ndo, deveria existir um elemento f € D(2 — K) com (7, f)q # 0, o que contradiz a
inequagao.

Para a reciproca, suponha que 7" pertenca a D'(Q2) e supp T' é compacto. Seja

¢ € D(2) uma fungdo suave com ¢ = 1 em uma vizinhanga de supp T (fung@o corte). Defina
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O lado direito estd bem definido pois ¢ f pertence a D(€2) e T pertence a D’(2). Além disso, se
fn — fem E(Q), entdo ¢ f, — ¢f em D(2). Portanto, essa defini¢do para 7" faz uma distri-

bui¢do bem definida em £'(€2). Como 1 — ¢ é nula em uma vizinhanga de supp T, claramente
(T, (1 —¢)f)o =0 paracada f € D().

Consequentemente, na Defini¢éo (2.3)), 7' é uma func@o linear atuando em £(£2) de acordo com
a defini¢do original de T', uma fung¢@o linear atuando em D(2) C E(Q). ]
Os espacos D'(Q2) e £'(2) sdo dotados de uma topologia chamada topologia

fraca. Nesta topologia, diz-se que a sequéncia (7,,) converge para 7" em D’(Q2) (ou £'(Q2)) se

para cada ¢ € D(2) (ou £(12)). Para esta convergéncia ndo é requerido uniformidade.

2.2 OPERACOES COM DISTRIBUICOES

Nesta Secdo, destacaremos algumas das principais operacdes da Teoria das
Distribuicdes. Todas as defini¢des sdo motivadas pelo caso onde a distribui¢ao € uma fungdo

suave, generalizando-as.

2.2.1 Diferenciacao de Distribuicoes

Suponha que f é funcdo suave em R e g € D(R), assim existe £ € R de
forma que supp g C [—k, k]. Tomando h = fg se obtém

0= /k W (2)dx — /Z W (2)dz = /Z F(2)g(x)dz + f: F(@)d ()dz

k

= [ f@gde =~ [ @@

Tendo isso como motivagao e utilizando integracdo por partes repetidas vezes,
pode se definir a diferenciacdo de distribui¢des. Se 7' € uma funcdo suave em 2 e ¢ € D(),

entao

(DaTv ¢)Q = /

€N

(DT pdx = (—1)@'/ TD*¢dx

zEQ

= (=1)"I(T, D*¢)o.
Definicao 2.5. Seja T uma distribuicdo em D' (), a distribui¢do D*T é definida por

(DT, ¢)q = (—1)°/(T, D*¢)q, ¢ € D(Q).
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Se ¢, — ¢ em D(f), entdo a sequéncia D*¢,, também converge a D¢ em
D(Q). Assim, (DT, .)q é continua e DT estd bem definida em D’(€2). Se uma sequéncia de
distribui¢des (77,) em D’(2) converge para a distribui¢ao 7, entdo DT, converge a D*T".

Exemplo 2.6. Para a distribui¢do 9,, tem-se

(D6, @)gn = (=1)1(5,, D*®)pwv = (=1)I(D¢)(p), ¢ € ERY).

Exemplo 2.7. Se f € C*(R), isto €, f € continuamente diferencidvel, a férmula de integragdo
por partes prova que a derivada de f, no sentido das distribui¢des, coincide com a distribui¢ao

definida pela sua derivada f’. Por exemplo, para f(z) = 22 em C'(R) e ¢ € D(R) temos

(D2, ¢)x = (~1)(a?, &) = — / 22/ da
= / (z%) ¢pdx = / 2v¢dr = (21, ¢)g.

Aqui Dz? é a derivada de 22 no sentido das distribui¢des.

Exemplo 2.8. Suponha que f apresente um ponto de descontinuidade, por exemplo, f € C!(R\

{0}) e que os limites li{% =f(0")e li/n% = f(07) existam e sdo finitos. Para calcular a derivada

de f no sentido das distribuicdes, basta observar que se ¢ € D(R) e supp ¢ C [—k, k| para
algum k € R, entao

(Df, &)z = —— [ o

= —lim ( /_ k f'dr + / f¢/dx)

=iy (1o~ [ roans st - [ o)
= 50 = 10060 + iy ([ ot [ o)

e—0

— (F(0%) — F(07))6(0) + / (1} o,

onde {f’} denota a fungéo definida q.t.p. como f’ para x # 0 e ndo definida em = = 0. Nota-se

que, nesse caso, { f'} pode ser diferente para valores positivos e negativos. Por exemplo, para

f(z) = |z| temos
00 +o0 0
! = "N odr = dr — dx.
o= [ ryets= [ oo [ o
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2.2.2 Multiplicacao de uma Distribuicao por uma Func¢ao Suave
Sejam 7" e v fungdes suaves em (2, entdo 79 define uma distribui¢do em
D'(€2) onde
o0 = [ T@u@ods . o€ D(@)

€
Nota-se que (T, ¢)o = (T, ¥ ¢)q.
Definicdo 2.9. Seja T' uma distribuicdo em D'(Q)) e v € E(X), define-se a distribuicdo T

como sendo

(T, 9)a = (T, ¥d)a , ¢ € D).

Com esta definicao, 7'y satisfaz as condi¢des de uma distribuicao, isto é, T'

é linear e continua.

2.2.3 Convolucao Entre uma Distribuicao e uma Funcao Suave

Na Secdo (2.3)) sera definida a solu¢do fundamental de um operador diferen-
cial L. Esta solugdo € especial pois com ela podemos encontrar todas as solucdes de L por meio
de uma convolugdo. Por esse motivo € essencial que seja visto as propriedades desta operagao.

Serd considerado o caso especial onde Q) = R".

Defini¢ao 2.10. Se T pertence a E(RY) e o pertence a D(RY), entdo a convolugdo T * 1 é

uma fungdo suave definida por

(T % )(z) = / T(y)p(x — y)dy.

yeRN

Como distribui¢ao em RY, tem-se

(T e = [ ( / Tl - y)dy) o(x)da
- / T(y) ( Jvte- y)as(x)dx) dy . &€ DERY)

Com a notagdo ¢(t) = 1»(—t), obtém-se

(T %, &) = / T(y)(D * 6)(9)dy = (T, & * $)a.

Y

Agora, zz * ¢ pertence a D(RY) pois ¢ e ¢ pertencem a D(RY). Assim,
(T, * ¢)pn estd bem definido para T € D'(RY).

Defini¢do 2.11. Definimos a convolugdo de T uma distribuicdo em D'()) e yp € D(RY), da

seguinte forma
(T ¢, $)en = (T, x )an , ¢ € DRY). (24)
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Se ¢, — ¢ em D(RV) entdo ¢ * ¢, — 1 x ¢ em D(RY). Além disso, com
a Definigio T % ) estd bem definida em D' (RY). Se ¢ € E(RY) e ¢ € D(RY), entdo
{b\ * ¢ € E(RY). Logo a mesma defini¢do pode ser feita para definir uma convolugdo entre
T € &'(RY) e um elemento ¢ de £(RY). O resultado é uma distribuicdo em D'(RY).

Lema 2.12. Sejam T uma distribuicdo em D'(RY) e 1) um elemento de D(RY). Entdo, a

distribuigcdo T' x 1 é dada pelo pareamento de funcoes suaves

T+y(z) = (T(y), v(x — y))yern-

Além disso, D* (T %)) = DT xp = T « D*Y. O operador ) — T x 1) é

uma funcdo linear continua de D(R™) para &(RN).

Demonstracdo. Sejam T um elemento de D'(RY) e 1) € ¢ elementos de D(RY). Usando a

linearidade e continuidade de 7', pode-se intercalar a ordem das integrais da seguinte forma

(T, @)m = (T, % $)ar

AR—-)
= [ ([ 1w =i ) ot

- / (T(W), (& — 1)), () d

xT

= (W), ¥~ 9)yean - 6(2) )

z€RN

Portanto, a distribui¢do 7" * ¢ € dada pela seguinte funcdo

z— (T(y), ¥(x = Y))yern - (2.5)

A Férmula (2.5)) generaliza a férmula usual de convolug@o quando 7' € funcao

suave de R". Por outro lado, note que
(6 + D)y /wx— )DP6(2)da
D | D = p)ola)de = (1)1 D7+ ).
assim, para T € D'(RY)

(D (T %), d)av = (—1)NT 5 ), D*@)gw = (= 1)1 (T, 4h x D¢)gn
— (T, D¢ % @)pw = (T % D, $)pw

Portanto, D* (T'x %) (z) = (T * D*¢)(x). Além disso, usando indice na
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derivada para evitar equivocos,

Dy (T x ) (x) = (T'* Do) ()

= (T(y), Dy (z — y)) yean

= (T(y). ( “D%( — )
(DST (z — y))yERN

= (DyT ) (x)

Logo D*(T % 1)) pode ser escrito como 1"« D) ou DT x 1. Isso mostra
que T * 1) é uma funcdo suave em R,
L]

Podemos definir a convolu¢@o de uma distribui¢ao em D’ com uma distribui-
¢do de £’. Vamos imitar a Defini¢do de convolugdo de um elemento de D’(RY) com um
elemento de D(RY). Primeiramente, dado 7' € D'(R”), defina T sendo

(T, d)an = (T, 9)an ¢ € D(RY),

onde $(t) — ¢(—t). Essa defini¢do resulta em 7'(z) = T(—z) quando T é uma fungfio suave.
ParaT € D'(RY) e S € &'(RY), a distribuigdo T * S € definida por

(TS, ¢)gn = (T, S % d)pn & € DRY).

Como S x ¢ € uma funcdo suave com suporte compacto, o lado direito estd bem definido.
Lema 2.13. Se T € D'(RY), entdo 5y x T = T.

Demonstracdo. Temos

(00 * T, @)rn = (o, T+ P)ry = (f * ¢)(0)
= (T(y), (0 — y))yery = (T(Y), d(—y))yerr = (T, d)pn

]

O Lema (2 nos diz que d representa o operador identidade das convolu-
coes.

Além de ser util para encontrar a solu¢do fundamental de um operador dife-
rencial, a convolugdo também permite demonstrar que D’(€2) é, de fato, a menor extensdo de
D(Q2) onde a diferenciagdo estd bem definida. Antes de provarmos tal resultado, precisamos

definir uma certa classe ne fungdes.
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Definicao 2.14. Define-se a classe das funcoes mollifier {xq : 0 > 0} C C*(Q2), sendo

exp <%> se |z| < 1;
x(x) :{ ke

0 se |x| > 1.

xo(z) X (/) 6N

Il LY()
Teorema 2.15. Seja @ C RY um conjunto aberto, entdo D(Q2) é um subconjunto denso de

D'(2) com a topologia fraca.

Demonstracdo. Seja T uma distribuicdo em D’(€2). Preencha (2 com uma sequéncia crescente
{K,} de conjuntos compactos de 2. Seja ¢, € D(€2) uma fungdo corte igual a 1 em uma
vizinhanga de K,. Assim ¢, T € £'(2) e claramente 1, T converge para 7" em D’({2) quando
n — oo. Seja {xp : 0 > 0} o conjunto das fun¢des mollifier. Defina

Tn - (77Z)nT> * X0,

uma fung¢do em D({2) cujo suporte esta contido em §2 para um 6 pequeno. Deste modo

(Tn’ ¢)Q’ = ((¢nT) * X0, QS)Q’
= (¢nTa ﬁ * gb)ﬂ’
= (Tv 77ZJn(Xn * Qb))Q/ — (Ta ¢)Q’7

pois se ¢ pertence a £(2), entdo xg * ¢ — ¢ em E(2) quando § — 0, 10go 1, (X * @) — ¢ em
£(92) (Note que X,, = x»). Portanto, 7,, — T em D'(Y). O
2.2.4 Produto Tensorial

Dadas fungdes f € E(RV) e g € E(RF), afungdo f @ g € RY x RE definida
como
(f@9)(z,y) = f(x).9(y), (v,y) € RY xRF,

¢ chamada de produto tensorial de f e g. Podemos estender essa defini¢do para as distribuigdes,
observando que f ® g € E(RY x RX) e

[ [ tegee iy~ [ fods. [gudn. e D@0 DERF)

Defini¢fio 2.16. Suponhamos que T seja um elemento de D'(RY) e S um elemento de D' (R*).
Definimos o produto tensorial T ® S € D'(RY x R¥) da seguinte forma

((T ® S) (l’, y)7 qb(x)w(y))(r,y)G]RNxRK - (Ta ¢)RN (Sv w)RKa
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para ¢ € D(RY), ¢ € D(RE).

Dado g € D(RY x R¥), a funcdo x — (S(y), 9(z,y)),err, v € RY, é uma
fungdo suave com suporte compacto. Isso segue do fato de S ser linear e o quociente diferencial
de g(x, ) na varidvel z convergir em D(RY x RX) para a derivada em relagio a = de g(z,y).

Portanto o par
(T(I), (S(y)7 g('T? y))yeRK ):EE]RN7

estd bem definido para 7' € D'(RY). Sendo assim, definimos
(T'® S, g)rvwrn = (T'(2), (S(Y), 9(x, y))yers )aecrn

Exemplo 2.17. Considere as fungdes 6y € D'(RY) e 1 € D'(RX). Para g € D(RY x RX),

temos

(50 ® 1, g([E, y))(z,y)eRNx]RK = (50 ($)7 (1(1/)7 g($7 y))yERK>x6RN

_ (50(96), /y o g(m’y)dylew

2.2.5 Composicao de uma Distribuicio com um Difeomorfismo

Sejam 2 e ' conjuntos abertos conexos em RY e F' : Q — Q' um difeomor-
fismo. Se 7" é uma funcéo complexa suave em €', entdo 7" o F' é uma fungéo suave em 2. Como

distribui¢do em (2, temos

(ToF,¢)q = / T(F(y)é(y)dy. ¢ € D(S)

Q

— [ T@o(P @)ldet DF " (w)]da,
pela troca de varidveis © = F'(y). Assim

(ToF,¢)q = (T,(¢poFY)|det DF~|)gy.

Desde que F seja difeomorfismo, det DF~! é sempre positivo ou sempre
negativo em ). Entdo, (¢ o F~!)|det DF~!| é uma fung¢do suave com suporte compacto em
(Y. Dessa forma, para T' € D’({)'), com esta defini¢do, temos 7' o F' € D'(Q).

2.3 SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma das razdes para se introduzir a Teoria das Distribui¢des € que esta for-

nece uma linguagem propicia para se discutir solucdes para certas classes de equacdes dife-
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renciais parciais. Neste trabalho, serd definida, a seguir, uma solucdo fundamental para um

operador diferencial parcial com coeficientes constantes

o
P(D)= > aag—, aq € C.

o
|| <M

Defini¢iio 2.18. T' € D'(RY) é uma solucdo fundamental para P(D) se
P(D){T} = &.

A razdo para o nome ‘“‘solu¢do fundamental" é que a solucdo da equacdo
P(D){u} = ¢ com ¢ € D(RY) pode ser encontrada por uma convolugdo com 7', como o

proximo teorema mostra.

Teorema 2.19. Seja P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes constantes. Supo-
nha que T é uma solugdo fundamental para P(D). Se ¢ € D(RY), entdo u = T * ¢ é a solugcdo
para a equagdo diferencial P(D) {u} = ¢.

Demonstracdo. Segue dos lemas e que
P(D){T x ¢} = (P(D){T}) * ¢ = 6o x ¢ = ¢.
Portanto, P(D) {T x ¢} = ¢. O

Observacio 2.20. Se P(D) tiver coeficiente varidveis, entdo o Teorema (2.19) ndo segue. De
fato, o passo P(D) {T x ¢} = (P(D){T'})*¢ ndo é vélido, pois quando se é aplicada as deriva-
das em 7', integracao por partes é requerida e expressoes envolvendo derivadas dos coeficientes

de P(D) irdo aparecer.

Teorema 2.21. A distribuicdo T(z) = 1/mz é uma solu¢do fundamental para o operador de

o 10 0
0z 2\ox Oy)’

Demonstragdo. Temos que T'(z) = 1/7z é uma fungdo localmente integravel em C e assim 7’
define um elemento de D’(C). Deve-se mostrar que, dada ¢ € D(C),

Cauchy-Riemann em C
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que € equivalente a provar

/Ze@/ oz Ed zdy = ¢(0), ¢ € D(C). (2.6)

Como ¢é dado ¢ € D(C), € possivel escolher 0 < R < oo de forma que
supp ¢ C {|z| < R} e ao tomar 0 < ¢ < R, define-se o disco A, = {z € C; ¢ < |z] < R}.

Segue do Teorema de Green para integrais complexas que

2i 2.
OA. 27TZZ //82 (27?22’) dzdy. 2.7

E ainda
5 (3t) =3 (3 v 35) (52)
- (825:) 273@2 e a(g;) 273@2)
~ 2miz ( agg/ )>
| onts)

2wz 0%

1
2
1
2

Logo, o lado direito da Equacdo (2.7)) se torna

dxdy

21 dedy = 2.8
/ / 0z <2mz> 28)
Observa-se que a curva {|z| = R} é orientada no sentido anti-hordrio. J4
a curva {|z| = ¢} é orientada no sentido hordrio. Como ¢ = 0 em {|z| = R}, tem-se das

Equagdes (2.7) e (2.8), que

z) dxd
7{ - 2.9)
{|z|=¢} 27TZZ

Sabe-se que ¢ = 0 em {|z| > R} e os discos A, sdo conjuntos encaixados,

isto é, A., D A, quando €1 < &5, e também U A, = {|z| < R} —{0}. Como o integrando

0<e<R
¢ localmente integravel em C e adicionar o ponto z = 0 nio altera o valor da integral, quando

se faz ¢ — 0, o lado direito da Equagdo (2.9) converge para

d:de

Pela parametriza¢do de {|z| = €} por z = e’ o lado esquerdo da Equagdo
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(2.9) se torna
2m it 2w
—j{ é2)dz = — ¢(§e ) ice'dt = —i p(ee™)dt
{I=l

—y 2miz o 2mice? 2m

Usando a continuidade de ¢ em 0, dado & > 0, existe 6 > 0 tal que
] <& = |o(z) — 0(0)] <&.
Em particular
[ee™] < 8 = |g(ee”) — H(0)] < &.

Logo, se |ee’| < &

% /027r P(ce™)dt — gb(())‘ = ‘i/% p(ee™)dt — i /27r qb(O)dt‘
A -

T o
27T }gb(ee (0)| dt
1 27r
< — &dt = €.
2 Jo

Portanto o lado esquerdo da Equagdo (2.9) converge a —¢(0) quando ¢ — 0.

Estd provada a Equacao (2.6), e consequentemente, o teorema. O

Teorema 2.22. Seja

1

0g2; 21 se N = 2;
T(x)= 7|T:17]2 N [

—— se )

(2 — N)WN_l o

27.[.N/2

[(N/2)
62

Entdo, T é a solugcdo fundamental para o Laplaciano A = E ( 52
fi
j=1 J

onde wn_1 = (

) é o volume da esfera unitdria em R e T" é o fatorial generalizado.
) em RV,

Demonstragdo. Para N = 2, tem-se
o (0 170 0 0 1/ 0? o?
=\az )= |5\ a2t ol =5\lazta3 )
0z \ 0z 2\0x Oy 0z 4\ 0x? 0Oy

82
A=14 .
(828,2)

o que implica
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Além disso, sabe-se que

1 1
2{—log \z|}:4—, z € C,

27 TZ

e assim, segue do Teorema (2.21) que

1 0? 1
A{%log 'Z'} =4 <c‘)zaz) {ﬁlog ’Z'}
0 1 o (1
=15z (E) == (?) = 0.

O que prova o teorema para N = 2. Agora, para N > 3, deve-se mostrar que

A{T} = o,

porém

/x LT 628(‘;(; ) dx)

_ / T ; (82;;(;))@

Logo
/  T@Ada)ds = 6(0), ¢ DY),

Tome 0 < R < oo de forma que supp ¢ C {|z] < R} e 0 < ¢ < R para
definir o disco A, = {x eRY; e <z < R}. Agora, serd aplicada a Férmula de Green em

A, comu =T e v = ¢. Primeiramente, nota-se que AT = 0. De fato,

P e (@2=N) [ N
aaz 717 = (1‘|x|2)'
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Desse modo,

N
92— N 2— N (2 - N) N|55|2
E = N — =0
Al < (la BB ( EE

_ 1 2-N\ _

Assim, a Formula de Green se resume a
[ T@aswr = [ 1@ - s@ T @ldre. @10

onde N é o vetor normal unitario externo ao campo 0A.. Sabe-se que ¢ = 0 em uma vizinhanga

de {|x| = R} pela escolha de R. Logo a Equagdo (2.10) se reduz a

/ T(2)Ad(x)dz = /{  TE0NO @ @O @ dot). @11

De forma andloga ao feito no Teorema (2.21)), como 7" é localmente integravel

em RY, tem-se

lim T(:U)A<b(x)dx—/ T(x)A¢(x)dx

e—0 A, RN

Por outro lado, nota-se que |T'(z)| < c|z]*™™ = ce* N em {|z| = €}, onde ¢

¢ constante. Assim,

‘/{Izlzs} T'(z)N¢(z)do(x)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em |N¢(z)| e como {|z]| = ¢} é

< /{|x:5} INg(z)| do(z) ce* .

compacto,

‘/{33'8} T(x)Ng(z)do(x)

Logo

'/{L’Jc:e} T(z)Ng(z)do(x)

< rln‘ax \V¢(x)]/ do(z) ce®™N = eV e N = ¢y
ri=e |z|=¢}

— 0 quando e — 0.
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0 2— N)x,
Por outro lado, — (|z|>™V) = Q, assim
b1, ER

(o ()

Ly o
wn-1 4 || N+

1 ‘x’2 _ 1 |[L’|1_N.

X1 TN
Rl

wy—1 |2V Wy

Dessa forma, tem-se

gl—N

- / 6(2)(NT)(2)do (z) = / o(a)do(z).
{lz|=¢} WN-1 J{|z|=¢}

Fazendo a mudanca de varidvel x = €z no lado direito se obtém

- / $(x) (NT) (2)do () = — / be2)do(2).
{|z|=¢} N-1 J{|z|=1}

Pela continuidade de ¢ em x = 0, o lado direito converge a ¢(0) quando

e — 0. Isso prova o teorema. 0
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3 CORRENTES

O intuito deste capitulo é apresentar o espaco das correntes e suas operagoes
essenciais, dispondo de alguns exemplos. Veremos que o espaco das correntes de dimensao r €
o dual do espago das formas diferenciais suaves de grau r com suporte compacto. Entao, basica-
mente, as correntes sao para as formas o que as distribui¢des sdo para as fungdes. Inicialmente,

consideremos dois espagos de formas, definidos a seguir.

Defini¢do 3.1. Dado um subconjunto aberto ) em uma variedade suave, definimos E”(€)) o
espaco das formas diferenciais suaves de grau r. Além disso, definimos D" (S2) espago dos

elementos de E”()) com suporte compacto.

Uma topologia para o espago £"({2) pode ser dada da seguinte forma: em
coordenadas locais, Y = (xy,...,2y) : U C Q — RY, asequéncia f,, € £"(Q), n=1,2,...,
¢ escrita como

falz) = fi(@)da,

[|=r

onde cada f! € um elemento em £(U). Dizemos que f, converge para f = Z fH(x)da’
[T|=r
no arranjo de coodenadas U se a fun¢do componente f! converge a f! quando n — oo na

topolgia de £(U) (isto é, convergéncia uniforme em conjuntos compactos para cada derivada).
A sequéncia f,, € £7(2) é dita convergir a forma f em £"({2) se f,, converge a f em cada
arranjo de coodenadas U de (2. A definicdo de convergéncia independe da escolha do arranjo.
Uma topologia para D" (2) pode ser definida de forma andloga. A sequéncia
¢nsn =1,2,... converge a ¢ em D" () se existe um compacto K € {2 com supp ¢, C K para
todo n e cada derivada das fungdes coeficientes de ¢,, converge para a derivada correspondente

a funcao coeficiente de ¢.

Definicao 3.2. Seja ) um subconjunto aberto de uma variedade suave. O dual do espaco
D" (Q2), denotado por {D" ()}, é chamado de espago de correntes de dimensdo r. Do mesmo
modo, o dual do espago E"(Q2) é denotado por {E"(Q)}'.

Uma vez que D" (£2) é um subespaco de £ (£2) e a fungdo inclusdo é continua,
{€"(Q)} é um subespago de {D" (1) }'.
O pareamento entre elementos de {D"(£2)}’ e elementos de D" ({2) serd deno-

tado por (, ). Ocasionalmente, podemos também escrever

(T(x), f(x))q = (T, f)g com T e{D'(Q)}, fecD(Q).

Exemplo 3.3. Sejam Q2 um subconjunto aberto de RY e T' = T';dz” uma forma de grau N — r

(isto é, |J| = N — r). Suponha 7T’y : 2 — C localmente integravel. 7" pode ser visto como uma
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corrente em {D" ()}’ pela defini¢do
(T, f)q :/ T(x)A f(z) com feD(Q).
zeQ

T A f é uma forma de grau N em Q C RY com coeficientes integraveis e
assim o lado direito estd bem definido. Se f = frdx!, |I| = r, para alguma fungdo f; € £(1),

entao
0 sedx’ ANdx! =0

(T, f)o= (_1)5”/ Ty(x)fr(z)dr se dx” A da’ #0 7
e

onde (—1)%27 ¢ definido por
de’ Ndx' = (1) day A ... Nday.

Note que [ _, T(x)fi(2z)dx é a mesma do pareamento entre a distribui¢do
T; € D'(2) e a fungdo f; € D(f2). Nesse caso, correntes possuem uma pequena relagdo com

distribui¢des. Veremos com mais precisdo no lema mais a frente.

Exemplo 3.4. Considere o ponto p € RY. Entdo, [p] é uma corrente em {£°(RY)}’, definido
por
(Il flen = f(p) com fe &RY)=ERY).

Esse exemplo ¢ andlogo a funcio delta de p dada no Capitulo [2]

Exemplo 3.5. Seja M uma subvariedade orientada de R de dimensdo 7. Entdo, [M] pode ser

vista como uma corrente em {D" (M)}’ com a defini¢do
(M) Pl = [ 1 eom feD@Y)
M

Se M ¢é compacto, entdo podemos tomar f € E"(R”) e nesse caso, [M] é um
elemento de {E"(RY)}.

Definicao 3.6. Seja () um subconjunto aberto de uma variedade orientada de dimensdo N e
seja 0 < q < N. Definimos D'1(Q2) sendo o espaco das formas de grau q cujos coeficientes
sdo distribuicoes em D' ()). Este espaco é chamado de espaco das correntes de gral q. Da
mesma forma, definimos £'1(2) como o espago das formas de grau q cujos coeficientes sdo

distribuigdes em E'(S2).

Lema 3.7. Seja (2 um subconjunto aberto de uma variedade orientada N-dimensional e consi-
dere 0 < r < N. Entdo, {D" ()} é isomorfo a D'V ~"(Q).

Demonstragdo. Nos concentremos primeiro no caso em que €2 é um subconjunto aberto de RY.
Dados T' = Tydz? € D'N-"(Q) e f = frdz' € D"(2), definimos 7" uma corrente em {D"(Q)}/
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da seguinte forma

0 se dr! A dx’ = 0;

<T; f)Q = { (_1)511<TJ’ fI)Q se dr! A dx”’ 72 0.

Como no Exemplo (—1)27 € definida por da! A dz’ = (=1)*7dz. T
¢ uma distribui¢do de D’'(2) e f; é um elemento de D(2), claramente o lado direito estd bem

definido. Portanto, qualquer corrente de grau N — r pode ser considerado um elemento de

{Dr ()}
Reciprocamente, suponha 7" um elemento de {D"(2)}’. Para cada (N — r)-
lista J, defina a distribuicdo 7y € D’ () por

(T, $)a = <T, ¢de’>Q com ¢ € D(Q)

onde J’ é a r-lista formada pelos indices de {1, ..., N} que ndo pertencem a .J. Obtemos assim

T = Z (—1)€IJTJdI'J.
|J|=N—r

]

A prova do Lema [3.7| para variedades orientadas é a mesma. Nesse caso, a

forma dx € substituida pela forma volume do.

Agora vamos descrever os exemplos[3.3] [3.4]e[3.5|pelo ponto de vista do Lema

3.7l O Exemplo [3.3]j4 se apresenta com os coeficientes sendo distribui¢cdes. Para o Exemplo

3.4] temos
([p), flgn = f(p) = (0p, [,

logo [p] = d,dz € EN(RY). Parao Exemplosuponha primeiramente que M é uma fronteira
suave de um aberto 2 C RY com a orientagdo usual. Considere Q = {z € RY; p(x) < 0}
onde p : RY — R é suave e |[Vp| = 1 em M. Seja juy; a medida de Hausdorff de dimensdo

N — 1. Vamos mostrar que

que exibe M como uma corrente de grau 1. Vejamos, primeiro precisamos trabalhar com ;.
Se ¢ € D(RY), entdo

(ars )z = /M bdo,

onde do é a forma volume de M. Como |Vp| = 1 em M

do = Vpdz.
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Seja g = ¢dxi A. . ./\d/x\j A...Ndzy com ¢ € D(RY). Segue das defini¢des

que

, 0 0
(pardp, g)gw = (=177 (MM’(%P) B / d)axpy 1

Ly

Por outro lado

9= (Vpadp)g = Vpi(dp N g)+dp N (Vpag),

a dltima equagdo segue da Regra do Produto de . Como j*dp = 0 em M, onde j : M — RY

¢ a inclusdo, temos

()9 = [ 9= [ Vostdong)
M M
Inserindo g = ¢dx; A ... A cfx\j A ... Adxy eusando do = Vpidx obtemos

(’3,0d

(M) g = (1) | 052

Portanto, [M] = uydp. Analogamente, se
M ={z e RY; pi(z) = ... = pa(z) = 0},

entdo a corrente [V/] é dada por
[LMOédpl VANPIRAN dpd,

onde o = |dp; A ... Adpg|~t ouav = —|dp; A ... Adpg|~! dependendo da orientagdo de M.
3.1 OPERACOES COM CORRENTES

Analogamente a Teoria de Distribui¢des, as operacdes definidas para corren-

tes sdo motivadas considerando o caso onde a corrente € uma forma suave.

3.1.1 Produto Exterior de uma Corrente Com uma Forma Suave

Se T' ¢ uma forma suave de grau ¢ em €2 e f € uma forma suave de grau r em

Q, entdo T' A\ f € uma forma suave de grau q + r. Dessa forma, é uma corrente em ()
(TAf,¢)g = /Q (TAf)AN¢ com ¢ €DV 17(Q)
= (T, [ N d)g
Agora, definimos T' A f para T € D'1(Q2) e f € D"(Q) pela férmula

(TAF,0)g=(T,fAN¢)y com ¢eDVI7"(Q).
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O resultado é uma corrente em D'47" ().

3.1.2 Derivada Exterior

Suponha 7" uma forma suave de grau N —r e seja ¢ € D"1(Q). Entdo, dT é

um elemento de EN () e

(dT, ¢),, :/QdT/\qb.

Pela Regra do Produto de derivada exterior, temos

AT AN@)=dT AN+ (=1)VN"T Ade

= (dT, ¢),, :/Qd(T/\ng)Jr(—l)N""“/T/\dgzﬁ.

Q

Como T' A ¢ tem suporte compacto em (2, pelo Teorema de Stokes a primeira integral do lado

direito € igual a 0 . Entdo,

(dT, ¢), = (—1)N ! / T Adp = (—1D)N""THT, dg)., .

Q

Agora, podemos definir dT' com T € D'V="(2) pela férmula
(dT,¢)q = (=) (T dg), com ¢ €D Q).

Note que a derivada exterior sobe um grau da corrente, por outro lado desce
uma dimensao do espaco.

Seja © um subconjunto aberto de RY. Se 7' = Tydz!, |[I| = N —r, e
T; € D'(Q2), entdo uma expressdo equivalente para d1' é dada por

N
oT; I

7j=1

onde 0T} /Ox; é a derivada de 77 no sentido das distribui¢des. Essa formula generaliza a férmula
de derivada exterior usual para formas suaves. Se 7,, — T em {D"(Q2)}’ entdo a sequéncia

dT, —s dT em {D"(Q)}".

Teorema 3.8. Seja M uma subvariedade orientada de dimensdo r cuja fronteira estd contida
em uma variedade suave X de dimensdo N. Entdo, d[M] = (—1)N="1[dM].



70

Demonstragdo. A prova segue do Teorema de Stokes. Seja ¢ € D" 1(X), entdo

(d[M], ¢)x = (1" {[M], do)

= [ o

— (_1)N7r+1 AN[¢
= (=D)" T ([0M], ) x

Como queriamos mostrar. 0

Para um subconjunto €2 de uma variedade complexa, temos d = 0 + 0 onde
0 EPIQ) — EPTLI(Q) e 0 : EPI(Q) — EPIL(Q) sdo definidos por 0 = 7T o d e
0 = 91 o d. Segue da definico de derivada exterior de correntes que, se T' € D'™9((Q), entdo

<8T, ¢>Q = (—1)P+¢1+1 <T, a¢>Q com ¢ c Dn—p—l,n—q(Q)
(0T, ¢) = (—1)"*""1(T,0¢), com ¢ €D P"171(Q).

3.1.3 Push Forward de uma Corrente em uma Funcio Suave

Definicao 3.9. Seja F' : Q — Q' uma fungdo suave. Se T € {E7(Q) Y, o push forward de T por
F, denotado por F.T, é a corrente em {E"(Y')}' definida por

(F.T,¢)y = (T, F*¢)y com ¢ €& ().

Como F*¢ é um elemento de £7(£2), o lado direito estd bem definido. Além
disso, se ¢, — ¢ em E"(Y'), entdo F*¢,, — [*¢p em E(Q2) e assim F, T é um funcional linear
continuo em £ (£2'). Portanto, F.'T' é uma corrente em {E" (') }'.

Push forward preserva dimensdo (mas ndo o grau) pois F™* preserva o grau.
Note que F™*¢ ndo necessariamente possue suporte compacto quando ¢ tem suporte compacto.
Por esse motivo, o push forward em um elemento de {D"(£2)}’ ndo estd bem definido.

Para fungdes suaves F' e G temos (F o G)* = G* o F'* em formas. Desse
modo, (F o G), = F,o0G..

Exemplo 3.10. Sejam M e M’ subvariedades suaves orientadas de R e R"', respectivamente.

Seja F' : RY — R uma funcio suave bijetiva que preserva orientacio com M’ = F{M}.
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Entio, F,[M] = [M']. De fato, para ¢ € D"(RY")
(EL[M], d)gnr = ([M], F" d)n
e
M
= ¢
Ve
= (M), d)gvr -

Exemplo 3.11. Suponha 7 : RY x R¥ — R* a proje¢do 7 (z,y) = v,z € RY, y € R¥. Podemos
computar 7, no subespago DV F (RN x RF) C {E7(RY xRF)}. ParaT € DNTF"(RN xR¥)
e ¢ € D"(RF)

<7T*T7 ¢>Rk - <T7 7T*¢>RN xRF
= / T AT ¢
RN xRk

(L)

A integral interior em x € igual a zero a menos que todos os dx’s estejam

presentes. Entao, escrevemos

T(x,y) = Z Z dae' A Tr(z,y),

r=0 ‘I|:r

onde cada 77 é uma forma nas varidveis de y com coeficientes dependendo de x e y. Com esta

notacdo, temos

/ T(:U,y):/ dey A ... Ndey ATy n(2,y).
z€RN Tz€RN

Todos os z’s e dx’s s@o integrados deixando a forma diferencial em y. Sendo

T = ([ TE000)

(mT)(y) = /GRN T(r,y) com ycRF

assim,

e entao

Em outras palavras, push forward em 7 é o mesmo que a operacao de integral.

Lema 3.12. Defina 7 : RY x RY — RN por 7(y,z) =z —y. Se T € D* " (RY x RY) em
{E7(RN x RN)Y, entdo
D@ = [ (D),
yERN
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onde s : RN x RN — RN x RY ¢ definida por s(y,x) = (y,x +y).

Demonstracdo. Suponha ¢ € D"(RY). Entdo,

(T, B = (T 7" B) e e = / T AT

RN xRN

Além disso, det(Ds) = 1 e s é um isomorfismo linear que preserva orienta-

cdo. Segue da férmula de integracdo por mudanca de varidveis que

(r.T, Bax = / () A (s°7°6)

RN xRN

=[] T nete),

onde a dltima equacdo segue de s* o 7* = (7 0 5)* e também (7 o s)(y, x) = x. Portanto,
<7_*T7 ¢>]RN = </ (S*T)(y7 l’), ¢(Z’)> )

yERN zERN
e a prova do lema estd completa. [

Lema 3.13. Suponha ) e ) subconjuntos abertos de uma variedade N-dimensional. Seja
F : Q — Q um difeomorfismo que preserva orientacdo. Para T € DN-"(Q) c {€"(Q)Y},
temos

F.T = (FYH)*T.
Se F reverte orientacdo, entdo F,T = —(F~1)*T.

Demonstragdo. Seja ¢ € D" ()'). Entio,
(F.T,¢) g = (T, F*¢)g = / T A F*6.
Q

Como F~1 : ) — € é um difeomorfismo que preserva orientacdo, da férmula de integracdo

por mudanca de varidveis resulta que

(F.T,6)q = / (FYT) A= (F)T, )., .

/

]

Lema 3.14. Sejam <) e ) subconjuntos abertos das variedades orientadas X e Y com dimen-

soes reais N e N', respectivamente. Seja F' : Q2 — Q' uma fungdo suave. Entdo,
Foody =(—1)"*"Ndy o F,

é um operador de {E"(Q)} para {EH()}.
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Demonstracdo. Suponha que T sejaum elemento de {E7(Q)} ~ ENV7(Q),esejag € EHD).
Entao,

(FudxT, )y = (dxT, F*¢),,
DY T, dx (F7¢))q
DY THUT, FY(dyd))g
DY THHRT, dy¢)g
)

DN Ay BT, d) ¢y, -

(
(=
(=
(=
(=

O

Lema 3.15. Sejam 2 e ) subconjuntos abertos de variedades complexas com dimensdes com-

plexa n e n', respectivamente. Seja F : 0 — Q' uma funcdo holomorfa. Entdo,

é um operador de {EP1(Q)} para {EP1(Q)}.

Demonstragdo. Analoga a prova do Lema|3.14 [l

3.1.4 Pull Back de uma Corrente Via uma Func¢ao Suave

A definicdo de pull back para correntes seré feita de forma distinta do habitual.
Como o espaco das formas diferenciais compdem uma grande subclasse das correntes e também
o pull back de uma forma diferencial € bem definido, iremos encontrar uma forma conveniente
de estender a operacdo de pull back para correntes. Primeiramente, o operador pull back é
definido como sendo o dual do operador push forward. De forma mais precisa, devemos mostrar

que o push forward tranforma formas suaves em formas suaves de maneira continua.

Lema 3.16. Suponha ) e €)' subconjuntos abertos de uma variedade orientada de dimensoes
N e N', respectivamente com N > N'. Seja F' : Q0 — Q' uma fungdo suave sobrejetiva tal que
F.(p) : T,(Q) = Tre)(SY) tem ranque maximal N' em cada ponto p € Q. Entdo, F, é uma
forma continua de D" (Q) para D™N' =N ().

Demonstragdo. Pelo argumento da parti¢do da unidade e pelo uso de coodenadas locais, iremos
assumir que €2 e (' sdo subconjuntos de RY e R, respectivamente. Seja p, um ponto arbitrario
de Q. Como DF'(pg) tem ranque maximal igual a N’, podemos arranjar coodenadas (x,y) em
RY tal que z € RN ey € RY e, entdo (D, F)(po) é uma matriz ndo singular N’ x N'.
Seja po = (o, ¥o), pelo Teorema da Funcdo Inversa, existe uma vizinhanca de (xq, F'(po)),
em RV x RN na forma U’ x V' com V' C € e um difeomorfismo G : U’ x V' —
G{U' x V'} Cc Qtal que F(G(z,y)) = yparay € V'. Dessaforma, FoG: U ' x V' — V' éa
projeciom : U' x V' = V' w(x,y) = v.
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Seja ¢ um elemento de D" (G{U’ x V'}). Entio,
Fp=(FoG).o(Gl9)

Segue do Lema que G '¢ = G*¢ ou —G*¢, logo G;'¢ é uma forma
suave com suporte compacto em U’ x V’. Como G € difeomorfismo, a fun¢do ¢ — G 1¢ é
continua e linear de D" (G{U' x V'}) para D" (U’ x V). Além disso, como F'oG = T, o célculo

de 7, nos concede pelo exemplo|3.11

(F.6)(y) = (m.G= ') (y) = / (G5 6)(x.w).

zeRN-N'

onde a integral do lado direito envolve a varidvel x e todos os dx’s, resultando em uma forma
diferencial em y. Portanto, F\ ¢ é um forma suave com suporte compacto em V'’ C ' e a funcgdo
¢ +— F,¢ é uma fungio linear continua de D" (G{U x V'}) para DV'~N+7(V'). A dimensio de
F.¢ é N — r pois F, preserva dimenséo. Por outro lado, o grau de F,¢ € ' é N' — N + r.

O caso geral para ¢ € D"(Q2) segue do argumento da parti¢do da unidade
subordinado a uma cobertura aberta de €2 por conjuntos abertos da forma G{U’ x V'}. A prova

do Lema estd completa. [

Definicao 3.17. Suponha <) e Q) subconjuntos abertos de variedades orientadas X e Y com
dimensoes N e N' (N > N') respectivamente. Seja F' : Q0 — ) uma funcdo suave sobrejetiva
tal que F,(p) : T,(Q) — Tpy) () tem ranque maximal N' em cada ponto p € Q). Para uma
corrente T' € D" (§Y'), defina o pull back F*T € D" (Q2) por

(F*T,¢) = (T, F.¢) com ¢ €DV 7"(Q).

Segue do Lema[3.16/que F™*T" estd bem definido. Note que a operagdo de push
forward preserva dimensdo enquanto que a operagdo pull back preserva o grau da corrente. O
caso onde a corrente 7' € dada sendo uma forma suave, temos F™*1" definida na forma do pull
back usual.

Como D" (§') é denso em D" (§'), podemos aplicar pull back em muitas cor-

rentes da mesma forma que aplicamos em formas diferenciais. Por exemplo, suponha

T = Z T[dili'l,

H|=r

onde cada 77 é uma funcdo localmente integravel em (2. Entdo,

F*T =" (Tro F)(dF").

[I|=r

Lema 3.18. Sejam 7 : RY x RY — RY dado por (y,z) =z —ye A = {(z,7); x € RV}
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Entdo, 7[0] = A.

Demonstragdo. Uma forma atraente de prova pode ser dada escrevendo [0] e [A] como formas

cujos coeficientes sdo distribui¢des. Pelo Lema[3.7] nds temos
[O] = 50(1’)611’1 VANRAN d$N7
[A] = do(x —y)d(z1 — 1) A ... Ad(xy — yn),
e a prova segue substituindo = por 7(y, x) =  — y e dx; por dr;(y, x) = d(x; — y;). O

A demonstracao do Lema pode ser mais rigoroso pela aproximagdo de

[0] por uma sequéncia de formas suaves. Contudo, temos outra abordagem usando a Defini¢do
Seja ¢ € DN (RN x RY). Escreva

QZS(JI, y) = Z ¢IJ(y7 x)dyl A dQ:Ja

H+|J|=N

onde cada ¢;; é um elemento de D(RY x R¥). Entdo, do Lema[3.12]

(r*[0], ¢>RN xRN = ([0], To®) g

= (o[ owrin)

onde
Sly.x+y) = > oy +y)dy’ Adx+y)’.
]+ J|=N
Como somente a parte de ¢(y, z + y) de grau N em dy contribui na integral,
obtemos

/ Sy x+y)= Y / d1s(y, x +y)dy' Ady’.
yeRN

N
|1]+7]=N Y VER

Portanto

(T[0], P)pov ymw = <[0], > / ¢IJ(ya$‘|’y)dyI/\dyJ>
[11+17]=N T VERY

z€RN

= > / o1 (y, y)dy" A dy’
[1]+]|=N T YERY

/<z>

] ¢>RN xRN -
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4 VARIEDADES CR

Vamos iniciar o capitulo com a definicao de variedade CR mergulhada (ou
subvariedade CR), uma classe mais simples das variedades CR. Em seguida, veremos as pro-
priedades das subvariedades CR genéricas e das subvariedades quadréticas. Posteriormente,
apresentaremos a defini¢do de variedade CR abstrata.

A que medida que vamos nos aprofundando nas variedades CR, elas vao se
tornando mais dificeis de se imaginar, como o nome ja diz, se torna abstrato. No ambiente C"
ainda € possivel encontrar exemplos, porém, em uma variedade complexa geral isso se torna

complicado.

4.1 VARIEDADE CR MERGULHADA

Dada uma subvariedade suave M em C", lembre que 7,,(M) € o espago tan-
gente real de M no ponto p € M. Em geral, 7,,()M) ndo € invariante sob uma funcao estrutura

complexa .J de 7,,(C"). Portanto, daremos uma denominacdo especial ao maior subespago
J-invariante de 7,,(M).

Definicao 4.1. Para um ponto p € M, o espaco tangente complexo de M em p é o espaco

vetorial
Hy (M) = T,(M) 0 J{T,,(M)}.
Temos que H,(M ) sempre é um espago vetorial real de dimensao par, pois
J o Jlmy ) = =1,
e portanto

[det J| g, ) = (=)™,

onde m = dimg H,(M). Note que, se A : R* — R*" é uma funcdo linear complexa (isto é,
Jo A= AolJ),entdo

A{Hy (M)} = A{T,(M) N J{T,,(M)}}
CA{T,(M)} N Ao J{T,(M)}
= Ta) (A(M)) N I{Ta) (A(M)) } = Hagy(A{M}).

Definicao 4.2. A parte real total de um espaco tangente de M ¢é o espaco quociente
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Utilizando o produto interno Euclidiano em 7,(R?"), podemos identificar
X, (M) como o complemento ortogonal de H,(M) (denotado por H,(M)*) em T,(M). Além
disso, temos J{X,(M)} N X, (M) = {0}, pois H,(M) é o maior subespaco .J-invariante de
T,(M). Logo T,(M) = H,(M) & X,(M). Pelo Lema[1.68| J{X,(M)} é ortogonal a H,(M).
Portanto, J{X, (M)} é transversal a T},(M).

Lema 4.3. Seja M uma subvariedade real em C" de dimensdo real 2n — d. Entdo,

2n —2d < dimg H,(M) <2n—d

0 < dimg X,(M) < d.

Demonstragdo. Primeiramente note que H,(M) C T,(M), entdo
dimg H,(M) < dimg T,(M) = 2n —d.
Para a outra desigualdade, note que

T,(R*") D T,(M) + J{T,(M)}

e, entao
dimg T, (R*") > dimg T),(M) + dimg J{T, (M)} — dimg H,(M).
Como J € uma isometria,
dimg J{T,(M)} = dimg T,(M) = 2n — d,
segue que
dimg H,(M) > —2n+ (2n —d) + (2n — d) = 2n — 2d.
Além disso,
dimg X, (M) = dimg T,,(M) — dimg H,(M)
<2n—d— (2n—2d) =d.

O que prova o lema. [

A dimensao real de X, (M) é chamada codimensdo CR de M. Se M é uma
hipersuperficie, entdo d = 1 e entdo a Unica possibilidade ¢ dimg H,(M) = 2n — 2. Em
particular, a dimensdo de H,(M) nunca muda. Se d > 1, entdo temos mais possibilidades,

como no exemplo a seguir.
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Exemplo 4.4. Seja M = {z € C"; |z| = 1 eIm z; = 0}, ou seja, M & a esfera unitdria de C"
de dimensao real 2n — 2. Entdo, d = 2 e assim 2n — 4 < dimg H,(M) < 2n —2,comp € M.
Para o ponto p; = (21 = 0,20 = 1,23 = 0,...,2, = 0) € M, T, (M)

o o0 o0 0 o 0 0 0
< do sobre R — .-, =—, = - Os vet J|=— ) = =—
¢ gerado sobre R por {8:61’ Dy’ Ora’ Oys T D a%} s vetores (8x1> o

0 0 0o 0
eJ (8_y2> = " om sao ortogonais em 7}, (M) e portanto FREIN geram X, (M). Ja os
vetores 0 9 0 0 eram um suberpago J-invariante H,, (M). Logo, nesse
ax37ay3)"'7axnﬂayn ’g rpg P N g ’

caso, dimg H,, (M) = 2n — 4 e dimg X, (M) = 2.

Agora, considere o ponto po = (23 = 1,29 = 0,...,2, = 0) € M.

0 o 0
81’2’392’.”78%1’8%
tanto, H,,(M) = T,,(M) e X,,(M) = {0}. Nesse caso, dimg H,,(M) = 2n — 2 ¢

dimp X,,,(M) = 0.

Aqui, T,,(M) é gerado sobre R por { } , que é J-invariante. Por-

No Exemplo a dimensdo de H,(M) varia de acordo com p. O requeri-

mento bésico em variedades CR é que a dimensdo de H,(M) seja independente de p € M.

Definicao 4.5. Uma subvariedade M de C" é chamada variedade CR mergulhada ou subvari-
edade CR de C" se dimg H,(M) € independente de p € M.

Uma hipersuperficie em C" é uma subvariedade CR em C". Outra classe
de subvariedades CR € a classe se subvariedades complexas de C". Para uma subvariedade

complexa M, o espaco tangente real é sempre .J-invariante e assim 7,,(M ) = H,(M).

Definicao 4.6. Uma subvariedade M em C" ¢é dita ser totalmente real se H,(M ) = {0}, para
cadap € M.

Uma defini¢do equivalente para subvariedade totalmente real é quando ocorre
X,(M) =T,(M), para todo p € M. Segue do Lema4.3|que a dimensdo real de uma subvarie-
dade totalmente real é sempre n. Um exemplo de subvariedade totalmente real € a cépia de R”
dada por {(z + iy) € C*; y = 0}.

As complexificagoes de T,,(M ), H,(M) e X, (M) sdo denotadas 7,,(M) @ C,
H,(M)® Ce X,(M) ® C, respectivamente. A fungio estrutura complexa J em 7,(R*") ® C
pode se restringir & H,(M)®C pois H,(M) é J-invariante. Vimos na Se¢do[1.7/que H,(M)®C
¢ a soma direta dos auto-espagos +i e —i de .J que sdo denotados por H,*(M) e H)»* (M),

respectivamente. Assim, tem-se
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Exemplo 4.7. Tomemos novamente o conjunto M = {z € C"; |z| = 1 eIm 2z; = 0}, e 0 ponto
p=1(21=0,20=1,23=0,...,2, = 0) € M. Como foi visto na Se¢do[I.7] uma base para

T,°(C") é dada por
(o 0
"2\ 0z, Oy, '

o9 o1 _ [l i_~i
0z 0z, 0x; 83/1

Enquanto que uma base para 7),(M) ® C é dada por

{v®1,v ®i; vum elemento da base de T,,(M)},

e como visto no Exemplo T,(M) é gerado sobre R por

9 9 9 90 90 9
Ox1’ Oyy’ Ows’ Oys' 0wy, Oyn |

0 0
Portanto os elementos — € —— nfo pertencem a 7, (M ) ® C, enquanto que todos
21 zZ9 Zi

3 <'i < n, pertencem. Isso mostra que 7,°(C") N {T,,(M) ® C} ¢ gerada por

RN ) SN AR T Y R
8237 Y 8zn 81'3 8y3 61’1 (9y1

que é também a base de H,°(M).

, com

Serd bastante ttil ter uma forma de identificar estes espagos em termos de um

sistema definido localmente em M. Para isso, tem-se o seguinte lema:

Lema 4.8. Seja M uma subvariedade suave de C" definida proximo a um ponto p € M com
M ={z€ C"pi(2) =...=pa(z) =0}, onde p1,...,pq sdo fungcdes suaves com valor real

comdp; N ... \dpg # 0 proximo de p.

0
(a) Umvetor W = 37" wj—— € T)°(C") pertence a H,"(M) se, e somente se
Jj=1 Ja P

0
W{pk}(p) = (Opr, W gjék =0, 1<k<d
J

0
(b) Umvetor W =37, w]aT e T (C") pertence a H)'' (M) se, e somente se

0
W{piH(p -«mmw>—§j£k ;=0, 1<k<d.
J

Lembre-se que W{py} denota a agdo de um vetor W em uma fungdo py, e ( , ), denota o

pareamento entreformas e vetores.
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Demonstragdo. Tem-se H)*(M) =T, °(C") N {T,(M)®C} e
Ty(M) @ C={W € T,(C") ® C; {dpx, W), =0 com 1 <k <d}.

Como Jpy, é forma bigral (0, 1), entdo (Dpy, W>p = 0 para W € T,°(C").
Além disso, dpy, = Opi + Opy. Portanto, W € HL(M) se, e somente se, (Dpg, W), = 0

. A
parte (b) se mostra de forma andloga. O

Se M ¢é uma subvariedade CR em C", entdo as dimensoes de H)°(M),
H)*' (M) e Hy(M) ® C sdo independentes do ponto p € M. Logo, pode-se definir subcon-

juntos de T¢(M) como segue:

HE(M) = | (M) e C,

peEM

oY (M) = | HY* (M),
peEM

HY' (M) = | ] HY'(M).
peEM

Um subfibrado de 7C(M) é um objeto que atribui a cada ponto p € M um
subespago de 7),(M ) ®C cuja dimensao € independente de p. Além disso, para esses subespagos
€ requerido que se encaixem suavemente, no sentido de que sao localmente gerados por bases de
campos vetoriais suaves. Pode-se ver facilmente que esse ultimo requerimento € satisfeito pelos
espagos HO(M), H'(M) e H®(M). Para M localmente definido por {p1, ..., pa}, proximo
de um ponto py € M, pode ser escolhido de {0p1,...,0ps} uma colegdo de k elementos
Opiy, - -.,0p;, (1 <k <d),linearmente independentes. O niimero k € a codimensdo CR de M.
Segue da 4dlgebra elementar que, existem campos vetoriais suaves linearmente independentes
Ly, ..., L, que sdo anulados por Jp;,,...,0p;, . Esses campos vetoriais geram localmente
H(M) pelo Lemal[4.8] e entdo H'(M) é subfibrado de TC(M). Analogamente, H%!(M) e
HC(M) sdo subfibrado de T(M).

Lema 4.9. Seja M uma subvariedade CR de C". Entdo,
(a) H}' (M) N HY’(M) = {0} para todo p € M.
(b) Os subfibrados H*™' (M) e H"*(M) sdo involutivos.
Lembrando que uma subvariedade é involutiva se é fechada para o colchete de Lie.

Demonstracdo. A prova da parte (a) segue do fato que a intersecdo de autoespagos de uma

funcdo linear correspondentes a autovalores diferentes é sempre o espaco trivial. Para a parte
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(b), nota-se primeiramente que

HY(M) = | HY(M)
peEM

= |J (1) n{T,(M) © C})

pEM

=JncHn | nunec

peEM peM

= {T"(CY)|n} NTE(M).

O fibrado T°(C™) € involutivo pois o colchete de Lie de quaisquer dois campos vetoriais gera-
0
dos por FEREEE a—zn ¢ também gerado por {8_21’ cee E)_zn} Além disso, TC(M) é involutivo

pois € o fibrado tangente de qualquer variedade € involutiva. Portanto, H°(M) é involutivo,

como queriamos. Como H%!'(M) = HO0(M), H%'(M) é também involutivo. O

O Lema ¢ importante pois as propriedades (a) e (b) sdo as que definem
uma variedade CR abstrata. O Lema |4.9| ndo implica que H®(M) = HYO(M) & H*'(M) é
involutiva. Em geral, isso ndo é verdade.

O Lema implica que dim¢ H,°(M) = n — k onde k é o nimero de
elementos linearmente independentes de {Jp;(p),...,9pa(p)}. Se Ip1 A ... A Opg # 0 entdo
dime H)*(M) = n — d = dime H)"' (M) e assim dimg H,(M) = 2n — 2d. De acordo com o

Lema esse € o valor minimo para a dimensdo de H,(M).
Definiciio 4.10. Uma subvariedade CR M é chamada genérica se dimg H, (M) é minima.

Uma hipersuperficie em C" é sempre genérica. Pelo Lema .3 uma subva-
riedade CR genérica de C" cuja codimensdo real é ao menos n deve ser totalmente real. Uma
subvariedade complexa de C" que ndo é um subconjunto aberto de C" é um exemplo de varie-

dade CR ndo genérica.

Lema 4.11. Seja M uma subvariedade CR de C" com dimg = 2n — d, 0 < d < n. Sdo

equivalentes:
(a) M é genérica.
(b) dimg H,(M) = 2n — 2d, parap € M.
(c) A codimensdo CR de M ¢ igual a d.
(d) Op1 A ...\ Opq# 0em M para cada sistema local definido {p, . .., pa} para M.
(&) T,(C") = T,(M) @ J{X,(M)}.

Demonstracdo. A prova segue do que foi comentado na sec¢io, por esse motivo, deixaremos a

cargo do leitor. O
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Exemplo 4.12. Como no Exemplo[4.4] considere M = {z € C"; |z| = 1 e Imz; = 0}. Defina

as fungdes p1(2) = |z|> — 1 e pa(2) = (1/2i) (21 — Z1). Desse modo,

o) =0 (= —1) = 3 M

j=1

Z% (% (Z“’”?*% ) —ip (Z 2y ))dzj
> (@,

7=1
Z — 1y;)dz; = szdz] = zdz.

Dp(2) = D ((%) (21 — zg) _ %dzl.

Claramente, Op; A Jpy = 0 somente nos pontos z = (z1,...,2,) € M com

29 = ...= Zn, 21 = £1. Entdo, M ndo € subvariedade CR. Por outro lado, o conjunto

—~

={z=1(z1,...,2n) € M; 2, # +1},

¢ uma subvariedade CR genérica (ndo compacta) de C".

Se M ¢ uma hipersuperficie, entdo X, () é um subespago uni dimensional
(real) de T,,(M). Pelo Lema[1.68] J{X (M)} ¢ ortogonal a ambos X,,(M) e H,(M). Portanto,
J{X,(M)} pode ser identificado como o complemento ortogonal de 7,()). Para codimen-
soes mais altas, ambos X,(M) e J{X,(M)} sdo ortogonais a H,(M ). Contudo, em geral,
J{X,(M)} ndo é ortogonal a X,(M) e assim J{X,(M)} ndo pode ser identificado como o

complemento ortogonal de 7),(M) em todos os casos. Considere o exemplo que segue:

Exemplo 4.13. Seja
M = {(z1,2) € C* Imz, = Rezy, Imz, = 0}.
M é totalmente real e a base de Ty(M ) é dada por
0 0 0
_—, _l’_ _ .
8;1:1 Gyl 8.132

0
81‘1

> 0 0 0
nao é ortogonal a — + —
ayl

Nota-se que J ( 9y Oy

4.2 UMA FORMA NORMAL PARA UMA SUBVARIEDADE CR GENERICA.

Nesta se¢do, serd apresentado uma descri¢ao de coordenadas conveniente para

uma subvariedade CR genérica. Inicialmente, serd caracterizado o grafico de uma subvariedade
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CR localmente sobre o espago tangente real. Entdo, serd mostrado que a funcdo grafico pode ser
fechada para certos “termos puros” na expansio de Taylor. O caso analitico real € trabalhado

primeiro. Disto, a versido em C* segue facilmente.

Lema 4.14. Seja M uma subvariedade C'R genérica suave de C" com dimg M = 2n — d,
onde 1 < d < n. Tomemos py um ponto em M. Existe uma funcdo linear complexa afim e
ndo-singular A : C* — C", uma vizinhanca U de po, e uma fungdo suave h : R? x C"~4 — R?
com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

AIMNU} = {(z +iy,w) € C* x C"%y = h(z,w)}.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos transladar o ponto p, para a origem. E suficiente encon-
trar uma funcdo linear complexa ndo-singular A : C* — C™ que leva Ty (M ) no espaco {y = 0}
em R?", onde y = Im 2z € RY Para ela e a fungdo grdfica h, em A{M} serfo satisfeitas as
propriedades requeridas.

A fim de encontrar a funcéo desejada A, seja vy, . .., Uy uma base ortonormal
para X(M). O espago J-invariante H(M) é ortogonal tanto para X, (M) como J{Xy(M)}.
Além disso, J n@o possui autovalores reais e Jv.w = —v.Jw para v, w € TO(RQ"). Portanto,
existe uma base ortonormal para Hy(M) na forma vy 1, JUgi1, . - ., Un, JU,. Como M é gené-
rico, o conjunto

(B0, JO1, . Oy JO Y,

é uma base pra Ty(R>"), pelo Lema[4.11]
Agora, sejaz =z +iy € C'ew = u +iv € C" % Nesse caso, = e
y pertencem a R? e u, v pertencem a R"~¢. Defina a funcdo linear real A : R>" — R?" da

seguinte forma

~ 0 I .
A(Uj):%v A(ij)za—y 1 <5 <d,
J J
~ 0 N 0 ‘
A@)) = 5. - A(ij):m d+1<j<n.
J— j—

Como J(0/0z;) = 0/0y; e J(0/0uy) = 0/vi, segue que Ao J = Jo A
nos elementos da base de Tj(R?*") e portanto Ao J = J o A em todo Ty(IR*"). Visto que esta

funcdo é de C" para C", A é complexa linear. Claramente,
A{Ty (M)} = {(2,0,u,v) ; z € R e u,v € R"4} = {y = 0},

como queriamos. Isto completa a prova do lema. 0

Temos A complexa linear, logo A{H, (M)} = Ho(A{M}). Assim, a exten-
sdo de A para T,,(C")®C satisfaz A{H}O(M)} = Hy*(A{M})e A{H (M)} = Hy'' (A{M}).

Além disso, A relaciona uma base ortonormal de 7),(M ) em uma base ortonormal de Tp(A{M }).
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Em particular, A{X,(M)} = Xo(A{M}). Nas novas coordenadas, temos

T {(z,0,u,v) ; z € RYeu,v € R" 4},
Ho(M) = {(0,0,u,v) ; u,v € R"},
Xo {(2,0,0,0) ; z € R%}.

Pode-se identificar H,(M) por {(0,w) ; w € C* %} na forma complexa
linear, onde w = u + 0.

A nossa maior preocupacdo neste trabalho € com as subvariedades CR gené-
ricas. Contudo, devemos apontar uma versio do Lema [4.14] para um caso ndo genérico. Seja
k a codimensdo CR de M e seja d a codimensao real de M. Para o caso ndo genérico, te-
mos 0 < k < d e entdo n > dime H*°(M) > n — d pelo Lema 4.3 Defina o inteiro j por
dim H:*(M) = n — d + j. Temos

2n — d = dime H*°(M) + dime H*' (M) + dimg X (M)
=2n—2d+2j + k.

Portanto, 2j + k = d. Como J{X,(M)} é um subespaco k-dimensional transverso a 7,,(M),
existe um subespago J-invariante de 7,,(C")* de dimensdo real 2j que € transverso a T,,(M) &
J{X,(M)}. A prova do Lema m pode ser modificada para haver uma mudanca complexa
linear de coordenadas, definindo equagdes para M como segue

21 = Hl(xj-i-la vy Lg—j, Wiy . e 7wn—d+j)7
Zj = Hj(l‘j+1, ey Xd—j, Wy e ,wn,d+]’),
Yir1 = hir1(Tjgns - Tajy Wiy ooy Wodyy),
Yd—j = hd—j(xj—i-la vy Tg—j, Wiy - - 7wn—d+j)7
onde Hy, ..., H; sdo fungdes suaves com valores complexos tal que H;(0) = 0e DH;(0) =0,
1 <1< j,ehj,...,hs; sdo funcdes suaves com valores complexos tal que 7;(0) = O e

Dhy(0)=0,j+1<1<d—j

Teorema 4.15. Suponha M uma subvariedade CR genérica, analitica e real de C" tal que
dimg M = 2n — d (1 < d < n). Suponha que py é um ponto de M. Existe uma vizinhanca
U de py em C", um biholomorfismo ® : U — ®{U} C C", e uma fun¢do analitica real
h:R?x C" % — R com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

P{MNU} = {(z +iy,w) € D{U} c C* x C"*; y = h(z,w)}.
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Além disso,

o118 p(0)
dx*ows
ole+181p,(0)
Oz ow®

Para todos os multi-indices o e 5.

Outra forma de descrever a funcio gréfico h € por meio da expansdo de Taylor
sobre a origem
h(z,w) = Z Ao 5T WWT,
a,Byy

onde
1 lel+Bl+hp

wp = 0).
Qb = 181N Oz dwbow

Os termos da expansdo de Taylor com 5 = 0 ou 7 = 0 sdo chamados termos puros.

Demonstragdo. Como no Lema.14] iremos assumir que o ponto dado p, € a origem e
M = {(z +iy,w) € C! x C""% y = h(z,w)},

onde h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como M ¢ analitica real, a fungdo grafica h : R x C"~¢ — R? ¢

analitica real. A Expansao de Taylor de i € dado por
h(z,w,w) = Z Aoy WD

Temos enfatizado que h é ndo holomorfica em w pela notagdo h(x,w,w), o
qual ilustra a dependéncia de h em w. Entdo, iremos substituir w pela coordenada independente
n € C"%ex por z € C?e definimos a funcdo holomérfica i : C¢ x C"~¢ x C"~¢ — C? como
segue

h(z,w,n) = Z gy W .

Esta série converge para {|z|, |w|, || < ¢} para algum § > 0.
Como h(0) = 0 e Dh(0) = 0, temos A(0) = 0 ¢ Dh(0) = 0. Do Teorema
da Funcdo Implicita para fungdes holomorfas, existe um holomorfismo ¢ : C? x C*~¢ — C¢

definido pr6ximo a origem tal que
d(z +ih(z,w,0),w) =2z com |z|,|w| <4, 4.1)

para algum, possivelmente pequeno ¢ > 0.
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Defina agora a mudanga holomérfica de varidveis (z, W) = ®(z,w) onde

7=z —ih(¢(z,w),w,0) € C,

4.2)
we Ch e,

w

Como Dh(0,0,0) = 0, D®(0,0) é a identidade. Entdo, para um § > 0
apropriado, a fun¢do ® é um biholomorfismo para {|z|, |w| < §} em uma vizinhanga da origem
em C".

Seja M a imagem de M N {|z],|w| < §} por ®. Desejamos encontrar uma

funcéo definida para M em 2z = 7 + i¥y, w coordenadas na forma

de forma que h satisfaca as propriedades requeridas no teorema.

De[.2]
y=y— Re {E(¢<Z> w)> w, 0)}

Se (z,w) pertencem a M, entdo (z,w) pertencem a M e entdo

y = h(z,w, @) € R
Substituindo esta equagdo na anterior, temos
7= Re {h(z,w,@) — h(¢(x + ih(z, 0, W), w),w,0)}, 43)

com (z,w) = ®(z,w) € M.
Para obter uma equacdo definida em M nas coordenadas (Z,w), devemos
transformar o lado direito da Equacao em uma funcdo em z e w. Agora, como ® é um

biholomorfismo local, claramente (z,w) = ®1(Z, W) e escrevemos

z

I
w

(2, w)

4.4)

Il
£)

w

I

onde z : C? x C"~¢ — C? ¢ holomorfismo préximo a origem. Portanto = Re z € uma fungio
analitica de Re Z, Im Z, Re @, Im @ e escrevemos = x(Z, w). Substituindo x = z(Z, W) e
w = w no lado direito de resulta em uma fun¢do grafica local para M. , exceto se envolver
a varidvel ¥y = ImZz. A funcdo gréifica deve envolver somente Z e w. Para resolver isso,
usamos o fato de DE(O, 0,0) = 0 e o Teorema da Funcao Implicita para concluir que a variavel
y = (T, 0, 0) em ¢ uma fungdo analitica real de 7, Re w, Im @w préximo a origem.
Substituindo %(Z, @, ) por j = Im Z em x(2, W) produzimos uma nova fun¢io denotada por

x(z,w,w). Esta fungdo é analitica real em uma vizinhanga da origem.
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Substituindo z(Z, W, W) por = e W por w, 4.3|se torna

&)
£)

7= Re{n(z,®, @)} com (3@)€ M,

Y

onde

-~ ~ ~

hE,©,0) = W@, 0, 0),D,0) — h(¢(x(@, @, D) + ih(x@, @, 0), @, D), D), D,0).

&)

Portanto, Re h é funcgdo grafica para M.
Falta mostrar que
dle+181 Re 1(0) dle+181 Re 1(0)

oTeOw? 0 © o 855 0 (4.5)

A segunda equacdo segue da conjugacgdo da primeira, entdo € suficiente provar
apenas uma delas. A fun¢do

(2, ) — (T, D, D),

¢ analitica real proximo da origem e portanto pode ser expressa em séries de poténcias em T, w

e . Substituindo Z por 2 € C? e W por 7j € C"~¢, obtemos a fungio
r:Ctx C¥xCcv? - CY,

a qual é holomorfica em uma vizinhaga da origem. Pela substituicio de z(Z, @, 7)) por z(Z, W, @)

e 7) por @ na definicdo de %, obtemos a fungio h : C¢ x C"—¢ x C"~¢ — C4 dada por

h(Z.@.7) = h(z(2,@.7),@,7) — Mo @.7) + ih(=(Z, @,7), @,7), @), D, 0).

que é holomorfica para (z, w, 77) em uma vizinhanca da origem. Para estabelecermos a primeira

equacdo em[4.5] devemos mostrar que
h(Z,@,0) = 0.
Segue de 4.1}, com z(Z, w, 0) no lugar de z e W no de w, que
O(x(%,@,0) + ih(z(2,@,0),,0), D) = 2(2,D,0).

Substituindo isto em iAz obtemos

como queriamos. Portanto a prova do teorema estd completa [



88

Uma versdo C* do Teorema segue facilmente da versdo alalitica real.
Seja M = {y = h(z,w)} onde h é de classe C* para k > 2. Segue da k-ésima ordem da

expansdo de Taylor de h, que
h(z,w) = p(z,w, W) + e(x,w),

onde p é um polindmio de grau k nas varidveis x, w,w e o resto de Taylor e satisfaz

olelF18l+hle(0)

s =0 com a| 4[5+ 1] < .

Portanto, as variedades M e M = {y = p(x, w, W)} combinam com a ordem

k na origem. Como p € analitica real, o Teorema se aplicaa M.

Teorema 4.16. Seja M uma subvariedade CR genérica de C" de classe C* (k > 2) com
dimg M = 2n —d (1 < d < n). Suponha py um ponto de M. Existe uma vizinhan¢a U de
po em C", um biholomorfismo ® : U — ®{U} C C", e uma funcdo h : R¢ x C"~¢ — R? de
classe C* com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

P{M NUY = {(z + iy, w) € D{U} c C! x C"% y = h(x,w)}.

Além disso,

lel+I8IR(0)  9lel+I8IK(0)

dredw?  0re0w” com ol +[B| < k.

Agora vamos voltar a questdo de encontrar uma base local candnica para
HY(M) e H*'(M). Assumimos que

M ={y = h(z,w)},

onde h : RY x C"¢ — R ¢ de classe C*, para k > 2, e h(0) = 0e Dh(0) = 0. O
espaco Hy'' (M) é spam (em C) de 9/0w,,...,0/0W,_q € 0 espago Hy’(M) é spam de
0/0wy,...,0/0w,_4. Nosso desejo é estender estes vetores a campos vetoriais localmente
gerados em H%' (M) e HYY(M), respectivamente.

Teorema 4.17. Seja M = {(x +iy,w) € C* x C"~%; y = h(z,w)} onde h : R x C*~¢ — RY
é de classe C* (k > 2), e h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Uma base para H*°(M) préximo a origem é

dada por L, ..., L, g4 com
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h
onde Ly, € o (1, k)-ésimo elemento da matriz d X d <I - zg—x>

Uma base para H%' (M) préximo a origem é dada por Ly, . .., L,_4. Como

Dh(0) = 0, note que Lj|y = 0/0w; e L;|o = 8/0w;, paral < j < n —d.

Demonstragdo. Seja

onde Ay, sdo fungdes suaves escolhidas de forma que L;|, pertenga a H'O(M).
Seja p;(z,w) = Im z; — hj(z,w), 1 < j < d. A variedade M normalmente é
o conjunto zero de pi, .. ., pg. Pelo Lema[4.8] se um campo vetorial L em 7°(C") |5, pertence
a HY9(M), entdo
(Op;, L)y =0 emMcom 1<1<d.

Inserindo L = L; nessa equacdo, obtemos

4__Zahl hl':O’

coml <[<del < j<n—d. Estaequagdo pode ser reescrita na forma de matriz como

1 Oh Oh
I —i—|.(A)=—.
2i [ (995} ) ow
A foérmula para L; dada prova o teorema. 0

4.3 SUBVARIEDADE QUADRATICA

Temos do Teorema @ que uma subvariedade CR de C", genérica e suave,
possui uma funcdo grifico i definida localmente sem termos puros na expansio de Taylor até
determinada ordem. Em particular, os termos quadraticos na expansdo de Taylor de A nao
contém termos envolvendo a coordenada z. Portanto, todas as informag¢des de segunda ordem

estdo contidas no termo
n—d

= >
(?wj 8w & W
Substituindo w por uma variavel independente € C"~¢, obtemos uma forma
quadratica.

Definicfio 4.18. Uma funcdo q : C™ x C™ — C% é uma forma quadrdtica se

i) q é bilinear sobre C;
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ii) q é simétrica, isto é, q(w,n) = q(n, w) para w,n € C™.

iii) q(w,n) = q(w,n) paraw,n € C™.
Definicao 4.19. Uma subvariedade M C C" definida por

M = {(z +iy,w) € C* x C"% y = q(w, W)},

onde q : C"~4 x C"* — C? é uma forma quadrdtica, é chamada subvariedade quadrdtica de

C

Os requerimentos (i) € (iii) da Defini¢do implica que ¢(w,w) é um
vetor em R?. Logo, a subvariedade quadritica da Definicio € uma subvariedade bem
definida de dimensao real 2n — d.

Subvariedades quadréticas sdo rigidas pois as funcdes graficas sdo indepen-
dentes de z. Como iremos ver, a classe das subvariedades quadraticas fornece uma classe com
exemplos faceis de se estudar. Como discutimos no inicio da se¢do, qualquer subvariedade
CR genérica pode ser aproximada a terceira ordem na origem por uma subvariedade quadré-
tica. Portanto, uma subvariedade quadritica muitas vezes providencia um modelo para uma
subvariedade genérica geral.

Outra razao do porque as subvariedades quadréticas s@o interessantes € que

cada subvariedade quadratica possui uma estrutura de grupo, como iremos descrever agora.

Definicao 4.20. Seja g : C" ¢ x C"~¢ — C¢ uma forma quadrdtica. Para (2, w;) € CIxC"4
e (29, w7) € C? x C"4, defina

(z1,w1) o (22, ws) = (21 + 22 + 2iq(wy,Ws), w1 + ws).

Lema 4.21. A operacdo o define uma estrutura de grupo em C" x C" que se restringe a uma

estrutura de grupo em M x M, onde M = {y = q(w,w)}.

Demonstracdo. A operagdo o € claramente associativa. O elemento neutro € a origem. O

inverso do ponto (z,w) é o ponto

-1

(z,w) = (—z + 2ig(w, W), —w).

Falta mostrar que o se restringe a uma estrutura de grupo em M x M. Se

(z1,w1) e (22, ws) pertencem a M, entdo Im z; = q(wy, W) e Im z5 = q(ws, Ws). Portanto
Im{z + 22 + 2ig(wy, W)} = q(wy, W) + q(wa, Wa) + 2Re q(wy,Ws).
Usando as propriedades de ¢, podemos reescrever na forma

Im{z + 2z + 2ig(w1,Wa) } = q(wy + wo, Wy + Ws).
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Isso mostra que o é fechado em M x M. A prova de que o elemento inverso

pertence a M também € facilmente mostrada. Isto completa a demonstragdo do lema. [

O Lema [4.3] implica que uma subvariedade quadritica é um grupo de Lie,
o que significa que a operagdo de grupo (o) : M x M — M é uma fungdo suave. Para
Po = (20, wp) € M, define-se a fungdo G, : M — M por

Gpy(z,w) = (2,w) o (20, wp) = (2 + 20 + 2iq(w, Wp), w + wy).

A fungdo G, (2, w) é suave em ambos (z,w) e py. Para p, fixado, G,, € a
restri¢ao de uma fungdo holomérfica pois ¢ € uma fungao linear complexa.
Segue do Teorema que os geradores de H'0(M) sdo

d
0 . 8ql 0 .
L:i=— +2 E —— 1<j<n—-d
J 8wj+ Zz=1 ow; 0z =) =n=a
onde ¢ = (q1,...,qq). Do mesmo modo, os geradores de H%'(M) sio L1, ..., L,_q. Esses

campos vetoriais sdo definidos globalmente em M e exibidos globalmente no grifico de gq.
Note também que 0/0x1, ...,0/0x4 sdo geradores globais do espago tangente totalmente real
X(M).

Os campos vetoriais Ly, ..., Ly_a,L1,...,Ly_q € 0/0x1,...,0/0x4 pos-
suem outra importante propriedade. Eles sdo invariantes perante a opera¢do de grupo (o) em
M. Isto significa que, a fungdo (z, w) — Gy, (2, w) leva a origem no ponto py = (zo, wy) € M.
Portanto, (G, ).(0) é uma fungio linear complexa de 7y (M) ® C para T,,(M) ® C.

Defini¢iio 4.22. Um campo vetorial L € T (M) é dito ser invariante (a esquerda) para a

aplicacdo de grupo (o) em M se
(Gpo)«(0){Lo} =L, paracada pe M,

onde G,(z,w) = (z,w) o p.

Como Gy, © G, = Gpropy € (Gpy © Gpy ) = (Gp1)s © (Gpy ) um campo

vetorial invariante L satisfaz

(Gpl)*(p2>{Lp2} = Lyyop, para p1,p2 € M.
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Teorema 4.23. Os campos vetoriais

0 . 8ql 0 .
Li= —+2 ——— 1<j<n-—-d
! 8wj+ ! Ow; 0z ST
=1
0
— 1< <d

sdo invariantes para a aplica¢do de grupo (o) definida em M = {y = q(w,w)}.

Demonstragdo. Seja G : C* — C" uma funcdo suave, entdo

0 } zn: 0Gy, o 0Gy 0

6.0 { 5 > 5O 02

G, " aG Vac,
0 - 0G, 0 0G,, 0
G* O r— — D O . 0 e
( ){8Cj} p 0Cj( >5Ck+(aCj( ))8Ck

onde escrevemos ¢ = ((, ..., (,) nas coordenadas de C" e também G = (G4, ...,G,).

A funcdo G,(¢) = G,(z,w) é holomérfica em ( = (z,w) € C, e entdo
9G,/9¢; = 0 = 9(G,)/0¢;. Usando a férmula de L; e escrevendo 0/0x; = 0/0z; + 0/0%;, a

prova do teorema se reduz a um simples célculo. [

Teorema 4.24. Seja M uma subvariedade quadrdtica com codimensdo dois de C* definida por

= w, W
M= y1 = qi( _) ‘
Y2 = G2 (wa U))
(a) Se q, e qz sdo linearmente dependentes sobre R, entdo existe uma mudanca linear com-

plexa nao-singular de coordenadas em C* de modo que nas novas coordenadas

M: Y1 :q1(w7w) 7
Y2 =0

onde q, é uma forma quadrdtica de valor escalar.

(b) Se q1 e qo sdo linearmente independentes sobre R, entdo existe uma mudanca linear
complexa ndo-singular de coordenadas em C* de modo que nas novas coordenadas, M

tem uma das seguintes formas

. N = |7~Ul|2
(i) M = .
Y2 = |”‘~UQ|2

(i) M = Y1 = |7le|2 _
Yo = Re(w w5)
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Yo = Im(w1WQ)

(iii) M = { b1 = Relwiw) }

Demonstrag¢do. Para a parte (a), se ¢o = Mg para algum A € R, entdo faremos a seguinte

mudanga linear complexa e ndo-singular de varidveis

Nas novas coordenadas

@\1 :Im/z\l :]m21
= q(w,w) (com (z,w) € M)

),

£)

=q (@,

e
Yo=1Im7zy=1Im z— Nm z
= @(w, W) — A1 (w,w) (com (z,w) € M)
= 0.
Portanto, se M € a imagem de M pela funcdo (z,w) — (Z,w), entdo M é
definido por

Assim, estd provada a parte (a). Para provar (b), comecaremos diagonali-
zando a matriz de ¢;. Isto pode ser feito por uma mudanga unitdria de coordenadas a qual tem

efeito somente em w; € wy. Depois de reescalonar, existem trés casos a se considerar:
1. q1(w, @) = |w1]* + |we|®> (g1 é positivo definido)
2. qi(w, W) = |wy]* — |wa|*  (qi tem autovalores de sinais opostos)
3. qi(w,w) = |wy|* (g1 tem um autovalor).

Note que, no caso 1 estd incluso o caso onde ¢; € negativo definido, pois a
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troca de varidveis Z = —z e W = w torna ¢; positivo definido. Dessa forma,
. 2 — 2
@ (w, W) = Alw|* 4+ 2 Re(Awiws) + Clws|*,

onde A e C sdo reais e A € complexo.
Caso 1. (¢; é positivo definido). Primeiramente, existem niimeros complexos

a e b (com b # 0) e um nimero real t de modo que
G (w, W) + tq(w, W) = |aw; + bw,|?.

Expandindo esta equagdo, vemos que a, b e ¢ satisfazem

ab =\
lal* = A+t (4.6)
b = C +t.

Se A = 0, entdo procedemos da seguinte forma. Temos A > C' ou C' > A;
se A= Ce)\=0,entdo ¢, e ¢ sdo linearmente independente. Trocando os papéis de w,
e wy se necessario, considere C' > A. Defina a = 0. Isto forca t = —A. Por outro lado,
|b|> = C' — A > 0. Entdo, podemos considerar b = +/C — A. Com estas escolhas, as equacdes
em [4.6] sdo satisfeitas com um b diferente de zero.

Se A # 0, devemos escolher valores a e b diferentes de zero. Temos

_PE_ AP

2
A+t =lal “WE O+t

Esta equacdo pode ser rearranjada na seguinte equacio quadratica em ¢
2+ (A+ O+ (AC = |2 =0. 4.7

O discriminante, (A + C)? — 4(AC — |A\]*) = (A — C)? + 4|)\|?, € positivo
porque A # 0. Portanto, a equagdo quadratica tem duas raizes reais. Seja ¢t a maior raiz.
Claramente t + A > 0 et + C > 0 pois (t + A)(t + C) = |A\|? > 0. Seja 6 um argumento de .

As trés equagdes em [4.6]sdo satisfeitas pela escolha de ¢ e
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Com estas escolhas para a, b e t, temos

1 (w, W) = |w1[* + ws|?

G (w, W) + tq (w, W) = |aw; + bw,|?.
Defina a seguinte mudanca linear de varidveis:

/Z\l =21
32 = 29 +t21
1/171 = W1

Wy = aw; + bw,.
Estd é uma funcio linear ndo-singular quando b # 0. Assim

Imz =1Imz
=q(w,w) (se(z,w) e M)

= wy|* + Jws|?
1 2
= |1/131|2 + ‘g(l/u\g — a@l)

~ 12 ~ = ~ 12
= al|w|” + 2 Re(yw,@W,) + B|ws]|*,
onde a e  sdo nimeros reais positivos e 7 € um nimero complexo. Analogamente

Imzy=1Imz+tImz

= q(w, W) + tq;(w,w) (se (z,w) € M)

Portanto, se M é a imagem de M pela fungéo linear (z,w) — (Z, W), entdo,
nas novas coordenadas, M = {Im 2z = g(@, w)} com § = (41, ) onde

q1 (@7

~

@ (0, W) = |Wy]?.

) = a|@|* 4 2 Re(y@1 @) + S| @]

)|

Agora iremos completar quadrado em g;. Depois de remover o A, obtemos

(0, @) = |a?wy +Fa Y 2we|? + (B — |72 Y |we]?, a > 0.
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Fazendo mais uma mudanga de coordenadas

Zi=an—(B-PaNn, H=2n

-~ 1/2 =  —1/2 -~
wlz&/wl—l—v& /wg, Wy = Wy

Esta mudanca de coordenadas € ndo singular pois o > 0. Novamente, seja M
a imagem de M pela fungdo (z, w) — (Z,w). A equagdo que define M nas novas coordenadas
¢ dada por
—~ Im z; = |w,]?
Im Zy = |wy|?
o qual é a forma normal dada em (¢) da parte (b) do teorema.
Caso 2. ¢;(w,w) = |wi|*> — |ws|? (g1 tem autovalores de sinais opostos).

Nesse caso, serd feita a mudanca linear ndo-singular de coordenadas seguinte:

7 =7z 29 =2y
w1+’l/172 1/151—71}2
w = —— Wy = ————
2 2

Nas novas coordenadas, (a imagem de) M € dada por (ap0s retirar o A)

Im zZ1 = Re(w1w2)

Im Z9 = A|w1\2 + 2 Re()\wlwg) + B’U}Q‘Z

)

para algum A, B € Re A € C. Suponha A = r 4 is, ;s € R. Apds as mudangas de varidveis

21 = 21,29 = 29 — 2rz1, Wy = wy, Wy = wa, M é dado por (retirando A)
Imz; = ¢ (w,w
M= 1 Ch( ) ’
Im zy = go(w, W)
onde

q1 (’U), @) = Re(wlwz),

¢ (w, W) = Alw,[* — 25 Im(w, W) + Blw,|?.

Na forma de matriz temos

02(w, ) = (T, ) (A ‘B> (Z; )

Se o determinante AB — s? & positivo, entdo a matriz de ¢, é positiva ou

negativa definida e assim caimos no Caso 1, com os papéis de ¢; e ¢ trocados. Isso nos leva a
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forma normal dada em () da parte (b). Entéo, assumiremos
AB — s> <0.

Primeiramente, serd mostrado que o coeficiente |w;|? em ¢, pode desaparecer

ao fazer a troca de variaveis

~ -~

21 =2 Z9 = Z9

wy =W, Wy = Wy + iy,

para um ¢ apropriado que serd escolhido mais tarde. Esta mudanca de varidveis preserva q;.

Além disso
QQ<UJ,E) = (A + 2st + Bt2)’ﬁ}1|2 — 2(8 + Bt) Im({ﬁlﬁﬁ + B|@2|2

A equagdo quadrdtica A + 2st + Bt* = 0 possui uma raiz real pois seu
discriminante 4(s*> — AB) é ndo-negativo. Com essa escolha para ¢, o coeficiente de |w; |*

desaparece e assim temos (apOs retirar A)

¢ (w,w) = Re(wws)

G@(w, W) = a Im(w,Wy) + Blws|?,
onde « e (3 sdo numeros reais.

Se o = 0 entdo [ € diferente de zero, caso contrario g = 0. Ap0s re-escalar
na varidvel zo, M tem a forma normal dada em (ii) da parte (b) com os papéis de w; e ws e de
z1 € z9, trocados.

Se a # 0, podemos for¢ar com que o coeficiente |w,|* desapareca pela mu-

dancga de varidveis

~

21232 22 = 29

~

wy = Wy + ity Wy = W,
onde ¢ € um numero real. Novamente, esta mudanga de varidveis preserva ¢;. Temos
_ ~ = —~ 12
Go(w,w) = o Im(wyWs) + (B + at)|We|*.

Como a # 0, podemos por t = —pBa™~1, isto for¢a o coeficiente |ws|* a
desaparecer. Ap0s re-escalar na varidvel zo, M tem a forma normal dada em (iii) da parte (b).

Caso 3. ¢, (w,w) = |w;|* (¢; tem um autovalor). Temos

QQ(U),E) = A|w1\2 + 2 Re()\wlwg) -+ B’U)2|2,
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onde A e B sdo reais e A complexo. Facamos a troca de variaveis

21 =2 2y = 29 — Azy

w1 = Wy Wy = W2,

Nas novas varidveis, M € definido por

Im 21 = |ﬁ71|2
M = Y ~ =< ~ )
Im Z, = 2 Re(\W,Ws) + Bliw,|?

Seja g2 (w, W) = 2 Re(w Ws) + Blws|?. A matriz que representa g, €

(3)

Se A\ # 0, entdo o determinante da matriz é —|\|?, o qual é negativo. Logo,
os autovalores da matriz de ¢, t€m sinais opostos e obtemos o Caso 2 com os papéis de q; € ¢
trocados. Se A = 0, apds re-escalar, M tem a forma normal dada em (7) da parte (b). A Prova

do teorema esta completa. O

4.4 VARIEDADE CR ABSTRATA

Até este momento, estivemos lidando com subvariedades CR de C". Nesta se-
cdo, iremos definir um conceito abstrato de variedades CR que nio requer mencdo do ambiente
C™ ou variedades complexas.

Seja M uma variedade abstrata infinitamente diferencidvel. Como foi visto,
T®(M) denota o complexificado tangente cujas fibras em cada ponto p € M sdo dadas por
T,(M) ® C. Se M é uma subvariedade CR de C", pelo Lema[4.9)

Q) HYO(M)n HWO(M) = {0},
(i) HYO(M) e H*(M) sdo involutivos.

Essas duas propriedades fazem uma meng¢@o a uma estrutura complexa de C"
além de definir o espago H'°(M). Portanto, definimos uma variedade CR abstrata sendo uma

variedade juntamente com um subconjunto de 7( M) a qual satisfaz as duas propriedades.

Defini¢fio 4.25. Seja M uma variedade suave e suponha YV um subfibrado de T(M). O par

(M, V) é chamada variedade CR abstrata ou estrutura CR se
(a) V,NV, = {0} para cadap € M.

(b) V é involutiva, isto é, [Ly, Ls| pertence a V sempre que Ly, Ly € V.
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S COMPLEXO TANGENCIAL DE CAUCHY-RIEMANN

Para uma subvariedade CR de C", existem duas formas de definir o Complexo
Tangencial de Cauchy-Riemann. A primeira é uma aproximagdo extrinseca, que € calculada fa-
zendo extensdes da subvariedade CR para um aberto de C", em seguida aplicando o operador
de Cauchy-Riemann 0. A segunda é uma aproximacio intrinseca, que ndo faz uso do ambiente
C" e portanto generaliza as variedades CR abstratas. Neste capitulo, serdo apresentadas ambas
as aproximacoes e provada a equivaléncia entre elas. Ademais, partindo do Complexo Tangen-
cial de Cauchy-Riemann podem ser definidas as Funcdes CR e as Aplicagdes CR, estudadas na

segunda parte deste capitulo.

5.1 APROXIMACAO INTRINSECA PARA GIY;

Nesta se¢io, iremos trabalhar uma aproximagio para 9, repetindo os passos
da definicdo do operador de Cauchy-Riemann @ em C" (ou outra variedade complexa), visto
na Secdo Serd importante conhecer o conjunto das (p, ¢)-formas de C", denotado por
APAT*(C™). O espago da (p, q)-formas suaves de AP47T*(C") sobre um aberto U de C" é
denotado por £P4(U). Para cada ponto py € C", o conjunto {dz! A dz”’; |I| = p,|J| = q} é
uma base ortonormal para AL:2T™(C").

Assuma (M, V) uma estrutura CR abstrata, como na Defini¢éo m Entio,
V é um subconjunto involutivo de 7¢(M) e VNV = {0}. Serd necessério encontrar um
subconjunto complementar a V @ V. Para isso, iremos assumir M/ equipado com a métrica
Hermitiana para 7C(M) de modo que V seja ortogonal a V. Se M é uma subvariedade de
C", entdo a métrica natural a se usar ¢ a restrigio para 7'C(M) da métrica Hermitiana usual
em TC(C"). Se M é uma variedade abstrata, entdo a métrica pode ser construida localmente
exibindo uma base local de campos vetoriais ortonormais. Essa métrica pode ser estendida
globalmente por uma particdo da unidade.

Para cada ponto py € M, fazemos X, ser o complemento ortogonal de V,,, ©
Vy, em T, (M) @ C. Claramente, o espago {X,,; po € M} adequa-se suavemente e assim, o
espago

X(M) = U Xpo
PoEM
forma um subconjunto de T(M).
Se M é uma subvariedade CR de C", entdo V = H"*(M)e V = H"'(M).

Nesse caso, X (M) é a parte totalmente real do conjunto tangente. Defina os subconjuntos

T(M) =V ® X(M)
TN M) =V.
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Os duais desses espagos sdo denotado por T**! (M) e T*"°(M), respectiva-

mente. Defina o conjunto
APIT(M) = AP(T*SO(M))BA(T (M),

chamado de espaco das (p, ¢)-formas em M.

Exemplo 5.1. Seja (21 = x1+1iy1, 20 = To+ iy, w1 = X3+ 1iYs3, wy = x4 +1iy4) as coordenadas
de C*. Suponha M uma subvariedade CR em C* de dimensio real igual a 6, tal que, para todo
pe M,

888888}

Note que dimg H,(M) = 4 e dimg X, (M) = 2. Além disso,

H*" = span{dwy, dws},
H*' = span{dw,, dw,}.

Entdo, uma base para o espaco das (p, ¢)-formas AP4T*(M), definida intrin-

secamente, ¢ dada por
{dx’ A dw’ A dw™;|I| +|J| = p, |K| = q},

onde dx representa os elementos dx; e dys.

A métrica pontual em 7C(A/) induz uma métrica dual pontual em T*(M).
Seja @1, ..., myq Uma base ortonormal para T*"°(M) e seja vy, ..., 1), uma base ortonor-
mal para T**'(M). A métrica para T*C(M) se estende para uma métrica em AP9T*(M) ao

declararmos que o conjunto
{¢! A7; |I| =p, |J| =q, I, J conjuntos multi-indices},

¢ uma base ortonormal. N6s também apontamos que AP?7*(M) é ortogonal a A™*T*(M) se

p # rouq # s. Podemos fazer uma decomposi¢ao ortogonal como segue
AT (M) = A™°T*(M) & ... @ A>"T*(M),
onde alguns dos somatdrios pode ser igualar a zero se r > m. Seja
md s ATTC(M) — APIT*(M), com p+4q=r,
a aplicacdo proje¢do natural.

O espago das r-formas suaves em um aberto U C M é denotado por £}, (U).

O espaco das secdes suaves de A”9T* (M) sobre U € denotado por E4/(U) enquanto Di/(U) é
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o espaco dos elementos compactos de E7/7(U). O conjunto U pode ser omitido das notagdes se
ndo for importante na discussao.

A defini¢do intrinseca para o operador tangencial de Cauchy-Riemann pode

agora ser dada em termos da derivada exterior dy; : £, — €57

Definicdo 5.2. O operador tangencial de Cauchy-Riemann 0y : EX — EPI ¢ definido por

3 1
GM = 7T§f+ ¢) d]y[.

7z

Desejamos mostrar que dy; : EX4 — EPITH ¢ um complexo, isto é, que
Oy 00y = 0. Isto segue do fato que dj; o dy; = 0 e mais alguns resultados que veremos a

seguir.

Lema 5.3. Se M é uma variedade CR, entdo
du{EN} C EYP T e M @ T

Isso implica que, a derivada exterior de uma (p, ¢)-forma ¢, pode ser um
somatoério de formas de bigraus diferentes. Porém os tinicos componentes de dy;¢ que podem

ser ndo-nulos tém bigraus iguaisa (p+ 2,q — 1), (p+1,¢) e (p, g + 1).

Demonstragcdo. Primeiramente, trataremos o caso p = 1 e ¢ = 0. Devemos mostrar que

792(dp¢) = 0se ¢ € E,7. Isto é equivalente a provar
(dyd, Ly NLy) =0 paratodo Ly, Ly € V =T"(M).
Segue do Lema [I.60] que
(dar¢y Li A La) = Ln{(¢, L2) } — La{ (¢, L1) } — (&, [L1, Lo -

Como ¢ € 5]{20 e L, Ly, € TO'(M), temos <gz5,fl> = <¢,fg> = 0. Pela
defini¢do de estrutura CR, V € involutivo, e assim [Ly, L,] € V. Portanto, (¢, [L1, Lo]) = 0.
Dessa forma (dyr¢, Ly A Ly) = 0 como querfamos.

Por outro lado, o lema segue automaticamente parap = 0 e ¢ = 1. Para

p,q > 1, EV? é gerado pelos seguintes termos

PLA APy AL Ay,

onde cada ¢; é uma (1, 0)-forma suave e cada ¢»; € uma (0, 1)-forma suave. O caso geral segue

usando a Regra do Produto para d,. [

Lema 5.4. Se M é uma variedade C'R, entd@o Oy o Oy = 0.
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Demonstragdo. Suponha ¢ uma (p, ¢)-forma, entdo 0y;¢ = 779 (dyr¢). O Lema fornece

O = dyd — [T (dy @) + 7T (d ).

Portanto

5M5M¢ = qPat? [dM(5M¢)]
= —qPat? [dep”’q*l(dM@ + dep“’q(dM¢)].

Na dltima passagem, foi usado que dj; o dpy = 0. Do Lema[5.3]segue que o lado direito é nulo.
Portanto 5M5M¢ = 0. ]

Lema5.5. Se f € EV7 e g € &)}, entdo
Om(fAg) = Omf)Ng+ (=1)PTf ADyg.

Demonstragdo. A prova da Regra do Produto para 0y, segue diretamente da Regra do Produto

para derivada exterior. O

Lema 5.6. Se f € EVF e g € alguma forma suave de M com suporte compacto, entdo

| @unng= et [ g ad

Demonstragdo. Sejam a dimensdo de V (e V) e seja d a dimensdo de X (M). Logo, dime(V &
X) = dimge T (M) = m+d e dime T (M) = m. O espago T(M) tem dimensio complexa
2m+d que € igual a dimensao real de M. Entdao uma forma de grau mais alto em ) tem bigrau

(m +d,m). Se f € EV, entdo Dy, f € EVIH! e assim 0y, f emparelha com formas de bigrau

(m+d—p,m—q—1).Sejag € Dy 4 P™ 97! pela Regra do Produto, obtemos
/ (Omf) N g :/ om(fAg)+ (—1)p+q+1/ f A Oug. (5.1
M M M

O bigraude f A g é (m + d,m — 1). Como o bigrau mais alto em M é (m + d, m), temos

Iu(f Ng)=du(fNg).

Como g tem suporte compacto em M, segue do Teorema de Stokes que

/ du(f A g) =0. (5.2)
M

Substituindo[5.2]em [5.1] obtemos a prova do lema. O
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5.2 APROXIMACAO EXTRINSECA PARA Gl

Nesta secdo, iremos aproximar o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann
a partir de restri¢des e extensdes, utilizando das (p, ¢)-formas de C" e do operador 0. Primeira-

mente serd definido as (p, ¢)-formas em M, em seguida Ot

Definicao 5.7. Seja M uma subvariedade CR genérica e suave em C" com dimensdo real
igual a 2n — d. Define-se AP9T*(C"™)|p como a restrigdo do conjunto AP4T*(C") em M, isto

é, APUT*(C")|ns € a unido dos conjuntos AL:7T*(C™) com py variando em M.

O espago AP1T*(C™)|,, é diferente do espago {j*w; w € AP4T*(C™)}, onde
j: M — C™ ¢ afungao inclusdo. Uma (p, ¢)-forma suave de AP¢T*(C")|,; é um elemento do
tipo
f=Y" fdz' ndz' e gro(Cm),

com fungdes coeficientes, f;;, restritas em M.

Definicio 5.8. Para 0 < p, g < n, define-se I"? sendo o ideal em AP1T*(C") gerado por p e

Op onde p : C* — R é uma funcdo qualquer suave e nula em M.

Elementos de /79 sdo somatdrios de (p, ¢)-formas do tipo
O1p+ Dy A Dp, @y € APITHC"), By € APTITHCM).

Se {p1,...,pa} é um sistema local definido em M, entdo {p1, ..., ps} gera localmente o ideal
de todas as fungdes de valores reais que sdo nulas em A/. Portanto, /7 € o ideal em AP47T*(C")

gerado localmente por

pl;"‘7pd75p17"'75pd-

Definicao 5.9. Define-se 17|y, como a restri¢do de 1P em M, isto é, 17|y é o ideal em

APAT*(C™)| ) gerado localmente por Opy, . . . , Opa.

Como M é C'R, a dimensdo da fibra /29|, é independente do ponto py € M.
Logo, I74|; é um subconjunto de AP9T*(C")|y,. A seguir veremos a defini¢do extrinseca do

conjunto das (p, q)-formas de M.

Definicao 5.10. Seja M uma subvariedade C'R genérica e suave de C" com dimensdo real
igual a 2n — d. Para 0 < p, ¢ < n, define-se AP7T*(M) sendo o complemento ortogonal de
179 em APIT*(C")|ps.

Exemplo 5.11. Seja M uma subariedade CR conforme o Exemplo Entdo, uma base para o

conjunto das (p, ¢)-formas AP4T*(M ), definida extrinsecamente, é dada por

{d2' A dw’ A dw™; 1|+ |J| = p, | K| = q}.
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Elementos em ADIT*(M), py € M, sdo ortogonais ao ideal em AD4T™(C")
gerado por dp;(po), . - ., Opa(po). Seja k o niimero de elementos linearmente independentes de
{0p1(po), - .., Opa(po)} (isto &, k é a codimensdo C' R de M). Como M é C'R, k é independente
de po € M. Portanto, a dimensao de AL?T™(M) é independente de po. Dessa forma, o espago
APAT*(M) é um subconjunto de A”2T*(C™)|,;. Note que AP»IT*(M) = 0sep > nougq >
n — k. Se M é genérico, entdo k = d (codimensao real de M) pelo lema4.11

O espago AP2T*(M) é ndo intrinseco para M, isto é, ndo é um subespaco
de uma dlgebra exterior gerada pelo complexificado cotangente de M. Isto se deve ao fato de
p: C" — R ser nulo em M. Assim, dp = (1/2)(dp + iJ*dp) nio é ortogonal ao espaco
cotangente de M devido a presenca de J*dp.

Para s > 0, seja
A, = AT (M) @ ... & A>T (M),

onde alguns dos somatérios do lado direito pode ser igual a 0. O espago Aj, ndo € o igual ao

espago A*T*(M). O espago A*T*(M) é intrinseco em M enquanto que A%, ndo.

Exemplo 5.12. Seja M = {(z,w) € C% Im z = 0}. Entdo p(z,w) = (2i)" (2 — Z). Logo
Op = —(i/2)dz e AP9T*(M) é o espago das (p, ¢)-formas de M que sio ortogonais para o ideal
gerado por dz. Em particular, A>'T* (M) é gerado pela forma dz A dw A dw e AY*T*(M) = 0.
Portanto, A3, = A?!'T*(M), enquanto A3T*(M) é gerado por dz A dw A dw com z = Re z.
Note também que {j*w; w € A3, } = A3T*(M).

Para um conjunto aberto U C M, denota-se por £//(U) o espaco das se¢des
suaves em AP9T* (M) sobre U, e por D4/ (U) o espago dos elementos de £V (U) com suporte
compacto. O conjunto aberto U serd omitido da notag@o caso nado seja essencial na discussao.

Para s > 0, tem-se
EL) =R ... @ EFU),

onde alguns dos somatérios do lado direito podem ser nulos. Novamente, note que E;,(U) #
E(U).

Sejaty : APIT*(C")|y — AP9T*(M) a aplicagdo projecdo ortogonal. Dada
uma forma f € APIT*(C")|p, tm(f) é frequentemente denotada por f;,, e chamada parte
tangencial de f. Se f é uma (p, ¢)-forma suave em C", entdo f;,, é um elemento em £7;". Por
outro lado, qualquer forma f € £/ (U) pode ser estendida a um elemento fe 81”‘1((7 ), onde

U éum conjunto aberto de C" e UNM =U. Isto é feito escrevendo

f= fudz ndz!, fr, € E(U),
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e estendendo cada funcdo coeficiente f;; a um subconjunto aberto U de C".

Agora seré definido o complexo tangencial de Cauchy-Riemann (extrinseco).

Definicao 5.13. Seja U C M um conjunto aberto. O complexo tangencial de Cauchy-Riemann
O = EPAU) — EPTTNU) ¢ definido da seguinte forma: dada f € EXA(U), seja U um
conjunto aberto em C" de modo que UNM =Ue seja ]7 € Sp’q(ﬁ) com f;M = fem
UN M =U. Entdo
ng = (gf)tM'

A forma 9 f é calculada estendendo f a um conjunto aberto em C", apli-
cando O e tomando a parte tangencial do resultado. Como existem muitas possibilidades para
a extensdo de um elemento de £V, serd mostrado que a defini¢do de O f é independente da

extensao.

Lema 5.14. O operador 0, estd bem definido, isto é, se ]71 e f; sdo elementos de Ep’q(fj ) com
(f)in, = (f2)ey, em M O U, entédo (0f1)s,, = (0f2)s,, em M N U.

Demonstracdo. Note que (]71 — ﬁ) é um elemento de /7. Portanto, é suficiente provar que 0 é
uma aplicago suave de 179 para I79*. Sejam o € EP9(U), f € EP41(U) e p : U — R nula
em M NU , entdo

Aap+ BAIp) = (0a)p+ (a+ IB) A dp.

O lado direito é claramente um elemento de /P91, L]

Como foi mencionado, o espagco A”?( M) néo € intrinseco para M. Portanto,
o espago £V e o operador tangencial de Cauchy-Riemann também ndo sdo intrinsecos para
M. Por esse motivo que nos referimos a Definigdo[5.13|como sendo extrinseca para o operador

tangencial de Cauchy-Riemann.

Lema 5.15. Suponha M = {z € C"; p(z) = 0} wma hipersuperficie real em C" onde p :
C" — R € suave com |dp| = 1 em M. Seja

NN R AYA]
n=1(3) =12 (1) (55)

bi,, = N2(Op A @), com ¢ € APUT*(C™)|n

Entdo

ouf = NJ(Ep/\gf), com f €&V,
onde ]?é uma (p, q)-forma suave com ﬁM = fem M.

Demonstragdo. Como |dp| = 1, o campo vetorial N é o dual da forma dp. Se ¢ € APIT*(C")
ey € API~1T*(C"), temos
(Nug) -9 = ¢+ (Dp A ),
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onde (-) é o produto interno Hermitiano em A*7™*(C™). Portanto N1¢ = 0 em M se, e somente

se, ¢ € AP9T*(M). Pela Regra do Produto para contragdes, temos
NL(9p A ¢) = (Nadp)¢p — Ip A (Nag).
Como N_Op = |dp|?> = 1 em M, isso implica
¢ =NL(9p A @) + dp A (Ng). (5.3)

Agora, NJ(NJ) = 0 e assim N_(dp A @)|ys é um elemento de APIT*(M). A
forma Op A (N_L¢) é elemento de /79, Portanto, a Equacio provém de uma decomposi¢do
ortogonal de um elemento ¢ de AP4T*(C")|5;. Em particular, ¢;,, = NL(dp A ¢), como

querfamos mostrar. A férmula para 0, f segue da expressio para ¢, € adefini¢do de Oy. O

O termo N_¢ é chamado de componente normal de ¢ e é denotado por ¢,,,, .

Assim a Equagido|[5.3|pode ser escrita na forma

¢ = 1+ Op A bny.
Lema 5.16. Suponha M uma subvariedade CR suave de C".
(@) On(fNg)=0mf Ng+ (=1 f NDyg para f € Exf e g € EF;
(b) Onr o Oy = 0.

Demonstragdo. A parte (a) é provada facilmente de forma andloga a Regra do Produto para 0,

enquanto a parte (b) basta notar que, se 5M f = g, entdo 5M g = 0. [

Uma interpretagio ttil para a equacio d,; f = ¢ é em termos de correntes. Se
M é uma subvariedade orientada suave de C" de dimensdo real 2n — d (1 < d < n), entdo a

corrente "integracdo sobre M € definida por

(M], $)en = / ¢ para ¢ e DMYCH).
M
A corrente [M] tem grau d e portanto pode ser escrita na forma
[M] = [M]*° + ..+ [M]™.

Em particular

(. 0, = [ m para o€ DI(E),

onde ¢~ indica a parte de ¢ de bigrau (n, n—d). Segue do Teorema de Stokes que d[M] = 0.
Como J[M]%? ¢ a parte de d[M] de bigrau (0,d + 1), tem-se [ M]*¢ = 0.
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Lema 5.17. Seja M uma subvariedade CR genérica e orientada de C" de dimensdo real 2n—d,
1 < d < n. Suponha f € EP4(C"). Entdo f;,, = 0 em M se, e somente se, [M]>* A f =0

como uma corrente em C".,

Demonstragdo. Pelo argumento da particao da unidade, € suficiente provar o lema para formas
f com suporte em uma vizinhanga U C C" de um ponto py € M dado. Como vimos no
Capitulo X, a corrente [M] é dada por ppyadpy A ... Adpgonde {p1, ..., pq} é um sistema local
definido para M proximo a pg e o = |dpy A ... Adpg|~'. Aqui, uups € a distribui¢io dada pela
medida de Hausdorff em M. A parte de bigrau (0, d) da corrente é

[M]% = pipradpr A ... A Opq.
Entdo, para f € DP4(U), [M]* A f = 0 se, e somente se,
OprA...NOpa A f =0,
em M N U. Como M é genérico, temos Opy A ... AOpg # 0e
Op1N...NOpg N f=0piA...NOpg A fi,

Isto implica que a equagdo [M]%? A f = 0 € equivalente a f;,, = 0 em M. O

Suponha f um elemento de 4. Tecnicamente, a corrente [M]%¢ A f ndo estd
bem definida pois [M]%¢ é uma corrente em C" e f ndo estd definida em C". Porém, pode-se
definir [M]% A f como [M]% A f, onde f é uma (p, q)-forma suave com ﬁM = f. O Lema
implica que a defini¢do independe da extensdo f

Lema 5.18. Suponha M uma subvariedade CR genérica, orientada de C" de dimensdo real
2n — d. Sejam f € EV% e g € EVIY. A equacdo Oy f = g em M é equivalente a equagdo de
corrente

O(f AN[M%Y) =g A[M]* em C".

Demonstrag¢do. Segue do Lema e do fato que 9[M]%? = 0, que

A(f A[M™) = 0f A [M]™
= <5f)tM A [M]()’d'

Portanto, 0, f = g se, e somente se, I(f A [M]%4) = g A [M]%?, como queriamos. O

Ambos operadores 0 e d satisfazem a férmula de integracio por partes. Para
f € &riCn)ege DV P a71(C"), temos

(0f g)cn = (=1 (f.0g) . -
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A mesma férmula segue (por defini¢do) se f é uma corrente de bigrau (p, q). A partir desta
equacio, vamos obter a férmula de integracdo por partes para d,;. Lembramos que o parea-

mento de correntes em )/ € denotado por ( , ),,. Vamos estender o pareamento de correntes ao

/ng

]/\fg>(C”a

espaco D}, fazendo

para f € &, (M) e g € D3 ~%"(M). Para uma variedade genérica M, AP4T*(M) = 0 se

2n—d—(p+q)

fornecido p > n ou ¢ > n — d. Portanto, se f € £} e g € D, , entio

<f7 g)M = <f7 gn—p,n—q—d>M )

onde g" "4~ & a parte de g com bigrau (n—p,n—q—d). Se f € E% e g € DI P4 M),

/ng

[M]®CA f, ) -

entdo f A g tem bigrau (n,n — d) e assim

Lema 5.19. Suponha M uma subvariedade CR genérica, orientada de C" de dimensdo real
on — d. Sejam f € EVI(M) e g € DP9 (M). Entdo

<5Mf7g>M - (_]‘>p+q+1 <f75Mg>M :

Demonstracdo. Nos lemas decorridos, obtemos que
(Orf.9)5 = (M, 0P AT),,

onde f € EPI(C") e g € DP9~ d-1(C") sdo extensdes de f e g, respectivamente. Deste

modo

A tltima equagio segue da definicdo de O aplicada em uma corrente. Pelo Lema , temos
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[M]%4 A g = [M]*? A (9G)y,,. Portanto

(Duaf. )0y = (17 (M FA @)

= (_1>p+q+1 <f7 5]\4g>1\/[ )

Cn

como queriamos mostrar. U

A férmula de integracio por partes nos permite estender a definicio de 0,
para as correntes em M. O espago das correntes em M de bidimensao (p, ¢) é o dual do espago

DY e é denotado por {Dh/} .

Definicao 5.20. Suponha M uma subvariedade CR genérica, orientada de C" de dimensdo real

2n — d. Seja T € D% Entdo, 0y/T € D4 é uma corrente definida por
<5MT,g>M = (—1)Ptatt <T, 5Mg>M para g € D”M_p’"_q_d_l.

5.3 A EQUIVALENCIA ENTRE OS COMPLEXOS TANGENCIAIS DE CAUCHY-RIEMANN
EXTRINSECO E INTRINSECO

Se M ¢é uma subvariedade CR de C”, existem dois pontos de vista para o
complexo tangencial de Cauchy-Riemann: o extrinseco e o intrinseco. Esses dois complexos
sao diferentes, porém, mostraremos que sao isomorfos. Antes de estabelecer o isomorfismo,

precisamos definir como € um isomorfirmo entre dois complexos.
Definicao 5.21.

(a) Um complexo é uma colegdo de espagos vetoriais A = {A,; q € Z,q > 0} munido de
aplicagoes d, : Ay — Ag41 tais que d gy o dy = 0 para todo q > 0.

(b) Sejam A = {A,,d;; ¢ >0} e A={A, D, q> 0} dois complexos. Estes complexos
sdo isomorfos se existe uma colegdo de isomorfismos de espagos vetoriais P, : A, — A,

de modo que
Pyi10D,=d,oPF,.

O seguinte diagrama comutativo descreve a parte (b) da Definigdo[5.21}

S A, B A B Ape o
\l/ Pq J/ Pq+1 ~L Pq+2
— .Aq g Aqul dﬁ; Aq+2 —

Exemplo 5.22. Suponha M e N variedades suaves e F' : M — N um difeomorfismo. Os
complexos {dy; : E"(M) — ETY M)} e {dy : E"(N) — E"TY(N)} sdo isomorfos € o
isomorfismo é dado por F* : E"(N) — E"(M).
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Teorema 5.23. Seja M uma subvariedade CR de C™. Os complexos tangenciais extrinseco e

intrinseco, de Cauchy-Riemann, sdo isomorfos.

Demonstracdo. Fixemos p, onde 0 < p < n. Para ¢ > 0, seja

A, = &} - via definigdo extrinseca.

A, = EVF - via defini¢do intrinseca.

A, é o espaco das fungdes suaves do fibrado AP4T™*(A/) definido extrinse-
camente, que por defini¢do é o complemento ortogonal de /7% em AP4T*(C")|);. Por outro
lado, A, € o espaco das fungdes suaves do fibrado AP?T™*(M) definido intrinsecamente, que
por definicdo é

AP{H*"Y (M) @ X*(M)}RA{H*" (M)}.

Tomemos

D, : A, — A,y1 sendo a defini¢io extrinseca de 9y

d, : A, — Agi1 sendo a definigdo intrinseca de 0y;.

O operador D, € a parte tangencial de 0, isto é, tp; o 0. Em contrapartida,

1 . . 1 .
d, = 7" o dy, com dy; sendo a derivada exterior em M e 7hf"" sendo a projegdo de

APFTERYT* (M) para APITIT*(M).
Seja 7 : M — C" a aplicacdo inclusdo. Vamos mostrar que j* é o isomor-
fismo desejado entre os complexos {D, : A, = Ay} e {d, : A, — A1} Paraisso, temos

dois pontos a serem provados:
(i) A aplicacdo j* leva A, para A, isomorficamente.
(ii)) j* oDy =dgo0 j*.
Para provar (7), é suficiente provar o seguinte lema.

Lema 5.24. Para cada ponto py € M, j* é um isomorfismo de AP9T> (M) extrinseco para
APAT (M) intrinseco.

Demonstracdo. Para simplificar a notacdo, iremos provar o lema para o caso em que M §é
genérico. Do Lema[4.14] podemos encontrar uma mudanga de coordenadas linear, complexa e

afim, A : C* — C", de modo que o ponto p, € M dado seja a origem e
M = {(z +iy,w) € C* x C"% y = h(z,w)},

onde h : R x C"% — R? é suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como também foi menci-

onado, A preserva o espago tangente holomoérfico de M, o espaco tangente totalmente real de



111

M e a métrica do espago tangente real de M. Portanto, a defini¢do de AP9T™*(M) intrinseco
¢ invariante por meio de uma mudanga de coordenadas. Em adicdo, o pull back de A comuta
com 0. Logo, a defini¢io de A»?T* (M) extrinseco também & invariante sob uma mudanca de
coordenadas.

Os seguintes argumentos podem ser modificados para o caso ndo-genérico
usando as observagdes do Lema.14]

Um sistema local definido para M é dado por {pi,...,ps} de modo que
p;i(z,w) = Im z; — hj(Re z,w). Como Dh(0) = 0, segue que dp;(0) = —(2i)~'dz;. Por
defini¢do, AP9T* (M) extrinseco é o complemento ortogonal em AP9T™*(C™)|,, do ideal gerado

por Op1, . .., Opqy. Portanto, uma base para AP4T*( M) extrinseco na origem é dada por
{dz! A dw” A dw™; 1|+ || = p, | K| = ¢}

Uma base para V; = H;"’ (M) é dada por {dwy, . . ., dw,_4} e uma base para
V, = H;"' (M) é dada por {dwy, ..., dw,_q}. Como X;(M) é o complemento ortogonal de
Vi@V, em T (M), uma base para X; (M) é dada por {dz1,...,dz,}. Portanto, uma base
para AP9T™* (M) intrinseco é dada por

{dz" A dw’ A dw; |I]+|J| = p, | K| = q}.

Como Dh(0) = 0, seguem as seguintes relagdes préximo a origem:

J*(dwy) = dwy, 1<k<n-—d
J*(dwy) = dwy, 1<k<n-d
J*(dyx) =0 1<k<d
J*(dxy) = dxy, 1<k<d

Em particular, j*(dzy) = dxy para 1 < k < d e assim
7 (dz" A dw? A dw™) = dat A dw? A dw”.

Desta forma, j* leva uma base de A”7T™*( M) extrinseco (na origem), em uma
base de AP77T*( M) intrinseco (na origem). Isto completa a prova do lema e, consequentemente,
de (1). O

Para provar (ii), primeiramente recordemos que, por defini¢do
Dq - tM 05 = tM (@] ’]Té’g—i_l O d(cn

1
dq = 7T§\J’4q+ e} dM

Como j* o dcn = dy 0 j*, 0 seguinte lema € suficiente para provar (ii).
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Lema 5.25. Dados p e q inteiros,

*ot p,q+1 D,g+1l %

J MOTgh =Ty O

é uma aplicagdo de {AP71T*(C") @ APTHIT*(C™) }|ys para APITT* (M) intrinseco.
Demonstragdo. Para cada ponto py € M, devemos provar que aplicacdo dada no lema leva o

espago {AP4HIT (C") @ APTHIT*(C") } |y em APIHIT (M) definido intrinsecamente. Como

feito no Lema([5.24] assumiremos M genérico, o ponto p, sendo a origem, e
M = {(z +1iy,w) € C! x C""% y = h(z,w)},

com h : R? x C"~¢ — R? suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0.

Primeiramente, suponha ¢ um elemento de AP4TT¥(C"). Assim

min(d,p) min(d,q+1)

Z > e ndd naE,

s=0 [I|=r
|J|=s

onde cada ¢} é uma forma (na origem) de bigrau (p — r,¢ + 1 — s), que envolvem apenas

dwy, . ..,dw,_q,dw;,...,dw,_q. Naorigem, t); extingue dzi,...,dz,. Portanto

mm

tar 0 TEIT () = tar(¢ Z > o nd

r=0 |I|=r
Como j*dz, = dxy, temos
3 otar o I (@) Z Z(bro/\dx (5.4)
r=0 |I|=r

Por outro lado,

min(d,p) min(d,q+1)

TPt o 4 () = what! Z > o ndat Ada?

s=0 [I|=r
[J]=s

Cada dxy, pertence a AM°Ty (M) intrinseco e ¢7; pertence a AP~ 41T (M)
intrinseco. Entdo, ¢5 A da’ A dz” pertence a AP+*4+1=5Ty(M). Devido a presenca de 757+,

0 unico termo que contribui para o somatorio do lado direito ocorre quando s = (. Portanto

mm

et o 5 ( Z > o’ nda'. (5.5)

r=0 |I|=r
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Comparando as Equagdes [5.4]e[5.5] obtemos

§* o tar o I (@) = Tt 0 7 (o), (5.6)

no espago AP4T1T*(C™)|,,. Examinando este argumento, podemos notar que ambas as apli-
cagdes sdo nulas em APTH4T*(C")|5s. Concluimos que a Equagdo sempre vale no espaco

APTLAT*(C™) |,/ e entdo o lema estd provado. N

Com isto provamos (i) e, portanto, a prova do Teorema estd completa.
O

5.4 FUNCOES CR

Nesta se¢do, apresentaremos as definicdes e as propriedades bésicas das fun-
coes CR. Fungdes CR sao andlogas as funcdes holomorfas em uma variedade complexa. En-
tretanto, existem diferencas importantes. Por exemplo, as fungdes CR nem sempre sdo suaves.
Existem relacOes entre fun¢des CR em uma variedade CR mergulhada e fungdes holomorfas
em C". Por exemplo, a restricio de uma fungdo holomorfa em uma subvariedade CR é uma
fun¢do CR. Porém, a extensao de uma funcdao CR nem sempre € uma fun¢ao holomorfa. Iremos
mostrar que uma fun¢do CR analitica real em uma subvariedade CR analitica real se estende

localmente a uma fun¢do holomorfa.

Definicdo 5.26. Suponha (M,V) uma estrutura CR. A funcdo f : M — C (ou distribuigdo) é
chamada de fungdo CR se Oy f = 0 em M.

A Definigdo [5.26| se aplica a qualquer variedade CR, abstrata ou mergulhada

em C". Agora, serdo apresentadas outras formas de caracterizar as fungdes CR.
Lema 5.27.

(a) Suponha (M,V) uma estrutura CR. Uma fungdo C1, f : M — C, é uma funcdo CR se, e
somente se, Lf = 0 em M para todo L € V.

(b) Suponha M = {z € C™; p1(z) = ... = pys(z) = 0} uma subvariedade CR genérica de
C". Uma funcdo C*, f : M — C, é uma funcdo CR se, e somente se,

Of AOpi A...NDpg =0

em M, onde ]7: C" — C ¢ qualquer extensdo C*' de f.

Demonstragdo. Para a parte (a), recordemos que 0y, f = 7%'dyf. Como 7%! é a projecio
de T*€(M) em T**}(M) = V", temos que 7%!(dy f) = O se, e somente se, {dyf, L) = 0
para todo L € V. Sendo assim, a prova de (a) segue da equagdo (dy f, L) = L{f}, que é a
definicdo de derivada exterior de uma fungdo.
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Em contrapartida, a parte (b) segue da definicdo extrinseca de 9, f como uma
parte de 5]7\ > que é ortogonal ao ideal gerado por {Jp;p : C* — R é suave, p = 0 em M}.
O

Se M ¢é uma subvariedade CR de C", entdo qualquer funcdo holomorfa em
uma vizinhanga de M em C" se restringe a uma fungdo CR em M pela parte (b) do Lema

No entanto, a volta ndo é verdadeira, como o seguinte exemplo ilustra.

Exemplo 5.28. Seja M = {(z,w) € C? Imz = 0}. Aqui, V = H®'(M) é gerado (sobre
E(M)) pelo campo vetorial 9/0w. A fungdo f : M — C é CR se

0

a—é(w,w) =0 (r=Re2z).

Uma fun¢do CR em M € uma fun¢do que é holomorfa em w com x € R
mantido fixado. Ja que ndo hd condi¢do no comportamento de uma funcdo CR na varidvel
x, uma fun¢do arbitraria de z € automaticamente CR. Portanto, qualquer funcdo ndo analitica
em z € um exemplo de uma fun¢do CR que ndo se estende a uma fun¢do holomorfa em uma

vizinhanga de M em C2.

Teorema 5.29. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica, analitica e real de C", com
dimensdo real maior ou igual a n. Seja f : M — C uma funcdo CR, analitica e real em M.
Entdo, existe uma vizinhangca U de M em C" e uma tinica funcdo holomorfa F : U — C com
Fly=f.

Antes de demonstrarmos o teorema, veremos o seguinte lema.

Lema 5.30. Suponha M uma subvariedade CR suave e genérica de C" de dimensdo real 2n—d,
0 < d <n. Se f éholomorfa em uma vizinhangca conexa de M em C" e f é nula em M, entdo

f € identicamente nula.

Demonstracdo. Pelo Teorema da Identidade para funcdes holomorfas, € suficiente provar que
todas as derivadas de f sdo nulas em um ponto fixado p, € M. Préximo a pg, existe uma
base local para H'°(M), que consiste nos campos vetoriais suaves Ly, . .., L,_4. A colegdo de
campos vetoriais {L1, ..., L,_4} forma uma base local para H%'(M). Seja X1,..., X; uma
base local para o fibrado tangente totalmente real, X (M ). Fazendo a extensdo dos coeficientes,
podemos assumir que esses campos vetoriais sdo definidos em uma vizinhanca de p, € C". Os
campos vetoriais Ny = J X, ..., Ng = J X, (restritos a M) sdo transversais para M. Como M

é genérico, uma base para TC(C") préximo a p, é dado por

{Lla"'7Ln—d7z1a"'7Ln—d7X17“'aXdlev"'de}'

Os campos vetoriais Ly, ..., L, g, Ly,..., L4, X1,...,X; sd0 chamados tangenciais, en-

quanto que os campos vetoriais /Vq, . .., [Ny sdo chamados transversais.
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Para provar que D f = 0, préximo de py em M, para todos os operadores
diferenciais D, vamos usar indu¢@o dupla na ordem do operador diferencial D® e no nimero,
m, de campos vetoriais transversos em D.

Se m = 0, entdo D* envolve apenas campos vetoriais tangenciais € assim
Def =0em M, pois f =0em M.

Agora, assuma por inducdo que para m > 0, D*f = 0 em M, para todo
operador diferencial que envolve somente m campos vetoriais transversais. Queremos mostrar
que

Njy oo Ny {f} =0

em M, onde ji, ..., jms1 s30 indices quaisquer do conjunto {1,...,d}. Temos, das equagdes
de Cauchy-Riemann em C" que, para X € T(C"), (X +iJX)(f) = 0. Logo,

ij+1{f} - Jij+1{f} = Z.ij+1{f}7

proximo a py em C". Assim

Nj, oo Ny, o Af} =Ny, o N, X5, AT

O lado direito € um operador diferencial que envolve apenas m campos vetoriais transversais,
portanto € nulo em M, como queriamos mostrar.

Para completar a indu¢do dupla, vamos assumir que: para inteiros N > O e
m > 0, D*f = 0 em M, para o] < N e com D envolvendo apenas m campos vetoriais
transversais. Também assumiremos que D“f = 0 em M para operadores de qualquer ordem
que envolva no maximo m — 1 campos vetoriais transversos. Queremos mostrar que D f = 0
em M para || = N + 1, com D® envolvendo m campos vetoriais transversais. Temos dois

casos a considerar:

. /
Caso (i). D* =T o D*~.
. . . . o, . .
Aqui, 7" é um campo vetorial tangencial e D® é um operador diferencial de
. . . /
ordem |o/| < N, que envolve apenas m campos vetoriais transversais. Neste caso, D* f = 0

em M pela nossa hipétese de indugio e assim, 7{D* f} = 0 em M, como querfamos.

Caso (ii). D* = N; o D%,
Agora, N; = JX; € transverso ¢ D" é um operador diferencial de ordem

|a/| < N, que envolve apenas m — 1 campos vetoriais transversais. Neste caso,

D*f = Nj{Da,f}
= DY{N,f}+[N;, D*|{f},
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onde | , ] denota o comutador. O termo D {N;f} ¢ igual a iD*{X;f} pelas equagdes de
Cauchy-Riemann. Este termo é nulo em M pelas hipéteses de inducdo, ja que D envolve
apenas m — 1 campos vetoriais transversais. O segundo termo, [N;, D*]{f}, é um operador

diferencial de ordem NV e logo € nulo em )M, também pelas hipéteses de inducao.

Concluimos por indug¢ao dupla, que D“ f = 0 préximo a py em M para todos
os operadores diferenciais, e portanto f é identicamente nula. A prova do lema estd completa.
]

Apresentaremos duas provas para existéncia, do Teorema [5.29] A primeira
aparenta ser mais simples, mas a segunda pode ser facilmente modificada para lidar com uma

versdo C'™ do Teoremal[5.29] Ambas as provas ilustram ideias importantes.

Primeira Prova de Existéncia: Esta prova trata ambos ¢ e ¢ em C" como coordenadas inde-
pendentes. Vamos mostrar que, uma funcdo CR f, analitica e real, se estende a uma funcao
holomorfa em C?" (de ¢ e ¢). Em seguida, usando as equacdes de Cauchy-Riemann, mostra-
remos que a extensdo de f ndo depende da coordenada ¢ e assim, a restricio a uma funcdo
holomorfa em C" serd a extensdo desejada de f.

Agora apresentaremos os detalhes. Dada uma fun¢do CR, € suficiente estendé-
la holomorficamente em uma vizinhanga de um ponto py € M fixado. A extensdo global pode
ser obtida ao reunir as extensoes locais.

Do Lema4.14] podemos assumir que py € a origem e
M={(z=x+iy,w) € C* x C"% y = h(z,w)}.

com h : RY x C"~¢ — R? analica e real em uma vizinhanga da origem e Dh(0) = 0. Agora,
do Teorema |4.17, uma base local para H%!(M) é dada por

d
Ohy 0 0 .
QZZZ“Z‘“a— o7, a lsjsn—d

=1 k=1

com i sendo a (I, k)-ésima entrada da matrix (I + i(0h/dz))~"

Como h ¢ uma funcdo analitica, real e linear na origem, h pode ser expressa
em uma série de poténcias nas varidveis z,zZ € C? e w,w € C" 9. Substituindo 7 pela varidvel
independente ( € C? e w pela varidvel independente n € C"~? na série de poténcias para h,
obtemos uma fungdo holomorfa /i : C¢x CéxCn=4x Cn—4 — C%, com h(z,Z, w, W) = h(z, w).
Defina

Mc = {(z,¢,w,n) € Cx C* x C"% x C"% 2%.(»2 —¢) = h(z,¢,w,n)}.
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Defina também A : C¢ x C* % — C? x C? x C" 4 x C*? sendo

Az, w) = (2,Z,w,W).
O espago M € uma subvariedade de C*" com dimensdo complexa 2n — d.
Além disso, A{M} é mergulhado como uma subvariedade totalmente real de M.
Se f : M — C é uma funcdo analitica e real em M, entdo, pelo procedimento
anterior de substituir Z por ¢ e w por 1) na expansdo em séries de poténcias de f, produzimos uma
funcao holomorfa f: Mc — C, tal que, fo A = f. Analogamente, os coeficientes analiticos

reais de L; podem ser estendidos holomorficamente para campos vetoriais Zl, oy Lyg €
T4 (Mc) com

8hka 0 .
= — — <7< n—d. .
215 E tuk (2 Cwﬁan 8§l+3ﬁ’ 1<j<n-—d (5.7)

=1 k=1 J

Como f é holomorfa, temos (ij) = A*fj{f} em A{M}. Se f é CR, entdo

(Ljf)o A=T{foA}
=L;f=0 em M.

Como A{M} é uma subvariedade genérica de dimenséo real igual a 2n — d de Mc, temos, pelo

Lema[5.30]
L;f=0 em M. (5.8)

Cada Vetor 0/0(; é transverso para M pois Dh(0) = 0. Defina F' : C? x
Cé x C"=4 x C"~4 — C sendo a extensdo de f : Mc — C que é independente de (. Assim

OF
— =0 préximo aorigem, 1<j<d. (5.9
dGj
Também desejamos que
oF e |
6_77‘ =(0 préximoaorigem, 1<j7<n-—d. (5.10)
J

Para mostrar isto, notemos que
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Com o que vimos em (5.7) e (5.9), obtemos

= em Mc (por (5.8)).

Finalmente, a extensdo holomorfa de f em C" = C?% x C"~¢ é obtida fazendo
F = FoA. De lb e li Fé independente de ( e 7, logo a série de poténcias de F' é
independente de Z e w. Portanto, F' € holomorfa em uma vizinhanga da origem em C". Além

disso, F'|y = f, pois

Fly = (FoA)ly

(f o A)|u
f.

]

Segunda Prova de Existéncia: Esta prova € baseada em ideias vistas em um documento de Ba-
ouendi, Jacobowitz e Treves. Comegaremos novamente apresentando M/ préximo a origem na
forma

M = {(z + iy, w) € C* x C"™% y = h(x,w)},

com h analica e real, 2(0) = 0 e Dh(0) = 0. Se h = 0, entdo uma fun¢do CR analitica real,
proximo da origem, € uma série de poténcias em = € w (ndo em w). A extensdo holomorfa
desejada é obtida substituindo = por z = z + iy em sua série de poténcias. Queremos imitar
este procedimento, tanto quanto for possivel, para o caso geral. O problema é que, geralmente,
uma fun¢do CR analitica real € dependente de w. No entanto, sua dependéncia de w estad
intimamente ligada com a dependéncia da série de poténcias de h em w. Em vez de deixar
w sendo uma coordenada complexa independente como na primeira prova, devemos mudar a
estrutura complexa para C" de modo a tornar A holomorfa.

Agora apresentaremos os detalhes. Na série de poténcias de h, substituimos
x por z. Entdo h é definida em C? x C" ¢ e h(z,w) é holomorfa em 2z préximo a origem.
Definamos H : C¢ x C"~¢ — C¢ x C"~? como sendo

H(z,w) = (z +ih(z,w),w).

Seja Hy, ..., H, as fungdes componentes de H. Usaremos H = (Hy, ..., H,)
como um sistema de coordenadas para definir uma nova estrutura complexa para C" = C? x
C"<. Uma funcio g é holomorfa com respeito a nova estrutura complexa se existe uma funcio
holomorfa Gz, no sentido usual, tal que ¢ = G o H. Esta estrutura complexa concorda com a

estrutura complexa usual nas varidveis z pois H é holomorfa em z € C? no sentido usual.
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Os campos vetorial T%! para a nova estrutura complexa, sdo aqueles campos

vetoriais que sdo nulos nas fun¢des coordenadas Hy, ..., H,.

Lema 5.31. Uma base local para o fibrado T (C") na nova estrutura complexa é dada por

Ohy, 0 0 .
A, zkgl 1,ulkzw)8_ (z, w)aZl—l—amj, 1<j<n-—d,

—, 1<j<d,

onde . é a (1,k)-ésima entrada da matriz d x d, [I +i(0h/0z)]™*

Demonstracdo. Para provar esse lema, basta notarmos que, paracada 1 <[ < n,

AN{H}=0 para 1<j<n-—d, e

0
— 1} =0 1<y <d.
5o (HY =0 pra 1<

Além disso, esses campos vetoriais sdo linearmente independentes préoximo a origem, pois
Dh(0) = 0. ]

Seja Hy = H|{im »=0y- A aplicagdo Hj : RY x C*~% — M é uma parametri-
zagdo para M. Defina 7w : C¢ x C"~¢ — RY x C" ¢ a projecdo dada por 7(z + iy, w) = (z,w).
Assim, 7| € o inverso de H,.

Segue do Teorema que uma base local para H%! (M) é dada por

d
ohy 0 0
Li=-2Y) l<i<n—d
Zk““”“a—azl ow, =TT

onde /i, € a (I, k)-ésima entrada da matrix [/ + i(0h/0x)]~'. Uma fungdo C*, f : M — C, é
CRem M se, e somente se, f-f =0,1<j<n—d. Issoéequivalenteamf»{foHo} = 0Oem

R? x C"~? pois Hyo é a funcdo identidade em M. O campo vetorial 7T*L pode ser computado
usando 7, (0/0y;) = 0, m.(0/0x;) = 0/0x; e m,(0/0w;) = O/0w;. Assim, temos

d

— , Ohy, 0 0 .
nIi= i iy 1< Sn
k=1

Suponha f : M — C uma fungdo CR analitica real. Seja fo = fo Hy : R? x C"¢ — C. A
funcdo f; é uma fungdo analiticareal de v € R?ew € C" % Seja Iy : C¢ x C*? — Ca
extensdo de f; obtida pela substituicdo de = por z = x + iy na expansao em séries de poténcias

de fy sobre a origem. Como F} e h sdo holomorfas em z € C%, temos Oh/dz, = Oh/0xy,
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0Fy/0z, = 0F,/0x). Comparando as expressoes para A; e W*Zj, obtemos
AjFO‘{IIn z=0} — W*zj{fﬂ} = 0.

Como A; Fyy é holomorfa em z € C? e se anula em {Im z = 0}, A;F, também € identicamente
nula.
Agora, como A Fy = 0e 0F,/0%z;, = 0, a fungdo F; € holomorfa com respeito
a nova estrutura complexa. Portanto, existe uma funcdo £ : C* — C que é holomorfa no
sentido usual, definida em uma vizinhanca da origem, com F, = F' o H. A restricdo de F' em
M é f,pois fo Hy= F o Hyem {Im z = 0}. A segunda prova de existéncia para o Teorema
[5.29|estd completa.
]

Teorema 5.32. Suponha M uma subvariedade CR, genérica e C*° de C" com dimensdo real
2n —d, 1 < d < n. Se f é uma funcdo CR e C*™ em M, entdo existe uma fungdo C*, F,
definida em C" tal que OF ¢é nula em M na ordem infinita e F|y = f. F é um médulo tinico

no espaco das fungées que se anulam na ordem infinita em M.

Se M ou f sdo somente de classe C*, k > 2, entdo uma simples modificacdo
da prova produz uma extensio C*, F', tal que OF é nula em M na ordem k — 1.

O ingrediente chave na prova do Teorema [5.29]é o fato de que uma fungao
analitica real ¢ : R? — C ¢, localmente, a restri¢io de uma funcdo holomorfa ® : C¢ — C. Na

prova do Teorema vamos substituir essa ideia com o lema seguinte.
Lema 5.33.

(a) Seja ¢ : R* — C, d > 1, uma fungcdo C™. Entdo, existe uma funcdo C*°, ® : C¢ — C,
tal que O é nula na ordem infinita em {Im z = 0} e ® = ¢ em {Im z = 0}.

(b) A fungdo ®, da parte (a), é mddulo tinico no espago das fungées suaves que se anulam

na ordem infinita em {Im z = 0}.

Demonstragdo. Seja z = x + iy. O requerimento de & = ¢ em {y = 0} determina todas as
z-derivadas de ®, em {y = 0}. Enquanto que, O se anular na ordem infinita em {y = 0} é

equivalente a
@;;{g—i—ig—i}zo em {y=0}, 1<j<d, (5.11)
para todo indice «v. Esta equagdo determina indutivamente todas as y-derivadas de ®, em {y =
0}. Assim o item (a) segue do Teorema de Extensdo de Whitney.

Para o item (b), se ¢ se anula em {y = 0}, entdo todas as z-derivadas de P se
anulam em {y = 0}. Se O® se anula na ordem infinita em {y = 0}, entdo de e indugdo,

temos que todas as derivadas (em z e y) de ¢ se anulam em {y = 0}. [



121

Demonstragdo do Teorema[5.32] A prova da Unicidade é similar a prova do Lema @)
argumento a ser mostrado é o seguinte: se ' = 0 em M e OF é nula na ordem infinita em M,
entdo todas as derivadas de F' também se anulam em M.

A prova de Existéncia € andloga a Segunda Prova de Existéncia do Teorema
Vamos organizar as ideias. A funcdo grifico h de M pode ser estendida para C? x C"—¢
como fungio suave de modo que 0.h e 0. H sejam nulas na ordem infinita em {Im z = 0}
pelo Lema Como antes, usaremos H = (Hy,..., H,) para definir uma nova estrutura
complexa para C". O Lema exibe uma base local {A;,9/9z,} que, para o fibrado T
nesta nova estrutura complexa, ainda é valido. Para uma fun¢do CR suave em M, seja fy =
f o H|{im :—0y. Estendamos f, para [ : C? x C"% — C de modo que 0, Fp seja nula para
ordem infinita em {Im z = 0}. O resultado que A;Fj é nula em {Im z = 0} ¢é ainda valida.
Como 9,h e 0,F, sdo nulas na ordem infinita em {Im z = 0}, EZ{AJ-FO} também ¢é nula na
ordem infinita em {Im z = 0}. Segue do Lema que A, Fj € nula na ordem infinita em
{Im z = 0}. Portanto, ambos A; I, e 0F;/0%; sdo nulas na ordem infinita em {Im z = 0}.

Como H : C? x C"¢ — C¢ x C"* é um difeomorfismo préximo a origem,
podemos definir

F=FoH"

Como visto anteriormente, F'|,; = f pois F o H |{Im =0y = fo=foH |{Im -—0}- Resta mostrar
que OF é nula em ordem infinita em M. Isto é equivalente a mostrar que LF é nula em ordem
infinita em M para todo L pertencente a T%!(C") para a estrutura complexa usual de C*. Nés
ja sabemos que LFy é nula em ordem infinita em {Im z = 0} para todo L no fibrado 7% para
a nova estrutura complexa de C". Como H : C* — C" € o sistema de coordenadas para a
nova estrutura complexa, a aplicacdo push forward em H ! manda o fibrado 7! na estrutura
complexa usual de C" para o fibrado 7! na nova estrutura complexa de C". Entdo, (H_'L)F,
é nula na ordem infinita em {Im z = 0} para todo L em T%' para a estrutura complexa usual de
C". Como F = Fy o H™!, concluimos que LF é nula em ordem infinita em M para todo L no
fibrado 7! para a estrutura complexa usual de C". A Prova do Teorema estd completa.
O

5.5 APLICACOES CR

Suponha M e N variedades CR e f : M — N uma fung¢do C*. Se o espago de
destino NV € uma subvariedade CR de C™, entao f tem fungdes componentes fi, ..., f,,. Nesse
caso, € razoavel chamar f de uma aplicagcdo CR se cada uma de suas funcdes componentes
sdo funcdes CR. Esta definicao precisa ser modificada caso ndo se tenha N mergulhado em
C™. Para encontrar essa definicdo, vamos examinar mais de perto o caso onde M e N sdo
subvariedades CR de C" e C™, respectivamente.

Segue do Teorema [5.32que, podemos estender f = (f1,..., fm): M — N
para a fungdo F' = (Fy,..., F,,) definida em C" tal que 5Fj =0em M, 1 < j < m. Entio,
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para p € M, F,(p) é uma fungdo de 7,°(C") em TFI,’((;) (C") e de T)'(C") em Tg’ép)(C”).
Além disso, F(p) é também funcdo de T (M) em Ty, (N), pois I é uma fungdo de M em
N. Portanto, para p € M, F,(p) é uma fungdo de H,*(M) em H;;?p)(N) e de H)'(M) em
Hg’(lp)(N ). Dada uma estrutura CR abstrata (M, V), o subfibrado V toma o lugar de H'°(M).
Isto motiva a definicdo seguinte.

Defini¢io 5.34. Suponha (M, V) e (N, Vy) estruturas CR. Uma fungdo C*, f : M — N, é
chamada aplicacdo CR se [ {Vy} C Vy.

A extensio de f, em TC(M) satisfaz f,(L) = f.(L) para todo L € TS(M).
Portanto, a Defini¢do é equivalente ao requerimento f.{V)/} C Vy. Em particular,
f*{VM EBVM} C Vn EBVN.

Lema 5.35. Suponha (M, V) uma estrutura CR. Uma fungédo C', f = (f1,..., fm): M — C™,

¢ uma aplicagdo CR se, e somente se, cada f; é uma fungdo CR.

Demonstragdo. Nosso objetivo € a estrutura CR (C™, T1°(C™)). A fungdo f é CR se, e so-
mente se, f,(L) pertence a T%!(C™), para cada L € V. Dado 1 < j < m, seja 2; a j-ésima
funcdo coordenada de C™. Temos

(f(D){z}) o f = L{z o [} = L{f;}-

Dessa forma, segue que f,(L) pertence a T%!(C™) se, e somente se, L{f;} = 0, para todo
1 < j <'m. A prova do lema segue do item (a) do Lema O

Defina o subfibrado H(M) = {L + L; L € V)}, no fibrado tangente real
de M. No Lema construimos uma fung@o estrutura complexa J : H(M) — H(M) de
forma que sua extensio em HS(M) = V @ V tem auto-espagos V e V, que correspondem
aos autovalores +¢ e —i. O teorema a seguir oferece uma caracterizacdo alternativa de uma

aplicacao CR em termos de f. em H (M) e da fungao J.
Teorema 5.36. Suponha (M,Vy) e (N,Vy) estruturas CR. Sejam Jy : H(M) — H(M)

e Jnv : H(N) — H(N) as funcdes estruturas complexas associadas, respectivamente. Uma
fungdo C', f - M — N, é uma aplicagdo CR se, e somente se, f.(p){H,(M)} C Hy)(N)
paratodop € M, e Jy o f.(p) = fu(p) o Jyr em H,(M).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos assumir f uma aplica¢do CR como na Definigdo [5.34]
Se L € V), entdo

FL+ L) = fulL) + f(L).
Como f,(L) € Vy, segue que f.(L + L) é um elemento de H(N). Além
disso, Vys e V,; sdo 0s auto-espacos +¢ e —i de J),. Portanto
feIu(L+ L)) = f.(iL —iL)
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O elemento f,(L) pertence a Vy, que é o auto-espago +i de Jy, logo
fe(Iu(L+ L)) = In(fu(L + L))

Portanto, f, o Jy; = Jy o f, em H(M), como queriamos. Reciprocamente,

para cada elemento L € V), podemos escrever
L=X—1iJyX,

1
com X = ——— € H(M). Deste modo,
2(L+1L)

fo(L) = fu(X) = if(Iu X)
= fu(X) —iJnfu(X).

(5.12)

Sabemos também que Vy é gerado pelos vetores do tipo Y — iJyY, com Y € H(N). Como
f«(X) pertence a H(N), segue da Equacao que f.(L) pertence a Vy. A prova do teorema

estd completa. O

A partir de agora, vamos mudar nossa aten¢do do push forward de vetores

para o pull back de formas via aplicacdo CR. Para isso, necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.37. Suponha F' : M — N ¢é uma aplicacdo CR entre as estruturas CR (M, V) e
(N, Vy). Entao,

(a) F*{T""(N)} € 7" (M);
(b) Sep,q >0, entdo
F*{AP»QT*(N)} C Ap’qT*(N) EB o EB Ap+r,qfrT* (N),

onde r = min{q,n — p} comn = dime 7% (M).

Demonstragdo. Para provar o item (a), tomemos ¢ € T* " (N). Devemos mostrar que,
(F'6,T) =0,

para todo L € T%' (M) = V,;. Como F é aplicacio CR, F, L é um elemento de Ly = T%'(N)
e entdo 0 = <gz5, F*z> = <F*gz5, f>, como queriamos.
Para o item (b), podemos escrever um elemento de A?77*(N') na forma

G=P1 A NPy AL A ... Ay,

com ¢; € T*l’O(N), 1<i<per;c T*O’I(N), 1 < j < q. O resultado segue aplicando o
item (a). N



124

Teorema 5.38. Suponha M e N variedades CR e ' : M — N aplica¢do CR. Entdo,
Oy omhfoF* = Wﬁ’f“ o F*ody
s@o funges de E%" em EX,
Demonstragdo. Seja ¢ um elemento de £, Segue do Lema|[5.37que
U G = F o — [¢h "7 (F ) + ...+ mh " (F9)).

Da definicao de Oy, temos

Op (TPIF*p) = 7t (dp F* ) — mhdt! {Z d g (oI F*¢)} : (5.13)

j=1
Agora, do Lema sabemos que
Ao T2 Fr ) € gPFIT2aITl gy grtitlai g eptiamit
Como j > 1, o somatdrio do lado direito da Equagao [5.13]se anula. Portanto
On(TPIF*¢) = 7hi* (dp F* ).
Usando o fato que dj; comuta com £, obtemos
O (TPIF* ) = 7T (F*dy ). (5.14)
Novamente do Lema e da definicao de Oy, temos
dno = Ono + [T2H 9 (dn o) + 7527 dy ). (5.15)
Pelo Lema F* (7??(,+1’q(d ~N®)) € um somatdrio de termos com bigral do
tipo (p41+4,¢—7), para0 < j < min(q, n—p—1). Em particular 75/ (F* 7% (dy$)) = 0.
Analogamente, 777 (F*7% ™9 (dy¢)) = 0.
Estes dois resultados junto das equagdes e[5.15|resulta
OymhAF* g = ahd Py g = 700 F* Oy .
Portanto, a prova do teorema esta completa. 0

Definicao 5.39. Duas estruturas CR, (M, V) e (N, Vy), sdo ditas CR equivalentes se existe
um CR difeomorfismo entre M e N.
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Definicao 5.40. Seja (M, Vy) uma estrutura CR. O Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann
é dito ser soliivel em bigral (p, q) em M se, para toda forma f € EV(M) com Oy f = 0, existe
uma forma u € EVI (M) tal que Dpru = f.

Corolario 5.41. Sejam (M, V) e (N, Vy) estruturas CR equivalentes. O Complexo Tangen-
cial de Cauchy-Riemann é soliivel em bigral (p,q) em M se, e somente se, 0 mesmo acontece

para N.

Demonstragdo. Suponha F' : M — N um difeomorfismo CR e f um elemento de E5?(N) com
Oy f = 0. Do Teorema|5.38| temos

Oy (T8 F* f) = b POy f =0 em M.

Se 0 é solivel em bigral (p, ¢) em M, entiio existe uma formau € £ (M)
tal que

Oy = Tl F* f.

Aplicando 78 o F~!" e usando o Teorema|5.38|com N no lugar de M e F~*

no lugar de F', obtemos
ON{m% (F~Y )} = 74P~V aba e f), (5.16)

Agora, segue do Lema que

(Wﬁ/’[qF* (Z 7Tpﬂq J F* ) 7

com r = min(g,n — p). Aplicando 7}% o =" e usando o Lema com F~! no lugar de F,

obtemos
ROE () = W

— 724 f) (5.17)
=
pois f € EXY. Substituindo a Equagéo na Equagdo 5.16] resulta

DAt (W)Y = f  em N,

como queriamos mostrar. A volta se faz de forma anéloga. [
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CONCLUSAO

No presente trabalho, estabelecemos a conexao entre dois conceitos de grande
valor na matemdtica moderna: as variedades diferencidveis e a andlise complexa. Obtemos
como resultado a teoria de Cauchy-Riemann, a saber: as variedades CR, o complexo tangencial,
as funcgdes CR e as aplicacdes CR. No momento, temos uma boa base de estudos desta teoria,
com diversos ramos a serem seguidos.

Como foi comentado, o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann desempe-
nha nas variedades CR o mesmo papel do operador de Cauchy-Riemann para espacos comple-
xos. Analogamente, as fun¢des CR desempenham o papel das fun¢des holomorfas. Isto posto,
¢ natural seguir na teoria das variedades CR generalizando a andlise complexa. Por exemplo,
empenhar-se em formular teoremas para as fun¢des CR fazendo analogias a teoremas importan-
tes para fun¢des holomorfas, como € o caso do Teorema da Identidade cuja versdo para funcdes
CR é 0 Lema[3.30

Ao fazer a restri¢do de uma fun¢@o holomorfa em C™ para uma subvariedade
CR, obtemos uma fun¢c@o CR. Entretanto, a volta nem sempre € verdadeira. Nos teoremas @]
e [5.32] vimos algumas hipéteses necessdrias para que exista uma extensdo de uma fungdo CR
que seja holomorfa em C”. Quais destas hipéteses sdo realmente necessdrias? Existem mais
variagdes para estes teoremas? E possivel propor uma equagio diferencial parcial a partir deste
problema? Os mateméticos tentam com muito afinco responder estas perguntas, oportunizando

a evolugdo e o surgimento da teoria.



[6]

[7]

[8]
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