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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo o estudo das Variedades CR e do Complexo Tangencial
de Cauchy-Riemann, conceitos de extrema importância na teoria das estruturas diferenciáveis
de variáveis complexas. Uma variedade diferenciável é um espaço topológico que se assemelha
a RN localmente. Isto posto, conceitos familiares de análise em espaços Euclidianos, como
diferenciação, campos vetoriais e formas diferenciais, podem ser naturalmente definidos. Os
objetos base deste trabalho são os espaços tangentes complexos, dos quais, a partir deles, é
possível definir uma Variedade CR. A Teoria das Distribuições e as Correntes são também
fundamentais na construção dos resultados.

Palavras-chave: Variedades Diferenciáveis. Variedades CR. Distribuições. Correntes. Com-
plexo Tangencial de Cauchy-Riemann.
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ABSTRACT

The goal of this work is to study the CR Manifolds and the Tangential Cauchy-Riemann Com-
plex, concepts of extreme importance in the theory of differentiable structures of complex va-
riables. A differentiable manifold is a topological space that resembles RN locally. In this
way, familiar concepts of analysis in Euclidean spaces, such as differentiation, vector fields
and differential forms, can be naturally defined. The base objects of this work are the complex
tangent spaces, from which, from them, it is possible to define a CR manifold. The Theory of
Distributions and the currents are also fundamental in the construction of the results.

Keywords: Differentiable Manifold. CR Manifolds. Distributions. Currents. Tangential
Cauchy-Riemann Complex.
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INTRODUÇÃO

O presente trabalho está dividido em partes. Inicialmente, o Capítulo 1 apre-
senta análise em variedades. Em seguida, os capítulos 2 e 3 abordam distribuições e correntes,
respectivamente. Para concluir, o Capítulo 4 desenvolve as variedades CR e o Capítulo 5 algu-
mas aplicações, como o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann e as Funções CR.

Como a maioria dos conceitos matemáticos, as ideias sobre variedades não se
originaram de uma única pessoa, mas sim de anos de atividade coletiva. Em sua obra-prima
“Disquisitiones generales circa superficies curvas” publicado em 1827, Carl Friedrich Gauss
utilizou coordenadas locais em uma superfície para obter mais facilmente suas propriedades.
Além disso, ele parecia ser o primeiro a considerar uma superfície abstrata mergulhada em um
espaço Euclidiano. Alguns anos depois, Bernhard Riemann em sua palestra “Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen”, em 1854, apresentou as bases da geometria
diferencial de dimensão superior. A palavra “variedade” é uma tradução direta de a palavra
alemã “Mannigfaltigkeit”, que Riemann usou para descrever os objetos de sua indagação. Os
estudos seguiram com os trabalhos de Henri Poincaré no final do século XIX. O início do século
XX também foi um período em que os espaços localmente Euclidianos figuravam em destaque.
Até que, em 1931, foi escrita a definição moderna de uma variedade que conhecemos hoje.

Intuitivamente, uma variedade é uma generalização de curvas e superfícies em
altas dimensões. Pela sua definição, podemos dizer que uma variedade é um espaço localmente
Euclidiano. Dessarte, conceitos familiares de análise em espaços Euclidianos, como diferencia-
ção, campos vetoriais e formas diferenciais, podem ser definidos. Naturalmente, esses conceitos
também estão presentes nas subvariedades.

Um dos objetos mais importantes em nossos estudos é o espaço dos vetores
tangentes em um ponto p de Ω, denotado por Tp(Ω). Veremos que este espaço e o espaço dos
campos vetoriais são essencialmente o mesmo, isto é, são isomorfos. Utilizando de sua base
usual, é muito útil a representação de seus elementos em coordenadas locais. Por este motivo,
desde o início iremos trabalhar em vista a um sistema de coordenadas.

No Capítulo 2 iremos tratar a Teoria das Distribuições, inventada por S. Sobo-
lev e L. Schwartz por volta 1950. O propósito das distribuições é remediar o fato que, no Cálculo
Diferencial, nem toda função é diferenciável. Segundo Hörmander, o espaço das distribuições
é essencialmente a menor extensão do espaço das funções contínuas onde a diferenciação está
sempre bem definida. Portanto, é evidente que se tenha interesse em realizar tal técnica.

Ainda em Hörmander, vê-se que alguns exemplos da teoria das equações di-
ferenciais necessitam de uma abordagem mais geral, como por exemplo, a equação da onda

∂2v

∂x2
− ∂2v

∂y2
= 0, (1)
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cujas soluções clássicas são todas da forma

v(x, y) = f(x+ y) + g(x− y), (2)

com f e g duas vezes continuamente diferenciáveis. Porém, uma sequência formada por solu-
ções clássicas pode ter, como limite uniforme, uma função da forma (2) com f e g contínuas.
Esta função deve, portanto, ser reconhecida como solução da Equação (1) e assim a definição
de solução clássica se mostra restritiva.

Será definido na Seção (2.2.1) a diferenciação para distribuições, tendo como
motivação o uso de integração por partes repetidas vezes. Com esta definição, as funções se
tornam infinitamente diferenciáveis neste sentido. Como consequência, a noção de diferencia-
bilidade se torna abrangentes.

No Capítulo 3 veremos que correntes são para as formas o que as distribuições
são para as funções. Sendo assim, a teoria das correntes é similar à teoria das distribuições,
porém, mais abstrusa.

Dada M uma variedade suave de dimensão real N temos duas formas de
tornar Tp(M) (que também tem dimensão N ) um espaço complexo. A primeira forma é fazer
Tp(M)⊗ C, chamado espaço tangente complexificado, cuja dimensão é 2N . O segundo modo
é tomar o maior subespaço J-invariante de Tp(M), onde J é uma função estrutura complexa.
Neste caso

Hp(M) = Tp(M) ∩ J{Tp(M)}

é chamado espaço tangente complexo de M , cuja dimensão é menor ou igual a 2N . O espaço
Hp(M) é a base para as variedades CR.

As Variedades de Cauchy-Riemann (CR) são um dos principais objetos de
investigação na teoria moderna de funções de várias variáveis complexas. Após um desen-
volvimento lento e pacífico nos anos setenta, o interesse aumentou acentuadamente no início
dos anos oitenta, quando métodos da Teoria das Equações Diferenciais Parciais começaram a
ser explorados com grande efeito na teoria das Variedades CR. Consequentemente, seguiu-se
uma série de fortes resultados, enriquecimento a teoria. Atualmente, as Variedades CR estão
desfrutando de um período de florescimento e boas perspectivas para o futuro.

No entanto, os fundamentos de Variedades CR estudados nos anos sessenta e
setenta estão um pouco datados e não atendem às necessidades do presente. Em razão disso,
uma situação desconfortável surgiu: torna-se cada vez mais difícil informar-se adequadamente
nesta área.

Tendo em mãos o conceito de subvariedades CR de Cn, surge o seguinte ques-
tionamento: é possível definir algo semelhante ao operador de Cauchy-Riemann ∂ de variedades
complexas para as subvariedades CR? Quando trabalhamos em Cn, por exemplo, o conjunto das
(p, q)-formas suaves Ep,q(Cn) é gerado por elementos do tipo dzI ∧ dzJ com I = {i1, . . . , ip}
e J = {j1, . . . , jq} conjuntos de índices. No caso das variedades CR, pode existir um inteiro
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1 ≤ k ≤ n de modo que dxk ∈ TC(M), porém, dyk /∈ TC(M), ou vice versa. Assim, não
teríamos os elementos dzk = dxk+ idyk e dzk = dxk− idyk emH∗

p,q
(M). Portanto, não é pos-

sível definir as (p, q)-formas suaves do modo padrão. Veremos como remediar esse problema
no Capítulo 5, onde definiremos o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann.

Para uma subvariedade CR de Cn, existem duas formas de definir um Com-
plexo Tangencial de Cauchy-Riemann e ambas as abordagens aparecem na teoria. A primeira
é uma aproximação extrínseca que usa ∂ em Cn. A segunda forma é uma aproximação intrín-
seca que não faz uso do ambiente Cn e portanto generaliza as variedades CR abstratas. Serão
apresentados ambas as aproximações e provado que os dois complexos são isomorfos.

A segunda parte do Capítulo 5 será destinado às Funções CR e Aplicações CR,
como aplicações do Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann. As Funções CR em variedades
complexas são análogas às funções holomorfas. Entretanto, existem diferenças importantes,
como o fato das funções CR nem sempre serem suaves. Por outro lado, a restrição de uma fun-
ção holomorfa em uma subvariedade CR é uma função CR. Enquanto que, extensões de funções
CR nem sempre são funções holomorfas. Será demonstrado que uma função CR analítica real
em uma subvariedade CR analítica real se estende localmente a uma função holomorfa.
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1 TÓPICOS DA TEORIA DE ESTRUTURAS DIFERENCIÁVEIS

O objetivo deste capítulo é introduzir conceitos e resultados que servirão de
alicerce para o desenvolvimento do trabalho. Inicialmente, introduziremos o conceito de vari-
edade diferenciável com alguns exemplos. Em seguida, apresentaremos a definição de campo
vetorial e alguns resultados importantes como, por exemplo, o fato do conjunto dos campos
vetoriais ser um módulo livre e a representação dos mesmos em coordenadas locais. Nosso
objetivo em seguida será provar que campos vetoriais e vetores tangentes são essencialmente o
mesmo objeto. Poderemos assim definir as formas diferenciais, a derivada exterior e as contra-
ções. Para finalizar, faremos a complexificação dos espaços estudados.

1.1 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Definição 1.1. Seja Ω um espaço topológico com as seguintes propriedades, Ω é Hausdorff e

segundo enumerável. Uma estrutura diferenciável de dimensão N sobre Ω é uma família de pa-

res F = {(U, x) : onde U é um aberto de Ω e x: U −→ RN é um homeomorfismo sobre x(U )}
que satisfaz as seguintes condições:

(i)
⋃

(U,x)∈F

U = Ω;

(ii) A função x
V
◦x

U
−1 : x

U
(U∩V ) −→ x

V
(U∩V ) é C∞ para cada par (U, x

U
), (V, x

V
) ∈ F

com U ∩ V 6= ∅ (figura 1.1);

(iii) F é maximal com respeito à (i) e (ii), ou seja, se (V, x
V

) é um par onde V ⊂ Ω é um

aberto e x
V

: V → RN é um homeomorfismo sobre sua imagem tal que, para qualquer

(U, x) ∈ F com U ∩ V 6= ∅, a composição x
V
◦ x−1 : x(U ∩ V ) → x

V
(U ∩ V ) é C∞,

temos que (V, x
V

) ∈ F .

Definição 1.2. Uma variedade diferenciável de dimensão N é um par (Ω,F), onde Ω é um

espaço topológico de Hausdorff segundo enumerável e F uma estrutura diferenciável de di-

mensão N sobre Ω. Além disso os elementos de F são chamados de cartas locais.

Podemos dizer que uma variedade diferenciável é um objeto localmente Eu-
clidiano, pois para cada ponto existe uma vizinhança U e uma função x : U → RN , de modo
que (U, x) é uma carta local. Dessa forma, conceitos familiares de análise em espaço Eucli-
diano como diferenciabilidade, espaços tangentes e formas diferenciais podem ser definidos.
Começaremos com o sistema de coordenadas.

Definição 1.3. Seja (U, x) uma carta local. Dizemos que x1, . . . , xN são coordenadas de (U, x)

quando x = (x1, . . . , xN).
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Figura 1.1: A função x
V
◦ x

U
−1.

Em geral, pode ser difícil verificar se uma família F dada cumpre a condição
(iii) da Definição 1.1, pois para isto é necessário conhecer todos os abertos de Ω e os homeomor-
fismos destes sobre abertos de RN . A proposição a seguir nos possibilita desviar da dificuldade
apresentada e dar exemplos de variedades diferenciáveis.

Proposição 1.4. Seja F∗ uma familia de pares como na Definição 1.1, porém satisfazendo

apenas (i) e (ii). Então, existe uma única estrutura diferenciável F de dimensão N, tal que

F∗ ⊂ F .

Demonstração. Basta supor que existem duas estruturas diferenciáveis diferentes e obtemos
facilmente uma contradição.

Exemplo 1.5. A seguir apresentamos alguns exemplos simples de variedade diferenciável.

(a) Considerando F∗ = {
(
RN , Id) : Id : RN → RN

)
} temos que

(
RN ,F

)
, onde F é a

única estrutura diferenciável que contém F∗, é uma variedade diferenciável.

(b) Considere o seguinte espaço (esfera)

Sn =

{
(x1, x2, . . . , xN+1) ∈ RN+1 :

N+1∑
i=1

x2
i = 1

}
⊂ RN+1,

com a topologia induzida. Sejam pN o pólo norte da esfera, pS o pólo sul da esfera e πN
e πS as projeções estereográfica por pN e pS , respectivamente. Defina

F∗ = {(Sn − {pN}, πN) , (Sn − {pS}, πS)}.



17

Se F é a única estrutura diferenciável de dimensão N que contém F∗, então (Sn,F) é
uma variedade diferenciável.

(c) Seja (Ω,F) uma variedade diferenciável de dimensão N e W ⊂ Ω um aberto. Se consi-
derarmos W com a topologia induzida de Ω podemos induzir de F uma família FW de
modo que (W,FW ) também seja uma variedade diferenciável de dimensão N da seguinte
maneira:

FW = {(U ∩W, x|
U∩W ) : (U, x) ∈ F}.

(d) Sejam (Ω,F) e (Ω′,F ′) duas variedades diferenciáveis de dimensões N e N ′, respecti-
vamente. Suponha que F = {(U, x)} e F ′ = {(U ′, x′)}. Desta forma, definindo

G = {(U × U ′, x× x′); onde x× x′ : U × U ′ → RN × RN ′)},

temos que (Ω × Ω′,G) é uma variedade diferenciável. Assim, obtemos que o cilindro
infinito S1 × R e o toro S1 × S1 são variedades.

Figura 1.2: o cilindro infinito e o toro.

A partir de agora Ω representará a variedade diferenciável (Ω,F) de dimensão
N, exceto quando for dito o contrário.

Definição 1.6. A função f : Ω → C é dita ser suave quando para todo par (U, x) ∈ F a

composição f ◦ x−1 : x(U) ⊂ RN → C é C∞ em x(U). Denota-se por E(Ω) o conjunto de tais

funções.

Observação 1.7. O conjunto E(Ω) é também denotado por C∞(Ω). No entanto, optamos por
E(Ω) por conveniência.
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Definição 1.8. Seja f : Ω→ C contínua. O suporte de f é definido como sendo

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Se esse conjunto for um compacto de RN , então é dito f ter suporte compacto.

Definição 1.9. A função f : Ω → C é dita ser uma função teste quando é suave, isto é,

f ∈ E(Ω) e possui suporte compacto. Denota-se por D(Ω) o conjunto de tais funções.

Definição 1.10. Dizemos que M é uma subvariedade suave de Ω de dimensão l se para cada

ponto p0 ∈M , existe uma vizinhança U de p0 em M e uma função x : U → RN tal que

(i) x : U → x(U) ⊂ RN é um difeomorfirmo.

(ii) x(p0) é a origem em RN .

(iii) x{U ∩M} é um aberto na cópia de Rl dado por {(t1, . . . , tl, 0, . . . , 0) ∈ RN}.

Observação 1.11. No lema a seguir, ∧ denota o Produto Exterior, que é bilinear, isto é,

v ∧ (au+ bw) = a(v ∧ u) + b(v ∧ w), a, b ∈ R,

(au+ bw) ∧ v = a(u ∧ v) + b(w ∧ v), v, u, w ∈ V,

e anti-simétrico
v ∧ w = −w ∧ v v, w ∈ V.

Em particular, v ∧ v = 0. Para mais detalhes da definição de Produto Exterior, vide [6].

Lema 1.12. Suponha M ⊂ RN com a seguinte propriedade: para cada ponto p0 em M existe

uma vizinhança U ⊂ RN e funções suaves ρ1, . . . , ρN−l : U → R tais que

M ∩ U = {q ∈ U ; ρ1(q) = . . . = ρN−l(q) = 0} com dρ1 ∧ . . . ∧ dρN−l 6= 0 em p0.

Então, existe um difeomorfismo x = (x1, . . . , xN) definido próximo à p0, de modo que as

coordenadas satisfazem xl+1 = ρ1, . . . , xN = ρN−l. Em particular, M é uma subvariedade

suave de dimensão l.

Demonstração. Suponha p0 ∈M e ρ1, . . . , ρN−l dadas. Como dρ1∧ . . .∧dρN−l 6= 0 em p0, po-
demos escolher coordenadas (u, v) ∈ RN com u ∈ Rl e v ∈ RN−l tais que Dv{(ρ1, . . . , ρN−l)}
em p0 é uma matriz não-singular (N − l)× (N − l). Deste modo, definimos x : RN → RN por

x(u, v) = (u, ρ(u, v)) com (u, v) ∈ Rl × RN−l,

onde ρ = (ρ1, . . . , ρN−l). Pelas escolhas de coordenadas, Dx em p0 é não-singular e logo,
pelo Teorema da Função Inversa, x é um difeomorfismo local. Portanto, x tem as propriedades
requeridas pelo lema.
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Exemplo 1.13. Vejamos alguns exemplos de subvariedades suaves de RN :

(a) A esfera unitária {x ∈ RN ; |x|2 − 1 = 0} é uma subvariedade de dimensão N − 1.
Subvariedades de dimensão N − 1 são chamadas hipersuperfícies.

(b) Sejam (u, v) ∈ RN coordenadas tais que u ∈ Rl e v ∈ RN−l. Seja h : Rl → RN−l uma
função suave. Defina

M = {(u, v) ∈ RN ; v = h(u)}.

Chamamos M de gráfico de h. Sejam ρj(u, v) = vj − hj(u), para 1 ≤ j ≤ N − l,
onde h = (h1, . . . , hN−l). M é identicamente zero para ρ1, . . . , ρN−l. Por outro lado,
dρ1 ∧ . . .∧ dρN−l é não nula (em todo ponto) e assim, segue do Lema 1.12 que M é uma
subvariedade l dimensional. Neste caso, x é dada por x(u, v) = (u, v − h(u)). A volta
também vale localmente. Concluímos que uma subvariedade pode sempre ser escrita
localmente como o gráfico de uma função suave.

1.2 CAMPOS VETORIAIS

Voltemos nossa atenção para as variedades Ω. A seguir, vamos definir um dos
objetos principais do capítulo, os campos vetoriais. Abordaremos também alguns aspectos do
mesmo, por exemplo, mostraremos que o conjunto dos campos vetoriais é um espaço vetorial
complexo e veremos sua representação em coordenadas locais.

Definição 1.14. Um campo vetorial sobre Ω é uma função linear

L : E(Ω) −→ E(Ω),

que satisfaz a Regra de Leibniz, isto é

L(fg) = fL(g) + gL(f) ∀f , g ∈ E(Ω).

O conjunto de todos os campos vetoriais sobre Ω será denotado por X(Ω).

Exemplo 1.15. A seguir, veremos alguns exemplos de campos vetoriais:

(a) A derivada de uma função f suave é um campo vetorial. Isto é claro, pois f ′ é linear e
satisfaz a Regra de Leibniz.

(b) A aplicação L : E(R2) −→ E(R2) definida por L = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
é um campo vetorial

sobre R2. A prova desta afirmação vem do fato das derivadas parciais serem lineares e
satisfazerem a Regra de Leibniz.

Proposição 1.16. Se f ∈ E(Ω) é constante, então L (f) = 0 para todo L ∈ X(Ω).
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Demonstração. Digamos que f ≡ c e consideremos L ∈ X(Ω) arbitrário. Note que, pela Regra
de Leibniz, temos L(1) = L(1 · 1) = L(1) + L(1) = 2L(1), de onde podemos concluir que
L(1) = 0. Deste modo, como L é linear, segue que L(f) = L(c) = cL(1) = 0.

Proposição 1.17. Se L ∈ X(Ω), então suppLf ⊂ suppf para toda f ∈ E(Ω).

Demonstração. Seja f ∈ E(Ω) qualquer, vamos mostrar que se V ⊂ Ω é um aberto tal que
f |

V
≡ 0 então Lf |

V
≡ 0. Com efeito, dado p ∈ V tome uma carta local (U, x) tal que p ∈ U

e U ⊂ V , daí como x(p) ∈ x(U) segue que existe ε > 0 tal que Bε(x(p)) ⊂ x(U). De onde
podemos concluir que B ε

2
(x(p)) ⊂ Bε(x(p)) ⊂ x(U), e uma vez que B ε

2
(x(p)) é compacto e

Bε(x(p)) é aberto podemos definir uma função ξ : x(U) → R de forma que ξ ∈ E(x(U)), e
além disso ξ|

K
= 1 e suppξ ⊂ Bε(x(p)) onde K = B ε

2
(x(p)). Agora definindo ϕ : Ω→ R por

ϕ(q) =

{
ξ(x(q)), se q ∈ U

0, se q /∈ U

temos que ϕ se anula em Ω− V e f = (1− ϕ)f . Assim

L(f)(p) = L((1− ϕ)f)(p) = (1− ϕ)(p)L(f) + f(p)L((1− ϕ))(p) = 0 + 0 = 0.

Portanto como p ∈ V é arbitrário segue que Lf |
V
≡ 0 sempre que f |

V
≡ 0, ou seja, se

x ∈ Ω− suppf temos que x ∈ Ω− supp Lf , e isto é o mesmo que escrever suppLf ⊂ suppf .
E pela arbitrariedade de f o resultado segue.

Observação 1.18. A função ξ definida na demonstração da Proposição 1.17 pertence a classe
das funções conhecidas como funções corte e existe mais de uma maneira de construí-la.

Como consequência da Proposição 1.17, temos o seguinte resultado

Proposição 1.19. Dado W ⊂ Ω um aberto, existe uma função

π : X(Ω) −→ X(W )

L 7−→ LW
,

de modo que o diagrama
E(Ω)

L−→ E(Ω)

↓ ↓
E(W )

LW−→ E(W )

,

seja comutativo.

Demonstração: Note que dado p ∈ W e f ∈ E(W ) é possível determinar uma g ∈ E(Ω) tal
que f = g em V , onde V representa uma vizinhança de p, por meio do auxílio de uma função
corte. Assim, se para cada L ∈ X(Ω) e f ∈ E(W ) definirmos LW (f) dada por

LW (f)(p) = L(f̂)(p), (1.1)
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onde f̂ ∈ E(Ω) e coincide com f em uma vizinhança de p, temos que LW ∈ X(W ) e que a
função dada por π(L) = LW é linear e torna o diagrama comutativo.

Antes de prosseguirmos vejamos que a definição de LW (f) na Proposição
1.19 está bem defida. De fato, dado p ∈ W e funções f̂ ,f̃ ∈ E(Ω) tais que ambas coincidem
com f em alguma vizinhança de p, digamos que respectivamente nos abertos U e V , temos
que p /∈ supp (f̂ − f̃) de onde segue pela Proposição 1.17 que p /∈ supp(L(f̂ − f̃)), ou seja,
L(f̂)(p) = L(f̃)(p).

Por fim, para encerrar esta seção, vamos tornar X(Ω) uma estrutura algébrica
e apresentar um representação local para os campos vetoriais.

Definição 1.20. Dados L ,M ∈ X(Ω) e λ ∈ R, definamos a soma e a multiplicação por escalar

em X(Ω) da seguinte forma:

(L+M)(f) := L(f) +M(f),

(λL)(f) := λL(f).
(1.2)

Observação 1.21. As operações definidas em (1.2) são fechadas em X(Ω). Com efeito, dados
f , g ∈ E(Ω) e α ∈ R temos que L+M satiifaz

(L+M)(αf + g) = L(αf + g) +M(αf + g)

= (αL(f) + L(g)) + (αM(f) +M(g))

= (αL(f) + αM(f)) + (L(g) +M(g))

= α(L(f) +M(f)) + (L(g) +M(g))

= α(L+M)(f) + (L+M)(g),

e

(L+M)(fg) = L(fg) +M(fg)

= (gL(f) + fL(g)) + gM(f) + fM(g))

= (gL(f) + gM(f)) + (fL(g) + fM(g))

= g(L(f) +M(f)) + f(L(g) +M(g))

= g(L+M)(f) + f(L+M)(g),

isto é, L+M ∈ X(Ω). E λL satisfaz

(λL)(αf + g) = λL(αf + g)

= λ(αL(f) + L(g))

= α(λL(f)) + λM(g)

= α(λL)(f) + (λL)(g),
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e

(λL)(fg) = λL(fg)

= λ(gL(f) + fL(g))

= gλL(f) + fλL(g)

= g(λL)(f) + f(λL)(g),

ou seja, λL ∈ X(Ω).

Proposição 1.22. Se L , M ∈ X(Ω) e g ∈ E(Ω). Então, as funções

gL : E(Ω) −→ E(Ω)

f 7−→ g · L(f),
(1.3)

e

[·, ·] : X(Ω)× X(Ω) −→ X(Ω)

(L,M) 7−→ L(M(f))−M(L(f)),
(1.4)

estão bem definidas e gL ∈ X(Ω)

Demonstração. Basta mostrar que as funções 1.3 e 1.4 são lineares e satisfazem a Regra de
Leibniz, como são contas simples e análogas as feitas na Observação 1.21, deixaremos a cargo
do leitor.

Observação 1.23. O conjunto X(Ω) munido das operações definidas em (1.2) é um espaço
vetorial. Além disso (X(Ω),+) dotado da multiplicação dada em (1.3) é um E(Ω)-módulo.

Definição 1.24. A função definida em (1.4) é chamada de comutador (ou colchete de Lie) entre

dois campos vetoriais.

Teorema 1.25. Dada uma carta local (U, x) em Ω as seguintes afirmações são verdadeiras

(a) A função

∂

∂xj
: E(U) −→ E(U)

f 7−→ ∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x,

pertence a X(U) para todo j = 1, . . . , N .

(b) Se L ∈ X(U), então

L =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
. (1.5)
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Demonstração. Para a parte (a), vejamos inicialmente se tal função está bem definida. Dada

f ∈ E(U) temos que f ◦ x−1 ∈ E(x(U)) e portanto
∂(f ◦ x−1)

∂xj
∈ E(x(U)), assim como para

cada (V, y) ∈ FU temos(
∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)
◦ y−1 =

(
∂(f ◦ x−1)

∂xj

)
︸ ︷︷ ︸

∈ E(x(U))

◦ (x ◦ y−1)︸ ︷︷ ︸
∈ E(x(V ))

,

segue que
∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x ∈ E(U).

Agora vamos mostrar que
∂

∂xj
∈ X(U) . Com efeito para f , g ∈ E(U) e α ∈ R temos que

(
∂

∂xj

)
(αf + g) =

∂((αf + g) ◦ x−1)

∂xj
◦ x

=
∂((αf ◦ x−1) + (g ◦ x−1))

∂xj
◦ x

=

[
α

(
∂(f ◦ x−1)

∂xj

)
+
∂(g ◦ x−1)

∂xj

]
◦ x

= α

(
∂

∂xj

)
(f) +

(
∂

∂xj

)
(g),

ou seja,
∂

∂xj
é linear. Além disso vale também que

(
∂

∂xj

)
(fg) =

∂((fg) ◦ x−1)

∂xj
◦ x

=
∂((f ◦ x−1)(g ◦ x−1))

∂xj
◦ x

=

[
(g ◦ x−1)

∂((f ◦ x−1)

∂xj
+ (f ◦ x−1)

∂(g ◦ x−1))

∂xj

]
◦ x

= g

[
∂((f ◦ x−1)

∂xj
◦ x
]

+ f

[
∂(g ◦ x−1))

∂xj
◦ x
]

= g

(
∂

∂xj

)
(f) + f

(
∂

∂xj

)
(g),

isto é,
∂

∂xj
satisfaz a Regra de Leibniz.

Agora, para (b), considere L ∈ X(U) dado e p ∈ U fixado. Como x(U) é aberto podemos
tomar uma bola B ⊂ RN tal que x(p) ∈ B ⊂ x(U). Assim, tomando f ∈ E(U) qualquer e
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definindo para cada q ∈ V onde V = x−1(B) a função

ϕ : [0, 1] −→ C

t 7−→ f̂((1− t)x(p) + tx(q))

com f̂ = f ◦ x−1, podemos aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo encontrar a seguinte
expressão

f̂(x(q)) = f̂(x(p)) +

∫ 1

0

[
N∑
j=1

∂f̂

∂xj
((1− t)x(p) + tx(q))(xj(q)− xj(p))

]
dt,

que pode ser reescrita do seguinte modo

f̂(x(q)) = f̂(x(p)) +

[
N∑
j=1

hj(x(q))(xj(q)− xj(p))

]
,

onde hj(x(q)) =

∫ 1

0

∂f̂

∂xj
((1− t)x(p)+ tx(q))dt. De onde podemos concluir, pela arbitariedade

de q ∈ V , o seguinte

f |
V

= f(p) +
N∑
j=1

gj((xj|V − xj|V (p)),

onde gj = hj ◦ x. Assim, aplicando LV obtemos

LV (f |
V

) =
N∑
j=1

[
gjLV (xj|V ) + xj|V LV (gj)− xj|V (p)LV (gj)

]
,

e em particular

LV (f |
V

)(p) =
N∑
j=1

gj(p)LV (xj|V )(p).

E por fim, da definição de LV (ver 1.1) e do fato de

gj(p) = (hj(x(p)) =

∫ 1

0

∂f̂

∂xj
((1− t)x(p) + tx(p))dt =

∂f̂

∂xj
(x(p)) =

[(
∂

∂xj

)
(f)

]
(p),

concluímos que

L(f)(p) =
N∑
j=1

[(
∂

∂xj

)
(f)

]
(p)L(xj)(p).

Entretanto f ∈ E(U) e p ∈ U eram arbitrários. Logo

L =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
.
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A letra (b) do Teorema 1.25 nos mostra como é a representação de um campo
vetorial em coordenadas locais. Este tipo de representação será muito presente no texto futura-
mente.

Corolário 1.26. X(U) é um E(U)-módulo livre, isto é, possui uma base.

Demonstração: Vejamos inicialmente que para todo j, k = 1, . . . , N vale que(
∂

∂xj

)
(xk) = δjk. (1.6)

Com efeito, note que (xk ◦ x−1)(q) = qk para todo q = (q1, . . . , qN) ∈ x(U), pois

Id = x ◦ x−1 = (x1 ◦ x−1, . . . , xN ◦ x−1).

Assim se para cada p ∈ U denotarmos x(p) por q temos que se j 6= k(
∂

∂xj

)
(xk)(p) =

∂(xk ◦ x−1)

∂xj
(x(p))

=
∂(xk ◦ x−1)

∂xj
(q)

= lim
t→0

[
(xk ◦ x−1)(q + tej)− (xk ◦ x−1)(q)

t

]
= lim

t→0

qk − qk
t

= 0,

e se q = k (
∂

∂xj

)
(xk)(p) =

∂(xk ◦ x−1)

∂xj
(x(p))

=
∂(xk ◦ x−1)

∂xj
(q)

= lim
t→0

[
(xk ◦ x−1)(q + tej)− (xk ◦ x−1)(q)

t

]
= lim

t→0

qk + t− qk
t

= 1.

Afirmamos que
{
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xN

}
é um conjunto linearmente independente. Com efeito,

sejam g1, . . . , gN ∈ E(U) tal que
N∑
j=1

gj
∂

∂xj
= 0.
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Assim em particular para cada k = 1, . . . , N

N∑
j=1

gj

(
∂

∂xj

)
(xk) = 0.

Mas como consequência da primeira parte da demonstração segue que para cada k = 1, . . . , N

vale também

gk = gk.1 = gk

(
∂

∂xk

)
(xk) =

N∑
j=1

gj

(
∂

∂xj

)
(xk),

logo gj = 0 para todo j = 1, . . . , N , e como os g′js foram tomados de modo arbitrário segue

o desejado. Portanto, como por (1.5) temos que
{
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xN

}
gera X(U) e segue o

resultado.

1.3 ESPAÇOS TANGENTES

Nesta seção será apresentada a definição de espaço tangente à Ω em p, deno-
tado por Tp(Ω). Provaremos que o conjunto dos campos vetoriais e dos vetores tangentes são o
mesmo, a menos de um isomorfismo. Definiremos também os fibrados e subfibrados tangentes,
as estruturas formalmente integráveis e, por fim, o push forward.

Antes de definir o conceito de espaço tangente à Ω em p precisamos definir o
que é o germe de uma função suave em um ponto p.

Definição 1.27. Dado p ∈ Ω, definamos Bp como sendo o conjunto de todos os pares (V, f)

onde V ⊂ Ω é uma vizinhança de p e f ∈ E(V ). Além disso nós diremos que dois elementos

(V, f) e (Ṽ , g) de Bp estão relacionados se existir um abertoW ⊂ V ∩ Ṽ onde f e g coincidem,

e neste caso escreveremos (V, f) ∼ (Ṽ , g).

Proposição 1.28. A relação ∼ definida em Bp é de equivalência

Demonstração. As propriedades de reflexividade e de simetria são triviais, portanto resta ape-
nas mostrar que∼ é transitiva. De fato, sejam (V, f), (Ṽ , g) e (V̂ , h) elementos arbitrários de Bp
tais que (V, f) ∼ (Ṽ , g) e (V, f) ∼ (V̂ , h), assim existem abertos W1 ⊂ V ∩ Ṽ e W2 ⊂ Ṽ ∩ V̂
de modo que (f − g)|

W1
= 0 e (g − h)|

W2
= 0. Logo, se tomarmos W = W1 ∩W2 temos que

W é um subconjunto aberto de V ∩ V̂ onde f e h coincidem, isto é, (V, f) ∼ (V̂ , h).

Observação 1.29. A partir de agora vamos utilizar E(p) para denotar o espaço quociente Bp/ ∼
e dado (U, f) ∈ Bp vamos denotar sua classe de equivalência por f .

Definição 1.30. Dada f ∈ E(Ω) e p ∈ Ω. O germe da função f em p é a classe de equivalência

de (Ω, f), isto é, f .

Definição 1.31. Dado p ∈ Ω, definamos a soma e a multiplicação por escalar em E(p) por:

f + g := f + g e αf := αf. (1.7)
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Afirmamos que as operações descritas em (1.7) estão bem definidas. De fato,
sem perda de generalidade suponhamos f , g ∈ E(Ω). Assim, se f̃ ∈ E(V ) e g̃ ∈ E(U) são tais
que (f, g) = (f̃ , g̃), então existem abertos W1 ⊂ V e W2 ⊂ U de maneira que

f |
W1

= f̃ |
W1

e g|
W2

= g̃|
W2
.

Daí tomando W̃ = V ∩ U temos que W1 ∩W2 ⊂ W̃ , e além disso vale

(f + g)|
W1∩W2

= f |
W1∩W2

+ g|
W1∩W2

= f̃ |
W1∩W2

+ g̃|
W1∩W2

= (f̃ + g̃)|
W1∩W2

.

Logo podemos concluir que (Ω, f + g) ∼ (W̃ , f̃ + g̃) e consequentemente que f + g = f̃ + g̃.
Agora, se (α, f) = (α, f̃), de maneira análoga temos αf = αf̃ .

Definição 1.32. Dizemos que uma função v : E(p) −→ R é um vetor tangente à Ω em p se

satisfaz as seguintes condições

(i) v é linear;

(ii) v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) para toda f, g ∈ E(p).

O conjunto de todos os vetores tangentes à Ω em p será denotado por Tp(Ω) e chamado de

espaço tangente à Ω em p.

A seguir vamos ver que dado L ∈ X(Ω) e p ∈ Ω podemos induzir de maneira
natural um elemento Lp ∈ Tp(Ω). Além disso vamos ver também que dado v ∈ Tp(Ω) existe
L ∈ X(Ω) tal que v = Lp.

Proposição 1.33. Se L ∈ X(Ω) e p ∈ Ω, então Lp : E(p) −→ R dada por

Lp(f) = L(f̃)(p), (1.8)

onde f̃ ∈ E(Ω) e coincide com f em uma vizinhança de p, pertence à Tp(Ω).

Demonstração. Inicialmente vejamos que Lp está bem definida. De fato, sem perda de genera-
lidade suponha f ∈ E(Ω). Assim se g ∈ E(U) é tal que f = g temos que existe uma carta local
(V, x) tal que V ⊂ U e p ∈ V de maneira que f |

V
= g̃|

V
, onde g̃ ∈ E(Ω) e é uma extensão de

g, portanto de (1.5) e do fato da derivada ser um conceito local segue que

L(f)(p) = LV (f |
V

)(p) =
N∑
j=1

LV (xj)(p)
[(

∂

∂xj

)
(f |

V
)

]
(p)

=
N∑
j=1

LV (xj)(p)
[(

∂

∂xj

)
(g̃|

V
)

]
(p)

= LV (g̃|
V

)(p) = L(g̃)(p),
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isto é, Lp(f) = Lp(g). Agora, dados α ∈ R e f , g ∈ E(p), sem perda de generalidade podemos
supor que f , g ∈ E(Ω), e assim temos

Lp(αf + g) = Lp(αf + g) = L(αf + g)(p) = αL(f)(p) + L(g)(p) = αLp(f) + Lp(g),

e
Lp(fg) = L(fg)(p) = f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p) = f(p)Lp(g) + g(p)Lp(f).

De onde segue o resultado.

Proposição 1.34. Dado p ∈ Ω e f ∈ E(Ω). Se f é localmente constante em uma vizinhança de

p , então v(f) = 0 para todo v ∈ Tp(Ω).

Demonstração. Digamos que f ≡ c em uma vizinhança de p e consideremos v ∈ Tp(Ω)

arbitrário. Note que, pela Regra de Leibniz, temos v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1) = 2v(1), de
onde podemos concluir que v(1) = 0. Desta forma, como v é linear, segue que

v(f) = v(c) = cv(1) = 0.

Teorema 1.35. Se (U, x) é uma carta local e p ∈ U , então

v =
N∑
j=1

v(xj)

(
∂

∂xj

)
p

, (1.9)

para todo v ∈ Tp(Ω).

Demonstração. Dada f ∈ E(U) e fazendo contas análogas a do item (b) do Teorema (1.25)
segue que existe um aberto V ⊂ U tal que p ∈ V e

f |
V

= f(p) +
N∑
j=1

gj((xj|V − xj|V (p)),

com gj = hj ◦ x onde hj(x(q)) =

∫ 1

0

∂(f ◦ x−1)

∂xj
((1− t)x(p) + tx(q))dt. Logo

f = f(p) +
N∑
j=1

gj(xj − xj(p)).
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Assim dado v ∈ Tp(Ω) temos que

v(f) = v

(
N∑
j=1

gj(xj − xj(p))

)
=

N∑
j=1

v(gj(xj − xj(p)))

=
N∑
j=1

gj(p)v(xj)

=
N∑
j=1

[(
∂

∂xj

)
(f)

]
(p)v(xj)

=
N∑
j=1

(
∂

∂xj

)
p

(f)v(xj).

Assim, como para toda g ∈ E(p) é possível encontrar f ∈ E(U) tal que f = g, segue que

v =
N∑
j=1

v(xj)

(
∂

∂xj

)
p

,

e consequentemente pela arbitrariedade de v o resultado.

Proposição 1.36. Tp(Ω) ⊂ {Lp : L ∈ X(Ω)}

Demonstração. Por definição, existe uma carta local U tal que p ∈ U . Assim, dado v ∈ Tp(Ω)

sabemos pelo Teorema 1.35 que

v =
N∑
j=1

v(xj)

(
∂

∂xj

)
p

,

e definindo

L̃ =
N∑
j=1

v(xj)
∂

∂xj
,

temos L̃ ∈ X(U) é tal que L̃p = v. Além disso, como existe g ∈ E(Ω) tal que g|
V

= 1, onde
V ⊂ U é uma vinhança de p e g|

Ω−U
= 0 (construção feita na Proposição 1.17), podemos definir

a aplicação L : E(Ω) −→ E(Ω) dada por

L(f)(q) =

{
(gL̃)(f |

U
)(q) se q ∈ U

0 se q /∈ U
, (1.10)

ou seja, um elemento L ∈ X(Ω) tal que LV = L̃V . De onde podemos concluir que v = Lp, que
por sua vez junto com arbitrariedade de v ∈ Tp(Ω) nos garante o resultado.
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As proposições (1.33) e (1.36) nos garantem que os campos vetoriais e os
vetores tangentes são essencialmente o mesmo objeto.

É também importante saber identificar um espaço tangente em uma subvarie-
dade. Para isso temos o seguinte lema, que deve ser observado à luz do Lema 1.12.

Lema 1.37. Seja M uma subvariedade de dimensão l de RN definida por

M = {t ∈ RN ; ρ1(t) = . . . = ρN−l(t) = 0} com dρ1 ∧ . . . ∧ dρN−l 6= 0 em M.

Para um ponto p ∈M

Tp(M) = {L ∈ Tp(RN); L{ρj} = 0 em p para 1 ≤ j ≤ N − l}.

Demonstração. A prova segue diretamente do Lema 1.12. Próximo a p ∈ M podemos en-
contrar um difeomorfismo x = (x1, . . . , xN) com xl+1 = ρ1, . . . , xN = ρN−l. Agora tome a
aplicação t 7→ (x1(t), . . . , xl(t)) ∈ Rl como um sistema de coordenadas para M . Do Corolá-
rio 1.26 e lembrando que campos vetoriais e vetores tangentes são o mesmo objeto, podemos
concluir que {(

∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xl

)
p

}

é uma base para Tp(M). Como
(

∂

∂xj

)
(xk) = 0 se j 6= k, claramente

(
∂

∂xj

)
(ρk) = 0 para

todo 1 ≤ j ≤ l e 1 ≤ k ≤ N − l. Segue o resultado.

A seguir vamos definir os conceitos de fibrado e subfibrado tangente de Ω.

Definição 1.38. Dizemos que a união disjunta V =
⋃
p∈Ω

Vp é um subfibrado tangente de T (Ω)

de dimensão n e co-dimensão N − n se ela satisfaz as seguintes condições

(i) Vp é um subespaço vetorial de Tp(Ω) de dimensão n para todo p ∈ Ω.

(ii) Dado p0 ∈ Ω existe uma vizinhança U0 de p0 e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X(U0) tal

que Vp é gerado por L1p , . . . , Lnp para todo p ∈ U0.

O subespaço vetorial Vp é chamado de fibra de V em p.

Exemplo 1.39. Considere Ω = R2 e

Tp(Ω) = span

{(
∂

∂x

)
p

,

(
∂

∂y

)
p

}
,
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para todo p = (p1, p2) ∈ R2. Note que as fibras Vp = span
{(

∂
∂x

)
p

}
satisfazem as condições

(i) e (ii) da definição. Porém, se escolhermos Vp na forma

Vp =


span

{(
∂

∂x

)
p

}
, se p1 > 0

span

{(
∂

∂y

)
p

}
, se p2 ≤ 0

,

vemos que a condição (i) da definição é satisfeita, porém a condição (ii) não é satisfeita. Isto
nos mostra uma descontinuidade em torno de qualquer ponto sobre o eixo y.

Definição 1.40. Seja V um subfibrado tangente de T (Ω) e W ⊂ Ω um aberto. Dizemos que

L ∈ X(W ) é uma seção de V sobre W se Lp ∈ Vp para todo p ∈ W .

Definição 1.41. Seja V um subfibrado tangente de T (Ω). Dizemos que V satisfaz a condição

involutiva (ou de Frobenius) quando para todo W ⊂ Ω aberto vale o seguinte:

Se L e M são seções de V sobre W então [L,M ] também é uma seção de V sobre W .

Definição 1.42. Dizemos que o subfibrado tangente V é uma estrutura formalmente integrável

sobre Ω quando V satisfaz a condição involutiva.

Definição 1.43. Uma solução clássica para uma estrutura formalmente integrável V sobre Ω é

uma função u de classe C1 em Ω tal que Lu = 0 para toda seção L de V sobre algum aberto

de Ω.

Exemplo 1.44. Suponha Ω = R2 e defina

V = span

{(
∂

∂x

)
p

}
,

para todo p ∈ R2. Temos que o subfibrado tangente V é uma estrutura formalmente integrável.
De fato, pela Definição 1.42 basta verificarmos que V satisfaz a condição de Frobenius. Sejam
W ⊂ R2 aberto e L,M ∈ X(W ) seções de V sobre W . Então

L = a
∂

∂x
e M = b

∂

∂x
,
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onde a, b ∈ E(W ). Logo,

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f))

= L

(
b
∂f

∂x

)
−M

(
a
∂f

∂x

)
= a

∂

∂x

(
b
∂f

∂x

)
− b ∂

∂x

(
a
∂f

∂x

)
= a

∂b

∂x

∂f

∂x
+ ab

∂2f

∂x2
− b∂a

∂x

∂f

∂x
− ba∂

2f

∂x2

=

(
a
∂b

∂x
− b∂a

∂x

)
∂f

∂x
, para todo f ∈ E(W ).

Portanto, [L,M ] =

(
a
∂b

∂x
− b∂a

∂x

)
∂

∂x
, donde [L,M ] é seção de V sobre W .

Além disso, considere a aplicação u : R2 → R dada por u(p) = c para todo p ∈ R2. É claro

que u ∈ C1(R2). Como
∂u

∂x
= 0, temos que u é solução clássica para a estrutura formalmente

integrável V sobre R2.

Observação 1.45. A fim de facilitar as notações, a partir de agora iremos denotar os elementos

da forma
(

∂

∂xj

)
p

pertencentes a Tp(Ω) por apenas
∂

∂xj
, fica subentendida a aplicação em p.

Definição 1.46. Seja F : RN → RN ′ uma função suave em uma vizinhança do ponto p ∈ RN .

Definimos a função F∗ : Tp(RN)→ TF (p)(RN ′), chamada push forward de F em p, da seguinte

forma

F∗(v){g} = v{g ◦ F}, (1.11)

para v ∈ Tp(RN) e g ∈ E(RN ′).

Observação 1.47. Se L é um campo vetorial em Ω, a Equação 1.11 se torna

[F∗(L)]F (p) {g} = Lp{g ◦ F}.

Se F : Ω→ Ω′ é um difeomorfismo, então F∗(L) é um campo vetorial em Ω′.

Exemplo 1.48. Vamos computar F∗(∂/∂xj), 1 ≤ j ≤ N . Temos por definição que

F∗

(
∂

∂xj

)
{xk} =

∂

∂xj
{xk ◦ F} =

∂Fk
∂xj

,

onde F = (F1, . . . , FN ′). Portanto

[
F∗

(
∂

∂xj

)]
F (p)

=
N ′∑
k=1

∂Fk
∂xj

(p)
∂

∂xk
.
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Se L =
N∑
j=1

vj∂/∂xj , então

[F∗(L)]F (p) =
N∑
j=1

vj

[
F∗

(
∂

∂xj

)]
p

=
N ′∑
k=1

(
N∑
j=1

vj
∂Fk
∂xj

(p)

)
∂

∂xk
.

1.4 FORMAS

Na presente seção definiremos o espaço dual de Tp(RN), chamado espaço das
formas de grau 1. Em seguida apresentaremos as r-formas, para então definir o pull back.

Definição 1.49. O espaço dual de Tp(RN) é denotado por T ∗p (RN) e é chamado espaço das

1-formas (formas de grau 1) de RN em p. Ou seja, este é o espaço dos funcionais lineares em

Tp(RN). Se φ é uma forma e v é um vetor em p, então denotamos o valor de φ aplicado em v

por

〈φ, v〉p .

Seja {dxj; 1 ≤ j ≤ N} a base dual para {∂/∂xj 1 ≤ j ≤ N}. Assim,

〈
dxj,

∂

∂xk

〉
p

=

{
1 se j = k

0 se j 6= k.

Se α =
N∑
j=1

αjdxj é uma 1-forma e v =
N∑
k=1

vk(∂/∂xk) é um vetor, então

〈α, v〉p =
N∑
j=1

αjvj.

Note que 〈α, v〉 é similar ao produto interno Euclidiano entre (α1, . . . , αN) e (v1, . . . , vN). Uma
1-forma diferencial em um conjunto aberto Ω ⊂ RN é um objeto na forma

α =
N∑
j=1

αjdxj,

onde cada αj é um elemento de E(Ω).

Definição 1.50. Seja V é um espaço vetorial, será denotado por Λr(V ) a r-ésima exterior de

V , cuja base e dada por

{vi1 ∧ . . . ∧ vir ; 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ N},
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onde {v1, . . . , vN} é uma base para V . Geralmente usamos a notação vI = vi1 ∧ . . . ∧ vir com

I representando o conjunto multi-índice {i1, . . . , ir}.

No contexto de vetores e formas, temos o espaço dos r-vetores Λr(Tp(RN))

e o espaço das r-formas Λr(T ∗p (RN)). Estes conjuntos possuem as seguintes bases, respectiva-
mente, {

∂

∂xI
=

∂

∂xi1
∧ . . . ∧ ∂

∂xir
; 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ N

}
e {

dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ; 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ N
}
.

O espaço Λr(T ∗p (RN)) pode ser visto como o espaço de funcionais lineares
em Λr(Tp(RN)) pela definição

〈φ1 ∧ . . . ∧ φr, v1 ∧ . . . ∧ vr〉p =
∑
σ

sgn(σ)
〈
φ1, vσ(1)

〉
p
. . .
〈
φr, vσ(r)

〉
p
,

onde φi ∈ T ∗p (RN) e vi ∈ Tp(RN) e com o somatório correndo sobre o conjunto de todas as
permutações σ do conjunto {1, . . . , r}. Aqui, sgn(σ) é o fator +1 se a permutação σ for par e
−1 se a permutação for ímpar. A coleção {dxI} é a base dual para {∂/∂xJ}, isto é,

〈
dxI ,

∂

∂xJ

〉
p

=

{
1 se I = J ;

0 se I 6= J.

Se F : RN → RN ′ é uma função de classe C1, podemos estender a definição
de push forward à função F∗ : Λr(TpΩ)→ Λr(TF (p)Ω

′) tal que

F∗(v1 ∧ . . . ∧ vr) = F∗(v1) ∧ . . . ∧ F∗(vr).

Definição 1.51. Dada F : Ω → Ω′ função suave, definimos o pull back F ∗ : Er(Ω′) → Er(Ω)

do seguinte modo:

(i) Se r = 1, ou seja, F ∗ : E1(Ω′)→ E1(Ω), defina

〈F ∗(φ), v〉p = 〈φ, F∗(v)〉F (p) , (1.12)

com v ∈ TpΩ e φ ∈ E1(Ω′). Se vn → v em TpΩ, então F∗(vn)→ F∗(v) em TF (p)Ω
′, logo

F ∗(φ) é funcional linear contínuo em Er(Ω′).

(ii) Se r > 1, defina

F ∗(φ1 ∧ . . . ∧ φr) = F ∗(φ1) ∧ . . . ∧ F ∗(φr). (1.13)

Notemos que, das equações 1.12 e 1.13, temos

〈F ∗(φ1) ∧ . . . ∧ F ∗(φr), v1 ∧ . . . ∧ vr〉p = 〈φ1 ∧ . . . ∧ φr, F∗(v1) ∧ . . . ∧ F∗(vr)〉F (p) .
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Podemos também computar pull back de uma forma usando coodenadas. Co-
mecemos com uma forma de gral 1, dxj . Segue das definições que〈

F ∗(dxj),
∂

∂xk

〉
p

=

〈
dxj, F∗

(
∂

∂xk

)〉
F (p)

.

Porém, escrevendo F = (F1, . . . , FN ′), temos

F∗

(
∂

∂xk

)
{xl} =

∂

∂xk
{xl ◦ F} =

∂Fl
∂xk

,

e

[
F∗

(
∂

∂xk

)]
F (p)

=
N ′∑
l=1

∂Fl
∂xk

(p)
∂

∂xl
.

Desse modo,

〈
F ∗(dxj),

∂

∂xk

〉
p

=

〈
dxj,

N ′∑
l=1

∂Fl
∂xk

(p)
∂

∂xl

〉
F (p)

=
∂Fj
∂xk

(p).

Agora, para um ponto p ∈ RN temos

(F ∗dxj)(p) =
N∑
k=1

∂Fj(p)

∂xk
dxk = dFj(p).

Se φ = αdxI = αdxi1 ∧ . . . ∧ dxir com α ∈ R, então

F ∗(φ) = αdFi1 ∧ . . . ∧ dFir .

Finalmente, para α ∈ E(RN ′), temos

F ∗(φ) = (α ◦ F ) . dFi1 ∧ . . . ∧ dFir = (α ◦ F ) . dF I . (1.14)

Exemplo 1.52. Seja F : R3 → R2 definida por F (x, y, z) = (x + y2, yz) e φ ∈ E2(R2) com
φ = v2du ∧ dv, assim

F ∗(φ) = (yz)2d(x+ y2) ∧ d(yz)

= (yz)2(dx+ 2ydy) ∧ (zdy + ydz)

= (yz)2(zdx ∧ dy + ydx ∧ dz + 2y2dy ∧ dz).

Exemplo 1.53. Para a projeção π : RN×Rk → Rk definido por π(x, y) = y, x ∈ RN e y ∈ Rk,
temos π∗(φ) = φ(y).
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1.5 DERIVADA EXTERIOR E CONTRAÇÃO

Nesta seção iremos apresentar dois importantes exemplos de r-formas. A
primeira é uma 1-forma, chamada derivada exterior de uma função f e denotada por df . A
segunda é uma (r − 1)-forma, chamada contração de φ por v e denotada po vyφ.

Definição 1.54. Sejam f ∈ E(RN), p ∈ RN , e v ∈ Tp(RN). Define-se a derivada exterior df

sendo

〈df(p), v〉p = v{f}.

Se colocarmos f sendo a função coordenada xj e v sendo o vetor ∂/∂xk,
vemos que a derivada exterior de xj é a mesma que a base dual definida como dxj que vimos
anteriormente. Deste modo, segue que

df(p) =
N∑
k=1

∂f

∂xk
(p)dxk.

Agora, gostaríamos de estender a definição de derivada exterior para formas
de alto grau e discutir suas propriedades. Primeiramente, é requerida a seguinte definição.

Definição 1.55. Uma forma diferencial suave de grau r, ou ainda, uma r-forma suave em um

conjunto aberto Ω ⊂ RN é um objeto na forma

φ =
∑
|I|=r

fIdx
I ,

onde cada fI é um elemento de E(Ω).

O espaço de todas as r-formas suaves é denotado por Er(Ω). Além disso,
denotamos por Dr(Ω) o espaço das r-formas suaves com suporte compacto. Daremos mais
ênfase aos conjuntos Er(Ω) e Dr(Ω) no Capítulo 3

Definição 1.56. A derivada exterior d : Er(Ω)→ Er+1(Ω) é definida por

d

∑
|I|=r

fIdx
I

 =
∑
|I|=r

dfI ∧ dxI .

Sendo dfI uma 1-forma suave, o lado direito é uma (r + 1)-forma suave.

Lema 1.57. Da definição de derivada exterior, tem-se

(i) (Regra do Produto) d(φ1∧φ2) = dφ1∧φ2+(−1)rφ1∧dφ2, para φ1 ∈ Er(Ω) e φ2 ∈ Es(Ω).

(ii) d2 = 0, isto é, se φ ∈ Er(Ω), então d(dφ) = 0.
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Demonstração. A parte (i) segue da Regra do Produto para diferenciação. Pela definição de
derivada exterior, é suficiente provar a propriedade (ii) para funções (0-formas). Porém, isto
segue por uma simples computação, lembrando do fato que para funções suaves a derivada
parcial independe da ordem de derivação.

O seguinte lema mostra que a derivada exterior comuta com o pull back.

Lema 1.58. Suponha Ω ⊂ RN , Ω′ ⊂ RN ′ e F : Ω→ Ω′ uma função C1. Então, F ∗◦d = d◦F ∗

são funções de Er(Ω′) para Er+1(Ω), para 0 ≤ r ≤ N ′.

Demonstração. Suponha φ = αdxI com α ∈ E(Ω′) e |I| = r. Segue de 1.14 que

F ∗φ = (α ◦ F )dF I .

Como d2 = 0, temos
d(F ∗φ) = d(α ◦ F ) ∧ dF I .

Por outro lado,

F ∗dφ = F ∗(dα ∧ dxI)

= F ∗(dα) ∧ dF I .

Comparando as duas expressões, podemos notar que para provar o lema, basta mostrar que

F ∗(dφ) = d(α ◦ F ) para α ∈ E(Ω′).

Usando a notação F ∗(α) = α ◦F , esta equação pode ser vista como o lema no caso r = 0. Isto
pode ser provado com a Regra da Cadeia.

Observação 1.59. Dados v,w campos vetoriais suaves, a notação [v, w] denota o Colchete de
Lie dos vetores v e w, que é definido da mesma forma dos campos vetoriais (veja Definição
1.24): seja p ∈ RN , então

[v, w]p{f} = vp{wf} − wp{vf}, para f ∈ E(RN).

Se computarmos os Colchete de Lie nas funções coordenadas f = xj , com
1 ≤ j ≤ N , podemos facilmente mostrar que, para

v =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
, w =

N∑
j=1

bj
∂

∂xj
aj, bj ∈ E(RN)

tem-se

[v, w] =
N∑
j=1

(v{bj} − w{aj})
∂

∂xj
.
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Lema 1.60. Suponha φ uma 1-forma suave e v,w campos vetoriais suaves. Então

〈dφ, v ∧ w〉 = v {〈φ,w〉} − w {〈φ, v〉} − 〈φ, [v, w]〉 .

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que ambos os lados da equação são multilinea-
res como funções dos campos vetoriais v e w. Isto é verdade para o lado esquerdo, pois produto
exterior é multilinear. Para o lado direito, veja que

[a1v, a2w] = a1(v{a2}).w − a2(w{a1}).v + a1a2[v, w],

com a1, a2 ∈ E(RN). Portanto, é suficiente provar o lema para v = ∂/∂xj e w = ∂/∂xk com
1 ≤ j, k ≤ N . Nesse caso, [v, w] ≡ 0 e a equação segue de forma simples.

O operador contração y é definido no dual do produto exterior.

Definição 1.61. Suponha v um vetor em Tp(RN) e φ uma r-forma em p ∈ RN . A (r− 1)-forma

vyφ definida por

〈vyφ, v1 ∧ . . . ∧ vr−1〉p = 〈φ, v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vr−1〉p ,

é chamada contração de φ por v.

Por exemplo,

∂

∂xj
y(dxi1 ∧ . . . ∧ dxir) =

{
0 se j 6= i1, . . . , ir;

(−1)k−1dxi1 ∧ . . . ∧ dxik−1
∧ dxik+1

∧ . . . ∧ dxir se j = ik.

Note que, na segunda expressão do lado direito apenas dxik foi removido. O
operador contração também satisfaz a Regra do Produto, como mostra o lema seguinte.

Lema 1.62. Suponha v um vetor em T ∗p (RN) e suponha que φ1 pertence a ΛrT ∗p (RN) e φ2

pertence a ΛsT ∗p (RN). Então,

vy(φ1 ∧ φ2) = (vyφ1) ∧ φ2 + (−1)rφ1 ∧ (vyφ2).

Demonstração. A prova deste lema se faz primeiramente para os elementos básicos v = ∂/∂xj ,
φ1 = dxI , |I| = r e φ2 = dxJ , |J | = s. O caso geral segue do fato dos dois lados da equação
serem multilineares como funções de v, φ1 e φ2.

Teorema 1.63. (Teorema de Stokes) SuponhaM uma subvariedade suave, orientada de dimen-

são l cuja fronteira está contido em uma variedade Ω de dimensão N . Suponha φ ∈ Dl−1(M),

então ∫
M

dMφ =

∫
∂M

φ.

Aqui, ∂M tem a orientação induzida pelo fecho.
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Demonstração. Vide [5], pág 33.

Teorema 1.64. (Fórmula de Green) Seja Ω ∈ RN um domínio limitado cujo limite é suave e

sejam u e v funções suaves em Ω. Então,∫
∂Ω

(uNv − vNu)dσ =

∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx,

onde N é o vetor normal exterior unitário a ∂Ω.

Demonstração. Vide [5], pág 37.

Observação 1.65. Nas condições do Teorema de Green, se f é uma função suave em Ω, então

Nf =

〈
∇f,

(
∂|x|
∂x1

, . . . ,
∂|x|
∂xn

)〉
.

1.6 COMPLEXIFICAÇÃO DE UM ESPAÇO VETORIAL REAL

Seja V um espaço vetorial real. A complexificação de V é o produto tensorial
V ⊗R C (ou, simplesmente V ⊗C). Claramente, V ⊗C é um espaço vetorial sobre os reais e é
gerado por v ⊗ 1 e v ⊗ i, com v ∈ V . Além disso, V ⊗ C pode ser visto como espaço vetorial
complexo ao definir

α(v ⊗ β) = v ⊗ αβ,

com α, β ∈ C e v ∈ V . Dessa forma, V ⊗ C é gerado sobre C por v ⊗ 1 com v ∈ V . Se V
é um espaço vetorial real de dimensão N , então dimR V ⊗ C = 2N e dimC V ⊗ C = N . Para
simplificar a notação será escrito vα ou αv para v ⊗ α. A forma mais natural de conjugar um
operador de V ⊗ C é a seguinte

αv = αv = v ⊗ α.

Para exemplificar, seja M uma variedade suave de dimensão real N . Para
p ∈M , Tp(M)⊗C é chamado espaço tangente complexificado e T ∗p (M)⊗C chamado espaço
cotangente complexificado. O espaço T ∗p (M) ⊗ C pode ser visto como espaço complexo dual
de Tp(M)⊗ C ao se definir

〈φ⊗ α,L⊗ β〉p = 〈φ, L〉p ⊗ αβ,

com φ ∈ T ∗p (M), L ∈ Tp(M) e α, β ∈ C.
Se F : M → N é uma função suave entre duas variedades suaves, então os

operadores push forward e pull back podem ser estendidos à configuração complexificada. Se
define F∗(L⊗α) = F∗(L)⊗α e F ∗(φ⊗α) = F∗φ⊗α, para L ∈ Tp(M), φ ∈ T ∗p (M) e α ∈ C.

O fibrado tangente complexificado TC(M) é definido como

TC(M) =
⋃
p∈M

Tp(M)⊗ C.
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De forma similar, o fibrado cotangente complexificado é definido por

T ∗
C
(M) =

⋃
p∈M

T ∗p (M)⊗ C.

Um campo vetorial complexificado L de M é uma seção suave de TC(M). Isto significa que L
atribui para cada ponto p ∈M um vetor Lp pertencente a Tp(M)⊗C. Em qualquer sistema de
coordenadas χ = (x1, . . . , xn) : U ⊂M → RN , pode-se expressar L por

Lp =
N∑
j=1

aj(p)
∂

∂xj
,

onde cada aj é uma função suave de valores complexos definida em U . Um subfibrado V
de TC(M) de dimensão complexa m atribui a um subespaço Vp de Tp(M) ⊗ C de dimensão
complexa m em cada ponto p ∈ M . É requerido que esses espaços se encaixem suavemente,
no sentido que próximo a um ponto p0 ∈ M existam m campos vetoriais complexos suaves
linearmente independentes L1, . . . , Lm tal que Vp é gerado em C por L1

p, . . . , L
m
p .

Se M é uma variedade complexa de dimensão complexa n, é importante dis-
tinguir entre um fibrado tangente real e um fibrado tangente complexificado. O fibrado tangente
real T (M) e suas fibras Tp(M), têm dimensão real 2n, quando admitimos M ter dimensão real
2n. Já as fibras de um fibrado tangente complexificado Tp(M)⊗C têm dimensão complexa 2n.

O r-ésimo exterior de Tp(M) ⊗ C e T ∗p (M) ⊗ C são chamados de espaço
de r-vetores complexificados e espaço de r-formas complexificadas, respectivamente. Seja
p ∈ M um ponto qualquer, tem-se o fibrado de r-vetores ΛrTC(M) e o fibrado de r-formas
ΛrT ∗

C
(M). O espaço das r-formas suaves de ΛrT ∗

C
(M) é chamado de espaço das formas

diferenciais complexas de grau r e é denotado por Er(M). Um elemento de Er(M) pode ser
escrito em coordenadas locais χ = (x1, . . . , xN) : U ⊂M → RN por

φ =
∑
|I|=r

φIdx
I ,

onde cada φI é uma função suave de valores complexos em U .
A derivada exterior e a integral é facilmente generalizada para a forma com-

plexa. Em coordenadas locais, define-se

dφ =
∑
|I|=r

dφI ∧ dxI ∈ Er+1(M),

onde

dφI =
N∑
j=1

∂φI
∂xj

dxj.

A prova que a derivada exterior é independente da escolha das coordenadas
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locais é análoga a prova do caso real.

1.7 ESTRUTURAS COMPLEXAS

Nesta seção iremos definir a função estrutura complexa, que será de extrema
importância na definição de Variedades CR (Capítulo 4). Também iremos encontrar bases para
Tp(M) e T ∗p (M), onde M é uma variedade complexa.

Definição 1.66. Seja V um espaço vetorial real. Uma função linear J : V → V é chamada de

função estrutura complexa se J ◦ J = −I , onde I : V → V é a função identidade.

Uma função estrutura complexa só pode ser definida em espaços vetoriais de
dimensão par, pois (det J)2 = (−1)N onde N = dimR V .

Exemplo 1.67. Seja V = Tp(R2n) ∼= Tp(Cn). Tomemos as coordenadas de R2n na forma
(x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn). A estrutura complexa padrão definida em Tp(R2n) é a seguinte

J

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
,

J

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
,

com 1 ≤ j ≤ n. Essa função estrutura complexa pode ser vista como uma simulação da
multiplicação por i =

√
−1.

Lema 1.68. Se u, v ∈ Tp(R2n), então Ju.v = −u.Jv. Em particular Ju.Jv = u.v.

Demonstração. Sejam v, w ∈ Tp(R2n), suponha

u =
n∑
j=1

(
uj

∂

∂xj
+ ûj

∂

∂yj

)
,

v =
n∑
j=1

(
vj

∂

∂xj
+ v̂j

∂

∂yj

)
.

Assim,

Ju =
n∑
j=1

(
ûj

∂

∂yj
− uj

∂

∂xj

)
,

Jv =
n∑
j=1

(
v̂j

∂

∂yj
− vj

∂

∂xj

)
.
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Dessa forma,

Ju.v =
n∑
j=1

(
−ujvj

∂

∂xj
+ ûj v̂j

∂

∂yj

)
,

u.Jv =
n∑
j=1

(
ujvj

∂

∂xj
− ûj v̂j

∂

∂yj

)
.

Portanto, Ju.v = −u.Jv.

Exemplo 1.69. Um exemplo de função estrutura complexa é dada por J : R2 → R2 onde
J(x, y) = (−y, x). Note que,

J(x, y).(w, z) = (−y, x).(w, z) = −yw + xz = (−x,−y).(−z, w) = −(x, y).J(w, z).

A função estrutura complexa J∗ para o espaço cotangente T ∗p (R2n) é definida
sendo o dual de J . Para p ∈ R2n, tem-se

〈J∗φ, v〉p = 〈φ, Jv〉p com φ ∈ T ∗p (R2n) e v ∈ Tp(R2n).

Pondo φ = dxj ou dyj e v = ∂/∂xj ou ∂/∂yj , obtem-se

J∗dxj = −dyj
J∗dyj = dxj 1 ≤ j ≤ n.

Um estrutura complexa pode ser definida em um fibrado tangente real de uma
variedade complexa M via push forward de Cn para M com um sistema de coordenadas. Para
p ∈ M e um sistema de coordenadas holomórfico Z : U ⊂ M → Cn (com p ∈ U ), define-se a
estrutura complexa Jp : Tp(M)→ Tp(M) por

Jp(v) = Z−1
∗ (Z(p)){JZ∗(p)(v)}. (1.15)

Na Equação 1.15, J é uma estrutura complexa em Cn ∼= R2n. Ao tomar z = (z1, . . . , zn) com
zj = xj + iyj , segue da definição que Jp(∂/∂xj) = ∂/∂yj e Jp(∂/∂yj) = −(∂/∂xj). Além
disso, Jp é independente da escolha do sistema de coordenadas holomórfico. De fato, dado um
outro sistema W : U ′ → Cn, então Z ◦W−1 é uma função holomorfa de Cn em Cn, portanto, o
push forward comuta com J . Então, Jp : Tp(M)→ Tp(M) está bem definido para p ∈ M . De
forma análoga, uma estrutura complexa J∗p se define em T ∗p (M).

Se J : V → V é uma estrutura complexa em um espaço vetorial real V ,
então J pode ser estendido a uma função estrutura complexa na complexificação de V com a
configuração

J(αv) = αJ(v) com v ∈ V e α ∈ C.
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Dessa forma,
Jv = Jv com v ∈ V ⊗ C.

Como J◦J = −I em V , o mesmo acontece em V ⊗C. Portanto, J : V ⊗C→
V ⊗ C tem autovalores +i e −i cujos autoespaços correspondentes serão denotados por V 1,0 e
V 0,1. Tem-se, da álgebra elementar que

V ⊗ C = V 1,0 ⊕ V 0,1.

Como Jv = Jv, para v ∈ V ⊗ C, tem-se V 1,0 = V 0,1.
Podem ser facilmente construídas bases para V 1,0 e V 0,1. Primeiramente,

nota-se para v ∈ V que, os vetores v e Jv são linearmente independentes em R pois J não tem
autovalor real. Assim, pode intuitivamente se criar uma base (em R) para V na forma

v1, Jv1, . . . , vn, Jvn,

onde 2n = dimR V . Afirmamos que o conjunto

{v1 − iJv1, . . . , vn − iJvn},

é uma base para o espaço vetorial V 1,0 de dimensão complexa n. De fato, cada vetor vj − iJvj
pertence a V 1,0, uma vez que

J(vj − iJvj) = −iJ2vj + Jvj = i(vj − iJvj).

Além disso, esse conjunto de vetores é linearmente independente em C. Por outro lado, o
conjunto

{v1 + iJv1, . . . , vn + iJvn},

é uma base para V 0,1.
Retomaremos para Tp(M) ondeM é uma variedade complexa n-dimensional.

Seja (z1, . . . , zn) com zj = xj + iyj um conjunto de coordenadas locais holomórfico de M .
Define-se os campos vetoriais

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
, 1 ≤ j ≤ n.

Deste modo, uma base para T 1,0
p (M) é dada por {∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn} e uma
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base para T 0,1
p (M) por {∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn}. Analogamente, define-se

dzj = dxj + idyj

dzj = dxj − idyj, 1 ≤ j ≤ n.

e tem-se como uma base para T ∗1,0p (M) o conjunto {dz1, . . . , dzn} e como uma base para
T ∗

0,1

p (M) o conjunto {dz1, . . . , dzn}.
Com esses elementos temos as seguintes combinações

〈
dzj,

∂

∂zk

〉
p

=

{
1 se j = k

0 se j 6= k,

〈
dzj,

∂

∂zk

〉
p

=

{
1 se j = k

0 se j 6= k.

Além disso,〈
dzj,

∂

∂zk

〉
p

= 0 e
〈
dzj,

∂

∂zk

〉
p

= 0.

Em particular, se φ ∈ T ∗1,0p (M) e v ∈ T 0,1
p (M), então 〈φ, v〉p = 0. Analoga-

mente, se ψ ∈ T ∗0,1p (M) e w ∈ T 1,0
p (M), então 〈ψ,w〉p = 0.

Lema 1.70. Suponha V um espaço vetorial real de dimensão par. Seja V um subespaço com-

plexo de V ⊗ C com as seguintes propriedades

(i) V ∩ V = {0};

(ii) V ⊕ V = V ⊗ C.

Então, existe uma única função estrutura complexa J em V tal que V e V são auto-espaços da

extensão de J em V ⊗ C.

Demonstração. Primeiramente, definamos JC : V ⊗ C→ V ⊗ C por

JC(L) = iL se L ∈ V ,

JC(L) = −iL se L ∈ V .

A propriedade (i) implica que JC está bem definida. A propriedade (ii) mostra que JC pode
ser estendida à uma função linear complexa, definida em todo V ⊗ C. Claramente, V e V são
os auto-espaços +i e −i para JC, respectivamente. Resta provar que JC é uma função que leva
V em V , para assim encontrarmos a J desejada que é a restrição de JC em V . Notemos que os
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vetores

X = L+ L L ∈ V ,

Y = i(L− L) L ∈ V ,

são reais, isto é, X = X e Y = Y . Logo, X e Y pertencem V ⊗ 1. Como V ⊕ V = V ⊗ C, V
é gerado por vetores da forma de X e Y . Como JCX = Y e JCY = −X , temos que JC é uma
função de V em V , como queríamos mostrar.

1.8 FORMAS COMPLEXIFICADAS DE GRAU ELEVADO

Seja M uma variedade complexa de dimensão n. Para 0 ≤ r ≤ 2n, foi
definido ΛrT ∗

C
(M) sendo o fibrado das r-formas complexificadas e Er(M) o espaço das r-

formas em M cujos coeficientes são funções suaves de valores complexos. Para 0 ≤ p, q ≤ n e
p ∈M , define-se o espaço

Λp,q
z T ∗(M) = Λp{T ∗1,0z (M)}⊗̂Λq{T ∗0,1z (M)}.

Aqui, ⊗̂ denota o produto tensorial antissimétrico. Em outras palavras, se (z1, . . . , zn) é um
conjunto de coordenadas holomorfas de M , então Λp,q

z T ∗(M) é o espaço vetorial gerado em C
por

{dzI ∧ dzJ = dzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq},

com I = {i1, . . . , ip} e J = {j1, . . . , jq} conjuntos de multi-índices. Analogamente, define-se
o espaço

Λp,q
z T (M) = Λp{T 1,0

z (M)}⊗̂Λq{T 0,1
z (M)},

o qual, é gerado pelo conjunto{
∂

∂zI
∧ ∂

∂zJ
; |I| = p, |J | = q

}
.

Ao deixar o ponto z ∈M variar, obtemos os fibrados Λp,q(T ∗(M)) e Λp,qT (M)

de forma usual. O espaço das seções suaves de Λp,q(T ∗(M)) é denotado por Ep,q(M) e cha-
mado de espaço das formas diferenciais em M de bigrau (p, q), e seus elementos podem ser
expressados em coordenadas locais por

φ =
∑
|I|=p
|J |=q

φIJdz
I ∧ dzJ

onde cada φIJ é uma função suave de valores complexos. Em coordenadas locais zj = xj + iyj ,
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tem-se

dxj =
1

2
(dzj + dzj)

dyj = − i
2

(dzj − dzj) com 1 ≤ j ≤ n.

Sendo assim, qualquer elemento de Λr(T ∗
C
(M)) pode ser escrito como a soma de formas de

grau elevado, isto é,

Λr(T ∗
C
(M)) = Λr,0(T ∗(M))⊕ . . .⊕ Λ0,r(T ∗(M)).

Portanto
Er(M) = Er,0(M)⊕ . . .⊕ E0,r(M).

Para 0 ≤ p, q ≤ n com p+ q = r, define-se a projeção natural

πp,q : Λr(T ∗
C
(M))→ Λp,q(T ∗(M)).

Definição 1.71. O operador de Cauchy-Riemann ∂ : Ep,q(M) → Ep,q+1(M) e o operador

∂ : Ep,q(M)→ Ep+1,q(M) são definidos por

∂ = πp,q+1 ◦ d

∂ = πp+1,q ◦ d.

Para uma função suave f : M → C, tem-se

df =
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj +

∂f

∂yj
dyj,

a qual pode ser reescrita como

df =
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj +

n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj.

O primeiro termo do lado direito é um elemento de E1,0(M) e o segundo termo uma elemento
de E0,1(M). Portanto

∂f =
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj

∂f =
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj.
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Assim, df = ∂f + ∂f . Nota-se também que, uma função C1 f : M → C é holomorfa se, e
somente se, ∂f = 0. Agora, para as formas de grau elevado, tem-se

∂{fdzI ∧ dzJ} = ∂f ∧ dzI ∧ dzJ com f ∈ E(M)

∂{fdzI ∧ dzJ} = ∂f ∧ dzI ∧ dzJ

então
df = ∂f + ∂f. (1.16)

Outras observações importantes são que ∂2φ = 0, ∂
2
φ = 0 e ∂∂φ = −∂∂φ

para φ ∈ Ep,q(M). Isto segue do fato de 0 = d2φ = ∂2φ+ (∂∂ + ∂∂)φ+ ∂
2
φ e que ∂2φ, (∂∂ +

∂∂)φ e ∂
2
φ possuem bigraus diferentes ((p+ 2, q), (p+ 1, q+ 1) e (p, q+ 2), respectivamente).

Lema 1.72.

(i) d = ∂ + ∂;

(ii) ∂2 = 0, ∂∂ = −∂∂ e ∂
2

= 0.

Demonstração. Segue da Equação 1.16.

Lema 1.73. Se f ∈ Ep,q(M) e g ∈ Er,s(M), então

∂(f ∧ g) = ∂f ∧ g + (−1)p+qf ∧ ∂g,

∂(f ∧ g) = ∂f ∧ g + (−1)p+qf ∧ ∂g.

Demonstração. Segue da Regra do Produto para derivada exterior.

Lema 1.74. Sejam M e N variedades complexas e F : M → N uma função holomorfa. Se

φ ∈ Λp,q
F (z)T

∗(N), então F ∗φ é um elemento de Λp,q
z T ∗(M).

Demonstração. Sejam w1, . . . , wn um sistema de coordenadas em N e Fj = wj ◦F : M → C,
1 ≤ j ≤ n, então

F ∗dwj = dFj e F ∗dwj = dF j.

Como F é holomorfa, ∂Fj = 0. Conjugando obtem-se ∂F j = 0. Assim, como d = ∂ + ∂,
tem-se

F ∗dwj = ∂Fj ∈ Λ1,0T ∗(M)

F ∗dwj = ∂F j ∈ Λ0,1T ∗(M).

Se |I| = p e |J | = q, então F ∗(dwI ∧dwJ) ∈ Λp,qT ∗(M). Como {dwI ∧dwJ ; |I| = p, |J | = q}
é uma base local de Λp,qT ∗(N), a prova está completa.

Sabe-se da Seção 1.5 que o operador pull back comuta com a derivada exte-
rior. Dada uma função holomorfa entre variedades complexas, o operador pull back também
comuta com ∂ e ∂, como diz o próximo lema.
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Lema 1.75. Sejam M e N variedades complexas e F : M → N uma função holomorfa. Então

F ∗ ◦ ∂ = ∂ ◦ F ∗ e F ∗ ◦ ∂ = ∂ ◦ F ∗.

Demonstração. No lado esquerdo da equação F ∗◦∂ = ∂◦F ∗ o operador ∂ está emN enquanto
que no lado direito ∂ está em M . Como F ∗ comuta com a derivada exterior e preserva o bigrau,
a prova do lema segue facilmente.

Lema 1.76. Se f é uma função suave de valores complexos definida em uma variedade com-

plexa M , então

∂f =
1

2
(df − iJ∗df)

∂f =
1

2
(df + iJ∗df).

O operador J∗ ◦ d também pode ser denotado por dC. Logo, (1/2)dC = (1/2)J∗ ◦ d é parte

imaginária do operador ∂.

Demonstração. Dada a função f , a forma ∂f pertence a T ∗1,0(M), o qual é o auto-espaço +i

de J∗. Da mesma forma, ∂f pertence a T ∗0,1(M), o qual é o auto-espaço −i de J∗. Aplicando
J∗ na equação df = ∂f + ∂f , obtem-se

J∗df = i∂f − i∂f.

Somando esta equação com idf = i∂f + i∂f e dividindo o resultado por 2i prova-se a primeira
afirmação do lema. A segunda se prova de forma similar.
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2 TEORIA DAS DISTRIBUIÇÕES

A Teoria das Distribuições generaliza noções clássicas da Análise Matemá-
tica. Isto possibilita, em Equações Diferenciais Parciais, um estudo sistemático das soluções
fundamentais, pois é permitido derivar uma maior classe de funções. Neste texto, é definido
o espaço das distribuições e suas operações essenciais, dispondo de exemplos. Também se
demonstra que se uma função é diferenciável no sentido clássico, então a derivada nos dois
sentidos coincidem. Em seguida, para ilustrar a força das técnicas apresentadas, se calcula
as soluções fundamentais para algumas equações diferenciais parciais de suma importância, a
saber: o operador de Cauchy-Riemann em C e o Laplaciano ∆ em RN .

2.1 OS ESPAÇOS D′ E E ′

Seja Ω um conjunto aberto de RN . A topologia em E(Ω) pode ser descrita
pelas seminormas a seguir. Seja {Kn} uma sequência de subconjuntos compactos encaixados

de Ω tal que
∞⋃
n=1

Kn = Ω. As seminormas ρn : E(Ω)→ R, n = 1, 2, . . ., são definidas por

ρn(f) = sup
|α|≤n
x∈Kn

|Dαf(x)| , f ∈ E(Ω).

Tem-se que fm → f em E(Ω) se, e somente se, ρn(fm)− ρn(f)→ 0 quando
m → ∞ para cada n = 1, 2, . . .. Munido desta topologia, E(Ω) é completo (Boggess, 1991)
e tem a seguinte propriedade: uma sequência (fn) converge para f em E(Ω) quando Dαfn

converge uniformemente a Dαf em cada subconjunto compacto de Ω, para cada multi-índice
α = (α1, . . . , αN), onde

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαN

N

e |α| = α1 + . . .+ αN .

No espaço D(Ω) ⊂ E(Ω) será empregada a topologia do subespaço. A
sequência (φn) é dita convergir a φ em D(Ω) se existe um compacto fixado K que contém
o suporte de cada φn e tal que Dαφn → Dαφ uniformemente em K para cada α.

Definição 2.1. Dado um subconjunto aberto Ω de RN , o espaço das distribuições D′(Ω) é

definido como sendo o dual topológico do espaço D(Ω). Isto é, D′(Ω) é o espaço de todos os

funcionais lineares contínuos T : D(Ω) → C. Analogamente, E ′(Ω) é definido como o espaço

dual topológico de E(Ω).

Nota-se que E ′(Ω) é um subespaço de D′(Ω), pois D(Ω) ⊂ E(Ω) e, se uma
sequência converge emD(Ω), ela também converge em E(Ω). O pareamento entre um elemento
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T de D′(Ω) e um elemento φ de D(Ω) será denotado por (T, φ)Ω ∈ C.

Exemplo 2.2. Dado um ponto p ∈ RN , a distribuição delta de p, δp, é definida em E ′(RN) por

(δp, f)RN = f(p) , f ∈ E(RN).

De fato, δp é linear visto que, dados f e g em E(RN) e α ∈ R,

(δp, αf + g)RN = (αf + g)(p) = αf(p) + g(p) = α(δp, f)RN + (δp, g)RN ,

e δp é contínua pois dada uma sequência (fn) e f em E(RN),

|(δp, fn)RN − (δp, f)RN | = |fn(p)− f(p)| ,

ou seja, se fn → f em E(RN), então (δp, fn)RN → (δp, f)RN em C.
O próximo exemplo é o mais importante da Teoria das Distribuições. A saber,

é possível ser feita uma identificação entre o espaçoL1
loc(Ω) e um subconjunto próprio deD′(Ω),

visto que, dada uma função f localmente integrável em Ω, pode-se definir, de modo injetivo,
a distribuição Tf . Ressaltamos que, na Seção (2.2), as funções suaves serão trabalhadas como
distribuições, pois são localmente integráveis.

Exemplo 2.3. Seja f uma função localmente integrável em Ω. Então, Tf pode ser visto como
um elemento de D′(Ω) quando se define

(Tf , φ)Ω =

∫
x∈Ω

f(x)φ(x)dx , φ ∈ D(Ω). (2.1)

A linearidade é clara, e a continuidade decorre da estimativa

|(Tf , φ)Ω| ≤ sup |φ(t)|
∫
x∈Ω

|f(x)|dx,

uma vez que, dados (φn) e φ em D(Ω),

|(Tf , φn)Ω − (Tf , φ)Ω| =
∣∣∣∣∫
x∈Ω

f(x)φn(x)dx−
∫
x∈Ω

f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
x∈Ω

f(x)(φn(x)− φ(x))dx

∣∣∣∣
≤ sup |φn(t)− φ(t)|

∫
x∈Ω

|f(x)|dx.

Dessa forma, se φn → φ em D(Ω), então (Tf , φn)Ω → (Tf , φ)Ω. Assim,
Tf = (Tf , .)Ω define um elemento de D′(Ω). Se o suporte de f é um subconjunto compacto de
Ω, então Tf é um elemento de E ′(Ω).
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A Identificação (2.1) é injetiva, em outras palavras, se (Tf , φ)Ω = (Tg, φ)Ω

para toda φ ∈ D(Ω) e f e g são localmente integráveis, então f = g q.t.p.. Com efeito, se K é
um compacto de Ω, h = f − g q.t.p. e ψ ∈ D(Ω) é igual a 1 em K e 0 fora de Ω, então ψh é
integrável em RN . Considere

(ψh)ε(x) = ε−n
∫

(ψh)(y)φ

(
x− y
ε

)
dy = (Tf , β)Ω − (Tg, β)Ω = 0,

onde β(y) = ε−nψ(y)φ
(
x−y
ε

)
∈ D(Ω) e φ ∈ D(Ω). Segue (Teorema I.2.1, Hounie, 1979) que∫

|(ψh)ε(x)− (ψh)(x)|dx = ‖(ψh)ε − ψh‖1 −→ 0 quando ε −→ 0,

e daí concluí-se que ψh = 0 q.t.p. e, em particular, h(x) = 0 q.t.p. em K. Tomando uma
sequência de compactos {Kn} tais que ∪Kn = Ω, obtém-se que f = g q.t.p..

A Partir de agora, será abandonada a notação Tf e será escrito simplesmente

(f, φ)Ω =

∫
fφdx. Uma distribuição T emD′(Ω) ou E ′(Ω) é dita se anular em um aberto U de

Ω se (T, φ)Ω = 0 para toda φ ∈ D(U). O suporte de uma distribuição T (denotada por supp T )
é definido como sendo o menor conjunto fechado em Ω que contém o conjunto em que T não se
anula. No Exemplo (2.2), supp δp é o conjunto unitário {p}, pois se p /∈ U e f ∈ D(U) então
f(p) = 0. No Exemplo (2.3), o suporte de f , vista como distribuição, é igual ao suporte usual
de f , vista como função definida em Ω, já que, se f se anula em U ⊂ Ω então (f, φ)Ω também
se anula para toda φ ∈ D(U).

Lema 2.4. Se T é um elemento de E ′(Ω), então existe um compacto K ⊂ Ω, um inteiro M > 0,

e uma constante C > 0 tais que

|(T, f)Ω| ≤ C sup
|α|≤n
x∈Kn

|Dαf(x)| , f ∈ E(Ω). (2.2)

Em particular, supp T ⊂ K. Por outro lado, se T é um elemento de D′(Ω) e

supp T é compacto em Ω, então T define um elemento de E ′(Ω).

Demonstração. É um fato padrão da topologia que um funcional linear e contínuo definido
em um espaço de Fréchet é limitado. Então, a Inequação (2.2) segue para algum inteiro M ,
constante C, e conjunto compacto K. Em particular, supp T deve estar contido em K, porque
se não, deveria existir um elemento f ∈ D(Ω − K) com (T, f)Ω 6= 0, o que contradiz a
inequação.

Para a recíproca, suponha que T pertença a D′(Ω) e supp T é compacto. Seja
φ ∈ D(Ω) uma função suave com φ = 1 em uma vizinhança de supp T (função corte). Defina

(T, f)Ω = (T, φf)Ω , f ∈ E(Ω). (2.3)
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O lado direito está bem definido pois φf pertence a D(Ω) e T pertence a D′(Ω). Além disso, se
fn → f em E(Ω), então φfn → φf em D(Ω). Portanto, essa definição para T faz uma distri-
buição bem definida em E ′(Ω). Como 1− φ é nula em uma vizinhança de supp T , claramente

(T, (1− φ)f)Ω = 0 para cada f ∈ D(Ω).

Consequentemente, na Definição (2.3), T é uma função linear atuando em E(Ω) de acordo com
a definição original de T , uma função linear atuando em D(Ω) ⊂ E(Ω).

Os espaços D′(Ω) e E ′(Ω) são dotados de uma topologia chamada topologia
fraca. Nesta topologia, diz-se que a sequência (Tn) converge para T em D′(Ω) (ou E ′(Ω)) se

(Tn, φ)Ω −→ (T, φ)Ω

para cada φ ∈ D(Ω) (ou E(Ω)). Para esta convergência não é requerido uniformidade.

2.2 OPERAÇÕES COM DISTRIBUIÇÕES

Nesta Seção, destacaremos algumas das principais operações da Teoria das
Distribuições. Todas as definições são motivadas pelo caso onde a distribuição é uma função
suave, generalizando-as.

2.2.1 Diferenciação de Distribuições

Suponha que f é função suave em R e g ∈ D(R), assim existe k ∈ R de
forma que supp g ⊂ [−k, k]. Tomando h = fg se obtém

0 =

∫ k

−k
h′(x)dx =

∫ ∞
−∞

h′(x)dx =

∫ ∞
−∞

f ′(x)g(x)dx+

∫ ∞
−∞

f(x)g′(x)dx

⇒
∫ ∞
−∞

f ′(x)g(x)dx = −
∫ ∞
−∞

f(x)g′(x)dx.

Tendo isso como motivação e utilizando integração por partes repetidas vezes,
pode se definir a diferenciação de distribuições. Se T é uma função suave em Ω e φ ∈ D(Ω),
então

(DαT, φ)Ω =

∫
x∈Ω

(DαT )φdx = (−1)|α|
∫
x∈Ω

TDαφdx

= (−1)|α|(T,Dαφ)Ω.

Definição 2.5. Seja T uma distribuição em D′(Ω), a distribuição DαT é definida por

(DαT, φ)Ω = (−1)|α|(T,Dαφ)Ω, φ ∈ D(Ω).
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Se φn −→ φ em D(Ω), então a sequência Dαφn também converge a Dαφ em
D(Ω). Assim, (DαT, .)Ω é contínua e DαT está bem definida em D′(Ω). Se uma sequência de
distribuições (Tn) em D′(Ω) converge para a distribuição T , então DαTn converge a DαT .

Exemplo 2.6. Para a distribuição δp, tem-se

(Dαδp, φ)RN = (−1)|α|(δp, D
αφ)RN = (−1)|α|(Dαφ)(p), φ ∈ E(RN).

Exemplo 2.7. Se f ∈ C1(R), isto é, f é continuamente diferenciável, a fórmula de integração
por partes prova que a derivada de f , no sentido das distribuições, coincide com a distribuição
definida pela sua derivada f ′. Por exemplo, para f(x) = x2 em C1(R) e φ ∈ D(R) temos

(Dx2, φ)R = (−1)(x2, φ′)R = −
∫
x2φ′dx

=

∫
(x2)′φdx =

∫
2xφdx = (2x, φ)R.

Aqui Dx2 é a derivada de x2 no sentido das distribuições.

Exemplo 2.8. Suponha que f apresente um ponto de descontinuidade, por exemplo, f ∈ C1(R\
{0}) e que os limites lim

x↘0
= f(0+) e lim

x↗0
= f(0−) existam e são finitos. Para calcular a derivada

de f no sentido das distribuições, basta observar que se φ ∈ D(R) e supp φ ⊂ [−k, k] para
algum k ∈ R, então

(Df, φ)R = −(f, φ′)R = −
∫
fφ′dx

= − lim
ε→0

(∫ −ε
−k

fφ′dx+

∫ k

ε

fφ′dx

)
= − lim

ε→0

(
f(x)φ(x)|−ε−k −

∫ −ε
−k

f ′φdx+ f(x)φ(x)|kε −
∫ k

ε

f ′φdx

)
= (f(0+)− f(0−))φ(0) + lim

ε→0

(∫ −ε
−k

f ′φdx+

∫ k

ε

f ′φdx

)
= (f(0+)− f(0−))φ(0) +

∫ ∞
−∞
{f ′}φdx,

onde {f ′} denota a função definida q.t.p. como f ′ para x 6= 0 e não definida em x = 0. Nota-se
que, nesse caso, {f ′} pode ser diferente para valores positivos e negativos. Por exemplo, para
f(x) = |x| temos

(f ′, φ)R =

∫ ∞
−∞
{f ′}φdx =

∫ +∞

0

φdx−
∫ 0

−∞
φdx.
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2.2.2 Multiplicação de uma Distribuição por uma Função Suave

Sejam T e ψ funções suaves em Ω, então Tψ define uma distribuição em
D′(Ω) onde

(Tψ, φ)Ω =

∫
x∈Ω

T (x)ψ(x)φ(x)dx , φ ∈ D(Ω).

Nota-se que (Tψ, φ)Ω = (T, ψφ)Ω.

Definição 2.9. Seja T uma distribuição em D′(Ω) e ψ ∈ E(Ω), define-se a distribuição Tψ

como sendo

(Tψ, φ)Ω = (T, ψφ)Ω , φ ∈ D(Ω).

Com esta definição, Tψ satisfaz as condições de uma distribuição, isto é, Tψ
é linear e contínua.

2.2.3 Convolução Entre uma Distribuição e uma Função Suave

Na Seção (2.3) será definida a solução fundamental de um operador diferen-
cial L. Esta solução é especial pois com ela podemos encontrar todas as soluções de L por meio
de uma convolução. Por esse motivo é essencial que seja visto as propriedades desta operação.
Será considerado o caso especial onde Ω = RN .

Definição 2.10. Se T pertence a E(RN) e ψ pertence a D(RN), então a convolução T ∗ ψ é

uma função suave definida por

(T ∗ ψ)(x) =

∫
y∈RN

T (y)ψ(x− y)dy.

Como distribuição em RN , tem-se

(T ∗ ψ, φ)RN =

∫
x

(∫
y

T (y)ψ(x− y)dy

)
φ(x)dx

=

∫
y

T (y)

(∫
x

ψ(x− y)φ(x)dx

)
dy , φ ∈ D(RN).

Com a notação ψ̂(t) = ψ(−t), obtém-se

(T ∗ ψ, φ)RN =

∫
y

T (y)(ψ̂ ∗ φ)(y)dy = (T, ψ̂ ∗ φ)RN .

Agora, ψ̂ ∗ φ pertence a D(RN) pois ψ e φ pertencem a D(RN). Assim,
(T, ψ̂ ∗ φ)RN está bem definido para T ∈ D′(RN).

Definição 2.11. Definimos a convolução de T uma distribuição em D′(Ω) e ψ ∈ D(RN), da

seguinte forma

(T ∗ ψ, φ)RN = (T, ψ̂ ∗ φ)RN , φ ∈ D(RN). (2.4)
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Se φn → φ em D(RN) então ψ̂ ∗ φn → ψ̂ ∗ φ em D(RN). Além disso, com
a Definição (2.4) T ∗ ψ está bem definida em D′(RN). Se ψ ∈ E(RN) e φ ∈ D(RN), então
ψ̂ ∗ φ ∈ E(RN). Logo a mesma definição pode ser feita para definir uma convolução entre
T ∈ E ′(RN) e um elemento ψ de E(RN). O resultado é uma distribuição em D′(RN).

Lema 2.12. Sejam T uma distribuição em D′(RN) e ψ um elemento de D(RN). Então, a

distribuição T ∗ ψ é dada pelo pareamento de funções suaves

T ∗ ψ(x) = (T (y), ψ(x− y))y∈RN .

Além disso, Dα (T ∗ ψ) = DαT ∗ ψ = T ∗Dαψ. O operador ψ 7→ T ∗ ψ é

uma função linear contínua de D(RN) para E(RN).

Demonstração. Sejam T um elemento de D′(RN) e ψ e φ elementos de D(RN). Usando a
linearidade e continuidade de T , pode-se intercalar a ordem das integrais da seguinte forma

(T ∗ ψ, φ)RN = (T, ψ̂ ∗ φ)RN

=

∫
y

T (y)

(∫
x

ψ(x− y)φ(x)dx

)
dy

=

∫
x

(∫
y

T (y)ψ(x− y)dy

)
φ(x)dx

=

∫
x

(T (y), ψ(x− y))y∈RN φ(x)dx

=
(

(T (y), ψ(x− y))y∈RN , φ(x)
)
x∈RN

.

Portanto, a distribuição T ∗ ψ é dada pela seguinte função

x 7−→ (T (y), ψ(x− y))y∈RN . (2.5)

A Fórmula (2.5) generaliza a fórmula usual de convolução quando T é função
suave de RN . Por outro lado, note que

(ψ̂ ∗Dαφ)(y) =

∫
x

ψ(x− y)Dαφ(x)dx

= (−1)|α|
∫
x

Dαψ(x− y)φ(x)dx = (−1)|α|(D̂αψ ∗ φ)(y),

assim, para T ∈ D′(RN)

(Dα (T ∗ ψ) , φ)RN = (−1)|α|(T ∗ ψ,Dαφ)RN = (−1)|α|(T, ψ̂ ∗Dαφ)RN

= (T, D̂αψ ∗ φ)RN = (T ∗Dαψ, φ)RN .

Portanto, Dα (T ∗ ψ) (x) = (T ∗ Dαψ)(x). Além disso, usando índice na
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derivada para evitar equívocos,

Dα
x (T ∗ ψ) (x) = (T ∗Dα

xψ)(x)

= (T (y), Dα
xψ(x− y))y∈RN

=
(
T (y), (−1)αDα

yψ(x− y)
)
y∈RN

=
(
Dα
y T (y), ψ(x− y)

)
y∈RN

= (Dα
y T ∗ ψ)(x).

Logo Dα(T ∗ ψ) pode ser escrito como T ∗ Dαψ ou DαT ∗ ψ. Isso mostra
que T ∗ ψ é uma função suave em RN .

Podemos definir a convolução de uma distribuição em D′ com uma distribui-
ção de E ′. Vamos imitar a Definição 2.11 de convolução de um elemento de D′(RN) com um
elemento de D(RN). Primeiramente, dado T ∈ D′(RN), defina T̂ sendo

(T̂ , φ)RN = (T, φ̂)RN φ ∈ D(RN),

onde φ̂(t) = φ(−t). Essa definição resulta em T̂ (x) = T (−x) quando T é uma função suave.
Para T ∈ D′(RN) e S ∈ E ′(RN), a distribuição T ∗ S é definida por

(T ∗ S, φ)RN = (T, Ŝ ∗ φ)RN φ ∈ D(RN).

Como Ŝ ∗ φ é uma função suave com suporte compacto, o lado direito está bem definido.

Lema 2.13. Se T ∈ D′(RN), então δ0 ∗ T = T .

Demonstração. Temos

(δ0 ∗ T, φ)RN = (δ0, T̂ ∗ φ)RN = (T̂ ∗ φ)(0)

= (T̂ (y), φ(0− y))y∈RN = (T (y), φ̂(−y))y∈RN = (T, φ)RN .

O Lema (2.13) nos diz que δ0 representa o operador identidade das convolu-
ções.

Além de ser útil para encontrar a solução fundamental de um operador dife-
rencial, a convolução também permite demonstrar que D′(Ω) é, de fato, a menor extensão de
D(Ω) onde a diferenciação está bem definida. Antes de provarmos tal resultado, precisamos
definir uma certa classe ne funções.
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Definição 2.14. Define-se a classe das funções mollifier {χθ : θ > 0} ⊂ C∞(Ω), sendo

χ(x) =

{
exp

(
−1

1−|x|2

)
se |x| < 1;

0 se |x| ≥ 1.

e

χθ(x) =
χ (x/θ)

‖χ‖L1(Ω)

θ−N .

Teorema 2.15. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, então D(Ω) é um subconjunto denso de

D′(Ω) com a topologia fraca.

Demonstração. Seja T uma distribuição em D′(Ω). Preencha Ω com uma sequência crescente
{Kn} de conjuntos compactos de Ω. Seja ψn ∈ D(Ω) uma função corte igual a 1 em uma
vizinhança de Kn. Assim ψnT ∈ E ′(Ω) e claramente ψnT converge para T em D′(Ω) quando
n→∞. Seja {χθ : θ > 0} o conjunto das funções mollifier. Defina

Tn = (ψnT ) ∗ χθ,

uma função em D(Ω) cujo suporte esta contido em Ω para um θ pequeno. Deste modo

(Tn, φ)Ω′ = ((ψnT ) ∗ χθ, φ)Ω′

= (ψnT, χ̂n ∗ φ)Ω′

= (T, ψn(χn ∗ φ))Ω′ −→ (T, φ)Ω′ ,

pois se φ pertence a E(Ω), então χθ ∗ φ→ φ em E(Ω) quando θ → 0, logo ψn(χn ∗ φ)→ φ em
E(Ω) (Note que χ̂n = χn). Portanto, Tn → T em D′(Ω′).

2.2.4 Produto Tensorial

Dadas funções f ∈ E(RN) e g ∈ E(RK), a função f ⊗g ∈ RN ×RK definida
como

(f ⊗ g)(x, y) = f(x).g(y), (x, y) ∈ RN × RK ,

é chamada de produto tensorial de f e g. Podemos estender essa definição para as distribuições,
observando que f ⊗ g ∈ E(RN × RK) e∫ ∫

(f ⊗ g)(φ⊗ ψ)dxdy =

∫
fφdx.

∫
gψdy, φ ∈ D(RN), ψ ∈ D(RK).

Definição 2.16. Suponhamos que T seja um elemento de D′(RN) e S um elemento de D′(RK).

Definimos o produto tensorial T ⊗ S ∈ D′(RN × RK) da seguinte forma

((T ⊗ S)(x, y), φ(x)ψ(y))(x,y)∈RN×RK = (T, φ)RN .(S, ψ)RK ,
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para φ ∈ D(RN), ψ ∈ D(RK).

Dado g ∈ D(RN ×RK), a função x −→ (S(y), g(x, y))y∈RK , x ∈ RN , é uma
função suave com suporte compacto. Isso segue do fato de S ser linear e o quociente diferencial
de g(x, y) na variável x convergir em D(RN × RK) para a derivada em relação a x de g(x, y).
Portanto o par

(T (x), (S(y), g(x, y))y∈RK )x∈RN ,

está bem definido para T ∈ D′(RN). Sendo assim, definimos

(T ⊗ S, g)RN×RK = (T (x), (S(y), g(x, y))y∈RK )x∈RN .

Exemplo 2.17. Considere as funções δ0 ∈ D′(RN) e 1 ∈ D′(RK). Para g ∈ D(RN × RK),
temos

(δ0 ⊗ 1, g(x, y))(x,y)∈RN×RK = (δ0(x), (1(y), g(x, y))y∈RK )x∈RN

=

(
δ0(x),

∫
y∈RK

g(x, y)dy

)
x∈RN

=

∫
y∈RK

g(0, y)dy.

2.2.5 Composição de uma Distribuição com um Difeomorfismo

Sejam Ω e Ω′ conjuntos abertos conexos em RN e F : Ω→ Ω′ um difeomor-
fismo. Se T é uma função complexa suave em Ω′, então T ◦F é uma função suave em Ω. Como
distribuição em Ω, temos

(T ◦ F, φ)Ω =

∫
Ω

T (F (y))φ(y)dy, φ ∈ D(Ω)

=

∫
Ω′
T (x)φ(F−1(x))|det DF−1(x)|dx,

pela troca de variáveis x = F (y). Assim

(T ◦ F, φ)Ω = (T, (φ ◦ F−1)|det DF−1|)Ω′ .

Desde que F seja difeomorfismo, det DF−1 é sempre positivo ou sempre
negativo em Ω′. Então, (φ ◦ F−1)|det DF−1| é uma função suave com suporte compacto em
Ω′. Dessa forma, para T ∈ D′(Ω′), com esta definição, temos T ◦ F ∈ D′(Ω).

2.3 SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS PARA EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma das razões para se introduzir a Teoria das Distribuições é que esta for-
nece uma linguagem propícia para se discutir soluções para certas classes de equações dife-
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renciais parciais. Neste trabalho, será definida, a seguir, uma solução fundamental para um
operador diferencial parcial com coeficientes constantes

P (D) =
∑
|α|≤M

aα
∂|α|

∂xα
, aα ∈ C.

Definição 2.18. T ∈ D′(RN) é uma solução fundamental para P (D) se

P (D) {T} = δ0.

A razão para o nome “solução fundamental" é que a solução da equação
P (D) {u} = φ com φ ∈ D(RN) pode ser encontrada por uma convolução com T , como o
próximo teorema mostra.

Teorema 2.19. Seja P (D) um operador diferencial parcial com coeficientes constantes. Supo-

nha que T é uma solução fundamental para P (D). Se φ ∈ D(RN), então u = T ∗φ é a solução

para a equação diferencial P (D) {u} = φ.

Demonstração. Segue dos lemas (2.12) e (2.13) que

P (D) {T ∗ φ} = (P (D) {T}) ∗ φ = δ0 ∗ φ = φ.

Portanto, P (D) {T ∗ φ} = φ.

Observação 2.20. Se P (D) tiver coeficiente variáveis, então o Teorema (2.19) não segue. De
fato, o passo P (D) {T ∗ φ} = (P (D) {T})∗φ não é válido, pois quando se é aplicada as deriva-
das em T , integração por partes é requerida e expressões envolvendo derivadas dos coeficientes
de P (D) irão aparecer.

Teorema 2.21. A distribuição T (z) = 1/πz é uma solução fundamental para o operador de

Cauchy-Riemann em C
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Demonstração. Temos que T (z) = 1/πz é uma função localmente integrável em C e assim T

define um elemento de D′(C). Deve-se mostrar que, dada φ ∈ D(C),

∂

∂z

{
1

πz

}
= δ0

⇔
(
∂

∂z

{
1

πz

}
, φ

)
C

= (δ0, φ)C

⇔ −
(

1

πz
,
∂φ

∂z

)
C

= (δ0, φ)C,
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que é equivalente a provar

−
∫
z∈C

∫
∂φ(z)

∂z

1

πz
dxdy = φ(0), φ ∈ D(C). (2.6)

Como é dado φ ∈ D(C), é possível escolher 0 < R < ∞ de forma que
supp φ ⊂ {|z| < R} e ao tomar 0 < ε < R, define-se o disco ∆ε = {z ∈ C; ε < |z| < R}.
Segue do Teorema de Green para integrais complexas que∫

∂∆ε

φ(z)dz

2πiz
=

∫
∆ε

∫
∂

∂z

(
φ(z)

2πiz

)
2i dxdy. (2.7)

E ainda

∂

∂z

(
φ(z)

2πiz

)
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)(
φ(z)

2πiz

)
=

1

2

(
∂φ(z)

∂x

1

2πiz
+ i

∂φ(z)

∂y

1

2πiz

)
=

1

2πiz

(
∂φ(z)

∂x
+ i

∂φ(z)

∂y

)
=

1

2πiz

∂φ(z)

∂z
.

Logo, o lado direito da Equação (2.7) se torna∫
∆ε

∫
∂

∂z

(
φ(z)

2πiz

)
2i dxdy =

∫
∆ε

∫
∂φ(z)

∂z

dxdy

πz
. (2.8)

Observa-se que a curva {|z| = R} é orientada no sentido anti-horário. Já
a curva {|z| = ε} é orientada no sentido horário. Como φ = 0 em {|z| = R}, tem-se das
Equações (2.7) e (2.8), que

−
∮
{|z|=ε}

φ(z)dz

2πiz
=

∫
∆ε

∫
∂φ(z)

∂z

dxdy

πz
. (2.9)

Sabe-se que φ = 0 em {|z| ≥ R} e os discos ∆ε são conjuntos encaixados,
isto é, ∆ε1 ⊃ ∆ε2 quando ε1 < ε2, e também

⋃
0<ε<R

∆ε = {|z| < R}−{0}. Como o integrando

é localmente integrável em C e adicionar o ponto z = 0 não altera o valor da integral, quando
se faz ε −→ 0, o lado direito da Equação (2.9) converge para∫

C

∫
∂φ(z)

∂z

dxdy

πz
.

Pela parametrização de {|z| = ε} por z = εeit o lado esquerdo da Equação
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(2.9) se torna

−
∮
{|z|=ε}

φ(z)dz

2πiz
= −

∫ 2π

0

φ(εeit)

2πiεeit
iεeitdt = − 1

2π

∫ 2π

0

φ(εeit)dt.

Usando a continuidade de φ em 0, dado ξ > 0, existe δ > 0 tal que

|x| < δ ⇒ |φ(x)− φ(0)| < ξ.

Em particular

|εeit| < δ ⇒ |φ(εeit)− φ(0)| < ξ.

Logo, se |εeit| < δ∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

φ(εeit)dt− φ(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

φ(εeit)dt− 1

2π

∫ 2π

0

φ(0)dt

∣∣∣∣
=

1

2π

∣∣∣∣∫ 2π

0

φ(εeit)− φ(0)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣φ(εeit)− φ(0)
∣∣ dt

<
1

2π

∫ 2π

0

ξdt = ξ.

Portanto o lado esquerdo da Equação (2.9) converge a−φ(0) quando ε −→ 0.
Está provada a Equação (2.6), e consequentemente, o teorema.

Teorema 2.22. Seja

T (x) =


log |x|

2π
se N = 2;

|x|2−N

(2−N)ωN−1

se N ≥ 3.

onde ωN−1 =

(
2πN/2

Γ(N/2)

)
é o volume da esfera unitária em RN e Γ é o fatorial generalizado.

Então, T é a solução fundamental para o Laplaciano ∆ =
N∑
j=1

(
∂2

∂x2
j

)
em RN .

Demonstração. Para N = 2, tem-se

∂

∂z

(
∂

∂z

)
=

[
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)](
∂

∂z

)
=

1

4

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
,

o que implica

∆ = 4

(
∂2

∂z∂z

)
.
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Além disso, sabe-se que

∂

∂z

{
1

2π
log |z|

}
=

1

4πz
, z ∈ C,

e assim, segue do Teorema (2.21) que

∆

{
1

2π
log |z|

}
= 4

(
∂2

∂z∂z

){
1

2π
log |z|

}
= 4

∂

∂z

(
1

4πz

)
=

∂

∂z

(
1

πz

)
= δ0.

O que prova o teorema para N = 2. Agora, para N ≥ 3, deve-se mostrar que

∆ {T} = δ0,

porém

(∆ {T} , φ)RN =

(
N∑
j=1

(
∂2

∂x2
j

)
{T} , φ

)
RN

=
N∑
j=1

((
∂2

∂x2
j

)
{T} , φ

)
RN

=
N∑
j=1

(
T,

(
∂2

∂x2
j

)
φ

)
RN

=
N∑
j=1

(∫
x∈RN

T (x)
∂2φ(x)

∂x2
j

dx

)

=

∫
x∈RN

T (x)
N∑
j=1

(
∂2φ(x)

∂x2
j

)
dx.

Logo ∫
x∈RN

T (x)∆φ(x)dx = φ(0), φ ∈ D(RN).

Tome 0 < R < ∞ de forma que supp φ ⊂ {|x| < R} e 0 < ε < R para
definir o disco ∆ε =

{
x ∈ RN ; ε < |x| < R

}
. Agora, será aplicada a Fórmula de Green em

∆ε com u = T e v = φ. Primeiramente, nota-se que ∆T = 0. De fato,

∂2

∂x2
j

(
|x|2−N

)
=

(2−N)

|x|N

(
1−

Nx2
j

|x|2

)
.
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Desse modo,

∆
(
|x|2−N

)
=

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

(
|x|2−N

)
=

(2−N)

|x|N

(
N − N |x|2

|x|2

)
= 0

⇒ ∆T =
1

(2−N)ωN−1

∆
(
|x|2−N

)
= 0.

Assim, a Fórmula de Green se resume a∫
∆ε

T (x)∆φ(x)dx =

∫
∂∆ε

[T (x)(Nφ)(x)− φ(x)(NT )(x)] dσ(x), (2.10)

onde N é o vetor normal unitário externo ao campo ∂∆ε. Sabe-se que φ = 0 em uma vizinhança
de {|x| = R} pela escolha de R. Logo a Equação (2.10) se reduz a∫

∆ε

T (x)∆φ(x)dx =

∫
{|x|=ε}

[T (x)(Nφ)(x)− φ(x)(NT )(x)] dσ(x). (2.11)

De forma análoga ao feito no Teorema (2.21), como T é localmente integrável
em RN , tem-se

lim
ε→0

∫
∆ε

T (x)∆φ(x)dx =

∫
RN

T (x)∆φ(x)dx.

Por outro lado, nota-se que |T (x)| ≤ c|x|2−N = cε2−N em {|x| = ε}, onde c
é constante. Assim,∣∣∣∣∫

{|x|=ε}
T (x)Nφ(x)dσ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫
{|x|=ε}

|Nφ(x)| dσ(x) cε2−N .

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em |Nφ(x)| e como {|x| = ε} é
compacto,∣∣∣∣∫

{|x|=ε}
T (x)Nφ(x)dσ(x)

∣∣∣∣ ≤ max
|x|=ε
|∇φ(x)|

∫
{|x|=ε}

dσ(x) cε2−N = c2ε
N−1ε2−N = c2ε.

Logo∣∣∣∣∫
{|x|=ε}

T (x)Nφ(x)dσ(x)

∣∣∣∣ −→ 0 quando ε −→ 0.
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Por outro lado,
∂

∂xj
(|x|2−N) =

(2−N)xj
|x|N

, assim

NT (x) = −
〈
∇T (x),

(
∂|x|
∂x1

, . . . ,
∂|x|
∂xN

)〉
= −

〈
1

ωN−1

(
x1

|x|N
, . . . ,

xN
|x|N

)
,

(
x1

|x|
, . . . ,

xN
|x|

)〉
= − 1

ωN−1

N∑
j=1

x2
j

|x|N+1

= − 1

ωN−1

|x|2

|x|N+1
= − 1

ωN−1

|x|1−N .

Dessa forma, tem-se

−
∫
{|x|=ε}

φ(x)(NT )(x)dσ(x) =
ε1−N

ωN−1

∫
{|x|=ε}

φ(x)dσ(x).

Fazendo a mudança de variável x = εz no lado direito se obtém

−
∫
{|x|=ε}

φ(x)(NT )(x)dσ(x) =
1

ωN−1

∫
{|z|=1}

φ(εz)dσ(z).

Pela continuidade de φ em x = 0, o lado direito converge a φ(0) quando
ε −→ 0. Isso prova o teorema.
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3 CORRENTES

O intuito deste capítulo é apresentar o espaço das correntes e suas operações
essenciais, dispondo de alguns exemplos. Veremos que o espaço das correntes de dimensão r é
o dual do espaço das formas diferenciais suaves de grau r com suporte compacto. Então, basica-
mente, as correntes são para as formas o que as distribuições são para as funções. Inicialmente,
consideremos dois espaços de formas, definidos a seguir.

Definição 3.1. Dado um subconjunto aberto Ω em uma variedade suave, definimos Er(Ω) o

espaço das formas diferenciais suaves de grau r. Além disso, definimos Dr(Ω) espaço dos

elementos de Er(Ω) com suporte compacto.

Uma topologia para o espaço Er(Ω) pode ser dada da seguinte forma: em
coordenadas locais, χ = (x1, . . . , xN) : U ⊂ Ω→ RN , a sequência fn ∈ Er(Ω), n = 1, 2, . . .,
é escrita como

fn(x) =
∑
|I|=r

f In(x)dxI ,

onde cada f In é um elemento em E(U). Dizemos que fn converge para f =
∑
|I|=r

f I(x)dxI

no arranjo de coodenadas U se a função componente f In converge a f I quando n −→ ∞ na
topolgia de E(U) (isto é, convergência uniforme em conjuntos compactos para cada derivada).
A sequência fn ∈ Er(Ω) é dita convergir à forma f em Er(Ω) se fn converge a f em cada
arranjo de coodenadas U de Ω. A definição de convergência independe da escolha do arranjo.

Uma topologia para Dr(Ω) pode ser definida de forma análoga. A sequência
φn, n = 1, 2, . . . converge a φ emDr(Ω) se existe um compactoK ∈ Ω com supp φn ⊂ K para
todo n e cada derivada das funções coeficientes de φn converge para a derivada correspondente
a função coeficiente de φ.

Definição 3.2. Seja Ω um subconjunto aberto de uma variedade suave. O dual do espaço

Dr(Ω), denotado por {Dr(Ω)}′, é chamado de espaço de correntes de dimensão r. Do mesmo

modo, o dual do espaço Er(Ω) é denotado por {Er(Ω)}′.

Uma vez queDr(Ω) é um subespaço de Er(Ω) e a função inclusão é contínua,
{Er(Ω)}′ é um subespaço de {Dr(Ω)}′.

O pareamento entre elementos de {Dr(Ω)}′ e elementos de Dr(Ω) será deno-
tado por 〈 , 〉Ω. Ocasionalmente, podemos também escrever

〈T (x), f(x)〉Ω = 〈T, f〉Ω com T ∈ {Dr(Ω)}′ , f ∈ Dr(Ω).

Exemplo 3.3. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN e T = TJdx
J uma forma de grau N − r

(isto é, |J | = N − r). Suponha TJ : Ω→ C localmente integrável. T pode ser visto como uma
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corrente em {Dr(Ω)}′ pela definição

〈T, f〉Ω =

∫
x∈Ω

T (x) ∧ f(x) com f ∈ Dr(Ω).

T ∧ f é uma forma de grau N em Ω ⊂ RN com coeficientes integráveis e
assim o lado direito está bem definido. Se f = fIdx

I , |I| = r, para alguma função fI ∈ E(Ω),
então

〈T, f〉Ω =

 0 se dxJ ∧ dxI = 0

(−1)εIJ
∫
x∈Ω

TJ(x)fI(x)dx se dxJ ∧ dxI 6= 0
,

onde (−1)εIJ é definido por

dxJ ∧ dxI = (−1)εIJdx1 ∧ . . . ∧ dxN .

Note que
∫
x∈Ω

TJ(x)fI(x)dx é a mesma do pareamento entre a distribuição
TJ ∈ D′(Ω) e a função fI ∈ D(Ω). Nesse caso, correntes possuem uma pequena relação com
distribuições. Veremos com mais precisão no lema mais a frente.

Exemplo 3.4. Considere o ponto p ∈ RN . Então, [p] é uma corrente em {E0(RN)}′, definido
por

〈[p], f〉RN = f(p) com f ∈ E0(RN) = E(RN).

Esse exemplo é análogo a funcão delta de p dada no Capítulo 2.

Exemplo 3.5. Seja M uma subvariedade orientada de RN de dimensão r. Então, [M ] pode ser
vista como uma corrente em {Dr(M)}′ com a definição

〈[M ], f〉RN =

∫
M

f com f ∈ Dr(RN).

Se M é compacto, então podemos tomar f ∈ Er(RN) e nesse caso, [M ] é um
elemento de {Er(RN)}′.

Definição 3.6. Seja Ω um subconjunto aberto de uma variedade orientada de dimensão N e

seja 0 ≤ q ≤ N . Definimos D′q(Ω) sendo o espaço das formas de grau q cujos coeficientes

são distribuições em D′(Ω). Este espaço é chamado de espaço das correntes de gral q. Da

mesma forma, definimos E ′q(Ω) como o espaço das formas de grau q cujos coeficientes são

distribuições em E ′(Ω).

Lema 3.7. Seja Ω um subconjunto aberto de uma variedade orientada N-dimensional e consi-

dere 0 ≤ r ≤ N . Então, {Dr(Ω)}′ é isomorfo a D′N−r(Ω).

Demonstração. Nos concentremos primeiro no caso em que Ω é um subconjunto aberto de RN .
Dados T = TJdx

J ∈ D′N−r(Ω) e f = fIdx
I ∈ Dr(Ω), definimos T uma corrente em {Dr(Ω)}′
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da seguinte forma

〈T, f〉Ω =

{
0 se dxI ∧ dxJ = 0;

(−1)εIJ (TJ , fI)Ω se dxI ∧ dxJ 6= 0.

Como no Exemplo 3.3, (−1)εIJ é definida por dxI ∧ dxJ = (−1)εIJdx. TJ
é uma distribuição de D′(Ω) e fI é um elemento de D(Ω), claramente o lado direito está bem
definido. Portanto, qualquer corrente de grau N − r pode ser considerado um elemento de
{Dr(Ω)}′.

Reciprocamente, suponha T um elemento de {Dr(Ω)}′. Para cada (N − r)-
lista J , defina a distribuição TJ ∈ D′(Ω) por

(TJ , φ)Ω =
〈
T, φdxJ

′
〉

Ω
com φ ∈ D(Ω)

onde J ′ é a r-lista formada pelos índices de {1, . . . , N} que não pertencem a J . Obtemos assim

T =
∑

|J |=N−r

(−1)εIJTJdx
J .

A prova do Lema 3.7 para variedades orientadas é a mesma. Nesse caso, a
forma dx é substituída pela forma volume dσ.

Agora vamos descrever os exemplos 3.3, 3.4 e 3.5 pelo ponto de vista do Lema
3.7. O Exemplo 3.3 já se apresenta com os coeficientes sendo distribuições. Para o Exemplo
3.4, temos

〈[p], f〉RN = f(p) = (δp, f)RN ,

logo [p] = δpdx ∈ E ′N(RN). Para o Exemplo 3.5 suponha primeiramente queM é uma fronteira
suave de um aberto Ω ⊂ RN com a orientação usual. Considere Ω = {x ∈ RN ; ρ(x) < 0}
onde ρ : RN → R é suave e |∇ρ| = 1 em M . Seja µM a medida de Hausdorff de dimensão
N − 1. Vamos mostrar que

[M ] = µMdρ,

que exibe M como uma corrente de grau 1. Vejamos, primeiro precisamos trabalhar com µM .
Se φ ∈ D(RN), então

(µM , φ)RN =

∫
M

φdσ,

onde dσ é a forma volume de M . Como |∇ρ| = 1 em M

dσ = ∇ρydx.
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Seja g = φdx1∧ . . .∧ d̂xj ∧ . . .∧dxN com φ ∈ D(RN). Segue das definições
que

〈µMdρ, g〉RN = (−1)j−1

(
µM , φ

∂ρ

∂xj

)
RN

= (−1)j−1

∫
M

φ
∂ρ

∂xj
dσ.

Por outro lado

g = (∇ρydρ)g = ∇ρy(dρ ∧ g) + dρ ∧ (∇ρyg),

a última equação segue da Regra do Produto de y. Como j∗dρ = 0 em M , onde j : M → RN

é a inclusão, temos

〈[M ], g〉RN =

∫
M

g =

∫
M

∇ρy(dρ ∧ g).

Inserindo g = φdx1 ∧ . . . ∧ d̂xj ∧ . . . ∧ dxN e usando dσ = ∇ρydx obtemos

〈[M ], g〉RN = (−1)j−1

∫
M

φ
∂ρ

∂xj
dσ.

Portanto, [M ] = µMdρ. Analogamente, se

M = {x ∈ RN ; ρ1(x) = . . . = ρd(x) = 0},

então a corrente [M ] é dada por
µMαdρ1 ∧ . . . ∧ dρd,

onde α = |dρ1 ∧ . . . ∧ dρd|−1 ou α = −|dρ1 ∧ . . . ∧ dρd|−1 dependendo da orientação de M .

3.1 OPERAÇÕES COM CORRENTES

Analogamente à Teoria de Distribuições, as operações definidas para corren-
tes são motivadas considerando o caso onde a corrente é uma forma suave.

3.1.1 Produto Exterior de uma Corrente Com uma Forma Suave

Se T é uma forma suave de grau q em Ω e f é uma forma suave de grau r em
Ω, então T ∧ f é uma forma suave de grau q + r. Dessa forma, é uma corrente em Ω

〈T ∧ f, φ〉Ω =

∫
Ω

(T ∧ f) ∧ φ com φ ∈ DN−q−r(Ω)

= 〈T, f ∧ φ〉Ω .

Agora, definimos T ∧ f para T ∈ D′q(Ω) e f ∈ Dr(Ω) pela fórmula

〈T ∧ f, φ〉Ω = 〈T, f ∧ φ〉Ω com φ ∈ DN−q−r(Ω).
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O resultado é uma corrente em D′q+r(Ω).

3.1.2 Derivada Exterior

Suponha T uma forma suave de grau N − r e seja φ ∈ Dr−1(Ω). Então, dT é
um elemento de EN−r+1(Ω) e

〈dT, φ〉Ω =

∫
Ω

dT ∧ φ.

Pela Regra do Produto de derivada exterior, temos

d(T ∧ φ) = dT ∧ φ+ (−1)N−rT ∧ dφ

⇒ 〈dT, φ〉Ω =

∫
Ω

d(T ∧ φ) + (−1)N−r+1

∫
Ω

T ∧ dφ.

Como T ∧ φ tem suporte compacto em Ω, pelo Teorema de Stokes a primeira integral do lado
direito é igual a 0 . Então,

〈dT, φ〉Ω = (−1)N−r+1

∫
Ω

T ∧ dφ = (−1)N−r+1 〈T, dφ〉Ω .

Agora, podemos definir dT com T ∈ D′N−r(Ω) pela fórmula

〈dT, φ〉Ω = (−1)N−r+1 〈T, dφ〉Ω com φ ∈ Dr−1(Ω).

Note que a derivada exterior sobe um grau da corrente, por outro lado desce
uma dimensão do espaço.

Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Se T = TIdx
I , |I| = N − r, e

TI ∈ D′(Ω), então uma expressão equivalente para dT é dada por

dT =
N∑
j=1

∂TI
∂xj

dxj ∧ dxI ,

onde ∂TI/∂xj é a derivada de TI no sentido das distribuições. Essa fórmula generaliza a fórmula
de derivada exterior usual para formas suaves. Se Tn −→ T em {Dr(Ω)}′ então a sequência
dTn −→ dT em {Dr−1(Ω)}′.

Teorema 3.8. Seja M uma subvariedade orientada de dimensão r cuja fronteira está contida

em uma variedade suave X de dimensão N . Então, d[M ] = (−1)N−r+1[∂M ].
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Demonstração. A prova segue do Teorema de Stokes. Seja φ ∈ Dr−1(X), então

〈d[M ], φ〉X = (−1)N−r+1 〈[M ], dφ〉X

= (−1)N−r+1

∫
M

dφ

= (−1)N−r+1

∫
∂M

φ

= (−1)N−r+1 〈[∂M ], φ〉X .

Como queríamos mostrar.

Para um subconjunto Ω de uma variedade complexa, temos d = ∂ + ∂ onde
∂ : Ep,q(Ω) → Ep+1,q(Ω) e ∂ : Ep,q(Ω) → Ep,q+1(Ω) são definidos por ∂ = πp+1,q ◦ d e
∂ = πp,q+1 ◦d. Segue da definição de derivada exterior de correntes que, se T ∈ D′p,q(Ω), então

〈∂T, φ〉Ω = (−1)p+q+1 〈T, ∂φ〉Ω com φ ∈ Dn−p−1,n−q(Ω)〈
∂T, φ

〉
Ω

= (−1)p+q+1
〈
T, ∂φ

〉
Ω

com φ ∈ Dn−p,n−q−1(Ω).

3.1.3 Push Forward de uma Corrente em uma Função Suave

Definição 3.9. Seja F : Ω→ Ω′ uma função suave. Se T ∈ {Er(Ω)}′, o push forward de T por

F , denotado por F∗T , é a corrente em {Er(Ω′)}′ definida por

〈F∗T, φ〉Ω′ = 〈T, F ∗φ〉Ω com φ ∈ Er(Ω′).

Como F ∗φ é um elemento de Er(Ω), o lado direito está bem definido. Além
disso, se φn → φ em Er(Ω′), então F ∗φn → F ∗φ em Er(Ω) e assim F∗T é um funcional linear
contínuo em Er(Ω′). Portanto, F∗T é uma corrente em {Er(Ω′)}′.

Push forward preserva dimensão (mas não o grau) pois F ∗ preserva o grau.
Note que F ∗φ não necessariamente possue suporte compacto quando φ tem suporte compacto.
Por esse motivo, o push forward em um elemento de {Dr(Ω)}′ não está bem definido.

Para funções suaves F e G temos (F ◦ G)∗ = G∗ ◦ F ∗ em formas. Desse
modo, (F ◦G)∗ = F∗ ◦G∗.

Exemplo 3.10. Sejam M e M ′ subvariedades suaves orientadas de RN e RN ′ , respectivamente.
Seja F : RN → RN ′ uma função suave bijetiva que preserva orientação com M ′ = F{M}.



71

Então, F∗[M ] = [M ′]. De fato, para φ ∈ Dr(RN ′)

〈F∗[M ], φ〉RN′ = 〈[M ], F ∗φ〉RN

=

∫
M

F ∗φ

=

∫
M ′
φ

= 〈[M ′], φ〉RN′ .

Exemplo 3.11. Suponha π : RN×Rk → Rk a projeção π(x, y) = y, x ∈ RN , y ∈ Rk. Podemos
computar π∗ no subespaçoDN+k−r(RN×Rk) ⊂ {Er(RN×Rk)}′. Para T ∈ DN+k−r(RN×Rk)

e φ ∈ Dr(Rk)

〈π∗T, φ〉Rk = 〈T, π∗φ〉RN×Rk

=

∫
RN×Rk

T ∧ π∗φ

=

∫
y∈Rk

(∫
x∈RN

T (x, y)

)
∧ φ(y).

A integral interior em x é igual a zero a menos que todos os dx’s estejam
presentes. Então, escrevemos

T (x, y) =
N∑
r=0

∑
|I|=r

dxI ∧ TI(x, y),

onde cada TI é uma forma nas variáveis de y com coeficientes dependendo de x e y. Com esta
notação, temos ∫

x∈RN

T (x, y) =

∫
x∈RN

dx1 ∧ . . . ∧ dxN ∧ T1...N(x, y).

Todos os x’s e dx’s são integrados deixando a forma diferencial em y. Sendo
assim,

〈π∗T, φ〉Rk =

〈∫
x∈RN

T (x, y), φ(y)

〉
y∈Rk

,

e então
(π∗T )(y) =

∫
x∈RN

T (x, y) com y ∈ Rk.

Em outras palavras, push forward em π é o mesmo que a operação de integral.

Lema 3.12. Defina τ : RN × RN → RN por τ(y, x) = x − y. Se T ∈ D2N−r(RN × RN) em

{Er(RN × RN)}′, então

(τ∗T )(x) =

∫
y∈RN

(s∗T )(y, x),
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onde s : RN × RN → RN × RN é definida por s(y, x) = (y, x+ y).

Demonstração. Suponha φ ∈ Dr(RN). Então,

〈τ∗T, φ〉RN = 〈T, τ ∗φ〉RN×RN =

∫
RN×RN

T ∧ τ ∗φ.

Além disso, det(Ds) = 1 e s é um isomorfismo linear que preserva orienta-
ção. Segue da fórmula de integração por mudança de variáveis que

〈τ∗T, φ〉RN =

∫
RN×RN

(s∗T ) ∧ (s∗τ ∗φ)

=

∫
x∈RN

∫
y∈RN

s∗T (y, x) ∧ φ(x),

onde a última equação segue de s∗ ◦ τ ∗ = (τ ◦ s)∗ e também (τ ◦ s)(y, x) = x. Portanto,

〈τ∗T, φ〉RN =

〈∫
y∈RN

(s∗T )(y, x), φ(x)

〉
x∈RN

,

e a prova do lema está completa.

Lema 3.13. Suponha Ω e Ω′ subconjuntos abertos de uma variedade N-dimensional. Seja

F : Ω → Ω′ um difeomorfismo que preserva orientação. Para T ∈ DN−r(Ω) ⊂ {Er(Ω)}′,
temos

F∗T = (F−1)∗T.

Se F reverte orientação, então F∗T = −(F−1)∗T.

Demonstração. Seja φ ∈ Dr(Ω′). Então,

〈F∗T, φ〉Ω′ = 〈T, F ∗φ〉Ω =

∫
Ω

T ∧ F ∗φ.

Como F−1 : Ω′ → Ω é um difeomorfismo que preserva orientação, da fórmula de integração
por mudança de variáveis resulta que

〈F∗T, φ〉Ω′ =

∫
Ω′

((F−1)∗T ) ∧ φ =
〈
(F−1)∗T, φ

〉
Ω′
.

Lema 3.14. Sejam Ω e Ω′ subconjuntos abertos das variedades orientadas X e Y com dimen-

sões reais N e N ′, respectivamente. Seja F : Ω→ Ω′ uma função suave. Então,

F∗ ◦ dX = (−1)N+N ′dY ◦ F∗

é um operador de {Er(Ω)}′ para {Er−1(Ω′)}′.
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Demonstração. Suponha que T seja um elemento de {Er(Ω)}′ ≈ E ′N−r(Ω), e seja φ ∈ Er−1(Ω′).
Então,

〈F∗dXT, φ〉Ω′ = 〈dXT, F ∗φ〉Ω
= (−1)N−r+1 〈T, dX(F ∗φ)〉Ω
= (−1)N−r+1 〈T, F ∗(dY φ)〉Ω
= (−1)N−r+1 〈F∗T, dY φ〉Ω′
= (−1)N+N ′ 〈dY F∗T, φ〉Ω′ .

Lema 3.15. Sejam Ω e Ω′ subconjuntos abertos de variedades complexas com dimensões com-

plexa n e n′, respectivamente. Seja F : Ω→ Ω′ uma função holomorfa. Então,

F∗ ◦ ∂ = ∂ ◦ F∗

é um operador de {Ep,q(Ω)}′ para {Ep,q−1(Ω′)}′.

Demonstração. Análoga a prova do Lema 3.14.

3.1.4 Pull Back de uma Corrente Via uma Função Suave

A definição de pull back para correntes será feita de forma distinta do habitual.
Como o espaço das formas diferenciais compõem uma grande subclasse das correntes e também
o pull back de uma forma diferencial é bem definido, iremos encontrar uma forma conveniente
de estender a operação de pull back para correntes. Primeiramente, o operador pull back é
definido como sendo o dual do operador push forward. De forma mais precisa, devemos mostrar
que o push forward tranforma formas suaves em formas suaves de maneira contínua.

Lema 3.16. Suponha Ω e Ω′ subconjuntos abertos de uma variedade orientada de dimensões

N e N ′, respectivamente com N ≥ N ′. Seja F : Ω→ Ω′ uma função suave sobrejetiva tal que

F∗(p) : Tp(Ω) → TF (p)(Ω
′) tem ranque maximal N ′ em cada ponto p ∈ Ω. Então, F∗ é uma

forma contínua de Dr(Ω) para Dr+N ′−N(Ω′).

Demonstração. Pelo argumento da partição da unidade e pelo uso de coodenadas locais, iremos
assumir que Ω e Ω′ são subconjuntos de RN e RN ′ , respectivamente. Seja p0 um ponto arbitrário
de Ω. Como DF (p0) tem ranque maximal igual a N ′, podemos arranjar coodenadas (x, y) em
RN tal que x ∈ RN−N ′ e y ∈ RN ′ e, então (DyF )(p0) é uma matriz não singular N ′ × N ′.
Seja p0 = (x0, y0), pelo Teorema da Função Inversa, existe uma vizinhança de (x0, F (p0)),
em RN−N ′ × RN ′ , na forma U ′ × V ′ com V ′ ⊂ Ω′ e um difeomorfismo G : U ′ × V ′ →
G{U ′× V ′} ⊂ Ω tal que F (G(x, y)) = y para y ∈ V ′. Dessa forma, F ◦G : U ′× V ′ → V ′ é a
projeção π : U ′ × V ′ → V ′, π(x, y) = y.
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Seja φ um elemento de Dr(G{U ′ × V ′}). Então,

F∗φ = (F ◦G)∗ ◦ (G−1
∗ φ).

Segue do Lema 3.13 que G−1
∗ φ = G∗φ ou −G∗φ, logo G−1

∗ φ é uma forma
suave com suporte compacto em U ′ × V ′. Como G é difeomorfismo, a função φ 7→ G−1

∗ φ é
contínua e linear deDr(G{U ′×V ′}) paraDr(U ′×V ′). Além disso, como F ◦G = π, o cálculo
de π∗ nos concede pelo exemplo 3.11

(F∗φ)(y) = (π∗G
−1
∗ φ)(y) =

∫
x∈RN−N′

(G−1
∗ φ)(x, y),

onde a integral do lado direito envolve a variável x e todos os dx′s, resultando em uma forma
diferencial em y. Portanto, F∗φ é um forma suave com suporte compacto em V ′ ⊂ Ω′ e a função
φ 7→ F∗φ é uma função linear contínua de Dr(G{U × V ′}) para DN ′−N+r(V ′). A dimensão de
F∗φ é N − r pois F∗ preserva dimensão. Por outro lado, o grau de F∗φ ∈ Ω′ é N ′ −N + r.

O caso geral para φ ∈ Dr(Ω) segue do argumento da partição da unidade
subordinado a uma cobertura aberta de Ω por conjuntos abertos da forma G{U ′× V ′}. A prova
do Lema está completa.

Definição 3.17. Suponha Ω e Ω′ subconjuntos abertos de variedades orientadas X e Y com

dimensões N e N ′ (N ≥ N ′) respectivamente. Seja F : Ω→ Ω′ uma função suave sobrejetiva

tal que F∗(p) : Tp(Ω) → TF (p)(Ω
′) tem ranque maximal N ′ em cada ponto p ∈ Ω. Para uma

corrente T ∈ D′r(Ω′), defina o pull back F ∗T ∈ D′r(Ω) por

(F ∗T, φ〉 = (T, F∗φ〉 com φ ∈ DN−r(Ω).

Segue do Lema 3.16 que F ∗T está bem definido. Note que a operação de push

forward preserva dimensão enquanto que a operação pull back preserva o grau da corrente. O
caso onde a corrente T é dada sendo uma forma suave, temos F ∗T definida na forma do pull

back usual.
Como Dr(Ω′) é denso em D′r(Ω′), podemos aplicar pull back em muitas cor-

rentes da mesma forma que aplicamos em formas diferenciais. Por exemplo, suponha

T =
∑
|I|=r

TIdx
I ,

onde cada TI é uma função localmente integrável em Ω′. Então,

F ∗T =
∑
|I|=r

(TI ◦ F )(dF I).

Lema 3.18. Sejam τ : RN × RN → RN dado por τ(y, x) = x − y e ∆ = {(x, x); x ∈ RN}.
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Então, τ ∗[0] = ∆.

Demonstração. Uma forma atraente de prova pode ser dada escrevendo [0] e [∆] como formas
cujos coeficientes são distribuições. Pelo Lema 3.7, nós temos

[0] = δ0(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxN ,

[∆] = δ0(x− y)d(x1 − y1) ∧ . . . ∧ d(xN − yN),

e a prova segue substituindo x por τ(y, x) = x− y e dxj por dτj(y, x) = d(xj − yj).

A demonstração do Lema 3.18 pode ser mais rigoroso pela aproximação de
[0] por uma sequência de formas suaves. Contudo, temos outra abordagem usando a Definição
3.17. Seja φ ∈ DN(RN × RN). Escreva

φ(x, y) =
∑

|I|+|J |=N

φIJ(y, x)dyI ∧ dxJ ,

onde cada φIJ é um elemento de D(RN × RN). Então, do Lema 3.12

〈τ ∗[0], φ〉RN×RN = 〈[0], τ∗φ〉RN

=

〈
[0],

∫
y∈RN

φ(y, x+ y)

〉
x∈RN

,

onde
φ(y, x+ y) =

∑
|I|+|J |=N

φIJ(y, x+ y)dyI ∧ d(x+ y)J .

Como somente a parte de φ(y, x + y) de grau N em dy contribui na integral,
obtemos ∫

y∈RN

φ(y, x+ y) =
∑

|I|+|J |=N

∫
y∈RN

φIJ(y, x+ y)dyI ∧ dyJ .

Portanto

〈τ [0], φ〉RN×RN =

〈
[0],

∑
|I|+|J |=N

∫
y∈RN

φIJ(y, x+ y)dyI ∧ dyJ
〉
x∈RN

=
∑

|I|+|J |=N

∫
y∈RN

φIJ(y, y)dyI ∧ dyJ

=

∫
∆

φ

= 〈[∆], φ〉RN×RN .
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4 VARIEDADES CR

Vamos iniciar o capítulo com a definição de variedade CR mergulhada (ou
subvariedade CR), uma classe mais simples das variedades CR. Em seguida, veremos as pro-
priedades das subvariedades CR genéricas e das subvariedades quadráticas. Posteriormente,
apresentaremos a definição de variedade CR abstrata.

A que medida que vamos nos aprofundando nas variedades CR, elas vão se
tornando mais difíceis de se imaginar, como o nome já diz, se torna abstrato. No ambiente Cn

ainda é possível encontrar exemplos, porém, em uma variedade complexa geral isso se torna
complicado.

4.1 VARIEDADE CR MERGULHADA

Dada uma subvariedade suave M em Cn, lembre que Tp(M) é o espaço tan-
gente real de M no ponto p ∈ M . Em geral, Tp(M) não é invariante sob uma função estrutura
complexa J de Tp(Cn). Portanto, daremos uma denominação especial ao maior subespaço
J-invariante de Tp(M).

Definição 4.1. Para um ponto p ∈ M , o espaço tangente complexo de M em p é o espaço

vetorial

Hp(M) = Tp(M) ∩ J{Tp(M)}.

Temos que Hp(M) sempre é um espaço vetorial real de dimensão par, pois

J ◦ J |Hp(M) = −I,

e portanto
[det J |Hp(M)]

2 = (−1)m,

onde m = dimR Hp(M). Note que, se A : R2n → R2n é uma função linear complexa (isto é,
J ◦ A = A ◦ J), então

A{Hp(M)} = A {Tp(M) ∩ J{Tp(M)}}

⊂ A {Tp(M)} ∩ A ◦ J{Tp(M)}

= TA(p)(A(M)) ∩ J{TA(p)(A(M))} = HA(p)(A{M}).

Definição 4.2. A parte real total de um espaço tangente de M é o espaço quociente

Xp(M) =
Tp(M)

Hp(M)
.
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Utilizando o produto interno Euclidiano em Tp(R2n), podemos identificar
Xp(M) como o complemento ortogonal de Hp(M) (denotado por Hp(M)⊥) em Tp(M). Além
disso, temos J{Xp(M)} ∩ Xp(M) = {0}, pois Hp(M) é o maior subespaço J-invariante de
Tp(M). Logo Tp(M) = Hp(M)⊕Xp(M). Pelo Lema 1.68, J{Xp(M)} é ortogonal a Hp(M).
Portanto, J{Xp(M)} é transversal a Tp(M).

Lema 4.3. Seja M uma subvariedade real em Cn de dimensão real 2n− d. Então,

2n− 2d ≤ dimR Hp(M) ≤ 2n− d

e

0 ≤ dimR Xp(M) ≤ d.

Demonstração. Primeiramente note que Hp(M) ⊂ Tp(M), então

dimR Hp(M) ≤ dimR Tp(M) = 2n− d.

Para a outra desigualdade, note que

Tp(R2n) ⊃ Tp(M) + J{Tp(M)}

e, então
dimR Tp(R2n) ≥ dimR Tp(M) + dimR J{Tp(M)} − dimR Hp(M).

Como J é uma isometria,

dimR J{Tp(M)} = dimR Tp(M) = 2n− d,

segue que

dimR Hp(M) ≥ −2n+ (2n− d) + (2n− d) = 2n− 2d.

Além disso,

dimR Xp(M) = dimR Tp(M)− dimR Hp(M)

≤ 2n− d− (2n− 2d) = d.

O que prova o lema.

A dimensão real de Xp(M) é chamada codimensão CR de M . Se M é uma
hipersuperfície, então d = 1 e então a única possibilidade é dimR Hp(M) = 2n − 2. Em
particular, a dimensão de Hp(M) nunca muda. Se d > 1, então temos mais possibilidades,
como no exemplo a seguir.
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Exemplo 4.4. Seja M = {z ∈ Cn; |z| = 1 e Im z1 = 0}, ou seja, M é a esfera unitária de Cn

de dimensão real 2n− 2. Então, d = 2 e assim 2n− 4 ≤ dimR Hp(M) ≤ 2n− 2, com p ∈M .
Para o ponto p1 = (z1 = 0, z2 = 1, z3 = 0, . . . , zn = 0) ∈ M , Tp1(M)

é gerado sobre R por
{

∂

∂x1

,
∂

∂y2

,
∂

∂x3

,
∂

∂y3

, . . . ,
∂

∂xn
,
∂

∂yn

}
. Os vetores J

(
∂

∂x1

)
=

∂

∂y1

e J
(
∂

∂y2

)
= − ∂

∂x2

são ortogonais em Tp1(M) e portanto
∂

∂x1

,
∂

∂y2

geram Xp1(M). Já os

vetores
{

∂

∂x3

,
∂

∂y3

, . . . ,
∂

∂xn
,
∂

∂yn

}
, geram um suberpaço J-invariante Hp1(M). Logo, nesse

caso, dimR Hp1(M) = 2n− 4 e dimR Xp1(M) = 2.
Agora, considere o ponto p2 = (z1 = 1, z2 = 0, . . . , zn = 0) ∈ M .

Aqui, Tp2(M) é gerado sobre R por
{

∂

∂x2

,
∂

∂y2

, . . . ,
∂

∂xn
,
∂

∂yn

}
, que é J-invariante. Por-

tanto, Hp2(M) = Tp2(M) e Xp2(M) = {0}. Nesse caso, dimR Hp2(M) = 2n − 2 e
dimR Xp2(M) = 0.

No Exemplo 4.4 a dimensão de Hp(M) varia de acordo com p. O requeri-
mento básico em variedades CR é que a dimensão de Hp(M) seja independente de p ∈M .

Definição 4.5. Uma subvariedade M de Cn é chamada variedade CR mergulhada ou subvari-

edade CR de Cn se dimR Hp(M) é independente de p ∈M .

Uma hipersuperfície em Cn é uma subvariedade CR em Cn. Outra classe
de subvariedades CR é a classe se subvariedades complexas de Cn. Para uma subvariedade
complexa M , o espaço tangente real é sempre J-invariante e assim Tp(M) = Hp(M).

Definição 4.6. Uma subvariedade M em Cn é dita ser totalmente real se Hp(M) = {0}, para

cada p ∈M .

Uma definição equivalente para subvariedade totalmente real é quando ocorre
Xp(M) = Tp(M), para todo p ∈M . Segue do Lema 4.3 que a dimensão real de uma subvarie-
dade totalmente real é sempre n. Um exemplo de subvariedade totalmente real é a cópia de Rn

dada por {(x+ iy) ∈ Cn; y = 0}.
As complexificações de Tp(M), Hp(M) e Xp(M) são denotadas Tp(M)⊗C,

Hp(M)⊗ C e Xp(M)⊗ C, respectivamente. A função estrutura complexa J em Tp(R2n)⊗ C
pode se restringir àHp(M)⊗C poisHp(M) é J-invariante. Vimos na Seção 1.7 queHp(M)⊗C
é a soma direta dos auto-espaços +i e −i de J que são denotados por H1,0

p (M) e H0,1
p (M),

respectivamente. Assim, tem-se

H1,0
p (M) = T 1,0

p (Cn) ∩ {Tp(M)⊗ C} ,

H0,1
p (M) = T 0,1

p (Cn) ∩ {Tp(M)⊗ C} ,

H0,1
p (M) = H1,0

p (M).
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Exemplo 4.7. Tomemos novamente o conjuntoM = {z ∈ Cn; |z| = 1 e Im z1 = 0}, e o ponto
p = (z1 = 0, z2 = 1, z3 = 0, . . . , zn = 0) ∈ M . Como foi visto na Seção 1.7, uma base para
T 1,0
p (Cn) é dada por{

∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂zn

}
=

{
1

2

(
∂

∂x1

− i ∂
∂y1

)
, . . . ,

1

2

(
∂

∂xn
− i ∂

∂yn

)}
.

Enquanto que uma base para Tp(M)⊗ C é dada por

{v ⊗ 1, v ⊗ i; v um elemento da base de Tp(M)} ,

e como visto no Exemplo 4.4, Tp(M) é gerado sobre R por{
∂

∂x1

,
∂

∂y2

,
∂

∂x3

,
∂

∂y3

, . . . ,
∂

∂xn
,
∂

∂yn

}
.

Portanto os elementos
∂

∂z1

e
∂

∂z2

não pertencem a Tp(M) ⊗ C, enquanto que todos
∂

∂zi
, com

3 ≤ i ≤ n, pertencem. Isso mostra que T 1,0
p (Cn) ∩ {Tp(M)⊗ C} é gerada por{

∂

∂z3

, . . . ,
∂

∂zn

}
=

{
1

2

(
∂

∂x3

− i ∂
∂y3

)
, . . . ,

1

2

(
∂

∂x1

− i ∂
∂y1

)}
,

que é também a base de H1,0
p (M).

Será bastante útil ter uma forma de identificar estes espaços em termos de um
sistema definido localmente em M . Para isso, tem-se o seguinte lema:

Lema 4.8. Seja M uma subvariedade suave de Cn definida próximo a um ponto p ∈ M com

M = {z ∈ Cn; ρ1(z) = . . . = ρd(z) = 0}, onde ρ1, . . . , ρd são funções suaves com valor real

com dρ1 ∧ . . . ∧ dρd 6= 0 próximo de p.

(a) Um vetor W =
∑n

j=1wj
∂

∂zj
∈ T 1,0

p (Cn) pertence a H1,0
p (M) se, e somente se

W{ρk}(p) = 〈∂ρk,W 〉p =
n∑
j=1

∂ρk
∂zj

(p)wj = 0, 1 ≤ k ≤ d.

(b) Um vetor W =
∑n

j=1wj
∂

∂zj
∈ T 0,1

p (Cn) pertence a H0,1
p (M) se, e somente se

W{ρk}(p) =
〈
∂ρk,W

〉
p

=
n∑
j=1

∂ρk
∂zj

(p)wj = 0, 1 ≤ k ≤ d.

Lembre-se que W{ρk} denota a ação de um vetor W em uma função ρk, e 〈 , 〉p denota o

pareamento entre formas e vetores.
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Demonstração. Tem-se H1,0
p (M) = T 1,0

p (Cn) ∩ {Tp(M)⊗ C} e

Tp(M)⊗ C = {W ∈ Tp(Cn)⊗ C; 〈dρk,W 〉p = 0 com 1 ≤ k ≤ d}.

Como ∂ρk é forma bigral (0, 1), então
〈
∂ρk,W

〉
p

= 0 para W ∈ T 1,0
p (Cn).

Além disso, dρk = ∂ρk + ∂ρk. Portanto, W ∈ H1,0
p (M) se, e somente se, 〈∂ρk,W 〉p = 0. A

parte (b) se mostra de forma análoga.

Se M é uma subvariedade CR em Cn, então as dimensões de H1,0
p (M),

H0,1
p (M) e Hp(M) ⊗ C são independentes do ponto p ∈ M . Logo, pode-se definir subcon-

juntos de TC(M) como segue:

HC(M) =
⋃
p∈M

Hp(M)⊗ C,

H1,0(M) =
⋃
p∈M

H1,0
p (M),

H0,1(M) =
⋃
p∈M

H0,1
p (M).

Um subfibrado de TC(M) é um objeto que atribui a cada ponto p ∈ M um
subespaço de Tp(M)⊗C cuja dimensão é independente de p. Além disso, para esses subespaços
é requerido que se encaixem suavemente, no sentido de que são localmente gerados por bases de
campos vetoriais suaves. Pode-se ver facilmente que esse último requerimento é satisfeito pelos
espaços H1,0(M), H0,1(M) e HC(M). Para M localmente definido por {ρ1, . . . , ρd}, próximo
de um ponto p0 ∈ M , pode ser escolhido de {∂ρ1, . . . , ∂ρd} uma coleção de k elementos
∂ρi1 , . . . , ∂ρik (1 ≤ k ≤ d), linearmente independentes. O número k é a codimensão CR de M .
Segue da álgebra elementar que, existem campos vetoriais suaves linearmente independentes
L1, . . . , Ln−k que são anulados por ∂ρi1 , . . . , ∂ρik . Esses campos vetoriais geram localmente
H1,0(M) pelo Lema 4.8, e então H1,0(M) é subfibrado de TC(M). Analogamente, H0,1(M) e
HC(M) são subfibrado de TC(M).

Lema 4.9. Seja M uma subvariedade CR de Cn. Então,

(a) H0,1
p (M) ∩H1,0

p (M) = {0} para todo p ∈M .

(b) Os subfibrados H0,1(M) e H1,0(M) são involutivos.

Lembrando que uma subvariedade é involutiva se é fechada para o colchete de Lie.

Demonstração. A prova da parte (a) segue do fato que a interseção de autoespaços de uma
função linear correspondentes a autovalores diferentes é sempre o espaço trivial. Para a parte
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(b), nota-se primeiramente que

H1,0(M) =
⋃
p∈M

H1,0
p (M)

=
⋃
p∈M

(
T 1,0
p (Cn) ∩ {Tp(M)⊗ C}

)
=
⋃
p∈M

T 1,0
p (Cn) ∩

⋃
p∈M

Tp(M)⊗ C

= {T 1,0(Cn)|M} ∩ TC(M).

O fibrado T 1,0(Cn) é involutivo pois o colchete de Lie de quaisquer dois campos vetoriais gera-

dos por
∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂zn
é também gerado por

{
∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂zn

}
. Além disso, TC(M) é involutivo

pois é o fibrado tangente de qualquer variedade é involutiva. Portanto, H1,0(M) é involutivo,
como queríamos. Como H0,1(M) = H1,0(M), H0,1(M) é também involutivo.

O Lema 4.9 é importante pois as propriedades (a) e (b) são as que definem
uma variedade CR abstrata. O Lema 4.9 não implica que HC(M) = H1,0(M) ⊕ H0,1(M) é
involutiva. Em geral, isso não é verdade.

O Lema 4.8 implica que dimCH
1,0
p (M) = n − k onde k é o número de

elementos linearmente independentes de {∂ρ1(p), . . . , ∂ρd(p)}. Se ∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd 6= 0 então
dimCH

1,0
p (M) = n− d = dimCH

0,1
p (M) e assim dimRHp(M) = 2n− 2d. De acordo com o

Lema 4.3, esse é o valor mínimo para a dimensão de Hp(M).

Definição 4.10. Uma subvariedade CR M é chamada genérica se dimRHp(M) é mínima.

Uma hipersuperfície em Cn é sempre genérica. Pelo Lema 4.3, uma subva-
riedade CR genérica de Cn cuja codimensão real é ao menos n deve ser totalmente real. Uma
subvariedade complexa de Cn que não é um subconjunto aberto de Cn é um exemplo de varie-
dade CR não genérica.

Lema 4.11. Seja M uma subvariedade CR de Cn com dimR = 2n − d, 0 ≤ d ≤ n. São

equivalentes:

(a) M é genérica.

(b) dimRHp(M) = 2n− 2d, para p ∈M .

(c) A codimensão CR de M é igual a d.

(d) ∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd 6= 0 em M para cada sistema local definido {ρ1, . . . , ρd} para M .

(e) Tp(Cn) = Tp(M)⊕ J{Xp(M)}.

Demonstração. A prova segue do que foi comentado na seção, por esse motivo, deixaremos a
cargo do leitor.
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Exemplo 4.12. Como no Exemplo 4.4, considere M = {z ∈ Cn; |z| = 1 e Imz1 = 0}. Defina
as funções ρ1(z) = |z|2 − 1 e ρ2(z) = (1/2i) (z1 − z1). Desse modo,

∂ρ1(z) = ∂
(
|z|2 − 1

)
=

n∑
j=1

∂ (|z|2 − 1)

∂zj
dzj

=
n∑
j=1

1

2

(
∂

∂xj

(
n∑
j=1

(x2
j + y2

j )

)
− i ∂

∂yj

(
n∑
j=1

(x2
j + y2

j )

))
dzj

=
n∑
j=1

(xj − iyj)dzj =
n∑
j=1

zjdzj = zdz.

∂ρ2(z) = ∂

((
1

2i

)
(z1 − z1)

)
=

1

2i
dz1.

Claramente, ∂ρ1 ∧ ∂ρ2 = 0 somente nos pontos z = (z1, . . . , zn) ∈ M com
z2 = . . . = zn, z1 = ±1. Então, M não é subvariedade CR. Por outro lado, o conjunto

M̃ = {z = (z1, . . . , zn) ∈M ; z1 6= ±1},

é uma subvariedade CR genérica (não compacta) de Cn.

Se M é uma hipersuperfície, então Xp(M) é um subespaço uni dimensional
(real) de Tp(M). Pelo Lema 1.68, J{Xp(M)} é ortogonal a ambos Xp(M) e Hp(M). Portanto,
J{Xp(M)} pode ser identificado como o complemento ortogonal de Tp(M). Para codimen-
sões mais altas, ambos Xp(M) e J{Xp(M)} são ortogonais a Hp(M). Contudo, em geral,
J{Xp(M)} não é ortogonal a Xp(M) e assim J{Xp(M)} não pode ser identificado como o
complemento ortogonal de Tp(M) em todos os casos. Considere o exemplo que segue:

Exemplo 4.13. Seja

M = {(z1, z2) ∈ C2; Imz1 = Rez2, Imz2 = 0}.

M é totalmente real e a base de T0(M) é dada por{
∂

∂x1

,
∂

∂y1

+
∂

∂x2

}
.

Nota-se que J
(

∂

∂x1

)
=

∂

∂y1

não é ortogonal a
∂

∂y1

+
∂

∂x2

.

4.2 UMA FORMA NORMAL PARA UMA SUBVARIEDADE CR GENÉRICA.

Nesta seção, será apresentado uma descrição de coordenadas conveniente para
uma subvariedade CR genérica. Inicialmente, será caracterizado o gráfico de uma subvariedade
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CR localmente sobre o espaço tangente real. Então, será mostrado que a função gráfico pode ser
fechada para certos “termos puros” na expansão de Taylor. O caso analítico real é trabalhado
primeiro. Disto, a versão em Ck segue facilmente.

Lema 4.14. Seja M uma subvariedade CR genérica suave de Cn com dimRM = 2n − d,

onde 1 ≤ d ≤ n. Tomemos p0 um ponto em M . Existe uma função linear complexa afim e

não-singular A : Cn → Cn, uma vizinhança U de p0, e uma função suave h : Rd×Cn−d → Rd

com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

A{M ∩ U} = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)}.

Demonstração. Primeiramente, vamos transladar o ponto p0 para a origem. É suficiente encon-
trar uma função linear complexa não-singularA : Cn → Cn que leva T0(M) no espaço {y = 0}
em R2n, onde y = Im z ∈ Rd. Para ela e a função gráfica h, em A{M} serão satisfeitas as
propriedades requeridas.

A fim de encontrar a função desejada A, seja v̂1, . . . , v̂d uma base ortonormal
para X0(M). O espaço J-invariante H0(M) é ortogonal tanto para X0(M) como J{X0(M)}.
Além disso, J não possui autovalores reais e Jv.w = −v.Jw para v, w ∈ T0(R2n). Portanto,
existe uma base ortonormal para H0(M) na forma v̂d+1, Jv̂d+1, . . . , v̂n, Jv̂n. Como M é gené-
rico, o conjunto

{v̂1, Jv̂1, . . . , v̂n, Jv̂n},

é uma base pra T0(R2n), pelo Lema 4.11.
Agora, seja z = x + iy ∈ Cd e w = u + iv ∈ Cn−d. Nesse caso, x e

y pertencem a Rd e u, v pertencem a Rn−d. Defina a função linear real A : R2n → R2n da
seguinte forma

A(v̂j) =
∂

∂xj
, A(Jv̂j) =

∂

∂yj
1 ≤ j ≤ d,

A(v̂j) =
∂

∂uj−d
, A(Jv̂j) =

∂

∂vj−d
d+ 1 ≤ j ≤ n.

Como J(∂/∂xj) = ∂/∂yj e J(∂/∂uk) = ∂/∂vk, segue que A ◦ J = J ◦ A
nos elementos da base de T0(R2n) e portanto A ◦ J = J ◦ A em todo T0(R2n). Visto que esta
função é de Cn para Cn, A é complexa linear. Claramente,

A{T0(M)} = {(x, 0, u, v) ; x ∈ Rd e u, v ∈ Rn−d} = {y = 0},

como queríamos. Isto completa a prova do lema.

Temos A complexa linear, logo A{Hp(M)} = H0(A{M}). Assim, a exten-
são deA para Tp(Cn)⊗C satisfazA{H1,0

p (M)} = H1,0
0 (A{M}) eA{H0,1

p (M)} = H0,1
0 (A{M}).

Além disso,A relaciona uma base ortonormal de Tp(M) em uma base ortonormal de T0(A{M}).
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Em particular, A{Xp(M)} = X0(A{M}). Nas novas coordenadas, temos

T0(M) = {(x, 0, u, v) ; x ∈ Rd e u, v ∈ Rn−d},

H0(M) = {(0, 0, u, v) ; u, v ∈ Rn−d},

X0(M) = {(x, 0, 0, 0) ; x ∈ Rd}.

Pode-se identificar H1,0
0 (M) por {(0, w) ; w ∈ Cn−d} na forma complexa

linear, onde w = u+ iv.
A nossa maior preocupação neste trabalho é com as subvariedades CR gené-

ricas. Contudo, devemos apontar uma versão do Lema 4.14 para um caso não genérico. Seja
k a codimensão CR de M e seja d a codimensão real de M . Para o caso não genérico, te-
mos 0 ≤ k < d e então n ≥ dimCH

1,0(M) > n − d pelo Lema 4.3. Defina o inteiro j por
dimH1,0

C (M) = n− d+ j. Temos

2n− d = dimCH
1,0(M) + dimCH

0,1(M) + dimRX(M)

= 2n− 2d+ 2j + k.

Portanto, 2j + k = d. Como J{Xp(M)} é um subespaço k-dimensional transverso a Tp(M),
existe um subespaço J-invariante de Tp(Cn)⊥ de dimensão real 2j que é transverso a Tp(M)⊕
J{Xp(M)}. A prova do Lema 4.14 pode ser modificada para haver uma mudança complexa
linear de coordenadas, definindo equações para M como segue

z1 = H1(xj+1, . . . , xd−j, w1, . . . , wn−d+j),

. . .

zj = Hj(xj+1, . . . , xd−j, w1, . . . , wn−d+j),

yj+1 = hj+1(xj+1, . . . , xd−j, w1, . . . , wn−d+j),

. . .

yd−j = hd−j(xj+1, . . . , xd−j, w1, . . . , wn−d+j),

onde H1, . . . , Hj são funções suaves com valores complexos tal que Hl(0) = 0 e DHl(0) = 0,
1 ≤ l ≤ j, e hj+1, . . . , hd−j são funções suaves com valores complexos tal que hl(0) = 0 e
Dhl(0) = 0, j + 1 ≤ l ≤ d− j,

Teorema 4.15. Suponha M uma subvariedade CR genérica, analítica e real de Cn tal que

dimRM = 2n − d (1 ≤ d ≤ n). Suponha que p0 é um ponto de M . Existe uma vizinhança

U de p0 em Cn, um biholomorfismo Φ : U → Φ{U} ⊂ Cn, e uma função analítica real

h : Rd × Cn−d → Rd com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

Φ{M ∩ U} = {(x+ iy, w) ∈ Φ{U} ⊂ Cd × Cn−d ; y = h(x,w)}.
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Além disso,

∂|α|+|β|h(0)

∂xα∂wβ
= 0

∂|α|+|β|h(0)

∂xα∂wβ
= 0

Para todos os multi-índices α e β.

Outra forma de descrever a função gráfico h é por meio da expansão de Taylor
sobre a origem

h(x,w) =
∑
α,β,γ

aα,β,γx
αwβwγ,

onde

aα,β,γ =
1

α!β!γ!

∂|α|+|β|+|γ|h

∂xα∂wβ∂wγ
(0).

Os termos da expansão de Taylor com β = 0 ou γ = 0 são chamados termos puros.

Demonstração. Como no Lema 4.14, iremos assumir que o ponto dado p0 é a origem e

M = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)},

onde h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como M é analítica real, a função gráfica h : Rd ×Cn−d → Rd é
analítica real. A Expansão de Taylor de h é dado por

h(x,w,w) =
∑

aαβγx
αwβwγ.

Temos enfatizado que h é não holomorfica em w pela notação h(x,w,w), o
qual ilustra a dependência de h em w. Então, iremos substituir w pela coordenada independente
η ∈ Cn−d e x por z ∈ Cd e definimos a função holomórfica h̃ : Cd×Cn−d×Cn−d → Cd como
segue

h̃(z, w, η) =
∑

aαβγx
αwβηγ.

Esta série converge para {|z|, |w|, |η| < δ} para algum δ > 0.
Como h(0) = 0 e Dh(0) = 0, temos h̃(0) = 0 e Dh̃(0) = 0. Do Teorema

da Função Implícita para funções holomorfas, existe um holomorfismo φ : Cd × Cn−d → Cd

definido próximo a origem tal que

φ(z + ih̃(z, w, 0), w) = z com |z|, |w| < δ, (4.1)

para algum, possivelmente pequeno δ > 0.
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Defina agora a mudança holomórfica de variáveis (ẑ, ŵ) = Φ(z, w) onde

ẑ = z − ih̃(φ(z, w), w, 0) ∈ Cd,

ŵ = w ∈ Cn−d.
(4.2)

Como Dh̃(0, 0, 0) = 0, DΦ(0, 0) é a identidade. Então, para um δ > 0

apropriado, a função Φ é um biholomorfismo para {|z|, |w| < δ} em uma vizinhança da origem
em Cn.

Seja M̂ a imagem de M ∩ {|z|, |w| < δ} por Φ. Desejamos encontrar uma
função definida para M̂ em ẑ = x̂+ iŷ, ŵ coordenadas na forma

ŷ = ĥ(x̂, ŵ),

de forma que ĥ satisfaça as propriedades requeridas no teorema.
De 4.2,

ŷ = y − Re {h̃(φ(z, w), w, 0)}.

Se (ẑ, ŵ) pertencem a M̂ , então (z, w) pertencem a M e então

y = h̃(x,w,w) ∈ Rd.

Substituindo esta equação na anterior, temos

ŷ = Re {h̃(x,w,w)− h̃(φ(x+ ih̃(x,w,w), w), w, 0)}, (4.3)

com (ẑ, ŵ) = Φ(z, w) ∈ M̂ .
Para obter uma equação definida em M̂ nas coordenadas (ẑ, ŵ), devemos

transformar o lado direito da Equação 4.3 em uma função em x̂ e ŵ. Agora, como Φ é um
biholomorfismo local, claramente (z, w) = Φ−1(ẑ, ŵ) e escrevemos

z = z(ẑ, ŵ)

w = ŵ,
(4.4)

onde z : Cd×Cn−d → Cd é holomorfismo próximo à origem. Portanto x = Re z é uma função
analítica de Re ẑ, Im ẑ, Re ŵ, Im ŵ e escrevemos x = x(ẑ, ŵ). Substituindo x = x(ẑ, ŵ) e
w = ŵ no lado direito de 4.3 resulta em uma função gráfica local para M̂ , exceto se envolver
a variável ŷ = Im ẑ. A função gráfica deve envolver somente x̂ e ŵ. Para resolver isso,
usamos o fato de Dh̃(0, 0, 0) = 0 e o Teorema da Função Implícita para concluir que a variável
ŷ = ŷ(x̂, ŵ, ŵ) em 4.3 é uma função analítica real de x̂, Re ŵ, Im ŵ próximo à origem.
Substituindo ŷ(x̂, ŵ, ŵ) por ŷ = Im ẑ em x(ẑ, ŵ) produzimos uma nova função denotada por
x(x̂, ŵ, ŵ). Esta função é analítica real em uma vizinhança da origem.
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Substituindo x(x̂, ŵ, ŵ) por x e ŵ por w, 4.3 se torna

ŷ = Re {ĥ(x̂, ŵ, ŵ)} com (ẑ, ŵ) ∈ M̂,

onde

ĥ(x̂, ŵ, ŵ) = h̃(x(x̂, ŵ, ŵ), ŵ, ŵ)− h̃(φ(x(x̂, ŵ, ŵ) + ih̃(x(x̂, ŵ, ŵ), ŵ, ŵ), ŵ), ŵ, 0).

Portanto, Re ĥ é função gráfica para M̂ .
Falta mostrar que

∂|α|+|β| Re ĥ(0)

∂x̂α∂ŵβ
= 0 e

∂|α|+|β| Re ĥ(0)

∂x̂α∂ŵ
β

= 0. (4.5)

A segunda equação segue da conjugação da primeira, então é suficiente provar
apenas uma delas. A função

(x̂, ŵ) 7−→ x(x̂, ŵ, ŵ),

é analítica real próximo da origem e portanto pode ser expressa em séries de potências em x̂, ŵ
e ŵ. Substituindo x̂ por ẑ ∈ Cd e ŵ por η̂ ∈ Cn−d, obtemos a função

x : Cd × Cn−d × Cn−d → Cd,

a qual é holomorfica em uma vizinhaça da origem. Pela substituição de x(ẑ, ŵ, η̂) por x(x̂, ŵ, ŵ)

e η̂ por ŵ na definição de ĥ, obtemos a função ĥ : Cd × Cn−d × Cn−d → Cd dada por

ĥ(ẑ, ŵ, η̂) = h̃(x(ẑ, ŵ, η̂), ŵ, η̂)− h̃(φ(x(ẑ, ŵ, η̂) + ih̃(x(ẑ, ŵ, η̂), ŵ, η̂), ŵ), ŵ, 0).

que é holomórfica para (ẑ, ŵ, η̂) em uma vizinhança da origem. Para estabelecermos a primeira
equação em 4.5, devemos mostrar que

ĥ(ẑ, ŵ, 0) = 0.

Segue de 4.1, com x(ẑ, ŵ, 0) no lugar de z e ŵ no de w, que

φ(x(ẑ, ŵ, 0) + ih̃(x(ẑ, ŵ, 0), ŵ, 0), ŵ) = x(ẑ, ŵ, 0).

Substituindo isto em ĥ obtemos

ĥ(ẑ, ŵ, 0) = h̃(x(ẑ, ŵ, 0), ŵ, 0)− h̃(x(ẑ, ŵ, 0), ŵ, 0) = 0,

como queríamos. Portanto a prova do teorema está completa
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Uma versão Ck do Teorema 4.15 segue facilmente da versão alalítica real.
Seja M = {y = h(x,w)} onde h é de classe Ck para k ≥ 2. Segue da k-ésima ordem da
expansão de Taylor de h, que

h(x,w) = p(x,w,w) + e(x,w),

onde p é um polinômio de grau k nas variáveis x,w,w e o resto de Taylor e satisfaz

∂|α|+|β|+|γ|e(0)

∂xα∂wβ∂wγ
= 0 com |α|+ |β|+ |γ| ≤ k.

Portanto, as variedades M e M = {y = p(x,w,w)} combinam com a ordem
k na origem. Como p é analítica real, o Teorema 4.15 se aplica a M̂ .

Teorema 4.16. Seja M uma subvariedade CR genérica de Cn de classe Ck (k ≥ 2) com

dimRM = 2n − d (1 ≤ d ≤ n). Suponha p0 um ponto de M . Existe uma vizinhança U de

p0 em Cn, um biholomorfismo Φ : U → Φ{U} ⊂ Cn, e uma função h : Rd × Cn−d → Rd de

classe Ck com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tal que

Φ{M ∩ U} = {(x+ iy, w) ∈ Φ{U} ⊂ Cd × Cn−d; y = h(x,w)}.

Além disso,

∂|α|+|β|h(0)

∂xα∂wβ
=
∂|α|+|β|h(0)

∂xα∂wβ
= 0 com |α|+ |β| ≤ k.

Agora vamos voltar à questão de encontrar uma base local canônica para
H1,0(M) e H0,1(M). Assumimos que

M = {y = h(x,w)},

onde h : Rd × Cn−d → Rd é de classe Ck, para k ≥ 2, e h(0) = 0 e Dh(0) = 0. O
espaço H0,1

0 (M) é spam (em C) de ∂/∂w1, . . . , ∂/∂wn−d e o espaço H1,0
0 (M) é spam de

∂/∂w1, . . . , ∂/∂wn−d. Nosso desejo é estender estes vetores à campos vetoriais localmente
gerados em H0,1(M) e H1,0(M), respectivamente.

Teorema 4.17. Seja M = {(x+ iy, w) ∈ Cd×Cn−d; y = h(x,w)} onde h : Rd×Cn−d → Rd

é de classe Ck (k ≥ 2), e h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Uma base para H1,0(M) próximo à origem é

dada por L1, . . . , Ln−d, com

Lj =
∂

∂wj
+ 2i

d∑
l=1

(
d∑

k=1

µlk
∂hk
∂wj

∂

∂zl

)
, 1 ≤ j ≤ n− d,



89

onde µlk é o (l, k)-ésimo elemento da matriz d× d
(
I − i∂h

∂x

)−1

.

Uma base para H0,1(M) próximo à origem é dada por L1, . . . , Ln−d. Como

Dh(0) = 0, note que Lj|0 = ∂/∂wj e Lj|0 = ∂/∂wj , para 1 ≤ j ≤ n− d.

Demonstração. Seja

Lj =
∂

∂wj
+

d∑
k=1

Akj
∂

∂zk
∈ T 1,0(Cn), 1 ≤ j ≤ n− d,

onde Akj são funções suaves escolhidas de forma que Lj|M pertença a H1,0(M).
Seja ρj(z, w) = Im zj−hj(x,w), 1 ≤ j ≤ d. A variedade M normalmente é

o conjunto zero de ρ1, . . . , ρd. Pelo Lema 4.8, se um campo vetorial L em T 1,0(Cn)|M pertence
a H1,0(M), então

〈∂ρl, L〉 = 0 em M com 1 ≤ l ≤ d.

Inserindo L = Lj nessa equação, obtemos

1

2i
Alj −

1

2

d∑
k=1

∂hl
∂xk

Akj −
∂hl
∂wj

= 0,

com 1 ≤ l ≤ d e 1 ≤ j ≤ n− d. Esta equação pode ser reescrita na forma de matriz como

1

2i

[
I − i∂h

∂x

]
.(A) =

∂h

∂w
.

A fórmula para Lj dada prova o teorema.

4.3 SUBVARIEDADE QUADRÁTICA

Temos do Teorema 4.16, que uma subvariedade CR de Cn, genérica e suave,
possui uma função gráfico h definida localmente sem termos puros na expansão de Taylor até
determinada ordem. Em particular, os termos quadráticos na expansão de Taylor de h não
contém termos envolvendo a coordenada x. Portanto, todas as informações de segunda ordem
estão contidas no termo

q(w,w) =
n−d∑
j,k=1

∂h2(0)

∂wj∂wk
wjwk.

Substituindow por uma variável independente η ∈ Cn−d, obtemos uma forma
quadrática.

Definição 4.18. Uma função q : Cm × Cm → Cd é uma forma quadrática se

i) q é bilinear sobre C;
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ii) q é simétrica, isto é, q(w, η) = q(η, w) para w, η ∈ Cm.

iii) q(w, η) = q(w, η) para w, η ∈ Cm.

Definição 4.19. Uma subvariedade M ⊂ Cn definida por

M = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = q(w,w)},

onde q : Cn−d × Cn−d → Cd é uma forma quadrática, é chamada subvariedade quadrática de

Cn.

Os requerimentos (ii) e (iii) da Definição 4.18 implica que q(w,w) é um
vetor em Rd. Logo, a subvariedade quadrática da Definição 4.19 é uma subvariedade bem
definida de dimensão real 2n− d.

Subvariedades quadráticas são rígidas pois as funções gráficas são indepen-
dentes de x. Como iremos ver, a classe das subvariedades quadráticas fornece uma classe com
exemplos fáceis de se estudar. Como discutimos no início da seção, qualquer subvariedade
CR genérica pode ser aproximada a terceira ordem na origem por uma subvariedade quadrá-
tica. Portanto, uma subvariedade quadrática muitas vezes providencia um modelo para uma
subvariedade genérica geral.

Outra razão do porque as subvariedades quadráticas são interessantes é que
cada subvariedade quadrática possui uma estrutura de grupo, como iremos descrever agora.

Definição 4.20. Seja q : Cn−d×Cn−d → Cd uma forma quadrática. Para (z1, w1) ∈ Cd×Cn−d

e (z2, w2) ∈ Cd × Cn−d, defina

(z1, w1) ◦ (z2, w2) = (z1 + z2 + 2iq(w1, w2), w1 + w2).

Lema 4.21. A operação ◦ define uma estrutura de grupo em Cn × Cn que se restringe a uma

estrutura de grupo em M ×M , onde M = {y = q(w,w)}.

Demonstração. A operação ◦ é claramente associativa. O elemento neutro é a origem. O
inverso do ponto (z, w) é o ponto

(z, w)−1 = (−z + 2iq(w,w),−w).

Falta mostrar que ◦ se restringe a uma estrutura de grupo em M × M . Se
(z1, w1) e (z2, w2) pertencem a M , então Im z1 = q(w1, w1) e Im z2 = q(w2, w2). Portanto

Im{z1 + z2 + 2iq(w1, w2)} = q(w1, w1) + q(w2, w2) + 2Re q(w1, w2).

Usando as propriedades de q, podemos reescrever na forma

Im{z1 + z2 + 2iq(w1, w2)} = q(w1 + w2, w1 + w2).
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Isso mostra que ◦ é fechado em M ×M . A prova de que o elemento inverso
pertence a M também é facilmente mostrada. Isto completa a demonstração do lema.

O Lema 4.3 implica que uma subvariedade quadrática é um grupo de Lie,
o que significa que a operação de grupo (◦) : M × M → M é uma função suave. Para
p0 = (z0, w0) ∈M , define-se a função Gp0 : M →M por

Gp0(z, w) = (z, w) ◦ (z0, w0) = (z + z0 + 2iq(w,w0), w + w0).

A função Gp0(z, w) é suave em ambos (z, w) e p0. Para p0 fixado, Gp0 é a
restrição de uma função holomórfica pois q é uma função linear complexa.

Segue do Teorema 4.17 que os geradores de H1,0(M) são

Lj =
∂

∂wj
+ 2i

d∑
l=1

∂ql
∂wj

∂

∂zl
1 ≤ j ≤ n− d,

onde q = (q1, . . . , qd). Do mesmo modo, os geradores de H0,1(M) são L1, . . . , Ln−d. Esses
campos vetoriais são definidos globalmente em M e exibidos globalmente no gráfico de q.
Note também que ∂/∂x1, . . . , ∂/∂xd são geradores globais do espaço tangente totalmente real
X(M).

Os campos vetoriais L1, . . . , Ln−d, L1, . . . , Ln−d e ∂/∂x1, . . . , ∂/∂xd pos-
suem outra importante propriedade. Eles são invariantes perante a operação de grupo (◦) em
M . Isto significa que, a função (z, w) 7→ Gp0(z, w) leva a origem no ponto p0 = (z0, w0) ∈M .
Portanto, (Gp0)∗(0) é uma função linear complexa de T0(M)⊗ C para Tp0(M)⊗ C.

Definição 4.22. Um campo vetorial L ∈ TC(M) é dito ser invariante (à esquerda) para a

aplicação de grupo (◦) em M se

(Gp0)∗(0){L0} = Lp para cada p ∈M,

onde Gp(z, w) = (z, w) ◦ p.

Como Gp1 ◦ Gp2 = Gp1◦p2 e (Gp1 ◦ Gp2)∗ = (Gp1)∗ ◦ (Gp2)∗, um campo
vetorial invariante L satisfaz

(Gp1)∗(p2){Lp2} = Lp2◦p1 para p1, p2 ∈M.
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Teorema 4.23. Os campos vetoriais

Lj =
∂

∂wj
+ 2i

d∑
l=1

∂ql
∂wj

∂

∂zl
1 ≤ j ≤ n− d,

Lj 1 ≤ j ≤ n− d,
∂

∂xj
1 ≤ j ≤ d,

são invariantes para a aplicação de grupo (◦) definida em M = {y = q(w,w)}.

Demonstração. Seja G : Cn → Cn uma função suave, então

G∗(0)

{
∂

∂ζj

}
=

n∑
k=1

∂Gk

∂ζj
(0)

∂

∂ζk
+
∂Gk

∂ζj
(0)

∂

∂ζk
,

G∗(0)

{
∂

∂ζj

}
=

n∑
k=1

∂Gk

∂ζj
(0)

∂

∂ζk
+

(
∂Gk

∂ζj
(0)

)
∂

∂ζk
,

onde escrevemos ζ = (ζ1, . . . , ζn) nas coordenadas de Cn e também G = (G1, . . . , Gn).
A função Gp(ζ) = Gp(z, w) é holomórfica em ζ = (z, w) ∈ Cn, e então

∂Gp/∂ζj = 0 = ∂(Gp)/∂ζj . Usando a fórmula de Lj e escrevendo ∂/∂xj = ∂/∂zj + ∂/∂zj , a
prova do teorema se reduz a um simples cálculo.

Teorema 4.24. Seja M uma subvariedade quadrática com codimensão dois de C4 definida por

M =

{
y1 = q1(w,w)

y2 = q2(w,w)

}
.

(a) Se q1 e q2 são linearmente dependentes sobre R, então existe uma mudança linear com-

plexa não-singular de coordenadas em C4 de modo que nas novas coordenadas

M =

{
y1 = q1(w,w)

y2 = 0

}
,

onde q1 é uma forma quadrática de valor escalar.

(b) Se q1 e q2 são linearmente independentes sobre R, então existe uma mudança linear

complexa não-singular de coordenadas em C4 de modo que nas novas coordenadas, M

tem uma das seguintes formas

(i) M =

{
y1 = |w1|2

y2 = |w2|2

}
.

(ii) M =

{
y1 = |w1|2

y2 = Re(w1w2)

}
.
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(iii) M =

{
y1 = Re(w1w2)

y2 = Im(w1w2)

}
.

Demonstração. Para a parte (a), se q2 = λq1 para algum λ ∈ R, então faremos a seguinte
mudança linear complexa e não-singular de variáveis

ẑ1 = z1

ẑ2 = z2 − λz1

ŵ1 = w1

ŵ2 = w2.

Nas novas coordenadas

ŷ1 = Im ẑ1 = Im z1

= q1(w,w) ( com (z, w) ∈M)

= q1(ŵ, ŵ),

e

ŷ2 = Im ẑ2 = Im z2 − λIm z1

= q2(w,w)− λq1(w,w) ( com (z, w) ∈M)

= 0.

Portanto, se M̂ é a imagem de M pela função (z, w) 7→ (ẑ, ŵ), então M̂ é
definido por

ŷ1 = q1(ŵ, ŵ)

ŷ2 = 0.

Assim, está provada a parte (a). Para provar (b), começaremos diagonali-
zando a matriz de q1. Isto pode ser feito por uma mudança unitária de coordenadas a qual tem
efeito somente em w1 e w2. Depois de reescalonar, existem três casos a se considerar:

1. q1(w,w) = |w1|2 + |w2|2 (q1 é positivo definido)

2. q1(w,w) = |w1|2 − |w2|2 (q1 tem autovalores de sinais opostos)

3. q1(w,w) = |w1|2 (q1 tem um autovalor).

Note que, no caso 1 está incluso o caso onde q1 é negativo definido, pois a
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troca de variáveis ẑ = −z e ŵ = w torna q1 positivo definido. Dessa forma,

q2(w,w) = A|w1|2 + 2 Re(λw1w2) + C|w2|2,

onde A e C são reais e λ é complexo.
Caso 1. (q1 é positivo definido). Primeiramente, existem números complexos

a e b (com b 6= 0) e um número real t de modo que

q2(w,w) + tq1(w,w) = |aw1 + bw2|2.

Expandindo esta equação, vemos que a, b e t satisfazem

ab = λ

|a|2 = A+ t

|b|2 = C + t.

(4.6)

Se λ = 0, então procedemos da seguinte forma. Temos A > C ou C > A;
se A = C e λ = 0, então q1 e q2 são linearmente independente. Trocando os papéis de w1

e w2 se necessário, considere C > A. Defina a = 0. Isto força t = −A. Por outro lado,
|b|2 = C − A > 0. Então, podemos considerar b =

√
C − A. Com estas escolhas, as equações

em 4.6 são satisfeitas com um b diferente de zero.
Se λ 6= 0, devemos escolher valores a e b diferentes de zero. Temos

A+ t = |a|2 =
|λ|2

|b|2
=
|λ|2

C + t
.

Esta equação pode ser rearranjada na seguinte equação quadrática em t

t2 + (A+ C)t+ (AC − |λ|2) = 0. (4.7)

O discriminante, (A + C)2 − 4(AC − |λ|2) = (A − C)2 + 4|λ|2, é positivo
porque λ 6= 0. Portanto, a equação quadrática 4.7 tem duas raízes reais. Seja t a maior raiz.
Claramente t+A > 0 e t+C > 0 pois (t+A)(t+C) = |λ|2 > 0. Seja θ um argumento de λ.
As três equações em 4.6 são satisfeitas pela escolha de t e

a = (t+ A)1/2eiθ

b = (t+ C)1/2 > 0.
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Com estas escolhas para a, b e t, temos

q1(w,w) = |w1|2 + |w2|2

q2(w,w) + tq1(w,w) = |aw1 + bw2|2.

Defina a seguinte mudança linear de variáveis:

ẑ1 = z1

ẑ2 = z2 + tz1

ŵ1 = w1

ŵ2 = aw1 + bw2.

Está é uma função linear não-singular quando b 6= 0. Assim

Im ẑ1 = Im z1

= q1(w,w) (se (z, w) ∈M)

= |w1|2 + |w2|2

= |ŵ1|2 +

∣∣∣∣1b (ŵ2 − aŵ1)

∣∣∣∣2
= α|ŵ1|2 + 2 Re(γŵ1ŵ2) + β|ŵ2|2,

onde α e β são números reais positivos e γ é um número complexo. Análogamente

Im ẑ2 = Im z2 + t Im z1

= q2(w,w) + tq1(w,w) (se (z, w) ∈M)

= |aw1 + bw2|2

= |ŵ2|2.

Portanto, se M̂ é a imagem de M pela função linear (z, w) 7→ (ẑ, ŵ), então,
nas novas coordenadas, M̂ = {Im ẑ = q̂(ŵ, ŵ)} com q̂ = (q̂1, q̂2) onde

q̂1(ŵ, ŵ) = α|ŵ1|2 + 2 Re(γŵ1ŵ2) + β|ŵ2|2

q̂2(ŵ, ŵ) = |ŵ2|2.

Agora iremos completar quadrado em q̂1. Depois de remover o ∧, obtemos

q1(w,w) = |α1/2w1 + γα−1/2w2|2 + (β − |γ|2α−1)|w2|2, α > 0.



96

Fazendo mais uma mudança de coordenadas

ẑ1 = z1 − (β − |γ|2α−1)z2, ẑ2 = z2

ŵ1 = α1/2w1 + γα−1/2w2, ŵ2 = w2

Esta mudança de coordenadas é não singular pois α > 0. Novamente, seja M̂
a imagem de M pela função (z, w) 7→ (ẑ, ŵ). A equação que define M̂ nas novas coordenadas
é dada por

M̂ =

{
Im ẑ1 = |ŵ1|2

Im ẑ2 = |ŵ2|2

}
.

o qual é a forma normal dada em (i) da parte (b) do teorema.
Caso 2. q1(w,w) = |w1|2 − |w2|2 (q1 tem autovalores de sinais opostos).

Nesse caso, será feita a mudança linear não-singular de coordenadas seguinte:

z1 = ẑ1 z2 = ẑ2

w1 =
ŵ1 + ŵ2

2
w2 =

ŵ1 − ŵ2

2
.

Nas novas coordenadas, (a imagem de) M é dada por (após retirar o ∧)

M =

{
Im z1 = Re(w1w2)

Im z2 = A|w1|2 + 2 Re(λw1w2) +B|w2|2

}
,

para algum A,B ∈ R e λ ∈ C. Suponha λ = r + is, r, s ∈ R. Após as mudanças de variáveis
ẑ1 = z1, ẑ2 = z2 − 2rz1, ŵ1 = w1, ŵ2 = w2, M é dado por (retirando ∧)

M =

{
Im z1 = q1(w,w)

Im z2 = q2(w,w)

}
,

onde

q1(w,w) = Re(w1w2),

q2(w,w) = A|w1|2 − 2s Im(w1w2) +B|w2|2.

Na forma de matriz temos

q2(w,w) = (w1, w2)

(
A −is
is B

)(
w1

w2

)
.

Se o determinante AB − s2 é positivo, então a matriz de q2 é positiva ou
negativa definida e assim caímos no Caso 1, com os papéis de q1 e q2 trocados. Isso nos leva a
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forma normal dada em (i) da parte (b). Então, assumiremos

AB − s2 ≤ 0.

Primeiramente, será mostrado que o coeficiente |w1|2 em q2 pode desaparecer
ao fazer a troca de variáveis

z1 = ẑ1 z2 = ẑ2

w1 = ŵ1 w2 = ŵ2 + itŵ1,

para um t apropriado que será escolhido mais tarde. Esta mudança de variáveis preserva q1.
Além disso

q2(w,w) = (A+ 2st+Bt2)|ŵ1|2 − 2(s+Bt) Im(ŵ1ŵ2) +B|ŵ2|2.

A equação quadrática A + 2st + Bt2 = 0 possui uma raiz real pois seu
discriminante 4(s2 − AB) é não-negativo. Com essa escolha para t, o coeficiente de |ŵ1|2

desaparece e assim temos (após retirar ∧)

q1(w,w) = Re(w1w2)

q2(w,w) = α Im(w1w2) + β|w2|2,

onde α e β são números reais.
Se α = 0 então β é diferente de zero, caso contrário q2 ≡ 0. Após re-escalar

na variável z2, M tem a forma normal dada em (ii) da parte (b) com os papéis de w1 e w2 e de
z1 e z2, trocados.

Se α 6= 0, podemos forçar com que o coeficiente |w2|2 desapareça pela mu-
dança de variáveis

z1 = ẑ2 z2 = ẑ2

w1 = ŵ1 + itŵ2 w2 = ŵ2,

onde t é um número real. Novamente, esta mudança de variáveis preserva q1. Temos

q2(w,w) = α Im(ŵ1ŵ2) + (β + αt)|ŵ2|2.

Como α 6= 0, podemos pôr t = −βα−1, isto força o coeficiente |w2|2 a
desaparecer. Após re-escalar na variável z2, M tem a forma normal dada em (iii) da parte (b).

Caso 3. q1(w,w) = |w1|2 (q1 tem um autovalor). Temos

q2(w,w) = A|w1|2 + 2 Re(λw1w2) +B|w2|2,
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onde A e B são reais e λ complexo. Façamos a troca de variáveis

ẑ1 = z1 ẑ2 = z2 − Az1

ŵ1 = w1 ŵ2 = w2,

Nas novas variáveis, M é definido por

M =

{
Im ẑ1 = |ŵ1|2

Im ẑ2 = 2 Re(λŵ1ŵ2) +B|ŵ2|2

}
.

Seja q2(w,w) = 2 Re(w1w2) +B|w2|2. A matriz que representa q2 é(
0 λ

λ B

)
.

Se λ 6= 0, então o determinante da matriz é −|λ|2, o qual é negativo. Logo,
os autovalores da matriz de q2 têm sinais opostos e obtemos o Caso 2 com os papéis de q1 e q2

trocados. Se λ = 0, após re-escalar, M tem a forma normal dada em (i) da parte (b). A Prova
do teorema está completa.

4.4 VARIEDADE CR ABSTRATA

Até este momento, estivemos lidando com subvariedades CR de Cn. Nesta se-
ção, iremos definir um conceito abstrato de variedades CR que não requer menção do ambiente
Cn ou variedades complexas.

Seja M uma variedade abstrata infinitamente diferenciável. Como foi visto,
TC(M) denota o complexificado tangente cujas fibras em cada ponto p ∈ M são dadas por
Tp(M)⊗ C. Se M é uma subvariedade CR de Cn, pelo Lema 4.9

(i) H1,0(M) ∩H1,0(M) = {0},

(ii) H1,0(M) e H0,1(M) são involutivos.

Essas duas propriedades fazem uma menção a uma estrutura complexa de Cn

além de definir o espaço H1,0(M). Portanto, definimos uma variedade CR abstrata sendo uma
variedade juntamente com um subconjunto de TC(M) a qual satisfaz as duas propriedades.

Definição 4.25. Seja M uma variedade suave e suponha V um subfibrado de TC(M). O par

(M,V) é chamada variedade CR abstrata ou estrutura CR se

(a) Vp ∩ Vp = {0} para cada p ∈M .

(b) V é involutiva, isto é, [L1, L2] pertence a V sempre que L1, L2 ∈ V .
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5 COMPLEXO TANGENCIAL DE CAUCHY-RIEMANN

Para uma subvariedade CR de Cn, existem duas formas de definir o Complexo
Tangencial de Cauchy-Riemann. A primeira é uma aproximação extrínseca, que é calculada fa-
zendo extensões da subvariedade CR para um aberto de Cn, em seguida aplicando o operador
de Cauchy-Riemann ∂. A segunda é uma aproximação intrínseca, que não faz uso do ambiente
Cn e portanto generaliza as variedades CR abstratas. Neste capítulo, serão apresentadas ambas
as aproximações e provada a equivalência entre elas. Ademais, partindo do Complexo Tangen-
cial de Cauchy-Riemann podem ser definidas as Funções CR e as Aplicações CR, estudadas na
segunda parte deste capítulo.

5.1 APROXIMAÇÃO INTRÍNSECA PARA ∂M

Nesta seção, iremos trabalhar uma aproximação para ∂M repetindo os passos
da definição do operador de Cauchy-Riemann ∂ em Cn (ou outra variedade complexa), visto
na Seção 1.8. Será importante conhecer o conjunto das (p, q)-formas de Cn, denotado por
Λp,qT ∗(Cn). O espaço da (p, q)-formas suaves de Λp,qT ∗(Cn) sobre um aberto U de Cn é
denotado por Ep,q(U). Para cada ponto p0 ∈ Cn, o conjunto {dzI ∧ dzJ ; |I| = p, |J | = q} é
uma base ortonormal para Λp,q

p0
T ∗(Cn).

Assuma (M,V) uma estrutura CR abstrata, como na Definição 4.25. Então,
V é um subconjunto involutivo de TC(M) e V ∩ V = {0}. Será necessário encontrar um
subconjunto complementar a V ⊕ V . Para isso, iremos assumir M equipado com a métrica
Hermitiana para TC(M) de modo que V seja ortogonal a V . Se M é uma subvariedade de
Cn, então a métrica natural a se usar é a restrição para TC(M) da métrica Hermitiana usual
em TC(Cn). Se M é uma variedade abstrata, então a métrica pode ser construída localmente
exibindo uma base local de campos vetoriais ortonormais. Essa métrica pode ser estendida
globalmente por uma partição da unidade.

Para cada ponto p0 ∈M , fazemos Xp0 ser o complemento ortogonal de Vp0⊕
Vp0 em Tp0(M) ⊗ C. Claramente, o espaço {Xp0 ; p0 ∈ M} adequa-se suavemente e assim, o
espaço

X(M) =
⋃
p0∈M

Xp0

forma um subconjunto de TC(M).
Se M é uma subvariedade CR de Cn, então V = H1,0(M) e V = H0,1(M).

Nesse caso, X(M) é a parte totalmente real do conjunto tangente. Defina os subconjuntos

T 1,0(M) = V ⊕X(M)

T 0,1(M) = V .
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Os duais desses espaços são denotado por T ∗0,1(M) e T ∗1,0(M), respectiva-
mente. Defina o conjunto

Λp,qT ∗(M) = Λp(T ∗1,0(M))⊗̂Λq(T ∗0,1(M)),

chamado de espaço das (p, q)-formas em M .

Exemplo 5.1. Seja (z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, w1 = x3 + iy3, w2 = x4 + iy4) as coordenadas
de C4. Suponha M uma subvariedade CR em C4 de dimensão real igual a 6, tal que, para todo
p ∈M ,

Tp(M) = span

{
∂

∂x1

,
∂

∂y2

,
∂

∂x3

,
∂

∂y3

,
∂

∂x4

,
∂

∂y4

}
.

Note que dimRHp(M) = 4 e dimRXp(M) = 2. Além disso,

H∗
1,0

= span{dw1, dw2},

H∗
0,1

= span{dw1, dw2}.

Então, uma base para o espaço das (p, q)-formas Λp,qT ∗(M), definida intrin-
secamente, é dada por

{dxI ∧ dwJ ∧ dwK ; |I|+ |J | = p, |K| = q},

onde dx representa os elementos dx1 e dy2.

A métrica pontual em TC(M) induz uma métrica dual pontual em T ∗C(M).
Seja φ1, . . . , φm+d uma base ortonormal para T ∗1,0(M) e seja ψ1, . . . , ψm uma base ortonor-
mal para T ∗0,1(M). A métrica para T ∗C(M) se estende para uma métrica em Λp,qT ∗(M) ao
declararmos que o conjunto

{φI ∧ ψJ ; |I| = p, |J | = q, I, J conjuntos multi-índices},

é uma base ortonormal. Nós também apontamos que Λp,qT ∗(M) é ortogonal a Λr,sT ∗(M) se
p 6= r ou q 6= s. Podemos fazer uma decomposição ortogonal como segue

ΛrT ∗C(M) = Λr,0T ∗(M)⊕ . . .⊕ Λ0,rT ∗(M),

onde alguns dos somatórios pode ser igualar a zero se r > m. Seja

πp,qM : ΛrT ∗C(M) −→ Λp,qT ∗(M), com p+ q = r,

a aplicação projeção natural.
O espaço das r-formas suaves em um aberto U ⊂ M é denotado por ErM(U).

O espaço das seções suaves de Λp,qT ∗(M) sobre U é denotado por Ep,qM (U) enquanto Dp,qM (U) é
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o espaço dos elementos compactos de Ep,qM (U). O conjunto U pode ser omitido das notações se
não for importante na discussão.

A definição intrínseca para o operador tangencial de Cauchy-Riemann pode
agora ser dada em termos da derivada exterior dM : ErM → Er+1

M .

Definição 5.2. O operador tangencial de Cauchy-Riemann ∂M : Ep,qM → E
p,q+1
M é definido por

∂M = πp,q+1
M ◦ dM .

Desejamos mostrar que ∂M : Ep,qM → Ep,q+1
M é um complexo, isto é, que

∂M ◦ ∂M = 0. Isto segue do fato que dM ◦ dM = 0 e mais alguns resultados que veremos a
seguir.

Lema 5.3. Se M é uma variedade CR, então

dM{Ep,qM } ⊂ E
p+2,q−1
M ⊕ Ep+1,q

M ⊕ Ep,q+1
M .

Isso implica que, a derivada exterior de uma (p, q)-forma φ, pode ser um
somatório de formas de bigraus diferentes. Porém os únicos componentes de dMφ que podem
ser não-nulos têm bigraus iguais a (p+ 2, q − 1), (p+ 1, q) e (p, q + 1).

Demonstração. Primeiramente, trataremos o caso p = 1 e q = 0. Devemos mostrar que
π0,2(dMφ) = 0 se φ ∈ E1,0

M . Isto é equivalente a provar

〈
dMφ, L1 ∧ L2

〉
= 0 para todo L1, L2 ∈ V = T 0,1(M).

Segue do Lema 1.60 que

〈
dMφ, L1 ∧ L2

〉
= L1{

〈
φ, L2

〉
} − L2{

〈
φ, L1

〉
} −

〈
φ, [L1, L2]

〉
.

Como φ ∈ E1,0
M e L1, L2 ∈ T 0,1(M), temos

〈
φ, L1

〉
=
〈
φ, L2

〉
= 0. Pela

definição de estrutura CR, V é involutivo, e assim [L1, L2] ∈ V . Portanto,
〈
φ, [L1, L2]

〉
= 0.

Dessa forma
〈
dMφ, L1 ∧ L2

〉
= 0 como queríamos.

Por outro lado, o lema segue automaticamente para p = 0 e q = 1. Para
p, q ≥ 1, Ep,qM é gerado pelos seguintes termos

φ1 ∧ . . . ∧ φp ∧ ψ1 ∧ . . . ∧ ψq,

onde cada φj é uma (1, 0)-forma suave e cada ψj é uma (0, 1)-forma suave. O caso geral segue
usando a Regra do Produto para dM .

Lema 5.4. Se M é uma variedade CR, então ∂M ◦ ∂M = 0.
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Demonstração. Suponha φ uma (p, q)-forma, então ∂Mφ = πp,q+1(dMφ). O Lema 5.3 fornece

∂Mφ = dMφ− [πp+2,q−1(dMφ) + πp+1,q(dMφ)].

Portanto

∂M∂Mφ = πp,q+2[dM(∂Mφ)]

= −πp,q+2[dMπ
p+2,q−1(dMφ) + dMπ

p+1,q(dMφ)].

Na última passagem, foi usado que dM ◦ dM = 0. Do Lema 5.3 segue que o lado direito é nulo.
Portanto ∂M∂Mφ = 0.

Lema 5.5. Se f ∈ Ep,qM e g ∈ Er,sM , então

∂M(f ∧ g) = (∂Mf) ∧ g + (−1)p+qf ∧ ∂Mg.

Demonstração. A prova da Regra do Produto para ∂M segue diretamente da Regra do Produto
para derivada exterior.

Lema 5.6. Se f ∈ Ep,qM e g é alguma forma suave de M com suporte compacto, então∫
M

(∂Mf) ∧ g = (−1)p+q+1

∫
M

f ∧ ∂Mg.

Demonstração. Seja m a dimensão de V (e V) e seja d a dimensão de X(M). Logo, dimC(V ⊕
X) = dimC T

1,0(M) = m+d e dimC T
0,1(M) = m. O espaço TC(M) tem dimensão complexa

2m+d que é igual a dimensão real de M . Então uma forma de grau mais alto em M tem bigrau
(m + d,m). Se f ∈ Ep,qM , então ∂Mf ∈ Ep,q+1

M e assim ∂Mf emparelha com formas de bigrau
(m+ d− p,m− q − 1). Seja g ∈ Dm+d−p,m−q−1

M . Pela Regra do Produto, obtemos∫
M

(∂Mf) ∧ g =

∫
M

∂M(f ∧ g) + (−1)p+q+1

∫
M

f ∧ ∂Mg. (5.1)

O bigrau de f ∧ g é (m+ d,m− 1). Como o bigrau mais alto em M é (m+ d,m), temos

∂M(f ∧ g) = dM(f ∧ g).

Como g tem suporte compacto em M , segue do Teorema de Stokes que∫
M

dM(f ∧ g) = 0. (5.2)

Substituindo 5.2 em 5.1, obtemos a prova do lema.
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5.2 APROXIMAÇÃO EXTRÍNSECA PARA ∂M

Nesta seção, iremos aproximar o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann
a partir de restrições e extensões, utilizando das (p, q)-formas de Cn e do operador ∂. Primeira-
mente será definido as (p, q)-formas em M , em seguida ∂M .

Definição 5.7. Seja M uma subvariedade CR genérica e suave em Cn com dimensão real

igual a 2n− d. Define-se Λp,qT ∗(Cn)|M como a restrição do conjunto Λp,qT ∗(Cn) em M , isto

é, Λp,qT ∗(Cn)|M é a união dos conjuntos Λp,q
p0
T ∗(Cn) com p0 variando em M .

O espaço Λp,qT ∗(Cn)|M é diferente do espaço {j∗w; w ∈ Λp,qT ∗(Cn)}, onde
j : M → Cn é a função inclusão. Uma (p, q)-forma suave de Λp,qT ∗(Cn)|M é um elemento do
tipo

f =
∑
|I|=p
|J |=q

fIJdz
I ∧ dzJ ∈ Ep,q(Cn),

com funções coeficientes, fIJ , restritas em M .

Definição 5.8. Para 0 ≤ p, q ≤ n, define-se Ip,q sendo o ideal em Λp,qT ∗(Cn) gerado por ρ e

∂ρ onde ρ : Cn → R é uma função qualquer suave e nula em M .

Elementos de Ip,q são somatórios de (p, q)-formas do tipo

Φ1ρ+ Φ2 ∧ ∂ρ, Φ1 ∈ Λp,qT ∗(Cn), Φ2 ∈ Λp,q−1T ∗(Cn).

Se {ρ1, . . . , ρd} é um sistema local definido em M , então {ρ1, . . . , ρd} gera localmente o ideal
de todas as funções de valores reais que são nulas emM . Portanto, Ip,q é o ideal em Λp,qT ∗(Cn)

gerado localmente por
ρ1, . . . , ρd, ∂ρ1, . . . , ∂ρd.

Definição 5.9. Define-se Ip,q|M como a restrição de Ip,q em M , isto é, Ip,q|M é o ideal em

Λp,qT ∗(Cn)|M gerado localmente por ∂ρ1, . . . , ∂ρd.

Como M é CR, a dimensão da fibra Ip,qp0
|M é independente do ponto p0 ∈M .

Logo, Ip,q|M é um subconjunto de Λp,qT ∗(Cn)|M . A seguir veremos a definição extrínseca do
conjunto das (p, q)-formas de M .

Definição 5.10. Seja M uma subvariedade CR genérica e suave de Cn com dimensão real

igual a 2n − d. Para 0 ≤ p, q ≤ n, define-se Λp,qT ∗(M) sendo o complemento ortogonal de

Ip,q|M em Λp,qT ∗(Cn)|M .

Exemplo 5.11. Seja M uma subariedade CR conforme o Exemplo 5.1. Então, uma base para o
conjunto das (p, q)-formas Λp,qT ∗(M), definida extrinsecamente, é dada por

{dzI ∧ dwJ ∧ dwK ; |I|+ |J | = p, |K| = q}.
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Elementos em Λp,q
p0
T ∗(M), p0 ∈ M , são ortogonais ao ideal em Λp,q

p0
T ∗(Cn)

gerado por ∂ρ1(p0), . . . , ∂ρd(p0). Seja k o número de elementos linearmente independentes de
{∂ρ1(p0), . . . , ∂ρd(p0)} (isto é, k é a codimensão CR de M ). Como M é CR, k é independente
de p0 ∈ M . Portanto, a dimensão de Λp,q

p0
T ∗(M) é independente de p0. Dessa forma, o espaço

Λp,qT ∗(M) é um subconjunto de Λp,qT ∗(Cn)|M . Note que Λp,qT ∗(M) = 0 se p > n ou q >
n− k. Se M é genérico, então k = d (codimensão real de M ) pelo lema 4.11.

O espaço Λp,qT ∗(M) é não intrínseco para M , isto é, não é um subespaço
de uma álgebra exterior gerada pelo complexificado cotangente de M . Isto se deve ao fato de
ρ : Cn → R ser nulo em M . Assim, ∂ρ = (1/2)(dρ + iJ∗dρ) não é ortogonal ao espaço
cotangente de M devido a presença de J∗dρ.

Para s ≥ 0, seja

Λs
M = Λs,0T ∗(M)⊕ . . .⊕ Λ0,sT ∗(M),

onde alguns dos somatórios do lado direito pode ser igual a 0. O espaço Λs
M não é o igual ao

espaço ΛsT ∗(M). O espaço ΛsT ∗(M) é intrínseco em M enquanto que Λs
M não.

Exemplo 5.12. Seja M = {(z, w) ∈ C2; Im z = 0}. Então ρ(z, w) = (2i)−1(z − z). Logo
∂ρ = −(i/2)dz e Λp,qT ∗(M) é o espaço das (p, q)-formas deM que são ortogonais para o ideal
gerado por dz. Em particular, Λ2,1T ∗(M) é gerado pela forma dz ∧ dw∧ dw e Λ1,2T ∗(M) = 0.
Portanto, Λ3

M = Λ2,1T ∗(M), enquanto Λ3T ∗(M) é gerado por dx ∧ dw ∧ dw com x = Re z.
Note também que {j∗w; w ∈ Λ3

M} = Λ3T ∗(M).

Para um conjunto aberto U ⊂ M , denota-se por Ep,qM (U) o espaço das seções
suaves em Λp,qT ∗(M) sobre U , e por Dp,qM (U) o espaço dos elementos de Ep,qM (U) com suporte
compacto. O conjunto aberto U será omitido da notação caso não seja essencial na discussão.

Para s ≥ 0, tem-se

EsM(U) = Es,0M (U)⊕ . . .⊕ E0,s
M (U),

onde alguns dos somatórios do lado direito podem ser nulos. Novamente, note que EsM(U) 6=
Es(U).

Seja tM : Λp,qT ∗(Cn)|M → Λp,qT ∗(M) a aplicação projeção ortogonal. Dada
uma forma f ∈ Λp,qT ∗(Cn)|M , tm(f) é frequentemente denotada por ftM e chamada parte
tangencial de f . Se f é uma (p, q)-forma suave em Cn, então ftM é um elemento em Ep,qM . Por
outro lado, qualquer forma f ∈ Ep,qM (U) pode ser estendida a um elemento f̃ ∈ Ep,q(Ũ), onde
Ũ é um conjunto aberto de Cn e Ũ ∩M = U . Isto é feito escrevendo

f =
∑
|I|=p
|J |=q

fIJdz
I ∧ dzJ , fIJ ∈ E(U),
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e estendendo cada função coeficiente fIJ a um subconjunto aberto Ũ de Cn.
Agora será definido o complexo tangencial de Cauchy-Riemann (extrínseco).

Definição 5.13. Seja U ⊂M um conjunto aberto. O complexo tangencial de Cauchy-Riemann

∂M : Ep,qM (U) → Ep,q+1
M (U) é definido da seguinte forma: dada f ∈ Ep,qM (U), seja Ũ um

conjunto aberto em Cn de modo que Ũ ∩ M = U e seja f̃ ∈ Ep,q(Ũ) com f̃tM = f em

Ũ ∩M = U . Então

∂Mf = (∂f̃)tM .

A forma ∂Mf é calculada estendendo f a um conjunto aberto em Cn, apli-
cando ∂ e tomando a parte tangencial do resultado. Como existem muitas possibilidades para
a extensão de um elemento de Ep,qM , será mostrado que a definição de ∂Mf é independente da
extensão.

Lema 5.14. O operador ∂M está bem definido, isto é, se f̃1 e f̃2 são elementos de Ep,q(Ũ) com

(f̃1)tM = (f̃2)tM em M ∩ Ũ , então (∂f̃1)tM = (∂f̃2)tM em M ∩ Ũ .

Demonstração. Note que (f̃1− f̃2) é um elemento de Ip,q. Portanto, é suficiente provar que ∂ é
uma aplicação suave de Ip,q para Ip,q+1. Sejam α ∈ Ep,q(Ũ), β ∈ Ep,q−1(Ũ) e ρ : Ũ → R nula
em M ∩ Ũ , então

∂(αρ+ β ∧ ∂ρ) = (∂α)ρ+ (α + ∂β) ∧ ∂ρ.

O lado direito é claramente um elemento de Ip,q+1.

Como foi mencionado, o espaço Λp,q(M) não é intrínseco para M . Portanto,
o espaço Ep,qM e o operador tangencial de Cauchy-Riemann também não são intrínsecos para
M . Por esse motivo que nos referimos a Definição 5.13 como sendo extrínseca para o operador
tangencial de Cauchy-Riemann.

Lema 5.15. Suponha M = {z ∈ Cn; ρ(z) = 0} uma hipersuperfície real em Cn onde ρ :

Cn → R é suave com |dρ| = 1 em M . Seja

N = 4

(
∂ρ

∂z

)
· ∂
∂z

= 4
n∑
j=1

(
∂ρ

∂zj

)(
∂

∂zj

)
.

Então

φtM = Ny(∂ρ ∧ φ), com φ ∈ Λp,qT ∗(Cn)|M

e

∂Mf = Ny(∂ρ ∧ ∂f̃), com f ∈ Ep,qM ,

onde f̃ é uma (p, q)-forma suave com f̃tM = f em M .

Demonstração. Como |dρ| = 1, o campo vetorial N é o dual da forma ∂ρ. Se φ ∈ Λp,qT ∗(Cn)

e ψ ∈ Λp,q−1T ∗(Cn), temos
(Nyφ) · ψ = φ · (∂ρ ∧ ψ),
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onde (·) é o produto interno Hermitiano em Λ∗T ∗(Cn). Portanto Nyφ = 0 em M se, e somente
se, φ ∈ Λp,qT ∗(M). Pela Regra do Produto para contrações, temos

Ny(∂ρ ∧ φ) = (Ny∂ρ)φ− ∂ρ ∧ (Nyφ).

Como Ny∂ρ = |dρ|2 = 1 em M , isso implica

φ = Ny(∂ρ ∧ φ) + ∂ρ ∧ (Nyφ). (5.3)

Agora, Ny(Ny) ≡ 0 e assim Ny(∂ρ ∧ φ)|M é um elemento de Λp,qT ∗(M). A
forma ∂ρ ∧ (Nyφ) é elemento de Ip,q. Portanto, a Equação 5.3 provém de uma decomposição
ortogonal de um elemento φ de Λp,qT ∗(Cn)|M . Em particular, φtM = Ny(∂ρ ∧ φ), como
queríamos mostrar. A fórmula para ∂Mf segue da expressão para φtM e a definição de ∂M .

O termo Nyφ é chamado de componente normal de φ e é denotado por φnM
.

Assim a Equação 5.3 pode ser escrita na forma

φ = φtM + ∂ρ ∧ φnM
.

Lema 5.16. Suponha M uma subvariedade CR suave de Cn.

(a) ∂M(f ∧ g) = ∂Mf ∧ g + (−1)p+qf ∧ ∂Mg para f ∈ Ep,qM e g ∈ Er,sM ;

(b) ∂M ◦ ∂M = 0.

Demonstração. A parte (a) é provada facilmente de forma análoga a Regra do Produto para ∂,
enquanto a parte (b) basta notar que, se ∂Mf = g, então ∂Mg = 0.

Uma interpretação útil para a equação ∂Mf = g é em termos de correntes. Se
M é uma subvariedade orientada suave de Cn de dimensão real 2n − d (1 ≤ d ≤ n), então a
corrente "integração sobre M” é definida por

〈[M ], φ〉Cn =

∫
M

φ para φ ∈ D2n−d(Cn).

A corrente [M ] tem grau d e portanto pode ser escrita na forma

[M ] = [M ]d,0 + . . .+ [M ]0,d.

Em particular 〈
[M ]0,d, φ

〉
Cn =

∫
M

φn,n−d para φ ∈ D2n−d(Cn),

onde φn,n−d indica a parte de φ de bigrau (n, n−d). Segue do Teorema de Stokes que d[M ] = 0.
Como ∂[M ]0,d é a parte de d[M ] de bigrau (0, d+ 1), tem-se ∂[M ]0,d = 0.
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Lema 5.17. SejaM uma subvariedade CR genérica e orientada de Cn de dimensão real 2n−d,

1 ≤ d ≤ n. Suponha f ∈ Ep,q(Cn). Então ftM = 0 em M se, e somente se, [M ]0,d ∧ f = 0

como uma corrente em Cn.

Demonstração. Pelo argumento da partição da unidade, é suficiente provar o lema para formas
f com suporte em uma vizinhança U ⊂ Cn de um ponto p0 ∈ M dado. Como vimos no
Capítulo X, a corrente [M ] é dada por µMαdρ1∧ . . .∧dρd onde {ρ1, . . . , ρd} é um sistema local
definido para M próximo à p0 e α = |dρ1 ∧ . . . ∧ dρd|−1. Aqui, µM é a distribuição dada pela
medida de Hausdorff em M . A parte de bigrau (0, d) da corrente é

[M ]0,d = µMα∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd.

Então, para f ∈ Dp,q(U), [M ]0,d ∧ f = 0 se, e somente se,

∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd ∧ f = 0,

em M ∩ U . Como M é genérico, temos ∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd 6= 0 e

∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd ∧ f = ∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd ∧ ftM .

Isto implica que a equação [M ]0,d ∧ f = 0 é equivalente a ftM = 0 em M .

Suponha f um elemento de Ep,qM . Tecnicamente, a corrente [M ]0,d∧f não está
bem definida pois [M ]0,d é uma corrente em Cn e f não está definida em Cn. Porém, pode-se
definir [M ]0,d ∧ f como [M ]0,d ∧ f̃ , onde f̃ é uma (p, q)-forma suave com f̃tM = f . O Lema
5.17 implica que a definição independe da extensão f̃ .

Lema 5.18. Suponha M uma subvariedade CR genérica, orientada de Cn de dimensão real

2n − d. Sejam f ∈ Ep,qM e g ∈ Ep,q+1
M . A equação ∂Mf = g em M é equivalente a equação de

corrente

∂(f ∧ [M ]0,d) = g ∧ [M ]0,d em Cn.

Demonstração. Segue do Lema 5.17 e do fato que ∂[M ]0,d = 0, que

∂(f ∧ [M ]0,d) = ∂f ∧ [M ]0,d

= (∂f)tM ∧ [M ]0,d.

Portanto, ∂Mf = g se, e somente se, ∂(f ∧ [M ]0,d) = g ∧ [M ]0,d, como queríamos.

Ambos operadores ∂ e d satisfazem a fórmula de integração por partes. Para
f ∈ Ep,q(Cn) e g ∈ Dn−p,n−q−1(Cn), temos

〈
∂f, g

〉
Cn = (−1)p+q+1

〈
f, ∂g

〉
Cn .
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A mesma fórmula segue (por definição) se f é uma corrente de bigrau (p, q). A partir desta
equação, vamos obter a fórmula de integração por partes para ∂M . Lembramos que o parea-
mento de correntes em M é denotado por 〈 , 〉M . Vamos estender o pareamento de correntes ao
espaço DrM fazendo

〈f, g〉M =

∫
M

f ∧ g

= 〈[M ] ∧ f, g〉Cn ,

para f ∈ ErM(M) e g ∈ D2n−d−r
M (M). Para uma variedade genérica M , Λp,qT ∗(M) = 0 se

fornecido p > n ou q > n− d. Portanto, se f ∈ Ep,qM e g ∈ D2n−d−(p+q)
M , então

〈f, g〉M =
〈
f, gn−p,n−q−d

〉
M
,

onde gn−p,n−q−d é a parte de g com bigrau (n−p, n−q−d). Se f ∈ Ep,qM e g ∈ Dn−p,n−q−dM (M),
então f ∧ g tem bigrau (n, n− d) e assim

〈f, g〉M =

∫
M

f ∧ g

=
〈
[M ]0,d ∧ f, g

〉
Cn .

Lema 5.19. Suponha M uma subvariedade CR genérica, orientada de Cn de dimensão real

2n− d. Sejam f ∈ Ep,qM (M) e g ∈ Dn−p,n−q−d−1
M (M). Então

〈
∂Mf, g

〉
M

= (−1)p+q+1
〈
f, ∂Mg

〉
M
.

Demonstração. Nos lemas decorridos, obtemos que

〈
∂Mf, g

〉
M

=
〈

[M ]0,d, (∂f̃)tM ∧ g̃
〉
Cn
,

onde f̃ ∈ Ep,q(Cn) e g̃ ∈ Dn−p,n−q−d−1(Cn) são extensões de f e g, respectivamente. Deste
modo

〈
∂Mf, g

〉
M

=
〈

[M ]0,d ∧ (∂f̃)tM , g̃
〉
Cn

=
〈

[M ]0,d ∧ ∂f̃ , g̃
〉
Cn

= (−1)d
〈
∂{[M ]0,d ∧ f̃}, g̃

〉
Cn

= (−1)p+q+1
〈

[M ]0,d ∧ f̃ , ∂g̃
〉
Cn
.

A última equação segue da definição de ∂ aplicada em uma corrente. Pelo Lema 5.17, temos
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[M ]0,d ∧ ∂g̃ = [M ]0,d ∧ (∂g̃)tM . Portanto

〈
∂Mf, g

〉
M

= (−1)p+q+1
〈

[M ]0,d, f̃ ∧ (∂g̃)tM

〉
Cn

= (−1)p+q+1
〈
f, ∂Mg

〉
M
,

como queríamos mostrar.

A fórmula de integração por partes nos permite estender a definição de ∂M
para as correntes em M . O espaço das correntes em M de bidimensão (p, q) é o dual do espaço
Dp,qM e é denotado por {Dp,qM }′.

Definição 5.20. SuponhaM uma subvariedade CR genérica, orientada de Cn de dimensão real

2n− d. Seja T ∈ D′p,qM . Então, ∂MT ∈ D′p,q+1
M é uma corrente definida por

〈
∂MT, g

〉
M

= (−1)p+q+1
〈
T, ∂Mg

〉
M

para g ∈ Dn−p,n−q−d−1
M .

5.3 A EQUIVALÊNCIA ENTRE OS COMPLEXOS TANGENCIAIS DE CAUCHY-RIEMANN

EXTRÍNSECO E INTRÍNSECO

Se M é uma subvariedade CR de Cn, existem dois pontos de vista para o
complexo tangencial de Cauchy-Riemann: o extrínseco e o intrínseco. Esses dois complexos
são diferentes, porém, mostraremos que são isomorfos. Antes de estabelecer o isomorfismo,
precisamos definir como é um isomorfirmo entre dois complexos.

Definição 5.21.

(a) Um complexo é uma coleção de espaços vetoriais A = {Aq; q ∈ Z, q ≥ 0} munido de

aplicações dq : Aq → Aq+1 tais que dq+1 ◦ dq = 0 para todo q ≥ 0.

(b) Sejam A = {Aq, dq; q ≥ 0} e A = {Aq, Dq; q ≥ 0} dois complexos. Estes complexos

são isomorfos se existe uma coleção de isomorfismos de espaços vetoriais Pq : Aq → Aq
de modo que

Pq+1 ◦Dq = dq ◦ Pq.

O seguinte diagrama comutativo descreve a parte (b) da Definição 5.21:

· · · → Aq
Dq→ Aq+1

Dq+1→ Aq+2 → · · ·
↓ Pq ↓ Pq+1 ↓ Pq+2

· · · → Aq
dq→ Aq+1

dq+1→ Aq+2 → · · ·

Exemplo 5.22. Suponha M e N variedades suaves e F : M → N um difeomorfismo. Os
complexos {dM : Er(M) → Er+1(M)} e {dN : Er(N) → Er+1(N)} são isomorfos e o
isomorfismo é dado por F ∗ : Er(N)→ Er(M).
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Teorema 5.23. Seja M uma subvariedade CR de Cn. Os complexos tangenciais extrínseco e

intrínseco, de Cauchy-Riemann, são isomorfos.

Demonstração. Fixemos p, onde 0 ≤ p ≤ n. Para q ≥ 0, seja

Aq = Ep,qM - via definição extrínseca.

Aq = Ep,qM - via definição intrínseca.

Aq é o espaço das funções suaves do fibrado Λp,qT ∗(M) definido extrinse-
camente, que por definição é o complemento ortogonal de Ip,q em Λp,qT ∗(Cn)|M . Por outro
lado, Aq é o espaço das funções suaves do fibrado Λp,qT ∗(M) definido intrinsecamente, que
por definição é

Λp{H∗1,0(M)⊕X∗(M)}⊗̂Λq{H∗0,1(M)}.

Tomemos

Dq : Aq → Aq+1 sendo a definição extrínseca de ∂M

dq : Aq → Aq+1 sendo a definição intrínseca de ∂M .

O operador Dq é a parte tangencial de ∂, isto é, tM ◦ ∂. Em contrapartida,
dq = πp,q+1

M ◦ dM , com dM sendo a derivada exterior em M e πp,q+1
M sendo a projeção de

Λp+q+1T ∗(M) para Λp,q+1T ∗(M).
Seja j : M → Cn a aplicação inclusão. Vamos mostrar que j∗ é o isomor-

fismo desejado entre os complexos {Dq : Aq → Aq+1} e {dq : Aq → Aq+1}. Para isso, temos
dois pontos a serem provados:

(i) A aplicação j∗ leva Aq para Aq isomorficamente.

(ii) j∗ ◦Dq = dq ◦ j∗.

Para provar (i), é suficiente provar o seguinte lema.

Lema 5.24. Para cada ponto p0 ∈ M , j∗ é um isomorfismo de Λp,qT ∗p0
(M) extrínseco para

Λp,qT ∗p0
(M) intrínseco.

Demonstração. Para simplificar a notação, iremos provar o lema para o caso em que M é
genérico. Do Lema 4.14, podemos encontrar uma mudança de coordenadas linear, complexa e
afim, A : Cn → Cn, de modo que o ponto p0 ∈M dado seja a origem e

M = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)},

onde h : Rd × Cn−d → Rd é suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como também foi menci-
onado, A preserva o espaço tangente holomórfico de M , o espaço tangente totalmente real de
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M e a métrica do espaço tangente real de M . Portanto, a definição de Λp,qT ∗(M) intrínseco
é invariante por meio de uma mudança de coordenadas. Em adição, o pull back de A comuta
com ∂. Logo, a definição de Λp,qT ∗(M) extrínseco também é invariante sob uma mudança de
coordenadas.

Os seguintes argumentos podem ser modificados para o caso não-genérico
usando as observações do Lema 4.14.

Um sistema local definido para M é dado por {ρ1, . . . , ρd} de modo que
ρj(z, w) = Im zj − hj(Re z, w). Como Dh(0) = 0, segue que ∂ρj(0) = −(2i)−1dzj . Por
definição, Λp,qT ∗(M) extrínseco é o complemento ortogonal em Λp,qT ∗(Cn)|M do ideal gerado
por ∂ρ1, . . . , ∂ρd. Portanto, uma base para Λp,qT ∗(M) extrínseco na origem é dada por

{dzI ∧ dwJ ∧ dwK ; |I|+ |J | = p, |K| = q}.

Uma base para V∗0 = H∗
1,0

0 (M) é dada por {dw1, . . . , dwn−d} e uma base para
V∗0 = H∗

0,1

0 (M) é dada por {dw1, . . . , dwn−d}. Como X∗0 (M) é o complemento ortogonal de
V∗0 ⊕ V

∗
0 em T ∗

C
0 (M), uma base para X∗0 (M) é dada por {dx1, . . . , dxd}. Portanto, uma base

para Λp,qT ∗(M) intrínseco é dada por

{dxI ∧ dwJ ∧ dwK ; |I|+ |J | = p, |K| = q}.

Como Dh(0) = 0, seguem as seguintes relações próximo à origem:

j∗(dwk) = dwk 1 ≤ k ≤ n− d
j∗(dwk) = dwk 1 ≤ k ≤ n− d
j∗(dyk) = 0 1 ≤ k ≤ d

j∗(dxk) = dxk 1 ≤ k ≤ d.

Em particular, j∗(dzk) = dxk para 1 ≤ k ≤ d e assim

j∗(dzI ∧ dwJ ∧ dwK) = dxI ∧ dwJ ∧ dwK .

Desta forma, j∗ leva uma base de Λp,qT ∗(M) extrínseco (na origem), em uma
base de Λp,qT ∗(M) intrínseco (na origem). Isto completa a prova do lema e, consequentemente,
de (i).

Para provar (ii), primeiramente recordemos que, por definição

Dq = tM ◦ ∂ = tM ◦ πp,q+1
Cn ◦ dCn

dq = πp,q+1
M ◦ dM .

Como j∗ ◦ dCn = dM ◦ j∗, o seguinte lema é suficiente para provar (ii).
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Lema 5.25. Dados p e q inteiros,

j∗ ◦ tM ◦ πp,q+1
Cn = πp,q+1

M ◦ j∗

é uma aplicação de {Λp,q+1T ∗(Cn)⊕ Λp+1,qT ∗(Cn)}|M para Λp,q+1T ∗(M) intrínseco.

Demonstração. Para cada ponto p0 ∈ M , devemos provar que aplicação dada no lema leva o
espaço {Λp,q+1T ∗p0

(Cn)⊕Λp+1,qT ∗(Cn)}|M em Λp,q+1T ∗p0
(M) definido intrinsecamente. Como

feito no Lema 5.24, assumiremos M genérico, o ponto p0 sendo a origem, e

M = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)},

com h : Rd × Cn−d → Rd suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0.
Primeiramente, suponha φ um elemento de Λp,q+1T ∗0 (Cn). Assim

φ =

min(d,p)∑
r=0

min(d,q+1)∑
s=0

∑
|I|=r
|J |=s

φr,sIJ ∧ dz
I ∧ dzJ ,

onde cada φr,sIJ é uma forma (na origem) de bigrau (p − r, q + 1 − s), que envolvem apenas
dw1, . . . , dwn−d, dw1, . . . , dwn−d. Na origem, tM extingue dz1, . . . , dzd. Portanto

tM ◦ πp,q+1
Cn (φ) = tM(φ) =

min(d,p)∑
r=0

∑
|I|=r

φr,0I ∧ dz
I .

Como j∗dzk = dxk, temos

j∗ ◦ tM ◦ πp,q+1
Cn (φ) =

min(d,p)∑
r=0

∑
|I|=r

φr,0I ∧ dx
I . (5.4)

Por outro lado,

πp,q+1
M ◦ j∗(φ) = πp,q+1

M


min(d,p)∑
r=0

min(d,q+1)∑
s=0

∑
|I|=r
|J |=s

φr,sIJ ∧ dx
I ∧ dxJ

 .

Cada dxk pertence a Λ1,0T ∗0 (M) intrínseco e φr,sIJ pertence a Λp−r,q+1−sT ∗0 (M)

intrínseco. Então, φr,sIJ ∧ dxI ∧ dxJ pertence a Λp+s,q+1−sT ∗0 (M). Devido à presença de πp,q+1
M ,

o único termo que contribui para o somatório do lado direito ocorre quando s = 0. Portanto

πp,q+1
M ◦ j∗(φ) =

min(d,p)∑
r=0

∑
|I|=r

φr,0I ∧ dx
I . (5.5)
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Comparando as Equações 5.4 e 5.5, obtemos

j∗ ◦ tM ◦ πp,q+1
Cn (φ) = πp,q+1

M ◦ j∗(φ), (5.6)

no espaço Λp,q+1T ∗(Cn)|M . Examinando este argumento, podemos notar que ambas as apli-
cações são nulas em Λp+1,qT ∗(Cn)|M . Concluímos que a Equação 5.6 sempre vale no espaço
Λp+1,qT ∗(Cn)|M e então o lema está provado.

Com isto provamos (ii) e, portanto, a prova do Teorema 5.23 está completa.

5.4 FUNÇÕES CR

Nesta seção, apresentaremos as definições e as propriedades básicas das fun-
ções CR. Funções CR são análogas às funções holomorfas em uma variedade complexa. En-
tretanto, existem diferenças importantes. Por exemplo, as funções CR nem sempre são suaves.
Existem relações entre funções CR em uma variedade CR mergulhada e funções holomorfas
em Cn. Por exemplo, a restrição de uma função holomorfa em uma subvariedade CR é uma
função CR. Porém, a extensão de uma função CR nem sempre é uma função holomorfa. Iremos
mostrar que uma função CR analítica real em uma subvariedade CR analítica real se estende
localmente a uma função holomorfa.

Definição 5.26. Suponha (M,V) uma estrutura CR. A função f : M → C (ou distribuição) é

chamada de função CR se ∂Mf = 0 em M .

A Definição 5.26 se aplica a qualquer variedade CR, abstrata ou mergulhada
em Cn. Agora, serão apresentadas outras formas de caracterizar as funções CR.

Lema 5.27.

(a) Suponha (M,V) uma estrutura CR. Uma função C1, f : M → C, é uma função CR se, e

somente se, Lf = 0 em M para todo L ∈ V .

(b) Suponha M = {z ∈ Cn; ρ1(z) = . . . = ρd(z) = 0} uma subvariedade CR genérica de

Cn. Uma função C1, f : M → C, é uma função CR se, e somente se,

∂f̃ ∧ ∂ρ1 ∧ . . . ∧ ∂ρd = 0

em M , onde f̃ : Cn → C é qualquer extensão C1 de f .

Demonstração. Para a parte (a), recordemos que ∂Mf = π0,1dMf . Como π0,1 é a projeção
de T ∗C(M) em T ∗0,1(M) = V∗, temos que π0,1(dMf) = 0 se, e somente se,

〈
dMf, L

〉
= 0

para todo L ∈ V . Sendo assim, a prova de (a) segue da equação
〈
dMf, L

〉
= L{f}, que é a

definição de derivada exterior de uma função.
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Em contrapartida, a parte (b) segue da definição extrínseca de ∂Mf como uma
parte de ∂f̃ |M , que é ortogonal ao ideal gerado por {∂ρ; ρ : Cn → R é suave, ρ = 0 em M}.

Se M é uma subvariedade CR de Cn, então qualquer função holomorfa em
uma vizinhança de M em Cn se restringe a uma função CR em M pela parte (b) do Lema 5.27.
No entanto, a volta não é verdadeira, como o seguinte exemplo ilustra.

Exemplo 5.28. Seja M = {(z, w) ∈ C2; Im z = 0}. Aqui, V = H0,1(M) é gerado (sobre
E(M)) pelo campo vetorial ∂/∂w. A função f : M → C é CR se

∂f

∂w
(x,w) = 0 (x = Re z).

Uma função CR em M é uma função que é holomorfa em w com x ∈ R
mantido fixado. Já que não há condição no comportamento de uma função CR na variável
x, uma função arbitrária de x é automaticamente CR. Portanto, qualquer função não analítica
em x é um exemplo de uma função CR que não se estende a uma função holomorfa em uma
vizinhança de M em C2.

Teorema 5.29. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica, analítica e real de Cn, com

dimensão real maior ou igual a n. Seja f : M → C uma função CR, analítica e real em M .

Então, existe uma vizinhança U de M em Cn e uma única função holomorfa F : U → C com

F |M = f .

Antes de demonstrarmos o teorema, veremos o seguinte lema.

Lema 5.30. SuponhaM uma subvariedade CR suave e genérica de Cn de dimensão real 2n−d,

0 ≤ d ≤ n. Se f é holomorfa em uma vizinhança conexa de M em Cn e f é nula em M , então

f é identicamente nula.

Demonstração. Pelo Teorema da Identidade para funções holomorfas, é suficiente provar que
todas as derivadas de f são nulas em um ponto fixado p0 ∈ M . Próximo à p0, existe uma
base local para H1,0(M), que consiste nos campos vetoriais suaves L1, . . . , Ln−d. A coleção de
campos vetoriais {L1, . . . , Ln−d} forma uma base local para H0,1(M). Seja X1, . . . , Xd uma
base local para o fibrado tangente totalmente real, X(M). Fazendo a extensão dos coeficientes,
podemos assumir que esses campos vetoriais são definidos em uma vizinhança de p0 ∈ Cn. Os
campos vetoriais N1 = JX1, . . . , Nd = JXd (restritos a M ) são transversais para M . Como M
é genérico, uma base para TC(Cn) próximo à p0 é dado por

{L1, . . . , Ln−d, L1, . . . , Ln−d, X1, . . . , Xd, N1, . . . , Nd}.

Os campos vetoriais L1, . . . , Ln−d, L1, . . . , Ln−d, X1, . . . , Xd são chamados tangenciais, en-
quanto que os campos vetoriais N1, . . . , Nd são chamados transversais.
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Para provar que Dαf = 0, próximo de p0 em M , para todos os operadores
diferenciais Dα, vamos usar indução dupla na ordem do operador diferencial Dα e no número,
m, de campos vetoriais transversos em Dα.

Se m = 0, então Dα envolve apenas campos vetoriais tangenciais e assim
Dαf = 0 em M , pois f = 0 em M .

Agora, assuma por indução que para m ≥ 0, Dαf = 0 em M , para todo
operador diferencial que envolve somente m campos vetoriais transversais. Queremos mostrar
que

Nj1 . . . Njm+1{f} = 0

em M , onde j1, . . . , jm+1 são índices quaisquer do conjunto {1, . . . , d}. Temos, das equações
de Cauchy-Riemann em Cn que, para X ∈ T (Cn), (X + iJX)(f) = 0. Logo,

Njm+1{f} = JXjm+1{f} = iXjm+1{f},

próximo à p0 em Cn. Assim

Nj1 . . . Njm+1{f} = iNj1 . . . NjmXjm+1{f}.

O lado direito é um operador diferencial que envolve apenas m campos vetoriais transversais,
portanto é nulo em M , como queríamos mostrar.

Para completar a indução dupla, vamos assumir que: para inteiros N ≥ 0 e
m ≥ 0, Dαf = 0 em M , para |α| ≤ N e com Dα envolvendo apenas m campos vetoriais
transversais. Também assumiremos que Dαf = 0 em M para operadores de qualquer ordem
que envolva no máximo m− 1 campos vetoriais transversos. Queremos mostrar que Dαf = 0

em M para |α| = N + 1, com Dα envolvendo m campos vetoriais transversais. Temos dois
casos a considerar:

Caso (i). Dα = T ◦Dα′ .
Aqui, T é um campo vetorial tangencial e Dα′ é um operador diferencial de

ordem |α′| ≤ N , que envolve apenas m campos vetoriais transversais. Neste caso, Dα′f = 0

em M pela nossa hipótese de indução e assim, T{Dα′f} = 0 em M , como queríamos.

Caso (ii). Dα = Nj ◦Dα′ .
Agora, Nj = JXj é transverso e Dα′ é um operador diferencial de ordem

|α′| ≤ N , que envolve apenas m− 1 campos vetoriais transversais. Neste caso,

Dαf = Nj{Dα′f}

= Dα′{Njf}+ [Nj, D
α′ ]{f},
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onde [ , ] denota o comutador. O termo Dα′{Njf} é igual a iDα′{Xjf} pelas equações de
Cauchy-Riemann. Este termo é nulo em M pelas hipóteses de indução, já que Dα′ envolve
apenas m − 1 campos vetoriais transversais. O segundo termo, [Nj, D

α′ ]{f}, é um operador
diferencial de ordem N e logo é nulo em M , também pelas hipóteses de indução.

Concluímos por indução dupla, que Dαf = 0 próximo à p0 em M para todos
os operadores diferenciais, e portanto f é identicamente nula. A prova do lema está completa.

Apresentaremos duas provas para existência, do Teorema 5.29. A primeira
aparenta ser mais simples, mas a segunda pode ser facilmente modificada para lidar com uma
versão C∞ do Teorema 5.29. Ambas as provas ilustram ideias importantes.

Primeira Prova de Existência: Esta prova trata ambos ζ e ζ em Cn como coordenadas inde-
pendentes. Vamos mostrar que, uma função CR f , analítica e real, se estende a uma função
holomorfa em C2n (de ζ e ζ). Em seguida, usando as equações de Cauchy-Riemann, mostra-
remos que a extensão de f não depende da coordenada ζ e assim, a restrição a uma função
holomorfa em Cn será a extensão desejada de f .

Agora apresentaremos os detalhes. Dada uma função CR, é suficiente estendê-
la holomorficamente em uma vizinhança de um ponto p0 ∈ M fixado. A extensão global pode
ser obtida ao reunir as extensões locais.

Do Lema 4.14, podemos assumir que p0 é a origem e

M = {(z = x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)}.

com h : Rd × Cn−d → Rd analíca e real em uma vizinhança da origem e Dh(0) = 0. Agora,
do Teorema 4.17, uma base local para H0,1(M) é dada por

Lj = −2i
d∑
l=1

d∑
k=1

µlk
∂hk
∂wj

∂

∂zl
+

∂

∂wj
, 1 ≤ j ≤ n− d,

com µlk sendo a (l, k)-ésima entrada da matrix (I + i(∂h/∂x))−1.
Como h é uma função analítica, real e linear na origem, h pode ser expressa

em uma série de potências nas variáveis z, z ∈ Cd e w,w ∈ Cn−d. Substituindo z pela variável
independente ζ ∈ Cd e w pela variável independente η ∈ Cn−d na série de potências para h,
obtemos uma função holomorfa h̃ : Cd×Cd×Cn−d×Cn−d → Cd, com h̃(z, z, w, w) = h(x,w).
Defina

MC = {(z, ζ, w, η) ∈ Cd × Cd × Cn−d × Cn−d;
1

2i
(z − ζ) = h̃(z, ζ, w, η)}.
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Defina também ∆ : Cd × Cn−d → Cd × Cd × Cn−d × Cn−d sendo

∆(z, w) = (z, z, w, w).

O espaço MC é uma subvariedade de C2n com dimensão complexa 2n − d.
Além disso, ∆{M} é mergulhado como uma subvariedade totalmente real de MC.

Se f : M → C é uma função analítica e real em M , então, pelo procedimento
anterior de substituir z por ζ ew por η na expansão em séries de potências de f , produzimos uma
função holomorfa f̃ : MC → C, tal que, f̃ ◦∆ = f . Analogamente, os coeficientes analíticos
reais de Lj podem ser estendidos holomorficamente para campos vetoriais L̃1, . . . , L̃n−d ∈
T 1,0(MC) com

L̃j = −2i
d∑
l=1

d∑
k=1

µlk(z, ζ, w, η)
∂h̃k
∂ηj

∂

∂ζ l
+

∂

∂ηj
, 1 ≤ j ≤ n− d. (5.7)

Como f̃ é holomorfa, temos (L̃j f̃) = ∆∗Lj{f̃} em ∆{M}. Se f é CR, então

(L̃j f̃) ◦∆ = L{f̃ ◦∆}

= Ljf = 0 em M.

Como ∆{M} é uma subvariedade genérica de dimensão real igual a 2n−d de MC, temos, pelo
Lema 5.30,

L̃j f̃ ≡ 0 em MC. (5.8)

Cada Vetor ∂/∂ζj é transverso para MC pois Dh̃(0) = 0. Defina F̃ : Cd ×
Cd × Cn−d × Cn−d → C sendo a extensão de f̃ : MC → C que é independente de ζ . Assim

∂F̃

∂ζj
= 0 próximo à origem, 1 ≤ j ≤ d. (5.9)

Também desejamos que

∂F̃

∂ηj
= 0 próximo à origem, 1 ≤ j ≤ n− d. (5.10)

Para mostrar isto, notemos que

∂

∂ζj

(
∂F̃

∂ηj

)
=

∂

∂ηj

(
∂F̃

∂ζj

)
= 0.
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Com o que vimos em (5.7) e (5.9), obtemos

∂F̃

∂ηj
= L̃jF̃ em MC, 1 ≤ j ≤ n− d

= 0 em MC ( por (5.8)).

Finalmente, a extensão holomorfa de f em Cn = Cd×Cn−d é obtida fazendo
F = F̃ ◦ ∆. De (5.9) e (5.10), F̃ é independente de ζ e η, logo a série de potências de F é
independente de z e w. Portanto, F é holomorfa em uma vizinhança da origem em Cn. Além
disso, F |M = f , pois

F |M = (F̃ ◦∆)|M
= (f̃ ◦∆)|M
= f.

Segunda Prova de Existência: Esta prova é baseada em ideias vistas em um documento de Ba-
ouendi, Jacobowitz e Treves. Começaremos novamente apresentando M próximo à origem na
forma

M = {(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d; y = h(x,w)},

com h analíca e real, h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Se h ≡ 0, então uma função CR analítica real,
próximo da origem, é uma série de potências em x e w (não em w). A extensão holomorfa
desejada é obtida substituindo x por z = x + iy em sua série de potências. Queremos imitar
este procedimento, tanto quanto for possível, para o caso geral. O problema é que, geralmente,
uma função CR analítica real é dependente de w. No entanto, sua dependência de w está
intimamente ligada com a dependência da série de potências de h em w. Em vez de deixar
w sendo uma coordenada complexa independente como na primeira prova, devemos mudar a
estrutura complexa para Cn de modo a tornar h holomorfa.

Agora apresentaremos os detalhes. Na série de potências de h, substituímos
x por z. Então h é definida em Cd × Cn−d e h(z, w) é holomorfa em z próximo à origem.
Definamos H : Cd × Cn−d → Cd × Cn−d como sendo

H(z, w) = (z + ih(z, w), w).

SejaH1, . . . , Hn as funções componentes deH . UsaremosH = (H1, . . . , Hn)

como um sistema de coordenadas para definir uma nova estrutura complexa para Cn = Cd ×
Cn−d. Uma função g é holomorfa com respeito a nova estrutura complexa se existe uma função
holomorfa G, no sentido usual, tal que g = G ◦ H . Esta estrutura complexa concorda com a
estrutura complexa usual nas variáveis z pois H é holomorfa em z ∈ Cd no sentido usual.
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Os campos vetorial T 0,1 para a nova estrutura complexa, são aqueles campos
vetoriais que são nulos nas funções coordenadas H1, . . . , Hn.

Lema 5.31. Uma base local para o fibrado T 0,1(Cn) na nova estrutura complexa é dada por

Λj = −i
d∑

k,l=1

µlk(z, w)
∂hk
∂wj

(z, w)
∂

∂zl
+

∂

∂wj
, 1 ≤ j ≤ n− d,

∂

∂zj
, 1 ≤ j ≤ d,

onde µlk é a (l,k)-ésima entrada da matriz d× d, [I + i(∂h/∂z)]−1.

Demonstração. Para provar esse lema, basta notarmos que, para cada 1 ≤ l ≤ n,

Λj{Hl} = 0 para 1 ≤ j ≤ n− d, e
∂

∂zj
{Hl} = 0 para 1 ≤ j ≤ d.

Além disso, esses campos vetoriais são linearmente independentes próximo à origem, pois
Dh(0) = 0.

Seja H0 = H|{Im z=0}. A aplicação H0 : Rd × Cn−d → M é uma parametri-
zação para M . Defina π : Cd×Cn−d → Rd×Cn−d a projeção dada por π(x+ iy, w) = (x,w).
Assim, π|M é o inverso de H0.

Segue do Teorema 4.17, que uma base local para H0,1(M) é dada por

Lj = −2i
d∑

k,l=1

µlk
∂hk
∂wj

∂

∂zl
+

∂

∂wj
, 1 ≤ j ≤ n− d,

onde µlk é a (l, k)-ésima entrada da matrix [I + i(∂h/∂x)]−1. Uma função C1, f : M → C, é
CR emM se, e somente se, Ljf = 0, 1 ≤ j ≤ n−d. Isso é equivalente a π∗Lj{f ◦H0} = 0 em
Rd×Cn−d poisH0◦π é a função identidade emM . O campo vetorial π∗Lj pode ser computado
usando π∗(∂/∂yj) = 0, π∗(∂/∂xj) = ∂/∂xj e π∗(∂/∂wj) = ∂/∂wj . Assim, temos

π∗Lj = −i
d∑

k,l=1

µlk
∂hk
∂wj

∂

∂xl
+

∂

∂wj
, 1 ≤ j ≤ n− d.

Suponha f : M → C uma função CR analítica real. Seja f0 = f ◦ H0 : Rd × Cn−d → C. A
função f0 é uma função analítica real de x ∈ Rd e w ∈ Cn−d. Seja F0 : Cd × Cn−d → C a
extensão de f0 obtida pela substituição de x por z = x+ iy na expansão em séries de potências
de f0 sobre a origem. Como F0 e h são holomorfas em z ∈ Cd, temos ∂h/∂zk = ∂h/∂xk,
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∂F0/∂zk = ∂F0/∂xk. Comparando as expressões para Λj e π∗Lj , obtemos

ΛjF0|{Im z=0} = π∗Lj{f0} = 0.

Como ΛjF0 é holomorfa em z ∈ Cd e se anula em {Im z = 0}, ΛjF0 também é identicamente
nula.

Agora, como ΛjF0 = 0 e ∂F0/∂zk = 0, a função F0 é holomorfa com respeito
à nova estrutura complexa. Portanto, existe uma função F : Cn → C que é holomorfa no
sentido usual, definida em uma vizinhança da origem, com F0 = F ◦H . A restrição de F em
M é f , pois f ◦H0 = F ◦H0 em {Im z = 0}. A segunda prova de existência para o Teorema
5.29 está completa.

Teorema 5.32. Suponha M uma subvariedade CR, genérica e C∞ de Cn com dimensão real

2n − d, 1 ≤ d ≤ n. Se f é uma função CR e C∞ em M , então existe uma função C∞, F ,

definida em Cn tal que ∂F é nula em M na ordem infinita e F |M = f . F é um módulo único

no espaço das funções que se anulam na ordem infinita em M .

Se M ou f são somente de classe Ck, k ≥ 2, então uma simples modificação
da prova produz uma extensão Ck, F , tal que ∂F é nula em M na ordem k − 1.

O ingrediente chave na prova do Teorema 5.29 é o fato de que uma função
analítica real φ : Rd → C é, localmente, a restrição de uma função holomorfa Φ : Cd → C. Na
prova do Teorema 5.32 vamos substituir essa ideia com o lema seguinte.

Lema 5.33.

(a) Seja φ : Rd → C, d ≥ 1, uma função C∞. Então, existe uma função C∞, Φ : Cd → C,

tal que ∂Φ é nula na ordem infinita em {Im z = 0} e Φ = φ em {Im z = 0}.

(b) A função Φ, da parte (a), é módulo único no espaço das funções suaves que se anulam

na ordem infinita em {Im z = 0}.

Demonstração. Seja z = x + iy. O requerimento de Φ = φ em {y = 0} determina todas as
x-derivadas de Φ, em {y = 0}. Enquanto que, ∂Φ se anular na ordem infinita em {y = 0} é
equivalente a

∂

∂yα

{
∂Φ

∂yj
− i ∂Φ

∂xj

}
= 0 em {y = 0}, 1 ≤ j ≤ d, (5.11)

para todo índice α. Esta equação determina indutivamente todas as y-derivadas de Φ, em {y =

0}. Assim o item (a) segue do Teorema de Extensão de Whitney.
Para o item (b), se Φ se anula em {y = 0}, então todas as x-derivadas de Φ se

anulam em {y = 0}. Se ∂Φ se anula na ordem infinita em {y = 0}, então de (5.11) e indução,
temos que todas as derivadas (em x e y) de Φ se anulam em {y = 0}.
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Demonstração do Teorema 5.32: A prova da Unicidade é similar à prova do Lema 5.30. O
argumento a ser mostrado é o seguinte: se F = 0 em M e ∂F é nula na ordem infinita em M ,
então todas as derivadas de F também se anulam em M .

A prova de Existência é análoga à Segunda Prova de Existência do Teorema
5.29. Vamos organizar as ideias. A função gráfico h de M pode ser estendida para Cd × Cn−d

como função suave de modo que ∂zh e ∂zH sejam nulas na ordem infinita em {Im z = 0}
pelo Lema 5.33. Como antes, usaremos H = (H1, . . . , Hn) para definir uma nova estrutura
complexa para Cn. O Lema 5.31 exibe uma base local {Λj, ∂/∂zj} que, para o fibrado T 0,1

nesta nova estrutura complexa, ainda é válido. Para uma função CR suave em M , seja f0 =

f ◦ H|{Im z=0}. Estendamos f0 para F0 : Cd × Cn−d → C de modo que ∂zF0 seja nula para
ordem infinita em {Im z = 0}. O resultado que ΛjF0 é nula em {Im z = 0} é ainda válida.
Como ∂zh e ∂zF0 são nulas na ordem infinita em {Im z = 0}, ∂z{ΛjF0} também é nula na
ordem infinita em {Im z = 0}. Segue do Lema 5.33 que ΛjF0 é nula na ordem infinita em
{Im z = 0}. Portanto, ambos ΛjF0 e ∂F0/∂zj são nulas na ordem infinita em {Im z = 0}.

Como H : Cd ×Cn−d → Cd ×Cn−d é um difeomorfismo próximo à origem,
podemos definir

F = F0 ◦H−1.

Como visto anteriormente, F |M = f pois F ◦H|{Im z=0} = f0 = f ◦H|{Im z=0}. Resta mostrar
que ∂F é nula em ordem infinita em M . Isto é equivalente a mostrar que LF é nula em ordem
infinita em M para todo L pertencente a T 0,1(Cn) para a estrutura complexa usual de Cn. Nós
já sabemos que LF0 é nula em ordem infinita em {Im z = 0} para todo L no fibrado T 0,1 para
a nova estrutura complexa de Cn. Como H : Cn → Cn é o sistema de coordenadas para a
nova estrutura complexa, a aplicação push forward em H−1 manda o fibrado T 0,1 na estrutura
complexa usual de Cn para o fibrado T 0,1 na nova estrutura complexa de Cn. Então, (H−1

∗ L)F0

é nula na ordem infinita em {Im z = 0} para todo L em T 0,1 para a estrutura complexa usual de
Cn. Como F = F0 ◦H−1, concluímos que LF é nula em ordem infinita em M para todo L no
fibrado T 0,1 para a estrutura complexa usual de Cn. A Prova do Teorema 5.32 está completa.

5.5 APLICAÇÕES CR

SuponhaM eN variedades CR e f : M → N uma funçãoC1. Se o espaço de
destino N é uma subvariedade CR de Cm, então f tem funções componentes f1, . . . , fm. Nesse
caso, é razoável chamar f de uma aplicação CR se cada uma de suas funções componentes
são funções CR. Esta definição precisa ser modificada caso não se tenha N mergulhado em
Cm. Para encontrar essa definição, vamos examinar mais de perto o caso onde M e N são
subvariedades CR de Cn e Cm, respectivamente.

Segue do Teorema 5.32 que, podemos estender f = (f1, . . . , fm) : M → N

para a função F = (F1, . . . , Fm) definida em Cn tal que ∂Fj = 0 em M , 1 ≤ j ≤ m. Então,
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para p ∈ M , F∗(p) é uma função de T 1,0
p (Cn) em T 1,0

F (p)(C
n) e de T 0,1

p (Cn) em T 0,1
F (p)(C

n).
Além disso, F∗(p) é também função de TC

p (M) em TC
F (p)(N), pois F é uma função de M em

N . Portanto, para p ∈ M , F∗(p) é uma função de H1,0
p (M) em H1,0

F (p)(N) e de H0,1
p (M) em

H0,1
F (p)(N). Dada uma estrutura CR abstrata (M,V), o subfibrado V toma o lugar de H1,0(M).

Isto motiva a definição seguinte.

Definição 5.34. Suponha (M,VM) e (N,VN) estruturas CR. Uma função C1, f : M → N , é

chamada aplicação CR se f∗{VM} ⊂ VN .

A extensão de f∗ em TC(M) satisfaz f∗(L) = f∗(L) para todo L ∈ TC(M).
Portanto, a Definição 5.34 é equivalente ao requerimento f∗{VM} ⊂ VN . Em particular,
f∗{VM ⊕ VM} ⊂ VN ⊕ VN .

Lema 5.35. Suponha (M,V) uma estrutura CR. Uma funçãoC1, f = (f1, . . . , fm) : M → Cm,

é uma aplicação CR se, e somente se, cada fj é uma função CR.

Demonstração. Nosso objetivo é a estrutura CR (Cm, T 1,0(Cm)). A função f é CR se, e so-
mente se, f∗(L) pertence a T 0,1(Cm), para cada L ∈ V . Dado 1 ≤ j ≤ m, seja zj a j-ésima
função coordenada de Cm. Temos

(f∗(L){zj}) ◦ f = L{zj ◦ f} = L{fj}.

Dessa forma, segue que f∗(L) pertence a T 0,1(Cm) se, e somente se, L{fj} = 0, para todo
1 ≤ j ≤ m. A prova do lema segue do item (a) do Lema 5.27.

Defina o subfibrado H(M) = {L + L; L ∈ VM}, no fibrado tangente real
de M . No Lema 1.70 construímos uma função estrutura complexa J : H(M) → H(M) de
forma que sua extensão em HC(M) = V ⊕ V tem auto-espaços V e V , que correspondem
aos autovalores +i e −i. O teorema a seguir oferece uma caracterização alternativa de uma
aplicação CR em termos de f∗ em H(M) e da função J .

Teorema 5.36. Suponha (M,VM) e (N,VN) estruturas CR. Sejam JM : H(M) → H(M)

e JN : H(N) → H(N) as funções estruturas complexas associadas, respectivamente. Uma

função C1, f : M → N , é uma aplicação CR se, e somente se, f∗(p){Hp(M)} ⊂ Hf(p)(N)

para todo p ∈M , e JN ◦ f∗(p) = f∗(p) ◦ JM em Hp(M).

Demonstração. Primeiramente, vamos assumir f uma aplicação CR como na Definição 5.34.
Se L ∈ VM , então

f∗(L+ L) = f∗(L) + f∗(L).

Como f∗(L) ∈ VN , segue que f∗(L + L) é um elemento de H(N). Além
disso, VM e VM são os auto-espaços +i e −i de JM . Portanto

f∗(JM(L+ L)) = f∗(iL− iL)

= i(f∗(L)− f∗(L)).
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O elemento f∗(L) pertence a VN , que é o auto-espaço +i de JN , logo

f∗(JM(L+ L)) = JN(f∗(L+ L)).

Portanto, f∗ ◦ JM = JN ◦ f∗ em H(M), como queríamos. Reciprocamente,
para cada elemento L ∈ VM , podemos escrever

L = X − iJMX,

com X =
1

2(L+ L)
∈ H(M). Deste modo,

f∗(L) = f∗(X)− if∗(JMX)

= f∗(X)− iJNf∗(X).
(5.12)

Sabemos também que VN é gerado pelos vetores do tipo Y − iJNY , com Y ∈ H(N). Como
f∗(X) pertence a H(N), segue da Equação 5.12 que f∗(L) pertence a VN . A prova do teorema
está completa.

A partir de agora, vamos mudar nossa atenção do push forward de vetores
para o pull back de formas via aplicação CR. Para isso, necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.37. Suponha F : M → N é uma aplicação CR entre as estruturas CR (M,VM) e

(N,VN). Então,

(a) F ∗{T ∗1,0(N)} ⊂ T ∗
1,0

(M);

(b) Se p, q ≥ 0, então

F ∗{Λp,qT ∗(N)} ⊂ Λp,qT ∗(N)⊕ . . .⊕ Λp+r,q−rT ∗(N),

onde r = min{q, n− p} com n = dimC T
∗1,0(M).

Demonstração. Para provar o item (a), tomemos φ ∈ T ∗1,0(N). Devemos mostrar que,

〈
F ∗φ, L

〉
= 0,

para todo L ∈ T 0,1(M) = VM . Como F é aplicação CR, F∗L é um elemento de LN = T 0,1(N)

e então 0 =
〈
φ, F∗L

〉
=
〈
F ∗φ, L

〉
, como queríamos.

Para o item (b), podemos escrever um elemento de Λp,qT ∗(N) na forma

φ = φ1 ∧ . . . ∧ φp ∧ ψ1 ∧ . . . ∧ ψq,

com φi ∈ T ∗
1,0

(N), 1 ≤ i ≤ p, e ψj ∈ T ∗
0,1

(N), 1 ≤ j ≤ q. O resultado segue aplicando o
item (a).
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Teorema 5.38. Suponha M e N variedades CR e F : M → N aplicação CR. Então,

∂M ◦ πp,qM ◦ F
∗ = πp,q+1

M ◦ F ∗ ◦ ∂N

são funções de Ep,qN em Ep,q+1
M .

Demonstração. Seja φ um elemento de Ep,qN . Segue do Lema 5.37 que

πp,qF ∗φ = F ∗φ− [φp+1,q−1
M (F ∗φ) + . . .+ πp+r,q−rM (F ∗φ)].

Da definição de ∂M , temos

∂M(πp,qF ∗φ) = πp,q+1
M (dMF

∗φ)− πp,q+1
M

{
r∑
j=1

dM(πp+j,q−jM F ∗φ)

}
. (5.13)

Agora, do Lema 5.3 sabemos que

dM{πp+j,q−jM F ∗φ} ∈ Ep+j+2,q−j−1
M ⊕ Ep+j+1,q−j

M ⊕ Ep+j,q−j+1
M .

Como j ≥ 1, o somatório do lado direito da Equação 5.13 se anula. Portanto

∂M(πp,qF ∗φ) = πp,q+1
M (dMF

∗φ).

Usando o fato que dM comuta com F ∗, obtemos

∂M(πp,qF ∗φ) = πp,q+1
M (F ∗dNφ). (5.14)

Novamente do Lema 5.3 e da definição de ∂N , temos

dNφ = ∂Nφ+ [πp+1,q
N (dNφ) + πp+2,q−1

N (dNφ)]. (5.15)

Pelo Lema 5.37, F ∗(πp+1,q
N (dNφ)) é um somatório de termos com bigral do

tipo (p+1+j, q−j), para 0 ≤ j ≤ min(q, n−p−1). Em particular πp,q+1
M (F ∗πp+1,q

N (dNφ)) = 0.

Analogamente, πp,q+1
M (F ∗πp+2,q−1

N (dNφ)) = 0.

Estes dois resultados junto das equações 5.14 e 5.15 resulta

∂Mπ
p,q
M F ∗φ = πp,q+1

M F ∗dNφ = πp,q+1
M F ∗∂Nφ.

Portanto, a prova do teorema está completa.

Definição 5.39. Duas estruturas CR, (M,VM) e (N,VN), são ditas CR equivalentes se existe

um CR difeomorfismo entre M e N .
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Definição 5.40. Seja (M,VM) uma estrutura CR. O Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann

é dito ser solúvel em bigral (p, q) em M se, para toda forma f ∈ Ep,qM (M) com ∂Mf = 0, existe

uma forma u ∈ Ep,q−1
M (M) tal que ∂Mu = f .

Corolário 5.41. Sejam (M,VM) e (N,VN) estruturas CR equivalentes. O Complexo Tangen-

cial de Cauchy-Riemann é solúvel em bigral (p, q) em M se, e somente se, o mesmo acontece

para N .

Demonstração. Suponha F : M → N um difeomorfismo CR e f um elemento de Ep,qN (N) com
∂Nf = 0. Do Teorema 5.38, temos

∂M(πp,qM F ∗f) = πp,q+1
M F ∗∂Nf = 0 em M.

Se ∂M é solúvel em bigral (p, q) emM , então existe uma forma u ∈ Ep,q−1
M (M)

tal que
∂Mu = πp,qM F ∗f.

Aplicando πp,qN ◦F−1∗ e usando o Teorema 5.38 com N no lugar de M e F−1

no lugar de F , obtemos

∂N{πp,q−1
N (F−1∗u)} = πp,qN (F−1∗πp,qM F ∗f). (5.16)

Agora, segue do Lema 5.37 que

(πp,qM F ∗f) = F ∗f −

(
r∑
j=1

πp+j,q−jM (F ∗f)

)
,

com r = min(q, n− p). Aplicando πp,qN ◦ F−1∗ e usando o Lema 5.37 com F−1 no lugar de F ,
obtemos

πp,qN (F−1∗(πp,qM F ∗f)) = πp,qN F−1∗F ∗f

= πp,qN (f)

= f,

(5.17)

pois f ∈ Ep,qN . Substituindo a Equação 5.17 na Equação 5.16, resulta

∂N{πp,q−1
N (F−1∗u)} = f em N,

como queríamos mostrar. A volta se faz de forma análoga.
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CONCLUSÃO

No presente trabalho, estabelecemos a conexão entre dois conceitos de grande
valor na matemática moderna: as variedades diferenciáveis e a análise complexa. Obtemos
como resultado a teoria de Cauchy-Riemann, a saber: as variedades CR, o complexo tangencial,
as funções CR e as aplicações CR. No momento, temos uma boa base de estudos desta teoria,
com diversos ramos a serem seguidos.

Como foi comentado, o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann desempe-
nha nas variedades CR o mesmo papel do operador de Cauchy-Riemann para espaços comple-
xos. Analogamente, as funções CR desempenham o papel das funções holomorfas. Isto posto,
é natural seguir na teoria das variedades CR generalizando a análise complexa. Por exemplo,
empenhar-se em formular teoremas para as funções CR fazendo analogias a teoremas importan-
tes para funções holomorfas, como é o caso do Teorema da Identidade cuja versão para funções
CR é o Lema 5.30.

Ao fazer a restrição de uma função holomorfa em Cn para uma subvariedade
CR, obtemos uma função CR. Entretanto, a volta nem sempre é verdadeira. Nos teoremas 5.29
e 5.32 vimos algumas hipóteses necessárias para que exista uma extensão de uma função CR
que seja holomorfa em Cn. Quais destas hipóteses são realmente necessárias? Existem mais
variações para estes teoremas? É possível propor uma equação diferencial parcial a partir deste
problema? Os matemáticos tentam com muito afinco responder estas perguntas, oportunizando
a evolução e o surgimento da teoria.
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