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fotometria: uma abordagem GAMLSS. 2023. 101 f. Dissertação (Mestrado em Matemática 
Aplicada e Computacional) – Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023. 
 
 

RESUMO 
 
 
Cosmologia é um ramo da astronomia que busca por interpretar as origens do Universo, bem 
como investigar os objetos nela presentes. Compreender como os elementos celestes interagem 
e quais os fatores que influenciam para tal aspecto, são alguns dos anseios dos pesquisadores 
que se debruçam nestas questões. Desde o início do século XX, pesquisadores referem-se a 
expansão constante do Universo, de maneira que galáxias e estrelas estão, em geral, se afas- 
tando da Terra a uma certa velocidade. Astrônomos e pesquisadores desta área são capazes de 
identificar tal afastamento (ou aproximação), por meio de uma medida denominada redshift, 
que refere-se ao deslocamento da luz originária destes objetos celestes para o infravermelho 
baseado em seu comprimento de onda. Algumas técnicas possibilitam obter uma estimativa 
destes redshift, dentre os quais se destacam o redshift espectroscópico e o redshift fotométrico. 
Embora a primeira destas técnicas seja mais apurada no que se refere aos valores estimados, o 
segundo método propõe uma diminuição de tempo e de recursos, sendo assim, a mais conside-
rada. Diversas alternativas na estimação de redshift fotométricos se mostraram extremamente 
eficazes e altamente utilizadas, dentre os quais se destacam modelos estatísticos vinculadas a 
técnicas de Machine Learning e Decision Tree. Buscando-se apresentar uma nova alternativa 
para tal problemática, foi proposta a presente pesquisa, cujo objetivo consiste na implementação 
de um Modelo Aditivo Generalizado para Locação, Escala e Forma (GAMLSS) visando a esti- 
mativa de desvios para o vermelho fotométricos de galáxias, segundo a fotometria de diferentes 
comprimentos de ondas (bandas). Entende-se que devido a natureza mais robusta e flexível dos 
GAMLSS, pode-se obter resultados mais satisfatórios do que os encontrados na literatura para 
os Modelos Lineares Generalizados (GLM), bem como uma alternativa viável para pesquisas 
fundamentadas em redes neurais e decision tree. Para tanto, considerou-se para a análise e 
interpretação dos dados o software R, de maneira que o conjunto de dados utilizado foi proveni- 
ente do pacote CosmoPhotoz, em particular, o conjunto denominado PHoto-z Accuracy Testing 
(PHAT0). Devido a elevada quantidade de observações contidas nesta base de dados (169520 
dados), foi estabelecido, para análise desta pesquisa, um total de 8476 observações (5% da base 
PHAT0), sendo composta 12 variáveis (redshift fotométrico e 11 magnitudes de filtros). Por 
meio da análise realizada, observou-se que as variáveis explicativas são altamente correlacio- 
nadas, sendo necessário a utilização da técnica de análise de componentes principais (PCA). O 
modelo GAMLSS ajustado que apresentou melhores resultados contou com suavizadores (thin 
plate spline s(·)) para os quatro parâmetros da distribuição Box-Cox t (BCTo). Em síntese, a 
classe de modelos GAMLSS é uma alternativa eficaz para estimação de redshift fotométrico, 
apresentando-se como uma opção interessante para modelagem de dados desta natureza. 
 
Palavras-chave: análise de componentes principais; astronomia; GAMLSS; redshift foto-

métrico; suavizadores. 
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ABSTRACT 
 
 
Cosmology is a branch of astronomy that seeks to interpret the origins of the Universe, as well 
as investigate the objects present on it. Understanding how the celestial elements interact and 
which factors influence this aspect are some of the concerns of researchers who address on 
these issues. Since the beginning of the 20th century, researches refer to the constant expansion 
of the Universe, in a way that galaxies and stars are, in general, moving away from the Earth at 
a certain speed. Astronomers and researchers in this area are able to identify such distance (or 
approximation) by means of a measure called redshift, which refers to the displacement of the 
light originating from these celestial objects towards the infrared based on its wavelength. In 
some techniques it is possible to obtain an estimate of these redshift, among which the spec- 
troscopic and photometric redshift stand out. Although the first of these techniques is more 
accurate with regard to estimated values, the second method proposes a decrease in time and 
resources, and is therefore the most considered. Several alternatives for estimating photometric 
redshift proved to be extremely effective and highly used, among which stand out statistical 
models linked to Machine Learning and Decision Tree techniques. Seeking to present a new 
alternative to that problem, this research was proposed, which aims to implement a Generalized 
Additive Model for Location, Shape and Scale (GAMLSS) to estimate the photometric redshift 
of galaxies, according to the photometry of different wavelengths (bands). It is understood that 
due to the more robust and flexible nature of GAMLSS, more satisfactory results can be ob- 
tained than those models in the literature such as the Generalized Linear Models (GLM), as 
well as a viable alternative for research based on neural networks and decision tree. Therefore, 
the R software was used for data analysis and interpretation, so the dataset used was provided 
by the CosmoPhotoz package, in particular, the set called PHoto-z Accuracy Testing (PHAT0). 
Due to the high number of observations contained in that database (169520 data), a total of 
8476 observations were established for the analysis of this research (5% of the PHAT0 base), 
comprising 12 variables (photometric redshift and 11 filter magnitudes). Through the analysis 
carried out, it was observed that the explanatory variables are highly correlated, requiring the 
use of the principal components analysis technique (PCA). The fitted model had smoothers 
(thinplate spline s(·)) for the four parameters of the Box-Cox t distribution (BCTo). In summary, 
the GAMLSS class of models is an effective alternative for estimating and predicting 
photometric redshift, presenting itself as an interesting option for modeling data of this nature. 
 
Key words: principal component analysis; astronomy; GAMLSS; photometric redshift; 

smoothing. 
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1 INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas, é possível observar a utilização de métodos estatísticos

em diversas áreas da ciência, que de maneira geral, busca-se por melhores análises e interpre-

tações de características dos fenômenos considerados. Impulsionados com o desenvolvimento

computacional, a estatística sofreu forte desenvolvimento, principalmente no que se refere ao

seu carácter empírico/experimental, uma vez que, de maneira geral, com software computacio-

nais, cálculos extremamente complexos foram realizados de maneira simples [16].

Neste sentido, pode-se compreender a estatística como uma ciência multidis-

ciplinar, em que diversos profissionais das inúmeras áreas de estudo podem fundamentar-se

na análise estatística de dados [18]. Exemplificando algumas das aplicações da estatística em

outras áreas da ciência, tem-se a análise de desempenho na área dos esportes; otimização de

recursos econômicos; previsões e predições de informações visando diminuição de custos; ex-

ploração de big data objetivando-se a construção de modelos estatísticos, entre outras.

Uma questão bastante importante indicada em [14], refere-se ao fato de que a

estatística não se limita a análises e interpretações de dados experimentais, como por exemplo

o lançamento de um dado ou a coleta de uma determinada amostra. Em diversas situações, os

estudos considerados não são experimentais, mas sim estudos observacionais, tais como infor-

mações provenientes da astronomia ou cosmologia. Nesta área, tem-se uma grande dificuldade

em repetir experimentos, sendo que a quantidade de dados, embora extremamente grande, são

limitados.

Para tanto, ainda que se tenha essa limitação imposta devido a natureza dos

dados, por meio de modelos de previsão e predição estatísticos, um vasto universo de informa-

ções podem ser analisadas. Em particular, uma área com amplo desenvolvimento de pesquisas

refere-se a cosmologia, em particular estudos direcionados a aproximação ou afastamento de

objetos no Universo [45].

Em geral, em [39], tem-se que as galáxias que podem ser observadas, estão

se afastando da Via Láctea. Desta maneira, com este afastamento, a luz originária destas ga-

láxias são deslocadas para o infravermelho baseado em seu comprimento de onda. A medida

que considera este deslocamento para o vermelho é denominada de redshift, e é denotada por

photoz. Tendo em vista que o valor do redshift relaciona-se com o distanciamento das galáxias,

compreende-se que o photoz de uma determinada galáxia pode ser entendido como uma medida

de distância, possibilitando a determinação de suas características.

Diversos trabalhos buscam elucidar investigações envolvendo o conceito de

redshift, além de como a estatística apresenta alternativas bastante satisfatórias para a proble-

mática considerada. O trabalho de [1] pesquisou distinções entre cinco modelos fundamentados

em estruturas de Machine Learning com redes neurais, visando a estimação de redshift cosmo-

lógico. Outros trabalhos como em [5]; [10] e [71] apresentaram técnicas envolvendo redes
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neurais para estimar o redshift fotométrico de uma amostra de galáxias.

Nesta mesma perspectiva, pesquisas como as de [4]; [28]; [13]; [24] tam-

bém buscaram por apresentar modelos para estimação de redshift, considerando uma estrutura

fundamentada no aprendizado de máquinas aliada às redes neurais, utilizando técnicas como o

k-nearest neighbour (kNN) e dos algoritmos de árvores de regressão e decisão para a modela-

gem dos dados.

Embora exista esta diversificação de técnicas que buscam por implementar

modelos de estimação de redshift de galáxias, questões como o custo de processamento com-

putacional, bem como a complexidade de estruturas implementadas, se tornam entraves que

devem ser otimizados [20].

Considerando estes aspectos, a pesquisa de [20] apresenta uma alternativa

mais rápida e bastante eficaz para a estimação de redshift. Estes autores, buscando possibili-

dades distintas ao aprendizado de máquinas, propõem um modelo linear generalizado (GLM),

considerando a distribuição gama na estimativa dos desvios para o vermelho fotométricos de

galáxias, a partir da fotometria de vários comprimentos de onda. Esta foi uma ideia bastante

interessante para problemas desta natureza, uma vez que os GLM’s possibilitam a interpretabi-

lidade de seus resultados, bem como sua aplicação em uma diversidade de conjuntos de dados

de astronomia [20].

No que tange a possíveis vantagens dos GLM’s para a estimação dos redshift,

segundo [21], tem-se a melhoria no tempo necessário para o ajuste e treinamento do modelo, já

que o tamanho do conjunto de treinamento pode influenciar nos métodos empíricos. Contudo,

[56] ressalva que os GLM’s possuem um certo engessamento devido à algumas restrições que

são provenientes de sua estrutura, dentre as quais destacam-se: [i] a distribuição de probabili-

dade considerada para a variável resposta, que deve pertencer à família exponencial, de maneira

que a média é modelada em função das variáveis explicativas e de sua variância; [ii] para as

distribuições da família exponencial, a curtose e a assimetria da variável resposta são escritas

em função da média e do parâmetro de dispersão. Isto significa que a variância, a curtose e a

assimetria são modelados em função da média.

Buscando por uma maior flexibilidade nesta estrutura, [56], apresentaram uma

classe de modelos que relaxam as condições observadas nos GLM’s, permitindo assim, explicar

não somente a média da variável reposta em função das variáveis explicativas, mas também a

descrição de sua variabilidade, sua assimetria e curtose em função das covariáveis. Esta classe

é denominada de Modelos Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (GAMLSS).

Pode-se verificar em [63] que nos GAMLSS, ao invés de uma única estrutura

de regressão, são obtidas diversas estruturas de regressão, sendo que cada uma delas possui um

conjunto de variáveis explicativas individuais. Além disso, uma grande flexibilização existente

se refere a distribuição assumida para a variável resposta, já que não necessariamente pertence

à família exponencial de distribuições.

Considerando a estrutura observada nos GAMLSS, que segundo [63] possi-
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bilita diversas flexibilidades frente aos GLM’s, além de ser uma proposta alternativa em relação

às redes neurais e algoritmos de decision tree (DTR), o objetivo deste trabalho consiste na

implementação de um modelo GAMLSS visando a estimativa de desvios para o vermelho fo-

tométricos de galáxias (redshift), segundo a fotometria de diferentes comprimentos de ondas

(bandas). Entende-se que devido a natureza mais robusta e flexível dos GAMLSS, podem-

se obter resultados mais satisfatórios do que os encontrados na literatura para os GLM’s, bem

como uma alternativa bastante viável quando consideram-se pesquisas fundamentadas em redes

neurais e DTR.

Para a descrição pormenorizada desta pesquisa, além deste primeiro capítulo

referente à introdução do trabalho, tem-se que a mesma foi divida em mais 4 capítulos: No

segundo capítulo é apresentada uma revisão da literatura, no qual inicia-se por apontamentos

referentes ao conceito de redshift fotométrico, bem como procedimentos para sua estimação.

Em seguida, realiza-se uma discussão sobre alguns modelos de regressão, dentre os quais, se

destacam os Modelos de Regressão Clássicos, perpassando pelos Modelos Lineares Generali-

zados e, por fim, os Modelos Aditivos Generalizados (GAM).

O terceiro capítulo apresenta informações sobre a metodologia adotada para a

presente pesquisa. Aqui, é realizada uma discussão mais aprofundada dos modelos GAMLSS,

sendo descrita sua definição, os métodos para estimação, as famílias de distribuição, procedi-

mentos para seleção de modelos e análise de resíduos e diagnóstico de um modelo ajustado.

Ademais, exibe-se uma descrição sobre a técnica da análise de componentes principais, além

do banco de dados considerado nesta pesquisa. O quarto capítulo expõe aspectos relativos so-

bre a preparação do conjunto de dados visando sua modelagem, os resultados obtidos com o

modelo ajustado, bem como uma discussão sobre a análise de resíduos e diagnóstico do mo-

delo proposto. Por fim, são apresentadas as considerações finais sobre a dissertação, buscando

repostas para a problemática exposta, além de reflexões sobre sobre os resultados obtidos neste

trabalho.
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2 REVISÃO DE LITERATURA

Neste capítulo são descritas, de maneira introdutória, a conceitualização de

redshift fotométrico, bem como procedimentos para sua estimação. Além disso, buscando re-

alizar uma contextualização com os conceitos e as estruturas dos modelos de regressão, são

apresentadas as definições e propriedades do Modelo Clássico de Regressão Linear (LM), dos

GLM’s e dos Modelos Aditivos Generalizados. Esta seção constitui-se como fundamento para

a discussão sobre os GAMLSS, que é realizada no capítulo de materiais e métodos.

2.1 REDSHIFT FOTOMÉTRICO

Estudos relativos a astrofísica e a cosmologia indicam a existência de inúme-

ras galáxias distintas à Via Láctea, bem como a constante expansão do Universo [49]. Contudo,

estas pesquisas não são recentes. Tais descobertas ocorreram entre os anos de 1923 e 1929,

quando o astrônomo americano Edwin Powell Hubble (1889-1953) conseguiu visualizar e me-

dir individualmente estrelas da galáxia de Andrômeda. Além disso, este pesquisador foi capaz

de observar o deslocamento para o vermelho nas linhas de espectro de galáxias, medindo suas

distâncias e concluindo que estas estavam se afastando da Terra a uma certa velocidade [50].

Considerando tal fato, a luz emitida por estes entes celestiais sofrem um des-

locamento para o vermelho, acarretando no aumento do comprimento de onda emitido pela

galáxia. Esse deslocamento para o vermelho é denominado de redshift. Segundo [23], caso

ocorra a aproximação destes objetos, o comprimento de onda diminui, e neste caso diz-se que

ocorre um blueshift, ou desvio para o azul. Assim sendo, tanto o redshift quanto o blueshift são

referências de deslocamentos para as partes vermelhas (de comprimentos de onda mais longos)

e azul (de comprimentos de onda mais curtos) do espectro [23].

Como observado em [50], a medida do redshift relaciona-se com a velocidade

com que determinadas galáxias se afastam, bem como a distância que se encontram do planeta

Terra. Neste sentido, há a possibilidade de que valor do redshift de uma galáxia, seja entendido

como uma medida de distância, permitindo estabelecer algumas características da galáxia [39].

Em [49] infere-se que existem técnicas que possibilitam obter uma estimativa

do redshift de uma galáxia. O método mais preciso, denominado de redshift espectroscópico

(RE), consiste na observação de linhas do espectro, em que os comprimentos de onda medido

são comparados com os comprimentos de onda das linhas em repouso. Outra técnica bastante

usual, denominada de redshift fotométrico (photoz), fundamenta-se no uso da fotometria de

um objeto em diferentes bandas, de maneira que pode ser compreendida como uma construção

aproximada da Distribuição de Energia Espectral (SED).

Embora seja considerado um espectro de baixa resolução, apresentando gran-

des incertezas devido a escassez de dados precisos sobre a SED, tem-se em [49], que essa
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técnica possibilita que sejam medidas inúmeras vezes mais distâncias do que as medidas mais

precisas utilizando o RE. Além disso, em [39], afirma-se que a fotometria possibilita uma di-

minuição de tempo e de recursos, uma vez que podem ser obtidas estimativas de redshift de

inúmeros objetos simultaneamente.

A grande desvantagem dos photoz, quando comparados com os RE, consiste

em sua menor precisão na estimativa da média, bem como na existência dos erros catastróficos,

que são valores estimados de redshift muito distintos dos valores obtidos espectroscopicamente.

Em geral, tem-se que de 1% a 10%, dos valores de redshift fotométrico podem ser classificados

como erros catastróficos [60].

2.2 CONTEXTUALIZAÇÃO DOS MODELOS DE REGRESSÃO

Entende-se por modelo, como uma representação aproximada de um determi-

nado fenômeno [3]. Diversas áreas buscam por modelar situações do cotidiano, dentre as quais

se destacam a matemática e a estatística. Embora estas ciências busquem descrever e analisar

objetos similares, a maneira como estruturam esse processo é distinta. Em ambos os campos

científicos, a organização consiste em estabelecer uma relação de dependência entre variáveis.

Contudo, enquanto na matemática um modelo apresenta seus componentes

fixos, na estatística existe no mínimo um componente aleatório, inserindo assim, uma variável

aleatória no modelo, relacionando-se com uma distribuição de probabilidade [8].

Uma classe em particular de modelos estatísticos é o denominado Modelo

Clássico de Regressão Linear, que é definido em [55] por

Yi = β0 + β1x1i + ...+ βpxpi + εi, (2.1)

com i = 1, 2, . . . , n, em que Yi são os valores observados atribuídos à variável resposta;

(x1i, ..., xpi) representam as variáveis explicativas; p é o número de variáveis preditoras; βa,

com a = 1, ..., p, são os parâmetros do modelo, tal que β0 é denominado de intercepto. Os εi
são os erros aleatórios associados, de maneira que εi

iid
∼ N(0, σ2), isto é, são independentes en-

tre si e identicamente distribuídos segundo uma distribuição normal com média zero e variância

constante igual a σ2.

Em [44] o modelo apresentado em (2.1), é reescrito de maneira matricial da

seguinte maneira:

Y = Xβ + ε, (2.2)

em que Y = (y1, y2, ..., yn)
T é o vetor cujos elementos são os valores da variável resposta

Y , tal que Y
iid
∼ N(µ; Iσ2), com µ = Xβ e I denotando a matriz identidade de ordem

n; X = (1,x1, ...,xp) é a matriz cujos elementos são os valores das variáveis explicativas,

denominada de matriz de delineamento; β = (β0, β1, ..., βp)
T é o vetor de parâmetros a serem
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estimados e ε = (ε1, ..., εn)
T é o vetor de erros, em que ε

iid
∼ N(0; Iσ2).

Ainda em [44], os autores mostram uma grande vantagem ao se trabalhar com

expressões matriciais em modelos de regressão linear, isto é, referem-se ao fato de que o método

de mínimos quadrados utilizado para a estimação do vetor de parâmetros β em (2.2), pode ser

construído de maneira geral, e refere-se à minimização da forma quadrática

εT ε = (Y − Xβ)T (Y − Xβ) =
n∑

i=1

ε2i . (2.3)

Realizando-se cálculos matriciais, obtém-se a expressão para os estimadores

de mínimos quadrados para β, que é dada em [44] por

β̂ = (XTX)−1XTY . (2.4)

Entretanto, pode-se observar que os modelos lineares clássicos apresentam

uma estrutura bastante rígida quando se consideram seus pressupostos. Podem ser destacados

alguns aspectos, tais como, a obrigatoriedade da variável resposta seguir distribuição normal,

bem como não proporcionar maior flexibilidade para a relação funcional entre a média da variá-

vel resposta e o preditor linear η. Estes pressupostos tornam os modelos lineares clássicos pouco

satisfatórios quando implemantados em situações que envolvam dados binários, contagens ou

proporções [15].

Buscando alternativas para tal situação, John Nelder e Robert Wedderburn

[48], propuseram uma classe de modelos estatísticos que visaram a generalização dos Mode-

los Lineares Clássicos. A essa teoria unificadora de modelagem estatística, denominaram de

Modelos Lineares Generalizados. Em [11], infere-se que os GLM’s envolvem uma variável

resposta univariada Y relacionada com um conjunto de covariáveis x1, x2, ..., xp. Nesse sen-

tido, supondo uma amostra com n observações (yi,xi), em que xi = (xi1, ..., xip)
T é o vetor

coluna de covariáveis, existem três componentes associados aos GLM’s, a saber, o componente

aleatório, o componente sistemático e a função de ligação.

• Componente aleatório: É a variável resposta, constituído por um conjunto

de variáveis aleatórias independentes Y1, ..., Yn, obtidas de uma mesma distribuição que per-

tence à uma família paramétrica, denominada família exponencial de distribuições [11].

A família exponencial uniparamétrica é caracterizada por uma função (de den-

sidade ou probabilidade) que depende de um parâmetro desconhecido θ, descrita em [11], na

forma

f(x; θ) = c(x) · exp[ζ(θ) · t(x)− ψ(θ)], (2.5)

em que as funções ζ(θ), ψ(θ), t(x) e c(x) tem por domínio o conjunto dos números reais e não

apresentam unicidade.
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Em [11], tem-se que a família exponencial pode ser analisada considerando

as funções ζ(θ) e t(x) como as funções identidades, isto é, ζ(θ) = θ e t(x) = x. É então

denominada de família exponencial na forma canônica e pode ser reescrita como

f(x; θ) = c(x) · exp[θx− ψ(θ)], (2.6)

em que θ é denominado de parâmetro canônico. Esta abordagem possui grande importância, já

que é possível calcular os dois primeiros momentos em termos de derivadas da função ψ(θ) em

relação ao parâmetro canônico θ.

Embora se tenha essa vantagem, nos GLM’s a variância não é mais constante.

Em [11] tem-se que é necessário um parâmetro para capturar essa variabilidade. Nesse sen-

tido, quando se observa o componente aleatório de um GLM, deve-se assumir que a função de

densidade (ou de probabilidade) de Y possa ser expressa na forma

f(y; θ, φ) = exp{φ−1[yθ − ψ(θ)] + v(y, φ)}, (2.7)

em que φ > 0 é um parâmetro de dispersão, que é uma medida de dispersão da distribuição.

Além disso, quando se tem φ conhecido, a família de distribuições apresentada em (2.7) é

idêntica a família exponencial na forma canônica, indicada em (2.6). O modelo apresentado

por meio da função (2.7) é denominado de família exponencial linear ou família exponencial

de dispersão na forma canônica [11].

Quando considera-se a família exponencial de dispersão, a média e a variância

da variável reposta Y são dadas em [11] por

E(Y ) = µ = ψ′(θ) e Var(Y ) = φ · ψ′′(θ), (2.8)

em que a função da média µ na variância é representada por ψ′′(θ) = V (µ), que é denominada

de função da variância.

Alguns exemplos de distribuições que pertencem à família exponencial de

dispersão são: a distribuição normal (logo, um modelo linear clássico é um caso particular

dos GLM’s), as distribuições gama e normal inversa (que são distribuições assimétricas, com

Y > 0), as distribuições Poisson e binomial (distribuições discretas), entre outras [11].

Este é um grande avanço frente ao modelo linear clássico, já que foi reti-

rado o forte pressuposto de que a variável resposta segue a distribuição normal, sendo agora

possível atribuir qualquer distribuição que pertença à família exponencial de dispersão. Isso

possui muitas vantagens, uma vez que é possível, nos GLM’s, a modelagem de dados positivos,

assimétricos, dados de contagem, proporção, entre outros [26].

• Componente sistemático: Em [11], tem-se que é no preditor linear do

modelo que são inseridas as variáveis explicativas, por meio de uma combinação linear dos
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parâmetros desconhecidos, ou seja,

ηi =

p∑

r=1

xirβr = xT
i β ou η = Xβ, com i = 1, ..., n, (2.9)

em que X = (x1, x2, ..., xn)
T é a matriz do modelo, β = (β1, β2, ..., βp)

T é o vetor de parâmetros

desconhecidos e η = (η1.η2, ..., ηn)
T é o preditor linear.

• Função de Ligação: Em [11] observa-se que a função de ligação é uma

função que relaciona o componente aleatório com o componente sistemático, isto é, associa a

média com o preditor linear. Nesse sentido,

ηi = g(µi), (2.10)

sendo g(·) uma função monótona e diferenciável.

Por meio das equações (2.9) e (2.10), pode-se obter

g(µi) = ηi = β0+β1xi1+...+βpxip =⇒ µi = g−1(ηi) = g−1(β0+β1xi1+...+βpxip), (2.11)

ou seja, em um GLM temos uma função da média que é relacionada com o preditor linear e, que

pode ser escrita como uma combinação linear das covariáveis com os parâmetros, adicionado

ao β0 (intercepto).

Para se estimar o vetor de parâmetros β, pode-se utilizar o Método de Máxima

Verossimilhança (MV), o Método Bayesiano (MB), entre outros. Considerando o Método de

MV para estimar o vetor de parâmetros β, utiliza-se o Algoritmo da Estimação para os GLM’s

que é representado em [11] por

β(m+1) =
(

XW(m)X
)−1

XTW(m)z(m), (2.12)

em que m indica o número da iteração do algoritmo; X é a matriz do modelo; W é uma matriz

diagonal de pesos que capta a informação sobre a distribuição e a função de ligação utilizadas;

z = η(m) + G(m)(y − µ(m)) é denominada de variável dependente ajustada, em que G é uma

matriz diagonal formada pelas derivadas de primeira ordem da função de ligação; y é o vetor de

dados e µ o vetor de médias [11].

Ainda segundo [11], uma observação bastante importante, se refere ao fato

de que o algoritmo apresentado em (2.12), quando avaliado em um modelo de regressão linear

clássico (com distribuição normal), reduz no estimador de mínimos quadrados ponderados, em

que W(m) = I (matriz identidade) e z(m) = y.

Em síntese, pode-se observar que os GLM’s apresentam flexibilizações em

relação aos modelos lineares de regressão clássicos, destacando-se a possibilidade de diversas
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distribuições de probabilidade para a variável resposta (desde que pertençam à família expo-

nencial de dispersão), não restringindo somente à distribuição normal. Além disso, tem-se a

possibilidade de uso da função de ligação para modelar a conexão entre a média com o preditor

linear.

Ainda que apresentem diversas vantagens quando comparado com os mode-

los clássicos de regressão linear, em [17] tem-se que os GLM’s dispõe de uma estrutura bastante

restrita, principalmente pelo aspecto de considerar uma relação linear entre a média com as va-

riáveis explicativas. Um alternativa viável para superar estas dificuldades, refere-se a utilização

das regressões não-paramétricas ou semi-paramétricas. Em [17] tem-se que nestes modelos, a

função da média é estimada sem relação a uma forma funcional pré-existente, possibilitando

maior flexibilidade e versatilidade para tais regressões.

Os modelos aditivos generalizados são uma classe de modelos que foram in-

troduzidos por Hastie e Tibshirani em [27], em que a inovação consistiu em inserir técnicas

de suavização que não existiam nos GLM’s. Nesse sentido, observa-se em [67] que um GAM

corresponde a um Modelo Linear Generalizado, com preditores lineares apresentando somas de

funções suavizadoras de variáveis explicativas, isto é

g(µi) = X∗
iθ + h1(x1i) + h2(x2i) + h3(x3i, x4i) + . . . =⇒

g(µi) = X∗
iθ +

∑

j

hj(xji), (2.13)

em que Y é a variável resposta; Yi segue alguma distribuição que pertence à família exponencial,

apresentando como vetor de médias µ e parâmetro de dispersão φ; X∗
i é a i-ésima linha da matriz

de delineamento para qualquer componente paramétrico do modelo; θ é o vetor de parâmetros

correspondente à matriz de delineamento; hj são as funções suavizadoras não-paramétricas das

covariáveis xj que, nesta pesquisa, serão consideradas as funções denominadas de splines.

Embora este modelo permita um ajuste por meio de funções suavizadoras,

evitando alguns modelos complexos em sua manipulação, o mesmo apresenta algumas ques-

tões que requerem cuidado, dentre os quais se destacam a representação destas funções de

suavização, bem como a escolha de quão suaves elas são [67].

Com relação a estimação das funções suavizadoras h, em [67] infere-se que

pode ser feita escolhendo-se uma base definida no espaços das funções, de maneira que a função

h seja um dos elementos da base. Assim, por meio de penalizações nessas bases, em [68]

verifica-se que cada função pode ser representada por

hj(xji) =

kj∑

k=1

βjkbjk(xji),

em que bjk(xji) são funções de base conhecidas, que são escolhidas por terem propriedades

convenientes, enquanto βjk são parâmetros que devem ser estimados.
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Por meio de reparametrizações, o modelo apresentado em (2.13) pode ser

reescrito centrado matricialmente para cada termo de suavização, da seguinte maneira

g(µi) = Xiβ, (2.14)

em que X = [X∗ : X1 : X2 : ...] e βT = [θT , βT
1 , β

T
2 , ...]. Nesse sentido, o modelo (2.14)

refere-se a uma GLM, podendo-se escrever o logarítmo da sua função de verossimilhança l(β).

Em [67] observa-se que nos GAM’s, tem-se a existência de penalizações

objetivando-se o ajuste de mínimos quadrados. Por exemplo, o modelo (2.14) pode ser ajustado

minimizando

||y − Xβ||2 + λ

∫ 1

0

[h′′(x)]2dx, (2.15)

em que λ é denotado de parâmetro de suavização; e a integral da segunda derivada de h, pe-

naliza os modelos. Quem realiza a compensação entre o ajuste do modelo e sua suavidade é o

parâmetro de suavização. Como h é linear nos parâmetros βi, com i = 1, . . . , n, tem-se que a

penalidade sempre pode ser reescrita como uma forma quadrática em β, isto é,

∫ 1

0

[h′′(x)]2dx = βTSβ, (2.16)

em que S é uma matriz de coeficientes conhecida. Assim, por meio das equações (2.15) e (2.16),

o ajuste da regressão por splines penalizados, se reduz a minimizar

||y − Xβ||2 + λβTSβ, (2.17)

em relação a β, sendo λ conhecido.

Em [67] verifica-se que a expressão formal para minimizar (2.17) fundamenta-

se na estimação de mínimos quadrados penalizados de β, especificada por

β̂ =
(
XTX + λS

)−1
· XTy.

Assim, conhecida uma medida de oscilação para cada função, pode-se obter

o logarítmo da função de verossimilhança penalizada para o modelo, que é dada em [67] por

lpen(β) = l(β)−
1

2

∑

j

λjβ
TSjβ, (2.18)

em que os λj são os parâmetros de suavização, que realizam uma regulação entre a qualidade

de ajuste do modelo e a sua suavidade. Nesse sentido, considerando os valores para os parâme-

tros de suavização, pode-se maximizar o logarítmo da função de verossimilhança penalizada do

modelo, com intuito de obter β̂. No entanto, os λj devem ser estimados por métodos computaci-

onais. Este método de estimação dos GAM’s é denominado de mínimos quadrados penalizados
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iterativamente reponderados (IRLS) [67].

Em síntese, nos modelos GAM’s tem-se uma grande flexibilidade ao inserir

as funções suavizadoras, uma vez que possibilita que o relacionamento entre a variável resposta

e as variáveis explicativas não seja obrigatoriamente linear, como nos GLM’s. Contudo, uma

ressalva em se introduzir as funções suavizadoras refere-se ao fato de não se ter uma interpreta-

bilidade simples como se observa nos GLM’s. Além disso, tanto para os GAM’s quanto para os

GLM’s, ainda se tem a restrição da média (µ) ser modelada necessariamente por distribuições

pertencentes à família exponencial de dispersão.

Buscando-se por alternativas para situações como a supracitada, Rigby e Sta-

sinopoulos em [56], propuseram uma classe de modelos de regressão denominada de Modelos

Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma. Na seção a seguir, são apresentadas em

detalhes sua estrutura e propriedades.
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3 MATERIAIS E MÉTODOS

Para uma compreensão pormenorizada dos aspectos metodológicos desta pes-

quisa, são apresentadas a definição e as propriedades referentes a classe de modelos de regressão

utilizada, bem como procedimentos para seleção e análise diagnóstica de modelos.

3.1 MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS PARA LOCAÇÃO, ESCALA E FORMA

3.1.1 Definição de um GAMLSS

Em [56], pode-se observar que nos Modelos Aditivos Generalizados para Lo-

cação, Escala e Forma, termos aditivos, paramétricos e aleatórios podem ser considerados para a

modelagem dos q parâmetros θT = (θ1, θ2, ..., θq), de uma função (densidade) de probabilidade

f(y|θ).

Este modelo assume que para todo i = 1, ..., n, as yi variáveis respostas são

independentes, condicionais a θi, com função de probabilidade (densidade) f(yi|θ
i), em que

θiT = (θi1, θi2, ..., θiq) é o vetor de q parâmetros relacionado com as variáveis explicativas e

efeitos aleatórios.

Assim sendo, considerando yT = (y1, y2, ..., yn) o vetor de observações da

variável resposta, e gt(·) uma função de ligação monótona, com t = 1, ..., q, tal que relacione θt
com as variáveis explicativas e efeitos aleatórios por meio de um modelo aditivo dado por

gt(θt) = ηt = Xtβt +
Jt∑

j=1

Zjtγjt, (3.1)

em que θt é o vetor referente ao t−ésimo parâmetro da distribuição considerada para a variável

resposta Y, referente ao vetor ηt (seu preditor linear); Xt é a matriz das covariáveis de tamanho

n × J ′
t; βt

T = (β1t, β2t, ..., βJ ′t) é um vetor paramétrico dos efeitos fixos de tamanho J ′
t;

Zjt é uma matriz de termos aditivos; γjt são vetores de variáveis aleatórias que podem ser

combinados em um único vetor γt, associado a uma matriz Z(t). Em [56], o modelo definido

em (3.1) é denominado de GAMLSS.

Como já observado, os vetores γjt, podem ser manipulados e combinados em

um único vetor γt com uma única matriz Zt [17]. Contudo, a formulação apresentada em (3.1)

é mais apropriada, uma vez que facilita a utilização do algoritmo de auto ajuste para estimar os

parâmetros (backfitting), além de possibilitar que combinações de diferentes termos aditivos e

de efeitos aleatórios sejam facilmente implementados no modelo.

Observe que para o caso em que não existem termos aditivos associados aos

parâmetros da distribuição (Jt = 0), o modelo (3.1) se reduz a um modelo linear estritamente

paramétrico, dado por
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gt(θt) = ηt = Xtβt.

Para o caso em que Zjt = In, em que In é uma matriz identidade de ordem n,

e γjt = hjt = hjt(xjt) para todas as combinações de j e t no modelo (3.1), tem-se que

gt(θt) = ηt = Xtβt +
Jt∑

j=1

hjt(xjt), (3.2)

em que xjt, para j = 1, 2, ..., Jt e t = 1, 2, ..., q, são vetores de tamanho n. A função hjt é

uma função desconhecida das variáveis explicativas Xjt e hjt = hjt(xjt) é um vetor que avalia

a função hjt em xjt. Para essa situação, considera-se que os vetores xjt sejam conhecidos, e

o modelo (3.2) é um caso especial do modelo (3.1) que é denominado em [56] por GAMLSS

semiparamétrico.

Além disso, em [57] observa-se que o modelo (3.1) pode ser estendido, possi-

bilitando que termos paramétricos não lineares sejam incluídos nos parâmetros da distribuição,

sendo apresentado na forma

gt(θt) = ηt = ωt(Xtβt) +
Jt∑

j=1

hjt(xjt), (3.3)

em que ωt, com t = 1, ..., q são funções não lineares conhecidas e Xt é uma matriz de variáveis

explicativas conhecidas, de ordem n × J ′′
t . O modelo em (3.3) é denominado de GAMLSS

semiparamétrico não linear. Para Jt = 0, ou seja, se os parâmetros da distribuição não possuir

termos aditivos, então o modelo (3.3) é reduzido a um modelo GAMLSS paramétrico não linear,

dado por

gt(θt) = ηt = ωt(Xtβt). (3.4)

Assim, para modelar uma variável resposta Y que segue uma distribuição de

probabilidade com quatro parâmetro, isto é q = 4, verifica-se em [12] que a classe de modelos

GAMLSS semiparamétricos pode ser representada por Y ∼ D(µ,σ,ν, τ ), de maneira que

cada parâmetro distribucional é estimado por um preditor particular, dado por

g1(µ) = η1 = X1β1 + h11(x11) + . . .+ h1J1(x1J1),

g2(σ) = η2 = X2β2 + h21(x21) + . . .+ h2J2(x2J2),

g3(ν) = η3 = X3β3 + h31(x31) + . . .+ h3J3(x3J3),

g4(τ ) = η4 = X4β4 + h41(x41) + . . .+ h4J4(x4J4), (3.5)
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em que D(µ, σ, ν, τ) é a distribuição considerada para a variável resposta Y; g1(·), g2(·), g3(·) e

g4(·) são as funções de ligação dos parâmetros da distribuição (µ, σ, ν, τ), respectivamente; X1,

X2, X3 e X4 são as matrizes referentes as variáveis explicativas (parte paramétrica do modelo);

β1, β2, β3 e β4 são os vetores dos coeficientes lineares da parcela paramétrica do modelo e,

para t = 1, 2, 3, 4 e j = 1, 2, . . . , jt, htj(xtj) são funções suavizadoras das variáveis explicativas

xtj inseridas aditivamente nos preditores dos parâmetros da distribuição considerada para o

modelo.

Por meio das obras de [55], [56] e [12], observa-se que as funções suaviza-

doras podem ser reescritas como h(x) = Zγ , em que Z é a matriz constituída por funções

geradoras da função suavizadora e γ é o vetor dos coeficientes a serem estimados, relacionados

com uma penalização que é expresso na forma quadrática λ∗γTGγ, tal que λ∗ é o parâmetro

de suavização, G é a matriz de penalização que é expressa na forma G = DTD e D é uma matriz

de diferenças.

Sob essa perspectiva, a estrutura apresentada em (3.5) pode ser generalizada

por

g1(µ) = η1 = X1β1 +

J1∑

j=1

Zj1γj1,

g2(σ) = η2 = X2β2 +

J2∑

j=1

Zj2γj2,

g3(ν) = η3 = X3β3 +

J3∑

j=1

Zj3γj3,

g4(τ ) = η4 = X4β4 +

J4∑

j=1

Zj4γj4, (3.6)

de maneira que β = (βT
1 ,β

T
2 ,β

T
3 ,β

T
4 ) são os vetores dos parâmetros dos efeitos fixos e γ =

(γT
11,γ

T
12, . . . ,γ

T
1J1
,γT

21, . . . ,γ
T
4J4

) são os coeficientes dos efeitos aleatórios.

Assim, nota-se que a classe de modelo GAMLSS apresentada em (3.1) é mais

geral que os modelos Lineares Clássicos, GLM e GAM, uma vez que a distribuição da variável

resposta não restringe-se à família exponencial, bem como todos os parâmetros (e não apenas a

média) são modelados considerando termos de efeitos aleatórios e/ou fixos.

3.1.2 Estimação do Modelo

Ao considerar a estimação do modelo, verifica-se em [56], que para o ajuste

dos componentes aditivos em uma estrutura GAMLSS faz-se fundamental o algoritmo back-

fitting (retroajuste), bem como penalidades quadráticas no logarítmo da função de verossimi-
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lhança. Nesse sentido, a estimação resultante utiliza matrizes suavizadas como componente do

algoritmo de retroajuste.

Outro aspecto importante no GAMLSS, refere-se sobre a hipótese de indepen-

dência entre os diferentes vetores γjt de efeitos aleatórios. Contudo, se para um valor particular

de t, dois ou mais vetores de efeitos aleatórios não são indenpendentes, eles podem ser combi-

nados de modo a obter um único vetor, com matriz de correspondência, Zjt, única para que a

condição de independência seja satisfeita.

Nesse sentido, tem-se em [63] que para o ajuste do modelo (3.6), é necessário

estimar os vetores dos parâmetros dos efeitos fixos β, os coeficientes dos efeitos aleatórios γ e

também o vetor de hiperparâmetros λ∗.

Em [56] verifica-se que pode-se estimar os βt′s e os γjt′s considerando o vetor

de hiperparâmetros λ∗ fixo ou, de uma maneira mais geral, estimar tal vetor. Analisando-se

primeiramente para o caso em que λ∗jt é fixo, segundo estes mesmos autores, os βt′s e os γjt′s

podem ser estimados no GAMLSS pela maximização do logarítmo da função de verossimi-

lhança penalizada, lpen, dada por

lpen = l −
1

2

q∑

t=1

Jt∑

j=1

λjtγ
T
jtGjtγjt, (3.7)

em que l =
n∑

i=1

log f(yi|θ
i) é o logarítmo da função de verossimilhança dos dados condicionais

a θi, com i = 1, ..., n.

Visando-se a maximização do logarítmo da função de verossimilhança pena-

lizada em (3.7), no software R, é possível utilizar dois algoritmos distintos: o algoritmo CG

(Cole e Green), e o algoritmo RS (Rigby e Stasinopoulos), ambos generalizações de modelos

apresentados em [9] e [54], respectivamente. Em [64], tem-se que o algoritmo iterativo RS ma-

ximiza o logarítmo da função de verossimilhança (penalizada) sobre cada um dos parâmetros,

realizando ciclos até sua convergência. Por ser mais rápido e mais estável, é o método padrão

utilizado no software R. Este algoritmo apresenta três partes interrelacionadas: as iterações ex-

ternas; as iterações internas ou GLIM e o algoritmo de backfitting, cada um relacionado com o

anterior. A Figura 3.1 ilustra a estrutura do algoritmo RS que, também se aplica ao algoritmo

CG.

Embora a estrutura dos algoritmos RS e CG sejam similares, como indicado

na Figura 3.1, o algoritmo CG apresenta um grande distinção ao RS, fundamentalmente ao que

se refere no uso de valores esperados das derivadas cruzadas do logarítmo da função de veros-

similhança em relação a cada um dos parâmetros da distribuição, possibilitando a atualização

conjunta de todos os vetores de parâmetros. Contudo, para algumas funções de densidade de

probabilidade f(y|θ), os parâmetros θ são ortogonais, acarretando em valores esperados das

derivadas cruzadas do logarítmo da função de verossimilhança serem iguais a zero [64].

Nestes casos, o algoritmo CG não é recomendado. Em contrapartida, o al-
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Figura 3.1: Representação dos três ciclos dos algoritmos GAMLSS.

Fonte: Adaptado do trabalho de [64].

goritmo CG é adequado ao considerar distribuições que apresentam estimadores de parâmetros

extremamente correlacionados, uma vez que, em [64] infere-se que nestes casos, o algoritmo

RS pode ser moroso, além de possibilidade de convergência para um máximo local do logarítmo

da função de verossimilhança ao invés do máximo global.

Por outro lado, de uma maneira mais geral, pode-se estimar os hiperparâme-

tros de suavização λ∗. Para tanto, em [63] tem-se que existem diversas estratégias para este

processo. Ainda segundo os mesmos autores, estas podem ocorrer:

• Globalmente: quando o método para estimar o hiperparâmetro de suaviza-

ção é estabelecido fora dos algoritmos RS ou CG.

• Localmente: quando o método para estimar cada λ∗jt do hiperparâmetro de

suavização é aplicado internamente ao algoritmo de backfitting dos algoritmos RS ou CG.

Além disso, nas palavras de [63] existem pelo menos três métodos distintos

para se estimar os hiperparâmetros, à saber, os métodos fundamentados na verossimilhança

(ML/REML), o critério de informação de Akaike generalizado (GAIC); e técnicas de validação

como a validação cruzada generalizada (GCV).

Em [63], tem-se que os métodos locais são os mais rápidos e geralmente pro-

duzem resultados similares aos métodos globais. Embora os métodos globais possam apresentar

resultados mais confiáveis, estes são computacionalmente intensivos.
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3.1.3 Família de distribuições nos modelos GAMLSS

Como observado na definição dos GAMLSS, diferentemente dos GLM’s e

dos GAM’s, sua função densidade de probabilidade f(y|θ) não mais restringe-se a família

exponencial de dispersão, sendo ampliada para outras estruturas. Contudo, existe uma limitação

para a implementação do modelo GAMLSS. Nas palavras de [58], a única imposição existente é

que a função f(y|θ) e suas primeiras derivadas com relação a cada um dos parâmetros devem ser

computáveis. Ademais, as derivadas explícitas são preferíveis a derivadas numéricas, sendo que

estas últimas também podem ser utilizadas, contudo com potencial de acarretar em velocidade

computacional prejudicada.

Existem atualmente mais de 100 distribuições implementadas no software R,

junto ao pacote gamlss.dist, de maneira que a distribuição a ser considerada depende da na-

tureza da variável resposta Y . Em [59] tem-se que as distribuições encontradas no pacote

gamlss.family (software R) pertencem a três tipos distintos de distribuições, à saber, distri-

buições de probabilidade para variáveis aleatórias discretas, contínuas e mistas. As Tabelas 3.1

e 3.2 apresentam exemplos de um número reduzido de famílias de distribuições contínuas e

discretas que podem ser encontradas no software R.

Tendo em mente a grande quantidade de distribuições que estão implementa-

das neste software, na próxima subseção são apresentadas características e propriedades para a

seleção do modelo considerado nos GAMLSS.

3.1.4 Seleção de Modelos

Os GAMLSS podem ser representados por M = {D,G, T ,L}, em que D

especifica a distribuição da variável resposta; G representa o conjunto de funções de ligação

(g1, g2, ..., gq) para os parâmetros (θ1, θ2, ..., θq) da distribuição; T caracteriza os termos nos

preditores (z1, z2, ..., zq) para os preditores (η1, η2, ..., ηq); L define os parâmetros de suavização

associados a cada um dos parâmetros da distribuição da variável resposta [55].

Note que, devido a grande flexibilidade que os modelos GAMLSS oportu-

nizam, diversas combinações entre os quatro componentes de M = {D,G, T ,L} podem ser

utilizadas no processo de construção de um modelo. Uma das alternativas para tal comparação

é o Critério de Informação de Akaike Generalizado (GAIC), dado em [63] por

GAIC = −2l̂ + (κ df),

em que l̂ =
n∑

i=1

log f(yi|µ̂i, σ̂i, ν̂i, τ̂i) é o logarítmo da função de verossimilhança ajustada, κ

uma penalidade exigida e df são os graus de liberdade do modelo proposto.

Observe que, casos especiais do GAIC são especificados dependendo do valor

de κ. Se κ = 2, tem-se o Critério de Informação de Akaike (AIC); se κ = log(n) tem-se o

Critério Bayesiano de Schwarz (SBC) [2].
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Tabela 3.1: Famílias de distribuições contínuas implementadas no software R.

Distribuição Família Suporte Funções de ligação de
µ σ ν τ

Beta BE (0,1) logit logit - -
Box-Cox Cole-Green BCCG (0, ∞) ident. log ident. -

Box-Cox Power Expon. BCPE (0, ∞) ident. log ident. log
Box-Cox t BCT (0, ∞) ident. log ident. log

Exponencial EXP (0, ∞) log - - -
Exponencial Gaussiana exGAUS (−∞,∞) ident. log log -

Gamma GA (0, ∞) log log - -
Gamma Generalisada GG (0, ∞) log log ident. -

Gumbel GU (−∞,∞) ident. log - -
Gamma Inversa IGAMMA (0, ∞) log log - -

Johson’s SU JSU (−∞,∞) ident. log ident. log
Johson’s SU original JSUo (−∞,∞) ident. log ident. log

Logística LO (−∞,∞) ident. log - -
Log Normal LOGNO (0, ∞) ident. log - -

Normal NO (−∞,∞) ident. log - -
Power Exponencial PE (−∞,∞) ident. log log -

Skew Normal Tipo 1 SN1 (−∞,∞) ident. log ident. -
Skew Normal tipo 2 SN2 (−∞,∞) ident. log log -

Skew t Tipo 1 ST1 (−∞,∞) ident. log ident. log
Skew t Tipo 2 ST2 (−∞,∞) ident. log ident. log

Weibull WEI (0, ∞) log log - -

Fonte: Adaptado da obra [59].

Tabela 3.2: Famílias de distribuições discretas implementadas no software R.

Distribuição Família Suporte Funções de ligação de
µ σ ν τ

Binomial BI {0,1,...,n} logit - - -
Geométrica GEOM { 0,1,2,... } log - - -
Logarítmica LG 1, 2, ...,∞ logit - - -
Multinomial MULTIN 1, 2, ..., n R R R -

Binomial Negativa Tipo 1 NBI { 0,1,2,... } log log - -
Binomial Negativa Tipo 2 NBII { 0,1,2,... } log log - -

Poisson PO { 0,1,2,... } log - - -
Poisson Gaussiana Inversa PIG { 0,1,2,... } log log - -

Fonte: Adaptado da obra [59].

Outra possibilidade para a escolha de um modelo adequado é por meio da
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utilização do coeficiente de determinação generalizado (R2), dado em [46] por

R2 = 1− exp

[
−
2

n
{l(β̂)− l(0)}

]
= 1−

[
L(0)

L(β̂)

] 2
n

,

em que l(0) = logL(0) e l(β̂) = logL(β̂) representam o logarítmo das funções de verossimi-

lhança do modelo nulo com apenas o termo constante, e do modelo ajustado, respectivamente.

O modelo que apresentar o menor valor de GAIC e/ou maior valor para o R2 generalizado será

selecionado.

Seleção da distribuição D

No que se refere a seleção da distribuição, deve-se observar inicialmente o

suporte da variável resposta Y , ou seja, se os dados inidicarem valores de Y estritamente po-

sitivos, é razoável que se pense em uma distribuição que possua suporte positivo. Da mesma

maneira, se Y for uma variável aleatória discreta, é razoável pensar em distribuições discretas.

A partir do suporte da variável resposta, diversas distribuições podem ser to-

madas como candidatas para o processo de implementação do modelo. Para verificar aquela que

melhor se ajusta aos dados, em [56] infere-se que é selecionada aquela que apresenta o menor

valor do GAIC.

Para colaborar no processo de seleção da distribuição da variável resposta Y ,

verifica-se em [61], que o software R apresenta a função fitDist(·). Essa função permite o ajuste

de distribuições paramétricas da família GAMLSS, especificadas pelos diferentes argumentos

utilizados. Destaca-se aqui, o argumento type(·) pertencente a função fitDist(·), uma vez que

aqui é indicado o suporte da variável resposta, tal como realline, realplus ou realAll.

Segundo [62], a opção realline selecionará distribuições em que Y varia entre

todos os valores reais necessariamente (−∞ < Y < +∞). Já a opção realplus selecionará

distribuições de maneira que Y > 0, necessariamente. Por fim, tem-se que realAll é uma

combinação das opções anteriores, considerando em um único argumento ambos os ajustes

de distribuições. A distribuição marginal final definida é aquela selecionada pelo GAIC, com

penalidade κ. O default do software R é κ = 2, ou seja, AIC.

Outra função que possibilita o ajuste de distribuições paramétricas da família

GAMLSS, é a função chooseDist(·) [12]. Diferentemente da função fitDist(·), que indica as

melhores distribuições marginais para a variável resposta, não considerando as covariáveis do

modelo a ser ajustado, a função chooseDist(·) informa as melhores distribuições marginais a

partir de um modelo GAMLSS já ajustado, considerando para tanto, as covariáveis inseridas

neste modelo preliminar.

Assim como para a função fitDist(·), na função chooseDist(·), a distribuição

marginal escolhida é selecionada pelo Critério Informação de Akaike Generalizado, com pena-

lidade κ. O default do software R é κ = 2, ou seja, AIC [12].
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Considerando as diversas distribuições implementadas no software R, a seguir

é apresentada uma discussão introdutória sobre a distribuição Box Cox t, uma vez que a mesma

foi utilizada neste trabalho.

• Distribuição Box- Cox t (BCT)

Em [6], Box e Cox propuseram algumas transformações nas variáveis consi-

deradas para modelagem, visando-se a construção de uma nova família de distribuições, à qual

foi denominada de distribuição normal de potência truncada.

Diferentemente da distribuição normal, as distribuições que pertencem à esta

família, possuem propriedades menos restritivas, destacando-se pela não necessidade da nor-

malidade dos dados, de sua independência e da variância constante. Isso se justifica, uma vez

que em [6], verifica-se que tais suposições não são necessárias inicialmente para estas variá-

veis, mas sim, após algumas transformações adequadas realizadas. Nesta família, se encontram

algumas distribuições, dentre as quais tem-se a distribuição normal e a log-normal [12].

A distribuição BCT é uma generalização da família de distribuições normal

propostas por Box e Cox em [6], no qual apresenta importantes características no processo de

modelagem de dados com assimetria e elevada curtose [57]. Essa distribuição foi desenvolvida

em [57] por Rigby e Stasinopoulos, no qual apresenta quatro parâmetros, visando a modelagem

de variáveis respostas Y > 0. Sua representação é dada por BCT(µ, σ, ν, τ) [57].

Ressata-se ainda que, a distribuição BCT apresenta diversas vantagens frente

à outras distribuições, dentre as quais tem-se a possibilidade da produção de um modelo fle-

xível para assimetria e leptocurtose, além de possuir a fdp contínua, com derivadas de ordens

primárias e superiores contínuas [57].

Por meio do formalismo matemático, considere Y uma variável aleatória con-

tínua positiva, que segue a distribuição BCT(µ, σ, ν, τ), definida por meio de uma variável ale-

atória transformada Z, dada em [59] por

Z =





1
σν

[(
Y
µ

)ν

− 1
]
, se ν ̸= 0,

ou

1
σ
log

(
Y
µ

)
, se ν = 0,

(3.8)

com µ > 0, σ > 0, −∞ < ν < ∞ e Z segue uma distribuição truncada t, com τ > 0 graus de

liberdade.

Nesse sentido, a fdp de Y é dada em [59] por,

fY (y | µ, σ, ν, τ) =
yν−1fT (z)

µνσFT

(
1

σ|ν|

) , (3.9)

em que Z é dada pela equação (3.8) e fT (t) e FT (t) são, respectivamente, a fdp e a fda de

uma variável aleatória T que segue distribuição t padrão, com graus de liberdade τ > 0, isto é,
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T ∼ t[0, 1], dadas por ([59])

fT (z) =
Γ[(τ + 1)/2]

Γ(1/2)Γ(τ/2)τ 2

[
1 +

z2

τ

]− (τ+1)
2

=
1

B
(
1
2
, τ
2

)
τ

1
2

[
1 +

z2

τ

]− (τ+1)
2

e

FT (z) =
1

2
+ zΓ[(τ + 1)/2]×

2
F1

(

1
2
,
(τ+1)

2
; 3
2
;− z2

τ

)

Γ(1/2)Γ(τ/2)τ 2
,

em que Z é definida em (3.8), 2F1 é a função hipergeométrica, Γ(·) e B(·) são as funções gama

e beta, respectivamente.

De acordo com [59], tem-se que para a distribuição BCTo, sua função densi-

dade é também dada pela equação (3.9), de maneira que difere da distribuição BCT unicamente

pela função de ligação do parâmetro de locação (µ), uma vez que para a distribuição BCT a

função de ligação é a identidade, enquanto que para a distribuição BCTo é a função logarítmica.

Fundamentados na obra de Rigby e Stasinopoulos [59], é apresentada a Tabela

3.3 que exibe o espaço paramétrico de cada um dos quatro parâmetros da distribuição BCTo,

bem como o suporte da variável aleatória Y .

Tabela 3.3: Parâmetros distribucionais de BCTo.
Parâmetros Variação

Y (variável aleatória) 0 < y <∞
µ (parâmetro de escala) 0 < µ <∞

σ (coeficiente de variação aproximado) 0 < σ <∞
ν (parâmetro de assimetria) −∞ < ν <∞
τ (parâmetro de curtose) 0 < τ <∞

Fonte: Adaptado de [59].

Para o estudo do comportamento da curva de densidade da distribuição BCTo,

é apresentada a Figura 3.2, que ilustra o perfil assumido por tais curvas para diferentes valores

dos parâmetros distribucionais.
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Figura 3.2: Variações na curva da densidade da distribuição Box-Cox t .

Fonte: Próprio autor.
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Visando-se a complementação da caracterização da distribuição BCTo, o Qua-

dro 3.4 apresenta um resumo de suas principais propriedades. Para mais detalhes, ver [59].

Quadro 3.4: Resumo das propriedades matemáticas e funções da distribuição BCTo.

Medidas e Funções da Distribuição
Média -
Mediana µ
Moda -
Variância -
Coeficiente de Assimetria ν
Coeficiente de Curtose τ
Função geratriz de momento -

Função densidade de probabilidade (fdp) yν−1fT (z)

µνσFT ( 1
σ|ν|)

, em que T ∼ tτ = TF [0, 1](τ)

Função de distribuição acumulada (fda) FT (z), em que T ∼ tτ e z é dado em (3.8)

Inversa da fda (yp)





µ (1 + σνtp,τ )
1/ν , se ν ̸= 0

µ exp (σtp,τ ) , se ν = 0

em que tp,τ = F−1
T (p) e T ∼ tτ

Fonte: Adaptado de [59].

Seleção das Funções de Ligação G

Após a seleção da distribuição para a variável resposta, deve-se analisar quais

e quantos parâmetros que esta apresenta, para que assim, se verifique as funções de ligação

possíveis para cada parâmetro. No pacote do software R existem funções que são apresentadas

por default e, em geral, se respeita tal característica.

Contudo, verifica-se em [63], que para a alteração das funções de ligação

dos parâmetros, deve-se respeitar o seu espaço paramétrico, isto é, dependendo dos valores

assumidos para um parâmetro, a função de ligação deve ser definida no espaço paramétrico do

parâmetro. Por exemplo, ao selecionar a distribuição Box-Cox t (BCTo), com função de ligação

logarítmica para o parâmetro µ para representar a variável resposta Y , observa-se a existência de

4 parâmetros, à saber µ, σ, ν e τ . Note que o parâmetro µ assume valores positivos na reta real e,

dessa maneira, basta utilizar a função logarítmica como a função de ligação para este parâmetro

e, assim, o espaço paramétrico estaria sendo respeitado [59]. Ademais, no software R, para a

distribuição BCTo, a função de ligação default para o parâmetro µ é a função logarítmica.

Uma questão natural que emerge é: caso se tenham duas ou mais funções

de ligação que respeitem o espaço paramétrico de um determinado parâmetro, como comparar

qual a função mais adequada, segundo o objetivo da pesquisa? Para situações semelhantes

à proposta, pode-se utilizar um critério de qualidade de ajuste ou de análise de diagnóstico

(GAIC e de gráficos de resíduos).

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam as funções de ligação, dadas por default, para

cada parâmetro de algumas distribuições de probabilidade implementadas no R.
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Seleção das covariáveis do modelo T

Diferententemente dos modelos anteriormente discutidos (clássico, GLM e

GAM), enquanto observava-se um conjunto de características que explicavam simplesmente

a média ou uma função da média, nos GAMLSS existe um conjunto de termos que buscam

explicar cada um dos parâmetros da distribuição de probabilidade selecionada. Em [63], afirma-

se que para uma determinada distribuição de probabilidade para a variável resposta Y , a seleção

destes termos deve ser feita para todos os parâmetros da distribuição assumida, e não apenas

para o parâmetro de locação (µ).

Distintas abordagens podem ser utilizadas por meio da biblioteca gamlss do

software R. Segundo [63], algumas funções como a addterm(·), dropterm(·), stepGAIC(·)

e stepGAICAll.A(·) apresentam diversas estratégias para selecionar as covariáveis que fazem

parte da estrutura do preditor de um parâmetro distribucional. Ainda segundo estes mesmos

autores, tem-se que cada umas das funções supracitadas podem ser utilizadas com os seguintes

objetivos:

• Função dropterm(·): Quando se busca, a partir de um modelo ajustado

com todas as covariáveis, retirar aquelas que não são significativas para a explicação da variá-

vel resposta. Para tanto, a covariável que possuir maior p−valor será retirada do processo de

modelagem.

• Função addterm(·): Quando se busca, a partir de um modelo nulo ajustado

(sem as covariáveis), adicionar aquelas que são significativas para a explicação da variável

resposta, segundo a medida de seus p−valores.

Em [63], pode-se verificar dois aspectos extremamente importantes ao se uti-

lizar as estratégias supracitadas. O primeiro deles refere-se ao fato de ser possível realizar a

seleção de covariáveis para todos os preditores dos parâmetros da distribuição selecionado, ao

se alterar o argumento parameter(·) (default é para o parâmetro µ). O segundo relaciona-se

com a velocidade de processamento de seleção das covariáveis, ou seja, por meio do argumento

paralel(·), é possível realizar cálculos paralelos, assumindo que a máquina utilizada possui di-

versos CPUs. Isso apresenta vantagens ao se utilizar grandes conjuntos de dados.

• Função stepGAIC(·): Esta função pode ser utilizada para construir um

modelo para qualquer um dos parâmetros de distribuição, fundamentado nos procedimentos

backward, forward ou stepwise, utilizando o GAIC [63].

Procedimentos tais como, o método forward, o método backward e o método

stepwise são aqueles que podem ser aplicados para cada parâmetro ou para todos os parâmetros

da distribuição. Em conformidade com [43], o método de seleção forward inicia o processo com

o modelo nulo, e gradativamente insere covariáveis significativas, segundo medidas do AIC. Já
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o método de seleção backward realiza o procedimento de maneira inversa, iniciando-se um

modelo com todas as covariáveis possíveis e, gradativamente remove as variáveis menos signi-

ficativas. O método stepwise integra as estruturas dos métodos forward e backward, existindo

no R a função stepGAIC(·) que possibilita seu uso, de maneira que o argumento direction(·)

permite selecionar qual o método utilizado. Por default o método é o backward.

• Função stepGAICAll.A(·): A função stepGAICAll.A(·) integra a estrutura

da função stepGAIC(·) para ambos os métodos (forward e backward) simultaneamente [63].

A estratégia adotada por este método, pode ser visualizada por meio da Figura 3.3. A seguir é

apresentado este procedimento. Para mais detalhes, ver [63].

Figura 3.3: Estratégia A - Método de seleção de covariáveis Stepwise.

Fonte: Adaptado de [63].

• Inicia-se a seleção sem covariável em todos os parâmetros e, a partir daí, adiciona-se

covariáveis para o parâmetro µ, sendo considerado constantes os demais parâmetros σ, ν

e τ . A comparação dos modelos, com as covariáveis selecionadas para o parâmetro µ é

realizada por meio do AIC.

• Quando obter o melhor modelo possível para o parâmetro µ, considera-se este modelo

para este parâmetro e realiza-se o mesmo procedimento para o parâmetro σ, considerando

ν e τ constantes.

• Este procedimento é repetido para os parâmetros ν e τ .

• Quando finalizado o procedimento Forward para o parâmetro τ , inicia-se o Método

Backward neste parâmetro (retirar covariáveis), mantendo os demais parâmetros como

constantes.
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• O procedimento é repetido para os demais parâmetros, mantendo fixas as covariáveis

selecionadas para os parâmetros em etapas anteriores.

O modelo final é obtido, contendo as covariáveis selecionadas para os predito-

res de cada parâmetro da distribuição. Ressalta-se que não se tem, necessariamente, as mesmas

covariáveis para os preditores de cada parâmetro da distribuição, de maneira que, assim como

nos modelos GAM’s, estas estruturas podem ser compostas por funções suavizadoras.

Estas funções de suavização podem ser inseridas nos preditores dos parâme-

tros de distribuições por meio do pacote gamlss ou do pacote mgcv. A primeira alternativa

apresentada possibilita o uso de diversos suavizadores, dentre os quais se destacam os splines

cúbicos (cs(·), scs(·)), os p-splines (pb(·), ps(·)), os efeitos aleatórios (random effects) (re(·),

random(·)), entre outros. Para a segunda opção (pacote mgcv), a inserção das funções é reali-

zada por meio de uma interface da função gam(·), em que diversos suavizadores estão disponí-

veis e podem ser utilizados nos modelos GAMLSS [63].

Ainda segundo [63], algumas funções suavizadoras tais como, os thin plate

(s(·)) ou os produtos tensor (ti(·) ou te(·)) podem ser inseridas nos preditores dos parâmetros da

distribuição do modelo, contudo, é necessário o uso da função ga(·), que é quem possibilita o

acesso para o uso das funções suavizadoras do pacote mgcv no GAMLSS.

Sob uma perspectiva computacional, [63] afirma que a função pb(·) do pacote

gamlss e a função s(·) do pacote mgcv, quando utilizadas em modelos de regressão, apresen-

tam resultados similares no ajuste. Assim, neste trabalho, optou-se pela função s(·) (thin plate

spline) devido ao menor tempo de processamento no ajuste dos modelos implementados.

Seleção dos parâmetros de suavização do modelo (Hiperparâmetros) L

Existem diversas metodologias para selecionar os parâmetros de suavização

do modelo que, por sua vez, segundo [63] podem ser fixos ou estimados. Segundo [27], a forma

de fixação dos hiperparâmetros pode ser realizada fixando o grau de liberdade. Outra possibili-

dade refere-se a escolha de diferentes graus de penalização e comparar esses elementos a partir

do GAIC. Para além destas duas maneiras de seleção de hiperparâmetros, o software R possibi-

lita sua estimação. Os três métodos tradicionais para estimar os parâmetros de suavização são:

Validação cruzada generalizada (GCV), GAIC e Método de máxima verossimilhança.

Cada um dos três métodos supracitados pode ser realizado segundo duas ma-

neiras distintas, a saber, o Método Local, que refere-se quando o método é aplicado dentro do

algoritmo GAMLSS iterativo; ou o Método Global, que indica quando o método é aplicado fora

do algoritmo GAMLSS iterativo. Em suas palavras, [63] infere que os Métodos Locais são mais

rápidos e geralmente produzem resultados semelhantes aos métodos globais.
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3.1.5 Análise diagnóstica de um modelo ajustado

Um aspecto de fundamental importância para a análise da qualidade e adequa-

bilidade do modelo ajustado, refere-se ao estudo e a interpretação diagnóstica de seus resíduos

[19]. Entende-se por resíduos ordinários como sendo as diferenças entre os valores observados

por um modelo e seus valores estimados, isto é, Resi = yi − ŷi, com i = 1, ..., n. Diferen-

temente do modelo clássico que utiliza resíduos ordinários, estudentizados ou padronizados,

e dos GLM’s, que utiliza por exemplo, os resíduos de Pearson ou a componente da deviance

como resíduo, em [63] observa-se que nos GAMLSS são considerados os resíduos quantílicos

(aleatorizados) normalizados, que foram introduzidos por [19].

A grande vantagem em se utilizar os resíduos quantílicos, refere-se a possi-

bilidade destes elementos sempre possuírem uma distribuição normal padronizada, quando o

modelo estiver bem ajustado, independentemente da distribuição de probabilidade da variável

resposta [63]. Isso não ocorre para os resíduos ordinários ou os de Pearson, devido à limita-

ções impostas quanto a diversidade de parâmetros ajustados e, à natureza dos dados que podem

apresentar curvas com elevado índice de curtose e assimetria.

Considerando que a função densidade f(y;θ) é ajustada às observações yi,

com i = 1, 2, ..., n, os resíduos quantílicos normalizados ajustados, em [19], são representados

por r̂i = Φ
−1(ûi), em que Φ

−1(·) é a função quantílica da distribuição normal padronizada,

e os ûi são resíduos quantílicos definidos diferentemente para variáveis resposta contínuas e

discretas.

Dado que y seja uma observação de uma variável resposta contínua, e consi-

dere û = F (y|θ̂) a função de distribuição acumulada do modelo ajustado. Supondo que este

modelo seja especificado corretamente, u tem distribuição uniforme no intervalo unitário. Neste

sentido, o resíduo quantílico normalizado para um GAMLSS é dado em [63] por

ri = Φ−1{F (yi|θ̂i)}, com i = 1, ..., n,

em que Φ
−1(·) é a função quantílica da distribuição normal padronizada, F (y|θ̂) é a função de

distribuição estimada e θ̂i são as estimativas dos parâmetros do modelo.

Para o caso em que y seja uma observação de uma variável resposta discreta,

novamente se exige a tranformação em uma variável aleatória u, com distribuição uniforme no

intervalo (u1, u2) = [F (y − 1|θ), F (y|θ)]. Assim, neste intervalo é selecionado aleatoriamente

ui e o resíduo quantílico normalizado é dado em [63] por

ri = Φ−1(ui).

Assim, os resíduos quantílicos normalizados oferecem um ferramental bas-

tante eficiente para a análise de resíduos de um modelo. Outro aspecto de destaque quando

se consideram os resíduos quantílicos, consiste na exploração gráfica oferecida para o ajuste do



41

modelo GAMLSS. Algumas funções implementadas no software R, por meio do pacote gamlss,

auxiliam nesta observação e análise, dentre as quais se destacam plot(·) e wp(·).

• Função plot(·)

Esta função pode ser utilizada desde que o seu primeiro argumento seja um

modelo ajustado. A função plot(·) produz quatro gráficos com o objetivo de verificação dos

resíduos quantílicos normalizados de um modelo GAMLSS ajustado [34]. Ainda segundo estes

autores, os quatro gráficos apresentados são

• resíduos versus valores ajustados do parâmetro µ.

• resíduos versus uma variável explicativa especificada.

• uma estimativa da densidade dos resíduos.

• um gráfico QQ-normal dos resíduos.

Ressalta-se que se o modelo proposto apresentar um bom ajuste, então ri ∼

N(0, 1), apresentando simetria e achatamento similar a da curva da distribuição normal (meso-

cúrtica).

• Função Worm plot(·)

Uma das principais técnicas gráficas para diagnóstico de ajuste do modelo,

utilizando os resíduos dos quantis aleatórios normalizados, foi introduzida por [7], e é deno-

minada de gráfico worm plot (gráfico de minhoca). Os worm plots dos resíduos foram imple-

mentados visando identificar regiões de uma variável explicativa dentro das quais o modelo não

atende adequadamente os dados (chamado "violação do modelo") [63]. O gráfico de worm é

um QQ-plot sem tendência e o nome vem da aparência de minhoca dos pontos plotados.

Para exemplificar os elementos deste gráfico, considere a Figura 3.4 que elu-

cida um worm plot de um modelo GAMLSS ajustado do conjunto de dados abdom, utilizando

a distribuição Box Cox t. Esta situação é proveniente da obra [63].

• Os pontos de cor dourada que se apresentam no gráfico, indicam o quão distantes os

resíduos estão de seus valores esperados, representados pela reta pontilhada y = 0, na cor

vermelha. Uma situação ideal seria quando todos os pontos dourados sobrepusessem a

reta vermelha pontilhada.

• As curvas elípticas indicam regiões de confiança de 95%. Isso significa que, para o mo-

delo implementado apresentar um bom ajuste, espera-se que aproximadamente 95% dos

pontos dourados estarão entre as duas curvas elípticas e 5% nas regiões complementa-

res. Qualquer valor acima destes 5% nas regiões complementares à região entre as curvas

elípticas indica que o ajuste realizado não está adequado para a explicação da variável

resposta.
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Figura 3.4: Worm plot de um modelo GAMLSS com distribuição BCT.
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Fonte: Adaptado de [63].

• A curva vermelha é um ajuste de um polinômio cúbico aos pontos do gráfico worm plot.

Esse ajuste reflete diferentes inadequações no modelo implementado, podendo ser uma

assimetria e/ou curtose existentes nos resíduos, bem como média e/ou variância mal ajus-

tadas para estes mesmos elementos.

Isso posto, uma vez que todas as observações pertencem a região que se loca-

liza entre as duas curvas elípticas e nenhuma forma específica é detectada nos pontos, o modelo

pode ser considerado adequado. Para um análise mais detalhada, é apresentada a Figura 3.5,

contendo oito padrões sistemáticos de afastamento dos resíduos quantílicos da linha horizontal

de referência em um worm plot. A Tabela 3.5 apresenta as interpretações das curvas mostradas

na Figura 3.5.

3.2 RECURSOS COMPUTACIONAIS

Para o processamento computacional de ajuste de modelos, análises gráficas

e obtenção de medidas visando a comparação e seleção de modelos, esta pesquisa utilizou o

software R [52]. Este programa foi desenvolvido por Robert Gentleman e Ross Ihaka do De-

partamento de Estatística da Universidade de Auckland, de maneira que possui uma plataforma

livre e oferece uma grande diversidade de técnicas estatísticas e de análises gráficas [33].

Além das facilidades e vantagens supracitadas, observa-se em [52] que a fun-

cionalidade de seu ambiente oportuniza uma grande simplicidade para a manipulação de dados,

cálculos computacionais envolvendo matrizes, ferramentas para análise, armazenamento e in-
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Figura 3.5: Padrões sistemáticos dos resíduos quantílicos em um worm plot.

Fonte: Adaptado de [63].

terpretação de informações, aliada a uma linguagem de programação de fácil acesso.

Para esta pesquisa, o software R é de vital importância, já que foi utilizado

um modelo GAMLSS objetivando a estimativa de desvios para o vermelho fotométricos de

galáxias (redshift), segundo a fotometria de diferentes comprimentos de ondas (bandas). Logo,

por meio dos pacotes gamlss e CosmoPhotoz, ambos implementados neste software, é possível
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Tabela 3.5: Diferentes formatos do gráfico worm plot e suas interpretações.

Casos
Formato do gráfico

worm plot
Resíduos

Diagnóstico do
modelo ajustado

Caso a) Nível: acima da origem Média muito alta Locação ajustada baixa
Caso b) Nível: abaixo da origem Média muito baixa Locação ajustada alta
Caso c) Reta: inclinação positiva Variância muito alta Escala ajustada muito baixa
Caso d) Reta: inclinação negativa Variância muito baixo Escala ajustada muito alta

Caso e)
Parábola: concavidade

voltada para cima
Assimetria positiva

Coeficiente de assimetria
ajustado muito baixo

Caso f)
Parábola: concavidade

voltada para baixo
Assimetria negativa

Coeficiente de assimetria
ajustado muito alto

Caso g)
Em S com extremidade

esquerda para baixo
Leptocurtose

Caudas da distribuição
ajustada muito leves

Caso h)
Em S com extremidade

esquerda para cima
Platicurtose

Caudas da distribuição
ajustada muito pesadas

Fonte: Adaptado de [63].

selecionar distribuições, verificar seus ajustes, identificar possíveis inadequações buscando-se

um melhor ajuste possível.

3.3 DESCRIÇÃO DO CONJUNTO DE DADOS

Considerando o objetivo da pesquisa, bem como a busca pela apresentação

de um modelo com dados que sejam acessíveis e publicamente disponíveis, foi adotado como

base de dados o PHoto-z Accuracy Testing (PHAT). O PHAT foi uma iniciativa internacional,

idealizada para a busca/comparação de métodos promissores envolvendo redshift fotométrico,

buscando melhorias em metodologias para medição de galáxias [29].

A estrutura do PHAT apresenta distintos ambientes, dentre os quais se des-

tacam aqueles referentes a testes padronizados para pesquisadores da área, com catálogos fo-

tométricos simulados (PHAT0) ou observados (PHAT1), contendo materiais explicativos, com

Modelos de Distribuição de Energia Espectral, curvas de filtro, entre outros [29].

Observando-se para os catálogos fotométricos disponibilizados pelo PHAT,

em [29] tem-se que o PHAT0 é fundamentado em uma simulação altamente idealizada re-

presentando um caso fácil para testar os elementos mais básicos da estimativa de photoz. Já

o PHAT1 é pautado em dados reais oriundos do Great Observatories Origins Deep Survey

[25], e que segundo [20], seus dados não são abertos publicamente. Assim sendo, o catálogo

PHAT0 apresenta um total de 169.520 galáxias simuladas com redshift variando de z = 0, 02

à z = 2, 24. Em conjunto aos dados mencionados, são apresentadas magnitudes em 11 filtros

distintos, denominado por: u, g, r, i, z, Y, J, H, K, IRAC1 e IRAC2.

Para maior praticidade na visualização e exploração dos dados, foi possível

utilizar o sofware R, em particular, o pacote CosmoPhotoz, que possui funções de modelagem
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da variável redshift em função dos comprimentos de onda (11 filtros), segundo os GLM´s [20].

Um aspecto importante referente ao pacote CosmoPhotoz, é o fato de possuir

o catálogo PHAT0 implementado em sua totalidade de observações, isto é, com as 169.520

galáxias simuladas, com seu redshift e os 11 filtros. Contudo, este catálogo foi divido em dois

conjuntos de dados, à saber, o PHAT0train e o PHAT0test.

Ambos os conjuntos de dados pertencem ao pacote CosmoPhotoz, contendo

informações de 12 variáveis (magnitudes de 11 filtros e o redshift fotométrico), sendo que o

catálogo PHAT0train apresenta dados de 8.478 galáxias, enquanto que o PHAT0test possui de

161.042 galáxias.

Os Quadros 3.6 e 3.7 exibem as informações dos dados utilizados nesta pes-

quisa, bem como expõe as 12 variáveis com suas características, respectivamente.

Quadro 3.6: Banco de dados - pacote CosmoPhotoz.

Catálogos Variáveis número de galáxias

PHAT0train
redshift, u, g, r, i, z, Y, J
H, K, IRAC1, IRAC2

8.478

PHAT0test
redshift, u, g, r, i, z, Y, J
H, K, IRAC1, IRAC2

161.042

TOTAL (PHAT0)
redshift, u, g, r, i, z, Y, J
H, K, IRAC1, IRAC2

169.520

Fonte: Próprio autor.

Como informado anteriormente, o pacote CosmoPhotoz foi desenvolvido vi-

sando a modelagem do redshift fotométrico em função dos 11 filtros, por meio dos GLM. Logo,

a estrutura PHAT0train e PHAT0test é estabelecida como se verifica no Quadro 3.6, não po-

dendo serem alterados a divisão dos dados para estes catálogos. Nesse sentido, em consonância

com o objetivo e problemática desenvolvidos, nesta pesquisa construiu-se um banco de dados

único, com as 169.520 galáxias.

Pode-se observar que o banco de dados PHAT0 apresenta um número ele-

vado de dados, contando com observações de 169.520 gálaxias. Sem perda de generalidade,

uma alternativa adotada para esta pesquisa foi considerar uma amostra aleatória de 5% dos da-

dos do conjunto PHAT0 (total de 8.476 galáxias), para assim realizar as etapas de seleção da

distribuição da variável resposta, das funções de ligação, dos preditores lineares dos parâmetros

da distribuição considerada, e finalmente ajustar um modelo GAMLSS.

Visando assegurar uma aproximação das características entre a amostra alea-

tória considerada para a pesquisa, com a totalidade dos dados da base PHAT0, são apresentados

os Quadros 3.8 e 3.9, que ilustram as medidas resumo de todas as variáveis envolvidas no ajuste.

Por meio dos quadros supracitados, pode-se observar que as medidas resumo

da amostra aleatória de 5% dos dados considerados, apresentam uma proximidade bastante

significativa com as medidas de resumo dos dados presentes na base PHAT0. Ressalta-se que
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Quadro 3.7: Descrição das variáveis contidas no dados do pacote CosmoPhotoz.

Variáveis Descrição Tipo de variável Domínio Intervalo

redshift
O desvio para o

vermelho da galáxia
Quantitativa contínua

dependente
R+ 0,02 - 2,24

u
A magnitude da

galáxia na banda u
Quantitativa contínua

independente
R+ 15,37 - 28,94

g
A magnitude da

galáxia na banda g
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,88 - 26,60

r
A magnitude da

galáxia na banda r
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,70 - 24,14

i
A magnitude da

galáxia na banda i
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,46 - 24,18

z
A magnitude da

galáxia na banda z
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,29 - 23,97

Y
A magnitude da

galáxia na banda Y
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,12 - 23,92

J
A magnitude da

galáxia na banda J
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,07 - 23,74

H
A magnitude da

galáxia na banda H
Quantitativa contínua

independente
R+ 13,84 - 23,70

K
A magnitude da

galáxia na banda K
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,03 - 23,89

IRAC1
A magnitude da galáxia

na banda IRAC1
Quantitativa contínua

independente
R+ 14,80 - 26,37

IRAC2
A magnitude da galáxia

na banda IRAC2
Quantitativa contínua

independente
R+ 15,22 - 26,37

Fonte: Próprio autor.

Quadro 3.8: Medidas resumo das 12 variáveis do conjunto de dados PHAT0.

Medidas redshift up gp rp ip zp Y J H K IRAC1 IRAC2
Mínimo 0,02 15,37 14,88 14,70 14,46 14,29 14,12 14,07 13,84 14,03 14,80 15,22
1º Quartil 0,24 23,50 22,99 22,34 21,93 21,73 21,54 21,28 21,02 20,89 21,38 21,77
Mediana 0,40 24,16 23,74 23,13 22,71 22,53 22,39 22,18 22,02 21,95 22,78 23,27
Média 0,42 24,05 23,48 22,82 22,45 22,29 22,14 21,93 21,76 21,69 23,35 23,69
3º Quartil 0,58 24,64 24,20 23,61 23,25 23,11 23,00 22,84 22,72 22,69 26,37 26,37
Máximo 2,24 28,94 26,60 24,14 24,18 23,97 23,92 23,74 23,70 23,89 26,37 26,37
Desvio Padrão 0,25 1,18 1,10 1,06 1,07 1,10 1,14 1,18 1,23 1,27 2,44 2,33
Assimetria 0,76 -0,32 -1,43 -1,59 -1,41 -1,33 -1,27 -1,19 -1,02 -0,94 0,07 -0,08
Curtose 4,09 5,61 6,24 6,22 5,79 5,48 5,23 4,80 4,20 3,83 1,66 1,68

Fonte: Próprio autor.

para a amostra aleatória, a variável resposta redshift apresenta valor de desvio padrão (0, 25), e

alto valor de curtose (4, 41), com assimetria positiva (0, 80). Além disso, seus valores mínimo

e máximo são 0, 02 e 2, 08, respectivamente. Isso sugere, que a distribuição da variável resposta
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Quadro 3.9: Medidas resumo das 12 variáveis da amostra aleatória.

Medidas redshift up gp rp ip zp Y J H K IRAC1 IRAC2
Mínimo 0,02 16,29 15,83 15,14 14,73 14,50 14,24 14,07 13,84 14,03 14,80 15,22
1º Quartil 0,24 23,47 22,96 22,31 21,92 21,73 21,53 21,27 21,03 20,90 21,42 21,80
Mediana 0,40 24,14 23,72 23,11 22,69 22,52 22,39 22,18 22,01 21,95 22,80 23,32
Média 0,42 24,03 23,46 22,81 22,45 22,29 22,14 21,93 21,76 21,70 23,38 23,72
3º Quartil 0,58 24,63 24,19 23,60 23,25 23,12 23,00 22,85 22,72 22,69 26,37 26,37
Máximo 2,08 28,46 26,43 24,05 24,09 23,89 23,86 23,86 23,64 23,88 26,37 26,37
Desvio Padrão 0,25 1,16 1,09 1,05 1,07 1,10 1,14 1,17 1,22 1,26 2,44 2,32
Assimetria 0,80 -0,35 -1,38 -1,54 -1,38 -1,30 -1,25 -1,17 -1,02 -0,95 0,06 -0,10
Curtose 4,41 5,56 6,06 6,10 5,74 5,43 5,22 4,82 4,25 3,90 1,65 1,68

Fonte: Próprio autor.

deve apresentar suporte R+, com características que permitam explicar o elevado índice para o

coeficiente de curtose e assimetria positiva (cauda mais pesada à direita na curva de distribuição

de probabilidade).

Outro aspecto interessante, refere-se às pequenas diferenças obtidas entre as

medidas das 12 variáveis do conjunto PHAT0 e a amostra aleatória. Pode-se observar que para

o desvio padrão, a maior diferença entre suas medidas ocorre para a variável up, e vale 0, 02.

Além disso, o valor do desvio padrão da variável redshift é a mesma para os dois conjuntos

(0, 25). Já para a assimetria, observa-se que a maior diferença de valores ocorre para as variáveis

gp e rp, sendo tal discrepância 0, 05. Ressalta-se que somente a variável H apresenta o mesmo

valor de assimetria (−1, 02) para os dois conjuntos. Além disso, a distância dos valores para a

variável redshift fotométrico é de 0, 04.

Ademais, os valores de curtose dos dois conjuntos de dados apresentados nos

Quadros 3.8 e 3.9, são os que possuem maiores diferenças entre as 12 variáveis. Pode-se ob-

servar que a variável redshift fotométrico é a que exibe maior diferença entre os valores (0, 32),

enquanto que a variável IRAC2 apresenta os mesmos valores (1, 68). Embora exista essa di-

ferença entre os valores das medidas dos dois conjuntos, compreende-se que tais distâncias

são pequenas e não acarretam em prejuízos no processo de modelagem do problema proposto.

Nesse sentido, sem perda de generalidade, considerar-se-á a amostra aleatória para o ajuste de

um modelo GAMLSS.

De posse das 8.476 observações (amostra aleatória), prosseguiu-se a investi-

gação considerando um pressuposto fundamental para os modelos de regressão: a necessidade

das covariáveis não apresentarem altos valores de correlação, isto é, que não sejam altamente

correlacionadas [43], para assim, evitar o problema denominado de multicolinearidade. Se-

gundo [22], multicolinearidade é a presença de um elevado nível de correlação entre as variáveis

explicativas, de maneira que apresentem uma dependência linear entre si.

Várias são as consequências da presença da multicolinearidade entre as va-

riáveis independentes. Em [30], infere-se que, dentre elas, destacam-se: as variâncias e cova-
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riâncias das estimativas dos parâmetros do modelo serão bastantes altas, ou seja, estas estima-

tivas podem apresentar erros elevados, tornando difícil de analisar a influência das variáveis

explicativas no modelo; considerando a alta correlação entre as covariáveis, pode-se supor em

eliminá-las do ajuste do modelo, acarretando em um grave erro, já que tais elementos podem

ser extremamente importantes para a explicação da variável resposta.

Nesse sentido, identificar a multicolinearidade entre as covariáveis, perpassa

pela identificação de seus coeficientes de correlação. Para tanto, considerando um conjunto de

n pares (xi, yi) de observações, o coeficiente de correlação linear de Pearson, clprs, (calculado

por default no R) entre duas variáveis X e Y , é dado em [44] por

clprs =

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y)

[
n∑

i

(xi − x)2
n∑

i=1

(yi − y)2

] 1
2

.

Os valores admitidos para clprs variam no intervalo real de −1 a 1, isto é,

−1 ≤ clprs ≤ 1, de maneira que quanto mais próximo de −1 ou 1, mais fortemente correla-

cionadas linearmente as variáveis estarão. Por outro lado, se o valor de clprs estiver próximo

de zero, pode-se entender que as variáveis não são correlacionadas [44]. Em geral, quando

se realizam experimentos com dados reais, as variáveis apresentam altos índices de correlação

[44].

Visando-se identificar essa medida para os dados da pesquisa, o software R

permite encontrar tais valores por meio da função cor(·). O Quadro 3.10 apresenta a matriz

de correlação das variáveis contidas na base de dados desta pesquisa. Buscando-se auxiliar

na visualização dos valores dos coeficientes de correlação, também é apresentada a Figura 3.6

indicando, por meio da intensidade das cores azul e vermelho, o relacionamento das covariáveis.

Considerando as medidas deste coeficiente, pode-se verificar diversas cova-

riáveis que apresentam altos valores de correlação. Exemplifcando tal situação, o filtro K,

com excessão aos filtros u e g, exibe elevados índices de relacionamento com os demais filtros,

sendo todos os valores maiores do que 0,71, isto é, clprs > 0, 71. Além disso, são observados di-

versos índices de correlação clprs = 0, 99 entre as covariáveis, tais como clprs(z, Y ), clprs(z, i),

clprs(J,H), entre outros. Nesse sentido, constata-se alto nível de correlação entre as covariáveis

consideradas nesta pesquisa, acarretando no risco da multicolinearidade.

Assim sendo, existem algumas alternativas visando a superação desta situa-

ção. Dentre elas, e a que será adotada nesta pesquisa, tem-se a análise de componentes prin-

cipais, que embora não possibilite uma fácil interpretabilidade do modelo ajustado frente as

variáveis explicativas originais, permite considerar todas as covariáveis para o ajuste do mo-

delo, sem eliminar elementos que podem ser essenciais.
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Quadro 3.10: Coeficiente de correlação das covariáveis.

u g r i z Y J H K IRAC1 IRAC2
u 1,00 0,92 0,75 0,61 0,55 0,51 0,46 0,38 0,33 -0,08 -0,07
g 0,92 1,00 0,93 0,83 0,78 0,75 0,71 0,64 0,59 0,11 0,14
r 0,75 0,93 1,00 0,96 0,94 0,92 0,90 0,85 0,82 0,35 0,39
i 0,61 0,83 0,96 1,00 0,99 0,99 0,97 0,95 0,93 0,51 0,55
z 0,55 0,78 0,94 0,99 1,00 0,99 0,99 0,97 0,96 0,57 0,61
Y 0,51 0,75 0,92 0,99 0,99 1,00 0,99 0,97 0,96 0,57 0,61
J 0,46 0,71 0,90 0,97 0,99 0,99 1,00 0,99 0,98 0,65 0,68
H 0,38 0,64 0,85 0,95 0,97 0,98 0,99 1,00 0,99 0,70 0,73
K 0,33 0,59 0,82 0,93 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 0,72 0,75

IRAC1 -0,08 0,11 0,35 0,51 0,57 0,60 0,65 0,70 0,72 1,00 0,97
IRAC2 -0,07 0,14 0,39 0,55 0,61 0,64 0,68 0,73 0,75 0,97 1,00

Fonte: Próprio autor.

Figura 3.6: Gráfico indicando o coeficiente de correlação entre as variáveis

Fonte: Próprio autor.
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A seguir, é apresentada uma discussão sobre a técnica de Análise de Compo-

nentes Principais considerada neste trabalho.

3.4 ANÁLISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS (PCA)

A Análise de Componentes Principais é uma das técnicas mais utilizadas den-

tro da estatística multivariada, uma vez que se busca pela redução da dimensão de um sistema,

apresentando a menor perda possível da informação [31]. Embora esta técnica tenha sido cons-

truída por Pearson [51], foi somente com Hotelling [32] e Kendall [41] que observou sua apli-

cação em estruturas de regressão múltipla.

A técnica da PCA oferece uma grande vantagem para conjuntos de dados

que apresentam medidas com muitas variáveis, já que é possível reduzir este número de variá-

veis, transformando-as em um subconjunto menor de características, chamadas de componen-

tes principais [37]. Isso posto, segundo [31] a técnica PCA transforma um conjunto original

de variáveis correlacionadas entre si, em um outro conjunto menor de variáveis (componentes

principais), não correlacionadas entre si, de tal maneira que contenham, cumulativamente, toda

a informação do conjunto original.

Segundo [47], as novas variáveis obtidas, que são denominadas de componen-

tes principais, são combinações lineares das variáveis originais, construídas por meio da matriz

de covariância ou correlação dos dados, de maneira que retenham, segundo a ordem em que são

estimadas, o máximo de informação, em termos da variabilidade total do sistema [31].

Nos trabalhos de [42], [47] e [70], pode-se observar que dentre as diversas fi-

nalidades da PCA, seus principais objetivos consistem, primeiramente, na redução da dimensão

da estrutura da modelagem, verificada por meio do menor número de componentes obtidos, e

a determinação do índice de correlação entre as variáveis originais, evitando assim o problema

da multicolinearidade.

No entanto, existem situações em que a técnica da PCA pode não colaborar

com o processo de modelagem de um sistema. Contextos em que o número de variáveis é maior

do que o número de observações, ou quando as variáveis originais são pouco correlacionadas,

podem acarretar em perda de informações da variabilidade das variáveis originais (primeira

situação), ou na obtenção de componentes principais iguais as variáveis originais (segundo

caso) [31].

Suponha-se observados p covariáveis originais em um sistema de n observa-

ções. Logo, X é a matriz de dados de ordem n×p. Além disso, considera-se que as p covariáveis

não sejam independentes. Assim, é possível obter a matriz de covariância
∑

de ordem n × n

[31].

Um problema que pode ocorrer, refere-se às unidades de medidas das cova-

riáveis apresentarem diferentes escalas. Nesse sentido, em [53] verifica-se a conveniência na

padronização destas medidas, em que se destacam a padronização com média zero e variância
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um, bem como a padronização com variância um e média qualquer. Isso posto, após esta etapa,

tem-se uma nova matriz Ψ de ordem n× p, que segundo [65] é igual a matriz de correlação R

dos variáveis originais.

A partir da matriz de correlação R, encontram-se os pares de autovalores

e autovetores (λ1, e1), (λ2, e2), . . . , (λp, ep), de tal maneira que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp ≥ 0,

ou seja, para cada autovalor λi, com i = 1, . . . , p, existe uma autovetor ei, dado por eTi =

[ai1 ai2 . . . aip] [65].

Em seguida, os autovetores ei são normalizados, ou seja, a soma dos quadra-

dos de seus coeficientes deve ser igual a um. Isso significa que tais autovetores serão ortogonais

entre si. Segundo [65], considerando λi o autovalor associado ao autovetor ei, tem-se que o

i−ésimo componente principal é

PCi = ai1X1 + ai2X2 + . . .+ aipXp. (3.10)

É possível observar ainda em [65], que os componentes principais obtidos

por meio da equação (3.10), apresentam algumas propriedades importantes para análise de seu

comportamento, dentre as quais se destacam:

• Os componentes principais explicam de forma decrescente a variabilidade

dos dados de um sistema, isto é, o primeiro componente principal é aquele que apresenta maior

variabilidade, seguido pelo segundo componente, e assim sucessivamente. Ou seja,

V̂ar(PC1) > V̂ar(PC2) > . . . > V̂ar(PCp).

• Os componentes principais obtidos não são correlacionados entre si, isto é,

Cor(PCi, PCj) = 0, com i, j = 1, . . . , p e com i ̸= j.

Esta é uma característica muito importante, pois tem-se novas covariáveis que

não são correlacionadas entre si, proporcionando a superação do problema da multicolineari-

dade em modelos de regressão.

• A variância do componente principal PCi é igual ao seu autovalor associado,

isto é

V̂ar(PCi) = λi

• A variabilidade total observada nas variáveis originais do sistema é igual a

variabilidade total explicada nos componentes principais [31], isto é

p∑

i=1

V̂ar(Xi) =

p∑

i=1

λi =

p∑

i=1

V̂ar(PCi)

Ressalta-se que a contribuição de cada componente principal no sistema, pode
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ser obtida por meio do quociente entre a variabilidade explicada individualmente por cada com-

ponente principal e variabilidade total do sistema.

Pode-se verificar em [36], que por meio da explicação da variabilidade indi-

vidual de cada componente principal, é possível determinar o número de componentes a ser

considerado na estrutura de modelagem. Embora não se tenha um critério bem estabelecido

na literatura, segundo [36], muitas pesquisas adotam componentes que expliquem cumulativa-

mente, 80% da variabilidade total do sistema.

Em [31], tem-se que outro critério bastante utilizado é o Critério de Kaiser

[40]. Neste trabalho, infere-se que a escolha dos componentes principais a serem consideradas

no sistema, está relacionada com o valor observado em seus autovalores. De maneira mais

específica, consideram-se as componentes tais que seus valores próprios sejam maiores do que

um (λi > 1), descartando os componentes que apresentem as demais possibilidades de valores

para os seus autovalores.

Outro critério utilizado é observado em [38], na qual consideram-se os com-

ponentes principais que possuem valores acumulados de variância superiores a 70% da variân-

cia total. Outra alternativa é apresentada em [47], em que se considera gráficos de contribuição

acumulada dos componentes principais. Segundo este autor, a seleção do número de compo-

nentes para modelagem de um sistema fundamenta-se na inclinação do gráfico, de maneira

que se observa que a partir de uma determinada componente, a curva de variabilidade acumu-

lada explicada passa a ter inclinação aproximadamente constante e pequena. Nessa situação,

consideram-se as componentes que corresponde a região de maior inclinação da curva (à es-

querda).

Em síntese, embora não se verifique um critério unificado quanto ao número

de componentes a serem consideradas em um sistema, diversas metodologias podem ser uti-

lizadas. Fato é, que a técnica de PCA é uma ferramenta bastante robusta para modelagem de

dados que apresentem altos valores de correlação, além de possibilitar a redução da dimensão

dos dados para a modelagem de um sistema proposto [37].
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Para uma compreensão pormenorizada dos resultados desta pesquisa, inici-

almente são apresentadas informações referentes à construção das componentes principais, à

partir do conjunto de dados considerado (11 magnitudes dos filtros). Em seguida, exibe-se a

investigação realizada objetivando-se a seleção, o ajuste e o diagnóstico do modelo GAMLSS.

Para tanto, explanações referentes a análise descritiva das variáveis que compõem o modelo,

além da análise de seu potencial de estimação serão elucidadas.

4.1 COVARIÁVEIS - COMPONENTES PRINCIPAIS OBTIDAS (PC)

Como já discutido na seção 3.4, a técnica de análise de componentes princi-

pais tem por objetivo a redução da dimensionalidade de observações multivariadas fundamen-

tado em sua estrutura de dependência [44]. Isso significa que, a partir de variáveis que sejam

altamente dependentes, são construídas componentes principais (PC) (combinações lineares

das p variáveis), de maneira que sejam independentes entre si, apresentando uma estimação em

ordem das PC’s, contendo o máximo de informação em relação a variação total dos dados [35].

Este é um aspecto bastante importante, uma vez que as componentes princi-

pais podem substituir as variáveis originais, sendo utilizadas como novas variáveis explicativas

de um modelo de regressão.

Na prática, uma questão natural a se considerar, refere-se à quantidade de

componentes principais a serem tomadas para o ajuste de um modelo de regressão. Para tanto,

tal escolha fundamenta-se na contribuição que cada componente principal apresenta, para uma

proporção da variância total explicada. Embora não exista uma unanimidade nos modelos esta-

tísticos para tal decisão, foi considerado o proposto na obra de [36], que sugere a escolha de um

número de componentes principais, em que se explique, cumulativamente, 80% da variabilidade

total do sistema.

Assim sendo, por meio da técnica de PCA, foram obtidas 11 componentes

principais, a partir da combinação linear dos 11 filtros observados na amostra aleatória de 5%

do banco de dados PHAT0. Para uma melhor visualização dos resultados, são apresentadas a

Figura 4.1 e o Quadro 4.1, que exibem como e quanto cada PC contribui no sistema.

Pode-se observar que a primeira componente explica 72, 65% da variância

total dos dados originais. Isso indica que, aproximadamente três quartos das informações pre-

sentes nos 11 filtros estão contidas em apenas uma única componente principal. Mais ainda,

como a segunda componente explica 23, 19% da variância total, tem-se que com somente duas

componentes principais, 95, 84% da variância dos dados é explicada. As demais 9 componentes

explicam cumulativamente 4, 16%. Portanto, de acordo com [36], foi escolhido o número de 2
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Figura 4.1: Contribuição de cada PC na variância do sistema.

Fonte: Próprio autor.

Quadro 4.1: Proporção de Variância explicada pelos componentes principais.

Componentes principais
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 PC9 PC10 PC11

Variância
(autovalores)

16,7633 5.3500 0,6764 0,1829 0,0602 0,0150 0,0109 0,0057 0,0042 0,0027 0,0020

Proporção
da Variância

0,7265 0,2319 0,02932 0,00793 0,00261 0,00065 0,00047 0,00025 0,00018 0,00012 0,00009

Proporção
Acumulada

0,7265 0,9584 0,98771 0,99564 0,99824 0,99889 0,99937 0,99962 0,99980 0,99991 1,0000

Fonte: Próprio autor.

componentes principais para o processo de modelagem do GAMLSS.

Buscando por outras indicações nos referenciais teóricos que ateste o número

de componentes adotadas nesta pesquisa, pode-se observar por meio do Critério de Kaiser [40],

que somente as duas primeiras componentes principais apresentam seus autovalores maiores do

que 1, isto é, 16, 7633 para a primeira componente e 5, 3500 para a segunda componente. Assim

sendo, tem-se outro indício de que com duas componentes principais, a variância dos dados

originais é contemplada satisfatoriamente para a implementação de um modelo GAMLSS.
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Por meio da função get−pca−var(·) implementada no software R, é possível

obter a contribuição de cada um dos 11 filtros para as duas componentes principais. Nesse

sentido, o Quadro 4.2 e a Figura 4.2 exibem essa contribuição (em porcentagem), para a PC1 e

a PC2.

Quadro 4.2: Contribuição dos 11 filtros nas duas componentes principais.

PC1 PC2
up 0,45% 17,59%
gp 1,62% 15,41%
rp 3,31% 9,98%
ip 4,66% 6,40%
zp 5,42% 5,14%
Y 6,00% 4,62%
J 6,85% 3,68%
H 7,75% 2,41%
K 8,34% 1,78%

IRAC_1 28,66% 18,95%
IRAC_2 26,94% 14,05%

Fonte: Próprio autor.

Pode-se observar que os filtros IRAC−1 e IRAC−2 são os mais importantes

para a PC1, de maneira que contribuem 28, 66% e 26, 94%, respectivamente nesta componente.

A covariável de menor importância é o filtro up, de maneira que sua contribuição para esta

componente é de 0, 45%.

No que se refere a segunda componente, pode-se observar que as duas cova-

riáveis que são mais importantes são os filtros IRAC−1 e up, contribuindo 18, 95% e 17, 59%

para a PC2, respectivamente. Além disso, o filtro K é o menos importante, contribuindo 1, 78%

para esta componente.

Outro aspecto interessante, refere-se disparidade observada nas contribuições

destas duas componentes. Observa-se que na PC1, somente com os filtros IRAC−1 e IRAC−2,

cumulativamente, a contribuição é de 55, 60%, isto é, duas covariáveis explicam mais da metade

desta componente. Isso é corroborado pelo gráfico apresentado na Figura 4.2, em que tem-se

uma grande diferença na amplitude das barras que representam a contribuição destes dois filtros

frente às demais covariáveis.

Essa característica não é observada para a segunda componente, uma vez que

nota-se um comportamento bastante equilibrado entre as contribuições. O gráfico apresentado

na Figura 4.2 ilustra tal situação, em que se tem uma queda gradativa das contribuições dos

filtros, não ocorrendo uma diminuição abrupta entre esses elementos.

Nesse sentido, considerando as duas componentes principais como covariá-

veis do modelo a ser ajustado, bem como a variável resposta redshift fotométrico, a seção a
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Figura 4.2: Contribuição dos 11 filtros nas duas PC´s.

Fonte: Próprio autor.

seguir apresenta a análise descritiva destes elementos.
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4.2 ANÁLISE DESCRITIVA DOS DADOS

Como já informado na seção 4.1, a variável resposta é o redshift fotométrico

das galáxias observadas. Buscando-se compreender características desta variável, é apresentada

a Figura 4.3 contendo os seus gráficos de histograma e box plot. Para além disso, a Tabela 4.3

exibe suas principais medidas de posição e dispersão.

Figura 4.3: Histograma e Box plot da variável redshift fotométrico.

Fonte: Próprio autor.
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Tabela 4.3: Resumo das medidas do redshift fotométrico.

Mínimo 1º Quartil Mediana Média 3º Quartil Máximo
Coeficiente

de assimetria
Coeficiente de

curtose
Coeficiente de

variação
0,0200 0,2400 0,4000 0,4218 0,5800 2,0800 0,8030 4,4145 0,0553

Fonte: Próprio autor.

Ao analisar o histograma da variável resposta redshift fotométrico, nota-se

que seus valores variam entre 0 (zero) e aproximadamente 2 (dois), com uma frequência maior

para valores na faixa de 0, 3 à 0, 5. Tem-se uma diminuição significativa na frequência de

valores de redshift a partir de 0, 5, indicando uma concentração maior de valores no início da

distribuição. Nesse sentido, observa-se a existência de um histograma com assimetria positiva

apresentando um único pico (unimodal), que ocorre entre valores de redshift sendo 0, 3 à 0, 4.

Ademais, tem-se alguns valores discrepantes de redshift (maiores do que 1, 1), apontando para

a existência de outliers.

Corroborando com as informações supracitadas, o box plot da variável res-

posta indica que 50% dos valores de redshift se encontram entre 0, 3 e 0, 6 aproximadamente

(primeiro e terceiro quartis). Embora o valor de sua mediana (que é 0, 40) esteja próximo ao va-

lor da média entre primeiro e terceiro quartis, indicando baixa variabilidade dos dados, observa-

se uma grande quantidade de outliers cujos valores são maiores que o máximo observado nos

dados (valores maiores do que 1, 1, aproximadamente).

Para explicar o comportamento do redshift fotométrico, foram consideradas

duas componentes principais, uma vez que as onze variáveis explicativas (onze filtros de ban-

das) apresentaram altos índices de correlação. A Tabela 4.4 e as Figuras 4.4 e 4.5 exibem um

resumo das medidas das duas componentes principais incorporadas aos preditores dos quatro

parâmetros distribucionais do modelo GAMLSS ajustado, bem como seus gráficos de histogra-

mas e box plot.

Tabela 4.4: Resumo das medidas das duas componentes principais.

Variáveis
Valor

Mínimo
1º

Quartil
Mediana

Valor
Médio

3º
Quartil

Valor
Máximo

Coef. de
Assimetria

Coef. de
Variação

PC1 -23,69 -2,76 0,51 0,00 3,35 5,91 -0,72 16,76
PC2 -4,8511 -1,77 -0,25 0,00 1,23 18,60 1,07 5,35

Fonte: Próprio autor.

Por meio da Tabela 4.4 e das Figuras 4.4 e 4.5, pode-se analisar à variabilidade

dos dados das duas componentes principais, de maneira que a melhor medida a se observar é o

coeficiente de variação. Essa medida indica a variabilidade dos dados em relação à sua média.

Note que ambas as componentes apresentam altos índices para o coeficiente

de variação, de maneira que a PC1 possui um valor (16,76) que é aproximadamente o triplo
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Figura 4.4: Histograma e Box plot da PC1.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 4.5: Histograma e Box plot da PC2.
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da PC2 (5,35). Logo, a primeira componente é a que apresenta maior variação entre seu valor

mínimo e sua média. Além disso, nota-se que a PC1 é assimétrica negativa (coeficiente de

assimetria menor que zero), indicando uma distribuição de frequências com uma cauda mais

pesada à esquerda; enquanto que a PC2 é assimétrica positiva (coeficiente de assimetria maior

que zero), indicando uma distribuição de frequências com uma cauda mais pesada à direita.

Outro aspecto interessante refere-se aos gráficos de box plot, em que se veri-

fica uma simetria dos valores dos escores das componentes principais. Além disso, é possível

observar a existência de uma grande quantidade de outliers, de maneira que para a PC1, estes

extremos ocorrem para valores menores do que −12, 0 (aproximadamente), e para a PC2 para

valores maiores do que 6, 0 (aproximadamente).

A partir da análise descritiva realizada, dos materiais e métodos exibidos no

Capítulo 3, será apresentada na seção seguinte, o processo de seleção da distribuição de pro-

babilidade da variável resposta redshift fotométrico, bem como de que maneira cada uma das

funções de suavização se evidenciam. Este fato é de vital importância, uma vez que se obtém

novos indícios para a inserção destes elementos na estrutura do modelo GAMLSS proposto.

4.3 SELEÇÃO DO MODELO

4.3.1 Distribuição da variável resposta e funções de ligação

Como apresentado no Quadro 3.7, a variável resposta redshift é de natureza

quantitativa contínua, sendo seu suporte o conjunto dos número reais positivos. Nesse sen-

tido, para o processo de seleção da distribuição de probabilidade (D) da variável dependente,

algumas restrições são observadas.

Visando o cumprimento destas limitações quanto à escolha das distribuições,

algumas funções do software R possibilitam identificar aquelas que melhor se ajustam aos da-

dos da variável resposta. Nessa pesquisa, utilizou-se as funções chooseDist(·) e fitDist(·), que

pertencem ao pacote gamlss. Essas funções permitem o ajuste de distribuições paramétricas

que pertencem a este pacote, de maneira que a distribuição marginal final pode ser escolhida

por meio do GAIC com penalidade κ. O default do software R é κ = 2, ou seja, o AIC [61].

Embora ambas as funções permitam o ajuste de distribuições, elas possuem

distinções segundo a abordagem realizada. Enquanto a função fitDist(·) realiza o ajuste de

distribuições paramétricas considerando unicamente a variável resposta, a função chooseDist(·)

procede a partir de um modelo GAMLSS já ajustado, considerando também as covariáveis

indicadas no modelo [61].

Desta maneira, primeiramente utilizando-se a função fitDist(·) com especifi-

cações particulares quanto a natureza das distribuições possíveis (distribuição contínua e uti-

lizando o argumento realplus devido ao suporte da variável resposta), foram elencadas as três

distribuições com melhores valores possíveis de AIC. A Tabela 4.5 apresenta a lista destas dis-
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tribuições, bem como os seus números de parâmetros e os valores da estatística AIC.

Tabela 4.5: Distribuições apresentadas no comando fitDist(·).

Distribuição AIC Número de parâmetros
Beta Generalizada - Tipo 2 (GB2) -1661,594 Quatro

Box-Cox t (BCTo) -1661,091 Quatro
Gama Generalizada (GG) -1604,091 Três

Fonte: Próprio autor.

Após isso, ajustando-se um modelo GAMLSS, considerando a distribuição

GB2 com uma única componente principal para cada preditor dos quatro parâmetros distribu-

cionais do modelo, visando unicamente a utlização da função chooseDist(·), foram obtidas as

distribuições com melhores AIC. A Tabela 4.6 indicam estes resultados.

Tabela 4.6: Distribuições apresentadas por meio da função chooseDist(·).

Distribuição AIC Número de parâmetros
Box-Cox t (BCTo) -6381,734 Quatro
Box-Cox t (BCT) -6376,765 Quatro

Beta Generalizada - Tipo 2 (GB2) -6260.550 Quatro
Fonte: Próprio autor.

Embora a distribuição GB2 tenha sido selecionada como a melhor distribui-

ção por meio da função fitDist(·), apresentando o melhor valor de AIC (−1661, 594), quando

utilizada a função chooseDist(·), a distribuição BCTo foi a que se mostrou com melhor valor de

AIC (−6381, 734).

Como já discutido na seção 3.1.4, a distribuição contínua BCTo, permite a

estimação de quatro parâmetros, à saber, os parâmetros de locação e dispersão (µ) e (σ), o de

assimetria (ν) e o de curtose (τ) (os dois últimos relativos à forma), sendo que as funções de

ligação consideradas para os preditores dos parâmetros desta distribuição, são dadas (default)

por

η1 = g1(µ) = log(µ),

η2 = g2(σ) = log(σ),

η3 = g3(ν) = (ν),

η4 = g4(τ ) = log(τ ), (4.1)

4.3.2 Termos utilizados nos preditores dos parâmetros da distribuição

Na seção 4.1 (Análise de Componentes Principais) foi possível observar que

tomando-se duas componentes principais, tem-se uma explicação de 95, 84% da variabilidade
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dos dados para a estrutura proposta. No entanto, não se sabe qual e como se dá o relacionamento

de cada PC com a variável resposta redshift. Buscando-se analisar a questão supracitada, é

apresentada a Figura 4.6, que traz luz aos gráficos de dispersão de cada componente principal

versus a variável resposta.

Figura 4.6: Gráficos de dispersão das componentes principais versus redshift.
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Fonte: Próprio autor.

É possível observar que as covariáveis (Componentes Principais) não se re-

lacionam linearmente com a variável reposta redshift. Mais ainda, os gráficos de dispersão
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apresentados na Figura 4.6, indicam que uma possibidade para explicar cada covariável em

função da variável resposta, é realizar um ajuste por meio de gráfico de funções polinomiais

(curvas). Assim sendo, considerando os aspectos supracitados, bem como a natureza das co-

variáveis (que são variáveis quantitativas contínuas), optou-se para o ajuste dos preditores dos

parâmetros distribucionais, o uso de funções de suavização ou splines.

A partir disso, foi ajustado um modelo considerando a distribuição BCTo que

apresenta quatro parâmetros (q = 1, . . . , 4) sendo que todos os preditores apresentavam as

mesmas especificações, isto é,

ηq = gq(θ) = β̂q0 +
2∑

i=1

sqi(PCi), com i = 1, 2.

No entanto, pode-se observar que este modelo apresenta as duas covariáveis

(componentes principais) associadas às funções de suavização, para os quatro parâmetros distri-

bucionais. Visando avaliar a necessidade de todos os elementos para os preditores dos parâme-

tros, foram utilizadas duas função do pacote gamlss, que possibilita selecionar as covariáveis

para o ajuste do modelo, por meio do critério GAIC [61], à saber, as funções stepGAICAll.A(·)

e addterm(·). Ressalta-se que foram utilizados os dois procedimentos, afim de averiguar a exis-

tência de similaridades nas respostas obtidas para os preditores dos parâmetros da distribuição

BCTo.

Após esta análise, verificou-se em ambos os procedimentos supracitados, que

para os preditores dos parâmetros µ e σ da distribuição BCTo, as duas componentes suavizadas

deveriam ser inseridas. Para o preditor do parâmetro ν foi indicado para não serem inseridas

componentes e, por fim, para o preditor do parâmetro τ inferiu-se a necessidade da inserção de

somente a primeira componente suavizada. Ou seja, a estrutura do modelo sugerido é dado por

µ̂ = β̂10 + s11(PC1) + s12(PC2),

σ̂ = β̂20 + s21(PC1) + s22(PC2),

ν̂ = β̂30,

τ̂ = β̂40 + s41(PC1). (4.2)

Embora a estrutura em (4.2) seja a indicada pelas funções stepGAICll.A(·)

e addterm(·), ao realizar o ajuste e a análise diagnóstica do modelo, observou-se gráficos de

worm plot e half normal plot bastante insatisfatórios, em que os resíduos não seguiam a distri-

buição normal padrão. No apêndice A são indicados os resultados de diagnóstico obtidos no

ajuste do modelo com a estrutura (4.2).
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Assim sendo, a partir da estrutura indicada em (4.2) e considerando o com-

portamento dos gráficos de worm plot, foi construído um modelo com preditores distintos ao

exibido em (4.2), de maneira que apresentou melhores resultados em sua análise diagnóstica e

comportamento dos resíduos. Desta maneira, a estrutura do modelo final ajustado com distribui-

ção BCTo, tendo como variável resposta redshift, e variáveis explicativas as duas componentes

principais, é dada por,

µ̂ = β̂10 + s11(PC1) + s12(PC2) =⇒ µ̂ = β̂10 +
2∑

i=1

s1i(PCi),

σ̂ = β̂20 + s21(PC1),

ν̂ = β̂30 + s32(PC2),

τ̂ = β̂40 + s42(PC2). (4.3)

Após a explanação realizada, a seção seguinte apresenta com maiores deta-

lhes o modelo considerado, bem como suas especificações e diagnóstico.

4.4 MODELO PROPOSTO E SUAS ESPECIFICAÇÕES

Fundamentados na organização descrita neste trabalho, a estrutura do modelo

ajustado com distribuição BCTo, tendo como variável resposta redshift, e como variáveis expli-

cativas as duas componentes principais, é dada por,

log(µ̂) = −0, 94 + s11(PC1) + s12(PC2),

log(σ̂) = −0, 09 + s21(PC1),

ν̂ = −0, 60 + s32(PC2),

log(τ̂) = 1, 14 + s42(PC2),

(4.4)

em que todas ambas PC’s são variáveis quantitativas contínuas e os sqi, com q = 1, 2, 3, 4 e

1 = 1, 2 são funções suavizadoras, inseridas no modelo via plataforma dos modelos aditivos

generalizados.

Dada a complexidade dos dados, buscou-se verificar o potencial do modelo

GAMLSS. Para tanto, foram implementados outros cinco modelos de regressão, que objetiva-
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vam explicar o redshift fotométrico por meio das duas componentes principais. Estes cinco

modelo consistiram em: Um modelo linear clássico; Dois modelos lineares generalizados, em

que foram consideradas as famílias Gama e Normal Inversa; Dois modelos aditivos generali-

zados, com as mesmas famílias adotadas para os GLM, sendo utilizado thin plate splines para

cada componente principal.

A Tabela 4.7 apresenta algumas das principais métricas dos seis modelos de

regressão, tais como a Deviance Global, o valor do AIC, os graus de liberdade do modelo

ajustado e dos seus resíduos.

Tabela 4.7: Resumo das medidas dos modelos ajustados.

Valor
Métrica LM GLM - Gama GLM - N.Inversa GAM - Gama GAM - N.Inversa GAMLSS BCTo

AIC -3447,407 -4063,298 -3775,635 -4425,473 -4564,592 -7647,624
BIC -3419,227 -4035,118 -3747,455 -4285,306 -4441,006 -7303,93
Deviance Global -3455,407 -4071,298 -3783,635 -4465,264 -4599,676 -7745,195
Graus de Lib. do Ajuste 4 4 4 19,8958 17,5423 48,7856
Graus de Lib. dos Resíduos 8472 8472 8472 8456,104 8458,458 8427,214
Núm. de Ciclos para ajuste 2 2 2 2 2 58

Fonte: Próprio autor.

Pode-se observar por meio da Tabela 4.7 que, embora o custo computacional

seja o maior dentre todos os modelos ajustados, o modelo GAMLSS foi aquele que apresentou

melhor ajuste frente aos dados considerados. Tem-se que as métricas AIC, BIC e Deviance

Global do modelo GAMLSS, foram as que apresentaram os menores valores dentre todos os

ajustes realizados. Nesse sentido, pode-se considerar que o modelo GAMLSS é aquele que

apresenta o melhor ajuste, dentre os modelos de regressão implementados. No apêndice B são

indicados os resultados de diagnóstico obtidos no ajuste dos modelos de regressão supracitados.

Tendo em vista que para os modelos de regressão, os modelos GAMLSS fo-

ram aqueles que apresentaram melhores resultados de ajuste para explicar o redshift fotomé-

trico por meio das duas componentes principais, foram implementados outros dois modelos

GAMLSS, com distribuições indicadas por meio da função chooseDist(·), à saber, as distribui-

ções BCT e a GB2.

De maneira similar à distribuição BCTo, as distribuições BCT e GB2 apresen-

tam quatro parâmetros distribucionais. Nesse sentido, foram considerados os mesmos preditores

lineares para os parâmetros destas duas distribuições. Assim, é apresentada a Tabela 4.8 com as

principais métricas dos três modelos GAMLSS ajustados.

Por meio da Tabela 4.8, pode-se supor que o modelo ajustado com a distribui-

ção BCT é aquele que possui o melhor ajuste dentre os três modelos GAMLSS, haja vista que

apresenta menores valores de AIC, BIC e Deviance Global. Contudo, ao se realizar a análise de

resíduos e diagnóstico dos modelos, isso não foi confirmado. Pode-se suspeitar que dentre os

motivos para esta situação, tem-se o fato da função de ligação do parâmetro µ da distribuição

BCT ser a identidade, embora se tenha que µ > 0. Além disso, observa-se um custo computa-
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Tabela 4.8: Resumo das medidas dos modelos GAMLSS ajustados.

Valor
Métrica GAMLSS - BCTo GAMLSS - BCT GAMLSS - GB2

AIC -7647,624 -9679,572 -6723,289
BIC -7303,93 -9335,578 -6416,736

Deviance Global -7745,195 -9777,228 -6810,317
Graus de Lib. do ajuste 48,7856 48,8281 43,5137

Graus de Lib. dos resíduos 8427,214 8427,172 8432,486
Núm. de ciclos para ajuste 58 805 581

Fonte: Próprio autor.

cional significativamente menor do modelo GAMLSS - BCTo, em que com 58 ciclos obteve-se

a convergência para o seu ajuste.

A seguir, é apresentada a análise de resíduos e diagnóstico dos modelos pro-

postos, elucidando qual destes modelos apresentou melhores resultados.

4.4.1 Análise de resíduos e diagnóstico dos modelos propostos

Como destacado na seção 3.1.5, existem diversas ferramentas para a análise

de resíduos de um modelo GAMLSS proposto. Para tanto, tal investigação repousa seus pres-

supostos no comportamento apresentado pelos resíduos quantílicos normalizados [63].

Considerando que uma das suposições fundamentais para um modelo estar

bem ajustado, refere-se a necessidade de seus resíduos quantílicos apresentarem uma distri-

buição normal padronizada, independentemente da distribuição de probabilidade da variável

resposta [63], a análise que segue visa interpretar o comportamento destes resíduos, elucidando

suas características de maneira gráfica, bem como por algumas de suas métricas.

A análise de resíduos é iniciada por meio do gráfico gerado da função plot(·),

pertencente ao pacote gamlss. As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 exibem os quatro gráficos obtidos nesta

função para os três modelos GAMLSS ajustados, possibilitando construir conjecturas sobre a

homocedasicidade dos seus resíduos, bem como sobre sua normalidade aproximada [34].

Considere os gráficos de resíduos quantílicos versus valores ajustados, situado

na posição superior à esquerda das Figuras 4.7 e 4.8, referentes às distribuições BCTo e BCT,

respectivamente. Pode-se observar que a nuvem de pontos existente apresenta uma variabilidade

constante, com valores aproximados no intervalo de -4 até 4, ao redor da reta y = 0. Além disso,

os ajustes GAMLSS BCTo e BCT exibem um comportamento aleatório, não apresentando um

padrão sistemático.

O mesmo não se verifica na Figura 4.9, referente ao ajuste com a distribuição

GB2, uma vez que, além da variabilidade dos pontos ser maior (de -4 à 6), a partir do valor
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Figura 4.7: Gráficos dos resíduos do modelo GAMLSS ajustado com distribuição BCTo.

Fonte: Próprio autor.

Figura 4.8: Gráficos dos resíduos do modelo GAMLSS ajustado com distribuição BCT.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 4.9: Gráficos dos resíduos do modelo GAMLSS ajustado com distribuição GB2.

Fonte: Próprio autor.

ajustado 4 (aproximadamente), se verifica uma tendência nestes pontos. Assim, observa-se que

os ajustes BCT e BCTo apresentam características bastante satisfatórias, visto que tem-se fortes

indícios da homocedasticidade dos resíduos, bem como de sua normalidade, diferentemente do

ajuste GAMLSS GB2.

Outro gráfico que apresenta informações bastante relevantes, refere-se ao que

ocupa a posição inferior à esquerda das Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, isto é, o gráfico de resíduos quan-

tílicos versus estimação da densidade dos resíduos. Note que as curvas exibidas possuem um

formato semelhante a da distribuição normal padrão, indicando que possivelmente os resíduos

são normalmente distribuídos [34].

Tal conjectura pode ser corroborada por meio do gráfico Normal Q-Q dos

resíduos (posição inferior à direita das Figuras 4.7, 4.8 e 4.9). Observe que para os ajustes

GAMLSS BCT e GAMLSS GB2, os pontos escapam à reta nas caudas à direita. Contudo, para

o ajuste GAMLSS BCTo, os pontos posicionam-se aproximadamente sobre a reta diagonal,

de maneira que dentre os três modelos ajustados, este é o que apresentou melhores resultados

graficamente.

Assim, considerando em [19] que, para um modelo ajustar adequadamente às

observações, seus resíduos quantílicos devem apresentar distribuição aproximadamente normal

padrão (média aproximadamente zero, variância aproximadamente um, coeficiente de assime-

tria aproximadamente zero, e coeficiente de curtose aproximadamente três), é apresentada a
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Tabela 4.9 com as medidas resumo dos resíduos quantílicos dos modelos propostos.

Tabela 4.9: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos dos modelos GAMLSS ajustados.

Valor
Métrica GAMLSS - BCTo GAMLSS - BCT GAMLSS - GB2
Média -0,02475 0,03173 0,00359

Variância 0,99150 0,91579 0,99681
Coeficiente de assimetria 0,06077 0,13568 0,04052

Coeficiente de curtose 3,00246 3,77209 3,59428
Coeficiente de correlação

de Filliben
0,99965 0,99738 0,99816

Fonte: Próprio autor.

Embora todos os valores das medidas apresentadas na Tabela 4.9, se apro-

ximem do que a literatura sugere para a normalidade dos resíduos, o ajuste realizado com a

distribuição GB2 foi aquele que apresentou valores ligeiramente mais satisfatórios para a média

e coeficiente de assimetria mais próximos de zero, bem como o coeficiente de assimetria mais

próximo de um, com diferença extremamente baixa para os valores do ajuste BCTo (na ordem

de 0,01 a 0,02). O mesmo não se verifica para o ajuste GAMLSS BCT, já que a medidas dos

coeficientes de variância e assimetria valem 0, 91579 e 0, 13568, respectivamente (diferenças na

ordem de 0,08 aproximadamente para os outros ajustes).

Contudo, ao analisar as medidas do coeficiente de curtose dos ajustes GAMLSS

BCT e GAMLSS GB2, observa-se uma grande diferença dos valores para com o que a literatura

trás luz (aproximadamente 3). Já para o ajuste GAMLSS BCTo, esse valor é muito próximo

ao desejado e, portanto, é aquele que melhor capta a curtose dos dados para o processo de

modelagem. Portanto, por meio dos padrões das distribuições exibidas nas Figuras 4.7, 4.8 e

4.9 e dos valores descritivos dos resíduos apresentados na Tabela 4.9, pode-se concluir que os

resíduos quantílicos do modelo proposto com a distribuição BCTo é o que mais se aproxima da

distribuição normal padrão, com relação aos demais modelos ajustados.

Por fim, buscando-se por mais uma alternativa que possibilite verificar a con-

jectura da normalidade dos resíduos quantílicos, além de indicativos que informe qual modelo

GAMLSS melhor se ajusta aos dados [69], considerou-se o gráfico denominado half Normal

plot com envelope simulado. Para os três modelos GAMLSS, as Figuras 4.10, 4.11 e 4.12

apresentam o gráfico supracitado.

Tem-se em [69], que nesse tipo de gráfico, a estrutura esperada para um mo-

delo adequado aos dados, corresponde aos resíduos quantílicos dispersos aleatoriamente inter-

namente ao envelope simulado. Constata-se que o modelo GAMLSS BCTo atende razoavel-

mente ao que a literatura trás luz. O mesmo não é observado nas Figuras 4.11 e 4.12, em que

os resíduos quantílicos dos modelos GAMLSS BCT e GAMLSS GB2, escapam em uma quan-

tidade significativa do interior do envelope simulado, principalmente em suas caudas à direita
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Figura 4.10: Half Normal plot dos resíduos do modelo GAMLSS BCTo.

Fonte: Próprio autor.

Figura 4.11: Half Normal plot dos resíduos do modelo GAMLSS BCT.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 4.12: Half Normal plot dos resíduos do modelo GAMLSS GB2.

Fonte: Próprio autor.

(demarcados na cor vermelha).

Tais pontos contabilizam um total de 12, 1% dos resíduos para o GAMLSS

BCTo ajustado; para o modelo GAMLSS BCT e GB2 tem-se um total de 93, 83% e 16, 51%,

respectivamente.

Corroborando-se com as evidências de um bom ajuste do modelo GAMLSS

BCTo, em que os resíduos quantílicos seguem aproximadamente a distribuição normal, além de

apresentar um melhor ajuste frente aos modelos GAMLSS BCT e GAMLSS GB2, as Figuras

4.13, 4.14 e 4.15, ilustram os gráficos worm plot dos resíduos, permitindo identificar regiões

(caso existam) em que o modelo não se ajusta adequadamente aos dados.

Tendo em vista que um modelo bem ajustado aos dados deve apresentar seus

pontos dentro do intervalo de confiança, não apresentando uma forma de "minhoca", pode-

se verificar no gráfico do worm plot do modelo GAMLSS BCTo que, exceto em uma pequena

parcela de pontos próximos a cauda à esquerda, todos os pontos estão dispostos dentro da banda

de confiança de 95% e próximos da reta y = 0, indicando um bom ajuste do modelo. O mesmo

não é observado para os outros dois ajustes, uma vez que muitos dos resíduos estão contidos na

região de violação, ou seja, fora da banda de confiança.

Assim sendo, considerando que o ajuste GAMLSS BCTo tenha apresentado

melhores resultados frente aos ajustes GAMLSS BCT e GAMLSS GB2, buscou-se por mais

um indicativo sobre a normalidade dos resíduos do modelo proposto com a distribuição BCTo.

Para tanto, foi realizado o teste de kolmogorov-Smirnov (ks.test). Segundo [66], a estatística
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Figura 4.13: Worm plot do modelo GAMLSS BCTo.

Fonte: Próprio autor.

Figura 4.14: Worm plot do modelo GAMLSS BCT.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 4.15: Worm plot do modelo GAMLSS GB2.

Fonte: Próprio autor.

Kolmogorov-Smirnov permite analisar a qualidade do ajuste entre uma distribuição teórica e

um conjunto de observações, de maneira que por meio do seu p−valor pode-se ter evidências

da aproximação, ou não, dos dados à distribuição verificada.

Nesse sentido, realizando-se o Teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar

se os resíduos do modelo GAMLSS BCTo se aproximam da distribuição Normal padrão, foi

obtido um p−valor = 0, 276, isto é, tem-se evidências de que tais resíduos são provenientes de

uma distribuição normal padrão.

4.5 EFEITO DAS FUNÇÕES DE SUAVIZAÇÃO NOS PREDITORES DOS PARÂMETROS DIS-

TRIBUCIONAIS

Embora seja bastante complexo realizar interpretações do relacionamento das

onze bandas do espectro utilizadas para estimar o redshift fotométrico devido a técnica das

componentes principais, pode-se observar o comportamento das funções de suavização utili-

zadas nestes objetos (que são combinações lineares das onze bandas), e que fazem parte dos

preditores lineares dos quatro parâmetros distribucionais do modelo proposto.

A seguir, são apresentados os efeitos das funções de suavização nos quatro pa-

râmetros distribucionais, exibindo como estes elementos interferem na variável resposta redshift

fotométrico.
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4.5.1 Parâmetro µ (mediana)

As Figuras 4.16(a) e 4.16(b) apresentam o efeito exercido pelas funções de

suavização utilizadas nas duas componentes principais, para o preditor do parâmetro da mediana

(µ).

Figura 4.16: Comportamento das funções de suavização para o parâmetro µ.

Fonte: Próprio autor.
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O efeito exercido pela PC1, por meio da função de suavização estimada sobre

o preditor linear da mediana distribucional, exibido na Figura 4.16(a), revela um comporta-

mento bastante interessante ao longo dos valores assumidos por esta covariável.

Inicialmente, pode-se observar que o efeito exercido pelo suavizador s11(PC1)

sobre a mediana da variável redshift fotométrico apresenta um comportamento bastante osci-

lante. Como a função de ligação para este parâmetro é a logarítmica, o efeito de cada compo-

nente, por meio das funções de suavização é multiplicativo. Nesse sentido, para valores em que,

−17 < PC1 < 2 (aproximadamente), tem-se um efeito de acréscimo na mediana do redshift

fotométrico, exibindo um efeito máximo quando PC1 ≈ −10. Já para, −17 > PC1 > 2 (apro-

ximadamente), observa-se um efeito de decréscimo na mediana do redshift, com efeito mínimo

quando PC1 ≈ −23, 6.

Considerando que para esta primeira componente principal, as magnitudes

que mais contribuem em sua composição são as provenientes dos filtros IRAC1 e IRAC2 (Qua-

dro 4.2), pode-se inferir que estas bandas são as que mais interferem no efeito de incremento

ou decréscimo sobre a mediana do redshift fotométrico.

Ao analisar o efeito exercido pela PC2, por meio da função de suavização es-

timada s12, sobre o preditor linear da mediana distribucional exibido na Figura 4.16(b), tem-se

que, em geral (PC2 > 0), o efeito da função de suavização estimada apresenta características

que tendem a minorar o valor da mediana do redshift fotométrico. Somente para valores em

que a PC2 seja menor do que zero, seu efeito é de incremento na mediana da variável resposta,

apresentando máximo efeito quando PC2 ≈ −3. Ressalta-se que, em geral, o efeito de decrés-

cimo exercido sobre a mediana do redshift é mais intenso quanto maior o valor assumido pela

PC2, a partir de −3.

Além disso, por meio do Quadro 4.2, observa-se que considerando a segunda

componente principal, os filtros que mais contribuem em sua estrutura são relacionadas as mag-

nitudes de IRAC1 e up. Nesse sentido, pode-se inferir que estas bandas são as que mais inter-

ferem no efeito de incremento ou decréscimo sobre a mediana do redshift fotométrico. Como o

filtro IRAC1 está presente como um dos principais elementos que contribuem na composição

de ambas as componentes principais, pode-se inferir que suas magnitudes são as que mais in-

terferem na mediana do redshift fotométrico.

4.5.2 Parâmetro σ (coeficiente de variação)

Para o parâmetro da variabilidade, ressalta-se que segundo a estrutura (4.4),

a única componente significativa foi a PC1. Nesse sentido, a Figura 4.17 apresenta o efeito

exercido pela PC1, por meio da função de suavização estimada s21, sobre o preditor linear da

variabilidade distribucional.

Por meio da Figura 4.17 pode-se observar que, em grande parte dos valores

assumidos por esta componente principal, o efeito exercido sobre a variabilidade é quase que
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Figura 4.17: Comportamento da função de suavização para o parâmetro σ.

Fonte: Próprio autor.

sempre minorador. Verifica-se que para valores desta componente menores do que −2, tem-se

um efeito de decréscimo constante. Para valores entre −2 e 2 (−2 < PC1 < 2, aproxima-

damente), ainda observa-se um efeito minorador sobre a variabilidade, porém de menor inten-

sidade. No intervalo (2, 5) assumidos por esta componente, o efeito deixa de ser minorador

no coeficiente de variação, tornando-se de acréscimo na medida de variabilidade, apresentando

máximo efeito quando PC1 ≈ 4. Para valores desta componente maiores do que 5 o efeito

retorna a ser de decréscimo na variabilidade.

4.5.3 Parâmetro ν (coeficiente da assimetria)

Os efeitos realizados pela PC2, inserida no preditor do terceiro parâmetro

distribucional (ν), sob a forma da função suavizadora s32, pode ser observado por meio da

Figura 4.18.

Pode-se verificar por meio da Figura 4.18 que, embora se tenha um intervalo

significativo de incremento na medida do coeficiente de assimetria referente a PC2 (−1, 11)

aproximadamente, este acréscimo é de intensidade bastante pequena, próximo de zero. Efeito

distinto é observado no decréscimo dos valores do coeficiente de assimetria. De fato, note que

o intervalo de decréscimo nesta medida (−5,−1)∪ (11, 18), aproximadamente, acarreta em um

efeito de maior intensidade na diminuição do coeficiente de assimetria.

Ressalta-se que para valores maiores do que PC2 ≈ 11, quanto maior o va-
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Figura 4.18: Comportamento da função de suavização para o parâmetro ν.

Fonte: Próprio autor.

lor assumido por esta componente, mais intenso o efeito de decréscimo exercido pela função

suavizadora no preditor da assimetria do modelo ajustado. Contudo, deve-se tomar bastante

cautela nesta interpretação, fundamentalmente para valores em que PC2 seja maior que apro-

ximadamente 11 (momento em que se verifica um intenso efeito de decréscimo no preditor da

assimetria). Isso se justifica, uma vez que se observa um número bastante reduzido de informa-

ção proveniente da segunda componente principal.

4.5.4 Parâmetro τ (coeficiente da curtose)

Os efeitos realizados pela PC2, inserida no preditor do quarto parâmetro dis-

tribucional (τ ), sob a forma de função suavizadora, pode ser observado por meio da Figura

4.19.

Assim como observado no efeito exercido pelo suavizador aplicado na PC1

sobre o parâmetro da mediana, é possível verificar na Figura 4.19, que o efeito exercido pela

PC2 sobre o parâmetro da curtose apresenta um comportamento bastante oscilatório, com alter-

nância entre momentos em que seu efeito é de acréscimo na medida deste parâmetro (quando

PC2 ∈ (−1, 9) ∪ (12, 18), aproximadamente) e momentos em que seu efeito é de decrés-

cimo, quando os valores assumidos pela PC2 sejam menores que −1 (PC2 < −1), e quando

(9 < PC2 < 12), aproximadamente. Assim como para o parâmetro da assimetria, deve-se apre-
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Figura 4.19: Comportamento da função de suavização para o parâmetro τ .

Fonte: Próprio autor.

sentar um certo cuidado ao afirmar sobre o efeito da segunda componente principal no preditor

da curtose, quando esta apresenta valores aproximadamente maiores do que 11.

Em síntese, tem-se que para os quatro parâmetros distribucionais, é possível

compreender a necessidade das funções suavizadoras para cada componente principal, já que

se verifica um relacionamento não linear dos mesmos para a explicação da variável resposta

redshift fotométrico.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Por meio da pesquisa estabelecida, foi possível observar que a classe de Mo-

delos Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (GAMLSS) se mostrou bastante

eficaz na modelagem de redshift fotométrico. Embora se tenha utilizado a Análise de Compo-

nentes Principais, com intuito de superar o efeito de multicolinearidade no ajuste do modelo,

tornando sua interpretabilidade mais complexa, pode-se obter uma estrutura que apresentou um

bom ajuste dos dados, em que seus resíduos são normalmente distribuídos.

Nesse sentido, considerando o objetivo proposto neste trabalho, pode-se in-

ferir que a estrutura GAMLSS atendeu aspectos relativos ao ajuste e a predição de modelos

envolvendo redshift fotométrico. Contudo, pode-se destacar que uma limitação imposta nesta

pesquisa, diz respeito ao elevado volume de dados contido no CosmoPhotoz. Foi observado

que, quando estabelecido um conjunto de dados superiores a 5% da totalidade deste pacote,

todos os aspectos de análise de distribuições marginais, estruturas dos preditores para cada pa-

râmetro distribucional, processos de seleção das covariáveis e das componentes principais, se

tornou extremamente moroso, com alto custo computacional.

Para tanto, foi tomada uma amostra deste banco de dados (8476 observações),

para que assim, se tornasse viável o tratamento e modelagem dos dados considerados. Entende-

se que para conjuntos de dados com um elevado número de observações (Big Data) outras

alternativas podem ser analisadas, tais como, redes neurais ou modelagem para dados de alta

dimensão.

Mesmo com essa dificuldade computacional, a estrutura de regressão apre-

sentada trouxe resultados bastante satisfatórios, frente a trabalhos existentes na literatura. Isso

se deve a flexibilidade dos GAMLSS, permitindo a modelagem de outros parâmetros além da

média, como observado no trabalho de [20] que considerou um GLM com distribuição Gama

para explicação do redshift. Ademais, o forte pressuposto da possibilidade de uso de termos

não paramétricos (suavizadores) para os preditores lineares, trouxeram resultados robustos para

o poder preditivo do modelo apresentado nessa pesquisa.

Em síntese, essa pesquisa mostrou algumas das potencialidades da estrutura

GAMLSS, na modelagem de redshift fotométrico. Pesquisas que busquem por considerar big

data de redshift fotométricos, para a estrutura GAMLSS é uma proposição que pode ser consi-

derada para futuras investigações.
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A APÊNDICE A: RESULTADOS OBTIDOS COM OS PREDITORES INDICADOS

PELAS FUNÇÕES ADDTERM(·) E STEPGAICALL.A(·)

Os ajustes realizados para as distribuições BCTo, BCT e GB2, apresentam o

mesmo número de observações (8476) e os mesmos preditores para os parâmetros distribucio-

nais, indicados pela estrutura (4.2).

Ajuste realizado com a distribuição BCTo

Figura A.1: Gráficos dos resíduos do modelo ajustado para BCTo.

Fonte: Próprio autor.

Figura A.2: Worm plot do modelo ajustado para a distribuição BCTo.

Fonte: Próprio autor.
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Figura A.3: Half Normal Plot dos resíduos do modelo.

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.1: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,02507
Variância 0,95440
Assimetria 0,16557
Curtose 2,52776

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.2: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -6900,849
BIC -6558,402
Deviance Global -6998,066
Graus de Liberdade do Ajuste 48,60858
Graus de Liberdade dos Resíduos 8427,391

Fonte: Próprio autor.
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Ajuste realizado com a distribuição BCT

Figura A.4: Gráficos dos resíduos do modelo ajustado para BCT.

Fonte: Próprio autor.

Figura A.5: Worm plot do modelo ajustado para a distribuição BCT.

Fonte: Próprio autor.



89

Figura A.6: Half Normal Plot dos resíduos do modelo.

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.3: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,00876
Variância 0,95598
Assimetria 0,23935
Curtose 2,52549

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.4: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -6546,505
BIC -6203,202
Deviance Global -6643,965
Graus de Liberdade do Ajuste 48,72997
Graus de Liberdade dos Resíduos 8427,27

Fonte: Próprio autor.
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Ajuste realizado com a distribuição GB2

Figura A.7: Gráficos dos resíduos do modelo ajustado para GB2.

Fonte: Próprio autor.

Figura A.8: Worm plot do modelo ajustado para a distribuição GB2.

Fonte: Próprio autor.
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Figura A.9: Half Normal Plot dos resíduos do modelo.

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.5: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,00302
Variância 0,99784
Assimetria -0,49178
Curtose 5,01525

Fonte: Próprio autor.

Tabela A.6: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -7923,085
BIC -7578,53
Deviance Global -8020,901
Graus de Liberdade do Ajuste 48,90781
Graus de Liberdade dos Resíduos 8427,092

Fonte: Próprio autor.
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B APÊNDICE B: RESULTADOS OBTIDOS COM OS AJUSTES DOS 5 MODELOS

DE REGRESSÃO: 1 MODELO LM, 2 MODELOS GLM E 2 MODELOS GAM.

Modelo LM ajustado

Figura B.1: Gráficos dos resíduos do modelo LM ajustado.

Fonte: Próprio autor.

Figura B.2: Worm plot do modelo LM ajustado.

Fonte: Próprio autor.
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Figura B.3: Half Normal Plot dos resíduos do modelo LM.

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.1: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,00
Variância 1,00
Assimetria 0,792
Curtose 4,801

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.2: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -3447,407
BIC -3419,227
Deviance Global -3455,407
Graus de Liberdade do Ajuste 4
Graus de Liberdade dos Resíduos 8472

Fonte: Próprio autor.
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Modelo GLM GAMA

Figura B.4: Gráficos dos resíduos do modelo GLM GAMA.

Fonte: Próprio autor.

Figura B.5: Worm plot do modelo GLM GAMA.

Fonte: Próprio autor.
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Figura B.6: Half Normal Plot dos resíduos do modelo GLM GAMA.

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.3: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,005
Variância 1,002
Assimetria -0,539
Curtose 3,680

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.4: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -4063,298
BIC -4035,118
Deviance Global -4071,298
Graus de Liberdade do Ajuste 4
Graus de Liberdade dos Resíduos 8472

Fonte: Próprio autor.
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Modelo GLM NORMAL INVERSA

Figura B.7: Gráficos dos resíduos do modelo GLM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.

Figura B.8: Worm plot do modelo GLM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.
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Figura B.9: Half Normal Plot dos resíduos do modelo GLM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.5: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média -0,012
Variância 1,000
Assimetria 0,920
Curtose 4,857

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.6: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -3775,635
BIC -3747,455
Deviance Global -3783,635
Graus de Liberdade do Ajuste 4
Graus de Liberdade dos Resíduos 8472

Fonte: Próprio autor.
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Modelo GAM GAMA

Figura B.10: Gráficos dos resíduos do modelo GAM GAMA.

Fonte: Próprio autor.

Figura B.11: Worm plot do modelo GAM GAMA.

Fonte: Próprio autor.
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Figura B.12: Half Normal Plot dos resíduos do modelo GAM GAMA.

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.7: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,005
Variância 1,002
Assimetria -0,597
Curtose 3,866

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.8: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -4425,473
BIC -4285,306
Deviance Global -4465,264
Graus de Liberdade do Ajuste 19,896
Graus de Liberdade dos Resíduos 8456,104

Fonte: Próprio autor.
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Modelo GAM NORMAL INVERSA

Figura B.13: Gráficos dos resíduos do modelo GAM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.

Figura B.14: Worm plot do modelo GAM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.
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Figura B.15: Half Normal Plot dos resíduos do modelo GAM NORMAL INVERSA.

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.9: Resumo das medidas dos resíduos quantílicos.

Medidas Valor
Média 0,005
Variância 1,000
Assimetria 0,871
Curtose 5,037

Fonte: Próprio autor.

Tabela B.10: Resumo das medidas do modelo ajustado.

Métrica Valor
AIC -4564,592
BIC -4441,006
Deviance Global -4599,676
Graus de Liberdade do Ajuste 17,542
Graus de Liberdade dos Resíduos 8458,458

Fonte: Próprio autor.


