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RESUMO

O trabalho apresenta uma abordagem simplificada das equacdes diferenciais parciais
lineares, como a equagdo do calor, equacio da onda, sistema termoeldstico e sistemas de vigas
de Timoshenko com a Lei Térmica de Fourier. Esses problemas sdao analisados utilizando a
teoria de semigrupos lineares e resultados de Andlise Funcional.

A ideia central é tratar os problemas de valor inicial e de fronteira como um problema
de Cauchy Abstrato

U, =AU, t >0,

Nesse contexto, considera-se um operador linear ndo limitado A, definido em um espago de Ba-
nach (ou Hilbert) H. O objetivo é demonstrar a existéncia e unicidade da solucio e a estabilidade
exponencial para cada modelo estudado.

Para alcancar esses resultados, sao utilizados conceitos e técnicas da Andlise Funcional
e da teoria de semigrupos lineares. A Andlise Funcional permite estudar os espacos de Banach
(ou Hilbert) nos quais as equagdes sdo formuladas, enquanto a teoria de semigrupos lineares é
aplicada para analisar a evolucao temporal dos sistemas descritos pelas equagdes diferenciais
parciais.

O trabalho apresenta uma abordagem detalhada, mostrando as etapas necessarias para
obter a existéncia e unicidade da solu¢do, bem como a estabilidade exponencial para cada mo-
delo. Essa abordagem € baseada em fundamentos tedricos s6lidos e resultados estabelecidos na
area.

No geral, o trabalho tem como objetivo fornecer uma compreensao simplificada e aces-
sivel das equagdes diferenciais parciais lineares, demonstrando a existéncia, unicidade e estabi-
lidade exponencial das solu¢des para cada modelo abordado.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais; Existéncia; Unicidade; Estabilidade.



ABSTRACT

The work presents a simplified approach to linear partial differential equations, such as the heat
equation, wave equation, thermoelastic system, and Timoshenko beam systems with the Fourier
Thermal Law. These problems are analyzed using the theory of linear semigroups and results
from Functional Analysis.

The central idea is to treat initial value and boundary value problems as an abstract
Cauchy problem

U(0) = U,

In this context, an unbounded linear operator A is considered, defined in a Banach (or Hilbert)
space H. The goal is to demonstrate the existence and uniqueness of the solution, as well as
exponential stability for each studied model.

To achieve these results, concepts and techniques from Functional Analysis and the
theory of linear semigroups are utilized. Functional Analysis allows for the study of the Banach
(or Hilbert) spaces in which the equations are formulated, while the theory of linear semigroups
is applied to analyze the temporal evolution of systems described by partial differential equati-
ons.

{Ut:AU, t>0,

The work presents a detailed approach, showing the necessary steps to obtain the exis-
tence and uniqueness of the solution, as well as exponential stability for each model. This
approach is based on solid theoretical foundations and established results in the field.

Overall, the work aims to provide a simplified and accessible understanding of linear
partial differential equations, demonstrating the existence, uniqueness, and exponential stability
of solutions for each addressed model.

Keywords: Partial Differential Equations; Existence; Uniqueness; Stability.
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LISTA DE SIMBOLOS

Q subconjunto do R™ aberto

I subintervalo de R aberto

X fecho do conjunto X

K corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos
C(Q) espaco das fun¢des continuas [ : Q@ — R

CI(Q) espaco das fungdes f : 2 — R diferencidveis até a ordem j

C>(Q) espaco das funcgdes f : {2 — R infinitamente diferencidveis

C(Q) espaco das fungdes de C'*°(€2) com suporte compacto

LP() espago LP(€2) usual

L3(Q) espago das fungdes em L*(2) que possuem média nula

WmP(Q) espaco de Sobolev usual

H™(Q) espago W™P(Q)) parap = 2

HL(Q) espago das fungdes em H'(Q2) que possuem média nula

L(X) espago dos operadores lineares limitados A : X — X

1 operador identidade

D(A) dominio do operador A

p(A) conjunto resolvente do operador A

o(A) espectro do operador A

supp(o) suporte da fungédo ¢

-l norma usual em L?((Q)

Iy norma em HY(T) dada por [y = Jul3aqr + a2,

Iy norma em H2(1) dada por [y = Jul2aqsy + Nt + e 30
I e norma em £ (X ) dada por || A| z(x) = sup { ||!1|1$|||)|(X r€ Xex # 0}
|- llpcay norma do grifico em D(A) C X dada por ||U||pa) = |[|U]||x + [|AU||x
- lloe norma em C'([a, b]) dada por || f||ee = sup{|/f(2)]; z € [a, 0]}

? unidade imagindria

z conjugado do nimero complexoz

Re(z) parte real do nimero complexo z

Im(z) parte imagindria do nimero complexo z

— imersdo continua

— imersdo compacta
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1 INTRODUCAO

Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equacdo matemética que envolve deri-
vadas parciais de uma func¢do desconhecida de varias varidveis. Em outras palavras, relaciona
as taxas de variacao de uma fun¢@o em relag@o a cada uma de suas varidveis.

As EDP’s sdo usadas para modelar uma ampla gama de fendmenos fisicos, como trans-
feréncia de calor, dindmica de fluidos, eletromagnetismo e mecanica quantica, entre outros.
Elas sdo ferramentas essenciais para entender e prever o comportamento de sistemas e proces-
sos complexos. Sao normalmente classificadas de acordo com sua ordem, linearidade e tipo de
condicdes de contorno.

Resolver uma EDP envolve encontrar uma fungdo que satisfaca a equacgdo, sujeita a
algumas condig¢des iniciais ou de contorno. Isso pode ser uma tarefa desafiadora, especialmente
para equagdes nao lineares e de ordem superior, e geralmente requer o uso de métodos numéri-
cos e simulacdes de computadores.

O estudo de EDP’s remonta ao século XVIII, quando matematicos comeg¢aram a in-
vestigar o comportamento do fluxo de calor e das vibragdes de objetos eldsticos. Uma das
primeiras equacdes a ser estudada, foi a equag@o do calor, que descreve como a temperatura
muda ao longo do tempo em um sistema fisico.

Uma das mais influentes figuras na histéria das EDP’s foi Joseph Fourier, que desen-
volveu a série de Fourier no inicio do século XIX. Isso permitiu a solucdo de um amplo leque
de equacgdes diferenciais parciais, incluindo a equacdo do calor e a equagdo da onda, usando
fungdes trigonométricas. Durante os séculos XIX e XX, muitos matemadticos contribuiram para
o desenvolvimento da teoria das EDP’s, incluindo Cauchy, Riemann, Laplace e Green. No
entanto, a teoria moderna das EDP’s ndo surgiu até meados do século XX, com o trabalho de
pesquisadores como John von Neumann, Richard Courant e Fritz John.

Hoje, o estudo das EDP’s € um campo préspero da matematica. O desenvolvimento
de métodos numéricos e simulagdes por computador tornou possivel resolver EDP’s que anteri-
ormente eram intratdveis e abriu novas possibilidades de pesquisa e aplicagdes. No que segue,
usaremos a teorias dos espacos de Sobolev, a qual foi introduzida pelo matemaético russo Sergei
Lvovich Sobolev(1908-1989) e de Semigrupos lineares, as quais serdo apresentadas de forma
resumida no Cépitulo 2.

Os espacos de Sobolev sdo de espagos de fungdes usados em andlise matematica, es-
pecialmente em andlise funcional, cdlculo de variagdes e equacdes diferenciais parciais. Esses
espacos sao importantes porque incluem func¢des que nao sao diferencidveis no sentido cldssico,
mas tém derivadas fracas ou distribucionais. Os espacos de Sobolev também sdo uteis na for-
mulacdo de problemas de otimizacdo e na descri¢ao de propriedades de solucdes de equagdes
diferenciais parciais.

O espago de Sobolev mais bdsico é o espago de Sobolev W1P(§2), onde € € um sub-
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conjunto aberto de R" e p é um nimero real positivo. Esse espaco é composto por fungdes f
em {2 cuja primeira derivada fraca esta em LP(€2). Intuitivamente, isso significa que f é "quase"
diferencidvel, mas pode ter descontinuidades e outras irregularidades. O espaco de Sobolev
WHP(Q) é 0 espago de fungdes em € cujas primeiras k derivadas fracas estdo em LP(2).

Os espacos de Sobolev tém muitas propriedades interessantes, incluindo a propriedade
de completude, o que significa que eles contém todas as fun¢des necessdrias para resolver certos
tipos de problemas. Eles também tém uma estrutura de espacgo vetorial, o que permite a aplica-
cdo de técnicas algébricas em problemas envolvendo esses espacos. Em resumo, os espacgos de
Sobolev sdo uma ferramenta poderosa para a anélise matemaética.

No presente trabalho, analisaremos equacdes e sistemas de equacgdes diferenciais line-
ares. Nossa principal meta € transformar todos os problemas abordados no seguinte Problema

de Cauchy Abstrato de Primeira ordem:

uy = Au, t >0,

1.1
u(0) = uyp, (D

onde A : D(A) C H — H é um operador linear ndo limitado definido em um espago de Banach
(ou Hilbert) H. Assim, determinar a solucdo de (I.I)) se reduzird em determinar propriedades
do operador A em cada caso. Para tanto, usaremos a teoria de Semigrupos Lineares, tal teoria
serd apresentada de forma sucinta no Capitulo 2, cuja principal referéncia base € livro do Pazy
[29].

A teoria de semigrupos tem sido usada para estudar a estabilidade, regularidade, exis-
téncia e unicidade de solugcdes desses tipos de problemas. Em particular, a teoria dos semigru-
pos teve um grande avanco com a prova do teorema de Hille-Yosida, que estabelece condi¢des
suficientes e necessdrias para que o operador linear A gere um semigrupo. J4 o teorema de
Lumer-Phillips caracteriza quando um operador linear é gerador infinitesimal de um semigrupo
de contracdes. Por fim, analisaremos a estabilidade exponencial para um Cj-semigrupo de con-
tracoes utilizando o Teorema de Priiss.

No mais, o trabalho estd dividido na seguinte forma, o Capitulo 2 apresenta uma série
de resultados de Andlise Funcional, assim como os principais resultados da teoria de Espacos
de Sobolev unidimensionais e resultados de extabilidade. Alguns resultados importantes deste
capitulo sdo os Teoremas de Lax-Milgram, Hille-Yosida, Lumer-Phillips e Priiss.

No Capitulo 3 apresentamos alguns modelos de equacdes diferenciais. Em cada caso,
faremos uma breve dedugdo do problema, exibindo algumas caracteristicas fisicas e apresen-
tando sua versdo autdonoma. Por fim, através dos resultados obtidos no Capitulo 3, apresentare-

mos uma breve conclusao, seguida pelas principais referéncias utilizadas.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo serdo introduzidos alguns conceitos de Andlise Funcional para ajudar

na compreensao dos resultados nos préximos capitulos.

2.1 ESPACOS DE BANACH

Definicdo 2.1. Seja X um K-espaco vetorial. Uma norma em X é uma fungdo || - || : X — R
tal que

(i) ||z]|x =0« x=0;
(ii) ||oz||x = |of||z||x, Yz € X ea € K;
(iii) [lz +yllx < llzllx + llyllx Yo,y € X,

Observacdo 1. (i) Opar (X, ||-|/x) é chamado espaco vetorial normado. Quando ndo houver
confusao, serd denotado somente por X um espago vetorial normado e por || - || a norma

em X;

(i) Nesta secdo, K denotard o corpo dos nimeros reais (R) ou corpo dos niimeros complexos(C).

Definicio 2.2. Seja X um espago vetorial normado e || - |1, || - ||2 duas normas em X. Diz-se

que a norma || - |1 é equivalente a norma || - |2 quando existem constantes C; > 0 e Cy > 0,
tais que

Cillzlly < flzflz < Collxlly, Vo€ X.

Definicao 2.3. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma funcdo
z : N — X. Denota-se por x,, == x(n) e (N) := (z,)nen ou simplesmente por (x,). Uma
subsequéncia de (x,,)nen € uma restricdo x|y : N' — X da fun¢do x a um subconjunto infinito
N C N.

Definicdo 2.4. Seja (x,,),en uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Diz-se que
(Tn)nen €:

e Convergente em X quando existe x € X satisfazendo a seguinte condi¢cdo: para todo ¢ > (),
existe ng € N tal que ||x,, — z|| < &, para todo n > ny. Denota-se a convergéncia de (,,)nen
para x por x, — .

e De Cauchy em X se para todo € > 0, existe ng € N tal que ||z, — || < &, para todo

m,n > ng.

Definicao 2.5. Um espaco vetorial normado (X, ||-|| x) é chamado de espago de Banach quando

toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito a norma || - || x.
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Definicdo 2.6. Sejam X e Y dois espacos de Banach comY C X. E dito que Y estd imerso
continuamente em X quando a aplicagcdo inclusdo 1 : 'Y — X é continua em Y, ou seja,
quando existe C' > 0 tal que ||z||x < C||z||y,Vz €Y.

Denota-se a imersdo continua de 'Y em X porY — X.

Definicao 2.7. Sejam X e Y dois espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que uma aplicagdo
T :Y — X écompacta se para toda sequéncia (x,)nen limitada em D(T), a sequéncia

(T'(xy,))nen possui uma subsequéncia convergente em Y .

Definicdo 2.8. Sejam X e Y dois espacos de Banach comY C X. E dito que Y estd imerso
compactamente em X quando a aplica¢do inclusdoi:Y — X é compacta em Y .

. ~ C
Denota-se a imersdo compacta de Y em X porY — X.

Definicao 2.9. Um espaco vetorial normado X é dito reflexivo quando

J: X = X"

x— J(x)
definida por J(x)(f) = (f, z) é sobrejetora.

2.2 OPERADORES LINEARES

Definicao 2.10. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais normados. Diz-se que um operador
T:D(T) C X =Y élinear quando

T(x+ ay) =T(x) + aT'(y), para quaisquer x,y € D(T) e « € K= C.

O conjunto D(T) é o dominio de T. No caso particular Y = K, diz-se que T' é um funcional

linear.

Definicao 2.11. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais normados. Diz-se que um operador
T:D(T) C X =Y éantilinear quando

T(x + ay) = T(x) + aT(y), para quaisquer z,y € D(T) e o € K.

Definicao 2.12. Um operador linear T' : D(T) C X — Ydefinido entre dois espagos vetoriais

normados X e Y ¢é dito:

(i) um isomorfismo quando T’ ¢ bijetor;

(ii) um isomorfismo isométrico quando T é bijetor e | T(x)||y = ||z||x, para todo x € D(T);

(iii) continuo em a € D(T') se para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo x € D(T) com
|lx — allx <6, entd@o ||T(x) —T(a)|ly <€
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(iv) continuo quando T é continuo em todo x € D(T);

(v) compacto se para toda sequéncia (T,)nen limitada em D(T), a sequéncia (T(x,))nen

possui uma subsequéncia convergente em Y .

O conjunto dos operadores lineares limitados, que serd denotado por L(X,Y), é um espaco

vetorial normado com a norma ||T'||z(xyy = sup{||Tz||y; ||| x = 1}.

Observacao 2. (i) Quando Y = X o conjunto dos operadores lineares limitados serd deno-

tado por £(X) com norma ||T'||z(x) = sup{||Tz||x; ||z||x = 1};

(ii) Quando Y = K, denota-se L(X,K) := X’. O espaco X' é chamado de espago dual do
espaco X. Para todo f € X’ denota-se f(x) := (f,x),x € X.

Proposicao 2.13. Se X é um espaco de Banach reflexivo e M C Xsubespaco vetorial é fe-

chado, entdo M ¢é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [19]], pagina 30, Teorema 1.4-7. [l

Proposicao 2.14. Sejam X e Y espacos de Banach. Se existe um isomorfismoT' : X — Y

fechado tem-se: X é reflexivo se, e somente se, Y é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [9], pagina 71, Coroléario 3.21 0

Teorema 2.15. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear definido entre dois espagos

vetoriais normados X e Y . Entdo, T ¢ limitado se, e somente se, T’ é continuo.
Demonstragdo. Ver [19]], pdgina 97, Teorema 2.7-9. O]

Teorema 2.16. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados. Se Y é um espaco de Banach,
entdo (L(X,Y), || - |lzx,y)) € um espago de Banach. Em particular, X' e X" = (X')" sdo

espagos de Banach.

Demonstragdo. Ver [19]], pagina 118, Teorema 2.10-2. 0

2.3 O TEOREMA DE LAX-MILGRAM E ESPACOS DE HILBERT

Definicao 2.17. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicacdo a : X XY — K é

chamada de forma sesquilinear em X X Y se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) a(x +y,2) = a(z,2) +a(y,2), Ve,ye X e Vze€Y;

(ii) a(x,y+2) =a(x,y) +a(z,2), Vee X e Vy,ze€Y;

(iii) a(ax,y) = aa(z,y), Yz € X, VyeYe YacK;

(iv) a(x,ay) =aa(x,y), V€ X, YyeYe Vaek
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No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definicao 2.18. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados e a : X x Y — K uma forma

sesquilinear. Dizemos que a é

%o para todo

(a) coerciva quando existe uma constante C' > 0 tal que Re (a(z,x)) > C/||z|

reX;

Y>

(b) continua (limitada) quando existe uma constante C' > 0 tal que |a(x,y)| < C|lz| x|y

para todo par (z,y) € X X Y

(c) hermitiana quando a(x,y) = a(y,x), para todo (z,y) € X x X.

Definicdo 2.19. Sejam X um espago vetorial e (-,-)x um produto interno em X. A fungdo
1

|- lx = (-,-)%, define uma norma em X. Esta norma é chamada de norma proveniente do

produto interno (-,-)x. Um espago de Banach (H, | - ||g) é chamado de espago de Hilbert

quando a norma || - || g € proveniente de um produto interno em H.
Teorema 2.20. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstragcdo. Ver [19]], pagina 242, Teorema 4.6-6. O]

Teorema 2.21 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert real (complexo) e
a: H x H— R (C) uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva. Entdo, para todo

f linear (antilinear) e limitado, existe um tinico x € H tal que a(z,y) = (f,y), Vy € H.

Demonstragdo. Para o caso real ver [9], pagina 140, Corolério 5.8 e para o caso complexo ver
(28], pagina 595, Coroldrio 6.6.2. 0

Definicao 2.22. Seja A um operador linear de um espaco de Banach X. Diz—se que A é um

operador densamente definido quando seu dominio é denso em X

Definicao 2.23. Seja A um operador linear de um espago de Banach X. O conjunto formado
pelos A\ € C para os quais o operador linear (Al x — A) ¢é inversivel, seu inverso é limitado e
densamente definido, é dito conjunto resolvente de A e representado por p(A).

O conjunto o(A) = C/p(A) é chamado espectro de A. Para N € p(A), denota-se por
R(\, A) = (Mx — A)~! oresolvente de A.

Proposicao 2.24. Sejam A um operador linear fechado de um espaco de Banach X e A € p(A).
Entdo, D(R(\, A)) = X. Em particular, R(\, A) é fechado.

Demonstragdo. Ver [19]], pagina 376, Teorema 7.3-2. [l
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2.4 ESPACOS LP

No que segue, nesta secdo abordaremos alguns resultados sobre os espagos L”, onde

tomaremos [ = (a,b) C R

Definicao 2.25. Diz-se que uma propriedade vale quase sempre (q.s.) em um conjunto 2, se o
conjunto dos pontos onde ela ndo se verifica tem medida nula. Denota-se ainda a medida de ()

por |Q].

Defini¢ao 2.26. Seja Q2 C RY aberto e 0 < p < co. Seja £P(S2) o conjunto de todas as fungées

mensurdveis f : ) — R tais que | f|P € integrdvel (no sentido de Lebesgue) em (Q, ou seja,

ZP() = {f : Q= R; fémensurdvel e / |f(z)|Pdx < oo}
Q

Dizemos que duas fungées f,g € £LP(2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g quase sempre em
Q.

Indicamos por LP(Y) o conjunto
LP(Q2) = ZLP(Q)\ ~.
Para p = oo definimos L= () = {f : Q = R; fé limitada quase sempre (q.s.) em §2}.

Observacao 3. Os elementos do conjunto LP(£2) sdo classes de equivaléncia de fungdes em
ZP(Q). Entretanto, é conveniente olhar esses elementos como sendo fungdes. Assim, escre-
vemos f € LP(f2) no lugar de [f] € L*(Q2), admitindo que f é o representante da classe de

equivaléncia.

Definicao 2.27. Seja 1 < p < oo. Dizemos que um niimero real q é expoente conjugado de p

quando — + — = 1 onde p € (1, 00). Convengdo q = oo, p = 1.

p 4q
Lema 2.28. Se 1 <p < occea,b> 0, entdo a? + b’ < (a + b)P < 271 (aP + bP).
Demonstragdo. Ver [1], pagina 23, Lema 2.2. [

Lema 2.29. Sejam a e b niimeros reais ndo negativos e 0 < A < 1. Entdo,
a'™ < Xa + (1 — \)b.

Demonstragdo. Ver [1]], pagina 171, Lema 8.2.12. [

Lema 2.30. (i) (Desigualdade de Young). Sejam A e B niimeros reais ndo negativos, e seja
1 < p < 0 e q seu expoente conjugado. Usando o Lema 2.34 com A\ = —, a = AP e
b = BY, obtém-se 4 pBe P
AB< — + —.
p q
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(ii) (Desigualdade de Young com ). Dados a,b > 0 e c > 0, vale

2

b
b<ea?+ —.
ab < €a +4E

Demonstracdo. Ver [[14]], pagina 622, Secao B.2. [

Teorema 2.31 (Desigualdade de Holder). Seja Q C RY aberto e sejam p e q expoentes conju-
gados, 1 < p<oc. Se feLP(Q)ege LIN), entdo fg e L'(N) e

1fallzr) < [1fllee@llgllzag)-
Demonstracdo. Ver [9], pagina 92, Teorema 4.6. [
Teorema 2.32 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam f,g € LP(Q) e, 1 < p < co. Entdo,
If + 9gllr) < [ fller) + l9llLr)-
Demonstragdo. Ver em [19], paginas 13-15. [

Proposicao 2.33. Suponha que |Q] < oo equel < p < g < .

(i) Se f € L1(Y), entdo f € LP(Q) e
11
o) < 1947 [ f ]l zace;

(ii) Se f € L>(Q), entdo

Jim [fllze) = 1]l 2o ()
Demonstragdo. Ver [9]. ]

Observacio 4. O item (i) da Proposicao (2.33)) significa que se 1 < p < ¢ < oo, entdo L4((2)

¢ imerso em LP(£2), isto é, L4(Q2) C LP(£2) e a aplicagdo inclusdo
i: LY(Q) — LP(Q)
¢ continua. Neste caso, denota-se imersao por
Li(Q) — LP(Q).
Definicao 2.34. Uma funcdo mensurdvel f : () — R é dita localmente integrdvel se

/ f(z)dz < 00, VK C Q) compacto.
K
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p
loc

Indica-se por L} () o conjunto de todas as fungcdes mensurdveis [ : Q0 — R tais que | f|P é

localmente integrdvel, isto é,

Lp

loc

(Q) ={f:Q — R; f émensurdvel e / |f(x)]P < 00, VK C 2 compacto}.
K
Corolario 2.35. Sejam Q aberto de RN e 1 < p < oo. Entdo,

LP(Q) — LY

loc

() = Lin(Q)-

Demonstracdo. A demonstragdo segue dos resultados de imersdes de Sobolev que podem ser

encontrados em [10]. L]

Defini¢fio 2.36. Seja Q um aberto do RN e ¢ : Q0 — R uma funcdo continua. O Suporte de ¢ é

0 conjunto

supp(¢) = {a € O] 6(x) £ 0}
Denotamos por Cy(Q) = {¢ € C(2); supp(¢) € compacto}.
Proposicio 2.37. Seja Q um aberto do RY. Entdo,
(i) Se 0 < p < oo, entd@o LP()) é um espago vetorial;
(ii) O conjunto L>°(Q)) é um espago vetorial;

(iii) Se f € L?()), denotamos por

e = ([ 15@Pas) 0 <p< o0
e para p = oo,
L) = ilelgess|f(x)| =1inf{c > 0; |f(z)| < cgq.s. em Q}.
Demonstragdo. Ver [9], pagina 93, Teorema 4.7. [l

Corolario 2.38. Seja Q2 um aberto de RV.

(i) Sel < p < oo, entdo a fungdo

H : ||LP(Q) : LP(Q) — R

7 [ llangen = ( / !f(x)\pdfc)p

é uma norma para o espago vetorial LP());



(ii) A fungdo

| Nz : L7(Q) = R
[ = [fllpe(q) = supess| f(z)]

z€e)
é uma norma para o espago vetorial L>(2).

Demonstracdo. Ver [9], pagina 93, Teorema 4.7.
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]

Teorema 2.39. Se 1 < p < oo. Os espagos (LP(Q2),||.|l,) e (L>(2), ||.||«) sad espagos de

Banach. Em particular, L*(Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno e norma definidos

por
()2 = [ wle)@ids e full = (0.0},

Demonstracdo. Ver [9], pagina 93, Teorema 4.7.

Teorema 2.40. Se 1 < p < oo, entdo LP() é reflexivo.

Demonstragdo. Ver [9], pagina 95, Teorema 4.10.

Proposi¢io 2.41. Se Q) C RY éaberto e 1 < p < oo, entdo Cy()) é denso em LP(1Q).

Demonstragdo. Ver [9], pagina 96, Teorema 4.12.

Corolario 2.42. Se Q) C RY éaberto e 1 < p < oo, entdo C5°(2) é denso em LP(2).

Demonstracdo. Demonstragcad analoga a Proposicao notando que C§°(2) C Cy(Q2)

Proposicao 2.43. Seja € L} () tal que

/Q f(@)p(x)dz = 0,¥p € Col(S).

Entdo, f(x) = 0 para quase todo x em ).
Demonstracdo. Ver [10]], pagina 17, Proposicdo 3

Proposi¢io 2.44 (Lema de Du Bois Raymond). Seja u € L}, () tal que

/Qu(:v)gp(ac)da: =0,V € C5°(Q).

Entdo, u(x) = 0 para quase todo x em (.

Demonstragdo. Ver [9], pagina 110, Corolério 4.24.

]

Teorema 2.45. Seja 1l < p < oo e ¢ > 1 0 expoente conjugado de p. Entdo, Q@ C RN aberto

el < p < oo, entdo [LP(QY)]' € isometricamente isomorfo ao espagco L()). Em particular,

LP(Q) é reflexivo.
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Demonstragdo. Ver [18]], pagina 169, Teorema 6.2.1. [
Teorema 2.46. O espaco [L'(Q))| é isometricamente isomorfo ao espagco L>(S2).
Demonstragdo. Ver [[18]], pagina 174, Teorema 6.3.2. O]

Por abuso de notagdo, identifica-se os espacos isometricamente isomorfos acima des-

critos e, neste trabalho, indica-se por
[LP(Q)) = LY(Q) para 1l < p,q < oo e [LY(Q)] = L=(Q).

Lema 2.47. Sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:

(i) Seja E um espaco vetorial. Dado um subespago vetorial G de E, se g € G, entdo existe
f € E' tal quef|c = g (Coroldrio do Teorema de Hahn-Banach);

1 1
(ii) Sejam 1 <p < ocel < q < ootal que —+ — = 1. Se p € (L¥(Q)), entdo existe uma
p q
tnica u € L1(Q) tal que

(0.5) = [ u@) @)z, paratoda € (@)
Q
(iii) Sep=1ep € (L' (), entdo existe uma tinica v € L>() tal que
(p, f) = / u(z) f(x)dz, paratoda f € L'(Q).
Q
Demonstragcdo. Ver [9], pagina 97-99, Teorema 4.14. [

2.4.1 Espacos de Sobolev Unidimensionais

Esta se¢do define e caracteriza conceitos muito importantes relacionados aos espacos

de Hilbert e/ou Banach que sdo utilizados ao longo do trabalho.

2.4.2 Os Espacos W2 (I)
Seja I = (a,b) com —c0 <a<b<+ooep e Rcoml <p < 0.

Defini¢iio 2.48. O espago de Sobolev W' (1) é definido por

I I

Whe(I) = {u € LP(I); 3g € LP(I) com /ucp’dx = —/ggodm, Yy e Cé([)}.

No caso particular p = 2, denotamos W'2(I) = H'(I), ou seja,

HY(I) = {uE L*(I); 3g € L*(I) com /ugp’dx: —/g(pdx, Vo € C&(])}.
I I
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Observacdo 5. Dada u € W1?([), a fungio g é chamada de derivada fraca de v em W'P(I) e
sera denotada por u/'.

Afirmacao : A funcdo v é inica a menos de um conjunto de medida nula. Com efeito,

suponha que exista h = v/ € LP(I) que também € derivada fraca de v em W1P(I). Assim,

/g(pda: = —/ugp’daj = /hgpda:, Y € Cy(I)
I I I
= /(g — h)pdr =0, Yy € C’é(]).
I

Pela Lema de Du Bois Raymond tem-se que ¢ —h = 0, q.s em . Logo h(x) = g(z) para quase

todo x em I, como desejado.

Observacdo 6. (i) Na defini¢do de W'?(I) pode-se usar ¢ € C§° no lugar de ¢ € C}. Neste

caso ¢ € chamada funcdo teste;

(i) Sew € C*(I) N LP(I) e a derivada v’ € LP(I), entdo u € W'P(I) e a derivada usual u’

coincide com a derivada fraca g = «’ de uw em WP (I);

(iii) Se I é limitado, entdo C'*(I) C W'P(I), e para qualquer que seja I, C3(I) € WhP(I).

Proposi¢io 2.49. (i) O espaco W'P(I) é um espago vetorial normado, munido da norma

(usual)
lullwioy = lulleoy + W oy, Yu € WH(I), 1 < p < 0.

Além disso, se 1 < p < oo, entdo podemos definir a norma

1/p
leally = (el + I 201

em WP(I), a qual é equivalente a norma usual;

(ii) O espaco H'(I) é um espago vetorial com produto interno e norma definidos, respectiva-

mente, por

(u,V)gr = (u,0)2 + (U, Vz) 2 = /u6d$+/u$v_xd:c, Vu,v € H'(I)

I I

1
P 1
|ullm = (/I]u|2dx+/[|ux\2dx) = (||u||%2 + ||um\|%z)”

Demonstra¢do. A demonstragdo dos itens (i) e (ii) seguem mostrando as propriedades de

norma e produto interno para os espagos definidos. U

Teorema 2.50. Os espacos W'P(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oo.
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Demonstragdo. Seja (u,) C W'P(I) uma sequéncia de Cauchy. Como

Hun - UmHWLP = ”un - umHLP + Hu;w - u;’nHLp7

entdo (u,) e (u),) sdo sequéncias de Cauchy em LP(I), o qual é um espaco de Banach para
1 < p < oco. Assim, existem u,v € LP tais que u,, — ue v — v em LP(I), ou seja,
|lun — ul|lpr — 0e ||ul, — v||zr — 0 quando n — co. Além disso, note que para toda fungdo

¢ € C}(I) tem-se

/un(a:)go/(x)dx = —/Iu;(as)go(:z:)dx (2.1

I

Deste modo, pela desigualdade de Holder

’ /I () () — /I (@) (z)dx

IN

/I fin(2) — ()| ()| dz

< lun = ullwll@'lle — 0,

ou seja,
/un(:v)gp’(x)dx — /u(x)tp'da:. (2.2)
I I

Analogamente, pode-se mostrar que

/1 ol (2)p(a)dz — /1 (@) pda. (2.3)

Sendo assim, de (2.1), (2.2) e (2.3) e pela unicidade do limite obtém-se

/ ul(e) (x)dz = / v(@)p(e)de, Yo € CL(I),

I I

isto é,u € W'P(I) e v = u’ é a derivada fraca de w em W'?([). Além disso,
[un = wllwre = l[un — wllpr + fJug, — || > — 0.

Portanto, u,, — u em WP (I), de onde conclui-se que W?(I) é Banach. O
Teorema 2.51. Os espagos W' (I) sdo espagos reflexivos para 1 < p < oc.

Demonstracdo. Sabe-se que os espagos LP(I) sao de Banach reflexivos para 1 < p < 0o, assim

como o espago X, = LP(I) x LP(I) é reflexivo. Agora defina o operador

T :WY(I) = X, = LP(I) x LP(I)

u— T(u) = (u,u)
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Tem-se que 7' € linear. Além disso, 7' € também uma isometria. De fato,
1T (@)L, = 1w, @) + X, = llullz, + 140 = lullwrs.
Temos ainda que T € injetora. Com efeito,
u € ker(T) = || T(u)||x, = 0= ||lullwrr =0 = u= 0= ker(T) = {0}.

Sendo T : Wh'P(I) — M = T(WUP(I)) sobrejetora, conclui-se que T é um isomorfismo
sobre sua imagem. Afirma-se que M = T(W?'P(I)), subespaco vetorial de X, é fechado.
De fato, seja v € M entdo existe uma sequéncia v, = T(u,) € M, com u, € WHP(I), tal
que v, = T(u,) — v quando n — oo em X,. Assim, (v,) é de Cauchy em X,,, ou seja,

|vn, — || — 0 se m e n tendem ao infinito. Como
it = tnllwre = ITn) = T, = [T (00 = )1, = ll0n — vl 0,

entdo (u,) é de Cauchy em W'P(I), o qual é Banach. Logo existe u € W'?(I) tal que u,, — u
em WHP(I), e assim

[on = T(w)llx, = 1T (un) = T(w)lx, = [IT(un = w)llx, = lun = ullwr> = 0.

Entdo, v, — T'(u) em X, de onde segue que v = T'(u) € M. Portanto, M = M, como
desejado. Pela Proposigao[2.13) M = T(W'?(I)) € reflexivo.
Afirmacdo : Com efeito, sejam u,, € W'P(I), u,, — uveT(u,) — v.Comou € W'(I), u, —
we ||T(u,) —T(u)|| = 0, entdo T'(u,) — T'(u) e pela unicidade do limite v = 7'(u). Como T’
é fechada, segue da Proposigdo [2.14| que W?(I) € reflexivo, 1 < p < oc.

0

Lema 2.52. Seja f € L, (I) tal que /f(x)np’(x)dx = 0, para toda ¢ € Cy(I). Entdo, existe

loc

uma constante C' tal que | = C quase sempre em I.
Demonstragdo. Ver [9], paginas 204 e 205, Lema 8.1. [l

Corolario 2.53. Seu € W'P(I) e v’ = 0 quase sempre em I, entdo u é constante quase sempre

em 1.

Demonstragdo. Observe que u € WHP(I) C LP(I) C Lj,.(I) e

loc

J w0 @i = = [y =0

para todo p € C}(I), entdo pelo Lema tem-se que u € constante quase sempre em /. [
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Lema 2.54. Seja g € L}, (I). Para algum yo € I, considere

v(x) = /I g(t)dt,comx € I.

Yo

Entdo, v € C(I) e /Iv(x)gpl(x)dx =— /Ig(x)go(x)dx, para toda o € C}(I).

Demonstragdo. Ver [9], pagina 205, Lema 8.2. [

Observacdo 7. Como consequéncia do Lema 2.62 se g,v € LP(I), entdo v € WHP(I). Mais
ainda, se I for limitado, entdo g € LP(I) implica em v € WP(I).

Teorema 2.55. Seja u € WP(I), com 1 < p < oc. Entdo, existe uma fungdo i € C(I)tal que
u = U quase sempre em I e u(x) — u(y) = / u'(t)dt, para quaisquer que sejam x,y € I.

y
Demonstragdo. Ver [9], pagina 204, Teorema 8.2. O]

Proposicao 2.56. Sejau € LP(I) com 1 < p < oo. As seguintes propriedades sdo equivalentes:

(i) ue Whe(I);

(ii) Existe uma constante C' > 0 tal que

< Cllgl|za

/u(x)gp(x)dx

1

1 1
sendo 1 < q < oo tal que —+ — =1,(C = ||u||1,)-
p gq
Demonstragdo. Ver [9], pagina 208, Proposigao 8.5. 0

Teorema 2.57 (Operador Extensdo). Seja 1 < p < oo. Entdo, existe um operador linear e

continuo

P:W"(I) — W'(R)
chamado operador extensdo, satisfazendo
(i) Pul; =u,Yu € Wh(I);
(ii) 1| Pull o (R) < [[ull sy, Y € WH(1);
(iii) || Pullwir(R) < [Jullwis(ry, onde ¢ = c(|11), |I]| < oo.
Demonstracdo. Ver [9], pagina 209, Teorema 8.6. [

Teorema 2.58 (Imersdes de Sobolev). Tem-se que
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(i) WHP(I) C L*(I), para todo 1 < p < oo, com inclus@o continua, ou seja, existe uma

constante ¢ = c(|1]), || < oo, tal que ||u| () < ||ullwrery, para todo w € WP(I);

(ii) Se I é limitado (|I| < oo), entdo W'*(I) C C(I), para todo 1 < p < oo, com inclusdo

compacta;
(i) Se I é limitado (|I| < o), entdo W'(I) C L4(I), para todo 1 < q < oo, onde
1 1

— 4+ — =1, com inclusdo compacta.
P q

Demonstracdo. Ver [9], paginas 212 a 214, Teorema 8.8. O]
Teorema 2.59. Sejau € LP(I)NW?2"(I),com1 <p<occel <r < oo Entdou e WhH(I)
1 1/1 1
onde q é a média harmonica de p e r, ou seja, — = 5 (— + —) e
q p T

1 1
[el[La < Cllullga [[ullZo-

Demonstragdo. Ver [9], paginas 233 e 234. [l

Corolario 2.60 (Derivagio do produto). Sejam u,v € W'P(I) com 1 < p < oco. Entdo, temos

uv € WIP(I) e (wv)' = u'v + wv'. Além disso, vale a férmula de integracdo por partes

Demonstracdo. Ver [9], pagina 215, Corolério 8.10. O]

Corolario 2.61 (Derivagio da composicio). Sejam G € C'(R) tal que G(0) = 0eu € WP (1)
com1 < p < oco. Entdo Gou € WH(I)e (Gou) = (G ou)u.

Demonstracdo. Ver [9], paginas 215 e 216, Corolério 8.11. O]

Proposicao 2.62. Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, as seguintes inclusées sdo com-

pactas (e, consequentemente, continuas)

(@) iz (H? |- |[m) = (HY |- Hla)s
(0) i (HY [+ [[n) = (CU), ] [[z)-

Demonstragdo. Ver [1], paginas 168-172, Teorema 6.3. [
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2.4.3 Os Espacos W, 7(I)
Definicao 2.63. Seja 1 < p < co. O espago VVO1 P(I) é dado por

WD) = CiD)

No caso de p = 2 denotamos por
Hg (1) = Wy™(I).

Teorema 2.64. Seja u € W'?(I). Entdo u € Wy (I) se, e somente se, u(z) = 0 para x € 0.

Demonstracdo. Ver [9], pagina 217, Teorema 8.12. [

Observacio 8. (i) Os espagos W, (I) e H{(I) sdo subespacos de W'»(I) e H'(I), respec-
tivamente, com norma e produto interno induzidos de W?(I) e H*(I);

(i1) Se 1 < p < oo, entdo Wol’p(I) sdo espacos de Banach;

(iii) Se 1 < p < oo, entdo WO1 P(I) sdo espagos reflexivos;

(iv) Hg(I) é um espago de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H'(1);
(v) C5°(I) é denso em W, (I), para qualquer I C R.

Lema 2.65. Seja I C R. Os espacos W, (I) sdo densos em LP(I), para 1 < p < oc.
LP(I)

Demonstragdo. Do Coroldrio 2.48 vem que C§°([) = LP(I), e sabe-se também que

i —1r()
Ce(1) © Wh(I) ¢ LP(I), deste modo LP(I) = Coo(D)- )« Wir(1) < I»(I).
—

Portanto, LP(I) = W, *(I)
2
Um resultado muito utilizado neste trabalho é para o caso p = 2, isto é, H} ([ )L W LA(I).
O

Teorema 2.66 (Desigualdade de Poincaré). Seja I um intervalo limitado. Entdo, existe C' > 0,

tal que
ullwroay < Cl ||y, Yu € WyP(I).

Demonstragdo. Ver [9], pagina 218, Proposi¢do 8.13. [

Observacio 9. Do Teorema vem que [[u|y10y = [[u']|Lr(r) define uma norma equiva-
lente em W, ?(I). Além disso, é possivel mostrar que C' = |I|.



27

2.4.4 Os Espacos LP(I) e WP(I)

Defini¢iio 2.67. Denotamos por LP(I) e WYP(I), respectivamente, os espagos de média nula,

e ane LP(I) = {u e LP(I); ﬁ/lu(l’)dx - 0}

1
WP (I) = {u e Whr(I); bl /u(w)dm = O} . (2.4)
I
No caso de p = 2 denotamos por
H (1) = W (1).

Observacio 10. Os espagos W1P(I) e H!(I) sdo subespagos de W1»(I) e H'(I), respectiva-

mente, com norma e produto interno induzidos de W'?(I) e H*(I).
Teorema 2.68. (i) Se 1 < p < oo, entdo W}P(I) sdo espagos de Banach;
(ii) Se 1 < p < oo, entdo WIP(I) sdo espagos reflexivos;
(iii) H!(I) é um espaco de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H'(I).

Demonstragdo. As demonstragdes dos itens (i)-(v) sdo consequéncias da Observacao [10]e re-

sultados de Andlise Funcional que podem ser encontrados em [9] e [[L1]]. O
Lema 2.69. Seja I C R. Os espagos W P(I) sdo densos em LP(I), paral < p < oo.
Demonstragdo. Ver [33]], Pagina 34, Lema 2.86. L]

Teorema 2.70 (Desigualdade de Poincaré para espaco de medida nula). Seja I um intervalo

limitado. Entdo, existe C' > 0, tal que
ullwiry < Ol || oy, Yu € WHP(T),

onde W}'P(I) é dado em (2.4).
Demonstragdo. Ver [33]], Pagina 34, Teorema 2.87. [l

Observacido 11. Do Teorema vem que ||ul
em WEr(I).

wiv» = |[t/||z» define uma norma equivalente

Notacao 1. O dual dos espagos WOLPU Jeom 1 < p < coe H&(I ) serdo denotados por
W=L4(I) e H-'(I), respectivamente, onde }D + % = 1.
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2.4.5 Os Espacos W™?(I) e Wy (I)

Definicdo 2.71. Dadom > 1,1 < p < oo e I C R, os espagcos de Sobolev W™P(I) sdo
definidos como
WmP(I) = {u e LP(I); 3o/, u”, ..., u"™ € LP(I)},

onde as fungoes u',u”, ..., u'™) sdo chamadas de derivada fraca de ordem 1, 2,..., m, respecti-

vamente. Além disso, se u € W"P(I)

/uDleda: = (—1)j/u(j)g0d:c, Voe Cgo(I), 1<j<m,
I

I
onde D’ representa a derivada cldssica de ordem j.

Observacdo 12. (i) W™P(I) é um espago vetorial normado com norma

[ullwnem = [lull o) + Z 1 D7ul| 1o 1y;

J=1

(i) Quando p = 2, denotamos W™?2(I) = H™(I) que é um espago de Hilbert com o produto

interno e norma dados por

(u, v) pm(ry = (w,v) 2y + Z(Dju, DIv)p2(p,

j=1

1
2

[wll zm(ry = (HUH%p(I) + Z HDju‘|2LP(I)> ;
j=1

(iii)) Param > 2e 1 < p < oo. Também podemos escrever
WP = {u e W™ P(I); o € W™ 2(I)}.
Entdo, W™?(I) C WP(I), ¥m > 2, com inclusio continua.
Teorema 2.72. (i) W™P(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oo;
(ii) W™P(I) sdo espagos reflexivos para 1 < p < oo;
(iii) H™(I) é um espago de Hilbert;
(iv) C§°(R) é dendo em W™P(R).

Demonstragdo. Ver [10]]. L]

1
Lema 2.73. Seja I C R. Entdo, H}(I) = H}(I) N HQ(DHO(I).
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1
Demonstragdo. Da Observagao 10 item (iv) vem que C§°(/ )HO(I) = H}(I), e sabe-se também

que C5°(I) € H?(I), deste modo,

————H(

(1) = e = cEm n @™ cmm a0 ¢ miD).

H (1)

Portanto, Hy (1) = HL(I) N H%(I) O

Defini¢do 2.74. Dado 1 < m, 1 < p < oo e I C R, os espagos de Sobolev W (I) sdo

definidos como

Wy (1) = {u € WP (I);u(x) = ' (z) = -+ = u V() = 0 para v € OI}

m—1)

onde as funcoes u',u", - - ul sdo chamadas de derivada fraca de ordem 1,2, ---m — 1,

respectivamente, da funcdo u.
Em particular H3(I) = {u € H*(I);u(x) = v/(z) = 0 para x € OI}.

Observacio 13. Os espagos Wy"*(I) e HJ*(I) sdo subespagos de W™P(I) H™(I), respecti-

vamente, com norma e produto interno induzidos de W™ (1) H™(I).

Teorema 2.75. (i) W,""(I) sdo despagos de Banach para 1 < p < oo;
(ii) Wi (I) sdo espagos reflexivos para 1 < p < 0o,
(iii) HJ'(I) é um espago de Hilbert;

(iv) C3°(R) é denso em WP (R).

Demonstragdo. Ver [10]. U]
Lema 2.76. Seja I C R. Para 1 < p < o0, os espacos WP (I) e WP (I) sdo densos em
LP(I).
Demonstragdo. Do Coroldrio 2.48 vem que C§°(/ )LP(I) = L?(I), e sabe-se também que
Ceo(1) € Wmn(I) C IP(I), deste modo LP(I) = Coo(D) "« Wme(D)" " < 12(I).
Portanto, L*(I) = WmvP(I)L

2
O caso p = 2, isto é, L*(I) = H™(I )L (I), ¢ um resultado que serd muito utilizado neste
trabalho.
De modo andlogo mostra-se que LP([) = Hg”(I)L 0. O

2.5 SEMIGRUPOS LINEARES

A teoria de semigrupos de operadores lineares em espacos de Banach tem um papel
importante no estudo de Equagdes Diferenciais. Historicamente, teve seu grande avango a par-
tir de 1948 com a demonstragdo do famoso Teorema de Hille-Yosida, ver por exemplo Pazy
[29]. Decorrente deste, temos o principal resultado do presente capitulo, a saber, o Teorema de
Lumer-Phillips.
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2.5.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 2.77. Diz-se que uma aplicagdo S : [0,00) — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se
(i) S(0) = Ix;

(ii) S(t+s) = S(t)S(s), para todos t,s € [0, 00);

Além disso, diz-se que o semigrupo S é de classe Cy, ou é um Cy-semigrupo, se
(iii) lim ||S(t)x — z||x =0, paracadazx € X.
t—04

Proposicio 2.78. Se {S(t)}i>0 € um Cy-semigrupo, entdo a fungdo t — ||S(t)||z(x) € limitada

em intervalos limitados.

Demonstragdo. Basta provar para intervalos da forma [0, 7], 7 > 0. Pelo Principio da Limita-

cao Uniforme € suficiente provar que

sup ||S(t)z||x < oo, Vo € X.
t€[0,T]

De (iii) na Defini¢do [2.77} existe 6 > 0 tal que 0 < ¢ < ¢ entdo
IS(t)r — z||x < 1.

Consequentemente,
IS@®zllx = llzllx| < 1SE)z —2]x <1,

onde ||S(t)x||x <1+ ||z||x, paratodo t € [0, d]. Isto prova que

sup [|S(t)x||x < oo,Vr € X.
t€[0,0]

Logo, existe M > 1 satisfazendo

sup [|S ()] zcx) < M.
t€[0,0]
Vamos provar que a limitagdo se estende a qualquer subintervalo [0,¢] C [0, 7], mas com uma

constante possivelmente diferente. Fixado ¢ € [0, T'], pode-se escrever ¢t = nd + r, para algum
n € Ne0 <r < 4. Logo da Proposicdo [2.78|e da Definicao (ii), obtém-se

ISl = 1500 +7)lleex)
= 1500)"S(r)llex)
< SOz 1S )ewo
< M"M.
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t—r
ot
Corolario 2.79. Se {S(t) }+>0 é um Cy-semigrupo e ty € R, entdo

Observacio 14. Se w = In(M), entdo [|S(t)||zx) < Me*".

lim S(t)x = S(ty)z,z € X.

t—to
Demonstragdo. Vamos calcular os limites laterais t — 5 et — t;. Se h > 0, tem-se

1S(to + h)w = S(to)zllx = [1S(t)[S(h) — Lx]z[lx
< |1S(to)llzx)||S(h)x — x| x — 0, quandoh — 0.

Se h < 0, entdo

15(to = h)z — Sto)zlx = [[S(to = h)[Ix = S(h)]x]lx
< |IS(to — )|l eyl S(R)x — x||x — 0, quando h — 0,

onde nos limites acima, uma parcela € limitada pela Proposicao e a outra tende a zero pela
Definicao2.77 0

Observacdo 15. (i) O Corolério mostra que S(t)z € C(R,, X), justificando o nome de

semigrupo de classe Cp em R, = [0, 00);
(1) Na demonstracdo da Proposi¢ado foi visto que, se S(t) é um Cy-semigrupo, entdo
existem nuimeros reais w > 0 e M > 1 tais que

1S(®)]lox)y < Me*', ¥t > 0.

A proposicao a seguir refina ainda mais este resultado.

Proposicao 2.80. Seja S(t) um semigrupo de classe Cy. Entdo,

 In(ISOlleexy) . WISE)le)
lim = inf ‘= Wy,
t—o00 t t>0 t

com —o0 < wy < 00. Além disso, para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que
1S(H)]lexy < Me*, Vit > 0.

Demonstragcdo. Ver em [29], pagina 4, Teorema 2.2. O]

Definiciio 2.81. Quando w = 0, tem-se que ||S(t)||z(x) < M, para todot > 0. Neste caso,
diz-se que S(t) é um semigrupo uniformemente limitado. Se, além disto, M = 1, S(t) € dito

um semigrupo de contracoes.
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2.5.2 Gerador Infinitesimal de um Cj-semigrupo

Definicao 2.82. Seja S(t) um Cy-semigrupo em X. O operador A : D(A) C X — X definido
por
h)—1
D(A) = {:U € X; lim (W—X) x existe}
h—0 h

S(h) — Ix

Az = 1i
T 1m( ;

h—0

) z, v € D(A),
é dito o gerador infinitesimal (g.i.) do semigrupo S(t).
Observacido 16. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.

Proposicao 2.83. Sejam S(t) um Cy-semigrupo e A seu g.i. As seguintes propriedades sdo

vdlidas:

(i) Se x € D(A), entdo S(t)x € D(A) paratodot > 0 e

%(t):c = AS(t)x = S(t)Ax, ¥t > 0;

(ii) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)x = / AS(&)xde = / S(€)AxdE, 0 < s <t

t
(iii) Sex € X, entdo/ S(&)xdé € D(A) e
0

A (/Ot S(g)xdg) = S(t)z — .

Demonstragdo. Ver [29]], pagina 5, Teorema 2.4. [l

Proposicao 2.84. Sejam S um Cy-semigrupo e A seu g.i.. Entdo, D(A) é denso em X e A é

um operador linear fechado.
Demonstragdo. Ver [29]], pagina 6, Teorema 2.5. 0

Observacao 17. A Proposi¢ao[2.84|nos dd condig¢des necessdrias para que um operador A seja
0 g.i. de algum semigrupo de classe Cj. A partir de agora serd investigado condicdes suficientes
para que um operador A seja g.i. de um Cy-semigrupo. A importancia desta caracterizagdo se
d4 no item (i) da Proposi¢do uma vez que, se A for o g.i. de um Cy-semigrupo S(t), entdo
poderemos estudar problemas de valor inicial, tal conceito serd abordado logo apds o Teorema

de Lumer-Phillips.
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2.5.3 Teorema de Hille-Yosida

Teorema 2.85 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdo, A é g.i.

de um Cy-semigrupo se, e somente se, sdo vdlidas
(i) A éfechado e D(A) é denso em X;
(ii) existem niimeros reais M e w tais que para cada \ € R com \ > w, temos \ € p(A) e

M

R(X A" < —
IR(X, A)"2x) < D

para todon € N, onde p(A) e R(\, A). Neste caso,

1Sl ey < Me*t, t > 0.

Demonstragdo. Ver [29]], pagina 20, Teorema 5.2. 0

O Teorema nos da condi¢des necessdrias e suficientes para a caracterizagdo de um Cjy-
semigrupo, mas a verificacdo de suas hipéteses ndo sdo simples. Deste modo, serdo apresenta-
dos na préxima secdo alguns resultados preliminares para a verificacdo de um resultado muito
importante para este trabalho, o qual decorre do Teorema de Hille-Yosida. Além disso, a verifi-
cacdo de suas hipdteses sdo bem mais simples como veremos.

2.5.4 Teorema de Lumer-Phillips

Definicio 2.86. Escrevemos A € G(M,w) para exprimir que o operador linear A é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) que satisfaz

1S)||cx) < Me™, ¢ > 0.

Observacio 18. (i) Nocasoem quew = 0, temos que A € G(M, 0) e significa que {S(t) }+>0

¢ um semigrupo limitado com

1SE) ey < M, t>0;

(ii) No caso particular em que M = 1, e w = 0, entdo A € G(1,0), significa que A é g.i. de

um Cj-semigrupo de contragdes, pois
1S |lzexy <1, t>0.

Proposicao 2.87 (Hille- Yosida para Contragdes). Um operador linear A é um g.i. de um

Co-semigrupo de contragoes (A € G(1,0)) se, e somente se,
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(i) A é um operador linear fechado e densamente definido, isto é, D(A) = A;

(ii) Paratodos A\ >0 e \ € p(A), temos

1RO Allex) <

> =

Demonstragdo. Ver [29]], pagina 8, Teorema 3.1. [l
Proposicio 2.88. A € G(M,w) se, e somente se, (A —wlx) € G(M,0).
Demonstragdo. Ver [33]], pagina 47, Proposigao 3.12. [l

Definicao 2.89. Uma aplicacdo dualidade, é qualquer aplicacdo j : X — X' tal que para
cada x € X, temos j(x) € F,, onde

Fp={a" € X' (v, o) x = l2"|% = I|=[I% } -

Observacio 19. Note que o conjunto F, # () devido ao Teorema de Hahn-Banach.
Definicao 2.90. Um operador linear A ¢é dito dissipativo relativamente a aplicagcdo dualidade
7, se

Re(j(x), Ax)x x <0, Vo € D(A). (2.5)

Se A ¢ um operador dissipativo (relativamente a alguma aplicacdo dualidade) e, além disto,

Im (Ix — A) = X, dizemos que A é m-dissipativo.

Lema 2.91. Se A é dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade, entdo
(M x — A)z|| > Rel||z||x, VA € C,Vx € D(A).

Demonstracdo. Ver [29]], pagina 14, Teorema 4.2. [

Teorema 2.92. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo. Se Im (Mgl — A) = H para algum \y > 0, entdo Im (A — A) = H para todo
A>0.

Demonstragdo. Ver [29]], pagina 15, Teorema 4.5. [

Lema 2.93. Seja A : D(A) C X — X fechado e dissipativo relativamente a alguma aplicagdo
dualidade. Entdo, p(A) N (0,00) é aberto em R.

Demonstracdo. Ver [29]], pagina 15. [

Teorema 2.94. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo tal que Im (I — A) = X.

Se X é um espago reflexivo, entido D(A) = X.
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Demonstragdo. Ver [29]], pagina 16, Teorema 4.6. [

Teorema 2.95 (Lumer-Phillips). Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracdes em espacos

de Banach, entdo
(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplicacdo dualidade;
(ii) Im (M x — A) = X, para todo \ > 0.
Reciprocamente, se
(iii) D(A) é denso em X;
(iv) A é dissipativo relativamente a alguma aplicagcdo dualidade;
(v) Im (AoIx — A) = X, para algum \y > 0,
entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracoes.
Demonstracdo. Ver [29]], pagina 14, Teorema 4.3. [

Observacao 20. As aplicacdes dos proximos capitulos serdo realizadas em espacos de Hilbert

(H7 ('7 ')Ha ” ’ HH)

Deste modo, nos préximos capitulos utilizamos a aplicacdo dualidade j(z) = x. Neste caso,
(2.5) resumimos a Re (Az,z)y <0, Vo € D(A).

O Teorema [2.96] é um resultado muito importante e bastante utilizado na parte de
existéncia dos problemas apresentados nos proximos capitulos. Esse resultado € consequéncia
do Teorema com a dualidade definida na Observacéo

Teorema 2.96. (Lumer-Phillips 1) Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contragcdes em es-
pagos de Hilbert (H, (-, )u, || - ||a), entdo

(i) A é dissipativo, isto é, Re (Ax,x)y <0, Yz € D(A);
(ii) Im (Mg — A) = H, para todo \ > 0.
Reciprocamente, se
(iii) D(A) é denso em H;
(iv) A é dissipativo;
(v) Im (A\gIy — A) = H, para algum Xy > 0,

entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracoes.
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Demonstragdo. A demontragio segue do Teorema[2.95] O

Corolario 2.97. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um espago

de Hilbert H. Se 0 € p(A), entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracées em H.
Demonstragdo. Ver [23]], pagina 88, Teorema 2.12.3. 0

O Corolario|2.97| consequéncia do Teorema € também um resultado muito utili-
zado no Capitulo 3. Além disso, de posse de toda a teoria descrita anteriormente, estamos aptos
a considerar um resultado de existéncia e unicidade para problemas de valores iniciais abstratos.
Em outras palavras, a teoria de semigrupos nos permite estudar problemas de valor inicial para

equacgdes de evolugao abstratas do tipo

du
d—(t()t) = A(u(?t)), t>0, (2.6)
u(0) = wuyp.

onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espaco de Banach (ou
Hilbert) e v : R — X.

Definicao 2.98. Um sistema de equagées diferenciais é chamado autéonomo, quando suas equa-
coes ndo dependem explicitamente da varidvel temporal t. E dizemos que o mesmo é ndo auto-

nomo em caso contrdario.

Observacio 21. No caso do sistema[2.6temos um problema auténomo, visto que
A = A(u(t)) ndo depende explicitamente da varidvel temporal t. Por outro lado, se tivésse-
mos A = A(t,u(t)), entdo terfamos um problema nao auténomo, cuja resolugdo via teoria de

semigrupo dependeria da relagdo de A com respeito a variavel temporal.

Defini¢do 2.99. Diz-se que u : [0,00) — X ¢é uma solucdo (ou solucdo cldssica) para o
problema (2.6) se u(t) é continua para todo t € [0,00),u(t) € D(A) para todo t € (0,0),
u(t) é continuamente diferencidvel e satisfaz quase sempre em [0,00). No caso em que
r € X, a fungdo u € C([0,00), X) dada por u(t) = S(t)x,t > 0, é chamada de solugdo
generalizada (“mild solution”) de (2.6).

No ambito de determinar solucdes (classica e generalizada) para PVI’s do tipo (2.6),

o proximo resultado mostra a importancia em caracterizar um g.i. A de um Cy-semigrupo de

contragdes S(t).

Teorema 2.100. Considere o problema de Cauchy abstrato
du
—(t) = A(u(t)), t>0
(1) = Alult)), >0,
u(0) = uo.

2.7)
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Se A é o g.i. de um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 em um espago de Banach X, entdo para cada

up € D(A) (ug € X ), existe uma tinica fung¢do na classe
u e C((0,50); D(4)) N CH(RY; X) (u € C([0, ), X)),

que é solugcdo cldssica (generalizada) do PVI 2.7), dada por u(t) = S(t)ug. Além disso, se

{S(t) }+>0 for um Cy-semigrupo de contragdes, temos que

du
[u(®)llx < lluollx e ||=-(B)]| < [[Auol|x-
dt ¥
Demonstracdo. Ver [9)], pagina 185, Teorema 7.4. [

Observacao 22. O problema (2.7)) também pode ser abordado sob o ponto de vista de opera-
dores maximais monétonos, ver por exemplo [8, Capitulo 8] ou [12, Capitulo 3]. Neste caso, o
problema (2.7) é abordado na forma

d
d—?(t) + B(u(t)) =0, t >0,
u(0) = wy,
com B := —A. Portanto, as propriedades obtidas para o operador A se refletem para —B e

vice-versa.

2.5.5 Resultados de Estabilidade

O primeiro resultado é uma versao ja adaptada para espacos de Hilbert e fornece uma
caracterizacio de estabilidade exponencial para Cy-semigrupos de contracdes, ver por exemplo
os artigos [17, 31] ou o livro [22, Teorema 1.3.2]. A partir deste momento, et indica um

C-semigrupo cujo g.i. é o operador A.

Teorema 2.101 (Priiss). Um Cy-semigrupo de contragdes T(t) = et definido em um espago

de Hilbert H é exponencialmente estdvel se, e somente se, valem as duas condigbes a seguir

(1) iR C p(A); (2.8a)
(i) limsup ||(iMg — A) " 2oy < oo (2.8b)
[A| =00
Demonstragdo. Ver [17, 131} 122]. O]

O resultado seguinte € bem peculiar da teoria de semigrupos lineares. O mesmo pode
ser usado para mostrar que o resolvente p(A) de um operador linear A contém o eixo imagindrio
iR, hipétese fundamental na estabilidade de semigrupos e requerida no Teorema[2.101] No que
segue apresentaremos uma versao que resume dois resultados do livro de Engel and Nagel [13],
a saber, o Coroldrio 1.15 e Proposi¢do 5.8. Vejamos:
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Teorema 2.102. Sejam (X, || - || x) espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador

linear com conjunto resolvente p(A) ndo vazio.

B1. O operador A tem resolvente compacto (isto é, existe X € p(A) tal que (\I; — A)~1 é
compacto) se, e somente se, a aplicagdo inclusdo i : (D(A), | - [[pay) = (X, ] - ||x) €

compacta.

B2. Se o operador A possui resolvente compacto, entdo o espectro o(A) de A é composto

apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Ver [[13]], pdgina 107, Proposicao 5.8 e Coroldrio 1.15.

2.6 PROBLEMAS VARIACIONAIS

Nesta secdo, separamos alguns resultados tteis de unicidade de solucdo para alguns
problemas variacionais, as quais serdo utilizados nas Segoes [3.4] [3.5]e [3.6]do capitulo seguinte.

A partir deste momento, usaremos || - || para indicar || - || z2(0,z) -

Lema 2.103. Sejam g, € L*(0,L) e go € L*(0, L)(ou L?(0, L)) e My, My > 0. Entdo, existe
um dnico par (¢, 1) no espaco H} (0, L) x H} (0, L) (respectivamente, Hj (0, L) x H!(0,L))

de tal forma que,

{ Myp = (ge +1)e = 1 em L*(0, L), 09

Mo) — bipyy + k(0 + 1) = g2 em L*(0, L) (ou L%(0, L)),
e ainda, 1 € H*(0, L), com v, € H}(0, L) no caso em que g, € L?(0, L).

Demonstragdo. Para provarmos o resultado de forma mais rdpida, consideremos os seguintes
espagos,
Ay := Hy(0,L) x Hy(0,L)

Ay := H}(0,L) x HX(0, L).
Feito isso, observe que podemos associar a (2.9) o seguinte problema variacional,

L - _ _ L _
/O [Mipp + k(e + 1) (60 + ) + Moyp + bipyt), | dx = /0 (91 + g200]dz,  (2.10)

mostraremos que existe um tnico par (@, zZ) € Aj com j = 1,2, satisfazendo |i Definindo

H; = A, e considerando a seguinte forma sesquilinear

CLZAjXAj—>(C,
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dada por,

(0, 0), (2,9)) = al(p,¥), (3,0)) = Mi(p, @) + k(s + 1,85 + )

Note que a € continua e coerciva, pois usando as desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz

e Triangular, vem que

M@l Bl + kllez + Blllle + 1l + Mol ]| + bllbell|¢x |
kllealllgell + Ellea ol + kNPl + kg

Millel@l + Mall U]+ blle 19|

kllealllgell + kLllallllall + kL2 1$alllls ] + kLl 14|
ML @ulll g + MoL2 (|l 1] + Blla 1]

ML+ K)lpallléall + kLall19] + (b + kL* + MaLP) [0
kLIl &l

Cillleallllgall + llallllol + Il + g |)

(lall + o 1) el + 121D

Cill, )1, 1@, ) 1,

la((0, ), (8, 9))]

IAIA

IN +

+

IN +

onde C; = max{M,L? + k,b+ kL?> + MyL? kL}, mostrando que a € continua. Note ainda

que tomando C = min{2, £, 22} obtemos que

Myl + Mol I? + kllp + w11 + bl
Kl + 012 + b2 + M|
4o+l + el + 22l
Ca[4llp + D12 + 4lull® + 4]l

Collle + ¥l + Il + 1]

Calllo = 10+ llball + 1611]°

= Calllll + Nl l)”

= Glitp. ),

a((e,¥), (¢, v))

v

AVARRAY,

Vv

mostrando assim que a € coerciva.

Agora, consideremos o seguinte funcional antilinear,
F:A — C

G.0) & F(30) = /0 (013 + 920 do.
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Observe que F' € continua (consequentemente limitada), pois

|(gl7¢)+(927¢)|
< Lilg:llllall + Llgall 1|
< G3ll(@, ¥,

|[F(@,9)]

onde C3 = max{L||gi|, L||gz|l}. Portanto, F' € A. Dessa forma, usando o Teorema [2.21}

temos que existe um dnico par (p, 1) € A; satistazendo (2.10)), ou ainda,

a((p: ) (9, 9)) = F(@,9), Y(3,9) € A;.

Consideremos agora (p,1)) € A; solugdo de (2.9), tomando p = v € C§ C Hj e
¥ = 0 em (2.10), temos

L L
/ (M7 + k(z + ¥)7s ] do = / gr1ydz,
0 0
ou seja,

L 1 L
| emte == [ o - g - keJadn mecion. @
0 0

Como vale (2.11) para ., Mip — g1 — ki, € L*(0, L), segue da defini¢do de derivada fraca
que ¢, € H'(0, L), ou seja, p € H*(0, L), e ainda

k@re = Mip — g1 — ki), em L*(0, L).

Na sequéncia, trataremos os caos j = 1 e 7 = 2 separadamente.
Caso j = 1 : Note que o caso ¢ € H|} segue de forma inteiramente andloga. De fato, tomando
P =¢€CH0,L) e p = 0em (2.10), temos

L _ _ L B
/0 [ M€ + k(i + )€ + b, | da = /0 goldu,
ou seja,
L o 1 L B
/ Yalodr = —g/ (Mot — g3 + k(ps + 1) |Eda, VE € C5(0, L). (2.12)
0 0

Como vale (2.12) para v, Myt) — go + k(p. +¢) € L*(0, L), segue da definigdo de derivada
fraca que, v, € H'(0, L), implicando em ) € H?(0, L), € ainda

bipe = Moth — gy + k(0, +10) em L*(0, L).
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Caso j = 2 : Agora, tomando 3 € C'(0, L), note que B=p— —/ Bdx é tal que
B € HY(0, L), dessa forma, tomando ¢) = 5 € H(0,L) e ¢ = 0 em ( - obtemos
L — = — . L =
| 105 + bl + 015+ b0 s = [ g
0 0

ou seja,
L 1 [T _
| e = =5 [ (Mo - go 4 b+ 0)] B
0 0

ou ainda,

L 1 /L 1 (L | L
[Fon(p-1 [ ote) =g [ Dt gt btot o) (5 1 [ pac)ar

1 /L
Como ¢»,¢ € H, (Z/ de) =0, p € Hj e Cj C C*, em particular, para
0 x

B € C3, segue que

L o 1 L _
/0 Vofrdr = —5 /O [Matp — go + k(. + )] Bdx, V3 € Cy(0, L). (2.13)

Como vale (2.13) para ¥, Mat) — go — k(. + 1) € L*(0, L), segue da defini¢do de derivada
fraca que, ¢, € H'(0, L), implicando em ) € H?(0, L), € ainda,

O que nos fornece que
Ga = Mot) — Wby + k(s + 1) em L*(0, L). (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13)) e usando integragdo por partes, obtemos

L 1 L _
/ . Body — — / biss Bda
0 b 0

= /OL Y Bedr = — /OL VpaBdz = =1, 3 ’ + /OL Y fadz
L

= —.(L)B(L) + .(0)5(0) = 0, V3 € C1(0, L),

0

= _¢m6

como 8 € C'(0, L), tomando 5(L) = 0 e 3(0) = 1, temos que 1,(0) = 0. Analogamente,
tomando 3(L) = 1 e 3(0) = 0, vem que ¥,(L) = 0, ou seja, 1, € H}(0,L). O que conclui a

prova do lema em ambos os casos. [
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No que segue, apresentaremos um resultado no caso particular em que M; = M, = 0.

Lema 2.104. Sejam g; € L*(0,L) e go € L*(0, L)(ou L?*(0, L)). Entdo, existe um tinico par
(,1) no espaco H}(0, L) x Hy(0, L) (respectivamente, H}(0,L) x H!(0,L)) de tal forma

que,

_bwmm + k(@m + w) = g2 em L2(0, L) (OM Lf(O, L)),
e ainda, 1) € H*(0, L), com v, € H!(0, L) no caso em que g, € L?(0, L).

{ k(e + ) = 1 em L2(0, L),

Demonstragdo. Segue de maneira exatamente andloga ao Lema[2.103] considerando
My, = My = 0. O
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3 APLICACOES EM EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Neste Capitulo, serd utilizada a teoria estudada no Capitulo 2, juntamente com as fer-
ramentas apresentadas no Capitulo 1, para resolver diversos problemas de valores inicial e de
fronteira envolvendo equagdes diferenciais lineares da fisica-matemdtica. Em cada caso, serd
apresentada uma breve deducao do modelo e, em seguida, o resultado de existéncia, unicidade
e estabilidade exponencial via semigrupos lineares. Por comodidade, omitiremos o subindice
L*(0, L) e denotaremos o produto interno em L?(0, L) apenas por (-,-). No caso da norma

usaremos a notagdo || - ||.

3.1 EQUACAO DA TRANSFERENCIA DE CALOR

A equagdo do calor € uma equacao diferencial parcial que descreve a difusdo de calor
em um meio continuo. Essa equacdo descreve como a temperatura muda com o tempo em um
meio, devido ao fluxo de calor através dele. A solugdo dessa equacido € muito importante em
diversas dreas da fisica e da engenharia, como a anélise de transferéncia de calor em materiais
s6lidos, a modelagem do clima, a previsdo do tempo, a engenharia de materiais e a termodina-

mica.

Utilizaremos como principal referéncia para deducao do modelo [[16] [33], conside-
rando as mesmas hipdteses e notacdes adotadas.

Estamos tomando como dominio (0, L) x (0, 00). Como estamos assumindo que nas
extremidades da barra, 0 e L ndo tem variacdo de temperatura, temos a seguinte condicao de
fronteiras,

uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

a qual é chamada também de condicdo de fronteira de Dirichlet. Consideraremos também uma
condicdo inicial, a qual é fornecida no instante ¢ = 0 e previamente conhecida, sendo assim,

denotaremos tal condi¢do por
u(z,0) = ug(x), x € (0,L).

No que segue, apresentaremos um resultado de existéncia e unicidade de solu¢do para o Pro-
blema de Valor Inicial e de Fronteira (PVIF). Assumiremos por simplicidade que K = 1, ou

seja, consideraremos a equacao do calor normalizada.
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3.1.1 Existéncia e Unicidade

Por intermédio do modelo da equacdo do calor feito em [16] [33], consideremos o

seguinte problema,

ur(z,t) = Uge(x,t) em (0,L) x (0,00),
w(0,8) = u(L,t) =0 >0, (3.1)
u(z,0) = ug(x), x€(0,L).

Prosseguindo, mostraremos que o sistema (3.1)) possui uma tinica solugéo, faremos tal exposigao
utilizando a teoria de semigrupos lineares. Dessa forma, consideremos o seguinte operador
diferencial A = 0., e a fungdo vetorial U(t) = u(-,t). Assim, podemos reescrever como
o seguinte problema de Cauchy abstrato de primeira ordem:

(3.2)

Ut :AU, t> O,
U(0) = Uy := up.

A fim de contemplar a condi¢do de fronteira em (3.1)), consideremos o seguinte espago de

Hilbert H = L*(0, L), com protudo interno e norma dados por

A~

U= (uwa) e U5 =lul®=(uu),

para todos U = u, U = @ € M, onde (-,-) e || - || designam o produto interno e a norma em
L*(0, L), definidos no Teorema do Capitulo 2, juntamente com o dominio do operador A
dado por,

D(A) = H}(0,L) N H*(0, L).

Feito essas consideragdes, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Se Uy € D(A), entdo o problema possui uma vinica solugdo
U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H),

dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0.

Demonstracdo. Em virtude do Teorema [2.100} basta provar que o operador linear A = 0, é
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes S(t) em H, e a solugdo de (3.2) é da

forma u(t) = S(t)ug. Para isso, face ao Coroldrio [2.97 basta verificar as seguintes condi¢des:

(i) D(A) =H;

(ii) A € dissipativo em H.
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(i) 0 € p(A).
A veracidade do item (i) segue imediatamente do Lema[2.65]e Lema[2.76|
(i) SejaU € D(A) = H?(0, L)NH}(0, L), assim, integrando por partes e usando (3.1]),, temos
L L
(AU, Ul = (tp, 1) = / wyTide — —/ waTdr = — [l |
0 0

Assim,
Re(AU,U)y = —||um|\2 < 0.

Portanto, A € dissipativo em H.

(iii) Agora mostraremos que 0 € p(A), ou seja, que o operador —A & invertivel com in-
verso limitado. De fato, dado f € H, mostraremos que a equagdo —AU = f possui uma
tnica solugdo U € D(A). Equivalentemente, vamos provar que existe uma tnica solugido
uw € H?(0,L) N H}(0, L) para equagdo

—Uye = f em L*(0,L). (3.3)
Com efeito, consideremos
a: Hy(0,L) x Hy(0,L) — C

L
(u,v) = a(u,v) = (U, v;) = / Uy Updx
0

F:H)(0,L)—C

L
v Fv) = (f,v) = / fodz.
0
Note que a(-, -) € uma forma sesquilinear continua e coerciva, pois

la(u, v)] = (us, va)| < Nluallllve | = llull g 0,0 0]l 30,29, Vi, v € HH(0, L),

la(u, w)| = |(ug, ug)| = HuxH2 = Hu”?{S(o,L)a Vu € H&(07L>-

Além disso, € facil verificar que [ € antilinear, e ainda, da Desigualdade de Pincaré obtemos
[F()] = (£, 0)] < Ifllllo]l < Cllvllago.zy, Yo € Hy(0, L),

onde C' = LJ||f||. Logo, F € H'(0,L). Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica
u € H(0, L) tal que
a(u,v) = F(v),¥Yv H}(0, L),
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ou ainda, existe uma tnica u € H{ (0, L) satisfazendo a equagdo variacional

/o Uy (z)v, () da :/0 f(@)v(z)dz,Yv € HL(0, L). (3.4)

Em particular, a equagdo (3.4) € satisfeita para toda v = ¢ € C§(0, L), isto é

L L
| weleya@ide = - [~ @)@ v < G0, 1)
0 0
Como u,, f € L*(0, L), segue da defini¢do de derivada fraca que
Ugy = (U:p)x = _f € L2(07 L)

Logo, u € H?*(0, L)NH} (0, L) é atnica solugdo de (3.3)) como desejado. Logo — A € invertivel.
Resta provar que (—A)~! € limitado. Para tanto, considere U € D(A) a tnica solu¢do de
— AU = F € H. Entdo, usando o fato de que H} (0, L) N H?*(0, L) — L*(0, L), obtemos

I(=A) " Flla = Ul < Cil|AUl3 = Ci[| F ||

Isto mostra o desejado e, portanto, a condigdo (iii) fica provada. A prova do Teorema (3.1)) estd

completa [

3.1.2 Estabilidade Exponencial

Posteriormente, verificaremos a estabilidade exponencial do sistema (3.2)) empregando

o Teorema[2.1011

Teorema 3.2. Sob as notacoes anteriores e hipoteses do Teorema o semigrupo {S(t)}i>o
correspondente ao sistema ([3.1)) é exponencialmente estdvel, ou seja, existem constantes
C,w > 0 tais que

1S()]lzy < Cet, t > 0.

Em particular, a solugdo U (t) = S(t)U, de satisfaz
U@l = 1SE)Vollne < Ce™"[[Unlln-

Demonstragdo. Pelo Teorema|2.101, devemos mostrar para o operador A = 0J,,, ou seja,

que iR C p(A) e \Bllim (81 — A) || £2) < o0, onde p(A) designa o conjunto resolvente do
—00
operador A. Mostraremos primeiramente que iR C p(A).

Como D(A) = H*(0, L)N H}(0L) < L*(0, L) , entdo o (A) é formado apenas por autovalores
de A, onde o(A) designa o espectro do operador A. Suponha que iR ¢ p(A). Entdo, existe
p € Rtal que if ¢ p(A) = C\ o(A). Portanto, i € o(A). Considere 0 # U € D(A)
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autovetor associado a 3, isto é, AU = —iSU. Entao, tomando o produto interno com U em

H = L*(0, L) e, em seguida, tomando a parte real, obtemos
Re(iB|U |13 — (AU, U)y) = 0.
Assim, da dissipatividade do Problema (3.1), temos
Re(—AU,U)y = |lug|)* = 0.

Usando a desigualdade de Poincaré, concluimos que U = 0, o que € um absurdo. Portanto,
iR C p(A).
Mostraremos agora que

lim [|(iB1s — A) | zm < oo

8|00

Como vimos, iR C p(A), assim, vale que dada F' € H,3\U € D(A) tal que
(iBly— AU =F < U = (il — A)'F.
Desse modo,

1(i81a— A) "' Flla < Cl|Flla = Ul < ClFllac < sup  |[[(iBla— A) |l < C,

IFlln=1FeH

ou seja, € suficiente mostrar que
1Ull3 < ClIF 3

Dada F' € H, seja U € D(A) solugdo da equacdo resolvente ifU — AU = F. Tomando o

produto interno com U em H = L*(0, L) e a parte real, obtemos
Re(ip|| U3, — (AU, U)n) = Re(F,U)y,
e ainda, pela dissipatividade de A, segue que
lual® = Re(F, Uy < [IF |l U1l

Usando a Desigualdade de Poincaré e Young com € = 3 concluimos

1 L?
U115 < L21Usllz < SIU NG+ S 1E e

Assim,
1Ul[3 < L[| Fl[3.

Portanto, segue do Teorema de Priiss (ver Teorema [2.101)) que o sistema (3.1]) € exponencial-
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mente estavel. O]

3.2 EQUACAO DA ONDA COM DISSIPACAO FRICCIONAL (FRACA)

A equacgdo da onda descreve a propagacao de ondas em um meio fisico, e € uma equa-
cao diferencial parcial de segunda ordem que descreve a relagdo entre a curvatura da onda e sua
velocidade de propagagdo. A equacdo da onda tem origem na fisica, mais especificamente na
teoria das ondas eletromagnéticas. Ela foi desenvolvida inicialmente por Jean-Baptiste le Rond
d’ Alembert em 1746 para descrever a propagacdo de ondas sonoras no ar, a qual posteriormente

foi refinada por outros matematicos como Daniel Bernoulli e Joseph Louis Lagrange.

No que segue, adotaremos a dedu¢c@o do modelo de ondas, nota¢des e consideracdes
fisicas apresentadas em [16], [33]].

Assim, obtemos a seguinte equacdo da onda com dissipagao friccional
Uy (2, 1) — 0Pty (2, ) + buy (2, 1) = 0. (3.5)

A equacdo serd estudada adiante, sendo considerada no dominio (0, L) x (0, c0). O termo
bu; é chamado de dissipagdo friccional (ou fraca), pois representa um termo dissipativo de
friccdo no sistema. Mais precisamente, 0 mesmo causa uma dissipa¢do de energia fazendo com
que o sistema se estabilize de forma exponencial ao longo do tempo. Como estamos assumimdo

que as extremidades da corda permanecem fixadas em 0 e L, segue que
u(0,t) = u(L,t) =0,t > 0.

E ainda, como a varidvel temporal da equacdo da onda possui derivadas de segunda ordem e,
sendo assim, precisamos (a grosso modo) considerar duas condi¢des iniciais, as quais serao

fornecidas no tempo ¢t = 0. Denotamos essas condic¢Oes iniciais por
U(l’, O) = Uo(l'), Ut(l', O) = Ul(l'), LS (07 L)

Sem perda de generalidade, assumiremos por simplicidade que o = b = 1, visto que a mesma
ndo exerce diferenca nos célculos efetuados, ou seja, estudaremos o caso da equagdo da onda

normalizada.
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3.2.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

Uyt — Upg + U = 0 em (0,L) x (0,00),
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.6)
U(;E’O) ZUO(ZC),ut(I',O) :’U,l(l'), S (07 L)

Para aplicar a teoria de semigrupos lineares devemos reescrever (3.6) como um problema de

Cauchy abstrato de primeira ordem. Assim, tomando

U=y e U= (u,v)"
vem que
U, u| _ v _ 0 1, . U ,
Ut Ugye — U a:z::): _Id
0
vy = "0 = "] —w,
u(0) Uy
Denotando por
0 1
A= o (3.7)
aﬂcx _Id

entdo podemos reescrever (3.6) como:

U =AU, t>0
{ t ) > U, (38)

A fim de contemplarmos as condi¢des de fronteira em ([3.6))> e enxergarmos (3.8) como uma
equacgdo de evolucdo abstrata de primeira ordem, definamos o seguinte espaco de Hilbert.

H = Hy(0,L) x L*(0, L),
com produto interno dado por
L L R
(U, U)y :/ uxu}dx—i—/ vode, U = (u,v),U = (0,0) € H,
0 0
e respectiva norma || - ||5. O dominio do operador matricial A é dado por
D(A) = (Hq (0, L) N H*(0, L)) x Hy (0, L).

Com estas notacdes e consideragOes feitas, temos o seguinte resultado de existéncia e

unicidade para o problema (3.8) e, consequentemente, para o PVIF (3.6), conforme segue.
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Teorema 3.3. Se Uy € D(A), entdo o problema @ possui uma tinica solu¢do
U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H),

dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0.

Demonstragdo. Face ao Teorema [2.100] basta provar que o operador matricial A definido em
com dominio definido em (3.2.1) é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tracoes S(t) em H, e a solugdo de ¢ da forma U(t) = S(t)Uy. Para tanto, em virtude do
Teorema [2.96] (de Lumer-Phillips), é suficiente mostrar que:

(i) D(A) é denso em H;
(i) A é dissipativo em H;
(iii) I — A: D(A) C ‘H — H é sobrejetor.

A verificacdo de (1) segue imediatamente dos resultados de espacos de Sobolev (consultar os
lemas [2.65e [2.76)), no que segue, verifiquemos a validade dos itens (ii) e (iii).

(i) Dado U € D(A) = (H*(0, L)N H}(0, L)) x H}(0, L), usando integragdo por partes e ofato
que u € H}(0, L), obtemos

L L
(AU, U)y = (g, ug) + (Uge — 0,0 / VU AT +/ (Uge — v)Vdz
0
L L L
/ VpUpdx — / UpUpdT — / vrodx
0

U:mux) (UI7U$) ”UH2

Relembremos que, dado w € C, temos Re(w — w) = 0. Assim, tomando a parte real, temos
Re(AU,U)y = —||v||2 <0.

Portanto, A € dissipativo em H.
(iii) Considere F' = (f1, f2) € H, vamos mostrar que a equagdo resolvente (I; — A)U = F
possui uma solugdo U € D(A). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componentes

obtemos os seguinte sistema

(3.9)

w—v=f;, em H}0,L),
—Upy + 20 = fo, em L*(0,L).

Da primeira equagio v = u — f, € considerando h = 2f; + fo € L*(0, L), podemos reduzir o

sistema na seguinte equacio

~Uyy +2u=h em L*(0,L). (3.10)
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Afirmacio : Existe u € H?(0, L) N H} (0, L) satisfazendo quase sempre em (0, L).

Note que, uma vez provada esta afirmagdo, entdo v = u — f; € H&(O, L), de onde
segue que (u,v) € D(A) é solugdo de (3.9), como desejado. Isto acarreta que A é gerador
infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes em H e a conclusdo do Teorema [3.3| estd
completa.

Etapa 1: Existe uma tnica fun¢io v € H} (0, L) satisfazendo a equagdo variacional

L L L
/ Uy Dpdx + 2/ updr = / hpdx, Vo € Hy(0,L). (3.11)
0 0 0
Com efeito, consideremos a seguinte forma sesquilinear
a: Hy(0,L) x Hy(0,L) — C
L L
(u,0) = a(u, ) = / UpPrd + 2/ updz,
0 0

e o funcional,
F:H}0,L)—C

L
o= Fp) = / hpdz.
0
Note que a(-, -) € uma forma sesquilinear continua e coerciva, pois

la(u, )| < CH”HH&(O,L)”90|’H5(0,L)vuv ¢ € Hy(0,L),
onde C =2L+1,¢e
a(u,u) = (UaU)Hg(o,L) + 2(u, u) > HUqug(o,L)’vua € Hy(0,L).
E facil verificar que F ¢ antilinear, da Desigualdade de Pincaré obtemos

[E(p)] = [(h, )| < HhHH(}(o,L)HSO’|H(}(0,L)>V90 € Hy(0,L).

Portanto, F' € H'(0, L). Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica u € H; (0, L) tal
que
a(u, ) = F(p),Yp € Hy(0, L),

ou seja, u € H} (0, L) é solugdo de (3.11)).
Etapa 2: Seja u € H}(0, L) a solugdo de (3.11). Entdo, u € H?(0, L) e satisfaz (3.10) quase

sempre em (0, L).
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De fato, de (3.11))
L L
/ Uy Prdr = —/ (2u — h)pdz, Ve € C;(0,L) C Hy(0, L). (3.12)
0 0

Como u,,2u — h € L*(0, L) e vale (3.12), entdo u, € H'(0, L), pela no¢do de derivada fraca.
Assim, u € H*(0, L), além disso, de (3.12)) vem,

Upy = 2u — hem L*(0, L)
= —Ugy +2u = hem L*(0,L)

provando (3.10). De (3.9) vem que v = u — f; € H}(0, L), mostrando que
U = (u,v)T € D(A) provando a veracidade do item (iii), o que conclui a prova do Teorema

3.3 O]

3.2.2 Estabilidade Exponencial

No que segue, verificaremos a estabilidade exponencial do sistema (3.8) utilizando o
Teorema [2.101] Iniciaremos verificando que iR C p(A). Primeiramente verificaremos que

0 € p(A), pois no que segue, precisaremos afirmar que estamos tomando 3 # 0, para i € iR.
Lema 3.4. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.7). Entdo, 0 € p(A).

Demonstragdo. Observe que mostrar que 0 € p(A) é o mesmo que mostrarmos que o operador

— A~ existe e é limitado. Dada F' € H mostraremos que equagio resolvente
—AU = F (3.13)

possui uma unica solugido U € D(A). Reescrevendo (3.13) em termos de suas componentes,

obtemos

—U = f17 (314)

De (3.14), temos que v = — fi, substituindo em (3.135)), e denotando por h := f5 + f;, obtemos
~Ugy =h em L*(0,L),

o qual foi provado do Teorema (3.1))- item (iii).

Mostraremos agora que —A~! é limitado, como —A~!.F' = U é suficiente mostrar que,

1Ull < Cl[Fl3;
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relembrando que
1015 = lluall® + [loll®

estimaremos uma limitag@o para cada termo da norma de U.

De (3.14), e usando a Desigualdade de Poincaré, obtemos que
[l = 1LAI* < L2| fiall? = L2 F I3, (3.16)

Por fim, fazendo o produto interno de (3.15) por u em L?(0, L), usando integra¢do por partes, €

em seguida as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young, obtém-se

( u:ﬂxa“) - (f%u)_(v?u)
Juel? < M fallllull + [loll]ull
lua|* < L falllluall + L|v]l] |

lual® < Ce, 2| foll* + elluall® + Coy L2 [0 + 2l lual*.

1
Tomando e; = g9 = 1 e usando (3.16), segue que

Jug||? < 2(L* 4+ LY F |3, (3.17)

Assim, tomando C? = 2(L? 4+ L*) de (3.16) e (3.17)), temos que
1Ull3 < Coll F [l

Portanto, (—A)~! € limitado. O

Teorema 3.5. Sob as notacoes da subsessdo e hipoteses do Teorema 0 Semigrupo
{S(t)}+>0 correspondente ao sistema @ é exponencialmente estdvel, ou seja, existem cons-
tantes C,w > 0 tais que

1S®)lleao < Ce™, 2 0.

Em particular, a solugdo U (t) = S(t)U, de satisfaz
U@l = 1SE) Vol < Ce™"[[Unlln-

Demonstragdo. Pelo Teorema[2.101] ¢ suficiente mostrar que {R C p(A) e
T 1081 = A) e < o

Suponha que iR ¢ p(A). Entdo, existe 5 € R tal que i3 ¢ p(A) = C\ o (A). Portanto,
i3 € 0(A). Como D(A) — H com inclusdo compacta (H} (0, L) N H*(0, L) < H(0,L) e

H(0,L) < L*(0, L) com inclusdo compacta), entdo ¢ suficiente mostrar que, para  # 0, vale

a implicacdo
U — AU =0=U = 0.
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SejaU € D(A) tal que iU — AU = 0. Escrevendo em termos de suas componentes, temos

By — v — 0
ifu—v =0, (3.18)
10V — Upy +v = 0.

Assim, tomando o produto interno de AU — iU = 0 com U em H e, em seguida tomando a

parte real, vem que
Re(ip||Ul3, — (AU, U)3) = 0.

Dessa forma, pela dissipatividade do operador A, segue que
0= Re(—AU,U)y = ||v]]*.

Ou seja, v = 0. Da primeira equacdo em , concluimos que u = 0, assim, U = 0. Portanto,
iR C p(A).

Vejamos que a segunda exigéncia do Teorema de Priiss € satisfeita. Temos que iR C p(A),
assim, vale para F' € H que U € D(A) tal que

(iply— A)U=F < U= (ifl; — A)*lF.
Desse modo,

1(ipLs = A) " Fllay < Cl|Flls & Ul < ClIF e sup  [|(ifla — A) "l < C,

IFlln=1FecH

ou seja, é suficiente mostrar que
U3 < C|Fln.

Dado F' = (f, g)T € H, consideremos U € D(A) solugdo da equagdo resolvente
iU — AU = F.

Reescrevendo-a em termos de suas componentes, temos

{w“_“:f’ (3.19)

1V — Uy + 0 =g.

Tomando o produto interno de iU — AU = F com U em H e, em seguida a parte real, obtemos
Re(iB||U|l3, — (AU, U)x) = Re(F,U)y.
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue novamente da dissipatividade de A que

[vlZ20.0) = Re(F. U)w < 151U 13- (3.20)
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Fazendo o produto interno em L?(0, L) de (3.19)), com u temos

L L L L
/ 1fvudr — / Uppudr + / vudr = / gudz.
Jo 0 Jo 0

(a) (b)

Substituindo u = Y em (a) e integrando (b) por partes, temos

L L L
g ||? = / gudzx +/ vfdr — / vudr + ||"U||%2(07L). (3.21)
0 0 0

Tomando médulo em (3.21), usando (3.20) e as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e

Poincaré, vemos que

luall® < [(g, w)l + [(v, /)] + (v, w)] + [[o]?
< llglllell + Il -+l + flof®
< Liigllllue]l + Ll foll + Lliwllllue]l + llv®

L2 1
< Lllgllesal + LI + ol + 5 sl + o]
L
2
L2 1,
< (1 2L+ ) B0+ % 2

LQ
< (L4 2L)[[Fllal|U 3 + 7|lv\l2 + 5l

Portanto,
ugl|* < (24 4L + L) F 2| U |- (3.22)

Além disso, usando (3.20) e (3.22), vem que

U3, = llus|]? + ||v]I?
< B4+4L+ L) F U |ln

(3+4L+ L?)?
2

1
< SIUIE +

IF I3,
Portanto,
Ull% < K||F ||,

onde K = 3 + 4L + L. Isto conclui a prova de que o problema (3.8) (e, consequentemente, 0
sistema (3.6)) é exponencialmente estdvel via Teorema[2.101] O
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3.3 SISTEMA TERMOELASTICO

A termoelasticidade estuda efeitos do campo de temperatura sobre a tensao-deformacao
de sdlidos eldsticos submetidos a pequenas deformacgdes e flutuacdes infinitesimais de tempe-
ratura. Em outras palavras, a termoelasticidade se preocupa com a relacao entre a temperatura

e as deformacdes e tensdes que ocorrem em um material quando ele é aquecido ou resfriado.

Usando as mesmas hipéteses e notagdes de [33]], temos o seguinte modelo linear, o qual
descreve vibracdes de corda termoeldstica de comprimento L > 0 feita de material homogéneo,

dado pelo seguinte sistema de equacdes

{ Ut — Uge + Y0, =0 em (0,L) x (0,00), (3.23)

O — Oy + Vg em (0,L) x (0,00).

Como estamos supondo que as extremidades da barra permanecem fixadas e sem transferéncia

de calor, obtemos as seguintes condi¢des de fronteira
u(0,t) = u(L,t) = 60(0,t) = 0(L,t) =0, (3.24)
e condi¢des iniciais dadas por,
u(z,0) = ug(x), u(x,0) = uy(z),0(x,0) = by(x) =z € (0,L). (3.25)

No que segue, apresentamos um resultado de existéncia e unicidade para o PVIF (3.23))-(3.25)

via semigrupos lineares.

3.3.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte problema,

Upp — Uy + V0, = 0 em (0,L) x (0,00),
0y — Opy + YUz =0 em (0,L) x (0,00), (3.26)
u(x,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x),0(z,0) = Oy(x) x € (0,L).
Com as seguintes condi¢Oes de fronteira:
u(0,t) = u(L,t) = 6(0,t) = 0(L,t) = 0. (3.27)
ou
u(0,t) = u(L,t) = 0,(0,t) = 6,(L,t) = 0. (3.28)

Inicialmente, reescreveremos o problema (3.26) com condi¢des de fronteira dada por (3.27) ou

(3.28), como um PVI abstrato. Considerando a seguinte mudanca de variavél dada por, ¥ = wu;
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e a fungdo vetorial U = (u, ¥, 0)7, entdo

0, 0 1, 0 u Ug

Denotando por A; com j = 1, 2, o seguinte operador diferencial

0 I 0
Aj= 10 0 =70, - (3.29)
O _'Va:v a;rz

Assim, obtemos o seguinte problema abstrato de Cauchy de primeira ordem

(3.30)

Uy=AU, t>0,j=1,2
U(0) = U.

Consideremos agora, para as condigdes de fronteira (3.27)) e (3.28), os seguintes espagos de

fase, respectivamente:

H, = HH0,L) x L*(0,L) x L2(0,L) e
H, = HY(0, L) x L*(0, L) x L%(0, L),

onde L?(0, L) € definido em (2.4), ambos com o produto interno e norma dado por

(U, U)y,

J

L L _ L _
:/ uqumdx—l—/ 1919d:c+/ 00dz,YU,U € H;,
0 0 0

e norma [|U%,, = (U,U)3,, com j = 1,2.

Assim, definimos o dominio do operador A; como
D(Ay) = (Hy (0, L) W H?(0, L)) x Hy(0, L) x (Hy(0, L) N H?(0, L))

D(AQ) = {(u,ﬁ,@) € Hy: u76 S H2(07L)7 19;0:5 S H(%(O7L)}

Sob estas notagdes, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para o problema (3.30)
e, consequentemente, para o PVIF (3.26]) com condi¢des de fronteira (3.27) ou (3.28)), conforme

o0 teorema a seguir.

Teorema 3.6. Se Uy € D(A;), entdo o problema (3.30) possui uma iinica solugdo

U e 0([0,00), D(A,)) N CL([0, 00), H,),
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dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0.

Demonstragdo. Aplicando novamente o Teorema [2.100] basta mostrar que o operador A; defi-
nido, é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes em H;. Neste caso, pelo

Teorema [2.96] ¢ suficiente mostrar que:
() D(4)) = H;;
(ii) A; é dissipativo em H;
(iii) I, — A; : D(A;) C ‘H; — H; é sobrejetor.

(i) Seja U € D(A,), fazendo o produto interno de A;U com U em 7, e usando integracdo por

partes, obtemos

(AjUaU>Hj = (0x,ux)+(um 799:’19 'ﬂ(’lxae)
L
= / Wt dr + uyd / UV dx — 7y / 0, 9dx
0 0 0
L L
+ 6,0 —/ 99 dz — /
0
- (ﬁx,uz) (195137%5)_ 0:0779 +7(9xa79) H9x||2 (3.31)

Tomando a parte real em , obtém-se
Re(A;U,U)y = —|6.]1° < 0. (3.32)

Dessa forma, A; € dissipaivo em H; para j = 1, 2.
(iii) Dado F' = (f1, f2, f3)" € H, serd mostrado que a equagdo resolvente (I;,— A;)U = F pos-
sui uma tnica solugdo U € D(A;). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componentes,

obtém-se o seguinte sistema

u—19=f1, (3.33)
0 — 0, + 7Y, = fs. (3.35)

De (3.33), temos que ¥ = u — fi. Assim, tomando hy = fo + f1 e hy = f3 + fi,, obtemos o

seguinte sistema

—Ugz + u + Y0, = hq,
—0p0 + 0 + yu, = ho.
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Considerando (7, 0) € H}(0, L) x HY(0, L) = H; (ou H}(0, L) x H}(0, L)), temos o seguinte
problema variacional

L _ L
/ [uatiy + utt + 40,0 + 0,0, + 00 + yu,b]de = / (h1ti + hof)da. (3.36)
0 0

Dessa forma, considerando a seguinte forma sesquilinear

L — =
= / [ty + ull + V0,1 + 0,0, + 00 + yu,0]da.
0

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Triangular, vem que

la((u,0), (@ 0) < Nualllaell + 10160 + Nalll@l] + 161181 + Il 18]
+ 116l
< ol ]l + 16016l + L2 el | + L2616 |
+ Lllual16a ]l + L6114z |
= (14 L) gl el + (1 + L2102 l16 ] + Lylle | 1621 + Ly )12l |
< Oulluallliga ]l + Call6:l16: ]| + Cullus |16l + Ol 1.

(Il | + 116z 1)l + 16211)
Cull (s )1z, Nl (@, )13z,

onde C; = max{1 + L?, Lv}, ou seja, a é continua. Observe ainda que,

a((u,0), (u,0)) = |lual® +[10a]1” + [[ull® + 101" + (02, u) +(ua, 0)
= el + 101" + llull® + 11017 +[(6z, w) — (u, 62)]
= el + 101 + llull® + 1017 + 7 [(6z, w) — (62, )]

como (0,,u) — (0,,u) = 2Im(0,,u), onde Im(0,,u) representa a parte imaginaria de (6, u).

Assim, tomando a parte real e usando o Lema [2.28 vem que

Re(a((u,0), (u,0))) = |lugl* + [162]* + [lul* + 6]

> ||u:t||2+||0m||2
1

> Ll + 16,1
]' 2

> Loz,
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ou seja, a € coerciva.

E ainda, definindo o seguinte funcional antilinear

X

F: C

J

%
~ ~ L —
0

e usando as desigualdades Triangular, de Poincaré e Cauchy-Schwarz e tomando
Cy = max{L||h||, L||hz||}, vem que

[F(@0) < |[allll@] + [1hall116]]
< Gof[(, 0)

ou seja, F' € (7’2]‘)/. Assim, do Teorema [2.21{temos que existe um udnico par (u, ) € ﬁj tal

que

a((u,0), (@, 0)) = F(a,0), ¥(i,0) € H,;.

Seja (u,0) € H; tal que a((u,8), (@,0)) = F(@,8), logo, tomando § = 0 e
u=a¢c Cl0,L) C HL0, L) em (3.36), temos

L L
/ Uzadr = / [y — 40, — u]adz, Yo € Cy(0, L). (3.37)
0 0

Como u,, (hy — 0, —u) € L*(0, L) e vale (3.37), pela defini¢do de derivada fraca, temos que
u € H?(0,L) com
Ugy = —(hy — 0, — u) em L*(0, L),

ou seja,
~Ugy + 0, +u = hy em L*(0, L). (3.38)

Analogamente, trataremos do caso em que § € HL(0, L) e em seguida o caso 6 € H(0, L).
De fato, se § € H}(0, L), tomando § = 8 € C(0, L) C HL(0,L) e & = 0 em (3.36), obtemos
que,

L L
/ 0,3, dx = / [ho — yu, — 6] Bdz, V3 € Cy(0, L). (3.39)
0 0
Como (hy — yu, — 0),0, € L*(0,L) e vale (3.39), segue da defini¢io de derivada fraca que
0 € H?(0,L), e ainda
—0py + YUy + 0 = hy em L*(0, L). (3.40)
Portanto, de (3.38)) e (3.40), vem que I, — Ay : D(A;) C H1 — H; é sobrejetor.

- 1 rt -
Observe que, dado £ € C*(0, L) e definindo £ = & — Z/ &dx, obtemos que € € HL(0, L).
0
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é em , obtemos

Assim, suponhamos que 0 e Hj (0, L), logo, tomando u = 0 e 0
L _ L _
/ 0. . dx = / [hQ — YUy — 9] &dx,
0 0

ou ainda,

/OL 0o <§ - % /OL gdx)mdx - /0 ’ [h2 — Yz — 0] (W) dr.

1 /L
Pelo fato que hy, 6 € L2(0,L), u € H}(0,L) e (f/ fdx) = 0, temos que
0 T

L L
/ 0,& dr = / [ho — yu, — 0]&dz, V€ € H'(0, L). (3.41)
0 0

Como (hy — yu, — 0),0, € L*(0, L) e vale a igualdade (3.41)) para ¢ € C} C C' C H! em
particular, segue da defini¢do de derivada fraca, que 6 € H?(0, L) e ainda

~0pp + 0 + yu, = hy em L*(0, L), (3.42)

substituindo (3.42)) em (3.41)), vem que:

L o L _
/ 0,6 dr = — / 0,nEdr = —0,€
0 0

L

= —0,(L)&(L) + 60,(0)£(0) = 0,

0

L L o
+ / 0,8 dv
0

0

= —0,¢

como ¢ € C'(0, L), tomando £(L) = 0 e £(0) = 15, segue que 6,(0) = 0. Analogamente,
tomando £(L) = 4 e £(0) = 0, segue que 6,(L) = 0. Dessa forma, temos 6, € H}(0, L).
Portanto, de e do exposto acima, segue que (3.33)-(3.35) possui uma tnica solugdo

U € D(A;), mostrando que I; — Ay : D(Ay) C Ha — Ho € sobrejetor. Em resumo,

Io—A;: D(A;) C Hj — Hj, j = 1,2 é sobrejetor.

(i) Do item (ii), temos que A; € dissipativo em H;. No item (iii), mostramos que o operador
I; — Aj = H; (sobrejetor). Como H; é um espago de Hilbert, segue do Teorema [2.20| que H;
¢ reflexivo. Assim, pelo Teorema segue que TAJ) = H;, finalizando assim a prova do
Teorema 3.6 O

3.3.2 Estabilidade Exponencial

Assim como nos casos anteriores, verificaremos a estabilidade exponencial do sistema
(3.29) utilizando o Teorema [2.101} Em seguida, iniciaremos verificando que iR C p(A). Vale

ressaltar que nesta subsecdo estaremos considerando o corpo dos reais € nao dos complexos
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como no restante do trabalho. Esta escolha foi extremamente necessaria para a demonstracao

do Teorema[3.9no caso de j = 1.

Lema 3.7. Seja A; : D(A;) C H; — H; com j = 1,2 definido em (3.29). Entdo, o espectro

o(A;) do operador A; é formado apenas por autovalores de A;.

Demonstragdo. Da Proposigao [2.102]basta mostrar que a aplicagdo inclusdo
i: (D(A), |- lIpayy) = (o Il - o)
¢ compacta. Consideremos U,, = (u”, 9", 0"),en uma sequéncia limitada em D(A;) e note que

1Unlipay = [Unlls; + AUl
= [+ 1971 + 1071 + (931 + e — 0217 + 1165, — vz

ou seja, (u”)en, (V")en € (0™)en sdo limitadas em L2(0, L).

Da dissipatividade do operador A; , temos
NN = |Re(AUn, Uit | < S 1A UalBe + 1B, = ST Bn ) < (T2
il — 37 EnJH L= 5 1R Y nliag T 5 el = 5 I nllD(4;) = [I¥nllD(4;)

ou seja, (07),ey € limtada em L%(0, L).

Usando a desigualdade triangular e o Lema [2.28] temos

iz l® = g, — 907 + 702
< 2llug, — 2017 + 2llv03 7,

ou seja, (u?,)nené limitada em L%(0, L), o que nos leva a concluir que (u™),cy limitada em
H?(0, L). Dessa forma, segue da Proposi¢ao que

i (H*(0,L), || - la2o,)) = (H'(0, L), || - | 10,1))

¢ compacta. Dessa forma, existe uma subsequéncia (u"),en,cn € uma fungdo u € H 1 de tal
forma que

|u™ — u|| g — 0.

Como u" € H(0, L), paratodon € Ny e como (H'(0,L), || - || 1(0,2)) é completo, segue que
u € Hy(0,L).

Observe que da limitagdo da norma de (U, ),eny em D(A;), vem que (¢"),en € limitada em
H'(0, L), e novamente pela Proposi¢io obtemos que

i (HYO,L), [ ) = (), - ),
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é compacta, assim, existe uma subsequéncia (¢"),en,cn, € uma fungio ¢ € C[0, L] tal que
19" — V]| — 0.

Observe ainda que

L
[o" — 0| = / 19" (z) — 9(@)Pde < L sup [9"(z) — 9(@) = L9 — 9|2 — 0.
0

z€[0,L)]

Como L?*(0, L) é completo e 9" € L?(0, L) para todo n € Ns, segue que ¥ € L*(0, L).
Finalmente, notando que (6"),cy, € limitada em H'(0,L)(ou HL(0, L)), e novamente pela

Proposicdo [2.62] obtemos que
it (HY(0,L), || lzr) = (D) 1| - [lz=),
é compacta, assim, existe uma subsequéncia (6"),en,cn, € uma fungio 0 € C[0, L] tal que
10" — 0||c — O.

Observe ainda que

L
16" —o||* = / 0" (z) — 0(x)|*dx < L sup |0"(x) — 0(x)[* = L[|6" — 0], — 0.
0

z€[0,L)]

Como L?(0, L) é completo e 6" € L?(0, L) para todo n € N3, segue que § € L(0, L).

Em resumo, encontramos uma subsequéncia (U, )nen,cn, € U € H; tal que
|Un = Ulla; — 0,

ou seja, dada uma sequéncia (U, )nen limitada em D(A;), esta possui uma subsequéncia con-

vergente em H ;. Portanto,
it (D(Aj) I Ipcay)) = (Hyo Il - llag;)

¢ compacta, mostrando que o(A;) é formado apenas por autovalores de A;. 0

Lema 3.8. Seja A; : D(A;) C H; — H; com j = 1,2 definido em (3.29). Entdo, 0 € p(A;).

Demonstragdo. Mostrar que 0 € p(A;) é 0 mesmo que mostrarmos que o operador (—A;) ™

existe e € limitado. Dada I’ € H; mostraremos que equagdo resolvente
-A;U=F (3.43)

possui uma tnica solu¢do U € D(A;), reescrevendo (3.43) em termos de suas componentes,
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obtemos

—v = fi, (3.44)

De (3.44)), temos que v = — f1, substituindo em (3.46)) e tomando ¢; e g» como
g1 = f17

g2 = fs+7(f1)a

obtemos o seguinte sistema nas variaveis u e ¢

—0pe = go. (3.48)

Caso j=1:
J& foi provado que (3.48)) possui uma tnica solugdo 6, onde § € H} (0, L)N H?(0, L) (ver (3.3)).

Assim substituindo em (3.47)), obtemos a seguinte equacao
—Uge = h, onde h=g; —~0,,

a qual possui uma dnica solugdo em HJ(0, L) N H?(0, L) (ver (3.3) ). Portanto, (3.44)-(3.46),
possui uma tnica solucdo U € D(A,) .
Caso j=2:

Note inicialmente que se mostrarmos que a equagao
~0pr =go em L2(0,L) (3.49)

possui uma tnica solugdo em L?(0, L), entdo, assim como no caso j = 1, teremos que o sistema

(3.44)-(3.46)), possui uma tdnica solu¢do U € D(A,).

Com efeito, consideremos

a:HN0,L) x H}(0,L) = C
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F:HN0,L)— C
L =
b F(6) = (g2, ) = / 9ol
0
Note que a(-, -) é uma forma sesquilinear continua e coerciva, pois

a6, 0)] = 182, 0:)] < 116:]116.] = [19] mi0.0), 0.0 € H'(0, L),

10010

(0, 0)] = (02, 0:) = 101" = 10l 772 0,2y, YO € H.(0,L).

Além disso, € facil verificar que F' € antilinear, e ainda, da Desigualdade de Pincaré obtemos

[F(0)] = 1(92,0)] < llg20l10]] < CllONlr 0, Y0 € HL(0, L),

onde C' = L||gz||. Logo, F' € (HL(0,L))". Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica
u € H!(0, L) tal que
a(,0) = F(0),Y 6 H!(0, L),

ou ainda, existe uma tnica § € H'(0, L) satisfazendo a equagdo variacional

L on L = ~
/ 0,0,dx = / g20dx,¥0 € HL(0,L). (3.50)
0 0

1 (-
Tomando ¢ € C*, temos que ¢ € H!(0, L), onde p = ¢ — Z/ pdx.

R 0
Assim, tomando = ¢ em li obtemos que

L 1 [T L 1 /L
93;(@——/ <pdx> dm—/ g(gp——/ gpdx)dx,
/o L Jo N

1 /T
como g, € L2(0,L) e <Z / apdﬂc) = 0, segue que
0 z

L L
/ 0, Fodr = / gopdx, Vo e CH0,L). (3.51)
0 0
Como 0, g, € L*(0, L) e vale (3.51), pela defini¢io de derivada fraca, segue que

020 = go. (3.52)
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Substituindo (3.52) em (3.57)) e usando integragio por partes, obtemos

L L
/ 0, ppdxr = — / 0. pdx
0 0

L L L L
= / 0,0 dx = — / 0. pdx = —0,p0| + / Ve prdr
0 0 0 0

L

= —0,(L)p(L) + 6,(0)¢(0) = 0, Vo € C*(0, L),

= —0,p

como ¢ € C*(0, L), tomando ¢(L) = 0 e ¢(0) = 6, temos que ,(0) = 0. Analogamente,
tomando ¢(L) = 2 e »(0) = 0, vem que 6,.(L) = 0, ou seja, 8, € H}(0, L). Portanto, § satisfaz
(3.49). Assim, ao substituir § encontrado na equacdo (3.48)), obtemos que

—Ugr = h, onde h=g; —~0,,

a qual possui uma tnica solugdo em H?(0, L) N H}(0, L) (ver 3.3). Portanto, (3.44)-(3.46),
possui uma tnica solucdo U € D(A,) .

Finalmente, mostraremos que —Aj’1 ¢ limitado, como —A;l.F = U ¢ suficiente mostrar que,
Ul < ClIF ||,
relembrando que
1003, = lluall + ll0l” + 1617,

estimaremos cada termo da norma de U.
De fato, como —A;U = F, entdo (—A;U,U)y, = (F,U)y,. Logo, usando as desigualdades de

Cauchy-Schwarz e Poincaré e da dissipatividade do operador A;, segue que

16211 = (£, U)a,
= 10a0% < [ llag, 1U [, -

Assim, segue que
101 < LEF [, Ul (3.53)

De (3.44), segue que
loll = [l < LII(f1)ell,

0 que nos fornece
lo]|* < L[ Fll3,- (3.54)

Finalmente, fazendo o produto interno de (3.45) com u em L2(O, L) e em seguida, utilizando
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integragdo por partes, obtemos

(_uu’vfwu) = (f2>u)_7(9xvu)
lual® = (foru) +7(6,us).

Tomando o médulo e utilizando as Desigualdades Triangular, Cauchy-Schawarz, Poincaré e

Young, obtém-se

IN

L fallllell + 1101w
< Llifallluall + 1161l
< G LI +erllual® + Co 101 + e2lua 1,

o ||

A\

1
escolhendo 1 = &5 = T obtemos
lual* < 2L2||F |13, + 292 L2||F ||, ]| Ull3; - (3.55)

Portanto, de (3.53), (3.54) ¢ (3.53)), segue que

U5, < 2L F I3y, + 29 L2 Fllag, | U llag, + LF 3, + L2 Fll, Ul
definindo, C, = 3L% e Cy = 2v2L? + L2, segue que
U115, < CillFI5, + CallFlla 101,
por fim, usando a Desigualdade de Young, segue que
1U 3, < K[ F I3,

onde K = /2C + C%, mostrando assim que (—A;) ™! ¢ limitado. O

Teorema 3.9. Sob as notagées da subsessdo e hipoteses do Teorema 0 semigrupo
{S(t)}+>0 correspondente ao sistema com condigdes (3.27) ou (3.28)) é exponencial-

mente estdvel, ou seja, existem constantes C',w > 0 tais que
1SO)lceey) < Ce™, £ > 0.
Em particular, a solugdo U (t) = S(t)Uy de (3.30) satisfaz
U@, = 1S Volls, < Ce™||Us]l,

Demonstragdo. Pelo Teorema [2.101] devemos mostrar que o operador A; definido em (3.29)
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satisfaz as seguintes condig¢oes, iR C p(A4;) e |B1|im 10814 — Aj) 2,y < oo
— 00
De fato, como D(A;) tem inclusdo compacta, entdo para mostrar que :R C p(A;),basta mos-

trarmos que
iBU — AU =0=U =0.

Com efeito, considere U € D(A,) satisfazendo
ipU — AjU = 0. (3.56)

Em termos de suas componentes, temos

iBu — 19 =0, (3.57)
iBY — Uy + V0, = 0, (3.58)
iB0 — Oy + Y0, = 0. (3.59)

Assim, tomando o produto interno de com U em H;, temos

iBU, Uy, — (AU, Uy, =0 = iB|U13, — (AU, U)y,; =0,
= Re[iB||lU3, — (A4U.U)x,] =0,

= ||6.]>=0.
Da desigualdade de Poincaré, vem que
1 2 2
S0 < 0.1 = 0= 0 =0.

Substituindo em (3.59), e como 5 # 0, temos que ¥, = 0, novamente pela Desigualdade de

Poincaré, temos que
1
ﬁllﬁll2 <|[)?=0=9=0.

Analogamente, substituindo em , vem que u = 0. Dessa forma, U = (0,0, 0), absurdo.
Portanto R C p(A;).

No que segue, faremos a demonstracao do item (ii) para os casos j = 1 e j = 2 separados.
Caso j = 1:

Faremos a prova do item (ii) por contradi¢cao, suponha que

lim sup [|(if1g — A1) | () = o0,
|B|—o00
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assim, existem (F},),en € Hi € B, € p(A;) de tal forma que, dadon € N

iBl;— A)7LE, . _
WO bt > 080 = 40 Bl 2 ol

Como existe um tnico U € D(A;) tal que
iU — AU = F em H,
temos que existe uma dnica (U, ),eny € D(A;) com ||U, |3, = 1 de tal forma que
i3,U, — AU, = F,, em H,

dessa forma,

v

H(Zﬂn]d - Al)_l(iﬁnUn - AlUn)”?-h nHZﬂnUn - AlUnHH1
= ||(Zﬁnld - Al)_l(iﬁnjd - Al)Un“’Hl Z nHZBnUn - AlUnHHla

0 que nos fornece que

S|

ou seja,
||Z6nUn — AlUn||H1 — 0.

De onde segue que
18, U, — AU, — 0 em Hy, (3.60)

denotando por U,, = (u", 9", 0") e reescrevendo (3.60) em termos de sua componentes, obte-

mosS
iBu" — 9" — 0 em Hy(0,L), (3.61)
i3, 0" — ul, + 0" — 0 em L*(0, L), (3.62)
iB,0" — 0", + 9" — 0 em L*(0,L). (3.63)

Definindo X, :=18,U,, — AU, e fazendo o produto interno de ¢3,U,, — A U,, com U,, em H;

e em seguida tomando a parte real e usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

(ZﬁnUn - AlUna Un)?—h = (Xm Un)?—h
= Re [ZﬂnHUan{l - (AlUna Un)?-tl] = Re(Xna Un)?-tl
= ||92H2 - Re(Xm UN>’H1 < ||Xn||'H1||Un||H1

= [|0"||*> — 0.
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Usando a desigualdade de Poincaré, temos
107 < L6z || = 16" || — 0,

ou seja,
6" — 0 em L*(0, L). (3.64)

Note ainda que

X3, = lliBuu — ORI + 180" — ity + 071 + [|i8a0" — 07, + 02" — 0

U3, = N1 + 1071 + 167]1* = 1.

Dessa forma, obtemos que

[38,0" — O3 + A0 — O
= iB,0" — 0", + 9" — 0 em L*(0,L). (3.65)

Fazendo o produto interno de (3.63)) com 6" em L?(0, L), integrando por partes, obtemos que

iBall"|1* + |01 +7 (7, 07) = 0
—0

= iBu|0"* + (95, 0") — 0.
Observe ainda que

Bl = Bl + (95, 0") — (95, 07)
= iBa|0"|]7 + (5, 0") +y (0", 0;) — 0,

—0

o que nos fornece que

iB3,]|0™]|* — 0
= |Bal[10"]* — 0
= (20" — 0em L*(0,L). (3.66)

Afirmacio : (5,)nen € p(A;) é limitada.
De fato, suponha que (3, )nen € p(A;) € ilimitada, ou seja, para todo n € N, existem

M, > 0eng € N de tal forma que

[Brol > M = Bao[16™ |17 > Mall6™ |7,
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usando (3.66) chegamos em uma contradi¢do. Assim, temos que (3, )neny € p(A;1) € limitada,
provando assim a afirmagdo. Agora, de (3.65), como 0" — 0 e usando o fato que ||[9?] < 1,
obtemos que (67,) € limitada em L?(0, L). Fazendo o produto interno de ([3.62)) com 9" em

L?(0, L) e usando integragdo por partes, obtemos

iBu |9 + (u,97) — 0 em L*(0, L). (3.67)

T x

Fazendo o produto interno de (3.61) com u” em L?(0, L) e usando integra¢@o por partes

iBl|u||* — (97, u) — 0 em L*(0, L). (3.68)

x?

Somando (3.68)) de (3.67) e considerando o corpo dos nimeros reais, tem-se
Ball9™I* + BallugI* —> 0 == Bull0"]]* — 0 Ballug||* — 0 (3.69)

Como a sequencia (3,,) é limitada, existe uma subsequéncia (3,,) e # € R tal que 3, — f.
Observe que as convergéncias em (3.69) se mantém para as subsequéncias.

Por outro lado como ||U,, — Ul|, — 0 segue que
= el |* + 19" = 91" + 10" — 6]]* — 0.

Assim temos que 3, ||9"||* — B||9]|?, e pela unicidade do limite segue que
Bl19]|* = 0, ou seja, 3 =0oud = 0.
Caso 1: Suponha que ¥} = 0. Sabemos que

1Bpu” — 9" — ifu — 19 =1ifu

em L2, mas de sabemos que converge para zero, logo pela unicidade do limite i5u =, ou
seja, 5 =0ouwu = 0.

Caso 1.1: Se u = 0, chegamos que no absurdo de U = 0.

Caso 1.2: Suponha que 8 = 0.

Com (u™) é limitada em L2, temos por que

(16,0 —ul, +~0,u") — 0,
ou seja, usando integragcao por partes
iBa (9", u") + [l * + (67, u™) — 0, (3.70)

Mas i3,(9",u™) — 0 e y(07,u") — 0, logo em (3.70) segue que [[u?||*> — 0
onde por unicidade do limite temo que ||u,||* = 0, ou seja, u = 0 e chegamos que no absurdo
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de U = 0.
Caso 2: Suponha que 3 = 0.
Sabemos que
iBau — 9" — ifu — 9 =Y em L2,

logo por (3.61) e a unicidade do limite segue que v} = 0.
Com (u") é limitada em L?, temos por (3.62)) que

(16,0 —ul, +~0,u") — 0,
ou seja, usando integragdo por partes
iBa (9", ") + [lug|l® + (0, u™) — 0, (3.71)

Mas i3, (9", u") — 0 e v(07,u™) — 0, logo |[u?||* — 0 onde por unicidade do

limite temo que ||u,||? = 0, ou seja, u = 0 e, segue que U = (0, 0, 0), um absurdo. Portanto,
lim sup ||(:51; — Al)_1||£(H1) < 00,
|B]—o00
provando assim o Teorema [3.9|para o caso j = 1.

Caso j=2:

Consideremos agora U € D(As) solugdo da equagdo resolvente
iU — AU = F, (3.72)
mostraremos que dada F' = (f1, f2, f3) € Ha, existe uma constante C' > 0 tal que
1814 — A2) " Flls, < Ol F i,
Dada F' € H,,3U € D(A,) tal que
(ifly — A))U = F < U = (ifl; — Ay) " 'F.
Desse modo,

1(i814—A2) " Flla, < Cl|F |y < Ul < C|IF I3, & sup 1(i81a—As) g, < C,
| Fll3y=1;F€Hz

ou seja, ¢ suficiente mostrar que ||U |3, < C||F||x,-



Reescrevendo ((3.72)) em termos de suas componentes, temos

Zﬁu - 19 = f17
180 — 0, + 0, = f5.

De (3.32), vem
RB(A2U7 U)Hg = _||0x||27

o que nos fornece que
1017 < LE1621* < LU [l32. | Fll22,

Agora, integrando (3.75) de 0 a x, temos
zﬁ/ 0(s,t)ds — / 0r2(s,t)ds + ’y/ V. (s,t)ds = / f3(s,t)ds
0 0 0 0
= zﬂ/ 0(s,t)ds — 0, + vV :/ f3(s,t)ds
0 0

Fazendo o produto interno em L?(0, L) com ¥, temos

iﬁ(/ogce(s,t)ds,ﬁ) — (02,9) + 79> = (/j fa(s,t)ds, V),

ou ainda, N N
1| = (/ f3<s,t)ds,q9) 4 (/ 0(s,t)ds, i39) + (6, 9).
0 0

Usando (3.74)) e integrando por partes

AP = (/ Fols, )ds 19) + (/0 0(s,t)ds, fo + thy — 7%) + (0,,9)
= o [ stsas o)+ ([ oo r)+ ([ ot nas )
- fy(/oxe(s,t)dsﬂx) 4 (0,,9)
- (/Oxfs(s,t)ds,ﬂ) (0.,9) + (/ 0(s. 1)ds fz) (1:,9)

+ 7ol

73

(3.73)
(3.74)
(3.75)

(3.76)
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Tomando o médulo, e aplicando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular, vem que

| [ s oas|on + ooy + | [ o as
0 0
VILAIN + 100191+ VEIRILSI -+ ] + o)

Y9I L2l + [z 101+~ 1101

IN

IN

Reagrupando os termos e usando as Desigualdades de Poincaré e Young, temos que

VL 1 VL

L 1
I < ==+ =109 + — 0l f21l + =llu O] + [16]]?
9] 5 1 f3[l[[9] 7H 9] 5 1O11].fl 7H el =+ 1l
VL 1 VL L
< = NLI21+ =10:191 + =10l £2]l + = [lua 1621l + L[162 ]
gl v gl Y
VL 1 , 1. ... L
< 2= _ Z i
< ||f3||||19||+272||9x|| + 5017 + 5 1011]] £l
C. L?
+ 712 10211 + e1lluel® + L2[|6. ]|
- 2L C., L?

1 5 1 2
{T+L b omg + 2o ]ananuHﬁelnuzn R

VL L* 1  C.,L?
Tomando Cl = |:7 + 7 + 4—72 + 2’72

} e reorganizando os termos, obtemos que

I9I* < CllF N30 Ul + 2e1]Jual®

Finalmente, fazendo o produto interno em L?(0, L) de (3.74) com u e integrando por partes,

obtemos

iB(9,u) = (fo, u) + (Uga, 1) — Y(0n, 1)
= ua|® = (9,iBu) + (f2, u) +7(0, us). (3.77)

Tomando o médulo em (3.77), usando (3.73), (3.76) e as Desiguldades de Poincaré, Cauchy-
Schwarz, Triangular e Young, seque que

lual® < £l + 1O sl + 192+ 121
< Liifellluall + LMol + ZIDN frall + 191
<

L2~? 1
(224 55 )P, + Gl + 101
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Tomando Cy = 4L + L3+ + 2C}, obtemos que
luall® < Coll U3, I Fll3, + 4o lusll®.
Dessa forma,
U5, = Iluzll® + [0ll* + 1611* < (Co + Cr+ L) Fllawa | U, + 621U 3,

1
tomando €; = D e C3=2(Cy+Cy+ L),

U113, < CslIF 131U 15,
Novamente, usando a Desigualdade de Young, obtemos que
U3, < Cs[[Fll3us,

o que conclui a prova do Teorema [3.9| para o caso j = 2.

3.4 SISTEMA DE TIMOSHENKO

O Sistema Timoshenko é um modelo matematico usado em mecanica de materiais para
analisar o comportamento de vigas, o qual descreve a vibracio de uma viga levando em conside-
racdo o deslocamento transversal (vertical) e o angulo de rota¢do. Este modelo foi desenvolvido

na década de 1920 pelo engenheiro ucraniano Stephen Timoshenko.

O modelo de Timoshenko (tendo suas origens nos trabalhos de Timoshenko [34} 35]]),
leva em consideracao a distribuicdo de deformagdes na secdo transversal da viga, o que permite
uma melhor aproximacao da distribui¢do real de tensoes e deformagdes. A influéncia do efeito
de cisalhamento também ¢ levada em consideracdo no calculo das deformacdes e tensodes, o
que o torna mais preciso do que o modelo de vigas de Euler-Bernoulli, que ndo considera essa

influéncia.

Assim, mediante as hipéteses e deducao do modelo dado em [33]], obtemos o seguinte

sistema de Timoshenko com dissipacdes friccionais (fracas)

{ prouw — k(e + 1)z + gy = 0 em (0, L) x (0,00), (3.78)

P2y — byy + k(e + )+ By =0  em (0,L) x (0,00).

Considerando que as extremidade da viga estdo fixadas, tomamos as seguintes condi¢cdes na
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fronteira {0, L} da viga

P(0,1) = (L, t) = 1(0,) = (L, t) = 0, t > 0. (3.79)

Como ambas equacgdes do sistema possuem derivadas temporais de segunda ordem, entdo as
condigdes iniciais associadas ao sistem a sdo dadas por

90(‘%0) = (,DO(ZL“),QDt(?L’, O) = 901<m)7¢<m70) = ¢0(x>7¢t(m70) = ¢1(x)’ YIS (O7L) (3.80)

Feitas essas consideragdes, nosso objetivo € determinar a existéncia e unicidade de solucdo para
o PVIF (3.78)-(3.80) utilizando a teoria de semigrupos lineares.

3.4.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte PVFI:

;

p1pu — k(pe + V)2 + apr = 0, em (0,L) x (0, 00),
p2tbr — bber + k(pr + ) + By = 0, em (0,L) x (0,00),
e(x,0) = o(@), pi(z,0) = ¢1(z), z € (0,1L), (3.81)
W(x,0) = o(x), Yy (x,0) =y (x), x € (0,L),
( ¢(0,1) = (L, 1) =9(0,1) = (L, 1) =0, t=>0.

Mostraremos que o sistema (3.81)), possui uma tnica solugdo, tal exposi¢do serd feita via teoria

de semigrupos lineares. Para tanto, introduziremos as seguintes notagdoes ¢ = ¢;,, U = 9, e
U= (p,®,,¥)T. Assim,

_ o .
_(‘Psc + ¢)x -—9
Ut - 1 2 = AU,
\
b k I5;
— e — _(9090 + @Zj) - =V
L 02 P2 2
onde ) )
0 1, 0 0
Ko, —21, ko, 0
A= | P~ P1 P1 (3.82)
0 0 0 1,
k bOyy — kI
—=9, 0 ¢ by,
L P2 P2 P2
e

U(0) = (o, 1, %0, ¥1)" := Ub.
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Assim, podemos escrever o seguinte problema de Cauchy abstrato associado ao sistema (3.81])

=A t >
{Ut U, 20, (3.83)

U(0) = U,
onde A € definido em (3.82)) e com seu dominio dado por,
D(A) = (Hy(0,L)N H*(0, L)) x Hy(0, L) x (Hy(0,L) N H*(0,L)) x Hy(0, L),
afim de contemplar as condi¢des de fronteira em (3.81)), definimos o seguinte espago de Hilbert:
H = H(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L)

com produto interno e norma dados por

A~ A A

(U, 0Ny = (@ar Ba) + (g, ) + (D, D) 4 (¥, V)

U5 = lall” + 1a” + @[ + [ (3.84)

para quaisquer U = (¢, ®, ¢, V) e U= (, d, 9, \if) e H.

Lema 3.10. Consideremos o seguinte espago de fase
H = Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L).

Entdo, dados quaisquer U = (o, P, 9, V) e U= (p, d, 1), \i/) € H, temos que:

(i) (U, U)H é um produto interno em H, onde

A

(U, U)3 = klps + 0, G + 1) + b, 1) + p1 (2, D) + pa(W, 1),

(ii) A norma | - |y dada em é equivalente a norma || - |

4, onde

U5 = Ellpa + ¥I1” + blleall® + prl| @] + pal W%

Demonstragdo. (1) No que segue, mostraremos apenas que

(U, U)y=0=U =0,
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as demais propriedades seguem naturalmente da defini¢do de produto interno em L?(0, L) apli-
cada a cada parcela de (U, U),.
Dado U € H, temos que

U, U)n = 0= llpa + 0l = [0l = |2 = W]} = 0.
Usando a Desigualdade de Poincaré, segue que
[Ya]l = 0=l =0 =14 =0,
assim, novamente pela Desigualdade de Poincaré, obtemos que
el =0 =[]l =0=¢ =0,
0 que nos leva a concluir que

(U, U)y=0=U =0.

(ii) Dado U = (¢, ®,1, V) € H, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular juntamente
com o Lema[2.28] temos

U5 = Kllea +¢I + bllvall* + prl| @7 + ool 2]
2k pall® + 2L2k [ * + bllvbal* + pol| @] + pof P
ma(llall* + 19 * + 19[* + 1 2]])

ml‘Uﬁ-{v

IN A

onde m; = max{2k,2kL* + b, p1, p2}, ou seja,
U115 < ma|UT,.
Analogamente, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular, e o Lema [2.28] note que

Ul = lleall® + [0l” + 120" + 1%*

2]l 0 + I + 2L% 19 |* + llvall* + 191 + [12]1*

(2L2 +1)b p1 02

ST )+ 2 )+ 2 )
P1 P2

malkllos + 1 + bllvell* + pill@l* + o2l ]?]

= mal|Ull%,

IN

2k
?H% + 7vZ}H2 +

IN
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{2 22 +1 1 1 } .
onde, ms = max ¢ —, ,—,— ¢, ouainda,
k b P1 P2

U < ma|| U3,
Portanto,
malUl5, < U5, < mu|U,
1
com mgz = — provando o item (ii) do lema. ]
ma

Sob as consideracdes mencionadas, temos o seguinte resultado de existéncia e unici-
dade para o PVI (3.83) conforme segue.

Teorema 3.11. Se Uy € D(A), entdo o problema (3.83)) possui uma tinica solugdo
U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H),

dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0.

Demonstragdo. Conforme o Teorema [2.100] € suficiente mostrar que A é um gerador infinite-
simal de um Cj-semigrupo de contracdes em . Assim, pelo Teorema de Lummer-Phillips é

suficiente mostrar que:

(i) D(A) =H;
(i) A é um operador dissipativo em H ;
(i) I, — A="H.

A veracidade do item (i) segue imediatamente dos lemas e[2.76] pois HL(0, L) = L2(0, L)
e H}(0,L) N H%(0, L) = H}(0, L) , ou seja,

D(A) = H.
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(i) Seja U € D(A), observe que

L L .
(AU Uy = / k(Do + ) (s + )da + / E((po + ©)s — ad)Bila
P ’ L
o [ W= Kt 0) - 90T+ [ 00,0
0 0
L L L o
= k[/o @x(soﬁw)dwr/o ‘I’(%+w)d:v] +/0 k(o + ). Pdr

L L L
~ e - / k(oo + 0)Tda — B + / DU, e + / b Tl

= k[(q)l“ + lIl, Pz + 1#) - ((I)x + \ij()p:fc =+ w)] + b[(‘l’x,lﬂ) - (‘I’x,w)]
— afe|* - BTl

Tomando a parte real obtemos
Re(AU,U)y = —(a||®@|* + B]¥|*) < 0.

Portanto A € dissipativo em H.
(iii) Dado F' = (f1, fo, f3, f4)T € H mostraremos que a equacdo resolvente (I; — A)U = F

possui uma tnica solu¢do U € D(A). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componentes,

obtém-se
p—0=fi, (3.85)
P1 P1
Y- U= fy, (3.87)
b k s
P2 P2 P2

Pela equagao (3.85) temos que & = ¢ — f;, analogamente de (3.87)), temos que ¥ = ) — f3,
substituindo nas equagdes (3.86) e (3.88), segue que

{ (o1 + @) — k(g +¥)e = (o1 + Q) fi + pifo,
(p2 + B)Y — bibyy + k(0 + 1) = (p2 + B) f5 + pafa,

ou ainda,

(3.89)

My —k(pe +¥). = g1 em L*(0, L),
Mat) — bipyy + k(2 + ) = g2 em L*(0, L),

onde,

g1 = (p1 +a)fi + pifa, g2 = (p2 + B) fs + pafa, My = p1 + v e My = py + 3.
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Ademais, utilizando o Lema[2.103] segue que o sistema (3.89) possui uma tnica solugéo.

Como g1 = (p1 + @) f1 + p1fa. g2 = (p2+ B) fs + pafa. My = p1 +ve My = py + 3,
e relembrando que ® = ¢ — fi, ¥ = ¢ — f3, conseguimos encontrar U € D(A) solugio de

(3.85)-(3.88)). Concluindo assim a prova do Teorema [3.11] O

3.4.2 Estabilidade Exponencial

Nesta etapa, iremos examinar a estabilidade exponencial do sistema (3.83) utilizando
o Teorema[2.101] Iniciaremos verificando que iR C p(A).

Lema 3.12. Seja A : D(A) C H — H definido em . Entdo, 0 € p(A).

Demonstragdo. Observe que mostrar que 0 € p(A) é o mesmo que mostrarmos que o operador

— A~ existe e € limitado. Dada F' € H mostraremos que equagio resolvente
—AU = F, (3.90)

possui uma tnica solu¢do U € D(A), reescrevendo (3.90) em termos de suas componentes,

temos

- =fi, (3.91)

—k(pz +10)s + a® = py fo, (3.92)

-0 = fs, (3.93)

—0pr + k(pe + ) + BY = pafi. (3.94)

De (3.91) e (3.93)), temos respectivamente que, ® = —f; e ¥ = —fs.
Substituindo em (3.92) e (3.94)), e definindo

pife +afi = g,

pafi+ Bfs = go,

obtemos o seguinte sistema nas variaveis @ e 1,

—l{(@x + w)x =0 cm L2(07 L)a
_bd]mx + kj((px + ¢) =02 cm LQ(O’ L)’

O qual possui uma unica solugdo, via Lema [2.104]
Mostraremos agora que —A~! € limitado, como —A~!'.F' = U € suficiente mostrar
que,
Ul < CllFl3,
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relembrando que
U115 = klleow + 017 + bl + pr| 9N + pol| 21

estimaremos uma limitag@o para cada termo da norma de U. No que segue, note que

e Usando (3.91)) , e aplicando as desigualdades de Poincaré e Triangular, vem que

I@[* = AP < L2(f)al”
L2((f1)e + foll + 1f5])?
2L2[[(f1)e + Sl + 2271 f5?
2L2([(f1)e + Sl + 227 | (f3)2 11"
o (VO+VELP\ o
—va

L2
p12L2<%)HFH;. (3.95)

INIA

IN

IN

= pi|[f*

IA

e Analogamente, de (3.93), temos
IO)2 =Nl < L2(I(fs)el®
L2
7HF|\3{

L?
’)y 172, (3.96)

e Fazendo o produto interno de (3.92) por ¢ em L?(0, L), usando integragfio por partes, obtemos

<

= pa|V* <

—k((¢z +¥)z, @) + (@, 0) = p1(f2,9)
= k‘(% +w790x) +O‘((I)790) = pl(f2790)a (3.97)

e ainda, fazendo o produto interno de (3.94) por ¢ em L?(0, L), integrando por partes, vem que

= b(Ye, V) + k(@ + ¥, 0) = pa(fa, ) + B(Y, ¥). (3.98)

Assim, somando e (3.98), e usando as Desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz,



Young e Triangular,

bllvoell® + Kllox + |

p2(fa,0) + p1(fas ) + (P, ) + B(¥, 1)
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< Lpa|l falllloall + Losll f2llllall + a Ll @[zl + LATP][[¢x]]
< Lpa|l falll¥all + Lol fall [llex + ¥l + Lie]l]
+ aL||®[[[lles + ¥l + Llvell] + LAY [l
VP N 2
< L—||F|lu|lU|lx + L"——=||F|lu||U||lx + L~——=||F||»||U
\/BII 3l U3¢ \/EH 3l U3¢ \/EII 3l U5
+ aL||®[llles + ¢l + L2l @] [[¢all + LI Iyl
P2 p1 p1
< LYRIFlUll+ P2 PV + L2 Il Ul
+ CoaL|0)* + e fls +* + Coy Lia?|| 2
+ eallthul® + Cou L2 | + e300,
t d C ! C C !
omandoe; = —eey =¢e3=—,vemque C,, = —e (., =C., = —.
' 61 2 62 63 4’ q 1 Qk 2 3 b
Assim,
bllvell* + kllw + 9II* < CLllF Il U1l (3.99)
\/_ L./p1 LQ\/_ L’a Lo L3283
de Cy =2 .
onde C; \/_ \/_ + 7 TR s
Dessa forma, de (3.93)), (3.96)) ¢ (3.99), obtemos
U113 < CLlIF Il Ul + Coll F 5,
L? b kL?
onde Cy = 222 pﬂL%i).
N Vkb
Aplicando a Desigualdade de Young com € = 5 temos
% U113
U1 < SHIFIE + 52 + Gl FI,
o que nos leva a concluir que
U117 < (2C2 + CHIF |13,
Portanto, existe um C' > 0 tal que
I(=A)"Flla < C| Fll, VF €.
Concluindo a prova do Lema. [

Teorema 3.13. Sob as notacoes da subsessdo e hipoteses do Teorema 0 Semigrupo
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{S(t) }+>0 correspondente ao sistema é exponencialmente estdvel, ou seja, existem cons-

tantes C,w > 0 tais que
IS@)lleae < Ce™, t > 0.

Em particular, a solugdo U (t) = S(t)U, de satisfaz
1Tl = 1SVl < Ce™ | Up -
Demonstragdo. Pelo Teorema[2.101] basta mostrar que
(a) 1R C p(A);
(b) lim [[(i01s — A) |20 < o0,

|6] =00

onde p(A) designa o conjunto resolvente do operador A definido em (3.82).

(a) Dos lemas e[2.76] temos que H} (0, LYNH?(0, L) — H(0, L) e H}(0, L) < L*(0, L),
o que nos fornece que D(A) — H, entdo p(A) é formado apenas por autovalores de A. Supo-
nha, por absurdo, que iR C p(A). Entdo existe § € R tal que i0 ¢ p(A) = C \ o(A) assim,

i0 € o(A) Considere 0 # U € D(A) autovetor associado a d, isto &,

AU =10U & AU —i0U = 0.

Entdo, tomando o produto interno com U em H e, em seguida tomando a parte real, obtemos

AU —i6U =0 & (AU, U) —id|U|%, = 0
& Re[(AU,U) —is|U|2] = 0
& Re(AU,U) =0
& —af®|? - 8||v|* =0,

como o # 0 e 3 # 0, segue que ® = ¥ = 0, e ainda, como AU — i6U = 0, temos

® —idp =0,
k
D+ )y — — B — 5D =0,
P1 P1
U — idh = 0,
b k

P2 P2 P2

(3.100)
(3.101)
(3.102)
(3.103)

Assim, substituindo ® = 0e ¥ = 0 em (3.100) e (3.102)), respectivamente, obtemos que,
¢ =1 =0,ouseja, U = (0,0,0,0), absurdo, ja que tomamos U como sendo um autovetor de

A. Portanto, iR C p(A)

(b) Seja F' € H existe um dnico U € D(A) tal que (A — i61,)U = F para todo 0 € R. Entdo
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U= (A—1idl;)"'F. Assim, para mostrar que (A — i61;)~! é limitado para todo § € R, basta
mostrar que existe C' > 0 tal que para todo F' € ‘H

WUll% < C||F|l#,

onde U = (A —i6U)"'F. Consideremos F = (fy, fo, f3, f1) € He U = (¢, ®,¢,¥) € D(A)
tal que U = (A — i6U) "' F, para todo §, assim

iU — AU = F = id(U,U)y — (AU, U)y = (F,U)
= Re[id(U,U)y — (AU,U)y| = Re(F,U)
= [P + 81 < [Ullxl Fll

Poranto,

prll @l < Ul F (3.104)

a0 < %IIUHHHFHH. (3.105)

E ainda, reescrevendo 10U — AU = F' em termo de suas componentes, obtemos

iSp— = fy, (3.106)
k
I8 — (o + o + —B = f, (3.107)
P1 P1
i — W = fy, (3.108)
" : 8
P2 P2 P2

Fazendo o produto interno em L?(0, L) de (3.107) por ¢, integragio por partes e usando (3.106),
obtemos que

k(oo + 1, 00) = p1(fo, ) + p1(®, f1) + p1]| @] — (@, ¢). (3.110)

Analogamente, fazendo o produto interno em L?(0, L) de (3.109) por #, integragdo por partes
e usando (3.108), temos

k(pe +1,9) + 0l9al® = pa(fa, &) + p2(P, f3) + p2 | ¥[1* = BT, ). (3.111)
Assim, somando (3.T10) com (3.1TT)), segue que

kllow + 01 + 0lleall> = pa(fa, ¥) + p2(, f3) + p2|| W[* — B(T, 1)
+ P1(f2790)+P1(‘I>af1)+P1||q’||2—Of(q)a@),
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tomando o médulo e utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré, Young e Tri-

angular, temos

klloa + 911 + bll ||

<

N+ +

+ o+ + o+

Loa|l falllvall + Lozl @ (f3)zll + pallN1* + LB [ |
Loall follllez + ¢l + pr L2 falllall + ol @[] £l

pill @I + Laf|@]llle, + ¢l + L2 @] [[¢.]

Cerp L2 £all” + enllval* + L2 P (f3)ell + p2l[ 9]

Ce, LB 1W1* + e2llvoe|* + Ce L1l foll* + eslllea + 917
Ce, LY £2l* + eallall® + Lo | @ (f1)e + f
L2pi[|@[[I(fa)all + prl|@]* + Cey L2a?|| @]

esllga + YII* + Cep L[| @[ + &6l 1.

1
Tomando g1 = g9 = &4 = g4 = 3 temos que C,, = C., = C,, = C,, = 2. Agora, tomando

1
€3 = €5 = T temos que C,, = C., = 1, logo

klloa + 017+ bllall® < AL2p3[lfall” + 2021 W1I* + 2Lpa ] [|(f3)e

ou ainda,

klloa +wII* + bl

ALB(|W* + 2L2p3 fo|* + 4L ful?

2Lp1 || @[ (f1)z + f3ll + 2L pa ||| || (f3)s |
2p1||®[* + 2L20?(|®||* + 4L*?||@|)?,

+ o+ +

2 2L./p
ALl P + NVl Pl -+ 22Ul

414
ALB||U ||| Fll2 + 2L2p1 | FII2, + EIIFII%

2L P1 2L2 P1
P el Flloe 4+ 22210 el Pl

vk Vb
2p1
2200 L+ 2LV b+ AL U |l
202 2LB2 2L\/E]
P2 TRV 4126 1+ SV || F
2 P app s 2P o
2L/ 2
= 2L+ AL ||U ||| F
2 2 gk ara Ul Pl

414
s+ 2801+ | PR
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Assim, de (3.104) e (3.103), segue que

[2py  2L\/p> 2Lvﬂ1}

U2, < |[==+ +4L2%6 + Ullyl| F

IVIG < |55+ =5 T A8+ == | Ul Pl
(2L /p1 2p; p1 . P2

L olla+ 4Lt 2+ Z2NU I IF

ot s a+a+5]u lallF I

i 414
+  |4L%ps + 2L%py + . } I F|I3,-
L 2

_|_

20, 2L 2L 2L? 2
Tomando(h:{%Jr \/\/B%HL%’JF \/\/Ep_l+ \/\E/E+%+2L2a+4L4a+%+%
4

4L
Cy = {41)2/)2 +2L%p; + —} , temos
P2

€

1015 < CUllUIIF Nl + Coll FlI3,-

Usando a Desigualdade de Young, obtemos que

a

1
2 = 2
10l = UM + =

1E15 + Call Pl

o que nos fornece que
U115 < (CF + Co)[| FIl3,

como querfamos demonstrar. Portanto, segue dos itens (a) e (b) que o semigrupo {S(t)}+>0

correspondente ao sistema (3.81) ¢ exponencialmente estavel. O

3.5 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE FOURIER

Nesta segdo continuaremos usando as notagdes introduzidas na Se¢do [3.4] No en-
tanto, agora consideramos o sistema de Timoshenko em meios ndo isotérmicos, ou seja, sob a
influéncia de temperatura, o que resulta num sistema termoeldstico de vigas de Timoshenko.
Para titulo de informacdo, ressaltamos que os trabalhos pioneiros no estudo de sistemas de Ti-

moshenko termoelasticos podem ser encontrados em [15} [27]].

Assim, um modelo linear que descreve vibragdes de vigas de Timoshenko de compri-
mento L > 0 em meios ndo isotérmicos segundo a Lei de Fourier é dado pelo seguinte sistema

de equacoes:

pl@tt - k?(SOz + w)x - 0 cm (07 L) X (Ou OO)?
P2l — bigy + k(pz + 1) + mb, =0 em (0,L) x (0, 00), (3.112)
030y — Oy +mapy =0 em (0,L) x (0,00).
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O sistema (3.112) serd estudado no dominio (0, L) x (0, co). Para diferenciar do caso anterior
no que diz respeito as condi¢cdes de fronteira, assumiremos neste caso que a viga nao possui
deslocamento vertical e transferéncia de calor nas extremidades da viga, ao passo que o angulo
podera variar. Em termos matematicos, adotaremos condi¢des de fronteira de Dirichlet para as

varidveis ¢, e de Neumann para v, ou seja, consideramos as seguintes condi¢des de fronteira
©(0,L) = p(L,t) = 9,(0,t) = (L, t) = 6(0,t) = O(L,t) =0, t > 0. (3.113)
As condigdes inicias associadas ao sistema (3.112)) sao dadas por

p(2,0) = wo(z), pi(z,0) = pi1(z), (2, 0) = Yo(x)
Pi(2,0) = 1 (x),0(x,0) = by(x) =z € (0,L), (3.114)

A seguir, mostraremos que o Problema de Valor Inicial e de Fronteira (3.112))-(3.114)) possui
uma Unica solugdo via teoria de semigrupos lineares. E posteriormente, sera mostrada a extabi-
lidade exponencial, a qual se baseia em partes, nas idéias apresentadas em [6]].

3.5.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte sistema:

P1Ptt — k(ﬂpx + ¢)z =0 cm (0, L) X (O, OO),
pathu — Dby + k(pz + ) + mb, =0 em (0,L) x (0,00), (3.115)
p30; — by + mipyy =0 em (0,L) x (0,00).

com condig¢des iniciais

p(x,0) = @o(z), pi(z,0) = @1(x), Y(x,0) = Po(z)
Pi(x,0) = 1(x),0(x,0) = by(x) x € (0,L), (3.116)

e de fronteira
©(0,L) = ¢(L,t) = 1.(0,t) = ¥, (L,t) = 0(0,) = (L,t) =0, t > 0. (3.117)

No que segue, mostraremos que o Problema de Valor Inicial e de Fronteira (3.115)-
(3.117) possui uma unica solugdo via teoria de semigrupos lineares. Para aplicar a teoria de

semigrupos lineares, introduziremos inicialmente as seguintes notagdes ¢ = ¢, ¥ =1, e
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U= (p,®,1,¥,0)7T. Assim,

_ o _
- T + x
o (¢z + 1)
U, = ; L v = AU
_1/}162: - _(902? + 1/1) - _Qm
L P3 P3 i
€ U<O) = (‘P(h ©1, 1/]0a @Z)l, QO)T = UO‘
De onde obtemos que
0 0 0 0 |
Fow 0 Ta, 0 0
P1 P1
A= 0 0 0 14 0 (3.118)
—pﬁaw 0 —bamp_ Oy Ty,
2 2 2
0 0 0 Ty, ipam
L P3 P3 i

Assim, podemos escrever o seguinte problema de Cauchy abstrato associado ao sistema (3.115])

— AU, t >
{Ut 20, (3.119)

U(O) - U07

onde A ¢ dado por (3.118), afim de contemplar as condi¢des de fronteira em (3.117), definimos
o seguintes espaco de Hilbert,

H = H;(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L2(0, L) x L*(0, L)

com produto interno e norma dados respectivamente por

A A A

(U, D) = (#0:B2) + (Y0, ) + (D, D) + (T, ) + (6, 0)

U, = Mol + lvoll* + 1211 + 121 + [|6]* (3.120)

para quaisquer U = (o, ®,9,0,0) e U = (p,®,¢, ¥, ) € H, juntamente com o seguinte

dominio

D(A) ={U e 1|0, ¢, ® € Hy(0,L), 0,9, € H*(0,L), ¥ € H,(0,L)}.
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Lema 3.14. Consideremos o seguinte espago de fase
H = H}(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L?(0, L) x L*(0, L).

Entdo, dados quaisquer U = (¢, ®,1), ¥, 0) e U= (o, o, 1&, 0, é) € H, temos que:

(i) (U, U)H é um produto interno em H, onde

A~

(U, U = k(s + 1, G+ ) + (b, ) + pr(D, @) + pa(W, W) + p3(0,0).

(ii) A norma | - |3 dada em é equivalente a norma || - |

%, onde

U115 = Klles + 911" + 0llwall® + prll @l + o2l T + ps[10]1%.

Demonstragdo. (1) No que segue, mostraremos apenas que
(U,U)yy=0=U=0,

as demais propriedades seguem naturalmente da defini¢do de produto interno em L2(0, L) apli-
cada a cada parcela de (U, U ).
Dado U € H, temos que

(U, U)n = 0= llpa+ ol = [[¢ell = 2] = [[W]] = [|6]] = 0.
Usando a Desigualdade de Poincaré, segue que
[Ya]l = 0=l = 0= 14 =0,
assim, novamente pela Desigualdade de Poincaré, obtemos que
el =0 = [lell =0=¢ =0,

0 que nos leva a concluir que
(U,U)y=0=U=0.

(ii) Dado U = (¢, ®,4¢,V,0) € H, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular junta-
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mente com o Lema[2.28] temos

U5 = Elloz + ¢ + bllvol* + pil| @ + p2 | W] + ps 0|
2kl @all® + 2L Kllthal* + Bllvbal* + pr| @I + p2l W] + ps]|6]*
mallall* + [¥al® + 121 + 12[1* + [10]%)

m1|U|3{7

INIA

onde m; = max{2k,2kL? + b, p1, pa, p3}, OU s€ja,
U3, < mu|UL,.

Analogamente, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular e o Lema[2.28] obtemos

Ul = lleall® + e ® + 121 + (2] + [|6]]°
< 2w +WI* + 207 o] + [|9a]* + )1 + 1217 + (6]
2k <2L2 + 1>b P1 P2 P3
= —llor + VI + e |+ P+ Y+ =02
k b P1 p2 P3

IN

malkllos + V1" + 0llvel* + o @17 + o2l T + p3]16]|°]

= mal|U]%,

{2 27 +1 1 1 1
onde my = max

-, —, —,—,— p,ouainda,
k b P1 P2 03}

U3, < mo|| U3,

Portanto,
ms|Ul5, < U5 < mu|UR
3 H = H = 1 H
1 .
com mg = —, provando assim o lema. 0
ma

Sob as consideracoes feitas anteriormente, temos o seguinte resultado de existéncia e

unicidade para o PVI (3.119)), conforme segue.

Teorema 3.15. Se Uy € D(A), entdo o problema (3.119) possui uma tinica solugéo
U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H),

dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema [2.100] basta mostrar que o operador A é gerador infinitesimal

A

de um Cy-semigrupo de contragdes S(t) = e”* em H. Neste caso, pelo Teorema de Lummer-

Phillips, € suficiente mostrar que:

(i) D(A) =H,;
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(ii) Re(AU,U)y < 0;
(iii) I — A: D(A) C ‘H — H é sobrejetor.

No que segue demonstraremos os itens (ii) e (iii), o item (i) segue como consequéncia via
Teorema 2,941

(i) Seja U = (p, ®,v, ¥, 0)T € D(A), fazendo o produto interno de AU com U em H definido
em (3.118), integrando por partes e utilizando as condi¢des de fronteira dadas em (3.119),

obtemos

k
(AU, U)y = k(Pe + ¥, 05 + 1) + 0(V,, 0,) + m(p_(% +19)e, P)

1

b - -m
P2 P2 P2

P3 P3
= k[(®s + W, 00 + ) = (90 + ¢, @0 + V)] — ][0,

+ b[<\1127 1/1:10) - (%, \I’x)] + m[(@, \II:E) - (\Ilm’ 9)]

Tomando a parte real, vem que
Re(AU,U)y = —c|l6.]1* < 0,

ou seja, A é dissipativo em H.
(iii) Seja F' = (f1, f2, f3, [1, f5) € H, mostraremos que a equacdo (I; — A)U = F possui uma
tinica solu¢do U € D(A). De fato, reescrevendo (I; — A)U = F em termos de suas compo-

nentes, obtém-se

-0 = fi, (3.121)
k
P — p—(% + ). = fo, (3.122)
1
v—v =fs, (3.123)
b k
U — — )y + — (0 +9) + My, = f1, (3.124)
P2 P2 P2
- 0, + v, =7 (3.125)
P3 P3

De (3.121)) e (3.123) temos, & = p— f; e ¥ = ¢ — f5 respectivamente, substituindo em (3.122)),
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(3.124) e (3.125) obtém-se o seguinte sistema nas varidveis ¢, 1 e 0

(

k
o—fi— E(% + V) = fo,
b k
S fy = —thur + —(pu + ) + =6, = f, (3.126)
c P2 m P2 P2
0——0.,+—V, = fs.
\ P3 P3

Tomando

g1 = p1<f2 + fl) € L2<O7L>7
92 = pa(fa+ f3) € L2(0, L),
g3 = psfs + mfs, € L*(0, L),

podemos reescrever (3.126) como

p1p — k(o +10)e = g1, (3.127a)
p30 — clp + M, = gs. (3.127¢)

No que segue, mostraremos que o sistema (3.127a)-(3.127¢) possui solugio, tal exposi¢do sera

feita em duas etapas.
Etapa 1: Existe uma tnica terna (p,1,0) € H}(0,L) x HL(0,L) x H}(0, L) satisfazendo o

seguinte problema variacional

L L L __ L _
Sdr + k N 5, +)d b 0d
m/o ppdr + /0(<p + ) (¢ +1/1):L’+pz/0 (00 x+m/0 Y, 0dx

L L _ L _ L _
+b/ wz%d:chm/ szpderpg/ 99d:v+c/ 0,.0,dx (3.128)
0 0

0 0

L L _ L _
= / gipde + / gobdz + / gsOdz.
0 0 0

Mostraremos via Teorema de Lax-Milgram que existe uma tnica terna (¢, 0, 9~) € H satis-
fazendo (3.128), onde H = H(0,L) x H!(0,L) x H}(0,L). Com efeito, consideremos a

seguinte forma sesquilinear a : H x H — C, dada por

~ o~ L _ L =
al(p.10,0), (3,0, 0)) = py / SEda + k / (0 + )@ 1 D)da
L _ L _ L .
+ pa / Vibdr +m / U 0dx + b / pthpda
0 0 0

L _ L _ L __
+m/ wadx—l—pg/ 69d:1:+c/ 0,.0,.dx.
0 0 0
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Note que a € continua e coerciva. De fato, usando as desigualdades de Poincaré e Cauchy-

Schwarz, obtém-se

la((, 9, 0), (2,9, 0)] < klloalllZall + kllwa 1D + Kl il + kIl Sl
+ 0l lllla ]l + prlle @l + pell ]|+ ml6a 1|
+ | 161+ ps 1011161 + /16116
< kllealllell + kLll@allllvell + kL2l 1o | + EL Il G2l
+ 0l el + o1 L2l eu | 16e | + p2L2 9 llllell +m L6 [l
+ mL[[a |16l + ps L (16211162 + cll6x 116
= (k + L2p)l@allllall + kL @alllltbs | + (KL* + b+ L2po) [l
+ kLI ll16a ]l +mL s llla ]| + mLlvelll8:]] + p3(L? + ) 16211611

Denotando por Cy = max{k + L%p;, kL, kL*> + b+ L%*py, mL, p3L? + ¢, 1}, segue que

la((, 9,0, (@9, 0))] < Culllpall + 1all + 101 Nl + lleba ]| + 116:]])
= Cill(o, ¥, )l (8,4, 0)ll5

para quaisquer (¢, 1, ), (¢, 1, 0) € H. Observe ainda que

a((,¥,0), (,9,0)) = klloa + 01 + bllgal* + pullel* + p2ll ]
+ psllO11* + cllfu ]l + m(0z, ¥) + m(¢s, 0).

Como 0 € H}(0, L), temos

(¥, 6) /%edx_w /wedx_ /wedx_ (¥, 6,)
= m|(0r, %) + (s, 0)] = — (¢, 0, (02, %0) — (6, 0)].

Assim, usando que 4(a? + a3 + a3 + a3) > (a1 + ay + az + a4)?* para todo a; € R com

e em seguida fazendo a parte
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real de a((¢, ¥, 0), (¢, 1, 0)), obtemos que

Rela((,,0), (,4,0))] = klloa + 91" + bl[¢al® + prllol® + p2llvlI* + psllO]* + clla]1*
> kllps + 91 + bl + p2ll¥l* + cll6:

= 4w + 0l + 2P + Sl + 10l
> Co(dllgs + I + A2 + A P + 416.1)
> Collge + 0l + 00+ [l + 1161

> O(lpell + sl + 021

= Gl )

mostrando o desejado. Agora, consideremos
F:H—C
~ ~ ~ ~ L _ L - L =
6. 0.0) = F@0.0) = [ 93+ [ gudda+ [ g
0 0 0

E facil notar que F ¢é antilinear, e ainda, usando as desigualdades de Poincaré e Cauchy-

Schwarz, obtém-se

|F(3,9,0)] < Lllgilll@ell + Llig ¢l + Llgs 16l
< C3([|@all + [[¢all + [[621])
- CgH(QD 77Z) )”’H? (9071/}79) S H

onde C3 = Lmax{||g1||, [|g2ll, [|g3]|}. Portanto, F' é Imitada, assim, pelo Teorema [2.21] existe

uma tnica terna (p, 1, 6) € H tal que

a((,9,6),(2.4.0)) = F($.4.6), V(3. 4,0) €
ou seja, (¢,1,0) € # é a tinica solugdo de (3.128)), como queriamos mostrar.
Etapa 2: Mostraremos que as fungdes ¢, v, € H*(0, L) satisfazem (3.127a)-(3.127¢), e desse
modo, teremos que (¢, ®,1, ¥, 0)T € D(A) é solugdo de (3.121)-(3.125).

Consideremos (¢, 1, 0) € H, observe que ® = ¢ — f; € H}(0,L)e ¥ = — f3 € H(0,L)

satisfazem (3.121)) e (3.123)) respectivamente.
Tomando ¢ = v € CL(0,L) € H}(0,L) e § = ¢ = 0 em (3.128)), temos

L L
/ E(pu + )75 + pro7da — / g17da
0 0

., o (3.129)
= / Oy Yedr = T/ (prp — kby — g1)7dx, ¥y € C&(O, L).
0 0
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Como ¢, pr — kb, — g1 € L*(0, L) e vale (3.129), entdo pela definigdo de derivada fraca,
¢, € H'(0,L) = ¢ € H*(0, L), e ainda

k:(zpacac = 1Y — lm/}ac — g1 em L2(07 L)
Como g1 = p1(f1 + f2) e ® = ¢ — fi, temos
k 2
1

Portanto, o € H?(0, L) N H(0, L) e satisfaz (3.122). Agora, tomando 3 € C, note que

. 1 L .
B=p8-— E/ Bdz, nos fornece que 3 € H!(0, L).
0 ~ ~ ~
Assim, tomando ¢ = 3 € H(0,L) e § = ¢ = 0 em (3.128), vem que

L — — — — L _

N 1 L
Substituindo 5 = [ — T / Bdx, vem
0

/OLk(gprrqﬂ)(ﬁ—%/OL/de)dx+/0Lpg¢(6—%/jﬁdx)dx
SRRy o)Ay s o
:/0L92<5—%/0L5dx>d:c,

/ ik(wxw)Bde / ke L+w) (% / Lﬂix)daﬂr / Zpgwﬁda:
— /0 pw(% /O Bdw)dx+ /0 by, Bpdx — /0 wa(% /0 Bd:p)xdx
+/0Lm8$3dm—/OLmé’x(%/OLﬁdx)dx
_/OLQQde—/OLgQ(%/OLﬁdx)dQC.

1 L
Como, ¢,0 € H}(0, L), 1,9, € H}(0,L) e <Z/ ﬁdx) = 0, segue que
0 T

ou ainda,

L
0

L
/ Uy Bpdr = —%/ (k(w + ) + p2yp +mb, — go)Bda, VB € C'(0,L).  (3.130)
0
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Como Y, k(e + V) + potp + mb, — go € L*(0, L) e vale (3.130)), entdo pela definicdo de
derivada fraca, temos que v, € H'(0, L) = v € H*(0, L), e ainda

Wze = pot + mby + k(pp + 1) — gy em L*(0, L), (3.131)
como gz = ,02(f3 + f4) e U =1 — f3, segue que

b k m
P2 P P2

2

ou seja, 1 € H?(0, L) N H(0, L) satisfaz (3.127b). De (3.131) temos

g2 = patb + k(pz + ) — bty + mb,. (3.132)

Dessa forma, substituindo (3.132)) em (3.130)) e usando integragdo por partes, obtemos

/O " Fda = -/ b B

0

N /0 N /O Bz = 8 j ; /0 s

L

= —u(L)B(L) + ¢2(0)8(0) = 0, ¥3 € C1(0, L),

0

como 3 € C'(0, L), tomando 3(L) = 0 e 3(0) = 6, temos que 1,(0) = 0. Analogamente,
tomando 3(L) = 2 e 3(0) = 0, vem que ¥, (L) = 0, ou seja, ¥, € Hy(0,L). Portanto, v

satisfaz (3.124).
Finalmente, tomando ¢ = ¢ = 0e f = o € CL(0, L) C HL(0, L) em (3.128), vem que

L L
/ psfa + cl,a, + my,adr = / gsadx
0 0 (3.133)

L 1 L
= / 0, apdr = _Z/ (p3f + map, — gs)adz, Ya € C3(0, L).
0 0

Como 0, p30 + mip, — g3 € L*(0, L) e vale (3.133), entdo 0, € H'(0,L) = 6 € H*(0,L), e
ainda,
Oy = p3f +map, — g3 em L*(0, L).

Recordando que g3 = p3fs + mfs, e ¥ =1 — f3, vem que

0 — iea:x + E\Dx = f5 em LQ(Oﬂ L)7
P3 P3
ou seja, § € H?(0,L) N H(0, L) e satisfaz (3.125)). Portanto, U = (p, ®,9, ¥,0)" € D(A)
satisfaz (I, — A)U = F.

(i) Do item (ii), temos que A é dissipativo em . No item (iii), mostramos que o operador
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I; — A = H (sobrejetor). Como # é um espaco de Hilbert, segue do Teorema [2.20] que H
¢ reflexivo. Assim, pelo Teorema segue que D(A) = H, finalizando assim a prova do
Teorema 3.13 [

3.5.2 Estabilidade Exponencial

Nesta secdo verificaremos a estabilidade exponencial do sistema (3.119) utilizando o
Teorema[2.101] Iniciaremos verificando que iR C p(A).

Lema 3.16. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.118). Entdo o espectro o(A) do operador

A é formado apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Da Proposi¢ao [2.102] basta mostrar que a aplicagdo inclusdo
i (D(A), [ Ipeay) = (H, |l - ll#)

¢ compacta. Para isso, considere (U, ),y uma sequéncia limitada pela norma do grafico em
D(A) tal que U,, = (™, @™, ¢™, ¥" 0"), Vn € N. Precisamos mostrar que (U,,),en possui uma
subsequéncia (U, )nen que converge em (#H, || - ||3) com N' C N.

Da defini¢do de || - || pa), temos

1Unllpay = [Unly + [AUn
= ||<PZ||2+IICI’”||2+||¢”||2+II‘I’”H2+||9”||2
+ H@”H“rl\ ~(#r + 9" I+ ez

2 2

071 _ _\IJTL

P2 P3 P3

; H— - ¢x+w"> Mol

assim, temos que (" ),en, (P )nens (¥™")nen (V™) nen sdo limitadas em H'(0, L).

Da dissipatividade do operador A , temos
N 1 1
cllOz|* = |Re(AUn, Un)ul < 5 HAUnH% + 5105 = 51U D) < 101D,

ou seja, (07),ey € limtada em L%(0, L).

Usando a Desigualdade Triangular e o fato que (a + b)? < 2a® + 2%, temos

lerall* = llehs + o —¢2|
k o1 x x x

2

k n
+2[ly3 %,

/012
< 2| —
< 2(%)
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ou seja, (7, )nen € limitada em L?(0, L), observe ainda que (¢™),cy € limitada em L?(0, L), o
que nos leva a concluir que (¢™),en € limitada em H2(0, L).
Segue da Proposicao[2.62 que

it (H*(0, L), |lllr2) — (H'(0, L), [|.||1z)

é compacta. Dessa forma, existe uma subsequéncia (¢"),cn,cn € uma fungio ¢ € H*(0, L),

de tal forma que

™ — ol|lgr — 0.

Como " € H;(0, L), paratodon € Ny e (Hg(0, L), ||.||g:) é completo, segue que
o € HL0, L).
Analogamente, usando a Desigualdade Triangular e o Lema [2.28] obtemos que

2

k k
» 3 Z(P ) — O (gl ) —

2 _

2

P2 b n k n n m k n n n
d )

Assim, temos que (Y7, ),en, € limitada em L?(0, L), ou seja, (1")nen, € limitada em H?(0, L).

2

2k
2 Z (o n en
+ HM*W "y,

k m
— (g ") — —0;
Pz P2

P_
b
P2
b

IN

n k n n mn2 k n n mn2
2

P2

P
P2

Novamente, segue da Proposicdo [2.62 que a aplicagio inclusdo
it (H*(0,L), || =) = (H(0, L), || |l )

é compacta. Portanto, existe uma subsequéncia (1)"),cn,cn, € uma fungio ¢» € H'(0, L), de
tal forma que

19" = [l =0

como ¢™ € H(0, L), paratodon € Ny e (H(0,L),| - ||z1) é completo, segue que
Y € H(0,L).



100

E ainda, usando a Desigualdade Triangular e o fato que (a + 6)2 < 2a® 4 2b%, temos

2

lom > = |jon, — —or + Zgn
0 Co
_ @{C_Ogn _@W} gl
co | p3 T 03 x o T
2 2
< 2(@) Sgn — Dyl 4o Zym||
Co p P3 Co

ou seja, temos que (07, ),cn, € limitadaem L2(0, L), ou ainda, (6"),cn, € limitadaem H*(0, L),

rxr

da Proposigéovem quei: (HY |- |lz) < (C(I), || - ||z~) com inclusdo compacta. Dessa
forma, existe uma subsequéncia (6"),enscn, de (0")nen, € uma fungdo 6 € C0, L], de tal
forma que

10" — 0||c — O.

Observe ainda que,

L
16" —o]* = / 0" () = 0(2)[*dx < L sup [0"(z) — 0(x)* = L]|6" — 05, — 0,
0

z€[0,L)]

como L2(0, L) é completo e 0™ € L?(0, L) para todo n € N3, segue que § € L2(0, L).
Observe que da limitagdo da norma de (U, ),eny em D(A), vem que (P"),cn, € limitada em
H'(0, L), e novamente pela Proposi¢io 2.62] obtemos que

ic (HY0,L), |- ) = (C(), ||+ Iz=),
¢ compacta, assim, existe uma subsequéncia (®"),cn,cn, € uma funcdo ¢ € C[0, L] tal que
|®" — Do — 0.

Observe ainda que

L
" — @|* = / [@"(2) — ®(2)[*dz < L sup |@"(x) — (z)|* = L[|@" — @[|3, — 0.
0

z€[0,L]

Como L?*(0, L) é completo e ®" € L*(0, L) para todo n € Ny, segue que ® € L(0, L).
Finalmente, da limitacdo da norma de (U,),eny em D(A), vem que (¥"),cn, € limitada em
H'(0, L), e novamente pela Proposi¢io 2.62, obtemos que

i (HYO,L), [ ) = (), - o),
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é compacta, assim, existe uma subsequéncia (V"),en,n, € uma fungdo ¥ € C0, L] tal que
|| ¥" — V|| — 0.

Observe ainda que

L
" —w|* = / 0" (2) — W(2)[*dx < L sup [9"(x) — ¥(z)]* = L]|T" — ¥, — 0.
0

z€[0,L)]

Como L*(0, L) é completo e U™ € L?(0, L) para todo n € Nj, segue que ¥ € L*(0, L).
Portanto, tomando U = (p, ®,9, V,0) € H e (U,)nenscn, subsequéncia de (Uy,)nen-

Dessa forma,

1Un=Ulle = lle" —¢lin + 12" = @* + " = ¢lin
+ e = F 4[]0 = 0] — 0,

ou seja, dada uma sequéncia (U, ) ey limitada em D(A), esta possui uma subsequéncia conver-

gente em H, ou ainda
i: (D(A), I-lpcay) = (H, ]I-1%)

¢ compacta.

Portanto, o(A) é formado apenas por autovalores de A. [
Lema 3.17. Seja A : D(A) C H — H definido em . Entdo, 0 € p(A).

Demonstracdo. Observe que mostrar que 0 € p(A) é o mesmo que mostrarmos que o operador

— A1 existe e € limitado. Dada F' € H mostraremos que a equagio
—AU = F, (3.134)

possui uma unica solugdo U € D(A), reescrevendo (3.134) em termos de suas componentes,

temos

—o = f, (3.135)

—k(pz +10)e = p1fo, (3.136)

U =, (3.137)

—0ae + k(02 +0) +mb, = pafa, (3.138)
—Clyy + MV, = psfs, . (3.139)

De (3.133) e (3.137) temos , ® = — f; e U = — f3, respectivamente, assim, obtemos o seguinte
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sistema nas variaveis ¢,y e 6

—k(pz +¢)e = prfo,
~be + k(0 + ) +mb, = pafy, (3.140)
_60$$ = meg; + p3f5~

Tomando

g1 = p1fa,
g2 = pafa,
g3 = mfs, + p3fs,

podemos reescrever (3.140) como

k(pe +1)s = —a1, (3.141a)
e = —73- (3.141c)

O que nos leva ao seguinte problema variacional

L - ~_ - — . L — - =.
/ [k(gox + V) (e + ) + bbby, + mb) + cﬁxem} dr = / [g1s5 + 920 + 936] dz. (3.142)
0 0
Tomando H = H}(0, L) x H}(0, L) x H}(0, L), podemos definir a seguinte forma sesquilinear
a:HxH—C,
dada por,
~ o~ L - ~_ - — .
ol(:6,0). (5.9.8)) = [ [Kpu )G+ 0) + butds + mb + o8] do
0

Note que a € continua e coerciva, pois tomando o médulo e usando as desigualdades Triangular,
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de Cauchy-Schwarz e Poincaré, obtemos que

la((0, ¥, 0), (¢,%,0)] < kllgs + |l1s + || + bl vl
+ |0, ][[|5]] + cll6 116 |
< kll@allllgall + KLl Foll + EL|a |22
+ (L2 + b)|Wollllvhz || + mL| 6o | |¥a]] + cll6 162
< Crlllgall + el + 162l [I2all + el + 11621]

Cill(e, %, 0)llzll (2,9, )z,

onde C} = max{k, kL, kL?+b,c,mL,1}.

Note ainda que usando o Lema [2.28] obtemos

la((, 9, 0), (9, ¥, 0))| klloa + 91" + bllvs|* + cllfall* + m(6a,v)

klla + ¢ + bllval|* + cll6a |

k b c
2| = x 2 a x2 _951:2
s+ I+ Sl + Sl

AV

2

> Ci[llos + 0l + 19l +110]]
2
> Cifllall = [0 + 19l + 116:1]
> Cifllal® + 1917 + lvall® + 116:]7]
> Ci[llall® + 1l l® + 1621]
= CZ”(%WQ)”%,
. [k b c
OHdCCmeIH{§,§,§}.
Considere agora o seguinte funcional
F:H —C

o o L
G.0.0) > F(3,9,0) = /0 (913 + 920 + go0] de,

€ facil verificar que F' € antilinear, observe ainda que tomando o médulo e usando as desigual-

dades de Cauchy-Schwarz, Triangular e Poincaré, obtemos que

1F(@,9,0)] < Lllgilllgell + Lllga el + Lllgsll 16211 < Csli@, 4.0

72

onde C3 = Lmax{|\g1], |lg2|l, lgs]|}. ou seja, F é limitado, portanto , F € . Logo, pelo
Teorema [2.21 existe um tnico (¢, v, 0) € H tal que

a((¢,,0),(,9,0)) = F(¢,1,0), ¥(¢,4,0) € H,
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ou ainda, (¢, 1, 0) é solugdo de (3.142).

Mostraremos agora que (p, ¢, 0) € D(A) e satisfaz (3.135))-(3.139).
De fato, tomando p = v € H}(0,L) e 1) = 6 = 0 em (3.142), vem que

L L
/ k(p, + V) Yzdx = / g17ydzx,
0 0

ou ainda,

L 1 L
/ Oovadr = v / (g1 + Vo )yda, ¥y € HL(0, L). (3.143)
0 0

Como, ¢,, g1 + ¥, € L? e vale (3.143) paray € C3(0, L) C Hy(0, L), segue da definigdo de

derivada fraca que ¢ € H?, e ainda,

k((p:v + w)m = —41.

Como g; = p; f2, obtemos que
_k(@x + 77Z)>$ - p1f2~
1 [F -
L Bdx € tal que 8 € H(0, L), dessa
0

Agora, tomando 3 € C(0, L), note que § = § —
0 em (3.142)), obtemos que

forma, tomando ¢» = 3 € H}(0,L) e p =0 =

L _ _ _ Lo

ou ainda,

/OL/C(%ﬂLIP)(ﬁ—%/OLﬁdx)der/oLb%( /Lﬁdx)x
i /OLme(ﬁ—%/oLﬁd$>dfr— 2(6 . 0 s )da:.

Como ([1‘,/ ﬁdx) =0,v € HY0,L),,0 € H}(0,L), g, € H}(0,L) e
C3(0, L) c C'(0,

L), em particular, para 3 € C}(0, L), obtemos que

L o 1 L .
| s == [ hten +0) 4 mb, — gu)Bide, V5 € CY0. L), (3.144)
0 0

Como ¥, k(0,+1)+mb, —go € L*(0, L) e vale (3.144), segue da defini¢do de derivada fraca
que ¢ € H*(0, L), e ainda

bqvbmx = k(@:v + @Z)) + meac — g2,
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de onde segue que
—btpae + k(pa + ) + mby = go. (3.145)

Substituindo (3.143)) em (3.144) e usando integracdo por partes, obtemos

/0 "y Fda — ~ /0 b, B

N /O YT = — /0 Bz = 8 OL + /0 e

L

= —1,(L)B(L) + ¥,(0)5(0) = 0, V3 € C*(0, L),

0

= _¢$ﬂ

como 3 € C'(0, L), tomando 3(L) = 0 e 3(0) = 6, temos que 1,(0) = 0. Analogamente,
tomando 3(L) = 2 e 3(0) = 0, vem que ¥,(L) = 0, ou seja, ¥, € Hi(0,L). Portanto, v

satisfaz (3.138).
Finalmente, tomando 0=ac H&(O, L)e 1/; = = 0em (3.142),

L 1 L
/ 0, 0,dx = —/ gsadz, Ya € Cy C Hy. (3.146)
0 € Jo

Como 0, g3 € L?(0, L) e vale (3.146), segue da defini¢do de derivada fraca que —cf,, = gs,
como g3 = p3fs +m(f3). € =¥ = f3, segue que

_Cexac + m\IJx = p3f5.

Portanto, existe de fato um tnico U € D(A) solugao de (3.135)-(3.139).
Mostraremos agora que —A~! é limitado. Como —A~!F = U é suficiente mostrar que,

U3 < CJF|l%,
relembrando que
U113, = kllpa +9[1* + bllwal* + prl| 2117 + p2 [ [1* + psll6],

estimaremos cada termo da norma de U. No que segue, note que :
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e Usando (3.135) , e aplicando as desigualdades de Poincaré e Triangular, vem que

le* =117 < LAI(f)all”

< LA(I(f)e + fll + 11 f31)?
< 2L%[(f1)e + f3l? 4 217 f5]?
< 2L%[(f1)e + SslP + 2L (fs)a 1P
o Vb+VELE
< 2L (——=)IIF %
Vkb
Vb + VEL?
= o||®]|2 < 2L2<—) FlJ2,. 3.147
e Analogamente, de (3.137), temos
W[ =Ifs07 < L2[(f3)al?
< Zyrpe
poL? 2
= po||U||? = | F)3. 3.148
p2| 7 < ﬁll 1 ( )

e Como —AU = F, entdo (—AU,U)s = (F,U)y. Logo, usando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e Poincaré e da dissipatividade do operador A, segue que

cllfa|* = (F.U)x
= cllfal* < Nl Ul3e-

Assim, segue que
psL?
c

p3l|0]]* < 1F 12| U |- (3.149)

e Fazendo o produto interno de (3.136) por ¢ em L?(0, L), usando integra¢do por partes, obte-

mos

—k((¢s +¥)z, ) = p1(fo, ¢)

e ainda, multiplicando (3.138]) por ¢ em L?(0, L), integrando por partes, vem que

Assim, somando (3.150) e (3.151)), e usando as desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz,
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Young e Triangular,

bllal® + klloa + |

p2<f47 ¢) + Pl(fZ» 90) + m(@, wx)

< Lpa|[ falll9oll + Lol fall |0l + ml|€]H[ x|
< Lpa|l falllo=]l + Losll fallllox + 91l + L2pa || folll| 40|
+ ml|O]l][¢x |
< Lpa|[ falllball + Co, L2031 fall? + exllpa + 11> + L2pal f2ll 402
+ C,m?||0]? + o[t
P2
< LR IlU -+ Ca L2l FIB + 21l + 01
2L2
+ LRIVl + Co ™ Pl Ul + <ol
k b 1 1
tom.ando €1 = 5 = 5 vem que C;, = % eC,, = T
Assim,
wamHQ + ke + 9117 < CulFlll|Ulls + Coll FII3, (3.152)
NN L2py
deC;, =2|L L e Cy = )
onde C + e + NG 2=
Dessa forma, de (3.147), (3.148)), (3. e (3.152)), obtemos

U5 < Csll EllaellU I + Call Fl13,.

L2 \/l_)_l_ \/EL2 L2
onde 03 p\Q/B + p12L2 (W) + 02 € 04 = 01 + Ps
Aplicando a Desigualdade de Young com € = 7 temos

% U113
U1, < SHIFIR, + 52 + il Pl

o que nos leva a concluir que
U115 < 2Cs + CHIIF -
Portanto, existe um C' > 0 tal que
I(=A)""Fll3, < CIFIG, YFeH.

Concluindo a prova do lema. 0

Lema 3.18. Seja A : D(A) C 'H — H definido em . Entdo, iR C p(A).
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Demonstragdo. Como D(A) < H, suponha que iR ¢ p(A). Entlo, existe 5 € R tal que
i8¢ p(A) = C\ o(A).
Portanto, i € o(A). Considere 0 # U € D(A) autovetor associado a (3, isto &,
AU =1ipU & AU —ipU = 0. (3.153)
Entao, tomando o produto interno de com U em H e, em seguida a parte real, obtemos

AU —iBU =0 & (AU, U)y —iB||UJ3, =0
& Re[(AU,U)y —iB|U|3] =0
& Re(AU,U)y =0
& cf.]* =0,

como ¢ # 0, segue que # = 0. Reescrevendo AU — iU = 0 em termos de suas componentes,

vem que
b —ifp=0 (3.154)
2
— (e + ), — P =0, (3.155)
1
U — By =0, (3.156)
b 2
2 e — ey ) — L, — BT = 0, (3.157)
P2 P2 P2
0, — 2w, —igg =0, (3.158)
P3 P3

substituindo # = 0 em (3.158)), e usando a Desigualdade de Poincaré, vem que ¥ = (. Logo
nos fornece que 1y = 0 e consequentemente, substituindo ¥ = 1) = 6 = 0 em (3.157),
temos que ¢, = 0, e novamente pela Desigualdade de Poincaré, temos ¢ = 0. Finalmente,
substituindo ¢ = 0 em , segue que ¢ = 0, ou seja, U = (0,0,0,0,0), absurdo, pois

tomamos U # 0. Portanto, iR C p(A), provando assim o lema. L]

Vejamos agora o segundo item do Teorema de Priiss, a saber.
Seja F' € H existe um dnico U € D(A) tal que (A — i51;)U = F para todo 5 € R, entdo
U = (A —ifI;)"'F. Assim, para mostrar que (A — i3I;)~" € limitado para todo [3, basta
mostrar que existe C' > 0 tal que para todo ' € ‘H

1Ull3 < ClIF 3,

onde U = (A — i81;)"'F. Reescrevendo iU — AU = F em termo de suas componentes,
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obtemos

iPp—® = fi, (3.159)

p1if® — k(pz + 1Y)z = p1fa, (3.160)

B — W = fa, (3.161)

p2i8V — bipyy + k(e + 1) +mb, = pafy, (3.162)
p3tB0 — O + mV, = p3fs. (3.163)

Lema 3.19. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, (i1, — A)U = F para B € R. Entdo, existe
Cy > 0 tal que
psllOlI* < CLllF I3l U1l

Demonstragcdo. Observe que

iBU — AU = F & iB|U[)5 — (AU, U)y = (F,U)x
& Re[iB|| U3 — (AU, U)y] = (F,U)y
& 0 < U3l Flla,

assim, da Desigualdade de Poincaré, vem que

psllO1* < CLl Flla| U1l

psL?

c
Lema 3.20. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, (if1; — A)U = F para € R. Entdo, dado
gq > 0 existem Cy, C3, Cy, £9, > 0 tal que

onde C =

]

CQ 04
bl|x|* < WHFHHHU”H + C5[|Fll]|U |2 + WHUH% +2e2|| U5
Demonstragdo. Considerando a equagio (3.162)), temos que
L

assim, tomando o produto interno de (3.163) com bp, em L?(0, L), usando integra¢do por partes

e usando (3.161) e (3.164), temos

iBmb||v, | = psb(fs, vu) — ipsBb(0,%s) — c(0s,ipaBY) — c(0s, k(s + 1))
- cmHHCL‘HQ + c(eza p2f4) + mb(f3x7 %)
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Usando as desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz, Triangular, Young e dividindo por

|ifm| tem-se

bl < rm sl + 2220 ||e lleall + L2 16
0., 012 + L2 119,
+ W 116, Il +wu+wu I+ el
+ ,mnfgxnnwxn
1 [vops NG } .
< |G rer 2 APt
p3bL k
+ Bl + ”Cnezmmfn+#ﬁ,uezmm+wu
1 [vbps NG }
< — 1| |F U
< w[ | I

bL c
; cal(”i” ) 16, ||2+el||wx||2+c@(p2 ) 16,12 + |92
m m

ck\?
v ()

2 2
m .
obtemos que C,, = — e C., = ——, respectivamente, dessa

Ce
WH%WHQ

Tomando €1 = — e 3

2 T 2k2 ) b QCQkQ; .
2y/b c L2 22 2
forma, considerando, Cy = P51 oc ey +2, 05 = C 293 + 2,02 L2 e
m my/p3 m m2ps  ps
2
Cy = % obtemos
Ol < HFHHHU”H+C3||F||H||U||H+ U, + 225||U |12, (3.165)

] 182

]

Lema 3.21. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, (i1, — A)U = F para B € R. Entdo, dado
g9 > 0 existem CS, Cg, 010, 011, Cio > 0 tal que

CYlO
18

CVll

p2 | WI* < CollU I3l Fllae + EE

||U||H||F||H+ SO 4+ =2 [|U]J2 + 2Ch0ea|| U3,

18]

Demonstragdo. Fazendo o produto interno de (3.162)) por — em L*(0, L), usando (3.161) e

integrando por partes,

k k
+ _(flxa ¢) - ﬁ(q)a 1/)$) + k”¢||2 + m(gma 1/))7

P2l U)1? = —pa( W, f3) = pa(fus ) + blleha | 3
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usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Poincaré e Triangular,

pe|||* < Lpz||‘lf|||!f3x||+p2L||f4||l|wm||+b\|¢m|!2+|B|||f1m+f3||l|1/)m|\
+ \ﬂl ||fsz||||wx||+‘ |||<1>||||@/Jx||+1<1‘L2||"¢gc||2+77%L||9x||||@/)x||
L\/p2
< Y= U3l Fllee + bllal®
Vi Vb
LVk Lk k
+ WUl Fllag + = U el E'lle + oy
Vil bll Vpib|f]
2m
+ Lkllv|* + ||U||H||F||H+§||¢x||2y
L?m? NG Ik L%k k
t do C5 = L+1 C’—bL2k—C —e (s = ,
omando Cs 20+(+)\/56 + + = \/5+b€8\/m
temos que
p | WI* < Csl|U NIl Flle + Collvall® + 3l HUHH”FHH + WHUHQ

Assim, usando (3.165) e considerando as seguintes constantes,

CsC CsC. CsC 2C,
09—(C5+ 6b3>7010—(07+ Gb 2>7C11— 6b4ec'122767

segue que

Cio
16|

Cvll

P2l WII* < CollU el Flla+ 7 WEE

HUHHHFHH+ U2, +2C129 || U |13, (3.166)

U|?

]

Lema 3.22. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, (i1, — A)U = F para B € R. Entdo, dado
g9 > 0 existem 014, 015, 0167 017, Cis > 0 tal que

C C
Flea + 07 < CullFllallUlly + |61|5 |51T

C
|51|; 1013, + Cuseal| Ul + 2lkpz — bpr [ @2

1Tl F Il + o U115

Demonstracdo. Fazendo o produto interno de (3.162) por k(. + ) em L*(0, L), integrando

por partes, obtemos

k2||90:v+¢”2 = k’PQ(f4790x+¢)—kb(%,(%Jﬂ/})x)
+ 2V, iBk(p +v)) — m(0s, k(pz + ¢)).



112

Considerando as equacdes (3.160) e (3.161)) , obtemos que

_kb("vaa (9050 + ¢)x) = —b(%, plzﬁ(I> - p1f2)
= bpl(f3gm (I)) — bp1<1117 (I)z) + bpl(wxa f2)7

e ainda, de (3.139) e (3.161) , obtemos que

p2(¥, iBk(ps + ) p2(W, k(f1 + @)2) + pa (Y, k(fs + V)
= kpa(V, D) + kpa(V, f3)

+ kpao(V, fr,) + kpa| 7,

ou seja,
Bloe + 0l = pa(U, k(fr + )a) + bpr(f30, ®) = bpi (T, Dy)
+ 0p1(Va, f2) + kp2(V, ) + kp2(V, f3)
+ Ekpa(W, fi) + kpal[OIP = m(Os, k(o0 +9))
= p2(V,k(f1 + P)s) + bp1(fa,: ) + (kp2 — bp1)(¥, D)
+ bp1(Va, f2) + kp2(¥, fi, + f3)
+ koo U* = m(bs, k(s + 1))

Assim, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young,

Blloa+ 0l < Epallfallles + 0l + borll s 120 + Fipz — bor 2]
bpr a2l + Fpall Wl fr, + Foll + a9

1, 1
L 0112 + = k2|0, 2
S0 7 + 5K + 0l

Call Fllaell Ul + ko2l Bl + eakllow + ¥11* + [kp2 — bpu || ¥]][| @]

IN +  +

2
Tomando C'3 = 2v/kps + 2+/bp1 + gl—, obtemos que
c

Kl + ¥1* < 2C53]| F | U2 + 2kp2|[¥|* + 2|k ps — bor ||| ]| [| D ]l-

Dessa forma, usando a equacéo (3.166) e considerando Cy4 = 2C:3 4+ 2kCy, Ci5 = 2kChy,
Clﬁ = 2]{108, 017 = QkCn € Clg = 4]6012, obtemos que

C C
Ko + 9> < CrllFllallUll + ﬁ”UHHHFHH + |%TIIUII?% (3.167)

C
Tl U3+ Crsea|U 3, + 21kpz — bpa [ 2]]|. .

M
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]

Lema 3.23. Sejam U € D(A) e F € H, tais que, (i1, — A)U = F para 5 € R. Entdo, dado
g9 > 0 existem 017, Clg, Clg, CQ(] e 021 > 0 tal que

Cyy Cy

pul @l < CuollFllalUlly + 7 7 U3l Elle + 57 7] U5
Cir
+ |5|2HUHH+018€2HUHH+2V€p2—bmHI‘I’HH‘P ell-

Demonstragdo. Fazendo o produto interno de (3.160) por —¢ em L?(0, L), usando (3.159) e
integragdo por partes, temos

k k

e ainda, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Triangular e Poincaré, temos

pill@l* = Ellgs +9lI* = pi(f2,0) — pr(®, f1)

pil @ < kH%+¢HZ+LmezHH%H+Lp1H<I>HHf1mH

+ Hsoz+¢||||f3$!|+ ||%+¢H|I\If||
|ﬁ| 18]

< kllps + 0l + Lol folllox + @l + L2 pa |l folll[ 0

+ Lm||<1>||||f1x+f3||+L2p1||¢||||f3x||

+ H%erllllfgm!H H%+¢HH‘I’H
|ﬁ| 5]

Portanto,
p1H<I>!|2§CsHFHHHUHH+ SN F U 1 + "’U"H+k‘|@x+w”2

] |5
2L 2172
onde Cg = \/E + \/_ Cg L\/_ ClO = \/E

Assim, da limitaga;) (]ﬁ, obten\l/o?s que \/5 e : %
pllel? < clguFHHnUHH + Il Fll+ T2V,
IBIQ SIUIG + Crseal|U 3, + 2lkpz — bpu 21|,
onde C'g = Cs + Chy, Cyp = C15 + Cy e Cyy = Chp + Ch. O

Teorema 3.24. Sob as notagdes anteriores e hipdteses do Teorema o semigrupo {S(t) }+>0
k

correspondente ao sistema (|3.115)) é exponencialmente estdavel desde que — = —, ou seja,
P2 P1
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existem constantes C',w > 0 tais que
1S@®)lleao < Ce™, 120,
Em particular, a solugdo U(t) = S(t)Uy de satisfaz
1Tl = 1S Vol < Ce™ | Up -
Demonstragdo. Inicialmente , notemos que ||U||%, é dada por
U153, + Ellgs +I* + bllvall® + prll @I + p2ll T [I* + o310 ]1*.

Assim, aplicando os lemas (3.18), (3.19), (3.20), (3.21) (3.22), e (3.23)), obtemos

015 CI6
1012, < CulFlal|Ullx + = 10 el Ell + 50 U2,
Cir
o ﬁPHUHH + Cisea||U 13, + 2[kps — bpa| 7] @2
* O | P lellU ot + C | Pl + , WHUHH +25,||U |3,
C C
+ CuollFllallU e+ - gﬁ Ul Flle + 5 g; U2,
Ol?
o ﬁPHUnH + Cuseal|U[2, + 2lkps — bou || 9]]]| @, |
C C
+ Col|U |l Fll + | ;HUHHHFHH L & 3 U+ | @j;uUHH

+ 2C0s|[Ul3 + CUllF U

onde 8 € R com |3| > 1. Dessa forma, reorganizando os termos, obtemos

CV23 C124

105 < Conll FllallUlln+ =7 3] 1Ol 1l + 27 7] 1013,
Cos
+ |5|2||U||H+C26€2||U||H+4|k‘/)2—bMIII\I’IIIICP |l

onde 022 = 014 + Cg —|—Clg + Cg + Cl, 023 = 015 + 02 + CQ() + 010, 024 = CIG + 021 +Cg,
Oy =Ci+Cy+2C17; e Cy =208+ 201 + 2.
Assim, tomando C' = 2(Cay + Caz + Coy + Cas + Cog), €2
b k

— = —, vem que
P2 P1

=3 Cos > () e usando o fato que

C
1015, < ClIFIsllU 3 + mHUHH”FHH + ’HUHH HUHH

|8 [ER
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Logo, aplicando a Desigualdade de Young, obtém-se

o, c2C., +C
HUMS<?%L+TE7)W%+&HfoMW%+(—Tﬂr—)W%,

1
tomando €1, €5, €3 > 0 de tal forma que €; + €5 + €3 = 5 segue que

1 cC,, c2C., +C
1018, < (¢ + 0= )i+ e

8] 1812
ou ainda, , ,
1 C°C, + C) 9 ( 9 C-C. )
—— =8 _ U} < [C*C., + =—=||F|3.
(3-S5 o S I
1 C*C.+C
Finalmente, tomando | ﬁ|2 > 202063 + 2C, segue que 5~ le > (). Portanto, tomando
1 C*C.+C c?*C K5
Ki=|--—"2_— Ky, = C?C. i iste M = 4/ — >0, tal
1 (2 E ) e Ky L+ EE segue que existe e al que
Ul < MI||F|[3-
Portanto,
lim |(i82; — A) |y < oo,
800
finalizando assim a prova do teorema. [

3.6 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE FOURIER E DUAS
TEMPERATURAS

Por fim, analisaremos um sistema termoelastico de Timoshenko com duas temperatu-
ras, ou seja, dois acoplamentos térmicos, sendo um considerado no momento fletor e outro na
forca de cisalhamento. Observamos que, até o momento, foram estudados sistemas termoelds-
ticos de Timoshenko constituidos de apenas uma varidvel retratando a temperatura, conforme
visto na se¢do[3.6] onde o termo que denota a temperatura é acoplado apenas no momento fletor
M. Além disso, como usaremos a Lei de Fourier para o fluxo de calor em ambas temperaturas,
entdo o sistema apresentado nessa se¢do generaliza o problema estudado na Segéo [3.6/em um

certo sentido.

Portanto, usando como referéncias [J5, 133]], obtemos o seguinte sistema termoelastico
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de Timoshenko com duas temperaturas

prow — k(pe +¥)e +mb, =0 em (0, L) x (0, 00),
P2 — gy + k(py + ) —mb + 09, = 0 em (0,L) x (0, 00), (3.168)
P30 — cobzz + Mm@y + ¥z)e =0 em (0,L) x (0,00),
pa¥ — 1040 + 00 =0 em (0,L) x (0,00).

A estabilidade do sistema (3.168)) tem sido objeto de estudos recentes do autores em [5] nos
casos em que ¥ = 6 e ¥ # 6. O sistema (3.168)) serd estudado no dominio (0, L) x (0, 00) com
condi¢des de fronteira mista, sendo que ¢ e ¥ possuem condi¢des de fronteira de Dirichlet e as

funcdes 1) e # possuem condi¢des de fronteira de Neumann, isto é,
o(x,t) =Yy (x,t) = 0,(x,t) = Ha,t) =0, xz€{0,L}, ¢t>0. (3.169)

No que diz respeito as condi¢des iniciais, quando ¢t = 0, as fungdes ¢, @, Y, 1y, 0 € ¥ sdo

conhecidas, sendo denotadas por
(,0(.%’,0) :SOO(x)?@t(an) :¢1($)7¢($70) :wo(l") S (07L>7 (3170)
Yi(x,0) = 1 (x),0(2,0) = Oy(x),d(x,0) = Jo(x) z e (0,L), (3.171)
A seguir, mostraremos a existéncia e unicidade de solucdo para o PVIF (3.168)-(3.170).

3.6.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte sistema

p1pu — k(e + ) +mb, =0 em (0,L) x (0,00),
p2thyy — by + k(e + 1) — mb 4 69, =0 em (0,L) x (0,00),
p30r — colpz + m(pr +U2)e =0 em (0,L) x (0,00),
Py — 10z + 0y = 0 em (0,L) x (0,00), (3.172)
o(x,0) = po(x), pu(@,0) = ¢1(x), (2, 0) = o () z € (0,L),
U (x,0) = ¥1(x),0(x,0) = Oy(z),I(x,0) = Jo(z) x € (0,L),
L (2, t) = (. t) = O,(x,t) = I(z,t) =0, xe{0,L},t>0

No que segue, mostraremos que o PVIF (3.172]) possui uma tnica solucao via teoria de semigru-
pos lineares. Afim de aplicar a teoria de semigrupos lineares, consideremos, ® = ¢;, ¥ = v, e
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U= (p,®,1,¥,0,9)T. Dessa forma, temos

)

k m
P1 P1
Y
b k m d = AU 3.173
P2 P2 m P2 P2
L0,y — — (D, + W)
P3 P3 5
- P4 P4 i

e U(0) = Uy = (o, 1, %0, U1,00,%). Assim, podemos escrever o problema (3.172)) como

seguinte problema de Cauchy abstrato

U =AU t>0
t o (3.174)
U(0) = Uy,
onde
[0 I 0 0 0 0 ]
Zo 0 Lo, 0o "o, 0
! P1 P1
— | k b k 5
A p_ax 0 p—am—p—[d 0 Uy _p_ax : (3.175)
2 2 2 0 9
0o o, 0 _my Qg 0
p3 %3 p3
O 0 0 __ax O Claxx
- P4 4 i

e afim de contemplar as condi¢des de fronteira em (3.172)), consideramos o seguinte espagos de
fase
H = Hy(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L2(0, L) x L(0,L) x L*(0, L)

com produto interno e norma dados por

A~ A A A ~

(U, 03 = (00 Ba) + (thay ) + (D, D) + (¥, W) + (0,0) + (0, 0),

U= lall® + llwal* + @17 + (1 + 161 + 1911, (3.176)

para quaisquer U = (¢, ®, 1, ¥, 0. 9) e U = (o, é,l[z, \i/, é,@) € H. E ainda, consideramos o
seguinte dominio para o operador A,

D(A)={U e H |0,V € HX0,L), 0,4,0,9 € H*0,L), ®,9,1,,0, € H}(0,L)}.
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Lema 3.25. Consideremos o seguinte espago de fase
H = H;(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L?(0, L) x L2(0, L) x L*(0,L).

Entdo, dados quaisquer U = (o, ®,10, ¥, 0,9) e U= (o, O, 0, U, é,@) € H, temos que:

(i) (U, U)H é um produto interno em H, onde

~

(U, U)3 = k(e + 0, Go + ) + b, ) + p1 (2, D) + po (W, V) + p3(6,0) + pa(0, D).

(ii) A norma | - |3 dada em é equivalente a norma || - |

%, onde

U135, = Ellow + 11 + 0lleall® + pr|R1 + o2l T + psl10]1% + pall9]J*.

Demonstragdo. (1) No que segue, mostraremos apenas que
(U,U)yy=0=U=0,

as demais propriedades seguem naturalmente da defini¢do de produto interno em L?(0, L) apli-
cada a cada parcela de (U, U),.
Dado U € H, temos que

U U)n = 0= llpa + 0l = [0l = 12 = W]} = lI0]] = [[9]] = 0.
Usando a Desigualdade de Poincaré, segue que
[Ya]l = 0= l¢l = 0= 14 =0,
assim, novamente pela Desigualdade de Poincaré, obtemos que
leall =0 = [lell =0=¢ =0,

o que nos leva a concluir que
(U,U)y=0=U=0.

(ii) Dado U = (¢, ®,4, ¥, 0) € H, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular, e o fato
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que (a + b)? < 2a? + 2%, temos

1UN5 = Ellgs + I + bllve|* + pal| @11 + p2 21 + ps 011 + pall 0]
2klpul|” + 2L%K[[wuI* + bllwall* + prll @117 + o2l EI1* + ps]|O]* + pall 9]
ma(lleall* + [¥l® + 1R1F + 121" + [16]1* + [19]]*)

ml‘Ulg-{?

INIA

onde m; = max{2k,2kL? + b, p1, pa, p3, P4}, OU S€ja,
U3, < mu|UL,.

Analogamente, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular, e o fato que
(a + b)* < 2a* + 2b%, obtemos que

UB = all® + 1all® + 1R + %1 + 1017 + [19]]*
< 2lle + VI + 2L vl + [0 l” + (@17 + 12 )* + 1611 + (191
2k (2L* +1)b 1 P2 Ps 2
= ez + I + ———=Nall + IOl + =N [* + =[16]* + — |||
k b P1 P2 P3 P4

IN

ma [kllgs + DI + bllvell” + prll @I + p2ll W[ + psl01* + pal|9]|°]

= ma|[Ull3,

U < ma|| U3,
Portanto,
ms|Ulz, < U5, < mu|UR,,
1
com mg = — provando o lema. [
mo

Sob as consideragdes dadas anteriormente, temos o seguinte resultado de existéncia e
unicidade para o PVI (3.174) conforme segue.

Teorema 3.26. Se U, € D(A), entdo o problema (3.174) possui uma tinica solug¢do
U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H),

dada por U(t) = S(t)Uy.

Demonstracdo. Para demonstrar é suficiente mostrarmos que que A é um gerador infinitesimal
de um Cj-smigrupo de contracdes em H. Assim, pelo Teorema de Lummer-Phillips, é suficiente

mostrar que:
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(i) D(A) =*H;
(i) Re(AU,U)y < 0;
(iii) I, — A: D(A) C H — H é sobrejetor.

Assim como feito na demonstragio do Teorema [3.15] mostraremos inicialmente os itens (ii) e
(ii1), (1) seguird como decorréncia.
(ii) Consideremos U = (o, ®,4, ¥, 0,9)7 € D(A) e seja AU dado em (3.173)), fazendo o

produto interno de AU com U em H, integrando por partes e utilizando as condi¢des de fronteira

dadas em (3.172)), obtemos

(AU, Uy = k(@s + V. 05 + ) + k(0 + ¥)a, @) — m(bz, @) + b(Va, Yy
+ €00z, 0) — m((Py + V), 0) + c1(Vya, V) — (¥, 0)
+ b(tee, ¥) = k(02 +9), ¥) +m(0, V) — 60, ¥)
=m0, Dy + V) — (D + U, 0)] + b[(Va, 00) — (0, Uy)]
= 0[(Wy, 0) — (9, W,)] = col|6]1* = ea |01
+ E[(Pe + ¥, 00 + ) — (90 + ¥, Py + V)]
= Re(AU,U)y = —(col|ba]|? + c1]|92]]?) < 0.

Portanto, A € dissipativo em H.
(iii) Dado F' = (f1, fo, f3, f4, f5, f6)T € H mostraremos que a equagio (I; — A)U = F
possui uma tnica solugdo U € D(A). Assim, reescrevendo U — AU = F em termos de suas

componentes, temos

o—® = f1, (3.177)
k
B~ (pp+ )0+ —0, = fo, (3.178)
P1 P1
Y=V = fs, (3.179)
b k m )
U — — e+ —(pr + ) — —0+ —0, = fu, (3.180)
P2 P2 P2 P2
9—@%+m@ﬁﬂ):h (3.181)
P3 P3
ﬂ—ﬁ%f%é% = f6- (3.182)
P4 P4

De (3.177) e (3.179) temos, & = p— f; e U = 1 — f5 respectivamente, substituindo em (3.178]),




(3.180), (3.181) e (3.182) obtém-se o seguinte sistema nas varidveis , 1 e 0,

(

\

Tomando

k m
©o—fi— _(90:1: +¢)m+ —0, = fo,
P1 P1 5

b o Dt ey~ "o Lo, = fu
co P2 m P2 P2 P2

0 — —0 +—((0—=fi)s+ (W —f3)) = f5,
P3 P3

c )
¥ — 1193:@‘"’ (¢_f3)a::f6
P4 P4

Y

g1 :=pi(fo+ f1) € L*(0, L)
g2 = p2(fa+ f3) € L2(0, L),
g3 = pafs +m(fi, + fs) € L3(0, L)
91 = pafs + 0 fs, € L*(0, L),

Y

podemos reescrever (3.183) como

(P10 — k(s + V) + mb, = g1,
P2 — bbaw + k(py +10) — mb + 00, = g,
p30 — colpe + m(ps + 1) = g3,

(040 — 1V + 0 = ga.
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(3.183)

(3.184a)
(3.184b)
(3.184c)
(3.184d)

No que segue, mostraremos que o sistema (3.184a))-(3.184d) possui soluc¢do, assim como no

Teorema|3.15]

Etapa 1: Existe uma tnica quadra

(¢,1,0,9) € H := HL(0,L) x H}(0,L) x H:(0, L) x HL(0, L),

satisfazendo o seguinte problema variacional

L L _ L _ L
o /0 oFdz+ k /0 (62 + ) (@0 + D) + po /0 $hde +b /0 bobade

L _ L _ L o L _
+ pg/ 00dx — m/ 0(fr + )dx — 5/ Ippdr + co/ 0,0, dx
0 0 0 0

L _ L _ L L _
+ p4/ Yddx + m/ (pz +¥)0dx + ¢4 / V0 dr + 5/ Y 0dx
0 0 0 0

L L _ L _ L _
:/ glgbd:c—l—/ gde:c—l—/ ggéda:+/ gqdzx.
0 0 0 0

(3.185)



122

Com efeito, consideremos a seguinte forma sesquilinear a : H x H — C, dada por

o L . L _ L —
a((0,16,6,9), (3, .6,9)) = p / oSBT+ / (60 + ) (B2 + D) + ps / i

L L _ L _
+ b/ Yphedr + p3 / 00dx — m/ 0(p. +)dx
0 . oL _ 0 . i
+ co/ 0,0, dx + p4/ Ydx + m/ (pz +1)0dx
0 0 0

L L _ L __
+ / V0, dr + 5/ Y, 0dr — 5/ W) dx
0 0 0

Note que a € continua, pois, utilizando as desigualdades de Poincaré e Cauchy-Schwarz, obte-

mos

a((,4,0,9),(8,9,8,9)) < klloalllGll + kllga 9] + kw0l + kil Sl
+ 0l alllldall + ol ol @l + el Dl + mll8l 6. +
+ pallOING1 + collBl16: ]| + SHONxll + pall9 19
+ e[ l19a ]l + mllee + 1101 + 8l
< klloallllgel + kLlga el + kL2 all19:ll + KL%l 4
+0¢alllall + o1 L2 @ulIGall + poL2 @l +mL? 6|1
+mL|[0:][16: ]l + ps L1621
+ 0L sl [l + collOalllO ]| + pa L2 (19|19
+ e[ Ol | + mLllea 161l + mL2 | |16l + Lol |02
= (k+ L)l @allllgo | + kLllgs el +mLlig. | 162
+ (LK + po L 4 0) [ [[9a | +m L2 1162 + Lol 19
+mL (|0 1]l + (co + psL2) 01162l + S0 14l
+mL|[0:ll16a]l + (c1 + paL2) 1l Dl + KLl |16

Tomando C' = max{k + L%py, kL,mL* mL,kL?+ L?py + b, L5, co + p3L?, c; + p4sL?}, vem

que

la((2,%,0,9), (2,9, 0,0)] < Crlllwll + [ell + 10all + [0l el + 1621l + 1621 + 1.1
= Cill(0, 9,0, 9) 518, 9. 8,92) I
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para quaisquer (¢, 1, 0,7), (¢, 1, 0,9) € H, como queriamos. Observe ainda que

a((0,0,0,0), (0,0,0,9)) = kllos +©)|* + bll=)* + prllel® + poll¢ ] (3.186)
+ p3l|0)1 + collOul|* + e[| 921 + pal |9

Assim, tomando a parte real em (3.186), usando a Desigualdade Triangular e o Lema [2.28]

obtemos

Rela((,,0,9), (9,4, 0,9))] = kllox + 1> + 0¥l + pulloll* + p2ll¥]1®
+ psllOI + coll:1* + calldall® + pal9I*
> klloa + 91 + 0wl + p2llU1* + coll0a ]| + 1|92
> Co(8llpw + 11 + 8l (I + 8l10all* + 81621 + 810 1%)
> Collps + Il + 101 + sl + 162l + 1192 )?
> Colllall + 1zl + 18] + [19:]1)*
= Call(, ¥, 0,9) |13,

onde tomamos Cy = minq —, —, =, —, — } Portanto, a € coerciva.

Consideremos agora
F:#—C
~ ~ ~ o~ o~ L _ L - L = L =
(.0,0.0) = F@,0.0.0) = [ oo+ | gubdas [ gbde+ [ gidie
0 0 0 0
Note que F' € antilinear e limitada, pois

1F(3,9,0,9)] < lg 1Bl + Ng2Ml01 + NlgslIO]] + lgalll|9]]
< Cs([|@ll + 1] + 1161 + 19]))
< C3L(|Ga || + 1l + 10l + [19:)
= C3L)|(,4,0,0) |15,

onde Cy = max {|| g1, lg=Il, [lgs]l, [|94]| }- Logo, pelo Teorema de Lax-Milgramm, existe um
tnico (p,1,0,1) € H tal que

a((¢,1,0,9),(4,9.0,9)) = F(,0,0,9), V(,0,0,9) € H,

ou seja, (¢,1,0,9) € # é a tinica solucdo de (3.185)), com queriamos.
Etapa 2: Consideremos (i, ¥, 8, 9) € H a solugio de (3.185)), tomando ® = o — f; € H}(0,L)
eV =1 — fy € H}(0, L), entdo as equagdes (3.177)) € (3.179) sdo satisfeitas, respectivamente.
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Assim, tomando ¢ = v € CA(0,L) C H}0,L) e =0

= (0 em (3.185)), temos
L 1 L
/ O Yedr = ?/ (p1p — ke — g1 + mb,)vydx, Vv € Cé(O, L), (3.187)
0 0
como (p1p — kb, — g1 + mb,), p. € L*(0, L) e vale (3.187), entdo
oo € H'(0,L) = ¢ € HX(0, L),

onde
kore = pro — kb, +mb, — g1 em LQ(O, L).

Como g1 = p1(f1 + f2) e & = ¢ — f1, temos
k m 9
d— —(py + 1), + —0, = faem L*(0,L).
P1 P1

Portanto, p € H*(0, L) N H}(0, L) satisfaz (3.178).

Agora, tomando ¢ = 3, onde 3 = B——/ Bdx,com 3 € H'(0,L)ef = ¢
em (3.185), vem que

2y}
Il
(@)

L = —= - —= - L _
/ [k(pe + )8 + p20B + bpu By — mOB — 598, ]dx = / g2pdz,
0 0

- 1 [F
como = [ — Z/ Bdzx, temos que
0

[ [ [ oo [ )
+/O b%(ﬁ—%/ de) dx—/ < de)dar
— /0 ' 519(5—% / Bd:v) / (5 / ﬁd:c)dx-
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Dessa forma,

/0 ks + ) — | ) <¢x+w>mdx+ / " poBs
e [ o f e [ L[
e o) [ )

_ /0 g Bdo+ /0 ’ gQde,

1 /L
como ¢ € H}(0,L),%, 90,0 € HX(0,L) e (z/ 6dm> = 0, obtemos
0 T

h

L L
/0 k(s + )8 + patB + b By — OB — 9] de — / g Bdr,

ou ainda,

L _ L B
/ o Bpdz = 71/ (69, — go — mO + potp + k(o + )] Bdx, V8 € H'(0,L). (3.188)
0 0

Como ¥, (09, — g — mb + potp + k(p, + 1)) € L*(0, L) e vale (3.188) para
B e Ci0,L) c CY0,L) c HY(0, L), entdo v, € H'(0,L). Dessa forma, ¢» € H*(0,L) e
ainda

1
Voo = 5 (60, — g2 — mO + potp + k(o +9)]em L*(0, L). (3.189)
Como go = pa(fa + f3) € ¥ = ¢) — f3, temos que

b k 0
‘I’——%x (@x“f‘@zj)__e"‘ ’19 —f4 emLZ(O L)
P2 P2 P2 P2

ou seja, ¢ € H?(0, L) satisfaz (3.180). Observe ainda que de (3.189)), temos que

—bthpy + 60y = MmO + potp + k(py + V) = go, (3.190)

substituindo (3.190) em (3.188)), vem que

L L
0 0

/O B = /O "y, B,

de onde segue que
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Usando integracdo o por partes, tem-se

/0 " Frd = /0 Bz = 8 j T /0 e

L

= —1p,(L)B(L) + ¥.(0)5(0) = 0, V8 € C(0, L),

0

= _@Z)mﬁ

como 8 € C'(0, L), tomando 5(L) = 0 e 3(0) = 6, temos que 1,(0) = 0. Analogamente,
tomando 3(L) = 2 e 3(0) = 0, vem que ¢, (L) = 0, ou seja, ¥, € H (0, L).

N N 1 L
Analogamente, tomando ¢ =1 = @ = 0e § = & em (3.185), onde & = o — E/ adx, com
0

a € HY(0,L), vem que

L L
/ [colaly + 3B+ m(p, + ¢)a)da = / gsadz,
0 0

ou ainda,

L L 1 [T L
co/ Qwa_zdx—co/ 0, (Z/ ad:v) dx+p3/ Oadx
0 0 0 z 0
L # L L T
—pg/ 9(—/ adx)dx+m/ (gom—l—w)&dx—m/ (gpx—l—w)(—/ ad:c)dx
0 L Jo 0 0 L J
L L #
:/ ggadx—/ g3 <—/ adx),
0 0 L Jo

1 L
como (z/ adx) =0, ¢ € Hy(0,L), v,0 € HX(0,L) e g3 € L2(0, L), temos
0 z

L 1 L
/ 0, a,dx = - [p30 + mep, + my — gs|adz, Yoo € H'(0, L). (3.191)
0 0Jo

Como p3f + mep, + myp — gs e 0, € L*(0, L) e vale (3.191), segue da defini¢do de derivada
fraca que 6, € H'(0, L). Assim, § € H*(0, L), e ainda,

colpw = p30 +m(p, +10) — g3 em L*(0,L), (3.192)

usando o fato que g3 = psfs + m((f1). + f3) e que ¥ = ¢ — f3, vem

P3 P3

O —

ou seja, § € H?(0, L) satisfaz (3.181).
De (3.192), segue que

g3 = p3 + m(pz + V) — cobzz. (3.193)
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Substituindo (3.193) em (3.191)), temos

L L
co / 0, 0,dr = — / (930 + m(ps +¥) — (p3 + m(ps + 1) — cobyy)|Adz
0 0

L L
= / 0, a,dr = — / 0,.adx.
0 0

L L
+ / b, de,
0 0

Integrando por partes, temos

L L
/ 0 0,dr = — / O, adr = —0,«
0 0

o que nos leva a concluir que

’ =0= —0,(L)a(L) + 0,(0)a(0) = 0.

—0,«

Como a € C'(0, L), tomando a(L) = 2 e «(0) = 0, vem que 6,(L) = 0, agora, tomando
a(L) =0e a(0) = 6, entdo §,(L) = 0. Provando que, 0§, € H}(0, L).
Por fim, tomando ) = m € H}(0,L) e p =) = = 0 em (3.185), tem-se

L L
cl/ W, Tpdr = —/ [&Dx + pdv) — 94} wdr, VY € Hy(0,L). (3.194)
0 0

Como 0v, + p4d — gy e 9, € L*(0, L) e vale (3.194), entdo 9, € H'(0, L). Assim,
¥ € H?*(0, L), e ainda , segue da defini¢do de derivada fraca que

104z = 61, + p40 — gy em L*(0, L).

Como g4 = p4fs + 0 f3,, obtemos

0= Lo+ 2w, = frem  17(0,1),
P4 2!
ou seja, ¥ € H*(0, L) N H}(0, L) e satisfaz a equagdo (3.182). Portanto, mostramos que existe
um dnico U = (¢, P, ¢, ¥, 0,9) € D(A), tal que (I, — A)U = F.
(i) Do item (ii), temos que A é dissipativo em . No item (iii), mostramos que o operador
I; — A = H (sobrejetor). Como H é um espago de Hilbert, segue do Teorema que ‘H
¢ reflexivo. Assim, pelo Teorema segue que W = 'H, finalizando assim a prova do
Teorema [3.26] N
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3.6.2 Estabilidade Exponencial

No que segue, verificaremos a estabilidade exponencial do sistema utilizando
o Teorema 2.101| Primeiramente, vamos checar que iR C p(A).

Lema 3.27. Seja A : D(A) C ‘H — H definido em (3.175). Entdo, o espectro o(A) do

operador A é formado apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Considerando a Proposi¢do[2.102] basta mostrar que a aplicagdo inclusdo

it (D(A) |- Ipay) = (H, || - |l2)

¢ compacta. Para isso, considere (U, ),cn uma sequéncia limitada pela norma do grafico em
D(A) tal que U,, = (¢", ™, ¢", ", 6", ") para todo n € N. Precisamos mostrar que (U, ) en
possui uma subsequéncia (U, )en que converge em (H, ||.||) com N’ C N.

Inicialmente, observe que

HU””D(A) - ‘Un‘H—{_‘AUn‘H
= lxll® + 12" 17 4 12 I1? + (1] + |67 + [|9™])?
n k n n m n 2 n
+H%W+W%%+wh——& T
P1 P1
b k m 5 I
b |2en - S+ o S
P2 P2 P2 P2
c m 2 c ) 2
+ [ 2r — =@+ )|+ || 2, — —on
P3 P3 P4 P4

asim, temos que (©")nen, (P™)nens (V"™ )nen € (¥™),en sdo limtadas em H'(0, L).

Da dissipatividade do operador A , temos
n||2 n|l2 1 2 1 2 1 2 2
collOz 1 + el 1" = |Re(AUn, Un)ul < S1AUly + 51Unli = 51Uy < U1y,

ou seja, (07),en € (V%) en sdo limtadas em L?(0, L).

Usando a Desigualdade Triangular e fato que (a + b)? < 2a” + 20?, temos

2

o |2 =\

2

m m
Voo + Yy — —0p — by + —0;
P1 P1

2

k
2L 0. — D] -z +
P1 P1 P1

)
)

2 m
n_ g 2
A

k m
_(QOZ + Q/}n)x - _62
P1 P1

+2

2
2 2 2

IN

IA
)
N TN

P
k
p1
k

k m
P1 P1

m
+4wmf+4kﬂz
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ou seja, (7, )nen € limitada em L?(0, L), observe ainda que (¢™),cy € limitada em L?(0, L), o
que nos leva a concluir que (¢™),en € limitada em H2(0, L).

Segue da Proposicao[2.62 que a aplicagio inclusdo
i (H2(07L>? H ’ ||H2) - (Hl(O,L), H ' ||H1)

é compacta. Assim, existe uma subsequéncia (¢"),en,cy € uma fungdo p € H'(0, L), de tal

forma que

™ = @llgr — 0,

como " € H}(0, L), para todo n € Ny e como (Hy (0, L), || - ||1) é completo, segue que
o € HL0, L).
Analogamente, note que

2

k m ) k m )
n |2 __ n _ Y/ n n g gn Man ny _ "pn ~qn
Wl = o~ B v+ = S K ) - 2o+ 2y
pa [ b k m ) } k m 5|
P 2, — () + " — | () — T
‘b {P2¢ PQ(@ V) P2 P2 b(gp v) b b
2 2
b k 0
< 2(%) g, — (") + o —
P2 P2 P2 P2
2 2 2
b k ) k
= 2(@> i, = (") 0" — +8H—(¢;§+w)
b P2 P2 P2 P2 b
m |7 5 |7
8||—0" 4|97
- o] ]

assim, temos que (", )nen, € limitada em L?(0, L), ou seja, (") nen, € limitada em H?(0, L).

Novamente, como a aplicacdo inclusdo
i (H*(0,L), |- [la2) = (H'(0, L), || - lan)

€ compacta, segue da pela Proposicao que existem uma subsequéncia ("), en,cn, € Uma
fungdo ¢ € H'(0, L), de tal forma que

19" = dlla =0,

como ¢™ € H!(0, L), paratodon € Ny e (H;(0,L),| - ||z1) é completo, segue que
Y e HN0,L).
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E ainda, usando a Desigualdade Triangular e o fato que (a + 6)2 < 2a® 4 2b%, temos

2

lo > = flon, - Z(@n+ wr) + Z(@n 4w
Co Co
2
C m m
— || {—Oegx — (D" + \If")} + (0 + )
Co LP3 P3 o
2l ¢ m 2 m2 2
< 2<&) =7, — — (B + )| +2— ||(B) + T
Co P3 P3 o
P 2 C m 2 m 2 m 2
< 2(2) |2 - Doz v +a(Z) farp+a(2) o
Co P3 P3 o o

ou seja, temos que (07) e, € limitada em L2(0, L), ou ainda, (0"),cn, € limitadaem H*(0, L),

xrx

da Proposicao[2.62] vem que
s (HY | ) = (C) - )

com inclusdo compacta. Dessa forma, existe uma subsequéncia (6"),cn,cn, de (6™)nen, € uma

fungdo 0 € C|0, L], de tal forma que
10" — 0||c — O.

Observe ainda que

L
16" —o||* = / 0" (z) — 0(x)|*dz < L sup |0"(x) — 0(x)[* = L[|6" — 0]« — O,
0

z€[0,L]

como L%(0, L) é completo e " € L?(0, L) para todo n € N3, segue que 0" € L2(0, L).
Observe que da limitagdo da norma de (U, ),eny em D(A), vem que (P"),cn, € limitada em

H'(0, L), e novamente pela Proposi¢io obtemos que
i (HY0,L), || M) = (CA, |- llee),
¢ compacta, assim, existe uma subsequéncia (®"),cn,cn, € uma funcdo ® € C[0, L] tal que
|®" — ®||oo — 0.

Observe ainda que

L
o7 — @|f* = / [@"(2) = @(2)*dzr < L sup |9"(z) — (x)|* = L[|@" — |2, — 0.
0

z€[0,L)]

Como L?*(0, L) é completo e ®" € L*(0, L) para todo n € Ny, segue que ® € L(0, L).
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Analogamente, da limita¢do da norma de (U,,),en em D(A), obtemos que (¥"),,cn, € limitada
em H'(0, L), e novamente pela Proposi¢io[2.62} obtemos que

i (HYO,L), [ ) = (), - ),
¢ compacta, assim, existe uma subsequéncia (V"),en,cn, € uma fungdo W € C0, L] tal que
| U™ — ¥ — 0.

Observe ainda que

L
[om —|* = / 0" (2) — W(2)[*dz < L sup [9"(z) — W(z)]* = L]|T" — ¥[]3, — 0.
0

z€[0,L]

Como L?(0, L) é completo e ¥ € L2(0, L) para todo n € Nj, segue que ¥ € L2(0, L).
Por fim, como (U, )nen € limitada em D(A), vem que (9"),en, € limitada em H'(0, L), e

novamente pela Proposi¢do[2.62] obtemos que
i (HYO,L), [ ) = (), - o),
é compacta, assim, existe uma subsequéncia (¢"),en,cn, € uma fungido ¢ € C[0, L] tal que
9" — Y| — 0.

Observe ainda que

L
[9" —9|* = / [0" () = O(z)[*dx < L sup [9"(x) —d(x)|* = L]|9" - 9|5, — 0.
0

z€[0,L)]

Como L?*(0, L) é completo e 9" € L?(0, L) para todo n € Ng, segue que ¥ € L*(0, L).
Portanto, tomando U = (¢, ®,¢,V,0,9) € H e (Uy,)nen, subsequéncia de (U, )nen. Dessa

forma,

U= Ul = lle" = @l + 18" = | + 9" = w3
£ = WP " = ) + 9" — 9 0,

ou seja, dada uma sequéncia (U, ),en limitada em D(A), esta possui uma subsequéncia conver-

gente em H, ou ainda
i o (D(A), I-lpcay) = (H, 1I-1)

¢ compacta, assim, todos os valores espectrais de A sdo autovalores de A. O]

Lema 3.28. Seja A : D(A) C H — H definido em . Entdo, 0 € p(A).
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Demonstracdo. Observe que mostrar que 0 € p(A) é o mesmo que mostrarmos que o operador
— A~ existe e é limitado. De fato, dada ' € H mostraremos que equagio resolvente —AU = F

possui uma tnica solugdo U € D(A), assim, reescrevendo em termos de suas componentes,

temos
o = fi, (3.195)
—k(pz + )z +mb, = p1fo, (3.196)
U = f;, (3.197)
—bes + k(e + ) —mb + 09, = pafi, (3.198)
De (3.195) e (3.197) temos , & = — f; e ¥ = — f5 respectivamente, assim, obtemos o seguinte

sistema nas variaveis ¢, 6 e v

—b0pr + k(pz + 1) — mb + 69, = pa fy,

(3.201)
—obue = m((f1)x + f3) + pafs,
—C1Vsz = 0(f3)z + pafe.
Tomando
g1 = p1f,
92 = paf1,
93 == pafs +m((f1)z + f3),
91 := pafo + 0(f3)z-
podemos reescrever ([3.201) como
[ — k(g +0)e + mb, = g1 em L(0, L), (3.202a)
— by + k(pp 4+ ) —mb + 89, = g, em L*(0, L), (3.202b)
— colpe = gz em L2(0, L), (3.202¢)
| — 120 = gaem L*(0, L). (3.202d)
Observe ainda que dado o sistema,
—Colpr = L2(0, L),
oblez = g3 em Li(0, L) (3.203)
—Cl’L9m = g4 €M LQ(O, L),
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ja foi mostrado em (3.3) e (3.49), que (3.203) possui uma tnica solugdo (#,v) com 0,9 €
H?*(0,L)NH}(0,L)e6, € H(O,L) .

Agora, substituindo 6 e ¥ em (3.202a)) e (3.202b)), obtemos o seguinte sistema,

{ —k(pp + V)0 = by em L*(0, L), (3.204)

—bthye + k(pr + ) = hy em L0, L).

Onde hy = g1 — mb, e hy = go + mb — 6V,

Assim, do Lema [2.104] segue que que o sistema (3.204) possui uma tnica solugdo
(6, ) com g € HY(0, L) O H2(0, L), € H3(0, L) N H2(0, L) e o, € H(0, L).

Portanto, encontramos (i, 1, 8, 9) solugdo de (3.202a))-(3.202d), ou seja, (3.195))-(3.200)
possui uma tnica solugdo (p, @, 1, ¥, 0,9) € D(A).

Mostraremos agora que —A~! é limitado, como —A~'F = U € suficiente mostrar que,
Ul < C|[Flx,
para algum C' > (. Relembrando que
U115 = Ellpx + 0l1* + blleall® + prl| @17 + pall 1% + p3[101% + pall 911,

estimaremos cada termo da norma de U.
De fato,

e Usando (3.195)) , e aplicando as desigualdades de Poincaré e Triangular, vem que

12[* =[]

IN

L2 (f1)a?

LA (1) + f3ll + 1 fs])?

2L%||(f1)e + f3lI” +2L%|| f5]|°

2L7||(f1) + f3l” + 2L (f3)2 )
9 \/B+\/EL2 2

oz (L i

b kL?
p12L? <%) [rae (3.205)

IAIA

IN

IN

:>,01||<I>||2

IN
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e Analogamente, de (3.197), temos

Il =101 < L2(fs)al

L2
< Z—||F|?
= \/Z_)H HH
p2L2 2
= U2 < = ||F|3. (3.206)
plel? < PP

e Como —AU = F, entdo (—AU,U)y = (F,U)y. Logo, usando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e Poincaré e a dissipatividade de A, temos

collO:|* + callVal* = (F, Uy
= coll0u]l* + el |I* < [ Fll| U]l
= allbu* < NFlullUll e ell9zl® < [ FllallUln.

Como 2
P3
101 < LIO:[l = psllO]]* < psL?]|0.[* < o [ 2] [U 3.
Analogamente,
paL?
191l < L9l = pall91* < paL?[0]|* < - [plIEniey 7
Assim, segue que
cps +c
0 + paol? < 22( 2L 3207

e Multiplicando (3.196) por ¢ em L?(0, L), integrando por partes, temos

—k((pz + ¥)a, ©) + M0z, ) = p1(f2, ¢)
= k(@x + 1/’7 @z) - m(@, Qom) = pl(f27 90) (3208)

e ainda, multiplicando (3.198)) por v em L?(0, L), integrando por partes, vem que

—b(thae, ) + Kz + 1, 0) =m0, ¢) + 0(e, ) = pa(fa, 1))

Assim, somando (3.208) e (3.209), e usando as desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz,
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Young e Triangular,

bllvall® + Ellgs + 011 = pa(fa, ) + pr(fo, ) + m(0, 00 + 1) + 0(0, 10)
Lpa|[ falll¢zll + Loall f2llllpall + ml6l]l] 0z + ]
Jighin|

Loall falllvell + Lol fallll 0w + 21 + L2p1 [l fall e
ml|0[[[lx + Il + ol[I]l[[ ¢

P2
LY PVl + Cam? 0P + erll + w17

P1
Coi 1P + eallal? + LY Flll U

IN + A

IN +

_I_

P1
+ LRIl Ul

1 1 )
e C., = —, assim,

Tomandoe; = —eey = —, vemque C;, = 2%

9 2 2k
bllball” + ke + 0|I> < CLlIFlal|U ||, (3.210)

L2 2 L252
ondeC’1:2[L\/E m m—l—[ﬂﬁ}.

+ +o—+1L
\/5 2]{300 2b01 \/E \/l_)

Dessa forma, de (3.203)), (3.206), (3.207) e (3.210)), obtemos

U5 < Call EllaellU 1 + Coll FI13,.

L? b+ VEL?
onde Cy = % + p12L2 (%) e Cy = C, + 2 (Clﬂsc-z 0004).
0¢1

Aplicando a desigualdade de Young com ¢ = 2 temos

+ CollF 5,

C2 Ul3
ot < S + 1)

o que nos leva a concluir que
U117 < (2C2 + CHIIF |13,
Portanto, existe um 2C, + C? := C' > 0 tal que
I(=A) " Fliz, < CIFIf, VF€H.

Concluindo a prova do Lema.
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Lema 3.29. Seja A : D(A) C " — H definido em (3.175). Entdo, iR C p(A).
Demonstragdo. Como D(A) < H, suponha que iR ¢ p(A). Entdo, existe 5 € R tal que
iB ¢ p(A) = C\a(A).
Portanto, i3 € o(A). Considere 0 # U € D(A) autovetor associado a 3, isto €,
AU = iBU < AU — iBU = 0. (3.211)
Entao, tomando o produto interno de com U em H e, em seguida a parte real, obtemos

AU —ifU =0 & (AU,U)y —iB||U|% =0
& Rel(AU,U)y — iB|UJZ]) = 0
& Re(AU,U)y =0
& o)+ allv.]? = 0,

como ¢y # 0 e ¢y # 0, da Desigualdade de Poincaré, segue que § = 9 = 0. Reescrevendo

AU — iU = 0 em termos de suas componentes, vem que

d—ifyp =0, (3.212)
ﬁ(% + 1), — Eéx —iBd =0, (3.213)
P1 P1
U —ify =0, (3.214)
b k m 5 ,
— e — — (e + ) + —0 — —, —if¥ =0, (3.215)
P2 P2 P2 P2
g — (@, + W) —if0 =0, (3.216)
P3 P3
L — i\Dx —ipfY =0. (3.217)
P4 P4

substituindo ¥ = 0 em (3.217), e usando a Desigualdade de Poincaré, vem que ¥ = 0. Assim,
nos fornece que » = 0 e consequentemente, substituindo ¥ = § = 0 em (3.216),
temos que ¢, = 0, e novamente pela Desigualdade de Poincaré, temos & = (. Finalmente,
substituindo ® = 0 em , segue que ¢ = 0, ou seja, U = (0,0,0,0,0,0), absurdo, pois

tomamos U # 0. Portanto, iR C p(A), provando assim o lema. O]

Vejamos agora que a segunda exigéncia do Teorema [2.101] é satisfeita. Considere
F € H, logo existe um tnico U € D(A) tal que (i8I, — A)U = F para todo 5 € R. Entdo
U = (iBl; — A)"'F. Assim, para mostrar que (i3I; — A)~'F € limitado para todo (3, basta
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mostrar que existe C' > 0 tal que para todo F' € H
Ul < ClIE I3,

onde U = (i1, — A)~'F. Reescrevendo iU — AU = F em termo de suas componentes,

obtemos

1B — P = fi, (3.218)

ip1 P — k(px +10)e +mb, = p1fa, (3.219)

1Py — U = fs, (3.220)

ip2BY — 0)yy + k(g + 1)) — mby + 69, = pafa, (3.221)
ip3B0 — colzw +m(Py + V) = p3fs, (3.222)

1p4fY — 1V + 0V, = pafe. (3.223)

No que segue, mostraremos a limitagcdo para cada termo da norma
U113 = kllow + @17 + bllvall* + pr| @I + palZ* + o3]]I + pal |0

Lema 3.30. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, (i1, — A)U = F para B € R. Entdo, existe
C1 > 0 tal que
p3llOl* + pall9I* < CLllU I3l Flle-

Demonstragdo. Observe que,
iBU = AU = F & iB|U|)7 — (AU, U)y = (F,U)x
& Relif||Ul3;, — (AU, U)] = (F,U)y

= —RQ(AU, U)H = (F, U)H
& allfo]l* + crlldell* < NU Nl Flla.

Assim, da Desigualdade de Poincaré obtemos que

L?ps | L?py
B+ i1 < |20 4 EE

L?p3 1 L?p,
Co C1

Tomando como C; = { } , obtemos

p3l|0l)* + pal 91> < CLl| U3l F 124 (3.224)

]
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Lema 3.31. Sejam U € D(A) e F € H, tais que (i1, — A)U = F para 5 € R. Entdo, dados
£1,69 > 0 existem Cy, C3, Cy > 0 tal que

s I* < HFHHHUHH + SN E Ul + Call Ellael|U e + (61 + e2) U1

18] |ﬁ|2
Demonstragdo. De (3.223), obtemos que

5q]aj = P4f6 - ZP4519 + Clﬂxx'
Usando (3.220)), obtemos que

. 1 .
Zﬁwm = g 5f3x =+ P4f6 - ZP4579 + Clﬁmm . (3225)

Fazendo o produto interno de (3.225) por v, em L?(0, L), e usando integragdo por

partes, vem que

I = (o) + 22 0) = L0, 0) = D). (3226)
De (3.221), obtemos que

1
Vaw = 7 [102BY + k(s + ) =m0 + 00, — pafa]. (3.227)

1
Subistituindo (3.227) em (3.226)) e multiplicando por ?,temos
1

- i P4 P4 01/)2
C1m 2 C1pP2

Tomando o médulo e utilizando as desigualdades Triangular, Cauchy-Schwarz, Poincaré e

Young, obtemos

1
la* < ﬂ||f3x||l|¢x||+|/3|5||f6|||!¢;g\|+”4||19||||¢I||+Clp2|w 1]
Vs x D110 9,12 + C1p2 9,
+ \5\&)“ Ii(e +¢)H+|m5bll il H+\ﬁ|b” 1™+ 715 17=1ll 74l
Vs, Jam } [ (\/pz_l) £]
: w{ * 3w T et 1P+ |C + X WU
e {C (VC”Q; “_) ]||F||H||U||H+<el+52>||U||;
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Dessa forma, tomando

k 2 2
Vs e 03:052,(—”1”5:”61) e 04:051<Vp201) LV

eI < | 2 Pl U b+ I F WU e+ Cal WUl + (21 + 21U

[ IBI2

]

Lema 3.32. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que (i51; — A)U = F para € R. Entdo, dados
€3,€4, €5 > 0 existem C5, Cg, Cr, Cs > 0 tal que

pll¥N* < Coll FllallU 13 + |HFHHHU”H+ S5l U]l

18 8]
+ (83 + &4+ 65)||U||7_[ + 05(51 + 52)||U||7-[

Demonstragdo. Fazendo o produto interno de (3.221) com ¢ em L?(0, L), usando (3.220) e

fazendo integracao por partes, vem que

Tomando o mddulo e utilizando as desigualdades Triangular, Cauchy-Schwarz, Poincaré e

Young, obtemos

< Lpa| U faull + blleall® + kLllws + |10
+ mlO]l[[P]| + ollON ¢l + Los|| fs1[4xl
<

LB | LyFs
{ o f}HFHHHUHH+<eg+a4+a5>uvuy

+ [b + L*kC., +

po| I

C.,m? 05552
" S

. . 2 054 m2 CES 52
usando o Lema[3.31} e definindo as seguintes constantes, C5 = b+ L“kC,, + + ,

Ps3 P4
L
Co = \/\/‘_ \/\/__03 + C5Cy, C7 = C5C5 e Cg = C5C'3 segue que
p2||¥[> < Col|Fllal|U]l + ‘5||1F\|H\|U|\H+ |ﬁ|2HFHHHUH”H

+ (83 + &4+ 65)||U||7_l + 05(51 + é?2)||U||7!-[
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Lema 3.33. Sejam U € D(A) e F € H, tais que (i1, — A)U = F para 5 € R. Entdo, dados
€6, €7, €8 > 0 existem Cy, Cy, C11 > 0 tal que

Cho

18 |52
+ el P35 + (er + 2s) U5,

IE 3T 3 + Cuall Flla[U |l

ez + 3| ,HFHHHU!IHJr

Demonstragdo. De (3.222), temos que
m(P, + V) = p3fs —ip3BO + coble-

Usando as equacdes (3.218) e (3.220)), temos que

iB(z +U) = =(fip + f3) + psfs — ip380 + cols. (3.228)

De (3.219), segue que

1 .
= 7 p1fa —ip1 O — mb, (3.229)

Fazendo o produto interno de (3.228) com (i, + v) em L?(0, L), usando integragdo por par-

(P + 1)

tes, a equagdo (3.229), multiplicando por — e em seguida, tomando o mddulo e utilizando as
1

desigualdades Triangular, Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young, obtemos

s+ ¥l < |ﬁ|nf1x+f3uu%+wu+ Gilfsliles + vl + 2ol |
+ C°p1||9 20+ Z 10612 + Oz + 1
< 5 CE U + %@HFHHHUHH + Cul| | Ul
+ ol Pl + (e7 + ) [U5
onde Cy = H—Tm + %, Cro = Oaﬁkplco e Chy = 057;2100 3‘;0 <'O\jg)2 O

Lema 3.34. Sejam U € D(A) e F € H, tais que (i1, — A)U = F para 5 € R. Entdo, dados
€9,€10,€11 > 0 existem 012, Clg, 014, 015 > 0 tal que

014 C'15
FllullUlln + =5

+  kel|F||3, + (ker + keg + Craer + Craer) ||U|I5,
+ (59 +ée10+ 811>||UH?_L

pul®* < Cusll FlladllUlly + 7 13Ul

Demonstragdo. De (3.219), obtemos que

iBp1® = p1fo + k(s + V) — mb,, (3.230)
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fazendo o produto interno de (3.230) com ¢ em L?(0, L), usando a equagio (3.218)), integragdo
por partes e somando e subtraindo o termo k(y, + 1, 1), obtemos

pill @I = —p1(fa, @) + kllox + lI? = k(@e + ¥, ) + m(0a, ©) — p1(®, f1).

Tomando o mdédulo e utilizando as desigualdades Triangular, Cauchy-Schwarz, Poincaré e
Young, obtemos

pill@? < Lol fallllee + 0l 4+ L2p1ll follllbell + Ellee + ¢
+  kL|los + V|l + Lm0 lee + || + L2m||6,]][|¢s]]
+ Lon|| @] fiz + fall + L3P || fo |
2L/p1 2L%/pi Cm(Lm)Q (JEH(L?m)?}
+ + + FllulU
+  kllps + U)* + Coo kL2 |02 ||* + (g9 + €10 + €11) | U |3,

IN

usando o Lema e o Lema e definindo as seguintes constantes, Co = C. kL2,
2L 212 C... (Lm\> C.. [(L*m\’
o=k + oy B FY o (L G (o

vk Vb Ve \Vk Ve \ Vb
014 = ]{309 + 01202 € 015 = ]{?Cl() + 01203, segue que

Cia C
pill@l* < CusllFlllUll + ﬁHF”H”UHH + #”FHHHUHH

+ ksGHFH% + (ke + keg + Craer + 01252)\|UH3{
+ (89 + €10 -+ 811)||UH?_[

O

Teorema 3.35. Sob as notagées anteriores e hipoteses do Teorema o semigrupo {S(t) }+>0
correspondente ao sistema (3.172)) é exponencialmente estdvel, ou seja, existem constantes
C,w > 0 tais que

1S()]lzy < Cet, > 0.

Em particular, a solucdo U(t) = S(t)Uy de (3.174) satisfaz
1U ()12 = 1S (t) Vol < Ce™||Uplln-
Demonstragdo. Pelo Teoremal[2.101] basta mostrar que
(@) iR C p(A);
(b) lim ||(iBly — A) 7z < oo,
|Bl—00

onde p(A) designa o conjunto resolvente do operador A definido em (3.175)). Como vimos pelo
Lema (3.29), iR C p(A).
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Por outro lado, aplicando os lemas (3.30), (3.31), (3.32)), (3.33), e (3.34), obtemos que

bC%
IEN5 Ul + =5
181

+ (1 + e)||UN3, + Col | Fll3||U |5 +

bCs
IBI2

|HFHHHU||H+

kCy
181

oz Il Ul + kCull FlladlU Nl + KeollFIl3, + K(er + es)IU 15

014 C(15
FllullUlly + —5

(k’67 + keg + Chaeq + Cm&?g)”U”H (89 + €10 + 811)||U||3_[
- @aﬁw@+cm+%+cﬁwwmmm+%MWM

1UI5 < CillUllll Fllx + 2+ [E N[Ol + bC4||FHH||UHH

E s I E Nl Ul

+ (e3+es+ 55)HUH3{ + Cs(e1 + 52)HUHH

kCho
181

Cisl|FllullUllx + 37

1612
13Ul

+

IF [T [l + Kol | FI3

-+

T |5’ {kCg +0Cy + Ciy + 07} [E'][ 2| U ||

R [

+ {(b + Cia+ C5)(e1 + €2) + (3 + €4 + &5 + €9 + €10 + €11) + 2k(e7 + €3) | U I3

016 Cl? CIS
Fl»||U

+ 019(81 +extezstegstestegtertestegteEn +511)HUH3{

IN

— WUl + 2kz6l Flla, + S 1P Il Ul + 555

onde, 016 = 2(1{3011 + bC4 + 013 + C@ + Ol), 017 = 2(/€09 + bCQ + 014 + 07),
Clg = 2(]{7010 + ng + 015 + Cg) € 019 = max{l, 2]€, b+ 012 + 05} Assim, tomando

61+€2+€3+€4+€5+€6+€7+€8+€9+810+511:

> (, segue que

2 2 Cis
1015 < Croll Ellcll Ul + 4kesl| (15, + |ﬁ| Nl Ul + |mQHFIIHIIUHH
Finalmente, aplicando a Desigualdade de Young e reagrupando os termos, obtém-se

2 2 2 2 o ChCey, 2 2
UM < CioCepnllFll3 + 02l U5, + 4kes| Flly + — 25 I1Fll + el Ull

6]

C%C.
+ 1‘85‘4” 1F15, + exallU 5,
CiC., CLC.
= |ChCeyy + 4keg + 1|76|213 + 1|85|414 IF|I2,

+ (512 +e13 + 514>HUH?{



1 C c2.C

2
0180514

(]

Fazendo (g9 +¢c13+¢€14) = = ¢ 5= [01260612 + 4kee + |5|2513

existe uma constante C' > 0, de tal forma que
|U|ln < C||Flln.
De onde segue que,

lim [[(i81 — A)™ 2o < oo.
|B|—00

6]
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> 0, segue que
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4 CONCLUSAO

No presente trabalho foram abordados sistemas de equagdes diferenciais com condi-
coes de contorno mistas, os quais modelam diversos fendmenos fisicos. A existéncia e unici-
dade de solucdo foi encontrada por meio da teoria de semigrupos de operadores, além disso, foi
possivel estabelecer uma condi¢do para a estabilidade exponencial de cada solu¢do. Mediante
o exposto no Capitulo 3, no que concerne a existéncia e unicidade de solucdo e a estabilidade
exponencial para problemas de valores inciais e de fronteira, podemos dizer que a Teoria de
Semigrupos Lineares € bastante eficaz para a resolucdo de sistemas de equagdes diferenciais
lineares, uma vez que foram abordados diversos problemas com caracteristicas distintas e fo-
ram apresentadas, em cada caso, as ferramentas necessdrias para a solucdo de cada problema

apresentado.
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