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RESUMO

Neste trabalho consideramos o sistema de Bresse com dissipação friccional atuando somente no
ângulo de rotação da seção transversal. Mostramos mediante teoria de semigrupos de operado-
res lineares a existência e unicidade da solução deste sistema, também estudamos o comporta-
mento assintótico de tal solução, no qual concluímos que quando as velocidades de propagação
das ondas são iguais, a solução do sistema possui decaimento exponencial. Caso contrário, a
solução decai para zero com taxa racional.
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ABSTRACT

In this work, we consider the Bresse system with frictional dissipation acting only on the angle
of rotation of the cross-section. We show through the semigroups theory of linear operators the
existence and uniqueness of the solution of this system, we also study the asymptotic behavior
of such a solution, in which we conclude that when the propagation speeds of the waves are
equal, the solution of the system has exponential decay. Otherwise, the solution decays to zero
at a rational rate.
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1 INTRODUÇÃO

A motivação para a realização do presente trabalho se deve a pesquisa e aos resultados
obtidos por Boussouira, Rivera e Almeida Júnior em [5]. Como consequência dessa referência,
nosso principal objetivo será estudar o comportamento assintótico das soluções do sistemas de
Bresse (também chamado problema do arco circular) e obter melhores taxas de decaimento.

Sendo assim, considere uma viga fina arqueada de raio R e comprimento L em sua po-
sição de equilíbrio, constituída de material linear elástico isotrópico, ou seja, é um material no
qual as suas propriedades mecânicas e térmicas são as mesmas em todas as direções e quando
se encontram sujeitos à ação de forças externas tende a retornar à forma original. Além disso,
segundo a referência [13] podemos dizer que o movimento da viga é modelado pelas seguintes
equações de movimento

ρ1φtt −Qx − lN = F1 em (0, L)× (0,∞), (1.1)

ρ2ψtt −Mx +Q = F2 em (0, L)× (0,∞), (1.2)

ρ1wtt −Nx + lQ = F3 em (0, L)× (0,∞), (1.3)

no qual t denota a variável temporal e x a variável espacial. As funções φ = φ(t, x),
w = w(t, x) e ψ = ψ(t, x) descrevem, respectivamente, as oscilações vertical, longitudinal
e o ângulo de rotação da seção transversal. Além disso, consideremos

N = k0(wx − lφ), Q = k(φx + lw + ψ) e M = bψx, (1.4)

sendo N a força axial, isto é, qualquer força que atua diretamente no eixo central da viga, Q a
força de atrito, ou seja, é a força que se opõe ao movimento da viga e M o momento fletor ge-
rado por cargas aplicadas transversalmente ao eixo longitudinal, produzindo esforço que tende
a curvar o eixo longitudinal, provocando tensões normais de tração e compressão na estrutura.
Além disso, denotamos por

ρ1 = ρA, ρ2 = ρI, k0 = EA, k = k′GA, b = EI, l = R−1,

em que ρ representa a densidade do material, E o módulo de elasticidade, G o módulo de
cisalhamento, k′ o fator de corte,A representa a área da seção transversal, I o segundo momento
de área da seção transversal, R o raio de curvatura e por fim denotamos F1, F2 e F3 como forças
externas. A seguir, apresentaremos na Figura 1.1 uma breve noção geométrica das variáveis
φ, ψ,w presentes no sistema
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Figura 1.1: Arco circular (Fonte: Ver [5], página 482).

Deste modo, substituindo (1.4) em (1.1), (1.2) e (1.3), obtemos o seguinte sistema de
Bresse

ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) = F1 em (0, L)× (0,∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) = F2 em (0, L)× (0,∞),

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) = F3 em (0, L)× (0,∞).

Diante de um vasto número de referências que podemos encontrar na literatura sobre sis-
tema de Bresse, apresentaremos aqui algumas referências para o modelo com diferentes meca-
nismos dissipativos. Inicialmente com respeito ao mecanismo dissipativo da termoelasticidade,
podemos citar o trabalho de Liu e Rao [15] em que os autores estudaram um sistema de Bresse
com dois mecanismos dissipativos termoelásticos distintos, mais precisamente mostraram o
sistema com uma dissipação atuando no deslocamento longitudinal e vertical e outra dissipa-
ção atuando no ângulo de rotação da seção transversal, ou seja, F1 = −lαθ1, F2 = −αθ3x
e F3 = −αθ1x, sendo θ1 e θ3 diferenças de temperaturas nos quais satisfazem as seguintes
equações

ρcθ1t = θ1xx − αT0(wxt − lφt) em (0, L)× (0,∞),

ρcθ3t = θ3xx − αT0ψxt em (0, L)× (0,∞),

em que ρ, c, α, T0 e l são constantes positivas. Além disso, os autores provaram que quando
as velocidades das ondas dos deslocamentos vertical e longitudinal são iguais, ou seja, quando
E = G, a solução decai exponencialmente, do ponto de vista matemático temos um resultado
relevante, porém do ponto de vista físico as velocidades de propagação das ondas são sempre
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diferentes e ainda observaram que quando as velocidades das ondas dos deslocamentos vertical
e longitudinal são diferentes, ou seja, quandoE ̸= G, as soluções possui decaimento polinomial
dependendo das condições de fronteira.

Outros trabalhos em que esses resultados também podem ser vistos são Fatori e Rivera
[11] e Lima e Sare [14]. Em [11] os autores estudaram um sistema de Bresse com um único me-
canismo de dissipação termoelástico, mais especificamente os autores consideraram um sistema
com uma dissipação atuando no ângulo de rotação na seção transversal, ou seja, F1 = F3 = 0 e
F2 = −γθx, em que γ é uma constante positiva e θ é a diferença de temperatura no qual satisfaz
a seguinte equação

θt − k1θxx +mψxt = 0 em (0, L)× (0,∞),

sendo k1 e m constantes positivas. Além disso, os autores mostraram que existe estabilidade
exponencial se, e somente se, a propagação das ondas são iguais, ou seja,

ρ1
ρ2

=
k

b
e k = k0.

No entanto, mostraram que, em geral, o sistema não é exponencialmente estável, em outras
palavras o sistema possui taxa racional. Em [14] os autores apresentaram um sistema de Bresse
termoelástico modelado pelas Leis de Fourier e Cattaneo com mecanismo dissipativo presente
em duas equações, mais precisamente os autores consideraram um sistema dissipativo atuando
nos deslocamentos vertical e longitudinal, ou seja, F1 = −lγθ, F2 = 0 e F3 = −γθx, sendo γ
constante positiva e θ a diferença de temperatura satisfazendo as seguintes equações

θt + k1qx +m(wxt − lφt) = 0 em (0, L)× (0,∞),

τqt + δq + θx = 0 em (0, L)× (0,∞),

em que k1,m e δ são constantes positivas, τ ≥ 0 e q o fluxo de calor, no qual os autores
provaram que quando

ρ1
ρ2

=
k

b
e (k0 − k)

(
τ − k1ρ1

k

)
+ τγm = 0,

a solução do sistema decairá exponencialmente. Caso contrário, mostraram que o sistema não
possui decaimento exponencial, mas sim, com taxa racional.

Agora com respeito a dissipação friccional, podemos mencionar o trabalho de Santos e
Almeida Júnior em [21], os autores estudaram o sistema de Bresse com dissipação friccional
presentes em todas as equações, especificamente mostraram o sistema com dissipações atu-
ando nas oscilações vertical, longitudinal e no ângulo de rotação da seção transversal, ou seja,
F1 = −γ1φt, F2 = −γ2ψt e F3 = −γ3wt, sendo γ1, γ2 e γ3 constantes positivas. Além disso,
os autores provaram que sempre existe decaimento exponencial da solução independente da
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relação entre os coeficientes e também apresentaram cálculos numéricos para comprovar os re-
sultados teóricos obtidos nessa referência.

Outros trabalhos em que esses resultados também podem ser vistos são Boussouira, Ri-
vera e Almeida Júnior [5], Alves, Fatori, Jorge Silva e Monteiro [2] e Wehbe e Youssef [22].
Em [5] os autores determinaram um sistema de Bresse com dissipação presente em uma única
equação, mais precisamente os autores consideraram um sistema com uma dissipação atuando
no ângulo de rotação da seção transversal, ou seja, F1 = F3 = 0 e F2 = −γψt, sendo γ uma
constante positiva e também mostraram que este mecanismo de dissipação é suficiente para es-
tabilizar exponencialmente todo o sistema desde que as velocidades de propagação das ondas
coincidem, ou seja, quando

ρ1
ρ2

=
k

b
e k = k0.

Do contrário, o sistema possui estabilidade com taxa racional. Em [2] os autores analisaram
o sistema de Bresse com duas dissipações friccionais, especificamente apresentaram o sistema
de Bresse com uma dissipação atuando no deslocamento vertical e outra dissipação atuando no
ângulo de rotação da seção transversal, isto é, F1 = −γ1φt, F2 = −γ2ψt e F3 = 0, sendo γ1 e
γ2 constantes positivas e ainda observaram que se as velocidades de propagação das ondas são
as mesmas, ou seja, quando k = k0, o sistema é exponencialmente estável, no entanto quando
k ̸= k0 a solução do sistema decai com taxa racional para zero. Em [22] os autores apresentaram
um sistema de Bresse com duas dissipações distribuídas localmente, especificamente os autores
determinaram um sistema com uma dissipação atuando no ângulo de rotação na seção transver-
sal e outra dissipação atuando no deslocamento longitudinal, ou seja, F1 = 0, F2 = −a1(x)ψt
e F3 = −a2(x)wt, no qual as funções contínuas positivas aj(x), j = 1, 2, satisfazem a seguinte
condição

aj(x) ≥ a0 > 0 para cada x ∈ (0, c) ∪ (d, L), 0 < c < d < L.

Os autores obtiveram condições suficientes para que a estabilidade exponencial da solução do
modelo exista. Mais precisamente, o sistema é exponencialmente estável quando

Gh

ρ1
=
EI

ρ2
.

Porém para o caso em que

Gh

ρ1
̸= EI

ρ2
,

o sistema possui decaimento polinomial.
Com o próposito de alcançar os objetivos, este trabalho será estruturado da seguinte

forma: no Capítulo 2 apresentaremos alguns resultados de Análise Funcional, espaços de So-
bolev e semigrupos de operadores lineares, nos quais indicaremos as referências que podemos
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encontrar os enunciados e demonstrações. Esses resultados serão de extrema revelância para
o desenvolvimento do capítulo subsequente. Dentre esses resultados, se destacam o Teorema
de Lax-Milgram (Teorema 2.8) e o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.45) para garantir
a existência e unicidade da solução do sistema de Bresse. Além disso, outros dois resultados
fundamentais para a conclusão desse trabalho, isto é, a obtenção das estabilidades exponencial e
com taxa racional, serão o Teorema de Prüss (Teorema 2.48) e o Teorema de Borichev-Tomilov
(Teorema 2.51), respectivamente. No Capítulo 3, estudaremos o sistema de Bresse com dissi-
pação friccional em uma de suas equações, mais precisamente, mostraremos o sistema com dis-
sipação atuando no ângulo de rotação na seção transversal, ou seja, F1 = F3 = 0 e F2 = −γψt.
Para esse modelo apresentaremos inicialmente a formulação do semigrupo associado ao sis-
tema de Bresse dissipativo, em seguida garantiremos a existência e unicidade da solução e por
fim estudaremos o comportamento assintótico do modelo. Para isso, consideremos os seguintes
números

χ := |k0 − k| e χ0 :=

∣∣∣∣ρ2 − b

k
ρ1

∣∣∣∣ ,
no qual veremos futuramente que a solução encontrada para o caso em que χ = χ0 = 0, isto
é, se as velocidades de propagação das ondas forem iguais, a solução decai exponencialmente
para zero. Já para os demais casos observaremos posteriormente que as soluções encontradas
decaem para zero com taxa racional. Além disso, Boussouira, Rivera e Almeida Júnior [5] en-
contraram para o caso em que χ = 0 e χ0 ̸= 0 a taxa de decaimento

1

t
1
3
−ε
,

no qual ε > 0. Já para os casos em que χ ̸= 0 e χ0 = 0 ou χ0 ̸= 0 obtiveram a taxa de
decaimento

1

t
1
6
−ε
,

sendo ε > 0, vale ressaltar ainda que neste trabalho conseguiremos melhorar essas taxas de de-
caimento, visto que a taxa de decaimento que encontraremos aqui para o caso χ = 0 e χ0 ̸= 0

será
1

t
1
2

,

e para os casos em que χ ̸= 0 e χ0 = 0 ou χ0 ̸= 0 a taxa de decaimento que obteremos será

1

t
1
4

.

Em vista desses resultados, devemos primeiro provar o Teorema da Desigualdade de Observa-
bilidade, que será de extrema importância para encontrar tais resultados e além disso por meio
desse teorema poderemos concluir que as taxas independem das condições de fronteira.
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2 PRELIMINARES

Este capítulo tem como finalidade exibir principais notações e resultados que serão es-
senciais no decorrer deste trabalho. Para isso, apresentaremos alguns conceitos fundamentais
de análise funcional, espaços Lp(Ω) e espaços de Sobolev unidimencionais, além de resultados
básicos da teoria de semigrupos de operadores lineares.

2.1 ANÁLISE FUNCIONAL

Nesta seção definiremos e apresentaremos alguns resultados de análise funcional, nos
quais para obter maiores detalhes, consultar [12], [6] e [7].

Definição 2.1. (Espaço Normado). Um espaço normado X é um espaço vetorial com uma

norma definida. Uma norma num espaço vetorial (real ou complexo) X é uma função de

valores reais em X , cujo valor em um vetor x ∈ X é dado por ∥x∥X e que satisfaz as seguintes

propriedades

(N1) ∥x∥X ≥ 0,

(N2) ∥x∥X = 0 se, e somente se, x = 0,

(N3) ∥αx∥X = |α| ∥x∥X ,

(N4) ∥x+ y∥X ≤ ∥x∥X + ∥y∥X ,

com x e y vetores arbitrários em X e α qualquer escalar no corpo.

Definição 2.2. (Espaços de Banach). Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado

completo, isto é, um espaço vetorial normado no qual toda sequência de Cauchy é convergente.

Definição 2.3. (Forma sesquilinear). Sejam X e Y dois K-espaços vetoriais. Dizemos que a

aplicação a : X × Y → K de forma sesquilinear em X × Y quando a satisfaz as seguintes

condições

(i) a(x+ y, z) = a(x, z) + a(y, z), ∀x, y ∈ X, ∀z ∈ Y ,

(ii) a(x, y + z) = a(x, y) + a(x, z),∀x ∈ X, ∀y, z ∈ Y ,

(iii) a(cx, y) = ca(x, y),∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, ∀c ∈ K,

(iv) a(x, cy) = ca(x, y),∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, ∀c ∈ K.

No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definição 2.4. (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espaços ve-

toriais normados e a : X × Y → K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é contínua

(limitada) quando existe uma constante C > 0 tal que |a(x, y)| ≤ C ∥x∥X ∥y∥Y , para todo par

(x, y) ∈ X × Y .
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Definição 2.5. (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espaços veto-

riais normados e a : X × Y → K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é coerciva quando

existe uma constante C > 0 tal que Re(a(x, x)) ≥ C ∥x∥2X , para todo x ∈ X .

Definição 2.6. (Norma proveniente do produto interno). Sejam X um espaço vetorial e

⟨·, ·⟩X um produto interno em X × X . Diz-se que a norma definida por ∥x∥X =
√

⟨x, x⟩X
provém do (ou é induzida pelo) produto interno ⟨·, ·⟩X .

Definição 2.7. (Espaços de Hilbert). Um espaço vetorial com produto interno é dito um espaço

de Hilbert se for completo em relação à norma induzida pelo produto interno. No que se segue,

H sempre denotará um espaço de Hilbert.

Teorema 2.8. (Lax-Milgram). Sejam H um espaço de Hilbert real (complexo) e uma forma

bilinear (sesquilinear) contínua e coerciva a : H ×H → K. Então para todo funcional linear

(antilinear) f limitado, existe um único x ∈ H tal que a(x, y) = (f, y), para todo y ∈ H .

Demonstração. Para o caso real, ver [6], Corolário 5.8, página 140. Para o caso complexo, ver
[16], Corolário 6.6.2, página 595.

2.2 ESPAÇOS Lp(Ω)

Nesta seção vamos descrever as notações, definições e apresentar alguns resultados de es-
paços Lp(Ω) que serão utilizadas no decorrer deste trabalho, sendo que para obter mais detalhes,
consultar [6] e [7].

Definição 2.9. (Espaços Lp(Ω)). Seja Ω ⊂ Rn aberto e 0 < p < ∞. Seja Lp(Ω) o conjunto

de todas as funções mensuráveis f : Ω → R tais que |f |p é integrável (no sentido de Lebesgue)

em Ω, ou seja,

Lp(Ω) =

f : Ω → R
∣∣ fé mensurável e

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞

 .

Dizemos que duas funções f, g ∈ Lp(Ω) são equivalentes (f ∼ g), se f = g q.s. (quase sempre)

em Ω. Indicaremos por Lp(Ω) o conjunto

Lp(Ω) = Lp(Ω)\ ∼ .

Para p = ∞ definimos

L∞(Ω) =
{
f : Ω → R

∣∣ fé limitada q.s. em Ω
}
.

Observação 1. Os elementos do conjunto Lp(Ω) são classes de equivalência de funções em
Lp(Ω). No entanto, é mais apropriado considerar esses elementos como sendo funções. Deste
modo, podemos escrever f ∈ Lp(Ω) no lugar de [f ] ∈ Lp(Ω).



21

Observação 2. Temos que

(i) Se 0 < p <∞, então Lp(Ω) é um espaço vetorial.

(ii) O conjunto L∞(Ω) é um espaço vetorial.

(iii) Seja f ∈ Lp(Ω), 0 < p ≤ ∞. Denotamos a norma em Lp(Ω) por

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

, 0 < p <∞.

(iv) Seja f ∈ L∞(Ω). Denotamos a norma em L∞(Ω) por

∥f∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|f(x)| = inf {C > 0 | |f(x)| ≤ C q.s. em Ω} .

Assim, para mostrarmos que uma determinada função mensurável f : Ω → R pertence ao
espaço Lp(Ω), basta verificarmos que ∥f∥Lp(Ω) <∞.

(v) Se f ∈ L∞(Ω), então |f(x)| ≤ ∥f∥L∞(Ω) para quase todo x ∈ Ω.

Definição 2.10. Sejam f : I ⊂ R → R uma função

(a) f é dita ser convexa se dados dois pontos (x1, f(x1)), (x2, f(x2)) com x1 < x2, o segmento

que une estes pontos está acima do gráfico de f ,

(b) f é dita côncava se o mesmo segmento está abaixo do gráfico de f .

Observação 3. Se f é uma função côncava, então para todo x1, x2 ∈ I e λ, µ > 0 tais que
λ+ µ = 1 temos

f(λx1 + µx2) ≥ λf(x1) + µf(x2).

Definição 2.11. Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e por q denotamos o expoente conjugado de p que é um

número real
1

p
+

1

q
= 1.

Proposição 2.12. (Desigualdade de Young). Dados a, b ≥ 0, 1 < p, q <∞ expoentes conju-

gados, isto é, tais que 1
p
+ 1

q
= 1. Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b > 0).

Demonstração. Ver [10], página 622, Seção B.2.

Uma variação da Desigualdade de Young que será muito utilizada neste trabalho é dada pelo
seguinte lema

Lema 2.13. (Desigualdade de Young com ε). Dados a, b ≥ 0, 1 < p, q <∞ expoentes conju-

gados, isto é, tais que 1
p
+ 1

q
= 1 e ε > 0, então existe uma constante Cε > 0 tal que

ab ≤ εap + Cεb
q, no qual Cε =

(εp)−
q
p

q
.
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Demonstração. Ver página 622 de [10], Seção B.2.

Proposição 2.14. (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ Rn aberto e sejam p e q expoentes

conjungados, 1 ≤ p ≤ ∞. Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então f g ∈ L1(Ω) e

∥f g∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) ∥g∥Lq(Ω) .

Demonstração. Ver Teorema 4.6 em [6], página 92, Capítulo 4, Seção 4.2.

Teorema 2.15. (Fischer- Riesz). Lp(Ω) é um espaço de Banach para qualquer p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Ver Teorema 4.8, seção 4.2, páginas 93 e 94, Capítulo 4 em [6].

Observação 4. O Teorema 2.15 nos diz que os espaços Lp(Ω) são espaços de Banach quando
1 ≤ p ≤ ∞. Em particular, quando p = 2 o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto
interno

⟨f, g⟩L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx⇒ ⟨f, f⟩L2(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|2dx = ∥f∥2L2(Ω) .

Se p ̸= 2 então Lp(Ω) não são espaços de Hilbert.

2.2.1 Propriedades adicionais dos espaços Lp(Ω).

Nesta subseção temos o objetivo de apresentar mais notações, definições e resultados dos
espaços Lp(Ω).

Definição 2.16. Dizemos que o conjunto X está imerso continuamente em Y se X ⊆ Y e apli-

cação inclusão
i : X → Y

x 7→ i(x) = x,

é contínua, ou seja, se existe uma constante C > 0 tal que

∥x∥Y = ∥i(x)∥Y ≤ C ∥x∥X , ∀x ∈ X.

Neste caso, escrevemos X ↪→ Y .

Definição 2.17. Uma função f : Ω ⊂ Rn → R mensurável é dita localmente integrável se∫
K

f(x)dx <∞, ∀K subconjunto compacto de Ω.

Indicaremos por Lploc(Ω) o conjunto de todas as funções mensuráveis f : Ω → R tais que |f |p

é localmente integrável, ou seja,

Lploc(Ω) =

f : Ω ⊂ Rn → R

∣∣∣∣∣ f é mensurável e
∫
K

|f(x)|pdx <∞, ∀K ⊂ Ω compacto

 ,
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e ainda

L∞
loc(Ω) =

{
f : Ω ⊂ Rn → R

∣∣ f é mensurável e f ∈ L∞(Ω) , ∀K ⊂ Ω compacto
}
.

Definição 2.18. Seja Ω um aberto do Rn e f : Ω → R uma função contínua. O suporte de f é

conjunto

supp(f) = {x ∈ Ω | f(x) ̸= 0}
Ω
.

Denotaremos por

C0(Ω) = {f ∈ C(Ω) | supp(f) é compacto} .

Definição 2.19. Sejam Ω ⊂ Rn aberto então definimos

C∞(Ω) =
∞⋂
k=1

Ck(Ω),

no qual

Ck(Ω) = {f : Ω ⊂ Rn → R|f k-vezes continuamente diferencíavel} .

Também definimos o

C∞
0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω).

Note que

C∞
0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Teorema 2.20. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto do R e 1 ≤ p < ∞ então C∞
0 (Ω) é denso

em Lp(Ω).

Demonstração. Ver Corolário 4.23 em [6], páginas 109 e 110, Capítulo 4.

2.3 ESPAÇOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Nesta seção definiremos e apresentaremos alguns resultados de espaços de Sobolev uni-
dimensionais. Para maiores detalhes, consultar [6] e [7].

Definição 2.21. (Espaços W 1,p(I)). Considere I = (a, b) com −∞ ≤ a < b ≤ +∞ e p ∈ R
com 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev W 1,p(I) é definido por

W 1,p(I) =

u : I → R

∣∣∣∣∣ u ∈ Lp(I) e ∃g ∈ Lp(I) com
∫
I

uφ′dx = −
∫
I

gφdx,∀φ ∈ C1
0(I)

 .

Em particular, quando p = 2 denotaremos W 1,2(I) = H1(I), ou seja,

H1(I) =

u : I → R

∣∣∣∣∣ u ∈ L2(I) e ∃g ∈ L2(I) com
∫
I

uφ′dx = −
∫
I

gφdx, ∀φ ∈ C1
0(I)

 .
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Observação 5. Temos que

(a) Se u ∈ W 1,p(I), então a função g é chamada de derivada fraca de u em W 1,p(I) e vamos
usar notação u′ = g. Se g é derivada fraca de u, então∫

I

uφ′dx = −
∫
I

gφdx = −
∫
I

u′φdx.

(b) A derivada fraca, quando existe, é única a menos de um conjunto de medida nula. Para ver
isso, vamos usar o seguinte: sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e u ∈ L1

loc(Ω). Se∫
Ω

u(x)φ(x)dx = 0 ∀ C0(Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

(c) Se u ∈ C1(I) ∩ Lp(I) e u′ ∈ Lp(I), então u ∈ W 1,p(I) é derivada usual u′ coincide com a
derivada fraca g da função u.

(d) Se I é um intervalo limitado, então valem as seguintes inclusões

C1(I) ⊂ W 1,p(I) e C1
0(I) ⊂ W 1,p(I).

Observação 6. O espaço W 1,p(I) é munido da norma

∥u∥W 1,p(I) = ∥u∥Lp(I) + ∥u′∥Lp(I) ,

ou ainda, se 1 < p <∞, com a norma equivalente

∥u∥W 1,p(I) = (∥u∥pLp(I) + ∥u′∥pLp(I))
1
p .

As duas normas definidas acima são equivalentes.

Observação 7. Quando p = 2, o espaço H1(I) = W 1,2(I) é um espaço com produto interno

⟨u, v⟩H1(I) = ⟨u, v⟩L2(I) + ⟨u′, v′⟩L2(I) ,

e com a norma associada

∥u∥H1(I) = (∥u∥2L2(I) + ∥u′∥2L2)
1
2 .

Teorema 2.22. O espaço W 1,p(I) é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Ver Proposição 8.1, páginas 203 e 204 em [6], Capítulo 8, Seção 8.2.

Observação 8. Se p = 2 então H1(I) = W 1,2(I) é um espaço de Hilbert.

Lema 2.23. (Du Bois-Reymond). Seja u ∈ L1
loc(I) tal que∫

I

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (I),

então u = 0 quase sempre em I .
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Demonstração. Ver [8].

Proposição 2.24. (Imersão). Seja I ⊂ R um intervalo limitado. Então, as seguintes inclusões

são compactas (e, consequentemente, contínuas)

(a) i : (H2, ∥·∥H2) → (H1, ∥·∥H1),

(b) i : (H1, ∥·∥H1) → (C(I), ∥·∥L∞).

Demonstração. Ver [1], Teorema 6.3.

Lema 2.25. Seja g ∈ L1
loc(I). Para algum y0 ∈ I , considere

v(x) =

x∫
y0

g(t)dt, x ∈ I.

Então, v ∈ C(I) e ∫
I

v(x)φ′(x)dx = −
∫
I

g(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ C1
0(I).

Demonstração. Ver página 205, Lema 8.2, Capítulo 8 em [6], Seção 8.2.

Teorema 2.26. Seja u ∈ W 1,p(I), com 1 ≤ p ≤ ∞. Então, existe uma função ũ ∈ C(I) tal

que u = ũ quase sempre em I e

ũ(x)− ũ(y) =

x∫
y

u′(t)dt,

quaisquer que sejam x, y ∈ I .

Demonstração. Ver Capítulo 8 de [6], Teorema 8.2, página 206.

Observação 9. A função ũ do Teorema 2.26 é chamada de representante contínuo da função
u ∈ W 1,p(I), uma vez que u = ũ quase sempre em I , ou seja, ũ pertence a classe de equivalên-
cia da função u.

2.3.1 Imersões nos espaços de Sobolev W 1,p(I)

Nesta subseção observaremos definições e resultados sobre imersões nos espaços de So-
bolev W 1,p(I), nos quais para obter maiores detalhes, consultar [9], [6] e [7].

Definição 2.27. Sejam X, Y espaços vetoriais normados com X ⊆ Y . Dizemos que X está

imerso continuamente Y se o operador inclusão

i : X → Y

x 7→ i(x) = x,
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é contínuo, isto é, se existe uma constante C > 0 tal que

∥x∥Y = ∥i(x)∥Y ≤ C ∥x∥X ,∀x ∈ X.

Neste caso escrevemos X ↪→ Y .

Dizemos que a imersão de X em Y é compacta se X ↪→ Y e o operador inclusão i : X → Y é

compacto.

Proposição 2.28. Seja (A , D(A )) um operador linear em um espaço H tal que ϱ(A ) ̸= ∅ e

seja X1 := (D(A ), ∥·∥A ). Então, as seguintes afirmações são equivalentes

(i) o operador A possui resolvente compacto,

(ii) a aplicação canônica X1 ↪→ X é compacta.

Demonstração. Ver [9], página 107, Proposição 5.8.

Corolário 2.29. Se o operador A tem resolvente compacto, então σ(A ) é formado apenas por

autovalores de A .

Demonstração. Ver [9], página 162, Corolário 1.15.

Proposição 2.30. Seja u ∈ Lp(R) com 1 < p <∞. As seguintes propriedades são equivalentes

(a) u ∈ W 1,p(R).

(b) Existe uma constante C > 0 tal que

∥τhu− u∥Lp(R) ≤ C|h|, ∀h ∈ R,

sendo C = ∥u′∥Lp(R) e (τhu)(x) = u(x+ h).

Demonstração. Ver [6], seção 8.2, Proposição 8.5, páginas 208 e 209.

Teorema 2.31. (Densidade). Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p <∞. Então existe uma sequência

{un}n∈N ⊂ C∞
0 (R) tal que un|I → u em W 1,p(I), ou seja, u|I ;u ∈ C∞

0 (R) é denso W 1,p(I)

(porém não podemos dizer que C∞
0 (I) é denso em W 1,p(I) quando I ⊊ R).

Demonstração. Páginas 127, 128 e 129, Teorema VIII.6 de [7].

Teorema 2.32. (Imersões de Sobolev). Temos que

(a) W 1,p(I) ⊂ L∞(I), para todo 1 ≤ p ≤ ∞, com inclusão contínua, ou seja, existe uma

constante c = c(med(I)), med(I) ≤ ∞, tal que ∥u∥L∞(I) ≤ c ∥u∥W 1,p(I), para todo u ∈
W 1,p(I).

(b) Se I é limitado (med(I) <∞) então W 1,p(I) ⊂ C(I) para todo 1 < p ≤ ∞, com inclusão

compacta.

(c) Se I é limitado (med(I) < ∞) então W 1,1(I) ⊂ Lq(I), para todo 1 ≤ q < ∞, no qual
1
p
+ 1

q
= 1, com inclusão compacta.



27

Demonstração. Ver Teorema 8.8, páginas 212, 213 e 214 em [6].

Corolário 2.33. (Derivação do produto). Sejam u, v ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então,

(a) uv ∈ W 1,p(I) e (uv)′ = u′v + uv′.

(b) Vale a seguinte fórmula

x∫
y

u′(s)v(s)ds = u(x)v(x)− u(y)v(y)−
x∫
y

u(s)v′(s)ds.

Demonstração. Ver [6], Corolário 8.10, página 215.

2.3.2 Os espaços W 1,p
0 (I)

Nesta subseção vamos definir e enunciar alguns resultados sobre espaços W 1,p
0 (I). Para

obter mais detalhes, consultar [10] e [6].

Definição 2.34. Seja 1 ≤ p <∞. O espaço W 1,p
0 (I) é por definição

W 1,p
0 (I) = C1

0(I)
W 1,p(I)

.

Se p = 2, então

W 1,2
0 (I) = H1

0 (I) = C1
0(I)

H1(I)
.

Observação 10. Os espaçosW 1,p
0 (I), 1 ≤ p <∞ são espaços vetoriais e normados com norma

de W 1,p(I).

Teorema 2.35. Seja u ∈ W 1,p(I). Então, u ∈ W 1,p
0 (I) se, e somente se, u = 0 em ∂I .

Demonstração. Ver [10] página 259, 260 e 261, Teorema 2.

Observação 11. Do Teorema 2.35, temos que W 1,p
0 (I) = {u ∈ W 1,p(I);u = 0 em ∂I}.

Teorema 2.36. (Desigualdade de Poincaré). Se I é um intervalo limitado (med(I) < ∞).

Então existe uma constante c = c(med(I)) > 0 tal que

∥u∥W 1,p(I) ≤ c ∥u′∥Lp(I) , ∀u ∈ W 1,p
0 (I).

Demonstração. Ver Proposição 8.13, Capítulo 8, Seção 8.3, página 218 em [6].

Observação 12. Se med(I) <∞ então o espaço W 1,p
0 (I) é normado com a seguinte norma

∥u∥W 1,p
0 (I) = ∥u′∥Lp(I) .
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Observação 13. Se p = 2 entãoH1
0 (I) = W 1,2

0 (I) eH1
0 (I) é um espaço de Hilbert com produto

interno

⟨u, v⟩H1
0 (I)

=

∫
I

v′(x)u′(x)dx,

e este induz a seguinte norma
(
equivalente a norma ∥u∥W 1,p

0 (I) = ∥u′∥Lp(I)

)
∥u∥H1

0 (I)
= ⟨u, u⟩H1

0 (I)
=

∫
I

(u′(x))2dx = ∥u′∥2L2(I) .

2.3.3 O espaço de Sobolev Wm,p(I)

Nesta seção definiremos e apresentaremos resultados referentes ao espaço de Sobolev
Wm,p(I).

Definição 2.37. (Espaço Wm,p(I)). Sejam m ≥ 1 e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço Wm.p(I), I ⊂ R, é

definido por

Wm,p(I) =

u ∈ Lp(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣
existem g1, g2, . . . , gm ∈ Lp(I) satisfazendo

∫
I

uDjφdx = (−1)j
∫
I

gjφdx, ∀φ ∈ C∞
0 (I), ∀j = 1, . . . ,m

 .

Nota. A função gj , j = 1, . . . ,m é chamada de derivada fraca de ordem j de u ∈ Wm,p(I).
Usamos também as seguintes notações

g1 = u′, g2 = u′′, . . . , gm = u(m),

e assim

Wm,p(I) =
{
u ∈ Lp(I), u′, u′′, . . . , u(m) ∈ Lp(I)

}
.

Caso m = 2, temos

W 2,p(I) =

u ∈ Lp(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣
existem g1, g2 ∈ Lp(I) satisfazendo

∫
I

uDjφdx = (−1)j
∫
I

gjφdx, j = 1, 2

 .

Observação 14. Temos que

(a) O espaço Wm,p(I) é um espaço vetorial normado com norma

∥u∥Wm,p(I) = ∥u∥Lp(I) +
m∑
j=1

∥∥u(j)∥∥
Lp(I)

,

para todo u ∈ Wm,p(I).

(b) O caso particular em que p = 2, definamos Hm(I) = Wm,2(I). Neste caso, Hm(I) é um



29

espaço de Hilbert com o seguinte produto interno

⟨u, v⟩Hm(I) = ⟨u, v⟩L2(I) + ⟨u′, v′⟩L2(I) + ⟨u′′, v′′⟩L2(I) + . . .+
〈
u(m), v(m)

〉
L2(I)

= ⟨u, v⟩L2 +
m∑
j=1

〈
u(j), v(j)

〉
L2(I)

,

para todos u, v ∈ Hm(I).

Teorema 2.38. (Imersões de Sobolev.) Temos que

(a) Wm,p(I) ⊂ L∞(I), para todo 1 ≤ p ≤ ∞ e todo 1 ≤ m, com inclusão contínua, ou seja,

existe uma constante c = c(med(I)),med(I) ≤ ∞ tal que ∥u∥L∞(I) ≤ c ∥u∥Wm,p(I), para todo

u ∈ Wm,p(I).

(b) Se I é limitado então Wm,p(I) ⊂ Cm−1(I) para todo 1 < p ≤ ∞ e todo 1 ≤ m com

inclusão compacta e inclusão contínua para todo 1 ≤ p ≤ ∞ e todo 1 ≤ m.

(c) Se I é limitado então Wm,1(I) ⊂ Lq(I) para todo 1 ≤ q < ∞ e todo 1 ≤ m, no qual
1
p
+ 1

q
= 1, com inclusão compacta.

Demonstração. Consequência do Teorema 2.32.

Definição 2.39. Sejam m ≥ 2 e 1 ≤ p <∞. O espaço Wm,p
0 (I) é definido como

Wm,p
0 (I) = Cm

0 (I)
Wm,p(I)

⊂ Wm,p(I).

No caso p = 2 denota-se também

Wm,2
0 (I) = C2

0(I)
Wm,2(I)

= Hm
0 (I).

Podemos mostrar que

Wm,p
0 =

{
u ∈ Wm,p(I)|u = u′ = u′′ = . . . = u(m) = 0 em ∂I

}
.

Observação 15. Seja I ⊂ R limitado, então existe C = C(I) > 0 tal que

∥u∥Wm,p(I) ≤ C
∥∥u(m)

∥∥
Lp(I)

, ∀u ∈ Wm,p
0 (I),m ≥ 2.

Lema 2.40. Seja I = (a, b) ⊂ R e uma função f ∈ C1[a, b] arbitrária. Então,

Re

∫ b

a

fuuxdx =
1

2
f |u|2

∣∣∣∣b
a

− 1

2

∫ b

a

f ′|u|2dx,

para toda u ∈ H1(I).

Demonstração. Utilizando integração por partes, podemos obter∫ b

a

fuuxdx = f |u|2
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

f ′|u|2dx−
∫ b

a

fuxudx. (2.1)
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Assim, reorganizando e reagrupando de maneira conveniente (2.1), obtemos∫ b

a

f(uux + uxu)dx = f |u|2
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

f ′|u|2dx. (2.2)

No entanto sabemos que para todos v, w ∈ C temos que Re(vw) = Re(wv), assim, tomando a
parte real de (2.2), temos

2 Re

∫ b

a

fuuxdx = f |u|2
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

f ′|u|2dx. (2.3)

Além disso, multiplicando ambos os membros de (2.3) por 1
2
, obtemos

Re

∫ b

a

fuuxdx =
1

2
f |u|2

∣∣∣∣b
a

− 1

2

∫ b

a

f ′|u|2dx.

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Nesta seção, mostraremos algumas definições e resultados provenientes da teoria geral de
semigrupos de operadores lineares, nos quais para maiores detalhes, consultar [17], [19], [18] e
[4].

Definição 2.41. Uma família {S(t)}t≥0 de operadores lineares e limitados definida sobre um

espaço de Banach X é chamada de semigrupo de operadores lineares limitados (ou simples-

mente semigrupo) quando

(i) S(0) = I (Operador Identidade em X).

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), para cada t, s ≥ 0.

Além disso, diz-se que {S(t)}t≥0 é um semigrupo de classeC0 (ou simplesmenteC0-semigrupo
se além dos itens acima tivermos que

(iii) lim
t→0

S(t)x = x, para todo x ∈ X .

Definição 2.42. Um operador A é chamado de gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}t≥0

quando A é definido como

D(A ) =

{
x ∈ X

∣∣∣∣ limt→0+

S(t)x− x

t
existe em X

}
,

e para cada x ∈ D(A ) temos

A x = lim
t→0+

S(t)x− x

t
.

As vezes diz-se também que o semigrupo S(t) é gerado por A e é denotado por S(t) = eA t.
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Note também que o domínio D(A ) do operador A pode ser reescrito como

D(A ) = {x ∈ X | A x ∈ X} .

Teorema 2.43. Seja A um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações S(t) :=

etA em um espaço de Hilbert H . Então, dado U0 ∈ D(A ) existe uma única função

U ∈ C1([0,+∞);H ) ∩ C([0,+∞);D(A )),

satisfazendo o seguinte problema de valor inicialUt = A U,

U(0) = U0.

Além disso, a solução é dada por U(t) = S(t)U0.

Demonstração. Ver [6], Teorema 7.4, páginas 185 e 186.

Definição 2.44. (Operador dissipativo). Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que um ope-

rador A é dissipativo se

Re ⟨A u, u⟩H ≤ 0, para todo u ∈ H .

Teorema 2.45. (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com domínio denso em um

espaço de Hilbert H tais que

(i) Se A é dissipativo e existe λ tal que Im(λI − A ) = H , então A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo C0 de contrações.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações sobre o espaço

H , então Im(λI − A ) = H , para todo λ > 0 e A é um operador dissipativo.

Demonstração. Ver [17], páginas 14 e 15, Teorema 4.3.

O próximo resultado será de extrema importância para a obtenção da prova da existência e
unicidade da solução do sistema deste trabalho, pois estabelece quais são as condições para que
um operador linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações.

Teorema 2.46. Seja A um operador linear, dissipativo e com domínio denso. Se 0 ∈ ϱ(A ),

então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações.

Demonstração. Ver [19], Teorema 2.12.3, página 91.

A seguir, apresentaremos o Teorema de Prüss e o Teorema de Borichev e Tomilov, os
quais estabelecem condições necessárias e suficientes para garantir que um semigrupo de classe
C0 de contrações possuem estabilidade exponencial ou com taxa racional.
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Definição 2.47. Um semigrupo {S(t)}t≥0 é dito ser exponencialmente estável se existem cons-

tantes positivas C e κ tais que

∥S(t)U0∥H ≤ Ce−κt ∥U0∥H , para todo t ≥ 0.

Teorema 2.48. (Prüss). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 de contrações sobre um

espaço de Hilbert H . Então, {S(t)}t≥0 é exponencialmente estável se, e somente se, valem as

duas condições

ϱ(A ) ⊇ {iλ | λ ∈ R} ≡ iR, (2.4)

lim sup
|λ|→∞

∥∥(iλI − A )−1
∥∥ <∞. (2.5)

Demonstração. Ver [18].

Definição 2.49. Um semigrupo {S(t)}t≥0 decai com taxa racional se existe constante positiva

C e κ ∈ (0, 1) tais que

∥S(t)U0∥H ≤ C

tκ
∥U0∥D(A ) , para todo U0 ∈ D(A ).

Definição 2.50. Escrevemos

f = O(g), quando λ→ λ0,

desde que existe uma constante positiva C > 0 tal que

|f(λ)| ≤ C|g(λ)|,

para todo λ suficientemente perto de λ0.

Teorema 2.51. (Borichev-Tomilov). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 limitado

sobre um espaço de Hilbert H com gerador infinitesimal A , tal que, iR ⊂ ϱ(A ). Então para

uma constante α > 0 fixada, as seguintes condições são equivalentes

∥R(λ,A )∥L(H ) = O(|λ|α), |λ| → ∞, (2.6)∥∥S(t)(−A )−α
∥∥
L(H )

= O(t−1), t→ ∞, (2.7)∥∥S(t)(−A )−αx
∥∥

H
= o(t−1), t→ ∞, x ∈ H , (2.8)∥∥S(t)A −1

∥∥
L(H )

= O(t−
1
α ), t→ ∞, (2.9)∥∥S(t)A −1x

∥∥
H

= o(t−
1
α ), t→ ∞, x ∈ H . (2.10)

Demonstração. Ver Teorema 2.4. em [4], páginas 459, 460 e 461.
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3 SISTEMA DE BRESSE COM UMA DISSIPAÇÃO FRICCIONAL

Em sentido amplo, o objetivo deste capítulo é estudar a existência, unicidade e o compor-
tamento assintótico de soluções para o sistema de Bresse. Para isso, consideremos o seguinte
sistema de Bresse com dissipação friccional no ângulo de rotação da seção transversal.

ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) = 0 em (0,∞)× (0, L), (3.1)

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) + γψt = 0 em (0,∞)× (0, L), (3.2)

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) = 0 em (0,∞)× (0, L). (3.3)

Como premissa, considera-se as seguintes condições iniciais

φ(0, ·) = φ0, φt(0, ·) = φ1, ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1, w(0, ·) = w0, wt(0, ·) = w1, (3.4)

e as condições de fronteira

φ(t, 0) = φ(t, L) = ψ(t, 0) = ψ(t, L) = w(t, 0) = w(t, L) = 0 em t ∈ (0,∞). (3.5)

A partir dessas informações, esse capítulo terá a seguinte estruturação. Inicialmente,
estudaremos na Seção 3.1, a formulação do semigrupo associado ao problema. Em seguida, na
Seção 3.2, mostraremos a existência e unicidade da solução do sistema. E por fim, provaremos
na Seção 3.3 a estabilidade para o semigrupo associado.

3.1 FORMULAÇÃO DO SEMIGRUPO

Essa seção tem como finalidade apresentar a formulação do semigrupo associado ao sis-
tema de Bresse dissipativo.

3.1.1 Espaço de Fase

O objetivo dessa subseção é determinar o espaço de fase, ou seja, o espaço no qual estão
definidas as soluções do problema (3.1)-(3.5). Com este propósito iremos estudar as proprie-
dades do funcional energia associado ao sistema (3.1)-(3.5). Para isso, provaremos o próximo
resultado e salientamos aqui que a sua demontração até o presente o momento é puramente
informal.

Proposição 3.1. A energia associada ao sistema (3.1)-(3.5) é dada pelo funcional

E(t) : R+ → R+ definido por

E(t) =
1

2

∫ L

0

(ρ1φ
2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1w

2
t + bψ2

x + k(φx + ψ + lw)2 + k0(wx − lφ)2)dx. (3.6)
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Além disso, o funcional satisfaz

d

dt
E(t) = −γ

∫ L

0

ψ2
t dx.

Demonstração. Multiplicando (3.1) por φt e integrando sobre o intervalo (0, L), encontramos

ρ1

∫ L

0

φtt φt dx − k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)x φt dx︸ ︷︷ ︸
:=T1

− k0l

∫ L

0

(wx − lφ) φt dx = 0.

Deste modo, integrando por partes o termo T1 e usando o fato de que os termos da fronteira se
anulam, obtemos

ρ1
2

d

dt

∫ L

0

φ2
t dx + k

∫ L

0

(φx + ψ + lw) φtx dx − k0l

∫ L

0

(wx − lφ) φt dx = 0. (3.7)

Agora, multiplicando (3.2) por ψt, integrando no intervalo (0, L) e reorganizando de forma
adequada a igualdade encontrada, temos

ρ2

∫ L

0

ψtt ψt dx − b

∫ L

0

ψxx ψt dx︸ ︷︷ ︸
:=T2

+ k

∫ L

0

(φx + ψ + lw) ψt dx = − γ

∫ L

0

ψ2
t dx.

Desta forma, integrando por partes o termo T2 e utilizando o fato que os termos da fronteira se
anulam, segue que

ρ2
2

d

dt

∫ L

0

ψ2
t dx +

b

2

d

dt

∫ L

0

ψ2
x dx + k

∫ L

0

(φx + ψ + lw) ψt dx = −γ
∫ L

0

ψ2
t dx. (3.8)

Por fim, multiplicando (3.3) por wt e integrando sobre o intervalo (0, L), obtemos

ρ1

∫ L

0

wtt wt dx − k0

∫ L

0

(wx − lφ)x wt dx︸ ︷︷ ︸
:=T3

+ kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw) wt dx = 0.

Dessa maneira, integrando por partes o termo T3 e usando o fato que os termos da fronteira se
anulam, temos

ρ1
2

d

dt

∫ L

0

w2
t dx + k0

∫ L

0

(wx − lφ) wtx dx + kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw) wt dx = 0. (3.9)

Somando (3.7), (3.8) e (3.9), encontramos

1

2

d

dt

[∫ L

0

(ρ1φ
2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1w

2
t + bψ2

x + k(φx + ψ + lw)2 + k0(wx − lφ)2dx

]
= −γ

∫ L

0

ψ2
t dx.
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Portanto,

d

dt
E(t) = −γ

∫ L

0

ψ2
t dx ≤ 0,

ou seja, o sistema é dissipativo.

Observação 16. Motivados pela Proposição 3.1 iremos determinar o espaço de fase H . En-
contrar tal espaço será o mesmo que determinar o espaço no qual a função E(t) faz sentido.
Deste modo, por meio do funcional energia dado em (3.6) se observa que, para estabelecer sua
boa definição, devem cumprir as seguintes regularidades

φ ∈ H1
0 (0, L); φt ∈ L2(0, L); ψ ∈ H1

0 (0, L); ψt ∈ L2(0, L); w ∈ H1
0 (0, L); wt ∈ L2(0, L).

Portanto, vamos considerar o seguinte espaço de fase

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)×H1
0 (0, L)× L2(0, L). (3.10)

3.1.2 Problema de Cauchy

Nessa subseção vamos reescrever o problema (3.1)-(3.5) como um problema de valor
inicial de primeira ordem. Com esse próposito, considere U = (φ, φt, ψ, ψt, w, wt)

⊤. Vamos
denotar por φt = Φ, ψt = Ψ e wt = W . Então, U satisfaz o seguinte sistemaUt = A U,

U(0) = U0,

sendo A : D(A ) ⊂ H → H o operador definido por

A U =



Φ
k
ρ1
(φx + ψ + lw)x +

k0l
ρ1
(wx − lφ)

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(φx + ψ + lw)− γ

ρ2
Ψ

W
k0
ρ1
(wx − lφ)x − kl

ρ1
(φx + ψ + lw)


,

U(0) =



φ(0, ·)
Φ(0, ·)
ψ(0, ·)
Ψ(0, ·)
w(0, ·)
W (0, ·)


=



φ0

φ1

ψ0

ψ1

w0

w1


= U0.
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3.1.3 Domínio do Operador A

Uma vez que determinamos o espaço de fase H , podemos definir o domínio do operador
A .

Proposição 3.2. Seja U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ ∈ H . Então, o domínio do operador A é

definido por

D(A ) =
{

U ∈ H |φ, ψ,w ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L),Φ,Ψ,W ∈ H1

0 (0, L)
}
.

Demonstração. Lembremos que

D(A ) = {U ∈ H |A U ∈ H } .

Para A U pertencer ao espaço H , devemos ter

Φ,Ψ,W ∈H1
0 (0, L),

k

ρ1
(φx + ψ + lw)x +

k0l

ρ1
(wx − lφ) ∈ L2(0, L),

b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φx + ψ + lw) − γ

ρ2
Ψ ∈ L2(0, L),

k0
ρ1

(wx − lφ)x − kl

ρ1
(φx + ψ + lw) ∈ L2(0, L).

Note que,

k

ρ1
φxx =

(
k

ρ1
(φx + ψ + lw)x +

k0l

ρ1
(wx − lφ)

)
︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,L)

− k

ρ1
(ψ + lw)x︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

−k0l
ρ1

(wx − lφ)︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

⇒ φxx ∈ L2(0, L),

b

ρ2
ψxx =

(
b

ρ2
ψxx − k

ρ2
(φx + ψ + lw) − γ

ρ2
Ψ

)
︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,L)

+
k

ρ2
(φx + ψ + lw)︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

+
γ

ρ2
Ψ︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,L)

⇒ ψxx ∈ L2(0, L),

k0
ρ1
wxx =

(
k0
ρ1

(wx − lφ)x − kl

ρ1
(φx + ψ + lw)

)
︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,L)

+
k0l

ρ1
φx︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,L)

+
kl

ρ1
(φx + ψ + lw)︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,L)

⇒ wxx ∈ L2(0, L).
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Deste modo, φ, ψ,w ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L). Portanto,

D(A ) =
{

U ∈ H |φ, ψ,w ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L),Φ,Ψ,W ∈ H1

0 (0, L)
}
.

3.1.4 Norma do Espaço H .

Considere U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤,U∗ = (φ∗,Φ∗, ψ∗,Ψ∗, w∗,W ∗)⊤ ∈ H . No espaço
H , podemos definir o seguinte produto

⟨U,U∗⟩H = ρ1

L∫
0

Φ Φ∗ dx + ρ2

L∫
0

Ψ Ψ∗ dx + ρ1

L∫
0

W W ∗dx + b

L∫
0

ψx ψ∗
x dx

+ k0

L∫
0

(wx − lφ)(w∗
x − lφ∗)dx+ k

L∫
0

(φx + ψ + lw)(φ∗
x + ψ∗ + lw∗)dx. (3.11)

Este produto induz a seguinte aplicação ∥·∥H : H → K, definida por

∥U∥2H = ⟨U,U⟩H
= ρ1 ∥Φ∥2L2 + ρ2 ∥Ψ∥2L2 + ρ1 ∥W∥2L2 + b ∥ψx∥2L2 + k ∥φx + ψ + lw∥2L2

+ k0 ∥wx − lφ∥2L2 . (3.12)

O nosso próximo objetivo é mostrar que a aplicação ∥·∥H : H → K dada em (3.12) é de
fato uma norma.

Lema 3.3. A aplicação ∥·∥H : H → K definida em (3.12) é uma norma.

Demonstração. Para provamos que a aplicação ∥·∥H : H → K é uma norma, devemos anali-
zar as quatro propriedade da definição de norma, ou seja, para todo U,U∗ ∈ H e λ ∈ R, vale
as seguintes condições

(i) ∥U∥H ≥ 0,
(ii) ∥U∥H = 0 se, e somente se, U = 0,
(iii) ∥λU∥H = |λ| ∥U∥H ,
(iv) ∥U + U∗∥H ≤ ∥U∥H + ∥U∗∥H .

Prova de (i).
Seja U ∈ H , por meio da igualdade (3.12) e da definição de norma em L2(0, L), temos
∥U∥H ≥ 0.

Prova de (ii).
Seja U ∈ H tal que ∥U∥H = 0. Deste modo, segue de (3.12) que

Φ = Ψ = W = φx + ψ + lw = wx − lφ = ψx = 0. (3.13)
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Uma vez que ψx = 0, temos que para toda função µ ∈ C∞
0 , integrando por partes, obtemos

L∫
0

ψ(x)µx(x)dx = ψ(x)µ(x)

∣∣∣∣∣
L

0

−
L∫

0

ψx(x)µ(x)dx

= 0.

Então, por meio do Lema 2.23, existe uma constante C ∈ R tal que ψ = C. Como
ψ ∈ H1

0 (0, L) então ψ(L) = ψ(0) = 0. Segue da Proposição 2.24 item (ii) que ψ é contí-
nua no intervalo limitado [0, L], isso quer dizer que se ψ é constante, temos que ψ = 0.
Além disso, por meio de (3.13) e do fato de ψ = 0, obtemos o seguinte sistema{

φx + lw = 0, (3.14a)

wx − lφ = 0. (3.14b)

Uma consequência do sistema (3.14) em que φ ∈ H1
0 (0, L) é o problema de valor de contorno

dado por {
φxx + l2φ = 0, (3.15a)

φ(0) = φ(L) = 0. (3.15b)

Sabemos que φ ∈ C2(0, L) é a solução do sistema (3.15) dada por

φ(x) = α1sen(lx) + α2cos(lx), para quaisquer α1, α2 ∈ R. (3.16)

Uma vez que φ(0) = 0 e tomando x = 0 na função (3.16), obtemos α2 = 0. Substituindo tal
resultado em (3.16), obtemos

φ(x) = α1sen(lx). (3.17)

Além disso, derivando (3.17) em relação a variável x, substituindo em (3.14a) e reorganizando
de forma adequada, encontramos

w(x) = −α1cos(lx). (3.18)

No caso em que w ∈ H1
0 (0, L), temos w(0) = 0, então tomando x = 0 em (3.18) e igualando

tais resultados, concluimos α1 = 0.
Assim, por meio de (3.16) e o fato de α1 = α2 = 0, temos que φ = 0, consequentemente
φx = 0. Deste modo, substituindo esse resultado em (3.14a), obtemos w = 0. Logo,
φ = ψ = w = 0. Portanto, podemos concluir que U = 0.
Por outro lado, seja U ∈ H tal que U = 0. Sendo assim, φ = ψ = w = Φ = Ψ = W = 0. Por
consequência, φx = ψx = wx = 0. Substituindo tais resultados em (3.12), temos ∥U∥2H = 0.
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Portanto, ∥U∥H = 0.

Prova de (iii).
Seja λ ∈ R e U ∈ H . Deste modo,

∥λU∥2H = ρ1 ∥λΦ∥2L2 + ρ2 ∥λΨ∥2L2 + ρ1 ∥λW∥2L2 + b ∥λψx∥2L2 + k ∥λ(φx + ψ + lw)∥2L2

+ k0 ∥λ(wx − lφ)∥2L2

= ρ1|λ|2 ∥Φ∥2L2+ρ2|λ|2∥Ψ∥2L2+ρ1|λ|2∥W∥2L2+b|λ|2 ∥ψx∥2L2+k|λ|2 ∥φx + ψ + lw∥2L2

+ k0|λ|2 ∥wx − lφ∥2L2

= |λ|2(ρ1∥Φ∥2L2+ρ2∥Ψ∥2L2+ρ1∥W∥2L2+b∥ψx∥2L2+k∥φx+ψ+lw∥2L2+k0∥wx−lφ∥2L2)

= |λ|2 ∥U∥2H .

Logo, ∥λU∥2H = |λ|2 ∥U∥2H . Portanto, ∥λU∥H = |λ| ∥U∥H , para quaisquer λ ∈ R e U ∈ H .

Prova de (iv).
Sejam U,U∗ ∈ H , por meio da Desigualdade Triangular (DT), obtemos

∥U + U∗∥2H
DT
≤ ρ1 (∥Φ∥2L2 + ∥Φ∗∥2L2) + ρ2 (∥Ψ∥2L2 + ∥Ψ∗∥2L2) + ρ1 (∥W∥2L2 + ∥W ∗∥2L2)

+ b (∥ψx∥2L2 + ∥ψ∗∥2L2) + k(∥φx + ψ + lw∥2L2 + ∥φ∗
x + ψ∗ + lw∗∥2L2)

+ k0(∥wx − lφ∥2L2 + ∥w∗
x − lφ∗∥2L2).

Desta forma,

∥U + U∗∥H ≤
√
ρ1∥Φ∥2L2+

√
ρ1∥Φ∗∥2L2+

√
ρ2∥Ψ∥2L2+

√
ρ2∥Ψ∗∥2L2+

√
ρ1∥W∥2L2+

√
ρ1∥W ∗∥2L2

+

√
b ∥ψx∥2L2 +

√
b ∥ψ∗

x∥
2
L2 +

√
k ∥φx + ψ + lw∥2L2 +

√
k ∥φ∗

x + ψ∗ + lw∗∥2L2

+

√
k0 ∥wx − lφ∥2L2 +

√
k0 ∥w∗

x − lφ∗∥2L2

=

(
√
ρ1 ∥Φ∥L2 +

√
ρ2 ∥Ψ∥L2 +

√
ρ1 ∥W∥L2+

√
b∥ψx∥L2 +

√
k ∥φx + ψ + lw∥L2

+
√
k0∥wx − lφ∥L2

)
+

(
√
ρ1 ∥Φ∗∥L2+

√
ρ2 ∥Ψ∗∥L2+

√
ρ1∥W ∗∥L2+

√
b∥ψ∗

x∥L2

+
√
k ∥φ∗

x + ψ∗ + lw∗∥L2 +
√
k0 ∥w∗

x − lφ∗∥L2

)
≤
(
ρ1∥Φ∥L2+ρ2∥Ψ∥L2+ρ1∥W∥L2+k∥φx+ψ+lw∥L2+k0∥wx−lφ∥L2+b∥ψx∥L2

)
+

(
ρ1∥Φ∗∥L2+ρ2∥Ψ∗∥L2+ρ1∥W ∗∥L2+k∥φ∗

x + ψ∗ + lw∗∥L2+k0∥w∗
x − lφ∗∥L2

+ b ∥ψ∗
x∥L2

)
= ∥U∥H + ∥U∗∥H .
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Portanto, ∥U + U∗∥H ≤ ∥U∥H + ∥U∗∥H , para quaisquer U,U∗ ∈ H .

Uma vez que as propriedades (i), (ii), (iii) e (iv) foram satisfeitas, podemos concluir que a
aplicação definida em (3.12) é de fato uma norma.

3.1.5 Equivalências de Normas

Nessa subseção mostraremos que a norma dada em (3.12) é equivalente a norma usual do
espaço H

|U|2H = ∥φx∥2L2 + ∥Φ∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥Ψ∥2L2 + ∥wx∥2L2 + ∥W∥2L2 . (3.19)

Para isto, provaremos o próximo resultado que será de extrema importância para tal obje-
tivo. A sua demontração é baseada na referência [3].

Lema 3.4. Sejam (φ, ψ, w) ∈ H1
0 (0, L) × H1

0 (0, L) × H1
0 (0, L), então existe uma constante

positiva C, tal que

k ∥φx + ψ + lw∥2L2+k0 ∥wx − lφ∥2L2 + b ∥ψx∥2L2 ≤ C
(
∥φx∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥wx∥2L2

)
, (3.20)

∥φx∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥wx∥2L2 ≤ C
(
k ∥φx + ψ + lw∥2L2 + k0 ∥wx − lφ∥2L2 + b ∥ψx∥2L2

)
.(3.21)

Demonstração. Considerando as desigualdades Triangular (DT) e de Poincaré (DP), obtemos

k ∥φx + ψ + lw∥2L2

DT
≤ k

(
∥φx∥2L2 + ∥ψ∥2L2 + l2 ∥w∥2L2

)
= k ∥φx∥2L2 + k ∥ψ∥2L2 + kl2 ∥w∥2L2

DP
≤ k ∥φx∥2L2+kCp ∥ψx∥2L2+kl

2Cp ∥wx∥2L2 . (3.22)

Além disso, segue das desigualdades Triangular (DT) e de Poincaré (DP) que

k0 ∥wx − lφ∥2L2

DT
≤ k0

(
∥wx∥2L2 + l2 ∥φ∥2L2

)
= k0 ∥wx∥2L2 + k0l

2 ∥φ∥2L2

DP
≤ k0 ∥wx∥2L2+k0l

2Cp ∥φx∥2L2 . (3.23)

Assim, somando as desigualdades (3.22) e (3.23), encontramos

k ∥φx + ψ + lw∥2L2 + k0 ∥wx − lφ∥2L2 ≤
(
k + k0 l

2 Cp
)
∥φx∥2L2 + k Cp ∥ψx∥2L2

+
(
kl2Cp + k0

)
∥wx∥2L2 . (3.24)

Deste modo, somando o termo b ∥ψx∥2L2 em ambos os membros da Desigualdade (3.24), pode-
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mos obter

k ∥φx + ψ + lw∥2L2 + k0 ∥wx − lφ∥2L2 + b ∥ψx∥2L2 ≤
(
k + k0l

2Cp
)
∥φx∥2L2+(kCp + b)∥ψx∥2L2

+
(
kl2Cp + k0

)
∥wx∥2L2

≤ C
(
∥φx∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥wx∥2L2

)
,

sendo C = máx {k + k0l
2Cp, kCp + b, kl2Cp + k0} > 0, pois k, k0, b, l, Cp são constantes po-

sitivas.
Logo, vale a Desigualdade (3.20).
Agora resta apenas mostrar que vale (3.21). Para isso, a demonstração será feita mediante argu-
mentos de contradição.
Suponha que a Desigualdade (3.21) não é verdadeira. Assim, para todo n ∈ N existe uma
sequência {(φn, ψn, wn)}n∈N em H1

0 (0, L)×H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L), tal que

∥φn,x∥2L2 + ∥ψn,x∥2L2 + ∥wn,x∥2L2 > n
(
k ∥φn,x + ψn + lwn∥2L2 + k0 ∥wn,x − lφn∥2L2

+b ∥ψn,x∥2L2

)
. (3.25)

Assim, sem perda de generalidade normalizando a sequência {(φn, ψn, wn)}n∈N, podemos obter

∥φn,x∥2L2 + ∥ψn,x∥2L2 + ∥wn,x∥2L2 = 1. (3.26)

Deste modo, substituindo (3.26) na Desigualdade (3.25) e reorganizando de maneira conveni-
ente a desigualdade encontrada, obtemos

k ∥φn,x + ψn + lwn∥2L2 + k0 ∥wn,x − lφn∥2L2 + b ∥ψn,x∥2L2 <
1

n
. (3.27)

Sendo assim, por meio da Desigualdade (3.26), sabemos que a sequência {(φn, ψn, wn)}n∈N é
limitada em H1

0 (0, L) × H1
0 (0, L) × H1

0 (0, L). Uma vez que temos a inclusão
H1

0 (0, L) ↪→ L2(0, L) compacta, podemos dizer que existe N1 ⊂ N um conjunto infinito, tal
que a sequência {(φn, ψn, wn)}n∈N1

converge forte em L2(0, L) × L2(0, L) × L2(0, L). Além
disso, sabemos pela Desigualdade (3.27) que

ψn,x → 0 forte em L2(0, L). (3.28)

Assim, utilizando a Desigualdade de Poincaré, temos que

ψn → 0 forte em H1
0 (0, L).

Agora, considere φn → φ e wn → w forte em L2(0, L).
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Desta forma, segue da Desigualdade (3.27) que

φn,x + ψn + lwn → 0 forte em L2(0, L).

Além disso, somando e subtraindo termo lw em φn,x + ψn + lwn, encontramos

φn,x + ψn + lwn = φn,x + ψn + l(wn − w) + lw.

Sob essa informações, podemos obter

φn,x + ψn + l(wn − w) + lw → 0 forte em L2(0, L).

Como sabemos que wn → w e ψn → 0, resultamos

φn,x → −lw forte em L2(0, L). (3.29)

Desta forma, a sequência {φn}n∈N1
é de Cauchy em H1

0 (0, L), então existe uma função
ϕ ∈ H1

0 (0, L) tal que φn → ϕ em H1
0 (0, L), em consequência φn → ϕ em L2(0, L). As-

sim, pela unicidade do limite temos φ = ϕ, ou seja, φ ∈ H1
0 (0, L).

Além disso, de (3.29), concluímos que

φx + lw = 0 quase sempre em x ∈ (0, L). (3.30)

Do mesmo modo, a partir da Desigualdade (3.27), temos que

wn,x − lφn → 0 forte em L2(0, L).

Além disso, somando e subtraindo o termo lφ em wn,x − lφn, encontramos

wn,x − lφn = wn,x − l(φn − φ)− lφ.

Sob tais resultados, obtemos

wn,x − l(φn − φ)− lφ→ 0 forte em L2(0, L).

Como φn → φ forte em L2(0, L), podemos concluir

wn,x → lφ forte em L2(0, L). (3.31)

Deste modo, a sequência {wn}n∈N1
é de Cauchy em H1

0 (0, L), então existe uma função
ω ∈ H1

0 (0, L) tal que wn → ω em H1
0 (0, L), o que implica wn → ω em L2(0, L). Assim,

utilizando a unicidade do limite temos que w = ω, isto é, w ∈ H1
0 (0, L).
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Então, de (3.31) segue

wx − lφ = 0 quase sempre em x ∈ (0, L). (3.32)

Assim, a solução das igualdades (3.30) e (3.32) é análoga a do sistema (3.14), nos quais obte-
mos φ = w = 0.
Portanto, por meio de (3.28), (3.29) e (3.31) segue que (φn,x, ψn,x, wn,x) → (0, 0, 0), contadi-
zendo assim (3.26).
Concluímos, então que existe uma constante positiva C que satisfaz (3.21).

Corolário 3.5. As normas ∥·∥H e | · |H dadas em (3.12) e (3.19), respectivamente, são equiva-

lentes.

Demonstração. Consequência imediata do Lema 3.4.

Observação 17. Uma vez que mostramos no Corolário 3.5 a equivalência das normas e sabemos
que o espaço de fase H é um espaço de Hilbert, pois todos os espaços que constitui o espaço
de fase H são espaços de Hilbert, segue que H é um espaço de Hilbert com produto interno
dado em (3.11).

3.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Essa seção tem como objetivo mostrar mediante teoria de semigrupos, a existência e uni-
cidade de solução para o sistema (3.1)-(3.5). Com essa finalidade apresentaremos o próximo
resultado.

Teorema 3.6. O operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de con-

trações sobre o espaço de Hilbert H .

Demonstração. Para provar que o operador A gera um semigrupo de classe C0 de contrações,
utilizaremos o Teorema 2.46. Para isso, devemos satisfaz as seguintes condições

(a) D(A ) é denso em H ,
(b) A é um operador dissipativo,
(c) 0 ∈ ϱ(A ), sendo ϱ(A ) o conjunto resolvente do operador A .

Prova de (a).
Lembremos que

C∞
0 (0, L) ⊂ H2(0, L) ∩H1

0 (0, L) ⊂ H1
0 (0, L).

Então,

C∞
0 (0, L)

H1
0 (0,L)︸ ︷︷ ︸

=H1
0 (0,L)

⊂ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)

H1
0 (0,L) ⊂ H1

0 (0, L)
H1

0 (0,L)︸ ︷︷ ︸
=H1

0 (0,L)

,
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pois H1
0 (0, L) é um espaço de Banach, em particular é fechado e C∞

0 (0, L)
H1

0 (0,L) = H1
0 (0, L).

Logo,

H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)

H1
0 (0,L)

= H1
0 (0, L). (3.33)

Além disso, sabemos que

C∞
0 (0, L) ⊂ H1

0 (0, L) ⊂ L2(0, L).

Segue que,

C∞
0 (0, L)

L2(0,L)︸ ︷︷ ︸
=L2(0,L)

⊂ H1
0 (0, L)

L2(0,L)
⊂ L2(0, L)

L2(0,L)︸ ︷︷ ︸
=L2(0,L)

,

pois L2(0, L) é fechado e C∞
0 (0, L)

L2(0,L)
= L2(0, L).

Logo,

H1
0 (0, L)

L2(0,L)
= L2(0, L). (3.34)

Por meio de (3.33) e (3.34), obtemos

D(A )
H

= H2(0, L)∩H1
0 (0, L)

H1
0 (0,L)×H1

0 (0, L)
L2(0,L)

×H2(0, L)∩H1
0 (0, L)

H1
0 (0,L)

× H1
0 (0, L)

L2(0,L)
× H2(0, L) ∩ H1

0 (0, L)
H1

0 (0,L) × H1
0 (0, L)

L2(0,L)

= H1
0 (0, L)× L2(0, L) ×H1

0 (0, L) × L2(0, L) ×H1
0 (0, L) × L2(0, L)

= H .

Portanto, D(A ) é denso em H .

Prova de (b).
Como H é um espaço de Hilbert, para provar que o operador A : D(A ) ⊂ H → H é
dissipativo, basta mostrar que

Re ⟨A U,U⟩H ≤ 0, para todo U ∈ D(A ).

De fato, seja U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ ∈ D(A ). Deste modo,

⟨A U,U⟩H

= k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)xΦdx︸ ︷︷ ︸
:=T4

+k0l

∫ L

0

(wx − lφ)Φdx+b

∫ L

0

ψxxΨdx︸ ︷︷ ︸
:=T5

−k
∫ L

0

(φx + ψ + lw)Ψdx

− γ

∫ L

0

|Ψ|2dx + k0

∫ L

0

(wx − lφ)xWdx︸ ︷︷ ︸
:=T6

− kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw)Wdx + b

∫ L

0

Ψxψxdx

+ k

∫ L

0

Φx(φx + ψ + lw)dx + k

∫ L

0

Ψ(φx + ψ + lw)dx + kl

∫ L

0

W (φx + ψ + lw)dx

+ k0

∫ L

0

Wx(wx − lφ)dx− k0l

∫ L

0

Φ(wx − lφ)dx.
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Além disso, integrando por partes os termos T4, T5 e T6 e usando o fato que os termos da fron-
teira se anulam, segue que

⟨A U,U⟩H

=
��������������:T7

−k
∫ L

0

(φx + ψ + lw)Φxdx
������������:T8

+k0l

∫ L

0

(wx − lφ)Φdx
���

�����*
T9

−b
∫ L

0

ψxΨxdx
�������������:T10

−k
∫ L

0

(φx + ψ + lw)Ψdx

− γ

∫ L

0

|Ψ|2dx
��������������:T11

− k0

∫ L

0

(wx − lφ)Wxdx
���������������:T12

− kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw)Wdx
���������:T9
+ b

∫ L

0

ψxΨxdx

���������������:T7

+ k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)Φxdx
���������������:T10

+ k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)Ψdx
���������������:T12

+ kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw)Wdx

�������������:T11

+k0

∫ L

0

(wx − lφ)Wxdx
�������������:T8

−k0l
∫ L

0

(wx − lφ)Φdx.

Dessa forma, cancelando os termos T7, T8, T9, T10, T11 e T12 e tomando a parte real de tal igual-
dade encontrada, obtemos

Re ⟨A U,U⟩H = Re

(
−γ
∫ L

0

|Ψ|2dx
)

= −γ
∫ L

0

|Ψ|2dx ≤ 0. (3.35)

Portanto, o operador A é dissipativo.

Prova de (c).
Lembremos que

ϱ(A ) =
{
λ ∈ C | λI − A é invertível e (λI − A )−1 é limitado

}
.

Vamos provar que 0 ∈ ϱ(A ). Para isso, devemos mostrar que −A −1 existe e −A −1 é limitado.

1º) Para provarmos que o operador A é invertível, basta mostrar que para toda função
F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)

⊤ ∈ H , existe uma única solução U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ ∈ D(A )

tal que A U = −F, ou seja,

A U =



Φ
k
ρ1
(φx + ψ + lw)x +

k0l
ρ1
(wx − lφ)

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(φx + ψ + lw)− γ

ρ2
Ψ

W
k0
ρ1
(wx − lφ)x − kl

ρ1
(φx + ψ + lw)


=



−f1
−f2
−f3
−f4
−f5
−f6


= −F.

Sendo assim, podemos considerar

Φ = −f1 ∈ H1
0 (0, L), Ψ = −f3 ∈ H1

0 (0, L) e W = −f5 ∈ H1
0 (0, L). (3.36)
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Resta apenas mostrar que existem φ, ψ,w ∈ H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L) satisfazendo as seguintes

equações

k(φx + ψ + lw)x + k0l(wx − lφ) = −ρ1f2, (3.37)

bψxx − k(φx + ψ + lw) = −ρ2f4 + γΨ, (3.38)

k0(wx − lφ)x − kl(φx + ψ + lw) = −ρ1f6. (3.39)

Agora nosso objetivo é encontrar a equação variacional relacionada as equações (3.37), (3.38)
e (3.39).
Considere o seguinte espaço de Hilbert V = H1

0 (0, L)×H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L), munido da norma
usual

|(φ, ψ,w)|2V = ∥φ∥2H1
0
+ ∥ψ∥2H1

0
+ ∥w∥2H1

0
= ∥φx∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥wx∥2L2 . (3.40)

Afirmação. Para toda terna (φ∗, ψ∗, w∗) ∈ V , existe uma única terna (φ, ψ,w) ∈ V satisfa-
zendo a equação variacional

k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)(φ∗
x + ψ∗ + lw∗)dx + k0

∫ L

0

(wx − lφ) (w∗
x − lφ∗)dx + b

∫ L

0

ψx ψ∗
x dx

= ρ1

∫ L

0

f2 φ∗ dx +

∫ L

0

(ρ2f4 − γf3) ψ∗ dx + ρ1

∫ L

0

f6 w∗ dx. (3.41)

De fato, definamos a forma sesquilinear a[·, ·] : V × V → C por

a[(φ, ψ,w), (φ∗, ψ∗, w∗)] = k

∫ L

0

(φx + ψ + lw) (φ∗
x + ψ∗ + lw∗) dx

+ k0

∫ L

0

(wx − lφ)(w∗
x − lφ∗)dx+ b

∫ L

0

ψxψ∗
xdx. (3.42)

e considere o funcional linear Λ : V → C, dado por

Λ((φ∗, ψ∗, w∗)) = ρ1

∫ L

0

f2 φ∗ dx +

∫ L

0

(ρ2 f4 − γ f3) ψ∗ dx + ρ1

∫ L

0

f6 w∗ dx. (3.43)

Então, a forma sesquilinear a[·, ·] e o funcional linear Λ satisfazem as hipóteses do Teorema 2.8.

Com efeito,

(i) a[·, ·] é contínua.
De fato, por meio das desigualdades Triangular (DT), Cauchy-Schwarz (DCS) e Poincaré (DP),
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obtemos

|a[(φ, ψ,w), (φ∗, ψ∗, w∗)]|
DT
≤
∣∣∣∣k ∫ L

0

(φx + ψ + lw)(φ∗
x + ψ∗ + lw∗)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣k0 ∫ L

0

(wx − lφ)(w∗
x − lφ∗)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣b∫ L

0

ψxψ∗
xdx

∣∣∣∣
DCS
DT
≤ k

(
∥φx∥L2 + ∥ψ∥L2 + l ∥w∥L2

)(
∥φ∗

x∥L2 + ∥ψ∗∥L2 + l ∥w∗∥L2

)
+ k0

(
∥wx∥L2 + l ∥φ∥L2

)(
∥w∗

x∥L2 + l ∥φ∗∥L2

)
+ b ∥ψx∥L2 ∥ψ∗

x∥L2

DP
≤ C

(
∥φx∥L2 ∥φ∗

x∥L2 +∥φx∥L2 ∥ψ∗
x∥L2 + ∥φx∥L2 ∥w∗

x∥L2 + ∥ψx∥L2 ∥φ∗
x∥L2 + ∥ψx∥L2∥ψ∗

x∥L2

+ ∥ψx∥L2 ∥w∗
x∥L2 + ∥wx∥L2 ∥φ∗

x∥L2 + ∥wx∥L2 ∥ψ∗
x∥L2 + ∥wx∥L2 ∥w∗

x∥L2

)
= C

(
∥φx∥L2 + ∥ψx∥L2 + ∥wx∥L2

)
(∥φ∗

x∥L2 + ∥ψ∗
x∥L2 + ∥w∗

x∥L2

)
= C|(φ, ψ,w)|V |(φ∗, ψ∗, w∗)|V .

Portanto, a[·, ·] é contínua.

(ii) a[·, ·] é coerciva.
De fato, segue do Lema 3.1 Desigualdade (3.21) que

|(φ, ψ, w)|2V = ∥φx∥2L2 + ∥ψx∥2L2 + ∥wx∥2L2

≤ C
(
k ∥φx + ψ + lw∥2L2 + k0 ∥wx − lφ∥2L2 + b ∥ψx∥2L2

)
= Ca[(φ, ψ,w), (φ, ψ, w)].

Logo,

a[(φ, ψ,w), (φ, ψ,w)] ≥ 1

C
|(φ, ψ,w)|2V ,

sendo C uma constante positiva. Portanto, a[·, ·] é coerciva.

(iii) Λ é limitado.
Seja (φ∗, ψ∗, w∗) ∈ V , por meio das desigualdades Triangular (DT), Cauchy-Schwarz (DCS)
e Poincaré (DP), obtemos

|Λ((φ∗, ψ∗, w∗))|
DT
≤
∣∣∣∣ρ1 ∫ L

0

f2 φ∗ dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∫ L

0

(ρ2 f4 − γ f3) ψ∗ dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ρ1 ∫ L

0

f6 w∗ dx

∣∣∣∣
DCS
≤ ρ1 ∥f2∥L2 ∥φ∗∥L2 + ∥ρ2 f4 − γ f3∥L2 ∥ψ∗∥L2 + ρ1 ∥f6∥L2 ∥w∗∥L2

DP
≤ ρ1Cp ∥f2∥L2 ∥φ∗

x∥L2 + Cp ∥ρ2f4 − γf3∥L2 ∥ψ∗
x∥L2 + ρ1Cp ∥f6∥L2 ∥w∗

x∥L2

≤ C
(
∥φ∗

x∥L2 + ∥ψ∗
x∥L2 + ∥w∗

x∥L2

)
= C |(φ∗, ψ∗, w∗)|V ,

no qual C = máx {ρ1Cp ∥f2∥L2 , Cp ∥ρ2f4 − γf3∥L2 , ρ1Cp ∥f6∥L2} > 0. Portanto, o funcional
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linear Λ é limitado.

Concluímos por meio do Teorema 2.8 que, para toda terna (φ∗, ψ∗, w∗) ∈ V , existe uma única
terna (φ, ψ, w) ∈ V , tal que

a[(φ, ψ, w), (φ∗, ψ∗, w∗)] = Λ(φ∗, ψ∗, w∗), (3.44)

em que a forma sesquilinear a[·, ·] e o funcional linear Λ são dados em (3.42) e (3.43). Portanto,
vale a afirmação dada em (3.41).

Resta apenas mostrar que de fato, (φ, ψ,w) ∈ [H1
0 (0, L)∩H2(0, L)]3 e satisfazem (3.37), (3.38)

e (3.39).
De fato, considere φ∗ ∈ C∞

0 (0, L) uma função arbitrária e ψ∗ = w∗ = 0 em (3.41), obtemos

k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)φ∗
xdx− k0l

∫ L

0

(wx − lφ)φ∗dx = ρ1

∫ L

0

f2φ∗dx. (3.45)

Deste modo, reorganizando e reagrupando de forma conveniente (3.45), encontramos

k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)φ∗
xdx = −

∫ L

0

[−k0l(wx − lφ)− ρ1f2]φ∗dx.

Segue da definição de derivada fraca que

k(φx + ψ + lw)x = −k0l(wx − lφ)− ρ1f2, em L2(0, L). (3.46)

Então, (3.37) é satisfeita. Além disso, reorganizando de maneira adequada (3.46), concluímos

φxx =
1

k
[−kψx − klwx − k0l(wx − lφ)− ρ1f2], em L2(0, L).

Logo, φ também pertence a H2(0, L). Portanto φ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Agora, considere ψ∗ ∈ C∞
0 (0, L) uma função arbitrária e φ∗ = w∗ = 0 em (3.41), segue que

k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)ψ∗dx+ b

∫ L

0

ψxψ∗
xdx =

∫ L

0

(ρ2f4 − γf3)ψ∗dx. (3.47)

Desta forma, reorganizando e reagrupando de forma apropriada (3.47), temos

b

∫ L

0

ψxψ∗
xdx = −

∫ L

0

[k(φx + ψ + lw)− (ρ2f4 − γf3)]ψ∗dx.

Por meio da definição de derivada fraca, obtemos

bψxx = k(φx + ψ + lw)− (ρ2f4 − γf3) em L2(0, L). (3.48)
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Então, (3.38) é satisfeita. Além disso, reorganizando de maneira conveniente (3.48), podemos
obter

ψxx =
1

b
[k(φx + ψ + lw)− (ρ2f4 − γf3)] em L2(0, L).

Logo, ψ também pertence a H2(0, L). Portanto, ψ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Por fim, considere w∗ ∈ C∞
0 (0, L) uma função arbitrária e φ∗ = ψ∗ = 0 em (3.41), obtemos

kl

∫ L

0

(φx + ψ + lw)w∗dx+ k0

∫ L

0

(wx − lφ)w∗
xdx = ρ1

∫ L

0

f6w∗dx. (3.49)

Dessa maneira, reorganizando e reagrupando de forma adequada (3.49), podemos concluir

k0

∫ L

0

(wx − lφ)w∗
xdx = −

∫ L

0

[kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6]w∗dx.

Segue da definição de derivada fraca que

k0(wx − lφ)x = kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6. (3.50)

Então, (3.39) é satisfeita. Além disso, reorganizando de forma apropriada (3.50), encontramos

wxx =
1

k0
[k0lφx + kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6] em L2(0, L).

Logo, w também pertence a H2(0, L). Portanto, w ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L).

Concluímos então que existe uma única terna (φ, ψ,w) ∈ [H1
0 (0, L)∩H2(0, L)]3, satisfazendo

(3.37), (3.38) e (3.39).

Portanto, existe uma única solução U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) ∈ D(A ) tal que A U = −F, o que
prova que o operador A −1 existe.

2º) Vamos mostrar que o operador A −1 é limitado, ou seja, existe C > 0 tal que
∥A −1F∥2H ≤ C ∥F∥2H , para todo F ∈ H .

Seja F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)
⊤ ∈ H , então existe um único U ∈ D(A ), tal que A U = −F,

ou seja,

Φ = −f1, (3.51)

k(φx + ψ + lw)x + k0l(wx − lφ) = −ρ1f2, (3.52)

Ψ = −f3, (3.53)

bψxx − k(φx + ψ + lw) = −ρ2f4 + γΨ, (3.54)

W = −f5, (3.55)

k0(wx − lφ)x − kl(φx + ψ + lw) = −ρ1f6. (3.56)
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Assim, multiplicando (3.52), (3.54) e (3.56) por φ, ψ e w, respectivamente e integrando sobre o
intervalo [0, L], obtemos

k

∫ L

0

(φx + ψ + lw)xφdx︸ ︷︷ ︸
:=T13

+k0l

∫ L

0

(wx − lφ)φdx = −ρ1
∫ L

0

f2φdx, (3.57)

b

∫ L

0

ψxxψdx︸ ︷︷ ︸
:=T14

−k
∫ L

0

(φx + ψ + lw)ψdx = −
∫ L

0

(ρ2f4 + γΨ)ψdx, (3.58)

k0

∫ L

0

(wx − lφ)xwdx︸ ︷︷ ︸
:=T15

−kl
∫ L

0

(φx + ψ + lw)wdx = −ρ1
∫ L

0

f6wdx. (3.59)

Dessa forma, somando membro a membro as (3.57), (3.58) e (3.59), integrando por partes os
termos T13, T14 e T15, utilizando o fato que os termos da fronteira se anulam e multiplicando
por (−1) em ambos os lados da igualdade encontrada, podemos concluir

k ∥φx + ψ + lw∥2L2 + k0 ∥wx − lφ∥2L2 + b ∥ψx∥2L2 = ρ1

∫ L

0

f2φdx +

∫ L

0

(ρ2f4ψ − γΨψ)dx

+ ρ1

∫ L

0

f6wdx. (3.60)

Sendo assim, somando ρ1 ∥Φ∥2L2 + ρ2 ∥Ψ∥2L2 + ρ1 ∥W∥2L2 em ambos os membros de (3.60) e
usando (3.12), temos

∥U∥2H = ρ1 ∥Φ∥2L2+ρ2 ∥Ψ∥2L2+ρ1 ∥W∥2L2+ρ1

∫ L

0

f2φdx+

∫ L

0

(ρ2f4ψ − γΨψ)dx+ρ1

∫ L

0

f6wdx.

Segue de (3.51), (3.53) e (3.55) que

∥U∥2H = ρ1 ∥f1∥2L2+ρ2 ∥f3∥2L2+ρ1 ∥f5∥2L2+ρ1

∫ L

0

f2φdx+

∫ L

0

(ρ2f4ψ + γf3ψ)dx+ρ1

∫ L

0

f6wdx.

Além disso, por meio da Desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

∥U∥2H ≤ ρ1∥f1∥2L2+ρ2∥f3∥2L2+ρ1∥f5∥2L2+ρ1 ∥f2∥L2∥φ∥L2+ρ2 ∥f4∥L2∥ψ∥L2+γ ∥f3∥L2∥ψ∥L2

+ ρ1 ∥f6∥L2 ∥w∥L2 .

Assim, pela Desigualdade de Poincaré, concluímos

∥U∥2H ≤ρ1Cp∥f1,x∥2L2+ρ2Cp∥f3,x∥2L2+ρ1Cp∥f5,x∥2L2+ρ1Cp∥f2∥L2∥φx∥L2+ρ2Cp∥f4∥L2∥ψx∥L2

+ γCp ∥f3,x∥L2 ∥ψx∥L2 + ρ1Cp ∥f6∥L2 ∥wx∥L2 ,

ou seja, existe C1 = máx {ρ1Cp, ρ2Cp, γCp} > 0, pois ρ1, ρ2, γ, Cp são constantes positivas,
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tais que

∥U∥2H ≤ C1|F|2H + C1|U|H |F|H .

Como sabemos pelo Corolário 3.5 que as normas |U|H e ∥U∥H são equivalentes, então temos

∥U∥2H ≤ C1 ∥F∥2H + C1 ∥U∥H ∥F∥H .

Desta forma, segue da Desigualdade de Young que

∥U∥2H ≤ C1 ∥F∥2H + εC1 ∥U∥2H + C1Cε ∥F∥2H . (3.61)

Tomando ε = 1
2C1

> 0, obtemos

Cε =

(
1

2C1

· 2
)− 2

2

· 2−1 =

(
1

C1

)−1

· 1
2
=
C1

2
> 0.

Sendo assim, substituindo ε = 1
2C1

e Cε = C1

2
em (3.61), encontramos

∥U∥2H ≤ C1 ∥F∥2H +
1

2
∥U∥2H +

C2
1

2
∥F∥2H . (3.62)

Deste modo, reorganizando de maneira conveniente (3.62), resultamos

∥U∥2H ≤ C1(2 + C1) ∥F∥2H .

Logo,

∥∥A −1F
∥∥2

H
= ∥U∥2H ≤ C ∥F∥2H ,∀F ∈ H ,

no qual C = C1(2 + C1) > 0.
Portanto, A −1 é limitado, concluindo assim a prova de que 0 ∈ ϱ(A ).

Por (a), (b) e (c) podemos utilizar o Teorema 2.46 e concluir que o operador A gera um semi-
grupo de classe C0 de contrações.

Teorema 3.7. Suponhamos que os dados iniciais U0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1)
⊤ ∈ D(A ), en-

tão existe uma única solução U = (φ, φt, ψ, ψt, w, wt)
⊤ para o sistema (3.1)-(3.5) satisfazendo

U ∈ C ([0,∞);D(A )) ∩ C1([0,∞);H ).

Demonstração. Consequência imediata do Teorema 2.43.
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3.3 ESTABILIDADE

Essa seção tem como objetivo apresentar o comportamento assintótico da solução
U(t) = eA tU0 para o sistema (3.1)-(3.5). Com esse próposito, consideremos

χ := |k0 − k| e χ0 :=

∣∣∣∣ρ2 − b

k
ρ1

∣∣∣∣ .
Verificaremos mais adiante que a solução encontrada para o caso em que

χ = χ0 = 0 possui decaimento exponencial, já para os demais casos analisaremos mais adi-
ante que as soluções encontradas tem decaimento com taxa racional. Para isso, provaremos
o próximo resultado com o próposito de mostrar que todo o eixo imaginário está contido no
resolvente do operador A . Como veremos a seguir esse resultado não depende de χ e χ0. Na
subseção 3.3.3 mostraremos as condições (2.5) e (2.6) sobre o operador resolvente.

Lema 3.8. Sejam iR o conjunto definido por {iλ | λ ∈ R} e ϱ(A ) conjunto resolvente do ope-

rador A . Então iR ⊆ ϱ(A ).

Demonstração. Pelo Teorema 2.32 item (iii) temos que as inclusões
H2(0, L) ↪→ H1(0, L) ↪→ L2(0, L) são compactas e além disso sabemos que as inclusões
H2(0, L) ∩ H1

0 (0, L) ↪→ H1
0 (0, L) e H1

0 (0, L) ↪→ L2(0, L) também são compactas, assim po-
demos dizer mediante tais resultados que cada espaço do produto cartesiano do domínio do
operador A tem inclusão compacta no respectivo espaço de fase H , consequentemente a in-
clusão D(A ) ↪→ H é compacta.
Além disso, segue da Proposição 2.28 item (i) que o conjunto ϱ(A ) é compacto. Deste modo,
podemos utilizar o Corolário 2.29 e concluir que o complementar do conjunto resolvente do
operador A , definido por σ(A ) = C \ ϱ(A ) é formado apenas por autovalores de A .
Mediante tais informações, vamos supor por absurdo que iR ⊈ ϱ(A ), ou seja, podemos di-
zer que existe β ∈ R − {0}, tal que iβ /∈ ϱ(A ), em consequência temos que iβ ∈ σ(A ).
Assim, pelo observado acima iβ é um autovalor do operador A , então existe um autovetor
U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ ∈ D(A ), satisfazendo a equação resolvente

iβU − A U = 0. (3.63)

Desta forma, tomando o produto interno em H de (3.63) por U, encontramos

iβ ∥U∥2L2 − ⟨A U,U⟩H = 0. (3.64)

Além disso, sabemos que tomar a parte real de (3.64) é o mesmo que tomar a parte real do
produto interno ⟨−A U,U⟩H . Assim, segue de (3.35) que

−Re ⟨A U,U⟩H = γ ∥Ψ∥2L2 . (3.65)
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Sob tais resultados, podemos obter

γ ∥Ψ∥2L2 = 0,

sendo γ uma constante positiva, segue que Ψ = 0.
Agora, reescrevendo (3.63) por meio de suas componentes, obtemos

iβφ− Φ = 0, (3.66)

iβρ1Φ− k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) = 0, (3.67)

iβψ −Ψ = 0, (3.68)

iβρ2Ψ− bψxx + k(φx + ψ + lw) + γΨ = 0, (3.69)

iβw −W = 0, (3.70)

iβρ1W − k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) = 0. (3.71)

Como Ψ = 0, podemos substituir em (3.68) e obter ψ = 0, consequentemente ψxx = 0. Assim,
substituindo esses resultados no sistema (3.66)-(3.71), encontramos

iβφ− Φ = 0, (3.72)

iβρ1Φ− k(φx + lw)x − k0l(wx − lφ) = 0, (3.73)

k(φx + lw) = 0, (3.74)

iβw −W = 0, (3.75)

iβρ1W − k0(wx − lφ)x + kl(φx + lw) = 0. (3.76)

De (3.74), temos que

φx + lw = 0, (3.77)

visto que k > 0, em consequência (φx + lw)x = 0, substituindo tais resultados em (3.73) e
(3.76), obtemos

iβρ1Φ − k0l(wx − lφ) = 0, (3.78)

iβρ1W − k0(wx − lφ)x = 0. (3.79)

Assim, derivando (3.78) em relação a variável x, multiplicando ambos os lados de (3.79) por l
e igualando tais resultados, podemos concluir

iβρ1Φx = iβρ1lW. (3.80)

Deste modo, por meio de (3.72) e (3.75), temos que

Φx = iβφx e W = iβw,
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respectivamente, substituindo tais resultados em (3.80) e multiplicando ambos os lados da igual-
dade encontrada por − 1

β2ρ1
, podemos obter

φx = lw. (3.81)

Além disso, segue de (3.77) que

φx = −lw. (3.82)

Por meio de (3.81), (3.82) e l uma constante positiva, concluímos que

w = 0, (3.83)

segue imediatamente de (3.75) que W = 0.
Desta forma, segue (3.77) e (3.83) que φx = 0. Assim, pela Desigualdade de Poincaré podemos
concluir que φ = 0, consequentemente de (3.72) temos que Φ = 0.
Logo, φ = Φ = ψ = Ψ = w = W = 0, isto é, U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ = (0, 0, 0, 0, 0, 0)⊤ o
que é um absurdo, pois U é autovetor de A .
Portanto, iR ⊆ ϱ(A ).

3.3.1 Estimativas Locais

O objetivo dessa subseção é determinar estimativas locais para a solução da equação re-
solvente.
Motivados pelo Lema 3.8, temos que para todo F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)

⊤ ∈ H , existe
U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ ∈ D(A ), solução da equação resolvente

iβU − A U = F. (3.84)

Deste modo, reescrevendo (3.84) em termos de suas componentes, encontramos o seguinte sis-
tema de equações

iβφ− Φ = f1, (3.85)

iβρ1Φ− k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) = ρ1f2, (3.86)

iβψ −Ψ = f3, (3.87)

iβρ2Ψ− bψxx + k(φx + ψ + lw) + γΨ = ρ2f4, (3.88)

iβw −W = f5, (3.89)

iβρ1W − k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) = ρ1f6. (3.90)

Lema 3.9. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

existe uma constante positiva C, tal que

∥Ψ∥2L2 ≤ C ∥U∥H ∥F∥H .
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Demonstração. Considere o produto interno em H de (3.84) com U e tomando a parte real,
obtemos

γ ∥Ψ∥2L2
≤ Re ⟨F,U⟩H .

Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

∥Ψ∥2L2 ≤ C ∥U∥H ∥F∥H ,

em que C = 1
γ
> 0.

Corolário 3.10. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90),
então existe uma constante positiva C, tal que∫ L2

L1

|Ψ|2dx ≤ C ∥U∥H ∥F∥H ,

no qual o intervalo (L1, L2) ⊂ (0, L).

Demonstração. A demonstração é uma consequência imediata do Lema 3.9.

A partir de agora nosso objetivo é encontrar estimativas locais para os termos da norma
de U ∈ H . Afim de obter tais estimativas, usaremos funções de corte, no qual vale ressaltar
que as funções de corte serão utilizadas com o objetivo de evitar termos pontuais provenientes
da integração por partes e com isso, podemos concluir que cada resultado independe de quais-
quer condições de fronteira. Com esse propósito, consideremos L0 ∈ (0, L), δ > 0 e a função
s1 ∈ C2(0, L), satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) ⊂ (L0 − δ, L0 + δ) ⊂ (0, L), 0 ≤ s1(x) ≤ 1, ∀x ∈ (0, L),

e

s1(x) = 1,∀x ∈
[
L0 −

δ

2
, L0 +

δ

2

]
.

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de função

s1(x) =



0, 0 ≤ x ≤ L0 − δ,

e
1

(x−(L0−
δ
2 ))2−1 e, L0 − δ ≤ x ≤ L0 − δ

2
,

1, L0 − δ
2
≤ x ≤ L0 +

δ
2
,

e
1

(x−(L0+
δ
2 ))2−1 e, L0 +

δ
2
≤ x ≤ L0 + δ,

0, L0 + δ ≤ x ≤ L.
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Para termos uma noção gráfica do comportamento da função s1, devemos atribuir valores para
L,L0 e δ. Sendo assim, tomando L := 6, L0 := 3 e δ := 2, segue que

s1(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 1,

e
1

(x−2)2−1 e, 1 ≤ x ≤ 2,

1, 2 ≤ x ≤ 4,

e
1

(x−4)2−1 e, 4 ≤ x ≤ 5,

0, 5 ≤ x ≤ 6.

Por meio da Figura 4.1 temos uma idéia sobre a representação gráfica da função s1.

Figura 3.1: Gráfico da função s1. (Fonte: Elaborada pela autora).

Lema 3.11. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

existe uma constante positiva C, tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤ C ∥U∥H ∥F∥H +

C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 , (3.91)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Multiplicando (3.88) por s1ψ e integrando sobre o intervalo (0, L), obtemos

iβρ2

∫ L

0

s1Ψψdx−b
∫ L

0

s1ψxxψdx︸ ︷︷ ︸
:=T16

+k

∫ L

0

s1(φx + ψ + lw)ψdx+ γ

∫ L

0

s1Ψψdx = ρ2

∫ L

0

s1f4ψdx.

Deste modo, integrando por partes o termo T16, segue que

iβ ρ2

∫ L

0

s1Ψψdx + b

∫ L

0

s′1ψxψdx + b

∫ L

0

s1|ψx|2dx + k

∫ L

0

s1(φx + ψ + lw)ψdx

+ γ

∫ L

0

s1Ψψdx = ρ2

L∫
0

s1f4ψdx. (3.92)
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Dessa forma, reorganizando de maneira conveniente os termos de (3.92), além disso sabemos
por meio de (3.87) que

ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ
,

então substituindo esse resultado na igualdade reorganizada e multiplicando ambos os membros
da tal igualdade encontrada por 1

b
, podemos obter∫ L

0

s1|ψx|2dx =
ρ2
b

∫ L

0

s1|Ψ|2dx+ ρ2
b

∫ L

0

s1Ψf3dx+
1

iβ

∫ L

0

s′1ψxΨdx+
1

iβ

∫ L

0

s′1ψxf3dx

+
k

iβb

∫ L

0

s1 (φx + ψ + lw) Ψ dx +
k

iβb

∫ L

0

s1 (φx + ψ + lw) f3 dx

+
γ

iβb

∫ L

0

s1|Ψ|2dx+ γ

iβb

∫ L

0

s1Ψf3dx+
ρ2
b

∫ L

0

s1f4ψdx. (3.93)

Sendo assim, tomando o módulo de (3.93), pelas desigualdades Triangular (DT), de Cauchy-
Schwartz (DCS), de Poincaré (DP) e pelo fato da função s1 ser limitada, podemos concluir∣∣∣∣∫ L

0

s1|ψx|2dx
∣∣∣∣

DT
≤

∣∣∣∣ρ2b
∫ L

0

s1|Ψ|2dx
∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ρ2b

∫ L

0

s1Ψf3dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ 1iβ
∫ L

0

s′1ψxΨdx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ 1iβ
∫ L

0

s′1ψxf3dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ kiβb
∫ L

0

s1(φx + ψ + lw)f3dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣ γiβb
∫ L

0

s1|Ψ|2dx
∣∣∣∣+∣∣∣∣ γiβb

∫ L

0

s1Ψf3dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣ρ2b
∫ L

0

s1f4ψdx

∣∣∣∣
DCS
≤ ρ2

b
∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥2L2 +

ρ2
b

∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f3∥L2 +
1

|β|
∥s′1∥C[0,L] ∥ψx∥L2 ∥Ψ∥L2

+
1

|β|
∥s′1∥C[0,L] ∥ψx∥L2 ∥f3∥L2 +

k

|β|b
∥s1∥C[0,L] ∥φx + ψ + lw∥L2 ∥f3∥L2

+
γ

|β|b
∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥2L2 +

γ

|β|b
∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f3∥L2 +

ρ2
b

∥s1∥C[0,L] ∥f4∥L2 ∥ψ∥L2

DP
≤ ρ2

b
∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+
ρ2
b
Cp ∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
1

|β|
∥s′1∥C[0,L] ∥ψx∥L2 ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥Ψ∥L2

+
1

|β|
Cp ∥s′1∥C[0,L] ∥ψx∥L2 ∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
k

|β|b
Cp ∥s1∥C[0,L] ∥φx + ψ + lw∥L2 ∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
γ

|β|b
∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
γ

|β|b
Cp ∥s1∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
ρ2
b
Cp ∥s1∥C[0,L]∥f4∥L2∥ψx∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥F∥H ∥U∥H

≤ C ∥U∥H ∥F∥H +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 .

Como sabemos que supp s1 ⊂ (L0 − δ, L0 + δ), concluímos que a Desigualdade (3.91) é vá-
lida.
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Corolário 3.12. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90),
então existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s1|ψx|2dx ≤ C ∥U∥H ∥F∥H +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 ,

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. A Demonstração decore diretamente do Lema 3.11.

Para as próximas estimativas, considere uma função s2 ∈ C2(0, L) satisfazendo as seguintes
propriedades

supps2 ⊂
(
L0 −

δ

2
, L0 +

δ

2

)
⊂ (0, L), 0 ≤ s2(x) ≤ 1, x ∈ (0, L),

e

s2(x) = 1 para x ∈
[
L0 −

δ

3
, L0 +

δ

3

]
.

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de função

s2(x) =



0, 0 ≤ x ≤ L0 − δ
2
,

e
1

(3(x−(L0−
δ
3 )))2−1 e, L0 − δ

2
≤ x ≤ L0 − δ

3
,

1, L0 − δ
3
≤ x ≤ L0 +

δ
3
,

e
1

(3(x−(L0+
δ
3 )))2−1 e, L0 +

δ
3
≤ x ≤ L0 +

δ
2
,

0, L0 +
δ
2
≤ x ≤ L.

Para termos uma noção gráfica do comportamento da função s2, devemos atribuir valores para
L,L0 e δ. Sendo assim, tomando L := 6, L0 := 3 e δ := 2, segue que

s2(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 2,

e
1

(3x−7)2−1 e, 2 ≤ x ≤ 7
3
,

1, 7
3
≤ x ≤ 11

3
,

e
1

(3x−11)2−1 e, 11
3
≤ x ≤ 4,

0, 4 ≤ x ≤ 6.

Então, por meio da Figura 4.2 temos uma noção sobre a representação gráfica da função s2.
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Figura 3.2: Gráfico das funções s1 e s2. (Fonte: Elaborada pela autora).

Lema 3.13. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx ≤ C|β|2χ2
0 ∥Ψ∥2L2 + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H , (3.94)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Multiplicando (3.88) por s2(φx + ψ + lw), integrando sobre o intervalo (0, L)

e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma adequada, obtemos

k

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx = −iβρ2
∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx +b

∫ L

0

s2ψxx(φx + ψ + lw)dx︸ ︷︷ ︸
:=T17

− γ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx + ρ2

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx.

Deste modo, integrando por partes o termo T17, segue que

k

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= −iβρ2
∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx− b

∫ L

0

s′2ψx(φx + ψ + lw)dx− b

∫ L

0

s2ψx(φx + ψ + lw)xdx︸ ︷︷ ︸
:=T18

− γ

∫ L

0

s2 Ψ(φx + ψ + lw) dx + ρ2

∫ L

0

s2 f4 (φx + ψ + lw) dx.

Dessa forma, segue de (3.86) que

(φx + ψ + lw)x =
1

k
[iβρ1Φ− k0l(wx − lφ)− ρ1f2],
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então substituindo tal resultado no termo T18, reorganizando de maneira apropriada os termos e
multiplicando por 1

k
ambos os membros da igualdade encontrada, podemos obter∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= −iβ
k
ρ2

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx − b

k

∫ L

0

s′2ψx(φx + ψ + lw)dx +
b

k2
iβρ1

∫ L

0

s2ψxΦdx

+
b

k2
k0l

∫ L

0

s2ψx(wx − lφ) dx︸ ︷︷ ︸
:=T19

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2ψxf2 dx − γ

k

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw) dx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx.

Sendo assim, integrando por partes o termo T19, temos∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= −iβ
k
ρ2

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx− b

k

∫ L

0

s′2ψx(φx + ψ + lw)dx+
b

k2
iβρ1

∫ L

0

s2ψxΦdx

− b

k2
k0l

∫ L

0

s′2ψ(wx − lφ) dx − b

k2
k0l

∫ L

0

s2ψ(wx − lφ)x dx︸ ︷︷ ︸
:=T20

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2ψxf2 dx

− γ

k

∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw) dx +
ρ2
k

∫ L

0

s2 f4 (φx + ψ + lw) dx.

Além disso, por meio de (3.90), temos que

(wx − lφ)x =
1

k0
[iβρ1W + kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6],

assim substituindo tal resultado no termo T20 e reorganizando de maneira conveniente os ter-
mos, encontramos

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= − iβ

k
ρ2

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx︸ ︷︷ ︸
:=T21

− b

k

∫ L

0

s′2ψx(φx + ψ + lw) dx +
b

k2
iβρ1

∫ L

0

s2ψxΦdx

− b

k2
k0l

∫ L

0

s′2ψ(wx − lφ)dx +
b

k2
iβlρ1

∫ L

0

s2ψW dx− bl2

k

∫ L

0

s2ψ(φx + ψ + lw)dx

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2ψ f6 dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 ψx f2 dx − γ

k

∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw)dx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx.
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Assim, segue de (3.85), (3.87) e (3.89) que

φx =
Φx

iβ
+
f1,x
iβ

, ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ

e w =
W

iβ
+
f5
iβ
,

respectivamente, consequentemente substituindo nesta devida ordem tais resultados no termo
T21, obtemos∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

=
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψ(Φx + f1,x + Ψ + f3 + lW + lf5) dx − b

k

∫ L

0

s′2ψx(φx + ψ + lw)dx

+
b

k2
iβρ1

∫ L

0

s2ψx Φ dx − b

k2
k0l

∫ L

0

s′2 ψ (wx − lφ) dx +
b

k2
iβlρ1

∫ L

0

s2 ψ W dx

− bl2

k

∫ L

0

s2 ψ (φx + ψ + lw) dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2 ψ f6 dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 ψx f2 dx

− γ

k

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx +
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw) dx. (3.95)

Deste modo, derivando (3.87) em relação a variável x, temos

ψx =
Ψx

iβ
+
f3,x
iβ

,

assim substituindo esse resultado em (3.95), podemos obter∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

=
ρ2
k

∫ L

0

s2ΨΦxdx+
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf1,xdx+
ρ2
k

∫ L

0

s2|Ψ|2dx+ ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf3dx+
ρ2l

k

∫ L

0

s2ΨWdx︸ ︷︷ ︸
:=T22

+
ρ2l

k

∫ L

0

s2Ψf5dx−
b

kiβ

∫ L

0

s′2Ψx(φx + ψ + lw)dx︸ ︷︷ ︸
:=T23

− b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x (φx + ψ + lw) dx

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 Ψx Φ dx︸ ︷︷ ︸
:=T24

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 f3,x Φ dx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2 Ψ (wx − lφ) dx

− b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2 f3 (wx − lφ) dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2 ΨW dx︸ ︷︷ ︸
:=T25

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2 f3 W dx

− bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx − bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw)dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2ψf6dx

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2ψxf2dx − γ

k

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx +
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx.

Desta forma, reagrupando os termos T22 e T25, integrando por partes os termos T23 e T24 e rea-
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grupando os termos da igualdade encontrada de forma conveniente, concluímos∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

=
1

k

(
ρ2 −

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2ΨΦxdx︸ ︷︷ ︸
:=T26

+
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf1,xdx+
ρ2
k

∫ L

0

s2|Ψ|2dx +
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf3dx

+
1

k
l

(
ρ2 +

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2ΨWdx +
ρ2l

k

∫ L

0

s2Ψf5dx +
b

kiβ

∫ L

0

s′′2Ψ(φx + ψ + lw) dx

+
b

kiβ

∫ L

0

s′2Ψ(φx + ψ + lw)xdx︸ ︷︷ ︸
:=T27

− b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x(φx + ψ + lw)dx− b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2f3,x Φdx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ)dx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2f3(wx − lφ) dx

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2f3Wdx − bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx− bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw) dx

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2 ψ f6 dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 ψx f2 dx − γ

k

∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw) dx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx.

Deste modo, derivando (3.85) em relação a variável x, temos que Φx = iβφx − f1,x e segue de
(3.86) que

(φx + ψ + lw)x =
1

k
[iβρ1Φ− k0l(wx − lφ)− ρ1f2],

assim substituindo tais resultados nos termos T26 e T27, respectivamente, obtemos∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= −iβ
k

(
ρ2 −

b

k
ρ1

) ∫ L

0

s2Ψφxdx − 1

k

(
ρ2 − b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψf1,xdx +
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf1,xdx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2|Ψ|2dx+ ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf3dx+
1

k
l

(
ρ2 +

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2ΨWdx+
ρ2l

k

∫ L

0

s2Ψf5dx

+
b

kiβ

∫ L

0

s′′2Ψ(φx + ψ + lw)dx − b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ) dx

− b

k2iβ
ρ1

∫ L

0

s′2Ψf2dx−
b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x(φx + ψ + lw)dx− b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2f3,xΦdx

− b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ)dx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2f3(wx − lφ)dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2f3Wdx

− bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx − bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw)dx+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2ψf6dx

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2ψxf2dx−
γ

k

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx. (3.96)
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Além disso, somando e subtraindo o termo

iβ

k

(
ρ2 −

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψ(ψ + lw)dx,

em (3.96), reagrupando e reorganizando de maneira conveniente os termos da igualdade encon-
trada, podemos obter

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= − iβ

k

(
ρ2 −

b

k
ρ1

) ∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw) dx +
iβ

k

(
ρ2 − b

k
ρ1

) ∫ L

0

s2 Ψ ψ dx︸ ︷︷ ︸
:=T28

+
iβ

k
l

(
ρ2 − b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψwdx︸ ︷︷ ︸
:=T29

− 1

k

(
ρ2 − b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψf1,xdx +
ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf1,xdx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2|Ψ|2dx+ ρ2
k

∫ L

0

s2Ψf3dx +
1

k
l

(
ρ2 +

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2ΨWdx+
ρ2l

k

∫ L

0

s2Ψf5dx

+
b

kiβ

∫ L

0

s′′2Ψ(φx + ψ + lw)dx − b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ)dx

− b

k2iβ
ρ1

∫ L

0

s′2Ψf2dx−
b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x(φx + ψ + lw)dx− b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2f3,xΦdx

− b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ)dx − b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2f3(wx − lφ)dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2f3Wdx

− bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx − bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw)dx +
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2ψf6dx

+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2ψxf2dx−
γ

k

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx. (3.97)

Assim, segue de (3.85) e (3.89) que

ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ

e w =
W

iβ
+
f5
iβ
,
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respectivamente, então substituindo esses resultados nos termos T28 e T29 e reagrupando ter-
mos de (3.97), obtemos∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

= −iβ
k

(
ρ2 −

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2|Ψ|2 dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2Ψf3 dx

+ 2
b

k2
ρ1l

∫ L

0

s2ΨWdx+
b

k2
ρ1l

∫ L

0

s2Ψf5dx+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2Ψf1,xdx+
b

kiβ

∫ L

0

s′′2Ψ(φx + ψ + lw)dx

− 2
b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2Ψ Φ dx − 2
b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ (wx − lφ) dx − b

k2iβ
ρ1

∫ L

0

s′2Ψ f2 dx

− b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x(φx + ψ + lw)dx+
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2f3,xΦdx−
b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2f3(wx − lφ)dx

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2f3Wdx− bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx − bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw)dx

+
b

k2
lρ1

∫ L

0

s2 ψ f6 dx +
b

k2
ρ1

∫ L

0

s2 ψx f2 dx − γ

k

∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw) dx

+
ρ2
k

∫ L

0

s2f4(φx + ψ + lw)dx. (3.98)

Deste modo, tomando o módulo de (3.98) e pela Desigualdade Triangular (DT), temos

∣∣∣∣∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
∣∣∣∣

DT
≤
∣∣∣∣−iβk

(
ρ2 −

b

k
ρ1

)∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ bk2ρ1
∫ L

0

s2|Ψ|2dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ bk2ρ1

∫ L

0

s2Ψf3dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣2 b

k2
ρ1l

∫ L

0

s2 ΨW dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ bk2 ρ1l
∫ L

0

s2 Ψ f5 dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ bk2 ρ1
∫ L

0

s2 Ψ f1,x dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ bkiβ
∫ L

0

s′′2Ψ(φx + ψ + lw)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−2
b

k2
ρ1

∫ L

0

s′2ΨΦdx

∣∣∣∣+∣∣∣∣−2
b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2Ψ(wx − lφ)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣− b

k2iβ
ρ1

∫ L

0

s′2Ψf2dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣− b

kiβ

∫ L

0

s′2f3,x(φx + ψ + lw)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ bk2ρ1
∫ L

0

s2f3,xΦdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣− b

k2iβ
k0l

∫ L

0

s′2f3(wx − lφ)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ bk2 lρ1
∫ L

0

s2f3Wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣− bl2

kiβ

∫ L

0

s2Ψ(φx + ψ + lw)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣− bl2

kiβ

∫ L

0

s2f3(φx + ψ + lw) dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ bk2 lρ1
∫ L

0

s2ψf6 dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ bk2ρ1
∫ L

0

s2ψxf2 dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ − γ

k

∫ L

0

s2 Ψ (φx + ψ + lw) dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ ρ2k
∫ L

0

s2 f4 (φx + ψ + lw) dx

∣∣∣∣ .
Além disso, por meio da Desigualdade de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), pode-
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mos obter

∣∣∣∣∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
∣∣∣∣

DCS
DP
≤ 1

k
|β| χ0 ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
≤C|β|χ0∥Ψ∥L2(

∫ L
0 s2|φx + ψ + lw|2dx)

1
2

+
b

k2
ρ1 ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥Ψ∥2
L2

+
b

k2
ρ1 Cp ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+ 2
b

k2
ρ1 l ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥W∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥Ψ∥L2∥U∥H

+
b

k2
ρ1 l Cp ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f5,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
b

k2
ρ1 ∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f1,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
b

k|β|
∥s′′2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥Ψ∥L2∥U∥H

+ 2
b

k2
ρ1 ∥s′2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥Φ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥Ψ∥L2∥U∥H

+ 2
b

k2|β|
k0l ∥s′2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥wx − lφ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥Ψ∥L2∥U∥H

+
b

k2|β|
ρ1 ∥s′2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥f2∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
b

k|β|
∥s′2∥C[0,L] ∥f3,x∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥F∥H ∥U∥H

+
b

k2
ρ1 ∥s2∥C[0,L] ∥f3,x∥L2 ∥Φ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥F∥H ∥U∥H

+
b

k2|β|
k0lCp ∥s′2∥C[0,L] ∥f3,x∥L2 ∥wx − lφ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥F∥H ∥U∥H

+
b

k2
lρ1Cp ∥s2∥C[0,L] ∥f3,x∥L2 ∥W∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥F∥H ∥U∥H

+
bl2

k|β|
∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥Ψ∥L2∥U∥H

+
bl2

k|β|
Cp ∥s2∥C[0,L] ∥f3,x∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥F∥H ∥U∥H

+
b

k2
l ρ1 ∥s2∥C[0,L] ∥ψ∥L2 ∥f6∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
b

k2
ρ1 ∥s2∥C[0,L] ∥ψx∥L2 ∥f2∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+
γ

k
∥s2∥C[0,L] ∥Ψ∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥Ψ∥L2∥U∥H

+
ρ2
k

∥s2∥C[0,L] ∥f4∥L2 ∥φx + ψ + lw∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥F∥H ∥U∥H

.

Dessa forma, como sabemos que |β| > 1, obtemos∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2dx ≤ C |β| χ0 ∥Ψ∥L2

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
:=T30

+ C ∥Ψ∥2L2

+ C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H .
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Assim, usando a Desigualdade de Young com ε > 0 no termo T30, existe uma constante positiva
Cε, tal que∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx ≤ ε

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx+Cε|β|2χ2
0∥Ψ∥2L2+ C∥Ψ∥2L2+C ∥U∥H ∥F∥H

+ C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H . (3.99)

Deste modo, reagrupando e reorganizando os termos de (3.99) de forma conveniente, obtemos

(1− ε)

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx ≤ Cε|β|2χ2
0 ∥Ψ∥2L2 + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H .

Sendo assim, tomando ε = 1
2
, temos∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx ≤ C |β|2 χ2
0 ∥Ψ∥2L2 + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H .

Como sabemos que supps2 ⊂
(
L0 − δ

2
, L0 +

δ
2

)
, temos que a Desigualdade (3.94) é verdadeira.

Corolário 3.14. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90),
então existe uma constante positiva C, tal que∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s2 |φx + ψ + lw|2 dx ≤ C |β|2 χ2
0 ∥Ψ∥2L2 + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H ,

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Consequência imediata do Lema 3.13.

Por fim, considere uma função s3 ∈ C2(0, L) que satisfaz

supps3 ⊂
(
L0 −

δ

3
, L0 +

δ

3

)
⊂ (0, L), 0 ≤ s3(x) ≤ 1, x ∈ (0, L),

e

s3(x) = 1 para x ∈
[
L0 −

δ

4
, L0 +

δ

4

]
.

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de função

s3(x) =



0, 0 ≤ x ≤ L0 − δ
3
,

e
1

(4(x−(L0−
δ
4 )))2−1 e, L0 − δ

3
≤ x ≤ L0 − δ

4
,

1, L0 − δ
4
≤ x ≤ L0 +

δ
4
,

e
1

(4(x−(L0+
δ
4 )))2−1 e, L0 +

δ
4
≤ x ≤ L0 +

δ
3
,

0, L0 +
δ
3
≤ x ≤ L.
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Para termos uma noção gráfica do comportamento da função s2, devemos atribuir valores para
L,L0 e δ. Sendo assim, tomando L := 6, L0 := 3 e δ := 2, segue que

s3(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 7
3
,

e
1

(4x−10)2−1 e, 7
3
≤ x ≤ 5

2
,

1, 5
2
≤ x ≤ 7

2
,

e
1

(4x−14)2−1 e, 7
2
≤ x ≤ 11

3
,

0, 11
3
≤ x ≤ 6.

Assim, por meio da Figura 4.3 temos a representação gráfica da função s3.

Figura 3.3: Gráfico das funções s1, s2 e s3. (Fonte: Elaborada pela autora.)

Lema 3.15. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s3|Φ|2dx

≤ C ∥U∥H ∥F∥H +
C

|β|

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H +C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

+
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 +

C

|β|
∥U∥2H , (3.100)

no qual |β| ≥ β0 > 1.
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Demonstração. Multiplicando (3.86) por s3φ, e integrando sobre o intervalo (0, L), segue que

iβρ1

∫ L

0

s3Φφdx︸ ︷︷ ︸
:=T31

−k
∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)xφdx︸ ︷︷ ︸
:=T32

−k0l
∫ L

0

s3(wx − lφ)φdx = ρ1

∫ L

0

s3f2φdx.

Deste modo, sabemos por meio de (3.85) que

φ =
Φ

iβ
+
f1
iβ
,

assim substituindo esse resultado no termo T31, integrando por partes o termo T32, reorgani-
zando os termos da igualdade encontrada e multiplicando ambos os lados por (−1), podemos
obter

ρ1

∫ L

0

s3|Φ|2 dx = − ρ1

∫ L

0

s3f2φ dx− ρ1

∫ L

0

s3Φf1 dx+ k

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)φ dx

+ k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx− k0l

∫ L

0

s3(wx − lφ)φdx. (3.101)

Agora, analisaremos separadamente cada parcela de (3.101). Para isso, considere

P1 = −ρ1
∫ L

0

s3f2φdx− ρ1

∫ L

0

s3Φf1dx, (3.102)

P2 = k

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)φdx, (3.103)

P3 = k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx− k0l

∫ L

0

s3(wx − lφ)φdx. (3.104)

Logo, substituindo (3.102), (3.103) e (3.104) em (3.101), obtemos

ρ1

∫ L

0

s3|Φ|2dx = P1 + P2 + P3. (3.105)

(I) Parcela P1.
Desta forma, tomando o módulo de (3.102), utilizando as desigualdades Triangular (DT), de
Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), temos que

|P1|
DT
≤
∣∣∣∣− ρ1

∫ L

0

s3 f2 φ dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣− ρ1

∫ L

0

s3 Φ f1 dx

∣∣∣∣
DCS
≤ ρ1 ∥s3∥C[0,L] ∥f2∥L2 ∥φ∥L2 + ρ1 ∥s3∥C[0,L] ∥Φ∥L2 ∥f1∥L2

DP
≤ ρ1Cp ∥s3∥C[0,L] ∥f2∥L2 ∥φx∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥U∥H ∥F∥H

+ ρ1Cp ∥s3∥C[0,L] ∥Φ∥L2 ∥f1,x∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

≤ C ∥U∥H ∥F∥H .
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Logo,

|P1| ≤ C ∥U∥H ∥F∥H , (3.106)

no qual C é uma constante positiva.

(II) Parcela P2.
De fato, segue de (3.85) que

φ =
Φ

iβ
+
f1
iβ
,

então substituindo tal resultado em (3.103) e reorganizando de forma adequada a igualdade
encontrada, podemos obter

P2 = − k

iβ

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)Φdx− k

iβ

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)f1dx. (3.107)

Desta forma, tomando o módulo de (3.107), segue das desigualdades Triangular (DT), de
Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP) que

|P2|
DT
≤
∣∣∣∣− k

iβ

∫ L

0

s′3 (φx + ψ + lw) Φ dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣− k

iβ

∫ L

0

s′3 (φx + ψ + lw) f1 dx

∣∣∣∣
≤ k

|β|

∫ L

0

|s′3 (φx + ψ + lw) Φ| dx +
k

|β|

∫ L

0

|s′3 (φx + ψ + lw) f1| dx

≤ k

|β|

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s′3| |φx + ψ + lw| |Φ| dx +
k

|β|

∫ L

0

|s′3| |φx + ψ + lw| |f1| dx

≤ k

|β|
∥s′3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

1 · |φx + ψ + lw| |Φ| dx +
k

|β|

∫ L

0

|s′3| |φx + ψ + lw| |f1| dx

=
k

|β|
∥s′3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2 |φx + ψ + lw| |Φ| dx +
k

|β|

∫ L

0

|s′3| |φx + ψ + lw| |f1| dx

≤ k

|β|
∥s′3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2 |φx + ψ + lw|

√
s2|Φ| dx +

k

|β|

∫ L

0

|s′3||φx + ψ + lw||f1|dx

DCS
DP
≤ k

|β|
∥s′3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥Φ∥L2︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|(
∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+
k

|β|
Cp∥s′3∥C[0,L]∥φx + ψ + lw∥L2∥f1,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

≤ C

|β|

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx
) 1

2

∥U∥H +
C

|β|
∥U∥H ∥F∥H .

Logo,

|P2| ≤
C

|β|

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥U∥H +
C

|β|
∥U∥H ∥F∥H , (3.108)
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em que C é uma constante positiva.

(III) Parcela P3.
Deste modo, somando e subtraindo o termo

k

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)(ψ + lw)dx,

em (3.104), reagrupando e reorganizando de forma conveniente os termos da igualdade encon-
trada, obtemos

P3 =
k

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx− k

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)ψdx− kl

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx

− k0l

ρ1

∫ L

0

s3(wx − lφ)φdx. (3.109)

Além disso, segue de (3.66), (3.68) e (3.70) que

φ =
Φ

iβ
+
f1
iβ
, ψ =

Ψ

iβ
+
f3
iβ

e w =
W

iβ
+
f5
iβ
,

respectivamente, então substituindo esses resultados em (3.109), encontramos

P3 =
k

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx+ k

ρ1iβ

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Ψdx+
k

ρ1iβ

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)f3dx

+
kl

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw)W dx +
kl

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) f5 dx

+
k0l

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (wx − lφ) Φ dx +
k0l

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (wx − lφ) f1 dx.

Desta forma, tomando o módulo e pela Desigualdade Triangular (DT), obtemos

|P3|
DT
≤
∣∣∣∣ kρ1
∫ L

0

s3|φx+ψ+lw|2dx
∣∣∣∣+∣∣∣∣ k

ρ1iβ

∫ L

0

s3(φx+ψ+lw)Ψdx

∣∣∣∣+∣∣∣∣ k

ρ1iβ

∫ L

0

s3(φx+ψ+lw)f3dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ klρ1iβ

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw)W dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ klρ1iβ

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) f5 dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ k0l

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (wx − lφ) Φ dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ k0l

ρ1iβ

∫ L

0

s3 (wx − lφ) f1 dx

∣∣∣∣ .
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Como supps3 ⊂
(
L0 − δ

3
, L0 +

δ
3

)
, concluímos

|P3| ≤
k

ρ1

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s3| |φx + ψ + lw|2 dx +
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |Ψ| dx

+
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw| |f3| dx +
kl

ρ1|β|

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s3| |φx + ψ + lw||W |dx

+
kl

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f5| dx +
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |Φ| dx

+
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |f1| dx

≤ k

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

1 · |φx + ψ + lw|2dx +
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||Ψ| dx

+
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||f3|dx+
kl

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

1 ·|φx + ψ + lw||W |dx

+
kl

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f5| dx +
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |Φ| dx

+
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |f1| dx

=
k

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2 |φx + ψ + lw|2dx +
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw| |Ψ| dx

+
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||f3|dx+
kl

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|φx + ψ + lw||W |dx

+
kl

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f5| dx +
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |Φ| dx

+
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |f1| dx

≤ k

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2 dx +
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |Ψ| dx

+
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||f3|dx +
kl

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw||W | dx

+
kl

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f5| dx +
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |Φ| dx

+
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |f1| dx

=
k

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx +
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |Ψ| dx

+
k

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||f3|dx+
kl

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2|φx + ψ + lw|

√
s2|W |dx

+
kl

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f5| dx +
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |Φ| dx

+
k0l

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |wx − lφ| |f1| dx.
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Além disso, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), podemos
obter

|P3|
DCS
DP
≤ k

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx︸ ︷︷ ︸
≤C

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx

+
k

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L] ∥φx + ψ + lw∥L2 ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥Ψ∥L2

+
k

ρ1|β|
Cp∥s3∥C[0,L]∥φx+ψ+lw∥L2∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
kl

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2|φx+ψ+lw|2dx
)1

2

∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|(
∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+
kl

ρ1|β|
Cp ∥s3∥C[0,L] ∥φx + ψ + lw∥L2 ∥f5,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
k0l

ρ1|β|
∥s3∥C[0,L] ∥wx − lφ∥L2 ∥Φ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥2H

+
k0l

ρ1|β|
Cp ∥s3∥C[0,L] ∥s2∥C[0,L] ∥wx − lφ∥L2 ∥f1,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

≤ C

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 +

C

|β|
∥U∥H ∥F∥H

+
C

|β|

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx

) 1
2

∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H .

Logo,

|P3| ≤ C

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2dx +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 +

C

|β|
∥U∥H ∥F∥H

+
C

|β|

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx
) 1

2

∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H , (3.110)

sendo C uma constante positiva.
Deste modo, substituindo (3.106), (3.108) e (3.110) em (3.105), obtemos

∫ L

0

s3 |Φ|2 dx ≤ C ∥U∥H ∥F∥H +
C

|β|

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx

) 1
2

∥U∥H

+ C

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2dx +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 +

C

|β|
∥U∥2H .

Mas, como sabemos que supps2 ⊂
(
L0 − δ

2
, L0 +

δ
2

)
e supps3 ⊂

(
L0 − δ

3
, L0 +

δ
3

)
, segue que

vale a Desigualdade (3.100).

Corolário 3.16. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90),
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então existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3 |Φ|2 dx ≤ C ∥U∥H ∥F∥H +
C

|β|

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx

) 1
2

∥U∥H

+ C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2dx +
C

|β|
∥U∥H ∥Ψ∥L2 +

C

|β|
∥U∥2H ,

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. A demonstração decorre imediatamente do Lema 3.15.

Lema 3.17. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s3|wx − lφ|2dx+
∫ L0+

δ
3

L0− δ
3

s3|W |2dx

≤ C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2 dx

) 1
2

∥U∥H + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H

+
C

|β|
∥U∥2H + C

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx

) 1
2

∥U∥H +
C

|β|2
∥F∥2H

+
C

|β|2

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s3 |Φ|2 dx + C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx, (3.111)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Multiplicando (3.90) por
(
k0l
ρ1
s3w

)
e integrando no intervalo (0, L), obtemos

iβk0l

∫ L

0

s3Wwdx−k
2
0l

ρ1

∫ L

0

s3(wx − lφ)xwdx︸ ︷︷ ︸
:=T33

+
kk0l

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx = k0l

∫ L

0

s3f6wdx.

Assim, integrando por partes o termo T33, temos que

iβk0l

∫ L

0

s3 W w dx +
k20l

ρ1

∫ L

0

s′3 (wx − lφ) w dx +
k20l

ρ1

∫ L

0

s3 (wx − lφ) wx dx

+
kk0l

2

ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx = k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx. (3.112)

Além disso, somando e subtraindo o termo

k20l

ρ1

∫ L

0

s3(wx − lφ)lφdx,
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em (3.112), reagrupando e reorganizando de maneira conveniente os termos da igualdade en-
contrada, podemos obter

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= −iβk0l
∫ L

0

s2 W w dx − k20l

ρ1

∫ L

0

s′3 (wx − lφ) w dx︸ ︷︷ ︸
:=T34

− k20l

ρ1

∫ L

0

s3 (wx − lφ) lφ dx︸ ︷︷ ︸
:=T35

− kk0l
2

ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx.

Deste modo, reorganizando de forma adequada os termos T34 e T35, podemos concluir

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= −iβk0l
∫ L

0

s2Wwdx− k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wxwdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φwdx−
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3wxφdx︸ ︷︷ ︸
:=T36

+
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx.

Sendo assim, integrando por partes o termo T36, encontramos

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= −iβk0l
∫ L

0

s2Ww dx − k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wx w dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φw dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3wφ dx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3 w φx dx +
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3 |φ|2 dx − kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx

+ k0l

∫ L

0

s3f6wdx. (3.113)

Além disso, somando e subtraindo o termo

k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3w(ψ + lw)dx,

em (3.113) e reagrupando de forma apropriada os termos da igualdade encontrada, obtemos

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= −iβk0l
∫ L

0

s3 W w dx︸ ︷︷ ︸
:=T37

− k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wxw dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 φ w dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 w φdx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3 w (φx + ψ + lw) dx − k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3 w(ψ + lw) dx +
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3 |φ|2dx

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx.
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Dessa forma, por meio de (3.89), temos que

w =
W

iβ
+
f5
iβ
,

assim substituindo tal resultado no termo T37 e reorganizando de maneira apropriada a igual-
dade encontrada, podemos obter

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= k0l

∫ L

0

s3WWdx︸ ︷︷ ︸
:=T38

+k0l

∫ L

0

s3Wf5dx−
k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wxwdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φwdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3wφdx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3w(φx + ψ + lw) dx − k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3w (ψ + lw) dx +
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2 dx

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx.

Novamente por meio de (3.89) sabemos que W = iβw − f5, então substituindo esse resultado
no termo T38 e reorganizando de maneira conveniente, encontramos

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= iβk0l

∫ L

0

s3wWdx− k0l

∫ L

0

s3f5Wdx+ k0l

∫ L

0

s3Wf5dx−
k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wxwdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φwdx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3wφdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3w(φx + ψ + lw)dx− k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3w(ψ + lw)dx+
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx. (3.114)

Assim, somando e subtraindo o termo

iβk0

∫ L

0

s3(φx + ψ)Wdx,

em (3.114), reagrupando e reorganizando forma adequada a igualdade encontrada, podemos
obter

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= iβk0

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx − iβk0

∫ L

0

s3φxWdx︸ ︷︷ ︸
:=T39

− iβk0

∫ L

0

s3ψWdx︸ ︷︷ ︸
:=T40

− k0l

∫ L

0

s3f5Wdx

+ k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx − k20l

ρ1

∫ L

0

s′3 wx wdx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 φ w dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 w φdx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3w (φx + ψ + lw) dx − k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3w (ψ + lw) dx +
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) w dx + k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx.
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Dessa maneira, segue de (3.85) e (3.87) que

φx =
Φx

iβ
+
f1,x
iβ

e ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ
,

respectivamente, substituindo tais resultados nos termos T39 e T40 e reorganizando de forma
apropriada, podemos concluir

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx

= iβk0

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx − k0

∫ L

0

s3ΦxWdx − k0

∫ L

0

s3f1,xWdx − k0

∫ L

0

s3ΨWdx

− k0

∫ L

0

s3f3Wdx− k0l

∫ L

0

s3f5Wdx+ k0l

∫ L

0

s3Wf5dx−
k20l

ρ1

∫ L

0

s′3wxwdx+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φwdx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3w φ dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3w(φx + ψ + lw)dx − k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3 w (ψ + lw) dx

+
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx − kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx + k0l

∫ L

0

s3f6wdx. (3.115)

Por outro lado, derivando (3.86) em relação a variável x, multiplicando por k0
ρ1
s3w e integrando

sobre o intervalo (0, L), obtemos

iβk0

∫ L

0

s3Φxwdx−
kk0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)xxwdx−
k20l

ρ1

∫ L

0

s3(wx − lφ)xwdx︸ ︷︷ ︸
:=T41

= k0

∫ L

0

s3f2,xwdx.

Além disso, segue de (3.90) que

(wx − lφ)x =
1

k0
[iβρ1W + kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6],

assim substituindo tal resultado no termo T41 e reorganizando de maneira apropriada a igual-
dade encontrada, segue que

−iβk0l
∫ L

0

s3Wwdx︸ ︷︷ ︸
:=T42

= −iβk0
∫ L

0

s3Φxwdx︸ ︷︷ ︸
:=T43

+
kk0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)xxwdx︸ ︷︷ ︸
:=T44

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw) w dx

− k0l

∫ L

0

s3 f6 w dx + k0

∫ L

0

s3 f2,x w dx︸ ︷︷ ︸
:=T45

.

Deste modo, por meio de (3.89), temos que

w =
W

iβ
+
f5
iβ
,
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então substituindo tal resultado no termo T42, T43, reorganizando de forma adequada esses
termos, integrando por partes os termos T44 e T45 e reorganizando os termos da igualdade en-
contrada, podemos obter

k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

=k0

∫ L

0

s3ΦxWdx+k0

∫ L

0

s3Φxf5dx−
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)xwdx︸ ︷︷ ︸
:=T46

−kk0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)xwxdx︸ ︷︷ ︸
:=T47

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx− k0l

∫ L

0

s3f6wdx− k0

∫ L

0

s′3f2wdx− k0

∫ L

0

s3f2wxdx

− k0l

∫ L

0

s3Wf5dx.

Dessa forma, integrando por partes os termos T46 e T47 e reagrupando os termos da igualdade
encontrada, temos

k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

= k0

∫ L

0

s3ΦxWdx+k0

∫ L

0

s3Φxf5dx+
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx+2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx

+
kk0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wxxdx +
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx − k0l

∫ L

0

s3f6wdx

− k0

∫ L

0

s′3 f2 w dx − k0

∫ L

0

s3 f2 wx dx − k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx. (3.116)

Sendo assim, somando e subtraindo o termo

kk0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)lφxdx,

em (3.116) e reorganizando os termos igualdade encontrada de maneira conveniente, conclui-
mos

k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

=k0

∫ L

0

s3ΦxWdx+k0

∫ L

0

s3Φxf5dx+
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx+2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx

+
kk0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) (wx − lφ)x dx︸ ︷︷ ︸
:=T48

+
kk0
ρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) lφx dx

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx− k0l

∫ L

0

s3f6wdx− k0

∫ L

0

s′3f2wdx− k0

∫ L

0

s3f2wxdx

− k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx.
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Além disso, segue de (3.90) que

(wx − lφ)x =
1

k0
[iβρ1W + kl(φx + ψ + lw)− ρ1f6],

assim substituindo no termo T48 e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma
adequada, obtemos

k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

=k0

∫ L

0

s3ΦxWdx+k0

∫ L

0

s3Φxf5dx+
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx+2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx

− iβk

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx+
k2l

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx− k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)f6dx

+
kk0l

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx +
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx − k0l

∫ L

0

s3f6wdx

− k0

∫ L

0

s′3 f2 w dx − k0

∫ L

0

s3 f2 wx dx − k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx. (3.117)

Deste modo, somando (3.115) e (3.117), podemos concluir

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

= iβk0

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx
�����������:T49

−k0
∫ L

0

s3ΦxWdx− k0

∫ L

0

s3f1,xWdx− k0

∫ L

0

s3ΨWdx

− k0

∫ L

0

s3 f3 W dx − k0l

∫ L

0

s3 f5 W dx
������������:T50

+ k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx − k20l

ρ1

∫ L

0

s′3 wx w dx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 φ w dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 w φ dx +
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3 w (φx + ψ + lw) dx

− k20l
2

ρ1

∫ L

0

s3 w(ψ + lw)dx +
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx
������������������:T51

− kl2k0
ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)w dx

����������:T52
+k0l

∫ L

0

s3f6wdx
�����������:T49

+k0

∫ L

0

s3ΦxWdx+ k0

∫ L

0

s3Φxf5dx+
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)w dx

+ 2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3 (φx + ψ + lw) wx dx − iβk

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) W dx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx− k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)f6dx+
kk0l

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx

������������������:T51

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)wdx
����������:T52
−k0l

∫ L

0

s3f6wdx− k0

∫ L

0

s′3f2wdx− k0

∫ L

0

s3f2wxdx

�������������:T50

− k0l

∫ L

0

s3 W f5 dx.
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Desta maneira, cancelando os termos T49, T50, T51 e T52, podemos obter

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

= (iβk0 − iβk)

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx−k0
∫ L

0

s3f1,xWdx−k0
∫ L

0

s3ΨWdx−k0
∫ L

0

s3f3Wdx

− k0l

∫ L

0

s3f5 W dx − k20l

ρ1

∫ L

0

s′3 wx w dx︸ ︷︷ ︸
:=T53

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3φ w dx︸ ︷︷ ︸
:=T54

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s′3 wφ dx︸ ︷︷ ︸
:=T55

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3w(φx + ψ + lw)dx−k
2
0l

2

ρ1

∫ L

0

s3w(ψ + lw)dx︸ ︷︷ ︸
:=T56

+
k20l

3

ρ1

∫ L

0

s3|φ|2dx︸ ︷︷ ︸
:=T57

+k0

∫ L

0

s3Φxf5dx

+
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx+2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx+
k2l

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx

− k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)f6dx+
kk0l

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx−k0
∫ L

0

s′3f2wdx−k0
∫ L

0

s3f2wxdx.

Por meio de (3.85), (3.87) e (3.89), sabemos que

φ =
Φ

iβ
+
f1
iβ
, ψ =

Ψ

iβ
+
f3
iβ

e w =
W

iβ
+
f5
iβ
,

respectivamente, assim substituindo tais resultados na T53, T54, T55, T56 e T57, concluímos

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

= (iβk0 − iβk)

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw)W dx − k0

∫ L

0

s3 f1,x Wdx − k0

∫ L

0

s3 ΨW dx

− k0

∫ L

0

s3f3W dx − k0l

∫ L

0

s3f5W dx +
k20l

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wxW dx +
k20l

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wxf5dx

− k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3φW dx − k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3φf5 dx − k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wΦdx − k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wf1dx

+
k20l

2

ρ1

∫ L

0

s3 w (φx + ψ + lw) dx +
k20l

2

ρ1iβ

∫ L

0

s3 w Ψ dx +
k20l

2

ρ1iβ

∫ L

0

s3 w f3 dx

− k20l
3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|W |2 − k20l
3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|f5|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|Φ|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|f1|2dx

+ k0

∫ L

0

s3Φxf5dx +
kk0
ρ1

∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx + 2
kk0
ρ1

∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s3|φx + ψ + lw|2dx− k

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)f6dx+
kk0l

ρ1

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)φxdx

− k0

∫ L

0

s′3 f2 w dx − k0

∫ L

0

s3 f2 wx dx. (3.118)
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Deste modo, tomando o módulo e pela Desigualdade Triangular (DT), temos∣∣∣∣k20lρ1
∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx
∣∣∣∣

DT
≤
∣∣∣∣iβ(k0 − k)

∫ L

0

s3(φx + ψ + lw)Wdx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣−k0 ∫ L

0

s3f1,x W dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣−k0∫ L

0

s3ΨW dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣−k0 ∫ L

0

s3f3Wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−k0l ∫ L

0

s3f5Wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ k20lρ1iβ

∫ L

0

s′3wxWdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ k20lρ1iβ

∫ L

0

s′3wxf5dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣− k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3φWdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣− k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3φf5dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣− k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wΦdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣− k20l
2

ρ1iβ

∫ L

0

s′3wf1dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣k20l2ρ1

∫ L

0

s3 w (φx + ψ + lw) dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ k20l2ρ1iβ

∫ L

0

s3 w Ψ dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ k20l2ρ1iβ

∫ L

0

s3 w f3 dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣− k20l
3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|W |2dx
∣∣∣∣+∣∣∣∣− k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|f5|2dx
∣∣∣∣+∣∣∣∣ k20l3ρ1|β|2

∫ L

0

s3|Φ|2dx
∣∣∣∣+∣∣∣∣ k20l3ρ1|β|2

∫ L

0

s3|f1|2dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣k0 ∫ L

0

s3Φxf5dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣kk0ρ1
∫ L

0

s′′3(φx + ψ + lw)wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2kk0ρ1
∫ L

0

s′3(φx + ψ + lw)wxdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ k2lρ1
∫ L

0

s3 |φx + ψ + lw|2 dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ − k

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) f6 dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣kk0lρ1

∫ L

0

s3 (φx + ψ + lw) φx dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣−k0 ∫ L

0

s′3 f2 w dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣−k0 ∫ L

0

s3 f2 wx dx

∣∣∣∣ .
Como sabemos que supps3 ⊂

(
L0 − δ

3
, L0 +

δ
3

)
, obtemos∣∣∣∣k20lρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx
∣∣∣∣

≤ |β|χ
∫ L0+

δ
3

L0− δ
3

|s3||φx + ψ + lw||W | dx + k0

∫ L

0

|s3||f1,x||W | dx + k0

∫ L

0

|s3||Ψ||W |dx

+k0

∫ L

0

|s3||f3||W |dx+k0l
∫ L

0

|s3||f5||W |dx+ k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||wx||W |dx+ k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||wx||f5|dx

+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||φ||W |dx+ k20l
2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||φ||f5|dx+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||Φ|dx+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||f1|dx

+
k20l

2

ρ1

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s3||w||φx + ψ + lw|dx +
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||w||Ψ|dx +
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||w||f3|dx

+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||W |2dx+ k20l
3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f5|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||Φ|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f1|2dx

+k0

∫ L

0

|s3||Φx||f5|dx+
kk0
ρ1

∫ L0+
δ
3

L0−δ
3

|s′′3||φx + ψ + lw||w|dx+2
kk0
ρ1

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s′3||φx + ψ + lw||wx|dx

+
k2l

ρ1

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s3| |φx + ψ + lw|2 dx + k

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f6| dx

+
kk0l

ρ1

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

|s3||φx + ψ + lw||φx| dx + k0

∫ L

0

|s′3||f2||w| dx + k0

∫ L

0

|s3||f2||wx| dx.
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Em consequência,∣∣∣∣k20lρ1
∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx
∣∣∣∣

≤ |β|χ ∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|φx + ψ + lw||W |dx+ k0

∫ L

0

|s3||f1,x||W |dx+ k0

∫ L

0

|s3||Ψ||W |dx

+ k0

∫ L

0

|s3| |f3| |W | dx + k0l

∫ L

0

|s3| |f5| |W | dx +
k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3| |wx| |W | dx

+
k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3| |wx| |f5| dx +
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3| |φ| |W | dx +
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3| |φ| |f5| dx

+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||Φ|dx+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||f1|dx+
k20l

2

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|w||φx + ψ + lw|dx

+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |w| |Ψ| dx +
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |w| |f3| dx +
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3| |W |2 dx

+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f5|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||Φ|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f1|2dx+k0
∫ L

0

|s3||Φx||f5|dx

+
kk0
ρ1

∥s′′3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|φx + ψ + lw||w|dx+2
kk0
ρ1

∥s′3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|φx + ψ + lw||wx|dx

+
k2l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2 |φx + ψ + lw|2 dx + k

∫ L

0

|s3| |φx + ψ + lw| |f6| dx

+
kk0l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s2|φx + ψ + lw||φx|dx+ k0

∫ L

0

|s′3||f2||w|dx+ k0

∫ L

0

|s3||f2||wx|dx

≤ |β|χ∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2|φx + ψ + lw|

√
s2|W |dx+k0

∫ L

0

|s3||f1,x||W |dx+k0
∫ L

0

|s3||Ψ||W |dx

+k0

∫ L

0

|s3||f3||W |dx+k0l
∫ L

0

|s3||f5||W |dx+ k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||wx||W |dx+ k20l

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||wx||f5|dx

+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||φ||W |dx+ k20l
2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||φ||f5|dx+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||Φ|dx+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s′3||w||f1|dx

+
k20l

2

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2 |w|

√
s2 |φx + ψ + lw| dx +

k20l
2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3| |w| |Ψ| dx

+
k20l

2

ρ1|β|

∫ L

0

|s3||w||f3|dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||W |2dx+ k20l
3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f5|2dx+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||Φ|2dx

+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

|s3||f1|2dx+ k0

∫ L

0

|s3||Φx||f5|dx+
kk0
ρ1

∥s′′3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2|φx + ψ + lw|

√
s2|w|dx

+ 2
kk0
ρ1

∥s′3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2|φx + ψ + lw|

√
s2|wx|dx+

k2l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx

+ k

∫ L

0

|s3||φx + ψ + lw||f6|dx +
kk0l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

√
s2|φx + ψ + lw|

√
s2|φx|dx

+ k0

∫ L

0

|s′3| |f2| |w| dx + k0

∫ L

0

|s3| |f2| |wx| dx.
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Deste modo, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), temos∣∣∣∣k20lρ1
∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx
∣∣∣∣

DCS
DP
≤ |β| χ ∥s3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C|β|χ(

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+ k0 ∥s3∥C[0,L] ∥f1,x∥L2 ∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+k0∥s3∥C[0,L]∥Ψ∥L2∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥Ψ∥L2∥U∥H

+k0Cp ∥s3∥C[0,L]∥f3,x∥L2∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+k0lCp ∥s3∥C[0,L]∥f5,x∥L2 ∥W∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+
k20l

ρ1|β|
∥s′3∥C[0,L]∥wx∥L2∥W∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥2H

+
k20l

ρ1|β|
Cp∥s′3∥C[0,L]∥wx∥L2∥f5,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp∥s′3∥C[0,L]∥φx∥L2∥W∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥2H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp ∥s′3∥C[0,L] ∥φx∥L2 ∥f5,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp ∥s′3∥C[0,L] ∥wx∥L2 ∥Φ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥2H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp ∥s′3∥C[0,L] ∥wx∥L2 ∥f1,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
k20l

2

ρ1
Cp ∥s3∥C[0,L] ∥wx∥L2

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
≤C(

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp∥s3∥C[0,L]∥wx∥L2∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥Ψ∥L2∥U∥H

+
k20l

2

ρ1|β|
Cp ∥s3∥C[0,L]∥wx∥L2∥f3,x∥L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|∥U∥H ∥F∥H

+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3|W |2dx︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|2
∫ L
0 s3|W |2dx

+
k20l

3

ρ1|β|2
Cp ∥s3∥C[0,L] ∥f5,x∥2L2︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|2
∥F∥2H

+
k20l

3

ρ1|β|2

∫ L

0

s3 |Φ|2dx︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|2
∫ L
0 s3|Φ|2dx

+
k20l

3

ρ1|β|2
Cp ∥s3∥C[0,L] ∥f1,x∥2L2︸ ︷︷ ︸

≤ C
|β|2

∥F∥2H

+ k0 Cp ∥s3∥C[0,L] ∥Φ∥L2 ∥f5,x∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+
kk0
ρ1

Cp ∥s′′3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥wx∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C(

∫ L
0 s2 |φx + ψ + lw|2 dx)

1
2 ∥U∥H

+2
kk0
ρ1

∥s′3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥wx∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C(

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+
k2l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx︸ ︷︷ ︸
≤C

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx

+kCp∥s3∥C[0,L] ∥φx + ψ + lw∥L2 ∥f6,x∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+
kk0l

ρ1
∥s3∥C[0,L]

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥φx∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C(

∫ L
0 s2|φx+ψ+lw|2dx)

1
2 ∥U∥H

+ k0 Cp ∥s′3∥C[0,L] ∥f2∥L2 ∥wx∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

+ k0 ∥s3∥C[0,L] ∥f2∥L2 ∥wx∥L2︸ ︷︷ ︸
≤C∥U∥H ∥F∥H

.
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Logo,

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+ k0l

∫ L

0

s3|W |2dx

≤ C|β|χ
(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥U∥H + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H

+ C

(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥U∥H +
C

|β|2

∫ L

0

s3|W |2dx+ C

|β|2
∥F∥2H +

C

|β|2

∫ L

0

s3|Φ|2dx

+ C

∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx. (3.119)

Assim, reorganizando os termos de (3.119), podemos obter

k20l

ρ1

∫ L

0

s3|wx − lφ|2dx+
(
k0l −

C

|β|2

)∫ L

0

s3|W |2dx

≤ C|β|χ
(∫ L

0

s2|φx + ψ + lw|2dx
) 1

2

∥U∥H + C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H

+ C

( ∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx
) 1

2

∥U∥H +
C

|β|2
∥F∥2H +

C

|β|2

∫ L

0

s3 |Φ|2 dx

+ C

∫ L

0

s2 |φx + ψ + lw|2 dx.

Como sabemos que supps2 ⊂
(
L0 +

δ
2
, L0 +

δ
2

)
e supps3 ⊂

(
L0 − δ

3
, L0 +

δ
3

)
, podemos con-

cluir que a Desigualdade (3.111) é válida.

Corolário 3.18. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90),
então existe uma constante positiva C, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3|wx − lφ|2dx+
∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s3|W |2dx

≤C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H +C ∥U∥H ∥F∥H +C ∥Ψ∥L2∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H

+ C

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H +
C

|β|2
∥F∥2H +

C

|β|2

∫ L0+
δ
3

L0− δ
3

s3 |Φ|2dx

+ C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx,

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. O resultado é uma consequência imediata do Lema 3.17.
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Notação. Para os resultados a seguir usaremos

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x) dx =

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

(|Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2 + |ψx|2 + |φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Corolário 3.19. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90). Se

χ = χ0 = 0 então, para todo ε > 0 existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , (3.120)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Suponha que χ = χ0 = 0, e ainda utilizando as proprie-
dades das funções s1, s2 e s3, devemos analisar

(I) Substituindo o Lema 3.13 no Corolário 3.16, usando o fato de χ0 = 0 e utilizando a Desi-
gualdade de Young com ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε,
tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3|Φ|2dx≤ε∥U∥2H +Cε ∥F∥2H +Cε

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx︸ ︷︷ ︸
:=T58

+Cε∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T59

+
C

|β|
∥U∥2H .

Assim, substituindo o Lema 3.13, usando o fato de χ0 = 0 no termo T58, substituindo o Lema
3.9 no termo T59 e utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0 na desigualdade encontrada,
existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3 |Φ|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + Cε ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T60

+
C

|β|
∥U∥2H .

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo T60 e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3 |Φ|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H .

(II) Do mesmo modo, usando no Corolário 3.10 a Desigualdade de Young com ε > 0, existe
uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

|Ψ|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

(III) Da mesma maneira, utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0 no Corolário 3.12,
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existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s1 |ψx|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + Cε ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T61

.

Além disso, substituindo o Lema 3.9 no termo T61 e utilizando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s1 |ψx|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

(IV) De modo igual, usando a Desigualdade de Young com ε > 0 no Corolário 3.14, e o fato
de χ0 = 0, existe uma constante positiva Cε, tal que∫ L0+

δ
2

L0− δ
4

s2 |φx + ψ + lw|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + Cε ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T62

.

Além disso, substituindo o Lema 3.9 no termo T62 e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s2 |φx + ψ + lw|2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

(V) Finamente, usando o fato de χ = χ0 = 0, substituindo o Lema 3.15 e o Lema 3.13 no
Corolário 3.18, podemos concluir∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s3|wx − lφ|2dx+
∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s3|W |2dx

≤ C ∥U∥H ∥F∥H + C ∥Ψ∥L2 ∥U∥H +
C

|β|
∥U∥2H + C

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H

+
C

|β|2
∥F∥2H + C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx︸ ︷︷ ︸
:=T63

.

Dessa maneira, substituindo o Lema 3.13 no termo T63, usando o fato de χ0 = 0 e utilizando a
Desigualdade de Young com ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva
Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3|wx − lφ|2dx+
∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s3|W |2dx

≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + C ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T64

+
C

|β|
∥U∥2H + C

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2 |φx + ψ + lw|2 dx︸ ︷︷ ︸
:=T65

.
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Deste modo, substituindo o Lema 3.9 e o Lema 3.13 nos termos T64 e T65, respectivamente,
usando o fato χ0 = 0 e utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0 na desigualdade
encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3|wx − lφ|2dx+
∫ L0+

δ
4

L0− δ
4

s3|W |2dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H + C ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸

:=T66

.

Dessa forma, substituindo o Lema 3.9 no termo T66, usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3 |wx − lφ|2 dx +

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

s3 |W |2 dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H .

Por (I), (II), (III), (IV) e (V), temos que a Desigualdade (3.120) é válida.

Corolário 3.20. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90). Se

χ = 0 e χ0 ̸= 0, então para todo ε > 0, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x) dx ≤ ε ∥U∥H + Cε|β|4χ4
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , (3.121)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Suponhamos que χ = 0 e χ0 ̸= 0, observe que pelo
Corolário 3.19, resta apenas estimar o termo em que χ0 ̸= 0, ou seja, o termo

C|β|2χ2
0 ∥Ψ∥2L2 . (3.122)

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 e utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0, existe
uma constante positiva Cε, tal que

C|β|2χ2
0 ∥Ψ∥2L2 ≤ ε ∥U∥2H + Cε |β|4 χ4

0 ∥F∥2H .

Logo, a Desigualdade (3.121) é válida.

Corolário 3.21. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90). Se

χ ̸= 0 e χ0 = 0, então para todo ε > 0, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8 ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , (3.123)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Suponhamos que χ ̸= 0 e χ0 = 0, observe que pelo
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Corolário 3.19, resta apenas estimar o termo em que χ ̸= 0, ou seja, o seguinte termo

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H .

Para isso, usaremos as propriedades da função s2. Deste modo, utilizando a Desigualdade de
Young com ε > 0, existe uma constante positiva Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ ε ∥U∥2H +Cε|β|2χ2

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx︸ ︷︷ ︸
:=T67

.

Além disso, substituindo o Lema 3.13 no termo T67, usando o fato de χ0 = 0 e utilizando a
Desigualdade de Young com ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva
Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ε ∥U∥2H + C|β|4χ4 ∥F∥2H +Cε|β|4χ4 ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T68

.

Sendo assim, substituindo o Lema 3.9 no termo T68 e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ ε ∥U∥2H + C|β|4χ4 ∥F∥2H + Cε|β|8χ8 ∥F∥2H

≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8 ∥F∥2H .

Logo, a Desigualdade (3.123) é verdadeira.

Corolário 3.22. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90). Se

χ ̸= χ0 ̸= 0, então para todo ε > 0, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx ≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8χ8
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , (3.124)

no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Suponha que χ ̸= χ0 ̸= 0, observe que pelo Corolário
3.19, a estimativa do termo em que χ0 ̸= 0 no Corolário 3.20, resta apenas mostrar o termo

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H . (3.125)

Para isso, usaremos as propriedades da função s2.
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Desta maneira, usando a Desigualdade de Young com ε > 0, em (3.125), existe uma constante
positiva Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ ε ∥U∥2H +Cε|β|2χ2

∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx︸ ︷︷ ︸
:=T69

.

Além disso, substituindo o Lema 3.13 no termo T69, obtemos

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ε ∥U∥2H +C|β|4χ2χ2
0∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸

:=T70

+C|β|2χ2∥U∥H ∥F∥H

+C|β|2χ2 ∥Ψ∥L2 ∥U∥H .

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo T70 e usando a Desigualdade de Young com ε > 0 na
desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8χ8
0 ∥F∥2H + Cε|β|4χ4 ∥F∥2H

+Cε|β|4χ4 ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T71

.

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo T71 e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

C|β|χ

(∫ L0+
δ
2

L0− δ
2

s2|φx + ψ + lw|2dx

) 1
2

∥U∥H ≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8χ8
0 ∥F∥2H + Cε|β|4χ4∥F∥2H

+ Cε|β|8χ8 ∥F∥2H
≤ ε ∥U∥2H + Cε|β|8χ8χ8

0 ∥F∥2H .

Logo, vale a Desigualdade (3.124).

Motivados pelos Corolários 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22, apresentaremos o próximo resultado.

Teorema 3.23. Sejam F ∈ H e U ∈ D(A ), sendo U a solução do sistema (3.85)-(3.90), então

para todo ε > 0, existe uma constante positiva Cε, tal que

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx≤



ε ∥U∥2H +Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , se χ = χ0 = 0, (3.126a)

ε ∥U∥H +Cε|β|4χ4
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , se χ = 0 e χ0 ̸= 0, (3.126b)

ε ∥U∥2H +Cε|β|8χ8 ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , se χ ̸= 0 e χ0 = 0, (3.126c)

ε ∥U∥2H +Cε|β|8χ8χ8
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , se χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0, (3.126d)
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no qual |β| ≥ β0 > 1.

Demonstração. A demonstração é uma consequência imediata dos corolários 3.19, 3.20, 3.21
e 3.22.

3.3.2 Desigualdade de Observabilidade

O objetivo dessa seção é apresentar duas desigualdades, nos quais são denominadas "De-
sigualdade de Observabilidade". A demonstração desse resultado é inspirado na demonstração
do Lema 3.2 encontrado na referência [20].

Notação. Sejam a1 e a2 tais que 0 ≤ a1 < a2 ≤ L e além disso, para j = 1, 2, vamos conside-
rar a seguinte notação

EU(aj) = |Ψ(aj)|2+|ψx(aj)|2+|(φx + ψ + lw)(aj)|2+|Φ(aj)|2+|(wx − lφ)(aj)|2+|W (aj)|2.

Mediante os resultados anteriores provaremos o próximo teorema que será fundamental
para obtermos a prova dos resultados principais desse trabalho, pois uma vez que foram obtidas
as estimativas locais, podemos utilizar o Teorema da Desigualdade de Observabilidade, para
estender essas estimativas para todo o intervalo (0, L).

Teorema 3.24. (Desigualdade de Observabilidade). Seja U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ uma solu-

ção regular de (3.85)-(3.90) e sejam 0 ≤ a1 < a2 ≤ L quaisquer. Então, existe uma constantes

positivas C1 e C2 tal que, para j = 1, 2,

EU(aj) ≤ C1

∫ a2

a1

EU(x)dx+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H , (3.127)∫ a2

a1

EU(x)dx ≤ C2EU(aj) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H . (3.128)

Demonstração. Considere uma função fixada r1 ∈ C1[a1, a2]. Além disso, multiplicando
(3.88) por br1ψx e integrando no intervalo (a1, a2), obtemos

iβρ2b

∫ a2

a1

r1 Ψ ψx dx︸ ︷︷ ︸
:=T72

− b2
∫ a2

a1

r1 ψxx ψx dx︸ ︷︷ ︸
:=T73

+ kb

∫ a2

a1

r1 (φx + ψ + lw) ψx dx︸ ︷︷ ︸
:=T74

+γb

∫ a2

a1

r1 Ψ ψx dx = ρ2b

∫ a2

a1

r1 f4 ψx dx. (3.129)

Agora, vamos analizar separadamente cada termo destacado

(I) Termo T72.
Deste modo, tomando a parte real do termo T72, além disso derivando (3.87) em relação a va-
riável x, temos

ψx =
Ψx

iβ
+
f3,x
iβ

,
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e usando o Lema 2.40, podemos obter

Re T72 = Re

{
iβρ2b

∫ a2

a1

r1Ψψxdx

}
= Re

{
iβρ2b

∫ a2

a1

r1Ψ

(
Ψx

iβ
+
f3,x
iβ

)
dx

}

= −Re

{
ρ2b

∫ a2

a1

r1ΨΨxdx+ ρ2b

∫ a2

a1

r1Ψf3,xdx

}
= −1

2
ρ2br1|Ψ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
ρ2b

∫ a2

a1

r′1|Ψ|2dx− Re

{
ρ2b

∫ a2

a1

r1Ψf3,xdx

}
. (3.130)

(II) Termo T73.
Sendo assim, considerando a parte real do termo T73 e utilizando o Lema 2.40, obtemos

Re T73 = −Re

{
b2
∫ a2

a1

r1ψxxψxdx

}
= −1

2
b2r1|ψx|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
b2
∫ a2

a1

r′1|ψx|2dx. (3.131)

(III) Termo T74.
Assim, utilizando integração por partes, podemos concluir

T74 = kbr1 (φx + ψ + lw) ψ

∣∣∣∣a2
a1

− kb

∫ a2

a1

r′1 (φx + ψ + lw) ψ dx︸ ︷︷ ︸
:=T74.1

− kb

∫ a2

a1

r1 (φx + ψ + lw)x ψ dx︸ ︷︷ ︸
:=T74.2

. (3.132)

Observando separadamente os termos

(i) Termo T74.1.
Dessa forma, sabemos por meio de (3.87) que

ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ
,

então substituindo no termo T74.1, reorganizando de maneira adequada a igualdade encontrada
e tomando a parte real de tal igualdade, obtemos

ReT74.1 = Im

{
1

β
kb

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)Ψdx+
1

β
kb

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)f3dx

}
. (3.133)

(ii) Termo T74.2.
Desta maneira, segue de (3.86) e (3.88) que

−(φx + ψ + lw)x =
1

k
[ρ1f2 − iβρ1Φ + k0l(wx − lφ)] e ψ =

Ψ

iβ
+
f3
iβ
,
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respectivamente, assim substituindo tais resultados no termo T74.2, reorganizando de maneira
conveniente a igualdade encontrada e tomando a parte real de tal igualdade, segue que

ReT74.2 = Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1 f2 ψ dx + ρ1b

∫ a2

a1

r1 Φ Ψ dx + ρ1b

∫ a2

a1

r1 Φ f3 dx

}
− Im

{
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)Ψdx+
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)f3dx

}
. (3.134)

Deste modo, tomando a parte real de (3.132), obtemos

Re T74 = Re

{
kbr1 (φx + ψ + lw) ψ

∣∣∣∣a2
a1

}
+ Re T74.1 + Re T74.2. (3.135)

Assim, substituindo (3.133) e (3.134) em (3.135), podemos obter

Re T74 = Re

{
kbr1 (φx + ψ + lw) ψ

∣∣∣∣a2
a1

}
+ Im

{
1

β
bk

∫ a2

a1

r′1 (φx + ψ + lw) Ψ dx

}
+ Im

{
1

β
bk

∫ a2

a1

r′1 (φx + ψ + lw) f3 dx

}
+ Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1 f2 ψ dx

}
+Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1ΦΨdx+ ρ1b

∫ a2

a1

r1Φf3dx

}
− Im

{
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)Ψ dx

}
− Im

{
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)f3 dx

}
. (3.136)

Então, tomando a parte real de (3.129), em seguida substituindo (3.130), (3.131), (3.136), rea-
grupando e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma apropriada, temos

− 1

2

(
ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
ρ2br

′
1|Ψ|2 + b2r′1|ψx|2

)
dx

= Re

{
ρ2b

∫ a2

a1

r1Ψf3,xdx− kbr1(φx + ψ + lw)ψ

∣∣∣∣a2
a1

}
− Im

{
1

β
bk

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)Ψdx

}
− Im

{
1

β
bk

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)f3dx

}
− Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1f2ψdx + ρ1b

∫ a2

a1

r1ΦΨdx

}
− Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1Φf3dx

}
+ Im

{
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)Ψdx+
1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1(wx − lφ)f3dx

}
− Re

{
γb

∫ a2

a1

r1Ψ ψx dx − ρ2b

∫ a2

a1

r1 f4 ψx dx

}
. (3.137)

Agora, considere uma outra função fixada r2 ∈ C1[a1, a2]. Além disso, multiplicando (3.86)
por kr2(φx + ψ + lw) e integrando sobre o intervalo (a1, a2), podemos obter

iβρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ (φx + ψ + lw) dx︸ ︷︷ ︸
:=T75

− k2
∫ a2

a1

r2 (φx + ψ + lw)x (φx + ψ + lw) dx︸ ︷︷ ︸
:=T76

−k0lk
∫ a2

a1

r2(wx − lφ)(φx + ψ + lw)dx = ρ1k

∫ a2

a1

r2f2(φx + ψ + lw)dx. (3.138)
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Agora, verificaremos separadamente cada termo destacado de (3.138).

(IV) Termo T75.
Deste modo, considerando a parte real do termo T75, além disso por meio de (3.85), (3.87) e
(3.89), temos que

φx =
Φx

iβ
+
f1,x
iβ

, ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ

e w =
W

iβ
+
f5
iβ
,

respectivamente, reorganizando de forma adequada a igualdade encontrada e utilizando o Lema
2.40, concluímos que

ReT75 = −1

2
ρ1kr2|Φ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
ρ1k

∫ a2

a1

r′2|Φ|2 dx − Re

{
ρ1k

∫ a2

a1

r2Φ (f1,x + f3 + lf5) dx

}
− Re

{
ρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ (Ψ + lW ) dx

}
. (3.139)

(V) Termo T76.
Desta forma, tomando a parte real do termo T76 e utilizando o Lema 2.40, obtemos

ReT76 = −1

2
k2r2 |φx + ψ + lw|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
k2
∫ a2

a1

r′2 |φx + ψ + lw|2 dx. (3.140)

Então, considerando a parte real de (3.138), substituindo (3.139), (3.140) e reorganizando os
termos da igualdade encontrada de forma conveniente, podemos concluir

− 1

2

(
k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
k2r′2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr

′
2|Φ|2

)
dx

= Re

{
ρ1k

∫ a2

a1

r2 f2 (φx + ψ + lw) dx + ρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ (f1,x + f3 + lf5) dx

}
+Re

{
ρ1k

∫ a2

a1

r2Φ(Ψ + lW )dx+ k0kl

∫ a2

a1

r2(wx − lφ)(φx + ψ + lw)dx

}
. (3.141)

Por fim, fixamos uma função r3 ∈ C1[a1, a2], além disso multiplicando (3.90) por k0r3(wx − lφ)

e integrando sobre o intervalo (a1, a2), temos que

iβ ρ1 k0

∫ a2

a1

r3 w (wx − lφ) dx︸ ︷︷ ︸
:=T77

− k20

∫ a2

a1

r3 (wx − lφ)x (wx − lφ) dx︸ ︷︷ ︸
:=T78

+ klk0

∫ a2

a1

r3 (φx + ψ + lw) (wx − lφ) dx = ρ1k0

∫ a2

a1

r3 f6 (wx − lφ) dx. (3.142)

Agora, vamos observar de maneira separada cada termo destacado em (3.142)

(VI) Termo T77.
Deste modo, tomando a parte real do termo T77, por meio de (3.89) e (3.85), temos que

wx =
Wx

iβ
+
f5,x
iβ

e φ =
Φ

iβ
+
f1
iβ
,
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respectivamente, reorganizando de forma conveniente a igualdade encontrada e utilizando o
Lema 2.40, obtemos

Re T77 = −1

2
ρ1k0 r3 |W |2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
ρ1k0

∫ a2

a1

r′3 |W |2 dx + Re

{
ρ1k0l

∫ a2

a1

r3 W Φ dx

}
− Re

{
ρ1k0

∫ a2

a1

r3 W (f5,x − lf1) dx

}
. (3.143)

(VII) Termo T78.
Desta forma, tomando a parte real do termo T78 e usando o Lema 2.40, segue que

ReT78 = −1

2
k20 r3 |wx − lφ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2
k20

∫ a2

a1

r′3 |wx − lφ|2 dx. (3.144)

Então, substituindo (3.143), (3.144) em (3.142) e reorganizando os termos da igualdade encon-
trada de forma apropriada, podemos concluir

− 1

2

(
k20r3 |wx − lφ|2 + ρ1k0 r3 |W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
k20 r

′
3 |wx − lφ|2 + ρ1k0 r

′
3 |W |2

)
dx

= Re

{
ρ1k0

∫ a2

a1

r3 W f5,x dx − ρ1k0l

∫ a2

a1

r3 W Φ dx − ρ1k0l

∫ a2

a1

r3 W f1 dx

}
− Re

{
kk0l

∫ a2

a1

r3(φx + ψ + lw)(wx − lφ)dx− ρ1k0

∫ a2

a1

r3f6(wx − lφ)dx

}
. (3.145)

Logo, reagrupando e reorganizando de maneira conveniente (3.137), (3.141), (3.145) e multi-
plicando ambos os lados da igualdade encontrada por 2, obtemos

∫ a2

a1

(
ρ2br

′
1|Ψ|2+b2r′1|ψx|2+k2r′2|φx + ψ + lw|2+ρ1kr′2|Φ|2+k20r′3|wx − lφ|2+ρ1k0r′3|W |2

)
dx

=
(
ρ2br1|Ψ|2+b2r1|ψx|2+k2r2|φx + ψ + lw|2+ρ1kr2|Φ|2+k20r3|wx − lφ|2+ρ1k0r3|W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+ T79 + T80 + T81 + T82 + T83, (3.146)

para quaisquer r1, r2, r3 ∈ C1[a1, a2], sendo

T79 = −2 Re

{
kbr1 (φx + ψ + lw) ψ

∣∣∣∣a2
a1

}
,

T80 = 2 Re

{
ρ1

∫ a2

a1

(kr2 − br1) Φ Ψ dx + ρ1l

∫ a2

a1

(kr2 − k0r3)W Φ dx

}
,

T81 = −2 Im

{
1

β
kb

∫ a2

a1

r′1 (φx + ψ + lw) Ψ dx − 1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1 (wx − lφ) Ψ dx

}
− 2 Re

{
γb

∫ a2

a1

r1 Ψ ψx dx

}
,
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T82 = − 2 Im

{
1

β
bk

∫ a2

a1

r′1 (φx + ψ + lw) f3 dx − 1

β
k0lb

∫ a2

a1

r1 (wx − lφ) f3 dx

}
+ 2Re

{
ρ2b

∫ a2

a1

r1 f4 ψx dx + ρ2b

∫ a2

a1

r1 Ψ f3,x dx − ρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ f3 dx

}
− 2Re

{
ρ1b

∫ a2

a1

r1 f2 ψ dx − ρ1k

∫ a2

a1

r2 f2 (φx + ψ + lw) dx

}
+ 2Re

{
ρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ (f1,x + f3 + f5) dx + ρ1k0

∫ a2

a1

r3 f6 (wx − lφ) dx

}
+ 2 Re

{
ρ1k0

∫ a2

a1

r3 W (f5,x − lf1) dx

}
,

T83 = 2Re

{
l

∫ a2

a1

kk0 (r2 − r3) (φx + ψ + lw) (wx − lφ) dx

}
.

Sendo assim, estamos aptos à demonstrar (3.127) e (3.128) para os casos em que j = 1, 2. Para
isso, analizaremos separadamente os dois casos

1º Caso: Prova de (3.127) e (3.128) para o caso em que j = 2.
Com efeito, considere as funções r1, r2, r3 ∈ C1[a1, a2], tais que

br1(x) = kr2(x) = k0r3(x) =

∫ x

a1

ensds, (3.147)

para todo x ∈ [a1, a2] e n ∈ N, o qual será definido mais adiante. Agora observaremos cada
parcela

(I) Termo T79.
Desta forma, por meio de (3.87), temos que

ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ
,

utilizando as desigualdades Triangular (DT), de Young (DY), segue de (3.147) que r1(a1) = 0

e pela inclusão contínua H1(a1, a2) ↪→ L∞(a1, a2), podemos obter

|T79| =

∣∣∣∣∣ 2 Re

{
1

iβ
k b r1 (φx + ψ + lw) Ψ

∣∣∣∣a2
a1

+
1

iβ
k b r1 (φx + ψ + lw) f3

∣∣∣∣a2
a1

}∣∣∣∣∣
DT
≤ 2

|β|
kb
(
|r1(a2)| |(φx + ψ + lw)(a2)||Ψ(a2)| − |r1(a1)|︸ ︷︷ ︸

=0

|(φx + ψ + lw)(a1)||Ψ(a1)|
)

+
2

|β|
kb
(
|r1(a2)||(φx + ψ + lw)(a2)||f3(a2)| − |r1(a1)|︸ ︷︷ ︸

=0

|(φx + ψ + lw)(a1)||f3(a1)|
)

≤ 2

|β|
kb ∥r1∥C1[a1,a2]

|(φx + ψ + lw)(a2)| (|Ψ(a2)| + |f3(a2)|)

DY
≤ 1

|β|
kb ∥r1∥C1[a1,a2]

(
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 + |Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H

)
≤ C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H .
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Logo,

|T79| ≤
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H , (3.148)

no qual a constante positiva C depende de n.

(II) Termo T80.
Sendo assim, por (3.147), obtemos

T80 = 2Re

ρ1
∫ a2

a1

(kr2 − br1)︸ ︷︷ ︸
=0

ΦΨdx+ ρ1l

∫ a2

a1

(kr2 − k0r3)︸ ︷︷ ︸
=0

WΦdx


= 0.

Logo,
T80 = 0. (3.149)

(III) Termo T81.
Deste modo, tomando o módulo do termo T81, utilizando as desigualdades Triangular (DT) e
de Cauchy-Schwartz (DCS), podemos obter

|T81|
DT
≤
∣∣∣∣− 2

β
kb

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)Ψdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 2βk0lb
∫ a2

a1

r1(wx − lφ)Ψdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−2γb

∫ a2

a1

r1Ψψxdx

∣∣∣∣
DCS
≤ 2

|β|
kb ∥r′1∥C1[a1,a2]

∥φx + ψ + lw∥L2∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|∥U∥H ∥Ψ∥L2

+
2

|β|
k0lb ∥r1∥C1[a1,a2]

∥wx − lφ∥L2∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
≤ C

|β|∥U∥H ∥Ψ∥L2

+ 2γb ∥r1∥C1[a1,a2]
∥Ψ∥L2 ∥ψx∥L2︸ ︷︷ ︸

≤C∥Ψ∥L2∥U∥H

≤ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 .

Logo,

|T81| ≤ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 , (3.150)

em que C é uma constante positiva que depende de n.

(IV) Termo T82.
Dessa maneira, tomando o módulo do termo T82 e usando Desigualdade Triangular (DT), obte-
mos

|T82|
DT
≤
∣∣∣∣− 2

β
bk

∫ a2

a1

r′1(φx + ψ + lw)f3dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 2βk0lb
∫ a2

a1

r1(wx − lφ)f3dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2ρ2b∫ a2

a1

r1f4ψxdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2 ρ2b∫ a2

a1

r1 Ψ f3,x dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ − 2 ρ1k

∫ a2

a1

r2 Φ f3 dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ − 2 ρ1b

∫ a2

a1

r1 f2 ψ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2ρ1k ∫ a2

a1

r2 f2 (φx + ψ + lw) dx

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ 2ρ1k ∫ a2

a1

r2 Φ (f1,x + f3 + f5) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2 ρ1 k0 ∫ a2

a1

r3 f6 (wx − lφ) dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ 2 ρ1 k0 ∫ a2

a1

r3 W (f5,x − lf1) dx

∣∣∣∣
≤ C ∥U∥H ∥F∥H .
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Logo,

|T82| ≤ C ∥U∥H ∥F∥H , (3.151)

sendo C uma constante positiva que depende de n.

(V) Termo T83.
Observe que, de (3.147), temos que

(r2 − r3)(x) =
1

k

∫ x

a1

ensds− 1

k0

∫ x

a1

ensds

=

(
1

k
− 1

k0

)
ens

n

∣∣∣∣x
a1

=
k0 − k

k0k

(
enx − ena1

n

)
. (3.152)

Assim, multiplicando ambos os lados de (3.152) por (k0kl), podemos obter

(k0kl)(r2 − r3)(x) = l(k0 − k)

(
enx − ena1

n

)
.

Deste modo, usando a Desigualdade de Young (DY), obtemos

|T83| =
∣∣∣∣ 2 Re

{∫ a2

a1

kk0l (r2 − r3) (φx + ψ + lw) (wx − lφ) dx

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2Re{∫ a2

a1

l(k0 − k)

(
enx − ena1

n

)
(φx + ψ + lw)(wx − lφ)dx

}∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣2 ∫ a2

a1

l(k0 − k)

(
enx − ena1

n

)
(φx + ψ + lw)(wx − lφ) dx

∣∣∣∣
DY
≤ l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx (|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Logo,

|T83| ≤
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx (|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx. (3.153)

Então, substituindo (3.148), (3.149), (3.150), (3.151) e (3.153) em (3.146), concluímos∫ a2

a1

(
ρ2br

′
1|Ψ|2 + b2r′1 |ψx|2 + k2r′2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr

′
2|Φ|2 + k20r

′
3|wx − lφ|2

)
dx

+

∫ a2

a1

(
ρ1k0r

′
3|W |2

)
dx ≤

(
ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
(
k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.
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Além disso, por meio de (3.147), temos que br′1 = kr′2 = k0r
′
3 = enx, segue que∫ a2

a1

(
ρ2e

nx|Ψ|2 + benx|ψx|2 + kenx|φx + ψ + lw|2 + ρ1e
nx|Φ|2 + k0e

nx|wx − lφ|2
)
dx

+

∫ a2

a1

(
ρ1e

nx|W |2
)
dx ≤

(
ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
(
k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2)dx.

Sejam C3 = min {ρ1, ρ2, b, k, k0} > 0 e C > 0, então

C3

∫ a2

a1

enx(|Ψ|2+|ψx|2+|φx + ψ + lw|2+|Φ|2+|wx − lφ|2+|W |2)dx ≤ CEU(a2)+C ∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2)dx.

Agora a partir desse momento a constante positiva C não depende mais de um n ∈ N arbitrário,
pois fixando n = n0 ∈ N suficientemente grande, no qual n0 satisfaça a seguinte desigualdade

C3 −
l|k0 − k|

n0

> 0,

então, existe uma constante positiva C que depende do n0 fixado, tal que

Cen0a1

∫ a2

a1

EU(x) dx ≤ CEU(a2) + C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
:=T84

+ C ∥U∥H ∥F∥H︸ ︷︷ ︸
:=T85

.

Desta forma, usando a Desigualdade de Young com ε > 0, nos termos T84 e T85, existe C > 0,
tal que

Cen0a1

∫ a2

a1

EU(x)dx ≤ CEU(a2) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +Cε ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T86

.

Desta maneira, substituindo o Lema 3.9 no termo T86 e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

Cen0a1

∫ a2

a1

EU(x)dx ≤ CEU(a2) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, a Desigualdade (3.128) é válida para o caso em que j = 2.

Agora, vamos provar (3.127) para o caso em que j = 2. Para isto, devemos reorganizar de
maneira adequada os termos de (3.146), tomar o módulo, usar a Desigualdade Triangular (DT)
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e substituir (3.148), (3.149), (3.150), (3.151) e (3.153), assim encontramos

(ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2 + k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2)
∣∣∣∣a2
a1

≤
∫ a2

a1

(ρ2br
′
1|Ψ|2+b2r′1|ψx|2+k2r′2|φx + ψ + lw|2+ρ1kr′2|Φ|2+k20r′3|wx − lφ|2+ρ1k0r′3|W |2)dx

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H

+
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx (|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Deste modo, segue de (3.147) que br′1=kr
′
2=k0r

′
3= e

nx e r1(a1)= r2(a1)= r3(a1)=0, reagru-
pando e reorganizando de maneira conveniente a desigualdade encontrada, podemos obter(
ρ2br1(a2)−

C

|β|

)
|Ψ(a2)|2 + b2r1(a2)|ψx(a2)|2 +

(
k2r2(a2)−

C

|β|

)
|(φx + ψ + lw)(a2)|2

+ ρ1kr2(a2)|Φ(a2)|2 + k20r3(a2)|(wx − lφ)(a2)|2 + ρ1k0r3(a2)|W (a2)|2 ≤
∫ a2

a1

ρ2e
nx|Ψ|2dx

+

∫ a2

a1

(benx|ψx|2+kenx|φx + ψ + lw|2+ρ1enx|Φ|2+k0enx|wx − lφ|2+ρ1enx|W |2)dx+C∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

n

∫ a2

a1

enx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Tomando |β| suficientemente grande e considere n ∈ N fixado, então existe uma constante
positiva C que não depende de n fixado, tal que

CEU(a2) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx + C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
:=T87

+ C ∥U∥H ∥F∥H︸ ︷︷ ︸
:=T88

.

Dessa forma, utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0 nos termos T87 e T88, existe uma
constante positiva Cε, tal que

CEU(a2) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + Cε ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T89

.

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo T89 e usando a Desigualdade de Young com ε > 0 na
desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

CEU(a2) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, vale a Desigualdade (3.127) para o caso em que j = 2.

2º Caso: Prova das equações (3.127) e (3.128) para o caso em que j = 1.
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Com efeito, considere r1, r2, r3 ∈ C1[a1, a2], tais que

br1(x) = kr2(x) = k0r3(x) = −
∫ a2

x

e−msds, (3.154)

para todo x ∈ [a1, a2] e m ∈ N a ser determinado posteriormente. Seguindo de forma análoga
ao caso j = 2, as estimativas (3.127) e (3.128) podem também ser provada para o caso j = 1.
Para isso, devemos analizar

(I) Termo T79.
Desta forma, sabemos por meio de (3.87) que

ψ =
Ψ

iβ
+
f3
iβ
,

pelas desigualdades Triangular (DT), de Young (DY) e pela inclusão contínua
H1(a1, a2) ↪→ L∞(a1, a2), podemos obter

|T79| =

∣∣∣∣∣ 2 Re

{
1

iβ
k b r1 (φx + ψ + lw) Ψ

∣∣∣∣a2
a1

+
1

iβ
kbr1 (φx + ψ + lw) f3

∣∣∣∣a2
a1

}∣∣∣∣∣
DT
≤ 2

|β|
kb
(
|r1(a2)|︸ ︷︷ ︸

=0

|(φx + ψ + lw)(a2)||Ψ(a2)| − |r1(a1)| |(φx + ψ + lw)(a1)| |Ψ(a1)|
)

+
2

|β|
kb
(
|r1(a2)|︸ ︷︷ ︸

=0

|(φx + ψ + lw)(a2)||f3(a2)| − |r1(a1)||(φx + ψ + lw)(a1)||f3(a1)|
)

≤ − 2

|β|
kb ∥r1∥C1[a1,a2]

|(φx + ψ + lw)(a1)| (|Ψ(a1)| + |f3(a1)|)

≤ 2

|β|
kb ∥r1∥C1[a1,a2]

|(φx + ψ + lw)(a1)| (|Ψ(a1)| + |f3(a1)|)

DY
≤ 1

|β|
kb ∥r1∥C1[a1,a2]

(
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 + |Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H

)
≤ C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H .

Logo,

|T79| ≤
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H , (3.155)

no qual a constante positiva C depende de m.

(II) Termos T80, T81 e T82.
Note que, as provas dos termos T80, T81 e T82 para o caso em que j = 1 é análoga para o caso
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em que j = 2, ou seja,

T80 = 0, |T81| ≤ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 e |T82| ≤ C ∥U∥H ∥F∥H , (3.156)

sendo C uma constante positiva que depende de m.

(III) Termo T83.
Note que, de (3.154), temos que

(r2 − r3)(x) = −1

k

∫ a2

x

e−msds+
1

k0

∫ a2

x

e−msds

=

(
−1

k
+

1

k0

)(
−e

−ms

m

) ∣∣∣∣a2
x

=

(
1

k
− 1

k0

)
e−ms

m

∣∣∣∣a2
x

=
k0 − k

k0k

(
e−ma2 − e−mx

m

)
. (3.157)

Desta forma, multiplicando ambos os lados de (3.157) por (k0kl), obtemos

(k0kl)(r2 − r3)(x) = l(k0 − k)

(
e−ma2 − e−mx

m

)
.

Desta maneira, utilizando a Desigualdade de Young (DY), podemos concluir

|T83| =
∣∣∣∣2Re{∫ a2

a1

kk0l (r2 − r3) (φx + ψ + lw) (wx − lφ) dx

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2Re{∫ a2

a1

l(k0 − k)

(
e−ma2 − e−mx

m

)
(φx + ψ + lw)(wx − lφ)dx

}∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣2∫ a2

a1

l(k0 − k)

(
e−ma2 − e−mx

m

)
(φx + ψ + lw)(wx − lφ) dx

∣∣∣∣
≤ 2l

m

∫ a2

a1

|k0 − k| (e−mx) |φx + ψ + lw| |wx − lφ| dx

=
2l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx |φx + ψ + lw| |wx − lφ| dx

DY
≤ l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx (|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Logo,

|T83| ≤
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx (|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx. (3.158)
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Deste modo, substituindo (3.155), (3.156) e (3.158) em (3.146), podemos obter∫ a2

a1

(
ρ2br

′
1|Ψ|2 + b2r′1|ψx|2 + k2r′2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr

′
2 |Φ|2 + k20r

′
3|wx − lφ|2

)
dx

+

∫ a2

a1

(
ρ1k0r

′
3|W |2

)
dx ≤

(
ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
(
k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2)dx.

Sendo assim, sabemos por meio de (3.154) que br′1 = kr′2 = k0r
′
3 = e−mx, podemos concluir∫ a2

a1

(
ρ2e

−mx|Ψ|2+be−mx|ψx|2+ ke−mx|φx + ψ + lw|2 + ρ1e
−mx|Φ|2 + k0e

−mx|wx − lφ|2
)
dx

+

∫ a2

a1

(
ρ1e

−mx|W |2
)
dx ≤

(
ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
(
k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2

) ∣∣∣∣a2
a1

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H

+ C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2)dx.

Sejam C4 = min {ρ1, ρ2, b, k, k0} > 0 e C > 0, então

C4

∫ a2

a1

e−mx(|Ψ|2 + |ψx|2 + |φx + ψ + lw|2 + |Φ|2 + |wx − lφ|2 + |W |2) dx ≤ CEU(a1)

+ C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H +
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx|φx + ψ + lw|2dx

+
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx|wx − lφ|2dx.

A partir desse momento a constante positiva C não depende mais de um m ∈ N arbitrário, pois
fixando m = m0 ∈ N suficientemente grande, no qual m0 satisfaça a seguinte condição

C4 −
l|k0 − k|
m0

> 0,

temos que existe uma constante positiva C que depende do m0 fixado, tal que

Cem0a2

∫ a2

a1

EU(x) dx ≤ CEU(a1) + C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
:=T90

+ C ∥U∥H ∥F∥H︸ ︷︷ ︸
:=T91

.

Desta maneira, utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0, nos termos T90 e T91, existe
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C > 0, tal que

Cem0a2

∫ a2

a1

EU(x)dx ≤ C EU(a1) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + C ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T92

.

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo T92 e utilizando a Desigualdade de Young com
ε > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

Cem0a2

∫ a2

a1

EU(x)dx ≤ CEU(a1) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, a Desigualdade (3.128) é verdadeira para o caso em que j = 1.

Por fim, vamos provar (3.127) para o caso em que j = 1. Para isso, precisamos reorganizar
de maneira conveniente os termos de (3.146), tomar o módulo, usar a Desigualdade Triangular
(DT) e substituir (3.155), (3.156) e (3.158), assim determinamos

(ρ2br1|Ψ|2 + b2r1|ψx|2 + k2r2|φx + ψ + lw|2 + ρ1kr2|Φ|2 + k20r3|wx − lφ|2 + ρ1k0r3|W |2
∣∣∣∣a2
a1

≤
∫ a2

a1

(ρ2br
′
1|Ψ|2+b2r′1|ψx|2+k2r′2|φx + ψ + lw|2+ρ1kr′2|Φ|2+k20r′3|wx − lφ|2+ρ1k0r′3|W |2)dx

+
C

|β|
|(φx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C ∥F∥2H + C ∥U∥H ∥Ψ∥L2 + C ∥U∥H ∥F∥H

+
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx(|φx + ψ + lw|2 + |wx − lφ|2) dx.

Dessa forma, por meio de (3.147), segue que br′1 = kr′2 = k0r
′
3 = e−mx,

r1(a2) = r2(a2) = r3(a2) = 0, reagrupando e reorganizando de maneira conveniente a de-
sigualdade encontrada, concluímos(
ρ2br1(a1)−

C

|β|

)
|Ψ(a1)|2 + b2r1(a1)|ψx(a1)|2 +

(
k2r2(a1) − C

|β|

)
|(φx + ψ + lw)(a1)|2

+ρ1kr2(a1)|Φ(a1)|2 + k20r3(a1)|(wx − lφ)(a1)|2 + ρ1k0r3(a1)|W (a1)|2 ≤
∫ a2

a1

ρ2e
−mx|Ψ|2dx

+

∫ a2

a1

(be−mx|ψx|2+ke−mx|φx + ψ + lw|2+ ρ1e
−mx|Φ|2+ k0e

−mx|wx − lφ|2+ ρ1e
−mx|W |2)dx

+C∥F∥2H +C∥U∥H∥Ψ∥L2+C∥U∥H∥F∥H +
l|k0 − k|

m

∫ a2

a1

e−mx(|φx + ψ + lw|2+|wx−lφ|2)dx.

Tomando |β| suficientemente grande e considere n ∈ N fixado, então existe uma constante po-
sitiva C que não depende de n fixado, tal que

CEU(a1) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx+ C ∥F∥2H +C ∥U∥H ∥Ψ∥L2︸ ︷︷ ︸
:=T93

+C ∥U∥H ∥F∥H︸ ︷︷ ︸
:=T94

.
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Deste modo, utilizando a Desigualdade de Young com ε > 0 nos termos T93 e T94, existe uma
constante positiva Cε, tal que

CEU(a1) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H + C ∥Ψ∥2L2︸ ︷︷ ︸
:=T95

.

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo T95 e usando a Desigualdade de Young com ε > 0 na
desigualdade encontrada, existe uma constante positiva Cε, tal que

CEU(a1) ≤ C

∫ a2

a1

EU(x)dx+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, vale a Desigualdade (3.127) para o caso em que j = 1.

Portanto, provamos as desigualdades (3.128) e (3.127) para todo j = 1, 2.

3.3.3 Estimativas Globais

O objetivo dessa subseção é encontrar estimativas para todo intervalo (0, L).

Lema 3.25. Seja U = (φ,Φ, ψ,Ψ, w,W )⊤ uma solução regular do sistema (3.85)-(3.90), existe

uma constante positiva C, tal que

∫ L

0

EU(x)dx ≤



εC ∥U∥2H +Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , se χ = χ0 = 0, (3.159a)

εC ∥U∥2H +Cε|β|4χ4
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , se χ = 0 e χ0 ̸= 0, (3.159b)

εC ∥U∥2H +Cε|β|8χ8 ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , se χ ̸= 0 e χ0 = 0, (3.159c)

εC ∥U∥2H +Cε|β|8χ8χ8
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , se χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0. (3.159d)

Demonstração. Segue de (3.127), em particular para o subintervalo
(
L0 − δ

4
, L0 +

δ
4

)
, que

EU(aj) ≤ C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H , j = 1, 2. (3.160)

Primeiramente estimamos a integral da função sobre o intervalo
(
0, L0 − δ

4

]
. Deste modo, por

meio de (3.128) com a1 = 0 e a2 = L0 − δ
4

e (3.160) com j = 2, obtemos
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∫ L0− δ
4

0

EU(x)dx ≤ C2EU(a2) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

≤ C2

(
C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H
)

+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

= C2C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ C2ε ∥U∥2H + C2Cε ∥F∥2H + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

= C2 C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + (C2 + 1) ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, ∫ L0− δ
4

0

EU(x)dx ≤ C2C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ (C2 + 1)ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H . (3.161)

Agora vamos estimar a integral da função no intervalo
[
L0 +

δ
4
, L
)
. Desta forma, segue de

(3.128) com a1 = L0 +
δ
4

e a2 = L e (3.160) com j = 1 que∫ L

L0+
δ
4

EU(x)dx ≤ C2EU(a1) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

≤ C2

(
C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H
)
+ ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

= C2C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ C2ε ∥U∥2H + C2Cε ∥F∥2H ) + ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

= C2 C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + (C2 + 1) ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

Logo, ∫ L

L0+
δ
4

EU(x)dx ≤ C2C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+ (C2 + 1)ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H . (3.162)

Portanto, somando (3.161) e (3.162), podemos concluir

∫ L

0

EU(x)dx =

∫ L0− δ
4

0

EU(x)dx+

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx+

∫ L

L0+
δ
4

EU(x)dx

≤ C2C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + (C2 + 1) ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx

+ C2 C1

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + (C2 + 1) ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H

= (2 C2 C1 + 1)

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + 2 (C2 + 1) ε ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .
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Logo, existe uma constante positiva C, tal que

∫ L

0

EU(x)dx ≤ C

∫ L0+
δ
4

L0− δ
4

EU(x)dx + ε C ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H .

A conclusão segue das desigualdades do Teorema 3.23.

Corolário 3.26. Dado ε > 0, existe uma constante positiva C tais que as seguintes desigual-

dades são verdadeiras

∥∥(iβId − A )−1
∥∥
L(H )

≤



C, se χ = χ0 = 0, (3.163a)

C|β|2χ2
0, se χ = 0 e χ0 ̸= 0, (3.163b)

C|β|4χ4, se χ ̸= 0 e χ0 = 0, (3.163c)

C|β|4χ4χ4
0, se χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0. (3.163d)

Demonstração. Devemos analizar separadamente cada estimativa

1º Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que χ = χ0 = 0.
Deste modo, por meio de (3.159a), podemos obter

∥U∥2H ≤ C

∫ L

0

EU(x)dx

≤ εC ∥U∥2H + Cε ∥F∥2H +
C

|β|
∥U∥2H , (3.164)

sendo C uma constante positiva.
Assim, reorganizando e reagrupando de maneira conveniente (3.164), obtemos(

1− εC − C

|β|

)
∥U∥2H ≤ Cε ∥F∥2H .

Tomando ε suficientemente pequeno e |β| suficientemente grande, concluímos que

∥U∥2H ≤ C ∥F∥2H .

Uma vez que sabemos que U ∈ D(A ) é a única solução da equação resolvente, segue que para
alguma constante positiva C, temos

∥∥(iβId − A )−1F
∥∥

H
≤ C ∥F∥H .

Logo,

∥∥(iβId − A )−1
∥∥
L(H )

= sup
F∈H ,

∥F∥H =1.

{∥∥(iβId − A )−1F
∥∥

H

}
≤ C,
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para alguma constante positiva C.

2º Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que χ = 0 e χ0 ̸= 0.
Desta forma, segue de (3.159b) que

∥U∥2H ≤ C

∫ L

0

EU(x)dx

≤ εC ∥U∥2H + Cε|β|4χ4
0 ∥F∥2H +

C

|β|
∥U∥2H , (3.165)

no qual C é uma constante positiva.
Sendo assim, reorganizando e reagrupando de maneira adequada (3.165), temos

(
1− εC − C

|β|

)
∥U∥2H ≤ Cε|β|4χ4

0 ∥F∥2H .

Tomando ε suficientemente pequeno e |β| suficientemente grande, podemos obter

∥U∥2H ≤ C|β|4χ4
0 ∥F∥2H .

Como sabemos que U ∈ D(A ) é a única solução da equação resolvente, segue que para alguma
constante positiva C, obtemos

∥∥(iβId − A )−1F
∥∥

H
≤ C|β|2χ2

0 ∥F∥H .

Logo,

∥∥(iβId − A )−1
∥∥
L(H )

= sup
F∈H ,

∥F∥H =1.

{∥∥(iβId − A )−1F
∥∥

H

}
≤ C|β|2χ2

0,

para alguma constante positiva C.

3º e 4º Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que χ ̸= 0 e χ0 = 0 ou para
o caso em que χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0.
A prova de ambos os casos é análoga ao 2º caso.

Teorema 3.27. Seja U0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1)
⊤ ∈ D(A ). Então, para o caso em que

χ = χ0 = 0, existem constantes positivas C e κ, tais que

∥S(t)U0∥H ≤ Ce−κt ∥U0∥H , t→ ∞,

em outras palavras, o semigrupo {S(t)}t≥0 associado ao sistema (3.1)-(3.5) é exponencial-
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mente estável. Já para os demais casos, existe uma constante positiva C, tal que

∥S(t)U0∥H ≤



C

t
1
2

∥U0∥D(A ) , t→ ∞ se χ = 0 e χ0 ̸= 0, (3.166a)

C

t
1
4

∥U0∥D(A ) , t→ ∞ se χ ̸= 0 e χ0 = 0, (3.166b)

C

t
1
4

∥U0∥D(A ) , t→ ∞ se χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0, (3.166c)

isso significa que, o semigrupo {S(t)}t≥0 associado ao sistema (3.1)-(3.5) decai para zero com

taxa racional.

Demonstração. Primeiramente mostraremos que a solução da estimativa encontrada para o
caso em que χ = χ0 = 0 possui decaimento exponencial.
Deste modo, por meio do Lema 3.8 e da estimativa (3.163a), podemos aplicar o Teorema 2.48
e concluir que o sistema (3.1)-(3.5) é exponencialmente estável.
Agora, resta apenas provar que as soluções das estimativas encontradas nos demais casos tem
decaimento com taxa racional.
Desta forma, por meio do Lema 3.8 e das estimativas (3.163b), (3.163c) e (3.163d) conseguimos
aplicar o Teorema 2.51 e obter

∥∥S(t)A −1
∥∥
L(H )

= O(t−
1
ϑ ), t→ ∞,

sendo 
ϑ = 2 se χ = 0 e χ0 ̸= 0,

ϑ = 4 se χ ̸= 0 e χ0 = 0,

ϑ = 4 se χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0.

Então,

∥∥S(t)A −1F
∥∥

H
≤ C

t
1
ϑ

∥F∥H , F ∈ H ,

para alguma constante positiva C.
Como 0 ∈ ϱ(A ), temos que o operador A é bijetor, então existe U0 ∈ D(A ), tal que,
A U0 = F, sendo assim temos

∥S(t)U0∥H ≤ C

t
1
ϑ

∥A U0∥H

≤ C

t
1
ϑ

∥U0∥D(A ) .

Portanto, nesses casos a solução decai para zero com taxa racional.
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho consideramos o sistema de Bresse com mecanismo dissipatipo do tipo
friccional presente apenas na equação do ângulo de rotação da seção transversal, sendo que o
principal objetivo alcançado foi juntamente com o Teorema da Desigualdade de Observabili-
dade mostrar que o sistema é exponencialmente estável quando χ = χ0 = 0. Caso contrário,
concluímos que o sistema possui estabilidade com taxa racional. Além disso, tendo em vista
os resultados encontrados neste trabalho, podemos dizer que conseguimos melhorar os resul-
tados obtidos por Boussouira, Rivera e Almeida Júnior em [5] e como consequência final dos
resultados e das pesquisas realizadas neste trabalho apresentaremos a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparação entre resultados obtidos neste trabalho e os encontrados na literatura
sobre estabilidade com taxa racional.

Referência Condição de Fronteira Relação do Coeficiente Taxa
Trabalho Atual χ = 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
2

χ ̸= 0 e χ0 = 0 1

t
1
4

χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
4

[15] Dirichlet-Neumann E ̸= G
(
ln t
t

) 1
4 ln t

Dirichlet
(
ln t
t

) 1
8 ln t

[11] χ = 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
3−ε

χ ̸= 0 e χ0 = 0 1

t
1
6−ε

χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
6−ε

[14] χ0 ̸= 0 e τ = 0 1

t
1
16

χ ̸= 0, χ0 = 0 e τ = 0 1

t
1
4

χ0 ̸= 0 e τ > 0 1

t
1
32

χ ̸= 0, χ0 = 0 e τ > 0 1

t
1
8

χ = 0, χ0 = 0 e τ > 0 1

t
1
2

[5] Dirichlet χ = 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
3−ε

χ ̸= 0 e χ0 = 0 1

t
1
6−ε

χ ̸= 0 e χ0 ̸= 0 1

t
1
6−ε

[2] χ ̸= 0 t−
1
2

[22] Gh
ρ1

̸= EI
ρ2

ln t

t
1
2
ln t

Fonte: Elaborada pela autora.
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