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GUTIERREZ, Maria Natalia Rodrigues. Estabilidade com taxa racional para um sistema
de Bresse. 2022. 110. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2022.

RESUMO

Neste trabalho consideramos o sistema de Bresse com dissipacao friccional atuando somente no
angulo de rotacdo da secao transversal. Mostramos mediante teoria de semigrupos de operado-
res lineares a existéncia e unicidade da solugdo deste sistema, também estudamos o comporta-
mento assintético de tal solucao, no qual concluimos que quando as velocidades de propagacao
das ondas sdo iguais, a solucdo do sistema possui decaimento exponencial. Caso contrario, a
solugdo decai para zero com taxa racional.

Palavras-chave: sistema de Bresse; semigrupos de operadores lineares; desigualdade de obser-
vabilidade; estabilidade exponencial; estabilidade com taxa racional.



GUTIERREZ, Maria Natalia Rodrigues. Stability with rational rate for a Bresse system.
2022. 110. Dissertacdo (Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2022.

ABSTRACT

In this work, we consider the Bresse system with frictional dissipation acting only on the angle
of rotation of the cross-section. We show through the semigroups theory of linear operators the
existence and uniqueness of the solution of this system, we also study the asymptotic behavior
of such a solution, in which we conclude that when the propagation speeds of the waves are
equal, the solution of the system has exponential decay. Otherwise, the solution decays to zero
at a rational rate.

Keywords: Bresse system; semigroups of linear operators; observability inequality; exponen-
tial stability; stability with rational rate.
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1 INTRODUCAO

A motivagdo para a realizacdo do presente trabalho se deve a pesquisa e aos resultados
obtidos por Boussouira, Rivera e Almeida Jinior em [5]. Como consequéncia dessa referéncia,
nosso principal objetivo serd estudar o comportamento assintético das solucdes do sistemas de
Bresse (também chamado problema do arco circular) e obter melhores taxas de decaimento.

Sendo assim, considere uma viga fina arqueada de raio R e comprimento L em sua po-
sicdo de equilibrio, constituida de material linear eldstico isotrpico, ou seja, € um material no
qual as suas propriedades mecanicas e térmicas sdo as mesmas em todas as dire¢des e quando
se encontram sujeitos a acdo de forcas externas tende a retornar a forma original. Além disso,
segundo a referéncia [13] podemos dizer que o movimento da viga é modelado pelas seguintes

equagdes de movimento

prpw —Qy —IN=F em (0,L)x (0,00), (1.1)
Pty — M, +Q=F, em (0,L)x (0,00), (1.2)
prwy — N, +1Q = F; em (0,L) x (0,00), (1.3)
no qual ¢ denota a varidvel temporal e x a varidvel espacial. As fungdes ¢ = (¢, ),

w = w(t,z) ey = ¥(t,x) descrevem, respectivamente, as oscilagdes vertical, longitudinal

e o angulo de rotacao da secdo transversal. Além disso, consideremos

N =ko(w, —lp), Q=k(p:+lw+1) e M=0by,, (1.4)

sendo N a forga axial, isto é, qualquer forca que atua diretamente no eixo central da viga, () a
forga de atrito, ou seja, € a for¢a que se opde a0 movimento da viga e M o momento fletor ge-
rado por cargas aplicadas transversalmente ao eixo longitudinal, produzindo esfor¢o que tende
a curvar o eixo longitudinal, provocando tensdes normais de tracdo e compressao na estrutura.

Além disso, denotamos por

p1=pA,  po=pl, ky=FEA, k=KGA, b=FI [|=R",

em que p representa a densidade do material, £ o médulo de elasticidade, G o médulo de
cisalhamento, £’ o fator de corte, A representa a area da sec¢do transversal, I o segundo momento
de area da secdo transversal, 2 o raio de curvatura e por fim denotamos F}, F5 e I3 como forcas
externas. A seguir, apresentaremos na Figura 1.1 uma breve nocdo geométrica das varidveis

©, ¥, w presentes no sistema
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Figura 1.1: Arco circular (Fonte: Ver [5], pagina 482).

Deste modo, substituindo (1.4) em (1.1), (1.2) e (1.3), obtemos o seguinte sistema de

Bresse

P1Ptt — k(()p:v + w + lw)x - k(]l(wac - l(p) Fl cm <O7 L) X (07 OO),
p2¢tt - b¢xw + k?(%c + Zb + lw) - F2 cm (O7L> X (07 OO),
prwy — ko(w, — @), + kl(pe + ¥ +lw) = F3 em (0,L) x (0,00).

Diante de um vasto nimero de referéncias que podemos encontrar na literatura sobre sis-
tema de Bresse, apresentaremos aqui algumas referéncias para o modelo com diferentes meca-
nismos dissipativos. Inicialmente com respeito a0 mecanismo dissipativo da termoelasticidade,
podemos citar o trabalho de Liu e Rao [15] em que os autores estudaram um sistema de Bresse
com dois mecanismos dissipativos termoeldsticos distintos, mais precisamente mostraram o

sistema com uma dissipa¢do atuando no deslocamento longitudinal e vertical e outra dissipa-

cdo atuando no angulo de rotagdo da se¢do transversal, ou seja, [} = —lab, Fy = —afs,
e I; = —aby,, sendo 0, e O3 diferencas de temperaturas nos quais satisfazem as seguintes
equagoes

pcthiy = 0120 — aTo(wey — L) em (0, L) x (0,00),
pce3t = 93xx - OéT(ﬂ/th cm (O7 L) X (07 OO);

em que p, ¢, o, Ty e | s@o constantes positivas. Além disso, os autores provaram que quando
as velocidades das ondas dos deslocamentos vertical e longitudinal sdo iguais, ou seja, quando
E = @G, a solugdo decai exponencialmente, do ponto de vista matematico temos um resultado

relevante, porém do ponto de vista fisico as velocidades de propagacdo das ondas sdo sempre
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diferentes e ainda observaram que quando as velocidades das ondas dos deslocamentos vertical
e longitudinal s3o diferentes, ou seja, quando F # G, as solucdes possui decaimento polinomial
dependendo das condi¢des de fronteira.

Outros trabalhos em que esses resultados também podem ser vistos sdo Fatori e Rivera
[11] e Lima e Sare [14]. Em [11] os autores estudaram um sistema de Bresse com um tinico me-
canismo de dissipa¢do termoeldstico, mais especificamente os autores consideraram um sistema
com uma dissipa¢do atuando no angulo de rotacdo na se¢do transversal, ou seja, 7 = 3 =0¢e
Fy = —~6,, em que v € uma constante positiva e 6 € a diferenca de temperatura no qual satisfaz

a seguinte equagao
9t — ]{719131 + mzﬁzt =0 em (O, L) X (0, OO),

sendo k; e m constantes positivas. Além disso, os autores mostraram que existe estabilidade

exponencial se, e somente se, a propagacdo das ondas sdo iguais, ou seja,

p1

k
P2 b

e k= ]{?0.

No entanto, mostraram que, em geral, o sistema ndo € exponencialmente estavel, em outras
palavras o sistema possui taxa racional. Em [14] os autores apresentaram um sistema de Bresse
termoelastico modelado pelas Leis de Fourier e Cattaneo com mecanismo dissipativo presente
em duas equacOes, mais precisamente os autores consideraram um sistema dissipativo atuando
nos deslocamentos vertical e longitudinal, ou seja, F} = —Iv0, F, = 0 e F3 = —~0,, sendo vy

constante positiva e ¢ a diferenca de temperatura satisfazendo as seguintes equagdes

0 + k1ge + m(wy —lpy)) =0 em  (0,L) x (0,00),
T +0q+6,=0 em (0,L) x (0,00),

em que ki, m e d sdo constantes positivas, 7 > 0 e ¢ o fluxo de calor, no qual os autores

provaram que quando

p_k e (ko—k) <T—@) +7ym =0,
p2 b k

a solugdo do sistema decaird exponencialmente. Caso contrario, mostraram que o sistema nao
possui decaimento exponencial, mas sim, com taxa racional.

Agora com respeito a dissipaga@o friccional, podemos mencionar o trabalho de Santos e
Almeida Jinior em [21], os autores estudaram o sistema de Bresse com dissipacdo friccional
presentes em todas as equagdes, especificamente mostraram o sistema com dissipagdes atu-
ando nas oscilagdes vertical, longitudinal e no angulo de rota¢do da secdo transversal, ou seja,
Fy = —yp04, Fs = —y)y e F3 = —vy3wy, sendo 71, 72 € 3 constantes positivas. Além disso,

os autores provaram que sempre existe decaimento exponencial da solu¢do independente da
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relacdo entre os coeficientes e também apresentaram cdlculos numéricos para comprovar os re-
sultados tedricos obtidos nessa referéncia.

Outros trabalhos em que esses resultados também podem ser vistos sdo Boussouira, Ri-
vera e Almeida Junior [5], Alves, Fatori, Jorge Silva e Monteiro [2] e Wehbe e Youssef [22].
Em [5] os autores determinaram um sistema de Bresse com dissipacdo presente em uma tnica
equacgdo, mais precisamente os autores consideraram um sistema com uma dissipacdo atuando
no angulo de rotacdo da se¢do transversal, ou seja, F; = F3 = 0 e Fy, = —~y, sendo 7 uma
constante positiva e também mostraram que este mecanismo de dissipacao ¢ suficiente para es-
tabilizar exponencialmente todo o sistema desde que as velocidades de propagacdo das ondas

coincidem, ou seja, quando

Pk ik
p2 b

Do contrério, o sistema possui estabilidade com taxa racional. Em [2] os autores analisaram
o sistema de Bresse com duas dissipagdes friccionais, especificamente apresentaram o sistema
de Bresse com uma dissipacdo atuando no deslocamento vertical e outra dissipac¢do atuando no
angulo de rotacdo da secdo transversal, isto €, [} = —vy1¢;, [y = —y91)p e F3 = 0, sendo v, e
72 constantes positivas e ainda observaram que se as velocidades de propagacdo das ondas sdao
as mesmas, ou seja, quando k£ = kg, o sistema é exponencialmente estavel, no entanto quando
k # ko a solucdo do sistema decai com taxa racional para zero. Em [22] os autores apresentaram
um sistema de Bresse com duas dissipacdes distribuidas localmente, especificamente os autores

determinaram um sistema com uma dissipacdo atuando no angulo de rotagcdo na secao transver-

sal e outra dissipag@o atuando no deslocamento longitudinal, ou seja, F, = 0, Fy = —ay (),
e F5 = —as(z)w;, no qual as fungdes continuas positivas a;(z), j = 1, 2, satisfazem a seguinte
condi¢do

aj(z) >ay>0 paracada z€ (0,c)U(d,L),0<c<d< L.

Os autores obtiveram condi¢des suficientes para que a estabilidade exponencial da solu¢do do

modelo exista. Mais precisamente, o sistema € exponencialmente estavel quando

Gh FEI

P1 P2
Porém para o caso em que

Gh |, El

== 4=

P1 P2

o sistema possui decaimento polinomial.
Com o préposito de alcancar os objetivos, este trabalho serd estruturado da seguinte
forma: no Capitulo 2 apresentaremos alguns resultados de Anélise Funcional, espacos de So-

bolev e semigrupos de operadores lineares, nos quais indicaremos as referéncias que podemos
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encontrar os enunciados e demonstragdes. Esses resultados serdo de extrema revelancia para
o desenvolvimento do capitulo subsequente. Dentre esses resultados, se destacam o Teorema
de Lax-Milgram (Teorema 2.8) e o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.45) para garantir
a existéncia e unicidade da soluc¢do do sistema de Bresse. Além disso, outros dois resultados
fundamentais para a conclusao desse trabalho, isto €, a obten¢ao das estabilidades exponencial e
com taxa racional, serdo o Teorema de Priiss (Teorema 2.48) e o Teorema de Borichev-Tomilov
(Teorema 2.51), respectivamente. No Capitulo 3, estudaremos o sistema de Bresse com dissi-
pacao friccional em uma de suas equagdes, mais precisamente, mostraremos o sistema com dis-
sipacdo atuando no angulo de rotacdo na secdo transversal, ou seja, [} = F5 = 0e Fy, = —v1);.
Para esse modelo apresentaremos inicialmente a formulagdo do semigrupo associado ao sis-
tema de Bresse dissipativo, em seguida garantiremos a existéncia e unicidade da solugdo e por
fim estudaremos o comportamento assinttico do modelo. Para isso, consideremos os seguintes

nameros

b

X = ko — k| e xo0:= Pz—Eﬂl

)

no qual veremos futuramente que a solu¢do encontrada para o caso em que Y = Xo = 0, isto
€, se as velocidades de propagacao das ondas forem iguais, a solucdo decai exponencialmente
para zero. Ja para os demais casos observaremos posteriormente que as solugdes encontradas
decaem para zero com taxa racional. Além disso, Boussouira, Rivera e Almeida Junior [5] en-
contraram para o caso em que y = 0 e yo # 0 a taxa de decaimento

1

—&

9

~+
W=

no qual ¢ > 0. Ja para os casos em que x¥ # 0 e xo = 0 ou yg # 0 obtiveram a taxa de

decaimento

4~
o=
|
m

sendo € > 0, vale ressaltar ainda que neste trabalho conseguiremos melhorar essas taxas de de-
caimento, visto que a taxa de decaimento que encontraremos aqui para o caso x = 0 e xo # 0

sera

~
w\»al —

e para os casos em que x # 0 e xo = 0 ou yo # 0 a taxa de decaimento que obteremos sera

~+
»::-\»—‘l —

Em vista desses resultados, devemos primeiro provar o Teorema da Desigualdade de Observa-
bilidade, que serd de extrema importancia para encontrar tais resultados e além disso por meio

desse teorema poderemos concluir que as taxas independem das condicdes de fronteira.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo tem como finalidade exibir principais notagdes e resultados que serdo es-
senciais no decorrer deste trabalho. Para isso, apresentaremos alguns conceitos fundamentais
de andlise funcional, espagos L”(€)) e espacgos de Sobolev unidimencionais, além de resultados

basicos da teoria de semigrupos de operadores lineares.

2.1 ANALISE FUNCIONAL
Nesta secdo definiremos e apresentaremos alguns resultados de andlise funcional, nos
quais para obter maiores detalhes, consultar [12], [6] e [7].

Definicao 2.1. (Espaco Normado). Um espaco normado X é um espaco vetorial com uma
norma definida. Uma norma num espaco vetorial (real ou complexo) X é uma funcdo de
valores reais em X, cujo valor em um vetor x € X ¢é dado por ||z|| y e que satisfaz as seguintes

propriedades

(ND) [|lz]|x =0,

(N2) ||z]|x = 0 se, e somente se, x = 0,
(N3) [Joz[| y = laf [[=]] x,

N [z +yllx <zl x + [yl

X
com x e y vetores arbitrdrios em X e o qualquer escalar no corpo.

Definicao 2.2. (Espacos de Banach). Um espagco de Banach é um espago vetorial normado

completo, isto é, um espaco vetorial normado no qual toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Definicao 2.3. (Forma sesquilinear). Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Dizemos que a
aplicacdo a : X x' Y — K de forma sesquilinear em X X Y quando a satisfaz as seguintes

condigoes

(i) alx+y,2)=a(z,2)+aly,2), Ve,ye X, Vz€Y,
(i) a(z,y+ 2) =a(x,y) + a(z,2),Vr € X, Vy,z €Y,
(iii) a(cx,y) = ca(z,y), Ve € X, Yy €Y, Ve e K,

(iv) a(z, cy) = ca(z,y),Ver € X, YyeY, Vee K

No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definicdo 2.4. (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espacos ve-
toriais normados e a : X X Y — K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é continua

(limitada) quando existe uma constante C' > 0 tal que |a(z,y)| < C' ||z ||y|ly. para todo par
(x,y) e X xY.



20

Definicao 2.5. (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espagos veto-
riais normados e a : X XY — K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é coerciva quando

i(, para todo x € X.

existe uma constante C' > 0 tal que Re(a(x,z)) > C'||z|

Definicao 2.6. (Norma proveniente do produto interno). Sejam X um espaco vetorial e
(-,-)x um produto interno em X x X. Diz-se que a norma definida por ||z||y = /(z, )

provém do (ou é induzida pelo) produto interno (-, ) .

Definicao 2.7. (Espacos de Hilbert). Um espaco vetorial com produto interno é dito um espaco
de Hilbert se for completo em relacdo a norma induzida pelo produto interno. No que se segue,

JC sempre denotard um espaco de Hilbert.

Teorema 2.8. (Lax-Milgram). Sejam 77 um espaco de Hilbert real (complexo) e uma forma
bilinear (sesquilinear) continua e coerciva a : 7 x 7 — K. Entdo para todo funcional linear

(antilinear) f limitado, existe um vinico x € J tal que a(x,y) = (f,y), para todo y € .

Demonstracao. Para o caso real, ver [6], Corolario 5.8, pagina 140. Para o caso complexo, ver
[16], Coroldrio 6.6.2, pdgina 595. U

2.2 ESPACOS LP(Q)

Nesta secao vamos descrever as notagdes, defini¢des e apresentar alguns resultados de es-
pacos LP(€2) que serdo utilizadas no decorrer deste trabalho, sendo que para obter mais detalhes,
consultar [6] e [7].

Definicdo 2.9. (Espacos L”()). Seja 2 C R"™ aberto e 0 < p < oo. Seja LP(2) o conjunto
de todas as fun¢oes mensurdveis [ : Q — R tais que | f|P € integrdvel (no sentido de Lebesgue)

em §2, ou seja,

LP(Q) = f:Q—)]R|fémensurcivele/|f(a:)|pdx<oo
Q

Dizemos que duas funcoes f,g € LP(Q2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g q.s. (quase sempre)

em ). Indicaremos por L*(Q2) o conjunto
LP(Q2) = LP(Q)\ ~ .
Para p = oo definimos
L¥Q)={f: Q>R | fé limitada q.s. em Q} .

Observacao 1. Os elementos do conjunto LP({2) sdo classes de equivaléncia de fungdes em
LP(Q2). No entanto, é mais apropriado considerar esses elementos como sendo fungdes. Deste
modo, podemos escrever f € LP(2) no lugar de [f] € LP(Q2).
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Observacao 2. Temos que
(i) Se 0 < p < oo, entdo LP(2) € um espago vetorial.
(ii) O conjunto L*°(£2) é um espago vetorial.

(iii) Seja f € LP(©2), 0 < p < co. Denotamos a norma em LP(§2) por

1l o) = (/Q‘f(ﬂﬂ)‘pdx)p, 0 <p < oo0.

(iv) Seja f € L>(f2). Denotamos a norma em L*(£2) por

[f ooy = sugess|f(:c)] =inf{C >0]|f(z)| <C qs. em Q}.
Te

Assim, para mostrarmos que uma determinada fungdo mensurdvel f : (2 — R pertence ao

espago LP(€2), basta verificarmos que || f|| ) < 00
(V) Se f € L*>(Q), entdo | f(z)| < || f]| () Para quase todo z € €.
Definicao 2.10. Sejam f : I C R — R uma funcdo

(a) f é dita ser convexa se dados dois pontos (x1, f(x1)), (z2, f(22)) com x1 < xa, 0 segmento

que une estes pontos estd acima do grdfico de f,
(b) f é dita concava se o mesmo segmento estd abaixo do grdfico de f.

Observacao 3. Se f é uma funcdo cdncava, entdo para todo 1,22 € I e A\, u > 0 tais que

A+ p = 1temos
fAz1 + pao) 2 Af(z1) + pf (22).

Definicao 2.11. Seja 1 < p < o0 e por q denotamos o expoente conjugado de p que é um

numero real

S+ =1
P q

Proposicao 2.12. (Desigualdade de Young). Dados a,b > 0, 1 < p,q < o0 expoentes conju-

gados, isto é, tais que zla + % = 1. Entdo,

P
ab< =+ = (a,b>0).
p q
Demonstracao. Ver [10], pagina 622, Secao B.2. [

Uma variacdo da Desigualdade de Young que serd muito utilizada neste trabalho é dada pelo

seguinte lema

Lema 2.13. (Desigualdade de Young com ¢). Dados a,b > 0, 1 < p,q < 00 expoentes conju-

gados, isto é, tais que Il? + % = 1ee > 0, entdo existe uma constante C. > 0 tal que

hSAS)

(ep)
q

ab < ea? + C.b%, noqual C. =
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Demonstracao. Ver pagina 622 de [10], Secao B.2. [

Proposicao 2.14. (Desigualdade de Holder). Seja 2 C R” aberto e sejam p e q expoentes
conjungados, 1 < p < co. Se f € LP(Q) e g € LI(N), entdo fg € L'(Q) e

||fg||L1(Q) < ||f||LP(Q) ||9HLq(Q) .

Demonstracao. Ver Teorema 4.6 em [6], pagina 92, Capitulo 4, Secado 4.2. [
Teorema 2.15. (Fischer- Riesz). L?(Q)) é um espago de Banach para qualquer p, 1 < p < oo.
Demonstracao. Ver Teorema 4.8, secdo 4.2, paginas 93 e 94, Capitulo 4 em [6]. [l

Observacao 4. O Teorema 2.15 nos diz que os espacgos LP(£2) sdo espacos de Banach quando
1 < p < co. Em particular, quando p = 2 o espago L*(£2) € um espago de Hilbert com produto

interno

)i /f e = (f, oo /|f 2z = |20

Se p # 2 entdo LP(2) ndo sdo espagos de Hilbert.

2.2.1 Propriedades adicionais dos espacos L”(2).
Nesta subsecdo temos o objetivo de apresentar mais notagdes, defini¢des e resultados dos
espacgos LP ().

Definicao 2.16. Dizemos que o conjunto X estd imerso continuamente em Y se X C Y e apli-
cacdo inclusdo
1: X =Y

T i(r) ==,

€ continua, ou seja, se existe uma constante C' > 0 tal que
[zlly = [[i(x)lly < Cllzflx, Vo e X.

Neste caso, escrevemos X — Y.

Definicao 2.17. Uma funcdo f : Q) C R™ — R mensurdvel é dita localmente integravel se

/ f(z)dx < oo, YK subconjunto compacto de ).

Indicaremos por L, () o conjunto de todas as fungdes mensurdveis [ : Q0 — R tais que | f|?

loc

é localmente integradvel, ou seja,

LV (Q) =< f:QCR" = R| fémensurdvel e /\f(x)\pdx < 00, YK C Q compacto } ,
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e ainda
L (Q2) = {f QCR"—=R } f émensurdvele f € L*(Q) , VK C () compacto}.

Definicao 2.18. Seja 2 um aberto do R"™ e f : 0 — R uma fungdo continua. O suporte de f é

conjunto

supp(f) = {w € Q[ f(z) £ 0} -

Denotaremos por
Co(R2) ={f € C(Q) | supp(f) é compacto} .
Definicao 2.19. Sejam Q2 C R" aberto entdo definimos
C=(Q) = () CHQ),
k=1
no qual
C*(Q) = {f: Q CR" = R|f k-vezes continuamente diferenciavel} .
Também definimos o

C5o(Q) = C(Q) N Cy(Q).
Note que

CP(Q) = C(Q2) N Co(2) C Co(2) C LP(Q).
Teorema 2.20. Sejam Q2 C R"™ um conjunto aberto do R e 1 < p < oo entdo C3° (X)) é denso
em LP(Q).
Demonstracao. Ver Corolério 4.23 em [6], paginas 109 e 110, Capitulo 4. [
2.3 ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Nesta secdo definiremos e apresentaremos alguns resultados de espagos de Sobolev uni-

dimensionais. Para maiores detalhes, consultar [6] e [7].

Definicdo 2.21. (Espacos W'?(I)). Considere I = (a,b) com —0o < a <b< +ooep € R
com 1 < p < co. O espago de Sobolev WP (1) é definido por

W) ={Qu:I R

u e LP(I) e 3g € LP(I) com /ugp’dazz —/ggpd:c,%pe Cy(I)

1 I

Em particular, quando p = 2 denotaremos W'(I) = H'(I), ou seja,

H () =u:1—-R

u € L*(I) e 3g € L*(I) com /ugp’dx: —/ggpda:, Ve € Cy(I)
T

1
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Observacao 5. Temos que

(a) Se u € WP(I), entdo a fung¢do g é chamada de derivada fraca de u em WP(I) e vamos

usar notac¢do u’ = g. Se g € derivada fraca de u, entdo

/ugp’dw = —/ggpdaj = —/u'gpda:.

I I I
(b) A derivada fraca, quando existe, € tinica a menos de um conjunto de medida nula. Para ver

isso, vamos usar o seguinte: sejam {2 C R™ um conjunto aberto e u € L. (). Se

loc

/u(x)gp(w)dx =0 V Cp(2),
QO

entdo u = 0 quase sempre em 2.

(¢)Seue CYI)NLP(I)ew € LP(I), entdo u € WP(I) € derivada usual v’ coincide com a

derivada fraca g da fungdo u.

(d) Se I € um intervalo limitado, entdo valem as seguintes inclusdes
CHI) c W'P(I) e Cy(I) € Whe(I).

Observacio 6. O espaco WP(T) € munido da norma

||UHW1,p([) = ||u||LP(I) + HUIHLP(I) 5

ou ainda, se 1 < p < oo, com a norma equivalente

3=

[l = el + 1 120 gr) -
As duas normas definidas acima sao equivalentes.
Observacio 7. Quando p = 2, o espago H'(I) = W12?(I) é um espago com produto interno
(u, ) oy = (U, V) oy + (W50 12y
e com a norma associada
lallis ) = (lall gy + lle1172)%
Teorema 2.22. O espaco WP(I) é um espago de Banach para 1 < p < oo.
Demonstracao. Ver Proposicao 8.1, paginas 203 e 204 em [6], Capitulo 8, Secdo 8.2. [
Observacio 8. Se p = 2 entdo H'(I) = W12(I) é um espago de Hilbert.
Lema 2.23. (Du Bois-Reymond). Seja u € L}, (I) tal que

loc

/u@M@Mm=QV¢€C$UL

I

entdo u = 0 quase sempre em 1.
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Demonstracao. Ver [8]. O

Proposicao 2.24. (Imersao). Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, as seguintes inclusoes

sdo compactas (e, consequentemente, continuas)

@iz (52 |-l g2) = (HY -l ),

()i : (| ) — (CCT). | ).

Demonstracao. Ver [1], Teorema 6.3. O
Lema 2.25. Seja g € L}, (I). Para algum vy, € I, considere

xT

v(x) = /g(t)dt,x el

Yo

Entdo, v € C(I) e

/ v(2)g (@)dz = — / g(@)p(x)dr, Vo € CL(I).

1

Demonstracao. Ver pagina 205, Lema 8.2, Capitulo 8 em [6], Secao 8.2. [

Teorema 2.26. Seja u € WP(I), com 1 < p < oc. Entdo, existe uma fun¢do u € C(I) tal

que u = u quase sempre em I e
() — ly) = / o

quaisquer que sejam x,y € 1.
Demonstracao. Ver Capitulo 8 de [6], Teorema 8.2, pagina 206. [l

Observacao 9. A funcdo u do Teorema 2.26 é chamada de representante continuo da funcio
u € WP(I), uma vez que u = U quase sempre em I, ou seja, u pertence a classe de equivalén-

cia da func¢do u.

2.3.1 Imersdes nos espacos de Sobolev W7 (T)

Nesta subsec@o observaremos definicoes e resultados sobre imersdes nos espacos de So-

bolev W1P(I), nos quais para obter maiores detalhes, consultar [9], [6] e [7].

Definicao 2.27. Sejam X,Y espacos vetoriais normados com X C Y. Dizemos que X estd

imerso continuamente Y se o operador inclusdo

1: X =Y

r—i(x) =z,



26

é continuo, isto é, se existe uma constante C' > 0 tal que

||x”y = ||Z($)||Y <C Hxnx Vo e X.

Neste caso escrevemos X — Y.
Dizemos que a imersdo de X em Y é compacta se X — Y e o operador inclusdoi: X —Y é

compacto.

Proposicio 2.28. Seja (o, D(</)) um operador linear em um espaco A tal que o(/) # D e

seja X1 := (D(A),||||,)- Entdo, as seguintes afirmagées sao equivalentes

(i) o0 operador <f possui resolvente compacto,

(ii) a aplicacdo canénica X1 — X é compacta.

Demonstracao. Ver [9], pagina 107, Proposi¢do 5.8. 0

Corolario 2.29. Se o operador <7 tem resolvente compacto, entdo o(<f) é formado apenas por

autovalores de < .

Demonstracao. Ver [9], pagina 162, Corolério 1.15. [
Proposicao 2.30. Seja u € LP(R) com 1 < p < oo. As seguintes propriedades sdo equivalentes
(a) u € WP(R).

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que

IThe = ull oy < ClAl, VR ER,

sendo C' = |[U/| o) € (Thu)(x) = u(z + h).
Demonstracao. Ver [6], secdo 8.2, Proposi¢ao 8.5, paginas 208 e 209. [

Teorema 2.31. (Densidade). Sejau € W'?(I) com 1 < p < co. Entdo existe uma sequéncia
{un},en C CF(R) tal que uy|; — wem WHP(I), ou seja, u|; ;u € C°(R) é denso W'P(I)
(porém ndo podemos dizer que C§°(I) é denso em W'P(I) quando I C R).

Demonstracao. Paginas 127, 128 e 129, Teorema VIII.6 de [7]. O]

Teorema 2.32. (Imersoes de Sobolev). Temos que

(a) Whr (I) € L*(I), para todo 1 < p < oo, com inclusdo continua, ou seja, existe uma
constante ¢ = c(med(I)), med(I) < oo, tal que |lu|| ;) < cllullyrmgy para todo u €
WhP(1).

(b) Se I é limitado (med(I) < o) entdo W'P(I) C C(I) para todo 1 < p < oo, com inclusdo

compacta.

(¢) Se I é limitado (med(I) < o) entdo WV1(I) C Li(I), para todo 1 < q < oo, no qual

119 + % = 1, com inclusdo compacta.
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Demonstracao. Ver Teorema 8.8, paginas 212, 213 e 214 em [6]. O]
Corolario 2.33. (Derivag¢io do produto). Sejam u,v € WP(I) com 1 < p < oo. Entdo,
(@) uv € WP(I) e (wv) = v'v + wv'.

(b) Vale a seguinte formula

/ u'(s)o(s)ds = u(z)o(z) —uly)o(y) - / u(s)v'(s)ds
Y Y
Demonstracao. Ver [6], Corolério 8.10, pagina 215. 0

2.3.2 Os espacos W, (I)

Nesta subse¢c@o vamos definir e enunciar alguns resultados sobre espagos VVO1 P(I). Para

obter mais detalhes, consultar [10] e [6].

Definicao 2.34. Seja 1 < p < oo. O espaco VVO1 P(I) é por defini¢do
wern =cym”

Se p = 2, entdo

H\(1)
Wy?(I) = Hy(I) = C3(I) .

Observacao 10. Os espagos WO1 P(I),1 < p < oo séo espagos vetoriais e normados com norma
de We(I).

Teorema 2.35. Seja u € W'?(I). Entdo, u € W, (I) se, e somente se, w = 0 em 1.
Demonstracao. Ver [10] pagina 259, 260 e 261, Teorema 2. [
Observacio 11. Do Teorema 2.35, temos que W, ”(I) = {u € W'(I);u = 0 em 01}.

Teorema 2.36. (Desigualdade de Poincaré). Se I é um intervalo limitado (med(I) < oo).

Entdo existe uma constante ¢ = c¢(med(l)) > 0 tal que

1,
el n=c '] I Vu € WyP(I).
( (

Demonstracao. Ver Proposicao 8.13, Capitulo 8, Se¢ao 8.3, pagina 218 em [6]. [

Observacio 12. Se med(/) < oo entdo o espago W, *(I) é normado com a seguinte norma

HUHWOLP(I) = HU,HLp(I)'
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Observacio 13. Se p = 2 entdo H}(I) = W,*(I) e H}(I) é um espago de Hilbert com produto

interno

() iy = [ (@)@,

1

e este induz a seguinte norma (equivalente a norma ||u||WO1,p( n = 1l 1))

2
Jall gy = G b = [ )Pz = 1 s
I

2.3.3 O espaco de Sobolev W"™P([])

Nesta secdo definiremos e apresentaremos resultados referentes ao espaco de Sobolev
WmP ().

Definicao 2.37. (Espago W"?(I)). Sejamm > 1e 1 < p < oco. O espaco W™P(I), I CR, é
definido por

existem gi,9z,...,9m € LP(I) satisfazendo

Wre(r) = 4 u e IP(1)
T 1

Nota. A fungdo g;, j = 1,...,m é chamada de derivada fraca de ordem j de v € W™P(I).
Usamos também as seguintes notacoes

g1 = U’/’QZ = uﬂv sy Gm = u(m)’
e assim

Wme(I) = {ue LP(I),d,u",...,u"™ € L’(I)} .

Caso m = 2, temos

existem ¢, 9o € LP(I) satisfazendo
W2P(I) = u € LP(I)
JuDipdr = (=1)7 [ gjedx, j=1,2
T T
Observacao 14. Temos que
(a) O espago W™P(I) € um espago vetorial normado com norma

HUHWW»P(I) = ||u||LP(I) + Z H“(j)”mu) ’

j=1
para todo u € W™P(I).
(b) O caso particular em que p = 2, definamos H™(I) = W™?(I). Neste caso, H™(I) é um
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espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

"

<U7U>Hm(1) = <U7U>L2(I) + <’LL/7’U/>L2(I) + <U ’U”>L2(I) + ...+ <U(m)7/U(m)>L2([)
= (0, 0) 0 + Y <u(j),v(j)>L2(I) :
j=1

para todos u,v € H™(I).
Teorema 2.38. (Imersoes de Sobolev.) Temos que

(@) WmP(I) C L*(I), paratodo 1 < p < oo e todo 1 < m, com inclusdo continua, ou seja,
existe uma constante ¢ = c(med (1)), med(I) < oo tal que |[ul| oy < ¢ ||wllyymp(), para todo

u e WmP(I).

(b) Se I é limitado entdo W™P(I) C C™ (I) paratodo 1 < p < oo e todo 1 < m com

inclusdo compacta e inclusdo continua para todo 1 < p < oo e todo 1 < m.

(¢) Se I é limitado entdo W™ (I) C L%(I) para todo 1 < q < oo e todo 1 < m, no qual

% - % = 1, com inclusdo compacta.
Demonstracao. Consequéncia do Teorema 2.32. 0
Defini¢iio 2.39. Sejamm > 2e 1 < p < oo. O espagco Wi (I) é definido como

———WP(]

wre(ry = o) e wme(r),
No caso p = 2 denota-se também
m —W'm,2(1’) m
Wy*(1) = G3 (1) = Hg'(I).
Podemos mostrar que
Wyt ={ue WP(Dju=u =u"=...=u"™ =0 em 0I}.

Observacdo 15. Seja I C R limitado, entdo existe C' = C(I) > 0 tal que

lullwmsy <C [|ul™ )0 Vu € Wy (I),m > 2.

)HLP(I

Lema 2.40. Seja [ = (a,b) C R e uma fungdo f € C[a,b] arbitrdria. Entdo,

b 1 b b
Re/ fuu_zd:c:§f]u\2 —é/f/|u]2da:,

para todau € H*(I).

Demonstracao. Utilizando integracao por partes, podemos obter

b b b b
/ futizdr = f|ul? —/ f’|u|2dx—/ fu,udx. (2.1)
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Assim, reorganizando e reagrupando de maneira conveniente (2.1), obtemos

b b b
/f(uu—ﬁumu)dx:fyu\? —/ Flul?dz. 2.2)

No entanto sabemos que para todos v, w € C temos que Re(vw) = Re(wv), assim, tomando a

parte real de (2.2), temos

b b b
2Re/ futizdr = flul? —/ f'|ul?dx. (2.3)

Além disso, multiplicando ambos os membros de (2.3) por %, obtemos

b 1 by b
Re/ fuu_xdx:§f|u|2 —i/f/|u|2dx. O

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Nesta secao, mostraremos algumas defini¢des e resultados provenientes da teoria geral de

semigrupos de operadores lineares, nos quais para maiores detalhes, consultar [17], [19], [18] e

[4].

Defini¢do 2.41. Uma familia {S(t)},, de operadores lineares e limitados definida sobre um
espago de Banach X é chamada de semigrupo de operadores lineares limitados (ou simples-

mente semigrupo) quando
(i) S(0) = I (Operador Identidade em X).
(ii) S(t+s) = S(t)S(s), para cada t,s > 0.

Além disso, diz-se que {S(t)},~, é um semigrupo de classe C° (ou simplesmente C°-semigrupo

se além dos itens acima tivermos que
(iii) 1in(1) S(t)x = x, para todo x € X.
t—

Defini¢do 2.42. Um operador o/ é chamado de gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}
quando <7 é definido como

S(t)x —
D(d):{xeX lim ®) existe em X},
t—0+t
e para cada v € D(</) temos
o= lim SHEZT
t—0+ t

As vezes diz-se também que o semigrupo S(t) é gerado por </ e é denotado por S(t) = .
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Note também que o dominio D (<) do operador </ pode ser reescrito como
D()={zeX|drecX}.

Teorema 2.43. Seja </ um gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contragdes S(t) :=
et em um espaco de Hilbert 5. Entdo, dado Uy € D () existe uma tinica fung¢do

U € C([0, +00); 22) N C([0, +00); D()),
satisfazendo o seguinte problema de valor inicial
U; = U,
U(0) = U,.
Além disso, a solugdo é dada por U(t) = S(t)Uj.
Demonstracao. Ver [6], Teorema 7.4, paginas 185 e 186. 0

Definicao 2.44. (Operador dissipativo). Seja ¢ um espaco de Hilbert. Dizemos que um ope-

rador o/ é dissipativo se

Re (#u,u) , <0, paratodo ve H.

Teorema 2.45. (Lummer-Phillips). Seja .o/ um operador linear com dominio denso em um

espaco de Hilbert 77 tais que

(i) Se 7 ¢ dissipativo e existe \ tal que Im(\] — &7 ) = F, entdo </ € o gerador infinitesimal

de um semigrupo C° de contragées.

(ii) Se o7 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° de contracdes sobre o espago
A, entdo Im(N — o7 ) = A, para todo \ > 0 e o/ é um operador dissipativo.

Demonstracao. Ver [17], paginas 14 e 15, Teorema 4.3. O]

O préximo resultado serd de extrema importancia para a obtengao da prova da existéncia e
unicidade da solucdo do sistema deste trabalho, pois estabelece quais sdo as condi¢des para que

um operador linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° de contragdes.

Teorema 2.46. Seja </ um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € o(</),

entdo < é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° de contragoes.

Demonstracao. Ver [19], Teorema 2.12.3, pagina 91. [

A seguir, apresentaremos o Teorema de Priiss e o Teorema de Borichev e Tomilov, os
quais estabelecem condicdes necessdrias e suficientes para garantir que um semigrupo de classe

C? de contragdes possuem estabilidade exponencial ou com taxa racional.
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Definicdo 2.47. Um semigrupo {S(t)},-, € dito ser exponencialmente estavel se existem cons-
tantes positivas C' e k tais que

1S(t)Uoll ,, < Ce || Uol| ,, paratodo t > 0.

Teorema 2.48. (Priiss). Seja {S(t)},., um semigrupo de classe C° de contragdes sobre um
espago de Hilbert . Entdo, {S(t)},s, € exponencialmente estdvel se, e somente se, valem as

duas condi¢coes

o) 2 {ix| e R} = iR, 2.4)
limsup ||(iA] — &)} || < oo. (2.5)
[A]—o00
Demonstracao. Ver [18]. L]

Defini¢iio 2.49. Um semigrupo {S(t)},, decai com taxa racional se existe constante positiva
Cer € (0,1) tais que

C
IS@OUsllp < = Vsl paratodo Us € D(s?).
Definicao 2.50. Escrevemos

f=0(g), quando X — X,

desde que existe uma constante positiva C' > 0 tal que

[F(N] < Clg(N)],

para todo \ suficientemente perto de \g.

Teorema 2.51. (Borichev-Tomilov). Seja {S(t)},., um semigrupo de classe C° limitado
sobre um espago de Hilbert 7€ com gerador infinitesimal <7, tal que, iR C o(</). Entdo para

uma constante o > 0 fixada, as seguintes condigoes sdo equivalentes

IR )| pey = OUAIY), (Al = 00, (2.6)
HS(t)(—d)_aHg(%a) =0@t™), t— oo, .7)
|S(t) (=) x|, = o(t™"), t = o0, x€H, (2.8)
1S | ) = Ot %), £ = 00, (2.9)
[S(t) e x|, = o(t™3), t — o0, z €. (2.10)

Demonstracao. Ver Teorema 2.4. em [4], paginas 459, 460 e 461. [
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3 SISTEMA DE BRESSE COM UMA DISSIPACAO FRICCIONAL
Em sentido amplo, o objetivo deste capitulo € estudar a existéncia, unicidade e o compor-

tamento assintético de solugdes para o sistema de Bresse. Para isso, consideremos o seguinte

sistema de Bresse com dissipac¢do friccional no angulo de rotagdo da secdo transversal.

prow — k(ps + ¢ +lw), — kol(w, —lp) =0 em (0,00) x (0, L), (3.1)
P2y — bpe + k(pr + 0+ 1lw) +91, =0 em (0,00) x (0, L), (3.2)
prwy — ko(w, — 1), + kl(py + 0 +1lw) =0 em (0,00) x (0,L). (3.3)

Como premissa, considera-se as seguintes condi¢des iniciais
©(0,-) = @0, p:(0,) = ¢1,9(0,) = Yo, ¥(0, ) = th1,w(0, ") = wo, w(0,) = wr, (3.4)
e as condicdes de fronteira
o(t,0) = p(t, L) =¢(t,0) =9¢(t, L) =w(t,0) =w(t,L)=0 em te€(0,00). (3.5

A partir dessas informacdes, esse capitulo terd a seguinte estruturacdo. Inicialmente,
estudaremos na Se¢do 3.1, a formulacdo do semigrupo associado ao problema. Em seguida, na
Secdo 3.2, mostraremos a existéncia e unicidade da solu¢do do sistema. E por fim, provaremos

na Secdo 3.3 a estabilidade para o semigrupo associado.

3.1 FORMULACAO DO SEMIGRUPO

Essa sec¢do tem como finalidade apresentar a formulagdo do semigrupo associado ao sis-

tema de Bresse dissipativo.

3.1.1 Espaco de Fase

O objetivo dessa subsecdo € determinar o espaco de fase, ou seja, o espaco no qual estao
definidas as solucdes do problema (3.1)-(3.5). Com este propdsito iremos estudar as proprie-
dades do funcional energia associado ao sistema (3.1)-(3.5). Para isso, provaremos o préximo
resultado e salientamos aqui que a sua demontracdo até o presente 0 momento € puramente

informal.

Proposicao 3.1. A energia associada ao sistema (3.1)-(3.5) é dada pelo funcional
E(t) : Rt — R definido por

1

L
E(t) =3 /0 (prgi + ot + pruwf + bU% + k(e + 1+ lw)? + ko(ws — Ip)*)dz. (3.6)
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Além disso, o funcional satisfaz

d L
—E(t) = —’y/ Yida.
0

Demonstracdo. Multiplicando (3.1) por ¢, e integrando sobre o intervalo (0, L), encontramos

L L L
01 / o prdr —k / (pz + ¥ + lw)y prdr — kol / (wy — lp) @y dz = 0.
0 R 0 . 0

-

=T

Deste modo, integrando por partes o termo 73 e usando o fato de que os termos da fronteira se

anulam, obtemos

&d

L L L
— ©? dr + k‘/ (pe + ¥ + lw) o dx — kol / (wy — lp) o dz=0. (3.7)
2 dt 0 0 0

Agora, multiplicando (3.2) por v, integrando no intervalo (0, L) e reorganizando de forma

adequada a igualdade encontrada, temos

L L L L
pg/ @Dtt¢tdx—b/ Ve @/Jtderk/ (e + ¥ + lw) @/Jtdx:—y/ wfdx.
0 . 0 . 0 0

-~

=Th

Desta forma, integrando por partes o termo 75 e utilizando o fato que os termos da fronteira se

anulam, segue que

Zdt/ Vi da +§£/ w2d$+k/(90x+w+lw)wtdl’——’y/ V2 dz. (3.8)

Por fim, multiplicando (3.3) por w; e integrando sobre o intervalo (0, L), obtemos

L L L
p1 / wy wy dr — ko / (wy — lp)y wydr + ki / (pz + ¥ + lw) wydx =0.
0 . 0 . 0

-

=T3

Dessa maneira, integrando por partes o termo 75 e usando o fato que os termos da fronteira se

anulam, temos

L L L
— — w? dz + ko / (we — o) Wy do + k:l/ (pz + ¥ + lw) wydxr =0. (3.9)
0 0 0

Somando (3.7), (3.8) e (3.9), encontramos

1d L .
3q {/ (P12 + pot® + prw? + b2 + k(py + ¥ + lw)? + ko(ws — l¢)2dx} _ _7/ S,
’ 0
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Portanto,

d L 9
—FE(t) = — dr <0
dt () 7\/0\ wt T =~ )

ou seja, o sistema € dissipativo. O

Observacao 16. Motivados pela Proposi¢do 3.1 iremos determinar o espago de fase 7. En-
contrar tal espago serd o mesmo que determinar o espacgo no qual a fungio F(t) faz sentido.
Deste modo, por meio do funcional energia dado em (3.6) se observa que, para estabelecer sua

boa definicdo, devem cumprir as seguintes regularidades
o€ Hy(0,L); ¢, € L*(0,L); v € Hy(0,L); ¥, € L*(0,L); w € Hy(0,L); w, € L*(0, L).
Portanto, vamos considerar o seguinte espaco de fase
A = Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L). (3.10)

3.1.2 Problema de Cauchy

Nessa subse¢do vamos reescrever o problema (3.1)-(3.5) como um problema de valor
inicial de primeira ordem. Com esse préposito, considere U = (¢, ¢y, 1, ¥y, w,w;) . Vamos

denotar por ¢; = P, ), = W e wy; = W. Entao, U satisfaz o seguinte sistema

Ut - JZ{U,
U(0) = Uy,

sendo .o/ : D(&/) C s — F o operador definido por

o
pﬁl(@x + ¢ + lw)x + %(wx - ZQO)
U = v
Lo — £+ +lw) — 20|
W
ko kl
or(we —lp)a = SHe + 10 +lw)
90(07 ) 2
q)(oa ) ©1
\IJ(Oa ) %
w(oa ) Wo
W<07 ) w1
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3.1.3 Dominio do Operador .o/

Uma vez que determinamos o espaco de fase .7#°, podemos definir o dominio do operador

.

Proposicao 3.2. Seja U = (o, ®,¢, VU, w,W)" € 3. Entdo, o dominio do operador < é
definido por

D() ={U e #|p,,we H*0,L) N Hy(0,L),®, ¥, W € Hj(0,L)}.
Demonstraciao. Lembremos que
D(o)={U e #|o4U € H}.

Para .@7U pertencer ao espago .7, devemos ter

O, U, W € Hy (0, L),

k kol
“(pu 4 ¥ + W)y + —=(wy — lp) € L*(0, L),
P1 P1
b k
_¢x$ - —((pm + w + lw) — l‘l’ < L2<O, L),
P2 P2 P2
ko kl 9
_(wx - l@)m - _<909E +v+ lw) €L (07 L)'
P1 P1
Note que,
k k kol k kol
= (Lot v o)+ 2w, 1)) -2t 10, -2, - )
P1 P1 P1 P1 L. Pt |
eL;(rO,L) EL;(rO,L) EL;(rO,L)
= pe € L*(0, L),
b b k k
P2 P2 P2 P2 P2 P2
g ~ N ~~ o "\ g
€L2(0,L) e€L?(0,L) €L2(0,L)

= Y. € L*(0, L),

k k kl kol kl
_Ow:c:r: = <_O<w:r: - 130)96 - _(90:13 + ¢ + lw)) + s Pz + _(sz + w + lw)
P1 P1 1 P1 P1
JA/—/

J/

-~

—
€L?(0,L) €L2(0,L) €L2(0,L)

= Wy, € L*(0,L).
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Deste modo, p, 1, w € H*(0, L) N H}(0, L). Portanto,
D() ={U € H)p,sb,we H*0,L) N Hy(0,L),®, ¥, W € Hj(0,L)}. O

3.1.4 Norma do Espaco J7.

Considere U = (o, @, 9, U, w, W), U* = (p*, ®* o*, U* w*, W*)T € 5. No espago

¢, podemos definir o seguinte produto

L L L L
(U,U") , =m /@@dm + pg/@@dx + pl/WWdac + b/wxw_;dx
0 0 0 0
L

L
+ k:o/(wx — o) (w: — lp*)dx + k/(%: + 9+ lw) (s +¢* + lw*)dz. (3.11)
0 0

Este produto induz a seguinte aplicacdo ||-|| ,, : ## — K, definida por

ul%, = (U,U),,
=pi [19]72 + po 972 + oo [W5e + bllallie + Klloe + 0 + w3
+ ko |Jwe — l||3s - (3.12)

O nosso préximo objetivo é mostrar que a aplicagdo ||-|| ,, : 7 — K dadaem (3.12) é de

fato uma norma.
Lema 3.3. A aplicagdo ||-|| ,, : 7 — K definida em (3.12) é uma norma.

Demonstracgio. Para provamos que a aplicagio ||-|| ,, : 7 — K é uma norma, devemos anali-
zar as quatro propriedade da defini¢do de norma, ou seja, para todo U,U* € 7 e )\ € R, vale

as seguintes condicoes

@ [IUll, >0,

(ii) ||U||,, = 0 se, e somente se, U = 0,
(i) [| AU, = IA[{[U]| -,

(iv) [U+ U™, < [[U[] 5 + (U] -

Prova de (i).
Seja U € 7, por meio da igualdade (3.12) e da defini¢io de norma em L*(0, L), temos
10l >o.

Prova de (ii).
Seja U € s tal que ||UJ| ,, = 0. Deste modo, segue de (3.12) que

C=U=W=p,+¢+1lw=w, —lp =1y, =0. (3.13)
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Uma vez que ¢, = 0, temos que para toda fungdo ;1 € C§°, integrando por partes, obtemos

L L L
[ vt = v@te)| ~ [ @i
0 0 0
=0.
Entdo, por meio do Lema 2.23, existe uma constante C' € R tal que vv = C. Como

v € H}(0,L) entdo (L) = (0) = 0. Segue da Proposi¢do 2.24 item (ii) que 1 é conti-
nua no intervalo limitado [0, L], isso quer dizer que se v é constante, temos que ¢) = 0.

Além disso, por meio de (3.13) e do fato de ¢/ = 0, obtemos o seguinte sistema

{(pm + lw =0, (3.14a)
wy — lp = 0. (3.14b)

Uma consequéncia do sistema (3.14) em que ¢ € H} (0, L) é o problema de valor de contorno
dado por

{wm + 120 =0, (3.152)
©(0) = (L) = 0. (3.15b)

Sabemos que p € C?%(0, L) € a solugdo do sistema (3.15) dada por
p(z) = agsen(lx) + ascos(lz), para quaisquer g, s € R. (3.16)

Uma vez que ¢(0) = 0 e tomando x = 0 na fungdo (3.16), obtemos a, = 0. Substituindo tal

resultado em (3.16), obtemos
o(x) = agsen(lz). (3.17)

Além disso, derivando (3.17) em relagdo a varidvel x, substituindo em (3.14a) e reorganizando

de forma adequada, encontramos
w(z) = —ajcos(lx). (3.18)

No caso em que w € H{(0, L), temos w(0) = 0, entdo tomando = = 0 em (3.18) e igualando
tais resultados, concluimos «; = 0.

Assim, por meio de (3.16) e o fato de a; = a5 = 0, temos que ¢ = 0, consequentemente
¢, = 0. Deste modo, substituindo esse resultado em (3.14a), obtemos w = 0. Logo,
¢ =1 = w = 0. Portanto, podemos concluir que U = 0.

Por outro lado, seja U € 7 tal que U = 0. Sendo assim, p =9 =w =& =¥ =W = (. Por

consequéncia, ¢, = 1, = w, = 0. Substituindo tais resultados em (3.12), temos ||U||%, = 0.
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Portanto,

Ull,» = 0.

Prova de (iii).
Seja A € Re U € J7Z. Deste modo,

INUI%, = prIA@IZe + p2 INCIZ + pr AW e + blXelze + klA(pe +¢ + )|z
+ ko [ A (1w, = p)|[72
= pr AP @I +p2l APz + o APIW I 72 +0IAP [ 22 +RIAR [l + & + L7
+ kol AP lwe — Il 72
= A Ap1 @172+l Y72 +pa W72+l 72k 0ot 2+ Rollwe — L 72)
= [AP|UI1% -

Logo, |AU|%, = |A|?|[U||,. Portanto, |AU|| , = |A||[U] ,,» para quaisquer A € Re U € 7.

Prova de (iv).
Sejam U, U" € JZ, por meio da Desigualdade Triangular (DT), obtemos

+0 ([9al3e + [9°152) + k(llge + ¥ + lol7e + [0h + ¢ + lw*||%)
+ ko(lwe — lpl| 72 + lwh — o™ [132).

* 12 pT 2 %112 2 * (12 2 *(12
U+U % < po ([ Pllz2 + [[97[72) + p2 (V]2 + 1W7[[72) + o1 (W72 + [WF[72)

Desta forma,

10U+ U], <ol 24 o [0 2a+ oo |24+ S |7 2 o V124 o V4|2
Il bl + kDl + 0+ bl + 1k s + 00 + Lo
kol — Lol + ko s — 1e 2

= (\/EH@HLQ + /P2 1l 2 + VAL Wl VOIIell 2 +VE 0 + ¢+ L] 2

VRl = el )+ (VB 197 1B+ VB
VBl 9+ 0+ s — 1

< (0l Wl W sl 4+ ol o1
T L L P P R T P o P

+b||w;zup)

= U, + U] -
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Portanto,

U+ UY||,, < ||U]l,, + ||U"|| ., para quaisquer U, U* € 2.

Uma vez que as propriedades (i), (ii), (iii) e (iv) foram satisfeitas, podemos concluir que a

aplicagdo definida em (3.12) é de fato uma norma. [

3.1.5 Equivaléncias de Normas

Nessa subsecao mostraremos que a norma dada em (3.12) € equivalente a norma usual do

espagco
2 2 2 2 2 2
U = leallze + 19172 + [¥allze + [l + lwsll7e + W7 - (3.19)

Para isto, provaremos o préximo resultado que serd de extrema importancia para tal obje-

tivo. A sua demontracao é baseada na referéncia [3].

Lema 3.4. Sejam (p,v,w) € H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0, L), entdo existe uma constante
positiva C, tal que

kllpe + ¢+ lwl|za+ko lwe — Lollze +bllvellze < O (loallze + I1vallze + llwell72) , (3.20)

lpalZa + 1l + wel2e < C (ke + 0 + 1w]% + ko lwe — lp||% + btbx]22) .(321)

Demonstracao. Considerando as desigualdades Triangular (DT) e de Poincaré (DP), obtemos

o DT 2 2 2
kllos +v+ 1wl <k ([eallze + 1072 + P llwllzz)
2 2 2
= kllgallze + kvl + kP [lw];.

bp 2 2 2 2
< K[l +kCp 12l +RECy [wall7- - (3.22)

Além disso, segue das desigualdades Triangular (DT) e de Poincaré (DP) que

2 bT 2 2
ko llwe = lollze < ko (lwellzz + 2 llelz2)
= ko [lwsllzz + kol® llillz:

Tk 2 ko200 o2 3.3
< ko [Jwe |72 +kol“Cy || @ell 72 - (3.23)

Assim, somando as desigualdades (3.22) e (3.23), encontramos

klloe + 0 + lwllfe + ko lwe — Il < (k + ko 1P Cy) lleallze + k Gy [lvallze
+ (K2C, + ko) [lwe 72 - (3.24)

Deste modo, somando o termo b |1/, ||>» em ambos os membros da Desigualdade (3.24), pode-
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mos obter

klpw + 1+ lwl|72 + ko [we — lpl|72 + ][0l 72 < (5 + Kol?Cy) l@ull72+(RCy + b)[|eb]| 72
+ (K2Cy + ko) [ws 7
< C (lealze + llallie + llwsll?e),

sendo C' = méx {k + kol*>C,, kC,, + b, kI*C), + ko} > 0, pois k, ko, b, [, C,, sdo constantes po-
sitivas.

Logo, vale a Desigualdade (3.20).

Agora resta apenas mostrar que vale (3.21). Para isso, a demonstracao serd feita mediante argu-
mentos de contradig¢ao.

Suponha que a Desigualdade (3.21) nao € verdadeira. Assim, para todo n € N existe uma
sequéncia {(pn, Vn, wn) },en em Hy (0, L) x Hy(0,L) x Hg(0, L), tal que

2 2 2 2
||‘Pn,w||i2 + Hwn,ng + Hwn,me >n (k ||90n,:v + n + lwnHm + ko Hwn,x - l@nHm
b [[9n]72) - (3.25)

Assim, sem perda de generalidade normalizando a sequéncia { (¢, ¥n, Wy ) },,cy» Podemos obter
H‘pn,ﬂcHi? + H@Dn,x“; + ||wn,:v||12 =1 (3.26)

Deste modo, substituindo (3.26) na Desigualdade (3.25) e reorganizando de maneira conveni-

ente a desigualdade encontrada, obtemos
2 2 2 1
Ellona + n + w72 + ko |wne — lonl|72 + 0 ||ngl7e < - (3.27)

Sendo assim, por meio da Desigualdade (3.26), sabemos que a sequéncia {(¢y, ¥n, wn) },,cn €
limitada em H;(0,L) x Hj(0,L) x Hy(0,L). Uma vez que temos a inclusdo
H}(0,L) < L?*(0, L) compacta, podemos dizer que existe N; C N um conjunto infinito, tal
que a sequéncia {(on, Yn, wn)},cy, converge forte em L*(0, L) x L*(0, L) x L*(0, L). Além
disso, sabemos pela Desigualdade (3.27) que

Yne — 0 forteem L*(0,L). (3.28)

Assim, utilizando a Desigualdade de Poincaré, temos que

Y, — 0 forteem H,(0, L).

Agora, considere ¢,, — ¢ € w,, — w forte em L?(0, L).
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Desta forma, segue da Desigualdade (3.27) que
On.w + Uy + lw, — 0 forteem L*(0, L).
Além disso, somando e subtraindo termo [w em ¢,, , + ¥, + (w,,, encontramos
Onz + Un + Wy, = Yo+ Uy + Hw, —w) + lw.
Sob essa informacgdes, podemos obter
Oz + U+ 1(w, —w) +lw — 0 forteem L*(0,L).
Como sabemos que w,, = w e 1, — 0, resultamos
One — —lw forteem L?*(0, L). (3.29)

Desta forma, a sequéncia {y,} é de Cauchy em H;(0,L), entdo existe uma fungdo

¢ € HY0,L) tal que @, — ¢ anNlHé(O, L), em consequéncia ¢, — ¢ em L?(0,L). As-
sim, pela unicidade do limite temos ¢ = ¢, ou seja, ¢ € H}(0, L).
Além disso, de (3.29), concluimos que
¢y + lw =0 quase sempre em x € (0, L). (3.30)
Do mesmo modo, a partir da Desigualdade (3.27), temos que
Wy.p — Lo, — 0 forte em L*(0, L).
Além disso, somando e subtraindo o termo Iy em w,, , — [y, encontramos
Wna = 1P = Wna — Upn — @) — lp.
Sob tais resultados, obtemos
Wn.e — (pn — @) —lp — 0 forteem L*(0, L).
Como ,, — ¢ forte em L*(0, L), podemos concluir
Wy — lo forteem L*(0,L). (3.31)
Deste modo, a sequéncia {w,},.y, ¢ de Cauchy em Hj(0,L), entdo existe uma fungéo

w € H(0,L) tal que w,, — w em HJ(0, L), o que implica w,, — w em L*(0, L). Assim,
utilizando a unicidade do limite temos que w = w, isto é, w € H}(0, L).
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Entao, de (3.31) segue
w, — lp = 0 quase sempre em x € (0, L). (3.32)

Assim, a solucdo das igualdades (3.30) e (3.32) € andloga a do sistema (3.14), nos quais obte-
mos ¢ = w = 0.

Portanto, por meio de (3.28), (3.29) e (3.31) segue que (¢4, Ynus Wna) — (0,0,0), contadi-
zendo assim (3.26).

Concluimos, entdo que existe uma constante positiva C' que satisfaz (3.21). [

Corolario 3.5. As normas ||| ,, e |- | » dadas em (3.12) e (3.19), respectivamente, sdo equiva-

lentes.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Lema 3.4. [

Observacao 17. Uma vez que mostramos no Coroldrio 3.5 a equivaléncia das normas e sabemos
que o espaco de fase .7 é um espaco de Hilbert, pois todos os espagos que constitui o espago
de fase 77 sdo espagos de Hilbert, segue que .77 € um espacgo de Hilbert com produto interno
dado em (3.11).

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Essa secdo tem como objetivo mostrar mediante teoria de semigrupos, a existéncia e uni-
cidade de solucdo para o sistema (3.1)-(3.5). Com essa finalidade apresentaremos o préoximo

resultado.

Teorema 3.6. O operador </ é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° de con-

tragcoes sobre o espaco de Hilbert 7.

Demonstracdo. Para provar que o operador .7 gera um semigrupo de classe C° de contragdes,

utilizaremos o Teorema 2.46. Para isso, devemos satisfaz as seguintes condi¢oes

(a) D(«7) é denso em 77,
(b) &7 é um operador dissipativo,

(¢) 0 € o(«), sendo o(.27) o conjunto resolvente do operador <7 .

Prova de (a).

Lembremos que
Cse(0, L) € H*(0,L)N Hy(0, L) C Hy(0,L).

Entao,

oo Ho(0,0)

Cy°(0, L)

c H2(0, L) N H(0, L) c Hi0, L)Y,
~ ~ v —_——

=H;(0,L) =H§(0,L)

H;(0,L)
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R = g |
pois H}(0, L) é um espago de Banach, em particular é fechado e C§°(0, L)HO O _ H}(0, L).
Logo,
1
7200, L) N HI©0, L) Y — Hlo, ). (3.33)
Além disso, sabemos que
Cee(0,L) € Hy(0, L) C L*(0, L).
Segue que,
- 72 P ) 2
c=0,0)” " c mro, " ™Y « 20, )" ",
=L2(0,L) =L2(0,L)
g ) ——————12(0,L)
pois L?(0, L) é fechado e C§°(0, L) = L*(0,L).
Logo,
2
70,0)" " = 12(0, 1). (3.34)
Por meio de (3.33) e (3.34), obtemos
5 1 - 72 1
Dy = 70, LnHI 0, L) P a0, D) " x B2 0, D)nHL (0, L) Y
P 1 - 72
« HiO. D)"Y % B0, L) n #3000 « "0, L)

= H}(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0,L) x H(0,L) x L*(0,L)
= .
Portanto, D(.</) é denso em 7.
Prova de (b).
Como 77 é um espaco de Hilbert, para provar que o operador &7 : D(&/) C H# — I é

dissipativo, basta mostrar que

Re (#U,U),, <0, paratodo U € D(«).

De fato, seja U = (p, ®, 1), ¥, w, W)T € D(). Deste modo,

L - L - L L o
= k/ (o + U + lw), Pdx +k0l/ (wy — lp)Pdz+b | 1, Vdx —k/ (pz + ¥ + lw)Vdz
0 0 0 0
:;%4 :=T5
L L o L o L
- v/ |U|2dz + ko/ (wy — L) Wdx — Kl / (pz + 0 +lw)Wdz + b / U, ), dz
0 0 0 0

-~

=Tk

+1<:/Lq>malx+k/

0

L

L
U(py + 9+ lw)dr + k:l/ W (pz + ¢ + lw)dx
0

L
+ k‘o/ We( d:v — k:ol/ O (w, — lp)dx.
0
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Além disso, integrando por partes os termos 1}y, T5 e T e usando o fato que os termos da fron-

teira se anulam, segue que

(«/U,U),,

W W k T Tw)Tdz

L L - L — L Ty
- 7/ |W|2dx — ko T @)Wmdx— kl + lw)deW

0 0 0

17 Tho To

L —— L — L —

+k + lw)®,dx + k + lw)Wdx + ki + lw)Wdzx
0

T Ty

L L
+ko =10\ Wodr—kyl —— lo)®du.
0 0

Dessa forma, cancelando os termos 1%, T, Ty, 119, 111 € 112 e tomando a parte real de tal igual-

dade encontrada, obtemos

L L
Re (U, U) ,, = Re (—7/ |\I/]2da:) = —’y/ |W|?dx < 0. (3.35)
0 0

Portanto, o operador .o/ € dissipativo.

Prova de (c¢).

Lembremos que
o() ={N e C| X — & éinvertivele (A — /)" ¢limitado} .

Vamos provar que 0 € o(<7). Para isso, devemos mostrar que —.7 ! existe e —/ ~! é limitado.

1°) Para provarmos que o operador .« é invertivel, basta mostrar que para toda funcdo
F= (f17 f2a f37 f47 f5a fG)T € %’ existe uma unica SOlugﬁO U= (90’ q)a 'QZ), \Ijv w, W)T € D(”Q{)
tal que &/U = —F, ou seja,

o —h
£ (0 + 1 + lw)e + 22 (w, — lp) — />

aU=| , . v Y N
Wz — oo (o + 0+ lw) — LU —fa
|44 — /5
%(wr—lgp)r_%(@x""w"i‘lw) —Js

Sendo assim, podemos considerar

®=—f1€ H)0,L), ¥ =—fs€ Hy(0,L) e W=—f5€ Hy(0,L). (3.36)
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Resta apenas mostrar que existem ¢, v, w € HJ(0,L) N H?(0, L) satisfazendo as seguintes

equacgoes

k(pz + 10+ lw), + kol(w, — lp) = —p1 fa, (3.37)
ey — k(@ + 0 4+ lw) = —pafy + Y, (3.38)
ko(wy, — @)y — kl(pz + 1 + lw) = —p1 fs. (3.39)

Agora nosso objetivo € encontrar a equagao variacional relacionada as equagdes (3.37), (3.38)
e (3.39).
Considere o seguinte espago de Hilbert ¥ = Hj (0, L) x H} (0, L) x H} (0, L), munido da norma

usual

2 2 2 2 2 2
ot ) = llglly + 10l + lwldy = lealle + alZe + lwalZe.  (3.40)

Afirmacdo. Para toda terna (¢*,¢*, w*) € 7, existe uma unica terna (p, 1, w) € ¥ satisfa-

zendo a equacdo variacional

L L L
k‘/ (pz + U+ lw) (e + v* + lw*)dr + ko/ (wy — o) (wr — lp*)dx + b/ Y, % da
o B . B 0 L 0
o [(hEde s (s )T e [ G41)
0 0 0
De fato, definamos a forma sesquilinear a[-,-] : ¥ x ¥ — C por

L
al(p, ¥, w), (9", ", w)] = k/o (e + ¥ + lw) (¢r + ¢* + lw*) dx

L L
+ ko/ (wy — lp) (wt — l*)dx + b/ Y brda. (3.42)
0 0
e considere o funcional linear A : 7 — C, dado por

L L L
A((SO*,W,U]*)) 201/0 f2 " dx + /0 (p2 fa — ’Yf3)%d$ + 01/0 fe w* dx. (3.43)

Entdo, a forma sesquilinear al-, -] e o funcional linear A satisfazem as hipéteses do Teorema 2.8.
Com efeito,

(i al-,-] é continua.

De fato, por meio das desigualdades Triangular (DT), Cauchy-Schwarz (DCS) e Poincaré (DP),
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obtemos

la[(p, ¥, w), (¢*, ¥, w)]|

DT L
k;/(sox + Y+ lw)(@r + v + lw*)dz| +
0

<

mA( L) (wE T de| +

‘/%wm
DCS

< Ek(llallz + 19001 + Llwll g ) (bl e + 1971 e + Lllw®ll 2 ) + kol lwell g2 + el 2)
(lwillze + Ll lpe) + llvallze ¥l

< C(Npzllpe il e +leallzz 19312 + leall g2 w0l e + Nbell g2 1951 e + el 2 951 2
Pallpe Nwillz + Nwellpe 95l + lwellz 3l + llwelle fwgllz2)

=C (lleallpe + Iallz + lwallz ) (l@ille + lille + llwillze)

= Cl(o, 0, )l [(@", 4" w™) |y

Portanto, al-, -] é continua.

(ii) a[-, -] € coerciva.

De fato, segue do Lema 3.1 Desigualdade (3.21) que

2 2 2
(o, ¥, w5 = llpallze + [1¥allze + llwallze
< C(kllpr + ¢+ lwlfz + ko llwe — ol + beell72)

= CCL[((,O, ¢7 w)? (gp, ¢7 w)]

Logo,

(o0, w), (0,0 w)] 2 Sllo 0w,

sendo C' uma constante positiva. Portanto, a[-, -] é coerciva.

(iii) A é limitado.
Seja (p*, ", w*) € ¥, por meio das desigualdades Triangular (DT), Cauchy-Schwarz (DCS)

e Poincaré (DP), obtemos
L —
/ fo ©* dx 1 / fo w* dx

DCS
< o fallee lellpe + llo2 fa = 7 follpe 19712 + o1 1 f6llpe (w2

R(CANTSTS)

/ (p2 fa — 7f3)%d$

0

< p1Cp | fall g2 10311 12 + Cp lp2fa — 3l 2 195 M 12 + p1Cp | foll 12 lwi |l 12
<C(lleslle + l19allz + lwillze)
= C‘(SO*vw*?w*)l"V?

no qual C' = max {p1C, || f2|| ;2 , Cp llp2fs — Vf3ll 2 s 21Cyp || f6ll L2} > 0. Portanto, o funcional
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linear A é limitado.

Concluimos por meio do Teorema 2.8 que, para toda terna (¢*,¢*, w*) € ¥, existe uma dnica

terna (p, 1, w) € ¥, tal que
al(e, ¥, w), (¢*, %, w)] = (", ¥, w"), (3.44)

em que a forma sesquilinear |-, -] e o funcional linear A sdo dados em (3.42) e (3.43). Portanto,

vale a afirmacdo dada em (3.41).

Resta apenas mostrar que de fato, (p, ¥, w) € [Hg (0, L)NH?(0, L)]* e satisfazem (3.37), (3.38)
e (3.39).
De fato, considere ¢* € C§°(0, L) uma fung¢@o arbitraria e ¢o* = w* = 0 em (3.41), obtemos

L

L L
k:/ (0r + ¢+ lw)ptdr — k:ol/ (we — lp)p*dx = py / fap*de. (3.45)
0 0 0

Deste modo, reorganizando e reagrupando de forma conveniente (3.45), encontramos

k’/(f(%% + ¢ +lw)pide = — /OL[—k'ol(wa: — 1) — p1fo]p*da.
Segue da definicdo de derivada fraca que
k(px + 1)+ lw)y = —kol(wy — lp) — p1fa, em L*(0, L). (3.40)
Entdo, (3.37) € satisfeita. Além disso, reorganizando de maneira adequada (3.46), concluimos

Pra = [_l{ﬂ/}x — klw, — kOl(wx - l(,O) - p1f2]7 cm LQ(O’ L>

x| =

Logo, ¢ também pertence a H?(0, L). Portanto ¢ € H} (0, L) N H*(0, L).

Agora, considere ¢* € C3°(0, L) uma fungo arbitrdria e ¢* = w* = 0 em (3.41), segue que

L L L
K /0 (o + 0 + lw)Fde + b /0 $oTede = /0 (pafs — 1 f) T d. (3.47)

Desta forma, reorganizando e reagrupando de forma apropriada (3.47), temos

L L
b/o Yo idr = —/0 k(e + 0 + lw) — (pafa — v f3)]0*da.

Por meio da defini¢do de derivada fraca, obtemos

Wae = k(0e + 0 +1lw) — (pofs — vf3) em L*(0,L). (3.48)
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Entao, (3.38) ¢ satisfeita. Além disso, reorganizando de maneira conveniente (3.48), podemos

obter

1
Logo, 1) também pertence a (0, L). Portanto, 1 € H}(0, L) N H?*(0, L).

Por fim, considere w* € C§°(0, L) uma fung¢do arbitraria e p* = ¢»* = 0 em (3.41), obtemos

L L L
k‘l/ (pr + ¥ + lw)w*dx + ko/ (w, — lp)widx = p / few*dx. (3.49)
0 0 0

Dessa maneira, reorganizando e reagrupando de forma adequada (3.49), podemos concluir

L L
ko/ (w, — lp)wide = —/ [kl(pr + 0 + lw) — p1 fo|w*de.
0 0
Segue da defini¢ao de derivada fraca que

ko(w, — @), = kl(vz + ¥ + lw) — p1 fe. (3.50)

Entao, (3.39) € satisfeita. Além disso, reorganizando de forma apropriada (3.50), encontramos

1
0

Logo, w também pertence a H?(0, L). Portanto, w € H}(0, L) N H*(0, L).

Concluimos entdo que existe uma tnica terna (i, v, w) € [H}(0, L) N H?(0, L)]?, satisfazendo
(3.37), (3.38) e (3.39).

Portanto, existe uma tnica solu¢do U = (¢, @, ¢, U, w, W) € D(</) tal que /U = —F, o que

prova que o operador .7 ~! existe.

2°) Vamos mostrar que o operador .« ~! é limitado, ou seja, existe C' > 0 tal que
| ~'F|°, < C||F|%, , paratodo F € 7.

Seja F = (f1, fa, f3, fu, f5, f¢) | € F, entdo existe um dnico U € D(/), tal que #/U = —F,

ou seja,

d=—f, (3.51)

k(pr + 1 +lw)y + kol(w, — lp) = —p1 fo, (3.52)
U =—f;, (3.53)

Wrw — k(s + 0 +lw) = —pafs + 77, (3.54)

W = —fs, (3.55)

ko(wy —lp) s — kl(pz + 0 + lw) = —p1 f6. (3.56)
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Assim, multiplicando (3.52), (3.54) e (3.56) por ©, @ e w, respectivamente e integrando sobre o
intervalo [0, L], obtemos

L L
k/ (o + 9 + lw), pdx +k:0l/ (w, — lp)pdr = / fopdz, (3.57)
N 0
=Ty
L L _ L _
b/ Yypthda —k/ (pz + U + lw)pde = —/ (p2f1 + yV)bdz, (3.58)
0 0 0
=T14
L L
ko/ (w, — lp),wdx —k:l/ (e + 0 + lw)wdr = / fewdzx. (3.59)
_ Jo | 0
=115

Dessa forma, somando membro a membro as (3.57), (3.58) e (3.59), integrando por partes os
termos 713,114 € Ti5, utilizando o fato que os termos da fronteira se anulam e multiplicando

por (—1) em ambos os lados da igualdade encontrada, podemos concluir

L L
Ellpe + 9+ lwl|7e + kollwe —lpl7e + 0lWulie =p1 | fodr + / (p2fat) — YUP)da
0 0

L
p1 / fewdz. (3.60)
0

Sendo assim, somando p1 || @7, + p2 | ¥||52 + p1 [|IW]|52 em ambos os membros de (3.60) e

usando (3.12), temos

L L L
1015 = o1 @172 +p2 972+ ||W||i2+/01/f2¢d$+/(02f4¢ — 7‘If1/))dx+p1/ fewda.
0 0 0

Segue de (3.51), (3.53) e (3.55) que

L L L
10112, = pu |l f1ll 22402 | fall2e+p1 1 fs] e+ p1 / fopda+ / (p2fs00 + v fs)dz+py | fewds.
0 0 0

Além disso, por meio da Desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

2 2 2 2
1015 < pallfillze+p2ll fall Lo+ pr L5l Lo+ o1 (12l 2 el o o2 ([ fall o 01 o 1 3l 21901 2
+ ol follpa lwll -

Assim, pela Desigualdade de Poincaré, concluimos

2 2 2 2
105 < p1Coll frallze+p2Cnll f3allre + 100l foall e+ 21 Coll foll pallpall 2+ 2 Coll fall 2l el 2
G 1 fsellp2 10l 2 + p1Cp [l foll 2 [zl 2

ou seja, existe C; = max {p1Cy, p2C,, vCp} > 0, pois p1, p2,7y, C, sdo constantes positivas,
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tais que
IUI%, < CLIEP, + CilULe|Flr.

Como sabemos pelo Coroldrio 3.5 que as normas |U| » e ||U|| ,, sdo equivalentes, entdo temos
U115 < CLIFIZ, + Crl[UlLy [IF, -
Desta forma, segue da Desigualdade de Young que

1U|1%, < Cy R, +eCy|UI%, + CLO- IR, . (3.61)

Tomando ¢ = ﬁ > (0, obtemos

1 3 N1 ¢
= —"2 N o= )
¢ (201 ) (01) 5= 3 !

Sendo assim, substituindo & = 51~

e C. = % em (3.61), encontramos

1 C?
105 < CLlII%, + 5 1015, + 5 IS, - (3.62)

Deste modo, reorganizando de maneira conveniente (3.62), resultamos
10|1%, < Ci(2+Cy) ||F|%, -
Logo,
|l ~F|, = IUI5, < CIFI, VF € o2,

noqual C = Cy(2+Cy) > 0.
Portanto, </ ~! é limitado, concluindo assim a prova de que 0 € o(&).

Por (a), (b) e (¢) podemos utilizar o Teorema 2.46 e concluir que o operador </ gera um semi-
grupo de classe C° de contragdes. 0

Teorema 3.7. Suponhamos que os dados iniciais Uy = (o, 1, Vo, Y1, wo, w1) € D(), en-

tdo existe uma tinica solucdo U = (¢, @, 1, Uy, w,w;) " para o sistema (3.1)-(3.5) satisfazendo
U € C([0,00); D(o7)) N C([0, 00); ).

Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 2.43. 0
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3.3 ESTABILIDADE

Essa secdo tem como objetivo apresentar o comportamento assintético da solucdo

U(t) = e”tU, para o sistema (3.1)-(3.5). Com esse proposito, consideremos

X = |ko — k| e xo =

b
P2 kﬂl

Verificaremos mais adiante que a solucdo encontrada para o caso em que
X = Xo = 0 possui decaimento exponencial, j4 para os demais casos analisaremos mais adi-
ante que as solugdes encontradas tem decaimento com taxa racional. Para isso, provaremos
o proximo resultado com o préposito de mostrar que todo o eixo imagindrio estd contido no
resolvente do operador o#. Como veremos a seguir esse resultado ndo depende de x e x(o. Na

subsecao 3.3.3 mostraremos as condicoes (2.5) e (2.6) sobre o operador resolvente.

Lema 3.8. Sejam iR o conjunto definido por {i\ | A € R} e (<) conjunto resolvente do ope-
rador <. Entdo iR C o(</).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.32 item (iii) temos que as inclusdes
H?*(0,L) < H'(0,L) < L*(0,L) sdo compactas e além disso sabemos que as inclusdes
H?*(0,L) N H)0,L) — H}(0,L) e H}(0,L) — L*(0, L) também sdo compactas, assim po-
demos dizer mediante tais resultados que cada espago do produto cartesiano do dominio do
operador .7 tem inclusdo compacta no respectivo espaco de fase .7#’, consequentemente a in-
clusdo D(o/) — s é compacta.

Além disso, segue da Proposi¢do 2.28 item (i) que o conjunto o(.2) é compacto. Deste modo,
podemos utilizar o Coroldrio 2.29 e concluir que o complementar do conjunto resolvente do
operador <7, definido por o (/) = C \ o(«/) é formado apenas por autovalores de <7
Mediante tais informagdes, vamos supor por absurdo que iR ¢ o(<7), ou seja, podemos di-
zer que existe § € R — {0}, tal que i5 ¢ o(</), em consequéncia temos que i3 € ().
Assim, pelo observado acima ¢ € um autovalor do operador <7, entdo existe um autovetor
U= (p,®,9,¥,w,W)" € D(«), satisfazendo a equagio resolvente

iU — /U = 0. (3.63)
Desta forma, tomando o produto interno em .7 de (3.63) por U, encontramos
iB 0|13, — («/U,U),, = 0. (3.64)

Além disso, sabemos que tomar a parte real de (3.64) € o0 mesmo que tomar a parte real do

produto interno (—</U, U) ,,. Assim, segue de (3.35) que

—Re (U, U),, = v ||¥|%,. (3.65)
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Sob tais resultados, podemos obter

Y[z =0,

sendo v uma constante positiva, segue que ¥ = 0.

Agora, reescrevendo (3.63) por meio de suas componentes, obtemos

iBp—®=0, (3.66)

iBp1® — k(ps + ¢ + lw), — kol(w, — lp) =0, (3.67)
i) — U =0, (3.68)

iBpa¥V — Wibyy + k(@ + 9 + lw) + ¥ =0, (3.69)
ifw—W =0, (3.70)

B W — ko(wy — 1)y + kl(@y + 10 + lw) = 0. (3.71)

Como V¥ = 0, podemos substituir em (3.68) e obter ¢/ = 0, consequentemente 1, = 0. Assim,

substituindo esses resultados no sistema (3.66)-(3.71), encontramos

i — P =0, (3.72)
i8p1P — k(ps + lw), — kol(w, — lp) =0, (3.73)
k(or + lw) =0, (3.74)
1Pw—W =0, (3.75)
iBpW — ko(w, — )y + kl(p, + lw) = 0. (3.76)
De (3.74), temos que
Ve +lw =0, (3.77)

visto que £ > 0, em consequéncia (¢, + lw), = 0, substituindo tais resultados em (3.73) e
(3.76), obtemos

iBp1® — kol(w, —lp) =0, (3.78)

Assim, derivando (3.78) em relagdo a varidvel x, multiplicando ambos os lados de (3.79) por [

e igualando tais resultados, podemos concluir

iBp1®, = iBprlW. (3.80)

Deste modo, por meio de (3.72) e (3.75), temos que

¢, =ifp, e W =ifw,
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respectivamente, substituindo tais resultados em (3.80) e multiplicando ambos os lados da igual-

dade encontrada por —EQLpl, podemos obter
P = lw. (3.81)
Além disso, segue de (3.77) que
Y = —lw. (3.82)
Por meio de (3.81), (3.82) e [ uma constante positiva, concluimos que
w =0, (3.83)

segue imediatamente de (3.75) que W = 0.

Desta forma, segue (3.77) e (3.83) que ¢, = 0. Assim, pela Desigualdade de Poincaré podemos
concluir que ¢ = 0, consequentemente de (3.72) temos que ¢ = 0.

Logo,p =P =9 =U=w=W=0,istoé, U= (¢, ®,9,¥,w,W)" =(0,0,0,0,0,0)" o
que é um absurdo, pois U € autovetor de .o7.

Portanto, :R C o(&7). O

3.3.1 Estimativas Locais

O objetivo dessa subsecao ¢ determinar estimativas locais para a solu¢do da equagao re-
solvente.
Motivados pelo Lema 3.8, temos que para todo F = (fi, fo, fs, f1, f5, f6) | € . existe
U= (p,®,9,¥,w,W)" € D(), solugio da equagdo resolvente

iU — /U =F. (3.84)

Deste modo, reescrevendo (3.84) em termos de suas componentes, encontramos o seguinte sis-

tema de equagdes

iBo—® = fi, (3.85)

iBp1® — k(s + ¥ +lw), — kol(w, — lp) = p1fa, (3.86)
iBY — U = fy, (3.87)

1802V — 0wy + k(pr + ¢+ lw) + W = py fiy, (3.88)
iBw—W = fs, (3.89)

iBmW — ko(wy — 19) s + kl(pe + 1 + lw) = p1 fe. (3.90)

Lema 3.9. Sejam F € 5 ¢ U € D(<), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo

existe uma constante positiva C, tal que

1%[I72 < C ULy IFll; -
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Demonstracao. Considere o produto interno em .7 de (3.84) com U e tomando a parte real,

obtemos
YIIW][7, < Re(F,U), .
Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
191172 < C ULy IFll »

emque C' = = > 0. O

Corolario 3.10. Sejan F € 7 ¢ U € D(), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90),

entdo existe uma constante positiva C, tal que

Lo
/L WPdz < C|U|L, |F],,

no qual o intervalo (Ly, Ls) C (0, L).

Demonstracao. A demonstracdo € uma consequéncia imediata do Lema 3.9. [l

A partir de agora nosso objetivo € encontrar estimativas locais para os termos da norma
de U € 7. Afim de obter tais estimativas, usaremos fung¢des de corte, no qual vale ressaltar
que as funcodes de corte serdo utilizadas com o objetivo de evitar termos pontuais provenientes
da integracdo por partes e com isso, podemos concluir que cada resultado independe de quais-
quer condi¢des de fronteira. Com esse propdsito, consideremos Ly € (0, L), § > 0 e a fungdo

s1 € C?(0, L), satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) C (Lo — 9, Lo+ 0) C (0, L), 0<si(z) <1, Vz e (0,L),

) )
s1(z) = 1,Vx € {LO — §,L0+ 5} .

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de fungcao

(
O’ 0<z< LO - 57

I S
el=@o=301e [ §<gp<L[y—2

s1(z) = 1, Lo —
S S
6($—(L0+%))2—16, L

+
Oa LO +
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Para termos uma nog¢ao gréfica do comportamento da fun¢do s;, devemos atribuir valores para
L, Ly e 6. Sendo assim, tomando L := 6, Ly := 3 e d := 2, segue que

(0, o<z<1,

1
e@-2?-1e, 1 <z <2,

si(z) = 1, 2<x <4,

1

ea—?-1e 4 < x <5,

\ 0, 5 <z <6.

Por meio da Figura 4.1 temos uma idéia sobre a representacao grafica da fungao s;.

A

S,

- X
0 1 2 3 4 5 6

y

Figura 3.1: Gréfico da func¢ao s;. (Fonte: Elaborada pela autora).

Lema 3.11. Sejam F € 7 ¢ U € D(<), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo

existe uma constante positiva C, tal que

L0+5 C
/L saliufde < C O Bl + [0y 9] (3.91)
-

no qual |B| > By > 1.
Demonstraciio. Multiplicando (3.88) por ;7 e integrando sobre o intervalo (0, L), obtemos

L L L L L
i8po / s1Uhdx —b/slwmﬂd:ﬁ—k/sl(gox + 9 + lw)pdz+ ’y/sl\I!Ed:z: = po /slﬁﬂdx.
0 0 B 0 0 0

-~

=T16

Deste modo, integrando por partes o termo 74, segue que
L

L L L
18 ,02/ s1Udr + b / sigbdr + b / si|ePdr + k / s1(pe + ¥ + lw)dx
0 0 0 0

L

L
—1—7/ s1Upde = p2/31f4@dx. (3.92)
0

0
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Dessa forma, reorganizando de maneira conveniente os termos de (3.92), além disso sabemos

por meio de (3.87) que

L I3
25 if’

entdo substituindo esse resultado na igualdade reorganizada e multiplicando ambos 0os membros

Y =

da tal igualdade encontrada por , podemos obter

L oy [ s [ o 1 /L B 1 /L o
/ 51|, |Pdr = 5= 51| W|Pdw + 5= 51V fadr + — / s Wdx + —/ sy, fadx
0 b Jo b Jo i8 Jo i3 Jo

ko[t I —
+Z’Tb/ (90m+¢+lw)\1’dl‘+%/51(901+¢+lw)f3d=73
L
—1—%/ 81|\D|2dx+i}%b/o sl\Ifﬁdx—i—f/O s1 fabda. (3.93)

Sendo assim, tomando o médulo de (3.93), pelas desigualdades Triangular (DT), de Cauchy-

Schwartz (DCS), de Poincaré (DP) e pelo fato da funcdo s; ser limitada, podemos concluir

L
/ 31|¢x|2dl‘
0

DT p2/ 2 p2 /L o 1 /L !XT 1 g VT
= 0% s1|W[*dx| + n : 51V fadx| + iB s1¢9.Vdr| + A 51y fadx
L
' ﬁb 51(0g + U + lw) fadx|+ ’ i3, 31]\11] dx |+ ' ﬁb Sl\ijgd.Z' 2/ s1 fahdx
DCS
< ||81||C[0L] )2, + 22 ||81||00L ||‘1’||L2 1 f3llp2 + | | Isillepor 1¥ellze 19

1
g I leo,y 1¥allze 1fslle + W Isilloy lee + ¥ + lwllp (sl

Y 2 g P2
+ m HSIHC[O,L] H\IIHL2+W ||51HC[0,L] [N2IP Hf3||L2+_ ||51Hc[0,L] 1fall g2 1]l 2

P2

DP py 2
=7 Isillop,y 1Nze + 5 o llsllop,y 19122 HfaxHLa Iﬁ\ 15 lepo,zy 1ozl g2 11 2

AN

-~

-~
<Cllu F <C|u F
<CI|Ul| s IFll e <CIIUL [ <G Ul 2

1
lE Cp 1s1lleqo,ny 1%l e ||f3x||Lz Iff\b Cp Isillop,ry lve + ¥ + Wwllpe [ fsell

J/

~
<C’||UH%HFH% <C|Ull ¢ IF [l e

P2
|B|b Is1llcp,z) 1% ||L2+|5|bC b Isllop,z 1122 HfaxlleJr Cp H81|IC[0L]||f4||L2||¢x||L2

gcuUHWnFn% <C|UlLy ¥l <CIFl V]

< CUll ¥l + ”UHﬁ” 1] 2 -

6]

Como sabemos que supp s; C (Lo — 0, Lo + 6), concluimos que a Desigualdade (3.91) é va-
lida. O]
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Corolario 3.12. Sejan F € 7 ¢ U € D(&), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90),

entdo existe uma constante positiva C, tal que

Lo+$ ) C
[, st < OO, ¥y + 5 10 191
Lo-2
no qual |B| > [y > 1.
Demonstraciao. A Demonstracdo decore diretamente do Lema 3.11. 0

Para as proximas estimativas, considere uma fungio s, € C?(0, L) satisfazendo as seguintes

propriedades

) o
suppss C <LO — 5,[40 + 5) - (O,L), 0< SQ(SC) < 1, S (O, L),

) )
So(z) =1 para xE[LO—g,LOng}.

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de fungao

0, 0<z<Lo—4,
1
eGl—(Lo-§N*~1g [ g <z <Lj— 37
Sg(%): 17 LO_g§x§L0+§7
1
(DT, L+ 8 <u < Lyt
0, Ly+3<z<L
\

Para termos uma nocao grafica do comportamento da fun¢do s,, devemos atribuir valores para

L, Ly e 6. Sendo assim, tomando L := 6, Ly := 3 e d := 2, segue que

0, 0<xz<2,

eme, 2§x§§,

sa(@) = 4 1, T<r<i
e, U<y<y

0, 41<z2<6

\

Entdo, por meio da Figura 4.2 temos uma nog¢ao sobre a representacdo grafica da funcdo s,.
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- <

$4

X
~* 1 2 3 4 5 6

y

Figura 3.2: Grafico das fungdes s; e s5. (Fonte: Elaborada pela autora).

Lema 3.13. Sejam F € 7 ¢ U € D(<), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo

existe uma constante positiva C, tal que
Lo+3 ) ) 5 )

/L S2lpn + ¢ + lwl*dze < CIAIG W2 + CU|Le [1F]]Le + C1W]l L2 (U]l (3.94)
03

no qual |B| > [y > 1.

Demonstracdo. Multiplicando (3.88) por sa(@, + 1 + lw), integrando sobre o intervalo (0, L)

e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma adequada, obtemos

L L L
k:/ Sol@s + U + lw\2dx = —zﬂpg/ $oU(p, + ¥ + lw)dx —|—b/ SoWpe(0r + ¥ + lw)dx
0 0 0

s

v~

:=T17

L L
—7/ oV (@ + ¥ + lw)dr + pg/ Sofa(pz + U + lw)dz.
0 0

Deste modo, integrando por partes o termo 777, segue que

L
k/ salpe + ¥ + lw|*dx
0

L L L
= —if3ps / 5oV (py + ¥ + lw)dx — b / SyUy (s + 0 + lw)dr — b / $oty(pr + ¥ + lw),dx
0 0 Y0

J/

-

:=Tg

L L
—fy/ 52\1’(s0x+¢+lw)dm+p2/ So f1 (e + ¥ + lw) dz.
0 0

Dessa forma, segue de (3.86) que

[iBp1® — kol(w, — lp) — p1fal,

| =
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entdo substituindo tal resultado no termo 7ig, reorganizando de maneira apropriada os termos e

multiplicando por % ambos os membros da igualdade encontrada, podemos obter

L
/ 59|z + 1 + lw|*dx
0

R b, b Lo
L [ sa¥le ot twids - ¢ [ s Te T o tw)ds + iy [ sads
0

0 0

b L . b L _ S -
+ E ko / 822/190( Wy lgO) dz + — ]{32 / SwafQ der — E / SQ\I’(QOQC + w + ZU)) dx
0 0

v~

::Tlg

L
+ 2 [t T o+ s
0

Sendo assim, integrando por partes o termo 779, temos

L
/ Solpe + U + lw|*dw
0

i3 L Y b L —
= —?pg 3oV (pr + U + lw)dr — % $o (0 + U + lw)dx + ﬁ@ﬂpl So1h, Pdx
0 0
b — b ST — b L —
_ ﬁka / so(w, — lp)dr — ﬁk’o /0 Soh(w, — lp), dx + el / Sothy fo dx

=Ty

Y v P2 L
_E/ 32\11(901+¢+lw)dw+?/ So f1 (e + ¥ + lw) dz.
0 0

Além disso, por meio de (3.90), temos que

1
(wx - l@)z = k_o[iﬁplw + kl(@x ++ lw) - plfG]:

assim substituindo tal resultado no termo 75, e reorganizando de maneira conveniente os ter-
mos, encontramos

L
/ Salor + 1 + lw|*dx
0

B S N b Lo
—— P [t tw)ds [ s Tt oA ) do 4 it [ s,
R 0 ) 0 0
o7
b —_— b . R w2 [t
- ﬁko sQ@D( — lp)dx + ﬁzﬁlpl i SopW dx — s So(pe + 1 + lw)dx

b L o b L o ~ L
QZpl/ swfide + o [ s -] [ vl w0 T
R 27y k Jo
P2 g VO R TR
+E/ 52f4(<pw+1/1+lw)dx
0
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Assim, segue de (3.85), (3.87) e (3.89) que

foo, v bW
P = @6+zﬁ L T T AL

respectivamente, consequentemente substituindo nesta devida ordem tais resultados no termo

T5,, obtemos

L
/ So|e + ¢ + lw|*dx
0

L b L
% 55U @y + fro + U + f5 + IW + Ifs)de — E/ sye(pe + U + lw)de
0 0

b L b L - L .
—|—ﬁiﬁp1/ szwxq)dx—pkol/ sgw(wx—hp)der—zﬁlpl/ s ) W dx
0 0
o> [t b LR b t —
- — So (pr + ¥ + lw)dx + 2lp1/ 521/1f6d:c—|——2p1/ Sg Yy fo dx
k- Jo k 0 k 0
Y g P2
= E/ $9U(p, + ¢ + lw)dr + i’ 32f4(<px + ¢ + lw)dz. (3.95)
0 0
Deste modo, derivando (3.87) em relacdo a varidvel x, temos
f3:p
Py = w e R

assim substituindo esse resultado em (3.95), podemos obter
L
/ So|z + ¥ + lw|*dzx
0

L L
_ [ _
=2 32\11<I> dx+p2 SQ\I/flmdx+_/82|\I/| dx+ SQ\I/fgdx—i—%/ soUWdax
0

& Jo k Jo k’ 0 J
:7:22
I -
+% SQ\Iff5dx——/ so,U gox+¢—l—lw)da:—kﬁ/ Sofsx (Px + ¥ + lw) de
0 7
=T
b L b L _ b L -
—|—pp1/0 S9 U, <I>da:’+k2p1/o 52f3,xq>dl'—k2ﬁkol/o so U (w, — lp) dx
11‘7,124
b L —_— b L b L —
_mko/%fg( —lgp)dx—i—lepl/o Squde“[‘ﬁlpl/o so fs W dx
=Ty
blZ L 2 L b L .
~ 7 ), oV (p, + ¢ + lw)dx — %id /. safs(e + 0 +lw)dr + lepl/ s9v fodx
b L o - oy "
+ﬁp1/ Soy fodr — E/ 9V (p, + ¥ + lw)dx +Z/ Sofa(ps + ¥ + lw)dx.
0 0 0

Desta forma, reagrupando os termos 75 e Ths;, integrando por partes os termos Ths € T, e rea-
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grupando os termos da igualdade encontrada de forma conveniente, concluimos

L
/ So|r + ¥ + lw|2dx
0

1 b L N p L . p L p L o
=—\|p2——m / sV P, dx + —2/ SoW f1 wdx + —2/ 9| W|Pdw + rz / $oW fydx
k k 0 k Jo ’ k Jo kE Jo

-~

=12
1 b L OV — vt
+ =l p2+ —p1 soUWdx + sV fsdr + — 52\11(% + ¢+ lw) dx
k k 0 &, ki
b L b L
jrm i SV (o + ¢+ lw),d k:ﬁ/ So f3.2(0r + 1 + lw) x—kal/O soUddx
—Tnr
b L . b L S b -
+ 2h i Sofs3., Pdr — kzzﬂkol i oW (w, — lp)dr — 12 5 52f3( lp) dx
b L bl? L - le L -
kg 3, / sofsWdx — %/, 52V (o + 1) + lw)dx — %iB J, 52 f3(pz + ¥ + lw) dx

b L . b L . v L
21P1/ 32¢f6dﬂf+—2ﬂl/ 82¢xf2dflf——/ so W (pe + ¢ + lw)dx
k 0 k 0 k Jo

L
+ %/ 82f4(g0;c + '@ZJ + lw)dx
0

Deste modo, derivando (3.85) em relacdo a varidvel z, temos que ®, = ¢Sy, — f1, e segue de
(3.86) que

(0o + ¥+ lw), = %[iﬂplq) — kol(wy — lp) — p1fal,

assim substituindo tais resultados nos termos 756 € 157, respectivamente, obtemos

L
/ Sol@s + 0 + lw[zdx
0

i b L 1 b L —
= —g (Pz— Em) /0 sV dr — z (Pz - Em)/o so W f1 .dx + pkz i soW f1 2dx

pr " pr [V 1 b r pal —
+ — So| U|2da + i’ 3oV fadx + =1 (pg + Epl) / soUWdz + o sg\Iffg,dx
0

k Jo 0 k 0
A b Lo b Lo
+ %id /0 oW (p, + ¢ + lw)dx — e /0 soUddr — 25 kol i soW(w, — lp) dx
b - bo(f,, — b [F b [*
- Wﬂl 052‘I’f2d$’?—w 052f3,z(90z +v+ lw) x—k—Pl/Sz‘I’q’diU+k201/52f3 Pdx
b S b — b L
— Wkol soW(w, — lp)dr — PO 5 52f3( lo)dx + ﬁlpl/o So fsWdx
bi2 L bi2 L b L .
~ %3 i 59U (@, + U + lw)dx — %id i Saf3(pz + 9 + lw)dx + kzlpl/ S91 fedx

b L o L L
+ Epl/ Soty fodr — %/ SV (p, + U + lw)dx + % Sofa(pz + 0 + lw)dx. (3.96)
0 0 0
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Além disso, somando e subtraindo o termo

. b L

em (3.96), reagrupando e reorganizando de maneira conveniente os termos da igualdade encon-

trada, podemos obter

L
/ So|pe + ¢ + lw|*dx
0

0 b L i b L —
= — —6 P2 — 7 P1 / So Y ((,033 + w + lU)) dz + —6 P2 — T P1 / S92 L w dx
2 2 ; K k ;

-~

:=Thg

i b L 1 b L E—

lf (Pz - kﬂl)/o SQ\I’@dZU—E <P2 - Epl)/o oW f1 pdz —l-/;j i 53V f1 . dw
::¥29

L L o 1 b L . l L o

+ P2 59| W|2dx + P2 sV fadx + =1 | p2 + —p1 / soUWdx + pat SoW fsdx
k Jo k Jo k k 0 k J,

Y oot b Lo
+ %iB J, SoW (g + ¢+ lw)dx — w2 /0 ssUddr — Wkol i soW(w, — lp)dx

b L o b L b L _ b L _
- Wﬁl OS/Q‘Iffzde %id), Sy faz(Pz + 9 + lw)dx—k /Slz‘l’q)d$+ﬁpl/082f3,x¢d$

b L — b S N
k%ﬁkol i soU(w, — lp)dr — 12 5 52f3( lp)dr + k_lpl So fsWdx

bl2 L - bl2 L - b L o
"B s9W(py + 9 + lw)dr — %A /. safa(z + ¢ +lw)dr + k:2lp1/ o1 fedw

R A e e T R et
+ ﬁpl/ Sot)y fodx — E/ 3oV (¢ + ¥ + lw)dzx + ?/ Sofa(pz + 0 + lw)dx. (3.97)
0 0 0
Assim, segue de (3.85) e (3.89) que
\VJ %4
WYL AR LU
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respectivamente, entdo substituindo esses resultados nos termos 7bg € 759 € reagrupando ter-

mos de (3.9

7), obtemos

L
/ So|s + 1 + lw|*dx
0

_ i
-2,

b

L b
9 — Em) / oW (py + ¢ + lw)dz + ﬁpl/
0 0

L

b E—
82|\I’|2 dr + ﬁpl/ SQ\I/f;g dx
0

b Lo b L b L I e —
+ 2ﬁpll/0 SQ\IIde"i_ﬁpll/o 32\1/f5dx+ﬁp1/0 SQ\IIfLwdx—I—m/O U (p, + 1 + lw)dx

b L — L — L _
2]€2 pl/ oW @ dr — Qk%ﬂ kol/o oW (w, — lp) do — w2 p1 i soW fo dx
A - b LR
" %A So f3.2(pz + ¥ + lw)dx + 2P /0 So f3 . Pdx — Wkol i So f3(w, — lp)dx
L L Y w2 ko
k:2 —lpy / S fsWdx — %3 ), oW (i, + 1 + lw)dx — 5B ), Sof3(pe + 0 + lw)dx

b L . b L . v L
21/31/ 82¢f6dﬂ7+—2l)1/ S2 Yy fodr — —/ so ¥ (pr + ¢ + lw)dx
k 0 k 0 k Jo

L
w2
kJo

Sofa(pz + ¥ +lw)dx

(3.98)

Deste modo, tomando o médulo de (3.98) e pela Desigualdade Triangular (DT), temos

L
/ S2|§0x
0

oT | i3
_?<

<

b L— b g —
+ 2pp1l/ SQ\IJW dr| + ﬁpll/ SQ\IIfg, dr| +
0 0
b L// YT A b L/ =y
+ kB 082‘11(%; + Y + lw)dx |+ _Qﬁpl i soUPdx|+ —2wkol
b L— b L
+ _Wpl oW fadz | + "B Sy f3,0(pe + 0 + lw)dz| +
b b L e 2 L
+ k2 6 82f3( )dl’ k2lp1/82f3Wdl’ + ‘ ﬁ
bl? b L
+ 15 32f3(g01«—|— Y+ lw)dz| + |5lp so fe dx| +
B Jo k 0
v [t
+|— = So U (o + ¥ + lw) dx
k Jo k

+ 9 + lw|dz

b

L
pg—Epl)/ $oU (pr + ¥ + lw)dzx| +
0

b L
ﬁpl/sszﬁdx +
0

b L -
Epl / Sz‘Iffo dx
0

52\11(9096 + w + ZU))

b L —
Epl/ 59U fo dx
0

b o
Epl/ 5oV fadw
0

L
soW(w, — lp)dz
b [* —
ﬁpl/ 32f3,x<1>d9€
0

L
+&/82f4(¢$+¢+lw)d9@
0

Além disso, por meio da Desigualdade de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), pode-
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mos obter

L

/ So|pe + ¥ + lw|*dx
0

DCS 1

1 L b
s 7 181 xo Is2llcpo,y W11z (/0 s2 e + ¥ + lw]? dﬂ?) + am Iselleo,r 119172

.

~ - ~~ 3
! <C|I¥|7
<CIBIxoll ¥l 2 (fy~ s2lew + & + lw|?dz)? L

b b
+ 72 p1 Cp H52HC[0,L] 9] 12 Hf3:cHL2 + 2 72 prl H32H0[0,L] W2 [IW]e

(.

v Vv
SCNUye 1F]] 5 SOl L2 1Vl o

b
o LG sllopr N%lee Ifselle + o5 o llsellopr 1Wlze llfiell.

Vv Vv
<C|U[| 5 [IFl o <CUll s ¥l e

b b
* T I85llepr 19l Nee + ¢ + lwll +2 55 o1 lsbllepr 190z 19l
< Gl 21U e <Ol ¥ll2 U]

b : b ;
+ 2 23] kol [salleo,ry 1%Ne lws — 590HL1+ w23 " Is2llep,r 1112 HszLi

-~ -~

<Gl 2 10 <TI0 ¥l

b b
e Is2llop,ny Mfszllpe lloe + ¢ + lwlle + g o lsellop [selle 1207

TV
<C||F|| s |IU
<G IFl e U1l e I II%JH .

b
kQ\ﬁ]kolC HSZHC[OL] [ fawllpz lwe — ZSOHH kglpl P H52HC[OL] [ f3.l 2 HWHL2

g
<C||F Ul ,
S <CIFl U1

bz2
U - l O x = [
k‘|ﬁ| 152l cpo,ry %112 llpe + 9 + wHLz k‘l/3| 52l o,y 11 f3.2l 22 o + 90 + wHLi
< Sl 2 ]1U] b <G IFllg Ul e

b b
+ o Lo sellepy Wllee Mfslle + 55 o llsallopry [1¥allze N2l

[

Vv Vv
SCNUle IFl| 5 <CIUllL IFll

Y P2
+ - Is2llopry 1Yle loe + ¢ + Wl + 5= ls2llgor fallz lloe + ¥ + lwllp..
k k

Vv Vv
<Ol L2][Ull <CIIF|| s U]l e

Dessa forma, como sabemos que |3| > 1, obtemos

1
o lgs + U + lw\zdx) +C |0

J/

L

L
[Cseles+ v+ twPde s ol
0 0

-~

:=T30

+ C Ul ¥l + C 19l Ul
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Assim, usando a Desigualdade de Young com £ > 0 no termo 73, existe uma constante positiva

C., tal que
L L 2 2
/ Solipn + 0+ lwPde < ¢ / 5ol + 1 + loPda+ CLI BRI 2+ Ol +C U], IF]l,
0 0
+ C Y] 2 U], - (3.99)

Deste modo, reagrupando e reorganizando os termos de (3.99) de forma conveniente, obtemos

L
(1—6)/ salow + 0 +lwfde < CBPXG VNG + C UL, IFlL, + C ¥ [Ul, -
0
Sendo assim, tomando € = %, temos
L 2
/0 s2 [ + 9 + lwfde < C B x5 1] + C Ul [[Fll, + ClI¥|. [0l

Como sabemos que suppss C (Lo — 2, Lo + 2), temos que a Desigualdade (3.94) é verdadeira.
L]

Corolario 3.14. Sejam F € 7 ¢ U € D(</), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90),

entdo existe uma constante positiva C, tal que
Lo+% , - )

/L Cos2lee + 0+l de < OB xg Yl + C Ul [[FllL, + C 19 U]l
0=

no qual |B| > [y > 1.

Demonstracao. Consequéncia imediata do Lema 3.13. 0

Por fim, considere uma fungdo s3 € C*(0, L) que satisfaz

5 )
suppsz C <L0 — §,L0 + §> c(0,L), 0<s3(zx)<1, =x€(0,L),

) )
ss(z) =1 para xE{LO—Z,LO—FZ—J.

A seguir, mostraremos um exemplo genérico para este tipo de fungao

(

0, 0<az<Lo—3,
€m€, Ly—$<az<Ly—4%,
s3(x) = L, Lo—$ <z <Ly+3,
eme, L0+§§x§Lo+§,
0, Lo+3<z<L
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Para termos uma nocao grafica do comportamento da fun¢do s,, devemos atribuir valores para
L, Ly e 6. Sendo assim, tomando L := 6, Ly := 3 e d := 2, segue que

0,

e}
IN
8
IA
wl~

1
e (4z—10)2-1 e,

IA
S
IA

rolot

s3(x) = 4 1

IN
8
IN

Y

— NI
M

1
€(4x714>271 e,

@l o DIoT g
VAN
8
VAN

IN
8
IN
ST

0,
Assim, por meio da Figura 4.3 temos a representacdo gréfica da funcao ss.

A

——— P S EE— —X
0 1 2 3 4 5

y

Figura 3.3: Gréfico das funcdes s1, so € s3. (Fonte: Elaborada pela autora.)

Lema 3.15. Sejam F € 7 ¢ U € D(), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo
existe uma constante positiva C, tal que

Lo+3
/ s3|®|*dx
Lo—$

C Lo+3 2 Lo+$
< CIUll ¥+ S / solpa + 0 + lwde | U], +C / $ola + 1 + lwfde
18] Lo—3 Lo—3
C C 9
= Ul (3.100)
3l 37 19lr

[

+ 2 Ul

2 19 e +

no qual |B| > [y > 1.
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Demonstracdo. Multiplicando (3.86) por s3, e integrando sobre o intervalo (0, L), segue que

L L L L
i8p1 / s3P@dx —k/ s3(@e + U + lw),pdx —kol/ s3(w, — lp)pdr = py / s3 fopdx.
0 0 0 0

g g

:=T51 :=T32

Deste modo, sabemos por meio de (3.85) que

@ h

=8

assim substituindo esse resultado no termo 73, integrando por partes o termo 735, reorgani-
zando os termos da igualdade encontrada e multiplicando ambos os lados por (—1), podemos

obter
L L L o L
01 / s3|®|* dr = — py / s3fop dx — py / s3®f1 dx + k / s5(pr + 0 + lw)p de
0 0 0 0
L L
+ k/ s3(pz + ¥ + lw)ppde — kol/ s3(w, — lp)pd. (3.101)
0 0

Agora, analisaremos separadamente cada parcela de (3.101). Para isso, considere

L L
P = —/)1/ s3 fopdx — /31/ s3® frdx, (3.102)
0 0
L
Py = k/ (00 + ¥ + lw)pda, (3.103)
0
L L
Py = k/ S3(@r + ¢ + lw)prdr — kol/ s3(w, — lp)pde. (3.104)
0 0

Logo, substituindo (3.102), (3.103) e (3.104) em (3.101), obtemos

L
pl/ s3|®*dx = P, + P, + Ps. (3.105)
0

(I) Parcela P;.

Desta forma, tomando o médulo de (3.102), utilizando as desigualdades Triangular (DT), de
Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), temos que

DT

|| <

L L
_Pl/ s3 fopdr| + ‘—Pl/ s3 @ fi dw
0 0

DCS
< lsslicp 120l lelle + o1 llsslloor Mz [/l

DP
< Gy lIssllcp oy 1f2ll 2 (|9l 2 + 21 Cp lIssllopo oy 19 22 1 Fral 2

TV
<C|Ul| s IFll e <C|U| s [IFl o

< ClU]Ly 1] -
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Logo,
[P < CHU| ¥ » (3.106)

no qual C' é uma constante positiva.

(II) Parcela Ps.
De fato, segue de (3.85) que

L h
ﬁﬁ

entdo substituindo tal resultado em (3.103) e reorganizando de forma adequada a igualdade
encontrada, podemos obter

Y=

k L
Po= =5 [ siloat v lwBde - o / (e + 0+ ) fidr. (3.107)
0

Desta forma, tomando o mdédulo de (3.107), segue das desigualdades Triangular (DT), de
Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP) que

k
iB
k L . k L o
Sl_ﬁl/o |s5 (pe + ¢ + lw) O do + W/o 8 (00 + & + lw) fi] de

T L —
< —ﬁ / sy (oo + ¥ + lw) ® dx
i Jo

L
+ ‘— / s5 (pz + ¥ + lw) i dx
0

k Lo—‘,—f , k, L ,
< / ) loe + o + Lol [B]de + @/ 4] loe + & + L] 1] da
L 0

0,,

k / LOJ’_% ]ﬂ L .
< —lIssllcp.r 1o +¢ +lw| |®|de + — 4] [0e + 0 + lw| | f1] dz
i Ilowar f, o
Lo—2 0
k / L0+% k L )
— W HSgHC[O,L} / . 52 |0z + ¥ + lw| |P| dz + E / 55| |z + 0 + lw| | f1] do
Lo—2

< Hsgllc[ou/ Ve lpa + 0 +lw|y/s|®| do + \5!/ |55/102 + ¢ + lw|| f1|dz

DCS

P k L

< W H83HCOL] (/32’9% +¢+ lw’2d37) H‘I)HLfl’lm H53HC[0 L]H%: +v¢+ lw”p”fu”m
0

(NI

J/
~ -~

Kel
%(fo 52|sﬁz+w+lw\2d$) (U]| < El 01| 2 11l e

C
<
— 1Al

Logo,

1
( / 52 lon + % + Tuf? dx) o, + |/a| 1ol IElL, .

N

C L C
Pl ( / 52|%+¢+zw|2dx) UL+ 0L IFLe. G108
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em que C' é uma constante positiva.

(III) Parcela Ps.

Deste modo, somando e subtraindo o termo

ko[r —_
1.Jo

em (3.104), reagrupando e reorganizando de forma conveniente os termos da igualdade encon-

trada, obtemos

kEo[F 5 kEo[F — kl [F o
Py =— | s3loe + 0+ 1lw|*de — — | s3(pp + 0+ lw)pde — — [ s3(pr + ¢ + lw)wdz
P1 Jo P1 Jo P1 Jo

_ kol

L
sg(w, — lp)pdz. (3.109)
P1

Além disso, segue de (3.66), (3.68) e (3.70) que

L T
= ﬁ+ﬁ v=5tis C V"8t

respectivamente, entdo substituindo esses resultados em (3.109), encontramos

L
$3(¢z + ¥ + lw)Wdz+

L
= —/ 33]¢x+w—|—lw| dr+—— 53(<px+w+lw)ﬁdx

k
P13/
L R
/ s3 (@e + ¥ + lw) fsdx

0

k
p1if)o

s3 (0 + U + lw)Wdz +

126 p1if

L J—
/ S3 (wx - ZSO) fidx.
0

s- — o) ddr +
/0125 0 3( SD) pllﬂ

Desta forma, tomando o médulo e pela Desigualdade Triangular (DT), obtemos

ko[t _

|P3| < '—/83|%+¢+lw| dx|+ ‘ (90x+¢+lw)\pdx + Pliﬁ 83(9055+77Z)+lw)f3d1’
0

kl L _ kl L _

i s3 (e + ¥ + lw)Wdz| + niB s3 (pe + ¥ + lw) f5de
0
kol L _ kol L _

—i—' mzﬁ s3 (wy, — ly) @ dor| + ‘ mzﬁ s3 (wy, — lp) f1 dx
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Como suppsz C (LO — g, Lo+ g) concluimos

k Lo+3 k L
Pl< / ol lor + 4+ P de + — [l low + 0 + ol [9]do
A [l + v+ a1 ae 4 S sl s + ¥+ o[ W]de
+pf|l@| [l b+ v+ 1l 1] e+ p’f%' * sl fuws — 1g] 19| do
+ Bl — 1 5] o

k Lo—‘,—g ) k L
< Sl [ 1l + 0+ s + —/ ssllon + 0 + (w]|9] da
P1 Lo—2 p1|B]

3

—k ) | | —kl | . | |
+ s3llez + ¥ + lw|| f5|de + s / 1-|pe + ¥ + lw||W|dz
pllﬁ’ 0 ‘ 3’ ’ 3‘ pl‘ﬁ‘ ’ 3HC[D,L} Lo—g ’

kl L kol [F
— s3] e + o + lw| |fs|dv + s3] [we, — lo| |®| dx
p1lp| p1B|
Sal |wy, — 1 dz
1|/3|/ 5ol o Bl |l
k L0+7 k L
_ _”331\0[&”/ 5 o + ¥ + lof’dr + Is5l[0n + & + | [ U] do
P1 Lo—% lﬁl

k LO+§
/\53|’<Px+w+lw|]f3\dx+ i HngCOL/ D salpn 40+ | Wdr
L

e
ki '/L kol /ﬁ
+ S . + U+ lw dr + s3| |lwy, — 1 d| dx
s3| |we — lo| | fi] dz
mw/ jsal s — o] 112]
k? L
< o H53HC[OL] / Sols + ¢ + > dz + |5|/ |83 [p + ¢ + lw| | V] dz
0
/ 55llm 4 1 + L[ foldz + —= s /Lsy b+ | W] da
T Bl Sy e ST pugp] e o R
YRR Wl [T
M / 53l e + % + Tl |fs] do + 20 / s3] e — lg| 8] da
p1lB] 018
Sl |lw, — 1 dx
T AT
k L )
= l[s3llcpo,1; So s + ¥ + lw|”dx + W |33| s + ¢ + lw]| |¥] dz
0
A Tslloa v+ ol L sslogoy | Vaalen + o+ ol G W
ki L kol L
n / 53l e + ¥+l |fs] do + 2 / isa) e — lg| |9] do
ﬂ1|5’ 0 Pl’ﬁ‘ 0
kol [F
+ s3] |we — L] | f1] da.

Pl
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Além disso, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), podemos
obter

DCS
Pk

D L k
1P| < EHS3HC[O,L]/ $2 |px + 9 +lw|2d:)3 + — = B Is3llco.r e + % + w2 1P 2
0

L
<C JE salpatvtiul?de <G 112

kl L %
L P e i L

<& U o |IF 5
=151 ” H%H H% S%(IOL 52|¢I+1/)+lw|2dx)7||UH”

ki ol
+p1|5| p ||33||C[OL] |z + 9 + lw]| 2 ||f5x||L2 |5| ||33||C[07L] |lw, — [90||L2 |,

J

~~ v~

<G00 ¥ o <SlUl%,
kol
mop HS3HC[0,L] H52HC[O,L] lwe = ol [ f1zll2
< G UL ¥l
L C C
2
<C / splee + ¥ 4+ WwfPdr + = (UL, [%le + = UL, [Fl,
. 3] 7]
% L 2 c
L C ( [ sle v v+ wp das) i, + < e,
5\, 3]
Logo,
L ) C C
BIC [ salee + v wlde + o 0L ¥+ 5 UL, (FL,
1
C L 2 C’
v ( [oten v+ zw|2dx) UL + 77 0L, (3.110)
0

sendo C' uma constante positiva.
Deste modo, substituindo (3.106), (3.108) e (3.110) em (3.105), obtemos

1
2

L C L
[ s 1ok ar< ¢ ol 1Fl, + o ( [ster + o+ g dx) P
0

w0 [Ctes + vt b+ Sl s+ S0

IB IB

Mas, como sabemos que suppsy C (Lo — %, Lo+ g) e suppss C (LO — g, Lo+ g) segue que
vale a Desigualdade (3.100). [

Corolario 3.16. Sejam F € 7 ¢ U € D(), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90),
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entdo existe uma constante positiva C, tal que

VI

[ )

Lms |©* dz < C |[U]l,, |[Fll,, + cfr s2 e + ¥ + lwf>de | U

L s 3 = A H |B| s 2 |Pg H
0—7 0— 3

Lots ) C C oo
e / 52 lpe 40 +lwPde + 2 ULl + 2 UJ, .
Lo*g |6| |6|

no qual | 5| > By > 1.
Demonstracao. A demonstracao decorre imediatamente do Lema 3.15. [

Lema 3.17. Sejam ¥ € 7 ¢ U € D(</), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo

existe uma constante positiva C, tal que

Lo-l—g ) Lo-&-% )
/ s3lw, — 1y dx+/ ) ss|W“dz
L

0—3 Lo—5

N|=

Lo+3
< ClBlx (/L saloe + Y+ Twf? dw) 10l + ClUIL, [l + ClIYL U]
0—3%

2

C e Lo+3 : o\ C e
s SO ([T s e e el ) UL+ o I
|6| Lo*g |B|
C Lo+3 Lo+3
+—2/ s3 |®|* dz + 0/ sy e + ¥ + lw|* dz, (3.111)
1B Jro-s Lo—3

no qual | 5| > [y > 1.

kol
p1

Demonstracao. Multiplicando (3.90) por < 33@) e integrando no intervalo (0, ), obtemos

L /{?2l L k’k’ol2 L L
iBkol / ssWinder ——% | s3(wy, — lp),wda + /33(%; + ¢ + lw)wdr = kol/ s3 fewdx.
0 P1 Jo L, P Jo 0

=T33

Assim, integrando por partes o termo 733, temos que

L k?zl L k’2l L
iﬁkol/ ss Wwde + ~% sy (wy — lp) Wdr + ~% sy (wy — lo) W, dx
0 P11 Jo P1 Jo

kkol?
4 KR
P1

L L
0 0

Além disso, somando e subtraindo o termo

27 oL
@ s3(w, — lgp)@dw,
P1 Jo
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em (3.112), reagrupando e reorganizando de maneira conveniente os termos da igualdade en-
contrada, podemos obter

k2 [*

P1 Jo

L k2] L k2] L o
= —ifkol / soWw do — 2 sy (wy — lp) Wdr — ~= s3 (w, — lp) lp dx
0 P1 Jo . P1 Jo

~
=T34 :

s3|w, — lo|*dx

k’kolQ L o L B
— ; s3 (e + ¥ + lw)wdr + kol s3 fe W dzx.
1 Jo 0

Deste modo, reorganizando de forma adequada os termos 734 € 155, podemos concluir

K2 [*
=2 ss|w, — lo|*dx
P1 Jo
L 27 L 212 L 212 L 213 (L
kgl kil kgl kil
= —zﬂk:gl/sQWde — 2| shw,wdr + 22— [ shpwdr ——2— [ ssw,pdr +—2— [ s3|p|*dx
0 P1Jo P1 Jo P1 Jo 0
=T
ElPko

L L
- / 83 ((P:L“ + w + lU)) w dx + kol / S3 f6 w dx.
P1 0 0

Sendo assim, integrando por partes o termo 73, encontramos

K[t
| ss|w, — lo|Pde
P1 Jo
L 2 L 2712 L 272 L
kgl kgl kgl
= —iﬁkol/ ssWwdr — > | shw,wdr + -2~ | showdr + 0—/ sswp dx
0 P1 Jo P1 Jo P1 Jo
k2]2 L k2[3 L LIk L
+ 2> s3w Py dr + —>— sz |¢]? dv — O/ s3 (e + ¢ + lw) wdz
P1Jo P11 Jo P1 0
L
+ kol/ s3 fewdzx. (3.113)
0
Além disso, somando e subtraindo o termo
]{32Z2 L
2 ssw(v + lw)de,
P1 Jo
em (3.113) e reagrupando de forma apropriada os termos da igualdade encontrada, obtemos
K[t
= ss|w, — lo|?dx
P1 Jo
L k21 L K22 L 212 L
:—iﬁkol/ ssWwdr — 2 | shwwdr + >— | showdr + —— [ sywpde
0 P Jo P1 Jo P1 Jo
=Ty
k3l2 L k(QJZQ L - k%lg L )
+— | ssw(ps + ¥ + lw)de — — [ szwp+lw)de + — [ s3]p|°de
P1 Jo P1 Jo P1Jo
kl2kq

L L
/ S3 (ng + w + l’lU) w dr + kol / S3 f6 w dx.
P1 0 0
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Dessa forma, por meio de (3.89), temos que

W f

BECART)

assim substituindo tal resultado no termo 75; e reorganizando de maneira apropriada a igual-

w

dade encontrada, podemos obter

27 oL
kol s3|w, — lo|*dx
P1 Jo
L o L . kzl L /{32l2 L k‘2l2 L
= kol / ssWWdx +kol / s3W fsdx — —>- / shw,wdr + —— [ showdr + — [ shwpdx
. Jo 0 P1 Jo P1 Jo P1 Jo
:=T3g
k22 L k2]2 L 213 pL
+ 22 | ossw(ps + ¥ + lw)de — 22— [ ssw (Y + lw)de + 22— | ss|o|® da
P1 Jo P1 Jo P1Jo
k‘lzk?o L B L B
— / 33(g0w+¢+lw)wdx+kol/ s3 fe W du.
P1 0 0

Novamente por meio de (3.89) sabemos que W = ifw — f5, entdo substituindo esse resultado

no termo 73g e reorganizando de maneira conveniente, encontramos

k2l [F
O ss|w, — lo|Pdx
P1 Jo
L o L o L e k2l L k2l2 L
= iﬁkol/ sswWdx — k:ol/ s3fsWdx + kol/ ssW fsdr — =2 ssw,wdx + L sypwdz
0 0 0 P1Jo P1 Jo
k2[2 L L2]2 L 272 rL 213 L
+ 22 | shwpdr+-2— | ssw(p, + 1+ lw)dr——2— [ ssw(¥p + lw)dr+-2— | s3]p|*dx
P1 Jo P1 Jo P1 Jo P1 Jo
ki’ky [* _ L _
— s3(pr + ¥ + lw)wde + kol s3 fe W dx. (3.114)
P1 Jo 0
Assim, somando e subtraindo o termo
L —
zﬂko/ s3(p, + )Wdx,
0
em (3.114), reagrupando e reorganizando forma adequada a igualdade encontrada, podemos
obter
k2 [*
| ss|w, — lo|Pde
P1 Jo
L L L L L
= Zﬂko/Sg(Q@m +Q/J+lw)Wd£L’ — Zﬁ]{io /SgQOdeI — 161{?0 /Sgl/)Wd(L’ — k’ol /83f5Wd.I‘
0 0 0 0
1:;39 !:?40
L o k21 L 212 oL L2z L
—I—krgl/ ssW fsdr — == Sy W, Wdr + —2— sy owWdr + —>— S5 w pdx
0 P1 Jo P1 Jo P1 Jo
k‘2l2 L k2 2 L - k2l3 L
+ 0 ssw (pg + 1 + lw)de — —2— sqw (1 + lw) do + —2— ss|pl2dx
P1 Jo P1 Jo P1 Jo
ki?ky [* _ L _
— s3 (e + ¥ + lw)wdr + kol sz fe W dx.
P11 Jo 0
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Dessa maneira, segue de (3.85) e (3.87) que

% fl’x 77[]:24_&

=Bt S VT

respectivamente, substituindo tais resultados nos termos 759 € T}y € reorganizando de forma

apropriada, podemos concluir

k2"
| ss|w, — lo|Pde
P1 Jo

L L L L
= Zﬁko/ Sg(@x + 1/1 + lw)de — ]{?0 / qu)doI — /{?0 /ngl,do(L’ — k?()/ Sg\IIWdZ‘
0 0 0 0

L o L o L . k‘2l L ]{32l2 L
— ko/o s3fsWdx — kol/033f5de+ kol/083Wf5dx — P_OL/O sswwdx + - sypwdz

P1 Jo
]{72l2 L k’2l2 L 2l2 L
+ 2 | sswpde + 2— | ssw(p, + ¢ + lw)der — 2~ [ syw () + lw)dr
P1 Jo P1 Jo P1 Jo
k213 [ k2K,

+ 2 ss|pPdr —
P1

L L
0 0 0

Por outro lado, derivando (3.86) em relacdo a varidvel x, multiplicando por ’;—(1)53E e integrando

sobre o intervalo (0, L), obtemos

L k‘ko L k2l L L
iﬁko/s;g@x@d:c — —= [ 53(p + U + lw)yowdr —2 | s3(w, — lp),Wdx = ko/ngQ’xwd.’L‘.
0 0

Pt Jo . P1rJo

g

Além disso, segue de (3.90) que

(wy — 1), = kio[z'ﬁmw Rl + 4+ lw) — pufo).

assim substituindo tal resultado no termo 77; e reorganizando de maneira apropriada a igual-

dade encontrada, segue que

L
—Zﬁk‘ol\/ SgW@diL‘
NS 0 7
=Tz
L kko [* kokl? [*
:—zﬂko/ qu)x@dl'—F_O/ s3(e + ¥ + lw) yywdzr + 0 / $3(@e + ¥ + lw) W dx
N 0 . P Jo P Jo
:;£13 3;£14

L L
— k?gl/ S3 fG wdxr + ]{70 / S3 fQ,;B w dzx .
0 0

(. J/
-~

:=Tys5

Deste modo, por meio de (3.89), temos que

Wk
w—%—i—%,
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entdo substituindo tal resultado no termo 7),, 743, reorganizando de forma adequada esses
termos, integrando por partes os termos 74 € T; e reorganizando os termos da igualdade en-

contrada, podemos obter

L
k’ol/ 83|W|2d$
0

L . L . kko L kko L
:k0/53(I>doa:+k0/33(I>xf5dx—p— ss(pr + 10+ lw)z@da:—p— s3(pe + U + lw) widx
0 0 . P1Jo __P1Jo

:=Tye =Tyr

L L L L
/ Sg(gﬁm + w + lw)@dm — k'ol/ 53f6@dx — k(]/ nggwdﬂf — ko/ 53f2w_xd:c
0 0 0 0

J/

kokl?
| fo

P1

L
— kol / ssW fsdx.
0

Dessa forma, integrando por partes os termos T € Ty7 e reagrupando os termos da igualdade

encontrada, temos

L
k’ol/ 83|W’2d$
0

L L Lk L
= ko/sgcb de+ko/33<1> f5d:c+— 33 Dy +w+lw)wdx+2p—° S5(ps + ¢ + lw)wydx
0 1Jo
L

L
/ 83(@1 + w + lw)@dw — k‘ol/ ng@@dfﬂ
0

0

kokl2

—l——o/ $3(px + U + lw)Wypdr +
P1 Jo

L L L
—ko/ sy fow dr — ko/ S3 fo Wy dx — kol/ s3 W f5 dz. (3.116)
0 0 0

Sendo assim, somando e subtraindo o termo

kko [F —
— s3(z + U + lw)lp,dz,
P1 Jo

em (3.116) e reorganizando os termos igualdade encontrada de maneira conveniente, conclui-

mos

L
kol/ 83|W‘2d£[)
0

L L k'k' L k’k’ L
—k0/35<I> de+k0/33<13 f5dx+p— sg(gpx+¢+lw)wdx+2— 33(gpz+w—|—lw)wxda:
0

kk _
+p—0 5 (0o + ¥ + W) (w, — 1p), das+—/ (P + ¥ + lw) lp, dx
1 0
kokl? " L L L
+ / Sg(QOx + 2/1 + lw)@dx — k’ol/ 53f6Ed:c — ]{Zo/ nggwdx — 1{70/ nggw_xdﬂl
P11 Jo 0 0 0

L
—kol/ s3s W fs da.
0



78

Além disso, segue de (3.90) que

1
(W — 1)z = k—o[z‘ﬁmW + kl(pe + ¥ + lw) — p1 fs],

assim substituindo no termo 7)g e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma

adequada, obtemos

L
k’ol/ 83|W|2dﬂf
0

L o L . kk() L kko L

:k0/53(I>do:B+ko/33(I>xf5dx+— $5(pz + 0 + lw)wdr+2— [ s5(py + ¥ + lw)wedx

0 0 P1 Jo P1 Jo
L

L o k,2l L .
—iﬁk/33(gpx+¢+lw)de+p—/33|g0$+w+lw|2da:—k:/33(gpm+1/)+lw)f6dx
0 1 Jo

0

kkol [* - kok? [T - L
+ — s3(r + U + lw)ppdr + s3(r + ¥ + lw)wdr — kol s3 fewdx
P1 Jo P1 0 0
L L L L
— k?()/ Sg f2 wdr — k’o/ S3 fg w_x dxr — ]{Jol/ S3 w f5 dx. (3117)
0 0 0

Deste modo, somando (3.115) e (3.117), podemos concluir

k21

P1 Jo

L L L Tao L L L L
= Zﬁkﬁo/ S3(§0a: + ?/) + lU))Wd!EW— k’Q/ ngLdo{E — k?o/ qude{E
0 0
L . 2[ L
—ko/ 53f3Wd:L‘—kol 53f5deM kgl / Sh Wy W da
0 0 P1 Jo

L
S3lw, — lg0|2dx+k0l/ s3|W |2 dx
0

k2l2 /{72l2 /{Z2 2
+ s3gpwdx+— s3wgoda:+— ssw (o, + ¢ + lw)dr
P11 Jo P11 Jo P11 Jo
T5
k:2l2 —_ K23 kK
ssw(y + lw)de + — 53\g0| dr — 0 =+ Y+ lw)w dx
Tso
—I—k?() 3 6’wde+k’0 3 doZL‘ + ]{30/ 83@ f5d$ + e / z T 77/1 + lw)@ dx
k:k:o L —
+2p— 3(g0$+¢+lw)wxdx—2ﬁk/ (s%‘i‘lb—i-lw)de
1 Jo 0
k21 L kkol
+— 83|g01—|—1/1+lw| de —k [ s3(ps + 1+ lw) fedr + —— (SO:c—i-lﬁ—f—lw)gpxdx
P1 o P1 Jo
Tso
Tt Y+ lw wde— ko/ s5 fowdx — k:o/ 83 fow,dx

T50
— kl()l 3 f5 dzx.
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Desta maneira, cancelando os termos Tyg, 150, 151 € 152, podemos obter

K3l
0

L L L L
= (Zﬁko — Zﬁkﬁ)/ S3((,0w + 1/) + lw)Wd.T—k'o/ ngLdo.T—ko/ Sg\IIWdZE—]{ZQ/ ngngl‘
0 0 0

0

L L
83w, — lo|*dx + k:gl/ s3|W|*dx
0

L k’2 2 2 rL k?2l2 L
—ko/ safs W dw — =~ shw, Wdr + —2— shp W dr + —— S5 WP dw
0 P1 . P Jo . P Jo ,
:v53 !:v54 b

k2l2 L ]€212 L kQZ3 L L o
+ -2 [ ssw(py + ¥ + lw)de —2— [ ssw(y + lw)dx —I% ss|pPdx +k;0/ s3P,, fsdx
P11 Jo B 0

pl 0 N pl 0
T, Ty
kk
+ p—o ”( ++ lw)wdx—i—Q—/Sg o+ U+ lw)wxdm‘i‘_/s?»kox +1+ lwfidz
1Jo

L L L
— k/sg(gom + Y+ lw)%dm—i—p—o 33(% +U+ lw)@dl’—ko/sgfgmdx—ko/nggw_xd$.
0 1 Jo 0 0

Por meio de (3.85), (3.87) e (3.89), sabemos que

fl v 5 W fs
= ﬁ B YTt CvT BT

respectivamente, assim substituindo tais resultados na 753, 154, T55, 156 € 157, concluimos

kil [* 2 g 2
— sglw, — Lol dx + kol s3|W|“dz
P1 Jo 0

L L L
= (Zﬁk’o — Zﬂk‘) / S3 ((,OI + w + Z’LU) W dr — k’o/ S3 fo de — ]{?0/ S3 L W dx
0 0 0

L o L o k2l L e kQZ L o
—kO/ s fsW do — k:ol/ ssfsW dx + L/ shw, W dx + L/ Shwy fodx
0 0 p1ifB Jo p1ifB Jo

k(Q)l2 / Wd 0 /L / f_d k(Q)l2 L / ad k8l2 L / f_d
— — S T — - S r — - Sowddr — - Saw f1dx
p1if3 37 p1iB Jo 30ls p1iB Jo ° p1iB Jo s
k2l2 l{ l2 L k’2l2 L o
+ 2 s3w(gpm+w—l—lw)dx+ 0 / ssw U de + / sz w fzdx
P1 0 p1if3 p1if Jo

B3 L K23 L k23 [E k3P "
g, WP = i [ sl + S [ el + S [Vl

L Lk L
+k0/ 53D, f5da +—/ S5 (¢s + ¥ + lw)wdz +2—°/ Sy(pe + 0 + lw)wyde
0

k21 L
—l—p— 53\goz+1/1+lw| dr — /s;;(wx—l—w—l—lw)fﬁdx—l—— s3(@e + ¢ + lw)prdr
1 Jo 0

L L
—ko/ Sg fg@dl‘ — ko/ S3 fgw_xdl' (3118)
0 0
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Deste modo, tomando o mddulo e pela Desigualdade Triangular (DT), temos

ksl [* 2 - 2
— | sslw, — lp|de + kol [ s3|W | dx
P Jo 0

DT

L
+ '—]{30/ Sg\IJW dx
0

L
+ ‘—k’o/ 83f17del’
0

L J—
i6(ko — k) /0 s3(@r + ¢ + lw)Wdx

L o L o k‘2l L . k2l L o
+ | —ko / s3faWdz| + ‘—kol / ssfsWdx| + |2 / sgwdoa: + |2 / sgwx fsdx
0 0 p1if3 p1if3
k21 k21 k212 k212
+ shoWdz| + S dx| + S w@dx shw fidx
012/3 3S0 ’ P13 Jo 3¢f5 ‘ p1t3 .o s ‘ P13 Jo s fl
k212 k2l2 L .
+ | ssw (@ + ¥ + lw)dz /83w\11dm /33wf3da:
p1 Jo 125 p1if3
k203 / ‘ k33 [t k213 k23t
+ ss|W|?dx| + /sf dx |+ ‘ /s dx|+ ' /sf dx
‘ PTIE i p Ex olfalde|+| 2 gp a1 Pde |+ o gp f, AT
L kko L / __
+ ko [ $3@ufsdz| + |— [ sh(ps+ 0+ lwywdz| + |2— [ sh(ps + ¥ + lw)w,dx
0 P1 Jo
KT r -
+p— 83|g0r+¢+lw|2dx+'—k/ s3 (g + ¥ + lw) fe dx
1 Jo 0
kkf[)l L o L . o L L
+ p_ s3 (pe + ¥ + lw) @g dzx| + |—ko sy fow dz| + |—ko sz fo Wy dx| .
1 Jo 0 0

Como sabemos que suppss C (LO — g, Lo+ g), obtemos

kel [* 2 - 2
— | sslw, — lp|*de + kol [ s3|W | dx
P Jo 0

Lo+35 L L
<18l / sallge +00 + LollW]de + ko / sal el W] d + o / 53] [ U]V |da
L 0 0

0=73

2 L
, m / 154w fslde

L L
ko |83||f3||W|d:v+/<ol/ sallfs

2l2
IS [lsol | : !8 ||w||<1>|dﬂhL /IS |lwl| fi|dx
pilBlJo IBI S IBI ’ IBI S
k8l2 Lo+$ /
+ — s3llwl||z szllwl| f3|dx
o ), fsll S 550 [lsslulif

k213 2l3
5 |53HW| dx + 5 |33|]f5| dr +
p Iﬁl 118

2
e . Ay

Lo-i-f kko Lo+3
+ho |s3|\<1> Hf5|da:+—/ ko -+ v+ olfuwlde+272 | [, 415+ bl fdz
Lo—$
k21 L0+3 L
= N T P Rl A N A N
1 Lo—g 0

kkol [Lot3
+_

L L
|83]|x + ¢ + lw||@.| dx + ko/ |s51| fallw] do + ko/ |83]| fol|w.| dx.
P1 JLe-3 0 0
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Em consequéncia,

kel [* 2 . 2
— sslw, — lp|“de + kol | ss|W|“dx
P1 Jo 0

Lo+3 L L
<18 sl |, selea+ 0 1wl Wide+ by [ TsllfdWlde +Fo [ lsall 910 ]do
-

3

L
[ 5] [ws| [W] dz

L L
ko [ fsal 15l W+ l [ sl 1f :
0 0 ‘ﬁl
kgz b kél? b k§2

/ 4] Lol 1fs| da

+ sol |wy| | f5| dz + ssl lo| (W] dx +
k‘2l2 L0+—
/ 5 0] [0+ 2 / s 3Hw||f1|da:+ Clssllonny soulles + v+ tulda
e o1l rot
k’gl2 L k‘2l2 L k2l3 /L
+ —— sl |lw| |¥| de + —— s3| |lw dr + —— ss| (W% dx
]{7813 L ]{2213 ) l{igl?’ L ) L
+ ——= /s dx + /8 dl*dr + /s dx—l—k/s D, dx
|5\2/‘ sl f5]° PATE |s3]|D| PALE 0| 3] f1] 0 0| 3|1 P2 || f5|
kko Lo+* kko Lo+35
+— 55 ”C’[QL]/ 52|¢x+¢+lwllw|d$+2 ||S3||C’OL]/ 52]@0e + U + lw||w,|dv
P1 Lo— P1 Lo-3%

k’2l L0+%
W ey [ salee b v+ e+ k[l + v+ ol il e
1 0—2 0

kekol Lo+3 L L
% sl gy [ salon 0+ tullpadda + o sl llulds + o f 5ol ol da
Lo-3 0 0

L L L
<180 lsal s | VEales + 0+ uly/SlWlda ko [ ¥ o [lsallwiiwiaa

L L
Tho ISs\IfsllWldx+kol/ ol Lf| [ W |+ 0L - / ) g [V d -+ 0L - / (54w | fsld

k‘2l2 2l2 L ]{32l2
|S ||l |Wdx + /IS ol f5|dw+—S—= [ |s5]w]|®]dz+—— Is |[w]| f1|dx
mlBlLL" g sllellfsldat S s il Bl
/{32l2 k2l2 L
Is3ll o,z / Vo [w| sz o + ¢+ lw|dr + I s3] [w]| ] da
k0l2 k213 / ) k213 / k0l3 Lo
S3l|w de + ——— | |s3||W|*dx + S dr + ss||®|°dx
|B| I 3|| ||f3| |5|2 | 3|| | |5|2 | 3||f5| 1|5|2 0| 3|| |
k213 kko, ,
2 3iJ1 0f1°3 5 3llcio,L 2Pz 2
+ IBE IS || fr]*dz+ K \S ||| f: |d:c+ HS lcpo.) \/S_lw + 1+ lw|y/s2|w|dz
kko

k2
||53||(J[0L] \/_|90x+¢+lw|\/_|wm|dx+ ||33||00L/32|90x+¢+lw| dx

kkql
k / salles + ¥ + ullfalds + 2 fall g / Vales + ¥ + lwlyEleslde
0

L L
+ko/ 4] 1ol o] do + k/ (s3] Il ] e
0 0
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Deste modo, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz (DCS) e de Poincaré (DP), temos

ksl [* 2 - 2
— | sslw, — lp|de + kol [ s3|W | dx
P Jo 0

DCS L 1

P

< 161 x lissllop.r) s2lee + ¥ + lwlde ) Wil + ko lssllopn 1fiellze W1
0 N 7

TV
~ . <C||U|l s IFll s
B 1
<CIBIx( [y s2lpetiptiw|2da)? U]

+hkollssll oo,y MWl 2 Wl L2 +KoCop llssll oo,y | f3.2 | 2 Wl L2 +EolChp [lssll oo, oy | fo.all 2 W] 2

<C ]2V e <CI[Ul| oy [Fll e <C|[Ul|p [Fllp
kol kol k212
|ﬁ| ’mCp||53||0[0L]||wz||L2||f5a:HLz ‘5‘Cp||33||coL]H%c”pHWHLi
< Ui, <UL e < Ui,
k212 k21
P Co Nssllopr el Hf5x||Lz Il Co Nssllepon llwell e HCI)”Li
< UL IF] Ly < S U2,
k2l2c k2l20 L l 2d %
e 185l oo,z 1wall 2 ||f1xHLz ) I3l o, 1wl 22 i Solpr + ¥ + lw|’dx

J/

-~ -~

< F 1
< ﬁ\ HU”ﬁf” ll SC(IOL 82|wx+w+lw\2d1’) 2 U]l

k0l2 k‘212 ]{72l3 L )
——=C ||83||0[0L]|wallmII\PHLﬁ IBIC ||83IIC[0L]IIwIIILzIIfstILz s3|W [ dx

pilBl " plB12 Jo
Vv v vV
_7‘||\IJ||L2”UH,%” %IIUII%HFH% —W I ss|W|2da
k‘213 k?2l3 L k2l3
+ Pl?ﬂ|2 P HS3HC[0L ”f5 96HL2 |6’2 / 83 ‘(I)‘ dr + |B|2 p H83HC’OL] Hfl gc”L2
" a Vv 4
<S5 lIFI3, < I sololde <7 ¥l

=

k?k?() L 2
+ko Gy lIssllop,r) 1922 Hfs,xHLz - Crlssllop. </O 82|¢m+¢+ZW\2dI) el 2

>
<CU|| s IFl 50 e 1
<C(J 52 lpw + ¥ + lw|? dz) 2 |[U]|

Iy L , O\ ° k2 L ,
+2 o — Issllcion| | s2lee + 9+ lwfda) Jlwe . + o [ssllcp,r | s2lee + ¥+ lwlda
0 0

v~ —~

1 L
< 2
<O(JF s2lpatip+iwl2dz) 2 U] <C [y’ s2lpetiptiw|>de

1

kkol L 2
+kCollssllcp,oy llpe + 4 + lwll 2 ||f6,z||L2 o H83||C[0L](/Szl%+@/}+lw|2dﬂf) 12l 2
Vo o 0 V2

<C|U[| e [1Fl e ~ .
<O( [ saolpetiotliwl2dz) 2 ||U]l

+ ko Gy lsallcror el Nwellpe + ko lssllopn I1follze lwells -

vV Vv
<C|Ull ¢ IFll e <CUl ¢ IFll
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Logo,

kgl 2 - 2
— | sslwg — lp|*de + kol [ s3|W | dx
P1 Jo 0

L % C
< C|Blx (/sm + ¢+ lwIde) 10l + C UL Fl]Ly + C I ([0, + ﬂ 1015,
0

L : c C
0

18P Jy
L
+C/ Solpe + U + lw|*dw. (3.119)
0

Assim, reorganizando os termos de (3.119), podemos obter

k2l [E C L
20 83’wx — lg0|2d$ + (kol - _2> / 85‘W|2dx
P1 Jo ’5| 0

L % C
< C|BIx (/82|90x + 9+ lwIQdﬂﬁ) 101 + C Ul [F[]y + C ¥ 2 (1O 5 + 3l IUl1%
0

L 1 C L
e (/ 5 les + ¥ +Zw|2da:) U1, + 55 IR + o [ sslef o
: Iﬂl e,
L
—|—C/ sy |0 + 1 + lw]? dx.
0

Como sabemos que suppsa C (Lo + 2, Lo + 2) e suppsz C (Lo

— 2. Ly + %), podemos con-
cluir que a Desigualdade (3.111) € valida.

]

Corolario 3.18. Sejam F € 7 ¢ U € D(), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90),
entdo existe uma constante positiva C, tal que

Lo+32 Lo+2
/ s3|w, — lo|*dx + / s3|W |*dx
Lo—2 LO*%

0=

L0+§
§C|ﬁ|x</L 5 32|<px+w+lw|2dw> 10l +C NI L+ C U 221U+ 55 ,||U||Jf
073

1
Lots 2 C C (Lot
e / Solps + 0 + loftdr ) UL, + < [F3 + 2/ 53 |®[2dz
Lo—% |B| |B|

)
LO_g

no qual |5| > By > 1.

Demonstracao. O resultado € uma consequéncia imediata do Lema 3.17
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Notacao. Para os resultados a seguir usaremos

L0+§ Lo-&-%
[ Butaydo= [ (0P (WP WP [ s 0+ D0+ o) do
L L

)
0— g 0— 3

Corolario 3.19. Sejam F € 57 ¢ U € D(</), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90). Se

X = Xo = 0 entdo, para todo £ > 0 existe uma constante positiva C., tal que

s

Lo+ i < 9 9 C 9

[ Bufa)de < < UG + . R + 7 101 (3.120)
0=

no qual |5| > By > 1.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Suponha que xy = yo = 0, e ainda utilizando as proprie-

dades das fungdes s1, s2 € s3, devemos analisar

(I) Substituindo o Lema 3.13 no Corolario 3.16, usando o fato de x, = 0 e utilizando a Desi-

gualdade de Young com € > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C,

tal que
AL ) : botd 2 2 O
s3| @[ dw <e|[U|[5, +C [F5+Ce $2|@a + 1 + lw[*da+Cc|| ¥ ||+ [[U][5 -
Lo-$ Lo-3 — B
~~ =159
:=T58

Assim, substituindo o Lema 3.13, usando o fato de yo = 0 no termo 75g, substituindo o Lema
3.9 no termo 759 e utilizando a Desigualdade de Young com € > 0 na desigualdade encontrada,

existe uma constante positiva C., tal que

Lo—i—g C
/ 5310 de <= U + Co [FI% + Ce [0)2 + < [UIP%.
Lofg N——— |B|

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo 7, € usando a Desigualdade de Young com

¢ > ( na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lot 2 2 2 c 2
/ s |0 de < U, + C [FI% + = (Ul
Lo—$ 5]

(II) Do mesmo modo, usando no Corolério 3.10 a Desigualdade de Young com ¢ > 0, existe

uma constante positiva C¢, tal que

Lo+3 , ) )
[ e < 0P + c R

0—g

(IIT) Da mesma maneira, utilizando a Desigualdade de Young com ¢ > 0 no Corolario 3.12,
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existe uma constante positiva C., tal que

Lo+3
[ sl de < UL + C. I + C 91,
—_————

0~y
::Tﬁl

Além disso, substituindo o Lema 3.9 no termo 7§; e utilizando a Desigualdade de Young com

¢ > ( na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lo+ 2 2 2
| sl de < UL + G R

073
(IV) De modo igual, usando a Desigualdade de Young com £ > 0 no Corolario 3.14, e o fato

de xo = 0, existe uma constante positiva C, tal que

Lo+3
[ slen + 0+ wPdo<e U + C.IFIE, +C. VIR,
Lo—% ——
=Tb2
Além disso, substituindo o Lema 3.9 no termo 7§, e usando a Desigualdade de Young com

¢ > () na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lo+%
/' s lpe + 0 + P de<e UL + C. FI,.
L

07g
(V) Finamente, usando o fato de Yy = yo = 0, substituindo o Lema 3.15 e o Lema 3.13 no

Corolério 3.18, podemos concluir

Lo+$ Lo+2
/ s3|w, — lo|*dx + / s3|W |*dx
Lo—?¢ Lo—32

0=g

< CU]

Fll, +C ]2 U]

C
,J+_U
#T13 U]

, Lo+$ :
2 +C / salpr + 9+ lwldr | U],
L

0=

9 Lo-&-%
+—ﬂmw+o/ 52 lon + @+ Il du.
’6’ Lo—2¢

2

-~

:=Tp3
Dessa maneira, substituindo o Lema 3.13 no termo 73, usando o fato de y, = 0 e utilizando a

Desigualdade de Young com € > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva

C., tal que
Lo+g ) Lo-&% )
/ s3lw, — 1y dx+/ ss|W“dz
Lo—$ Lo—$

C Lo—i—g
< UL + Co RIS £ C WG + o 01 +C [ 7" saler + 0 + tuf do.
e 0—3

=T 4

-~

:=Tgs5
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Deste modo, substituindo o Lema 3.9 e o Lema 3.13 nos termos Tg4 € Tg5, respectivamente,
usando o fato xy, = 0 e utilizando a Desigualdade de Young com ¢ > 0 na desigualdade

encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lo+$ ) Lo+2 ) ) ) C ) )
[ sl = tePdo [ salWpds < < UI + R + 2 U1 +C WIS
L8 s 15| —_—

Lo-$

074 1

:=Ts6

Dessa forma, substituindo o Lema 3.9 no termo 7gs, usando a Desigualdade de Young com

¢ > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lo+$ ) Lo+$ ) 9 9 C 2
/ s3 |we — lp["dw + / s3 |[W[™ de <e |[U5 + C: [[Fl5 + 2 Ul
Lo—32 Lo—32 8]
Por (I), (IT), (IID), (IV) e (V), temos que a Desigualdade (3.120) € valida. ]

Coroléario 3.20. Sejam F € 5 ¢ U € D(), sendo U a solugdo do sistema (3.85)-(3.90). Se

x = 0 e xo # 0, entdo para todo € > 0, existe uma constante positiva C., tal que

Lo-l—% .4 ) C )
|, Bty do <= 01, + CIBINGIFE + o U1 @3.121)
L

» 7]
no qual |B| > [y > 1.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Suponhamos que y = 0 e xo # 0, observe que pelo
Corolério 3.19, resta apenas estimar o termo em que Yo # 0, ou seja, o termo

CIBPRE T3 - (3.122)

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 e utilizando a Desigualdade de Young com £ > 0, existe

uma constante positiva C., tal que
2 2 2
ClBI*xo 191172 < e 0I5, + Ce 181" xo IFII5 -

Logo, a Desigualdade (3.121) é valida. [
Corolario 3.21. Sejam F € 57 ¢ U € D(<), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90). Se

x # 0 e xo = 0, entdo para todo € > 0, existe uma constante positiva C., tal que

I3
T (Ve < 2 U, + .18 I, + Sl 3.123
-, v(z)dr < e[|U|5, + C|B1°X° || H,%ﬂrw 10115 (3.123)
0— 3%

no qual |5| > By > 1.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Suponhamos que x # 0 e xo = 0, observe que pelo
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Corolario 3.19, resta apenas estimar o termo em que x # 0, ou seja, 0 seguinte termo

Lo-i—g %
CWR(/ Jsm%+w+mﬂm>nm&%
Lo—%

Para isso, usaremos as propriedades da fun¢do s,. Deste modo, utilizando a Desigualdade de

Young com € > 0, existe uma constante positiva C;, tal que

Lots 20\ 2 2.2 Lots 2
Clale( [ Csaen +0 -+ tulds) UL, < < U +CASP [ alin 0+ tufde.
Lo—3$ Lo—3$

J/

-

=Te7

Além disso, substituindo o Lema 3.13 no termo 77, usando o fato de yo = 0 e utilizando a
Desigualdade de Young com £ > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva

C., tal que

NI

Lots 2 2 442 44 g2
Clale | [ salat v tulde ) UL <201+ CIAI I £ O8I 191

0_5 Vv

:=Tss

Sendo assim, substituindo o Lema 3.9 no termo Tys € usando a Desigualdade de Young com

e > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

Lo+3 2
C18]x ( / 652|%+¢+1w|2dx> Ul < e U5, + CIBIX IS, + ClB1" IFI,
L

0=3

2 2
<e|[U)%, + CIBLX® |F|I%, -

Logo, a Desigualdade (3.123) é verdadeira. [
Corolario 3.22. Sejam F € 7 ¢ U € D(), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90). Se

X # Xo # 0, entdo para todo € > 0, existe uma constante positiva C, tal que

Lo+$ C
[, Bu@da < <UL + CBPS IR, + 7 10 (3.124)
0~

no qual |B| > [y > 1.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Suponha que x # xo # 0, observe que pelo Corolario

3.19, a estimativa do termo em que X, # 0 no Corolério 3.20, resta apenas mostrar o termo

Lo-i—g %
CWR(/lsw%+¢+wwm>Hm@_ (3.125)
L

0=3

Para isso, usaremos as propriedades da func¢ao ss.
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Desta maneira, usando a Desigualdade de Young com € > 0, em (3.125), existe uma constante

positiva C., tal que

Lo+ 3 5
0+35 ) 5 5 o Lo+5 )
ClB8Ix / , Selee + o+ lwlidr | U], < < |[U], +C:[A] X/ _ S2lpn + ¢+ Dl de.
Lo—3 Lo—5
:=Tgg

Além disso, substituindo o Lema 3.13 no termo 7gg, obtemos

Lo+$ 2
Cl8x / ol -0+ lw2dz | [U)
Lo—$

2 e NUI54CIBIA G |7:+C18 XU
+CIB W] 2 U] -

F|

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo 77, e usando a Desigualdade de Young com £ > 0 na

desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

D=

Lot 2 2 8. 8.8 2 44 2
ClBlx /L S2!%+¢+lw! dr | [|U[l,» < el|Ull5 + CelBIPX X0 IF 5 + CelBI"X [[FI %

OB 2

Vv
=Tn

Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo 77; e usando a Desigualdade de Young com

e > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

L0+§ %
CIB|X( /L ol T+ Zw|2das> ULy < e lUI5 + CelBIX XD IFII%, + CelB1 X IF%

073
+ CIBPXE |IF 1,
2 2
< e|[U]15 + CIBIPX o 1[I, -
Logo, vale a Desigualdade (3.124). 0

Motivados pelos Coroldrios 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22, apresentaremos o proximo resultado.

Teorema 3.23. Sejam F € 57 ¢ U € D(), sendo U a solucdo do sistema (3.85)-(3.90), entdo

para todo € > 0, existe uma constante positiva C., tal que

,
e |5, +C. |IF|%, + |HU||%, se x=x0=0,  (3.126)

|8

/Lo+ﬁ e Ul +CelBl*xo HFH%"‘W’ |
Ey(z)dx <

Lo—

’ e|[U|1%,+C- |ﬂ|8><8||F||;f+| |||U||%, se X #0 e xo=0, (3.126c)

2
e U5, +C:181* XX HFH%Jr
\

UI%,, se x=0 e xo#0, (3.126b)

IS

3 U5, se x #0 e xo #0, (3.126d)
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no qual | 5| > By > 1.

Demonstracao. A demonstra¢do é uma consequéncia imediata dos coroldrios 3.19, 3.20, 3.21
e 3.22. O

3.3.2 Desigualdade de Observabilidade

O objetivo dessa secao € apresentar duas desigualdades, nos quais sdo denominadas "De-
sigualdade de Observabilidade". A demonstracao desse resultado € inspirado na demonstracao

do Lema 3.2 encontrado na referéncia [20].

Notacdo. Sejam a, e ay tais que 0 < a1 < ay < L e além disso, para j = 1, 2, vamos conside-

rar a seguinte notagao
Ey(aj) = [ (a;) " +[¢e(a;)|*+](ps + ¥ + lw)(a) [ +|®(ay) [* +|(ws — lp)(az)[*+[W ()]

Mediante os resultados anteriores provaremos o proximo teorema que serd fundamental
para obtermos a prova dos resultados principais desse trabalho, pois uma vez que foram obtidas
as estimativas locais, podemos utilizar o Teorema da Desigualdade de Observabilidade, para

estender essas estimativas para todo o intervalo (0, L).

Teorema 3.24. (Desigualdade de Observabilidade). Seja U = (o, ®, v, ¥, w, W) uma solu-
cdo regular de (3.85)-(3.90) e sejam 0 < a1 < ay < L quaisquer. Entdo, existe uma constantes

positivas Cy e Cy tal que, para j = 1,2,

Bo(w) <Ci [ Bula)ds + = UL + C.[FIE (3.127)

al

/ Bu()da < CoEy(ay) + = U2, + C. [F|l%, (3.128)
ai

Demonstracdo. Considere uma funcdo fixada r, € C* la1,as]. Além disso, multiplicando

(3.88) por br11, e integrando no intervalo (ay, as), obtemos

az

a2z az
iﬁpr/ Tlﬁ/%dx—lﬁ/ rlv,bm%dqukb/ rl(npx—i—@b—klw)%d:p

N ai N al ., al P
1:\%72 11‘7,173 1:‘7,174
a2 - ag -
b / r U Ty dz = pob / v 1 G da. (3.129)
al al

Agora, vamos analizar separadamente cada termo destacado

(I) Termo 17-.
Deste modo, tomando a parte real do termo 775, além disso derivando (3.87) em relacdo a va-

riavel z, temos
_ Ve, fae

Va i6+iﬁ’
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e usando o Lema 2.40, podemos obter

Re Ty, = Re {Zﬂpgb/ m\p%dx}

al

:Re{iﬁpgb/a2r1\lf< 3 f?)d }

ag a2
= —Re {p2b/ Tl\II\I/_xdl’—i‘pr/ qu/fg_@dx}

al ai

1
= —= pabry|V|

as 1 as a2 o
> 2 _'_5 pr/ r’l‘\Il|2d$—Re {pr/ Tl\I/fg,xdl’} . (3.130)
a1 al al

(IT) Termo T7%3.

Sendo assim, considerando a parte real do termo 773 e utilizando o Lema 2.40, obtemos

Re Ty3 = — Re {b2 / r1¢m%dx}

al
az

1
=-3 b2 ||

1 a2
+3 52/ 7 [ 2da. (3.131)
al

al

(IIT) Termo T17,4.

Assim, utilizando integracao por partes, podemos concluir

a a o
Toy = kbry (e + o + lw) —kb/ ' (pe + ¥ + lw) ¢ de

al al

Vv
=T74.1

— kb /@ (0 + Y + lw), Y do. (3.132)

al
(. 7
~~

=Tr4.2
Observando separadamente os termos

(i) Termo 17,4 ;.

Dessa forma, sabemos por meio de (3.87) que

entdo substituindo no termo 774 1, reorganizando de maneira adequada a igualdade encontrada

e tomando a parte real de tal igualdade, obtemos

1 a2
ReTvy 1 —Im{gkb/ 7 (pr + 0 + lw)Wdz + = kb/ i <px+w+lw)f3dx} (3.133)

(ii) Termo 17,4 .
Desta maneira, segue de (3.86) e (3.88) que

v.o 5

1
_<¢x+¢+lw)x:E[p1f2_iﬁplq>+k0l(wx_l¢)] e Y= zﬂ zﬂ
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respectivamente, assim substituindo tais resultados no termo 7745, reorganizando de maneira
conveniente a igualdade encontrada e tomando a parte real de tal igualdade, segue que

a2

az _ ag o
ReT74_2:Re{p1b / T f2¢d$ + plb / qu)\lldl' + plb /

al al ai

P fs dm}

1 a2 o 1 a2 .

— Im {Ekolb/ r1(w, — lp)Wdw + Bkolb/ r1(w, — lgp)fgda:} : (3.134)
al al

Deste modo, tomando a parte real de (3.132), obtemos

a2z

al

Re T74 == Re{kbrl (pr —+ ¢ + lw)@ } —+ Re T74.1 + Re T74.2. (3135)

Assim, substituindo (3.133) e (3.134) em (3.135), podemos obter

_(12 1 az o
Re T74=Re{kbr1 (or + ¥ + lw) Y } + Im{—bk / 1 (pe + U + lw)\I/dx}

ai 6 a1
1 az . az .
4+ Im {B bk / (e + U+ lw) f3 dw} 4+ Re {plb / r1 fa ¢dx}
az - a2 _ 1 a2 —
+ Re {plb/ ri®Vdr + plb/ qu)fgdl’} —Im {Ekolb/ ri(w, — lp)¥ dm}
1 a2 _
—Im {Ekzglb/ ri(w, —lp) f3 d:v} ) (3.136)

Entdo, tomando a parte real de (3.129), em seguida substituindo (3.130), (3.131), (3.136), rea-
grupando e reorganizando os termos da igualdade encontrada de forma apropriada, temos

az

1
— 5 (pgb’f‘ll\PP + 627”1|’¢z|2)

1 [®
+—/ (p2br U] + b7 [0, %) da

2
az 1 ag/ o
— Im Bbk 1 (pp + U+ lw)Vdx

al ai
= Re {pgb/ 1V f3 odx — kbri(p, + 1 + lw)
al
1 a2z . az . az .
—Im {Bbk/ r(ps + 0+ lw)fgdx} — Re {plb/ r forbdr + plb/ rlqﬂlfdx}

a2z o 1 a . 1 a2 o
— Re {plb/ rl(Ingdx} + Im {BkOlb/ r1(w, — lp)Vdx + Bk’olb/ﬁ(wx — lgo)fgdx}

1 1 al

— Re {fyb/ mW, de — pr/ r1 f4%dx}. (3.137)

al al
Agora, considere uma outra fungio fixada 7, € C* la1, as]. Além disso, multiplicando (3.86)
por kra(p, + ¥ + lw) e integrando sobre o intervalo (ay, a2), podemos obter

a2

zﬂplk/ 9 D (s +w+lw)da‘:—k2/ ro (pr + ¥ + lw), (0 + ¥ + lw)dx

al al
(. AN J/
~~ ~~

=Trs =176
az

—kolk:/ ng(wx —1o)(pe + + lw)dx = ,olk:/ rofolpe + ¥ + lw)de. (3.138)

al al
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Agora, verificaremos separadamente cada termo destacado de (3.138).

(IV) Termo 1+s.
Deste modo, considerando a parte real do termo 7%5, além disso por meio de (3.85), (3.87) e

(3.89), temos que

(I)m fl,x _E ﬁ w f5
=T YT ¢ YT

respectivamente, reorganizando de forma adequada a igualdade encontrada e utilizando o Lema

2.40, concluimos que

1 a2 1 as as
RGT75 = —§p1k7"2]®]2 + Eplk'/ T;‘CI)‘Z dx — Re {plk/ 7”2(1) (fl,:r =+ f3 + lf5> dﬂ?}
al al al
—Re{plk/ ry & (U + IW) da:}. (3.139)
al
(V) Termo T7g.

Desta forma, tomando a parte real do termo 774 e utilizando o Lema 2.40, obtemos

a2 1 a2
+ 5l<:2/ ™ |pe + ¥ + lw*dz.  (3.140)

al ai

1
Re Ty = —5 E*ry [op + ¥ + lw|?

Entdo, considerando a parte real de (3.138), substituindo (3.139), (3.140) e reorganizando os
termos da igualdade encontrada de forma conveniente, podemos concluir

a2 1 as
+ 5/ (K*rhlor + 0 + lw]* + pikry| @) dz

al al

1
—3 (k27"2|g0x + 4+ lw]? + plkr2|<1>|2)

az

:Re{plk: /a2 re fo (e + ¥ + lw) do + p1k/ Q (fie + f3 + Ufs) dx}

al ai
+ Re {plk/ ro® (U + (W) dx + kokl/ ro(wy — lo)(pr + 1 + lw)dx} (3.141)

al al
Por fim, fixamos uma fung¢do r3 € C[ay, as], além disso multiplicando (3.90) por kor3(w, — )

e integrando sobre o intervalo (a;, ay), temos que

a2

i p1 ko / rs w (w, — lp) do — kg/ rs (wy — @)y (W — lp) dx

ai ai
S J/
N~ N~

=Th7 =Trg
as az
+ klko/ r3 (pr + ¥ + lw) (w, — lp) de = prko / rs fo (we — lp) dz. (3.142)

al al

Agora, vamos observar de maneira separada cada termo destacado em (3.142)

(VI) Termo 1%~.

Deste modo, tomando a parte real do termo 777, por meio de (3.89) e (3.85), temos que

We | fou h
T 5+5

Wy =
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respectivamente, reorganizando de forma conveniente a igualdade encontrada e utilizando o

Lema 2.40, obtemos

1 az 1 a az o
Re T77 = 5 piko 13 !W\Z + §P1ko / rg ]W!Q dr + Re {plkgl / rs W & dx}
al al al
az
— Re {plk’o/ T3W(f57x - lfl) dﬂf} (3143)
ai
(VII) Termo T7s.

Desta forma, tomando a parte real do termo 75 e usando o Lema 2.40, segue que

a 1 a2
o+ ik:g/ rh lw, — lo)? da. (3.144)

al ai

1
ReTrs = —§k§ T3 |w, — lg|

Entao, substituindo (3.143), (3.144) em (3.142) e reorganizando os termos da igualdade encon-

trada de forma apropriada, podemos concluir

1 a2z 1 as
b (kgrs |we — lo* + prkors WP |+ 5/ (kg |we — Lo + piko vy [W]?) da
al ai
= Re {p1k0 / r3 W fsodr — pikol / rs W @ dx — pikol / rs W i da:}
al al al

as a2
— Re {kkol/ r3(0r + ¥ + lw)(w, — lp)dr — plko/ 3 fo(w, — l(p)dm} ) (3.145)
Logo, reagrupando e reorganizando de maneira conveniente (3.137), (3.141), (3.145) e multi-

plicando ambos os lados da igualdade encontrada por 2, obtemos

/ (p2br [P +0%r ||+ K21 | pp + 0 + lw|* + prkrh| @ + kg ri|w, — Lo+ prkory|[W|?) da
al
as

= (pabri [ WP +0%r1 [0+ k7ol 00 + 9 4 Lw|* +prkrs | O+ kgrs|w, — lp|* +prkors| W)

ai

+ Trg + Ty + Ti1 + Ty + Ti3, (3.146)

para quaisquer 71,75, 73 € C! [a1, as], sendo

a2
)
ai

az
ry — bri) ® Udx + ,oll/ (kry — korg)Wadx},

T = —2 Re {k’b'r’l (pz + ¥ + lw)@

Tyo = 2 Re {01 /

(kr
kb/ ipx+?/)+lw)\lfdx——kolb/ n(wz—l@)ﬁdff}

{ 3
— 2 Re {fyb/ rlﬁl%dx},

ai

Tgl =—2Im

|
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a2

Tszz—QIm{%bk/z i (e + ¥ + lw) fydo — %kolb/ r1(we — ls@)ﬁda:}

ai ai

—|—2Re{p2b/ 7”1f4%d$’+,02b/ rl\I/fT,xda:—plk/ rgcbﬁdx}

al al

—2Re {plb r fotpdr — pik / ro fo (0 + ¥ + lw) da:}

ai

+2Re{p1k O (fie + f3 + f5)de + plko/ 3 fo (We — lp) dx}

ai

+2 Re {Pﬂf W (fse — lf1>dx}

Tss = 2Re{ / kko (ro — 7r3) (@x + ¥ + lw) (w, — lyp) da:}.
ay
Sendo assim, estamos aptos a demonstrar (3.127) e (3.128) para os casos em que j = 1, 2. Para

isso, analizaremos separadamente os dois casos

1° Caso: Prova de (3.127) e (3.128) para o caso em que j = 2.

Com efeito, considere as fungdes 71, 79,73 € C'lay, as], tais que

bri(z) = kra(x) = kors(z) = / e"ds, (3.147)
para todo = € [a1,as] e n € N, o qual serd definido mais adiante. Agora observaremos cada
parcela
(I) Termo T%q.

Desta forma, por meio de (3.87), temos que
B iB’

utilizando as desigualdades Triangular (DT), de Young (DY), segue de (3.147) que ry(a;) = 0

}|

+ %kb(’ﬁ(azm(% + ¢+ lw)(az)|| f3(az)] — |ri(ar)| (g + ¥ + lw)(a1)]| f3(a1)])
——

e pela inclusdo continua H'(ay, ay) <= L*(ay,as), podemos obter

a2

1 _
|T79| = 2Re{ﬁkbr1(¢m+¢+lw)\lf —l——kbrl(gox—l—w—i-lw

o P

kb([ri(az)] (e + ¥+ lw)(a2)|[¥(az)| — [ri(ad)] (0o + 3 + lw)(ar)[|¥(a
=0

T
Iﬁl

=0

|5! kb7l cray a0 (2 + @ + lw)(az)] ([¥(az)| + |fs(a2)])

kbl (I(pe + ¥ + tw)(a)® + [¥(ao)® + CF|7,)

[a17a2]

Y
<_
_Iﬁl

I(sox + 1+ lw)(a)] + I‘If(aa)l2 + CIIF|% -

=73 ]
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Logo,

C C
Tro| < —|(px + ¥ + lw)(as)]> + ml\lf(cm)l? + C|F|%, (3.148)

El

no qual a constante positiva C' depende de n.

(IT) Termo Tx,.

Sendo assim, por (3.147), obtemos

az

az
Tgo =2Re L1 / (]{37”2 - b?”l) @@dl’ + pll/ (k’l“g - ]{?07”3) W@dl’
N e’

al al
=0 =0

=0.
Logo,
Tso = 0. (3.149)

(III) Termo T%;.
Deste modo, tomando o médulo do termo 7§y, utilizando as desigualdades Triangular (DT) e
de Cauchy-Schwartz (DCS), podemos obter

DT 2 “2/ _
|Ts1| < ‘—Bk:b/ 1 (pz + ¥+ lw)Vdx

1

+ ‘—2719/ r Ui, de

1

2 a2 _
+ ’Bk‘olb/ r(w, — lp)Vdz

DCS
< kb HTIHC’l

2

N

v~ g

<G Ul 1) 2 <Gl e 1]l 2
+ 290 [Irill oo o) 1¥Nz2 192l
TV
SC||‘I’||L2||UHyf

< C[U| [19]] 2 -

kolb 71l ¢y oo lwe = Lpll 2 W]l 2

s

la1,a2]

Logo,
Ts1| < ClUp (190 12 s (3.150)

em que C' é uma constante positiva que depende de n.

(IV) Termo Tg-.
Dessa maneira, tomando o médulo do termo 7gs € usando Desigualdade Triangular (DT), obte-

mos

DT 2 a2
|T82’ § ‘_Bbk/ r1(¢x+w+lw fgdl’
ai

az _
+ 2p2b/ Tl\lffgwdx

al

k:olb ( e — 1) fada

as o
+ '2P25/ 1 fatgdx

1

o
CL2 o
+’—2p1]€/ qu)fgdl’

al

as o
+‘—2l)1b/ r1 fo b dx

al

+ | 2p1k / Ty fo (0o + ¥ + lw) dx

ai

+ ‘2p1k/ ro ® (frz + f3 + f5)dx

+ 2p1k0/ r3 fo (wy — lp)dx

al

+ ’2/)1 ko/ rsW (fs. — Uf1) dx
ai

< C|[U]| IIE]] 5 -
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Logo,

Tso| < C'||U

A IFl,, (3.151)

sendo C' uma constante positiva que depende de n.

(V) Termo Tgs.
Observe que, de (3.147), temos que
1 [* 1 [*
ra=m)(@) = ¢ [ s [ ovas
(1 1Y e™|”
n k k?() n a
ko—k [e™® — ™
= . 3.152

Assim, multiplicando ambos os lados de (3.152) por (kokl), podemos obter

(kokl) (s — 13)(x) = I(ko — k) (ﬂ> |

n

Deste modo, usando a Desigualdade de Young (DY), obtemos

mw—zm{/”%mm—mw%+w+hwmjfmdQ

al

= |2Re {/ (ko — k) (#) (z + ¢+ lw)mdx}

Q/azl(ko—k) (%) (00 + ¥ + lw)(wn = 1g) da

DY I[k — k| [
< %/ " (e + ¥ + lw]* + |w, — lo)?) do

IN

Logo,
llko — k
|Tis| < ko = ‘/ “(Jpp + ¥ + w0 + |w, — lp|?) dx (3.153)
Entdo, substituindo (3.148), (3.149), (3.150), (3.151) e (3.153) em (3.146), concluimos

a2
/ (prT1|\If]2 + B2 [P+ KPrhlpe + 0+ lw|? + pikrh @1 4+ kirglw, — lgp]z) dz
ai

as a2
—1—/ (prkory|W|?) dz < (pabri|U* + 01|00 > + KProlps + 0 4+ lw]® + pikrs|®]?)

al ail

+ (l{ing’wx — lg0|2 + p1k0T3|W|2)

I(%Jr@/) +lw)(a2)|* + I‘I’(cm)l2 + C||F|I%

B 18]
l\/fo k| 2 2
+CHUH%H\I]HL2+CHUH%””FH)? E— " + U+ lwl” + |we = lp]7) da
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Além disso, por meio de (3.147), temos que b} = k1), = kory = €, segue que

a2
/ (2™ [P + be™[ihu* + ke" oy + + 1w + pre™ @ + koe"w, —lpf*) do

al

+/ (pre™ W) dz < (p2bri|W)* + b*ri|ve]” + KProles + ¢ + lw]® + pikra|®)?)

al al

a2

“ C C
— (s l 24 =
u + |B||((p +¢+ w)<a2)‘ + |B|

lko — k| [ .
UL s + CIOL IFLy + TED [ e bt o+ o, — 1)
ay

+ (kgrslwe — lo* + pikors|W|?) U(as)|* + C ||F|%,

Sejam C3 = min {py, po2, b, k, ko} > 0e C > 0, entdo

Ca/ € (| P+ |+ |i0x + 9+t +[ @ 4w, — L+ |W[*)de < CEy(az)+C [[F|,

al

l|k0_k| “ nx
F OO 10ls + € N0 L + M T e, bl o, — 1

Agora a partir desse momento a constante positiva C' ndo depende mais de um n € N arbitrario,

pois fixando n = ny € N suficientemente grande, no qual n, satisfaca a seguinte desigualdade

k=K _

)

Cs

)

entdo, existe uma constante positiva C' que depende do n fixado, tal que

cevs |7 Bufa) do < CEulas) + C |FIy +C [0, ¥z + C [0l Fl,

ai
=T34 :=Tys

Desta forma, usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0, nos termos Tg,4 e Tgs, existe C' > 0,

tal que

as
Cemo® / Ey(x)dz < CEy(as) + ¢ |[U|% + Cc |5, +C 9]

al
=T3¢

Desta maneira, substituindo o Lema 3.9 no termo 7 € usando a Desigualdade de Young com

¢ > ( na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

ceme [ Byfa)de < CBular) + = UL, + C. [FI7y
ai

Logo, a Desigualdade (3.128) é valida para o caso em que j = 2.

Agora, vamos provar (3.127) para o caso em que 7 = 2. Para isto, devemos reorganizar de

maneira adequada os termos de (3.146), tomar o médulo, usar a Desigualdade Triangular (DT)
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e substituir (3.148), (3.149), (3.150), (3.151) e (3.153), assim encontramos

a2

(p2br1 [0 + 0211 [ 1 [* + KPral o + 0 4 lw]* + prkra| @1 + kgrs|w, — Lp]* + pikors|W?)

al

a
S/ (pabry [P+ 0°7 [ a4+ K2 o0 + 0 + lw|?+ prkrh | @+ kg [w, — L]+ prkors| W |*)da

al

< 2
‘i“m‘(%-i-i/}—i—lw)(az)’ |B

lk: k
|O |/ (g + b + lw]* + |wy — lpf*) dx

‘|‘I'(az)\2 + CIF[5 +ClUL %] + C UL, [FIl,

Deste modo, segue de (3.147) que bry = krl, = kory, =€ e r1(a1)=r2(ay)=r3(a;) =0, reagru-

pando e reorganizando de maneira conveniente a desigualdade encontrada, podemos obter

(mbrsa) = ) W@l + Bratanlon(an)l + (Fratas) = ) s + 0+ )P

El 13
a2
+ prkra(az)|®(a2)* + kgrs(as)|(ws — lp)(a2)|* + prkors(asz)|W (as)]? < / 2" | 0| *dx

ai

az
Qo P Kl 6+ L1 0 o™, — Lol pue™ W )+ CIF

al

+ U], 9]l + CU]

LUk — &
» |0 |/ “(|pa + ¢ + lw]* + |w, — lp]?) da

Tomando |/| suficientemente grande e considere n € N fixado, entdo existe uma constante

positiva C' que ndo depende de n fixado, tal que

a2
CEu(es) <C [ Eulado + CFIy +C U]y ¥l + CIUL, [Fl.
' 1:?87 5:‘7:88

Dessa forma, utilizando a Desigualdade de Young com € > 0 nos termos Tg7 e T§g, existe uma

constante positiva C., tal que

CEu(e) <C [ Bula)dn + £[UI% + C. % + C. 9.
=189

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo 79 e usando a Desigualdade de Young com € > 0 na

desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C;, tal que

CFEy(ay) < C/ Ey(x)dx + ¢ HUH;& + C. ||F||if

al

Logo, vale a Desigualdade (3.127) para o caso em que j = 2.

2° Caso: Prova das equacoes (3.127) e (3.128) para o caso em que 7 = 1.
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Com efeito, considere 71, 9,13 € C1 [a1, as), tais que

bri(x) = kry(x) = kors(x) = — /a2 e "™ds, (3.154)

para todo = € [a1,az] e m € N a ser determinado posteriormente. Seguindo de forma anédloga
ao caso j = 2, as estimativas (3.127) e (3.128) podem também ser provada para o caso j = 1.

Para isso, devemos analizar

(I) Termo T7g.

Desta forma, sabemos por meio de (3.87) que

L E

v=5tig

pelas desigualdades Triangular (DT), de Young (DY) e pela inclusdo continua
H'(ay,as) = L*(ay,as), podemos obter

|T79] = | 2 Re {%kl)rl (pe + ¥ + lw)@ a2 X %kbm (pz + ¥ + lw) E az}‘
< kb([r1(az)| (e + ¢ + lw)(az)|[¥(az)| — [r1(a1)] [(ez + 9 + lw)(ar)] [¥(as)])
|5| —=
+ ik‘b( r1(a2)] [(0x + © + lw)(a2)|| fs(az)] — |r1(ar)||(0z + © + lw)(a1)|] f3(a1)])
]ﬁ| —
< - Iﬁl kb 71l crgay an) 102 + ¥ + lw)(an)| ([¥(ar)| + [fs(ar)])
< |7| kb [Tl oray.agy (02 + ¥+ Tlw)(a)| ([¥(ad)] + |fs(ar)])
d 9 2 2
wkathl onag) (@2 + ¥ 4 Tw)(a)? + [¥(a)]* + C|F[5,)
< Siler + v + W)@ + Sp@)P + CF|,.
\6I 18]
Logo,
| Tro| < % I(sogc + ¢+ lw)(ar)]® + %m(al)ﬁ + C|F|%,, (3.155)

no qual a constante positiva C' depende de m.

(II) Termos Tgo, T81 e Tsz.

Note que, as provas dos termos 7y, 131 € 13, para o caso em que j = 1 € anédloga para o caso
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em que j = 2, ou seja,
T =0, [Tl <CIUL ¥, e |Tal<CIUL[Fl,. (156

sendo C' uma constante positiva que depende de m.

(IIT) Termo Tg3.
Note que, de (3.154), temos que

ko — k —maz __ ,—mMx
_ o (6 € ) . (3.157)
m

Desta forma, multiplicando ambos os lados de (3.157) por (kokl), obtemos

(kokl) (s — 73)(x) = 1Ko — k) (#) |

Desta maneira, utilizando a Desigualdade de Young (DY), podemos concluir

Tha| = 2Re{ [ Y dx}

al

— |2Re {/ (ko — k) (%) (po + 9+ lw)md:p}

Sz/ l(ko—k)(e T;G >(<Px+w—|—lw)(wx—lgo)dac
aj
21 e —mx
<— ko — K| (e7™) oo + ¢ + lw| |w, — lo|dx
aj
2|kg — k| [*

B e o + ¢+ lwlwe — lg| dx

m a1

DY — a2
= w / e ™ (lgx + ¢ + lw|2 + fw, — ZQD|2) dx.
a1

Logo,

ko — K| [
Ths| < |OT|/ e oy + 1+ Tl + |wy — lo]?) da. (3.158)
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Deste modo, substituindo (3.155), (3.156) e (3.158) em (3.146), podemos obter

a2
/ (pbr [ U)* + V*ri|va” + EPrhles + o +1w]> + pikrhy |OF + kjrijw, —lo]?) da
az

+/ (prkor|W|?) da < (pgbr1|\P]2+b2T1]wm|2+k2r2\goz + + lwl® + pikra|D[?)
al ai
a2

+ (kgrglwx — lgp]Q + p1k0r3|W]2) (gox 4+ + lw)(al)\

Cwa)P+c

L[k k‘ “ —mx
O ¥l O L+ ’T [t v+l + s~ 1ot
ay
Sendo assim, sabemos por meio de (3.154) que br] = krl, = kory, = e~ ™, podemos concluir

a2
/ (pzefmx‘qu_i_befmx’wxﬁ_'_ kefmx’gpx +¢+lw\2 +p1€fmx’q)’2+koefmx’wx _ l@’Q)d.%

al
az

az
+/ (pe™™ W) do < (pobri | + b*ri|va|* + k2raloe + 9 + lw]? + pikra| @)

ai al
a2

+ (k§rslw, — lo]? + Plkor3|W|2) + |(S0:c + U+ lw)(ar)]* + —

I 18]
l‘ko k| “ —mzx 2 2
+C U] ¥l 2 + CIUL, HFH% [ (s + ¢+l +w, — lpf)de

< lwa) + C|IFI%

Sejam Cy = min {py, p2,b,k,ko} > 0e C > 0, entdo

a2
04/ e (O + [Yal* + oo+ 1w + [P + [we —lp|* + W) dz < CEy(ar)

al

l|ko — k’ “ —mx
FOIRE, + CUL, 11 + OO ElL, + P [ el bt i
ai

lko — k| [
+ ko = K| / e \w, — lp|da.
m @

A partir desse momento a constante positiva C' ndo depende mais de um m € N arbitrario, pois

fixando m = my € N suficientemente grande, no qual my satisfaca a seguinte condicao

C14 l|k0 | 7

mo
temos que existe uma constante positiva C' que depende do m, fixado, tal que

cemer [ By(w) do < CBo(a) + C [y + CULy ¥l + C ULy [Fl,.

al

Vv Vv
:=Tyo :=To1

Desta maneira, utilizando a Desigualdade de Young com £ > 0, nos termos Tyy € Ty, existe
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C > 0, tal que

C@’”‘J‘”/ By(v)dz < C By(a) + & U5, + Ce [[F|5, +C ¥l
N————

ai
=To2
Deste modo, substituindo o Lema 3.9 no termo 7y, e utilizando a Desigualdade de Young com

¢ > 0 na desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C., tal que

az
Cemoa2 / EU(ZE)CZZL' < CEU(CL1> +e€ ||UHLQ%o + C; ||F’|§f

ai

Logo, a Desigualdade (3.128) é verdadeira para o caso em que j = 1.

Por fim, vamos provar (3.127) para o caso em que j = 1. Para isso, precisamos reorganizar
de maneira conveniente os termos de (3.146), tomar o mddulo, usar a Desigualdade Triangular
(DT) e substituir (3.155), (3.156) e (3.158), assim determinamos

a2

(p2bri U + 071 [, | + kol o, + ¢ + lw|? + pikra| @ + kgrs|w, — Lp|* + pikors|W |

al

as
S/(,ogbrll|\I'|2+b27”1]¢x|2+k27"2\g0m + Y+ lw]2+p1kré|®|2—i—k§rg|wm — l90|2+,01/€07‘g]W\2)dx

1

< 2
+ ’6|’(%+¢+lw)(a1)| |B

l|k0 - k| e —max 2 2
+T e " (lor + U+ lw|* + Jw, — lp|7) dx

||‘If(a1)|2 +CIFIS +ClUL ]2 +C UL, Fl,

—mx
’

Dessa forma, por meio de (3.147), segue que br; = kry, = kory = e
r1(ag) = ro(az) = rs(az) = 0, reagrupando e reorganizando de maneira conveniente a de-
sigualdade encontrada, concluimos

(raan) = ) @R+ Pranlonta)l® + (Praa) = 5 lien + 0+ to)a)P

8] 3]
a2
+pikra(ar)|®(ar)|* + kgra(ar)|(we — 1) (ar)* + pikors(ar)|W (ar)|? S/ pae” "V P d

a1
a2
—l—/ (be‘m’”]@bx|2+ke_mﬂg&x + Y+ lw[z—l— pre” | D2 4 koe™ ™ Jw, — Lo+ pre™ ™ |W|?)dx
a1

ko

k| 7m.’E
+C|IF[5 +CIU[LAE 2 +CIUIAF L+ —/ (low + 4 + lw|+w, —lp]*)da

Tomando || suficientemente grande e considere n € N fixado, entdo existe uma constante po-

sitiva C' que ndo depende de n fixado, tal que

a2
CEu(a) <C [ Eula)do + C I +C U] ¥l +C U] 1 [F, .

ai

-~
:=To3 :=Toa
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Deste modo, utilizando a Desigualdade de Young com € > 0 nos termos 7y3 € 74, €xiste uma

constante positiva C., tal que

a2
CEy(a) < C / Bu(@)de + £ |UI%, + C.|FI%, +C V|2
al TV
=195

Assim, substituindo o Lema 3.9 no termo 75 e usando a Desigualdade de Young com € > 0 na

desigualdade encontrada, existe uma constante positiva C;, tal que

CFEy(ay) < O/ Ey(z)dz + ¢ ||U|1%, + C- |F|%, .

Logo, vale a Desigualdade (3.127) para o caso em que j = 1.

Portanto, provamos as desigualdades (3.128) e (3.127) para todo j = 1, 2. [

3.3.3 Estimativas Globais

O objetivo dessa subse¢do é encontrar estimativas para todo intervalo (0, ).

Lema 3.25. Seja U = (¢, ®, 4, ¥, w, W) uma solugdo regular do sistema (3.85)-(3.90), existe

uma constante positiva C, tal que

SCHUH%"‘C HFH%"‘W HUHyfa se x=x0=0, (3.159)
. = C U+ o3I P+ |||U||;f, se X =0 ¢ xo#0, (3.159b)
/EU(:E)d:B <
0
CUACIBC IR+ U . se x£0 ¢ xo =0, (315%)
eC |[U|5+Cel B X XoIIFIIJzﬁ‘ 5] U5 se x#0 e xo#0. (3.159d)

Demonstracao. Segue de (3.127), em particular para o subintervalo (Lo — %, Lo+ g) , que

Lo+3
Ey(aj) < Ol/ Ey(z)dr + ¢|U|%, + C-||F|%,, j=1,2. (3.160)

)
Lo—$

Primeiramente estimamos a integral da fungao sobre o intervalo (0 Ly — —} Deste modo, por

meio de (3.128) coma; = 0eay = Ly — Z e (3.160) com j = 2, obtemos
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N9

Lo—
/ By(a)de < CyBylas) + = U, + C. [FI,
0

Lo+$
< 02(01/L Ey(z)de +¢ |[U]5, +CEHF|@) +e U5, + CeFI,

0=

Lo+2
=0 [ " Bula)dn + s [UI + CaCe I + 2 UL + . [FIE,

LO+Z
yoNe) / Eu(w)de + (G + 1) e |UI% + C. ||FI, .
L

Logo,

Lo—% Lo-&-%
/ Fy(2)dz < 0201/ Fo(e)de + (Cy + e U, + C.[FI2, . (3.161)
0 L

d
0=

Agora vamos estimar a integral da fun¢do no intervalo [Lo + %, L). Desta forma, segue de
(3.128) com a; = Lo + % eas = Le(3.160) com j = 1 que

L
/ Ey(z)dz < CoBu(ar) + ¢ [UJ%, + C. [[F|,
L

)
O+Z

Lo+3
<afc [ B2 UR, + CIFIE )+ 10T + C.IFIE

0=

Lo+32
=0201/  Bu(a)de + Coe |U[I5, + CoCe [FI,) + < U5, + C- I,
L

0~y

Lo-&-%
o1 [ Buwyds + (o + DU, + C [F
Lo—$

Logo,

L L0+g
/ Fy(2)dz < 0201/ Eu(e)de + (Co+ Ve [UI%, + C. I, . (3.162)
L

) [
0+7 Lo—7%

Portanto, somando (3.161) e (3.162), podemos concluir

L Lo—$ Lo+3 L
/ Fo(x)dz / Fo(x)dz + / Fy(2)dz + / Fy(2)da
0 0 Lo—32 Lo+3
LO+Z LO+%
< 0201/ Bu(z)da + (Co+1) |02, +C. HFH?%,+/ Folz)dz
Lo-3 Lo-3

L0+Z
+C0 [ Bul@de + (Co + D UL, + C. FI%
Lo—3$
Lo+2
=@@a+n/ By(@)dr + 2(Cy + 1) [U% + C. [FI%.

Lo—$
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Logo, existe uma constante positiva C, tal que
b Lotd 2 2
/ Ey(z)dz < C’/ ) Ey(z)dx + ¢ C||U[S, + C.||F| -
0 Lo-2
A conclusio segue das desigualdades do Teorema 3.23. [

Corolario 3.26. Dado £ > 0, existe uma constante positiva C' tais que as seguintes desigual-

dades sdo verdadeiras

( C, se x =xo=0, (3.163a)

T ClBPxg,  se x=0e xo#0, (3.163b)
’ T Bt se x£0 e yo =0, (3.163¢)
LOIB| X8, se x#0 e xo#0. (3.163d)

Demonstraciao. Devemos analizar separadamente cada estimativa

1° Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que x = xo = O.

Deste modo, por meio de (3.159a), podemos obter

L
v, < c / Bu(x)da
<

<eC|U|%, + C- |[F|%, + a

[Lol[ (3.164)

sendo C' uma constante positiva.

Assim, reorganizando e reagrupando de maneira conveniente (3.164), obtemos

c 2 2
(-0~ ) 0L, < I
Tomando ¢ suficientemente pequeno e | 3| suficientemente grande, concluimos que
2 2
105 < ClIF[5 -

Uma vez que sabemos que U € D(./) é a dnica solugio da equacdo resolvente, segue que para

alguma constante positiva C, temos
|(i81s— /) 7'F|| ,, < C[[F] .
Logo,

1BLs =)y = sup {0810~ &) 'F|,} < C,

I[Fll 5 =1.
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para alguma constante positiva C'.

2° Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que Y = 0 e xo # O.
Desta forma, segue de (3.159b) que

L
U3, < o/ Fy()da
0

<

<eC U + CIBE IR, + 5

10)%, . (3.165)

no qual C' € uma constante positiva.

Sendo assim, reorganizando e reagrupando de maneira adequada (3.165), temos

C
(1 —eC — W) 1011%, < C:|BI*x |IFI1%, -

Tomando ¢ suficientemente pequeno e | 3| suficientemente grande, podemos obter

U115 < C18IYxG IFI, -

Como sabemos que U € D(.o/) é a tnica soluc¢do da equagdo resolvente, segue que para alguma

constante positiva C', obtemos

1814 — <) "'F|| ,, < C|BI*X2 |FIl, -

Logo,
168 = ) oy = s9p {I@BLa = ) 7'F|, } < C1BPxG,
Il =1.
para alguma constante positiva C'.

3° e 4° Caso: Prova da estimativa encontrada para o caso em que x # 0 e xo = 0 ou para
o caso em que x 7% 0e xo # 0.

A prova de ambos os casos € andloga ao 2° caso. 0

Teorema 3.27. Seja Uy = (o, 01, %o, Y1, wo,w1) € D(&). Entdo, para o caso em que

X = Xo = 0, existem constantes positivas C' e K, tais que

IS®Uoll» < Ce™ Vol , t = o0,

em outras palavras, o semigrupo {S(t)}, associado ao sistema (3.1)-(3.5) é exponencial-
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mente estdvel. Jd para os demais casos, existe uma constante positiva C, tal que

(
C
T [Uoll pry» t 00 se x =0 e xo#0, (3.166a)
C
SOV <8 = [l €200 se X A0 ¢ xa=0,  (166b)
C
T ol oy, t 00 se x#0 e xo#0, (3.166¢)
\ 11

isso significa que, o semigrupo {S(t)},, associado ao sistema (3.1)-(3.5) decai para zero com

taxa racional.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que a solucdo da estimativa encontrada para o
caso em que xY = Yo = 0 possui decaimento exponencial.

Deste modo, por meio do Lema 3.8 e da estimativa (3.163a), podemos aplicar o Teorema 2.48
e concluir que o sistema (3.1)-(3.5) é exponencialmente estavel.

Agora, resta apenas provar que as solucdes das estimativas encontradas nos demais casos tem
decaimento com taxa racional.

Desta forma, por meio do Lema 3.8 e das estimativas (3.163b), (3.163c¢) e (3.163d) conseguimos

aplicar o Teorema 2.51 e obter

1S 7| 1y = Ot77), = o0,

sendo
9=2se x=0-¢e xo#0,
=4 se x#0 e xo=0,
=4 se x#0 e xo#0.
Entao,

C
|S(t) e 'F| , < TIFlL, . Fex,

para alguma constante positiva C'.
Como 0 € p(«7), temos que o operador <7 € bijetor, entdo existe Uy € D(&), tal que,

/Uy = F, sendo assim temos

Q

[5)Usll < 7 1l Vol

<

4 Q

ol pary -

Portanto, nesses casos a solu¢do decai para zero com taxa racional. [
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho consideramos o sistema de Bresse com mecanismo dissipatipo do tipo
friccional presente apenas na equagdo do angulo de rotacdo da secdo transversal, sendo que o
principal objetivo alcancado foi juntamente com o Teorema da Desigualdade de Observabili-
dade mostrar que o sistema € exponencialmente estdvel quando y = xo = 0. Caso contrdrio,
concluimos que o sistema possui estabilidade com taxa racional. Além disso, tendo em vista
os resultados encontrados neste trabalho, podemos dizer que conseguimos melhorar os resul-
tados obtidos por Boussouira, Rivera e Almeida Junior em [5] e como consequéncia final dos

resultados e das pesquisas realizadas neste trabalho apresentaremos a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparacgdo entre resultados obtidos neste trabalho e os encontrados na literatura
sobre estabilidade com taxa racional.

Referéncia Condicao de Fronteira Relacao do Coeficiente Taxa
Trabalho Atual x=0 ¢ xo#0

X#0 e xo=0
X#0 e xo#0

~~ o~
PN N e B

t
1
[15] Dirichlet-Neumann E+£G (h‘Tt) ‘int
Dirichlet CHEY
[11] x=0 e xo#0 1=
X#0 e xo=0 ;1_5
t6
x#0 e xo#0 tél_s
[14] Xo#0 e 7=0

X7#0, xo=0 ¢ 7=0
Xo%o e 7>0

o~
= e S

~+
wl
S

X#0, xo=0 e 7>0

~
= oo

XxX=0, xo=0¢e 7>0

o~
= o

[5] Dirichlet x=0¢e xo#0
x#0 e xo=0
x7#0 e xo#0
[2] X#0 t=3

Gh El Int

Fonte: Elaborada pela autora.
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