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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar a nova distribui¢do odd-log-logistica
Burr XII (OLLBXII) que pode ser utilizada para estudar dados de andlise de sobrevivéncia.
A distribui¢do OLLBXII contém varios casos especiais como as distribuicdes Burr XII, log-
logistica, Weibull, dentre outras. Observa-se que a nova fun¢do densidade pode ser expressa
como uma combinagdo linear da distribui¢cdo Burr XII, assim algumas propriedades matemati-
cas como momentos ordindrios e incompletos, além da func¢do geradora de momentos podem
ser calculadas para a nova distribuicdo a partir da distribui¢do base. Utilizou-se o método de
méxima verossimilhanca para estimar os parametros do modelo para dados censurados. Além
disso, realizou-se sucessivas simulacdes de Monte Carlo, com 3000 repeticdes, para diferentes
valores dos parametros e tamanhos de amostras, com o intuito de estudar a performance da
nova distribui¢do. Analisou-se também trés conjunto de dados com e sem censura, comparando
a nova distribuicdo com modelos encaixados e ndo encaixados, anteriormente descritos na li-
teratura. Iniciou-se uma andlise de regressdo, com as informagdes necessdrias para utilizar o
novo modelo com suporte computacional. Observa-se que todos os estudos realizados tiveram o
intuito de verificar a aplicabilidade e flexibilidade do modelo. A distribui¢do OLLBXII obteve
um bom desempenho, sendo possivel concluir que a nova distribui¢do pode ser considerada
uma alternativa interessante para a aplicacio de dados de sobrevivéncia.

Palavras-chave: Andlise de sobrevivéncia. Distribui¢do Burr XII. Distribui¢ao odd-log-logistica
Burr XII. Maxima verossimilhanca. Regressdo.
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ABSTRACT

The aim of this work is to present the new odd-log-logistic Burr XII distribution (OLLBXII)
that can be used to study survival data analysis. The OLLBXII distribution contains several
special cases such as the Burr XII, log-logistic, Weibull distributions, among others. It is ob-
served that the new density function can be expressed as a linear combination of the Burr XII
distribution, then some mathematical properties such as ordinary and incomplete moments, in
addition to the moment generating function can be calculated for the new distribution from the
base distribution. The maximum likelihood method is used to estimate the model parameters for
censored data. Also, successive Monte Carlo simulations are carried out, with 3000 repetitions,
for different parameter values and sample sizes to study the performance of the new distribution.
Three datasets with and without censorship are also analyzed, comparing the new distribution
with nested and non-nested models, previously described in the literature. A regression analysis
is started, with the necessary information to use the new model with computational support. It
is observed that all the studies carried out are intended to verify the applicability and flexibility
of the model. The OLLBXII distribution obtained a good performance, and it is possible to
conclude that the new distribution can be considered an interesting alternative for application in
survival data.

Keywords: Burr XII distribution. Maximum likelihood. Odd-log-logistic Burr XII distribution.
Regression. Survival analysis.
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1 INTRODUCAO

As distribuicdes de probabilidades univariadas sdo fundamentais para a ci-
éncia estatistica, sendo uma ferramenta indispensavel no desenvolvimento da inferéncia e dos
métodos estatisticos. Essas distribui¢des tém sido amplamente utilizadas nas dltimas décadas
para ajustar conjuntos de dados em varios campos de pesquisa. No entanto, em muitas areas
aplicadas como ciéncias médicas e bioldgicas, confiabilidade, engenharias, sociologia, epide-
miologia, criminologia, financas e seguros, existe uma clara necessidade de formas estendidas
dessas distribuicdes univariadas. Neste sentido, foram realizados grandes avangos para a gene-
ralizacdo de algumas distribui¢cdes bem conhecidas e suas aplicagdes em diversos problemas.
Irving W. Burr em 1942 introduziu um sistema de doze distribui¢des baseado em generalizacdes
da equacdo diferencial de Pearson [9]. A distribui¢do Burr do tipo XII € uma das solucdes dessa
equacao diferencial que foi discutida em detalhes no artigo em [9, 38].

A distribui¢ao Burr XII (BXII) é muito utilizada para modelagem de dados
de tempo de vida e fendmenos com taxas de falha mondtonas e unimodais. Esse modelo pro-
babilistico possui iniimeras aplicacdes nas ci€ncias da saide, agronomia, ciéncias econdmicas
e atuariais. Ao modelar taxas de risco mondtonas, as distribuicdes Weibull e gama podem ser
uma escolha inicial por causa de suas formas de densidade assimétricas. No entanto, elas ndo
fornecem um ajuste razodvel para taxas de falha nio mondtonas, como as formas de banheira
e unimodal, que sdo comuns em estudos de confiabilidade e nas ciéncias bioldgicas. Para mais
detalhes, ver [50] e [51]. Além disso, a fun¢do de distribui¢do acumulada (fda) da distribui-
cdo BXII tem forma fechada e, por esta razdo, os cédlculos da fun¢do de verossimilhanca sdo
matematicamente tratdveis para dados censurados. Devido a flexibilidade da distribui¢do BXII
em acomodar os formatos unimodal e monétono da func¢do de risco, € considerado um modelo
importante em uma variedade de problemas em analise de sobrevivéncia e estudos de confiabi-
lidade.

No contexto das distribui¢des generalizadas, a distribui¢cdo BXII tem sido am-
plamente estudada nas tltimas décadas por muitos autores como em [50, 51] que introduziram
as distribui¢des Beta Burr XII (BBXII) e Kumaraswamy Burr XII (KwBXII) com aplicagdes
para dados censurados usando uma abordagem Bayesiana. Em [3] propuseram a distribui¢ao
exponenciada Burr XII (EBXII) para estudos de confiabilidade. Em [21] foi estudada a distri-
bui¢do Burr XII com sete parametros, chamada Burr XII estendida (EB), utilizando o gerador
Marshal-Olkin estendido. Mais recentemente, [4] e [37] trabalharam também com o gerador
estendido Marshal-Olkin baseado na distribui¢do BXII, em que [4] propuseram a distribui¢cdo
Marshall-Olkin estendida Burr tipo XII (MOEBXII), ja [37] procuraram explicitar algumas ex-
pressdes para encontrar propriedades matematicas como a funcdo inversa dos momentos. Em
[27] definiu-se o modelo McDonald Burr XII (McBXII) a fim de fornecer mais aplicabilidade

para as fun¢des densidade e taxa de falha. Em [19] foi proposto uma extensdo para a Burr XII
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chamada de série de poténcia Burr XII (BXIISP). A distribui¢do Poisson exponenciada Burr
XII (Exp-BXIIP) foi proposta em [65] com cinco parametros. Em [28] foram estudadas as
extensoes das distribui¢cdes Zografos-Balakrishnan Burr XII, Ristié-Balakrishnan Burr XII e a
Weibull Burr XII. Em [30] foi estudada uma extensdo com quatro parametros, a distribui¢do
Marshal-Olkin Burr XII estendida (GMOBXII). Em [25] foi analisada a extensao Burr XII Burr
XII (BXII-BXII). A distribui¢ao Burr XII modificada foi proposta por [33].

Apesar das distribuicdes de probabilidade BBXII, KwBXII, EB e McBXII
possuirem entre cinco e sete parametros, os quais permitem densidades mais flexiveis do que da
distribuicao BXII, suas fun¢des densidade sdo relativamente complexas e muitas vezes matema-
ticamente intrataveis. Além disso, distribui¢des com muitos pardmetros (cinco ou mais) podem
ter problemas de identificabilidade e complica¢des no processo de estimacdo de parametros
usando o método de maxima verossimilhanga [55]. Portanto, existe uma necessidade evidente
de novas extensdes da distribuicdo BXII considerando familias de distribuicdes de probabili-
dade com menos parametros que sdo flexiveis para acomodar uma ampla variedade de formas
de fungdes de sobrevivéncia. Para uma distribui¢@o base arbitraria com fda G(z), em [18] foi
proposta a fun¢do de densidade de probabilidade (fdp) e fda da distribui¢do odd log-logistic-G
(OLL-G) com um parametro de forma adicional o > 0. Exceto por algumas escolhas especiais
das fungdes g(z) e G(z), a fun¢do densidade f(x) serd dificil de lidar com alguma generalidade.

Observa-se que o fato da sua fda ter um formato fechado € particularmente
util para andlise de dados de sobrevivéncia com censura. Nota-se que nao existem funcdes es-
peciais em contraste com outros geradores, como a familia beta generalizada (Beta-G) [22], que
inclui dois parametros extras e também envolve a fun¢do beta incompleta, a familia McDonald
generalizada (Mc-G) [5], que inclui trés pardmetros extras e também envolve a funcao beta in-
completa e a familia Kummer beta generalizada (KB-G) [54], que inclui trés pardmetros extras
e envolve a fun¢do hipergeométrica confluente.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho, foi definir uma nova distribuicdo
de probabilidade, pertencente a familia de distribui¢des OLL-G, denominada odd log-logistica
Burr XII (OLLBXII). Observa-se que a nova distribuicdao € muito mais flexivel do que a distri-
buicdao BXII, além de ser um modelo com menos parametros, o que a torna mais simples do que
os modelos probabilisticos discutidos anteriormente € a0 mesmo tempo permite uma melhor

interpretacdo além de ampla aplicabilidade.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Este capitulo permeia a revisao dos principais conceitos estudados como, uma
introducdo a andlise de sobrevivéncia, algumas estatisticas utilizadas para comparar modelos,
além da familia odd log-logistica generalizada, a simulacdo de Monte Carlo, exposi¢do das
caracteristicas da distribuicao Burr XII, modelos de regressao de locacao, e por fim, sdo ressal-

tadas as caracteristicas do modelo de regressdo log-Burr XII.

2.1 ANALISE DE SOBREVIVENCIA

A andlise de sobrevivéncia, teve um crescimento muito amplo nas tltimas dé-
cadas, impulsionada pelo desenvolvimento de computadores mais potentes que permitiram o
processamento de grande volume de dados [13]. A varidvel resposta para a andlise de dados de
sobrevivéncia € o tempo até o evento de interesse. Desta forma, as distribui¢des de probabili-
dade com fung¢des densidade assimétrica sdo muito utilizadas nesse tipo de estudo.

A variavel tempo, também chamada de tempo até a falha ou tempo de so-
brevivéncia, indica qual foi o tempo que um individuo sobreviveu durante o periodo estudado.
Pode se referir a horas, dias, semanas, meses, trimestres, anos, assim como a idade de um indi-
viduo quando um evento ocorreu. Assim, alguns exemplos de tempo de sobrevivéncia incluem
nascimento até a morte, tempo ao entrar em uma pesquisa clinica até a morte, progressao, cura
ou recidiva da doenca, tempo de falha de componentes mecénicos e eletronicos, tempo até a
aposentadoria, tempo até a migragdo de um pais ao outro [13, 41], etc.

Devido ao crescimento da utilizagdo de andlise de sobrevivéncia, é possivel
observar diversas dreas de aplicabilidade como em [13], em que o foco principal do livro € a
area médica, no qual sdo apresentadas varias aplicagdes a diversos tipos de dados, como os de
HIV, aleitamento materno, hepatite, leucemia dentre outros.

Em [35] o foco principal sdao dados atuarias, com a descricdo de diversas
distribui¢des, como Pareto, lognormal e gama. Ja [59] evidenciou o modelo de Cox e suas
extensdes. Observa-se que [68] utilizou o método de maxima verossimilhanga para estimar a
distribui¢do Burr tipo XII, que serd estudada posteriormente neste trabalho.

Quando se trabalha com dados de tempo de vida, em que a observacdo € dada
pelo acompanhamento de um grupo de pessoas durante um longo periodo de tempo, pode ocor-
rer que certo individuo ndo continue o acompanhamento, nao sendo possivel assim, determinar
se o evento de interesse ocorreu. Assim, observa-se que a caracteristica principal de dados de

sobrevivéncia € a observacao parcial da resposta, nesse caso se diz que os dados sdo censurados.
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2.1.1 Censura

A censura ocorre quando existe alguma informag¢do sobre o tempo de sobre-
vivéncia, mas ndo se sabe quando o evento ocorreu ou se ocorreu. Nesse sentido, pode-se dizer
que censura é a observacao parcial da resposta. Os dados censurados podem ser classificados
em censura a esquerda, que ocorre quando o tempo de sobrevivéncia é menor ou igual ao ini-
cio do estudo, ou seja, quando se sabe que o evento ocorreu antes de um tempo especificado;
censura intervalar em que o tempo de sobrevivéncia estd dentro de um intervalo conhecido;
censura a direita acontece quando o evento ndo ocorre antes do estudo ser finalizado, isto é, ao
acompanhar um individuo por certo periodo e este sair do estudo por qualquer razdo que ndo
seja o evento de interesse, o tempo registrado € considerado censura a direita [13].

Existem trés tipos de censura a direita: tipo I, tipo II e aleatdria [13, 41, 36].

* Tipo I: O tempo de censura é pré-definido, como por exemplo em um experimento com
animais em que inicia-se em um tempo especifico, e todos os animais sdo acompanhados
até o tempo ja especificado para finalizar o estudo, tornando-se censura os animais que

ndo atingiram o evento de interesse.

* Tipo II: A anélise € realizada até um nimero especificado de eventos. Um exemplo pode
ser no setor industrial em que o tempo até a falha de certo dispositivo é estudado. Assim

quando atingirem um valor n especificado de eventos, o experimento € interrompido.

* Censura aleatdria: Como o proprio nome diz € uma censura que ocorre por qualquer ra-
zao. Um exemplo € o paciente desistir € ndo querer mais ser acompanhado pela pesquisa.
Se a desisténcia ndo estd atrelada ao fato do paciente estar préximo a morte, entdo essa
andlise pode ser continuada, mas se uma quantidade considerdavel de pacientes desistem
quando estdo perto da morte, entdo esse tempo de censura pode conter um viés muito

grande.

A Figura 2.1 exibe os trés tipos de censura a direita apresentados anterior-
mente. Observa-se que (a) representa uma pesquisa em que o evento de interesse ocorreu em
toda a amostra estudada, em (b) € indicado que o tempo de estudo acabou e algumas observacoes
ndo experimentaram o evento de interesse, em (c) assim que o ndmero de eventos estabelecidos
ocorreu o estudo foi finalizado, por fim em (d) a censura € a aleatéria, ou seja, por algum motivo
algumas observacdes sairam do estudo e outras ndo apresentaram a falha até o estudo acabar.
Como esse tipo de censura ¢ muito comum em andlise de dados de tempo de vida, este estudo

tem por escopo censuras a direita ndo informativas.

2.1.2 Conceitos basicos

Seja X uma varidvel aleatdria continua (ndo-negativa) que representa o tempo

de sobrevivéncia, isto €, o tempo até o evento de interesse ocorrer. Além disso, quando se deseja



17

Figura 2.1: Representacdo dos tipos de censura a direita, em que e representa falha e o a censura.
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Fonte: Autora.

representar a censura, C' pode ser considerada uma varidvel aleatéria que informa o tempo até

a censura. O indicador de censura é dado por,

5 1, se X;<C(;
’ 0, se X;>C;,
e as observacdes sdo entdo definidas como z; = min (X, C;), parai = 1,...,n. Ao estudar

dados de andlise de sobrevivéncia, uma das principais fun¢des é a funcéo de sobrevivéncia S(x)

que representa a probabilidade de sobreviver, ou ndo falhar, até o tempo x especificado, isto &,

a probabilidade da varidvel aleatéria X ser maior que o tempo especificado z. A fungdo S(x) é

representada por

S(x)=P(X > x),

em que 0 < x < oo, podendo ser reescrita em termos da fda, F'(z) = 1 — S(z), é interpretada

como sendo a probabilidade de uma observac@o nao sobreviver ao tempo x [13, 61].
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A funcdo de risco ou taxa instantanea de falha, fornece o potencial instantaneo

por unidade de tempo para o evento ocorrer, dado que o evento ocorre [13, 18], e é dada por,

Plr< X < Ax| X >
h(z) = Alimo (= X< Z+ 7 X 2 z)
T—r X

Note que, é possivel estabelecer uma relagdo entre as fun¢des de sobrevivén-
cia e taxa de falha [13, 59], isto é

S(x) = exp {— /0 ’ h(u)du] — exp [~ H(z)],

em que H(x) representa a funcdo taxa de falha acumulada, que € a area sob a fun¢do de risco no

tempo x. A fdp também pode ser escrita em termos da funcdo de sobrevivéncia, isto é

d d
flw) = - F(z) = ——S(z)
Além disso, a fungdo de risco pode ser reescrita a partir da funcdo densidade
[61],
f(z)
h(z) = .
(2) =35 @)

O tempo médio de sobrevivéncia € definido como o valor esperado, sendo

representado por,

2.1.3 Estimador de Kaplan-Meier

O estimador ndo paramétrico de Kaplan-Meier (KM) é uma 6tima opcao,
principalmente quando existe a presenca de censura, para estimar a funcdo de sobrevivéncia
S(z). Também denominado de estimador limite-produto, o estimador de KM, foi desenvol-
vido por Kaplan e Meier em 1958 [34], em que S (x) é uma fungdo escada, com degraus que
aparecem quando ocorre a falha ou evento de interesse.

Assim, o grifico de KM ¢ utilizado para expressar o tempo de sobrevivéncia,
devido a facilidade de incluir censura e é muito utilizado em estudos clinicos e também em
estudos de confiabilidade [13].0 estimador de KM ¢€ definido por

o 11 (54)- 1L(-4)

J J

Jixj<z Jirj<z
em que, 1, ..., sd0 os k tempos ordenados onde o evento de interesse ocorreu, d; sao as
falhas em z; e n; € o nimero de individuos em risco em x;, para j = 1,... k. A Figura 2.2

apresenta um exemplo da aplicacdo do grafico de KM para o conjunto de dados kidney obtido
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na biblioteca survival no software R, em que os dados referem-se aos tempos de recorréncia
a infecc¢ao no ponto de insercao do cateter em pacientes renais usando equipamento de didlise

portéatil.

Figura 2.2: Grifico de Kaplan-Meier para o tempo de recorréncia a infeccdo do conjunto de
dados de cancer no rim, dividido em masculino e feminino.
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Fonte: Autora.

Desta forma, sdo propriedades do estimador de KM [13]: ndo viciado para
amostras grandes; ser fracamente consistente; convergir assintoticamente a um processo Gaus-

siano e ser um estimador de maxima verossimilhanga para S(x).

2.1.4 Funcao de Verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanga € muito importante em estatistica, sendo utili-
zada no processo de estimacdo de parametros. A fun¢do de verossimilhancga para dados ndo

censurados € dada por,

L(O;zy,...,2,) = Hf(:piﬁ),
el
em que, r1,...,T, sdo as realizacoes de um amostra aleatdria, F representa o conjunto de
observacdes das falhas [13].

Se algumas observagdes sdo censuradas, € necessdrio ajustar a expressao, em
que, quando € observada a falha usa-se a fdp, e para censura a direita € utilizado a fun¢do de
sobrevivéncia, pois tem-se conhecimento da observacao mas apenas até um tempo particular
[13]. Assim,
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n n

L(O;xy,.. . wn) = [ [ F@i, 0)%S (5, 0)' % = [ [ hlwi, 0) S (2, 0) = [ [ £, 0) [ [ S(a1,6),

=1 =1 el ieC

em que, F representa o conjunto de observagdes que apresentaram falha e C o conjunto de

observagdes que apresentaram censura.

2.2 COMPARACAO DE MODELOS

Ao analisar diferentes distribui¢des, é importante utilizar algum método para

compara-las, em que para as estatisticas utilizadas, o menor resultado é um indicativo de maior

qualidade e simplicidade. Sendo assim, a seguir tem-se as estatisticas que serdo utilizadas para

realizar a comparagdo de distribui¢cdes encaixadas ou nao.

Critério de informagdo de Akaike (AIC), é uma forma de estimar a quantidade de in-
formagdes que foram perdidas de determinado conjunto de dados quando utiliza-se certo
modelo, assim, seja [ o valor maximo do logaritmo da fun¢do de verossimilhanga e d o

nimero de pardmetros, a estatistica € representada da seguinte forma
AIC = 2] 4 2d.

Para mais informacdes, ver em [2].

Critério de informacao consistente de Akaike (CAIC), leva em consideracdao o AIC e o

tamanho da amostra n, e ¢ dado por

(2(d+2)(d+ 3))

CAIC = AIC
a3

Critério de informacao de Akaike corrigido (AICc), € utilizado quando o tamanho amos-

tral € muito pequeno, realizando-se uma modificagdo no AIC e é dada por

[d(d +1)]

AlCc = AIC +2———F—F—.
¢ * (n—d—1)

Critério de informagdo Bayesiano (BIC) leva em consideragdo [, d e o logaritmo de n, é

representado por
BIC = [ + dlog(n).

Estatistica de Cramér-Von Mises (1/7*), leva em considerac@o a varidvel resposta orde-
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nada z, o tamanho da amostra n, a sequencia de 1 até n dada por ¢, foi proposto

n

R

i=1

inicialmente, depois foram feitas algumas alteragdes e € dados por

ol ()]

Para mais informacdes, ver em [10, 11].

* Estatistica de Anderson Darling (A*), leva em considerac@o a varidvel resposta ordenada

z, 0 tamanho da amostra n, a sequéncia de 1 até o tamanho da amostra 7, e

A= <l> S [(2i — 1)(log 2) + (20 + 1 — 24)(log(1 — 2))]

n -
i=1

o () (2]

Para mais informacdes, ver em [6, 10].

e € dada por

2.3 FAMILIA ODD LOG-LOGISTICA

Desenvolver uma nova distribuicdo baseada em uma ja conhecida € uma pra-
tica comum em estatistica. Dessa forma, a familia odd log-logistica pretende agregar flexibili-

dade as distribui¢des conhecidas e a0 mesmo tempo permitir facil interpretacao [18, 57].

2.3.1 Definicoes

O método da familia de distribui¢des odd log-logistica (OLL-G) gera uma
nova distribui¢do a partir de uma distribuigio base GG(x), em que acrescenta um novo pardmetro
a > 0, ao modelo existente. Observa-se que o parametro « representa, o quociente do loga-
ritmo da distribui¢do gerada com a distribui¢do base. Assim, as funcdes fdp e fda dessa nova
distribuic@o respectivamente f(z) e F'(z) sdo construidas a partir do novo pardmetro inserido.
Logo, a fdp é dada em (2.1) e a fda em (2.2) [60, 18, 16],

_ ag(z) {G(@) [1 - G(2)]}*

x 2.1
o {G@)+ 1= G)"Y =y
€
& ate! G(x)~
Fle) = /0 e = e@e 1 e &2
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em que o e G(z) sdo dados por

Lol B
m G(x)=1-G(z).

Além disso, a funcdo de risco da nova distribui¢do € dada por

[ =

_ ag@) Gt
G(z) [G(x)* = G(x)°]

Ao obter a nova distribui¢do da familia odd log-logistica, é possivel simular

h(z) = 2.3)

dados, por meio da funcdo quantilica, isto é,

$=QG< UI/Q >,
(1—u) + oy

sendo ¢ a funcdo quantilica da distribuicdo base G(x), U uma varidvel aleatéria que segue

distribui¢do uniforme no intervalo (0,1). Além disso, a funcdo de log-verossimilhanc¢a para esta

generalizacdo para v = (a, £T)T, em que & € um vetor de parimetros, é dada por,

ly) = rloga+ Zlog[g(xl, (a—1) Z{log (::&)] + log[l — G(xi; )]}
e\ (xuf)a
2 3 (op{Gs &) + 1 Gl }}+;1og{ )

em que r representa o nimero de falhas e g(x) a fdp da distribui¢do base G. Assim, o vetor

escore U (-y) é encontrado derivando-se /() em rela¢do aos pardmetros.

2.3.2 Estudos Relacionados

Foi proposto por [15] uma generalizac¢do da distribuicao Weibull, na qual ob-
servou a familia odd Weibull, mostrando a relagdo da fda da distribuicio Weibull com sua
inversa, além da aplicacdo e do cédlculo da verossimilhanga. J& [26] fizeram uma extensiva
revisdo da generalizacdo da familia log-logistica, além de uma aplica¢do. A distribuicao odd
log-logistica Weibull modificada foi proposta por [60] que além de aplicacdes, obtiveram pro-
priedades matematicas da distribui¢do, determinaram a fun¢do de maxima verossimilhanga e
um estudo de simulacdo. Observa-se que [16] propuseram a distribui¢do odd log-logistica half-
normal generalizada. Além disso, [18] fizeram uso da familia odd-log logistica e estudaram as
extensOes das distribui¢des Weibull, Fréchet, half-normal generalizada, log-logistica e lognor-
mal. Na mesma linha, [57] propuseram a distribuicdo odd log-logistica gamma generalizada
(OLLGG) obtendo-se propriedades como a fun¢do geradora de momentos, momentos ordina-

rios e incompletos dentre outras.
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2.4 SIMULACAO DE MONTE CARLO

Conhecida devido a mesas de cassino chamadas de mesas de Monte Carlo, é
muito utilizada em estatistica para simular dados, como por exemplo, quando o objetivo é com-
preender melhor certa distribui¢do estudada. Outras dreas como economia, fisica, engenharia,
area de finangas em geral, dentre outras também utilizam a simulagdo de Monte Carlo.

Para simular dados utilizando a simulacdo de Monte Carlo a partir de uma

distribuicdo definida, € necessario seguir 0s passos:
¢ Estabelecer o tamanho da amostra;
* Gerar valores pseudo-aleatdrios para a distribuicéo uniforme, X ~ U(0,1);
* Determinar a inversa da fda da distribuicao que estd sendo estudada;
* Estabelecer os parametros da distribuicao;
* Encontrar os valores pseudo-aleatdrios para a inversa da distribui¢ao;
* Estimar os parametros pelo método de méxima verossimilhanca;
* Replicar o processo da simulacdo de Monte Carlo k-vezes;
* Calcular a média e as estatisticas adequadas.

Apés [1, 18, 28, 33, 51, 60] proporem suas respectivas distribuicoes, reali-
zaram estudos de simulacdo para verificar se 0 modelo € adequado, ou seja, se conforme o
tamanho da amostra aumenta, mais proximo os parametros estimados ficam dos parametros

verdadeiros.

2.5 DISTRIBUICAO BURR TIPO XII (BXII)

Irving W. Burr em 1942 propds um sistema com doze equagdes diferenciais
[9]. A 12° distribuic@o de Burr, abreviada para BXII, € considerada uma distribui¢cdo flexivel
ao ajustar dados, principalmente devido as funcdes de risco, sendo comumente utilizada para

estudar dados de sobrevivéncia [49].

2.5.1 Definicoes

A fdp da distribuicdo BXII, com pardmetros de forma ¢ > O e k > O e
parametro de escala s > 0 € denotada por

g(x) =cks™© [1 + (E)c} - e (2.4)

S
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Figura 2.3: Funcao densidade de probabilidade para a distribuicao BXII.
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Fonte: Autora.

em que 0 < = < oo [63, 50, 49]. A Figura 2.3 mostra as principais formas que a fdp pode
assumir.

Uma das caracteristicas da distribui¢do BXII € que a fda pode ser escrita de
forma fechada, o que facilita na obten¢do da fun¢do de verossimilhanga para dados censurados

(descritos na Secao 2.1.4), e pode ser expressa respectivamente por

Glz)=1-— [1 + (fﬂ - 2.5)

s
As fungdes de sobrevivéncia e risco correspondentes a varidvel aleatéria X

que segue distribuicdo BXII sdo, respectivamente, representadas por

Se(x) = [1 + (g” - 2.6)
© zye—1
o) = <5 ) 2.7)

s+ (O)T

Observa-se que a funcao de risco (2.7) assume as forma decrescente, unimo-
dal e constante, sendo assim, uma alternativa para as distribuicdes log-logistica (LL) e log-
normal (LN), pois é uma op¢ao para modelar a fun¢do taxa de falha moné6tona [63], e a unimo-
dalidade que ocorre com frequéncia na 4rea de confiabilidade e em estudos biolégicos. Além
disso, a distribuicao LL € um casos especial da BXII [49, 51]. A Figura 2.4 mostra diferentes

formas da funcao de risco para a distribuicao BXII.



Figura 2.4: Fung¢do taxa de falha para a distribuicao BXII.
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2.5.2 Propriedades matematicas

Ao analisar a primeira derivada da func¢do de risco igual a zero hy(z) = 0,

para x > 0, tem-se:

* ¢ < 1: Como hg(x) < 0 entdo he(x) € decrescente.

* 0 < ¢ < 2: A fungdo taxa de falha pode ser considerada aproximadamente constante,

dependendo do parametro s.

* ¢ > 2: A func¢do taxa de falha atinge um maximo e decresce, em que o pardmetro s

determina o alcance da fun¢do de risco.

Para ¢ > 1, a fun¢do de risco é unimodal. Observa-se que hg, (z*) = 0 tem-se
que c—1—(Z)" = 0. Logo, o ponto critico é dado por #* = s(c—1)+. Além disso, h(z) — 0

(c=1) 14

quando x — 0 ou z — oo [63]. A moda é igual a x = s[(ckﬂ)]z, e tem formatoem L se ¢ = 1

[49].

Por fim, se ck > n tem-se que n € o n-€simo momento préximo de zero,

assim a esperanca de X ¢ dada por,

E(X") = p,=s"kB(k—nc ' 14+nct),

em que B(.,.) é a funcdo beta [49].
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2.5.3 Funcao de verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanga para dados censurados a direita para

; = min(X;, C;) é dada por
sk =0 T2 (0 (2)) [0+ (2)) )

desta forma, a fun¢do log-verossimilhanga € representada por

fek,s) = rlogh+rloge—(k+1) Y log[1+ (2] )+ log (xsl)

1€EF i€EF

—k;log [1 + (%)c] )

oL ot oL

T,
O vetor escore U = (§£, 5&, 24)° 6 denotado por

c.ks) f_(kH)Z(%)ClOg(%)+Zbg<%>

Jc c e F (1+ (%)) ieF
oy () (2)
T

%}f,s) = %—;log 1—1—(%)6}—;10%[1"‘(%)6]’

ol(c, k,s) w$s~ () e 265
——— = ck+1)) et ) e
o 2 ET s R @]

2.5.4 Estudos Relacionados

Em [69] foi estudada a BXII com dois parametros, com o objetivo de construir
os intervalos e as regides de confianca para a distribuicdo considerando censura tipo II progres-
sivamente aumentando o nimero de observagdes censuradas, [68] estudaram a estimacao dos
parametros da distribuicdo BXII de dois pardmetros por maxima verossimilhanga para ajus-
tar conjunto de dados. Também para a BXII com dois parametros [38] apresentaram algumas
propriedades estatisticas como quantis, momentos, funcdo geradora de momentos, momentos
condicionais, curva Bonferroni e Lorenz, estatistica de ordem além da caracterizagdo baseada
nos momentos condicionais.

Observa-se em [70] que partindo-se da distribuicdo BXII de dois parametros,
pode-se determinar a distribuicdo BXII de trés parametros. Dessa maneira o modelo torna-se
mais flexivel que a distribui¢do log-normal e permanece com as vantagens computacionais da

distribuicdo log-logistica.
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Em [49] antes de iniciar um estudo sobre extensdes da distribui¢io BXII,
foi feita uma revisdo das caracteristicas da distribuicao BXII, caracteristicas da funcdo de risco,
além de apresentar propriedades da distribuicdo. Além disso, estudaram a estima¢do da mdxima
verossimilhanga da distribuicao BXII, apresentando um algoritmo usado para a implementagao
e diversos exemplos numéricos que permeiam as caracteristicas deste modelo, como os limitan-
tes para as distribui¢cdes Weibull e Pareto foi estudada por [62].

Em relacdo as generalizacdes da distribui¢cdo BXII, foram realizados diferen-
tes estudos como [1] que estudaram a extensdao de quatro parametros chamada Marshall-Olkin
Burr XII. A extensdo para a BXII utilizando série de poténcia chamada familia BXIIPS foi estu-
dada por [19]. Em relacdo a distribuigdo BXII com sete parametros, [21] realizaram uma anélise
tedrica extensiva da nova distribui¢ao. Observa-se que [25] analisaram a extensdo Burr XII Burr
XII chamada de BXII-BXII, ja [28] estudaram as extensdes Zografos-Balakrishnan Burr XII,
Risti¢-Balakrishnan Burr XII e a Weibull Burr XII. As distribui¢des BBXII, log-BBXII e KwB-
XII foram propostas por [49]. Ainda, [65] prouseram a distribuicdo Poisson exponenciada da
BXII. Em relacdo a uma extensdo de quatro parametros, [30] propuseram a distribuicdo ge-
neralizada Marshall-Olkin Burr-XII estendida chamada de GMOBXII. Ja [33] propuseram a
distribuicao Burr XII modificada.

2.6 REGRESSAO DE LOCACAO

Diversas pesquisas cientificas tem o tempo de sobrevivéncia sendo afetado
por varidveis explicativas. Um exemplo em epidemiologia, € o tempo de um individuo se in-
fectar até evoluir para um caso grave de COVID-19 (coronavirus disease 2019), em que essa
resposta pode depender de fatores como idade, peso, comorbidades e assim por diante. Assim,
incluir covaridveis ao modelo pode ser uma ferramenta importante para explicar de maneira
mais adequada a varidvel resposta. Desta forma, estudar modelos que levam em consideracio
a influéncia de covaridveis tem relevincia na andlise de sobrevivéncia podendo este ser desen-
volvido a partir do estudo de regressdo. Dentre eles o modelo de regressdo de locacdo [39]
¢ amplamente estudado, frequentemente em pesquisas clinicas, mas também na engenharia,

hidrologia e andlise de sobrevivéncia [55, 64].

2.6.1 Definicoes

Para determinar um modelo de regressdo paramétrico de locacdo a partir de

uma varidvel aleatéria Y no intervalo de (—oo, 00), utiliza-se a seguinte equagio

f(y)zég(y_“), —00 < y < 00, 2.8)
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em que —0o < pu < oo e o > 0 sdo os respectivos pardmetros de locagdo e escala e g(.)
representa a fdp de uma distribui¢do base. Para isso é necessdrio considerar uma transformagao
da varidvel aleatéria Y = log(X), no qual X € a varidvel aleatéria de uma distribui¢do base,
sendo necessdrio utilizar o método do Jacobiano [31, 40], para que Y ~ log(X). Assim, a
equacao (2.8) representa a fdp da varidvel aleatéria Y. Além disso, a fda da distribuicdo é dada

por

F(z)= / g(w)dw =1— Sg(z2), (2.9)
no qual, z = (y — ) /0, Sg(z) é a fungdo de sobrevivéncia da distribui¢do base aplicada em z,
ou ainda F(y) = G [y — /o] [39]. Observa-se que para u = 0 e 0 = 1, encontra-se a forma
padrdo da distribui¢do. Logo, o modelo de regressao linear para a varidvel aleatéria Y € dado
por

yi =X B+ o0z = pu(x) + oz, i=1,..,n,

em que x;1 = (1, ..., 7;,) Tepresenta a matriz de covariaveis, 3 = (i, .., 3,)7 representa o
vetor de parametros desconhecidos que devem ser estimados, o € o parametro de escala e z;

representa os valores observados da varidvel aleatoria que assume distribuicdo log-G padrao.

2.6.2 Estudos Relacionados

O modelo de regressao de locagdo descrito em [39] foi aplicado em diversas
distribui¢Oes base, como os modelos log-gama generalizado dentre outros. O modelo log-beta
half-normal generalizado (LBGHN) foi estudado por [56], em que além da aplicacdo em con-
junto de dados, obteve-se algumas propriedades matemadticas. Ja [48] também encontraram
propriedades como a fun¢do geradora de momentos, além da estimacdo dos parametros via a
maxima verossimilhanga para o modelo log-/3-Birnbaum-Saunders (LSBS).

A distribuicdo gama exponenciada generalizada (EGG) e também o modelo
de regressdo log-gama exponenciada generalizada (LEGG) foram propostos por [32]. Ainda,
[64] propuseram dois modelos de regressao log-gama-Weibull e log-gama-logistica, e [31] es-
tudaram propriedades dos modelos log-gama-Weibull e log-gama-logistica.

A andlise de residuos, simulagdes e aplicacdes foram estudadas por [55] para
a distribuicdo log-odd log-logistica half-normal generalizada (LOLLGHN). Por fim [57] estu-
daram o modelo log-odd log-logistica gamma generalizada (LOLLGG).

2.6.3 Modelo Log-Burr XII (LBXII)

Sabendo-se que a distribuicao BXII tem como caso especial a distribui¢do log-
logistica (LL) e € uma distribui¢do muito utilizada em pesquisas clinicas, aplicar o modelo de
regressdo de locacdo pode ser uma alternativa vidvel para o estudo da influéncia de covaridveis

no tempo de falha. Assim, o modelo de regressdo log-Burr XII (LBXII), refere-se a regressao
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do tipo locagdo [63] sendo apresentado nesta subsecao.

Defini¢oes do modelo LBXII

Seja X uma varidvel aleatdria que segue distribuicio BXII com parametros
¢,k e s. Fazendo-se a transformagdo Y = log(X), além das reparametrizagdes ¢ = 1/0 e

s = exp (i), a fdp da varidvel aleatéria Y ~ LBXII, é dada por,

k y—u\]"Y  y—u
flysk,o,pn) = = [1 + exp <T>} exp (T) —00 <y < oo, (2.10)

emquek > 0,0 >0e —o0 < pu < oo. Além disso, a fda e a func¢do geradora de momentos

(fgm) sdo, respectivamente, dadas por

—k
F(y;k,o,n)=1— [1+exp (%)] (2.11)

My(t) =ks'B [k —tc ', 1+tc '], se  kc>t.

Observa-se que o modelo pode ser escrito como um modelo log-linear, Subse¢do 2.6.1, ou seja

Y = u(x) + 0Z, em que a varidvel aleatéria Z tem densidade dada por
f(2) = k1 +exp (2)] "V exp (2),

sendo, k > 0, z = (y — p(z)) /o e —oo < z < co. Para as n observagdes da amostra aleatdria
(y1, 1), (Y2, 22), oy (Yn, Tn), €m que, y; sd30 as observacdes de uma varidvel aleatéria Y, e z;
representam as correspondentes covaridveis dos dados, a funcao log-verossimilhanca para dados

censurados assume a seguinte forma,

(B™'s. ko) = rlog(k) — rlog(o) + 3 Y log[l +exp(z)] — kY log[L + exp(=)].
i€F  ieF ieC
em que r representa o nimero de falhas. A Figura 2.5 apresentam as principais formas que as

fun¢do densidade do modelo de regressdo das distribui¢cdes LBXII.

2.6.4 Estudos Relacionados ao modelo LBXII

O estudo desenvolvido em [49] faz uma revisdo dos principais pontos do mo-
delo de regressao LBXII, pois 0 mesmo € um caso particular do modelo proposto pela autora.
A regressao LBXII foi amplamente estudada por [63], em que para estimar os parametros do
modelo de regressao de locagdo para a distribuicao BXII efetuou-se uma andlise cldssica, Baye-

siana e jackknife. Além disso, propuseram a simulacdo de dados com o intuito de comparar
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Figura 2.5: Fung¢do densidade de probabilidade da distribuicdo LBXII.
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as performances dos modelos log-logistico (LL) e LBXII, além de fazer andlise de residuos e

aplicar a um banco de dados.

2.6.5 Analise de residuos

A anélise de residuos é realizada como uma maneira de verificar se o ajuste
do modelo ¢ adequado aos dados. Sabendo disso, existem vérias formas de encontrar os re-
siduos de um modelo, para identificar possiveis outliers, se o ajuste realmente € adequado ou
se € necessario realizar modificagdes no modelo. Os principais residuos estudados em andlise
de sobrevivéncia sdo os residuos de Cox-Snell [20], os residuos padronizados [13], os resi-
duos martingale [24], os residuos deviance modificado [12, 67], caso-delecdo [14], etc. Nesta
dissertagcdo o foco serd nos residuos martingale e deviance modificado.

Os residuos martingale [24] sdo uma modificacdo dos residuos Cox-Snell,
muito utilizados quando o conjunto de dados vem de processos de contagem, para estimar
o ndmero de falhas em excesso que ndo foi predito pelo modelo e para verificar se alguma

covaridvel necessita de transformacdo ou da inclusdo de um termo quadratico etc, ¢ dado por

A

ru, = 0; + log[S(y;, )],

~

sendo J; o indicador de censura e S(y;, #) a fun¢do de sobrevivéncia estimada.
Verifica-se que quando os residuos muito assimétricos é possivel realizar um

refinamento na obtencdo dos residuos, chamado de residuo deviance modificado [12, 67] que é
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dada pela seguinte expressao
rp, = sinal (ri,){—2[ry, + 8 log(6; — rig) Y2,

Ao comparar o residuo deviance modificado com o residuo martigale, observa-
se que o primeiro tende a ser simétrico em torno de zero, devido ao seu maior refinamento,
fazendo-se a detec¢do de pontos atipicos de forma mais assertiva.

Se o ajuste do modelo € adequado, pode-se construir o grafico dos residuos
versus os valores ajustados ou seu indice, que é uma forma simples e eficaz de detectar a ade-

quabilidade do modelo de regressdao permitindo verificar a existéncia de outliers.

2.6.6 Envelope simulado

O envelope simulado € um grafico de probabilidade com duas bandas e é
utilizado para verificar se o0 modelo é adequado aos dados. O envelope simulado foi proposto

por [7], e para obté-lo deve-se seguir os seguintes passos:

1. Encontrar o valor esperado, e ordenado

E(Zy) = ¢~ (;;—i//i) ,

que € o valor esperado da i-ésima estatistica de ordem e ¢ € a funcdo de distribuicao

acumulada da normal padrao;
2. Gerar n observagdes y; ;3
3. Ajustar os dados obtidos no item anterior, sem mudar as varidveis preditoras;
4. Calcular os residuos para o item anterior e coloca-los de forma crescente;
5. Repetir os trés itens anteriores m vezes (m = 19, de acordo com [7]);
6. Inserir os valores obtidos no item 1, ou seja, colocar no grafico E(Zm, t[i]);
7. Inserir no grafico na banda superior os valores méximos obtidos dos residuos;
8. Inserir no gréfico na banda inferior os valores minimos obtidos dos residuos;

Para mais informacdes, consultar [7, 23].

O trabalho segue com a introdu¢do da distribui¢do proposta neste estudo, que
tem como distribuicdo base a BXII, chamada de distribui¢ao odd log-logistica Burr XII (OLLB-
XII), tendo por interesse aumentar a flexibilidade da fun¢do taxa de falha, o que auxiliaria na

aplicagdo do modelo em diferentes bancos de dados.
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3 A DISTRIBUICAO ODD LOG-LOGISTICA BURR TIPO XII (OLLBXII)

Acrescentar um parametro para distribui¢des existentes pode ser muito inte-
ressante, pois as propriedades desta nova distribuicdo podem ser estudadas por meio dos resul-
tados da distribuicao base, além de ser possivel utilizar a mesma para verificar se o novo modelo
desenvolvido se adequa melhor ao ser aplicado a um banco de dados.

Com o que foi visto nas Sec¢des 2.3 e 2.5, é possivel utilizar a distribuicao
BXII como base para obter uma nova distribui¢ao ao acrescentar um novo parametro . Assim,
a nova distribui¢do apresentada neste capitulo serd chamada Odd Log-Logistica Burr XII ou
X ~ OLLBXII(c, k, s, «) ou distribuicdo de OLLBXII. A fda da nova distribui¢io é dada por
(3.1) e é calculada substituindo-se (2.5) em (2.2)

IEIEONN

- T e

em que x > 0 representa o tempo até o evento de interesse, c € k > 0 s@o os parametros de

F(z) = 3.1)

forma, s > 0 € o parametro de escala e &« > 0 € o parametro extra de forma. Observa-se
que ao considerar &« = 1 obtém-se a distribuicdo BXII. Derivando-se a fda da OLLBXII em
relacdo a x, ou utilizando-se a férmula (2.1) e substituindo-se por (2.4) e (2.5), obtém-se a fdp
da distribuicio OLLBXII que é dada por

o) acks™[1+ (27" et {(1- 1+ ()77 [12+(§)c]k}a_1 a2

H F @7 0@
~ana (38 f)c Hoorof
5 {[[1+(§)C} —1] +1}2 |

S

)—l

CﬂlH

As Figuras 3.1 e 3.2 exibem as principais formas da fdp da nova distribuicdo, destacando-se as
formas decrescente unimodal e bimodal, essa tltima forma que nao ocorria com a distribui¢ao

BXII. A funcdo de sobrevivéncia corresponde a (3.1) e (3.2) é dada por

zyc1—ak
+ ()] | 33)

A func¢do de taxa de falha dada em (3.4), pode assumir diferentes formas,

conforme apresentado pela Figura 3.3, que exibe as principais formas dessa funcio,
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S

T {7 @7

oy = RO e -1

(3.4)

Figura 3.1: Fun¢ao densidade de probabilidade para a distribuicaio OLLBXII.
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Figura 3.2: Fun¢ao densidade de probabilidade para a distribui¢io OLLBXII.
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Figura 3.3: Fung¢do taxa de falha para a distribuicdo OLLBXII.
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4 EXPANSOES PARA AS FUNCOES DENSIDADE E ACUMULADA

Quando se propde uma nova distribuicao € importante estudar as principais
propriedades matemadticas relacionadas com a média, variancia, assimetria e curtose. Observa-
se que [18, 45, 49, 50, 51, 60], dentre muitos outros autores, propuseram novos modelos aos
quais calculou-se as principais propriedades. Com base nestas informacdes, este capitulo con-
tém os momentos ordindrios e incompletos e a funcdo geradora de momentos referentes a dis-
tribuicio OLLBXII. Assim, primeiramente, realizam-se algumas expansodes da fdp e fda neces-
sérias para esta andlise.

A familia de distribui¢des G-exponenciada (EG) também chamada distribui-
¢d0 Lehmann tipo I para uma base qualquer G(x), segue distribuicdo EG(v)), desta forma a fda

e a fdp pode ser escrita, para ¢ > 0, respectivamente como

Hy(r) = G(2)" e hy(x) =vg(z) Glz)"™

Para a familia EG a fda de G elevada a pode ser escrita como série de poténcia

da seguinte forma,

Glo)" = 3 aiG(o)’
st =S () ()

além disso, pode-se reescrever [1 — G(xz)]” por meio da expansdo binomial da seguinte forma

1-ae = 0§

1=0

Assim, a fda de F'(x) pode ser escrita em fungdo das expansdes de G(z),

_ Zzo a;,G(x)’
o) = S= bty

no qual b; = a; + (—1)° (‘;) que pode ser reescrito como,

F(z) = Z d;G(x)",
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sendo, '
di = bal <&i — bal Z brci_r) .
r=1

Por fim a fdp € dada por,
f(z) = Z dit1hit1 (),
=0

em que h;1(x) = (i + 1)g(x)G(z)". A distribui¢do G-exponenciada € utilizada para expandir
novas familias de distribuicdes odd log-logistica em [18, 60], além de diversas outras distribui-
coes [29, 42,43, 44, 47, 53].

Desta forma, para encontrar uma expansdo para (3.1) se faz uso de uma ex-

pansdo em séries de poténcia na fda da distribui¢ao BXII isto &,

(-0 0T 22 () O -1 @

Jj=t

Para a expansdo binomial generalizada em que v > 0,

{1 - {1 -1+ (%H _k}}a — i(—l)i (?) {1 -1+ (EH _k} 4.2)

1=0

Assim, substituindo-se (4.1) e (4.2) em (3.1), tem-se

Flz) = & 1=k "
AEOIN
T S0 () ner ()

A propor¢ao das duas séries de poténcias pode ser expressa como

Flz) = gdi {1 _ [1 + (%)] k} 4.3)
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em que os coeficientes d;’s (para ¢ > 0) determinados pela equacio

d; = by <ai — by Y b di_,,> .
r=1

Utilizando-se a equagdo (4.3), a fdp de X pode ser escrita como

flz) = Z di1 hiyi(z), (4.4)
i=0

em que,

hiyi(x) = (i+1)cks “a“! [1 + <§)T - {1 - [1 + (%)T _k}i7

¢ a fungdo densidade da distribuicao Burr XII exponenciada (EBXII) com parametro de poténcia
(i +1).

Além disso, utilizando-se novamente a expansao binomial em
{1 — [1 + (f)c] }i, a fdp (4.4) pode ser reescrita como segue

flz) = idiﬂ (i—i—l)ckx_l (%)C [1+ (%)C}kl i (~1) (;) [1+ (f)t:}kp

=0 p=0

- i i dipr (i 4+ 1) (=1)P cka™ (%)c [1 + (g)c} ket [1 n (%)C] —kp

1=0 p=0

= i i diy1 (i +1)(=1)P %ckxl (%)C [1 + <§)c} hE

p=0 i=p

= > wyglz;s,k(p+1),0), (4.5)

p=0

no qual, w, = Y7 dit1(i + 1) (;) (;Tl)lp e g(x;s,k(p+ 1), c) representa a fdp da distribui¢do
BXII. A equacdo (4.5) revela que a funcio densidade de X € uma combinacdo linear das densi-
dades da distribuicao BXII. Portanto, algumas propriedades estruturais da distribui¢io OLLB-

XII pode ser derivada de propriedades bem estabelecidas da distribuicao EBXII.

4.1 PROPRIEDADES MATEMATICAS

Os momentos s@o usados para calcular tendéncia, dispersdo, assimetria e cur-
tose, entre outras caracteristicas da distribui¢do estudada. Por esta razdo, nesta se¢ao, 0os mo-

mentos ordindrios, incompletos e a fung¢do geradora de momentos sao apresentados.
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4.1.1 Momentos Ordinarios

O n-ésimo momento ordindrio da varidvel aleatéria X pode ser calculada
o0 N ~ - s
como ! = E(X") fo 2" f(x) dz. Utilizando-se a expansdo (4.5), é possivel calcular os

momentos que sao apresentados da seguinte forma,

iwpk (p+1) /Ooo 7 (g) [1 + (f)} e (4.6)
p=0

em que c k > n. Resolvendo-se a integral em (4.6), o n-ésimo momento da distribui¢do OLLB-

XII € escrito por
pr kE(p+1)Bk(p+1)—nctnct+1). 4.7)

Pode-se notar que os cumulantes (x,,) de X podem ser calculados a partir de

(4.7) usando-se a seguinte expressao

n—1 n—1
!/ !/
Kn = Wy, — Z (7’ - 1) Ky fhyy—ps
r=1

em que, Ky = f1y, k2 = iy — (14)% kg = py — 3 gy py + 2 (1), wa = ply — Ay 1 — 3 (15)* +
12 iy (14)? = 6 (11y)*, ete.

A assimetria y; = K3/ mg/ ? ¢ curtose Yo = k4 /K3 sio medidas que podem ser
calculadas a partir do terceiro e quarto cumulantes padronizados usando essas relagdes. Gréficos
das medidas de assimetria e curtose para algumas escolhas dos parametros ¢, k e s em fungdo

do pardmetro « sdo exibidos na Figura 4.1 (a) e (b), respectivamente.

4.1.2 Momentos Incompletos

O n-ésimo momento incompleto de X pode ser calculado como T, (t) =
fot 2" f(x) dxr, novamente usando a expansio (4.5), o momento incompleto pode ser escrito

como,

T,(t) = iwpck(p—l— 1) /Ot "t (%)C [1 + (%)C} S dx

= prg<x757k(p+ 1)70)7

p=0
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Figura 4.1: Medidas de assimetria e curtose para a distribuicdo OLLBXII, com pardmetros
s =3.5,k=25,c=1.5e auma sequéncia entre 1.1 e 10.1.
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observa-se que, 0 momento incompleto da distribuicdo BXII [28, 65] é dado por T,,.px/(t) =

5"k Bgejge 4 4e (k —nctn c !+ 1), desta forma os momentos incompletos é dado por

T.(t) = pr s"k (p + 1) Bseyse rie(k(p+1) —nc tnet +1). (4.8)
p=0

4.1.3 Funcao geradora de momentos
A funcdo geradora de momentos (fgm) pode ser calculada por

M(t)=E [i @] -~ i(tiE[X”],

n! n!
=0 i=0

e verificando-se que a expansdo obtida da fdp na secfo anterior £(X") pode ser escrita como

E(X") = > wiE(X{}1)0)- Portanto, fgm para a OLLBXII pode ser escrita como
i=0 ’ ’

o0 tn oo o
M) = Z ol wp (X k(p1),c) = ZWPMP-H(t)a
n=0 " p=0 p=0

em que M,,(t) é fgm da distribuicdo BXII(s, k(p + 1), c). Assim, considerando-se a repre-
senta¢do da fgm dada por [51, 50] para BXII e a integral definida em [58], para m e k(p + 1)
inteiros positivos, a fgm da distribui¢do OLLBXII é dada por (4.9)
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. , m m
M@t) = m> wl (—st, T 1 —k(p+1)— 1) ,t<0, (4.9)
n=0

"k(p+1)

sendo ¢ = m/k(p+1) e assumindo m inteiros positivos. A fun¢do especial I pode ser resolvida

usando a integral definida em [58] como,

m

I = [(—st, K+ D) —1,k<p+1),—k(p+ 1)—1> =

o0 m 1 m _k(p""]-)_l
= / exp(stz) rFr+D "~ [1 + xk(pﬂ)}
0

dx

m 1

[k(p + D" 2
2m)m=D2T (k(p+1) + 1) (—st)™/kp+D)

X

G kKer) k@iD+m (CA(m =gl ) Alk(p+1),—k(p+1))
E(p+1)+m  k(p+1) A(k(p+1),0)

mm
(=st)™ )’
emque G, F "1™ (:]-) é a fungdo G-Meijer para A(k,a) = a/k,(a + 1)/k,...,(a + k)/k,
[50, 58].
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5 ESTIMACAO E INFERENCIA

5.1 CONJUNTO DE DADOS NAO CENSURADOS

Observa-se que para os dados ndo censurados, considera-se apenas o conjunto
F' dos tempos de falha. Assim,

L ‘
ek, s,a) = rloga Zlog {C ka] +Zlog{ }

ieEF i€l

sendo, z; = z(z;) = 14 (&)°.

5.2 CONJUNTO DE DADOS CENSURADOS

Virias abordagens para estimagdo de parametros sao propostas na literatura,
sendo que o método de mixima verossimilhanca ¢ uma alternativa frequentemente utilizada,
pois o estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) tem importantes propriedades que per-
mitem calcular o intervalo de confianga, além de realizar diferentes testes estatistico. A te-
oria de grandes amostras para essas estimativas fornece aproximacgdes simples que funcio-
nam bem em amostras finitas. Se X segue a distribuicdo OLLBXII com vetor de paradmetros
~ = (¢, k, s,a)T, o logaritmo da fungdo de verossimilhanga considerando  uma tnica obser-
vacdo x de X é dada por (5.1)

ey kys,a) = 7 [log(a) +log(c) + log(k) — ¢ log(s)]

+(c—1) Zlog(xi) + (a + %) Zlog (1—2)+(a—1) Zlog(zi)

ieF i€l i€F
—2210gz + (1 — z) —i—ozZlogl—zl

el 1eC
+) log [ + (1 — 2)7], (5.1)

iceC

ko ~
sendo, z; = z(x;) = 1 —[1 + (x;/s)]”", r é o nimero de falhas, C' e I’ sdo grupos de observa-
coes censuradas e ndo censuradas respectivamente.
T .
oL, o 2L 5L)" sdo dados por,

Os componentes do vetor score U = (W ot 9t ot
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j) log ( ) E(a+1)(1 — 2)
(1 )( 1/k) |: 2 - (Oék’ + 1):|

(=)' ="V —z) |
(== =17 +1

o 3 () o (2)° ”[(1—&) — 1 ”<1—zz->1] - 1] ,

(1—z) 1" +1

dc

ol r _ log(1 — z;)(=1/#)
ot r_ log(1 — 2)VR & (o i
5% p o a Z og(1— z) +(a—1) Z = o)

ieF ieF
[ (a=1) 1 1
[(A—2) 1" (1 —=z)
—2« log(1 — z)(=/k) 1
; i [(1—2z)t—=1]"+1 |

o e ke g D) 0]

ds S S k) o z(l—z)
2kca AN up @ =z) [ = z) =)V
L ;(?) <1_Zi)(/)[ (1—z) -1 +1 _1]
kca AN e | =27 —2) =Y
+2 ;(;) (1—zi)</>[ e —1],

(L= ) = 1] log[ (L= )" = 1]
—QZlog(l —z)+ [(1—2z)1— 1]0‘ +1

1[(1—z)t=1]*log[ (1 — %)t —1
+22010g(1—21)+§[( E<1_Zl])1 f[g]a—l—l) ]

O EMV ~ da ~ é obtida por meio da solugio da equagio ndo linear U, = 0,
Us =0,U; =0e U, = 0. Pode-se notar que estas equagdes ndo podem ser resolvidos anali-
ticamente e um software estatistico pode ser usado para resolve-las numericamente. Estimagao
de maxima verossimilhanca para o vetor parametro v pode ser implementado numericamente
através da maximizagdo do logaritmo da funcédo de verossimilhanga ¢(+) = log L(-y) dada por

(5.1) utilizando-se o software estatistico R.
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Para a estimacgdo do intervalo de confianca e do teste de hipoteses dos para-
metros em -y, requere-se a matriz de informacao da unidade observada J = J(v) = {j.s}s
em que os elementos sdo j, (para 7,5 = ¢, k,s,a). Sob condi¢des de regularidade o valor
normal multivariado aproximado N, (0, n~'J(7)~!) pode ser usado para construir o intervalo de
confianga aproximado para os pardmetros do modelo.

O teste de razdo de verossimilhanga (RV) € utilizado para comparar a nova
distribuicdo com alguns modelos especiais. Por exemplo, pode-se usar a estatistica RV para
checar se o ajuste usando a distribuicio OLLBXII € estatisticamente "superior" para ajustar a
distribui¢do BXII para um conjunto de dados. Considerando a parti¢do v = (v{,74)7, o teste
de hipétese do tipo Hy : v = 7%0) versus Hy : vy, # %0) pode ser realizado usando a estatistica
RV w = 2{{(7) — £(7)}, em que 7 e 7 sdo estimados de - sob H; e Hy, respectivamente. Sob
a hipétese nula Hy, w KN xi, em que ¢ ¢ a dimensdo do vetor parametro de interesse ;. O teste
RV rejeita Hy se w > £+, sendo que £y denota o valor superior 1007% da distribuicao xi-
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6 ESTUDOS DE SIMULACOES

Quando novas distribui¢des s@o propostas, é importante estudar o comporta-
mento dos estimadores dos pardmetros, e uma alternativa passa a ser o estudo de valores si-
mulados da distribui¢do. Desta forma, um dos métodos utilizados é o método de Monte Carlo,
estudado por [1, 18, 28, 33, 51, 60].

Neste capitulo realiza-se um estudo de simulacdo de Monte Carlo para avaliar
o comportamento da amostra finita das estimativas de s, k, c e . Os resultados obtidos a
partir de 3.000 replicagdes de Monte Carlo das simulacdes sdo calculados usando o software
estatistico R. Em cada replicacdo, uma amostra aleatdria de tamanho n € retirada da distribuicao
OLLBXII(s, k, ¢, &) e os parAmetros sdo estimados pelo método da méaxima verossimilhanca.
A variavel aleatéria X € gerada usando o método de inversdo. As estimativas das médias dos
quatro parametros do modelo, a raiz quadrada dos erros quadraticos médios correspondentes
(REQMs) e os erros padrdes (EP) para os tamanhos de amostra n = 30, 100, 200 e 500 estao
listados nas Tabelas 6.1, 6.2, 6.3 ¢ 6.4.

Tabela 6.1: Resultado da simula¢do de Monte Carlo: Tamanho da amostra, média estimada dos
parametros, EP e REQMs dos parametros s =4,k =12, c=4,2e a = 5,5.

n =30 n = 100 n = 200 n = 500

Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM
333 0,39 226 3,51 0,17 1,73 3,71 0,09 129 3,91 0,04 0,85
10,82 1,47 8,12 1048 0,57 594 11,04039 558 11,52 0,22 4,94
14,36 4,70 27,66 6,92 0,83 8,78 534 024 3,55 4,57 0,09 2,10
8,26 1,60 9,18 7,71 0,64 6,81 7,10 035 5,19 6,66 0,17 4,00

S o v

Tabela 6.2: Resultado da simulacdo de Monte Carlo: Tamanho da amostra, média estimada dos
parametros, EP e REQMs dos pardmetros s =6,k =1,c=1ea =0,5.

n =30 n = 100 n = 200 n = 500
Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM
s 13,62 3,68 21,46 6,30 1,18 12,3 8,04 0,54 7,83 6,97 0,18 4,17
k 1,22 0,17 094 1,00 0,04 042 1,02 0,02 0,27 1,01 0,01 0,17
&
o

198 042 2,53 1,00 0,10 1,10 1,23 0,06 0,85 1,10 0,03 0,61
0,95 0,20 1,21 0,50 0,08 0,84 0,71 0,05 0,69 0,66 0,02 0,56
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Tabela 6.3: Resultado da simulacdo de Monte Carlo: Tamanho da amostra, média estimada dos
parametros, EP e REQMs dos parametros s = 3, k = 10, c = 0,2 e a = 15.

n = 30 n = 100 n = 200 n = 500
Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM
230 0,19 1,24 2,19 0,11 1,40 226 0,07 128 226 0,04 1,19
11,31 040 2,55 12,17 0,35 4,10 12,39 0,27 4,53 12,67 021 543
0,22 0,01 0,04 023 0,00 0,06 0,23 0,00 0,05 0723 0,00 0,05
14,40 049 2,77 13,67 025 2,80 13,66 0,15 2,56 13,66 0,09 2.45

O o T w

Tabela 6.4: Resultado da simulacido de Monte Carlo: Tamanho da amostra, média estimada dos
parametros, EP e REQMs dos parametros s =4,k =12, c =4,2e a = 5, 5.

n =30 n =100 n = 200 n = 500
Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM Média EP REQM
333 039 226 3,51 0,17 1,73 3,71 0,09 1,29 391 0,04 085
10,82 1,47 8,12 10,48 0,57 594 11,04039 558 11,5202 4,94
14,36 4,70 27,66 692 0,83 878 534 024 3,55 4,57 0,09 2,10
826 1,60 9,18 7,71 0,64 6,81 7,10 0,35 519 6,66 0,17 4,00

S o ™ w

Para calcular os vieses das estimativas dos parametros, utilizou-se a expressao

n

1 ~
3000 2=

viesesy, (1)
em que h = s, k, c, «. A Figura 6.1 apresenta o comportamento dos vieses das estimativas para
diferentes valores dos parametros da distribuicilo OLLBXII, conforme n aumenta, observa-se
que todos os vieses decrescem, em grandezas diferentes.

Nota-se que, em todos os casos, os vieses e os EPs das estimativas de s, k,
c e « tendem a decair para zero quando o tamanho da amostra aumenta, como o esperado.

Pesquisas futuras devem ser conduzidas para obter corre¢des de viés para esses estimadores.
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Figura 6.1: Vieses dos EMVs para os parametros s, k, ¢, « versus diferentes tamanhos da amos-
tra.
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(c) Viesesparas =1,0,k=1,0,c=1,0ea =0,5

Fonte: Autora.
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7 MODELO DE REGRESSAO LOLLBXII

O modelo de regressao como descrito na Secdo 2.6, pode ser obtido para
X ~ OLLBXII(z, ¢, k, s, a), considerando-se a transformagdo Y = log(X). Assim, como o
método do Jacobiano € dado por,

"W (),

fr(y) = ‘

h~(y)
y

entdo, X =¢eve

‘ = (¢¥) = e¥. Logo, tem-se que

cacks(1+5) e {fi -] 0
k] eve\—ka 2 ’
(e o™y

S
Realizando-se as reparametrizagdes ¢ = 1/0 e s = exp (u), tem-se

por e (1)
[1 + exp (%)}7(“1) { [1 — [1 + exp (%)rk} [1 exp (%)T’“}
(- Do )] + Loz}

Logo se X ~ OLLBXII(z; s, k, ¢, ) entdo Y = log(X) ~ LOLLBXII(y; k, i, 0, ). A Figura

7.1 apresenta algumas formas para diferentes parametros da distribui¢io LOLLBXII, mostrando

fr(y) =

eve
SC

a—1

(7.1)

«

sua flexibilidade. Observa-se ainda que para o = 1 tem-se a distribui¢do Y ~ LBXII(y; k, i, o)
e considerando-se « = k = 1, tem-se Y ~ log —logistica (y; i, o).
A fda da distribui¢do LOLLBXII descrita em (2.9) é dada por

(- ovte) ) - owe) |

(1 - [1 + exp (y—;E)]_k>a + [1 + exp (y—;H)}_ka.

F(y) =

Agora considere Z um varidvel aleatéria padronizada dada por Z = (Y —

w) /o, atdp (7.1) pode ser reescrita assim,

e =2 e exp(z)] 4 {1 = 1+ exp()] ] 1+ exp<z>j_k}al,

(1= o ]+ oo )

em que —oo < z < 0o. Com o propodsito de construir um modelo de regressdo log-linear, as
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Figura 7.1: Funcao densidade de probabilidade para o modelo de regressdao LOLLBXII.
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Fonte: Autora.

observacgdes y; da varidvel resposta Y podem ser escritas da seguinte forma
T
yi=x; B+ o0z = pu(x) + oz,

emquei =1,...,n, & = (z1,...,2,)" € o0 vetor de covaridveis, 3 = (f1,...,[5,)" € o vetor
de parametros, 0 > 0, o > 0 sdo os parametros desconhecidos, e por fim . = X3 é o vetor
de parametros de locacdo. Assim, a fun¢do de sobrevivéncia para o modelo de regressdo de

locacdo pode ser escrita como

[1 + exp (%ﬂ e
= [rrow (SEE)T) 1o (2E))

Ressalta-se que, o cdlculo da maxima verossimilhanca para dados com e sem

S(yile) = <

censuras € similar a metodologia utilizada para calcular a maxima verossimilhanca para a dis-
tribuicao OLLBXII.
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8 APLICACOES

Neste Capitulo serd utilizado trés conjuntos de dados que demonstram a fle-
xibilidade e a viabilidade aos quais o modelo OLLBXII pode ser aplicado, € um conjunto de
dados em que estuda o comportamento do modelo de regressio LOLLBXII. Todas as andlise
foram desenvolvidas no software estatistico R [66]. Construiu-se um pacote no R disponivel em
(https://github.com/MaraTorres). Para tanto, a nova distribuicdo serd comparada com diferentes

distribui¢des propostas na literatura.

* Frechét (Fr): A distribuicdo Frechét também estudada em aplica¢des de andlise de so-

brevivéncia, [46] tem sua fdp e fda dadas por
A (A+1) A
= (2) (&) e |- ()] @
F(z) = exp |- (5>A (8.2)
x/ | '

emquez >0,A>0eo > 0.

* Log-logistica (LL): A distribuicdo Log-logistica muito utilizada para modelar dados com

fungdo taxa de falha monétona, tem fdp e fda dadas por

o= () Q) [ ()T

-1
AN
F(z) = [H (5) } , (8.4)
sendox >0, \>0e~y > 0.

* Weibull (W): A distribuicio Weibull foi amplamente estudada por diversos autores.

Logo, sua fdp e fda sao dadas por

f(z) = % 27 exp [— (;)7] (8.5)
F(z) =1 — exp [— (;ﬂ (8.6)

em que v > 0 e A > 0 s@o os pardmetros de forma e escala, respectivamente.

* Odd Log Logistica Frechét (OLLFr): A distribuicio OLLFr é uma extensao da distri-
buicao Frechét [18], e sua fdp e fda sdao dadas por
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=3 G ®7)
) 1+ ()
PO = e (T T e

em que o > 0 € o parametro adicional de forma.

Odd Log-logistica Log-logistica (OLLLL): A distribuicio OLLLL também estudada

em aplicacdes de andlise de sobrevivéncia [18], tem sua fdp e fda dadas por

a{(@EP A+ EPHI 4 ()L - [+ (5) e
fle) = (ORI (O ETE (8.9

i+
I+ G+ -+ E) 7

em que o > 0 € o parametro adicional de forma.

(8.10)

F(zx) =

Odd Log-logistica Weibull (OLLW): A distribuicio OLLW € uma extensao da distri-

buicdo W, também foi estudada em aplicacdes de andlise de sobrevivéncia [15, 18], tem

sua fdp e fda dadas por
2 — avmfl[exp(_(fﬁ)]a[l — exp(_(§)‘y)]a71
f(z) N[ = exp(=(5)7)]® + [exp(=(5)7)]°]? (8.11)
F(z) = {1 —exp[=(5)]}° .

{1 —exp[=(5)7]}* + exp[=(5)7]*

em que o > 0 € o parametro adicional de forma.

Beta Burr XII (BBXII): A distribuicdo Beta Burr XII € uma extensdo da distribui¢ao
BXII [51], tem sua fdp e fda sdo dadas por,

ckxe™!

f0) = Spay U @T I 1= T @1

F(z) = In 14 (o/s)9-+(a, b), (8.14)

em que s, k,c,a,b > 0 sdo os parametros da distribuigﬁo I,(a,b) = By(a,b)/B(a,b)
é taxa da fungdo beta incompleta, e By(a,b) = [ w* (1 — w)" 'dw ¢ a fungdo beta

incompleta.

Kumaraswamy Burr XII (KwBXII): A distribuicio KwBXII também € uma extensao
para a distribui¢cdo BXII [50], tem sua fdp e fda dadas por
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f(z) = abcks 'z F 1 (1 - z_k)afl (1-(1- Z_k)a)b_l (8.15)

Flo)=1- [1—{1— [H(%H_k”b (8.16)

sendo z = z(x) =1+ (f)c e s, k,c,a,b> 0sdo os parametros da distribuicao.

Compara-se também com a distribuicao BXII descrita no Capitulo 2 na Secao
2.5, assim para cada modelo estima-se os parametros usando o método da méxima verossimi-

lhanca.

8.1 CONJUNTO DE DADOS 1: ATUARIA

Considerando-se conjuntos de dados sem censuras, ou seja, serd estudado um
conjunto de dados em que o evento de interesse ocorreu em toda a amostra.

O primeiro conjunto de dados foi estudado e analisado por [8, 17]. Observa-se
que a ciéncia atuarial € um tema de estudo muito abrangente [35], e que objetiva estudar o risco
de um evento de interesse ocorrer, sendo muito aplicada ao determinar prazos de seguros, pla-
nos de satde, previdéncia complementar, dentre outros, pois possibilita o cdlculo de estimativas
financeiras de longo e curto prazo. Em particular, o conjunto de dados estudado refere-se ao
comportamento distributivo da mortalidade de aposentados por invalidez, mais especificamente
correspondem a 280 vidas (em anos) de mulheres aposentadas com deficiéncia tempordria, in-
corporadas ao sistema publico de seguros mexicano e que faleceram em 2004. Assim, o tempo
de sobrevivéncia X corresponde ao tempo dessas 280 mulheres serem aposentadas por invalidez
até falecerem em 2004.

A Tabela 8.1 fornece um resumo descritivo da varidvel tempo e sugere dis-
tribui¢des assimétricas positivamente, em que a média € de 47,99 anos, além disso, o desvio

padrao do tempo de vida é de 10,37 anos.

Tabela 8.1: Principais medidas descritivas da varidvel tempo até a morte de mulheres aposenta-
das.

Minimo 1°Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
22,00 40,00 49,00 47,99 56,00 86,00

Fonte: Autora.

Para estimar os parametros dos modelos, considera-se como valores iniciais
iguais a um para o procedimento iterativo numérico. A Tabela 8.2 lista as EMV's dos pardmetros

e seus respectivos erros-padrao (entre parénteses), além dos valores das estatisticas baseadas nos
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critérios AIC, CAIC e BIC. Os resultados indicam que o modelo OLLBXII possui os menores

valores dessas estatisticas entre todos os modelos ajustados.

Tabela 8.2: EM Vs, erro padrao em parenteses e as estatisticas AIC, CAIC e BIC para a varidvel
tempo até a morte de mulheres aposentadas.

Modelos Estimativas Estatisticas
AIC CAIC BIC
Fr(\, o) 3,96 41,52 2213,54 2213,69 2220,81
(0,16) (0,67)
LL(A,7) 47,61 7,70 2128,52 2128,67 2135,79
(0,65) (0,38)
W(A,7v) 52,11 5,05 2114,36 2114,51 2121,63
(0,65) (0,22)
BXII(s, k, c) 65,16 449 595 2106,78 2106,99 2117,68
(6,28) (1,94) (0,41)
OLLFr(\,0,a) |0,16 5,10 33,74 2131,89 2132,11 2142,80
(0,07) (4,69) (14,00)
OLLLL(\,~v,«) |47,61 7,70 1,00 2130,52 2130,74 2141,43
(0,65) (562,34) (73,04)
OLLW(\, v,a) |53,17 3,75 1,46 2110,19 2110,41 2121,10
(0,96) (0,62) (0,27)
OLLBXII(s, k,c,a)|51,49 2,49 30,62 0,19 2093,14 209345 2107,68
(0,75) (0,34) (0,68) (0,01)
BBXII(s, k, c,a,b) 57,30 0,01 24,84 0,17 41,51 |2106,51 2106,93 2124,69
(0,23) (0,01) (0,23) (0,01)(37,76)
KwBXII(s, k, ¢, a, b)|60,52 0,09 26,27 0,19 2,78 |2101,95 2102,36 2120,12
(0,10) (0,06) (0,10) (0,01) (0,73)

Comparando-se as distribuigdes OLLBXII e BXII

Fonte: Autora

usando um teste de RV,

rejeita-se a hipotese nula, ou seja, a distribuicilo OLLBXII pode ser escolhida como melhor

modelo. A Tabela 8.3 apresenta resultado do teste RV. Observa-se que existe evidéncias do po-

tencial do parametro extra ao modelar dados reais. Pode-se concluir que a distribuicdo OLLB-

XII é um modelo adequado para ajustar esses dados.

Tabela 8.3: Teste RV para a varidvel tempo até a morte de mulheres aposentadas.

Modelos

|

Hipdteses

‘ Estatistica w ‘ p-valor

OLLBXII vs BXII | Hy:a =1vs H : Hyéfalso |

15,64

| <0,0001

Fonte: Autora.

Para a avaliacdo da qualidade do modelo, a Figura 8.1 mostra os ajustes das

func¢des densidades das distribuicdes BXII e OLLBXII, observando-se que o melhor ajuste cor-

responde a distribuicdo OLLBXII.
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Figura 8.1: Estimacdo da densidade para a varidvel tempo até a morte de mulheres aposentadas.
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Fonte: Autora.

A Tabela 8.4 mostra o teste de qualidade de ajuste do modelo ao tempo de
aposentadoria até a morte de mulheres no México em 2004. Assim, realiza-se os testes formais
de adequacdo para verificar qual distribuicdo se ajusta melhor aos dados. Considera-se as esta-
tisticas de Cramér-Von Mises (17*) e Anderson-Darling (A*) [10]. Em geral, comparando-se
as medidas desses testes de adequag@o formal, conclui-se que a distribuicio OLLBXII supera
todos os modelos considerados e, portanto, pode ser uma alternativa interessante para a mode-
lagem de dados de tempo de vida. Esses resultados ilustram a importancia da nova distribui¢do

e a necessidade do parametro de forma adicional para analisar dados reais.
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Tabela 8.4: Teste qualidade do ajuste para a varidvel tempo até a morte de mulheres aposentadas.

Modelo Estatisticas

A* W

Fr 9,54 1,65

LL 3,81 0,67

w 1,20 0,16
OLLFr 392 0,69
OLLLL 3,81 0,67
OLLW 1,58 0,27
BXII 1,46 0,25
OLLBXII 0,59 0,09
BBXII 1,29 0,21
KwBXII 1,31 0,22

Fonte: Autora.

8.2 CONJUNTO DE DADOS 2: MELANOMA

Nesta se¢do e na seguinte serdo considerados conjuntos de dados censurados,
ou seja, nao sdo em todas as observagdes que o evento de interesse ocorreu, a0 menos no periodo
de estudo em questao.

A primeira anélise propde uma aplicagdo da distribuicio OLLBXII a um con-
junto de dados de melanoma. Os dados fazem parte de um estudo sobre melanoma cutaneo
(um tipo de cancer maligno) para a avaliacdo do desempenho de um tratamento pds-operatorio
com uma alta dose de um determinado medicamento (interferon alfa-2b) administrado a fim de
prevenir a recorréncia. Os pacientes foram incluidos no estudo de 1991 a 1995, com n = 417
de tamanho de amostra, e 0 acompanhamento foi realizado até 1998. Os dados foram coletados
e analisados por [51]. O tempo de sobrevivéncia X € referido como o tempo até a morte do pa-
ciente. A porcentagem de observacdes censuradas foi de 56%. A Tabela 8.5 apresenta as EMVs
e os erros-padrdo (entre parénteses) dos parametros, para isso considerou-se como valores ini-
ciais iguais a um para cada parametro das distribui¢des base. Além disso, para as extensdes das
distribui¢des base foram utilizados os valores estimados dos pardmetros das distribui¢des base
e a = 1. Os resultados indicam que a distribuicdo OLLBXII possui os menores valores das
estatisticas (AIC e CAIC) em relagdo ao seu submodelo.

Um teste para a necessidade do parametro extra na distribuicio OLLBXII
pode ser baseado na estatistica RV conforme descrito anteriormente. Aplicando-se as esta-
tisticas RV a esses dados, os resultados sdo listados na Tabela 8.6. O p-valor mostra que a

distribui¢do proposta produz o melhor ajuste aos dados.
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Tabela 8.5: EMVs, erro padrao (entre parenteses) e as estatisticas AIC, CAIC e BIC para a
varidvel tempo do tratamento pds-operatdrio até a morte de pessoas com melanoma.

Modelo Estimativas Estatisticas
AIC CAIC BIC
Fr(\, o) 0,66 3,00 1062,13 1062,23 1070,20
(0,04) (0,27)
LL(A,7) 4,74 1,27 1086,32 1086,42 1094,38
(0,39) (0,08)
W(A,7v) 6,94 1,05 1102,11 1102,21 1110,17
(0,56) (0,07)
BXII(s, k, c) 0,87 0,15 2,57 1058,35 1058,49 1070,45
(0,12) (0,03) (0,35)
OLLFr(\, o, ) 0,71 3,21 0,88 1063,84 1063,98 1075,93
(0,09) (0,49) (0,20)
OLLLL(\, 7, @) 474 1,13 1,13 1088,32 1088,46 1100,42
(0,39) (35,56) (35,56)
OLLW(\, v, «) 5796 0,15 6,57 1092,66 1092,81 1104,76
(40,36 ) (0,04) (1,84)
OLLBXII(s, k,c,)| 1,89 0,10 539 0,36 1054,97 1055,18 1071,11
(0,29) (0,04) (1,50) (0,11)
BBXII(s, k,c,a,b) | 1,77 0,34 11,46 0,15 0,07 [1055,53 1055,81 1075,70
(0,06) (0,08) (0,08) (0,01)(0,01)
KwBXII(s, k,c,a,b)| 1,69 0,02 6,23 0,28 0,85 (1057,24 1057,51 1077,40
(0,22) (0,03) (2,72) (0,15)(1,00)

Tabela 8.6: Teste RV para a varidvel tempo do tratamento pds-operatdrio até a morte de pessoas

com melanoma.

Modelo Hipdétese Estatisticaw | p-valor

OLLBXII vs BXII | Hy : o = 1 vs H; : Hyéfalso 162 < 0,0001

Na Figura 8.2 exibe-se gréficos das fungdes de sobrevivéncia empiricas e esti-
madas da distribuicio OLLBXII e seu submodelo. Nota-se que a distribuicio OLLBXII fornece

um ajuste satisfatorio.

8.3 CONJUNTO DE DADOS 3: LINFOMA

O conjunto de dados consiste em informagdes sobre o tempo de vida ou reci-
diva (ou cura) de 43 pacientes com transplante de medula 6ssea que foram diagnosticados com
linfoma de Hodgkin ou nao Hodgkin e tratados com um transplante de medula 6ssea alogénico
(irm@o compativel com HLLA) ou autogénico na Universidade Estadual de Ohio. A porcenta-
gem de dados censurados foi de 39 %. O tempo de sobrevivéncia X € o tempo até a morte do

paciente. A Tabela 8.7 mostra as EMVs dos pardmetros e seus respectivos erros padrao (entre
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Figura 8.2: Funcdo de sobrevivéncia estimada e empirica das distribuicdes BXII e OLLBXII
para a varidvel tempo do tratamento pds-operatério até a morte de pacientes com melanoma.
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Fonte: Autora.

parénteses) dos modelos ajustados acima e os valores do AIC, CAIC e BIC que indicam que a
distribuicdo OLLBXII possui os menores valores dessas estatisticas.

Uma comparagdo da distribui¢do proposta com o modelo BXII usando esta-
tisticas RV € fornecida na Tabela 8.8. Rejeita-se a hipdtese nula do teste RV em favor da distri-
buicdo OLLBXII. A rejei¢do é extremamente significativa. Isso indica uma evidéncia clara do

potencial do parametro extra o ao modelar dados reais.

Tabela 8.8: Teste RV para a varidvel tempo até a morte de pacientes com linfoma que foram

transplantados.

Modelo Hipdtese Estatisticaw | p-valor

OLLBXII vs BXII | Hy: o = 1vs Hy : Hyéfalso 20,69 < 0,0001

A fim de avaliar se o modelo € apropriado, a Figura 8.3 exibe fun¢des empi-
ricas e estimadas de sobrevivéncia OLLBXII para os dados de linfoma. Pode-se concluir que a

nova distribui¢do € um modelo muito adequado para ajustar esses conjuntos de dados.
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Tabela 8.7: EMVs, erro padrao (entre parenteses) e as estatisticas AIC, BIC e CAIC para a
varidvel tempo até a morte de pacientes com linfoma que foram transplantados.

Modelo Estimativas Estatistica
AIC CAIC BIC
Fr(\, o) 0,42 110,66 359,34 360,40 362,87
(0,06) (43,45)
LL(A,7) 247,93 0,70 364,42 365,47 367,94
(96,08) (0,12)
W(A,7v) 676,60 0,49 370,70 371,75 374,22
(246,41) (0,08)
BXII(s, k, c) 25,74 0,18 1,64 357,85 359,47 363,13
(10,62) (0,07) (0,47)
OLLFr(\, o, @) 0,43 113,63 0,98 361,33 362,96 366,62
(0,13) (60,72) (0,46)
OLLLL(A,~v,«) |247,64 133 0,53 366,42 368,04 371,71
(95,89) (30,77) (12,30)
OLLW(\, v,a) |676,63 033 1,56 371,56 373,19 376,85
(273,32) (0,13) (0,68)
OLLBXII(s, k,c,a)| 80,02 0,10 8,29 0,19 349,24 351,57 356,29
(0,02) (0,07) (0,02) (0,03)
BBXII(s, k,c,a,b) | 62,24 0,01 7,64 0,19 0,54 (350,96 354,16 359,77
(0,04) (0,03) (0,04) (0,04)(0,87)
KwBXII(s, k, c,a,b)| 4328 0,18 9,75 0,09 0,13 |354,05 357,25 362,85
(0,03) (0,03) (0,02) (0,04)(0,03)

Figura 8.3: Func¢do de sobrevivéncia estimada e empirica para os modelos BXII e OLLBXII

para a varidvel tempo até a morte de pacientes com linfoma que foram transplantados.
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8.4 CONJUNTO DE DADOS 4: TEOR ALCOOLICO

O tltimo conjunto de dados estudado nessa dissertagdo trata-se do teor alcod-
lico no sangue e na expiracdo entre homens e mulheres, em uma amostra de 59 austriacos, e foi
descrita em [52]. A varidvel resposta consiste em uma taxa de elimina¢@o de dlcool no sangue
(g por litro por hora), com média de 0,1695 e desvio padrdao de 0,0328. As covaridveis con-
sideradas sdo: x; : representa a taxa de eliminag@o de dlcool no ar expirado (mg por litro por
hora) e z5 : indica se o austriaco estudado € do género masculino, indicado por 1, ou feminino,
indicado por 2. A Tabela 8.9 exibe a comparagao entre as respectivas EM Vs, seus erros padroes,

p-valor e as estatisticas aplicadas.

Tabela 8.9: EM Vs, erro padrao (entre parenteses), p-valor [.] e as estatisticas AIC, CAIC e BIC
para os dados de teor alcodlico.

Modelo Estimativas Estatistica
Bo 51 B o k o AIC CAIC BIC

LL 00215 1,7934 0,0005 0,0087 -315,7995 -314,1841 -307,4893
(0,0106) (0,1260) (0,0041) (0,0009)
[0,0466] [< 0,0001] [0,9068]  — - -
LBXII |0,0260 1,6511 -0,0008 0,0062 04706 — |-316,3555 -314,1595 -305,9678
(0,0124) (0,1855) (0,0039) (0,0017) (0,2503)
[0,0409] [< 0,0001] [0,8460]  — - -
LOLLBXII| 0,0214  1,6534 -0,0008 0,0076 03920 1,3667 |-314,6129 -311,7329 -302,1476
(0,0148) (0,1901) (0,0039) (0,0031) (0,3578) (0, 8834)
[0,1549] [< 0,0001][0,8354] — —

A Tabela 8.9, mostra que o modelo de regressdao que mais acomoda o conjunto
de dados por meio dos critérios de informacdo € o modelo LOLLBXII. Além disso, a Tabela

8.10 apresenta o intervalo de confianga para os parametros do modelo de regressdao LOLLBXII.

Tabela 8.10: Intervalo de confianga de 95% para os parametros da regressao LOLLBXII da
varidvel explicativa teor alcodlico.

Parametros IC(95%)

Bo (-0,0083; 0,0511)
b1 (1,2729; 2,0339)
Ba (-0,0085; 0,0069)
o (0,0014; 0,0138)
k (-0,3240; 1,1080)
o} (-0,4010; 3,1345)

Observa-se que a varidvel x; demonstrou ser significativa a um nivel de signi-

ficancia de 5% como exibem as Tabelas 8.9 e 8.10, ou seja, € possivel a0 mensurar o ar expirado,
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determinar se alguém apresentou um alto consumo de bebida alcodlica. Por essa razdo a Tabela
8.11 apresenta as novas estatisticas para cada modelo sem a covaridvel x5, 0 modelo LOLLBXII

continua sendo a melhor op¢ao entre os modelos estudados, sendo o modelo escolhido.

Tabela 8.11: EMVs, erro padrdo (entre parenteses), p-valor [.] e as estatisticas AIC, CAIC e
BIC para os dados de teor alcodlico, sem a covaridvel x,.

Modelo Estimativas Estatistica
,80 51 g k o AIC CAIC BIC
LL 0,0219 1,7965 0,0087 7 - —  |-317.7862 -316.6541 -311.5536

(0.0099)  (0.1234)  (0.0009) — -
[0.0313] [< 0,0001]  — - -
LBXII [0,0275  1,5965  0,0055 03855 — |-318.5851 -316.9697 -310.2749
0.0127)  (0.2060)  (0.0017)(0.2155) —
[0.0351] [< 0,0001]  — - -
LOLLBXII 0,0279  1,5952  0,0053 0,3887 0,9538 |-316.5529 -314.3568 -306.1652
0.0175)  (0.5863) (0.0018)(1.0232) (1.3185)
[0.1162]  [0.0087] - - -

As Figura 8.4a e 8.4b apresentam a andlise de residuos para o modelo LOLLB-
XII, utilizando o residuo da deviance modificada para verificar se 0 modelo LOLLBXII € ade-
quado para o ajuste dos dados de teor alcodlico. Observa-se que € importante que os residuos
estejam dispersos em torno do zero de forma aleatéria e que ndo encontrem-se muito distantes
de zero, o que acontece em ambos os graficos. O envelope simulado é apresentado na Figura
8.4c em que as bandas do envelope contém todos os pontos. Assim, por meio da andlise de
residuos o modelo de regressao LOLLBXII € adequado para o ajuste dos dados.

Portanto, o modelo de regressdao apds uma selecdo de varidveis como mais

apropriado para ajustar os dados teor alcodlico € o LOLLBXII, e € dado por,
yi = fo + Biw1 + 0z emque i=1,...,59.

Observa-se que, conforme o teor alcodlico eliminado pelo ar expirado aumenta a cada mg/l/h
em uma unidade, o teor alcodlico eliminado no sangue aumenta em média exp(1, 6534), ou seja
5,225 g/l/h.
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Figura 8.4: Residuos para a regressao LOLLBXII dos dados teor alcodlico.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Verificou-se neste trabalho que a andlise de sobrevivéncia € extremamente
abrangente, e tem uma gama de possiveis aplica¢des, assim, familias que permitam obter ex-
tensoes de distribuicdes existentes sdo importantes.

Neste sentido, prop0s-se a distribuicdo Odd Log-Logistica Burr XII (OLLB-
XII) que representa uma extensdo da distribuicdo Burr XII (BXII) em que é adicionado um
parametro de forma.

Foram obtidas, diferentes propriedades matematicas da distribuicdo OLLB-
XII ao representd-la como uma combinacao linear da distribui¢do BXII, o que possibilita cal-
cular os momentos ordindrios e incompletos e a funcdo geradora de momentos.

Além disso, foram realizadas simulacdes de Monte Carlo para diferentes pa-
rametros e tamanhos de amostras. Para os conjuntos de dados estudados foi possivel observar
que ao comparar com sub-modelos e modelos ndo encaixados a distribuicao OLLBXII obteve
um bom desempenho. Assim € possivel afirmar que a nova distribui¢do pode ser considerada
uma alternativa para os modelos comparados neste estudo.

Foi proposto também um modelo de regressdo de locacdo baseado na dis-
tribuicilo OLLBXII e uma aplicacdo a um conjunto de dados reais. Assim, comparou-se as
estatisticas AIC, CAIC e BIC do modelo proposto LOLLBXII com os modelos log-logistico,
e LBXII. Realizou-se andlise de residuos e construiu-se o envelope simulado para o modelo
proposto, demonstrando que o modelo LOLLBXII obteve um bom desempenho ao ajustar os
dados.

Para trabalhos futuros, pode-se propor outros tipos de modelos de regressao
utilizando a distribuicdo OLLBXII, como por exemplo, modelos de fragdo de cura e modelos

GAMLSS, além de aplicar conjuntos de dados de diferentes areas de pesquisa.
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