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PEREIRA, Juliana. Técnicas Adaptativas de Passo de Tempo para Solução Numérica de
Equações Diferenciais: Uma Aplicação em Modelo Biológico de Crescimento Tumoral.
71f. Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) – Universidade Esta-
dual de Londrina, Londrina, 2022.

RESUMO

A presente dissertação preocupa-se com o desempenho de métodos numéricos implementados
com adaptação temporal aplicado em um modelo de crescimento tumoral avascular invasivo,
descrito por duas equações diferenciais parciais. O modelo apresenta um crescimento rápido
das células cancerígenas, em regiões que possuem grande quantidade de nutrientes e com a
escassez de nutrientes o tumor deixa de crescer, configurando um sistema de equações diferen-
ciais parciais rígidos. Isso posto, faz-se interessante, ao invés de utilizar um passo de tempo
constante, utilizar diferentes passos de tempo ao longo do processo da solução numérica atua-
lizando automaticamente o passo de tempo em função do histórico do problema (ZAFANELLI
et al., 2018). Para resolução numérica do problema, utilizou-se o método de diferenças fini-
tas e dois métodos adaptativos no tempo, método do Erro Local e Algoritmo de Controle de
Passo de Tempo Adaptável (ATSC). Inicialmente, foram comparadas as mesmas versões dos
métodos numéricos de forma a aplicar o método de Euler e Crank Nicolson, juntamente às
suas respectivas versões com e sem adaptação do passo de tempo para três casos classificados,
matematicamente, como problemas rígidos, a saber: (i) problema de Gear; (ii) resfriamento de
sólidos; (iii) difusão do calor unidimensional em regime não permanente. Os resultados obtidos
mostram que os métodos adaptativos proveram soluções numéricas com erros menores que a
solução com passo constante e utilizando número menor de iterações, além de, consequente-
mente, exigir menor tempo de processamento computacional. Aplicou-se a adaptação temporal
no modelo de crescimento tumoral, em que é constatado que, apesar dos métodos serem capazes
de atualizar automaticamente o passo de tempo, verificou-se uma potencial limitação, ao passo
que estes não capturaram pontos de máximo e mínimo locais da solução. Assim sendo, para
contornar a referida deficiência, uma modificação, baseada na taxa de variação, é sugerida para
o algoritmo Erro Local.

Palavras-chave: Métodos Adaptativos. Métodos Numéricos. Problema Rígido. Diferenças
Finitas.



PEREIRA, Juliana. Time-Step Adaptive Techniques for Numerical Solution of Differential
Equations: An Application in a Biological Model of Tumor Growth. 2022 . 71f. Dissertação
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ABSTRACT

The present dissertation is concerned with the performance of numerical methods implemented
with temporal adaptation applied in a model of invasive avascular tumor growth, described by
two partial differential equations. The model shows a rapid growth of cancer cells, in regions
that have a large amount of nutrients and with the scarcity of nutrients the tumor stops growing,
configuring a system of rigid differential partial equations. That said, it is interesting, instead of
using a constant time step, to use different time steps throughout the numerical solution process,
to automatically updating the time step as a function of the problem’s history (ZAFANELLI
et al., 2018). To numerically solve the problem, the finite difference method and two time-
adaptive methods were used, the Local Error´s Method and the Adaptive Time Step Control
Algorithm (ATSC). Initially, the same versions of the numerical methods were compared in
order to apply the Euler and Crank Nicolson method, together with their respective versions with
and without time step adaptation for three cases classified, mathematically, as rigid problems,
namely: (i) Gear problem; (ii) solids cooling; (iii) one-dimensional heat diffusion in a non-
permanent regime. The results obtained show that the adaptive methods provided numerical
solutions with smaller errors than the solution with constant step and using a smaller number,
in addition to requiring less computational processing of the time. The results obtained show
that the time step adaptation methods provided numerical solutions with smaller errors than the
constant step solution and lower number of iterations, in addition to requiring less computational
processing time. Temporal adaptation was applied in the tumor growth model, in which it is
found that, despite the methods being able to automatically update the time step, there was a
potential limitation, while they did not capture local maximum and minimum points. of the
solution. Therefore, to overcome this deficiency, a modification, based on the rate of change, is
suggested for the Local Error algorithm.

Keywords: Adaptive Methods. Numerical Methods. Finite Difference. Stiff Problem.
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1 INTRODUÇÃO

Muitos problemas encontrados nas engenharias ou em outras ciências podem
ser formulados em linguagens matemáticas por meio de equações. Porém, a grande maioria
dessas equações, na prática, não podem ser solucionadas analiticamente, assim, uma alternativa
para contornar esse problema seria a obtenção de soluções aproximadas através de métodos
numéricos (LOPES; RUGGIERO, 1996).

A utilização de métodos numéricos para encontrar uma solução de equações
diferenciais, geralmente, divididas em duas categorias, equações diferenciais ordinárias (EDOs)
e equações diferenciais parciais (EDPs), mostra-se de fundamental importância. Estas formula-
ções encontram-se na literatura por meio de métodos como elementos finitos, elementos de con-
torno e diferenças finitas (BURDEN; FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR,
2013; FORTUNA, 2000).

Isso posto, na presente dissertação, busca-se resolver as equações diferenciais
de modo a utilizar o método de diferenças finitas. Esse método tem como base a expansão da
série de Taylor para aproximar as derivadas presentes nas equações diferenciais, resultando em
métodos numéricos conhecidos como o método de Euler explícito e implícito, ou, ainda, o mé-
todo de Crank Nicolson, entre outros (FRANCO, 2006; BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN;
FAIRES, 2011; ROMA; BEVILACQUA; NÓS, 2012; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR,
2013).

A ideia geral do método é a discretização do domínio e a substituição das
derivadas, presentes na equação diferencial, por aproximações envolvendo o valor numérico da
função (CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013).

O método de Euler obtido por diferenças finitas progressiva caracteriza-se
como um método explícito de primeira ordem, enquanto obtido por diferenças finitas regressiva
resulta em um método implícito, também de primeira ordem. Já o método de Crank Nicol-
son usa uma combinação das diferenças progressiva e regressiva, resultando em um método
implícito de segunda ordem.

Dessa forma, tem-se que os métodos numéricos produzem uma solução apro-
ximada da equação diferencial, sendo necessário um certo número de cálculos, nos quais de-
pendem do tamanho do passo de tempo e da ordem de convergência do método. Quanto menor
for o passo de tempo, maior será o número de iterações para encontrar a solução numérica da
equação diferencial, e, quanto mais alta a ordem, mais rápido o método converge para a solução.

Porém, sabe-se que a cada passo de tempo, independentemente da ordem de
convergência do método, acarreta em acúmulos de erros e, à medida que o número dos passos
aumenta, o acúmulo de erros pode tornar-se descontrolado.
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Um critério para garantir que o erro não aumente com o avanço do passo de
tempo é a estabilidade do método utilizado (HIRT, 1968; BURDEN; FAIRES, 2011; ROMA;
BEVILACQUA; NÓS, 2012; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013) .

Neste contexto, esta dissertação utiliza os métodos implícitos Euler e Crank
Nicolson (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN; FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE
JUNIOR, 2013; ROMA; BEVILACQUA; NÓS, 2012).

Ainda em relação às equações diferenciais, existem vários tipos de problemas
que os métodos numéricos não podem resolver de forma eficaz, por serem considerados rígi-
dos. Equações diferenciais rígidas são categorizadas como equações cujas soluções possuem
uma variedade de escalas de tempo (KIM; SASTRY; SHONTZ, 2010), com inúmeras aplica-
ções práticas, descrevendo muitos fenômenos que ocorrem na natureza como resfriamento de
sólidos, sendo equação que representa a taxa de formação de radicais livres em uma reação
química complexa, modelos envolvendo a biologia do crescimento tumoral, entre outras.

Assim, a demanda por técnicas especiais que permitam o uso de um tamanho
do passo de tempo governado pela taxa de mudança da solução é grande. Com isso, surgem os
métodos adaptativos no tempo como alternativa para avaliar equações diferenciais rígidas.

De uma forma geral, a EDO de primeira ordem, dada por

d

dt
y(t) = f(t, y), (1.1)

com f(t, y) = λy(t), é dita rígida se |λ| for um valor muito maior que 1 de modo que a
estabilidade e o limitante do erro possam ser garantidos somente com passo de tempo, ∆t,
excessivamente pequeno, o que requer muitas iterações do método numérico. Nesse contexto,
os métodos implícitos são eficazes na resolução de problemas rígidos de dimensões baixas,
enquanto os métodos explícitos estabilizados são eficientes em problemas de rigidez não muito
grande (CURTISS; HIRSCHFILDER, 1952; MANSHOOR et al., 2006).

Comumente, utiliza-se passo de tempo constante para cada iteração, na reso-
lução de equações diferenciais, utilizando-se métodos implícitos. A desvantagem em utilizar
um passo de tempo fixo é que um passo de tempo pequeno irá aumentar de forma expressiva o
tempo de processamento da solução numérica, enquanto um passo de tempo grande, provavel-
mente não fornecerá uma solução detalhada ou coerente com a física do problema, principal-
mente se o modelo for descrito por equações cujas soluções possuem uma variedade de escalas
de tempo associadas, isto é, em determinados pontos a solução varia muito mais rapidamente
que em outros (SINKIN et al., 2003).

Considere, por exemplo, um caso em que um componente da solução oscila
rapidamente em uma escala de tempo muito mais curta do que à associada com os demais com-
ponentes da solução. Para métodos numéricos que aproximam as derivadas presentes nas equa-
ções diferenciais, o componente rápido continua influenciando a solução. Como consequência,
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a seleção do tamanho do passo de tempo na solução numérica é problemática, onde o tamanho
do passo também é governado, não apenas pelo comportamento da solução, mas, também, pelo
termo transiente que varia rapidamente (MANSHOOR et al., 2006).

Portanto, faz-se interessante, ao invés de utilizar um passo de tempo cons-
tante, utilizar diferentes passos de tempo ao longo do processo da solução numérica, ou seja,
atualizar automaticamente o passo de tempo em função do histórico do problema (ZAFANELLI
et al., 2018).

Belfort, Carrayrou e Lehmann (2007) utilizaram um método adaptativo ba-
seado na estimativa do erro de truncamento local via extrapolação de Richardson, este aplicado
em dois problemas ligados ao transporte reativo e fluxo insaturado. Observa-se que o método
adaptativo apresentou vantagens ao melhorar a precisão e diminuir o tempo computacional.

Em Quinga (2019), utilizou-se os métodos adaptativos para resolver dois mo-
delos de cavitação acústica, que trata o crescimento da formação e o colapso de bolhas de gás em
um fluido, no qual a solução numérica apresenta oscilação e, com isso, os métodos adaptativos
mostraram-se, em termos de custo computacional, mais adequados.

Para tanto, a presente dissertação tem como objetivo avaliar o desempenho
de métodos numéricos implementados com adaptação temporal. Este aplicado em um modelo
biológico de crescimento tumoral, que tem um crescimento rápido das células cancerígenas em
regiões que possuem grande quantidade de nutrientes e deixa de crescer onde existe a escassez
de nutrientes, configurando, dessa forma, a rigidez no sistema de equações.

A eficácia dos métodos – Euler implícito e Crank Nicolson – é avaliada ao
utilizar métodos adaptativos no tempo, Erro Local (SINKIN et al., 2003) e controle de passo de
tempo automático, denominado ATSC (TUREK, 1999), comparados com os resultados dos mé-
todos considerando passos de tempo constante em equações que descrevem problemas rígidos.
Para isso, utiliza-se duas EDOs e uma EDP unidimensional, nos quais a solução exata é co-
nhecida e, na sequência, avalia o desempenho dos métodos utilizando o modelo de crescimento
tumoral.

Para atingir o objetivo proposto, o presente trabalho, este divide-se da seguinte
forma: no Capítulo 2, apresenta-se as técnicas numéricas utilizadas para resoluções das EDOs
e EDPs. No Capítulo 3, descreve-se as técnicas adaptativas no tempo. No Capítulo 4, tem-se
os casos estudados nos quais avalia-se a eficácia das técnicas adaptativas apresentando erros,
número de passos usados, as iterações e o tempo médio de processamento. No Capítulo 5, é
apresentado o modelo de crescimento tumoral e sua discretização. No Capítulo 6, analisa-se os
resultados. Finalmente no Capítulo 7, apresentam-se as considerações finais da dissertação.
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2 TÉCNICAS NUMÉRICAS PARA RESOLUÇÃO DE EDOS E EDPS

Para resolver numericamente um problema descrito por equações diferenci-
ais, aborda-se, por simplicidade e melhor compreensão, o problema envolvendo apenas uma
variável. Generalizações das equações diferenciais obtidas por funções de uma variável são
utilizadas para a obtenção das aproximações para funções de várias variáveis (CUMINATO;
MENEGUETE JUNIOR, 2013).

Assim, um princípio comum em todos os métodos numéricos consiste em
subdividir o intervalo de integração [t0, tf ], com tf < ∞, em N intervalos de comprimento
∆t =

tf−t0
N

, definido como passo de integração, ou passo de tempo. Então, em cada nó tn,
n = 1, 2..., N , procura-se um valor desconhecido yn, que aproxima yn = y(tn). O conjunto de
valores y0, y1, ..., yn, ..., refere-se à solução numérica do problema nos nós.

Desta forma, nesta dissertação, utiliza-se métodos clássicos para obtenção
da solução aproximada yn, sendo Euler implícito e Crank Nicolson, avaliados considerando
os métodos adaptativos no tempo, Erro Local e o algoritmo de controle de passo de tempo
adaptável (ATSC), para determinar ∆t.

2.1 MÉTODO DE EULER

Um dos métodos mais clássicos, o método de Euler explícito, usa a diferença
progressiva para a aproximar o termo da derivada da equação (1.1), resultando na solução nu-
mérica dada por:

yn+1 − yn
∆t

= f(tn, yn). (2.1)

De modo análogo, método de Euler implícito é obtido aproximando o termo
da derivada da equação (1.1) por diferença regressiva, resultando em:

yn − yn−1

∆t
= f(tn, yn), (2.2)

ou equivalentemente, conforme segue:

yn+1 − yn
∆t

= f(tn+1, yn+1). (2.3)

A equação (2.3), ou método de Euler implícito, pode ser escrita por:

yn+1 = yn +∆tf(tn+1, yn+1). (2.4)

Os métodos de Euler tratam-se de métodos de passo único de primeira or-
dem, pois, para poder dar início às iterações e encontrar uma solução numérica aproximada,
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de um problema de valor inicial para uma equação diferencial ordinária, os métodos necessi-
tam apenas de uma condição inicial y(t0) e, assim, o erro de truncamento global tende para ∆t

(QUARTERONI; SALERI, 2007).
O método de Euler progressivo depende exclusivamente do nó anterior, por

isso caracteriza-se como um método explícito. O método de Euler regressivo além de depender
do nó anterior depende de si mesmo, yn+1, caracterizando como método implícito. Por possuí-
rem essa característica, os métodos implícitos têm melhores condições de estabilidade (ROMA;
BEVILACQUA; NÓS, 2012).

O método de Euler regressivo ou Euler implícito, equação (2.4), que será
usado no decorrer deste trabalho, classifica-se como incondicionalmente estável, isto é, não
precisa satisfazer qualquer condição para ser estável (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN;
FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013; QUARTERONI; SALERI, 2007;
ROMA; BEVILACQUA; NÓS, 2012).

2.2 MÉTODO DE CRANK NICOLSON

O método de Crank Nicolson é obtido fazendo-se a média das diferenças pro-
gressiva e regressiva, equações equações (2.1) e (2.3), resultando em:

yn+1 = yn +
∆t

2
(f(tn+1, yn+1) + f(tn, yn)). (2.5)

O método de Crank Nicolson caracteriza-se como um método de segunda or-
dem, isto é, o erro de truncamento global tende para ∆t2 e, assim como Euler implícito, também
depende de yn+1 para obter a solução numérica, consequentemente, trata-se de um método im-
plícito e incondicionalmente estável (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN; FAIRES, 2011;
CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013; ROMA; BEVILACQUA; NÓS, 2012).
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3 ADAPTABILIDADE TEMPORAL

Os métodos adaptativos no tempo têm o propósito de reduzir o custo compu-
tacional com o ajuste no passo de tempo, ∆t, para o problema. O erro cometido no método de
discretização, para a solução de uma equação diferencial com valor inicial depende principal-
mente de ∆t, que com um algoritmo adaptativo é modificado ao longo da solução, aumentando,
reduzindo ou mantendo-se constante, quando necessário, para minimizar o esforço computa-
cional.

3.1 TÉCNICA ADAPTATIVA DE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG OU MÉTODO DO ERRO LOCAL

Baseando-se nos métodos de Runge Kutta, o método do Erro Local ou téc-
nica adaptativa Runge-Kutta-Fehlberg foi desenvolvido por Fehlberg (1969), com o objetivo de
resolver de forma adaptativa uma EDO (KINCAID; CHENEY, 2002).

O método consiste essencialmente em estimar, simultaneamente, uma solu-
ção por um passo de tempo, ∆t, e outra solução com dois passos de tempo, ∆t

2
, de modo a

estabelecer uma relação entre as soluções.
Dessa forma, denominando a solução calculada por um passo de tempo, ∆t,

de solução grossa (yg), e, a solução calculada com dois passos de tempo, ∆t
2

, de solução fina
(yf ), pode-se definir o erro local relativo por δR, onde:

δR =
|yg − yf |

|yf |
. (3.1)

Da equação (3.1), tem-se uma estimativa para o erro relativo, no qual determina-
se o ajuste no passo de tempo mantendo δR dentro de um intervalo estabelecido por um erro
global, δg, pré-definido. O Algoritmo 1 apresenta a versão do método dada em Sinkin et al.

(2003) para a implementação do método do Erro Local.
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Algoritmo 1: Método do Erro Local
Entrada: ∆t, δR, δg
Saída: novo ∆t.

1 início
2 se δR < 1

2δg então
3 Aceite a solução e aumente o passo de tempo por um fator de 2

1
3 ;

4 fim
5 se δR ∈ ( 12δg, δg) então
6 Aceite a solução e mantenha o passo de tempo fixo;
7 fim
8 se δR ∈ (δg, 2δg) então
9 Aceite a solução e diminua o passo de tempo por um fator de 2

1
3 ;

10 fim
11 se δR > 2δg então
12 Descarte a solução, reduza o passo de tempo ao meio e inicie o processo

novamente.
13 fim
14 fim

Conforme comenta Minkoff e Kridler (2006), os parâmetros do Algoritmo 1
podem ser ajustados para um problema específico, por exemplo, o método pode escolher uma
regra para diminuir ou aumentar os passos de tempo subsequentes. Ainda, Minkoff e Kridler
(2006) sugerem que, em vez de reduzir o passo de tempo pela metade se o erro local for maior
que duas vezes o erro global, se pode reduzir o passo de tempo em 1

4
ou 2

3
, entre outras opções.

3.2 ALGORITMO DE CONTROLE DE PASSO DE TEMPO ADAPTÁVEL (ATSC)

O algoritmo de controle de passo de tempo adaptável, denominado ATSC em
função da sua denominação na literatura como Adaptive time step control, consiste em calcular
duas soluções, sendo y∆t e yη∆t, onde η é um número inteiro maior que um. A solução y∆t

é obtida com η passos ∆t e a solução yη∆t com um único passo η∆t. O erro entre as duas
soluções, δA, é avaliado por:

δA = |y∆t − yη∆t|. (3.2)

O erro δA, equação (3.2), relacionado com uma tolerância (TOL) pré-definida
resulta em um novo passo de tempo, dado por:

∆t∗
2 =

(η2 − 1)∆t2

δA
TOL, (3.3)

no qual TOL é um controlador para o passo de tempo. Os passos para a implementação do
ATSC podem ser visualizados no Algoritmo 2 e em Turek (1999).
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Algoritmo 2: Algoritmo ATSC
Entrada: ∆t, η , TOL
Saída: ∆t∗

1 início
2 Calcule y∆t.
3 Calcule yη∆t.
4 Calcule δA.
5 Calcule o próximo passo de tempo: ∆t∗.
6 se ∆t∗ < 0.5 ∆t então
7 rejeite a solução e retorne ao passo 2 usando ∆t∗
8 fim
9 fim
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4 CASOS APLICADOS

Neste capítulo, apresenta-se os casos aplicados e às suas respectivas discreti-
zações, assim como as soluções exatas. Apresenta-se as discretizações envolvendo os métodos
de Euler implícito e Crank Nicolson para dois problemas rígidos de EDOs, sendo o problema,
aqui, denominado por problema de Gear e o problema de resfriamento de sólido. Por último,
generalizam-se os conceitos e aplica-se na equação diferencial parcial de segunda ordem, ou,
ainda, equação da difusão do calor unidimensional em regime não permanente.

Todos os casos foram implementados de modo a usar o Matlab version 9.10

(MATLAB, 2021). As simulações foram obtidas usando a CPU Intel(R) Core(TM) i5-7200U
com 2.7 GHZ e 8 GB de RAM.

Analisa-se o desempenho dos métodos de Euler implícıto e Crank Nicolson,
considerando as implementações com e sem adaptação no tempo, para isto, utiliza-se a norma
máxima do erro avaliado e definido por:

||e||∞ = max|y∗ − y|, (4.1)

a considerar y∗ a solução numérica e y a solução exata.
Também é avaliado número de passos usados, assim como as iterações, o

tempo médio de processamento (tCPU ) obtido pela média dos tempos de 5 simulações. Utilizou-
se, em todas as simulações, os mesmos parâmetros ∆t inicial, a mesma tolerância (TOL) e um
Erro global pré-definido, denotado por δg.

O número de iterações representa o número de vezes que cada algoritmo de
adaptação no tempo é executado, Algoritmo 1 e 2, para que a solução permaneça nas especifi-
cações definidas inicialmente, pois, as técnicas adaptativas podem descartar soluções ao longo
da integração no tempo.

4.1 PROBLEMAS

4.1.1 Caso I: Problema de Gear

Com o propósito de avaliar o desempenho de métodos numéricos envolvendo
EDOs em problemas rígidos, Gear (1971) propôs o problema de valor inicial (PVI):


dy(t)

dt
= −λ(y(t)− F (t)) + F ′(t),

y(t0) = y0.
(4.2)
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cuja solução exata é:
y(t) = (y0 − F (0))e−λt + F (t). (4.3)

Observa-se que a solução exata, equação (4.3), apresenta duas escalas de
tempo, caracterizando a equação diferencial como sendo rígida. Para pequenos valores de t,
a solução y(t) é dominada pela parte exponencial e para valores grandes de t, é dominada por
F (t).

Ao aproximar a derivada da equação (4.2), utiliza-se os métodos numéricos
Euler implícito e Crank Nicolson, equações (2.4)-(2.5), respectivamente, obtendo-se o seguinte:

Euler Implícito

yn+1 − yn
∆t

= −λ(yn+1 − Fn+1) +
F (tn+1)− F (tn)

∆t
,

(1 + λ∆t)yn+1 = yn +∆tλF (tn+1) + F (tn+1)− F (tn),

(1 + λ∆t)yn+1 = yn + (∆tλ+ 1)F (tn+1)−F (tn),

yn+1 =
1

1 + λ∆t
(yn − F (tn)) + F (tn+1). (4.4)

Crank Nicolson

yn+1 = yn +
∆t

2

(
−λ(yn+1 − Fn+1) +

F (tn+1)− F (tn)

∆t/2
− λ(yn − F (tn))

)
,

2yn+1 = 2yn +∆t (−λ(yn+1 − F (tn+1))− λ(yn − F (tn))) + 2F (tn+1)− 2F (tn),

(2 + λ∆t)yn+1 = (2− λ∆t)yn + (2 + λ∆t)F (tn+1)− (2− λ∆t)F (tn),

yn+1 =
(2− λ∆t)

(2 + λ∆t)
(yn − F (tn)) + F (tn+1). (4.5)

Assim, as equações (4.4) e (4.5) referem-se às equações do problema de Gear,
discretizado pelos métodos implícitos de Euler e Crank Nicolson, respectivamente.
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4.1.2 Caso II: Resfriamento de sólidos

Para casos em que os gradientes de temperatura no interior de um sólido po-
dem ser desprezados e a resposta transitória da temperatura for determinada por meio de um
balanço de energia global no sólido, resultando em o número de Biot menor que uma unidade
(INCROPERA; DEWITT, 2014), tem-se que o balanço de energia que relaciona a taxa de perda
de calor na superfície por convecção com a taxa de variação da energia interna, é dada por:

mcp
dT

dt
= −Ah(T − T∞), (4.6)

no qual m representa a massa do corpo, cp o calor específico a pressão constante, A é a área de
transferência de calor, h o coeficiente de transferência de calor por convecção, T é a temperatura
na superfície do material e T∞ a temperatura ambiente.

A equação (4.6), ainda, pode ser rescrita na forma:

dT

dt
=

−Ah

mcp
(T − T∞). (4.7)

Considerando a condição inicial dada por T (0) = T0 e observando que a EDO, equação (4.7),
trata-se de uma EDO separável, obtém-se a solução analítica integrando ambos lados (BOYCE;
DIPRIMA, 2010), resultando em:

T (t) = T∞ + (T0 − T∞)e
−Ah
mcp

t
. (4.8)

Observa-se que ao considerar T = y, λ = −Ah
mcp

e F (t) = T∞, a equação (4.7)
torna-se equivalente a EDO da equação (4.2), onde F ′(t) = 0, cujas discretizações se encontram
descritas nas equações (4.4) e (4.5).

4.1.3 Caso III: Equação da difusão de calor unidimensional em regime não permanente

A equação da difusão do calor unidimensional em regime não permanente é
descrita por:

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
, (4.9)

em que α é a difusidade térmica.

A discretização do termo temporal da equação (4.9) é obtida, nesta disserta-
ção, ao utilizar os métodos implícitos no tempo, Euler implícito, equação (2.4), e Crank Nicol-
son, equação (2.5). Quanto à parte espacial, utiliza-se diferenças finitas centrais.
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Método Implícito
Aproximando a derivada temporal com diferenças finitas para trás e a derivada

espacial de segunda ordem com diferenças finitas centrada, definidas, respectivamente por:

∂T

∂t
≈ Ti,n − Ti,n−1

∆t
(4.10)

e
∂2T

∂x2
≈ Ti−1,n − 2Ti,n + Ti+1,n

∆x2
, (4.11)

a equação (4.9) resulta em:

Ti,n − Ti,n−1

∆t
= α

(
Ti−1,n − 2Ti,n + Ti+1,n

∆x2

)
(4.12)

ou

(1 + 2K)Ti,n = Ti,n−1 +K(Ti−1,n + Ti+1,n) (4.13)

onde K =
α∆t

∆x2
.

Crank Nicolson

Ao empregar diferença progressiva, na derivada temporal de primeira ordem
e diferença centrada para a derivada espacial de segunda ordem, na equação (4.9), tem-se:

Ti,n+1 − Ti,n

∆t
= α

(
Ti−1,n − 2Ti,n + Ti+1,n

∆x2

)
. (4.14)

Agora, empregando diferença regressiva na derivada temporal de primeira
ordem e diferença centrada para a derivada espacial de segunda ordem, na equação (4.9), tem-
se:

Ti,n − Ti,n−1

∆t
= α

(
Ti−1,n − 2Ti,n + Ti+1,n

∆x2

)
, (4.15)

ou equivalentemente:

Ti,n+1 − Ti,n

∆t
= α

(
Ti−1,n+1 − 2Ti,n+1 + Ti+1,n+1

∆x2

)
. (4.16)
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Ao fazer a média das equações (4.14) e (4.16), obtém-se a aproximação para
a equação (4.9), por meio do método Crank Nicolson, dada por:

Ti,n+1 − Ti,n

∆t
=

α

2

(
Ti−1,n − 2Ti,n + Ti+1,n

∆x2
+

Ti−1,n+1 − 2Ti,n+1 + Ti+1,n+1

∆x2

)
, (4.17)

ou ainda,

−kTi−1,n+1 + (2 + 2k)Ti,n+1 −KTi+1,n+1 = kTi−1,n + (2 + 2k)Ti,n +KTi+1,n, (4.18)

onde K =
α∆t

∆x2
.

As equações (4.13) e (4.18), referem-se às equações de difusão do calor, uni-
dimensional discretizadas pelos métodos implícitos de Euler e Crank Nicolson no tempo, com
ordem de convergência O(∆t + ∆x2) e O(∆t2 + ∆x2), respectivamente (CUMINATO; MENE-
GUETE JUNIOR, 2013).
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4.2 RESULTADOS E DISCUSSÕES

4.2.1 Caso I: Problema de Gear

Para as simulações, considerou-se o PVI dado no sistema de equações (4.2),
com λ = 100, F (t) = t + 2, y(0) = 1 e tempo final tf = 4s, cuja solução exata para estes
parâmetros é dada por y(t) = 2 + t − e−100t. Os demais parâmetros utilizados foram δg = 3

para o método do Erro Local, TOL = 10−2, η = 4 para o ATSC e ∆t = 10−2s inicial, para
ambos métodos adaptativos e para o passo de tempo constante.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação

A Tabela 4.1 apresenta os resultados das simulações, o erro ||e||∞, os passos
de tempo utilizados, as iterações e o tempo médio de processamento (tCPU ) como segue:

Tabela 4.1: Tabela de comparação dos métodos com e sem adaptação
Método Técnica ||e||∞ Passos (∆t) usados Iterações tCPU (s)

Erro Local 7.65e-02 22 22 1.29e-05
Euler ATSC 4.17e-02 7 7 1.26e-05

Passo constante 1.32e-01 400 400 5.77e-03
Erro Local 7.87e-03 22 22 9.22e-06

Crank Nicolson ATSC 4.44e-03 5 5 1.09e-05
Passo constante 3.45e-02 400 400 8.30e-04

Dos resultados apresentados na Tabela 4.1, observa-se que os métodos nu-
méricos implementados utilizando passos de tempo adaptativos atingem erros com ordem de
grandeza menores que os métodos implementados com passo de tempo constante, que, ainda,
exigiu um número menor de cálculos quando comparado ao número de iterações da solução
com passo de tempo constante.

O método do Erro Local, tanto para Euler quanto para Crank Nicolson, exigiu
5.5% do esforço da solução obtida com passo de tempo constante e o método ATSC apenas
1.75% e 1.5%, respectivamente. Essa redução no número de iterações reflete no tempo com-
putacional, que, por conseguinte, é menor para os métodos implementados com as técnicas
adaptativas.

Assim, a Figura 4.1 destaca diferenças entre os métodos, por meio do compor-
tamento do erro das soluções numéricas, detalhes podem ser observados por meio da imagem
ampliada em cada gráfico.
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Figura 4.1: Comparação entre os erros das soluções com adaptação e passo constante
Euler Implícito Crank Nicolson

Fonte: Autora.

Observa-se que ||e||∞ é atingido em 0 ≤ t ≤ 0.1s, no qual a solução da EDO
apresenta um crescimento rápido, como ilustrados nos gráficos das soluções, Figura 4.2.

Figura 4.2: Soluções exata e numéricas dos métodos com adaptação e passo constante para
problema de Gear

Erro Local ATSC Passo constante
Euler Implícito

Crank Nicolson

Fonte: Autora.
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Na Figura 4.3, têm-se o histórico de passos de tempo utilizado para obter as
soluções por meio das técnicas adaptativas, Erro Local e ATSC.

Figura 4.3: Histórico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo
Euler Implícito Crank Nicolson

Erro local

ATSC

Fonte: Autora.

Os gráficos apresentados na Figura 4.2 são as soluções geradas pelos métodos
de Euler e Crank Nicolson e demonstram como os métodos adaptativos do Erro Local e ATSC
foram capazes de adaptar os passos de tempo. De início, valores pequenos para ∆t, em que
a equação apresenta um crescimento exponencial, e – no decorrer do tempo quando a solução
passa a ser dominada pela função linear – o crescimento do passo de tempo é adaptado e,
consequentemente, aumentado.

O método ATSC apresentou um número menor de iterações em relação ao
método de Erro Local, Tabela 4.1, no qual a concentração de passos de tempo ficou no início do
intervalo da solução do PVI, como pode ser observado na Figura 4.3, por meio do histórico de
passos de tempo. Ainda, devido ao comportamento da solução, o método ATSC utilizou apenas
5 passos de tempo, o que implicou em economia de recursos computacionais.
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Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação, com o mesmo número total de
iterações

Verifica-se, na Tabela 4.1, que os métodos adaptativos utilizaram um número
inferior de iterações, assim, apresenta-se na Tabela 4.2, os resultados das simulações, em que é
imposto o mesmo número de passos no tempo para o esquema de passo constante.

Tabela 4.2: Resultados para as soluções com e sem adaptação para o mesmo número de iterações
||e||∞ tCPU (s)

Método Passo adaptativo Passo constante Iterações Passo adaptativo Passo constante

Erro local
Euler 7.65e-02 1.73e+00 22 1.29e-05 9.22e-04

Crank Nicolson 7.83e-03 1.80e+00 22 9.22e-06 5.87e-04

ATSC
Euler 4.17e-02 2.68e+00 7 1.26e-05 7.45e-04

Crank Nicolson 4.44e-03 3.45e+00 6 1.09e-05 1.84e-04

Observa-se na Tabela 4.2 ao impor o mesmo número de iterações utilizado nas
técnicas adaptativas, a solução numérica com passo constante não converge, pois com poucas
iterações ∆t passa a ter um valor alto o que desestabiliza os métodos. A Figura 4.4 apresenta
os gráficos que demonstram o comportamento dos erros.

Figura 4.4: Comparação entre os erros das soluções, com adaptação e passo constante, com o
mesmo número de iterações para o problema de Gear

Euler Implícito Crank Nicolson
Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.



33

A Figura 4.5 apresenta os gráficos nos quais observa-se que o método de
Crank Nicolson sem adaptação produziu oscilações significativas.

Figura 4.5: Soluções exata e numéricas dos métodos com adaptação e passo constante: mesmo
número de iterações para o problema de Gear
Euler Implícito Crank Nicolson

Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.

Por fim, os resultados apresentados, na Figura 4.5, fornecem as soluções da
EDO, equação (4.2), utilizando métodos de passo constante e adaptativos, em que se eviden-
ciou o fato de os métodos adaptativos mostrarem-se capazes de adequar o tamanho de passo,
diferenciando onde predomina a parte exponencial do PVI rígido.
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4.2.2 Caso II: Lei de Resfriamento de Newton

Para as simulações foi considerada a equação (4.6), com um tempo físico

t = 1s, T∞ = 0◦C, temperatura inicial de T0 = 10◦C e
Ah

mcp
= 30s−1.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação

A Tabela 4.3 apresenta o desempenho de cada método adaptativo e, também, a
solução com o tamanho do passo constante, esses resultados foram obtidos com um ∆t = 10−2s

inicial para soluções adaptativas e fixo para a solução do passo de tempo constante. Erro global
semelhante à δg= 3, para o método do Erro local, TOL =10−2 e η = 4 para o ATSC.

Tabela 4.3: Tabela de comparação dos métodos com e sem adaptação
Método Técnica ||e||∞ Passos (∆t) usados Iterações tCPU (s)

Erro Local 3.33e-01 16 16 1.35e-05
Euler ATSC 1.30e-01 13 13 7.36e-05

Passo constante 4.89e-01 100 100 8.74e-04
Erro Local 1.46e-02 20 20 1.27e-05

Crank Nicolson ATSC 1.25e-02 9 9 2.22e-05
Passo constante 2.77e-02 100 100 9.83e-04

A Tabela 4.3 apresenta a norma do erro máximo,||e||∞, entre as soluções
numéricas com e sem adaptação, além da solução exata. Observa-se que ambos métodos adap-
tativos (Erro Local e ATSC) produziram erros na mesma ordem de grandeza e menores que
a solução de passo constante. Assim, para ilustrar o comportamento do erro para as soluções
numéricas, tem-se:

Figura 4.6: Comparação entre os erros das soluções com adaptação e passo constante
Euler Implícito Crank Nicolson

Fonte: Autora.
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Na Figura 4.6, observa-se que, em princípio até o tempo 0.2s (onde a tempera-
tura tem um decaimento exponencial), o erro com as técnicas adaptativas são menores, contudo,
quando a solução caminha para o regime permanente, o erro da solução com passo constante
passa a ser menor, o que é natural, uma vez que com a adaptação temporal e a estabilização da
temperatura os passos de tempo são aumentados.

Verifica-se, na Tabela 4.3, que além dos erros produzidos pelas soluções
adaptativas serem menores, Figura 4.6, que o número de iterações também foi inferior. Para
o método de Euler, as técnicas adaptativas (Erro Local e ATSC) exigiram, 16% e 13% respecti-
vamente, em relação ao número de iterações obtidas com a solução de passo constante.

Em relação às iterações da solução sem adaptação, o método de Crank Nicol-
son com a técnica Erro local utiliza 20% das iterações, enquanto a técnica ATSC 9%, resultando
em menores erros o ATSC.

Na Figura 4.7, tem-se os gráficos das soluções, e, a Figura 4.8 apresenta o
histórico de passos no tempo usados para cada técnica adaptativa.

Figura 4.7: Comparação entre a solução exata e numérica, para os métodos com adaptação e
passo constante para a lei de resfriamento de Newton.

Erro Local ATSC Passo constante
Euler Implícito

Crank Nicolson

Fonte: Autora.
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Figura 4.8: Histórico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo.
Euler Implícito Crank Nicolson

Erro local

ATSC

Fonte: Autora.

Com os gráficos apresentados, Figura 4.7, é possível ter uma melhor inter-
pretação dos resultados da Tabela 4.3. As soluções implementadas com as técnicas adaptativas
ajustam-se de acordo com a dinâmica do problema. O histórico de passos no tempo também
demonstra isso, na Figura 4.8, visto que o histórico de passos para método de Euler implícito
com adaptação do Erro local, ∆t, é aumentado e, depois, reduzido.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação, com o mesmo número total de
iterações

Dos resultados apresentados, na Tabela 4.3, verificou-se que os métodos adap-
tativos produziram bons resultados, erros menores que a solução de passo de tempo constante.
Esses resultados foram obtidos com um número inferior de iterações, portanto, na Tabela 4.4,
são apresentados os resultados das simulações com passo constante, na qual se considera o
número de iterações obtidas para os métodos com adaptação Tabela 4.3.
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Tabela 4.4: Resultados para as soluções com e sem adaptação para o mesmo número de iterações
||e||∞ tCPU (s)

Método Passo adaptativo Passo constante Iterações Passo adaptativo Passo constante

Erro local
Euler 3.33e-01 1.98e+00 16 1.27e-05 3.70e-04

Crank Nicolson 1.46e-02 8.85e-01 20 1.27e-05 5.02e-04

ATSC
Euler 1.30e-01 2.03e+00 13 7.36e-05 3.45e-04

Crank Nicolson 1.25e-02 3.27e+00 9 2.22e-05 3.16e-04

Com os resultados apresentados, na Tabela 4.4, verifica-se que com o mesmo
número de iterações as soluções de passo constante produziram erros maiores do que os métodos
com adaptação no tempo. Para exemplificar, na Figura 4.9, tem-se os gráficos dos erros que
demonstram esse comportamento.

Figura 4.9: Comparação entre os erros das soluções, com adaptação e passo constante, com o
mesmo número de iterações para lei de resfriamento de Newton.

Euler Implícito Crank Nicolson
Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.

A Figura 4.10 apresenta os gráficos das soluções com adaptação e passo cons-
tante com o mesmo número de iterações, que mostram a eficácia dos métodos adaptativos. Além
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dos erros produzidos pelas soluções de passo constantes serem de ordem de grandeza superior,
também, pode se visualizar como estas ficam distantes da solução exata das soluções com adap-
tação.

Figura 4.10: Soluções exata e numéricas dos métodos com adaptação e passo constante:
mesmo número de iterações para lei de resfriamento de Newton.

Euler Implícito Crank Nicolson
Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.

Desta forma, conclui-se que os erros, as iterações e o tempo de simulação
para as soluções obtidas utilizando os métodos adaptativos resultam em quantidades menores de
iterações com erros da mesma ordem de grandeza que solução com passo constante, Tabela 4.3,
consequentemente, ao diminuir o número de iterações, o passo temporal adaptativo proporciona
um ganho computacional. Ainda, na Tabela 4.4, são apresentados os erros para a soluções com
o mesmo número de iterações onde se pode constatar que os erros produzidos pelo método sem
adaptação foram maiores. Na Figura 4.8, apresenta-se o histórico de resfriamento, no qual se
verifica, no início, um decaimento acelerado da temperatura e subsequentemente a temperatura
estabilizada. Com isso, a expectativa de que os métodos adaptativos fossem capazes de alterar
os passos de tempo de acordo com a dinâmica física de resfriamento de fato aconteceu para
ambos os métodos.
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4.2.3 Caso III: Equação da difusão do calor unidimensional em regime não permanente

Para as simulações da equação de difusão, equação (4.9), aplica-se os métodos
de Euler implícito e de Crank Nicolson para as discretizações dos termos temporais, resultando
nas equações discretizadas, equações (4.13) e (4.18). Considerou-se 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ t ≤ 2s,
com condição incial T (x, 0) = 100sen(πx) e condições de contorno nulas, cuja solução exata
é T (x, t) = 100eπ

2tsen(πx).
Observa-se que, para resolver as equações (4.13) e (4.18), faz-se necessário,

a cada passo de tempo resolver um sistema linear. Para isso usa-se o método de Gauss-Seidel,
que obtém a solução do sistema linear Ax = b com N equações por uma sequência de operações
aplicadas a uma aproximação inicial x(0) do vetor solução x.

A partir da aproximação inicial x(0), o método gera uma sequência de vetores
x(1), x(2), ... , x(n), que converge para a solução do sistema linear a medida que n → ∞
(BURDEN; FAIRES, 2011).

Para avaliar o desempenho dos métodos, foram analisados dois erros, o pri-
meiro onde é calculado o erro absoluto máximo entre as soluções numérica e exata, dado por:

Erro1 = max |Ti,t − Tex,i,t| . (4.19)

O segundo erro coleta o máximo erro relativo produzido em cada passo de
tempo até o final da simulação, representado por:

Erro2 =

Passos de Tempo∑
t=1

max

∣∣∣∣Ti,t − Tex,i,t

Tex,i,t

∣∣∣∣ (4.20)

onde Ti,t representa a solução numérica no nó i, em relação ao espaço, no tempo t e Tex,i,t a
solução exata no mesmo ponto.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação

Para obter os resultados numéricos, utilizou-se os valores α = 1m2/s e
δg = 3 para o método do Erro Local, TOL = 10−2 e η = 2 para o ATSC. O valor inicial
do passo de tempo foi ∆t = 10−2s para os métodos adaptativos, e para o método de passo
constante este valor foi fixo.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados obtidos nas simulações, o problema em
questão trata-se de uma equação diferencial parcial que, com as condições de contorno usadas,
a temperatura decresce rapidamente e, depois, tende a zero, tratando-se, assim, de um problema
rígido.
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Tabela 4.5: Comparação dos métodos com e sem adaptação

Método Técnica Erro1 Erro2 Passos (∆t) usados Iterações tCPU (s)

Erro Local 2.14e+00 4.68e+02 19 19 2.74e-01
Euler ATSC 1.41e+00 3.23+03 22 22 2.08e-01

Passo constante 1.81e+00 1.34e+02 200 200 1.01e-01
Erro Local 4.98e-02 4.22e+00 20 20 3.45e-02

Crank Nicolson ATSC 4.42e-02 1.65e+00 21 21 3.37e-02
Passo constante 4.58e-02 4.49e+00 200 200 5.20e-02

Constata-se que o método de Crank Nicolson obteve melhor desempenho em
relação ao método de Euler, como esperado. Para os resultados obtidos com adaptação no tempo
e passo constante, observa-se que ambas técnicas adaptativas, Erro Local e ATSC, geraram
erros, Erro1, com a mesma ordem de grandeza que a solução de passo constante.

O mesmo acontece para o Erro2, com exceção para Euler implementado com
ATSC, que apesar de atingir o menor Erro1 ao longo do tempo, os erros acabam sendo maiores,
como também pode ser verificado na Figura 4.11.

Figura 4.11: Comparação entre os erros das soluções com adaptação e passo constante
Euler Implícito Crank Nicolson

Fonte: Autora.

Verifica-se, na Tabela 4.5, que: além dos erros produzidos pelas soluções
adaptativas serem da mesma ordem de grandeza, os números de iterações usadas pelos métodos
com adaptação no tempo foram inferiores. Para o método de Euler, as técnicas adaptativas
(Erro Local e ATSC) exigiram, respectivamente, 9.5% e 11%, em relação ao método com passo
constante. Também, em relação às iterações da solução sem adaptação, o método de Crank
Nicolson com a técnica Erro local utiliza 10% das iterações, enquanto que a técnica ATSC
utiliza 10.5% .
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Apresenta-se, na Figura 4.12, os gráficos das soluções numéricas para todos
os tempos em x = 0.5, obtidos pelo método de Euler e Crank Nicolson, comparados com a
solução exata, considerando as soluções pelos métodos adaptativos e a solução pelo método de
passo constante.

Figura 4.12: Comparação entre a solução exata e numérica, para os métodos com adaptação e
passo constante para a equação da difusão do calor unidimensional em regime não permanente.

Erro Local ATSC Passo constante
Euler Implícito

Crank Nicolson

Fonte: Autora.

Na Figura 4.13, tem-se as malhas produzidas pelas soluções numéricas, obti-
dos pelo método de Euler e Crank Nicolson com adaptação no tempo e passo constante.
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Figura 4.13: Comparação da malha entre a solução exata e numérica, para os métodos
numéricos com adaptação e passo constante.

Erro Local ATSC Passo constante
Euler Implícito

Crank Nicolson

Fonte: Autora.

Observa-se que as malhas geradas com as técnicas adaptativas, Figura 4.13,
apresentam um refinamento maior para tempos menores e, conforme a solução, esta torna-se
estacionária. Logo, os métodos adaptativos aumentam consideravelmente o tamanho do passo
de tempo, ficando maiores no método ATSC, enquanto, que a malha com passo constante é bem
refinada de modo a indicar o número elevado de nós nos quais o método tem que realizar os
cálculos.

Para um melhor entendimento da variação do passo de tempo, a Figura 4.14
apresenta o histórico usado em cada técnica adaptativa, no qual o método ATSC alcança um
passo de tempo em ∆t = 0.9s e, em seguida, é reduzido.
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Figura 4.14: Histórico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo.
Euler Implícito Crank Nicolson

Erro local

ATSC

Fonte: Autora.

Com os gráficos apresentados na Figura 4.12, observa-se que as soluções im-
plementadas com as técnicas adaptativas se ajustam de acordo com o problema. Esse resultado
também é reforçado ao observar a Figura 4.13, que apresenta as malhas, onde é possível no-
tar que até o nível de tempo t = 0.8s, no qual a solução tem um decaimento rápido, para os
métodos com adaptação, existe um refinamento e, depois, o aumento do espaçamento.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptação, com o mesmo número total de
iterações

Como foi apresentado, na Tabela 4.5, os métodos numéricos combinados com
as técnicas de adaptação de passo de tempo utilizaram um número menor de iterações. A seguir,
será apresentado os resultados para a solução de passo constante a considerar o mesmo número
de iterações usados para os métodos adaptativos. A Tabela 4.6 apresenta os resultados.
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Tabela 4.6: Resultados para as soluções sem adaptação para o mesmo número de iterações
usados pelos métodos adaptativos

Erro

Método Erro1 Erro2 Iterações tCPU (s)

Para as iterações usadas em Erro local
Euler 1.43e+01 4.12e+01 19 2.70e-02

Crank Nicolson 3.66e+00 1.14e+01 20 2.90e-02

Para as iterações usadas em ATSC
Euler 1.25e+01 4.24e+01 22 3.77e-02

Crank Nicolson 3.26e+00 1.12e+01 21 3.61e-02

Na Tabela 4.6, verifica-se que com o mesmo número de iterações usadas para
os métodos ATSC e Erro Local, as soluções de passo constante produziram erros maiores do
que as soluções adaptativas, como visto na Tabela 4.5. A Figura 4.15 apresenta os gráficos do
Erro1, que demonstram esse comportamento.

Figura 4.15: Comparação entre os erros das soluções, com adaptação e passo constante, com o
mesmo número de iterações.

Euler Implícito Crank Nicolson
Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.



45

Na Figura 4.16, apresenta-se os gráficos das soluções obtidas com o mesmo
número de iterações para os métodos adaptativos e passo constante, para todos os tempos em
x = 0.5.

Figura 4.16: Soluções exata e numéricas dos métodos com adaptação e passo constante:
mesmo número de iterações.

Euler Implícito Crank Nicolson
Erro Local

ATSC

Fonte: Autora.

A Figura 4.16 apresenta os gráficos das soluções com e sem adaptação jun-
tamente a igual número de iterações, que mostram a eficácia dos métodos adaptativos. Além
dos erros produzidos pelas soluções de passo constantes serem de ordem de grandeza superior,
também, pode se visualizar como estas ficam distantes da solução exata e da solução implemen-
tada com a técnica adaptativa, usando o método de Euler implícito, enquanto, que para Crank
Nicolson, as soluções já estão mais próximas.

Os resultados obtidos, até o momento, evidenciaram que os métodos adap-
tativos implementados proveem vantagens, resultando em soluções com menores erros e com
menor tempo computacional para os dois primeiros casos estudado. Para o terceiro caso, que se
trata de uma EDP, o tempo computacional gasto dos métodos adaptativos resultaram na mesma
ordem de grandeza que a solução de passo constante, não obtendo uma diferença relevante entre
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os tempos, o que é justificável pelo fato de que para se conseguir a solução com adaptação é
preciso buscar a solução na malha fina e na malha grossa e, dessa forma, alcançar uma relação
entre elas e, assim, adaptar o tempo, como mostra os Algoritmos 1 e 2. Com isso, torna-se
necessário mais cálculos e mesmo que, o número de passos no tempo seja inferior para os mé-
todos com adaptação, o tempo computacional acabou sendo praticamente igual ao com passo
constante. Porém, os métodos adaptativos, ainda, são vantajosos ao observar os erros obtidos
são menores do que os erros encontrados com passo constante, ou seja, com menos iterações,
menor é a soma dos erros acumulados.

A partir desses resultados, aplica-se a adaptação temporal em um modelo
biológico, que descreve o crescimento tumoral. Contudo, antes, apresenta-se uma breve revisão
de literatura sobre modelos envolvendo crescimento tumoral, definindo o câncer e como a utili-
zação de modelos matemáticos podem auxiliar nos estudos de dinâmica tumoral. Na sequência,
aplica-se a teoria abordada para avaliar o comportamento do modelo.
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5 MODELO BIOLÓGICO DE CRESCIMENTO TUMORAL

O câncer é o problema de saúde pública mais grave do mundo e é uma das
quatro principais causas de morte prematura (morte antes dos 70 anos) na grande maioria dos
países. De acordo com a estimativa global mais recente, para o ano de 2018, houve 18 milhões
de novos casos de câncer e 9.6 milhões de mortes. As estimativas para cada ano do triênio 2020-
2022, no Brasil, sugerem que haverá 625 milhões de novos casos de câncer (INCA, 2020).

O câncer é definido como um crescimento desordenado de células que afetam
os órgãos e tecidos do corpo humano. Ademais, o termo tumor é usado para descrever um
aglomerado de células cancerígenas. Existem dois tipos de classificações de tumores: benignos
e malignos.

Para tanto, o tumor benigno é formado por células incapazes de espalharem-
se para outras partes do corpo e, na grande maioria dos casos, o tumor pode ser removido
cirurgicamente. Os tumores malignos, por outro lado, são mais agressivos, com crescimento
rápido e células que podem se infiltrar em outras partes do corpo pela corrente sanguínea (INCA,
2020).

Para entender o crescimento desordenado das células, muitos pesquisadores
estão recorrendo à modelagem matemática, que, por meio do uso de equações diferenciais,
por exemplo, permite descrever e analisar as alterações que um tumor pode causar no corpo
humano (COELHO, 2019). Os atuais modelos de crescimento tumoral, segundo a literatura, são
baseados, principalmente, em ajustes de curvas, simulações numéricas ou equações diferenciais
baseadas em conceitos biológicos simplificados (RODRIGUES, 2011).

O trabalho de Laird (1964) retrata o crescimento tumoral usando o modelo de
Gompertz, modelo de dinâmica populacional, com algumas modificações, onde é sugerido que:

dw

dt
=

1

α
ln

[
A

α(A
α
− ln W

W0
)

]
, (5.1)

onde W é a taxa de crescimento do tumor e t é a variação temporal, outrossim, W0 é a condição
inicial, α é a taxa de crescimento intrínseca e A é a taxa de saturação constante, todas positivas.
Observou-se que o modelo de Gompertz fornece uma boa descrição matemática da proliferação
celular, na qual a taxa de crescimento do câncer não é constante, mesmo em um curto período
de tempo, mas diminui de forma constante.

Assim, a fim de avaliar a progressão do tumor, em um tempo relativamente
menor, sem um enorme custo de experimentos de laboratório, modelos matemáticos os quais
descrevem a invasão de tecido celular por células cancerígenas, usando sistemas de equações
diferenciais têm sido propostos na literatura (PILLIS; RADUNSKAIA, 2003; PILLIS; RA-
DUNSKAIA; WISEMAN, 2005; GUIRALDELLO, 2015), entre outros.
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Além de descreverem modelos de invasão, alguns autores incluíram na mode-
lagem matemática termos que descrevem tratamento como a quimioterapia (PILLIS; RADUNS-
KAIA, 2003; MUFUDZA et al., 2012; CHAPLAIN; LOLAS, 2005; RODRIGUES; PINHO;
MANCEIRA, 2012), e, avaliam o impacto do nível de estrogênio na dinâmica do câncer de
mama sob influência do sistema imune e tratamento quimioterápico, utilizando um modelo ma-
temático de competição entre células normais e cancerosas (MUFUDZA et al., 2012; PILLIS;
RADUNSKAIA, 2003).

Assim, é comum a utilização das equações diferenciais do tipo presa e pre-
dador, ou mesmo, de competição para relacionar a interação das células normais do organismo
(H) com as células tumorais (T ), com descrito nas equações (5.2)-(5.3):

dH

dt
= H (α1 − β1H − δ1T )) , (5.2)

dT

dt
= T (α3 − β2T ) . (5.3)

em que α1 refere-se à constante do crescimento das células normais, α3 à constante do cresci-
mento do tumor e as constantes β1, δ1 e β2 são os coeficientes de interação das células.

Uma análise da estabilidade do sistema dado pelas equações (5.2)-(5.3) pode
ser obtida de forma simples, resultando em um ponto de equilíbrio estável se os autovalores
forem reais, distintos e de sinais negativo (BOYCE; DIPRIMA, 2010). Consequentemente, as
soluções numéricas devem convergir para o ponto de equilibro, independentemente das condi-
ções iniciais utilizadas. Por exemplo, resolver numericamente o modelo dado pelas equações
(5.2)-(5.3), usando métodos de passo único, como os métodos de Euler, Runge-Kutta de quarta
ordem, ou ainda, por métodos de passos múltiplos, como Adams Moulton, ou, usando diferen-
ças finitas, obtém-se os resultados nos quais é possível avaliar a densidade populacional de H e
T , em função do tempo t, considerando várias condições iniciais (ABREU, 2019).

Pillis e Radunskaia (2003) desenvolveram e validaram um modelo de resposta
imune e sua relação com o crescimento tumoral, incluindo a equação:

dI

dt
= s+

ρIT

ω + T
+ γ3IT − µI (5.4)

no sistema dado pelas equações (5.2)-(5.3). Com base em considerações fisiológicas, os autores
calcularam valores estimados para os parâmetros em seu modelo.

Mufudza et al. (2012) desenvolveram um modelo matemático de quatro equa-
ções diferenciais ordinárias, usando como base as equações (5.2)-(5.3), porém, incluíram termos
que descrevem o nível de estrogênio (E) no organismo, resultando em:
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dH

dt
= H (α1 − β1H − δ1T )− σ1HE, (5.5)

dT

dt
= T (α3 − β2T )− γ2IT − σ2HE, (5.6)

dI

dt
= s+

ρIT

ω + T
+ γ3IT − µI − σ3IE

ν + E
, (5.7)

dE

dt
= π − θE. (5.8)

Através de análises de estabilidade e simulações numéricas, os autores Mu-
fudza et al. (2012) – usando o solver ODE45 do Matlab – concluíram que a presença de estrogê-
nio extra deixa o sistema instável, portanto, o estrogênio aumenta o risco de desenvolver câncer
de mama. Por sua vez, Antunes (2022) considerou os resultados obtidos em Mufudza et al.

(2012) e desenvolveu um novo modelo, acrescentando termos e mais uma equação no sistema
(5.5)-(5.8), no qual descreve um agente quimioterápico.

Similarmente, com análises de estabilidade e simulações numéricas usando
solver ODE45 do Matlab concluiu que a inclusão do tratamento quimioterápico permitiu a
obtenção de condições para que a estabilidade do sistema ocorresse. Observa-se que os modelos
descritos pelas equações (5.2)-(5.8) envolvem sistemas de EDOs, os quais descrevem análises
das variáveis sob o tempo.

Nesse contexto, encontra-se, na literatura, modelos, também, descritos por
EDPs que avaliam as variáveis tanto no tempo como no espaço. Particularmente, o modelo
descrito por duas equações diferenciais parciais (KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017),
onde o oxigênio é a única fonte de nutriente disponível através de vasos sanguíneos distantes
e que tumores no tecido não são impedidos de se moverem e multiplicarem, vem ao encontro
com o desenvolvimento desta dissertação, em que a variação temporal apresentada em Sabir et

al. (2017) configura equações rígidas.
Sabir et al. (2017) resolvem o modelo ao adaptar o método de elementos

finitos na discretização espacial ao usarem um esquema de passo de tempo fracionário para a
discretização temporal. Coelho (2019), apresentou resultados numéricos do modelo de Kolobov
et al. (2009) ao fazer uso das diferenças finitas centrais na parte espacial e do método passo
múltiplo para o termo espacial, no qual considerou passo de tempo constante.

Assim, pretende-se apresentar soluções do modelo utilizando os métodos com
adaptação Erro Local e ATSC, para a discretização temporal e diferenças finitas centrais para
os termos espaciais. Os detalhes do modelo são apresentados na seção 5.1
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5.1 MODELO ESTUDADO

O modelo matemático que será avaliado com a adaptação temporal descreve
o crescimento do tumor invasivo avascular, desenvolvido por Kolobov et al. (2009):

∂a

∂t
= Da

∂2a

∂x2︸ ︷︷ ︸
Difusão

− P (n)a︸ ︷︷ ︸
Mortalidade

+ βa︸︷︷︸
Divisão

, (5.9)

∂m

∂t
= P (n)a︸ ︷︷ ︸

Mortalidade

, (5.10)

∂n

∂t
= Dn

∂2n

∂x2︸ ︷︷ ︸
Difusão

− qa︸︷︷︸
Absorção

(5.11)

em que P (n) =
Pm

2

(
1− tanh

(
n− ncrit

ϵ

))
.

A equação (5.9) descreve a densidade do câncer determinada pelas células
vivas, a(x, t), que possuem capacidade de multiplicação e locomoção. O crescimento do tu-
mor se relaciona com o coeficiente de difusão, Da, e com a taxa de multiplicação das células
cancerosas, β. Também, existe uma taxa de mortalidade dada por P (n) que se associa com a
concentração de nutrientes, n(x, t), constituída por uma constante de mortalidade, Pm e a con-
centração de oxigênio, ncrit e, ainda, ϵ que define o desvio característico da concentração de
nutrientes. A equação (5.10) descreve a densidade das células mortas relacionada com P (n).
A equação (5.11) descreve a concentração de nutrientes no tecido através de um coeficiente de
difusão dado por Dn e uma taxa de consumo de nutriente das células cancerígenas dada por q.

As células vivas dadas por a(x, t), que possuem a capacidade de auto locomo-
ção e multiplicação, serão consideradas para análise do crescimento tumoral. Como as células
que morrem, determinado por m(x, t), não têm efeito sobre a propagação ou multiplicação de
novas células cancerosas, permanecendo estáveis, formando uma região necrótica, seu consumo
de nutrientes torna-se insignificante quando comparado ao das células vivas (KOLOBOV et al.,
2009; SABIR et al., 2017). Assim, o modelo de crescimento do tumor, dado pelas equações
(5.9)-(5.11), é reescrito por:

∂a

∂t
= Da

∂2a

∂x2︸ ︷︷ ︸
Difusão

− P (n)a︸ ︷︷ ︸
Mortalidade

+ βa︸︷︷︸
Divisão

, (5.12)

∂n

∂t
= Dn

∂2n

∂x2︸ ︷︷ ︸
Difusão

− qa︸︷︷︸
Absorção

. (5.13)
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A alta concentração de nutrientes fornecida por n(x, t) é fundamental para
sobrevivência das células cancerosas. Como resultado, na equação (5.13), descreve a taxa que
determina o consumo de nutrientes pelas células cancerígenas, uma vez que, quando ocorre
deficiência nutricional, as células cancerosas e as células proliferativas param de se multiplicar,
fazendo com que o crescimento do câncer diminua (KOLOBOV et al., 2009; WEINBERG,
2008). Como a quantidade de oxigênio disponível no tecido está ligada aos vasos capilares,
também conhecidos como vasos sanguíneos distantes de células tumorais, a falta de oxigênio
pode levar à morte das células tumorais (RODRIGUES, 2011; WEINBERG, 2008).

Outra consequência do baixo nível de oxigênio no tecido normal é a formação
de uma região hipóxica (células vivas que vivem com baixos níveis de oxigênio) no tumor. Estas
células hipóxicas são o resultado de uma série de mutações que lhes permitem sobreviver em
um tecido com baixa concentração de oxigênio (RESENDE, 2014). Ao comparar o consumo de
nutrientes por células hipóxicas e células proliferativas, fica evidente que o consumo de células
hipóxicas é desprezível (KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017).

Diferentemente das células tumorais mortas, as células hipóxicas são capazes
de promover progressão e produzir metástases, ou ainda, espalharem-se para outros órgãos
por meio de uma variedade de mecanismos diretos e indiretos. Como resultado das mutações
que essas células sofreram para se adaptar ao seu novo ambiente (que possui baixo oxigênio),
quando recebem uma droga que poderia matá-las, essas células desenvolvem novas mutações
como forma de adaptarem-se a essas drogas, o que representa um obstáculo ao tratamento do
câncer. Assim, o estudo de células hipóxicas tem um impacto relevante no tratamento do câncer
(ABRANTES, 2013; SABIR et al., 2017).

Sendo que a região de hipóxia é formada por células que são capazes de so-
breviver com pouco oxigênio, mostra-se possível introduzir uma taxa na equação que descreve a
concentração de oxigênio, a fim de analisar o crescimento tumoral quando os níveis de oxigênio
no sangue caem, conforme descrito em Souza (2013).

Assim, o modelo de crescimento tumoral avascular deve satisfazer as seguin-
tes hipóteses (AVILA; LOZADA-CRUZ, 2013; KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017):

H1- O ambiente do tumor, no tecido normal, não impede o movimento de
células tumorais vivas e proliferativas;

H2 - O crescimento do tumor, no tecido normal, é sem o desenvolvimento de
vasos sanguíneos;

H3 - O oxigênio é o único nutriente e sua falta causa a morte das células
tumorais vivas;

H4- A difusão do oxigênio inicia-se em vasos sanguíneos distantes do tumor.

Sendo o objetivo desta dissertação descrever o crescimento do tumor invasivo
avascular, considerando as hipóteses H1, H2, H3 e H4 com a taxa de decaimento de oxigênio.



52

Dessa forma, o modelo a ser avaliado é descrito pelas equações (5.12)-(5.13),
sujeito às condições iniciais dadas por:

a(x, 0) = αeτx
2

, ∀ [−L,L], (5.14)

n(x, 0) = c0, ∀ [−L,L], (5.15)

e condições de contorno dadas por:

a(−L, t) = c1, a(L, t) = c3, ∀ [0, T ], (5.16)

n(−L, t) = c2, n(L, t) = c4, ∀ [0, T ], (5.17)

α, τ , ci, i = 1, . . . 4 são constantes.
O intervalo [0, T ] será considerado para a variável temporal, t, e o intervalo

[0, L] para a variável espacial, x. A equação (5.12) descreve a densidade do câncer em relação
a a(x, t) no tecido, que é composta por uma taxa de crescimento dada por β e uma taxa de
mortalidade dada por P (n).

A equação (5.13) descreve a concentração de nutrientes relacionados a n(x, t),
com a taxa de consumo das células tumorais, dados por q e a taxa de queda de oxigênio dados
por ρ, ou, de acordo com a hipótese H3, a equação de concentração de oxigênio.

Assim sendo, o modelo apresenta um crescimento rápido das células cancerí-
genas em regiões que possuem grande quantidade de nutrientes e, com a escassez de nutrientes,
o tumor deixa de crescer, configurando, desta forma, a rigidez no sistema de equações.
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5.2 DISCRETIZAÇÃO DO MODELO

Neste capítulo, mostra-se as discretizações das equações diferenciais parciais
do modelo. Para simplificar, usa-se o modelo já com as equações adimensionalizadas, como
mostrado em Coelho (2019).

Para análises e simulações das equações (5.12) e (5.13), será utilizado o mé-
todo de Crank Nicolson descrito no Capítulo 3. Para tanto, a considerar a equação que descreve
a densidade do câncer, em (5.12), e, empregando diferença progressiva na coordenada temporal
t e a fórmula centrada de segunda ordem na coordenada espacial x, tem-se:

ai,j+1 − ai,j
∆t

= Da

(
ai−1,j − 2ai,j + ai+1,j

∆x2

)
− P (ni,j)ai,j + βai,j. (5.18)

Agora, ao empregar a diferença regressiva na coordenada temporal t e a cen-
trada de segunda ordem na coordenada espacial x, obtém-se:

ai,j+1 − ai,j
∆t

= Da

(
ai−1,j+1 − 2ai,j+1 + ai+1,j+1

∆x2

)
− P (ni,j+1)ai,j+1 + βai,j+1. (5.19)

Fazendo a média das equações (5.18) e (5.19) e considerando σa = Da∆t
2∆x2 ,

tem-se:

ai,j+1 = ai,j + [σa (ai−1,j − 2ai,j + ai+1,j + ai−1,j+1 − 2ai,j+1 + ai+1,j+1)+

∆t

2
(−P (ni,j)ai,j + βai,j − P (ni,j+1)ai,j+1 + βai,j+1)].

(5.20)

Com algumas operações algébricas na equação (5.20) e considerando

Θa = 1 +
Da∆t

∆x2
+

∆t

2
(P (ni,j+1 − β)),

e
Θaa = 1− Da∆t

∆x2
+

∆t

2
(−P (ni,j+1 + β)),

obtém-se a aproximação por Crank Nicolson para a densidade das células, da equação (5.12):

ai,j+1 =
1

Θa

(Θaaai,j + σa (ai−1,j + ai+1,j + ai−1,j+1 + ai+1,j+1)). (5.21)

De maneira análoga, a considerar a equação da concentração de oxigênio,
equação (5.13), tem-se
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ni,j+1 − ni,j

∆t
= Dn

(
ni−1,j − 2ni,j + ni+1,j

∆x2

)
− qai,j − ρni,j, (5.22)

ni,j+1 − ni,j

∆t
= Dn

(
ni−1,j+1 − 2ni,j+1 + ni+1,j+1

∆x2

)
− qai,j+1 − ρni,j+1. (5.23)

Fazendo a média das equações (5.22) e (5.23) e considerando σn = Dn∆t
2∆x2 ,

tem-se:

ni,j+1 = ni,j + [σn (ni−1,j − 2ni,j + ni+1,j + ni−1,j+1 − 2ni,j+1 + ni+1,j+1)+

∆t

2
(−qai,j − ρni,j − qai,j+1 − ρni,j+1)].

(5.24)

Com algumas operações algébricas em (5.24) e considerando

Θn = 1 +
Dn∆t

∆x2
+

∆tρ

2

e
Θnn = 1− Dn∆t

∆x2
− ∆tρ

2
,

obtém-se a aproximação para (5.13) por Crank Nicolson, resultando em:

ni,j+1 =
1

Θn

(Θnnni,j + σn (ni−1,j + ni+1,j + ni−1,j+1 + ni+1,j+1)−

∆tq

2
(ai,j + ai,j+1)).

(5.25)

Com as equações discretizadas, equações (5.21) e (5.25), apresentam-se, nos
Algoritmos 3 e 4, os passos para obtenção da solução numérica pelo método de Crank Nicolson,
utilizando adaptação temporal (Erro Local e ATSC), respectivamente.
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Algoritmo 3: Solução numérica pelo método de Crank Nicolson
utilizando adaptação temporal Erro Local

Entrada: Nx, ∆t, ∆x, iterações, Da, Dn, β, Pm, ncrit, ϵ, q e ρ, T , L, Passosmax

Saída: Soluções para o modelo de crescimento tumoral
1 início
2 Condição inicial
3 para i = 1: (Nx+1) faça
4 Calcule as condições iniciais para duas malhas temporais, para malha grossa

com ∆t e malha fina com ∆t
2

5 fim
6 para k = 1: Passosmax faça
7 para kk = 1:iterações faça
8 para j=1:2 faça
9 TF (2k + j − 1) = TF (2k + j − 2) + dtG(k)

2 ;
10 TG(k + 1) = TF (end);
11 Calcule as condições de fronteira a cada passo no tempo para malha

fina e malha grossa
12 para i=2:Nx faça
13 Encontre as soluções malha fina (∆t

2 ) e malha grossa (∆t)
utilizando as equações discretizadas (5.21) -(5.25)

14 fim
15 fim
16 fim
17 Calcule o δR entre as soluções e aplique o Algoritmo 1 para encontrar o novo

∆t
18 se TG(end) > T então
19 TG(end)=T;
20 dtG(end)=TG(end)-TG(end-1)
21 Parar
22 fim
23 fim
24

25 fim
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Algoritmo 4: Solução numérica pelo método de Crank Nicolson
utilizando adaptação temporal ATSC para η = 2

Entrada: Nx, ∆t, ∆x, iterações, Da, Dn, β, Pm, ncrit, ϵ, q e ρ, T , L, Passosmax

Saída: Soluções para o modelo de crescimento tumoral
1 início
2 Condição inicial
3 para i = 1: (Nx+1) faça
4 Calcule as condições iniciais para duas malhas, malha grossa com ∆t e malha

fina com ∆t
2

5 fim
6 para k = 1: Passosmax faça
7 para kk = 1:iterações faça
8 para j=1:2 faça
9 TF (2k + j − 1) = TF (2k + j − 2) + dtG(k)

2 ;
10 TG(k + 1) = TF (end);
11 Calcule as condições de fronteira a cada passo no tempo para malha

fina e malha grossa
12 para i=2:Nx faça
13 Encontre as soluções malha fina (∆t

2 ) e malha grossa (∆t)
utilizando as equações discretizadas (5.21) -(5.25)

14 fim
15 fim
16 fim
17 Calcule o δA entre as soluções e aplique o Algoritmo 2 para encontrar o

próximo passo no tempo ∆t∗
18 se TG(end) > T então
19 TG(end)=T;
20 dtG(end)=TG(end)-TG(end-1)
21 Parar
22 fim
23 fim
24 fim
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6 ANÁLISE DOS RESULTADOS

No presente capítulo, apresentam-se os resultados obtidos a considerar os Al-
goritmos 3 e 4 com as seguintes condições:

condições iniciais:
a(x, 0) = 0.1e−0.0025x2

, ∀ [−L,L], (6.1)

n(x, 0) = 1, ∀[−L,L]. (6.2)

condições de contorno:
a(−L, t) = 0, a(L, t) = 0 ∀[0, T ], (6.3)

n(−L, t) = 0, n(L, t) = 1 ∀[0, T ]. (6.4)

Para as simulações, considera-se as equações diferencias parciais adimensio-
nalizadas, conforme descrito em Avila e Lozada-Cruz (2013), Coelho (2019) e Kolobov et al.

(2009). Os Parâmetros nas equações do sistema do modelo são usados considerando as escalas
de:

Comprimento (L0) = 5× 10−2cm.
Tempo (T0) = 106s.

Densidade (amax) = 107cél/cm3.
Concentração (nmax) = 10−7mol/cm3.

Obtendo os valores usados para as simulações encontrados em Avila e Lozada-
Cruz (2013), Coelho (2019) e Kolobov et al. (2009): Da = 10cm 2/s, Dn = 104cm 2/s,
β = 0.1[1/s ], Pm = 0.21/s , ncrit = 0.3mol /cm3 ϵ = 10−2cm3 /mol q = 1mol /n.cél e ρ = 0.
Para a variável temporal considera-se T = 200 e para a variável espacial L = 1800 .

A Figura 6.1 apresenta os gráficos das soluções obtidas com o método de
Crank Nicolson, juntamento aos métodos adaptativos no tempo e passo constante, em que se
utilizou ∆x = 60, ∆t = 0.2 como passo de tempo inicial para os métodos adaptativos e para
as soluções de passo de tempo constante, o que leva a 1000 partições no tempo para o passo de
tempo constante.
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Figura 6.1: Comparação entre as soluções com adaptação e passo constante

Erro Local ATSC Passo constante
Densidade das células

Concentração dos nutrientes

Fonte: Autora.

A Figura 6.2 apresenta um corte nos gráficos das Figuras 6.1 no ponto médio
da variável espacial, x = 0, e, dessa forma, considera todos os valores para variável temporal.
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Figura 6.2: Comparação das soluções com adaptação e passo constante, corte em x=0

Erro Local ATSC
Densidade das células

Concentração dos nutrientes

Fonte: Autora.

Dos resultados apresentados, na Figura 6.2, observa-se que para a densidade
das células, tem-se, inicialmente, um crescimento exponencial até o nível do tempo t = 20 e,
depois, uma queda até que a densidade se estabilize ao longo do tempo. Enquanto, simultanea-
mente, a concentração de nutrientes em modo inicial é decrescente até o nível do tempo t = 20,
consequência da alta densidade das células, após isso ocorre uma variação até a estabilidade,
também, da concentração de nutrientes. Faz-se importante destacar que os métodos adaptativos
não capturaram de forma adequada o comportamento das variáveis, principalmente onde existe
mudanças crescentes e decrescentes na solução, para t em torno de 20.

A Figura 6.3 apresenta as malhas geradas das soluções obtidas com o método
de Crank Nicolson com os métodos adaptativos no tempo e passo constante. Já os históricos de
passos no tempo para os métodos adaptativos podem ser observados na Figura 6.4.
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Figura 6.3: Comparação entre as malhas das soluções com adaptação e passo constante

Erro Local ATSC Passo constante
Densidade das células

Concentração dos nutrientes

Fonte: Autora.

Figura 6.4: Histórico de passos no tempo

Erro Local ATSC

Fonte: Autora.

Na Figura 6.4, tem-se os históricos de passos no tempo, em que se verifica o
método do Erro Local o qual utilizou 28 passos, enquanto o método ATSC utilizou 35 passos no
tempo. Um número bem inferior quando comparados a solução de passo constante que utiliza
1000 passos no tempo.
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Mesmo os métodos adaptativos com aumento ou diminuição de acordo ao
passo de tempo ∆t, como era esperado, constata-se que este não foi suficiente para alcançar os
pontos de máximo e mínimo, quando comparado à solução de passo constante. Dessa maneira,
os métodos de adaptação temporal apresentaram, nas condições exploradas, dificuldades para
capturar a dinâmica nos pontos de máximo e mínimo local para contornar o problema.

Mediante essa referida dificuldade, uma alternativa encontrada foi acrescentar
uma condição ao método adaptativo, que relaciona o coeficiente angular em cada ponto da
solução. Por simplicidade, optou-se a incluir essa condição, apenas, no Algoritmo 1, referente
ao método do Erro Local.

Sabe-se que se o coeficiente angular, que representa a taxa de variação da
equação, for positivo implica em um comportamento crescente da curva e, em contrapartida, se
o valor for negativo um comportamento decrescente (GUIDORIZZI, 2001). Assim sendo, foi
avaliado os valores dos coeficientes angulares ao longo do tempo, denotado por Coeficientea,
e com isso tornou-se possível determinar onde os valores dos coeficientes trocam de sinal,
denominado ϑ, e, a partir dessa análise, criou-se a condição adicionada ao método do Erro
local, acrescentada ao Algoritmo 1 e apresentada no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Condição do coeficiente angular adicionada ao mé-
todo do Erro local

1 início
2 se ∆t < δg e Coeficientea > ϑ então
3 passo de tempo deverá ser reduzido por um fator de 1

3
4 senão
5 diminua o passo de tempo por um fator de 2

1
3

6 fim
7 fim

Para determinar o valor de ϑ, foi analisado o gráfico da Figura 6.5, que apre-
senta os coeficientes da curva da densidade das células, equação (5.12), simulada sem adapta-
ção.



62

Figura 6.5: Gráfico do coeficiente angular da taxa de variação de a(x, t)

Fonte: Autora.

Com a análise do gráfico, Figura 6.5, é atribuído o valor de ϑ = 0.0445. Com
essa nova condição adicionada, realiza-se mais simulações para comparar aos novos resultados.
Como não se têm a solução exata do problema, simulou-se uma solução com passo constante
para um super refinamento no tempo, ou seja, considerou-se Nt = 51200, o que corresponde
a 51200 passos de tempo, no qual o tempo de CPU foi aproximadamente de 15 minutos ou
tCPU(s) = 875.49s

Considerando a solução super refinada, apresenta-se na Tabela 6.1, as itera-
ções, o Erro1 obtido entre a solução super refinada e as soluções obtidas com a adaptação
temporal.

Tabela 6.1: Erro entre as soluções com adaptação e passo constante super refinada
Erro

Crank Nicolson Iterações a(x, t) n(x, t) tCPU (s)

Erro Local 28 1.76e-02 2.39e-02 1.89
ATSC 35 5.37e-02 3.65e-02 1.97

Erro Local (com coeficiente) 42 2.20e-03 7.70e-03 2.04

Na Tabela 6.1, constata-se que com adaptação temporal (Erro Local e ATSC)
os erros atingem a ordem de 10−2, já com o terceiro método obtido, junto à nova condição
adicionada, a ordem foi de 10−3, o que pode ser considerado um bom desempenho. A Tabela
6.1 também revela que o método adaptativo atingiu as soluções com um tempo computacional
tCPU = 2.04s, isto é, apenas 0.23 % do tempo usado para o processamento da solução super
refinada.

Verifica-se que, com a nova condição adicionada ao método adaptativo, a so-
lução em complemento à adaptação utilizou um número maior de iterações em relação aos
métodos Erro Local e ATSC. Entretanto, como consequência positiva, capturou a dinâmica
temporal mais adequadamente, ou seja, ∆t foi devidamente reduzido quando necessário.
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Assim, existe um acúmulo de pontos próximos aos pontos de máximo e mínimo locais da solu-
ção, conforme demonstra a Figura 6.6.

Figura 6.6: Comparação entre a solução super refinada com passo constante e com adaptação e
coeficiente angular.

Densidade das células Concentração de nutrientes

Fonte: Autora.

A Figura 6.7, que apresenta a malha gerada automaticamente pelos métodos,
o que também reforça a capacidade do método de adequar o passo no tempo, quando as soluções
se aproximam ao nível do tempo t = 20. Nota-se que as malhas são mais refinadas neste tempo
e, depois, quando as soluções se estabilizam, resultando no passo no tempo aumentado.

Figura 6.7: Malha gerada usando o método de Crank Nicolson com adaptação

Densidade das células Concentração de nutrientes

Fonte: Autora.
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A Figura 6.8 apresenta o histórico de passos no tempo, em que se observa,
inicialmente, ∆t aumentado e, em seguida, reduzido, passando a crescer novamente quando
as soluções se estabilizaram, reforçando novamente que a adaptação temporal foi capaz de se
adaptar à dinâmica do problema. Ademais, também, observa-se que para isso o método de
Crank Nicolson, com adaptação, utilizou 42 passos no tempo, enquanto a solução de referên-
cia com passo constante (51.200 passos), mostrando que foram necessário apenas 0.082% das
iterações do método com passo constante para o método adaptativo.

Figura 6.8: Histórico de passos no tempo

Fonte: Autora.

Dos resultados apresentados, conclui-se que os métodos adaptativos imple-
mentados satisfatórios, não sendo necessário uma malha tão refinada quanto o método imple-
mentado sem a adaptação. Ao analisar o crescimento do tumor, na Figura 6.6, observa-se –
no gráfico que representa a densidade das células observa-se um crescimento muito rápido das
densidades das células cancerígenas, até o nível do tempo t = 20. Após isso, o crescimento
decai até o tempo t = 60 e, após esse tempo, a curva estabiliza-se até o tempo t = 200. Tam-
bém, na Figura 6.6, observa-se a concentração de nutrientes, verificando um grande consumo
de nutrientes no tempo inicial indo até o nível de tempo t = 20. Após, ocorre uma pequena
variação entre t = 20 e t = 50 e, estabiliza-se até t = 200.

Constata-se que no intervalo de tempo de t = 0 a t = 20, onde as células
tumorais se multiplicam ao mesmo intervalo de tempo, existe um declínio na curva de concen-
tração de nutrientes, o que era esperado, visto que o consumo de oxigênio pelas células tumorais
proliferativas durante a divisão mostrou-se maior do que o consumo de oxigênio relacionado a
outras células vivas (SABIR et al., 2017; WEINBERG, 2008).

Ainda na Figura 6.6, no intervalo de tempo t = 20 e t = 40, a curva da
densidade das células cancerígenas apresentou um declínio, o que implica em uma parada na
divisão celular das células tumorais. Com ocorrência, pois, à quantidade de oxigênio presente
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no tecido, que atingiu um nível crítico no qual a concentração de oxigênio não foi mais sufici-
ente para sustentar o crescimento das células cancerígenas, como pode ser visto no gráfico da
concentração de nutrientes. Diante disso, as células que eram proliferativas passaram a ficar
em repouso enquanto esperavam por condições favoráveis ao fornecimento de nutrientes para
permitir que o processo de multiplicação continuasse.

Em função à baixa concentração de nutrientes, após o tempo t = 50, as cé-
lulas sofrem mutações para sobreviver com pouco oxigênio (células hipóxicas). Desse modo,
após à mutação, algumas células morrem e formando a região necrótica. Em torno de t = 50,
a densidade do câncer estabiliza-se em decorrência de uma proliferação de células canceríge-
nas, isso quando a concentração de nutrientes é alta e uma adaptação dessas células as quais
sobreviveram após algumas mutações ocorrem em razão ao baixo índice de nutrientes.
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7 CONCLUSÕES

O objetivo desta dissertação consistiu em avaliar o desempenho de métodos
numéricos com adaptação temporal aplicado em um modelo de crescimento tumoral composto
por duas equações diferenciais parciais, sendo uma relacionada a densidade do câncer e a outra
a concentração de nutrientes, proposto Kolobov et al. (2009). O modelo em questão apresenta
rigidez ao apresentar um crescimento rápido das células cancerígenas, em regiões que possuem
grande quantidade de nutrientes, e, com a escassez de nutrientes, o tumor deixa de crescer.

Para atingir este objetivo, inicialmente, apresentou-se comparações entre dois
métodos numéricos, com dois métodos adaptativos no tempo, a saber: Erro Local e ATSC.
Para isso, no capítulo 4, foram propostos três problemas em que se conhece a solução exata,
dois descrevem problemas rígidos a envolver os EDOs, e o terceiro uma EDP unidimensional,
também, rígida.

Com intuito de fazer comparações, foram feitas simulações com e sem adap-
tação no tempo, dessa forma, foi avaliado os erros, número de iterações e o tempo computacio-
nal. Diante do que foi apresentado, o gráfico das soluções, gráfico com históricos de passos no
tempo, ambos métodos usados na adaptação temporal mostraram-se eficientes na resolução de
problemas rígidos, sendo estes capazes de variar o passo de tempo de acordo com o problema
proposto.

Como consequência positiva, os métodos numéricos implementados com adap-
tação temporal proveram soluções com menores erros, menos números de iterações e menor
tempo de processamento, se comparado as versões numéricas com passo de tempo constante.
Assim, ao ser imposto para a solução de passo constante o mesmo número de iterações usadas
nas soluções com adaptação, verificou-se que esta não atingia o mesmo desempenho, isto é,
produzia erros maiores, evidenciando a vantagem ao usar a adaptação temporal.

Constatada a eficiência dos métodos adaptativos, no Capítulo 5, foi apresen-
tado o modelo de crescimento tumoral, sua discretização e algoritmo usado para as simulações.
Os resultados obtidos, apresentados e discutidos no Capítulo 6 demonstraram que os métodos
usados se adaptaram e, como consequência, o número de passos no tempo usados são inferiores,
quando comparado à solução com passo a passo constante.

Porém, ressalta-se que a solução apresentou um comportamento que dificul-
tou o desempenho dos métodos adaptativos não atingindo os pontos de máximo e mínimo locais
da solução. Uma modificação do algoritmo de Erro Local precisou ser sugerida e adicionada,
gerando, assim, um terceiro método adaptativo.

Com a nova condição adicionada ao método, realizou-se novas simulações
para comparar com resultados obtidos, logo, tomou-se como solução de referência uma solu-
ção gerada com passo de tempo constante super refinada no tempo. Verificou-se a eficácia do
método adaptativo – que foi capaz de se adaptar à dinâmica do problema – atingiu os pontos de
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máximo e mínimo. Com apenas 0.082% dos passos usados na solução de referência, atingiu-se
um erro da ordem de 10−3 para a densidade das células e concentração de nutrientes. Como con-
sequência, notou-se a redução do tempo de processamento, sendo que a solução com adaptação
temporal utilizou apenas 0.23% do tCPU usado pela solução de passo constante.

Diante dos resultados citados, conclui-se que os métodos adaptativos no tempo
– usados nesta dissertação e aplicados em equações diferenciais rígidas – foram capazes de va-
riar o passo de tempo, de tal forma a se adequar à física do problema. Isto é, foram capazes de
reduzir ou aumentar o tamanho do passo de tempo quando necessário, dessa forma, a otimizar
o número de interações e, por conseguinte, o tempo computacional.

Como trabalhos futuros, pretende-se implementar o método ATSC para EDPs,
considerando η = 4, como foi implementado nas EDOs, com o intuito de melhorar as soluções
numéricas. Outrossim, incluir a condição do coeficiente angular adicionada ao método ATSC.
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