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"O impossivel ndo é impossivel. Sua propria exis-

téncia é a prova disso.”" (Fullmetal Alchemist)



AVELINO, Elvis Feruti. ESTABILIDADE PARA UM SISTEMA DE BRESSE PARCI-
ALMENTE DISSIPATIVO . 2022. 77. Dissertacdo (Mestrado em Matemadtica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2022.

RESUMO

Nesse trabalho estuda-se um sistema de Bresse com duas dissipacdes friccionais. O principal
objetivo € analisar, de forma mais detalhada, a existéncia de solucdo e estabilidade para o sis-
tema apresentado. Para isso, serd feita a formulagdo abstrata do problema e, utilizando a teoria
de semigrupos de operadores lineares, serd garantida a existéncia e estabilidade exponencial da
solucdo do sistema abordado no trabalho. Além disso, serd verificada a estabilidade polinomial
da solugdo, com taxa 6tima.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais parciais. Semigrupos lineares. Sistema de Bresse.



AVELINO, Elvis Feruti. STABILITY FOR A PARTIALLY DISSIPATIVE BRESSE SYS-
TEM. 2022. 77. Dissertacao (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Univer-
sidade Estadual de Londrina, Londrina, 2022.

ABSTRACT

In this work, a Bresse system with two frictional dissipations is studied. The main objective is
to analyze, in more detail, the existence of solution and stability for the presented system. For
this, the abstract formulation of the problem will be made and, using the theory of semigroups of
linear operators, the existence and exponential stability of the solution of the system addressed
in the work will be guaranteed. In addition, the polynomial stability of the solution will be
verified, with an optimal rate.

Keywords: Partial Differential Equations. Linear semigroups. Bresse system.
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LISTA DE SIMBOLOS

I subintervalo aberto de R

X fecho do conjunto X

K corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos
() espaco das fun¢des continuas f : 1T — R

c™(1) espaco das fungdes f : I — R diferencidveis até a ordem n

(1) espaco das fun¢des f : I — R infinitamente diferencidveis

Ce(I) espaco das fungdes de C'*°(I) com suporte compacto

LP(]) espaco usual LP(T)

LA(1) espago das fungdes em L*(I) que possuem média nula

WP (1) espago de Sobolev usual

H™() espaco WP (I) para p = 2

HI(I) espaco das fungdes em H'(I) que possuem média nula

L(X) espaco dos operadores lineares limitados A : X — X

1 operador identidade

D(A) dominio do operador A

p(A) conjunto resolvente do operador A

o(A) espectro do operador A

supp(¢) suporte da fungéo ¢

|- eza norma usual em L?(I)

I lly  normaem A1 (1) dada por lullfs ) = gy + e,

I Ny morma em F2(D) dada por [l 3y = sy + a3 + ltee 2,
I 1leex norma em £(X) dada por [|A||zx) = sup {%,x €eXex# 0}
|-l pcay norma do grifico em D(A) C X dada por |U]|pay = ||U||x + [|AU||x
- e norma em C'([a, b]) dada por ||l = sup{| f(z)]; & € [a,b]}

1 unidade imaginéria

z conjugado de um niimero complexo z

Re(2) parte real de um ndmero complexo z

Im(z) parte imagindria de um nimero complexo z

— imersdo continua

— imersdo compacta
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho, estudamos a existéncia de solu¢do e estabilidade de
um sistema de Bresse com duas dissipagcdes friccionais. O sistema de Bresse ¢ um modelo
matematico hiperbdlico para vigas elésticas finas em forma de arco de comprimento L, que é

expresso pelas seguintes equacdes

prpw — Q. —IN = F) em (0,00) x (0, L),
p27w/}tt - Mx + Q = F2 cm (07 OO) X (07 L)7
prwy — N, +1Q = F3 em (0,00) x (0, L),

onde as fungdes ¢ = @(t,z),v = P(t,x) e w = w(t, ) descrevem, respectivamente, a osci-
lacdo vertical, o angulo de rotacdo da se¢do transversal e a oscilacao longitudinal. Além disso,

considerando

onde NN denota a forga axial, () a for¢a de atrito e M denota o momento,
pr=pA, po=pl, k=KGA kg=FEA b=FEl el=R", (1.2)

onde p denota a densidade, £/ o mddulo de elasticidade, G o médulo de cisalhamento, K’ o
fator de corte, A a area transversal, / o segundo momento de area da secdo transversal e R o

raio da curvatura, as equacdes de movimento do sistema de Bresse sdo dadas por

prpu — k(e + U +1lw), — kol(w, —lp) = Fr em (0,00) x (0, L),
Py — Dy + k(0p + 0 +lw) = F, em (0,00) x (0, L),
prwg — ko(wy + 1), + kl(p, + ¥ +lw) = F3 em (0,00) x (0,L),

onde estamos denotando por F; as forcas externas.

Figura 1.1: Arco circular
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Podemos encontrar a deducdo completa do modelo em [10]. Além disso, sdo
consideradas as dissipacdes friccionais F; = —y,¢4, Fo = —Y1)y € F3 = —y3w;, com vy, 72 €
73 constantes positivas.

No contexto de dissipagdo friccional, podemos citar o trabalho de Santos e
Almeida Janior [15], onde € estudado o sistema de Bresse com trés dissipagdes friccionais, ou
seja, com dissipagdes atuando nas oscilagdes vertical, longitudinal e no angulo de rotacdo da
secdo transversal, e condi¢des de contorno do tipo Dirichlet. Os autores mostraram que a solu-
cdo do sistema € exponencialmente estavel independentemente da relacdo entre os coeficientes,
além de exibir célculos numéricos que permitem comprovar a teoria desenvolvida no trabalho.

No trabalho de Alves, Fatori, Jorge Silva e Monteiro [2], foi estudado o sis-
tema de Bresse com duas dissipagdes friccionais atuando no deslocamento vertical e no angulo
de rotacdo transversal, ou seja, [} = —vy1¢;, Fh = —y1)y e F5 = 0. Os autores mostraram
que a solugdo do sistema é exponencialmente estdvel se, e somente se, k = ky. Além disso, se
k # ko, foi provado que a solugdo do sistema é polinomialmente estdvel, e que a taxa obtida é
6tima.

No trabalho de Boussouira, Rivera e Almeida Junior [4], foi abordado um
sistema de Bresse com uma dissipagdo friccional atuando no angulo de rotacio da se¢do trans-
versal, isto €, Fy, = —y1, e F} = F3 = 0. Os autores mostraram que a solu¢do do sistema €
exponencialmente estdvel, se valem as seguintes relacdes com os coeficientes:

k
PL_Z e k=h

P2 b
Quando uma delas ndo ocorre, o sistema possui estabilidade polinomial.
Além disso, no trabalho de Wehbe e Youssef [16], € apresentado um sistema
de Bresse com duas dissipagdes distribuidas localmente atuando no dngulo de rotacio na sec@o
transversal e no deslocamento longitudinal, isto é, F; = 0, Fy = —ay(z); e F5 = —as(x)wy,

onde a; e as sdo fungdes continuas positivas e ainda, satisfazem a seguinte condi¢do
a;j(z) > ag >0 paratodo = € (0,c)U(d,L),0<c<d<Lej=1,2.

Nesse caso, os autores mostraram que o sistema é exponencialmente estavel se, e somente se

Gh FEI
= (1.3)
P1 P2

Além disso, para o caso em que
Gh  FEI
= #—, (1.4)
P1 P2

o sistema possui estabilidade polinomial.
Por fim, no caso onde a oscilagdo longitudinal ndo é considerada e [ = 0,

obtemos que o sistema de Bresse se reduz ao sistema de Timoshenko.
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O trabalho estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 2, sdo apresen-
tadas as principais defini¢des e resultados necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.
As demonstracdes, quando omitidas, podem ser encontradas nas referéncias citadas. No Capi-
tulo 3, consideramos o sistema de Bresse com duas dissipacdes friccionais atuando no dngulo
de rotacdo da secdo transversal e na oscilagdo longitudinal. Nesse modelo, estudamos a exis-
téncia e unicidade de solucdo e também provamos a estabilidade exponencial, considerando
uma relacdo entre os coeficientes do sistema, além disso, mostramos que a relacido € uma con-
dicdo necessdria e suficiente para a estabilidade exponencial. Quando a relacdo nao € vilida,

mostramos a estabilidade polinomial com uma taxa 6tima.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentadas as defini¢cdes e resultados importantes de
Andlise Funcional, Espacos L”, Espacos de Sobolev e de Semigrupos Lineares, que foram
utilizados nesse trabalho. Como o objetivo desse capitulo é apenas recordar tais resultados,

assim, as demonstragcdes destes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Nessa secao denotaremos por K o corpo dos nimeros reais R ou dos nimeros

complexos C.

Lema 2.1. (Desigualdade de Young) Sejam a e b constantes ndo negativas e 1 < p,q < oo tais

que — + — =1, entdo
P
ab < ¢ + —.
p q
Demonstragdo. Ver [11], Lema 2.2.1, pagina 28. 0
1 1
Observacao 1. Os nimeros p e ¢ que satisfazem — + — = 1 s@o chamados de expoentes
p 4q
conjugados.

Lema 2.2. (Desigualdade de Young com €) Sejam a e b constantes ndo negativas. Entdo, dado
e > 0 vale que
ab < ea® + le.
de
Demonstragdo. Basta observar que (2ea — b)? > 0. O

Defini¢do 2.3. Seja X um K-espaco vetorial. Uma norma em X é uma fungdo ||.|x : X — R*

tal que
i) ||lz]|x =0 2z =0.
i) |ax|x = |af||z]x,Vz € X,Va € K.
iii) ||z +yllx < lzlx + lyllx, Vo,y € X.
Chamamos o par (X, ||.||x) de espago vetorial normado.

Definicao 2.4. Sejam X um espago vetorial normado e |.||1 e ||.||2 duas normas em X. Dizemos

que ||.||1 € equivalente a ||.||2 quando existem constantes Cy > 0,Cy > 0 tais que

Cillzlls < [[zll2 < Callzfly, Vo € X.
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Definicao 2.5. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma fungdo
z : N — X a qual denotamos por z(n) = x, e (N) = (2,)nen. Uma subsequéncia de

(Tn ) nen € uma restricdo x|y — X da fungdo x a um subconjunto infinito N' C N.
Definicao 2.6. Seja (z,)nen uma sequéncia em um espago vetorial normado X.

(i) Dizemos que (T,)nen € limitada se existe M > 0 tal que

lnllx < M,¥n € N.

(ii) Dizemos que (x,,)nen € convergente em X quando existe v € X satisfazendo:

Ve > 0,3ng € N tal que ||z, — z||x < €,Yn > ny.

(iii) Dizemos que (x,,)nen € de Cauchy em X se

Ve > 0,3ng € N tal que ||z, — x,]|x < €,Ym,n > ny.

Definicdo 2.7. Dizemos que o espago vetorial normado (X, ||.||x) é um espago de Banach

quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito a norma ||.|| x.

Teorema 2.8. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente se, Y é
fechado em X.

Demonstragcdo. Ver [12], Teorema 2.3-1, pagina 67. [

Definicao 2.9. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que um operador
T :X =Y élinear quando

T(ax +y) =aTl(z)+ T(y),Vr,y € X,Va € K.

No caso em que Y =K, dizemos que 'I' é um funcional linear.

Definicao 2.10. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T' : X — Y um operador linear.
Dizemos que T’ é limitado quando existe C > 0 tal que

IT()|ly <C|lz|x, Ve € X.

Notacio 1. Denotaremos por £L(X,Y") o conjunto dos operadores 7' : X — Y que séo lineares
e limitados. Quando Y = X denotaremos £(X,Y’) por £(X). No caso em que Y = R
denotaremos £(X,Y') por X'.

Observacao 2. O espaco £(X,Y') é um espaco vetorial normado com a norma

T
|7 || z¢x,y) = sup {Mx eXex# 0}.

lzllx
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Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T' : X — Y um operador linear.

Dizemos que T é continuo em a € X se
Ve > 0,30 > 0; ||z —allx <0=|T(x) —T(a)|ly <e.

Teorema 2.12. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados e 'T' : X — Y um operador

linear. Entdo, T é limitado se, e somente se, 1" é continuo.
Demonstragdo. Ver [12], Teorema 2.7-9, pagina 97. [

Definicao 2.13. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear T' : X — Y é dito
compacto se para toda sequéncia limitada {x, }nen C X existe uma subsequéncia {x,} jen tal

que {T'(v,,)}jen converge em'Y'.

Definicdo 2.14. Seja X # {0} um espago vetorial normado complexoeT : D(T) C X — X
um operador linear. Um valor regular \ de 'T' é um niimero complexo tal que

1. Existe o operador (T — \I)~".

2. (T — XI)™' é um operador linear limitado.

3. O dominio de (T — \I)~! é denso em X.

Definicao 2.15. Definimos o conjunto resolvente de T' como sendo o conjunto
p(T) = {\ € C; X évalor regular de T'}.

O conjunto o(T') = C — p(T') é chamado de espectro de T.

Definicao 2.16. Sejam X e Y dois C—espagos vetoriais. Uma aplicagdo a : X xY — Cé

chamada de forma sesquilinear se satisfaz:
i) alr+y,z) =a(r,z) +aly,z),Ve,y € X,Vz €Y,
i) a(x,y + z) = a(x,y) + a(x, z),Vor € X,YVy,z €Y,
i) a(az,y) = aalz,y),Ve € X,Vy € Y,Va € C,
) a(z,ay) =aa(z,y),Voe € X,Vy € Y,Va € C.

Definicao 2.17. Seja X um C-espaco vetorial. — Dizemos que a forma sesquilinear

a: X x X — C éum produto interno se

i) a(z,y) =a(y,x), Yo,y € X,

ii) a(x,z) € Rea(z,z) > 0,Vx € X,
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ii) a(z,z) =04 2 =0.
Notacao 2. Denotaremos um produto interno em X por (-, ) x.

Definicao 2.18. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que a aplicacdo

a: X — Y éantilinear quando
alax +y) =aTl(x)+T(y),Vo,y € X,Va € C.

Definicao 2.19. Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que uma forma sesquilinear
a: XxX—Ké

i) continua se existe uma constante Cy; > 0 tal que

la(u,v)|] < Cllu||lx||vlx, VYu,veX.
ii) coerciva se existe uma constante Cy > 0 tal que

Re(a(v,v)) > OCyllv]|%, Vv e X.

Definicao 2.20. Sejam X um espago vetorial e (-, -)x um produto interno em X x X. Dizemos

que a norma em X definida por ||z||x = +/(z,x)x provém do produto interno (-,-)x.

Definicdo 2.21. Seja (X, ||.||x) um espagco de Banach. Dizemos que X é um espago de Hilbert

quando a norma ||.|| x provém do produto interno.

Teorema 2.22. (Lax-Milgram caso complexo) Seja a : H x H — C uma forma sesquilinear
continua e coerciva no espaco de Hilbert H. Entdo, para cada funcional antilinear continuo f

sobre H, existe um tinico z € H tal que
f(z)=a(z,z), V z € H.

Demonstragdo. Ver [7], Corolario 6.6.2, pagina 595. 0

Teorema 2.23. Sejam X um espaco de Banach e S € L(X) um operador inversivel tal que
St e L(X). Se B € L(X) é operador tal que

1

[ —
S 1152

entdo S + B é um operador linear, limitado e inversivel.

Demonstragdo. Ver [13], Lema 2.12.1, pagina 90. [
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Definicao 2.24. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd imerso
compactamente em X quando a aplicacdo inclusdo 1Y — X é compactaem Y. Denotaremos

a imersdo compacta de 'Y em X porY 5 X,
Definicao 2.25. Um espagco normado X é chamado de reflexivo quando a aplica¢do candnica
c: X — X’
T g
é sobrejetora, onde g, : X' — K é dada por g,(f) = f(x).
Teorema 2.26. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [12], Teorema 4.6-6, pagina 242. [l

Definicao 2.27. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que o operador A : D(A) C H — H
é dissipativo quando

Re(Az,z)y <0, Yx € D(A).
Teorema 2.28. Seja A : D(A) C H — H um operador dissipativo tal que o operador I — A é

sobrejetor. Se H é um espago reflexivo, entdo D(A) = H.
Demonstracdo. Ver [14], Teorema 4.6, pagina 16. [

Definicao 2.29. Sejam X espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear.

Dizemos que A tem resolvente compacto quando existe N € p(A) tal que (\[—A)~ é compacto.

Proposicio 2.30. Sejam (X, ||.|x) espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador li-
near com resolvente ndo vazio. Entdo, A tem resolvente compacto se, e somente se, a aplica¢do

inclusdo i : (D(A), |.||py) = (X, ||.]x) € compacta.
Demonstragdo. Ver [8], Proposicao 5.8, pagina 107. [

Definicdo 2.31. Sejam X um espaco vetorial e A : D(A) C X — X um operador linear.
Dizemos que 0 # x € D(A) é autovetor de A quando existe \ € K tal que Ax = \z. Nesse

caso, dizemos que \ é autovalor de A associado a x.

Proposicao 2.32. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear

com resolvente compacto. Entdo, 0(A) é composto apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Ver [8], Corolario 1.15. OJ
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2.2 0Os Espracos LP(I)

Nessa se¢do, I denotard um subintervalo aberto de R e | I | denotara sua me-
dida de Lebesgue.

Definicao 2.33. Sejam I C R aberto e 0 < p < co. Denotaremos por LP(I) o espago vetorial
das classes de funcoes [ : I — C tais que | f|P é integrdvel no sentido de Lebesgue em I, isto
é,

LP(I) = {f o —>(C;fémensurévele/|f(x)|pdx < oo}
I

Temos que LP(I) é um espago normado com a norma

T ( / |f(x)!”dx)p,vf e I(1).

Definicao 2.34. Seja f : I — C uma funcdo. Chamamos de supremo essencial de [ em I o
nimero

supess|f(z)] = inf{K;|f(x)| < K, q.s. em I}.

zel

Definicao 2.35. Dizemos que a fungdo f : I — C é essencialmente limitada quando

supess|f(x)| < oo.
zel

Definicdo 2.36. Seja I C R aberto. Denotaremos por L*°(1) o espago vetorial das classes de

fungoes f : I — C mensurdveis a Lebesgue que sdo essencialmente limitadas em I, ou seja,
L>(I) ={f : I — C; [ é essencialmente limitada q.s. em 1},

o qual é um espaco normado com a norma
I fllzeecry = sul? ess|f(x)|,Vf € L>(I).
S

Notacdo 3. A notacdo q.s. em /, na Defini¢do 2.36, significa quase sempre em /.

Teorema 2.37. Se 1 < p < oo entdo LP(I) é um espaco de Banach.

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.16, pagina 29. [l
Teorema 2.38. (Desigualdade de Holder) Seja I C R aberto e sejam p e q expoentes conjuga-

doscom1 <p<oo. SefelP(l)ege Li(I), entdo fg € L'(I) e

1fgllry < W llee gl zoe-

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.4, pagina 24. [
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Corolério 2.39. Seja 1l <p<qg<oo. Sefe Li(I)e|l| < oo, entdo f € LP(I) e

11
[ zrery < WPl Lac-

Em particular, temos que LY — LP, para todos 1 < p < q < oo.
Demonstracdo. Ver [1], Teorema 2.14, pagina 28. [

Teorema 2.40. O espaco L*(I) é um espago de Hilbert, com produto interno dado por:

(u,v) = /u(x)@(:z;)d:z:,

I
para qualquer u,v € L*(I).
Demonstragdo. Ver [1], Corolério 2.18, pagina 31. U

Definicao 2.41. Seja I C R aberto e ¢ : I — C uma fungdo continua. Definimos o suporte de

@ como sendo o conjunto

supp(6) = {w € I; 6(a) 70} .
Notacao 4. Denotaremos por Cy(I) = {¢ € C(I); supp(¢) € compacto}.

Defini¢ao 2.42. Definimos o espago C§°(I) como sendo o espago vetorial
Ce(I) ={f: I —- K; f é€infinitamente diferencidvel e com suporte compacto}.

Proposicao 2.43. Sejam I C R aberto e 1 < p < oo, entdo C3°(1) é denso em LP(I).
Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.30, pigina 38. 0

Definicdo 2.44. Seja 1 < p < oo. Denotamos por LY (I) o espago vetorial das classes de

funcoes f : I — C mensurdveis a Lebesgue tais que

[ 1r@pas < .

para todo K C I compacto.

Proposicio 2.45. Seja 1 < p < co. Entdo, LP(I) C L,.(I).

loc

Demonstragdo. Decorre da Definicao 2.44 e do Coroldrio 2.39. [

Teorema 2.46. (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (I) tal que

/u(a:)go(:z:)dx =0, VeeCg),

1

entdo u = 0 quase sempre em 1.
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Demonstragdo. Ver [6], Proposi¢do 4, pagina 20. [

Proposicao 2.47. Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, as seguintes inclusées sdo com-
pactas (e, consequentemente, continuas):

o i (H2 || [lm2) = (HY |- ),

o it (HY |- |[m) = (CU), - [r)-

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 6.3. []

Proposicao 2.48. Sejau € L}, (1) tal que

loc

/U(fr)%(w)dx =0, Ype (),

I
entdo existe uma constante C > 0 tal que u = C' g.s. em I.
Demonstragdo. Ver [5], Lema 8.1, pagina 205. U

Lema 2.49. Seja u(-,t) € L*(0, L) parat > 0. Entdo,

Re/o ug(z, t)u(x,t) de = §£||u(-,t)||Lz(07L),‘v’t > 0.
Demonstragdo. Sejau € L*(0, L), temos que
1d ) 1d [* )
sl s = 55 [ @ oPds
1d [*
= 5%/0 u(z, t)u(z,t) de
1 ("d
- ; /0 e, tyule, ) d,

logo,

5&”“(',75)”%2(0,@ =

]

Defini¢ao 2.50. Seja [ C R um intervalo. Denotamos por L2(I) o espago das funcdes de média

nula dado por

Li(1) = {u € L2(I);/Iu(x) dx = 0}.
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Proposicao 2.51. Se I C R é um intervalo limitado, entdo o espaco L?(I) é de Banach. Além

disso, L?(I) é espago de Hilbert com o produto interno de L*(I).

Demonstracdo. Sejau € L2(I). Assim, existe uma sequéncia {u, }neny C L2(I), tal que
Uy, — u, em L*(I). .1)
Desse modo, vejamos que

/Iu(x) dx = /Iu(x) dx — /Iun(x) dr = /Iu(a:) — u,(x) dz,

e assim, das propriedades de integraciao, obtemos

/1 u(z) da

Utilizando a Desigualdade de Holder, temos que

_ / (@) — un(z) da

I

< /I|u(x) — up ()| dz. (2.2)

1 1
/\u(x) — Uy ()| dz < (/ lu(z) — up(z)|? dx) (/ d:v) = VI|||un — ul|gz.  (2.3)
I I I
Agora, substituindo (2.3) em (2.2) e utilizando (2.1), segue que

/[u(:c) dx

< VI |||un — ul|g2 — 0.

/Iu(:c) dx = 0.

Desse modo, L2 é um subespaco fechado de L?*(I). Assim, pelo Teorema 2.8 temos que L?(1)
¢ de Banach. O

Logo, obtemos

Proposicao 2.52. Seja 0 < p < ocoea,b > 0, entdo
(a+b)P < 2071 (a? 4 bP).
Demonstragcdo. Ver [1], Lema 2.2, pagina 23. [

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Definicao 2.53. Sejam 1 < p < oo, a = (v, ...,ay) € Zf,

al=a1+...+ayeu,g € LP(I).

Dizemos que g é a derivada fraca de ordem o de u quando

/uDagpdx = (1)l /ggodx,ch e Cye(I).

I I
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Definicdo 2.54. Sejam 1 < p < 0o e m € Z,. Definimos o espago de Sobolev WP (I) como
sendo o subespago vetorial de LP(I) dado por

WmP(I) = {u € LP(I); existem as derivadas fracas de ordem o com || < m}

Notagdo 5. No caso em que p = 2, denotamos W™?(I) = H™(I).

Notacao 6. No caso em que N = 1 denotaremos as derivadas fracas de v de ordem um e dois

(quando existirem) por u, € u,,, respectivamente.
Teorema 2.55. O espaco W"P(I),1 < p < oo é um espaco de Banach com a norma dada por

1
lullwrscr) = ( )3 ||Da“||§p<z>> o hspeee

laj<m

lullwmeoy = > 1D ulloery, p = o0.

la|<m

Demonstragdo. Ver [9], Teorema 2, pagina 249. [

Teorema 2.56. Os espacos W™?(I) = H™(I) sdo espacos de Hilbert com produto interno

dado por
(u,v) gm(ry = Z (Do‘u,Dav)LQ(I), Yu,v € H™.
al<m
Demonstragdo. Ver [9], Teorema 2, pagina 249. 0

Defini¢do 2.57. Seja 1 < p < co. O espago Wi (I) é definido como sendo

m,p

Wo (1) = Co(1)

Teorema 2.58. (Desigualdades de Poincaré) Considere I C R aberto.

a) Se I é limitado, entdo, para todo 1 < p < 0o, existe uma constante c, > 0, tal que

ullzory < ol oy, Yu € WyP(I).

b) Se I é conexo de fronteira de classe C', entdo para todo 1 < p < oo existe uma constante
cp > 0, tal que
lu = (Willery < eplle ooy, Yu € WH(D),

onde (u); é a média de u sobre I, ou seja,

1
(u)r = m/ju(x) dzx.
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Demonstragdo. Ver [5], Corolario 9.19, pdgina 290 e pagina 312, respectivamente. [

Defini¢iio 2.59. Seja I C R intervalo. Denotamos por H}(I) o espaco das funcoes de média

nula dado por
H(Q) = {u € Hl(Q);/ u(z)dr = O}.
Q
Proposiciio 2.60. O espago (H}(I),|| - ||m1 (1)) € de Banach.

Demonstragdo. Seja {uy, }nen sequéncia de Cauchy em H!. Assim, a sequéncia {u, }nen €
de Cauchy em H'(I), que é espago de Banach. Desse modo, existe u € H' tal que ||u, —
u|| g1y — 0 para n suficientemente grande.

Agora, utilizando as desigualdades de Holder e de Poincaré, temos que para todo n € N,

/1 (@) dz — /1 u(z) dz

0<

< [ (o) - uta)| do

1

(/1 dm)é </l|un(x) —u(a:)\%ix)é

VTl = ]z
< VIl = ullima

Desse modo, para n suficientemente grande

IA

IN

n—oo

iy [ (o) o = /1 u(z) da.

Obtemos entdo . .

— [u(zx)dr = lim — [ u,(z)dx =0.

7| /1 noo 1] J
Logo, u € H}(I), isto &, u,, converge parau € H}(I). Portanto, o espago (H}(I), || - ||#1 () €
de Banach. ]
Observacao 3. Como consequéncia das desigualdades de Poincaré obtemos que tanto no es-

paco H} () como no espago H!((2), as normas

1

2
lall = (JulBa + lualBag) " e lulls = el

sdo equivalentes.

Teorema 2.61. Sejam I C R um intervalo e 1 < p < co. Se u € WHP(I), entdo existe uma

fungéo i € C(I) tal que u = 1 q. s. em I. Além disso,

/ab udr = u(b) — u(a),

para quaisquer a,b € 1.



25

Demonstragdo. Ver [5], Teorema 8.2, pdgina 204. O]

Teorema 2.62. Sejam I C R um intervalo e 1 < p < oo. Se u,v € W'P(I), entdo uv €

WYP(I) e, além disso, (uv), = uv + uv, e

/a  wpvds — w(b)o(b) — u(a)v(a) — / ' wonds,

para quaisquer a,b € 1.
Demonstragdo. Ver [5], Corolario 8.10, pagina 215. 0

Teorema 2.63. Seja u € W'?(a,b). Entdo, u € W, " (a,b) se, e somente se, i(a) = i(b) = 0,

em que U € um representante continuo de u.
Demonstracdo. Ver [5], Teorema 8.12, pagina 217. [

Teorema 2.64. Sejam I C R um intervalo limitado, m > 1,5 > O inteiros e 1 < p,q < oc.

Entdo, as seguintes inclusoes sdo compactas:
i: (WD), o ) = (W), o ), se mp > 1,

i (WD), wsemsn ) = (GO, i), se p>1.

Demonstracdo. Ver [1], Teorema 6.3, pagina 168. [

2.4 SEMIGRUPOS LINEARES

Definicao 2.65. Uma familia {T'(t)}i>o de operadores lineares e limitados definida sobre um
espaco de Banach X é chamada de semigrupo de operadores lineares limitados, ou simples-

mente semigrupo, se
1. T(0) =1 emque I : X — X é o operador identidade;
2. T(t+s)=T)T(s),Vt,s > 0.
Definicao 2.66. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo sobre um espago de Banach X. Dizemos que

{T(t) }+>0 € um semigrupo de classe Cy, ou simplesmente Cy-semigrupo, se

ImT(t)z = z, Vo € X,

t—0
Definicao 2.67. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo sobre um espagco de Banach X. O gerador
infinitesimal de {T'(t) }+>0 € 0 operador
A:DA)CX — X

r +— Az = lim M,
t—0+ t



26

onde T
D(A) = {m € X; lim W existe}.

t—0t

Observacio 2.68. Chamaremos o semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A de

semigrupo gerado por A e o denotaremos por {e'}>y.

Definicdo 2.69. Dizemos que um semigrupo {T'(t) }+>o € uniformemente limitado se existe uma
constante M > 1 tal que |T(t)|| < M, para todo t > 0. Quando M = 1 dizemos que

{T(t)}+>0 € um semigrupo de contragées.

Teorema 2.70. Sejam H espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo. Se Im(XoI — A) = H para algum Ny > 0, entdo Im(\ — A) = H para todo
A> 0.

Demonstragdo. Ver [14], Teorema 4.5-(a), pagina 15. L]

Teorema 2.71. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo onde Im(I — A) = X. Se

X ¢é reflexivo, entdo D(A) = X.
Demonstragdo. Ver [14], Teorema 4.6, pagina 16. [l

Teorema 2.72. (Lummer-Phillips) Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um

operador linear com D(A) = H.

(i) Se A é dissipativo e existe ) tal que Im(A\ — A) = H, entdo A é gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contragoes.

(ii) Se A ¢ gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes sobre o espaco H, entdo

Im(A — A) = H para todo \ > 0 e A é um operador dissipativo.
Demonstragdo. Ver [14], Teorema 4.3, pigina 14. 0
Considere o problema abstrato de Cauchy

Ut:AU, t>0
U(0) = Uy

, (2.4)

onde A: D(A) C H — H é um operador linear definido sobre o espaco de Hilbert H e
DA ={UeH; AUe€H}.

Definicao 2.73. Uma solucdo do problema (2.4) é uma fungdo U : [0,00) — H tal que U(t) é
continua para t > 0, continuamente diferencidvel com U(t) € D(A) parat > 0 e satisfaz (2.4)

em [0, 00) quase sempre.
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Teorema 2.74. Seja H um espago de Banach e A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contragbes T(t) := et em H. Se Uy € D(A), entdo o problema de Cauchy abstrato (2.4)

possui uma tinica solugdo U € D(A) dada por
U(t) = T(t)Uy = MUy, Vt >0,

tal que
U € O([0,00), D(A)) N CH([0, 00), H).

Demonstragdo. Ver [14], Teorema 1.3, pagina 102. [l

Definicdo 2.75. Dizemos que um semigrupo {T(t)};>¢ € exponencialmente estdvel quando exis-

tem constantes o > 0 e M > 1 tais que

Tz < Me™™, vt > 0.

A

Teorema 2.76. (Teorema de Priiss) Um Cy-semigrupo de contragdes T(t) = e é exponenci-

almente estdvel se, e somente se, as condi¢coes abaixo se verificam:
i) iR C p(A),
ii) ﬂli_}rglosup 18I — A) | zomy < oo
Demonstracdo. Ver [13], Teorema 3.6.5, pagina 122. O]

Defini¢fio 2.77. Dizemos que um semigrupo S(t) := e em um espaco de Hilbert H é polino-

mialmente estdvel, quando existem constantes o > 0 e C' > 0 tais que para todo U € D(A)
18001l < 0o, ¥t > 0.
Observacao 2.78. Denotamos por
f =o0(g), quando x — xy,
desde que

If @) _
A o) =

Observacao 2.79. Denotamos por
f=0(g), quando A\ — Xy,

desde que exista uma constante ¢ > 0 tal que

[fV)] < clg(M)]
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para todo \ suficientemente perto de ).

Teorema 2.80. (Borichev & Tomilov) Seja {S(t) }+~0 um Cy-semigrupo uniformemente limitado
em um espaco de Hilbert H com gerador infinitesimal A tal que iR C p(A). Entdo, para
alguma constante fixada o > 0 as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) [|(GAL = A) 7|2y = O(IA[*), A = oo,
(ii) ||S(E)(=A) ey = O(™), t — o0,
(iii) [|S(t)(=A)"ul| = o(t™"), t = 00, u € H,
(iv) [|S()A |ory = Ot =), t — o0,

) [|SO)A ||y = o(t™ =), t — o0, u € H.

Demonstracdo. Ver [3], Teorema 2.4, pagina 459.
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3 SISTEMA DE BRESSE COM DUAS DISSIPACOES FRICCIONAIS

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e unicidade de solucao do seguinte

problema:

p1ow — k(e + U +1lw), — kol(w, —lp) = 0 em (0,00) x (0,L), (3.1)
poy — bbyy + k(0 + ¢ +1lw) + 7210y = 0 em (0,00) x (0,L), (3.2)
P1Wt — kO(w:c + lgp)x + kl(%c + ¢ + lw) + V3w = 0 em (Oa OO) X (Oa L)a (33)

onde p1, p2, k, ko, [, 72 € y3 sdo constantes positivas. Vamos considerar as condi¢des iniciais

SD(Ov ) = Yo, th(o, ) = ¥1,
¢(07 ) = wOa wt(()? ) = wla (34)

w(0,.) = wy, w(0,.) = wy,
e condicdes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann.
©(t,0) = p(t, L) = 1, (t,0) = ¥, (t, L) = w,(t,0) = w,(t,L) =0 em (0,00) (3.5)

3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Nosso objetivo inicial € garantir a existéncia e unicidade de solucdo do pro-
blema (3.1)-(3.4) com as condicdes de contorno (3.5). Para este fim, usaremos a teoria de

semigrupos lineares.

3.1.1 Formulacao de Semigrupo

Nesta subsecdo, serd apresentada a formulagdo do semigrupo associado ao

problema. Desse modo, considere H o espaco vetorial
H = H;(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L?(0, L) x HX(0,L) x L?(0, L),

onde H}(0,L) = H'(0,L) N L%(0, L) e L*(0, L) = {u € L*(0, L) : fOLu(x)dx =0}.

Com o objetivo de facilitar a notagio, denotaremos L?(0, L) por L?, L2(0, L)
por L2, H}(0, L) por H} e H!(0, L) por H..

Notemos que H é um espaco de Hilbert com a norma | - |, proveniente do

produto interno usual, definido por

(U, D)3 = (02 Ga) 2 + (B, D) 12 + (0, )12 + (U, W) 12 + (Wi, W) 12 + (W, W) 12, (3.6)
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para quaisquer U = (¢, ®, 1, ¥, w, W), U= (o, $, 9, U, b, W) e H.
Agora, considere em H, a aplicacio:

(U,0)y = pi(2, i’)L? + p2(V, q’)L? + ;1 (W, W)L? + b(d)amqﬁx)LQ (3.7)
+ (o + ¥+ lw, G + 1+ 1) 2 + ko(ws — I, 10, — 19) 12,

para quaisquer U = (¢, ®, 1, ¥, w, W), U= (o, d, 9, U, 0, W) e H.
Assim, se U € H, obtemos que a norma proveniente do produto interno (3.6):

U = lpallLz + 191172 + 1valZ2 + 1L + [Jwel 22 + [IWIIZ-. (3.8)

Agora, vamos considerar a aplicagdo ||- ||, : H — R proveniente da aplicac¢do
definida em (3.7):

U5 = pll®]172 + p2l|®][72 + o[ [W][72 + b] ¥ |72
+  klles + ¥+ |7 + kol|lws — lo||7- (3.9)

Lema 3.1. A aplicagdo || - ||3 : H — R definida em (3.9) é norma em H desde que satisfaca a
condicdo L # nr para todo n € 7.

Demonstracdo. Considere U € H tal que ||U||y = 0. Assim, temos que
C=UV=W=¢Y,=p,+v+lw=w, —lp=0. (3.10)

Como v, = 0, entdo para toda fungdo n € Cg°, se integrarmos por partes, obtemos

/0 Y(z)n,(v) de = 1#(30)77(1;)‘5 — / n(z)y(z) dz = 0.

0

Assim, pelo Lema 2.46, existe ¢ € R tal que ¢) = c. Se ¢ € H},

I I
O:z/o w(x)dxzz/o cdr = c.

Assim, ¢ = 0. Além disso, temos de (3.10) que

e +lw =0,
P LW G.11)
wy —lp = 0.
Como ¢ € Hi, obtemos o seguinte problema de contorno
Puz + 170 =0, (3.12)
v(0) — (L) = 0. '
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Considere a solugdo ¢ € C?(0, L) do sistema (3.12). Assim, temos que tal solugdo pode ser
escrita como
o(x) = asen(lr) + feos(lx), com a, f € R.
Como ¢(0) = 0, entdo § = 0. Assim, p(z) = asen(lz).
Como w € H, s6 podemos garantir que o = 0 se [ L # nr para todo n € Z.
Logo, se [L # nr para todo n € Z, obtemos que ||U||3 = 0 implicaem U = 0.
Além disso, se A € Re U € H, obtemos que

AUl = pulIA®[L + o2 INT[7 + pu|IAW][72 + bl [ A [7
+ Kl s + 0+ lw)|[22 + kol M (we — 1p)|I2:
= [Mpull@[[Z2 + Mool [ P17 + [Nl [WI[Z2 + [AlD]ea] 72
+ MEllpe + 4+ lwl[72 + [Alkol[ws — lpl|72
= U

Por fim, dados U, Ue ‘H, usando a desigualdade Triangular, obtemos

1U+T13 < pulll@llze + 11@112)? + 2]z + [[9]]22)° + pu (W ]2 + |[W]]22)?
b(I[zllre + I[Wellz2)® + k(0o + o + lwllr2 + |6 + ¥ + ]| 12)*
+ ko(llwe = lollzz + [Jwe — 14| 2)*

+

Ou seja,

U+ Ul < Vorlll®llee + [111z2) + /o112 + [[9][12) + or([[W ]z + [[W]|2)
+ VO(I[Yellze + 1¥all2) + VE(llew + 0 + bl 12 + |G + O + L] 2)
+

VEo(|[we — ||z + ||, — 1@]|12)

= ol @12+ ol 112+ Sl W1 + 0l + 3 Bllis + 0 + bl 2
Vhollws — el + \/prl|@112 + /ol [ B12 + /W12

_'_
o ol + SRl + 6+ 12+ Jhol i, — 191
< (U] + 10

Portanto, a aplicagdo definida em (3.9) € norma, desde que [ L # nw, Vn € Z. [

Observacao 3.2. Para mostrar que a necessidade da condi¢cdo |L # nw, ¥n € Z, basta supor

IL = nm, para algum n € Z, entdo o vetor
U = (sen(lz),0,0,0, —cos(lz),0) € H,

é ndo nulo, entretanto,

Ul[s = 0.
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Observacio 3.3. De agora em diante, neste trabalho, serd considerado que L # nm,¥n € Z
em H para que (3.7) seja um produto interno em H e consequentemente, (3.9) seja uma norma
em H.

Vejamos que as normas ||.||» € |.| sdo equivalentes. Para isso, provemos os

seguintes lemas:

Lema 3.4. Sejam ¢ € H} e, w € H}. Existe uma constante ¢, > 0 tal que
kllpz + ¢ + lwl[7s + kollws — lpl|72 + bl[¥al72 < er(l@allZe + [1Wall72 + [[walZ2). (3.13)
Demonstragdo. Utilizando as desigualdades Triangular e de Poincaré, obtemos

kllos + ¢+ wl[7: < k(|2 + [0 22 + U|w]]z2)?
Ak||@o|[72 + 4k[ |72 + 4k ||w]|72 (3.14)
Ak||@a|[72 + Akcy| o] 72 + 4k cy|[wa |72,

IN

IN

além disso, temos

kollwe — lp|l7. < 2kol|lwa||7> + 2kol®|| 0|72
< 2kollwe| |72 + 2kolPcy|| x| |32 (3.15)

Somando (3.14) e (3.15), além de b||¢), ||, em ambos os lados, obtemos:
kllgs + 0 + Wl + Kol lws — Lol |72 + bl |72 = (1)
onde (/) satisfaz

(1) < Akllgall7z + 4keyllvol 72 + 4k eyl lwal |7 + kol w72 + 2Kol eyl 72 + bl [7:
= (4k + 2kol%cy)lspull72 + (4hcy + b)|[allL2 + (4K1% e, + 2ko)|[ws [ 7.

Assim, tomando ¢; = maz{(4k + 2kol*c,), (4kc, + 1), (4kl*c, + 2ko)}, obtemos o resultado
desejado. [

Lema 3.5. Sejam ¢ € H} e, w € H}. Existe uma constante c; > 0 tal que
oallZe + [1Wal[72 + Jwsl72 < ca(kll@s + ¥ + lw|[72 + kol lwe — Lo]|72 + bljtb]|32). (3.16)

Demonstragdo. A prova sera realizada por contradi¢do. Suponha que para todo n € N exista
{(on, Ynywp) tnen € Hy x HY x H} tal que

1
k“SOn,:c + @Z)n + lwn”%ﬁ + kOHwn,z - lgan%Q + wan,xH%? < E (3'17)



33

e ainda
lenellize + [¥nell7e + [[wnell72 =1 (3.18)

Notemos que de (3.18), obtemos que a sequéncia {(©y,, ¥, wy) n e € limitada em Hy x H}! x
H!. Como H} tem inclusdo compacta em L? e H} tem inclusdo compacta em L2, temos que
existe N; C N tal que {(¢n, ¥n, Wn) }nen converge fortemente em L2 x L2 x L2,
Assim, de (3.17), obtemos

Yp o — 0 em L2,

assim
Vp — 0em H..

Agora, considere p € L? e w € L? tais que ¢,, — p em L? e w,, — w em L2. De (3.17)
Ong + Uy + lw, — 0 forte em L2
Mas,

Logo
Onz — —lw forte em L2 (3.19)

Temos entdo que {p, } e, € de Cauchy em H]. Assim, existe ¢ € H} tal que ¢,, — ¢ em H,
e por consequéncia, p,, — ¢ em L. Pela unicidade do limite, segue que p = ¢, isto é, p € H;.
Logo, de (3.19), obtemos

vz + lw = 0 quase sempre em (0, L) (3.20)
Analogamente, de (3.17), temos que
W,z — L, — 0 forte em L2

Mas como

Wno — (on — @) = lp = Wy gy — g,

segue que
Wy o — Ly forte em L2 (3.21)

Entdo, {wy, }nen, € de Cauchy em H{. Logo, existe w* € H{ tal que w,, — w* em H}, e desse

fato, w,, — w* em L. Pela unicidade do limite segue que w* € H!. De (3.21)
w, — lo = 0 quase sempre em (0, L). (3.22)

Portanto, de (3.20) e (3.22), de maneira similar a solucdo do sistema (3.11),
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obtemos que ¢ = w = 0, que contradiz (3.18). Portanto, existe co > 0 de modo que
lallZe + [10al 22 + llwallZe < calkll@s + 1 + lwl|Za + Kol [we — Tpl[72 + bl [¢al[72),

e assim, vale o Lema 3.5. L]
Agora, podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.6. As normas |.| e ||.||3 sdo equivalentes.

Demonstracdo. Segue diretamente dos Lemas 3.4 e 3.5. [

Agora, vamos reescrever o sistema (3.1)-(3.5), como um problema de valor
inicial
U =AU, t>0, U(0)="U, (3.23)
onde U = (907 Pt wa 77Z}t7 w, wt>T7 UO - (@0) ©15 77DOa 77Z)17 Wo, w1>T7 T denota o tranSpOStO do vetor
e A é o operador linear A : D(A) C ‘H — H definido por

0 Id 0 0 0 0
kgz _klrg g L) 0 {btho)i 0
p1 % p1 p1 % p1 z
0 0 0 Id 0 0
A= 3.24
—*0, 0 Lo2-Ltrd 2214 LYY 0 (529
P2 P2 P2 P2 P2
0 0 0 0 0 1d
L p1 z p1 p1 T p1 p1
Além disso, o dominio do operador A é dado por
D(A) = {(, @, 9, ¥, w,W)" € H: p € H*(0,L) N Hy (0, L), (32%)

Y,w € H*(0, L), 1, w, € Hy(0,L),® € Hy(0,L), ¥, W € H'}.

Os resultados a seguir garantem a existéncia e unicidade de solucdo para o

problema de valor inicial e, assim, para o sistema (3.1)-(3.4) com condi¢des de contorno (3.5).

Teorema 3.7. Seja A : D(A) C H — H dado em (3.24)-(3.25). Entdo, A é um operador

dissipativo.
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Demonstracdo. SejaU = (p, @9, W, w, W) € D(A). Pela definicdo de A, obtemos

P
k kol
2 pp U+ )y + > (wy — L)
P1 P1
v
AU = b k 3.26
P2 P2 P2
W
k kl
2w, — lp)y — — (0 + ¥ + lw) — 2W
P1 P1 P1

Logo,

L _
(AU U)y = / Koo 0+ 1) + ol — 1)8 + by T — k(s + 0+ )T da
|

L.
+ / — U + ko(w, — 1) W — kl(pg + 1 + lw)W — ’)/3WW:| dx
o L

L
+ / b\px%"i_k(q)m‘i_qj‘i_lw)(@x"’w‘i‘lw) +k0<Wm _lq)>(wx _ZSO):| d.
o L

Reescrevendo, obtemos

L L L
(AU, U}y = k/ (sox+z/»+1w)ﬁd:c+koz/ (ww—zgo)ad:c—%/ D2 do
0 0 0

g

i1

L L L
+ b/ Ve U d —k/ (02 + 0+ lw)V dz + ko/ (W, — 1p),W dx
0 0 0

J/

TV
12 i3

L L L
— kl/ (gow—i—d)—i-lw)de—Vg/ |W|2dx+b/ U, do
0 0 0

L L
+ k/ (<I>$+\I/+ZW)(<Px+1/)+lw)dx+k:0/ (W, — 1) (w, — Ig) da.
0 0

Usando integragdo por partes em 71, temos que

Usando integrac¢@o por partes em o, temos que

L o L o
/ wm\lfdx:—/ 0., da.
0 0
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E usando integracao por partes em 71, temos que

L L
/ (W, — 1) W dz = —/ (w, — )W, dx.
0 0

Substituindo ¢y, i3 € i3, obtemos:

L

L L
—k/ (@x+w+lw)@dx+kol/ (wx—lgo)5dx—72/ |U|? dw
0

0

(AUaU)’H
J— L —_—
— /%\If de — k /(gox+w+lw)\11da:—k:0/ (wy — L)W, dx
0
L
- kl/ (90x+@/)—|—lw)Wd:v—73/ |W|2d:1:—|—b/ U, do
L L
+ k‘/ (<IDI+\II+ZW)(90x+@/)+lw)dx+k‘o/ (W —1®)(w, — lp) dx.
0 0

Reorganizando e tomando a parte real, obtemos:

L
Re(AU,U)y = Re[—k/ (po + U + lw) (P, + U + W) dz]
0
L
+ Re[+k:/ (o + U + lw) (P, + ¥ + IW) da]
OL - L
+ Re[—ko/ (wr—ch)(wm—@)dﬁko/ (wn — 1) (W, — 1) da]
2 o L_ ’ L L
+ Re[—b/ wz\lfxdx—i—b/ zpmxpzdx}—w/ |\I/|2dx—73/ |W|? dz,
0 0 0 0

e como Re[z —Z] = 0, Vz € C, segue que

Re(AU,U)y / |‘1/|2dx—73/ W*dx < 0. (3.27)

Portanto, A € um operador dissipativo. 0

Temos como objetivo mostrar que o operador A é um gerador infinitesimal de
um Cjy-semigrupo de contracdes e para isso, vamos mostrar um lema técnico que nos auxiliard

no préximo resultado.
Lema 3.8. Dadas g, € L* e g3, g3 € L?, 0 sistema
k(o + 9 +1lw)s + kol(we — lp) = g1, (3.28)

k0<wz + l(p)a: - kl(@z + 1/} + lw) = 433, (330)
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possui uma tinica solugdo (p,v,w) € (Hy N H?) x (H! N H?*) x (H! N H?).
Demonstracdo. Considere o espaco de Hilbert dado por
V= H)x H} x H},

com norma dada por

(., w)5 = Ml + 11 + [wllFy-

Notemos ainda que V com a norma

(e, ¥, wIIS = kllps + 9 + w7z + kollwe — Lol 72 + bl [l [7

¢ espaco de Banach. Além disso, as normas ||.||y, e |.|, sdo equivalentes, pelos Lemas 3.4 e 3.5.

Vamos considerar a aplicagdo sesquilinear a : VV x )V — C definida por:

allpbu). (B 0.@) = k [ o+ v+ )G+ 0t 1) do
+ ko /OL [(W —zgo)m} dx+b/0L [@z)ﬂ dz. (3.31)

Notemos que a sesquilinearidade da aplicacdo a segue das propriedades do produto interno
em L2, isto é, das propriedades de integral e de conjugado de um nimero complexo. Agora,

mostremos que a é uma forma sesquilinear continua e coerciva.

a) a é continua em V.

De fato, considere (i, 1, w), (¢, 2@, w) € V. Segue das desigualdades Triangular e de
Cauchy-Schwarz que

kllos + ¢ + lwl|2|le + ¥ + L] |2

+ kollwe = tpllzalld, = 1112 + bl 4l 121101
1 - ~ -

Kllps + 9 + bwll1a (7 ) Kl + 9 + oo

| al(p, ¢, w), (@40, @) |

IN

1 . 5
+ ol = bl (- ol o = 1212
0

Mlolze (3 )bl

< 301||<907¢7w)‘|v|’(957w7w)HV7

com ¢y = maa:{# kio, %} Como as normas sdo equivalentes em )V, obtemos:

| al(p, v, w), (2,9, @) |< el (0, 8, w) |, 9, @)y

Portanto, a((p, ¥, w), (&, 0, w)) é continua.
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b) a é coerciva.

Com efeito, seja (i, 1, w) € V, notemos que

a((, ¥, w), (0,9, w)) = ke + ¢ + lw||* + Kol [wy — lp|[* + bl [ ||*.

Como as normas sdo equivalentes em V, existe um cs > 0, tal que

a((p, v, w), (v, 1, w)) > esl (o, v, w3

Portanto, a((¢, 1, w), (@, 1), W)) é coerciva.

Considere agora, o funcional antilinear A : ¥V — C dado por
~ L _ - L
Mo bt) = = [ [0F+ i+ 00T de (332
0

Notemos que A € um funcional continuo, pois utilizando as desigualdades de Holder e de Poin-

caré, além da Observacao 3, obtemos:

[ A@ @) | < aalll@ll+ g2l + llgsllll]
< A6l @l + Azl 4 Ascpl|ws||
< M(I@all + ¥l + I |l)
= M(II¢llmy + [1¥lm +ll@lm)
= MI[(&, 4, w)lly,
para todo (¢, 1), @) € V, com

A = gl

Ay = gl

As = llgsll,

M = max {Alcp, Ascy, Agcp}.
Desse modo, pelo Teorema 2.22, existe um tnico (¢, ¥, w) € V, tal que
a((p, 1, w), (B,9, D)) = M(, 4, D)),
para todo (¢, 0, w) €V, isto é, existe uma tnica (p, 1, w) € V que satisfaz
L - L
k;/ (o + ) + 0+ 1) | dor + kg/ (w, — 19)(@, — 17)| do
0 0

L. L _
+ b/ [%ﬂgx] dr = —/ [91$+ 9ot + 935] dz, (3.33)
0 0
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Considere em (3.33) os casos particulares ¢ = £ € C& C H& e 1; = w = 0, e assim, obtemos:

L

L
0

S—

ou seja,

L L
0 0
Da defini¢do de derivada fraca, obtemos que

[k(apgc + 1+ lw)h = g1 —kol(w, —lp) € L*.

€L? €L?

Assim, obtemos que k(ip, + ¢ + lw) € H' e desse modo

P = %\(%erﬂw)/—(wﬂw%

e}rﬂ €HlCH?
Portanto, p € H* N H} e vale (3.28).
Considere f € H' e 1& dada por:
1 [L
v=f— b7 ; f(s)ds

Notemos que:

(3.34)

(3.35)

Portanto, ¢ € H!. Agora, considere ¢ dada em (3.35) e ¢ = w = 0. Da equacdo (3.33),
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obtemos que:

/OL [f«ox + o+ iw)(f - %/OLf@) ds)j+bm] da = —/OLIgz(f - %/jf(s) as)| de.

4 I
(3.36)
Desse modo, notemos que (;) pode ser reescrita como
L . L
| [stees v v i) o= [ [rlon+ v+ w); / 7(s
o - - 0
L . 1 L
— [ [seesvrmf|as- ([ f(s)ds)/ [k + 0 + }
o - - L\ Jo 0
L - 1 L L
_ / k(gy + 0 + lw) f dx——(/ f(s)ds)[k( +/ k(w+lw)dx]
o - - L\ Jo —/—/ 0o S
€H!
L .
= / k(p: + 1 +1lw)f| dz
o L |
Da mesma maneira, podemos encontrar (/) escrita por
L 1 [T L B
[ (-1 [ r0as)Jar == [ g Fa
€L?
Assim, substituindo em (3.36), obtemos que
L L B
/ b, fr dz = —/ [k(soz+¢+lw) +g|fdx V f e H". (3.37)
0 0
Da definicao de derivada fraca, obtemos que
(wa) =k(p,+¥+lw)+ g € L% (3.38)
—_— =

= bg,m €L? €L?

Portanto, v € H? N H! e da equagdo (3.38), vale (3.29). Além disso, note que ¢, € H}. De
fato, como f € H' em (3.37), em particular, fazendo f = ¢ € C' em (3.37), obtemos entdo

L o L _
/ bwmgmdx:_/ [k(pe + v+ lw) + ]Edz V€ € C,
0 0

e integrando por partes, obtemos que

L L
b, & j — /0 b, € do = —/O [k(% + ¢ + lw) + go) € d.
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Assim, temos

L L _ _
|, = / [0 a0+ 1) — 2] €

-~

=0

onde obtemos

bE| =Y. (L)E(L) — ¥, (0)E(0)] =0 V& € O (3.39)
Em particular, se ¢ € C*, tal que, £(L) = 0 e £(0) = 1, obtemos de (3.39) que

L
0

2(0) = 0.
Para ¢ € C1, tal que, £(L) = 1 e £(0) = 0, obtemos de (3.39) que
$u(L) = 0.

Portanto, v, € Hj.

Por fim, considere g € H' e w dada por:

. I
w=g- E/o g(s)ds. (3.40)

Notemos que:

/OLQIJ(:B) dr =

Portanto, w0 € H!. Agora, considere @ dada em (3.40) e ¢ = ¢ = 0. Da equacdo (3.33),

obtemos que:

/OL [kl(% + ¢+ lw) (9 - %/OLg(s) ds>1+k0(wx — 1p)7s | dz

_ _/OL [gg(g_%/;g(s)ds)} dz. (3.41)

N J/
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Dessa forma, note que (/;) pode ser reescrita como

/OL Fl(ps + v + lw)g] do — /OL [Ki(s + 1 + )] %(/OL g(s)ds ) da

_ /OL :kl(%+¢+lw)§: dx—%(/oLg(s) ds) /OL

L

kl( gox—i—w—l—lw]

L - 1 L L
_ / kl(py + 0 + lw)g| de — —(/ 9(s) ds) [k;z( +/ kL (¢ + lw) do
o - L\ Jy —/—/ 0o S
€H!
L . .
= / kl(p, +1 + lw)g| dx.
o L |
Do mesmo modo, podemos encontrar (/) escrita por
L 1 [T L
—/ [93(9 — Z/ 9(s) dSH dr = —/ (93) g du.
0 0 0~~~
eL?
Assim, substituindo em (3.41), obtemos que
L L
/ ko(wy — lp) gz do = —/ [kzl(som +¢+1w)+gslgde Vg e H. (3.42)
0 0
Pela definicao de derivada fraca, temos que
Sko(wx: lgo))% =kl(pz+¢+1lw)+ g3 € L% (3.43)
=ko(wzflgo)z eL? €L?

Portanto, w € H? N H} e da equagio (3.43), vale (3.30). Além disso, note que w, € H{.
Com efeito, como g € H' em (3.42), em particular, fazendo g = £ € C'! em (3.42), onde temos

entao . .
| s~ 100 de == [ [bllea 0 +1w) + JEde Ve € O
0 0

e integrando por partes, temos que

L L _ L _
ko(w, — lp)& o / ko(w, — 1p) & dx = —/ [kl(SOx + ¢+ lw) + gg]é‘dw.
0 0
Assim, obtemos
L L _
talws = 10)E[ = [ [Folus = 1) ~ kil + v+ 1w) - go] €
0 < >

-~

=0
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onde temos
ol 10| = o[ — L) (LIE(L) — (s — L) (O)EO)] (.44)
= ko[wa(L)E(L) — 1 p(L) (L) — (ws(0)§(0) — Lp(0) £(0)] (3.45)
= ko[w.(L)E(L) — w,(0)€(0)] (3.46)
=0, Vel (3.47)

Em particular, se £ € C1, tal que, £(L) = 0 e £(0) = 1, temos de (3.44) que

w,(0) = 0.
Para ¢ € C1, tal que, £(L) = 1 e £(0) = 0, temos de (3.44) que

w,(L) = 0.
Portanto, w, € H{. O
Teorema 3.9. Seja A : D(A) C H — H dado em (3.24)-(3.25). Entdo, 0 € p(A).
Demonstracdo. Para toda F' = (f1, fo, f3, f1, f5, f6) € H, devemos mostrar que existe uma
Unica

U= (p,®,¢,V,w,W)e D(A),

tal que AU = F, ou seja, o operador A € invertivel e que A~! € um operador limitado.

Em termos de componentes, temos

® fi
pﬁl“pﬂc—i_w_’_lw)x_}_%(wx_lgp) f2
U
AU = , . Y R
w s

k_o(wx_ZSO)x_%(@x‘}'d"i’lw)_%W e

P1
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Assim, o objetivo é encontrar um dnico U = (¢, @, ¢, ¥, w, W) € D(A) que satisfaz

o= f1, (3.48)
E(pr + U + lw), + kol(w, — L) = p1 fa, (3.49)
U = f3, (3.50)
by — k(@ + 0 + lw) = pafs + 1V, (3.51)
W = fs, (3.52)
ko(wy — 1)y — Kl(@z + ¥ + lw) = p1fo + 13W. (3.53)
Assim, considere
®=fi € Hy(0,L), ¥ = fs € HI(0,L) e W = f5 € HX(0,L). (3.54)
Por outro lado, considere
g1 = pife,
g2 = pafit+ 1Y,
g3 = pife +1W.
Como g; € L* e gy, g3 € L?, pelo Lema 3.8, o sistema
k(s + 9 + lw), + kol(ws, — lo) = p1 fo, (3.55)
ko(we —190)e — k(e + ¢ +lw) = p1fs + W, (3.57)

possui uma tnica solugdo (¢, v, w) € (Hg N H?) x (H! N H?) x (H! N H?).
Portanto, segue das equagdes (3.54)-(3.57), que para toda F' € H, existe uma unica solugdo
U= (p,®,¢,¥,w W) e D(A), tal que AU = F. Portanto, o operador A~ existe.

Agora, resta mostrar que o operador A~! ¢ limitado . Multiplicando (3.55),
(3.56) e (3.57) por , E e W respectivamente, e integrando no intervalo [0, L], obtemos

kll@s + ¥ + lwl[L> + Kol lwe — lpl[Z> + bll[72 =

L L L
—/ (p1f2p) dx —/ (p2fat) + V) dx —/ (p1few + v Ww) d. (3.58)
0 0 0
Assim, da equagdo (3.58), obtemos

10115 = pull®llZ2 + p2l ][22 + pulI W17

L L B _ L
- / (p1fo) dw — / (p2fath + 72 V)) dx — / (p1feW + W) da.
0 0 0
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Note, de (3.54), que

1011 < pullAillZ + pall fsllZ2 + pull 5117

L L L
+ )—/0 (Plfz@)dx—/o (P2f4a+72f3@)dw—/o (p1feW0 + 3 f500) d|.

Utilizando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwars, obtemos entao

101 < cllfillz + 15122 + 1 fsl122 + fallz2llellze + lfal [zl 22)
+ clllfsll2l[llee + 1ol ez llwll2 + (1 5] 2] | 2), (3.59)

onde ¢ = maxz{p1, p2, V2, 73}. Agora, utilizando a equivaléncia das normas |U|y e ||U]||y e a

Desigualdade de Poincaré

c(ll follezllol e + [ fallz2|9] 2 + | fol 2 l[wlz2) < epcllfollr2ll@allrz + cpel| fall 2 ||ta]| L2
+ cpc|| foll 2| w2
<

3cpc|U || F s

Desse modo, existe ¢; = ¢,co® > 0 onde o > 0 € a constante que satisfaz a desigualdade de
Uln < ol|U]

equivaléncia das normas, ou seja, #, tal que
(| fallzallellzz + ([ fallz2|[¥[l2 + ([ fol 2 [[wl[r2) < 3er||Ul[a] | Fl[3 (3.60)
Agora, utilizando a Desigualdade de Poincaré, obtemos
cllflle2llellez < epell filleallgalle < cpacpel[frallezlleallre < cpacpic|Ulg| Fla.
Assim, existe ¢y = cp20p1002 de modo que
clfillzzllelle: < el U] F|]3- (3.61)

Por outro lado, notemos que da Desigualdade de Poincaré, segue que

c(IIAllZe + 11122 + fsll2e) < cmselllfrallze + fsalliz + 1 f5allz2)

2
< | Fly
Assim, existe c3 = cp3002 > () de modo que

(A1 + 151122 + [1fs]1Z2) < esl| Pl (3.62)
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Agora, substituindo as equacoes (3.60), (3.61) e (3.62) em (3.59), obtemos entao
U113 < esl|FlI5 + Ber + eo) [Tl [F |3
Assim, existe ¢y = maz{cs, (3c1 + ¢2)} > 0 tal que
1U13; < el FI[3, + cal Ul [F 3. (3.63)

Agora, usando a Desigualdade de Young, obtemos

2

c 1
(el Pl < (S I1FI, + 511015 (3.64)
Substituindo (3.64) em (3.63), temos
2 1
U1, < eall P11+ (5) 11 + S 101

Assim, obtemos que
2

C
1018, < 2(ea+ S IIFIB

Assim, fazendo C' = 2(04 + %) > (), obtemos entao
U3 < ClIF |3
Logo, o operador A~! é limitado. Portanto, 0 € p(A). O

Teorema 3.10. Se A : D(A) C H — H é dado em (3.24)-(3.25). Entdo, A é o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes sobre H.

Demonstracdo. Note que pelo Teorema 2.72 devemos mostrar que A é dissipativo em H, que
existe Ao > 0 tal que Im(A\g — A) = H e que D(A) = H. Pelo Teorema 3.7, temos que A é
dissipativo em . Agora, definindo .S como o operador identidade de #, temos que .S é linear,
limitado e inversivel com ||S||z3) = [|S 7|z = 1. Ainda, defina B = A\o(—A)~! e notemos

que do Teorema 3.9, temos que B € linear e limitado para todo A\ € C. Agora, se

1
(=AM emn

ol < (3.65)

entdao obtemos .

S e

Logo, do Teorema 2.23, segue que se \g satisfaz (3.65), entdo S + B = I + \o(—A)~! é um

1Bll 2y = [Moll|(—A) |z < 1

operador linear, limitado e inversivel. Além disso, obtemos que o operador Ao/ — A € bijetor,
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por poder ser escrito como composi¢ao de operadores bijetores, ou seja
Ml — A= —A(I+ X(=A)™).

Portanto, existe Ay > 0 de modo que Im(\ogI — A) = H e, do Teorema 2.70, obtemos que
Aol — A é sobrejetor para qualquer real \q > 0, em particular, se fizermos \y = 1. Logo, do

Teorema 2.71, obtemos que D(A) = H.

Portanto, A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes T'(t) = e em H. [

Agora, podemos concluir o resultado de existéncia e unicidade de solugdo
para o P.V.I (3.23).

Teorema 3.11. Se Uy € D(A), entdo o problema (3.23) admite uma tinica solucdo
U € C([0,00), D(A)) N C([0, 00), H).
Demonstragcdo. A demonstracdo segue imediatamente dos Teoremas 2.74 e 3.10. 0

3.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Esta se¢dao tem como objetivo mostrar que o problema (3.1)-(3.3) com as con-
dicdes iniciais e de contorno (3.4) e (3.5), respectivamente, é exponencialmente estavel, consi-

derando que:
P
P2
Para tanto, vamos mostrar que que o semigrupo associado ao sistema (3.1)-(3.5) satisfaz as

S|

(3.66)

hipdteses do Teorema 2.76, isto €, devemos mostrar que

iR C p(A)

lim sup [|(i81 — A) || ) < 0.
B—00

Para isso, vamos considerar a equacdo resolvente
1pU — AU = F, (3.67)

Comﬁ € R’ U= ((paévdja‘vavw) € D(A)7F - (fl?f?af37f47f57f6) € H e A é definido
em (3.24).
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Assim, podemos escrever (3.67) em termos de suas componentes, como a seguir

1B — P = fi, (3.68)

iBp1® — k(e + ¢ + lw), — kol(w, — lp) = p1fa, (3.69)

iBY — T = f, (3.70)

18p2V — bbyy + k(@ + U + lw) + %V = pafy, (3.71)

ifw—W = fs, (3.72)

iBp1W — ko(we — p)s + kl(pz + ¢ + lw) + 13W = p1fe. (3.73)

Para mostrar que a solu¢do decai exponencialmente, serdo utilizados os se-

guintes resultados.

Lema 3.12. Seja A : D(A) — H o operador definido em (3.25). Entdo, todos os valores

espectrais de A sdo autovalores de A.

Demonstragdo. Considere {U,, }nex, onde U, = (o™, &M (™) u) 4y 11/ () & sequéncia

limitada na norma do grafico em D(A). Vejamos que

HUnHD(A) = ‘Un’H + ’AUl”H (3.74)
= (172 + 1M1 + [[05172 + 1072 + [[wi |72 + W7
1
+ |eW]7. + Ellk(win) + ™ 4 lw™), + Kol (wl — 1™,

1
NI + b0 — R 4w 1) =T
1
Wl + llko(wf? = b)) — KU + ™+ 1) = 35O
1

x

Primeiro, provemos que as sequéncias {¢\% e, {0 bens {wS }uen sdo limitadas em L2

n)

Tome a norma de gog;x em L2, somando e subtraindo os termos necessarios, utilizando a Desi-

gualdade Triangular e a Proposicao 2.52, temos

IR = e + 9+ 1), — 6 — |2,
< 2R+ 4 L)+ 201 + L2
< I + 9+ 1), + gl — O + 2ol — 1)
A + 47 ]

Agora, utilizando as Desigualdades Triangular e de Poincaré, segue de (3.74) que existe uma
constante C' > 0 tal que
¢ [[72 = ClIUnllp(ay- (3.75)

Como {U, } en € limitada, segue que a sequéncia {apg’;)}@ é limitada em L2.
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De modo anélogo, é possivel mostrar que {t{% },en € {w'? },cn também sdo limitadas em L2,
Agora, vamos mostrar que a sequéncia {U, },cn possui uma subsequéncia convergente em .

(1) A sequéncia {p(™},,cx € limitada em H?2. Como a aplicacio inclusdo
i (H2 | Al2) = (HY ] )

¢ compacta, pela Proposicdao 2.47, existem uma subsequéncia {go(”k)}nkeNlcN e uma funcgdo
o € H! tais que
1™ =@l — 0.

Assim, como ¢(™) € H} paratodo k € Ne (H}, || - ||z) é completo, segue que ¢ € H_.

(2) A sequéncia {®(™}, .y, é limitada em H'. A aplicacio inclusio
it (HY ] ) = (C([0, L], R), ] - []oo)

é compacta, pela Proposicdo 2.47, existem uma subsequéncia {®")}, . cn, € uma fungio
¢ € C([0, L], R) tais que
||®") — B||o — 0.

Mas como
L
0< Hcp(nk) _ @"%2 — / ’@(nk) _ <I>|2 dr < LH(D(nk) _ (I)Hoo -0,
0

entiod € L% e
||@) — ®[3, — 0.

(3) A sequéncia {¢)(™}, ey, é limitada em H2. Assim como em (1), existem uma subsequéncia

{yp)},, cn,cn, € uma fungiio i) € H' tais que

190 — 4|2 — 0.

Como ¢)™) € H! e (H}, || - ||1) é completo, segue que v» € H.
(4) A sequéncia {U(™}, .y, é limitada em H'. Assim como em (2), existem uma subsequéncia

{Wme)}, on,cn, € uma fungdo U € L2 tais que
[ @) — w2, — 0.

Como W) € L2e (L2 || -||12) é completo, segue que ¥ € L2,
(5) A sequéncia {w™},cy, é limitada em H2. Assim como em (1), existem uma subsequéncia

{w™)},, cn.cn, € uma fungdo w € H! tais que

||w(”k) —w||g — 0.
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Como w™) € H' e (H}, || - ||z1) é completo, segue que w € H..
(6) A sequéncia {W (™}, oy, élimitadaem H'. Assim como em (2), existem uma subsequéncia

(WY cngen, € uma fungdo W € L2 tais que

Como W) € L2 e (L2, || - ||12) é completo, segue que W € L2.

Assim, dos itens (1) — (6), existem U = (¢, @, 9, U, w, W) € H e Ng C H tais que a sequéncia
{Un, }ny,eng converge para U no espago (H, || - ||#)-

Desse modo, dada uma sequéncia {U, },cn limitada em D(A), esta possui uma subsequéncia

convergente em H, isto €, pela Defini¢do 2.13 a aplicacdo
it (D(A) ] llpay) = (H, ]+ %)

€ compacta. Portanto, pela Proposi¢cdo 2.30 e pela Proposigdo 2.32 segue que todos os valores

espectrais de A sdo autovalores de A. ]
Lema 3.13. Seja A definido em (3.25). Entdo, i C p(A).

Demonstragdo. Suponha que iR ¢ p(A). Assim, existe 5 € R, 5 # 0 (pois 0 € p(A)) tal que
i € o(A). Pelo Lema 3.12 temos que i é um autovalor de A, entdo deve existir um autovetor
U € D(A), que satisfaz a equagdo resolvente ifU — AU = 0.

Assim, considerando na equacgdo resolvente f; = fo = f3 = f4 = f5 = f¢ = 0, multiplicando
as equacgdes (3.68), (3.70) e (3.72) por —k(p, + ¥ + lw)z, =0y, € ko(w, — 1), € as equagdes
(3.69), (3.71) e (3.73) por @, U e W respectivamente. Além disso, integrando no intervalo [0, L]

e considerando a parte real, temos:

L L L
Re[—iﬁk/ O(pr + 9+ lw), d:1:+zﬂp1/ |P|? dx—kol/ (wx—lgp)idx]
Jo . 0 0 B

TV TV
=i =ig
L

L L B
+ Re[—zﬂb/ @bwmdx—l—zﬂpg/ |\If|2dx—|—k:/ (¢o + 0 + lw) ¥ dz |
0 0 0
N — _

N

~~
=13 =14

L L L
1 Re[—zﬂko/ w(wx—lgo)mdx—kiﬂpl/ |W|2d:c+kz/ (@0 + U + lw)W dz |
0 0 0

J

Vo vV
=i5 =16

L L

+ ’}/2/ ]\Iflzdx+’yg/ \W]de
0 0

= 0.

Desse modo, integrando os termos 1, i3 € 75 por partes e utilizando as equagdes (3.68), (3.70) e
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(3.72) em i5, 74 € i respectivamente, obtemos
Re [iB||U][7 + ol [¥|[72 +|[W]|7:] = 0.

Portanto, 72| [U|[2, + ~3||W |2, = 0. Assim, ¥ = W = 0.
Assim, das equacodes (3.70) e (3.72) obtemos ¢ = w = 0. Da equagao (3.73), obtemos:

L
(kol—l—kl)goxz():wpw:O:/ Ydr=0= ¢ =0.
0

Agora, substituindo na equacédo (3.68), obtemos ® = 0. Assim, U = (0,0,0,0,0,0), que
contradiz o fato de U ser um autovetor associado ao autovalor i/3.
Portanto, i3 C p(A). O

Lema 3.14. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, iU — AU = F para 5 € R. Entdo:
%l Iz +s[WIIZ: < (1Tl [Flln-
Demonstragcdo. Notemos que
(iBU — AU U)y = (F,U)n = iB||U|[3, — (AU, U)y = (F, U)s.
Considerando a parte real, obtemos entao

— Re [(AUv A)"H] = Re [<F7 U)H] .
—_——

=11

Utilizando o Teorema 3.7 em 7,1, obtemos que
Yl Pl[7e + W7 < [Re [(FU)w] | < [|U| |l |1 P[]

Portanto, 7| W12, + 73| |W] |2 < [|U|3]|F]l2. n

Lema 3.15. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, ifU — AU = F para € R e || > 1. Entdo

existe uma constante ¢, > 0, tal que

&1

b wz 22 S

W2l + el [Fl|al|U]] 6

Demonstragdo. Multiplicando a equacio (3.71) por 1 e integrando em [0, L], temos

L L L L L

b Gdr =i v v ¥dr — ¥ de.
/0 Yeat) dx zﬂpg/o \Ifwdac—i-k/o (gox—i—w—i-lw)wdx—l—’yg/o W) dx pg/o fat) dx
—_—

i1
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Agora, integrando o termo #; por partes e utilizando a equacdo (3.70), obtemos que

L L L
b / Pds = —ps / \P(\I’+_f3)dx—% / (o + 0+ 1) (T o) de

L L
- 2 \If(\I/+f3)dx+p2/ fa da.
0

i3 Jo

Pelas Desigualdades Triangular e de Cauchy-Schawarz, obtemos

k
mllsox + ¢ + lwl|2||¥]|£2(3.76)

|H‘1’||L2(||‘11HL2 + [ fsllz2) + pall fall2[[¥]] 2

bl[tallze < pal[Ollz2|[ 9|22 + ool W| |2l f5]] 22 +

|H<P:c + ¢+ lwl[ 2| |fa] 2 +

5 |8

Da Desigualdade de Poincaré, existem constantes ¢, € c,2 positivas de modo que

[ fsllz2 < cpllfaellze € [|9]]L2 < cpol|tal|L2

Desse modo, podemos escrever a desigualdade (3.76) como

k
ﬂllsox + 9+ lwl[ 2| |9 2

| W2 (W22 + 11 fall12) + cpzpal| fal 2l [l

bl[allze < pallOllo2|[Wl|22 + cpupal 9] 2l foal |2 +

+p1 |H<px + o+l faalle +

I IB

Utilizando o Lema 3.14 e a defini¢do de norma em H, obtemos

VE
bllvhallze < WII‘I’IIHIIUIIH

P Ve VR VP2
+ (72—1- pl\/— pl\/—w | | pl\/l?|ﬁ| \/—>HFHHHUHH

Assim, fazendo ¢; como

y P2 VP2 vk 72 VP2
1 =mdx{ Vk, = 4 Y=+ -+ 1+c etz b,
1 { IRV V) N pab }

e utilizando o fato de |3| > 1, segue o resultado. O

Lema 3.16. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, iU — AU = F para 5 € R e || > 1. Entdo

existe uma constante co > 0, tal que
kollws — Lp|[7. < ’B|||¢||L2||U||H‘|’ w||W||L2||U||H+02||F||H||U||H

Demonstracdo. Derivando a equagao (3.72) com relacdo a varidvel x e somando com o produto
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de [ por (3.68), obtemos

Além disso, multiplicando a equacdo (3.73) por W e integrando no intervalo [0, L], obtemos

L L L
zﬁ’pl/ |W]2dq:—/<;0/ (ww—lgo)IWd:E—i—kl/ (0o + & + 10TV da
0 0 0

L L
+73/ W dx = pl/ foW dz.
0 0

Agora, integrando ¢; por partes, obtemos que

L L L
iﬁpl/ |W|2d:13+k:0/ (wy — L) (W, — D) d:z:—l—k;ol/ (w, — lo)® dx
" L " o L " L
—|—k;l/ (gpx+¢+lw)de+73/ |W|2d:10:p1/ feW dzx.
0 0 0

Utilizando a equacao (3.77), podemos escrever a igualdade anterior como

k
ko / fw, — lpf2 dz = p / W 2 < 1) (o — U1) da
ko _ ko [F )

—=I i ( x—lgp)@dm—ﬁl i (pz + ¢ +lw) de—: ]W| dx +_ f6Wd:U

i

Das Desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos que

kollwz —lgll7> < PlllWIIia s — l¢||L2||f5,m—lf1||L2+ Zlllws = || 2|12

IBI

b o Tl W e+

Assim, utilizando o Lema 3.14 para estimar a norma de W e da definicio de norma de H,

Iﬁl

|HW||L2+ |||f6HL2HW||L2

obtemos

Vo Vk
— | ®||2[|U —

O resultado segue com

3
Wl 101l + (“ . —) 1E U

k wz_l@ ] S
OH HL2 |ﬁ|

CQ_max{\/—z VL, _+W}

]

Lema 3.17. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, iU — AU = F para 5 € Re |f| > 1. Entdo
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existe uma constante c3 > 0, tal que

p1b

L
Hloa+ o+l < 18|22 - p, / a®] d + || U] 3] 1

‘H‘PHL2HUHH+

‘H(DHLQHUHH‘i‘ W22 [U ]

6 8 18]

Demonstrag¢do. Multiplicando a equagdo (3.71) por (¢, + % + lw) e integrando no intervalo
[0, L], obtemos

L L
i [ VG F AT o b [ elp O T o+ 0+l
0 0

L - L -
w/ Uy + &+ lw) dr — p2/ filon + 0+ Tw) do
0 0

Agora, integrando 7; por partes, obtemos

L L
k||90x +¢+ lw”%? = _i5p2/ \I](@x +¢+ lw) dr — b/ ¢x (9090 +77Z} ‘l'lw)x dr
0 0 ~ ~

2

L - L -
—72/ W -0 1 ) dxm/ i 0+ w) da
0 0

Utilizando a equagdo (3.69) em ¢, obtemos entdo

L
Ellos + ¢+ lw|[7. = —iﬁpz/ U(p, + 0 + lw) do
0

L L
— 72/ \I!(gax+@/1+lw)d:v+p2/ fa(pe + 0 + lw) dz
0 0

Agora, reorganizando os termos, obtemos entdao

L . L
- b _
kllps + 0 + |22 = —iﬂpg/ V(p, + 9 + lw) do + Z5’”/ 1, dx
0

J/

4 Okl / Wy (wy — 1) dx—i— / Vo fo d (3.78)

- 72/0 (sox+w+lw)d:v+p2/ falpe + 0 + lw) dz
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Assim, podemos escrever i3 como

L i r bip: -
i = —ZﬂpQ/ Vo, dv —iﬁpQ/ U dx —iﬁpgl/ Vw dx + 3 / Y, P dz.
0 0 0 0

i4 i5 i6

Utilizando as equagdes (3.68), (3.69) e (3.72) em iy, i5 € 15, respectivamente, obtemos

LoT1 1 LoT1 1
i3 = —2'3102/0 v [ﬁq)x + %fl,x] dx — Zﬂpz/o v [ﬁ‘l’ + %f:%} dx
. L 1 1 blﬁpl L —
— zﬁpgl/O \\J [%W + %]%} dx + 2 /0 1V, ®dr.

Agora, simplificando, podemos reescrever do seguinte modo

L L L
ig = pg/ ‘Ifq)mdﬂf—l-pz/ ‘Ifflyxdl'—i-ng\I/H%Q—Fpg/ \Iffgdl'
0 0 0
i7

p— — biBp1 G
+ pal UW dx + pol U fs dr + - VP dx.
0 0 0

Agora, utilizando a equacdo (3.70) e integrando por partes em 77 obtemos entao

L L
\Iffl,xdx+p2||\lf||%z+p2/ VT do
0 0

L e L o blﬁpl L o
+ pgl/ \I/de+pgl/ U fsdr + ’ / Y, P dx.
0 0 0

Organizando os termos, obtemos

L
13 = _02/ (i5¢x—f3,x)$d$+02/
0

' bp1 L L L ,
iz = 18| —— — p2 P, ®dx + po f3.®dx + py U fi o dx + po | V][ 72
0 0 0
L L L
+ pg/ \Ilfgdx+pgl/ \I/de+p2l/ U fs dx.
0 0 0
Agora, substituindo 73 na equagdo (3.78), obtemos entao

b
kllps + o+ lw|[7: = lﬁ(ﬂ—m)/ meI)dx—i—pg/ f3xq’d$+P2/ Ufi,do
0

L L
+ P2||\If||%z+,02/ \Ifﬁdx%—le/ \Idex+p2l/ U fs dw
0 0

t Dl / bolwn Ty de + 22 /%fzdw

- 72/ (som+w+lw>dx+p2/ fi e ¥ O+ ) da
0



Aplicando as Desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz, temos

kllpe + o+ lwl|f. <

Assim, obtemos que

kl|ps + 0 + w2, <

+

+

bp1

L
18] | == — pa / |1, ®| dx + l)p—Qbe&szPlHq)HLQ
0 P1

Esz\Imekal o+ f3+ Ufsllze + pal U172 + pol [ V]| 2] W] 2
bko 1
5 1Wallrellwe = lpllrz + Zbl[allr2pul| foll 2

1
72||‘I’|\L2H80x + 1+ lwl|g2 + EP2Hf4||L2k'||90x + ¢ + lw| 2.

bp1

L
= P2 1
|ﬁ|‘__p2/ |¢z@|d$+—||U||H||F||’H+_||UH'H||F||H

bkzo
p2| 917 + o2l [ 9|2 || W] 2 + & 1Wellzellws — ol

EHUHHHFHH + 2|20 + ¢ + lw]| 2 + EHUHHHFHH-

Reorganizando os termos, obtemos que

||z + 1 + lwl|3,

b
< W‘ﬂ—m

p 3
[t (L2 0l
bko

+

P2 [WIIZ2 + ool | [9]] 22 || W22 +
22/l 2l lpa + ¢ + lwl| 2 .

i

— el 2 ][we — lgl |12

+

Aplicando a Desigualdade de Young em ig, obtemos

(k= )llgs + ¥+l < |-~ —

bPl

p 3
| [t (242 il

bk:o
= pall s+ plll Vel Wlae +—
———

19 7/10

+ yece P[22
—_——

|9zl 2w — L] 2

111

Agora, utilizando o Lema 3.14 em 9, 71 € 711, obtemos entao

(5= llow 40+ o2 < wﬂ———m

bpr

[ i

3 l l
T L
bpr k2 v gl

bkol

+ T”@Z}xHL?wa - l90||L2 .

(. J/
-~

112
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bkol
_Owa - ZSOH%L obtemos

[l

l
+(_++_+_+_+)mem
72 V3

Agora, fazendo € = E e notando que 715 < —||wx\ 22 +

b
w%+¢+msz|mLﬂ—m

Ello + 0 +1w|[7. < [B]|5= — p2

[
+(&+_+_+—+%+-NMMWM

Clk’ol 1 Clk’o blCQ
L F P
+ = |5||| 121Ul + == Ul [ Elle + == |B||| |z |[U] |2
ble blc
+ S W U+ =200 bl
Reescrevendo, temos entao
2 bp1 S
klloe +d +lwlfz, < 1Bl = = p2 !@M)!dw
3 l l kol bl
+ <ﬂ+ +@+/£+Pi+ Cot 0 4 C2)|]U|]HHFHH
bp1 kv Y2 V3 k
crkol 1 bley 1
v Dl| ;2
+ k|mumnwa 7l Uy
blCQ
%74 U
O resultado segue com
p2 3 pa . p2l ol cikol bl02>
=|\—+-+—+—+—+c+ +— .
’ (bpl kv Y2 3 k k
]

Lema 3.18. Sejam U € D(A) e F' € H, tais que, iU — AU = F para 5 € R e || > 1. Entdo
existe uma constante c4 > 0, tal que
L
/ﬁ%@m

pllelz: < callUlul Pl +

||‘1’||L2||U||H+ |5|||W||L2||U||H+ ||U||’H

Iﬁl IBI2
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Demonstragdo. Multiplicando a equagio (3.69) por ® e integrando no intervalo [0, L], obtemos

L L L
iﬁleq)H%g + k/ (pz + 0+ lw)xidx —kol/ (wy — lgo)ad:n = ,01/ fo® da.
0 0

0

Vv
i1

Integrando por partes e utilizando a equacdo (3.68) em i;, obtemos

L L o L
iBp1||®|[32 — k:/ (pz +¥ +lw) (iBp — f1), do — kol/ (wy — lp)Pdr = ,01/ fo® dz.
0 — 0

0
12

Agora, somando e subtraindo i/3(¢ + [w) em i3, obtemos

L
iBpi|lf|72 — k/ (00 + ¥ + W) [iB(py + 9 + lw) —iBW + lw) — fi,]dx
0
L . L
— kol/ (wy — lp)dr = pl/ fo® dx.
0 0
Assim, podemos reescrever como
L —_—
iBpr|| 72 — iBK|lpr + ¢ + lwl[72 + zﬂk/ (o + 1 + lw) (Y + lw) dx
0
L L L . L
+ k/ (s + 0 +lw) fr . dx — k:ol/ (wy — lp)ddr = pl/ fo® dx.
0 0 0

Dividindo a equagdo por ¢ e utilizando as Desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz,

obtemos que

pll®llL: < Kllgs + 0+ lwll[fz + k [|@x + ¢+ lwl[ 2|y + |2

i3

Agora, utilizando a desigualdade de Young em 73 e reescrevendo, obtemos

||wx l90||L2||‘D||L2+ | fol |22 ||®|| 2.

5]

pill®lz: < k!!¢x+w+leL2+ Hsox+w+leLz+—IWHwHLz

|HUH’HHFHH+ |HUHHH<I>HL2+ |HUHHHFH’H

I |8 |ﬁ
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Assim, reorganizando temos

1 k
il < (143 ) llou+ 0+ bl + 5 o+ il (3.79)
2 2 ~——
i4
b (14 2) GO+ i)
H H H L2-
18] |ﬂ|
Utilizando as equacoes (3.70) e (3.72) em 74, obtemos entdo
, 1 ! 2
1y = — (U + f3)+ =W+ f5)
ﬁ i 12
Utilizando as Desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos
. 1 2
iy < EE Mz + 1 f3llee + UIW 2 + U f5]|22)
1
< EE (I1oll72 + 2[[ ]2l fall 22 + 20| 2 [[W ] 22 + 20| [ 2| f5 ] 22 + 1] fsl[72)
1
* e U sz W12z + 20 3l 2] fol |2 + PIW |72 + 20 W[ 2|l f5] 22 + 2|1 f51]72)
1
< 5 [+ 20+ 2) U, + 2+ 6D [|U] |l [l + (14 20+ 1) [|FI] -

Agora, substituindo 74 em (3.79), obtemos entdo

1 k
o112 s( )ku%wmuw (14214 2) U

P2
1 k 1 k
2+ 60) ||U]||]|F 21 + I2) ||F|[?
+ g GO IUIIFlle + 55 (1+20+2) 1Pl
1
; (1+ )|/3|||U||H||F||H+| @l

Reescrevendo, obtemos entio

1 1 1 k
pllelz < (1+§)[f!!wx+w+lw!@z+< # ot s (24 0)) Ul

i5

i (L+204 ) ||F|f3-

k 1
(L+20+ ) ||UJ)5 + e

1
U )
lUThl@lls + 5
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Agora, utilizando o Lema 3.17 em 5, obtemos entao

p1b

1 L 1
pliollze < (1+3)181 | = 22| [ 1wdlae+ (14 3) cllvibl Pl
0

1 1
Wl [|U Dl 2||U
; (1+ )w” lze]l ||H+( i )WH 211Ul

1 1 1 k
+ (14 > W2 ||U +(1—|———|— 2+6l> U F
(1+3) Sl s 2 60) Ul
T T L S P O Y11 T N Y W Y N TE
g 72 CMTF #

Reorganizando os termos, obtemos entao

dlI2, Pl d
plolf < (1+3)1 [l
i 1 1 1 k
+ _(1+§)C3+(1+ b (26 WJHUHHHFHH

(14 3) ] et [ (14 3) e+ o] el
I 1 1 k
w (1 3) ] WM+ T (204 2) T,

p1b

P2 — k

1 k
+ —— (14 20+ B) ||F|3.

O resultado segue com

(1) (o e rbere) oo hasaso).
L]

Teorema 3.19. Se 7 = % entao o semigrupo {S(t) }+>o associado ao problema (3.1)-(3.3) com
as condicoes iniciais e de contorno (3.4) e (3.5), respectivamente, é exponencialmente estdvel,

isto é, existem constantes ¢ > 0 e € > 0, tais que
1S@Uslls < ce™||Uo|l-
Demonstragdo. Inicialmente, notemos que ||U||3, é dada por

10115 = pal| @17 + o2l W17 + pr[WIZ2 + blIal 72 + Klles + & + lwl |72 + Kol lws — Lol |72
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Agora, aplicando os Lemas 3.14, 3.15, 3.16, 3.17 e 3.18, obtemos entdo

101, < capal U1l Fllae + 1@ 2|0 + eal 8] |2

L
/ 10| da
0

Iﬂl

+ Nz + W2 l[O ]+ g ||U|| — P11

IBI 18] Iﬁl2 et IBIQ *
+ NIl F e+ PNl F e+ edl|U el F e+ 1] U]

V2 73 I

p1b L 3
+ Bl |7 — P2 |¢z<1>|dx+03||U||HIIFIIH+|—|||‘1’||L2||U||H
0

+ |B|||¢)||L||U||H+| |||W||L||U||H+| |||<1’||L2||U||H
+ WHWHLQHUHH"’CQHFHHHUHH»

para 5 € R com || > 1. Agora, reorganizando os termos, obtemos
Ul < <C4P1 + % + % +ctest 02) U3l F] |

1
+ (C4+03+Cz)||‘I>||L2||U||H+(C4+1)|5|

L
Ja
0

|5!
1
+ |ﬁ| (C4+01+03)||‘1’||L2||U||H+|/3| (ca+c3+co) [[W]|2[|U]
+ —||U|? F||?

Assim, se fazermos ¢ de modo que
Cc = (C4p1+%+%+61+02+03+C4+1)

Substituindo o ¢, obtemos entao

p1b

HOIE, < ellU1allFlle + el @e1U] s + 8 P

[ wlas

ol

18]

1
+ el Vlel|Ul[e + _C||W||L2||U||H + o
|51 5]

Agora, utilizando a relacdo (3.66), obtemos entao

U3 +

Iﬁl2 IBI2

1
2 |U]
Iﬁl

—||F|[3 (3.80)

1
@l 21Ul +
|61

1
WUl + 773
5]

1015 < cllUlll |1 Flln +

U1 +

IBI2 Iffl2
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Aplicando a Desigualdade de Young em (3.80), obtemos

1
1015 < elHUH%+66102|\F|\%+6211U!!%+%W62H¢Hiz+63HU\I3{+663CQH‘I’|E2
el |U3; + ce, W[ + |5|2|!UHH |B|2||FH7{
Reorganizando os termos, obtemos
1
(I-a—e—ea—a)lUlf < Celc2HFHi+CEQW02H®H12+06362||‘I’Hiz (3.81)
+ oW U F
4 || ||L2 |6|2|| ||’H |ﬁ|2|| ||7—l
Escolhendo €; = €5 = €5 = ¢4 = % e |f| > 1, obtemos em (3.81) que
1 2 2 2 L 2 2 2 2 2
WUl < cacllF * Ca g 19|[72 + e [ W[72 + ce, | W72 + |B|2HUHH
Aplicando o Lema 3.14, segue que
l U 2 < 2 F 2 L 2 P 2 653 U F
= €1 €2 2 L
S0 < e CII I3 + ¢ i 1@l + — = N0l |7l
CesC
- HUHHHFHHerQHUIIH
Utilizando novamente a Desigualdade de Young para €5 = ¢¢, obtemos
1 Ces C2.C2
Sl < ca@llFIf + corzmll®llfe + 2 ||U||H +—=—|IFll3
’B’ 2

2 2

1 CeC
~UIB, + = 64 F U
Ul + 22 ———IFI3 + 511U

Iﬁ\2

Assim, reescrevendo temos

1 CesC2,C° CegCE, 1

_U2 S (CEC2—|— €5 €3 +€6 ) F —|—C€ Q(I) + U

U ) 73 2 12113, R JedfFR |5‘2|| 15

< |F[5 + WlQ(CezC +o)|UIZ:-
Ce,C2C° CyClC
onde ¢ = (05102 + =3 : ) :
72 73
Logo, obtemos que
1 (coc?
(5 - o) ik, < g, 6:2)

2
Ce,C° +C ..
— M > (). Substituindo em

1
Agora, tomando |3]? > 4(c.,c* + ¢) teremos que ¢ = T Ve
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(3.82), segue que

U3, < g||F||3{ = ||U]] < \/E||F||H, para || suficientemente grande. (3.83)
¢ ¢
Como i3 € p(A), sabemos que dado ' € H com ||F|| # 0, existe U € D(A) tal que
(iBl — AU =F = U = (iBl — A)"'F.

Logo, utilizando (3.83), segue que

¢ i3I — A F C
NGB = )7 Pl = 01 < /S LA e f2
¢ ||| ¢
E assim, obtemos
, N il — A)LF
1651 = ) e = sup { 12y 20} < e
onde ¢5 = \/E
¢
Portanto, pelo Teorema 2.76, segue o resultado. O

3.3 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta se¢do vamos provar que a solu¢@o do sistema ndo é exponencialmente
estavel, se Z—; # % Para tanto, mostraremos que o operador resolvente R(\, A) = (A — A)~!
nao € limitado se ;’—; =+ %, ndo satisfazendo a segunda condicdo do Teorema de Priiss, que é
condicdo necessdria e suficiente para que haja o decaimento exponencial. Para isto, o fato de
que a condi¢@o de contorno € do tipo mista também € fortemente utilizado.

Para tanto, vamos utilizar o seguinte Lema auxiliar:

SES

Lema 3.20. Sejam p1, p2, k,b e kg constantes positivas dadas em (1.1) e (1.2). Entdo, z—; #

se, e somente se, k #+ k.

Demonstracdo. Considerando as constantes pi, po, k, b € kg definidas em (1.1) e (1.2), temos

que
ok pA K'GA o K'GA

1
7éEA

p2 b pl El

k
@17&]{—04:%7&/{:0.
N

Teorema 3.21. Suponhamos que Z—; £k entdo o semigrupo associado ao sistema determinado

por (3.1)-(3.3), com condigoes iniciais (3.4) e de contorno (3.5) ndo é estdvel exponencialmente.
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Demonstragdo. Para isto, € suficiente mostrar a existéncia de uma sequéncia de nimeros reais

(8n) € R, com lim |3,| = oo, tal que
n—oo
(18,1 — A) | 2a0) — 00, (3.84)

ou seja, provar a existéncia de uma sequéncia (F,,) € H de fun¢des ndo nulas, de modo que

18I = A) Fullse _

lim (3.85)

n—o0 [l

Desse modo, tome U,, = (i3,] — A)"'F,,, ou seja,
16,U, — AU,, = F,, (3.86)

com Un = ((pna cb?m wny \Ijna Wn, Wn) € Fn = (fn,h fn,27 fn,37 fn,4a fn,5a fn,6)-
Agora, escrevendo a equagdo resolvente (3.86) em termos de suas componentes, obtemos

1Bnon — O = fra, (3.87)

iBnp1®n — k(Pnz + Yo + lwn)e — kol (Wn o — lon) = p1fn2, (3.88)

1Bpthn — Yy = frs, (3.89)

iBnp2Vn — 0w + k(One + n +lwy) + 72V, = pafna, (3.90)

1Bpwn, — Wy = fos, (3.91)

iBnp1 Wi — ko(wna — lon)a + kl(ona + Un + lwn) +73Wa = p1fne. (3.92)

Utilizando as equagdes (3.87), (3.89) e (3.91) para eliminarmos as fung¢des ®,, ¥, e W,, de
(3.88), (3.90) e (3.92), obtemos entdo

onde

9n1 = plfn,Z + Z.5np1fn,17
Gn2 = pofoa+ ((Bup2+ 72) f3n,
Gns = P1fne+ (1Bnp1 +73) f5n-

Sem perda de generalidade, fazendo L = 7, podemos escolher F;, = (O, p—llsen(n:c), 0,0,0, 0>
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e pelas condicdes de contorno, podemos supor
on(x) = Apsen(nzx), i, (z) = Bycos(nz), w,(z) = Cyeos(nx), (3.96)

onde as constantes A,, B,, e C,, dependem de n. Substituindo as funcdes (3.96) em (3.93)-
(3.95), temos

A, [=p182 + k(n)* + kol®] 4+ Bok(n) + Cul(n) [k + ko) = 1, (3.97)
Apk(n) 4 By [=paf8 + 721 + b(n)? + k] + Cokl = 0, (3.98)
Anl(n) [k + ko] + Bulk + Cy, [—p1 82 + 7318, + ko(n)® + kI?] = 0. (3.99)

Reescrevendo o sistema (3.97)-(3.99) na forma matricial, obtemos:

M = k(n) P, kl B, =101, (3.100)
I(n)[k+ ko] Kkl P C, 0
onde denotamos
P1 = —p1ﬁ2+k(n)2+k0l2,
Py = —paf2 + 79, + b(n)* + k,
Py = —p18% 4 y5iBa + ko(n)? + ki,

Como nosso objetivo € avaliar o comportamento de
(B, — A)"*F,||, para quando n — oo. (3.101)
Notemos que
1080 = A) 7 Fully, = [|Unll3 2 pal|®allz2 = p11Bal*ll0nll22 = gmlﬁn\zlz‘ln!Q-

Para concluir (3.101), basta analisar como A,, se comporta quando n — oc.

Para tanto, vamos utilizar a regra de Cramer. Assim, obtemos entio

- 1 k(n) l(n)[k+ ko]
A, = onde M = |0 P, kl

" detM
0 Kkl Py
Assim, obtemos que
PPy — (kI)?

Ay

T PPPs+ 2(k1)2(k + ko) (n)? — (K1)2Py — 12(k + ko)2(n)2Ps — k2(n)2P;
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Primeiramente, notemos que det M # 0, pois o grau de P, P, e P; é menor ou igual a 2 e,

dessa forma, o det M possui o comportamento de um polindmio complexo de grau 6, isto é
det M =~ P(n®).

Sendo assim, a aplicagdo ¢ : N — C dada por ¢(n) = P(n%) possui no maximo 6 raizes, ou
seja, existe ng € N tal que
o(n) # 0, Vn > ny.

Portanto, existe ng € N tal que
det M # 0, Vn > ng.

Notemos ainda, do Lema 3.20 que

ﬂ--%@@k ko # 0. (3.102)
P2
Notemos, até 0 momento, que det M possui grau menor ou igual a 6, enquanto o grau de det M
¢ menor ou igual a 4. Para diminuir o grau de det M sem alterar o grau de det M, escolheremos,
sem perda de generalidade, a sequéncia (5,) € R tal que P, = Z, onde = € uma constante (a

ser determinada) que nao depende de n, tal que

1
Bn = \/ —(k(n)? + kol? — =) ~ eam, (3.103)
P1

quando n — oo para ¢; # 0.

Agora, vamos analisar os trés termos de maior grau de det M, isto é
S =P PP; — I*(k + ko)* Py — k*(n)*Ps. (3.104)

Substituindo f3,, escolhido em (3.103) em P, e P3, temos

P1 == E

P, = < ) 2 1 k= P2+ 224 8,
P1 P1

P3 = k’ (k’ ]{?0)[2 + + ’)/325»,1
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Assim, temos

S = Pz[EP:s—lzk‘—l—k)()]—k’z(n)QPg
= P [E(ko — k)(n)* + E(k — ko)l* + E* + 1318,Z — *(k + ko)*(n)?]
— [k (n)*(ko — )( )? + k2 (n)*(k — ko)l® + k*(n)°E + k*(n)*3if,]

< Zk> (ko — K)(m)* +5(b—% )(k—ko)ﬂ(n>2+52 (b—% )W

<b - %k) 5B (n)? — (b - %k) (K + ko)?(n)* + Zk(ko — k)(n)?

+ Zh(k — ko)l + =2k + SkrysiBy — kI2(k + ko)2(n)? — ”22 kol (ko — k)(n)?

|
(1]

+
(1]

- E%kolz(k k)2 — EQ%/’{;OZZ - E%koﬁw’ﬁn + @koﬁz?(k + ko)2(n)?
1 1

+ Ezz—j(ko—k)(n)Q "QZW ko) 1% + ”3Z?+:2%W‘ n—”g%?(wrko) (n)?

+ E%Wn(ko - k)( ) u%lﬂn(k - ko)l + 52722'571 - 57273@1
— Y2iBpl?(k 4 ko) (n)? — k*(n)? (ko — k)(n)* — k*(n)*(k — ko)I?
B - R0 i

Agora, utilizando (3.103) e reorganizando os termos, obtemos

S [E (b - @k) (ko — k) — K2(ko — k) — IP(k + ko)? (b - @kﬂ (n)*

P1 P1
+ 10 {735 <b — p > + =(ko — k) — ks — 12(]€ + ko)z%} (”)3
1

+ |2 (b e ) (k — k)2 + =2 (b = @k) + Sk(ko — k) — Z2 kol (ko — k:)] (n)”
| P1 P1 Pl

+ %52(/@0 — k) — k2 (k — ko)I? — 2k — kI (k + ko) + %koﬁ(kz + ko)QZQ} (n)?
LML 1
[ oy ok

+ —@:lQ(k + ko)? — :7273—} (n)?
L P P1

+ ey [Ek% - E'yg%kolz + Eya(k — ko)l® + E*y2 + EQ%%] (n)
1 1

+ {Ek(k — ko)l + 22k — E2 kol (k — ko)1 — 52%k012 + 22 - ko)ﬁ]
1

P1

P1 P1 P1

X
2
=

S

_l’_
-~
q
=
_l’_
Q
_l’_
a).
=
_|_
)
ot
o)
c
o
=]
o
o
3

onde 01, 09,03,04,05 € R. Agora, para diminuir o grau do termo dado em (3.104), devemos

ter o; = 0. Para isso, tome
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k2 (ko — k) + (ko + k)2 (b - g—k>

== , (3.105)
( - Ek:) (ko — k)
que € uma constante nao dependente de n.
Além disso, da equacgdo (3.105), obtemos que o5 é dado por
Yk + ko) (b= 2k) + 2k (ko — )’
oy = = 09 # 0. (3.106)

(ko — k) (b= 2k)

Assim, com a constante = dada em (3.105), obtemos uma sequéncia (3,) € R onde seus termos

sdo dados em (3.103), tal que |3,| — oo quando n — oo. Utilizando (3.106), obtemos

det M
det M

o6(n)*, o6 > 0 quando n — oo,

Q

o7(n)*, o7 > 0 quando n — co.

Q

Logo, o termo A,, possui comportamento

|A,| = os(n), s > 0 quando n — oo.

Logo,
ST 1@nl172 = s Bal*llnllZe = C1Bal*| Aul® = o0
n ’H_ L2 — n n|l2 — n n
[1F. 1B, HF H || Fll3
quando n — oo. Portanto, lim ||(i8 — A)™")||z@) = co. Assim, segue a conclusdo. O
n—oo

3.4 DECAIMENTO POLINOMIAL E TAXA OTIMA

Na secdo anterior, mostramos que a solucao associada ao sistema (3.1)-(3.3)
nao possui decaimento exponencial se % + % Agora, nosso objetivo € mostrar que existe de-
caimento polinomial para a solu¢do associada a esse mesmo sistema. Além disso, mostraremos

que a taxa de decaimento polinomial é Gtima.

Teorema 3.22. Suponha que os dados iniciais Uy = {@o, ©1, %o, 1, wo, w1 } € D(A) e % =+ %
Entdo, a solugdo do sistema possui decaimento polinomial, ou seja, existe uma constante C' > 0

tal que

1S (t)Uolln < \/—”UOHD

e mais, a taxa \/t € otima.

Demonstragdo. Inicialmente, considere U € D(A) e if € p(A) com || > 1. Vamos mostrar

que ||U||x < C|B|* para algum C' > 0, com « a determinar.
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Para isso, utilizando o Lema 3.17, vale que

Hlge + 0+l < 18|22~ p, /OLrwmq>|dx+c3||U||H||F||H
Eo 01+ 512U+ 5 W22
Desse modo, podemos reescrever como
Hlge + v+l < 18|22~ p, waupucbum+c?,r|Ur|HHFHH+f;THUHH

i1
m

Como % # & obtemos que m > 0. Agora, aplicando a Desigualdade de Young em 7, temos

303

klles + 4+ lwllf2 < @l | @7 + cq [BI*m?|[YallL: + cllUll [ Fllo + 2 3]

U5 (3.107)

Agora, do Lema 3.18, temos que

pll@llze < callUlldIFll + ||@|!L2||U||H+C4lﬁlm/ |- ®| d

]
+ %H\IJHHHUHH“"mHWHL?HUHH‘I"BPHUHH WPIIFIIH
Desse modo, podemos reescrever como
pull@llz: < C4||U||H||F||H+T;T||U||H+C4|B|m||¢x||L2||q>||L +W|QIIUIIH |B‘QIIFIIH
Aplicando a Desigualdade de Young em 75, obtemos
pull@flz. < C4HUHHHFH%+|ﬁ|HUHH+62I|<I>|!2Lz+cezc?1\ﬁ\2m2\|wxlli2
|5|2||U||’H |mgllFll%
Fazendo €, = £, obtemos que
pilllZ < 204||U||HHF||H+T;T’|U’|H+62||(I)||2L2+2062Ci|ﬁ|2m2|wr||i2
+ IV + P (3.108)
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Agora, fazendo €; = p; e substituindo (3.108) em (3.107), obtemos

kllpa + ¢ +lwl[fe < (2e06; + o) |BPm?|[¢all2: + (2e0 + c3)[| U]l 1F ||
(6¢4 + 3c3) 2¢y 2¢y4

|8l [ER R

Utilizando os Lemas 3.14, 3.15 e 3.16, além das desigualdades (3.109) e (3.108), obtemos

U113+ U+ sl Fll (3.109)

c1 + 2¢9 + 3¢5 + 12¢
nw&fz(?+%+a+@+%+%gwmmwm+<l S TGS

40
| F|1% (3.110)

TP

464

+ gcq + 4062Ci>|ﬁ|2m2|w$||%i

i3
Agora, aplicando o Lema 3.15 em i3, temos
. C1 C1
is < (co + dea@)Bm? (S) [Wlleal Ul +(ce + A BPm® (2) U1l F e
b S—— b ——
i4 i5
Utilizando a Desigualdade de Young em 74 € i5, obtemos

. c1\1?
is < ellUIB + e (e + dcacim? (S)] 1812911

16

(&1
U1+ e [(es + decim? (S 18I IR

Agora, aplicando o Lema 3.14 em ¢, temos

. 1 c1\12
s < (s @lIUIB+ i [(eo + deach)m? (5) ] 18PIF I 101

J/

~~
7

1\ 12
e[ +deacm? (T)]1811FI
Utilizando a Desigualdade de Young em 77, obtemos

iy < (&+ea+e)|UlS

&1

Ces (ic63 [(Cq + 4eg,cq)m? <€>]2)2 + Ce, [(C61 + dee,cq)m? (%)r] 1BI*[1F 13-

Y2

+




Substituindo 73 em (3.110), temos

e, < (%+ Ao, +c2+c3+4c4) U1l E e

-

J/

18
(Cl —f- 202 + 303 —|— 1264)
5]

+ [&5 <%ce3 [(c61 + 4eg,cq)m? (C—blﬂz) 2] 18I F11%

b e e+ acacm (C—;)ﬂ BIFIR

4C4
+ U
|6|2|| ||'H

1U1[5; + (€3 + ea + €s) U] I3,

4C4

Utilizando a Desigualdade de Young em g, obtemos

2
wiE, < « (p2+ﬁ+cl+c2+c3+4c4) IFIE,
Y2 3

(Cl + 202 + 303 + 1204)

+ U3, + (€3 + €1 + €5 + €6)||U|[5,

1]

+ [CE5 (%c63 [(c61 + deg,ch)m? (%)]2> 2] 1B FI13,

&1

+ lc&l [(c61 + dee,cq)m? <?>r} BIMIFI
dey

12

464
+ UG+

Fazendo €3 = €, = €5 = €5 = 3, obtemos

c1 + 262 -+ 363 + 1264)

2
2
51 +61+02+03+4C4) |15, + (
3

+ 2 [ (% [CRE (%)]2)1 BINFIR

+ 2 [064 |:(651 + deg,ctym? <C_b1>ﬂ 1BIY1F| 13,

P2
Ul?, < 2 ( +
|| ||H 6 Yo |6|

864

1812

864
+ Ul +

Como || > 1, temos que para /3 suficientemente grande, vale que

" 2(01 + 202 + 303 + 1264) 804 )
c=|(1- — >0
( |5l |BI?

71

10113,
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Assim, podemos escrever

>

2 2 8c
U2, < Ze, (@+ﬂ+c1+c2+c3+4c4) 1F|2 + —=||F|%
Y2 V3 |5|

[ (vi (e, + ded)m? (%)}2)1 BIIEI,

o [t + cactin® ()] 1810 B,

+

+

I DN

Fazendo ¢ como a maior das constantes, obtemos

é
|6/?
1015, < 3elBIMIFIR

Ul < V3EBI|| s

10113

IN

el FI + sl I + e8I F I,

Assim, fazendo C' = /3¢ > 0, obtemos
U1l < CIBPIIF 3.
Assim, como U € D(A) é solug@o da equacdo resolvente (i1 — A)U = I, temos que
1GBT — A)7'Flla < CIBP||F ||y, paratodo F € #,

desde que || > 1. Desse modo, temos que

18I — A) 7|20y < CIBI%,

ou de maneira equivalente,
1B = A) ey = O(IB?), B — oo.
Agora, pelo Teorema de Borichev & Tomilov (Teorema 2.80), temos que
IIS(E)A ||z = Ot 2), t — 0o, u € H,

ou seja,
S(t)A
lim u =0, ueH.
t—o0 t 2
Assim, pela defini¢ao de limite no infinito, temos que para e = 1, existe ¢, > 0 tal que se £ > 2,

entao )
IS A ullw

- <l,ueH,

N[
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ou ainda,

1S(0) A= ully, < % weH.

Agora, para cada Uy € D(A), considere

AU,
u=-—"" €H,
1 Uol[p(a)
segue que se ¢ > tp, entdo
[|Uollp(a
1S ()Us < 22

Vit

Com isto, tome M = maz{1,/to}. Assim, parat € (0,ty] temos

M1|Usl|p(ay < M||Us||p(ay

1S(#)Uolln < [|Usl|pay <

Vo N Vi
Portanto, como M > 1, segue que
M||Uol|p(a)
S(t)U, < ———= t>0, 3.111
1S(t)Uol|n < i (3.111)

ou seja, o semigrupo decai polinomialmente com taxa \/Lz
Agora, vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial é 6tima. Para isso, suponha que

existe 0 de modo que 0 < ¢ < 2 e C; > 0 tal que, para || suficientemente grande, temos
1(i8T — A)7'Fll3 < C1|BI*°||F|]3, VF € H.

Assim, obtemos
B2 GBI — A) "' Flly < Chl|F|ln, VF € H. (3.112)

No Teorema 3.21, vimos que existe (8,) C Re (F,) C H tal que

[1(iBn] — A)" ol

Bl AP = o0

quando n — oco. Como ||F,||3, = 357 Segue que

||(Zﬂn] - A)_an“H > 02|ﬁn|2|An|2HFn||H — 00,

ou ainda,
182 [1(i80I — A) " Fullae = Col Bul’| An || Fullae — o0 (3.113)

Agora, observe que (3.112) vale particularmente para (/3,,) e (F,), ou seja

18l 2| (08,1 — A) " Folla < Csl|Fpl - (3.114)



Assim, de (3.113) e (3.114), obtemos

ColBul’ | AulllFnll3¢ < Csl| Full-

Como || F},||# é constante, temos uma contradigio, logo, a taxa /f é 6tima.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho foi abordado o sistema de Bresse com duas dissipagdes fricci-
onais, com condi¢des de contorno mistas. A existéncia e unicidade de solucdo foi encontrada
por meio da teoria de semigrupos de operadores. Além disso, foi possivel estabelecer uma
condi¢do necessdria e suficiente para a estabilidade exponencial da solucdo, onde a condi¢ao
depende das relacdes entre os coeficientes do sistema. E ainda, se a condi¢@o ndo € satisfeita,
foi possivel mostrar que a solucdo possui estabilidade polinomial com taxa 6tima. Para efeito
de comparacao entre a taxa encontrada no presente trabalho e as outras taxas dos sistemas de

Bresse com dissipagdes friccionais, serd apresentada a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparacdo entre o resultado obtido no trabalho e os encontrados na literatura
sobre estabilidade polinomial.

Referéncia | Condicdo de contorno | Relacdo entre coeficientes Taxa
.. P1 k _1
Trabalho atual | Dirichlet-Neumann —F 172
P2
[2] k # ko ts
. P1 k —(i_
[4] Dirichlet k=kye— # — t=(579
p2 " b
k 1
bikeoE | e
p2 b
k 1
ktkpet 22 (-9
P2 b
Gh |, EI 1
[16] — # — (I"Tt)ant
P1 P2

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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