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RESUMO

Neste trabalho estudamos as curvaturas seccional e de Ricci de métricas Riemannianas invari-
antes por translacdo a esquerda em grupos de Lie. Também estudamos as curvaturas de métricas
Riemannianas bi-invariantes. Esta dissertacdo de mestrado é baseada no estudo do artigo Cur-
vatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups, de John Willard Milnor (ver ref. [9]).

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Grupos de Lie. Métricas Riemannianas. Curvatura
Seccional. Curvatura de Ricci.



TEIXEIRA, Valdecir de Oliveira. Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups.
2020. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Esta-
dual de Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

In this work we study the sectional and Ricci curvatures of invariants Riemannian metrics by left
translation on Lie groups. We also study the curvatures of bi-invariant Riemannian metrics. This
dissertation is based on the study of John Willard Milnor’s article Curvatures of Left Invariant
Metrics on Lie Groups (see ref. [9]]).

Keywords: Differential Geometry. Lie Groups. Riemannian Metrics. Sectional Curvature.
Ricci Curvature.



SUMARIO

INTRODUCAO| 12
T_RESULTADOS PRELIMINARES 15
15

18

24

25

27

37

40

43

(1.0 CURVATURAS| . . . . o e e e s s e s s 47
(1.10 CURVAS INTEGRAIS E A APLICACAO EXPONENCIAL| . . . ... ... ... 58
1.11 RE BRIMENT IVERSAL DE GRUP DELIE ... .......... 61

2 CURVATURAS DE METRICAS INVARIANTES A ESQUERDA EM GRUPOS |
_DELIE 62
2.1 _CURVATURA SECCIONALl . . . . . . . . . .. ... ... 62
22 CURVATURADERICCI . .. ... ... ... ... ... ... ........ 74
2.3 METRICAS BI-INVARIANTES| . . . . . . . ... ... .. .......... 81










12

INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos as curvaturas seccional e de Ricci de métricas Riemannianas
invariantes por translacio a esquerda em grupos de Lie. Para isto, dividimos este trabalho em
duas partes. Na primeira parte (Capitulo [I)) estdo os resultados preliminares, onde colocamos
de forma resumida todo o necessdrio para o estudo do artigo do John Milnor (ver ref. [9]). E
nesta primeira parte que estdo definidos os conceitos de variedade suave, grupo de Lie, dlgebra
de Lie, métrica Riemanniana, curvatura seccional e de Ricci junto com alguns teoremas.

Na segunda parte (Capitulo [2)) € onde estdo apresentados de modo detalhado os resul-
tados estudados no artigo do Milnor. Ela € dividida em trés secdes. Na primeira se¢do (Secao
[2.1)), estudamos a curvatura seccional. Comecamos definindo o conceito de métrica Riemanni-
ana invariante por transla¢do a esquerda (Defini¢do [2.1), que é uma métrica Riemanniana com

respeito ao qual as translagdes a esquerda em um grupo de Lie GG sdo isometrias, isto €,

<Xp> Y20> = <d(Lq)p(Xp)v d(Lq)p(Yp)>-

Do mesmo modo, definimos uma métrica Riemanniana invariante a direita em G, como uma
métrica Riemanniana com respeito ao qual as translacdes a direita de GG sdo isometrias. Uma
métrica Riemanniana em G que € invariante a esquerda e invariante a direita, ¢ chamada de
meétrica Riemanniana bi-invariante.

Na Defini¢cao @ sdo definidas as constantes de estrutura c;;;, de uma dlgebra de Lie em

relagdo a uma base ortonormal (£}, . .., E,) para Lie(G), onde
[Ei, Ej] = Z iji B,
k
ou equivalentemente
aije = ([Ei, Ej], Ey)

e mostramos no Lema que a curvatura seccional do plano gerado por (E;, Es) pode ser
calculada completamente da informacd@o sobre as constantes de estrutura da dlgebra de Lie,

junto com sua métrica, isto €,

1
K(Ey, Ey) = Z (5041%(_041% + Qo1 + Qp12)
k

(cr1ok — Qg1 + agia)(Qiok + Qo1 — Qg12) — Oéknakm) .

1 =

Concluimos que a curvatura depende das constantes de estrutura e € zero quando elas sdo zero.
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Definimos em o endomorfismo adjunto, que € a transformacao linear
ad(X): Lie(G) — Lie(G)

dada por ad(X)Y = [X,Y]. Esta transformac@o tem um papel extremamente importante em
toda a teoria desenvolvida, por exemplo, no Lema [2.10| mostramos que dada uma base orto-
normal (Ey, ..., E,) para Lie(G), se a transformacao linear ad(E;) é anti-adjunta, entdo as

constantes de estrutura «;;;, sdo antissimétricas nos ultimos dois indices, isto €,
Qg = — k.

Na Secdo estudamos a curvatura de Ricci. Comecamos mostrando quais sdo as
condicdes necessdrias para que a curvatura de Ricci seja positiva ou negativa.

No Lema mostramos que se a transformagdo linear ad(X') é anti-adjunta, entdo a
curvatura de Ricci na diregdo do vetor X é 7(X) > 0. O Lema[2.25|nos dd um critério analogo
ao Lema [2.22] para obtermos uma curvatura de Ricci negativa. Ja o Teorema[2.31] nos diz que
existe uma dire¢do em que a curvatura de Ricci € estritamente negativa e uma direcao em que a
curvatura de Ricci € estritamente positiva.

Por fim, na Se¢do[2.3|apresentamos alguns resultados sobre métricas bi-invariantes. Co-

mecamos definindo em[2.32]a representagdo adjunta do grupo de Lie G,
Ad: G — GL(Lie(Q)).
Também consideramos na Defini¢ao a representacdo adjunta de Lie(G), que é a aplicagdo
ad: Lie(G) — gl(Lie(G)),

definida por ad(X)Y = [X,Y].
O Lema [2.35| permite-nos dizer que uma métrica é bi-invariante se, e somente se, para

cada elemento g € G a transformacao linear
Ad(g): Lie(G) — Lie(Q)

€ um isometria, ou seja,
(Ad(g)X,Ad(9)Y) = (X,Y),

e o Lema mostra que uma métrica em Lie((G) é bi-invariante se cada ad(X) € anti-adjunta.
Entre outros resultados, o Coroldrio[2.38| mostra que todo grupo de Lie compacto admite

uma métrica bi-invariante de modo que todas as curvaturas seccionais satisfazem K > 0. Mais
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ainda, se X e Y sd3o ortonormais entdo € vdlida a seguinte igualdade:
1 2
K(XY) = |,

E importante observarmos que ao longo deste trabalho usaremos sistematicamente a
convencao de somatorio de Einstein:

E(z) = 2'E; é uma abreviagio para FE(z) = Z 7' E;.
=1

Interpretamos tal expressdo de acordo com a seguinte regra: se o mesmo indice (tal
como ¢ na expressao acima) aparece pelo menos duas vezes em qualquer termo monomial, uma
vez como indice superior € uma vez como indice inferior, o termo é entendido como sendo o
somatorio de todos os possiveis valores desse indice, geralmente de 1 até a dimensao do espaco
em questdo. Expressdes que violam a convengdo de somatdrio, tais como o produto interno
Euclidiano z - y = >, 2'y’, na qual o mesmo indice aparece duas vezes na posi¢do superior
serdo sempre escritas de modo explicito com os sinais de somatdrio. Sempre que possivel

escreveremos (%) no lugar de (z', 22, ..., 2"), ou (E;) em vez de (E, Fs, ..., E).
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1 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos defini¢des e resultados que serdo usados posteriormente no
Capitulo 2] O desenvolvimento do contetido deste capitulo pode ser visto com mais detalhes

nas referéncias [1]], [2]] e [4].

1.1 VARIEDADES SUAVES

Definicao 1.1. Seja M um espago topologico. Dizemos que M é uma variedade topoldogica de
dimensdo n ou uma n-variedade topoldgica se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(a) M é um espago de Hausdorff: para cada par de pontos distintos p,q € M, existem sub-
conjuntos abertos disjuntos U,V C M tais quep € Ueq € V.

(b) M ¢ segundo enumerdvel: existe um base enumerdvel para a topologia de M.

(c) M é localmente Euclidiano de dimensdo n: cada ponto de M tem uma vizinhanca homeo-

morfa a um subconjunto aberto do R".

Definicao 1.2. Seja M uma n-variedade topologica. Uma carta coordenada (carta de coor-
denadas ou apenas carta) em M é um par (U, p), onde U é um subconjunto aberto de M e
p: U — U é um homeomorfismo de U em um subconjunto aberto U= o(U) C R™ Sejam
(U, ¢) e (V,v) duas cartas tais que U NV # (), a aplicagdo compostapo ™' : o(UNV) —
Y(UNV) é chamada de aplicagdo de transicio de o para 1 (ver Fig. [I.1). Duas cartas (U, o)
e (V,4) sdo ditas suavemente compativeis se U NV = () ou se a aplicacdo de transicdo 1o p~*

€ um difeomorfismo de classe C'*°.

Definicao 1.3. Um conjunto de cartas cujos dominios cobrem a variedade topologica M é
chamado de atlas para M. Um atlas é chamado de atlas suave se duas cartas arbitrdrias neste
atlas sdo suavemente compativeis. Um atlas em M é maximal se ndo estd propriamente contido

em um atlas suave maior.

Definicao 1.4. Se M é uma variedade topologica, uma estrutura suave em M é um atlas suave

maximal. Uma variedade suave é uma variedade topologica dotada com uma estrutura suave
em M.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade topolégica.
(a) Todo atlas suave para M estd contido em um tinico atlas suave maximal.
(b) Dois atlas suaves para M determinam a mesma estrutura suave se, e somente se, suda Unidao

é um atlas suave.

Demonstragdo. (a) Seja A um atlas suave para M. Mostraremos que existe um unico atlas

maximal contendo A.
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Figura 1.1: Aplicacdo de transi¢do

Existéncia: Denotaremos por Ao conjunto de todas as cartas que sao suavemente compa-
tiveis com cada carta em A. Para mostrarmos que A é um atlas suave, mostraremos que
qualquer duas cartas de A sdo suavemente compativeis com cada outra, isto €, para qualquer
(U, @), (V,¥) € A, aaplicagio v o o' : o(UNV) — (U NV) é suave.

Observamos que A C A, dessa forma A cobre M. Seja z = o(p) € p(UNV) qualquer.
Como o dominio das cartas em .A cobrem )/, entdo existe uma carta (I, 0) € Atalquep € W
(Fig. . Desde que cada carta é suavemente compativel com (W, 6), ambas as aplica¢des
fopteol sdosuaves. Comop € UNV NIV, segue que pop ! = (ol ) o(fop™t)
¢ suave em uma vizinhanca de z, pois é composicdo de aplicacdes suaves. Portanto, 1) o o~ ! é
suave em uma vizinhanga de cada ponto em (U N V'), e dessa forma A & um atlas suave.

Para mostrarmos que € maximal, observamos que qualquer carta que € suavemente com-
pativel com cada carta em A deve em particular ser suavemente compativel com cada carta em

A, de modo que jé estd em Ae portanto A é maximal.

Unicidade: Suponhamos que B é um outro atlas suave maximal contendo A, logo cada uma
de suas cartas é suavemente compativel com cada carta de A, assim B C .A. Mas como B é
maximal segue que B = A.
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Figura 1.2: Prova da Prop. [I.5a)

(b) Sejam A e B dois atlas suaves em M. Suponhamos que ambos determinam a mesma estru-
tura suave, logo A C C e B C C onde C € o atlas maximal. Mostraremos que A U B é um atlas
suave.

Observamos que o dominio das cartas pertencentes a .4 U B cobrem M, pois o dominio
das cartas de A e B cobrem M. Tomando (U, ) e (V1) cartas de A U B, temos quatro casos
a considerar:
1° caso: UNV = 0, logo (U, ) e (V, ) sdo suavemente compativeis por defini¢io.
2° caso: UNV #0e (U,p),(V,¢) € A. Como A é um atlas suave, temos que (U, ) e (V, 1))
sdo suavemente compativeis.

3 caso: UNV £ De (U, ), (V,1) € B. Como B é um atlas suave, entdo (U, @) e (V, 1)) sdo
suavemente compativeis.

4° caso: UNV # Qe (Uyp) € Ae (V,¢p) € B. Observamos que (U, ) é suavemente
compativel com as cartas de C e como B C C, temos que (U, ¢) é suavemente compativel com
as cartas de B, assim (U, ¢) e (V1) sdo suavemente compativeis.

Portanto .4 U B € um atlas suave.

Para mostrarmos a reciproca, sejam A e B atlas suaves e suponhamos que .4 U 5 € um
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atlas suave. Mostraremos que A e B determinam a mesma estrutura suave.
Seja C o atlas maximal que contém A U B. Por um lado A C (AU B), logo A C C.
Por outro lado, B C (AU B), logo B C C. Pela unicidade do atlas maximal, temos que A e B

determinam a mesma estrutura suave. L]

1.2 APLICACOES SUAVES E VETORES TANGENTES

Ao longo deste artigo, reservamos o termo fun¢ao para uma aplica¢do cujo contra-

dominio é R (funcdo real) ou R” para algum k£ > 1 (funcdo vetorial).

Definicao 1.6. Sejam M e N variedades suaves e seja F': M — N uma aplicacdo qualquer.
Dizemos que F é uma aplicagd@o suave se para cada p € M, existem cartas suaves (U, )
contendo p e (V, 1) contendo F(p) tal que F(U) C V e a aplicagdo composta 1) o F o p~! é

suave de o(U) para (V). Chamamos 1 o F o ™! de representagdo coordenada de F. (Ver
Fig.[1.3)
Por definicdo, F' € suave se, e somente se, sua representacdo coordenada é suave em

alguma carta suave na vizinhanga de cada ponto.

F
M /_\*

YoFop™!
=1
— >

p(U) b(V)

il BN

Figura 1.3: Definicdo de Aplicacdo Suave

Definicdo 1.7. Seja M uma variedade suave. Denotamos por C*(M) o conjunto das funcéoes
f: M — R

Como a soma e a multiplicacdo por constante de funcdes suaves também é suave,

C'*°(M) é um espacgo vetorial sobre R.
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Definicao 1.8. Sejam M uma variedade suave, A C M um subconjunto fechado e U C M
um subconjunto aberto contendo A. Uma fungdo continua v): M — R é chamada de fung¢do

teste suave para A suportada em U se 0 <) < lem M, =1em A e supp 1) C U, onde

supp ) = {p € M;v(p) # 0}

é chamado de suporte de ).

Definicao 1.9. Seja M uma variedade suave e p € M. Uma aplicagdo linear v: C*°(M) —

R é chamado de derivagdo em p se satisfaz

v(fg) = f(p)vg + gp)vf paratodo f,g € C*(M).

O conjunto de todas as derivagdes de C*°(M) em p, denotado por T,M, é um espago vetorial

chamado de espacgo tangente para M em p.

Mostraremos que 7,,M ¢é de fato um espago vetorial. Observamos que T,M # () pois
0: C*(M) — R definida por 0(f) = 0 pertence ao 7,M. Sejam u,v € T,M, A € Re
f,g € C®(M). Como \u+v € L(C®(M),R), o espago vetorial das transformacdes lineares
de C*°(M) em R, basta mostrarmos que (Au + v) é uma derivagdo em p. Assim,

(Au+0)(fg) = Aulfg) +v(fg) = Alf(p)ulg) + g(p)u(f)] + f(p)v(g) + 9(p)v(f)
= f(p)Aulg) +v(9)] + 9(p)[Mu(f) + v(f)]
= [(0)[(Au +0)(9)] + 9(p)[(Au +v) ()]

Definicao 1.10. Sejam M e N variedades suaves e F': M — N uma aplicagcdo suave, entdo

para cada p € M definimos uma aplicacdo
deZ TpM — TF(p)N,

chamada de diferencial de I’ em p (Fig. , por: dado v € T,M seja dF,(v) a derivagdo em
F(p) que age em f € C*(N) pela regra

dF,(v)f = v(f o F).

Definicao 1.11. Sejam M e N variedades suaves. Um difeomorfismo de M para N é uma
aplicacao suave bijetiva F': M — N que tem uma inversa suave. Nos dizemos que M e N

sdo difeomorfos se existe um difeomorfismo entre eles.

Exemplo 1. Se M ¢é uma variedade suave qualquer e (U, ) é uma carta coordenada suave
em M, entdo p: U — ¢(U) C R" é um difeomorfismo. Com efeito, sua representagdo

coordenada ¢ uma aplicacao identidade.
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Figura 1.4: A diferencial

Proposicao 1.12. Sejam M, N e P variedades suaves, e sejam F': M — NeG: N — P
aplicagoes suaves e p € M. Nessas condigoes, valem as seguintes afirmagoes:

(a) dF,: TyM — TpN € linear.

(b)d(G o F), = dGpp) o dF,: T,M — Tgorp) P

(c)d(Idyr), = Idpyar: T,M — T, M.

(d) Se F é um difeomorfismo, entio dF,: T,M — TrN é um isomorfismo e (dF,)™' =
d(FY)p (p):

Demonstragdo. (a) Sejam u,v € T,M, A € Re f € C*(N). Assim

dE,( A+ 0)(f) = (Au+v)(fo F) = u(fo F)+v(foF)=NF,(u)(f)+ dF,(v)(f).

(b) Observamos que

(dGr@) 0 dF)(0)(f) = dGrp)(dEF,(0))(f) = dE,(0)(f o G) = v((f o G) o F)
=v(fo(GoF))=d(GoF),(v)(f), Vf € C*(N)eVv e T,M.

(c) Temos que d(Idnr),(v)(f) = v(f o Idy) = v(f) e portanto d(Idys),(v) = v para todo
veT,M.

(d) Suponhamos que £’ seja um difeomorfismo. Por (a), dF}, € linear. Observamos que
-1 ®) -1 _ (c)
d(F™ ) pp) © dFy = d(F™" o F), = d(Idyy)p = Idg,n

De forma andloga, segue que dF, o d(F '), = I dry,,~- Portanto dF), ¢ um isomorfismo e
(dFp) ™" = d(F™)rg)- =

Proposicao 1.13. Sejam M uma variedade suave, U C M um subconjunto aberto, e 1: U —
M a aplicagdo de inclusdo. Para cada p € U, a diferencial dv,: T,U — T,,M é um isomor-

fismo.
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Demonstracdo. Ver demonstragdo na referéncia [4], p. 56. [

Proposicao 1.14. Se M é uma n-variedade suave, entdo para cada p € M, o espaco tangente

T,M é um espago vetorial de dimensdo n.

Demonstragdo. Mostraremos que dim 7,/ = n. Dado p € M, seja (U, ) uma carta com
coordenadas suaves contendo p. Como ¢ é um difeomorfismo entre U e um subconjunto aberto
U= ©(U) C R", segue da Prop. d) que dy,, € um isomorfismo de 7,,U para Tw(p)U . Desde
que a Prop. |1.13| nos garante que T,M = T,U e T¢(p)U = TomR", segue que dim7,M =
dim T,(,)R"™ = n. [

Definicdo 1.15. Sejam M uma variedade suave de dimensdo n, (U, p) uma carta de coorde-

0
nadas suaves em M e f € C°(M). Para todo p € U, definimos a derivada parcial 8_f de f
xZ

como sendo:

o, Of . O(fop™) 0
By f= D (p) = T@(?)) = 50

P »(p)

(fop™),

onde o = (x'), (r") sdo as componentes do R™ e ' = r' o p. (ver Fig.

R
anii
f(P)
4—
i =7rlop
RTL
Figura 1.5: A derivada parcial
—1
Observamos que ﬁ e C*(U), pois ﬁ = M op,p e C®U)ep e
ox? ox’ ort

C=(p(U)).

Defini¢ao 1.16. Seja F': M — N uma aplicacdo suave, e sejam (U, p) = (U, (z!,--- ™))

e (V,) = (V,(y', -+ ,y")) cartas em coordenadas suaves de M e N, respectivamente, tais
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que F(U) C V. Denotamos por F' = y' o F =r' o1 o F': U — R a i-ésima componente de
F na carta (V,1)). Entdo a matriz

OF! ort

( OF ) I

O’ Byl oF™
8201 al'm nxm

¢ chamada de matriz Jacobiana de F' em relagdo as cartas (U, ) e (V, ). (ver Fig.

M N

i
/-/\/y/

Yo Fop!

Figura 1.6: A matriz Jacobiana

Definicao 1.17. Sejam M e N variedades suaves. Uma aplicacdo F': M — N é chamada de
difeomorfismo local se todo ponto p € M tem uma vizinhanca U tal que F(U) é aberto em N
e Fly: U — F(U) é um difeomorfismo.

Agora provaremos o Teorema da Funcao Inversa para variedades.

Teorema 1.18. Sejam M e N variedades suaves de mesma dimensdao n, F': M — N uma

aplicagdo suave e p € M. Nestas condicoes, F' é um difeomorfismo local em uma vizinhanga

OF"
det . 0.
e ( 5 (p)) 7
Demonstragdo. Pela Definigdo [1.16] a matriz Jacobiana de F' em relagdo as cartas (U, p) =

(U, (2}, ,am) e (V, ) = (V, (4"~ ,y")) é dada por <8F."<p>>,sendoFi_yioF_

oxJ
rio o Fer': R" — R a proje¢do no i-ésimo fator. (Ver Fig.

de p se, e somente se,
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Observamos que

a0 = ") = A ot = T )

Assim, a matriz Jacobiana de F' no ponto p em relagdo as cartas (U, @), (V, 1) é exatamente a
matriz Jacobiana da representag@o coordenada ) o F' o ¢! no ponto ¢(p).

Como 7 e ¢ sdo difeomorfismos, entdo F' € um difeomorfismo local em uma vizinhanga
de p se, e somente se, 1o Flop~! é um difeomorfismo local em uma vizinhanga de ¢(p). Segue-
se do Teorema da Fungdo Inversa para Espacos Euclidianos (ver [6], p. 282) que, 1) o F' o o~ !
¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanca de ¢(p) se, e somente se, o determinante de sua
matriz Jacobiana em p € ndo nulo. Portanto, F' é um difeomorfismo local em uma vizinhanga

%

F
de p se, e somente se, det <?9 ; (p)) £ 0. O
€T

A S

1/JoFo<p

Figura 1.7: Teorema da Funcdo Inversa

Definicao 1.19. Seja M uma variedade suave. O fibrado tangente de M é a unido disjunta de

todos os espacos tangentes de M :

™ = | J T,M

pEM

Em geral, se {4, };c; € uma cole¢do de subconjuntos de um conjunto S, entdo sua unido

disjunta é definida para ser o conjunto

| |4 =i} x 4).

i€l el
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Os subconjuntos A; podem coincidir, mas na unido disjunta eles sdo substituidos por cdpias
sem sobreposicdo. Na defini¢do do fibrado tangente, a unido Upe v IpM € a unido disjunta
|_|peM T,M.

N6s usualmente escrevemos um vetor tangente v € 7, A/ como um par (p,v), com
p € Mev e T,M. O fibrado tangente vem equipado com uma aplicacao de projecao natural
n: TM — M dada por w(p,v) = pse v € T,M. Iremos usar qualquer das notacdes (p, v), v,

e v para um vetor tangente em 7, M, dependendo da €nfase que queremos dar ao ponto p.

Proposicao 1.20. Para qualquer n-variedade suave M, o fibrado tangente T'M tem uma topo-
logia natural e uma estrutura suave que o torna uma variedade suave 2n-dimensional. Com

respeito a essa estrutura, a projecdo w: T'M — M ¢é suave.

Demonstracdo. Ver demonstragao na referéncia [4]], p. 66. [

1.3 SUBMERSOES, IMERSOES, MERGULHOS E SUBVARIEDADES

O objetivo principal desta se¢do € somente o de definir o conceito de subvariedade.

Definicao 1.21. Sejam M e N variedades suaves. Dada uma aplicacdo suave F': M — N e
p € M, definimos o posto de I’ em p como o posto da aplicagdo linear dF),: TyM — Tr)N,
isto é, a dimensdo da imagem de dI,. Se I' tem o mesmo posto r em cada ponto, dizemos que

tem posto constante e denotamos rank F' = r.

2,

Definicao 1.22. Sejam M e N variedades suaves. Uma aplicagdo suave F': M — N ¢
chamada de submersdo suave se a sua diferencial é sobrejetivo em cada ponto (ou equivalen-
temente, se rank F' = dim N). E chamada de imersdo suave se a sua diferencial é injetivo em

cada ponto (ou equivalentemente, se rank F' = dim M ).

Definicao 1.23. Sejam M e N variedades suaves. Um mergulho de M em N é uma imersdo
suave F': M — N que é também um mergulho topologico, isto é, um homeomorfismo sobre

sua imagem F (M) C N na topologia do subespago.

Definicao 1.24. Seja M uma variedade suave. Uma subvariedade mergulhada de M é um
subconjunto S C M que é uma variedade na topologia do subespaco, dotada com uma estru-
tura suave com respeito a qual a aplicacdo de inclusdo S — M é um mergulho suave. Uma
subvariedade imersa de M é um subconjunto S C M dotado com uma topologia (ndo neces-
sariamente a topologia do subespaco) com respeito a qual é uma variedade topologica, e uma
estrutura suave com respeito a qual a aplicacdo de inclusdo S — M é uma imersdo suave.

Definimos a codimensdo de S em N como sendo o niimero dim M — dim S.
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1.4 GRUPOS DE LIE

Definicao 1.25. Um grupo de Lie ¢ uma variedade suave G que é também um grupo no sentido
algébrico, satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) a aplica¢do de multiplicacdo m: G x G — G, m(g, h) = gh é uma aplicacdo suave e
(b) a aplicagdo de inversdo i: G — G, i(g) = g~' é suave (e portanto, um difeomorfismo,

pois it =1i).

Definicao 1.26. Se G ¢ um grupo de Lie, cada elemento g € G define as seguintes aplicacoes:
(a) translagdo a esquerda L,: G — G, L,(h) = gh,
(b) translagdo a direita R,: G — G, Ry(h) = hyg,

(c) conjugagio C,: G — G, Cy(h) = ghg™.

Como L, pode ser expressada como a composic¢do de aplicacdes suaves
L
G5GExG5 G,

onde ¢,(h) = (g, h) é a aplicagdo de inclusdo e m € a aplicagdo de multiplicagdo, segue que L,

€ suave. Além disso, L, € um difeomorfismo, pois L,-1 € uma inversa suave:
(Lgo Ly—1)(h) = Lg(g_lh) =99 'h=h,

(Lg-1 0 Ly)(h) = Ly-1(gh) = g~ 'gh = h.
Logo, (L,)~* = L,-1. Analogamente, R,: G — G é um difeomorfismo.

Definicao 1.27. Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo F': G — H suave é chamado
de homomorfismo entre grupos de Lie. Se F' ¢ também um difeomorfismo, o qual implica que
ele tem um inversa que é também um homomorfismo, entdo dizemos que F' é um isomorfismo

entre grupos de Lie. Neste caso dizemos que G e H sdo grupos de Lie isomorfos.

Exemplo 2. O grupo linear geral GL(n,R): Os elementos deste grupo sdo as matrizes . X n
invertiveis com entradas reais, ou, o que € essencialmente a mesma coisa, as transformacoes
lineares invertiveis de um espaco vetorial real de dimensao finita. Este conjunto é uma subvari-
edade aberta do espago vetorial das matrizes n x n, M (n,R), isto €, do R"™. Ele é formado por

duas componentes conexas, determinadas pelo sinal do determinante. Uma delas é
GL*(n,R) = {g € GL(n,R);detg > 0},

o qual é um subgrupo do GL(n,R), pois det(AB) = det(A)det(B) e det(A™!) = 1/detA. A
outra componente conexa ¢ formada pelas matrizes com determinante menor que 0 € ndo é um

subgrupo.
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A estrutura de grupo em G'L(n,R) é dada pelo produto usual entre matrizes. Se X =

(xi;) e Y = (yi;) sdo duas matrizes n x n, entdo Z = XY = (z;;) é dado por

n
Zij = E LikYkj,
k=1

o qual € uma aplicacdo polinomial nas varidveis x;; e y;;. Portanto, o produto entre matrizes €

uma aplicagdo suave. Desde que

_ 1 )
A7l = detAadJA’

as entradas da matriz inversa sdo apenas funcdes racionais nas entradas da matriz original e

portanto trivialmente suaves. Por esta razio GL(n,R) é um grupo de Lie.

Exemplo 3. Seja V' um espaco vetorial real. GL(V') denota o conjunto das aplicacdes lineares
invertiveis de V em V. E um grupo sob a composicdo. Se V tem dimensio finita n, qualquer
base para V' determina um isomorfismo de GL(V') com GL(n,R). O isomorfismo nao é cano-
nico; ele depende da escolha da base em V. Dada uma base (e1,...,e,)de VeT € GL(V),

para cada elemento da base ¢; € V, temos

n

T@Z‘: E aijej

=1

para constantes a;; € R. A matriz correspondente a 7" € a matriz com entradas a;;. Portanto
GL(V) é um grupo de Lie. A aplicacdo de transi¢do entre quaisquer dois isomorfismos é dada
pela aplicacdo da forma A — BAB™! (B é a matriz de transicdo entre as duas bases) a qual é

suave. A estrutura suave em G L(1') independe da base.

Definicao 1.28. Se G é um grupo e S C G, o subgrupo gerado por S é o menor subgrupo

contendo S (isto é, a interseccdo de todos os subgrupos contendo S).

Proposicao 1.29. Seja G um grupo de Lie, e W C G uma vizinhanc¢a qualquer da identidade.

Se G é conexo, entdo W gera G.
Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], p. 156. [

Definicao 1.30. Um caso particular de homomorfismo entre grupos de Lie é quando o contra-
dominio é um grupo linear GL(V'). Nesse caso, o homomorfismo é chamado representag@o
de G no espago vetorial V. O espago V' é chamado de espago da representacdo e dim'V' sua

dimensdo.
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1.5 CAMPOS VETORIAIS E ALGEBRAS DE LIE

Definicao 1.31. Se M ¢ uma variedade suave, um campo vetorial em M é uma aplicacdo

continua X : M — T'M, geralmente escrita como p — X,,, com a propriedade que
ToX = [dM,

onde w: T'M — M, ou equivalentemente, X, € T;,M para cada p € M. Quando a aplicagdo

X: M — TM é suave, dizemos que X é um campo vetorial suave.

Definicao 1.32. Seja M uma n-variedade suave. Se X : M — T'M é um campo vetorial (ndo
necessariamente continuo) e (U, (z')) é qualquer carta de coordenadas suaves para M, pode-
mos escrever o valor de X em qualquer ponto p € U em termos dos vetores das coordenadas

da base:

0

p

Isso define n fungées X': U — R, chamadas de funcdes componentes de X na carta dada.

Proposicao 1.33. Sejam M uma variedade suave, X : M — T'M um campo vetorial (ndo
necessariamente continuo). Se (U, @) é qualquer carta de coordenadas suaves em M, entdo a
restricdo de X em U ¢é suave se, e somente se, suas fungcdes componentes com respeito a essa

carta sdo suaves.

Demonstracdo. Dada qualquer carta de coordenadas suaves (U, ) para M, observamos que

7~ H(U) € TM é o conjunto de todos os vetores tangentes para M em todos os pontos de U.

Seja (z!, - -+, ™) as fungdes coordenadas de ¢, e definamos uma aplica¢do ¢: 7~ 1(U) — R?"
por
~ % a 1 n 1 n

p

onde X' ¢ a i-ésima fungdo componente de X na x‘-coordenada (ver Fig. [1.8)).
Portanto a representacdo em coordenadas de X : M — T'M em U € dada por

X(p) = (:Lil? e ,l‘n,Xl(p), T 7Xn<p>)'

Segue que a suavidade de X em U € equivalente a suavidade de suas fun¢des componentes. [

Se M ¢é uma variedade suave, é comum usar a notagdo X(M) para denotar o conjunto
de todos os campos vetoriais suaves em M. Ele € um espaco vetorial real sob a adi¢do em cada

espaco tangente e multiplicagc@o por escalar:

(aX +bY), = aX, + bY,.
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TM RQn

=1 (U) p(U) x R™

Figura 1.8: Fibrado tangente para as coordenadas

O elemento zero desse espacgo vetorial é o campo vetorial nulo, cujo valor em cada p € M é
0eT,M.

Além disso, campos vetoriais suaves podem ser multiplicados por fungdes reais suaves:
se f € C®°(M)e X € X(M), definimos fX: M — T M por

(fX)p = F(P) Xy

Definicio 1.34. Seja M uma n-variedade suave. Uma k-tupla ordenada (X1, . .., X}) de cam-
pos vetoriais definidos em algum subconjunto A C M ¢ dita ser linearmente independente
se (Xilp, ..., Xglp) € uma k-tupla linearmente independente em T,M para cadap € A, e é
dita gerar o fibrado tangente se a k-tupla (X1|,, ..., Xi|p) gera o T,M em cada p € A. Um
referencial local para M é uma n-tupla ordenada de campos vetoriais (E1, . .., E,) definida
em um subconjunto aberto U C M que é linearmente independente e gera o espago tangente;
assim os vetores (E1|p, . .., Ey,|,) formam uma base para o T,M em cada p € U. Dizemos que

¢ um referencial global se U = M, e um referencial suave se cada campo vetorial F; é suave.

Uma propriedade essencial de campos vetoriais € que eles definem operadores no es-
paco das fungdes reais suaves. Se X € X(M) e f € uma fung@o real suave definida em um

subconjunto aberto U C M, obtemos uma nova fungdo X f: U — R, definida por

(Xf)p =Xpf.

(Nao confunda as notagdes fX e X f: a primeira € um campo vetorial suave em U obtida
multiplicando X por f, e a segunda é uma funcdo real em U obtida aplicando um campo

vetorial X em uma funcio suave f.)
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Definicdo 1.35. Seja M uma variedade suave. Uma aplicagdo D: C*(M) — C>®(M) é
chamada de derivagcdo (como distinto da derivacdo em p, definido em se ¢é linear sobre R
e satisfaz

D(fg) = fDg+ gDf paratodo f,g € C(M).

A proposigdo a seguir mostra que as deriva¢des de C'°( M) podem ser identificadas com

campos vetoriais suaves.

Proposicao 1.36. Seja M uma variedade suave. Uma aplicagdo D: C*(M) — C*(M) é

uma derivagdo se, e somente se, é da forma D f = X f para algum campo vetorial X € X(M).

Demonstragdo. SejaD: C*(M) — C°(M) uma deriva¢do. Precisamos construir um campo
vetorial X tal que D f = X f para todo f. Supondo que existe tal campo vetorial, seu valor em
p € M deve ser a derivagdo em p cuja acdo em uma fung¢do real suave qualquer f é dada por
X,f = (Df)(p). A linearidade de D garante que esta expressdo depende linearmente em f, e
o fato de que D € uma derivacao mantém a regra do produto.

Portanto, a aplicagdo X,: C*°(M) — R assim definida é um vetor tangente, que &
uma deriva¢do de C*°(M) em p. Isto define X como um campo vetorial (ndo necessariamente
continuo). Podemos escolher coordenadas suaves (‘) em uma vizinhanga U de p. Entdo para

x € U, escrevemos

0

Xf(x) = (W - o

Mostraremos que as fungdes componentes X * sdo suaves em U. Dado X, f = (D f)(z)

para todo x € U e paratodo f € C*°(M), temos que

- 0
Portanto

0 r;
orJ

Koo = X9(0) 28 ) = X3 () L2 Ly = i)

5 5 p(r) = X' ()05 = X'(2),

paratodo x € U. Conseqiientemente X*(z) = X,p; = (Dyp;)(x) paratodox € U,e X' = D,
€ suave.

Como as fungdes componentes X* sdo suaves em U, segue que X f é suave em U.
Desde que o mesmo € verdadeiro em uma vizinhanga de cada ponto, X f € suave em M. Como
X f = Df ésuave sempre que f € C°°(M), este campo vetorial é suave.

Para mostrarmos a reciproca, apenas observe que cada campo vetorial suave induz uma

derivacgdo. O

Definicao 1.37. Seja F': M — N uma aplica¢do suave e X um campo vetorial em M, e

suponha que exista um campo vetorial Y em N com a propriedade de que para cada p € M,
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dF,(X,) = Ypg). Neste caso, dizemos que os campos vetoriais X e Y sdo F-relacionados
(Fig. [T9).

Proposicdo 1.38. Sejam F': M — N uma aplicagdo suave entre variedades, X € X(M) e

Y € X(N). Entdo X e Y sdo F-relacionados se, e somente se, para cada fun¢do real suave
feC®(N),
X(foF)=(Yf)oF. (1.1)

Demonstragdo. Para qualquer p € M e qualquer fungdo real suave f definida em uma vizi-

nhanca de F'(p), temos
X(f o F)(p) = X,(f o F) L ar, (X, f,

enquanto que,
(Yf)o F(p) = (Y )(F(P) = Yrp /-

Assim, a equagdo (1.1) é verdadeira para todo f se, e somente se, dF,(X,) = Yp(, para todo

p, isto €, se, e somente se, X e Y sdo F'-relacionados. OJ
X, N
F
A A
R
/
—_—>

=
)
-—

Figura 1.9: Campos vetoriais ['-relacionados

Proposicao 1.39. Sejam M e N variedades suaves e F': M — N um difeomorfismo. Para

cada X € X(M), existe um tinico campo vetorial suave em N que é F-relacionado a X.

Demonstragdo. ParaY € X(IV) ser F-relacionado a X significa que dF,(X,) = Yp(,) para

cadap € M. Se F' é um difeomorfismo, definimos ¥ como

Yy = dFp-1(g)(Xp-1(9))-
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Assim, Y € o tinico campo vetorial (ndo necessariamente continuo) que € F'-relacionado a X.

Observamos que Y : N — T'N € a composicdo das seguintes aplicacdes suaves:
R VR, o VLN i

Segue que Y € suave. [

Definiciio 1.40. Na situacdo da Proposicao [I.39 denotamos o tinico campo vetorial que é F -
relacionado a X por F, X, e o chamamos de pushforward de X por F.

A prova da Proposi¢do [I.39 mostra que F., X é definido explicitamente pela formula
(FX)y = dFp1()(Xp-1(y)- (1.2)

Definicao 1.41. Sejam M uma variedade suave, X,Y € X(M) e f € C*°(M). Definimos um
operador [ X,Y]: C*(M) — C°°(M), chamado de colchete de Lie de X e Y, por

X,Y]f=XYf—-YXF.

Lema 1.42. O colchete de Lie de qualquer par de campos vetoriais suaves é um campo vetorial

suave.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao ¢ suficiente mostrarmos que [ X, Y| € uma derivacdo de
C>°(M). Para quaisquer X,Y € X(M), calculamos

(X, Y(f9) = X(Y(fg)) —Y(X(f9)) = X(fYg+gY[)—Y(fXg+gX[)
= (Xf)(Yg) + fXYg+ (Xg)(Y[)+gXYf
—(Y)(Xg) - fXYg—(Yg)(X[f)—gY X[
= fXYqg+gXYf— fYXqg—gYXFf
= f[X,Y]g +g[X,Y]f.

Resta mostrarmos que [X, Y] é linear. Dado o € R, temos

(X, Y)(af +9)=XY(af+9) - YX(af+9)=aXY [+ XYg—aYX[f—-YXyg
=a(XY[f-YX/)+XYg—-YXg=0aX,Y]f+[X,Y]g. O

O valor do campo vetorial [X, Y] em um ponto p € M é o mesmo da derivacdo em p

dada pela férmula
(X, Y] f = X, (Y ) = V(X S).

Proposicao 1.43. O colchete de Lie satisfaz as seguintes identidades para todo X,Y,Z €
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(a) Bilinearidade: Para a,b € R,

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
(Z,aX +bY] = a[Z, X] + b]Z,Y).

(b) Antissimetria:
[Xv Y] = _[Y7 X]

(c) Identidade de Jacobi:

[X7 [Y> Z]] + [Y, [ZvX]] + [Z, [va]] =0.

(d) Regra do produto: Para f,g € C*>(M),

[FXgY] = FglX, Y]+ (FXg)Y — (gV [)X
Demonstragdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], p. 188. [l

Proposicao 1.44. Seja F': M — N uma aplicagdo suave e X1, Xy € X(M) e Y1,Y; € X(N)
tais que X; é F-relacionado a'Y; para i = 1, 2. Entdo [Y1,Y3| é F-relacionado a [ X1, X5), isto
é, F*[XI,XQ] - [F*Xl,F*XQ]

Demonstragdo. Usando a Proposi¢do(1.38|e o fato de que X; e Y, i = 1, 2 sd@o F'-relacionados,
(L1) (1)
XX%o(f o F) & xi(af) o ) & (vivap)o
Analogamente
(1.1)
XX (f o F) 2 (vavif) o

Conseqiientemente,

EIX1, X)(£)(@) B2 dFpor (X0, Xalpor ) f
PR 0, X (f 0 F)(p)
PR X X (f 0 F)(p) — XoXi(f 0 F)(p)
= WMYaf)o F(p) — (YaYif) o F(p)

= ([V1,Ya]f) o F(p)
— [F.X0 FX)()(a). .

Definicao 1.45. Seja G um grupo de Lie. Um campo vetorial X em G ¢é dito ser invariante a
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esquerda se é invariante sob todas as translagoes a esquerda, no sentido que é L 4-relacionado

a si mesmo para cada g € G. Mais explicitamente,
d(Ly)y(Xy) = Xyy, paratodo g,q € G.

Desde que L, é um difeomorfismo, isso pode ser abreviado escrevendo (Ly).X = X para cada
g€ G.

Como (Lg).(aX +bY) = a(Ly)X +b(Ly).Y, o conjunto de todos os campos vetoriais

invariantes a esquerda em GG é um subespago vetorial de X(G).

Proposicao 1.46. Seja G um grupo de Lie, e sejam X e Y campos vetoriais invariantes a

esquerda em G. Entdo [X, Y] é também invariante a esquerda.

Demonstragdo. Seja g € G arbitrario. Desde que (L,),.X = X e (L,),.Y =Y pela definigdo
de invariancia a esquerda, segue da Proposi¢cao que

(Lg):[X, Y] = [(Lg)« X, (Ly). Y] = [X,Y].

Portanto, [ X, Y] é L,-relacionado a si mesmo para cada g, ou seja, € invariante a esquerda. [

Definicao 1.47. Uma dlgebra de Lie (sobre R) é um espaco vetorial real g dotado com uma
aplica¢do chamada de colchete de g x g em g, usualmente denotado por (X,Y) — [X,Y], que
satisfaz as seguintes propriedades para todo X,Y, 7 € g:

(a) Bilinearidade: Para a,b € R,

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
[Z,aX +bY] = a[Z, X] + b]Z,Y).

(b) Antissimetria:
[Xa Y] = _[Y7 X]
(c) Identidade de Jacobi:
X [V, 2]+ [V, [Z2, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

Observamos que a identidade de Jacobi é um substituto para a associatividade, a qual

em geral ndo € vélida para colchetes em uma algebra de Lie.
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Definicao 1.48. Se V' é um espaco vetorial, o espago vetorial de todas as aplicagoes lineares de
V' em si mesmo é uma dlgebra de Lie, denotada por gl(V'), com o colchete comutador definido

do seguinte modo:
[A,B] = Ao B— BoA.

Definicao 1.49. A dlgebra de Lie de todos os campos vetoriais invariantes a esquerda suaves

em um grupo de Lie G é chamada de dlgebra de Lie (associada) de G, e é denotada por Lie(G).

Proposicao 1.50. Seja G um grupo de Lie. A aplicagio ¢: Lie(G) — T.G, dada por £(X) =
X, € um isomorfismo entre espagos vetoriais. Portanto Lie(G) tem dimensdo finita igual a

dimensdo de G.

Demonstrag¢do. Primeiro mostraremos que ¢ € linear sobre R. Dados X,Y € Lie(G) e a,b €
R, temos
e(aX +bY) = (aX +bY). = aX, + bY, = ac(X) + be(Y).

Agora mostraremos que ¢ € injetivo. Se £(X) = X, = 0 para algum X € Lie(G), entdo
a invaridncia a esquerda de X implica que X, = d(L,).(X.) = 0 para cada g € G, de modo
que X = 0.

Por fim mostraremos que ¢ € sobrejetivo. Com efeito, seja v € T.G arbitrario. Defini-

mos um campo vetorial (ndo necessariamente continuo) v* em G por

(ver Fig. [1.10). Se existe um campo vetorial invariante a esquerda em G cujo valor na identidade
é v, certamente é dado por esta férmula. Afirmamos que v* € suave (uma prova deste fato pode

ser encontrada em ref. [4], p. 191). Resta mostrarmos que v* é invariante a esquerda, isto é,
d(Lh)g(UL|g) = UL’hg
para todo g, h € G. Segue-se da defini¢do de v’ e do fato que Ly, o L, = Ly,:
d(Lh)g<UL|g) =d(Ln)g o d(Lg)e(v) = d(Lp 0 Lg)e(v) = d(Lig)e(v) = UL|hg‘

Assim v? € Lie(G). Desde que L, é a aplicagdo identidade de G, segue que £(v) = v, = v,

e portanto € € sobrejetivo. 0

Todo homomorfismo entre grupos de Lie induz um homomorfismo entre as algebras de

Lie, como mostra o préximo teorema.

Teorema 1.51. Sejam G e H grupos de Lie, e sejam Lie(G) e Lie(H) suas dlgebras de Lie.
Suponha que F: G — H é um homomorfismo entre grupos de Lie. Para cada X € Lie(G),



35

Figura 1.10: Definindo um campo vetorial invariante a esquerda

existe um tinico campo em Lie(H) que é F-relacionado a X. Com este campo vetorial deno-
tado por F. X, a aplicacdo F,: Lie(G) — Lie(H) assim definida é um homomorfismo entre
dlgebras de Lie.

Demonstracdo. Se existe algum campo vetorial Y € Lie(H) que é F'-relacionado a X, ele deve
satisfazer Y, = dF,(X,), e assim ele deve ser unicamente determinado por Y = (dF,(X,.))~.

Para mostrarmos que Y € F'-relacionado a X, observamos que sendo F' um homomorfismo,

entao
F(gg') = F(9)F(9") = F(Lyg") = Lry)F(g)
:FOLg:LF(g)OF
> ngp l¢) d(Lg)p = d(LF(g))F(p) o de.
Assim,

dFy(Xy) = dF,(d(Ly)e(X.)) = (dF, 0 d(Ly)e)(Xe) = (d(Lrg)) ey © dFe)(Xe)
= d(Lp(g))e(dF.(Xc)) = d(Lre))e(Ye) = Yr(g).-

(ver Fig. [I.11)) Portanto X e Y sdo F'-relacionados.
Paracada X € Lie(G), seja F, X otnico campo vetorial em Lie(H ) que é F-relacionado
a X. Segue imediatamente da Proposicdo que F.[X,Y] = [F.X, F.Y], e assim F, é um

homomorfismo entre dlgebras de Lie. 0
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Figura 1.11: Homomorfismo induzido entre dlgebras de Lie

Definicio 1.52. A aplicacio F,: Lie(G) — Lie(H), cuja existéncia é assegurada no Teo-
rema é chamada de homomorfismo entre dlgebras de Lie.

Proposicao 1.53. Sdo vdlidas as seguintes propriedades para homomorfismos induzidos:

(a) O homomorfismo (Idg).: Lie(G) — Lie(QG) induzido pela aplicagdo identidade de G é
a identidade de Lie(Q).

(b) Se F1: G — H e Fy: H — K sdo homomorfismos entre grupos de Lie, entdo

(Fyo Fy)w = (F2)x o (F1)s: Lie(G) — Lie(K).

(c¢) Grupos de Lie isomorfos tém dlgebra de Lie isomorfas.

Demonstragdo. (a)e (b) Ambas asrelagdes d(Idg). = Idr,c e d(FyoF). = d(F3)p, e)od(F1)e
sdo validas para diferenciais. Desde que o homomorfismo induzido é determinado pelo diferen-

cial na identidade, isto prova (a) e (b).

(c) Se F: G — H é um isomorfismo, (a) e (b) juntos implicam que F, o (F~1), = (F o
F Y, =1Idy,e(F1),0F, = (F'oF), = Idg de modo que F,: Lie(G) — Lie(H)

é
um isomorfismo. [
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Definicao 1.54. Se g é uma dlgebra de Lie, um subespaco vetorial )y C g é chamado de subdl-
gebra de Lie de g se é fechado sob o colchete. Neste caso, b é também uma dlgebra de Lie com

a restri¢do do mesmo colchete.

Definicao 1.55. Seja p é uma representagdo de dimensdo finita (suave) de G em V. A dlgebra
de Lie do grupo GL(V) é denotada por gl(V'), ela coincide com o espago vetorial das transfor-
magdes lineares de V em V' com o colchete dado pelo comutador (ver Def. [[.48). A diferencial
de p na identidade dp.: Lie(G) — gl(V') é um homomorfismo entre dlgebras de Lie, e como
tal, uma representacdo em V da dlgebra de Lie Lie(G). Essa representacdo é denominada

representacdo infinitesimal associada a p.

1.6 FIBRADOS VETORIAIS

Definicao 1.56. Seja M uma variedade suave. Um fibrado vetorial (real) suave de posto k
sobre M é uma variedade suave E junto com uma aplicacdo suave sobrejetiva m: FE — M
satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) Para cada p € M, a fibra E, = 7~ '(p) sobre p é dotada com a estrutura de um espago
vetorial real de dimensdo k.

(b) Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p em M e um difeomorfismo ¢: 7= (U) —

U x R* (chamado de trivializagdo local suave de E sobre U ), satisfazendo as seguintes condi-
coes (Fig. [[.12)):

o Ty o¢=m(ondemy: UxRF — U éaprojecdo);

e para cada q € U, a restri¢do de ¢ para E, é um isomorfismo entre espagos vetoriais de
E, para {q} x RF = R¥,

Os exemplos mais importantes de fibrados vetoriais so os fibrados tangentes.

Proposicao 1.57. Seja M uma n-variedade suave, e seja T'M seu fibrado tangente. Com a
sua aplicacdo de projecdo usual, sua estrutura de espaco vetorial natural em cada fibra, e a
topologia e estrutura suave construidas na Proposicdo TM é um fibrado vetorial suave

de posto n sobre M.
Demonstragcdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], p. 252. 0

Definicao 1.58. Seja 7: E — M um fibrado vetorial. Uma secao de E ¢ uma aplicacdo
continua o: M — E satisfazendo m o 0 = Idy. Isto significa que o(p) é um elemento da
fibra E, para cada p € M. Uma segdo local de I/ é uma aplica¢do continua o: U — E
definida num subconjunto aberto U C M e satisfazendo m o 0 = Idy. Uma se¢do definida em
todo M é chamada de se¢do global. Se M ¢ uma variedade suave e E é um fibrado vetorial

suave, uma se¢do (local ou global) suave de E é uma aplicagdo suave de seu dominio em E.



38

=
X
e

Z
/
AN

U

Figura 1.12: Uma trivializacdo local de um fibrado vetorial

Se E — M & um fibrado vetorial suave, o conjunto de todas as secdes globais suaves

de E € um espaco vetorial sob a adicao ponto a ponto e multiplicacio por escalar:
(101 + €202)(p) = c101(p) + c202(p).

Este espaco vetorial é usualmente denotado por I'(F). Se f € C*(M) e o € I'(FE), obtemos

uma nova secao fo definida por

(fo)(p) = f(p)a(p).

Definicao 1.59. Se V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Um covetor em V' é um funcional
linear em V, isto é, uma aplicacdo linear w: V. — R. O espago de todos os covetores em V é
um espago vetorial real sob as operacdes de adicdo ponto a ponto e multiplicacdo por escalar,

sendo denotado por V* e chamado de espaco dual de V.

Definicao 1.60. Seja M uma variedade suave. Para cada p € M, definimos o espago cotan-

gente em p, denotado por Iy M, como sendo o espago dual do T, M :
oM = (T,M)".

Os elementos de T; M sdo chamados de covetores tangentes em p, ou apenas covetores em p.
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Definicao 1.61. Para qualquer variedade suave M, a unido disjunta

"M = | | ;M
pEM
€ chamada de fibrado cotangente de M. Existe uma aplicacdo de projecdo natural w: T*M —
M enviando w € T;M para p € M. Dadas quaisquer coordenadas locais suaves (2') em um
subconjunto aberto U C M, para cada p € U denotamos a base dual para o T; M por (AP,

Isso define n aplicagoes \*, ... \": U — T*M, chamadas de campos covetoriais coordena-
dos.

Proposicao 1.62. Seja M uma n-variedade suave. Com sua aplicacdo de projecdo usual e a
estrutura de espaco vetorial natural em cada fibra, o fibrado cotangente T M tem uma tinica
topologia e estrutura suave tornando-o num fibrado vetorial suave de posto n sobre M para o

qual todos os campos covetoriais coordenados sdo sec¢oes locais suaves.
Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], p. 276. [

Definicao 1.63. Uma secdo (local ou global) de T M é chamada de campo covetorial ou uma

1-forma diferencial.

Se w é um campo covetorial e X é um campo vetorial em M, entdo podemos construir

uma fungdo w(X): M — R por
w(X)(p) =wpX(p), pe M.

Definicao 1.64. Seja M uma variedade suave, e seja U C M um subconjunto aberto. Um co-
referencial local para M sobre U é uma n-tupla ordenada de campos covetoriais (¢!, ... ")
definida em U tal que (¢'|,) forma uma base para o Ty M em cada ponto p € U. Se U = M,

ele é chamado de um co-referencial global.

Definicao 1.65. Seja M uma variedade suave, e seja U C M um subconjunto aberto. Para
qualquer carta suave (U, (z')), os campos covetoriais coordenados (\") dados na Defini¢do
[1.61| constituem um co-referencial local sobre U, chamado de co-referencial coordenado. Todo

co-referencial coordenado é suave, pois suas funcdes componentes na carta dada sdo constan-

tes.
Definicao 1.66. Dado um referencial local (Ey, . .., E,) para T M sobre um subconjunto aberto
U, existe um co-referencial local unicamente determinado (', ... ,e") sobre U tal que (¢'|,) é

a base dual para (E;|,) para cada p € U, ou equivalentemente ' (E;) = 0, onde 6;; é o delta
de Kronecker. Esse co-referencial é chamado de co-referencial dual para (E;). Reciproca-
mente, se comegarmos com um co-referencial local (5i) sobre um subconjunto aberto U C M,
existe um referencial local (E;) unicamente determinado, chamado de referencial dual para

(%), determinado por €'(E;) = 0.
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Denotamos o espago vetorial real de todos os campos covetoriais suaves em M por
X*(M). Como se¢des suaves de um fibrado vetorial, os elementos de X*(M) podem ser mul-
tiplicados por fungdes reais: se f € C*°(M) e w € X*(M), o campo covetorial fw é definido
por

(fw)p = f(p)wp-

Definicao 1.67. Dados uma variedade suave M e fibrados vetoriais suaves E' — M e E" —
M de postos k' e K", respectivamente, construimos um novo fibrado vetorial sobre M chamado
de soma de Whitney de E' e E", cuja fibra em cada p € M é a soma direta E}, x E]. O espago
total é definido como
/ /! / !
E'xE'=||(E xE),

peEM

cuja projecdo é a aplicacdo usual w: E' x E" — M.

1.7 METRICAS RIEMANNIANAS

Definicao 1.68. Seja M uma variedade suave. Uma métrica Riemanniana em M ¢é uma fungdo
suave g: TM x T'M — R em que
(a) TM x T'M é a soma de Whitney;

(b) a restri¢do g|r,nx1,m € um produto interno (bilinear e positivo definido) para cadap € M.

Em outras palavras, uma métrica Riemanniana é uma func¢io que associa cada ponto
p € M aum produto interno g, em 7,,M, isto €, uma fungdo bilinear g,,: T,M x T,M — R,
tal que para cada vizinhanga coordenada (U, ¢) de M, as fungdes g;; = g(E;, E;) definidas
por g e os referenciais coordenados (E4, . . ., E,) sdo de classe C*°. Para simplificar a nota¢do

escrevemos usualmente g( X, Y,) em vez de g,(X,,Y,).

Lema 1.69. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definindo g: T M x T M — R bilinear
em cada T),M. Sdo equivalentes:

(a) g é suave.

(b) Para todo p € M, existe um referencial local (E, ..., E,) definido em uma vizinhan¢a U
de p, tal que as fungdes g;;: U — R dadas por g;;(q) = 9,(Eily, Ej|,) sdo suaves.

(c) Para todo p € M e para qualquer referencial local (F1, ..., E,) definido em uma vizi-
nhanga U de p as fungées g;;: U — R dadas por g:;(q) = g,(Eilq, Ejl,) sd@o suaves.

Exemplo 4. O mais simples exemplo de uma métrica Riemanniana ¢ a métrica Euclidiana g

em R", dada em coordenadas usuais por
g = 0;;dx'da?,

onde ¢;; € o delta de Kronecker. E comum abreviarmos o produto simétrico de um tensor o por
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si mesmo por o2, de modo que a métrica Euclidiana também pode ser escrita como
g=(dz")* + -+ (da")*.

Aplicada em vetores v, w € T,R", temos

n
g,(v,w) = djv'w’ = E v'w't = v - w.
i=1
Proposicao 1.70. Toda variedade suave admite uma métrica Riemanniana.

Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], p. 329. [

Definicao 1.71. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O comprimento ou norma de um

vetor tangente v € T,M é definido como

|y = <U7U>;/2 = gp(vav)l/Q-

O dngulo entre dois vetores tangentes ndo nulos v,w € T,M é o tinico 8 € [0, 7| satisfazendo

(v, w),

cosf = .
[vlglwlg

Os vetores tangentes v, w € T,M sdo chamados de ortogonais se (v, w), = 0. Isso significa

que, ou um ou ambos os vetores sdo nulos, ou o dngulo entre eles é /2.

Definicao 1.72. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n. Dizemos que um

referencial local (F, ..., E,) para M em um subconjunto aberto U C M (como na definigcéo
, é um referencial ortonormal se os vetores (E1|,, . . ., E,|,) formam uma base ortonormal

para T,M em cada ponto p € U, ou equivalentemente se (E;, E;), = 0;;.

Proposicio 1.73. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e (X ;) um referencial local suave
para M sobre um subconjunto aberto U C M. Entdo existe um referencial ortonormal suave
(E;) sobre U tal que

span(E1lp, ..., Ejlp,) = span(Xil,, ..., Xj|p)

paracada j =1,...,necadap € U

Demonstragdo. Aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt aos vetores (X;|,) em cadap € U,

obtemos uma n-tupla de campos vetoriais (F1, . .., F,) dada indutivamente por

X X; =S (X), BB
B, =21 ¢ E; = Z'L.:l (X, Ei)g
‘Xl‘ Xj - ngl <Xja Ez)gEz

=1

Vi > 1.
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Paracada j = 1,...,necadap € U, X;|, ¢ span(E1|,,...,E;_1|,) (o qual é igual ao
span(Xi|,, ..., X,-1p)), de modo que o denominador acima é uma funcgdo suave em U que
ndo se anula em parte alguma. Assim sendo, essa férmula define (£;) como um referencial

ortonormal em U que satisfaz a conclusdo da proposigao. 0

Definicdo 1.74. Sejam (M, g) e (M, §) variedades Riemannianas. Uma aplicacio F: M —

M é chamada de isometria (Riemanniana) se ela é um difeomorfismo que satisfaz

(u,v)g, = (dFy(u),dF,(v)) paratodop € M eu,v € T,M.

9F(p)>

De modo mais geral, I' é chamado de isometria local se cada ponto p € M tem uma vizinhanca
U tal que F|y é uma isometria de U sobre um subconjunto aberto de M.

Se existe uma isometria Riemanniana entre (M, g) e (]\Zf , §), dizemos que elas sdo vari-
edades Riemannianas isométricas. Se cada ponto de M tem uma vizinhanga que é isométrica a
um subconjunto aberto de (M, §), entéo dizemos que (M, g) é localmente isométrico a (M, §).
Dizemos que (M, g) é uma variedade Riemanniana plana, e g é uma métrica plana, se (M, g)

¢ localmente isométrica ao (R, q) (ver Exemplo H)).

Definicao 1.75. Seja M uma variedade suave. Um segmento de curva em M é uma curva
continua v: [a,b] — M cujo dominio é um intervalo compacto. Dizemos que é um segmento
de curva suave se ele é suave quando consideramos v como a restricdo de uma curva suave e
um segmento de curva suave por partes se existe uma particdo finita a = ag < a; < --- <

ap = bde [a,b| tal que y|(q, , a, € suave para cada i.

Definicdo 1.76. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se vy : [a,b] — M é um segmento

de curva suave por partes, o comprimento de ~y é

L) = [ WOl

Definicdo 1.77. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Para quaisquer p,q € M, a
distdncia (Riemanniana) de p para q, denotada por d,(p, q) € definida como o infimo de 1,(y)

sobre todos os segmentos de curvas suaves por partes vy de p para q.

Teorema 1.78. Sejam (M, g) e (M, §) variedades Riemannianas e F: M — M uma iso-
metria local. Entdo l5(F o ) = l,() para cada segmento de curva suave por partes y em

M.

Demonstragdo. De fato,

lg(Fov)z/ (F o) (t)]5dt
b
= [ laryo6 @)
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Teorema 1.79. Sejam (M, g) e (M, §) variedades Riemannianas conexas e F: M —s M uma

isometria Riemanniana. Entdo

d;(F(p), F(q)) = dy(p; q)

para todo p,q € M.

Demonstrag¢do. Seja~y: [a,b] — M um segmento de curva suave por partes tal que y(a) = p
e v(b) = g, entdo F' o v é um segmento de curva suave por partes de F'(p) para F'(q). Portanto,
pelo Teorema temos l5(F' o) = l,(7y) e conseqiientemente,

d3(F(p), F(q)) = inf [5(F o v) = infl4(7) = dy(p, q).
Analogamente, se 7 é um segmento de curva suave por partes de F'(p) para F(q) entdo F~' o~
é um segmento de curva suave por partes de p para g e [5(7) = [,(F ' o 7). O]

O Teorema |1.79) nos garante a equivaléncia entre as definicdes de isometria (Rieman-
niana) entre variedades como dado na Defini¢io e a definicdo de isometria entre espagos

métricos.

Definicao 1.80. O didmetro de uma variedade Riemanniana conexa (M, g) é
diam(M): = sup{d,(p,q);p,q € M}.

Observe que o didmetro de uma esfera de raio R é 7R (ndo 2R), desde que a distancia
Riemanniana (ver Def. [1.77) entre os pontos antipodais é 7 R.

Definicao 1.81. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Dado py € M e um niimero

real € > 0, chamamos de -bola fechada o conjunto
Blpo, €] = {p € M;dy(p,po) < €}
Neste caso, py é chamado de centro e € de raio da bola.

1.8 CONEXOES

Definicao 1.82. Seja 7: E — M um fibrado vetorial sobre uma variedade M, seja X (M)

o conjunto de todos os campos vetoriais suaves em M, e I'(E) o espago de todas as se¢oes
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suaves de E. Uma conexdo em I é uma aplicagdo
V:X(M)x I'(E) — I'(F),

que se indica por (X,Y) — VxY, satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) VxY é linear sobre C*°(M) em X :

VixitgxoY = fVx,Y +9Vx,Y para f,g e C*(M);
(b) VxY élinear sobre R em Y :
Vx(aYy +bY3) =aVxY, +bVxYs paraa,beR;
(c) V satisfaz a seguinte regra do produto:
Vx(fY)=fVxY +(Xf)Y parafeC>®(M).

O simbolo V ¢ lido “del” ou “nabla”, e VxY é chamado de derivada covariante de Y na

diregdo de X.

Lema 1.83. Se V ¢é uma conexdo em um fibrado E, X € X(M),Y € I'(E), e p € M, entdo
V xY|, depende apenas dos valores de X e Y em uma vizinhanga arbitrariamente pequena de

p. Mais precisamente, X = XeY =Y emuma vizinhanga de p, entdo VXY|p = Vf(f/|p.

Demonstragdo. Primeiro consideraremos Y. Escrevendo Z =Y — Y, é suficiente mostrarmos
que VxZ|, =0se Z =0,isto é, Y = Y em uma vizinhanga U de p. Escolhemos uma funcio
teste p € C°°(M) com suporte em U tal que p(p) = 1 (ver Def. . A hipétese de que Y = Y
em U implica que pZ = 0 em todo M, pois

Y =Y = oY — oY =0= (Y —Y) = ¢Z,

de modo que Vx(¢Z) =Vx(0-pZ) =0-Vx(pZ) = 0. Assim para qualquer X € X(M) a

regra do produto nos da
0=Vx(pZ) = (Xp)Z +¢(Vx2). (1.3)
Calculando a equacdo (1.3) em p e observando que Z = 0 no suporte de ¢, temos

0
0= (XOWZ + kol (VxZly) = ViZly = 0.

Portanto
VxZl,=Vx(Y =Y),=0= VxY|, = VxY|,.
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De modo andlogo mostra-se que VxY|, = VY|,. Logo VxY|, = VY], O

O Lema|l.83|nos diz que podemos calcular VxY em p conhecendo somente os valores
de X e Y proximos de p. O lema seguinte nos mostra que precisamos conhecer somente o valor

de X em p.

Lema 1.84. Se V ¢é uma conexdo em um fibrado E, X € X(M),Y € I'(E), e p € M, entdo

VxY|, depende apenas dos valores de Y em uma vizinhanga de p e do valor de X em p.

Demonstragdo. Pela linearidade, é suficiente mostrarmos que V. Y|, = 0 sempre que (X —
X )p = 0. Escolhemos uma vizinhanga coordenada U de p, e escrevemos X — X =27 =17,

com coordenadas em U e Z*(p) = 0. Entdo, para qualquer Y € I'(E),

0
VY], B L Y, = Zi4p) VoY, = 0.

Na primeira igualdade usamos o Lema o qual permite-nos calcular VxY'|, localmente
em U; na segunda, usamos a linearidade da derivada covariante V xY sobre C>°(M) em X.
Portanto

VxYl|, = VY|, O]

Definicao 1.85. Uma conexdo linear (ou afim) em M ¢é uma conexdo em T'M, isto é, uma
aplicagado
V:X(M)x X(M) — X(M)

satisfazendo todas as propriedades da Definigdo[1.82]

Definicao 1.86. Seja V uma conexdo em M e (E;) um referencial local para T M e um sub-
conjunto aberto U C M. Para quaisquer escolhas de indices i e j, podemos expandir V g, F;

em termos desse mesmo referencial:
_ Tk
Vi By =17 Ey.

Isso define n? fungées Ffj em U, chamadas de simbolos de Christoffel de N/ com respeito a esse
referencial.
Proposicao 1.87. Toda variedade admite uma conexdo linear.

Demonstragdo. Ver demonstracio na referéncia (3|, Proposi¢do 4.5, p. 52. U

Definicao 1.88. Seja g uma métrica Riemanniana em uma variedade M. Dizemos que uma
conexdo linear V é compativel com g se ela satisfaz a seguinte regra do produto para todos os

campos vetoriais X,Y, Z:

X(Y,Z) = (VxY, Z)+ (Y,VxZ), X,Y,ZeX(M). (1.4)
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Definicao 1.89. Uma conexdo linear V é dita ser simétrica se satisfaz a seguinte expressao:
VxY - VyX =[X,Y]. (1.5)

Teorema 1.90 (Levi-Civita). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Existe uma tinica co-

nexdo linear V em M que é compativel com g e simétrica.
Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [3]], Teorema 5.4, p. 68. [

Definicao 1.91. A conexdo dada pelo Teorema acima é denominada conexdo de Levi-
Civita (ou Riemanniana) de M.

Observar que usaremos apenas a conexao Riemanniana e que serd sempre essa conexao.
Também observamos que V € unicamente definida, VxY € bilinear como fun¢do de X e Y,
satisfaz a condic¢@o de simetria dada em (I.5)), e que a identidade (obtida de (1.4))

0=(VxY,Z)+(Y,VxZ) (1.6)

¢ satisfeita sempre que Y e Z sdo campos vetoriais tais que o produto interno Riemanniano

(Y, Z) é uma fungdo constante.

Lema 1.92. Sejam M uma variedade Riemanniana e sejam X,Y, Z € X(M) campos vetoriais.
Sempre que os produtos internos Riemannianos (Y, Z),(Z, X) e (X,Y") sdo fun¢des constantes

entdo vale a seguinte expressao

(VY. 2) = S([X, Y], 2) — IV, 2], X) + {2, X],Y)). (17)

Demonstragdo. Seja V uma conexdo Riemanniana (como na Defini¢@o|1.91),esejam X, Y, Z €
X (M) campos vetoriais. Escrevendo trés vezes a equag@o de compatibilidade (1.4) com X, Y, Z

permutados ciclicamente, obtemos

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,Vy X)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,VY).

Usando a condi¢@o de simetria dada em (I.5) no dltimo termo de cada linha, obtemos

X<Y7 Z> = <VX§/’ Z> + <Y7 [Xv Z] +VZX>
Y(Z,X)=(VyZ,X)+ (Z,|Y,X] + VxY)
Z(X,)Y)=(VzX.Y)+(X,[Z, Y]+ Vv Z),
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ou equivalentemente,

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, V;X) + (Y,[X, Z))
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VxY) + (Z,]Y, X])
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VyZ) + (X,[Z,Y]).

Adicionando as duas primeiras equacdes e subtraindo a terceira, obtemos
XY, Z)+Y(Z X)—Z(X,)Y)=2(VxY, Z)+ (Y, [X, Z]) + (Z,[Y, X]) — (X, [Z,Y]).

Finalmente, isolando o termo (V xY, Z) obtemos

(VY. Z) = S(X{Y, Z)4Y (2, X)~ Z(X.Y)~ (V. [X, Z)) {2, [V, X))+ (X, [Z,Y])). (1.8)

Sempre que os produtos internos Riemannianos (Y, Z), (Z, X) e (X,Y’) sdo funcdes

constantes, quando aplicamos a identidade em (1.6) obtemos

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y,VxZ) =0
Y(Z,X) = (VyZ,X)+{Z,VyX) =0
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VY) = 0.

e substituindo X (Y, Z),Y(Z, X) e Z(X,Y) em (1.8), conseguimos a seguinte férmula:
1
que pode ser reescrita como
1
(VxY, Z) = S({[X,Y], 2) = (Y, 2}, X) + ([Z, X]. 1))
como querfamos provar. O

1.9 CURVATURAS

Definicao 1.93. Se M é uma variedade Riemanniana qualquer, o endomorfismo de curvatura

(Riemanniano) é a aplicacdo
R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

definida por
R(X,)Y)Z =VxVyZ = VyVxZ —VixyZ.
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Lema 1.94. O endomorfismo de curvatura é uma aplicagdo 3-linear sobre C*°(M).

Demonstra¢do. Mostraremos, primeiramente, que para cada f € C°°(M), R € linear na se-

gunda varidvel:

R(X,fY)Z =VxVyyZ -VyVxZ —Vix 2
= Vx(fVyZ) = fVyVxZ = VixyirxnyZ
— (Xf)VyZ + fVXxVyZ — fVyVxZ
— fVixvZ — (Xf)VyZ
— fR(X,Y)Z.

A mesma prova mostra que R ¢é linear sobre C*°(M) na primeira varidvel, pois R(X,Y)Z =
—R(Y, X)Z pela defini¢do.
Resta mostrarmos que R é linear sobre C'°° (M) na terceira varidvel, isto é:
R(X,Y)(f2) = JR(X.Y)Z.
Com efeito
RX,Y)([Z) =VxVy([Z) = VyVx([Z) = Vixy|([Z). (1.9)

Podemos usar a Defini¢do [I.82|(c) para calcularmos cada termo de (I.9):

VxVy(fZ)=Vx(fVyZ + (Y f)Z)
= fVxVyZ + (X )(VyZ) + Y [(VxZ)+ (X (Y f)Z), (1.10)

VyVx(fZ) =Vy(fVxZ +(Xf)Z)
= fVyVxZ + (Y ) (VxZ)+ Xf(VyZ) + (Y(X[)Z), (1.11)

e por fim
Vixyi(fZ) = fVixyZ + (X, Y]f)Z. (1.12)
Subtraindo (1.11]) de (1.10)), obtemos:

VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = f(VxVy = VyVx)Z+ (XY =Y X)f)Z
= fVxVyZ — fVyVxZ+ (X,Y]f)Z. (1.13)
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Substituindo (1.12) e (1.13) em (1.9) obtemos:
R(X,Y)(fZ) = [VxVyZ — [VyVxZ + ((XZ — [VixnZ - (XHANZ

= f(VxVyZ = VyVxZ — VixyZ)
= fR(X,Y)Z. 0

Lema 1.95. Seja R o endomorfismo de curvatura, X,Y,7Z € X(M) e p € M. Entdo o campo
R(X,Y)Z depende somente dos valores de X,,Y, e Z, (os valores dos campos vetoriais em

p) e ndo de seus valores em uma vizinhanga arbitrariamente pequena de p ou em M. Mais
precisamente, se X, = X,,Y,, =Y, ¢ Z, = Z,, entdo (R(X,Y)Z), = (R(X,Y)Z),.

Demonstrag¢do. Suponhamos que (U, ) € uma vizinhanga coordenada de p. Seja (£, - - - , E,,)
um referencial local para M. Suponhamos que X = > o'E;,Y =Y /E; e Z = " E}. Pelo
Lemal[l.94] temos
R(X,Y)Z =) o'B'y*R(E;, E))E;,
ivjik
e isto mostra que no dado ponto p € U, no lado direito da equagdo temos R(E;, E;)E}) que
independe dos campos vetoriais, e os valores das fun¢des af, 37, v* dependem somente do ponto

p € ndo dos pontos proximos, como queriamos provar. [

Definicao 1.96. Definimos a aplicagido R': TM x TM x TM — TM satisfazendo as se-
guintes propriedades:

(a) TM x TM x TM é a soma de Whitney (Def. [1.67);

(b) R(X,.,Y,, Z,) = (R(X",Y")Z"), em que X',Y' Z' sdo campos vetoriais quaisquer tais
que X, = X, Y, =Y, e 2, = Z;

(c) R(X,,Y,)Z, € T,M.

Podemos identificar o endomorfismo de curvatura R com a aplicagdo R’, de modo que

a partir de agora, usaremos a notacao R para ambas as fungoes.

Definicao 1.97. Se M é uma variedade Riemanniana qualquer, definimos o tensor de curvatura
(Riemanniano)
Rm: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R

definido por
Rm(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z,W).

Lema 1.98. O tensor de curvatura é uma aplicagdo 4-linear sobre C>(M).

Demonstragdo. Pelo Lema R ¢é 3-linear sobre C'*°(M ), resta-nos mostrar que para cada
f € C®(M), R é linear sobre . Assim,

Rm(X,Y, Z, fW) = (R(X,Y)Z, fW) = f[(R(X,Y)Z,W) = fRm(X,Y, Z,W). [
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Lema 1.99. Sejam Rm o tensor de curvatura, X,Y,Z, W € X(M) e p € M, entdo o campo
Rm(X.,Y,Z, W) depende somente dos valores de X,,Y,,Z, e W, (os valores dos campos
vetoriais em p) e ndo de seus valores em uma vizinhanga arbitrariamente pequena de p ou em
M. Mais precisamente, se X, = Xp, Y, = ?}o, Zy = Zp eW, = Wp, entdo Rm(X,Y,Z, W), =
(Rm<Xp7 Y/;?? Zp? Wp)'

Demonstracdo. A prova é feita de modo andloga ao Lema Suponhamos que (U, ¢) seja
uma vizinhanga coordenada de p. Seja (Ey, - - - , E,) um referencial local para M. Suponhamos
que X = > a'E;,)Y =Y FE;, Z =~+*Ey e W = §'E). Assim,

Rm(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W) = <Z o7 R(E;, E))Ey, 51El>

i7j7k

e isso mostra que no dado ponto p € U, no lado direito da equagdo temos R(E;, E,)E) e E;
independem dos campos vetoriais, e os valores das funcdes af, 37, v* e §' dependem somente

do ponto p e ndo dos pontos préximos, como queriamos provar. 0

Definicio 1.100. Definimos a aplicacido R': TM x TM x TM x TM — T'M satisfazendo
as seguintes propriedades:

(a) TM x TM x TM x TM é a soma de Whitney (Def. [1.67));

(b) Rm!(X,,Y,, Z,,W,) = (Rm(X", Y. Z' \W")), em que X", Y' , Z' /W' sdo campos vetoriais
quaisquer tais que X, = X, Y, =Y, Z, = Z, e W) = W,;

(c) Rm(X,,Y,, Z,,W,) € R.

Podemos identificar o tensor de curvatura Rm com a aplicagdo Rm/, de modo que a

partir de agora, usaremos a notagdo Rm para ambas as funcdes.

Teorema 1.101. Uma variedade Riemanniana é plana se, e somente se, o seu tensor de curva-

tura Riemanniano é identicamente nulo.
Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [3]], Teorema 7.3, p. 119. [

Proposicao 1.102. Para campos vetoriais X,Y, Z arbitrdrios é vdlida a seguinte igualdade
R(X,2)Y +R(Z,Y)X + R(Y,X)Z =0

conhecida como primeira identidade de Bianchi (algébrica).
Demonstragdo. Para provarmos a proposicao precisamos somente calcular a soma. Assim
R(X,Z)Y + R(Z,Y)X + R(Y,X)Z =VxVzY = V;VxY - Vix 51Y

+VzVy X = VyVzX = Vizy X +VyVxZ - VxVyZ -V x1Z
= Vx(VZY — VyZ) — V[Zy}X + Vz(VyX — VXY) — V[Y,X]Z
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+Vy(VxZ = VzX) = VixgY

Vx[Z,Y] - VizyvX + VY, X] - Vx4 + Vy[X, 2] - Vix,z1Y
(L.3)

= (X, [Z2.Y]]+ [z, [Y. X]| + [Y. [X, Z]]

=) O

Proposicao 1.103. O tensor de curvatura Riemanniano tem as seguintes simetrias para quais-
quer campos vetoriais W, X, Y, Z:
(a) Rm(W,X,Y,Z) = —Rm(X, W)Y, Z);

(b) Rm(W,X,Y,Z) = —Rm(W, X, Z,Y);
(c) Rm(W, X, Y, Z) = Rm(Y, Z,W, X);
(d) Rm(W, X,Y, Z) + Rm(X,Y,W, Z) + Rm(Y,W, X, Z) = 0.

Demonstragdo. (a) Segue-se do fato de que R(W, X)Y = —R(X,W)Y.

(b) Pela compatibilidade com a métrica (ver Def. [1.88§), temos

WX(Y, Y> = WQ((VXY, Y>) = 2<VWVXY, Y) + 2<VXY, VWY>,
XW(YY) = X2((VwY,Y)) =2(Vx VYY) + 2(VyY, VxY),
[W> X]<Y> Y> = 2(<V[W,X]Y7 Y>)

Subtraimos a segunda e terceira equagdes da primeira, observando que [W, X] = WX — XW
(Def. [T.41)), obtemos

= 2(R(W, X)Y,Y) = 2Rm(W, X,Y,Y).

Portanto, Rm (W, X, YY) = 0 e do mesmo modo Rm(W, X, Y + Z)Y + Z) = 0. Dai

Rm(W,X,Y + Z,Y + Z) = Rm(W,X,Y,Y + Z) + Rm(W, X, Z,Y + Z)
0 0

= RMLXYY)  + Rm(W, XY, Z) + Rm(W, X, 2,Y) + Rm(W: X7, 7)
=0.
Conseqiientemente, Rm(W, X, Y, Z) = —Rm(W, X, Z,Y) como queriamos mostrar.

(d) Segue-se imediatamente da primeira identidade de Bianchi (ver Prop. [[.102):

R(OW,X)Y + R(X,Y)W + R(Y, W)X = 0. (1.14)
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(c) Escrevendo a identidade (|1.14)) quatro vezes com as varidveis ciclicamente permutadas,

temos

Rm(W,X,Y,Z) + Rm(X,Y,W,Z) + Em(Y,W,X,Z) =0
Rm(X,Y,Z, W)+ Rm(Y, Z, X, W) + Rm(Z,X,Y,W) =0
Rm(Y, Z,W, X) + Rm(Z,W,Y,X) + REm(W,Y,Z,X) =

Rm(Z,W,X.,Y) + Rm(W, X, Z,Y) + Rm(X, Z,W,Y) =0

Adicionando as quatro equagdes e aplicando (b) quatro vezes, todos os termos na pri-

meira e segunda coluna se cancelam. Aplicando (a) e (b) na dltima coluna, obtemos
2Rm(Y, W, X,Z) —2Rm(X, Z,Y,W) =0,

o qual é equivalente a (c), isto é, Rm(Y, W, X, Z) = Rm(X, Z,Y,W). O

Lema 1.104. Seja M uma variedade Riemanniana, o C T,M um subespaco bidimensional
do espago tangente T, M e sejam X,Y € o dois vetores linearmente independentes. Entdo o

numero real

Rm(X,Y,Y, X)
K(X.Y) =
Y) = XPyE = vy

ndo depende da escolha dos vetores X,Y € o.

Demonstragdo. Primeiramente, observamos que é possivel transformar a base (X, Y") de o para
qualquer outra base de o usando a composicao das operagdes:
(@) (X,Y) — (Y, X);
(b) (X,Y) — (AX,Y) para A € R ndo nulo;
©) (X,Y) — (X + YY) para A € R.
Portanto, é suficiente provarmos que K (X,Y") € invariante por tais operacdes. Assim,

sejam X, Y € o vetores linearmente independentes, entio:
(a) Observamos que
XPIY PP — (X, 7)? = [YP|X]? - (Y. X)?,

logo é suficiente provarmos que Rm(X, Y)Y, X) = Rm(Y, X, X,Y’). Com efeito, pela Propo-

sicao[1.103] temos )
Rm(X,Y,Y, X) "PEE oy, X, X, Y),

portanto K(X,Y) = K(Y, X).
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(b) Seja A € R com A # 0. Como
MXPIY? = (AX,Y)? = M (XPY P - (X,Y)%),

é suficiente mostrarmos que Rm(AX,Y, Y, AX) = A2Rm(X,Y,Y, X). De fato, o Lemam
nos garante que Rm é 4-linear em C°(M ), logo K(AX,Y) = K(X,Y).

(c) Suponhamos A € R. Entdo temos

| X + )\Y\Q]YP — (X 4+ )Y, Y)2 = (X + Y, X + )\Y)]YP — (X +AY, Y X +AY)Y))
(X, X) + (X, Y)Y + (\Y, X) + (1Y, /\Y>)]Y]2

(X,Y) + AV, YV)((X,Y) + (\Y, 1))

| X2+ 20X, Y) + XY ]P)|Y]?

— (X, V)2 + (X, Y)Y, V) + (AY, V) (X,Y) + (\Y, V) (AY, V)

= [XPY 2+ 20T + AT — ((X,Y)? + 20X YT + A2 )

= | XPIY = (X, V),

—~

—_— T~ —

de modo que s6 resta-nos mostrar que Rm(X + AV, Y)Y, X + \Y) = Rm(X,Y,Y, X).
Novamente pelo Lema|1.98, Rm ¢ 4-linear em C'*° (M), logo

Rm(X + \Y,Y,Y, X + \Y) = Rm(X,Y,Y, X + A\Y) + Rm(\Y,Y,Y, X + \Y)
= Rm(X,Y,Y,X) + Rm(X,Y,Y,\Y) + Rm(\Y,Y,Y, X) + Rm(\Y,Y,Y,\Y)
= Rm(X,Y,Y,X) + ARm(X,Y,Y,Y) + ARm(Y,Y,Y, X) + X2 Rm(Y,Y,Y,Y).

Observamos que Rm (Y, Y, Y, X) "™ E _Rm(Y,Y,Y, X), logo Rm(Y,Y,Y, X) =
0. Aplicando a Proposig¢ao[I.103] temos

Rm(X,Y,Y,Y) "PERY poyy, X, Y) PP EEY Ry, vy, X) = 0.

Por fim, Rm(Y,Y,Y,V) "B _pn(Y,Y,Y,Y) e portanto Rm(Y,Y,Y,Y) = 0.
Conseqiientemente, Rm(X + AY, Y, Y, X + A\Y) = Rm(X,Y,Y, X). Portanto K (X +

AY)Y) = K(X,Y). Concluimos por (a), (b) e (c) que K (X,Y) é invariante por mudangas nos

vetores da base, logo K (X,Y) ndo depende da base escolhida. [

Definicao 1.105. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional. Dado um ponto p € M

e um subespago bidimensional o C T,,M, o niimero real

Rm(X,Y,Y, X)
K(X,Y) =
&) = RPvE- Xy
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onde (X,Y') é uma base qualquer de o, é chamado de curvatura seccional de o em p. Também

usamos a notagdo K (o) para K(X,Y).

Podemos considerar a curvatura seccional como uma fung¢ao real cujo dominio € um
subespaco vetorial bidimensional de um espaco tangente. Se (M, g) é uma variedade Rieman-

niana bidimensional, entdo a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana:

vElsz - VE2VE1)E2,E1> o <(VE1VE2 - VEQVEl)E27E1>

p _
‘E1|2|E2‘2— <E1,E2>2 detg

Definicao 1.106. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Uma forma bilinear é uma
funcdo Q: 'V x V. — K que é linear em ambas as varidveis, isto é, dados w,v,w € V e

A € K temos que as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(a) Q(u+v,w) = Qu, w) + Q(v,w);

(b) Q(u, v+ w) = Q(u,v) + Qu, w);

(c) Q(Au,v) = Q(u, Av) = AQ(u, v).

Teorema 1.107. O tensor de curvatura Riemanniano Rm pode ser reconstruido da forma bili-

near k(X,Y) = Rm(X,Y,Y, X) (e portanto, do conhecimento de todas as curvaturas seccio-

nais).
Demonstragdo. Primeiramente, temos

(R(X,Y)Y,Z) = Rm(X.YY, 2) "™ Rou(7,Y,Y, X) = (R(Z.Y)Y, X),

conseqiientemente Rm(-,Y,Y, ) é para cada Y fixo uma forma bilinear simétrica.

Assim para cada Y fixo temos

RX+2Y)—r(X,)Y)—k(Z)Y)
= Rm(X + Z,Y,Y,X +Z) — Rm(X,Y,Y,X) — Rm(Z,Y,Y, Z)
= Rm(X,Y,Y,X + Z) + Rm(Z,Y,Y,X + Z) — Rm(X,Y,Y,X) — Rm(Z,Y,Y, Z)
= Rm(XYY,X) + Rm(X,Y,Y, Z) + Rm(Z,Y,Y, X)
+ Bl ZYY 7)) — R XYY X) — Rl ZYYZ)

LemLIE(D-0) p(X,Y,Y, Z) + Rm(X, Y, Y, Z).

isto é,
2Rm(X,)Y,)Y,Z)=r( X+ Z)Y) — k(X,Y) — k(Z,Y). (1.15)

Agora, mostraremos que R(X,Y')Z pode ser expressado em termos do tipo R(X,Y)Y.
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Com efeito,

RX,Y +2Z) (Y +Z)= R(X,Y)Y +R(X,Y)Z+ R(X,2)Y + R(X,Z)Z,

—R(Y,X + Z)(X +Z) = —R(Y, X)X + R(X,Y)Z+ R(Z,Y)X — R(Y, Z)Z,
0= R(X,Y)Z + R(Y,X)Z.

Adicionando as trés equacdes acima, e observando que
R(X,2)Y +R(Z,Y)X + R(Y,X)Z =0
pois ¢ a primeira identidade de Bianchi (ver Proposicao[I.102), entdo temos

3R(X,Y)Z =R(X,Y +Z)(Y + Z) — R(Y,X + Z)(X + Z)
—R(X,Y)Y —R(X,2)Z+R(Y,X)X + R(Y, Z)Z. (1.16)

Combinando as equacoes (I.15) e (I.16) obtemos

Rm(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

B <:1))(R(X Y + 2)(Y +2) — R(Y, X + Z)(X + 2)
— R(X,Y)Y — R(X,2)Z + R(Y, X)X + R(Y, 2)Z),W)
((R(X,Y + Z)(Y + Z),W) — (R(Y, X + Z)(X + Z), W)
RX, Y)Y, W) —(R(X, 2)Z, W) + (R(Y, X)X, W) + (R(Y, 2)Z), W))
% (E(K(X—FW,Y—FZ)—KJ(X,Y—I—Z)—H(W,Y—i—Z))
k(Y + W, X +2Z) — 6(Y, X + Z) — k(W, X + Z))
(K(X +W,Y) — £(X,Y) — k(W,Y))
(K(X + W, 2Z) — &(X, Z) — k(W, Z))

(k(Y + W, X) —r(Y,X) — (W, X))

l\DI'—‘l\DI'—‘l\DIHl\DIHl\DIP—‘

(WY +W,2) = (Y,2) - W(V.2)).
Por fim chegamos a uma férmula explicita para construirmos Rm em termos de k:

1
Rm(X,Y,Z, W) :E(R(X—FW,Y—I—Z)—fi(X,Y—i—Z)—/i(W,Y—i-Z)

— k(Y +WX+2)+r(Y, X+ 2)+ (W, X+ Z)
— KX +WY)+r(X,)Y)+r(W)Y)
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— k(X +W,2)+k(X,Z2)+ (W, Z)
+ k(Y + W, X)—r(Y,X) - r(W, X)
+ k(Y +W,2)—r(Y,Z) — (W, 2)). O

Proposicao 1.108. Uma variedade Riemanniana é plana se, e somente se, a sua curvatura

seccional € identicamente nula.

Demonstragdo. Suponhamos que a variedade Riemanniana € plana. Segue do Teorema|l.101
que uma variedade Riemanniana € plana se, e somente se, o seu tensor de curvatura Riemanni-
ano ¢é identicamente nulo. Portanto, se Rm/(X,Y, Z, W) = 0 para quaisquer X, Y, Z, W, entdo

em particular

Rm(X,Y,Y,X) 0 B
(XPYPE—(XY)? [XPY] - (X,Y)?

K(X,)Y) =
Para mostrarmos a reciproca, suponhamos que a curvatura seccional K (X, Y) seja iden-
ticamente nula para quaisquer vetores X, Y € T,M. Portanto,

Rm(X,Y,Y, X)
[ XPIY]? = (X,Y)?

K(X,Y) = = 0= Rm(X,Y,Y,X)=r(X,Y) =0, (1.17)

para todo X,Y € T,M. Logo

R(Xyzw_é(/uw/ M W

Y SWXTT) 4 T b
X TT 4T sy
—WO+MO+MO
+W sy - wexy
b w7y sy sy

= 0.

Conseqiientemente, como Rm(X,Y, Z, W) = 0 para todo X, Y, Z, W, entdo pelo Teo-

rema[[.101] concluimos que a variedade Riemanniana ¢ plana. O

Observacao. Seja IV um espaco vetorial de dimensao finita (sobre o corpo R) e 7: V. — V
uma transformacg@o linear. Dada uma base ortonormal (£}, - - , E,), chamamos de trago da
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transformacéo 7' e denotamos por tr(7"), o nimero

=1

Definicao 1.109. Seja M uma variedade suave. Definimos o tensor de Ricci como uma funcdo
suave Rc: TM x TM — R em que
(a) TM x T'M é a soma de Whitney,

(b) a restricdo Rc]Tp MxT,M € 0 trago do endomorfismo de curvatura em seu primeiro indice,

isto é,
Rey: T,M x T,M —» R
é dado por i
Reyp(Xp,Yy) = Z<R(Ei|anp)Y}oa Eilp),
i=1
numa base ortonormal (E,|,,- - - , E,|,) no espago tangente T,,M.

Seja Y, um vetor unitdrio, tomemos uma base ortonormal (Y, Es|,,- -+ , E,|,), entdo

n

r(Yp) = Rep(Yy, Yy) = Z<R(Ei|pv Y)Yy, Eilp)

=2

é chamada de curvatura de Ricci na diregdo do vetor Y),.

Definimos a transformacgdo de Ricci 1 por
FX,) = 30 R, B )E,
=2
Ela estd relacionada a forma quadrdtica r pela identidade
r(Xp) = (F(Xp), Xp).

Os autovalores de v sdo chamados de curvaturas de Ricci principais.

Observamos que a transformacao 7 € auto-adjunta, pois
(F(X,), ) = Y AR, Bily) Bl ;)
= 3" Rm(X,. B, B, Y;)
= Z R (Eilp, Yy, Xp, Eilp)

= Z Rm(}/;), Ei’p; Ei‘p? Xp)
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Lema 1.110. Seja M uma variedade suave e X, um vetor unitdrio. Mostraremos que a curva-

tura de Ricci na direg¢do do vetor X, ndo depende da base ortonormal escolhida.

Demonstragdo. Seja X, um vetor unitdrio qualquer e em seguida completando-o em uma base
ortonormal (X, Es|,, -, E,|,) do T,M. Agora, definiremos uma forma bilinear (ver Def.
1.106) em 7, M como se segue: sejam Y, Z, € T,,M e escrevamos

Q(X,,Y,) = trago da aplicagdo Z, — R(Z,, X,)Y,.

Observamos que () € bilinear (conseqiiencia do Lema|1.94)). Deste modo

n

Q(XP7 Yb) - Z<R(Ei’p’ X )Y ) Ei’p)

=2

—ZRm Eilp, Xp, Yy, Eilp)

n

Lema[L.103] (), (a), (b)
= Z m(Ei|p7Y;)7Xp7Ei|P)

=2
- Z E |p= P vaE |p>
= Q( D> p)

Portanto () é simétrica e Q(X,, X,,) = 7(X,). Como @ estd intrinsecamente definida,
isto é, ndo depende da escolha da base ou do sistema de coordenadas, entdo (X)) = Q(X,, X,)

também esta intrinsecamente definida. ]

1.10 CURVAS INTEGRAIS E A APLICACAO EXPONENCIAL

Definicao 1.111. Seja M uma variedade suave e v: J — M uma curva suave, entdo para
cada t € J, o vetor velocidade +/'(t) é um vetor em T,y M. Se X é um campo vetorial em
M, uma curva integral de X ¢ uma curva diferencidvel v: J — M cuja velocidade em cada

ponto é igual ao valor de X naquele ponto:
v (t) = Xy paratodot € J.

Se 0 € J, o ponto v(0) é chamado de ponto inicial de ~.
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Proposicao 1.112. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade suave M. Para cada
ponto p € M, existe um € > 0 e uma curva suave vy: (—e,e) — M que é uma curva integral

de X comegando em p.
Demonstracdo. Ver demonstracdo na referéncia [4]], Proposi¢do 9.2, p. 207. [

Definicao 1.113. Uma curva integral maximal é uma curva suave que ndo pode ser estendida

a uma curva integral em um intervalo aberto maior.

Definicao 1.114. Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de um parametro de G é definido
como sendo um homomorfismo entre grupos de Lie v: R — G, com R considerado como um

grupo de Lie sob a adicdo.

Observe que por esta definicdo, um subgrupo de um pardmetro nao € um subgrupo de
Lie de G, mas apenas um homomorfismo em G. A imagem de um subgrupo de um parametro

¢ um subgrupo de Lie quando estd dotada com uma estrutura de variedade suave adequada.

Teorema 1.115. Seja G um grupo de Lie. Os subgrupos de um pardmetro de G sdo precisa-

mente as curvas integrais maximais de campos vetoriais invariantes a esquerda come¢ando na
identidade.

Demonstragdo. Ver demonstracdo na referéncia [4)], Teorema 20.1, p. 516. [l

Definicio 1.116. Dado X € Lie(G), o subgrupo de um pardmetro determinado por X, como

no teorema acima, ¢ chamado de subgrupo de um pardametro gerado por X.

Como os campos vetoriais invariantes a esquerda sdo determinados de modo tinico pelos
seus valores na identidade, segue que cada subgrupo de um parametro é determinado de modo

unico pela sua velocidade inicial em 7., e portanto existem correspondécias biunivocas entre
{subgrupos de um pardmetro de G} «+— Lie(G) «— T.G.

Definicao 1.117. Dado um grupo de Lie G com uma dlgebra de Lie Lie(G), definimos a apli-
cacdo exp: Lie(G) — G, chamada de aplicagdo exponencial de G, do seguinte modo: para
qualquer X € Lie(G), definimos

exp(X) = (1)

onde vy é o subgrupo de um pardametro gerado por X, ou equivalentemente, a curva integral de
X comegando na identidade, isto é, v: R — G é um homomorfismo e v'(0) = X, ) = X..
(ver Fig. [I.13))

Seja V um espago vetorial real de dimensdo finita e A € gl(V') uma aplicagdo linear de

V em si mesmo e

Y

AF = Ao...0 A

k vezes



60

definimos a exponencial de matrizes exp(A) = e do seguinte modo:

00
GA = E
k=0

| —

A

?TA

!

Lie(G) = T.G

exp X

Figura 1.13: A aplicacio exponencial

Proposicao 1.118. A aplicacdo exponencial é uma aplicacdo suave de Lie(G) em G.
Demonstragdo. Ver demonstracdo na referéncia [4], p. 520. U

Definicao 1.119. Uma variedade Riemanniana é dita ser homogénea se para quaisquer dois
pontos p,q € M existe um isometria (ver Def. f: M — M tal que f(p) = q.

A diferencial da aplicag@o exp € muito utilizada no desenvolvimento da teoria dos gru-
pos de Lie. Um de seus casos particulares € a expressdo enunciada abaixo para a diferencial da
exponencial na origem 0 € Lie(G). Deve-se levar em conta que exp 0 = e, assim, d(exp)o é
uma aplicacdo linear Lie(G) — T.G = Lie(G).

Proposicao 1.120. d(exp)o = Idpic(c), onde Idpicc) € a aplicagdo identidade em Lie(G).
Demonstracdo. Ver demonstragcdo na referéncia [8]], Proposicdo 5.11, p. 105. [

Corolario 1.121. Seja G um grupo de Lie e seja Lie(G) sua dlgebra de Lie. A aplicacdo
exp : Lie(G) — G é um difeomorfismo de um aberto que contém 0 € Lie(G) sobre um

aberto que contém e € G.

Demonstragdo. Segue do Teorema da Funcéo Inversa (Teorema|1.18) e do fato que d(exp)g é
a identidade, ou seja, € inversivel. OJ
Corolario 1.122. Seja G um grupo de Lie conexo e tome g € GG. Entdo, existem X1, ..., X, €

Lie(G) tal que
=exp X - -exp X;.



61

Demonstracdo. Como G € conexo, seja V' uma vizinhanga da identidade satisfazendo o Coro-
lario[T.121] assim V' gera G (ver Prop. [I.29), isto é&,

G=Jv
n>1

Um elemento de V" € da forma ¢; - - - g, com g; = exp X; € V. Portanto, um elemento de V"

¢ um produto de exponenciais, 0 mesmo ocorrendo com g € G arbitrdrio. [

1.11 RECOBRIMENTO UNIVERSAL DE GRUPOS DE LIE

O desenvolvimento do contetido desta se¢do pode ser visto com mais detalhes nas refe-
réncias [5], [[10] e [11].

Definicao 1.123. Um espaco topologico X é dito ser simplesmente conexo se ele é conexo
por caminhos e se (X, xo) € o grupo fundamental trivial (somente um elemento) para algum
xog € X (e consegqiientemente para todo xy € X). Dizemos que (X, xy) é o grupo trivial

escrevendo m (X, xg) = 0.

Definicao 1.124. Uma aplicacdo entre variedades suaves conexas 7w: E — M é uma apli-
cagdo de recobrimento suave se para todo v € M, existe uma vizinhanca U de x tal que a
restri¢do de T a cada componente conexa C de n=(U) é um difeomorfismo entre C' e U. O es-
paco M é chamado de base do recobrimento, e E é chamado uma variedade de recobrimento

de M. Se E é simplesmente conexo ele é chamado de variedade de recobrimento universal de
M.

Teorema 1.125. Seja g uma dlgebra de Lie real com dimensdo finita. Entdo, existe um tinico

(a menos de isomorfismo) grupo de Lie conexo e simplesmente conexo G com dlgebra de Lie

g = Lie(G).
Demonstragcdo. Ver demonstracdo na referéncia [8]], Proposi¢ao 7.15, p. 154. [

Pode-se fixar um grupo de Lie conexo G com dlgebra de Lie Lie(G) e construir uma es-
trutura de grupo de Lie no espaco G (o espaco de recobrimento universal simplesmente conexo
de 7). A existéncia do espaco G se deve a que GG € localmente conexo. Além do mais, G é uma

variedade suave tal que a aplicacdo de recobrimento 7: G — G é um difeomorfismo local.

Teorema 1.126. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com grupo fundamental finito.

Entdo o espaco de recobrimento universal G é compacto.

Demonstracdo. A prova € conseqiiencia imediata da Proposi¢cao 6.4 seguido do Corolério 7.7
e Observacdo 6.6 que podem ser encontrados na referéncia [5]. Uma prova direta pode ser

encontrada na referéncia [11]], Teorema 6.22. L]
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2 CURVATURAS DE METRICAS INVARIANTES A ESQUERDA EM GRUPOS DE
LIE

Neste capitulo estudamos as sec¢des 1, 2, 5 e 7 do artigo Curvatures of Left Invariant
Metrics on Lie Groups, de John Willard Milnor (ver ref. [9]), a qual tratam-se respectivamente
do estudo da curvatura seccional, curvatura de Ricci, calculos e métricas bi-invariante em grupos
de Lie.

2.1 CURVATURA SECCIONAL

Comecamos estudando a primeira se¢ao do artigo Curvatures of Left Invariant Metrics
on Lie Groups, do Milnor (ver ref. [9]), a qual trata-se do estudo da curvatura seccional em
grupos de Lie. A defini¢do de curvatura seccional e alguns resultados sobre ela podem ser

encontrados no Capitulo|[T] Se¢ao[1.9

Definicao 2.1. Seja G um grupo de Lie. Uma métrica Riemanniana invariante a esquerda
em G é uma métrica Riemanniana com respeito ao qual as translacoes a esquerda de G sdo

isometrias, isto é,
<Xp7 Y;J>gp = <d(Lq)p(Xp>7 d(Lq)p(Y;)»qu(p)'

Do mesmo modo, definimos uma métrica Riemanniana invariante a direita em GG, como uma
métrica Riemanniana com respeito ao qual as translacdes a direita de G sdo isometrias, ou
seja,

<Xp7 Yp>gp = <d(Rq>p(Xp>» d(Rq)P(}/P)>9Rq(p)'

Uma métrica Riemanniana em G que é invariante a esquerda e invariante a direita, é chamada

de métrica Riemanniana bi-invariante.

Proposicao 2.2. Seja G um grupo de Lie de dimensdo n, e seja Lie(G) a dlgebra de Lie
associada de G. Dada uma base (F1, ..., E,) de campos vetoriais invariantes a esquerda
para Lie(G), existe somente uma vinica métrica Riemanniana invariante a esquerda em G de

modo que os campos vetoriais E1, . .., i, sdo ortonormais em toda parte.

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos a existéncia de tal métrica Riemanniana. Pela

Proposicao podemos identificar Lie(G) com o espago tangente 7.G. Definimos
9e: T.G X T.G — R,

por
ge<Ei‘ean’e) = 51'3',
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onde ¢;; € o delta de Kronecker, e usamos a translacdo a esquerda para definir g nos outros

espacgos tangentes, assim

gp(Ei|p7 Ej|p) = ge(d(Lp*)p(Ei|p)a d(Lpfl)p(Eﬂp)) = ge(Eile, Ejle) = dij,

onde p € G e E,,, Ej|, € T,G. Isso define uma métrica Riemanniana suave, desde que
9p(Eilp, Ejlp) = 0i; é constante (e portanto suave, pelo Lema[1.69) para qualquer par (E;, E;)
de campos vetoriais invariantes a esquerda suaves.

Agora, mostraremos que essa métrica definida acima € de fato invariante a esquerda, ou
equivalentemente, que todas as translacdes a esquerda s@o isometrias. Pela prépria construgdo

de g, as aplicagdes d(L,). para cada p € G sdo isometrias lineares pois,

9p(d(Lyp)e(Eile), d(Lp)e(Ejle)) = gp(Eilp, Ejlp)
= ge(d(Lp‘l)p(Ei|p)a d(Lp‘l)p(Ej|p>>
= ge(Eile, Ejle)

de modo que a composic@o de isometrias lineares
d(Lpg)e d(Lq>e_1 = d(Lpg)e 0 d(Lg-1)1,(¢) = d(Lpg)e © d(Ly-1)ge = d(Lpgq—1)q = d(Lp)q

¢ também uma isometria linear para p, ¢ € G. Isso mostra que todas as translagdes a esquerda
sdo isometrias e portanto que g € invariante a esquerda.
Por fim, mostraremos a unicidade. Para isto, sejam g e ¢ métricas Riemannianas invari-

antes a esquerda suaves. Como g(E;, E;) = d0;; e g(E;, E;) = 0,; segue-se que g = . ]

Definicao 2.3. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e (Ey, . .., E,) uma
base ortonormal para Lie(G). A estrutura da algebra de Lie associada pode ser descrita por

uma matriz n X n X n com constantes de estrutura a1, onde
[Eu Ej] = E aijkEk
k

ou equivalentemente
ijr = ([Ei, B, E).

Essa matriz € antissimétrica nos primeiros dois indices, pois
[Ei, Bj] = —[Ej, Ei] = aujie = — -

Lema 2.4. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda. Se X e Y sdo dois

campos invariantes a esquerda em G, entdo (X,Y'), é constante.
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Demonstracdo. Mostraremos que g € constante. Com efeito,

9p(X1p, Y1p) = ge(d(Lpfl)p(X‘p)a d<Lp’1)p(Y‘p)) = ge(Xle, Yle),
ou seja, (X,Y'), é constante. O

Corolario 2.5. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e (Ey, ..., E,)
uma base ortonormal de campos vetoriais invariantes a esquerda para Lie(G). Entdo o, =

([E:, B}, Ey) sdo constantes.

Demonstra¢do. Com efeito, seja (Fy, ..., E,) uma base ortonormal de campos vetoriais inva-
riantes a esquerda para Lie(G). Pela Proposi¢do [E;, E;] também é um campo vetorial
invariante a esquerda para todo 7, j = 1,...,n. Portanto, pelo Lema[2.4] o = ([E;, E;|, Ey)
sdo constantes. ]

Lema 2.6. Sejam G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e V a conexdo Rie-
manniana associada a uma métrica Riemanniana. Nessas condigoes, se XY € Lie(G) entdo
VxY € Lie(G). Além disso, se (E1,--- , E,) é uma base ortonormal de Lie(G), entdo vale a
seguinte formula:

Y:n YEiEi:n1 X YLE) — (Y, E], X E, X|,Y)) E;.

Vx ;WX, ) ;2(@ Y1, E) — (Y, Ei]LX) + (B, XTY))
Demonstracdo. Comecaremos mostrando a segunda parte. Observamos que VxY pode ser
escrita em termos da base (Fy, - -+ , E,,) de Lie(G), isto é, VxY = o'E;. Assim, (VxY, E;) =
a'(E;, E;) = o e portanto VxY = > (VxY, E;)E;. Pelo Lema podemos substituir
(VxY, E;) por % ([X,Y], E;)) — (Y, Ei], X) + ([E;, X],Y)) obtendo a férmula desejada.

Para mostrarmos a primeira parte, observamos que o Lemanos garante que ([ X, Y], E;),
([Y, E;], X) e ([E;, X],Y) sdo constantes, portanto V xY é uma combinagio linear dos E;, ou
seja, VxY € Lie(G). O

O tensor de curvatura Riemanniano m pode ser escrito de modo explicito como uma

fungdo de «;j;,. Tal fato € mostrado no lema abaixo.

Lema 2.7. Sejam G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e (F1, ..., E,) uma
base ortonormal para Lie(G). Com as constantes de estrutura cji, dadas na Defini¢do a

curvatura seccional K (E,, Ey) é dada pela férmula

1
K(E,, Es) = Z (§a12k(—a12k + Qo1 + Qp12)
3

(rok — Qo1 + Q2) (Qak + Qg — Q12) — akllak22) .

1 =
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Demonstragdo. Seja (Ey, ..., E,) uma base ortonormal para Lie(G). Pelo Lema oS pro-

dutos internos Riemannianos (E;, E;) sdo fungdes constantes, logo

(Vi Ej, By) el %(([Eza E;], Ex) — (B}, Exl, Ei) + ([Ey, Ei], Ej))

Det.23 1
= 5( ik — Qjki + Qij)

ou em outras palavras

1
VEiEj = E §(aijk — Oéjm‘ + akij)Ek-
k
Agora, calcularemos a curvatura seccional

Rm(El,EQ,Eg,El)
K(FE, Ey) = .
(B B2) = (BRI BE - (5, )’

2.1

Observamos que |E|> = (E1, Ey) = 1, |Es|? = (Fy, Ey) = 1 e (Ey, E»)* = 0 pois a base é

ortonormal. Assim

Prop. ZEEIa),(b)
K(EbEQ) = Rm<E1>E2; Es, El) i Rm(EQ, E17E1>E2) = (R(E2>E1)E1, E2>

= <vE2vE1E1 - VE1VE2E1 - v[EQ,El]EI17 E2>
= <V[E1,E2]E1 — Vg, Ve,E1+ Vg, Vi Ey, Es)
= (Vg Er, E2) — (VE, VE,El Ey) +(VE, Vi By, E).

Pela Defini¢ao[2.3]
[Eh Eﬂ = Z ok B,
k

logo

<V[E1,E2]E17 E2> = <V2k alngkE:[? E2>
= Z a196(VE, Er, Es)
k

1
= Z 12k <Z é(aklj — Qi + Oéjkl)Ej, E2>
k

J

1
=3 Z 19k (g1 — Qg + Qop1).
k

Calcularemos agora o segundo termo de (2.2) substituindo (2.1)):

1
(Ve Ve By, Ey) = <VE1 (Z 5(0421k — Qg + Oék21)Ek> ,E2>

k

2.2)

(2.3)
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1
= Z 5(042114 — agg + g ) (Ve Ex, o)
k
1 1
= ; 5(042113 — Qg2 + k1) Z §(alkj — agj + i) By, Es
j
1
= Z Z(amk — Qo + Qpar) (ke — Qo1 + Qo1g)
k
1
= Z Z[_<0412k: + qop1 — ag12)][—(Q12r — Qorr + o))
k
1
= Z Z(%zk — Qa1 + Qg12) (Qagk + Qapt — Qg2). (2.4)
k

Observando que as constantes de estrutura sdo antissimétricas nos primeiros dois indi-
ces, temos
Qiik = — 0y = 0,
logo

1

Vg B = Z Q(Qbm?'o — o1 + agn) B = ZakllEk;;
X i

assim, podemos calcular o tltimo termo de (2.2)) como segue-se:

(VEQVE1E17E2> = <VE2 (Z @knEk:) ,E2>
k

= Z k11 <VE2Ek7 E2>
k

1
= Z Qk11 <Z 5(0@1{]‘ — o + jor) B, E2>
k J
1 0
= Zakn Z 5(06%2 — Qg + QooE” )
k k

= Z Olkll(—Oékzz)- (2.5)
k

Finalmente, substituindo (2.3)), (2.4) e (2.3) em (2.2)), obtemos:
K(Ey, By) = lauk(_al% + Qg1 + aga)
- 2

1

— Z(al% — Qop1 + p12)(Qa2k + Qog1 — Qga2) — Oék116¥k22)

como queriamos demonstrar. [

Concluimos pelo lema acima que a curvatura pode ser calculada completamente usando

as constantes de estrutura c;;, € € zero quando elas sdo zero.
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Definicao 2.8. Para qualquer elemento X em uma dlgebra de Lie g, definimos a transformagdo
linear ad(X): g — g por ad(X)Y = [X,Y]. Esta transformagdo linear é conhecida por
endomorfismo adjunto.

Proposicao 2.9. Seja g uma dlgebra de Lie qualquer. Entdo para todo X,Y € g é vdlida a

seguinte igualdade:
ad([X,Y]) = ad(X) oad(Y) — ad(Y) o ad(X).

Demonstracdo. Como g € uma dlgebra de Lie, entdo por definicao (ver Def. [1.47)), para todo
X, Y, Z € g, é satisfeita a identidade de Jacobi:

(X, Y, 2]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.
Reorganizando os termos, obtemos:

[Z7 [X7YH = _[X’ [Y7 Z]] - D/v [ZaX]] = _[[X7 Y]’Z] = _[Xv [Y7 Z“ + [K [Xv ZH
= [[X,Y], Z] = [X,[Y, Z]] - [V, [X, Z]].

Observando que ad(X)Y = [X, Y], logo:

(X, Y], 2] = [X, [V, 2]] = [V, [X, Z]] = ad([X, Y])Z = ad(X)[Y, Z] = ad(Y)[X, Z]
= ad([X,Y])Z = ad(X)(ad(Y)Z) — ad(Y)(ad(X)Z)
= ad([X,Y]) =ad(X)ocad(Y) —ad(Y)oad(X). O

Lema 2.10. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda, e seja (E1, . .., E,)
uma base ortonormal para Lie(G). Se a transformagdo linear ad(E;) é anti-adjunta, entdo as

constantes de estrutura o, sdo antissimétricas nos iltimos dois indices.

Demonstracdo. Pela hipétese, ad(E;) é anti-adjunta, isto é,

(ad(E;)E;, Ey) = (E;, —ad(E;) Ey).

Portanto
aije = ([Ei, Bj], Bi) = (ad(E;) Ej, By) = (Ej, —ad(E;) Ey,)
= —(E}, [Bi, Ex]) = —([Ei, Ei], Ej) = — oy -
Corolario 2.11. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda e (Fy, ..., E,)

uma base ortonormal para Lie(G). Se a transformagdo linear ad(E;) é anti-adjunta, entdo

aijj = 0
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Demonstragdo. Observamos que «;;; = ([E;, E;], E;) é um nimero real. Portanto
Q5 = —Qjj — OG54 + Q55 = 0= 20(2']']' =0 = Q5 = 0. ]

Lema 2.12. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda, e seja X um
campo vetorial em Lie(G). Se a transformagdo linear ad(X) € anti-adjunta, entdo para todo
t € R, ad(tX) também é anti-adjunta.

Demonstracdo. Com efeito, dado ¢ € R,
ad(tX)Y =[tX,Y] =VixY — VytX =t(VxY — VyX) = tad(X)Y

para todo t € R.

Dessa forma,

(ad(tX)Y, Z) = (tad(X)Y, Z) = t{ad(X)Y, Z)
=—t(Y,ad(X)Z) = —(Y,tad(X)Z) = (Y, —ad(tX)Z).
Portanto ad(tX) € anti-adjunta para todo t € R. O

Lema 2.13. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda, e seja X um

campo vetorial em Lie(G). Se a transformagdo linear ad(X) é anti-adjunta, entdo
K(X,Y) >0
para todo Y, e a igualdade é assegurada se, e somente se, X é ortogonal ao conjunto
Y, Lie(G)] = {W € Lie(G); W =Y, Z], para algum Z € Lie(G)}.

Demonstragcdo. Primeiro, mostraremos que K (X,Y’) > 0. Suponhamos que ad(X) seja anti-
adjunta para todo X € Lie(G). Como a curvatura seccional K (X,Y) é invariante por mu-
dangas de base do plano gerado por X e Y (ver Lema[I.104), podemos assumir sem perda de
generalidade que X e Y sdo ortonormais. Seja (4, . . ., F,) uma base ortonormal para Lie(G),
com £} = X e E; =Y. Por hipétese ad(F1) é anti-adjunta, logo

Lemal2.10 Def. 23]
A =  —O0ag; = Qgly. (2.6)

Pelo Lema 2.7} Coroldrio e por temos

ema 1
K(Ey, Ey) Lemal2] E (50412k(;9512/k+ Qok1 + Qery)
X
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1 0
— Z(Oél% — Qo1 + 12) (g + okl — Qry) — Q11027
or. 2111

1 1
= ( Q12K ok — —(Oémk — Qo1 + QoK) okl

Portanto, para X, Y € Lie(G) quaisquer (ndo necessariamente ortogonais), vale
K(X)Y)=K(E, Ey) 20

como queriamos mostrar.

Para mostrarmos a equivaléncia consideraremos dois casos:

1° caso: Para XY € Lie(G) ortonormais.

Com efeito, sejam X,Y € Lie(G) ortonormais. Mostraremos que K (X,Y) = 0 se,
e somente se, X L [Y, Lie(G)]. Seja (E,...,E,) uma base ortonormal para Lie(G), com
Ei=XeFE, =Y. Assim

(agp1)? = 0 <= (B1,[E2, Ei]) =0 Yk =1,...,n

-

K(Ey, Ey) =)

= (X,[Y,E]) =0 Vk=1,...,n
«— (X,]Y,Z]) =0 VZ € Lie(G)
— X LY, Lie(G)].

2¢ caso: Para X, Y € Lie(G) quaisquer.

Seja (E4, ..., E,) uma base ortonormal para Lie(G), com E;, = e tal que o plano

X
- | X]
gerado por X e Y seja igual ao plano gerado por F; e E5. Desse modo

K(X,Y) = K(Ey,Ey) = 0= E, L By, Lie(G)] = X L [E», Lie(G)].

Mostraremos que X L [Y, Lie(G)], para isso, basta mostrarmos que X L [Y, E}], para todo
k=1,....n
Observamos que X = cE; e Y = aF; + bE,>. Além disso, pelo Lema2.4] a,b e c sdo
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constantes, logo

(X,[Y, Ey)) = (X, [aEy + bEs, By]) = (X, a[Ey, By + b|Es, Ey))
0

= a(X, (B, Bi]) + D(XAExFr]) = alcEy, [Ey, Ei)
— ac(El, [El, Ek:D = CLCOZlkl - —acggkg'o — 0
r. 211

Portanto X L [V, Lie(G)].

Para mostrarmos a reciproca, suponhamos que X L [Y, Lie(G)] e seja (Ey,..., E,)
uma base ortonormal para Lie(G) tal que Fy = m e o plano gerado por X e Y € o mesmo
plano gerado por E; e Ej.

Mostraremos que E; L [FEy, Lie(G)]. Sabemos que X = cE; e Y = aF; + bE,, assim
<X, [Y, Ek]) =0= <CE1, [CLEl + bEQ, Ek]) =0= (IC<E1, [Eh Ek]> + bC(El, [EQ, Ek:]) =0

—> acaqy + be(Ey, [Eq, Egl) = 0 = —acoprV + be(E, [Eq, Ex]) =0
— B, L By, Lie(G)].

Logo K(E,, Ey) =0 = K(X,Y) = 0, como queriamos mostrar. O
Definicao 2.14. O centro de uma dlgebra de Lie g consiste em todos os elementos X € g tal
que [X,Y| =0paratodoY € g, istoé,

3(g) ={X eg[X,Y]=0 VY € g}.

Corolario 2.15. Seja G um grupo de Lie. Se X pertence ao centro de Lie(G), entdo para

qualquer métrica invariante a esquerda a desigualdade K(X,Y') > 0 ¢ satisfeita para todo Y .

Demonstracdo. Se X pertence ao centro de Lie(G), entdo [X,Y]| = 0 para todo Y € Lie(G)
e portanto ad(X) = 0, ou seja, ad(X) é a transformagado nula, que é anti-adjunta. Aplicando o
Lema|2.13] segue que K (X,Y) > 0 paratodo Y € Lie(G). O

Definicao 2.16. Dizemos que uma dlgebra de Lie é comutativa ou abeliana se todos os colche-

tes [ X, Y] sdo identicamente nulos.

Proposicao 2.17. Seja G um grupo de Lie. Se Lie(G) é comutativo, entdo toda métrica invari-

ante a esquerda é plana.

Demonstragdo. Segue do Lema que K (E, Ey) = 0 pois todas as constantes de estruturas
sdo nulas, isto €,
Ozljk = <[E1, EA,E}Q = <0, Ek> = 0

A conclusio segue da Proposigao[1.108] O
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Definicao 2.18. Um subconjunto u de uma dlgebra de Lie g é dito ser um ideal se ele é um

subespago vetorial de g sob a adigdo, e [X,Y | € u para qualquer X € ueY € g.
Observe que qualquer ideal €, em particular, também uma subdlgebra de Lie.

Definicao 2.19. Seja g uma dlgebra de Lie que contenha um ideal u de codimensdo 1. Esco-

lhendo um vetor unitdrio X ortogonal a u, seja
L:u—u
a transformagdo linear ad(X) restrita a u, isto é,
L=ad(X)|,: u—u,

de modo que L(Y') = [X,Y]. Seja L* a transformagdo adjunta, e seja S = (L + L*) a parte
auto-adjunta de L.

Lema 2.20. A transformagéo S definida em é auto-adjunta.

Demonstracdo. Com efeito, dados Y, Z € u entdo

(SY, Z) — <%(L + LYY Z>

= (LY. Z) + (LY. 2)
~ vz Lz
2 2
_ <y, L+ L*)Z>
— (Y, 57). 0

Considere um grupo de Lie G com métrica invariante a esquerda e dlgebra de Lie
Lie(G), e um ideal u C Lie(G) (aqui u pode ter qualquer codimensdo). Pelo Teorema

podemos definir uma conexao Riemanniana em G denotada por V, isto é, uma aplicacdo
V:X(G) x X(G) — X(G)

satisfazendo todas as propriedades da Defini¢éo [[.82] compativel com a métrica Riemanniana

de G (ver Def. e simétrico (ver Def. [I.89).

Agora, pelo Lema denotaremos por V a conexdo Riemanniana para esta métrica em

u do seguinte modo: definimos a aplicacdo

Viuxu—u
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de modo que (X,Y) = VxY = 7(VxY), onde 7: Lie(G) — u é a projegio ortogonal. A
defini¢do aqui € algébrica, pois u e Lie(G) sdo espagos vetoriais com produto interno e todo

elemento de u é um elemento de Lie(G).

Lema 2.21. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e dlgebra de Lie
Lie(G) e sejau C Lie(G) um ideal de codimensdo 1. Dado um campo vetorial suave unitdrio

e invariante a esquerda X ortogonal a u e dado
L=ad(X)|,: u—u,

com L(Y) = [X,Y], sejam L* a transformagdo adjunta e S = 1(L + L*) a parte auto-adjunta
de L. Entdo a derivada covariante V x satisfaz:

(a) VxX = 0.

(b)) VxY = i(L — L*)Y para cada Y € u.

Analogamente o operador Vy satisfaz:

(c) VyX =—=SY paraY € u.

(d)VyZ =Ny Z +(SY,Z)X paracada ¥, 7 € u.

Demonstragdo. Seja X um campo vetorial suave invariante a esquerda ortogonalaue Y, Z € u.
Como u C Lie(G) é um ideal, entdo pela Defini¢do [Y, X] € upara qualquer Y € ue
X € Lie(G); do mesmo modo [Z, X| € u para qualquer Z € ue X € Lie(G). Observamos
que para qualquer campo vetorial X € g, [X, X| = 0 (ver Def. .

(a) Primeiro, calcularemos as componentes de V y X na direcao de X e na direcdo de Y. Como

os produtos internos Riemannianos (X, X) = 1e (X, Y) = 0 sdo fungGes constantes (ver Lema

2.4), logo pelo Lema temos

(Vi X, X) = %(([X,XL)Q — (X, X, X) + (X, X], X)) =0,

Portanto Vx X = 0.

(b) Seja Z € u qualquer. Calcularemos as componentes de V xY na direcdo de X e na di-
re¢do de Z. Pelo Lema 2.4] os produtos internos Riemannianos (X, X) = 1, (X,Y) = 0,



(X,Z) =0e (Y, Z) sdo fungdes constantes. Logo pelo Lema temos

(VY. X) = LK Y]LX) — %7 + (e v))
— Lxpr
—0,
(VxY.2) = H(X.¥].2) ~ (V. 2% + (Z.X].Y)

Assim temos VyY = (L — L*)Y.
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(¢) Como em (b), calcularemos as componentes de Vy X na direcdo de X e na direcdo de

z:
(VX X) = L - (et y) (Y] )
=——([Y, X 0
=0,
(V4 X.2) = LY. X1.2) — (X.20.7) + (ZYL.%7)
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Conseqiientemente, Vy X = —SY.

(d) Por fim, calcularemos as componentes de Vy Z na dire¢cdo de X e na direcdo de W € u
qualquer. O Lema garante que os produtos internos Riemannianos (X, Y) = 0, (X, Z) = 0,
(Y, Z), (Y, W) e (Z, W) séo fun¢des constantes, logo pelo Lema temos

<VyZ,X>=%(<[Y7Z 0—([Z,X],Y>+<[X,Y],Z>)
- %(qx, Z1,Y) +([X,Y],2))
_ %((L(Z),Y> +(L(Y), Z))
- %(<Z, L*(Y)) +(L(Y), Z))
_ %((L*(Y),Z> +(L(Y), Z))
- %(L*(Y) +L(Y), Z)
L.
_ <§(L +L)Y,Z>
— (SY, Z).

Como VyZ =7n(VyZ)+ (VyZ, X)X, entdo
VyZ =VyZ+(SY,Z)X. O

2.2 CURVATURA DE RiccI

Aqui estudamos a segunda se¢do do artigo Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie
Groups, de John Willard Milnor (ver ref. [9]), a qual trata-se do estudo da curvatura de Ricci

em grupos de Lie.
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Lema 2.22. Seja G um grupo de Lie, Lie(G) sua dlgebra de Lie e X € Lie(G) um campo
unitdrio. Se a transformagdo linear ad(X) é anti-adjunta, entdo r(X) > 0. A igualdade é
assegurada se, e somente se, X ¢é ortogonal ao ideal dos comutadores [Lie(G), Lie(G)] =
{W € Lie(G); W =Y, Z], paraY, Z € Lie(G)}.

Demonstragdo. Tomemos X unitdrio e (X, Es,--- , E,) uma base ortonormal para o 7, M.
Por hipétese ad(X) é anti-adjunta, logo o Lema nos garante que K (F;, X)) > 0 para todo
1 =2,---,n. Assim

Defz (B, X)X, E;) = > K(E;, X) > 0.

=2

Para mostrarmos a segunda parte da prova, primeiro suponha que ad(X) seja anti-
adjunta e (X) = 0. Provaremos que X L [Lie(G), Lie(G)]. Com efeito, dada uma base

ortonormal (X, Es, - -+ , E,), temos

r(X) Pr LI i(R(Ei, X)X, E) =Y K(E,X)=0.

i=2 =2

O Lema nos garante que K (F;, X) > 0, logo

Y K(E,X)=0= K(E;,X)=0

% >0

paracadat=1...,n.

Observamos que
K(E;, X)=K(X,E;), (2.7)

pois a curvatura seccional ndo depende da ordem dos vetores, mas sim do plano gerado.

Nessas condicdes podemos aplicar o Lema e concluir que para todo Z € Lie(Q)
temos que (X, [F;, Z]) = 0 paracadai = 1--- ,n. Assim, dado Y € Lie(G) qualquer,
esse elemento € escrito como combinagdo linear da base ¥ = o' E;. Mostraremos que, se
Y, Z] € [Lie(G), Lie(G)] entdo (X, [Y, Z]) = 0. Com efeito,

(X,]Y,Z])) = (X, [a'E;, Z]) <XZO¢EZ,Z> Za [Eq, Z]) = 0.

Como Y € Lie(QG) é arbitrdrio, entdo X | [Lie(G), Lie(G)], como queriamos provar.

Agora mostraremos a reciproca. Suponhamos que ad(X) seja anti-adjunta e X seja
ortogonal a [Lie(G), Lie(G)]. Mostraremos que r(X) = 0. Com efeito, dada uma base or-
tonormal (Ey,--- , F,) para Lie(G), temos que X L [Lie(G), Lie(G)], pois [E;, Lie(G)] C
[Lie(G), Lie(G)].
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Pelo Lema[2.13] como X L [E;, Lie(G)] Vi =1,...,n, entdo K (X, E;) = 0 para cada

t=1,...,n eisso nos garante que
= K(E;,X)=0,

como queriamos mostrar. [
Corolario 2.23. Se X unitdrio pertence ao centro de Lie(G) entdo r(X) > 0.

Demonstragdo. Se X pertence ao centro de Lie(G), entdo ad(X)Y = [X,Y] = 0 para todo
Y € Lie(G), e conseqiientemente ad(X ) é a transformagao nula, a qual € anti-adjunta. Portanto
pelo Lema [2.22} segue que 7(X) > 0. O

O teorema seguinte ¢ um resultado cldssico que serd ttil para provarmos o Teorema[2.40}
porém sua demonstracio escapa do objetivo deste trabalho. Uma prova pode ser encontrada

em [3]], Teorema 11.8.

Teorema 2.24 (Teorema de Myers). Seja M uma n-variedade Riemanniana conexa e completa,

cuja curvatura de Ricci satisfaz a seguinte desigualdade para todo X,, € T),M unitdrio:

n—1

r(X,) > IR

Entdo M é compacto, com grupo fundamental finito e com didmetro diam(M) < wR. (ver Def.
80)

O préximo lema nos dd um critério andlogo ao Lema[2.22] para obtermos uma curvatura

de Ricci negativa.

Lema 2.25. Seja G um grupo de Lie e Lie(G) sua dlgebra de Lie. Se X € Lie(G) € unitdrio
e ortogonal ao ideal dos comutadores [Lie(G), Lie(G)], entdo r(X) < 0. A igualdade é

assegurada se, e somente se, ad(X) é anti-adjunta.

Demonstragdo. Suponhamos que X € Lie(G) seja unitdrio e ortogonal a [Lie(G), Lie(G)].
Mostraremos que r(X) < 0. Segue que o complemento ortogonal de X, o qual denotaremos
por u, contém [Lie(G), Lie(G)], e portanto é um ideal, pois [X, Y] € [Lie(G), Lie(G)] para
todo X,Y € Lie(G).

Agora, calcularemos a curvatura de Ricci 7(X). Pela defini¢do

n—1
R(Y;, X)X, Y;) " B0 Z (X, Y)Y, X)

1:1 =1

onde (Y3,...,Y, 1) é qualquer base ortonormal para u. Observamos que u tem codimensio 1

e portanto podemos aplicar o Lema [2.21]
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Com a notagdo da Defini¢do 2.19] é mais fécil trabalharmos com uma base ortonormal
de autovetores de .S, isto €,
SY;, = \Y,. (2.8)

Para qualquer Y € u com |Y| = 1 a curvatura seccional pode ser calculada como

Rm(X,Y,Y, X)
(XY P = (X, Y)?
= Rm(X,Y,Y, X)

K(X,Y) =

o LY B (XY, X, Y)
—(VxVyX — VyVxX — Vixy X,Y)

— (Vixn X, Y) — (VaVy X, V) + (Vy Zex0v)
——
Lema [2.21{a)
=(Viy X)Y) — (Vx(=S5Y),Y)+0

1
= (=SLY)Y) — <§(L — L)(=95Y), Y>
1
=(=SLY,Y) + <§(L — L")SY, Y> :
Tomando Y para ser um autovetor como em (2.8) e observando que
(LY;,Y:) = (Y3, L'Y),
entao
1 . 1 1, .
(8Y,Y;) = §(L+L )Yi, Y ) = §<LYZ-,Yi> + §<L Vi, Vi) = (LY;,Y5) = A

Assim

1

K(X,Y;) = (—SLYz-,Yi)+<2

T

1
:—(LYi,S* +<2L L*)AY“Y;>

1AZLY;,YZ> <%AZL*Y;,Y;>

1

1
= -A7+ =X i

—(LY;, \Y) +

}—A/\

Hw

2

= -\
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Conseqiientemente,

—

r(X) =) (R(Y;, X)X,Y;) = =\ — - — \,_1” = —trago (5?)

=1

ou seja, 7(X) < 0 como querfamos mostrar.

Para mostrarmos a segunda parte, observamos que,
r(X) = —trago (S*) =0 <= S =0

€ portanto,
1
S = §(L+L*) =0« L"=-L,

isto é, L é anti-adjunta.

Logo, para Y, Z € u,

(ad(X)Y,Z) = (LY, Z) = (Y, L*Z) = (Y, —~LZ) = —(Y,ad(X) Z) = —(ad(X)*Y, Z)

e
(ad(X)Y, X) = (LY, X) = 0
(ad(X)"Y, X) = (Y, ad(X)X) =0,
conseqiientemente
(ad(X)Y,W) = —(ad(X)*Y, W) paratodo W € Lie(G).
Por fim, observamos que ad(X )X = 0, assim
(ad(X)* X, X) =(X,ad(X)X) =0
(ad(X)* X,Y) =(X,ad(X)Y) = (X,LY) = 0.
Logo
ad(X)*X = 0.
Concluimos que (X)) = 0 se, e somente se, ad(X) é anti-adjunta. O

Definicao 2.26. Seja g uma dlgebra de Lie. A série central descendente

k

g=g'D¢g’>---Dg"D...

da dlgebra de Lie g é definida por g* = g e g**t = [g,g"| para k > 1, que é o subespaco
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gerado pelos colchetes [X,Y],X € geY € g~

Definicao 2.27. Uma dlgebra de Lie g é nilpotente se sua série central descendente termina no

espago vetorial nulo, isto é, g* = {0} para algum k > 1.

Lema 2.28. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita, munido de um produto interno. Se
L:V — V é uma transformacdo linear ndo nula e nilpotente, entdo L ndo pode ser anti-

adjunta.

Demonstracdo. De fato, seja k + 1 (onde k£ > 1) o indice de nilpoténcia da transformacao
L = L', entdo podemos tomar um x € V tal que Lz # 0 e LFz # 0. Se L for anti-adjunta,
segue que

(L*z, 1) = +(LFx, LFz) = +|LF2]* # 0 = L*2 # 0,

portanto, L ndo seria nilpotente, o que contradiz a hipétese. L.ogo, concluimos que L ndo pode
ser anti-adjunta. [

Lema 2.29. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie Lie(G) nilpotente. Entdo ad(X) é
nilpotente para todo X € Lie(G).

Demonstracdo. Suponhamos Lie(G) nilpotente, isto é, Lie(G)* = {0} para algum k& > 1.
Mostraremos que
ad(X)!' = ad(X)o---0ad(X) =0,

S

1 vezes
paratodo! > k — 1 > 0, é a transformacao nula.

Com efeito, a série central descendente de Lie(G) é
Lie(G) D [Lie(G), Lie(G)] D [Lie(G), [Lie(G), Lie(G)]] D --- D Lie(G)* > ...

onde Lie(G)* = [Lie(G), Lie(G)*~'] = {0}.
Assim, paratodo X,Y € Lie(G), temos

ad(X)Y = [X,Y] € [Lie(G), Lie(G)] = Lie(G)?
ad(X)?Y = [X,ad(X)Y] € [Lie(G), Lie(G)?] = Lie(G)?
ad(X)*Y = [X,ad(X)?Y] € [Lie(G), Lie(G)?] = Lie(G)*

ad(X)*Y = [X, ad(X)*2Y] € [Lie(G), Lie(G)*'] = Lie(G)* = {0}

Portanto ad(X )*~! = 0, e conseqiientemente, paral > k—1 > 0, ad(X)! = 0 para todo
X € Lie(G). Logo ad(X) é nilpotente para todo X € Lie(G) como querfamos mostrar. [
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Lema 2.30. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie Lie(G) nilpotente. Se X é um campo
vetorial ndo nulo pertencente ao iltimo termo diferente de {0} da série central descendente,

entdo X pertence ao centro de Lie(G).

Demonstracdo. Suponhamos que Lie(G) seja nilpotente, isto significa que algum termo da

série central descendente
Lie(G) = Lie(G)' D Lie(G)* D --- D Lie(G)* > ...

deve ser Lie(G)* = {0} para algum ky > 2. (Se ko = 1 entdo Lie(G)' = Lie(G) = {0} e
nesse caso ndo ha nada para demonstrarmos.)

Para mostrarmos que X pertence ao centro 3(Lie(G)) de Lie(G), temos que mostrar
que [X,Y] = 0 para todo Y € Lie(G). Com efeito, escolnendo um campo vetorial ndo nulo
X no ultimo termo diferente de {0} desta seqiiéncia de ideais, ou seja, X € Lie(G)*~!, e seja

Y € Lie(G) um campo qualquer, entdo
[X,Y] € [Lie(G)*!, Lie(G)] = Lie(G)* = {0},

e portanto [X, Y] = 0 paratodo Y € Lie(G), isto é, X € 3(Lie(G)) como queriamos mostrar.
0

Teorema 2.31. Seja G um grupo de Lie. Suponha que Lie(G) seja nilpotente e ndo comutativa.
Entdo existe uma dire¢do em que a curvatura de Ricci é estritamente positiva e uma diregdo em

que a curvatura de Ricci é estritamente negativa.

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que 7(X) > 0 para algum X € Lie(G) unitério.

Se Lie(G) é nilpotente, isto significa que algum termo da série central descendente
Lie(G) = Lie(G)' D Lie(G)* D --- D Lie(G)* > ...

deve ser Lie(G)* = {0}.

De fato, se kg = 1 entdo Lie(G)' = Lie(G) = {0} e nesse caso Lie(G) é comutativa,
contradizendo a hipétese de ser ndo comutativa. Se ko = 2 entdo [Lie(G), Lie(G)] = {0} logo
Lie(G) é comutativa. Portanto ky > 2.

Escolhendo um campo vetorial ndo nulo e unitdrio X no dltimo termo diferente de {0}

desta seqiiéncia de ideais, ou seja, X € Lie(G)*~!. Dai
X € [Lie(G), Lie(G)™72] C [Lie(G), Lie(G)],

e portanto X ndo pode ser ortogonal a [Lie(G), Lie(G)]. Novamente pelo Lema [2.30, X per-
tence ao centro de Lie(G), ou seja, [X, Y] = 0 paratodo Y € Lie(G), e portanto ad(X) = 0 ¢é
anti-adjunta. Pelo Lema [2.22] segue que r(X) > 0 como queriamos provar.
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Agora mostraremos que existe um Y € Lie(G) tal que (YY) < 0. Observamos que o
espaco vetorial Lie(G) ndo pode ser gerado por [Lie(G), Lie(G)] e o centro 3 = 3(Lie(G)),

pois se
Lie(G) = [Lie(G), Lie(G)] + 3
entao

Lie(G)? = [Lie(G), Lie(G)]
= [Lie(G), [Lie(G), Lie(G)] + 3]
ie(G). [Lie(G), Lie(G)]] + [Licker3]
ie(G). [Lie(G), Lie(G)]
= Lie(G)?,

=L Lie
=L Lie

e conseqiientemente a série central descendente estabilizaria prematuramente, ou seja
Lie(G) = Lie(G)' D Lie(G)* = Lie(G)* = --- = Lie(G)* = ...

Como Lie(G) € ndo comutativa, logo [Lie(G), Lie(G)] # 0, contradizendo a hipétese
de Lie(G) ser nilpotente. Portanto existe um vetor unitdrio Y ortogonal a [Lie(G), Lie(G)] + 3.
Pelo Lema a transformac@o linear ad(Y") sendo ndo nula e nilpotente (pelo Lema [2.29),
ndo pode ser anti-adjunta.

Desde que Y € ortogonal a [Lie(G), Lie(G)] e ad(Y') ndo é anti-adjunta, entdo pelo
Lema[2.25] segue-se que r(Y) < 0. O

2.3 METRICAS BI-INVARIANTES

Recordemos da defini¢do 2.1] que uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie G ¢é
chamada de bi-invariante se € invariante por translacdes tanto a esquerda quanto a direita.

Observamos que cada elemento g € G define o automorfismo interno C,(z) = gzg'.
Como Cy(e) = e, portanto d(Cy). pode ser vista como uma aplicacdo linear Lie(G) —
Lie(G). Dados g, h € G,

Cyo C(x) = glhah™)g™" = Cyp(x),

o que implica que d(Cj). o d(C}). = d(Cyp).. Daf que a aplicagdo g — d(Cy). é uma repre-
sentagdo de G em Lie(G), isto é, um homomorfismo de G em G L(Lie(G)). (ver Def. [1.30)

Definicao 2.32. A representacdo adjunta do grupo de Lie G ¢ a aplicacdo

Ad: G —s GL(Lie(G))
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definida como

Ad(g) = d(Cy)e = d(Lg o Ry-1)e = d(Rg-1 0 Lg)e
= (dLgy)g-1 0 d(Ry-1)e = d(Ry-1)4 0 d(Ly)e.

Como Ad € uma representacdo suave (pois é composi¢cdo de aplicacOes suaves), po-
demos considerar sua representacdo infinitesimal (ver Def. [[.55)), que é uma representacdo
da dlgebra de Lie Lie(GG) em si mesma, isto €, um homomorfismo entre dlgebras de Lie
Lie(G) — gl(Lie(G)).

A seguir definimos a representacao adjunta da algebra de Lie g.

Definicao 2.33. Seja g uma dlgebra de Lie. Sua representagdo adjunta, é a aplicacdo
ad: g — gl(g)

dada por X — ad(X), onde
ad(X)Y = [X,Y].

Proposicao 2.34. Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie Lie(G), com o colchete dado
pelos campos invariantes a esquerda. Entdo, d(Ad).(X) = ad(X) para todo X € Lie(G) e
vale a igualdade

Ad(exp X) = exp(ad(X)). (2.9)

Demonstragdo. Ver demonstracdo na referéncia [8]], p. 111. U

Observamos que no lado esquerdo da igualdade temos a composi¢ao entre a re-
presentacdo adjunta de G e a aplicac@o exponencial exp : Lie(G) — G, isto é, Ad o exp, e
no lado direito da igualdade temos a exponencial de matrizes (ver Def. [I.117), onde ad(X) €
gl(Lie(@)) é visto como uma matriz em G L(Lie(G)).

A Proposi¢do [2.34] garante que o diagrama abaixo seja comutativo:

Lie(G) D). Zed al(Lie(Q))
exp exp
G — GL(Lie(G))

Lema 2.35. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda. Essa métrica é inva-

riante a direita se, e somente se, para cada elemento g € G a transformagdo linear

Ad(g): Lie(G) — Lie(G)
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é um isometria com respeito a métrica induzida em Lie(Q), ou seja,
(Ad(9)X,Ad(g)Y) = (X,Y).

Demonstragdo. Seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda. Suponhamos que
essa métrica é também invariante a direita. Mostraremos que Ad(g) € de fato uma isometria.

Com efeito

(X,Y) " d(Ly) X, d(L,).Y)
PEET I(Ry1)y 0 d(Ly)e X, d(Ry-1)y 0 d(Ly).Y)
PR ARy 0 L) X, d(Ryr 0 Ly),Y)
B (Ad(9) X, Ad(9)Y).

Portanto Ad(g) é uma isometria como queriamos provar.
Reciprocamente, seja G um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e supo-
nhamos que para todo g € G, Ad(g) seja uma isometria com respeito a métrica induzida em

Lie(G). Vamos mostrar que essa métrica é invariante a direita. Assim

(X,Y) = (Ad(9) X, Ad(g)Y)
PLEI 1(Ly 0 Ry-1)e X, d(Ly 0 Ry1).Y)
PR (L), 1 0 d(Ry1)e X, (ALy)y1 0 d(Ry1).Y)
= ((dLg)g-1(d(Ry-1)e) X, (dLg)g-1(d(Rg1)e)Y)
= (d(Rg1) X, d(Ry=1)cY),

e conseqiientemente, pela Definigdo[2.1] essa métrica € de fato invariante a direita. [

Lema 2.36. Seja V' um espaco vetorial com produto interno e dimensao finitae T: V — V
uma transformagado linear. Sdo equivalentes:
(a) T preserva produtos internos, isto é, dados v, w € V, quaisquer, (Tv, Tw) = (v, w);

(b) T é um isomorfismo e T* = T,
Demonstragdo. Ver demonstracdo na referéncia [7], Teorema 13.6, p. 388. [

Lema 2.37. Seja G um grupo de Lie conexo. Uma métrica invariante a esquerda em G é

bi-invariante se, e somente se, a transformacdo linear ad(X) é anti-adjunta para todo X €

Lie(G).

Demonstragcdo. Seja G um grupo de Lie conexo e suponhamos que a métrica é bi-invariante.

Mostraremos que ad(X ) é anti-adjunta para todo X € Lie(G). Seja g = exp(X).
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Como a métrica € bi-invariante entéo (pelo Lema [2.35), Ad(g) é uma isometria. Logo,
pelo Lema 2.36, Ad(g)* = Ad(g)~*. Por outro lado

Ad(g) = Ad(exp(X)) " exp(ad (X)) = €Y.
Portanto,

Ad(g)* = Ad(g) " = exp(ad(X))* = exp(ad(X)) ™"
— ead(X)* _ e—ad(X)

= ad(X)* = —ad(X),

de modo que ad(X) é anti-adjunta para todo X € Lie(G).

Reciprocamente, se G é um grupo de Lie conexo e ad(X) é anti-adjunta para todo
X € Lie(G), mostraremos que Ad(g) é isometria para todo g € G. Com efeito, temos dois
casos a considerar:

1° caso: g = exp(X), para algum X € Lie(G). Neste caso
Ad(g) = Ad(exp(X)) = exp(ad(X)).
Como ad(X) é anti-adjunta, entdo

ad(X)* = —ad(X) — pad(X)" _ p—ad(X)
— exp(ad(X))* = exp(ad(X))—1
— Ad(g)" = Ad(g)"".

Portanto Ad(g) é uma isometria pelo Lema

2° caso: g # exp(X), para todo X € Lie(G). Pelo Coroldrio existem abertos U C
Lie(G)eV C Gtaisque 0 € U,e € Veexp|y: U — U é um difeomorfismo.

Agora, pela Prop. [1.29]um grupo de Lie conexo é gerado por qualquer vizinhanga da
identidade, entdo pelo Coroldrio todo elemento de G pode ser escrito como um produto
de elementos de uma vizinhanga aberta V', isto é, g = g192 ... gr em que gy, ..., gx € V. Como
g; € V,paratodoi = 1,--- |k, entdo g; = exp(X;), para algum X; € U. Assim, pelo 1° caso,
Ad(g;) é uma isometria. Mas

Ad(g) = Ad(g1 - -~ g) = Ad(g1) © - - - © Ad(g)-

Como Ad(g;) é uma isometria, entdo Ad(g) também o é.
Portanto, pelos casos 1 e 2, Ad(g) é uma isometria para todo g € G. Pelo Lema [2.35]
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segue que G admite métrica bi-invariante. [

Corolario 2.38. Todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante de modo que
todas as curvaturas seccionais satisfazem K > 0. Mais ainda, se X e Y sdo ortonormais entdo
é vdlida a seguinte igualdade:

K(X,Y) = iy[x, Y2

Demonstracdo. Seja G um grupo de Lie compacto. Todo grupo compacto pode ser munido com

uma métrica bi-invariante (ver ref. [11]], Prop. 6.8). Logo, pelo Lema ad(X) é anti-adjunta

para todo X € Lie(G), e portanto, pelo Lema2.13] K (X, Y") > 0 para todo X, Y € Lie(G).
Para mostrarmos a segunda parte, seja (Ey, . .., E,) uma base ortonormal para Lie(G).

Pelo Lema os produtos internos Riemannianos (£;, E;) sdo fungdes constantes, logo pelo
Lema([I.92]segue-se que
(Vi,Ej, Ex) = %(([Ei, Ej], B) — ([Ej, Ex], Ei) + ([Ev, Ei], Ej))
= LB E)) B) — (ad(E)) By, B) — (B, B, E))
= %(([Eia Ej], Bx) = (B, —ad(Ej) E;) — (ad(E:) Ey, Ej))
= S Bi) B + (B, By, Bi) — (e, ~ad(E)E,))
= S By} B — (B BTy + (B AB571)

= B By, ).

Portanto . .
Calcularemos agora a curvatura seccional. Sejam X e Y ortonormais, com £; = X e

E5; = Y. Observamos que para qualquer campo vetorial X € Lie(G), [X, X]| = 0 (ver Def.

[[.41)), assim
K(E, E,) (Vig,eEr — VE, VE,EL +VEVE, El; Es)

<;HE1,E2] Ey] - —VEl[EQaEl] + 5 VEQM E2>

||E I
(=

||l
[

[Ey, [Ea, EA], E2>

=

1
D (51 EL B -
1

I
T

—2whwb&n+1wbwh@mE§
([Ela [EhEQH, E2>

»—»-bl»—t

7 (ad(E2)[Ey, By, Ey)
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<[E1> E2]7 ad(El)E2>
([E1, By, (B, Fa)

[E17E2]|2‘ L]

»bL»—wlklr—wlklb—‘

Lema 2.39. Todo grupo de Lie G é completo.

Demonstracdo. Com efeito, seja g uma métrica invariante a esquerda fixa em (. Mostraremos
primeiro que GG € homogéneo (ver Def. [1.119). Como ¢g € um métrica invariante a esquerda,
logo para todo p, ¢ € GG temos

9p(Xp, Yp) = 9L,,~1(p) (d(Lgp=1)pXp, d(Lgp-1)pY5),

isto é, L,-1: G — G é uma isometria em G tal que L,,-1(p) = ¢, logo G é homogéneo.
Trocando p por e e g por p concluimos que L,, € uma isometria.

Escolha um € > 0 de modo que a e-bola fechada sobre a identidade Ble, €| (ver Def.
seja compacta. Afirmamos que L,(Ble,<]|) = Blp, <]:

(a) Mostraremos que L,(Ble,c|) C Blp,¢]. Com efeito, seja ¢ € L,(B|e,¢]) qualquer, de
modo que L,(a) = g, para algum a € Ble, ¢] (ver Fig. 2.1). Assim

dy(q,p) = dy(Lp(a), Ly(e) 2P dy(a,e) < &

Ble, €]

Figura 2.1: Prova do Lema[2.39(a)

(b) Agora mostraremos que B[p,c] C L,(Ble,c]). Dado r € Blp,e] (ver Fig. 2.2), seja
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a= L,—(r), assim
d(a,e) = d(Ly-1(r), ) = d(Ly(Lyp-1(r)), Ly(e)) = dy(r,p) < e.

Portanto a € Ble,c] e r = L,(a), ou seja, Blp,c] C L,(Ble,¢]). Portanto L,(Ble,c]) =

Ble, €] Blp, €]

Figura 2.2: Prova do Lema[2.39(b)

Blp, €], ou seja, toda bola de raio ¢ é compacta, e conseqiientemente toda seqiiencia de Cauchy

encontra-se eventualmente dentro de um conjunto compacto. Portanto GG € completo. [

Teorema 2.40. Um grupo de Lie conexo admite uma métrica invariante a esquerda com todas
as curvaturas de Ricci satisfazendo r(X) > ¢ > 0 se, e somente se, ele é compacto com grupo

fundamental finito.

Demonstracdo. Suponhamos que o grupo de Lie G admita uma métrica invariante a esquerda
com todas as curvaturas de Ricci satisfazendo 7(X) > ¢ > 0. Segue do Lema que G é
completo e, pelo Teorema de Myers (Teorema[2.24), concluimos que G' é compacto com grupo
fundamental finito.

Reciprocamente, se G ¢ um grupo de Lie conexo e compacto, entdo GG pode ser munido
com uma métrica bi-invariante (ver ref. [11], Prop. 6.8), e assim pelo Lema segue-se
que ad(X) é anti-adjunta para cada X € Lie(G). Além disso, se G tem grupo fundamental
finito, entdo pelo Teorema [[.126]o espaco de recobrimento universal simplesmente conexo de
(G, denotado por é € compacto.

Afirmamos que Lie(G) é igual ao ideal dos comutadores [Lie(G), Lie(G)]. Se Lie(G) #
[Lie(G), Lie(G)], entdo existe um vetor unitdrio £ € [Lie(G), Lie(G)]*. Tomemos T: Lie(G) —
R dada por T(X) = (X,¢). Logo T é uma transformacéo linear entre Lie(G) e R. Afir-
mamos que 7' é um homomorfismo entre dlgebras de Lie, ou seja, T'([X,Y]) = 0 para todo
XY € Lie(G). Tomemos u = {£}+, logo u é um ideal e [Lie(G), Lie(G)] C u. Assim, dados
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X,Y € Lie(G), X = X +4afeY =Y + bE, para certos X,Y € ue certos a,b € R. Dessa

forma,

(X,Y] = [X +al,Y +bf] = [X, Y]+ b[X, €] + alg, Y] +abM’0
= VeV — VX +b (v;(g - vg?) ta (vgff - vyg) .

Pelo Lema (com £ no lugar de X)), sabemos que V 3£, V€, V§X, ngf € u, logo

> > LemalZ.21] S oS
= (SX,Y) — (SY,X) = (S¥7¥) — (Y 58X =0.

Portanto 7" é um homomorfismo entre dlgebras de Lie e como Lie(G) = Lie(G), T da
origem a um homomorfismo entre os grupos de G e R. Além disso, esse homomorfismo entre
G e R ndo é trivial, pois T' # 0.

Seja T: G —» R esse homomorfismo ndo trivial entre grupos de Lie. Assim, como G

é compacto, T(G) C [—¢, €] para algum ¢ > 0. Tomemos g € G tal que T'(g) # 0. Assim,

T(g-g9)=T(g9) +T(g) =2T(9)

Tomando n grande o suficiente [n7'(g)| > &, ou seja, n1'(g) ¢ [—¢, €]. Mas isso é uma contra-
di¢do. Portanto Lie(G) = [Lie(G), Lie(G)], e conseqiientemente, pelo Lema [2.22] r(X) > 0
para todo X € Lie(G). Como G é compacto entdo existe um ¢ > O tal que 7(X) > ¢ > 0. O

Definicao 2.41. Uma dlgebra de Lie é dita simples se ndo contiver ideais além do {0} e dela

propria.

Lema 2.42. Se a métrica em Lie(G) é bi-invariante, entdo o complemento ortogonal de qual-
quer ideal é também um ideal. Consegiientemente Lie(G) pode ser expressado como uma soma

direta ortogonal de ideais simples.

Demonstragdo. Mostraremos que se a é um ideal, entdo a' também é um ideal. Com efeito,

sejam X € at,Y € Lie(G) e Z € a. Devemos mostrar que [X, Y] é ortogonal a a. De fato,

([X,Y].2) = —([V. X], Z) = —{ad(Y)X, Z) = —(X.ad(Y)" Z)
— —(X,—ad(Y)Z) = (X,[Y, Z]) = 0

para qualquer Z € a, ou seja, [X, Y] € at. Assim Lie(G) pode ser escrito como a soma direta

a ® at de ideais.
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Por indugdo temos:
(a) Se Lie(G) é simples, entdo ndo hd nada a se fazer;
(b) Se Lie(G) ndo é simples, entdo tomemos a; um ideal diferente de {0} e de Lie(G). Logo
Lie(G) = a; @ a7
(c) Se a; e a; sdo simples, entdo o resultado segue-se. [

Lema 2.43. Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo com dlgebra de Lie Lie(Q)

e métrica bi-invariante. Entdo G é isomorfo ao produto de subgrupos de Lie
A1 X oo X Ak

tais que a dlgebra de Lie de A; é a;. Se a; é comutativo entdo A; = R. Caso contrdrio, A; é

compacto.

Demonstragdo. Pela Proposicao [[.125] dado a;, existe um tnico grupo de Lie conexo e sim-
plesmente conexo A; com dlgebra de Lie isomorfa a a;. Portanto, A; X --- x Ay € um grupo de
Lie conexo e simplesmente conexo com dlgebra de Lie a; & - - - @ a;, = Lie(G). Pela unicidade

dada na Proposigao[I.125] temos que
G=2A x--x A

Para cada fator simplesmente conexo A; existem duas possibilidades:

(a) Suponhamos que a; seja comutativo. Mostraremos que A; = R. Com efeito, seja a; simples

e comutativo. Consideremos X € a;, X #0e
RX ={aX;a e R} =R.
Observamos que RX € um ideal, pois dados a X, Y € a;,
[aX,Y] =alX,Y] =0€RX.

Logo RX é um subespaco vetorial de a;. Sejam v € Re W € Lie(G). Precisamos mostrar que
[@X, W] eRX. MasW =aX +Y +Zcoma€R,Y €a;,,Z €a; e X LY. Dessaforma

aX, W] =a[X,aX +Y +Z] = ozaMO—l—oz[X,Y] +a[X, Z].

Sendo a; é comutativo, entdo [X, Y] = 0, logo o[ X, W] = a[X, Z] = 0, pois a;- também é um
ideal, logo [X, Z] € a; Na;- = {0} . Como [aX, W] =0 € RX, entdo RX é um ideal.

Assim 0 # RX C a; e como a; € um ideal simples, segue que a; = RX. Como A; é
conexo e simplesmente conexo, entdo pela Proposicao A =R
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(b) Suponhamos que @; seja ndo comutativo. Mostraremos que A; € compacto. De fato, se
a; € ndo comutativo, entdo o centro de a; deve ser um ideal trivial, pois a; € simples, e con-
seqilentemente, a; = [a;, 4], pois [a;, a;] € um ideal: Sejam Y € Lie(G) e X € a;. Entdo
Y=Z+WcomZ € aeW € a;j. Logo [X,Y] = [X,Z] + [X,W]. Como a; e a;" sdo
ideais, entdo [X, W] € a; N a;" = {0}. Portanto [X,Y] = [X, Z] € [a;,a;]. Se X € [a;,a;] e
Y € Lie(G),entdo X € a; e [X,Y] € [a;, a;].

Por hipétese G admite métrica bi-invariante e é conexo, entdo aplicando o Lema
ad(X) é anti-adjunta para todo X € a;. Logo, pelo Lema A; tem curvatura de Ricci
estritamente positiva e, novamente pelo Lema a métrica restrita a A; € bi-invariante.

Como A; é conexo e admite métrica invariante a esquerda, logo pelo Lema A; é
completo. Assim, seja ¢ > 0 de modo que a e-bola fechada B[p, ] C A; seja compacta, entdo
a aplicagdo r: Blp,e] — R admite um minimo ¢ > 0, portanto, r(X) > ¢ > 0. Como L, é
uma isometria para todo p € A;, entdo T,A; = d(Ly)e,Tv, Ai e r(d(Ly)eX) = 7(X) > ¢ >0
para todo X € T, A;, portanto (Y) > ¢ > 0, paratodo Y € T,A; e todo p € A;. Segue do
Teorema [2.40]que A; é compacto. [
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