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RESUMO

Neste trabalho estuda-se um sistema de Bresse com acoplamento termoelédstico no momento
fletor considerando a lei de Fourier para o fluxo de calor. O principal objetivo ¢ fazer uma
apresentacdo mais detalhada da existéncia, unicidade e comportamento assintético do problema
descrito em [8]]. A teoria de semigrupos de operadores lineares € utilizada para garantir a exis-
téncia e unicidade de solu¢do. Uma condi¢do necessdria e suficiente é dada para a obtencdo da
estabilidade exponencial do semigrupo e verifica-se que sob certas condi¢des obtém-se decai-
mento o polinomial da solugao.

Palavras-chave: Sistema de Bresse. Lei de Fourier. Semigrupos de Operadores Lineares.
Comportamento Assintético.
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ABSTRACT

In this work we study a Bresse system with thermoelastic coupling in the bending moment
considering the Fourier law for the heat flux. The main goal is to consider a more detailed
presentation of the existence, uniqueness and asymptotic behavior of the problem described
in [8)]. The theory of semigroups of linear operators is used to guarantee the existence and
uniqueness of the solution. A necessary and sufficient condition for the exponential stability
of the semigroup is given and, under certain conditions, a polynomial decay of the solution is
obtained.

Keywords: Bresse System. Fourier’s Law. Semigroups of Linear Operators. Asymptotic
Behavior.



SUMARIO

1 INTRODUCAO| 11

2 PRELIMINARES 15




11

1 INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho € apresentar resultados descritos em [8]] de uma forma
didatica e detalhada. Além disso, utilizando um resultado obtido em [15]], melhoramos resulta-
dos estabelecidos em [8], no que concerne as taxas de decaimento polinomial, para o sistema
termoeldstico de Bresse.

O sistema de Bresse, ¢ um sistema de equacdes diferenciais parciais que descreve o
comportamento de uma viga arqueada fina, denominado com este nome em homenagem ao

engenheiro francés Jacques Antoine Charles Bresse (1822-1883).

Figura 1.1: Jacques Antoine Charles Bresse (Fonte: [11], p.719).

Sem levar em consideracao qualquer variacdo na temperatura, isto €, em sua forma iso-
térmica, o sistema de Bresse leva em consideragao trés funcdes que representam o deslocamento
vertical, o angulo de rotacdo da secdo transversal e o deslocamento longitudinal, denotadas res-
pectivamente por ¢(t,z), ¥ (t,x) e w(t,z). Tais fungdes dependem de uma varidvel espacial
x € [0,L] e uma temporal ¢ > 0, onde L é o comprimento de uma linha de referéncia que
atravessa o centro da viga. Para este caso, de acordo com Bresse em [3]], as leis constitutivas do

sistema sao dadas por

pPoApy = Qp + LN,
poly = M, — Q, (1.1)
poAwy = N —1Q,

onde p, é a densidade, [ é a curvatura inicial, A a drea da secdo transversal, / o momento de
inércia da se¢@o transversal (com respeito ao eixo vertical) e as funcdes (), N e M representam

a forca de cisalhamento, a forca axial e o momento fletor, respectivamente. Temos ainda que

Q= GA(QDI +v¢+ lUJ)>
N = FA(w, — ly), (1.2)
M = Eli,,
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onde GG é o modulo de cisalhamento, h € o coeficiente de cisalhamento e £/ é o mddulo da

elasticidade.

Na figura [I.2] temos uma representagdo das fungdes ¢, 1) e w presentes no sistema de
Bresse. Apds a deformacdo da viga, uma particula P da linha de referéncia passa a ocupar a
posicdo P’.

Figura 1.2: Viga arqueada fina (Fonte: [13], p.13).

Substituindo (I.T)) em (1.2)) obtemos o seguinte sistema conservativo de Bresse

pPoApy — GA(pe + ¢ + lw), — IEA(w, — lp) =0,
polpy — Elhyy + GA(py + 9 + lw) = 0, (1.3)
poAwy — EA(w, — 1) + IGA(p, + ¢ + lw) = 0.

Para simplificar as notagdes consideremos
p1 = poA, p2=pol, k=GA, b= FEl, ko= FEA. (1.4)
Assim, usando (T.4) temos que (I.3)) pode ser escrito da seguinte forma

P1Wi — kO(wx - l@)m + kl((px + ¢ + lw) = 0.

Mais recentemente, Lagnese, Leugering e Schmidt em [12] obtiveram um sistema mais
geral que rege a movimentagdo de uma viga arqueada fina considerando mais uma funcao (ou

mais de uma) que representa a variacdo da temperatura desta viga, tal sistema é denominado



como sistema termoelastico de Bresse.

13

No caso em que se considera o fluxo de calor agindo somente no dngulo de rotacao, o

sistema termoeldastico € descrito por

p
poApy = Qg + [N,
Poﬂbtt = Mz - Q7
Pkott =N, —1Q,

\pocvet =z — ’YTOKDm

com leis termoelasticas constitutivas

Q@ ::(;/4Opx +‘¢)4—ZUO>
N = FA(w, — ly),
M = I, — 0,

(1.6)

1.7)

onde q representa o fluxo de calor, ¢, € a capacidade térmica, 7j € a temperatura de referéncia, y

¢ uma constante de acoplamento e as demais notagdes permanecem as mesmas de (I.1). Além

disso, considerando a Lei de Fourier de condugao do calor, a funcio ¢ é dada por

q= 0.

PoCy
Assim, substituindo (1.7) e (1.8)) em (1.6)) e considerando

T 1
70,k1:

plzpoA, pQZpol,k’:GA,b:El, k(]:EATTL: 5
PoCy (pocv)

obtemos o sistema termoelastico de Bresse

(plgott — k(g + 0+ lw), — kol(w, — lp) =0 em (0,00) x (0, L),
pathe — by + k(py + 9+ lw) + 90, =0 em (0,00) x (0, L),
prwg — ko(wy — 1)z + kl(pg + ¥ +lw) =0 em (0,00) x (0, L),

ké’t — k10pr + mipyy =0 em (0,00) x (0, L).

Correspondente ao sistema ((1.10)), consideremos as seguintes condi¢des iniciais

©(0,.) =¢o, @:(0,.) =1, ¥(0,.) =10, ¥(0,.) =1,
w(0,.) = wg, w(0,.) =wy, 6(0,.)= 0.

E condi¢des de fronteira de Dirichlet

(1.8)

(1.9

(1.10)

(1.11)
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p(t,0) = ot L) =9(t,0) = 9(t, L) = w(t,0) = w(t, L) = 0,
0(t,0) = 6(t,L) =0 para t € (0,00), (1.12)

o(t,0) = @(t,L) =1,(t,0) = (¢, L) = w,(t,0) = w,(t,L) =0,
6(t,0) = 6(t,L) =0 para t € (0,00). (1.13)

O sistema (I.I0) com condigdes iniciais (I.IT)) e condi¢des de fronteira (I.12)) e (I.13)
foi estudado por [8], onde os autores mostraram que a estabilidade da solu¢@o do sistema esta

diretamente ligada as seguintes constantes

k

=|1-—
= |l &

b

exo = ’Em — p2|- (1.14)

Em [8]], Fatori e Rivera mostraram que a solug¢do do sistema é exponencialmente estavel
se, e somente se, Y = Yo = 0. Além disso, mostraram que se Y = Yo = 0 ndo se satisfaz o
semigrupo associado ao sistema (1.10)-(1.11)) em geral possui uma taxa de decaimento t~/¢ ¢

que paraocasoemque y = 0 e o # O ataxaé t/3,

Neste trabalho faremos uma apresentacao mais detalhada de alguns resultados obtidos
em [8]. No Capitulo 2 apresentaremos alguns resultados de andlise funcional, espagos de Sobo-
lev e semigrupos lineares que nos auxiliardo durante todo o estudo. No Capitulo 3 mostraremos
a existéncia e unicidade de solugéo para o problema (I.I0)-(T.I1)) com condi¢des de fronteira
e (I.13). Por fim, no Capitulo 4 trazemos a estabilidade exponencial e polinomial do pro-
blema dada as devidas hipdteses. Ressaltamos ainda que faremos neste capitulo uma melhora
em relagdo ao artigo apresentado em [8]], a saber, mostraremos que para o caso xo # 0e x =0
a taxa de decaimento da solucdo do semigrupo associado ao sistema (1.10) com as condi¢des
iniciais e condicdes de fronteira e pode ser melhorada para t /2, e que no
caso de x # 0 e o semigrupo associado ao sistema (I.10)-(I.1T) com condi¢des de fronteira

(I.13) ser polinomialmente estével, a taxa de decaimento da solu¢do nio pode ser melhor que
=12,
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentados resultados que vao ser utilizados no decorrer do tra-
balho, resultados estes de Andlise Funcional, espacos LP, de Sobolev, e teoria de Semigrupos

Lineares.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Definicao 2.1. Uma norma em um espago vetorial (real ou complexo) X é uma fungdo a valores
reais, cujo valor em um vetor x € X € denotado por ||x||x e que satisfaz as propriedades:
(ND) [[z|[x =0,

(N2) ||z||lx =0< 2 =0,
(N3) |lax|[x = |af[|z||x,
(N4) ||z +yllx < [lzl[x +[ly]

Onde x,y sdo vetores arbitrdrios em X e o qualquer escalar no corpo.

X5

Defini¢do 2.2. Uma norma || - ||1 em um espago vetorial X é dita equivalente a norma || - ||o em

X, se existirem niimeros reais positivos a e b tais que, para todo x € X
lzll < allzllz e [[z]]2 < bf|z]-

Definicao 2.3. Um espago de Banach é um espago vetorial normado completo, isto é, um es-

paco vetorial normado onde toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Teorema 2.4. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente se, Y é
fechado em X.

Demonstracdo. Ver [10]], pagina 67, Teorema 2.3-1. [

Definicao 2.5. Sejam X e Y espacos normados sobre um corpo K e T : D(T) — Y um
operador, onde D(T) C X. Diz-se que T' é um operador linear se para quaisquer x,y € D(T)
eack

o I'(z+y)=T(x) +T(y),
o T(ax) =aT(z).

Denota-se: D(T) o dominio de T; Im(T) a imagem de T; e Nuc(T) o niicleo de T.

No caso em que K = R, T é dito um funcional linear.

Definicdo 2.6. Sejam X e Y espacos normados sobre C e T : D(T) — Y um operador. T é

dito um operador antilinear se para quaisquer x,y € D(T) e a € C,
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o T(z+y)=T(x)+T(y)
o T(ax)=7aT(x).

Definicdo 2.7. Sejam X e Y espacos normados e'T' : D(T) — Y um operador, onde D(T) C X.

O operador T é dito limitado se existir um niimero real positivo c tal que para todo x € D(T),
T (@)[ly < dllz]lx-

Nestas condig¢oes, a norma do operador T serd dada por

T(x
HTH: sup || ()HY
z€D(T) ||| x
z#0

Observacao 2.8. Denota-se por L(X,Y') o espago vetorial dos operadores lineares limitados
T:D(T)C X — Y. Quando Y =K, representa-se L(X,K) por X' e diz-se que X' é o dual
topoldgico de X. Além disso, escreve-se apenas L(X) para o caso L(X, X).

Teorema 2.9. Sejam X e Y espagos normados e T : D(T) — Y um operador linear. Entdo:
(a) T é continuo se, e somente se, T é limitado.

(b) Se T é continuo em um tinico ponto, entdo T é continuo.
Demonstragdo. Ver [10]], pdgina 97, Teorema 2.7-9. [

Definicao 2.10. (Forma sesquilinear, produto interno). Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais.
Chamamos a aplicacdo a : X xY — K de forma sesquilinear em X xY quando a(-, -) satisfaz

as seguintes condigoes:
o a(x +y,2) =a(x,z)+a(y,2), Yo,y € X, Vz€Y;
o a(x,y+z2)=a(z,y)+alx,z), Ve e X, Vy,z€Y;
e a(cx,y) =ca(x,y), Vx € X, Yy €Y, Ve e K;
e a(x,cy) =ca(x,y), Vx € X, Yy €Y, Ve e K.

Quando K = R, chamamos a(-, -) de forma bilinear. No caso em que X=Y valem as proprieda-

des adicionais

e a(z,y) = a(z,y), V(z,y) € X x X,
e a(x,x) >0, Vz € X,
o a(r,z) =0=>2=0, Vr e X.

A forma sesquilinear a(-,-) é chamada de produto interno e representada por (-, -) x.
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Definicao 2.11. (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espagos vetori-
ais normados e a : X XY — K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é continua (limi-
tada) quando existe uma constante C' > 0 tal que |a(z,y)| < C||z||x||y|
(z,y) € X x Y.

y, para todo par

Definicao 2.12. (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espacos vetoriais
normados e a : X XY — K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é coerciva quando existe

uma constante C' > 0 tal que Re(a(z,z)) > C||z||%, para todo x € X.

Definicao 2.13. (Norma proveniente do produto interno). Sejam X um espago vetorial e (-, ) x
um produto interno em X x X. Diz-se que a norma definida por ||x||x = +/(z, x)x provém do

(ou € induzida pelo) produto interno (-, -) x.

Definicao 2.14. (Espaco de Hilbert). Um espaco vetorial com produto interno é dito um espaco

de Hilbert se for completo em relagdo a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.15. (Teorema de Lax-Milgram). Sejam X um espaco de Hilbert real (complexo)
e uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva a : X XY — K. Entdo para todo
funcional linear (antilinear) f limitado, existe um vinico x € X tal que a(z,y) = f(y), para
todo y € X.

Demonstracdo. Para o caso real, ver [4], pdgina 140, Coroldrio 5.8. Para o caso complexo, ver
[16], p4dgina 595, Corolario 6.6.2. O]

Definicao 2.16. (Resolvente e espectro). Sejam X um espaco de Banach complexo e um ope-
rador linear B : D(B) C X — X. O conjunto resolvente de B ¢é representado por p(B) e é
dado por

p(B) = {\ € C: (M — B) existe, é limitado e tem dominio denso em X}.

O espectro de B é o conjunto o(B) = C — p(B).

Definicao 2.17. (Operador dissipativo). Seja X um espaco de Hilbert. Diz-se que um operador
linear B : D(B) C X — X é dissipativo quando Re(Bx,x)x < 0, para todo x € D(B).

Lema 2.18. Sejam X um espago de Banach e B, € L(X) invertivel tal que By € L(X). Se
By € L(X) é tal que

1

|| Balleixy € 75—
1B ]2 0x)

entdo By + By ¢€ linear, limitado e invertivel.

Demonstragdo. Ver [[19], Lema 2.12.1. O



18

Teorema 2.19. Sejam X um espaco de Hilbert ¢ A : D(A) C X — X um operador linear
dissipativo.
A) Se Im(A\gl — A) = X para algum \g > 0, entdo Im(NgI — A) = X para todo A > 0.

B) Sem Im(I — A) = X, entdo D(A) = X.
Demonstragdo. Ver [17]], pdginas 15 e 16, Teoremas 4.5 e 4.6. O]

Definicao 2.20. (Operador compacto). Sejam X e Y espacos normados e B : X — Y um
operador linear. Diz-se que B é compacto quando, para todo conjunto limitado X, C X, o

conjunto B(X) € relativamente compacto em Y.

Teorema 2.21. Sejam X e Y espagos normados e B : X — Y um operador linear. Entdo, B é
compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada {x.,, },cn em X a sequéncia { B, }nen

possui uma subsequéncia convergente em Y.
Demonstragdo. Ver [10]], pagina 407, Teorema 8.1-3. [l

Definicao 2.22. (Operador com resolvente compacto). Seja X um espagco de Banach e um
operador linear B : D(B) C X — X . Diz-se que B tem resolvente compacto quando existe
A € p(B) tal que (A — B)™! é compacto.

Proposicao 2.23. Sejam (X,|| - ||x) em espaco de Banach e B : D(B) C X — X um
operador linear com resolvente ndo vazio. Entdo, B tem resolvente compacto se, e somente se,

a aplicagdo inclusdo i : (D(B),|| - ||pm)) = (X, || - ||x) € compacta.
Demonstragdo. Ver [6], Proposic¢ao 5.8. [

Proposicao 2.24. Seja X um espaco de Banach. Se B : D(B) C X — X é um operador linear

com resolvente compacto, entdo o espectro de B é formado por autovalores de B.

Demonstragdo. Ver [6], Corolario 1.15. ]

2.2 ESPACOS L” E DE SOBOLEV

Definicao 2.25. (Espacos LP). Seja I C R aberto e 0 < p < oo. Seja LP(I) o conjunto de
todas as funcoes mensurdveis f . I — K tais que | f|P € integrdvel (no sentido Lebesgue) em 1,

ou seja,
LP(I) = {f I = K; fémensurcivele/]f(x)]pdx < oo},
I

onde K = R ou C. Diremos que duas fungées f,g € LP(I) sdo equivalentes (f ~ g), se [ =g

q.s. (quase sempre) em I. Indicaremos por LP(I) o conjunto

LP(I) = LP(I)] ~ .
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Para p = oo, definimos
L=(I)={f:1—K: félimitada q.s. emI}.

Observacao 2.26. Pela defini¢cdo temos que os elementos do conjunto LP sdo classes de equi-
valéncia de fun¢oes em LP(I). Porém, nos convém tratar esses elementos como sendo fungaes.

Assim podemos escrever f € LP no lugar de [f] € LP.

Observacao 2.27. Temos que
(i) Se 0 < p < o, entdo LP(I) é um espago vetorial.
(ii) Seja f € LP e 0 < p < 0o. Denotaremos a norma de LP(I) por

Il = (/I]f(x)\pdx);.

(iii) Seja f € L>(I). Denotaremos a norma em L>(I) por

| fllpeery = Slé]?688|f(l')| =inf{C > 0;|f(x)| < C g.s. emI}.

(iv) Quando p=2, tem-se que L*(I) é equipado com o produto interno

(.92 = /I F(@)g@)da.

Proposicio 2.28. Sejam e I C R abertoe 1 < p < oo. O espago (LP(I),|| - ||r») € um espago
de Banach.

Demonstracdo. Ver [3]], pagina 150, Exemplo 5.26. [

Definicao 2.29. Uma funcdo mensurdvel f : I — K é dita localmente integrdvel se
/ |f(x)] dz < oo, VK C I compacto.
K

Indicaremos por LY (I) o conjunto de todas as fungdes mensurdveis f : I — K tais que | |7 é

localmente integravel, isto é,
Ly (I) = {f I = K; / |f(x)]Pdz < 0o, VK C Icompacto}.
K

Defini¢iio 2.30. Seja I C R um intervalo. Denotamos por L2(I) o espago das fungdes de média

L3(I) = {u € L? /Iu(x)dx = 0}.

nula dado por
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Proposicao 2.31. Se I for um intervalo limitado, entdo o espaco L?(I) é Banach. Consequen-

temente, L?(I) é um espago de Hilbert com o produto interno de L*(I).

Demonstragdo. Sejau € L2(I), existe uma sequéncia {u, }neny C L2(1), tal que
u, — u, em L*(I). (2.1)
Com isso, observe que

/Iu(:x) dx = /Iu(x) dx — /Iun($) dx = /Iu(x) — up(z) dz,

e portanto, usando propriedades para integrais, temos

/1 u(z) da

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos

/ (@) — un(z) dz

I

< /I|u(x) — up(x)| dz (2.2)

/\u(m) — up(x)] dr < (/\u(m) — Uy (2))? dx) (/dx) =V |I|||un — ul|z.  (2.3)
I I I
Substituindo (2.3) em (2.2)) e usando (2.1)), segue que

‘ /l u(w) da

< V| |||up — ul|z — 0,

Logo

/u(x) dx = 0. (2.4)
I

Provando que L? é um subespago fechado de L?(I), consequentemente, pelo Teorema tem-
se que L2(I) é Banach. O

Proposicao 2.32. Seja 0 < p < ocoea,b> 0, entdo
(a+ b)Y <207 (aP + bP).

Demonstragdo. Ver [1], pagina 23, Lema 2.2. U

Defini¢io 2.33. (Espagcos W'P). Seja I = (a,b) com —o00 < a < b < ocoep € R com
1 < p < o00. O espago de Sobolev W'P(I) é definido por

Whe(I) = {u € LP(I); existe g € LP(I) com /wpldx = —/g(pdw, Yy € C&([)}.
I I

No caso particular p=2, denotamos W'*(I) = H'(I).
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O espaco WP(I) é munido da norma
[lullwro = llullze + ||| s,

Ou ainda,

’ 1
[lullwre = (lullzs +[lulz)7-
As duas normas definidas acima sdo equivalentes.

Observacio 2.34. Dadau € W'P(I), afun¢do g é chamada de derivada fraca de u em WP (I)

e serd denotada por u,.
Teorema 2.35. Se 0 < p < oo, entdo WP(I) é um espago de Banach.
Demonstragdo. Ver [4], pagina 203, Proposigao 8.1. U

Proposicao 2.36. (Desigualdade de Young com <). Dados a,b > 0, 1 < p,q < oo expoentes

conjugados, isto é, tais que % + é = 1ee > 0, entdo existe uma constante C. > 0 tal que
ab < ea? + C.b1.

Demonstragdo. Ver [[1], pagina 622, Secdo B.2. [
Proposicao 2.37. (Desigualdade de Holder). Seja I C R aberto e sejam p,q expoentes conju-
gados, 1 <p <oc. Se fe LP(I)eg € LI(I), entdo fg € L*(I) e

gy < [ flleellgllzae)-

Demonstracdo. Ver [4], pagina 92, Teorema 4.6. [

Proposi¢io 2.38. (Lema de Du Bois-Reymond). Sejam I C R um aberto e u € L} (I). Se

loc

Jaota).de =0, o € c(n),

1

entdo existe uma constante C tal que uw = C' q.s. em 1.
Demonstragdo. Ver [4], pagina 282, Teorema 9.2. O

Proposicao 2.39. Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, as seguintes inclusées sdo com-

pactas (e, consequentemente, continuas):
o i (H2 | [lg2) = (HY [ ||m),
o i (H'[|[lm) = (CU, I lze)-

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 6.3. O
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Definicio 2.40. Dado 1 < p < oo, denotamos por W, *(I) o fecho de CA(I) em WP(I), isto

2
—Whr(I)

WoP(I) = C§

Quando p=2, entdo
Hy (1) = Wy™(I).

Observacio 2.41. Segue da propria definicdo de W, (I) que (WP (1), || - ||w1s) € um espago
de Banach.

Proposicio 2.42. Sejau € W'?(I). Entdo v € Wy (I) se, e somente se, u = 0 em 01,
Demonstragdo. Ver [4], pagina 217, Teorema 8.12. [

Proposicao 2.43. (Desigualdade de Poincaré). Seja I C R um intervalo limitado. Entdo existe
uma constante C' = C(|I|) > 0 tal que

[l < Cllual|z2(ny,

Para toda fungdo u € H}(I) ouu € H(I), onde

fﬁu):{ueﬂwﬁzlu@mx:o}

Demonstragdo. Ver [4], pagina 218, Proposi¢do 8.13. 0
Lema 2.44. O Espago (H}, || - ||m1 (1)) € Banach.

Demonstragdo. Seja {u,},en uma sequéncia de Cauchy em H)(I). Temos que a sequéncia
{y }nen é de Cauchy em H' (1), que é Banach. Logo, existe u € H' tal que ||u, —u|| 1) — 0
para n suficientemente grande.

Além disso, usando as desigualdades de Holder e de Poincaré, temos que para todon € N,

/Iun(x)dx - /Iu(x)dx

0<

< [ o) - uta)ids

I

(/Idxf(/lmn(x) —u(x)|2dgg)é

VI [un = ull2
< VHl[lun = ulla @)

Em consequéncia, para n suficientemente grande

IN

AN VAN

lim | up(z)de = /1 u(z)dz.

n—oo I



O que implica
1 1
m/u(m)dm = lim — [ u,(x)dx = 0.
I

n—00 ’]| I

Assim, u € H!(I), ou seja, u,, converge para u € H](I). Portanto o espaco (H

Banach.

Lema 2.45. Seja I = (a,b) C R e uma fungdo f € C'[a,b] arbitrdria. Entdo,

b 1, o 1",
Re/ fuu_g,jdx:§j"|u|2 —§/f|u|2da:,

para todaw € H'(I).

Demonstragdo. Usando integragcdo por partes, temos que

b

[ffumwxszP-—LQﬂmmda

a

implicando em

b b
—/ £ |ul? da.

b
‘/fwm+Uﬁﬁw—fM2

o )
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é
]

(2.5)

(2.6)

Sabendo que para todos v,w € C,Re(vw) = Re(wv), considerando a parte real em (2.6)

obtemos (2.5).

2.3 SEMIGRUPOS LINEARES

O

Definicio 2.46. Sejam X um espaco de Banach e A € L(X). Definimos o dominio do operador

A como
D(A) ={ue X;Au € X},
equipado com a norma
|ullpeay = lulx +[Aulx.
Além disso, definimos o dominio do operador A", n € N, como

D(A™) {u € D(A"1); Au € D(A™)}

= {ueX;Aue X, k=1,...,n},
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equipado com a norma

lullpeam = Y 14" ulx,
k=0

onde A%u = u.

Teorema 2.47. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se

X é reflexivo, entdo D(A) = X.
Demonstragdo. Ver [[17]], pagina 16, Teorema 4.6. [

Definicao 2.48. Uma familia {S(t)}i>0 de operadores lineares limitados em um espago de
Banach X é chamado de semigrupo, se satisfaz

(i) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s >0,

(13) S(0) = I.

Se além dos itens (i) e (ii), tivermos que

limS(t)x =2z, Vo e X,

t—0
diz-se que {S(t) }1>0 € um Cy-semigrupo (ou fortemente continuo).

Definicdo 2.49. Seja {S(t)}1>0 um semigrupo em X. O operador A definido por

D(A) = {m eX Pr%m existe}
e
Az = Jinm SWr=r ¢ pay 2.7)

é o gerador infinitesimal do semigrupo S(t). Neste caso, o semigrupo S(t) pode ser denotado

por e,

Teorema 2.50. Seja {S(t)}i>0 um Cy-semigrupo em um espago de Banach X. Entdo, existem

constantes w > 0 e M > 0 tais que
1S)]|cexy) < Me', Yt > 0.

Demonstragdo. Ver [[17]], pagina 4, Teorema 2.2. [

Nas condi¢des do Teorema [2.50} se w = 0 diz-se que S(t) é uniformemente limitado. No caso

emquew =0e M =1, S(t) é chamado de Cy-semigrupo de contragdes.

Teorema 2.51. (Lummer-Phillip’s) Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em X.

1. Se A é dissipativo e existe um X\ tal que Im(\gl — A) = X, entdo A é gerador infinitesimal
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de um Cy—semigrupo de contragcoes em X.
2. Se A é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracdes em X, entdo Im(\ — A) =

X para todo A > 0 e A é dissipativo.
Demonstragdo. Ver [17]], pdgina 16, Teorema 4.6. 0

Coroléario 2.52. Seja A um operador linear dissipativo com D(A) denso em um espaco de

Hilbert X. Se 0 € p(A), entdo A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes
em X.

Demonstragdo. Ver [[19], pagina 88, Teorema 2.12.3. [

Teorema 2.53. Se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t)}+>o em um espago

de Banach X, entdo para cada ug € D(A) C X, existe uma tinica fun¢do u na classe
u € C([0,00); D(A)) N CH(RF; X),
que é solucdo cldssica regular do PVI

du
- (1) = A(u(t), >0,

u(0) = up,
Dada por u(t) = S(t)ug. Se {S(t) }+>0 for um Cy-semigrupo de contragées, temos que

du

lu@®)lx < [luollx e || —(t)

< [[Auo||x
X

Além disso, se uy € D(A™),n > 2, entdo existe uma tinica fun¢do u na classe

ue [ Cm((0, +00), D(A)).

r=0
Demonstracdo. Ver [4], pagina Teorema 7.4 e [20], pagina 36, Teorema 2.3.1. [

Definicdo 2.54. Diz-se que um semigrupo {S(t) }1>0 em um espago de Banach X é exponenci-

almente estavel, quando existem constantes o > 0 e M > 1 satisfazendo
1S ()| ey < Me™, Vit > 0. (2.8)

Teorema 2.55. (Teorema de Priiss) Um Cy-semigrupo de contragées S(t) = et definido em
um espago de Hilbert X é exponencialmente estdvel se, e somente se, valem as duas condi¢oes
a seguir

(1) iR C p(A);

(i) limsup ||(iA] — A) 7| zx) < oo

[A| =00
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Demonstragdo. Ver 9], [14] e [18]]. ]

Definicao 2.56. Escrevemos
f=0(g), quando X\ — g,

desde que exista uma constante positiva C' > 0 tal que

[f(N)] < Clg(N)],

para todo \ suficientemente perto de \

Teorema 2.57. (Teorema de Borichev-Tomilov). Suponhamos que S(t) = e seja um Cp-
semigrupo limitado definido em um espaco de Hilbert X tal que iR C p(A). Entdo, as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(@) [1S) A | o) = O(t™H%), t = o0;

(@) |GA = A)"H|£ox) = O(IA[*), [A] = oo,

Para alguma constante fixada o« > 0.

Demonstragdo. Ver 2], Teorema 2.4. ]

2.4 DESIGUALDADE DE OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DO TIPO BRESSE

Nesta secdo apresentaremos resultados que serdo fundamentais para a obtencdo de uma
estimativa um pouco melhor que a obtida em [8] a respeito do comportamento assintético da
solugdo do semigrupo associado ao sistema (I.10)-(I.11)) independente das condi¢des de fron-
teira no caso em que x = 0 e yo # 0.

Considere o seguinte sistema de equagdes:

i —P = ai, (2.9)

iBp1® — k(s + U +lw)y — kol(we —lp) = g, (2.10)
By — T = g, (2.11)

iBpaV — by + k(pz + 0 +lw) = g, (2.12)
iPw—-—W = gs, (2.13)

iBpIW — ko(w, —19)y + kl(py + 1 +1lw) = gs. (2.14)

onde g1,93,95 € H} € g2,91,96 € L?, ou g1 € H}, 93,95 € H, 9o € L? 94,96 € L% € 0s

coeficientes py, ps, k, ko, b, [ satisfazem

pl,pg,k, k‘o,b,l c Cl[O,L], pl,pg,k‘, k’o,b,l > 0.
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Denotando por G a fungéo vetorial G = (g1, 92, g3, 94, g5, g6) € por V' a funcdo vetorial V' =
(p, @, 9, ¥, w, W). Considerando 0 < a; < ay < L, anotagdo || - ||4, 4, significa

az
[ QRR 4 1UP 4+ WP 4 1+ o4 w0 o+ oy = L) e
ai

Além disso, para j = 1, 2, considere também a seguinte nota¢ao

Ia;) = (o +1+1w)(ay)* +10(a)* + [alay)* + 1@(a)* + |(ws — lo)(a;)|*
+ [W(ay)P*.

Proposicio 2.58. Sob as notagoes anteriores, seja V= (p, ®, ¢, U, w, W) uma solu¢do regu-
lar de 2.9)-2.14) e sejam 0 < ay < as < L quaisquer. Entdo, existem constantes Cy,Cy > 0

tais que, para j = 1,2

I(a;) < Col|VI[2, oy + Col|GI2, o (2.15)
V2, oy < Cil(a;) + C1l|G[2, o, (2.16)
Demonstracdo. Ver [15]] pagina 23. [

Corolario 2.59. Seja V = (¢, ®,¢, ¥, w, W) uma solugdo regular do sistema (2.9)- . Se

para algum subintervalo (by,by) C (0, L), tivermos que
1VI[5, 0 < A 2.17)
onde N = AN(V, G, 3), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
V1[5 < CA+ClGII . (2.18)

Demonstracdo. Ver [15] pagina 32. [
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3 SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO

O objetivo deste capitulo € apresentar detalhadamente resultados demonstrados em [8]].

Resultados estes acerca da existéncia, unicidade e comportamento assintético da solugcdo do

problema
prew — k(oe + 0 +lw), — kol(w, —lp) = 0 em (0,00) x (0, L), 3.1
P2y — bye + k(e + 0 +lw) ++40, = 0 em (0,00) x (0, L), (3.2)
p30; — by + vy = 0 em (0,00) x (0, L) (3.4)
Considerando as seguintes condi¢des iniciais:
@(Ou ) = o, 901‘/(07 ) = ¥1, 1/}(07 ) = w()a wt<07 ) = wlv (3 5)
w(0,-) = wy, wi(0,-) =wy, 6(0,:) = by.
E condicdes de fronteira de Dirichlet
e(t,0) = (t,L)=1(t,0)=(t, L) = w(t,0) =w(t,L) =0,
6(t,0) = 6(t,L) =0 para t € (0,00), (3.6)
ou condic¢des de fronteira de Dirichlet-Neumann
o(t,0) = @(t,L) =1.(t,0) =1, (t,L) = w,(t,0) = w,(t, L) =0,
0(t,0) = 6(t,L) =0 para t € (0,00). 3.7)
Onde os coeficientes p1, k, p2, p3 = =, a0 = ’%7, b,v,1, ko, k1 € m s@o constantes positivas e

as fungdes o, 1, w e 6 descrevem, respectivamente, a oscilacdo vertical, o angulo de rotagao
da secdo transversal, a oscilagdo longitudinal e a variacdo de temperatura de uma viga fina,

arqueada e com comprimento L.

3.1 FORMULACAO ABSTRATA

O objetivo desta se¢do ¢ reformular o problema (3.1)-(3.7) como um problema de Cau-
chy abstrato homogéneo para que possamos garantir a existéncia e unicidade da solucido do
mesmo por meio da teoria de semigrupos lineares. No que segue, para simplificarmos as nota-
¢des, denotaremos os conjuntos Hi (0, L), H}(0, L), H*(0,L),Ca(0, L), Cs(0, L), L*(0,L) e
L%(0,L) por H}, H!, H? C},C°, L* e L? respectivamente. Além disso, || - ||, representard a

norma || - ||2(,z) no espago L*(0, L).
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Considere inicialmente os seguintes espagos:

H, = Hy x L* x Hy x L* x Hy x L* x L*,

Ho = Hy x L* x H! x L? x H} x L? x L*.

Utilizaremos o espago H; para tratar do problema (3.1)-(3.5) com as condi¢des de fronteira
dadas em (3.6) e o espaco H, para tratar do problema (3.1)-(3.5) com as condigdes de fronteira

dadas em (3.7).

Quando as condi¢des de fronteira nao interferirem nas definicoes denotaremos H,;,com: = 1, 2,
por H.
Considere também os subespacgos

D(A) = {U € Hy | p.0b,w,0 € HNH, &, W, W € H}Y,

D(Ay) :={U € Hy | p,0 € H* N H}, ®, v, w, € H}, U, W € H}}.

e o operador A; : D(A;) C ‘H; — H,; definido por

0 1 0 0 0 0 0 %
kgr kP g Ly 0 Metkolg, 0 0 @
p1 p1 PL P1

0 0 0 1 0 0 0 (0

AU = ——& 0 Lo2—E1 0 —Er 0 -2g, v

P20z p2 p2 p2 P2

0 0 0 0 0 1 0 w

etk 9 0 hp2_Bkr o 114
p1 z p1 p1 T p1

0 0 0 —10, 0 0 383 0

P3 P3
P
k kol? k I(k+ko)
E@xz - 2_180 + E/l/}q; + p—lo’w:C
L
- _k b _ kg KL, o
= P2 P + P2 wx:p 2 pQU) P (9:,5 s (38)
|74
I(ko+k) Ik k 12k
T e TV e — Gl
_lqjac + = ea:x

paratodo U € D(A;),i=1,2.
Denotando ® = ¢, U = ,, W = w, e Uy := (0, 1, Yo, Y1, wo, w, Oy), podemos reescrever o
sistema (3.1))-(3.5) com as condi¢des de fronteira (3.6) ou (3.7), como um problema de Cauchy
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abstrato, dado por

Ut - AlU,t > O,
U(0) = Uy,

(3.9

paratodo U € D(A;).
Portanto, estudar o problema (3.1)-(3.7) € equivalente a estudar o problema de valor inicial

B.9.
O espago H é um espago de Hilbert com a norma | - |3 proveniente do produto interno
usual (isto decorre da Proposi¢@o[2.28] da Proposi¢ao[2.31] do Lema e da Observagao|2.41))

definido como:

(U1, U2)y = (012, 9022)2 + (P1, P2)2 + (12, Yaz)2 + (W1, Ua)o + (W14, Way)2
+ (Wi, Wa)a + (61, 02)2, (3.10)

para todo Uy, Us € H.
Podemos também considerar em H,; a aplicagao:

(U1, U2))5; = p1(P1,Po)a + pa(Wy, Wa)o + p1 (Wi, Wa)a + b(W14, P2z)2 + p3(61, 02)2
+  k(p1e + Y1 + lwy, @op + o + lwg)s + ko(wie — L1, wop — lpa)s. (3.11)

Assim, dado U € H tem-se a norma proveniente do produto interno (3.10):

U = llpall3 + 112 + ol 5 + 115 + [wall2 + (W5 + [10]12- (3.12)

Também podemos considerar a aplicagio || - |

@.11):

w, : H; — R decorrente da aplicagdo definida em

U

5= pl®l5+ p2l V5 + pr|W]5 + b5 + psl]0]]5
|| + 0+ w2 + kol|w, — Lp| 2. (3.13)

Lema 3.1. A aplicacdo || - ||, : Hi — R definida em é uma norma para i=1,2. No caso
em que =2, a aplicagcdo serd norma apenas se satisfizer a condi¢do de que L # nm Vn € Z.

Demonstragdo. Tome U € H,; tal que ||U||, = 0. Assim, segue que
P=UV=W=¢Y,=p,+Vv+lw=w, —lp=0=0. (3.14)

Como 1, = 0, entdo pra toda func¢do n € C§°, integrando por partes,

L

/0 b(@)a(z)de = P(@)n(z)| — / () a(a) di = 0. (3.15)

0



31

Logo, pelo Lema existe ¢ € R tal que v = c. Se ¢ pertence a H}, podemos concluir que
(L) = (0) = 0, mas temos que 1 é continua em [0, L] (Segue da Proposi¢@o [2.39), ou seja,

como v € constante temos que ) = (. Se 1) pertence a H!,

I 1 [*
Ozz/o w(x)dxzz/g cdr = c.

Assim, ¢ = (0 em ambos os casos. Temos ainda que de (3.14)

e+ lw =0,
v (3.16)
w, — lp = 0.
Sendo ¢ € H}, obtemos o problema de contorno indicado a seguir
Paz + l290 =0,
(3.17)
p(0) = (L) =0.

Consideremos a solugio ¢ € C?(0, L) do sistema (3.17). Temos entdo que tal solugdo pode ser

descrita do seguinte modo
o(x) = asen(lz) + peos(lx), com a, 5 € R.

Como ¢(0) = 0, entdo 3 = 0. Logo p(z) = asen(lx).

No caso em que w € H}, substituindo ¢(z) = asen(lr) em e sabendo que w(L) = 0,
cocluimos que o = 0, e portanto, w = ¢ = 0. Por outro lado, no caso em que w € H} s6
podemos garantir que o = 0 se [L # nm paratodo n € Z. Assim, desde que [ L # nm para todo

n € Z no caso i = 2 temos que ||U|

#, = 0 implica que U = 0.
Agora, dado A € Re U € H,, temos que

|IAU]

we = PUAR[l2 4 p2l [AP]|2 + pu|[AW |2 4 bl [Aha 2 + E[[A(ps + ¥ + lw)|]2
+ kol Mwz — )2 + p3|[A0]]2
= [Alpd|[®l]2 + [Alp2l [¥ll2 + [Alpr|[[W]l2 + [AB][¢a][2
+  [Alklls + ¢+ lwlla + [Ako|| + wa — L[> + [Alps|[6]]2 = [Alps||6]]2
AU}

Além disso, dados U, Ux € H;, usando a Desigualdade Triangular temos

+ b([[Yallz + [1¥3112)* + E(lle + 9 + lwllz + @7 + ¥ w*]])?
+ ko(llwe = lollz + [[w) — o™[12)* + pa([10:]]2 + 1103]]2)*.

1T+ T, < pulll®@lz +1197]2)* + p2([9]2 + [[T]]2)* + pr (W ]2 + [[W7]|2)*
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Isto é

U+ 0 < V@l + 197]12) + V22 ]2 + 17][2) + VBr([Wle + [IW7][2)
VBl + 102 112) + VR(ls + 1 + twlls + 11 + 471 |2)

+ Vhollws — plla + 1wl — Lo l|2) + v/Za(lfsll2 + 162]]2)

VorlIB1Z + \/oall U1+ /ol W13+ 1/bl1al 3+ o/ Ellps + ¢ + Lol

VEollws — o3 + 1/ psl16al 3+ \/oal|€7[13 + /ol 07113 + 1/ (W73

+
ol 4+ Rl + ottt B+ Rollws — 17|13+ 1/ sl 1631
< U]l + 1107

H;-

Logo, a aplicacdo definida em (3.13)) é de fato uma norma, desde que para i = 2 consideremos
L #nm, ¥n € Z. ]

Observacio 3.2. Para comprovar a necessidade de que |, # nm, ¥n € Z, suponha que

[L = nm, para algum n € Z, entdo o vetor
U = (sen(lx),0,0,0, —cos(lz),0,0) € Hs

é ndo nulo, mas ||U||y, = 0.

Observacao 3.3. A partir de agora, neste trabalho, vamos considerar | L. # nm, Nn € Z em Hs
para que (3.11) seja um produto interno em Ho, e consequentemente, (3.13) seja uma norma

em Hs.

Lema 3.4. Sejam ¢ € H} e, w € H} (ou,w € H!). Existe uma constante C' > 0 tal que
klloa + ¢+ twll3 + kollwe — lell3 + bllval5 < Clleall; + [[¥all; + [Jwall3).  (3.18)
Demonstracdo. Usando as desigualdades Triangular e de Poincaré,

kllos + ¢+ |3 < k(||eall2 + [[¥]]2 + I |w]]2)*
4k |ox |5 + 4K| Y] [5 + 4k ||w|]3
Ak s[5 + 4kel| [0z |3 + 4kPc|[w, |3, (3.19)

IN

IN

e ainda

kollws — lol3 < 2kol|w|[3 + 2kol?||¢][3
2ko||wa |3 + 2kol%c| 2| [3- (3.20)

N
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Somando as desigualdades (3.19) e (3.20) e tomando C' = maz{4k + 2kol?c, 4kc + b, 4kl*c +
2ko} temos,

klles + 1+ lwlf; + kol lwe — Ll[3 + bllval[5 < Cllpall3 + [1a]3 + [lwal]3).

Lema 3.5. Sejam ¢, v, w € H}. Entdo existe uma constante C' > 0 tal que
all3 + [[¥al]3 + [Jwel3 < C(k|ls + 1 + lw||3 + Kol|w, — Lo]]3 +bl|Y.]]3).  (3.21)
Demonstragdo. Considere
&= (g + ¥+ lw), &= (w, —ly). (3.22)

Tomando o produto interno de L? de ¢, + lw com x¢ e de w, — [w com zw temos,

(SOI + l'LU, .2?30)2 = (51 - ¢7 'CESO)Qa (323)
(wy = lp,zw)y = (&, 2W)2. (3.24)

Somando (3.23)) e (3.24), tomando a parte real e integrando em (0,L),
lell3 + [Jwl]3 = —2Re(& — ¥, 2p)s — 2Re(&y, 2w)s.

1
Usando as desigualdades Triangular, de Cauchy e de Young com ¢ = 3 obtemos,

A3+ holl} < 2Ll — Vllallglla + 2Ll kel o]l
1 1
< 222)l&y — I + S Il + 2L21 6013 + 5 ol

< AL(|I& — I3 + l1g2l13)- (3.25)

Observe que
leallz =116 — 2 — lwll3 < 2[|& — ¥|[; + 2% Jw]]3 (3.26)
lwall; = (1€ + lll; < 2[[&ll5 + 27l¢ll5. (3.27)

Somando (3.26)) e (3.27) e usando (3.23),

leallz + Nlwallz < 2/ — 9115 + 201&13 + 202 (lw]]z + llell2)
< @+8PLY) (& — Yl + ll&ll3)-
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Usando as desigualdades Triangular e de Poincaré,

leall3 + [[wel 3 < 2(2+ 8PPL?)[|1][5 + 2(2 + 812 L?) ]|, ][3
+ (24 8P2LY)||&]1

Substituindo as func¢des definidas em (3.22)), existe C' > 0 tal que

[loall3 + [19l]3 + lwal 3 < C(kllps + 9 + lwl][3 + kollw, — Lol[3 + b2 |[2)-

Lema 3.6. Sejam ¢ € H} e, w € H]. Entdo, existe C > 0 tal que
ozl I3+ l[well3 + [Jwel |5 < Ckllpe + ¥ + lwlf5 + kol [we — lpll5 +blle:l3).  (3.28)

Demonstragcdo. A prova serd efetuada por meio de argumentos de contradicdo. Suponha que
para todo n € N exista {(pn, Yn, wy) tney € Hy x H! x H} tal que

1
kll@ne + W+ lwal 3 + Kollwne — lpallz + bl[nallz < - (3.29)

nalls + [nell3 + [Jwnzlls = 1. (3.30)

Observe que de (3.30) temos que a sequéncia {(©y,, ¥, Wy ) fnen € limitada em H} x H! x H}.
Como H_ tem inclusdo compacta em L? e H! tem inclusdo compacta em L?, temos que existe

N; C N tal que {(¢n, ¥n, W) }nen, converge forte em L? x L2 x L2

De (3.29), temos

Vnz — 0em L2,
assim

Y, — 0em H,

Agora, considere ¢ € L? e w, € L? tais que ,, — @ e w, — w.
g ' * que ¢ ¥

De (3:29)

Ong + Un + lw, = 0 forte em L2
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Mas,
Onz + Un + U wy, —w) + 1w = @, 4 + Yy + lwy,.
Logo
Onae — —lwforte em L2 (3.31)

Temos entdo que {p, }nen, € de Cauchy em Hj. Logo, existe ¢ € H] tal que ¢, — ¢ em H;
0 que implica que ¢, — ¢ em L?. Pela unicidade do limite, ¢ = ¢, isto é, p € H{.
Portanto, de (3.31)), deduzimos que

e + lw = 0 quase sempre em (0, L). (3.32)
Similarmente, de (3.29) temos que
Wy o — Loy, forte em L2
Mas, como
Wna = Upn — @) =l = wnaz — lpn,
segue que
Wy, — lo forte em L*. (3.33)

Entdo, {w, }nen, € de Cauchy em H]}. Logo, existe w* € H} tal que w,, — w* em H} , e por

consequéncia w,, — w* em L. Pela unicidade do limite segue que w* € H!. De (3.33)
w, — lo = 0 quase sempre em (0, L). (3.34)

Portanto de (3.32)) e (3.34), analogamente a solugdo do sistema (3.16)), temos que ¢ = w = 0,

o que contradiz (3.30).
Logo, existe C' > 0 que satisfaz (3.28).

0
Lema 3.7. As normas | - |3, € || - ||, sd@o equivalentes.
Demonstragdo. Segue dos lemas[3.4] [3.5/e[3.6] O
Observacio 3.8. Como as normas | - |3 e || - ||z sdo equivalentes e (H, | - |3) é um espaco de

Hilbert, entdo (H., || - ||3) € também um espago de Hilbert.



36

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

O objetivo desta se¢do ¢ mostrar que o problema (3.9) admite uma tnica solucdo (esta
conclusio se estenderd ao problema (3.1)-(3.7)). Primeiramente, vamos demonstrar alguns re-

sultados que serdo utilizados para atingirmos tal objetivo.

Lema 3.9. Dada uma funcdo f € L?, a equagdo
—0,, = f em L?, (3.35)

possui uma tnica solugdo 6 € H* N H.

Demonstragdo. Defina a aplicagio a(-,-) : H} x H} — C colocando

L
a(@l,ﬁg) = / Ql,wadl’-
0

Da defini¢do de a(-,-) segue que esta é uma forma sesquilinear. Temos ainda que a(-,-) é

continua pois da Desigualdade de Holder temos
(01, 02)] < [[01,2|[r2]|601,2]|L2 < Cl01][m2]162]] a2

para todo 01,6, € H}.
A aplicagdo a(-, ) também € coerciva, pois

a(0,0) = [|0xIZ> > [10:][7,

para todo 0 € H{.
Agora defina A : H} — C da seguinte forma

AB) = — /OL f0dx,

para todo 6 € HJ.
Temos que A € antilinear e além disso limitado, pois usando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Poincaré, existe C' > 0 tal que
IA)] < C||0]| sz

para todo 6 € H}. Assim, como Hj é um espago de Hilbert, podemos aplicar o teorema de

Lax-Milgram e concluir que existe um tnico § € H{ tal que

L L
/ 0,5z — _/ fladz, ¥ 0, € HL,
0 0
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Segue que

L L
/ 0,0 dx = —/ fodx,¥ ¢ € Cf°.
0 0
Da definicao de derivada fraca resulta que
0c H*NH).
e que

—0,, = fem L2

Lema 3.10. Dadas g, g2, g3 € L?, o sistema

E(pz + 9 +lw)y + kol(w, — lp) = g1,
ko(wy — lp)y — kl(ps + ¢ + lw) = gs.
possui uma tnica solugdo (¢, v, w) € (H* N Hy ).

Demonstragdo. Considere H = H} x H} x H} e aaplicagio a : H x H — C dada por

L
a((p, ¥, w), (", 0", w")) = k/ (o + 0 + lw) (@ + ¢ + lw*)dx
0
L L o
+ ko/ (wy — lp)(w — lp*)dx + b/ Ybrde.
0 0
Observe que a(-, -) € uma forma sesquilinear. Além disso, considerando em H a norma

G, ¥, w)llzr = llall3 + [1¥allz + [lwall2, (3.37)

segue da desigualdade (3.21) que a(, -) € coerciva.
Dados (¢, 1, w), (¢%, ¥k, w*) € H, usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz,

la((p, ¥, w), (¢ %, w )| < Kllor + ¢ + lwlla|l@y + 97 + 1w {2 + bl |a[2][¢7]|2
+ kollws = lgll2f[w; = lpzlla.

Pela Desigualdade (3.18)), existe uma constante C' > 0 tal que

la(p; ¥, w), (0", 9% w))] < Cll(e, s )| [(@%, &%, w?) [ -
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Mostrando que af(-, -) é uma forma sesquilinear, continua e coerciva.

Defina agora a aplicagdo A\ : H — C dada por

L
Ao, ™ w*) = —/ (g10* + go0* + gzw*)dz. (3.38)
0

Podemos observar que A é uma aplica¢do antilinear. Além disso, dado (¢*, ", w*) € H e

usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz,

A", &% wh)l < (g1, 9%)a] + (92,972 + |(g3, w7)s|
gall2lle™[l2 + [lgall2l[¢" (|2 + lgs|l2]lw™[]2-

IN

Portanto, usando a Desigualdade de Poincaré existe C' > 0, tal que

|>‘(90*7¢*7w*)| < CH(SD*vw*’w*)HH’

para todo (¢*,v*, w*) € H. Logo, A é uma aplicagio antilinear e limitada. Pelo teorema de

Lax-Milgram, existe um tnico (¢, 1, w) € H que satisfaz

L L
- / (g10* + go0* + gzw*)dx = k:/ (pz + U+ lw) (@ + v + lw*)dx (3.39)
0 0 . - ; B
+ ok / (ws — L) (ws — Ip7)de + b / Gy Gid,
0 0

para todo (p*, ", w*) € H.
Tome ¢ € C} arbitraria e p* = ¢, 1* = w* = 0. Assim, substituindo em (3.39),

L L L
k:/ (2 + 0 + lw)dpdr — lko/ (w, — lp)ddr = —/ qiédr, ¥ ¢ € Cy,

0 0 0

ou seja,
L o 1 [t _

/0 (pz + ¢ + lw)pdx = —E/O (g1 — lko(w, — lp))pdx, ¥ ¢ € C.

Dado que ¢, + v + lw, g1 — lko(w, — lp) € L?, temos que
Or + Y +1we H.

Mas, ¢ + lw € H', o que implica que ¢, € H', e portanto o € H?. Além disso,

k(pr + 0+ lw), + kol(w, — lp) = ¢1. (3.40)
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Tome agora ¢ € C; arbitrdria e * = w* = 0 e * = ¢. Assim, substituindo em (3.39),

L L L
k/ (gpx+w+lw)5dx+b/ wz@dx:—/ g2 ¢ dz, ¥ ¢ € Cp,
0 0 0
ou seja,
L 1 [E B
| vtite == [ = ke + v+ ) Gan vo ey
Dado que ¥, g» — k(¢ + ¢ + lw) € L?, temos que ¢, € H',isto é,v¢ € H? e

e + k(pz + U + lw) = go. (3.41)

De modo analogo aos anteriores, tome ¢ € C} arbitrdria e ¢* = ¢* = 0 e w* = ¢. Assim,
substituindo em (3.39),

L L L
k:l/ (goz+1/1+lw)5d:c+ko/ (wx—zgp)@d:c:—/ g3 ¢ dr, V¢ € Cg,
0 0 0

ou seja,

L L
/ (W — 1) Gppdr = _kio (95 — kl(py + 1 +1w)) ¢dz, ¥ ¢ € Cj.
0 0

Tendo em vista que w, — Iy, g3 — kl(p, + 1 + lw), € L?, concluimos que
w, — lp € H.
Mas como ¢ € H!, temos que w, € H*, isto é, w € H?. E ainda
(wo = lp)s + k(@0 + ¥ + lw) = g5. (3.42)

Por fim, podemos concluir das igualdades (3.40), (3.41) e (3.42)) que existe uma tnica solugido
(o, 0, w) € (H N H?)? satisfazendo o sistema (3.36). O

Lema 3.11. Dadas g, € L* e g3, g3 € L?, 0 sistema

k(g + 1 + 1wy + kol (wy — 1) = g1,
bre — k(@ + ¢ + lw) = go, (3.43)
kO(wx - lgp)z - kl(‘Pm + 1+ lw) = g3.

possui uma tnica solugdo (¢,,w) € (H* N HY) x (H*N HY)?, com w,, ¢, € Hy.
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Demonstracdo. Considere H' = H} x H! x H! e a aplicagdo a : H' x H' — C dada por

L
a((p, ¥, w), (p*, 4" w")) = k/ (92 + 0 +lw) (s + ¢* + lw*)de
0
L - L o
4 ko [ o)z = T+ b [,
0 0
Observe que a(-, -) € uma forma sesquilinear. Além disso, considerando em H’ a norma

(o, v, )| = Hpalls + [[¥all2 + [Jwsl[3, (3.44)

temos que a(-, -) é coerciva, esse resultado segue diretamente da desigualdade (3.28). Observe

agora que a norma

(0, 0, )| = [|@allz + [[Yll2 + [|wall2,

é equivalente a norma definida em (3.2)). Por um lado, temos

e, w7 = leall3 + 11l 5 + lwal3
< ([lallz + el l2 + [Jwel|2)® (3.45)
= |(S07w7w)|%{’
Por outro lado,
(o0, )i = (lgallz + [Pl + [[wsll2)?

< 2(lfpallz + 1¥all2)” + 2(1wall2)”
< 4llallz + [¥allz + llws]l3)
All(, ¥, w)| [

Assim, dados (¢, ¥, w), (¢*,¥*, w*) € H’', usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-

Schwarz

|a((, ¥, w), (¢, 9%, w"))]

IN

E[((pe + 9 + lw), (@5 + 0" + 1w"))o| + bl (e, V)2l
Fol((we — L), (wy, — lp™))|
ke + 1 + lwl[a]|¢], + ¥ + lw™[]2 + bl[Ys][2]]¢3]]2
kollws — lel[2]|wy — L7 ][

IN +

+
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Utilizando agora a desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré,

|a(p; ¥, w), (¢7, 9%, w"))] k(llezllz + [9ll2 + Hlwoll2) (l@z]l2 + 119" ]2 + Uw"[2)

Ol |92l ]2 + Ko([[walla + lpll2) (w2 + U]@||2)
k(llpall2 + cl[to] |2 + lelfwal2) (1|7 |2 + cllzl]2
lel[will2) + bl[Pallal 1zl |2 + Foll[well2 + lellpz|l2)([[wg ]2

lell@z]2)-

IN 4+ A

+ o+

Temos entdo que existe C' = maz{k(maz{1,c,lc})? ko(maz{1,lc})? b} > 0 tal que

|CL(((,07 ¥, U}), (90*’ ¢*7 w*>)| < C|<907 wv w)|H’|(§0*, 77Z)*a w*)|H'

O que mostra eu a € continua, e portanto, sequilinear, continua e coerciva.

Defina agora a aplicacdo A : H' — C dada por

L
A(QD*, V*, w*) = — / (g1? + got0* + ggﬁ)dx. (3.46)
0

Podemos observar que A € uma aplicacdo antilinear.

Dado (¢*,9*, w*) € H', usando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz temos

[A(p", ", w")]

IN

(91,9 )2| + (g2, ¥")2| + (g3, w™)2|
gill2lle* (|2 + [lgall2l[¥"[l2 + llgs|l2]lw*]|2-

IN

E usando a desigualdade de Poincaré, existe C' = cmax{||g1]|2, ||92|]2, ||gs]]2} > O tal que

O que mostra que A € uma aplicagdo antilinear limitada.

Pelo teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (¢, 1, w) € H' que satisfaz

L L
- / (919" + go¥* + gsw¥)dx = k / (2 + 0 + lw)(pr + V" + lw*)dx (3.48)
0 0
L - L
+ ko/ (wy — lp)(wt — l*)dx + b/ Yide.
0 0

para todo (¢*, ¥*, w*) € H'.
Tome ¢ € C} arbitraria e p* = £, 9* = w* = 0. Assim, substituindo em (3.48)),

L L L
k/ (pe +0 + lw)f_xdx — lk:o/ (w, — lgp)gdx = —/ glgd:p, VEe C’é,
0 0 0
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Assim,

/OL(% + 9+ lw)é,dr = —% /OL(gl — lko(w, — lp))édx, ¥ € € CF.
Dado que @, + ¢ + lw, g1 — lko(w, — lp) € L?, temos que
0z + U +1we H.
Mas, v + lw € H', o que implica que ¢, € H', e portanto o € H?. Além disso,

k(pe + ¥+ lw), + kol(we — lp) = ¢1. (3.49)

1 L
Tomando agora ¢ € H'! arbitréria, o* = w* = 0e ¢* = ¢ — 7 / ¢(x)dx. Substituindo em
0

@349

—/Ong(as—%/oqu(x)dx)dx - k/Omem)(gb—%/Ochs(a:)da:)dw
4 b/Owa(qb—%/oLd)(x)dx)xdx.

1 (L
Sabemos que (_E/ qb(x)dx) = 0. Entdo
0

T

L 1 L _
| et = =5 [ (g2 bl + v+ 1w))da
0 0

[ wrrerv (-1 [ o)

Como ¢, € L2, ¢, w € H}, integrando por partes temos

L 1 L B
/ %%dm:_g/ (g2 + k(e + 1 + lw))pde, ¥V ¢ € H. (3.50)
0 0

Como a igualdade (3.50) vale em particular para toda ¢ € C} € ¥y, g2 + k(¢ + ¢ + lw) € L2,
segue que 1, € H', o que implica que 1) € H?. Temos também que

Integrando (3.51) de 0 a L e sabendo que g, € L2, w € H} e p € H}, temos que 1), € H.
E

b)yr — k(ps + 0 + lw) = go. (3.52)
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1 L
Analogamente, tomando ¢ € H! arbitrdria, ¢* = ¢* = 0e w* = ¢ — T / o(z)dx e
0
substituindo em (3.48)),

_/OL93<¢_%/OL¢(x)dx)dx — kz/OL(sox+w+zw)(¢—%/OLap(a:)dz)dz

+ ko /OL(wx—lgo) (qs—%/OL (b(x)dx>xdx.

1 /T
Novamente usando o fato de que <_Z / ¢(x)dx) =0,
0

T

L

L
| twe=teade =~ [ ot Bl + v+ w))da
0 0 Jo

L

- i [ v (-1 [ o)

Como g3 € L2 ¢, w € H}, integrando por partes temos

L L
/(wx—z@)@d:c = —ki/ (g3 + kl(pp + ¢ +1w))odr, V¢ € H'. (3.53)
0 0Jo

Sabendo que w,, g3 + kl(p, + ¢ + lw) € L? e que a igualdade (3.53) vale, em particular, para
toda ¢ € C}, temos w, —lp € H*. Como ¢ € H!, temos w, € H', o que implica que w € H2.

Temos também
ko(we —l@)e = g3 + k(s + ¥ + lw). (3.54)

Integrando (3.54) de 0 a L € sabendo que g3 € L?,¢),w € H! e ¢ € H}, temos que w, € H}.
E

ko(wy — @), — kl(pr + 9 + lw) = gs. (3.55)

Portanto, de (3.49),(3.52) e (3.54), existe uma tnica solucdo (¢, v, w) € (H* N Hy) x (H*N
H!)?%, com w,, 1, € H} para o sistema (3.43).

]

Teorema 3.12. O operador A; definido em ([3.8) é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

de contragoes sobre H,.

Demonstragcdo. Concluiremos o desejado utilizando o Teorema de Lummer-Phillip’s. Assim,

devemos mostrar que o operador A; é dissipativo, que 0 € p(A;) e que D(.A;) é denso em H,.

e A, é dissipativo.
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Temos que
P
A — Bl Ky, 4 Ry,
\If
_ k kl
W
_Ukotk) , _ Ik ko _ Ik
p1 Ut Wae e
_ o
p3 W, + Psem"
Assim
(AU, O))n, = (k(pz + ¥+ lw), + kol(wz — 1p), P)a + (bhes — k(z + ¥ + lw), V),

(

+ (ko(wy — 19)s — k(@ + 0 + 1w), W)y + ko(Wy — 1B, wy — 1),
+ (Vy, )2+ (—7Vy + lyy, 0)2 — (04, V)2

T k(Dp + U+ LW, 0y + 0+ lw)s.

Rearranjando, usando integracdo por partes e as condi¢des de fronteira,

((AzUa Uv))’;’-lZ = b(\I/x, 1/}:5)2 - b(l/)x, \Px) + ’)/(0, \IJx)Q - 7(\1/:8’ 9)2 - 04”03[3”%
+ k(P + U HIW, 0p + 0+ lw)y — k(0 + 1+ lw, @, + U 4 [W),
+ k(W — 1P, w, — lp) — ko(w, — lp, W, — D).

Visto que z — Z = 2ilm(z), tomando a parte real de ((A;U, U))y, obtemos
Re((AU,U))w, = —al|6:|[; < 0. (3.56)
Como U € D(.A;) foi escolhido arbitrariamente, temos que .A; é dissipativo.
e 0 p(A).

Mostrar que 0 € p(.A;) é equivalente a mostrar que o operador linear —A; : D(A;) C H; — H,;
é invertivel e, (—A;) ' € limitado. Escrevendo —A;U = F em termos de suas componentes

temos
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D = fy, (3.57)

—k(pz + ¥ +lw)y — kol(we —lp) = p1fa, (3.58)
- = fj, (3.59)

—bles + k(e + ¥ +lw) + 90, = pafs, (3.60)
-W = fs (3.61)

—ko(wy —lp)e + kl(ps + ¢ +1lw) = pife, (3.62)
YWe —alye = p3fr. (3.63)

Para 1 = 1, de (3.57), (3.539) e (3.61)), segue que

d = —f €H},
U = —fy€ Hy,
W = —f5€Hé.

1
Sabendo que —(p3fr — 7¥,) € L?, do Lemaexiste um tnico § € H* N H{ que satisfaz
(0]

1
—Opr = _(p3f7 - ’V\Dm)-
o

Considerando as fungdes g1, g2, g3 dadas no Lema [3.10]da seguinte forma

g = —pif2€ LQ,
g2 = —pafs+0, € L2,
g3 = —pife € L.

Temos que o sistema formado pelas equagdes (3.58)), (3.60) e (3.62) possui uma tnica solugdo
(o, 0, w) € (H* N H})3. O que mostra que existe um dnico U € D(A;) tal que —A,U = F.
Parai = 2, de (3.57)), (3.59) e (3.61)), segue que

d = —f € Hy,
U = _f3€Hi7
W = —f5€Hi.

1
Sabendo que —(p3fr — 7¥,) € L?, do Lemaexiste um tdnico § € H? N H} que satisfaz
o

1
—Opp = _(/)3f7 - ’V\I’x)-
«Q
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Considerando as fungdes g1, g2, g3 dadas no Lema [3.11| da seguinte forma

g = —pifs€L?
g2 = —pafi+0, € L2,
g3 = —pife € LZ-

Temos que o sistema formado pelas equagdes (3.58)), (3.60) e (3.62) possui uma tnica solugio

(0,1, w) satisfazendo
p € HXNH ,we H>NH} ¢w, € Hp.

O que mostra que existe um dnico U € D(A,) tal que — AU = F.

Portanto, o operador —A; € invertivel, vamos mostrar agora que seu inverso € limitado. Para
isto, considere F' = (f1, fo, f3, f1, 5, f6, f7) € H;. Existe um U € D(A;) tal que A,U = F.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em temos

1
psllfall; < o AU 1T
Mas A;U = F, entdo
, 1
p3llally < I E 1Tl
1
Usando a desigualdade de Poincaré, existe uma constante ¢; > 0 tal que

p3l10115 < c1l|F|ll|U] |- (3.64)

Tomando em (3.58)), (3.60) e (3.62) o produto interno de L?, com ¢, v e w, respectivamente,

temos

k((pz + ¢ 4+ lw)a, ©)2 + kol ((we = lp), )2 = (p1f2,0)2,
b<wazxa ¢)2 - k((@x + w + lU)), ¢)2 = (p2f4 + 7917 ¢)2>
ko((wa = @), w)a — kl((0x + ¢ +lw), w)2 = (p1fs, w)a.

Usando integragdo por partes,

—k((pe + ¥ +1w), )2 — ko((we — lp), =lp)2 = (p1fa, )2,
—b(Ve, V)2 — k(e + U +1w), )2 = (pafa+02,7)2,
—ko((wz — 19), we)2 — k(e + ¥ +lw), lw)y = (p1fs, w)a.
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Isto é,

ke + ¢ + lwl]3 + kollwe — Lol 5+ bl|vall; = —((p1fa, 0)2 + (p2fa + 10z, 1)
+ (p1fe, w)2).

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e triangular,

kllpz + ¢ + lwllz + kollws — loll3 + 0llUxll; < pallfall2llell2 + pall fal l2l]]2
+ 0 l2[[¢]l2 + pr]l f6]]2][w]|2- (3.65)

Usando a equivaléncia das normas |U|4 e ||U||3 e a desigualdade de Poincaré

prll follollellz + pall fall2l |12 + prll fol l2llwll2 < cpull fall2llwell2 + cpaol| fall2l[tbe]]2
+ cpul| foll2][wz]]2
< 2ep1|Flu|Uly + cpo| Flu|Uln,

assim, existe ¢y = co?max{2py, p2} > 0, onde o é a constante positiva satisfazendo a desigual-

dade de equivaléncia das normas, isto é, |U|y < o||U||y, tal que

pillfall2llellz + ol fall2llll2 + pall foll2llwll2 < col[Fl[a||U |- (3.66)

1
Usando as desigualdades de Poincaré e Young com € = 602
o

WO l2l[9]l2 < er]l0all2l[a]]2

3(070)2 2 1 2
TH92||2+ @H%H?

IN

3c2aym

De (3.64), exist =
e existe c3 TS

> ( tal que

1
YOallal[ll2 < el Ellul Ul + 51Ul
Usando a equivaléncia das normas,
1
Oall2ll9]l2 < csll Pl + £l1U e (3.67)

Substituindo (3.606) e em (3.65)), segue que existe uma constante positiva dada por ¢, =

maz{cy, ¢, c3} > 0 tal que

1
kllpz + ¥ + lwlfy + kol lwe — L[5 + bt |3 < cal [Fllul Ul + 6||U||3¢- (3.68)
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Por outro lado, de (3.57), (3.59) e (3.61)) e utilizando a desigualdade de Poincaré,

pill®15 + o2l V|5 + pu W5 = pullAill5 + p2ll fslls + ool f5]15
< C(lefl,xug+p2“f3,x”§+p1‘|f5,z”§)
< cmax{pi, p2}| F|u-

assim, existe c5 = co?max{py, p2} > 0 tal que
Pl @13 + p2l[P113 + o W13 < 5| F ][ (3.69)

Somando (3.64)), (3.68)) e (3.69),

1
1U113 < esllF [l + eal [F 1l [U1 + ST + el [l 1T

1
Utilizando a desigualdade de Young com € = 5

3c2 1 1 1 3c?
E Y+ ST, + 2101 + ST+ 27

U1, < esll Pl + =51

Logo, existe C' = y/maz{2cs, 3c2,3c2} > 0 tal que
U1}, < ClIEI,
Como F' € H,; é arbitrario, segue que
1(=A) " Fl3, < ClIF|l3, YF € Ha.

Com isso, podemos concluir que 0 € p(A;).

L4 D(.AZ) =H,;
Considere no Lema B; = I. Sabendo que (—A;)™' € L(H,), tome )\ € R tal que

1
(=AD" e

Deste modo, A\o(—A;)™! € L(H,;). Portanto, considerando By = \o(—.A;)~! no Lema

temos

Ao < min{

1.

1

< (3.70)
[ B1l| 2

|| Ba|zx)
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Logo, I + )\0(—./42')_1 ¢ linear,limitado e invertivel. Observe que
Ml — A = (—A) T No(=A) 4+ 1), (3.71)

Como —A; e I + A\o(—A;) ™! sdo invertiveis, segue de (3.71) que \oI — A; € L(H;).
Portanto, Im(\gl — A;) = H; para \g tomado em (3.70). Do Teorema segue que

Im(A — A;) = H,; paratodo A > 0 e que D(A;) = H;.
Segue entdo do Coroldrio [2.52], que A; é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de con-
tracdes et sobre H;. O

Teorema 3.13. Para cada vetor Uy € D(A;), o problema @ possui uma tinica solu¢do
U € C([0,00), D(A;)) N C([0,00), Ha),

dada por U (t) = e,

Demonstragdo. Segue do Teorema[3.12]e do Teorema[2.53] O
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4 ESTABILIDADE

O objetivo desta se¢do € fazer um estudo sobre o comportamento assint6tico da solucao

U(t) = e*U, do problema de Cauchy abstrado (3.9) e, consequentemente, para a solugdo do

sistema (3.1)-(3.7). Considere

k
exz‘l——

ol (4.1)

b
X0 = Epl - P2

A seguir enunciaremos e demonstraremos resultados que servirdao de base para concluirmos o

desejado.

Lema 4.1. Seja A; : D(A;) — H; o operador definido em (3.8). Entdo, todos os valores

espectrais de A; sdo autovalores de A;.

Demonstragdo. Considere {U, }nen, Up = (0™, @) 4p() () 4y 1) 9(")) uma sequén-

cia limitada (na norma do grafico) em D(.A;). Observe que

||UHHD(A1') = |Un H;, + ’AlU H;
= IS5 + 13 + [[513 + 1%™[3 + [Jwi™[13 + W13 + 11673
1
+ @13 + EHk‘(SOg;") + ™ 4+ lw™), + kol (w(™ — 1e™)[5 + [ 8]]3

1 n n n n n n

+ Ewaéx) — k(e + ™ + 1wy — 03 + (W3
1

+ Ellko(wi”) — 1)y = Kl + ™+ lw™)|[3

1
+ || =T + b5, (4.2)
P3

Primeiramente mostraremos que as sequéncias {©\% boers {08 bners {082 bner € {05 e
sd0 limitadas em L2
Tomando a norma de gogc@ em L?, somando e subtraindo termos adequados, usando a Desigual-

dade Triangular e a Proposi¢ao [2.32] temos,

I = 110 + 90 + 1), — gl — 1|
< 2 B+ T B+ 20+ 1
< 2N + 9 ).+ kol — 1) B+ 7l — 1) B
A0 + 4]

Usando novamente a Desigualdade Triangular e agora a Desigualdade de Poincaré, segue entao
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de (4.2) que existe uma constante C' > 0 tal que
1652113 < Cl1Unllpean- (4.3)

Como {U, },en € limitada, segue que a sequéncia {gofJQ}neN é limitada em L2
De modo andlogo é possivel mostrar que {1/ }en, {w® }en também sdo limitadas em L2,
Usando (3.56) e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

1
001 =~ Re((AL. U,
1
< _HAlUn’ i Un| Hi-
a
Da equivaléncia das normas | - |3, € || - ||#,, existe uma constante C' > 0 tal que

Agora, usando que 2ab < (a + b)?, existe uma constante C' > 0 tal que

2

10513 < C(I1Un

H; + ’AZU

Hi)
Isto é,
167112 < Cl|Unl|peayy-

Portanto, a sequéncia {01 },cx € limitada em L2.
Mostraremos agora que a sequéncia {U, } ,en possui uma subsequéncia convergente em ;.

(1) A sequéncia {¢™},,cy é limitada em H?2. Como a aplicacio incluso
i (H2 | () = (HY ] o)

¢ compacta (pela Proposicdo [2.39), existem uma subsequéncia {go(”k)}nkeNlcN e uma funcdo
¢ € H' tais que

™) — ]| g1 — 0.

Como ™) € H} paratodo k € Ne (H{,||-||g) é completo, segue que ¢ € H{.

(2) A sequéncia {®™},,cn, é limitada em H'. A aplicagio inclusio
i (HY | [lm) = (C([0, LLR), ] [l

€ compacta (pela Proposi¢cdo . Logo existem uma subsequéncia {®™)}, .y, cy, € uma
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fungdo ® € C([0, L], R) tais que
|| @) — B||o, — 0.

Mas, como
L

0< 80— af = [0 — 8 do < Lljo™) - al|.. >0,

0

entdo ® € L% e
|2 — @3 — 0.

(3) A sequéncia {w(”)}neNQ é limitada em H2. Assim como em (1), existem uma subsequéncia

{yp™)},, cn,cn, € uma fungdo i € H' tais que

1™ — ||z — 0.

Como o)™) € H}e (HE,||-||m) é completo (ou ™) € He (HL, ||-||z) é completo), segue
que v € H} (out) € H)).
(4) A sequéncia {\If(")}neNg ¢ limitada em H'. Assim como em (2), existem uma subsequéncia

{me)}, N, cn, € uma fungdo U € L2 tais que
|t — W[y — 0.

Como ¥(™) ¢ L2 e (L2,]||-||2) é completo (ou W) € L2e (L?,||-||2) é completo), segue que
Uel?(ouvel?).
(5) A sequéncia {w(”) Fnen, € limitada em H2. Assim como em (1), existem uma subsequéncia

w1 oon, € uma funcdo w € H! tais que
{ LENsCNg ¢ q
[w™) — ]|z — 0.

Como w™) € H} e (HL,|| - ||m) é completo (ou w™) € H!e (HL || - ||z) é completo),
segue que w € H} (ouw € H)).
(6) A sequéncia {W(”) }nens € limitada em H !, Assim como em (2), existem uma subsequéncia

{WrY, engsen, € uma fungdo W € L2 tais que
W) — W[, — 0.

Como W) € L2 e (L2,|| - ||2) é completo (ou W) € L2 e (L?|| - ||2) é completo), segue
que W € L? (ou W € L?).

(7) A sequéncia {9(")}%1\16 ¢ limitada em H*'. Assim como em (2), existem uma subsequéncia
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{9(""’)}nkeN7cNe e uma funcdo 6 € L? tais que
16 — 6]|; — 0.

Como §™) € L2 e (L?,|| - ||2) é completo, segue que 6 € L.
Assim, dos itens (1)-(7), existem U = (o, ®, ¢, W, w, W, 0) € H; e N; C N tais que a sequéncia

Com isso mostramos que dada uma sequéncia {U, }necn limitada em D(A;), esta possui uma

{Un, }ny.en, converge para U no espago (H,, || - |

subsequéncia convergente em H,, isto €, pelo Teorema (2.21) a aplicacdo

¢ compacta. Portanto, pela Proposi¢do [2.23]e pela Proposicdo [2.24] segue que todos os valores

espectrais de A; sdo autovalores de A;. O

Observacio 4.2. No Lema .1} obtemos que o operador i : (D(A;), || - |lpay) = (Hi, | - |n,)

w,, temos que também é compacto o

é compacto. Pela equivaléncia das normas | - |3, e || - |
operador i : (D(A;), || - [[p(ay) = (Hi [| - ll,) -

Lema 4.3. Seja A; : D(A;) — H; o operador definido em (3.8)). Entdo iR C p(A;).

Demonstragdo. Suponha que iR € p(A;). Entéo existe 5 € R, 5 # 0 (pois 0 € p(A;)) tal
que i3 € o(A;). Do Lema temos que ¢/3 ¢ um autovalor de A;, entdo existe um autovetor

ndo-nulo U € D(A,), satisfazendo a equagdo resolvente
18U — AU = 0. 4.4)

Reescrevendo (#.4) em termos de suas componentes, temos

1B —P = 0, 4.5)

iBpr® — k(z + ¢ + 1wy — kol(w, — lp) = 0, (4.6)
iy — U = 0, “4.7)

iBpaV — bipyy + k(pe + ¢ +lw) +90, = 0, (4.8)
Pw—-—W = 0, 4.9)

iBpAW — ko(wy — 1)y + El(ps + 0 +1lw) = 0, (4.10)
1Bp3d + vV, —ab,, = 0. (4.11)

Tomando o produto interno de (#.4) com U em #,;, tomando a parte real, e usando (3.56), temos

16213 =0
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Usando a desigualdade de Poincaré,
0 < |0[l2 < C|0x]]2 = 0.

Portanto, § = 0 e por consequéncia ,, = 0. Substituindo isso em (4.11)) temos que ¥, = 0.
Usando a desigualdade de Poincaré

0 < |[¥][z < Cl[Ws][z = 0.

Assim, obtemos que ¥ = 0 e consequentemente de (4.7), v = 0. Deste modo as igualdades

(4.6), (4.8) e (4.10) se reduzem a

iBp1® — k(ps + lw), — kol(w, —lp) = 0, (4.12)
k(gp +1lw) = 0, (4.13)
iBoW — ko(wy — lp)e + kl(pz +lw) = 0. (4.14)

Substituindo @.13) em @.12)) e usando (4.5]) temos

_ 32
(e — lgp) = —2PL, (4.15)
kol
Substituindo agora (@.13), (4.15) e (4.9) em (4.14) obtemos
(pr = lw) = 0. (4.16)

De @.13) e (4.16) segue que ¢, = 0 e consequentemente w = 0. Usando a desigualdade de

Poincaré
0 <l¢lla < Cllgzlla = 0.

Portanto ¢ = 0. Como ¢ = w = 0 de (#.3) e (4.9) segue que & = W = 0.
Assim, obtemos que U = 0, o que contradiz o fato de U ser um autovetor ndo-nulo associado
ao autovalor (3. Portanto, iR C p(A;). m

Como iR C p(A;), temos que dado F' = (f1, fa, f3, fa, [5, f6, fr) € H, existe um
U= (0,P,90, ¥, w,W,0) € D(A;), que satisfaz a equagdo resolvente ifU — AU = F. A
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equacao resolvente em termos de suas componentes ¢ dada por

1B —P = fi, 4.17)

iBp1® — k(pr + ¢ +1lw), — kol(we —lp) = p1fa, (4.18)
iy -V = f, (4.19)

iBp2V — byy + k(e + U +lw) +40, = pafa, (4.20)
ipw—W = fs, 4.21)

B W — ko(wy — @)y + kl(ps + 1 +1w) = pifs, (4.22)
iBpst + YV, —ab,, = p3fr. (4.23)

Lema 4.4. Sejam U € D(A;) e F' € H,; tais que ifU — A;U = F para algum § € R. Entdo,

existe uma constante C > 0 tal que
162115 < C U3 |F || (4.24)

Demonstragcdo. Tomando o produto interno de iU — A;U = F com U, tomando a parte real,
e usando (3.56), obtemos

allf.|; = Re((F,U))n.
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
102112 < CHU el | F -

1
Com C' = —. O que prova o Lema. 0
o

A seguir vamos obter estimativas locais usando fungdes de corte. Consideraremos ini-
cialmente Ly € (0,L) e 6 > 0 ndmeros arbitrdrios tais que (Lo — J, Lo + 0) C (0, L), e uma
fungdo s € C*(0, L) satisfazendo

supp s C (Lo — 8, Lo+ 6),0 < s(z) <1, z € (0,L) (4.25)

s(x) =1 para =€ [Ly—09/2,Lo+ /2] (4.26)

Se tivermos os valores de L, L e ¢, uma func¢ao desse tipo pode ser determinada por partes, um

exemplo genérico para este tipo de fung¢do pode ser dado da seguinte forma:
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0,
o
e@—(To-s/2) 1 ¢,
I

I S
e (@—(Lo+6/2))% -1 e,

0,

56

0<z<Ly—0,
Lo—6<x<Ly—2,
Lo—$<ax<Ly+8,
Lo+3 <2< L+,

Lo+d<x<L.

Vamos atribuir valores a L, Ly e 0 pra que possamos analisar graficamente o comportamento

dessa fun¢do s. Considerando L = 8, Ly = 4 e 6 = 2, temos

(

0, 0<x<2,
eme, 2 <2 <3,
s(x) = 1, 3<z<5,
eme, 5 < x <6,

0, 6 <z <8

\

Podemos observar a representacéo grafica de s na Figura

Figura 4.1: Funcao s.

Lema 4.5. Sejan F € H; e € R com |5| > 1 tais que ipU — AU = F para algum
U € D(A;). Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+d Lo+s 5
[ stuan < cppi( [ stupar) " 0NNV + CIUIF
Lo—6 Lo—6 ’ﬁ|
C

16l

Demonstragdo. Derivando (4.19) com respeito a varidvel = e substituindo em (4.23), obtemos

+ = lIFI (4.27)

18p30 + 18y — 7V [32 — Aee = p3f7. (4.28)
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Multiplicando (4.28)) por s1), e integrando de 0 até L temos

L L L L L
Zﬂ’y/ 8|, [Pdr = —z’ﬁpg/ sOdx + ’y/ S f3pUpdr + a/ 8050 pdT + ,03/ s frbada.
0 0 0 0 0
Usando @.19) e integracdo por partes
L L L L o L
iy [CstPde = po [ ey [0y [ spati-a [ 500
0 0 0 0 0
L L
— a/ S0, dx + ,03/ s frdex. (4.29)
0 0

Vamos observar separadamente cada parcela desta soma. Para isto, defina

L
I = —a/ 50,4 d
0

L —
]2 = pg/ SH\PI
0

Usando (@.20) temos

- L L L
L = ﬁoz,OQ/ 50, Wdx — g'y/ 5|0, > dx — gl{:/ 30, (o + ¢ + lw)dx
b 0 b Jo b Jo

Q@ Lo
+ 3p2/ $0, fadzx. (4.30)
0

Tomando o mdédulo em (]@[), usando as desigualdades Triangular, de Holder, de Young e

(@.24), existe uma cosntante C' > 0 tal que

L . k
L] = —Oé/ Sex(lﬁbm\lf—i-g(s%—i-zD%-lw)—i-%9;6—%ﬁl)dx
0
. L o k L -
_ pa / s0,Vdr — O‘—/ 0, (pr + ¥ + lw)da 4.31)
b Jo b Jo
L L
- O% 80, |*dx + % 50, fadx
0 0

IN

L 1/2
CIﬁIII%IIz(/O SI‘IIIde> + Cll0:| 211U 3¢ + CIU |l | F 132 + CII F I3,
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Usando (@.23)) e integrag@o por partes, segue que

L
L, = p3/ 59( Prsg 9m+p3f7>dx
0 8

v
2 L L
N Ry L / s|0|2dx+3—/ 500, 5d (4.32)
7 Jo Y 0 Y Jo
2 L : 2 L L
I L / s|9|2dx_@/ $00,dr — 22 [ 510, 2da.
7Y Jo Y 0 Y Jo Y Jo

Tomando o médulo em (4.32), usando as desigualdades Triangular, de Holder, de Young e
Poincaré, existe uma constante C' > 0 tal que

L] < ClU [ Fll + CllO 21U + CLAIIU |l [ F' 3¢ (4.33)

Temos entdo que tomando o médulo de (4.29), considerando o fato de |3| > 1, usando as
desigualdades Triangular, de Holder, (4.31)) e (4.33), existe uma cosntante C' > 0 tal que

Lo+d Lo+s 3
/ sl *dr < CHQtz(/ S\ledfc> H9 2Tl + CNU 3| [F[ |3
Lo—6 Lo—6 |ﬁ|
HFH
i

]

Lema 4.6. Sejan F € H; e € R com |5| > 1 tais que ifU — A,U = F para algum
U € D(A;). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+6 ) C ) C )
/L ) s| | dl’éWH%HQHUH%+CHUHHHFHH+CI|F||H+@HUH% (4.34)

Demonstracdo. Multiplicando (4.20) por —si e integrando de 0 a L temos
L o L o L o L
pg/ 1BsUdr = b/ SUppthdr — k/ s(e + ¥ + lw)pdr — ’y/ s dx
0 0 0 0
L —_—
+ P2 / sfapdz.
0

Usando (@.19) e integrando por partes obtemos

L L L
pz/ S| Udr - b/ s]wm|2dx+k;/ (0ot +lw)shde + T+ 1 (4.35)
0 0 0
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onde, usando a equagdo (.7))

L L L
Iy = v / s0,0dx — p, / sfabdz — p, / sV fyda
0 0 0

L L
= —,l s@x[fg—l—\lf]dx—pg/ s[fa + VU f3]dz,
i Jo 0
e
L J—
I, = b/ s'ppda.
0
Usando @.19) temos que
L . L L o k L o
0 i Jo i Jo

Tomando o médulo e usando as desigualdades Triangular, de Holder e de Poincaré, existe uma

constante C' > 0 tal que

k([T : C
<—(/0 s\m?dx) U1l + S0l F e

L J—
‘k/ﬂ (0p + 9 + lw)pdx <15 T

Usando a Desigualdade de Young com € = %, existe uma constante C' > 0 que satisfaz

o
16l

Agora, usando (#.19), as desigualdades Triangular, de Holder, e de Poincaré, existe uma cons-

L
C
<2 [ spupdn + 01+ Ul 436
0

L
‘k/o s(pg + ¥ + lw)dx 5

tante C' > 0 tal que
C C
|Is] < mHQJcHL?”UHH + |7|||(9HEIIL2|!FHH + ClUl [F ] (4.37)
Observe que, usando integracdo por partes temos que
L L
I, = —b/ s" || *dw — b/ s"p,du,
0 0
e por (#.19) segue que
L o L o b L
o[ swien [ s = —g [ e pld
0 0 52 Jo

Tomando a parte real, o modulo, usando a Desigualdade Triangular e a Proposicao existe
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uma constante C' > 0 tal que

IRe(1y) HU |15, + 7 ||F||%- (4.38)

| < 7
Tomando a parte real e o médulo em (4.35)), assumindo que |5| > 1, usando (4.36), (4.37) e

(4.38), e usando a defini¢do de s, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+96 Lo+ C
/ s|0[?dz < C sl Pde + U35, + ||9 2 |Uln + 727 H9 2| F] |3
Lo—5 Lo—5 B 18 18]

+ ClUIInl|Fll + ClIFI

Usando a Desigualdade de Young e (4.24), temos

Lo+06 Lo+96
/ guidr < © [ shilPde +-Sl6ullallU]In + mw@+cwmmwmi
Lo—6 Lo—6 |ﬁ|

+ ClIFII3,
Usando o Lema4.3]

L0+5
/L ) s|0|*dzx < WHG cl2[|UN + CHU el | F 130+ ClE |, + QHUHip
0—

]

Corolario 4.7. Sejam U € D(A;) e F' € H,; tais que ifU — A,U = F para algum 3 € R e

|G| > 1. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

L0+5/2
[ e < 0l U1+ CINU Tl + CIF
Lo—4/2 ’6|

Demonstragdo. Pelos lemas @.6) e (4.5), e sabendo que existe C' > 0 tal que, para quaisquer
a,b>0,

Va+b< Ca+Vb), (4.39)
temos que
Lo+o 1/2 1/2 1/2 1/2
/‘ s[t|*dz scmam( AN + CUTIIFI + I Flh
Lo—6 ‘ﬂ'
wmwm) wmeummH+mwmmmm+cwwy

Usando a Desigualdade de Young, a estimativa do Lema [4.4] e a propriedade pra a func@o s,
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existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+4/2 ) C )
/L W Pde < - 110ulal Ul + CINUT |l + ClIFIE,.

0—5/2 18]

]
Para as proximas estimativas, considere uma fungdo s; € C*(0, L) satisfazendo
4] o
supp s1 C LO_§7LO+§ ,OSSl(SL’) <1 ,zxze€e (O,L) (4.40)
e
) 4]

si(x) =1 para x € |Ly— §’L0 + 3| (4.41)

Se tivermos os valores de L, L e 6, uma fungao desse tipo pode ser determinada por partes, um

exemplo genérico para este tipo de fung¢do pode ser dado da seguinte forma:

(

0, 0<z<Lo—3,
eme, Lo—$<x<Ly-4%,
si1(z) = L Lo—$ <z <Ly+4,
e B Tori/ T ¢, Lo+ <a<Ly+3,

\ 0, Lo+3<z<L

Vamos atribuir valores a L, Ly e d pra que possamos analisar graficamente o comportamento

dessa fun¢do s;. Considerando L = 8, Ly = 4 e ) = 2, temos

(

0, 0<x <3,

eme, 3<a <Y

s1(z) = 1, D<o,
eGir e, 4 <gcp

0, 5< <8

\

Podemos observar a representagio grafica de s; na Figurad.2]
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Figura 4.2: Fung@o s;.

Lema 4.8. Sejan F € H; e € R com |5| > 1 tais que ifU — AU = F para algum
U € D(A;). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+4/2 Lo+6/2 Lo+4/2 1/2
[ ket vl < xld 11t |B]das + O||U||H( / |wx|2dx)
L L

0—6/2 Lo—5/2 0—6/2
Lo+6/2 1/2 C
2 2
bocWl( [ wRds) ol Flc+ 0T
Lo—3/2 15
C
+ gl Pl (442
Demonstragdo. Multiplicando (4.20) por s, (¢, + 1 + lw) e integrando de 0 a L, temos
L L L
k:/ s1lpe + ¥ + lw|?de = —zﬂpg/ 519V (pp + 0 + lw)dz + b/ 81Uz (e + U + lw)dx
0 0 0

L L
— 7/ 510, (0z + ¥ + lw)dz + ps / 51 fa(e + 9 + lw)dz.
0 0

Integrando por partes

L L L
b sila vt luPde = <ibpy [ st o e —b [ s le T 0 Twds
0 0 0

L L
- b/ Sl¢z(§0z —|—1/J+lw)$dl’ _7/ SIQI(QOI —i—l/}—i-lw)dl'
0 0

L
+ P2/ s1fa(pz + ¢ + lw)dx.
0
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Com o auxilio da equagio (4.18)) obtemos

L L L
k/‘am¢+w+MVm:= —wm/'awwf+¢+me—b/‘$%w%+w+hww
0 0 0

L
B %/0 5101801 ® — kol(ws — L) — pyfo]dx

L L
— 7/ 510 (0r + ¥ + lw)dz + pg/ s1fa(e + ¥ + lw)dz.
0 0
Assim, usando (@.19) e @.21)) obtemos
L L L L
k/ s1lpe + 0 + lwl?dr = —iﬁpg/ s1Vodr + pg/ s1|W|Pdw + p2/ s1V f3dx
0 0 0 0
L L b L _
+ ,OQZ/ Sl\I/WdI+p2l/ Sl\Ilfg,dx—i— E,Ol/ zﬁslwxiﬁd:c
0 0 0
L - b L -
— b/ s1z(r + 1 + lw)dz + Ekol/ $10,(w, — lp)dx
0 0
b L . L
+ E'Ol / 81Uy fodx — fy/ $10.(0r + ¥ + lw)dz
0 0
L _—
+ ,02/ 81f4(Q0;E + lﬁ + lw)d:z; (443)
0

Observaremos separadamente cada parcela da igualdade (4.43). Para isto, defina

L . b L . L -
Iy = pg/ slllffgda:%—%pl/ slwzfgdx+p2/ s1+ falee + ¥ + lw)dz
0 . B 0 0
+ mp/ 51U s,
0

L
]6 = pgl/ Sl\IIWdZE,
0

L L
b _
I; = —WPQ/ SI\P@C&E"_EPI/ 13511, Pdz,
o 0 0 . . -
Iy = —b/ s’lgbz(gogc—i—iﬁ—i—lw)dqu%kOl/ $190.(w, — lp)dx.
0 0

Temos entdo que

L L
’f/ sile + ¥+ lwl'de = P2/ 51| U2de + I + I + I + I
0 0
L e
- ’Y/ 510, (0r + ¥ + lw)dz. (4.44)
0

Usando as desigualdades Triangular, de Holder e a equivaléncia das normas |- |3 e || - ||, segue
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que existe uma constante C' > 0 tal que
15| < ClU 3l [F ]2 (4.45)

Usando a Desigualdade de Holder, e o fato de s; ser limitada, existe uma constante C' > 0 tal

que

L 3
il <l [ 1wpar)” (4.46)
0
Usando @.17) e (4.19)
L - b L o
I; = Pz/ 51V (P, + fi.)dx + Epl / 51(Vy + f3.)Pdx

0 0

L o L _ b L . b L o
= pg/ Sl\pq)xdl" + pg/ 81\Df17xd£B + Epl/ Squx@dfﬁ + Epl/ 81f37xq)dl‘.
0 0 0 0

Usando integracio por partes temos

L . b L o b L o L _
I, = —pQ/ st ddr + (Epl — pg) / 51V, ddx + Epl/ s1f3,Pdx + pg/ 51V fi zd.
0 0 0 0
Novamente utilizando (4.19)
L o b L o b L o
I; = —02/ 510 Pdx + (Epl - Pz)Zﬂ/ 510, Pdx + Epl/ 51 f3.Pdx
0 0 0

L _ b L .
+ /)2/ 51V f1 pdx + (Eﬂl — Pz) / 51f3.Pdx.
0 0

Tomando a parte real, o médulo, usando as desigualdades Triangular e de Holder e o fato de

que s; € limitada, existe uma constante C' > 0 tal que

L 1/2 L
|Iz] < CHUH”H(/ I‘I’\Qdﬂf) +CX0\5|/ s1¢a||®ldz + ClU[ ]| Fl3.  (4.47)
0 0

Agora, usando o fato de que s; e s sdo limitadas e as desigualdades Triangular e de Holder,

existe uma constante C' > 0 tal que

L 1/2
us|sc||U||H( / |w$|2dx) | (4.48)
0

Usando as desigualdades Triangular, de Holder e de Young, (4.43)), @.46), @.47), (4.43), os
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lemas [4.6|e 4.4} e a defini¢do de s;, temos em ([#.44) que existe uma constante C' > 0 tal que

L0+5/2 L0+5/2 L0+5/2 1/2
[ et v b lwbis < 1l ]|0ldz + CHUHH( / Wd:c)
L, L

0—58/2 Lo—5/2 0—5/2
Lo+/2 12 o
boclWb [ wRds) Ol P+ 0T
Lo—6/2 ‘5'
C
+ SlIFIR
[

Lema 4.9. Sejam F € H; e € R com |B| > 1 tais que iU — A;,U = F para algum
U € D(A;). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+4/2 Lo+46/2 Lo+6/2 1/2
[ siotas < calsl [ slvelivpde o [ apas )
L L

0—6/2 Lo—5/2 0—6/2
Lo+d/2 ) 1/2 C )
; 0||U||H(/ o das) T Ol + S0
Lo—6/2 ‘5‘

C
tom 1113
Demonstragdo. Multiplicando (.18) por s,% e integrando de 0 a L temos

L L L L
i8p1 / 51P@dr — k/ s1(pz + ¥ + lw), pdr — k:gl/ s1(w, — lp)pdr = pl/ s1 fopdx.
0 0 0 0

Usando (@.17)) e integrando por partes obtemos

L L L
/ p51|®)Pder = —py / s1(®fi + fop)dx + k/ st (e + ¥ + lw)pdz
0 0 0
L L
+ k/ $1(pz + ¥ + lw)gpde — kol/ s1(w, — lp)pdr.  (4.49)
0 0

Vamos observar separadamente cada parcela da soma (4.49). Para isto, defina

L
Iy = k/ s (e + U + lw)pdx
0

L L
o= [ silon +0 4 wfpads — kol [ sifuw. - L)pde.
0 0

Logo,

L L
/ p1s1|@Pde = —p / s1(®f1 + fap)dx + Iy + Iho. (4.50)
0 0
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Usando temos
k L - k L —
== [ st vt e = 1 [+ 0 )
18 Jo W5 Jo

Usando as desigualdades Triangular, de Holder, de Poincaré e a equivaléncia das normas | - |

e || - ||#, segue que existe uma constante C' > 0 tal que

<
16l

<

[Re(Iy)| < 3]

U3, + = Ul [F] 3 (4.51)

Agora, somando e subtraindo

L
k/ $1(pe + 0 + lw) (Y + lw)dzx,
0

a [y obtemos

L L
Iy = k/ s1lpe + ¥ + lw|*dz — k/ s1(pz + ¥ +lw) (Y + lw)dx
0 0
L L
— k’ol/ syw,pdr + k:ol2/ s1|pl*dz.
0 0

Usando integragdo por partes

L L L
Ly = k/ 31|<px+¢+lw|2dx—k;/ 31(<px+@/1+lw)ﬂdx—k:l/ s1(pz + ¢ + lw)wdz
o . 0 . 0
+ k:ol/ shwpdr + kol/ sywp dr + k0l2/ s1|pl*da. (4.52)
0 0 0

Somando e subtraindo .
k:ol/ syw(¢ + lw)dx,
0

em (4.52) obtemos
L L B L
I, = k/ sl\c,ox+w+lw\2dx—k/ sl(gox+w+lw)wdx—k012/ si|w|*dz
0 0 0
L L L
+ kol/ syw(pz + 1 + lw)de — k:l/ $1(¢z + ¢ + lw)wdx + kol/ shwpdz
0 0 0

L L
+ k‘olz/ 51|g0|2d:v—kzgl/ sywidz.
0 0
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De (@.17)), (4.19) e (#.21)) segue que

L L
k _
I, = k;/ sl|g0$+¢+lw|2dx+%/ s1(pz + 0 + lw)V
0 0
ko[F — kol [X  — kol 2
— - ) d — Ud —
+ 2,6/0 s1(pe + 0+ lw) f3 x—i-w/o S1w x—i—zﬂ/o s1w f3

L L
+ k:gl/ s1w(py + ¢ + lw)dr — k:l/ 51(¢pg + 9 + lw)wdz
0 0

ol kol .- , [F oA+
- = D — —= da + kol d
7 slw x 7 slwfl x + ko /081 - x
L W2
- %ﬁ/slﬁj du.
0

Usando @.17) e (#.19), tomando a parte real, médulo, as desigualdades Triangular, de Holder,
de Poincaré e a equivaléncia das normas | - |3 e || - ||%, segue que existe uma constante C' > 0

tal que

L C C
Re(lo)| < C / s1lis + 0+ lwldz + 0B + =0l [Flle 453)

w' 'ﬂ'
L

C NP1, + ko — k:|l/ sulwllgs + 0 + lwldz
0

P
- 2 C 2 C
= O [ silen it oo+ U1+ 1Dl
: a1 g
L
+ llPI - dalx [ silullps +0 + ulds

Usando as desigualdades Triangular, de Holder, de Poincaré, a equivaléncia das normas | - |3 e
I - |]3, @.51) e (4.53) em (@.50) temos que

L L
/ s|®*dr < C/ sllcpm+1/)+lw|2dx+ml|U||H
0 0

HNM+CWWMWM

Ul Pl
18]

U
" m”’“ B

L
i wx/smm%+w+mwﬂ
0

Como supp sy C (Lg —0/2, Lo+ 6/2) e |3] > 1 obtemos

Lo+6/2 Lo+6/2
[ sieps < 0 [ e b ok b+ U+ IO Flhy
Lo—6/2 Lo—6/2 18

L
+ Hﬂm+%u/‘ﬂwwfuwumm. (4.54)

|16?
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Observe ainda, usando (4.21)), que existe C' > 0 tal que

L

C C
tabx | silullp. + v+ lulds < 10 + 10l Flbe
0 18] 18]
Assim temos em (4.54) que

Lo+4/2 Lo+4/2 C

[ mlepds < € [ sl bttt U1+ Il Flb
Lo—5/2 Lo—5/2 5]

C
+ —||F|3.

Usando o Lema4.8| concluimos que

Lo+6/2 Lo+6/2 Lo+6/2 1/2
[ slekr < culd slwwxucmdaswuvuﬂ( / mr?das)
L L

0—5/2 Lo—5/2 0—5/2
Lo+5/2 ) 1/2 C )
; 0||U||H(/ v dx) OOl Pl + S 0112
Lo—6/2 ‘5‘
C
IR

]

Corolario 4.10. Sejam F € H; e € R com |B| > 1 tais que iU — A;,U = F para algum
U € D(A;). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+6/3 Lo+3/2
/ (o + 0+ wf+ [8P)de < Cyold] 51| ®ldz + CIJU ]| F
L

0—6/3 Lo—5/2
L0+5/2 ) 1/2 C )
; c||U||H(/ v dx) + SIFIE
Lo—58/2
C ) Lo+6/2 ) 1/2
; —||U||H+O||U||H(/ 0] dx) .
18] Lo—5/2

Demonstracdo. O resultado decorre dos lemas [4.8|e [4.9]e da Propriedade (4.41)) para a fungio
S1. O

Lema 4.11. Sejam F € H; e B € R com |B| > 1 tais que iU — AU = F para algum
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U € D(A;). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+6/2 Lo+6/2 1/2
[ sttt + Wi < cxw( / sl|<1>|2dx) U]
L L

0—5/2 0—3/2
L0+5/2
+ C</ 51\<I>|2dx)
Lo—6/2
Lo+6/2 1/2
+ C( 51\<I>|2dx) U]
Lo—6/2
Lo+6/2 1/2
oo [ siutan) 10lh+ ClUF
Lo—5/2
L0+5/2 1/2
+ C( 51\¢x+¢+lw12d93) U |
Lo—5/2
L0+5/2
+ C( sl\gox—l—w—irlw]de).
Lo—6/2
Demonstragdo. Multlphcando - ) por s1(w lgo) e integrando de 0 a L temos

L
kol/ s1|w, — lo|*dx
0

L L
i8p1 / s1P(w, — lp)dx — k:/ $1(oz + U + lw)(w, — lp)dx
0 0

L
pl/ s1 fo(w, — ly)dz.
0

Usando (@.17)) e integrando por partes

L
kol/ s1|w, — lo|*dx
0

Usando (@.22))

L
k:ol/ s1|w, — lo|*dx
0

L L L
iﬁpl/ 31<I>w_xdx+pll/ 51|<I>|2d:c+p1l/ 519 fidx
0 0 0
L

L
k;/ s1(pp + U +lw)(w, — lp)dx — pl/ s1 fo(w, — lp)dx
0 0

L
k:/ s1(pe + ¢ + lw)(w, — lp),dx.
0

L L L
iﬁpl/ 51¢w_xd:c—|—p1l/ 51\<I>\2d:c+p1l/ s1P frdx
0 0 0
L

L — -
k/ s (e + U +lw)(w, — lp)dr — pl/ s1 fa(w, — lp)dx
0 0

k. L k L —
_Zﬂpl/ s1pWdx — —Pl/ 51(pe + 1 + lw) fedx
]€0 0 kO

2 L

k L _
—l/ 51/ + U + lw|*dr — —zﬂpl / s1pWdx
ko ko 0

k L
—lifBp / stwWdzx.
ko 0



70

Usando @.17), @#.19) e @.21)

L L L L
kol/ s1|w, — lo|?dr = Zﬂpl/ s1Pw dr + pll/ 51| ®|*dx + pll/ 51 fidx
0 0 0 0

L L
+ k‘/ s1(pz + U 4+ lw)(wy — l)dx — py / s1 fo(w, — lp)dx
0 0

k L — k L —_
o | s Wde = oy [Csiat vt w)fada
ko™ Jo ko™ Jo

2

L k’ L .
+ —l/ 51|goz+1/1+lw|2dx——p1/ s;UWdx
ko 0 kO 0

L e k L
— —pl/ slfl,szx——lpl/ 51| WAz
ko Jo ko 0

k SR k L
— _pl/ 81f3Wd.CL’ — —lpl/ 81f5WdI.
ko~ Jo ko 0

Para simplificar as nota¢des considere

L k L
I, = kol/ s1|w, — lo|*dx + —lpl/ s1|W|dz.
0 ko 0

Integrando por partes

In =

L L L L
Zﬂﬂl/ 519w, dx + Pll/ s1| @ dx + Pll/ $1Q fidx — py / 51 fo(wy — lo)dx
L ’ 0— k OL o k ’ L _
k:/ s1(pr + U + lw)(w, — lp)dz + —pl/ $1OWdx + —p / 510W,dx
0 ko' Jo ko"Jo

]f L . k L . k.Q L
—p1 / s1VWdr — —py / s1f1,Wdx—1 + / s1lpe + ¢ + lw|*dx
ko 0 ko 0 ko 0

k

L . k L . k L .
_pl/ 81f3WdZL‘ — —lpl/ 81f5WdZL‘ — _pl/ 31(903; + @ZJ + ZUJ>f6dZE
ko 0 ko 0 ko 0

Usando (@.21)

Ill =

+

L L L L
i8p1 (1 — —) / s1Qw,dr + pll/ 51|®|?dx + pll/ s$1P frdx
ko) Jo 0 0

L —_— Y [ N —
k/ $1(pe + U +lw)(w, — lp)dx + —py / s1OWdr — —py / 51D f5 dx
0 ko " Jo ko™~ Jo

0

k L o k L o L -
—p1 / s$1YWdr — —p; / s1frWdx — py / s1fo(w, — lp)dx
k, 0 ko'~ Jo 0

k S k S— k L —
—p1 / s1fsWdx — —lIp; / sifsWdx — —p, / s1(pz + U + lw) fedx
k'o 0 kO 0 ko 0

2

L
—l/ s1|pr + ¢ + lw|*dz.
ko 0

Tomando o médulo, a parte real e usando as desigualdades Triangular, de Holder, de Poincaré
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e a equivaléncia das normas | - | e || - ||, segue que existe uma constante C' > 0 tal que

L 1/2 L
Re(ln)| < Cxlﬁl( / sl|<1>|2dx) ||U||H+c( / sl|<1>|2dx)+c||U||H||F||H
0 0

L 1/2 L 1/2
; 0(/ sl|<1>|2da:) ||U||H+c(/ sl|\1/|2da:) U]
0 0

L 1/2
; 0(/ s1|%+¢+zw|2dx> U]
0

L
+ C(/ sllgox~|—¢+lw|2da:>.
0

Usando a definicdo de s; concluimos que

Lo+6/2 ) ) Lo+6/2 1/2
[ sttt + Wi < cxw( / sl|<1>|2das> U]
LO*(;/2 L076/2

L0+6/2
+ C(/ 51\®|2d:c)
Lo—5/2

Lo+6/2 1/2
+ C 51\<I>|2d:1:) U]

s
J

Lo+5/2 1/2
oo [T i) 101+ OOl
Lo—5/2
Lo+46/2 1/2
+ c(/ 51|g0x+¢+lw|2dx) Ul
Lo—5/2
L0+5/2
+ C(/ sl\gox—l—w—i—lw]Qd:z:).
Lo—6/2
O]
Nos resultados a seguir, para simplificar as notacdes, consideraremos
Lo+6/3
Toa= [ (B + [P W i+ s 6+ D + o, — 1) do
Lo—5/3
(4.55)

Corolario 4.12. Sejam F € H;e 5 € R com |5| >> 1 tais que ifU — AU = F para algum
U € D(A;). Se x = xo =0, entdo dado ¢ > 0 existe uma constante C. > 0 tal que

Isys < el|U]l3, + C-||F |3, (4.56)

Demonstragdo. Seja € > ( arbitrario. A seguir utilizaremos a desigualdade de Young com
e > 0 muitas vezes.
Sendo y = xo = 0, utilizando a propriedade de s; e que |5| > 1, segue dos lemas 4.11]
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dos coroldrios 4.7 e 4.10] que

C . L0+6/2 5 1/2
Lsjs < _||0:EH2HUHH+OHUHH||F||H+CHFHH+CHUHH</L V] dﬁ)

|/B‘ 0—5/2

C Lo+4/2 1/2 Lo+6/2
bl o [ pae) ([ separ)
‘ﬁ‘ Lo—4/2 Lo—6/2

Lo+6/2 1/2 Lo+6/2 1/2
4 o(/ 31\<I>|2d93) |]U|]H+C(/ 31|90x+w+lw|2dx> U]
L L

0—3/2 0—38/2

L0+5/2
+ C</ Sl\gom+w+lw]2dx).
L

0—0/2

Usando a desigualdade de Young com ¢ > 0 e o Coroldrio4.10} existe C' > 0 tal que

C , Lots/z N 1/2
Ty < A0+ O P+ ClUFIE + b [ ePa)
18 Lo—58/2
C Lo+6/2 1/2
b OB+l [ ) A
18 Lo—6/2

Usando novamente a desigualdade de Young com ¢ > 0, o Lema[.6e o Corolério existe
C > 0 tal que

C
1]

<
8]

Mais uma vez usando a desigualdade de Young com £ > 0 e usando agora a estimativa (3.56)),

Tz < ll0all2llUll + ClUNnlI Fll + ClIFIG, + 21U, + el UG

Por fim, usando a desigualdade de Young com ¢ > 0 e o fato de que || € suficientemente
grande, existe C. > 0 tal que

Lsss < el|U||3, + C-||F|[3,-

O

Corolario 4.13. Sejam F € H; e 8 € R com || > 1 tais que ifU — A;,U = F para algum
U € D(A;). Se x =0e xo #0, entdo dado € > 0 existe uma constante C. > 0 tal que

Lsss < el|U|[3, + CoIBI| F1I3,- (4.57)

Demonstragdo. Sendo x = 0 e xo # 0 temos que todos os termos presentes em Zs/3 ja foram
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estimados no Coroldrio com exceg¢do do termo
Lo+46/2
Clpl $1[s||P|d,

Lo—5/2

o qual estimaremos agora. Usando a Desigualdade de Young com £ > 0 e a definicdo de sy,

temos

Lo+d/2 Lo+4/2
o8 sulbulBlds < CABP [ sl e + <] U]
LO*(S/2 LO*(S/Z
Do Corolério 4.7| segue que
Lo+6/2
2 2 2 2
C|p| s s1|ve||@|dz < C|B[|0:[2[|U |2 + CIBFIU |l [F| |3 + CIBI F 5, + l|U 5
0—5/2

Sendo || > 1, usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0 e a estimativa (3.56)), existe uma

constante C. > 0 tal que

L0+§/2
Clp| s1|¢.]|@|dz < el|U| 3, + C|BI* || FI,.
Lo—0d/2

E assim obtemos
Lsss < el|UNNF, + Ce|BIMIF 13-

]

Com os resultados obtidos nesta secao vamos analisar o comportamento assint6tico da solug@o

do problema na préxima secao.

4.1 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Teorema 4.14. Suponha que p1, p2, p3, b, k, ko, a,v > 0 e xo = x = 0. Entdo, existem cons-
tantes C',n > 0, independentes do dado inicial Uy € H, tais que

WU (@®)||n < Ce™™||Upl|n, t > 0, (4.58)

ou seja, o semigrupo associado ao sistema (3.1)-(3.7) é exponencialmente estdvel.

Demonstragcdo. Dado € > 0, segue do Corolario que existe uma constante C tal que
Tojs < ellUl + Cel | Il (4.59)

Observe que a estimativa (4.59) nos dd uma estimativa local para o vetor U € D(A;). Segue de
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(4.17)-(4.22) que V = (¢, @, 9, U, w, W) é solugdo de (2.9)-(2.14), considerando
91 = 1 92 = p2fa; 93 = f3i 92 = p2fa — V023 95 = [55 96 = p1fe-

Observando que Z;/3 é uma integral local do tipo ||V||, 3, com by = Lo —0/3 e by = Lo+ 0/3,
de (4.59) a condicdo (2.17) é satisfeita para A := ||U|[3, + C.||F||3,.
Com isso, aplicando o Corolario [2.59] a estimativa (4.24) e usando a Desigualdade de Young

com ¢ > 0, existem constantes C', C. > 0 tais que

L
/ (D + [UP + (W + [al? + [0n + 0 + Lol + |y — loP) de < Ce|lUIL,
0
L P
(4.60)

Combinando (4.60) com a estimativa (4.24), usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0, e

considerando ¢ suficientemente pequeno, existe C' > 0 tal que
1U1[3 < CIIE -

Lembrando que U € D(A;) € a unica solucdo da equagdo resolvente, segue que para algum

C>0 temos

(i8I — Ai) " Fllg < C||F] |, (4.61)
quando |5| — oo. Assim, do Lema e de (4.61) podemos aplicar o Teorema de Priiss
(Teorema [2.55)), e assim concluimos que o sistema ¢é exponencialmente estavel. [

Teorema 4.15. Suponha que
k
Pl ou k+# ko, (4.62)
p2 " b

entdo o semigrupo associado ao sistema (3.1)-([3.5) com condigées de fronteira (3.7) ndo é

exponencialmente estdvel.

Aot 4

Demonstracdo. Usando o Teorema de Priiss temos que o Cjy-semigrupo de contragdes e”*2" é
exponencialmente estdvel se, e somente se,
iR C p(Ay),
e
limsup || (i8] — Ag) ™|z, < co. (4.63)

|8]—=o0
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Observe que se encontrarmos uma sequéncia {F,,} C H, limitada, para todo n € N e uma

sequéncia {3,} C R com || — oo quando n — oo tal que
lim [[(i81 — A2) ™" Full, = o0, (4.64)
n—oo

teremos uma contradi¢do envolvendo as afirmagoes (#.63)) e (4.64)), mostrando que o Cy-semigrupo

Aa

de contra¢des 2! ndo é exponencialmente estavel.

Nosso objetivo, entdo é mostrar a existéncia das sequéncias {F,,} C Hs e {5,} C R satisfa-
zendo (4.64). Podemos considerar, sem perda de generalidade, L = 7 e tomemos F,, C #, da

seguinte forma

1
F, = <O, —sen(nx),0,0,0, écos(ms), O).
P1 P1

Como iR C p(As), seja U, € H, tal que
(GBI — As)U,, = F,. (4.65)

Reescrevendo em termos de suas componentes e omitindo o indice n de U,,, temos

('iﬁso —-¢ =0,

iBp1® — k(g + ¢ + lw), — kol(w, — lp) = sen(nx),

WP =W =0,

iBp2V — bihyy + k(pr + Y + lw) + 40, =0, (4.60)
1w —W =0,

iBpW — ko(wy — @), + kl(pr + ¢ + lw) = Ecos(nz),

\zﬂpge +V, — ab,, = 0.

Assim, ® = ifp,¥ = i) e W = iSw. Podemos entdo reescrever da seguinte forma

(

—B%p10 — k(0p + 0 + lw), — kol(w, — lp) = sen(nz),

—B2pat) — by + k(pz + ¥ + lw) + 70, = 0,

—B2p1w — ko(w, — @), + kl(pp + 1 + lw) = Ecos(nz),
kzﬂpge +Y, — ab,, = 0.

(4.67)

Para que as condi¢des de fronteira dadas em (3.7) sejam satisfeitas, podemos supor que a solu-

cdo do sistema (4.67) é da forma

o(x) = Apsen(nz), (x) = Byeos(nzx), w(x) = Cyeos(nz),
0(z) = Dpsen(nz). (4.68)
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A seguir omitiremos o indice n de A, B,,,C,, e D,,. Assim, substituindo (4.68) em (4.67),
obtemos um sistema equivalente a dado por

;

(—p1B82 + kn® + kol*) A+ knB + (k + ko)InC = 1,
knA+ (—p28* + bn* + k)B + kIC + ynD = 0,

(4.69)
(k + ko)InA + kIB + (—p1 8% + kon® + kI*)C =&,
| —7iBnB + (iBps + an®)D = 0.
Como queremos avaliar o comportamento de
18I = Az) ™" Fulla,, m — o0, (4.70)

note que
. _ T
1@Bn] = A2) ™ Fullae, = [[Unlli, 2 prllWIE = prl BPIwl[5 = ol BI°ICT

Vamos avaliar como a constante C' (que depende de n) se comporta quando n — oo. Assumindo
E=0e

2
P =k

p2 b

Vamos escolher a sequéncia {3, } C R tal que

1
Bn = \/IO—(km? + kl? — 2kin).
1

Para simplificar as nota¢6es omitiremos o indice n da sequéncia {3, }. Sendo assim, o sistema

(4.69) pode ser reescrito como

2kinA + knB + 2kinC = 1, 4.71)

2kl kl?
knA+Kb—@)n2+p2—n+k+p2 B+KC+~vnD = 0,  (472)
P1 P1 P1
2kinA + kIB + 2kinC = 0, (4.73)
—vifnB + (iBps + an?)D = 0. 4.74)
Subtraindo de (@.71)), temos
1
knB—klB=1= B = . 4.75
" T k=) (4.75)

De (4.75)) podemos concluir que B — 0 quando n — oo. Substituindo o valor de B encontrado
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em (4.75)) na equagdo (#.73), obtemos

+2kinC=0=A=-C !

(4.76)

Observe que de (#.76) temos que A — —C quando n — oo. Substituindo agora (4.73) em

@74

vifn
k(n —1)(iBps + an?)’

yifn
k(n —1)

+ (iBps +an*)D =0= D =

4.77)

Assim, de @.77) temos que D — 0 quando n — oo. Por fim, substituindo (4.73)), e
@.77) em (4.72), temos

1 p2> 2 p22k’l kaZZ] 1
0 = —knC— ——+ —— In"+—n+k+
2(n —1) [( P1 P1 p1 Jk(n—1)
2, 2
Y21 8n
+ kIC+ .
k(n—0)(iBps + an)
Isto é,
1 p2) o | pa2kl P2kl2] 1
k(n—-01)C = -— +{b——|n"+—n+k+
(=1 e (O ~ e ECED
N 7%6712
k(n —1)(iBps + an?)’
1 P2\ o | P22kl pakl? 1
Cc = ————— - = ~——n+k
2h(n—1p K pl)” T T PET e
N ’y%’ﬁnQ
k%(n —1)%(ifps + an?)’
Observe que
C=J1+Jo+ J5+ Jy, (4.78)
onde
1
J = —-—
! 2k(n — )%’
JQ ,yZiBnQ

k%(n —1)%(ifps + an?)’

ngkl pgk’l2:| 1
Js = n+k+ ,
’ [pl pr K (n—1)2

2

P2 n
N
h ( pl)k%n—w?
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Assim,
1
J1 = —m — 0, quando n — o0. (4.79)
Além disso,
72,6‘6”2
Ty = v*iBn® _ Bn? _ 72
k2(n —1)2(iBp3 + an? kE2(n — 1)2(ifps + an? ip3 '
( )*(iBps ) ( )5(7123 ) k2(n — )2 F_’_aﬁ
Entao,
Jo — 0, quando n — oc. (4.80)
Temos também que
P22kl pokl? 1 p22ln 1 pal?
k -
o T R0 T k(a1 K0P k(a1
ngl’l’L )
1 l
_ n -+ 4 P2
prk(n —1) k(n—=102% " pik(n —1)?
n
— 922l + 1 + p2l2
pik(n'/2 —In=1/2)2 " k(n—12  pk(n—1)>2
Mostrando que
J3 — 0, quandon — oo, (4.81)
E ainda,
P2 n’ p\1 [ n \° p2\ 1
Jp=lb—-—)F——=|b——" )= — b——)— d :
N G e G el O R G R
(4.82)
Concluimos entdo de (4.78)), (.79), @.80), (4.87) e (#.82)) que
1
C — ( — %) =k quando n — Q. (4.83)

Logo,

. _ e
18T — Ao} Ful By = 10l > 21l BPICI = 00, quandon — oc.
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O que mostra a falta de estabilidade exponencial para este caso.

Assumindo agora § = 1e

k
L
P2 b

O sistema ({.69) pode ser reescrito como

(—p18% + kn® + kol*)A + knB + (k + ko)InC = 1, (4.84)
knA + (—p2B* +bn® 4+ k)B + kIC +~ynD = 0, (4.85)

(k + ko)InA + kLB + (—p18° + kon® + kI*)C = 1, (4.86)
—vifnB + (iBps + an®)D = 0. (4.87)

Que na forma matricial é dado por

P kn  (k+ko)in 0 A 1
kn P kl | |B| |0
(k+ko)ln Kl Py ol lc|  [1]’
0 —vifn 0 Py | D 0
:;]rV[
onde

P = —p1ﬁ2 + kn? + /i’olQ,

Py, = —pyB*+bn®+k,

P3 = —p1ﬁ2 + k0n2 + kl2,

P, = iBps+an’
Usando o método de Laplace temos que

det M = P1P2P3P4 — P2P4(/€ + k0)2l2n2 + 2P4k212n2(/€ + ko) - P1P4l€2l2 - P3P4I{I2’I'L2
V2iBnt(k + ko)?1? + Py Pyy?ifBn®.

Vamos escolher a sequéncia {3, } C R tal que

8, = \/ pl(korﬂ LR ), (4.88)
1

onde a constante v serd determinada futuramente. Para simplificar as notagdes omitiremos o

indice n da sequéncia {5, }. Deste modo, como o grau de P;, P», P3 e P, é menor ou igual a 2,
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o det M se comporta como um polindmio complexo de grau 8, ou seja,
det M =~ P(n®).

Sendo assim, a aplica¢do v : N — C dada por v(n) = P(n®) tem no maximo 8 raizes, isto &,

existe ny € N tal que

v(n) # 0, Vn > ny.
O que mostra que existe ng € N tal que

det M # 0, Vn > ny.

Visto que det M # 0, podemos calcular C utilizando a regra de Cramer, da seguinte forma

det MC
== 4.89
det M’ (4.89)
onde a matriz M é dada por
P kn 1 0
My = kn Py 0 n
(k + ko)ln kl 1 0
0 —vipn 0 Py

Observe que
det MC = P1P2P4 + P4k2nl — P2P4(k? + k’o)ln — P4k327l2 — ’7226(1{? + ko)ln3 + Pw%/BnQ.

Observe que o grau do det M € menor ou igual a 8, e o grau do det My € menor ou igual a 6.
Nosso objetivo € diminuir o grau de det M sem interferir no grau de det M. Observe que com
a escolha de [ feita em (4.88) temos que P; = v. Com essa escolha, analisaremos os termos de

det M, que possuem maior grau, isto €,
PyPyP3 Py — PyPy(k + ko) 1?n® = Py(PLP Py — Py(k + ko)*1?n?). (4.90)
Substituindo S tomado em (4.88]) em P; e P, obtemos

P = (k—ko)n*+ (ko — k)I* + v,

P = (b—@ko)n2+@(y—kz2)+k,
P1 P1
P3 = V.
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Entao,
P P, Ps — Py(k + ko)*1*n* = oyn* + o9n®,n — o0,
onde
— P2 P2 219
o1 = (]C — ko) (b — —]{0)1/ — (b — —]{0) (k’ + ko) l“. (491)
P1 P1
Tome
(kb ko)
k—Fky

que € uma constante independente de n.
Assim, com a constante v dada em (4.91)), obtemos uma sequéncia {5,} C R dada em (4.88),
de modo que |3,,| — oo quando n — oo. E ainda,

det M =~ o3n°, n — +oo,

det Mo ~ oyn® n — oo.
Com isto, o termo C' tem um comportamento
|C| =~ o5n,n — o0. (4.92)
Logo,
; -1 2 2 T 202
(i8] — A2) " Fyll3, = [|Unll3, = §p1|6| |C|* — o0, quandon — oco. (4.93)

Mostrando a falta de estabilidade exponencial também para este caso.
Por fim, assumindo £ =0 e

Pk
p2 " b
O sistema pode ser reescrito como
(=p1 % + kn® + kol>) A+ knB + (k + ko)InC = 1, (4.94)
knA + (—p2B* +bn® + k)B + kIC +~ynD = 0, (4.95)
(k + ko)InA + kLB + (—p1 82 + kon* + kI*)C = 0, (4.96)

—vifnB + (iBps + an?)D = 0. 4.97)
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Que na forma matricial € dado por

P kn  (k+ko)ln 0] |A 1
kn Py kl | |B| |0
(k4 ko)in Kkl Py 0] |cC 0]’
0 —vifn 0 Pyl | D 0
=M
onde

P, = —p1B*+Ekn® + kl?,

Py = —pof*+bn®+k,

P3 = —plﬂQ + k0n2 + k?lZ,

Py = ifps+ an’.
Usando o método de Laplace temos que

det M = P1P2P3P4 — P2P4(k? + k0)2l2n2 + 2P4k‘2l2n2(k + k’o) — P1P4k’2l2 — P3P4k:2n2
— Y4Btk + ko)*1? + P Pyy%ifn.

Escolheremos a sequéncia {3,} C R tal que

Bn = \/pi(krﬂ + kol?2 — 1), (4.98)
1

onde a constante 7 serd determinada futuramente. Para simplificar as notagdes omitiremos o
indice n da sequéncia { /3, }. J4 mostramos anteriormente que det M # 0.

Podemos calcular A utilizando a regra de Cramer, da seguinte forma

det MA
= - 4.
det M’ (4.99)
onde a matriz M 4 é dada por
1 kn  (k+ky)ln O
0o P kl
MA = 2 m
0 kl P; 0
0 —vifn 0 Py

Observe que

det My = P,P3Py, — P3y?ifn® — PyE*12.
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Observe que o grau do det M € menor ou igual a 8, e o grau do det M 4 é menor ou igual a 6.
Da mesma forma que fizemos com o caso anterior, nosso objetivo € diminuir o grau de det M
sem interferir no grau de det M 4. Observe que com a escolha de 3 feita em temos que
P, = 7. Com essa escolha, vamos analisar os termos de det M, que possuem maior grau, isto

7z

c,
PPy P3Py — PyPy(k + ko)?1’n* — PyPyk*n® = Py(P PyPy — Py(k + ko)*I°n? — Psk*n?).
Substituindo 5 tomado em (4.98) em P; e P3, obtemos

ko=,

P = (b— @k)nZ + P2 () — kol?) + K,

P1 E
Py = (ko —k)n®*+ (k—ko)l* +n.

Entao,
PyPyPy — Py(k + ko)**n? — P3k*n? = ogn* + o7n®,n — oo,
onde
o1 = (k — ko) (b - @k)n - (b - @k> (k + ko)1 — K2(ko — k). (4.100)
P1 P1
Tome

P1

" (k—k@(b—@k) |

P1

( _ @k) (k + ko)*l* + k*(ko — k)

que é uma constante independente de n.
Assim, com a constante 7) dada em (4.100), obtemos uma sequéncia {3, } C R dada em (4.98),

de modo que |/3,,| — oo quando n — oc. E ainda,

det M ~ ogn®,n — +oo,

~ 6
det My =~ ogn’,n — o0.
Com isto, o termo A tem um comportamento

|A| ~ o19n, n — 0. (4.101)
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Logo,
: _ T
(iBuI — A2) " Foll3, = |1Unll3, > §p1|6]2|A]2 — 00, quandon — co.  (4.102)

Mostrando a falta de estabilidade exponencial para este ultimo caso. 0

Mostramos entdo que para as condi¢des de fronteira (3.7) o semigrupo associado ao

sistema (3.1)-(3.5) ¢ exponencialmente estdvel se, e somente se, x = xo = 0.

4.2 ESTABILIDADE POLINOMIAL PARA DADOS MAIS REGULARES

Teorema 4.16. Suponha que py, p2, p3, b, k, ko, .,y > 0, xo # 0 e x = 0. Entdo, existe uma
constante C' > 0, independentes do dado inicial Uy € H, tal que

C
U@l < 7510l Ipean; ¢ = oo, (4.103)
Demonstragdo. Dado ¢ > 0, segue do Corolario [4.13|que existe uma constante C. tal que
Lsss < el|UNF, + Ce|BI'1F 13- (4.104)

O que nos dd uma estimativa local para o vetor U € D(A;). Segue entdo de (4.17)-(4.22) que
V = (o, ®,1, VU, w, W) é solugio de (2.9)-(2.14), considerando

g1 = f1;92 = p2fo; 93 = f3;94 = pafa — V02395 = f5; 96 = p1fe.

Observando que Zs,3 € uma integral local do tipo ||V|[s, 5, com by = Lo — /3 e by = Lo+ /3,

de (4.104) a condigao (2.17) € satisfeita para A := ¢||U||3, + C-|8|*|| F'| |3,
Com isso, aplicando o Corolario [2.59] a estimativa (4.24) e usando a Desigualdade de Young

com ¢ > 0, existem constantes C', C. > 0 tais que

L
/(!¢!2+|‘1’\2+!W|2+Wa:!2+\sox+¢+lw|2+\wx—lw\z)dﬂc < CellUlfy
0

+ CBIMIFIG,.
(4.105)

Combinando (4.105)) com a estimativa (4.24)), usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0, e
considerando ¢ suficientemente pequeno, existe C' > 0 tal que

(i8I — A;) "' Flln < CIBP||F |2, |8] = oo (4.106)

Do Lema [4.3] e de (4.106) conseguimos as condi¢des para aplicar o Teorema de Borichev-
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Tomilov (Teorema[2.57)) e concluir que existe uma constante C' > 0 tal que
10l = [1S@ Vol = [1S@) AT Flla < O[T ()] pay, t — oo

Portanto o sistema (3.1))-(3.7)) € polinomialmente estavel quando y, # 0 e x = 0. ]

Teorema 4.17. Se x # 0 e o semigrupo associado ao sistema (3.1)-(3.5) com condicdes de
fronteira (3.7) for polinomialmente estdvel, entdo a taxa de decaimento do semigrupo ndo pode

ser melhor que
C
U@l = 7751100l peasy; ¢ = o0 (4.107)
Demonstragdo. Observe que se x # 0, entdo k # ko. Com resultados obtidos no Teoremal4.15]
e argumentos de contradi¢io vamos mostrar o desejado. Suponha que a taxa de decaimento
possa ser melhorada, isto é, existe 0 € (0, 2) tal que
C
U @)l < E!’UO\\D(AQ)S t — 0.
Entdo, como U(t) = S(t)Uy = e*2tU,, temos
|| U, < tjéHUOHD(Az)? t — 0.
2=

Utilizando a norma do dominio e o fato de 0 € p(.A3), obtemos

[le= (A2) ™ Fll, <

||F'l[34); ¢ — 00

1
t2=s
Isto é,

- C
e (A2) ™ Fllage < s £ o
2

Entdo, pelo Teorema de Borichev e Tomilov (Teorema[2.57), temos que

1 . _
WH(ZW — ) 2oy < C, |8 — . (4.108)

Tome F;,, C H, da seguinte forma

1
F, = <O, —sen(nx),0,0,0, écos(ms), O).

P1 P1

Se xo = 0 considere { = 1 e a sequéncia {,} C R definida em (4.88). Nessas condi¢des, do
Teorema {.15|temos que (4.92) e (4.93) se verificam.
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Extraindo a rafz de (4.93), multiplicando por |3]°~2 e usando (4.92) segue que

1B1°72)|(iBT — A:) " |, > gp1|ﬁ|5_1|0| ~ onn® — oo, quandon — co. (4.109)
Como {F,,} C H, é limitada, temos que (4.109) contradiz (4.108). Portanto a taxa ndo pode
ser melhorada para este caso.

Se xo # 0 considere £ = 0 e a sequéncia {/3,} C R definida em (4.98). Nessas condi¢des, do

Teorema [.15]temos que (4.101)) e (4.102)) se verificam.
Extraindo a raiz de (4.102), multiplicando por |3|°~2 e usando (4.101]) segue que

_ . _ ™ _
|5|‘S 2||(zﬂ[—.z4i) LB g, > §p1|ﬁ|‘5 1|A| ~ 0191’ — 00, quandon — co. (4.110)

Como {F,} C Hs é limitada, temos que (4.110) contradiz (4.108). Portanto a taxa também nio

pode ser melhorada para este caso. 0
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