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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta os conceitos fundamentais da estrutura de um transdutor, em espe-
cial do transdutor de Raney e a forma como estes atuam sobre a representacio de um nimero
real por fracdes continuadas sob certas aplicacdes de Mobius. Sdo apresentadas as estruturas
matematicas essenciais para a constru¢ao dos transdutores de Raney, como o monéide das pala-
vras finitas, o conjunto das matrizes duplamente balanceadas com entradas inteiras, a defini¢do
da representacdo de um nimero real por fracdes continuadas regulares, algumas relagdes entre
estas representacdes e as matrizes duplamente balanceadas. Ao final, expdem-se exemplos de
operacdes de multiplicacdo por inteiros que esses transdutores realizam sobre as representagoes
em fracOes continuadas regulares de nimeros irracionais.

Palavras-chave: Transdutor; Fracdes Continuadas; Transformagdes de Mobius; Automatos;
Teoria dos Numeros.
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Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

This monograph presents the fundamental concepts on the structure of a transducer, especially
the Raney transducer, and the form which they allow for the computation the continued fraction
representation of the image of numbers under certain Mobius maps. The essential mathematical
structures for the construction of the Raney transducers are presented, such as the monoid of
finite words on an alphabet, the set of doubly balanced integer matrices, the representation of
real numbers by regular continued fraction expansions, some relationships between these re-
presentations and the doubly balanced matrices. We conclude with examples of multiplication
operations by integers that these transducers perform on the regular continued fraction repre-
sentation of irrational numbers.

Keywords: Transducer; Continued Fractions; Mobius Maps; Automata; Number Theory.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos autdmatos é uma drea da matemdtica relativamente recente, ligada 2 Algebra
e a Teoria de Computacdo. Com o avanco da tecnologia relacionada a computadores, esta teoria
vem ganhando utilizagdes em inimeros campos. Os textos [2, 6] sdo boas referéncias que trata
destes objetos do ponto de vista matematico.

Esta dissertacdo tem como objetivo mostrar a constru¢do de uma familia de autdmatos
com interessantes aplicacdes a Teoria de Numeros. Trata-se de uma classe de autdmatos que
possuem um numero finito de configuracdes, ou estados, chamados de transdutores de Raney.
Sua estrutura foi originalmente estudada em [4].

Um transdutor pode ser interpretado como uma maquina que 1€ e escreve informagdes,
podendo mudar de estado conforme 1€ a informacdo. Ele é um caso particular de um autdmato
de finitos estados de duas fitas. Pelo fato de que o transdutor de Raney tem a mesma natureza
para a fita de entrada e a de saida, e como qualquer estado de um transdutor de Raney pode ser
visto como um estado inicial, podemos trabalhar com uma defini¢do mais enxuta de transdutor,
a qual € introduzida na se¢@o 1 do capitulo 5.

E interessante citar que os transdutores de Raney mostram como podemos enxergar a
representacdo em fragdes continuadas de um niimero real por um produto infinito de matrizes
2 x 2 com entradas inteiras ndo-negativas e assim, possibilitando um estudo de como a fracao
continuada deste nimero se modifica sob a acdo de transformagdes de Mobius, que também
sejam representdveis por matrizes sobre 0s inteiros.

Estruturamos este trabalho a fim de construir os elementos necessdrios para a constru¢ao
dos transdutores de Raney 7, .

No capitulo 2 sdo abordado os conceitos introdutérios acerca do conjunto das palavras
em {L, R}, que é a “linguagem” das fitas dos transdutores de Raney. Neste capitulo é estudado
o cone C,, que funcionard como uma representagao dos nimeros reais utilizada pelo transdutor
de Raney. A relacdo entre estes dois conjuntos € vista com mais detalhes na secdo 3 do capitulo
4.

O capitulo 3 trata dos fundamentos para a representacdo de um numero real por fracdes
continuadas regulares, como elas convergem para o nimero em questao. Mais detalhes sobre as
fracOes continuadas, bem como suas vantagens em relacdo a representacdo por decimais pode
ser encontradas em [3].

O capitulo 4 trata do semigrupo de matrizes 2 X 2 ndo singulares balanceadas de entradas
inteiras ndo negativas, bem como suas fatoragdes, as relagdes entre estas matrizes € 0s veto-
res de Co. Definem-se ainda as matrizes duplamente balanceadas, que serdo os estados dos
transdutores de Raney.

Por fim, no capitulo 5 € visto de fato como podemos trabalhar as matrizes duplamente ba-

lanceadas de forma que atuem como estados de um transdutor, definindo assim, os transdutores
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de Raney, além de trabalharmos dois exemplos de transdutores de Raney: Js 1 € T3 ;.

Caso seja conhecida a representacdo de um nimero real £ por continuadas, os trandutores
de Raney sdo uma ferramenta matematica para encontrar a representacdo em fracdes continua-
das da imagem de £ por uma transformacdo de Mobius f),, fixada, cuja matriz M relacionada
possui entradas inteiras. Este caso geral segue da andlise aqui exposta, assim como em [4], e
constitui um algoritmo mais claro em relacdo ao exposto em [1].

Podemos concluir que para o caso da multiplicacdo de um ndmero real por um real qual-
quer seria necessario um transdutor com infinitos estados, demonstrando que esta “simples”
operacdo ndo pode ser realizada por um autdmato finito.

Os transdutores de Raney podem ser utilizados como ferramenta de estudo acerca das
representacdes dos nimeros reais por fragdes continuadas, € nos permite um outro olhar sobre
como representamos os ndmeros reais, constituindo assim, um interessante exemplo introdutd-

rio de assuntos de Teoria dos Numeros e de Teoria dos Autdmatos.
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2 PRELIMINARES

2.1 MONOIDES E ISOMORFISMOS

Definicao 2.1. Dado um conjunto ndo-vazio A, uma operacao binaria associativa em A é uma
fungdo x : A x A — Atal que (a,b) = axb, com (a,b) € A x A e satisfazendo a seguinte
propriedade:

e dados a,b,c € A, ((axb)xc)=(ax*(bxc)).

Caso exista um elemento e € A tal que, para todo a € A, vale a x e = e x a = a, dizemos que

a operacdo * possui um elemento neutro.

Caso existam dois elementos neutros e; € es de uma operagdo bindria * em A, vale que

e1 = e1 * ea = ey, OU seja, 0 elemento neutro de uma operagao bindria € tnico.

Definicdo 2.2. O par (A, x), onde A é um conjunto ndo-vazio e * é uma operacdo bindria
associativa é chamado um semigrupo. Caso * possua um elemento neutro, (A, x) € dito um

monoide.

Definicao 2.3. Um homomorfismo do semigrupo (A, ) no semigrupo (B, %) é uma aplicagdo
® : A — B tal que, para todo a,b € A, vale (a x b) = ®(a) x P(b).

Se (A, *) é um monoide, e ® ¢ um homomorfismo, entdo ¢ : A — B leva o elemento

neutro de A no elemento neutro de B, uma vez que, para todo a € A,
®(a) = P(axe) = P(a) x P(e)

e o elemento neutro € Unico. Dizemos que ¢ € um isomorfismo de monoides (semigrupos),

quando ® é um homomorfismo bijetivo.

&2

satisfazendo &1, > 0 e & + & > 0. Definimos a relacdo de equivaléncia ~ em Cy da

Definicdo 2.4. Em R2, denotamos por Cy o cone formado por todos os vetores v = <§1>

x
seguinte forma: dados v = e Yy = yl), temos x ~ y quando x1Yys = x2y;. Em Cy/~,
T2 Y2
T x +x
definimos a operagdo: e gr) (e 20 , no caso em que xo+1yo > 0. Quando
4%) Y2 L2Y2
A Y1 1
Ty = Yo = 0, vale que @ = .

x
Proposicao 2.5. Sejam v = ( 1) ey = <y1> vetores em Co. Se x ~ y entdo existe o € R
Y2

X2
tal que x = auy.
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~ I n ~ ~ .
Demonstragdo. Se ~ ( , entido x1y, = x2y;. Como y € Co, entdo necessariamente
T2 Y2

ouy, # 0,ouys # 0. Caso y; # 0, suponha que ;1 = 0. Entdo zoy; = 0 implicaria

x x .
x & Cy. Comisto, x1 # 0 e xy = Tz Logo " = Ilylz =\ G I R .
U1 X9 T y_i * Y2 Y1 \y2

T2Y1 T 2 2
Analogamente, caso y, # 0, entdo x5 # 0e xy = . Logo =l "2 |=|2 =
Y2 T T Y2
L2 [ Y1
Y2 \y2
Em ambos os casos, existe & € R tal que = = ay. L]

0
Proposicao 2.6. O conjunto (Cy/~, @) € um monoide, com o elemento neutro e = <1>

Demonstragdo. Basta mostrar que & € associativa:
T @ (1 & 2| (™ @ Y122 + Y221
L2 Y2 22 L2 Y222
[ Tiy2ze + X2Y122 + Toy2z1 ) [ TaYe + T2 @ 21
L2Y2722 L2Y2 22
_ 1 o Y1 o 21
L2 Y2 22

Denotamos por R o conjunto R, U {oco} dos niimeros reais ndo-negativos unido a {oo}.

]

A operacdo de adi¢io usual em R, se estende a R, com aregra co+a = a+00 = 00, Va € R,

Proposi¢do 2.7. O monoide (Cz/~,®) é isomorfo ao monoide (R4, +), onde + é a operagdo

de adi¢cdo em R ..

Demonstragdo. Basta notar que a fungio T : Co/~ — R, definida por

1
) L sexs #£0

T ="
T2 o0, sexy =0

€ um isomorfismo. Mostraremos inicialmente que 7’ estd bem definida.

T T _ _ _
Dado = = ~ | | € Cy/~, temos 11Ty = 295T1. Logozo = 0 <= Ty =0
i) i)
T Tl _
e, consequentemente 7’ =00 <= T| _ ) = o00. Caso xy # 0, vale que 7o # O e
L2 T2

x T x T
il - _—1 Portanto T | "' | =7 ("),
o) ) To To
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0
Note que 7' leva o elemento neutro ¢ = <1> de (Cy/~,®) no elemento neutro de

— 0 0 —
(Ry,+), pois T(e) =T <1> =1= 0 é o elemento neutro do monoide (R, +).

Mostraremos agora que 7' € um homomorfismo. De fato, dados =,y € Cy/~, com x =

T
( 1>,y = yl) e Ta, 1o > 0, temos
Y2

€ T1Y2 + @ Ty +
Taay=T(("]a("))=r (""" 08Tl
L2 Y2 T2Y2 LY
T
—ﬂ+£—T(1>+T(y1>_T(x)+T(y).
T2 b2 x2 Y2

+
Caso x93 = O ou yp = 0, temos xoys = 0, logo T(x @ y) =T <x1y2 nyl) = 00 =

0
T(x)+T(y).

Por fim, mostraremos que 7' € uma bijecao.
(1) T é injetiva, pois se T'(z) = T'(y), entdo temos dois casos:

e T(2)=T(y) =00 = 1=y =0 = 1ys = x2y; = 0;
X

o I'(x) = 2N T(y) = x1y2 = Ta2Y1;
T2 Y2

e em ambos 0s casos, & ~ y, ou x = y em Cy /~.

_ 1
(2) T é sobrejetiva, pois dado a € R, temos que se a = oo, entdo T *(a) = 0 € Cy/r~.
a ) a a
Por outro lado, se a # oo, <1> € Cy/~étalque T <1> =1= a.
L]

2.2 TRANSFORMACOES DE MOBIUS

Nesta secdo iremos abordar algumas propriedades da transformacdo de Mdobius restrin-

gida a reta estendida, e com coeficientes inteiros ndo negativos.

b
Denotamos por M (Z.) o conjuntos das matrizes A = ( d) onde a,b,c,d € Z,. O

c
conjunto das matrizes ndo singulares em M (Z ) ¢ um semigrupo, que denotamos por Sz, . De

1 0
fato, considerando que [ = (0 1) € 5z, Sz, € um monoide.
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Definiciio 2.8. Dados a,b,c,d € Z.,, com ad — bc # 0, a fungdo f : R, — R, tal que

ar +b

. . ~ . a
é chamada de transformagdo de Mobius associada a matriz (
c

b
d) . Denotamos por Mb (Z..)

o semigrupo das transformagées de Mobius.

Observacao 2.1. Vale que:

—d

e caso ¢ # 0, tem-se que f (—) =00 e f(oo) =
c

e caso ¢ = 0, temos que f(00) = 0.

Proposicdo 2.9. O monoide (Sy, ,-) das matrizes Sz, munido da operagdo de multiplicagdo é
homomorfo ao monoide (Mb (Z.) ,0) das transformacées de Mobius munido da operagdo de

composicdo de fungoes.

Demonstracdo. Temos que, dadas duas transformagdes de Mabius f,¢g : R, — R, com

f(x) a1x + by (2) asx + by ta f 5 dad
r) = ——Fceg(x) = ————, acomposta f o g é dada por

cx + d1 g Cox + d2 P g P

a ‘ijffifé + b . ai(asx + by) + b1 (cor + da)

o = =
(fog)(z) o Zjifiﬁi +di a4 by) + di(cox + do)

. (aras + bica)x + (arbe + bids)
(cras + dico)x + (crbe + d1d2)'

b b
Por outro lado, dadas duas matrizes M, N € Sz, ,com M = @ eN = a2 2
C1 Cll Cy dg

M-N— ar b [ a2 by _ @2 +bica arby + bidy 2.2)
C1 dl Co d2 cia9 + d1€2 Clbg + dldg .
Como det(M) # 0 e det(N) # 0, vale que det(M - N) = det(M ) det(N) # 0, logo (fog) €

Mb(Z.).
A funcdo identidade I : R, — R, onde [(z) = 2 =

temos que

) ¢ uma transformacao de
T
MGobius, e I € o elemento neutro de o, jd que , paratoda f € Mb(Z), valeque fol = [of = f.

Portanto, (Mb(Z, ) , o) é um monoide.

O homomorfismo natural ¢ : Sz, — Mb(Z,) associa A = (p 1

r s

) € SZ+ a<I>(A) =

T + —
p q’ paratodo z € R,.
T+ S

Oy € Mb(Zy) com Py(z) =



17

Das equagoes 2.1 e 2.2, temos que &(M - N) = &
ciay +dicy  c1by + dids

a a2 + 6102 albg + b1d2>
= (I)M~N

(a1ag + bico)x + (arby + bids)
(01a2 + d102>ZL’ + (Clbg + d1d2>

onde @/ n(x) = = (®p 0 y)(z). Portanto (M - N) =

O(M) o ®(N).
1
Como a matriz Idy = ¢ o elemento neutro do monoide (Sz,,-), temos que
01
— — 1- 0
O(Idy) = Prg, : Ry — Ry € a funcdo tal que P4, (z) = Ox—j—l = % =z = I(x),
T

logo ®(Idy) = I é o elemento neutro do monoide (Mb(Z,),o). Portanto a fun¢do & é um

homomorfismo. L]

Observacao 2.2. O homomorfismo ¢ definido acima € sobrejetor, mas nao € injetor.

— — b
De fato, dada uma transformagdo de Mébius f : R, — R, com f(z) = axi— 7 temos
b
que f = ®(M), com M = ¢ nE Porém, para qualquer k inteiro positivo, ®(k - M) =
c

O(M).

2.3 ALFABETOS E PALAVRAS

Uma estrutura de monoide pode ser construida de maneira bastante geral a partir de um
conjunto ndo-vazio A.

Consideramos A um conjunto finito e ndo-vazio, o qual chamamos alfabeto. Chamare-
mos de letras os elementos de um alfabeto.

Uma palavra em A € uma sequéncia finita de letras, denotada por a; - - - a,,, com a; € A.
Sew =ay ---a,, n € NEéchamado o comprimento da palavra w. Duas palavras v = uy - - - u,
e v = vy - Uy, sdo iguais quando m = n e u; = v;, para cada i, 1 < i < n. Denotamos por A"
o conjunto de todas as palavras de tamanho n.

Consideramos também a palavra vazia, denotando-a por A, com comprimento igual a

zero, por defini¢do. Definimos o conjunto
A" =U2 AT U AN} .

A* contém todas as palavras finitas de A e a palavra vazia.

Dadas as palavras v = ujuquz---u, € v = V10903 - - - Uy, M, € N, a concatenacio
€ uma operacdo bindria associativa definida por uv = wujusug - - - UpV1V2Vs - - - Uy, A palavra
vazia A € o elemento neutro da concatenacdo, ou seja, para toda sequéncia finita u € A*, vale
AU = U\ = u.

O conjunto A* munido da operagdo concatenagido € um monoide, chamado monoide li-

vre!.

10 termo livre faz alusio ao fato de que a concatenagio nio possui simplificagdes, que sdo vinculos entre os
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Dado u € A*, denotamos por |u| o comprimento de w.

Denotamos por A" o conjunto das palavras infinitas em A.

E possivel estender a operagio de concatenagdo, com uma palavra infinita 2 direita do
seguinte modo. Dada uma palavra finita w = wjwsws---wr € A* e uma palavra infinita

a = ajasas - - - € AY, indicamos por wa a palavra infinita

Wa = WiWaws - + - Wraiagas - - - € AV .

7z

Dada uma palavra V' (finita ou infinita), dizemos que uma palavra U € A* é prefixo de V/
se existir uma palavra W (finita ou infinita, dependendo de V) tal que V' = UWW. Neste caso,
podemos definir a operacdo V'\U, chamada de eliminacdo do prefixo U, cujo resultado é W,
ou seja, V\U = W. Se [W| > 0, dizemos que U é prefixo proprio de V.

Neste trabalho, consideramos o alfabeto®> A = {L, R}.

Usaremos a notacdo de poténcias para representar palavras com letras repetidas consecu-

tivamente, ou seja, dadon € N
L"=LLL---LeR"=RRR---R.

Quando estivermos nos referindo as palavras infinitas LLL --- e RRR - - -, utilizaremos
a notagdo de poténcias juntamente com o simbolo oo, de forma que L> = LLL--- e R® =
RRR--- .

Para cada W € {L, R}*, chamaremos de PROD(WW) a matriz produto associada a W,

10
ou seja, PROD : {L, R}* — Sz, € a fungdo tal que PROD(\) = 01 e para cada W =

WiWy -+ Wy, comk € Ne, paratodo 1 <i < k, W; € {L, R}, vale que

PROD(W) = PROD(W, Wi --- W) = My - My - - - - M,

¢

0
) SCVI/Z‘ZL;
11
onde, paracada 1l <1 < k, M; =
11
, seW;,=R.
0 1

\
Observacao 2.3. Para simplificar as notag¢des, usaremos o simbolo L. quando nos referirmos a

10 1 1
matriz PROD(L) = - e R para a matriz PROD(R) = 0 1) deste modo, o conjunto

elementos de A ou de A*. As simplificagdes podem aparecer em grupos ou dlgebras, por exemplo em Zs X Zo:
A ={a,b},eab=ba,a®=0b*=e.

2 Associaremos adiante as letras L € R a certas transformagdes de Mobius. Em R", veremos que L(1) < 1 <
R(1), permitindo associar a ideia de mover para a esquerda e para a direita o ponto 1.
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1 0 11
{L,R} = {(1 1) , <O 1>} C Sz, ¢é diferente de {L, R}. Da mesma forma, quando

estivermos nos referindo a uma palavra W € {L, R}* tal que [IW| = 1, em outras palavras, uma

palavra que possua apenas uma letra, usaremos W para nos referir a PROD(WW).

Exemplo 1. Dado n € N vale

e PROD(L") = (1 O>§

n 1
1 n
e PROD(R") = (0 1>;

e PROD(L"R™)

1 n )
n n®>+1 ’

241
¢ PROD(R'L") = (” * ”)

n 1

2.4 BASESDE {L, R}"

Defini¢iio 2.10. Dizemos que um conjunto finito B C {L, R}* é uma base de { L, R} quando:
(1) paratodoV € {L, R}" existe uma palavra By, € B tal que By, é prefixo de V;
(2) dadas quaisquer duas palavras B,, B, € B, temos que B, ndo é prefixo de B,,.

Lema 2.11. Dada W € {L, R}", se B é uma base, entdo existe uma iinica palavra B € B tal

que B é prefixo de WV.

Demonstracdo. Seja W € {L, R} e B uma base de {L, R}". Pela primeira propriedade da
defini¢do de base, existe uma palavra B € B tal que B ¢é prefixo de 1. J4 pela segunda
propriedade, temos que para toda palavra B’ € B, com B’ # B, vale que B’ ndo é prefixo
de B, logo B’ ndo é prefixo de W. Portanto B é a tnica palavra de B tal que B € prefixo de
W. O

Defini¢fio 2.12. Se S = 5159555 --- € {L, R} e B é uma base para {L, R}, denotamos por
H(S,B) o prefixo de S que pertence a base B.

Definicao 2.13. Chamamos de ramo imediato de W € {L, R}* toda palavra V- € {L, R}* tal

que:
(1) V ndo é um prefixo de W ;

(2) se U é qualquer prefixo proprio de V, entdo U é prefixo de W'
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Exemplo 2. A palavra vazia A ndo pode ser ramo imediato de nenhum V' € {L, R}*, uma vez
que A € o elemento neutro da concatenagdo, entdo AV = V, ou seja, A\ é prefixo de qualquer

palavra V. Logo se U € {L, R}* é um ramo imediato de V, entdo |U| > 1.

Exemplo 3. Seja V' € {L, R}* um ramo imediato da palavra vazia A\. Se U ¢é prefixo préprio
de V, entdo U € prefixo de A, o que implica em U = A. Com isso, temos que V' ndo possui
prefixos préprios diferente de A, o que torna necessério |V| = 1. Como L e R ndo sdo prefixos
de )\, vale que L e R sdo ramos imediatos de A\. Temos portanto que o conjunto de todos os

ramos imediatos de A é {L, R}.

Proposicio 2.14. Seja V' € {L,R}*. Se U € {L,R}* é um ramo imediato de V, entdo
Ul < |V|+ 1.

Demonstragdo. Sejam U,V € {L, R}*. Suponha que |U| > |V| + 1. Logo, podemos escrever
U na forma U = WU, onde U; € {L,R} e W € {L, R}* é prefixo préprio de U. De
|U| = |W|+1>|V]|+1, tem-se que |IW| > |V|. Portanto W nao pode ser prefixo de V. Com

isto, U ndo pode ser um ramo imediato de V', pois se fosse, W deveria ser prefixo de V. O

Observacao 2.4. Uma consequéncia da Proposi¢do 2.14 € o fato de que dado V' € {L, R}*, o

conjunto de todos os ramos imediatos de V' € um conjunto finito.

Proposicao 2.15. Dados U,V,W € {L, R}* temos que U é um ramo imediato de V se, e

somente se, WU é um ramo imediato de WV .

Demonstra¢do. ( = ) Se U é um ramo imediato de V' entdo U ndo é prefixo de V, logo WU
ndo é prefixo de WV. Se X € {L, R}* é um prefixo préprio de WU, entdo X é prefixo de W
ou W € prefixo de X. Se X € prefixo de W, entdo X € prefixo de WV. Caso W € prefixo de
X,entdo X = WP,onde P € {L,R}*e P # U, ja que X é prefixo préprio de WU. Logo
P € prefixo proprio de U. Do fato de U ser ramo imediato de V', vale que P € prefixo de V.
Portanto, X = W P é prefixode WV

(<) Se WU é um ramo imediato de W'V entdo WU néo € prefixo de WV, logo U ndo
é prefixo de V. Se X € {L, R}* é um prefixo préprio de U, entdo WX é um prefixo préprio
de WU, e como WU é ramo imediato de WV, vale que W X € prefixo de WV'. Portanto X ¢é

prefixode V. [
Definicdo 2.16. Seja A € {L, R}. Chamamos de transposto de A a letra p(A) € {L, R} tal
R ,se A= L;
que p(A) =
L ,se A=R.

H4 um homomorfismo interessante no monoide { L, R}*, a troca de duas letras, podendo

ser generalizado para alfabetos quaisquer.
Definicdo 2.17. Seja V € {L, R}*. Chamamos de fun¢do troca a funcdo p : {L,R}* —

{L, R}* tal que p(\) = \ e para toda palavra ndo vazia V.= ViV, ---V,,, com V; € {L, R}
para cada 1 < i < m, vale que p(V)) = p(V1)p(Va) ---p(Vin) € {L, R}*.
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Proposicao 2.18. Sejam P € {L,R}, V € {L,R}* e B ={U;,Us,Us,--- , Uy} C{L,R}* 0
conjunto de todos os ramos imediatos de V. Entdo o conjunto de todos os ramos imediatos de
PV € {L,R}* éigual a B' = {p(P), PU,, PUy, PUs - - - PU,}.

Demonstragdo. Seja W um ramo imediato de PV'. Do fato que P é um prefixo de PV, temos
que se |W| = 1, entdo W # P. Como p(P) nio é prefixo de PV, vale que W = p(P) é ramo
imediato de PV. Se |[W| > 1,entdo W = QX,com Q € {L, R}, X € {L,R}* e X # A.
Como () é prefixo préprio de W, temos que () deve ser prefixode PV ,logo () = Pe W = PX.
Com isso, temos que PX € um ramo imediato de PV'. Pela Proposicdo 2.15, temos que X ¢é
ramo imediato de V', logo X = U, € B, para algum 1 < ¢ < k. Portanto W = PU,. O

Teorema 2.19. Seja V = ViVoVs--- V. € {L, R}, onde V; € {L, R} paratodo1 < i < k. O

conjunto de todos os ramos imediatos de V' é

Demonstrag¢do. Provaremos por indugdo em k& = |V|. Se |V| = 1, entdo V' = Vj. O con-
junto de todos os ramos imediatos de A € igual a {L, R}. Agora como V =V} = V), pela
Proposi¢@o 2.18 temos que o conjunto de todos os ramos imediatos de V' = Vj\ € igual a
{p(1), VAL, Vi RR}.

Suponha que para todas as palavras W = W, W,yWs - - - W,,, com |WW| = m, o conjunto de

todos os ramos imediatos de IV € igual a
B = {p(W1), Wip(Wa), WiWop(Ws3), - - . WilWo Wy - - p(Wy,), WL, W R}.

Seja V.=V WVs---V,,Vini1 € {L,R}* tal que V; € {L,R}, paratodo 1 < i < m + 1.
Logo |[V| = m + 1. Note que se tomarmos U = V,V5---V,, V.11 € {L, R}*, temos que
|U| = m. Pela hipétese de inducdo, vale que o conjunto de todos os ramos imediatos de
U=VWVVs -V, V41 éigual a

Por fim, como V' = V,U, segue da Proposi¢do 2.18 que o conjunto de todos os ramos imediatos
de V =ViU €éigual a

O

Corolario 2.20. A cardinalidade do conjunto de ramos imediatos de uma palavra V€ {L, R}*
é\V|+2
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Exemplo 4. Seja V = L?R3LR?. Temos entdo que, pelo Teorema 2.19, o conjunto de todos os
ramos imediatos de V' € igual a

{R,LR,L* L’RL,L*R*L, L’R*, I*R*L* L*R}*LRL, L*R}*LR*L, L> R* LR*}.

Teorema 2.21. Seja V' € {L, R}*. O conjunto de todos os ramos imediatos de V é uma base
de {L, R}".

Demonstragcdo. Seja k = |V|. Provaremos por indugdo em k. Se k = 0, entdo V' = ), logo o
conjunto de todos os ramos imediatos de V' é o conjunto { L, R}, que é claramente uma base de
{L, R},

Suponha que exista m € Z, tal que, para qualquer palavra W € {L, R}* com |W| = m,
o conjunto de todos os ramos imediatos de W seja uma base de {L, R}".

SejaV € {L,R}*talque |V| =m+1,0useja, V=V V,---V,,V,,.1,comV; € {L, R},
paratodo 1 < i < m + 1. Sejam também Y = Y Y5Y3--- € {L, R}, com Y; € {L, R}, para
todoi € N. Seja Z € {L, R}" tal que Z = Y,Y3Y,--- € {L,R}. Ouseja, Y = Y, Z. Da
mesma forma, seja a palavra U = VoV5 - -V, V1 € {L, R}* tal que V = V1 U.

Entdo, pela hipétese de indugdo, o conjunto B = { By, By, -+ - By, 1o} C {L, R}* de todos
os ramos imediatos de U é base de { L, R}*.

Pelo Lema 2.11, existe um tnico B; € B tal que B, € prefixo de Z, em outras palavras,
Z = BjP, para alguma P € {L, R}". Pela proposi¢do 2.18, o conjunto de todos os ramos
imediatos de V' = ViU é B’ = {p(V1),ViBy,ViBy, -+ ,ViB,11}. Se Y7 = p(V}), entdo
p(V1) € B’ éprefixode Y. Se ) = Vy,entdo Y = Vi Z = V1B, P, logo V1 B; € B’ ¢ prefixo
de Y.

Dados B,, B, € B, temos que B, ndo € prefixo de B, logo V) B, ndo € prefixo de V; B,,.
Vale também que, para qualquer 1 < i < m + 1, p(V}) ndo é prefixo de V;B; e V} B; ndo é
prefixo de p(V}). Portanto, B’ é uma base de {L, R}". O



3 FRACOES CONTINUADAS

entdo 6,1 =

O objetivo deste capitulo é apresentar uma forma de representar os nimeros reais uti-

lizando fragGes continuadas regulares. Primeiramente vamos definir a funcdo piso. Dado um
numero real x, 0 maior inteiro que seja menor do que ou igual a = é denotado por |z |. Em outras

palavras, a fung@o piso € a fungdo que leva o nimero real  no inteiro || = max{m : m < z}.
meEZ

Definimos recursivamente 6,, € R da seguinte forma: 6y = z, a,, = |z] e, se 0,, ¢ Z,

1
——, paratodon € Z,.
en — dn
Se existir n tal que 6,, = a,, entdo

o 1
$=902[a0;a1,a2a"'7an]d:fa0+ 1
ai +
a2+ .
|
+_
Qn,
Se ndo, denotamos
def 1
r = lag; a1, as,a3-- -] = ap+ i
ag + ——
CL3‘|— X

Explicaremos o sentido da dltima nota¢do mais adiante. A representacdo de x definida

acima € chamada de representacio por fracoes continuadas regulares, ou, mais brevemente,

representacdo por fragdes continuadas.

Note que, se a representacao por fracdes continuadas de z for finita, entdo x € claramente

racional. Reciprocamente, se x € (Q podemos utilizar o algoritmo de Euclides para encontrar

os coeficientes da representacdo por fracdes continuadas. Se x = 2—9, onde p € Z, g € N, entdo:
q

P =aoq+m 0<r <gq

q=air1 + 7T 0<ry<m

1 = A9Ty + T3 0§T’3<7"2
The2 = Gp_1Tp-1 1+ Tn 0 <rp <Tp_1

T'n—1 = T'nQp



Logo, temos que

24

p T1 1
$:—:a0+—:a0+—7~2 :a0+—1
q q a; + — ay +
g 3
Q9 + —
T2
1
= =ap+ 1 :[&036117@27"'7@71]
aq +
CL2+ .
S
+_
ap
Seja © = [agp; a1, a9, --]. Sejam p,, € Z, ¢, € N, com mdc(py,q,) = 1 tais que P _
lag; ai,asg, -+ ,a,], comn > 0. Chamaremos a fragdo £n de n-ésima reduzida da fracdo
qn

continuada de z.

Proposicao 3.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to,t1,--- € R tal que t;, > 0, para

todo k > 1, definimos as sequéncias (x,,) e (y,,) de forma que xo = to, yo = 1, x1 = tot1 + 1,

Y1 =1, Tmi2 = tm2Tmi1 + Tomp Ymg2 = tmt2Ymt1 + Ym, para todo m > 0.

Temos entdo

T
[to;t1,ta, - ,tn] = to + i = —, para todon > 0.
ty 4 ———  Un
e
. N ]
tn
Além disso, ., 1Y, — TpYns1 = (—1)", para todo n > 0.
. i
Demonstra¢do. Faremos a prova por indugdo em n. Para n = 0 temos [ty] = tg = 10
1 t(]tl +1 T

Paran = 1, temos [ty; 1] = tg + — = ——— = — e, paran = 2, temos
5] 1 (1
1 to tot1to + 1o + 1o
to:t1, 2| =1 — =1 =
[to; 1, to] o+ 1 0+t1t2+1 iyt 1
t1+t—
2

. tQ(tOtl + 1) + t() . tgfL'l + Zo o ﬁ
toty + 1 tor +y0 Y2

Zo

Yo
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Suponha que a afirmacgao seja valida para n. Temos entao

1
tn T n— n—
1 :| ( * tn—i—l) ot ¥

1
(tn + ) Yn—1 + Yn—2
thrl

tn+1 (tnxnfl + xan) + Tp—1 o tn+1$n + Tp—1 o Tp+1

tn+1 (tnynfl + yan) + Yn—1 thrlyn + Yn—1 Yn+1 ‘

[t07 t17t27 e 7tn7 thrl] = to;tla t27 U 7tn +
2fnJrl

Mostraremos, por indugdo, a segunda afirmac@o. Temos z1yo — zoy1 = (tot1+1) —tot1 =

1=(-1)"¢€, € Tpi1Yyn — TnYnr1 = (—1)" para algum valor de n, entdo

Tn+2Yn+1 — Tn+1Ynt2 = (tn+2$n+l + xn)ynJrl - (tn+2yn+1 + yn)anrl

= _(anrlyn - xnynJrl) = _(_1)n = (_1>n+1'

O

4n

. p p .. . ~ .
ros reais, de forma que = = [ag; ay, ay, - - , a,] é a n-ésima reduzida da fragdo continuada de
n
x. As sequéncias (py,) e (¢,) satisfazem as recorréncias

L. . . Pn A p
Corolario 3.2. Seja x = [ag; ay, ag, - - - | um niimero real, (— uma sequéncia de niime-
neZy

Pnt2 = Qni2Pni1 + Pn € n+2 = Gnt2Qn+1 + Qn

para todon > 0, com pg = ag, p1 = apay + 1, @ = 1 e ¢ = ay. Além disso,

Pn+19n — Pnln+1 = (_1)n

para todo n > (.

Demonstracdo. As sequéncias (p,) e (g,) definidas pelas recorréncias acima satisfazem, pela
Proposi¢éo 3.1, as igualdade P _ lag; ar,as, -+, an] € Prni1Gn — Pngni1 = (—1)", para todo
n > 0. "

Como P i1qn — Pngni1 = (—1)" para todo n € Z,, temos que 0s p,, ¢, dados pelas

recorréncias acima sao primos entre si. Além disso, também segue da recorréncia que ¢, > 0,

para todo n € Z.,. Esses fatos implicam que <&) € a sequéncia de reduzidas da fracao
an neZly

continuada de x. U
Corolario 3.3. Temos, para todon € 7.,

_ ann_l + Pn—2 (9 _ Pn—2 — Gn—2%
9nQn—1 + gn—2 Gn—1L — Pn—1
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Demonstracdo. A primeira igualdade segue da Proposicéo 3.1 pois = [ag; a1, ag,** , Gp_1, 0]

e a segunda € consequéncia direta da primeira. [

Proposicao 3.4. Temos

P (D"
dn (Qn—I—l + Bn—i—l)%%
onde
dn—1
ﬁn+1 = = [O;Gnaanflaanf%"' 7a27a1]-
Em particular
1 1

1 Pn
— < |Z
(a'n-i-l + 2)q721 ‘

< .
(en—i-l + ﬁn-i-l)qr% an—i—lq?%

Demonstragdo. Pelo Corolério 3.3 temos

o Po_ OnPat a1 Pa_ Pac1Gn = Padn-1 _ —(Padn-1 — Po19n)
G Ottt 1 G (Oni1@n T @-1)dn (Bnirn + u-1)n
G VR (=D" _ (=n"

B (enJrIQH + Qn71>Qn (9 o + in) q2 (6n+1 + ﬁn+1>%21'

n
n

Em particular,
1

(0n+1 + /BTL+1)QT21’

e, como |0,11] = ap1 €0 < P < 1, segue que a1 < Opyq + Buyr < Gny1 + 2, 0 que

implica a dltima afirmacdo.

’ P
x _— —
In

A expansdo de 3,1 como fragdo continuada segue de

Gn—1 o gn—1 — Gn—1 1

Gn AnQdn—1 + n—2 qn B a, + n—2

aplicado recursivamente. ]

Observacao 3.1. Do fato que ¢, € estritamente crescente, segue da Proposicao 3.4 que

Pn

lim — ==z,
n—oo qn
o que dd sentido a igualdade = = [ao; aj, ag, - - -] quando a fracdo continuada de x € infinita.
Observacao 3.2. A Proposicdo 3.4 implica que, para todo 6 irracional, a desigualdade |0 — b ‘ <
q

1 P ~ L . . ..
— tem infinitas solugdes racionais ]—). Este fato € conhecido como Teorema de Dirichlet.
q q

‘. r .
E interessante notar que, se § = — € Q, a desigualdade |0 — b
5

q

< ? tem apenas um
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. . ~ T Z
nimero finito de soluc¢des racionais —. De fato,

q S

r op 1 ) S

— ——| < — equivale a |qr — ps| < —, o que
o al g q
implicaem ¢ < s.

A seguinte proposicao mostra que os convergentes pares formam uma sequéncia cres-
cente, e que os convergentes impares formam uma sequéncia decrescente. Além disso todos os

convergentes impares sdo maiores do que todos os convergentes pares.

Proposicao 3.5. Para todo k > 0, temos

P2k < D2k+2 <r< P2k+3 < D2k+1

G2k Q2k+2 T Q2k+3 G2kt

Demonstragdo. Para todo n < 0, temos que

Pn+2 Dn o An42Pn+1 +pn Pn o an+2<pn+1Qn _annJrl) o (_1)HQn+2

qn+2 qn An+2qn+1 + Gn an Qn(anJrQQnJrl + Qn> B qn+24n

é positivo para n par e negativo para n impar. Além disso, para todo n > 0, temos que 7 — — =
n
(="
(9n+1Qn + Qn—l)Qn

€ positivo para n par e negativo para n impar. 0

4k
a sequéncia de reduzidas da fragdo continuada |ay; ay, ag, - - , a,|. Entdo o conjunto dos nii-

Proposicao 3.6. Sejam ag,a,--- ,a, inteiros com ay, > 0, para todo k > 1, e seja <@)
k>0

2

meros reais cuja representacdo por fracoes continuadas comeg¢a com ag,a1,0z, -+ ,0n € O

intervalo

Iag,ar, -+ ay) — {p—} U {[ag, a,- -+ an 0,0 > 1}

dn
|:pn Pn +pn—1) ,
e , e n e par
— qn 4n + dn—1
Dn +pn71 Dn s
—_—, — , e n e impar.
qn + Gn—-1 qn

Além disso, a fungdo G : (1,+00) — I(ag, a1, -+ ,a,) dada por G(0) = [ap; a1, as, -, ay, 0]
é mondtona, sendo crescente para n impar e decrescente para n par.

o Qpn + Pn—1 _ Pn (_1)n
- — = __|_ R
0¢n + @1 @ (000 + Gn-1)tn

Demonstracdo. Note que G(0) = [a+0;aq, a9, -+, ay,, 0]

e portanto GG € crescente para n impar e decrescente para n par. Assim, como G(1) = %
an Qn-1
e lim G(0) = &, temos
0—~o00 Qn
Pn DPn + Pn—-1 <
-, ? , S€n € par
G ]_7 +00 — n Q4n n—
(( ) Pn+Pn-1 Pn

, , se n € impar.
Gn + dn—1 dn
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Portanto
) Dn
Hagan, - az) = {—} U {la0, 0, 0, 01,0 > 1}
dn
Pn
- {Ehua.+o0)
q
|: n Pn +pn 1) )
, se n é par
— Qn+Qn 1
(pn +pn 1 pn s s
, se n é impar.
qn +Qn 1 Qn
O
Proposicao 3.7. Dados inteiros ag, ay,as,--- com a > 0, para todo k > 1, existe um tinico

niimero real 0 cuja representacdo por fracdes continuadas é [ag; ai, az, - - |.
Demonstracdo. Considere as sequéncias (p,,) e (g,) definidas pelas recorréncias
Pn+2 = An42Pn+1 + Dn € dn+2 = Ap+4+2Qqn+2 + qn
para todon > 0, com py = ag, p1 = apa; + 1, go = 1 € ¢1 = a;. Temos, como na Proposi¢ao

3.5,
P2k < DP2k+2 < P2k+3 p2k+1 Yk > 0.

Gk~ Qokt2  Qkts G2kl

. . . D2k P2k+1
Assim, considerando os intervalos fechados [, = {— +

)
2k q2k+1

1 , temos [.; C I}, para todo

k > 0, e portanto, como

1| = Dok+1 P2k _ P2k+192k — P2kQ2k+1 (—1)% _ 1

q2k+1 42k q2k+192k q2k+192k q2k+192k

tende a 0 quando £ tende a infinito, existe 6 € R tal que

() 1 = {6}.

k>0

Como, para todo £ > 0,

a%] D2k <h< D2k+1

= [ao; A1, G2, , A2k, a2k+1]
42k q2k+1

[ao;ah ag, -,

e, da Proposi¢do 3.6, [ag; a1, as, - - -, ask] € [ag; ar, as, - - -, asy, ask+1] pertencema I (ao, ay, as, - - -

que é um intervalo, segue que 6 € I(ag, ai, as, - - - , as), € portanto a fragdo continuada de 6 co-
mega com ag, a1, as, - -+ , Aok, para todo k£ > 0, donde a representacdo por fragdes continuadas
de 6 é [&0; ai,ag, - ]

Note que, como a representacdo por fragdes continuadas de ¢ € infinita, 6 € irracional. [

7a2k),
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0 :R xZ; — Rde forma que 0(z, k) = 0,(k) = [x); Tki1, Thao, - -]. Como Zzn
n=0

diverge, temos que Z x, também diverge, para todo k € Z,. Logo 0, (k) estd bem definida.

n=~k
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4 MATRIZES BALANCEADAS

4.1 MATRIZES LINHA BALANCEADAS E COLUNA BALANCEADAS

Dado n € N, denotamos por D,, o conjunto das matrizes M € Sy, tais que det(M) = n.

b
) € D, tema
d

Dizemos que uma matriz M = (
c

(a) primeira linha dominante casoa > ce b > d;
(b) segunda linha dominante casoc > aed > b;
(c) primeira coluna dominante casoa > bec > d;

(d) segunda coluna dominante casob > aed > c.

Caso a matriz M € D,, ndo tenha a primeira ou a segunda linha dominante, dizemos
que ela € linha balanceada, e caso ndo tenha coluna dominante, dizemos que ela é coluna
balanceada.

Chamamos de L£B,, o conjunto das matrizes M € D, tais que M seja linha balanceada,
CB,, o conjunto das matrizes de D,, que sdo coluna balanceada e D3, o conjunto das matrizes
M € D,, que sao linha e coluna balanceadas, em outras palavras, DB, = LB, N CB,,.

Chamaremos DB,, das matrizes M € D,, duplamente balanceadas.
Proposicao 4.1. Seja M € D,,. M possui a:

e primeira linha dominante se, e somente se, M possuir um fator R a esquerda, ou seja,

se existir uma matriz M' € D,, tal que M = R. - M’;

e segunda linha dominante se, e somente se, M possuir um fator L a esquerda, ou seja, se

existir uma matriz M' € D,, tal que M = L - M';

e primeira coluna dominante se, e somente se, M possuir um fator L a direita, ou seja, se

existir uma matriz M' € D,, tal que M = M’ - L;

e segunda coluna dominante se, e somente se, M possuir um fator R a direita, ou seja, se

existir uma matriz M' € D,, tal que M = M’ - R.

. . a b )
Demonstracdo. Provaremos o primeiro caso. Seja M = € D,, uma matriz que possua
c

a primeira linha dominante, ou seja, existem u,v € Z, taisque a =c+ueb =d + v.

a b c+u d+wv 11 u v u v
Logo M = = = . =R . Note que
c d c d 01 c d c d

) u v .,
a matriz M’ = i pertence a D,,, ja que u,v,c,d € Z, e, do fato de M € D,, vale que
c

n=det(M) =det (R-M') =det(R) - det(M’) = det(M").
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Os demais casos sao demonstrados analogamente. [

Observacao 4.1. Do fato de uma matriz M € D,, ndo poder ter a primeira e a segunda linha
dominante, temos que os conjuntos RD,, = {M € D, : M = R- M',com M’ € D,},
LD, ={M €D, : M =L-M,comM € D,} e LB, sido dois a dois disjuntos e D,, =
RD,ULD, ULB,.

Analogamente os conjuntos D,R ={M € D,,: M = M'-R,com M' € D,,}, D, L =
{MeD,:M =ML, com M' € D,} e CB, sdo dois a dois disjuntos ¢ D,, = D, RUD, LU
CB,.

Lema 4.2. EBl = CBl = {[dg}

b
Demonstracdo. Seja M = (a d) € D;. Se M for linha balanceada, entdo nao é possivel
c

que a < ce d < b, pois caso ocorresse, teriamos ad < cb e ad — cb < 0, o que ndo é verdade,
uma vez que ad — cb = 1.

Logo,a >ced>b. Tomea=c+ked=>b+ k', parak,k' € N. Logo 1 = det(M) =
ad —bc = (c+ k)(b+ k') — cb = ck' + bk + kk'. Como kk' > 1, vale que ck’ + bk = 0,

o que implica em ¢ = 0 e b = 0, consequentemente, kk’ = 1. Por fim, podemos concluir que
/

' b kb 1
Portanto M = “ — (€ + = 0 = Id,.
c d c b+ K 01

Analogamente pode se mostrar que CB; = {Id,}. O

4.2 FATORACAO DE MATRIZES D,

a

b
Lema 4.3. Seja S : Sz, — N a fungdo onde S( d) =a+b+c+d Sejamn € N,

&
M, N € D,.

(a) Se N ¢ LB, entdo S(M - N) > S(M).

(b) Se M ¢ CB,, entdo S(M - N) > S(N).
Demonstragcdo. Sejam M = <m11 m12> e N = (nu n12>’ com M,N € Sy, . Logo

ma1 Ma2 N21 MNa2

S(M-N)=S
Mo1N11 + MaaNa1  M21M12 + MaoNog

MmNy + MigNor M N + m12n22>

= (ma1 + may)(n11 + ni2) + (Maz + maa)(nag + naa).

e Caso N ¢ LB, sejaming(N) = min{ny; + ni2, na1 + nea}. Note que ming(N) > 1,
ja que ming(N) =0 = det(N) = 0. De N ¢ LB,, vale que N possui a primeira ou
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a segunda linha dominante. Em ambos os casos, vale que

S(M - N) = (mq1 + ma1) (11 + niz) + (maz + maz) (na1 + nao)

V

may + may)ming(N) + (Mg + mag)ming(N)

= (mq1 + Mg + Moy + mag)ming(N)

= S(M) - ming(N)

> S(M).

e Caso M ¢ CB,, sejaminc(M) = min{my;+ma1, mia+mas}. Note que ming(M) > 1,
jaque ming(M) =0 — det(M) = 0. De M ¢ CB,, vale que M possui a primeira ou

a segunda coluna dominante. Em ambos os casos, vale que

S(M - N) = (ma1 + ma1)(n1 + ni2) + (Mag + maz)(na1 + n2o)
> mine(M)(n1y + niz) + mine(M)(na + naz)
= mine(M)(ni1 + nia + nay + nog)
= mine(M) - S(N)
> S(N).

]

Corolario 4.4. A funcdo S : Sz, — N tem como minimo global o valor 2 e satisfaz S™'(2) =
{Id>}.

b
Demonstragcdo. Seja M = ¢ J € &z,. Temos que a,b,c,d > 0e ad — bc # 0. Logo
C

a>1led > 1. Com efeito, S(M) = a+ b+ ¢+ d > 2. Suponha que S(M) = 2. Logo
a+b+c+d=2 Dea>1led > 1,temosque a = d = 1 ec = d = 0. Portanto

b 1
A L I S O
c d 01

Teorema 4.5. Cada matriz M € D,, possui uma tnica fatoracio M = PROD(W) - Q, onde

W e {L,R}* e Q € LB,. Analogamente, cada matriz M € D,, possui uma vnica fatora¢cdo
M = Q" -PROD(W'), onde W' € {L,R}* e Q' € CB,.

Demonstragdo. Faremos a demonstra¢do para o caso da fatoragdo M/ = PROD(W) - ), onde
W e{L,R}*eQ € LB,. Seja M € D,. Pela Observagio 4.1, M pertence a apenas um dos
seguintes conjuntos: LB, LD, ou RD,,.

Caso M € LB, entdo M = Idy - M = PROD(A) - M. Suponha que existam W' €
{L,R}* e @' € LB, tais que M = PROD(W"’) - ).

Suponha que W’ # A. Temos entdo que existe p € N tal que W’ = W{W;--- W/, com
Wi € {L,R},paratodo 1 <i < p. Logo M = PROD(W’)-Q" = W}-W,..... W .Q'. Como
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W1 € {L, R}, vale apenas um dos dois casos: M € LD, ou M € RD,. Absurdo ji que pela
Observagio 4.1, temos que (LD, URD,,) N LB,, = (). Portanto, W' = X e consequentemente
Q' =M.

Caso M ¢ LB,, pela Observagido 4.1 vale que ocorre apenas um dos casos a seguir:
M € LD, ou M € RD,. Isso implica que existe um tnico W; € {L, R} e uma tnica matriz
M, € D, tal que M = Wy - M;.

Note que M; € D,, logo podemos repetir em M, a andlise feita em M. Se M; € LB,
entdo existe uma dnica palavra W = W, € {L, R}* e uma matriz Q = M; € LB, tais que
M =PROD(W) - Q = W, - M. Caso M, ¢ LB,, entdo existe um tnico Wy € {L, R} e uma
unica matriz M, € D,, tal que M; = Wy - M,. Logo M = W, - My = W; - Wy - M,. Note
que, nestas condi¢des, existe uma tnica palavra W = W W, € {L, R}* e uma tnica matriz
M, € D, tais que M = PROD(W) - M,.

Por fim, mostraremos que se repetirmos o processo feito anteriormente k-vezes, para
algum k € N, encontraremos uma matriz My, € L£B,,. Suponha que para todo k € N, existe
My ¢ LD, e Wy, Wy, -+ Wy € {L, R} taisque M = W;-Wy--- .- WM. Como L ¢ CB,
e R ¢ CB,,, podemos usar item (b) do Lema 4.3,

S(M)=g14+ g2+ + g + s(Mj)

onde g; € N paratodo 1 < i < k. Absurdo, uma vez que S(M) é um nimero natural e a soma
do segundo membro da equagdo diverge quando k — oo.

Em outras palavras, para cada matriz M € LD,, U RD,,, existe uma dnica palavra W =
WiWsy--- W, € {L, R}* com exatamente | € N letras e uma tnica matriz M; € LB, tal que
M =PROD(W) - M,.

A demonstragdo do caso M = @' - PROD(W') com W € {L, R}* e Q' € CB,, é andloga

a anterior. ]

Corolario 4.6. Para cada matriz M € D, existe uma uinica palavra W € {L, R}* tal que
M = PROD(W).

Demonstragdo. Seja M € D;. Pelo Teorema 4.5 existe uma tnica palavra W € {L, R}* e uma
tinica matriz ) € LB, tal que M = PROD(W) - Q). Ja pelo Lema 4.2, LB, = {Id»}.
Portanto () = Idy e M = PROD(WV). O

Corolario 4.7. O monoide ({L, R}*,*) das palavras em {L, R} com a operagdo de concate-

nagdo é isomorfo ao monoide (D1, -) das matrizes em Dy com a operag¢do de multiplicagdo.
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Demonstragcdo. Segue diretamente do Corolédrio 4.6 e da definicdo de PROD que a funcgido
PROD : {L, R}* — D; é um isomorfismo. O

Corolario 4.8. Cada matriz M € LB,, possui uma tinica fatoracdo M = () - PROD(W), onde
W e {L, R} e Q € DB,,. Analogamente, cada matriz M' € CB,, possui uma tinica fatora¢do
M' =PROD(W') - @', onde W' € {L,R}* e Q' € DB,

Demonstra¢do. Faremos a demonstragdo para o caso da fatoragdo M = @) - PROD(WW), onde
W e{L R} eQ € DB,.

Seja M € LB, Pelo Teorema 4.5, existe uma unica palavra W € {L, R}* e uma tnica
matriz ) € CB,, tais que M = @) - PROD(W).

Suponha que @) ¢ LB5,,. Logo, pela Observacido 4.1, vale que ocorre apenas um dos casos
a seguir: Q € LD, ou Q € RD,. Em outras palavras, existe um tnico V' € {L, R} e uma
matriz Q1 € D, tais que @ = V - ;. Sendo assim, temos que M = @ - PROD(W) =
V- Q,-PROD(W) € LD, URD,, o que é absurdo, pois pela Observagio 4.1, LB,,, LD, e
RD, sdo dois a dois disjuntos.

Vale entdo que ) € LB,,. Portanto Q € LB, " CB,, = DB,

A demonstragdo do caso M’ = PROD(W') - @', com M’ € CB,, W € {L,R}* e
()’ € DB, é andloga a anterior. O

4.3 DECOMPOSICAO DOS VETORES DE C; ASSOCIADOS A NUMEROS RACIONAIS

a b

Definicao 4.9. Seja M € D,, M = ( d>. Chamaremos de v : D, — R? a funcdo que leva

d—>b
M no vetor r(M) = ( )

C

a—=c¢

Proposicdo 4.10. Dado M € D,,, vale que r(M -L) =L~ -r(M)er(M-R) =R -r(M).

S

a

o
S8

Demonstragdo. Basta notar que, dado M = ( > € D,, temos:

orn=((00)- (1) () - ()
( b) ( )(g;g:pﬂm
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(M R) = a b\ (1 1)) _ fa a+tb) [c+d—(a+D)
" - c d 01 - ¢ c+d) a—c
_fd=b—(a—¢c)\ (1 —1 d—0b _R-L. (M
B a—c o 1 . a—c) (M),

O]
Corolario 4.11. Dado M € D, e W € {L, R}, tem-se que
r(M - PROD(W)) = (PROD(W))~! . r(M).
Demonstracdo. Seja M = CCL b) € D,,. Claramente a equacdo acima € vdlida para a palavra

vazia W = A. Seja k € N e uma palavra ndo-vazia W = W WoW;--- W, € {L, R}*, onde
W; € {L, R}, paratodo 1 < i < k. Provaremos por inducdo em k que

r(M - PROD(W W, - - - Wy,)) = (PROD(W Wy - - - W)~ - (M. 4.1)

Para k£ = 1, a equacdo 4.1 € verdadeira, pois segue diretamente da proposi¢ao anterior.
Suponha que a equacgdo 4.1 seja verdadeira para algum £ = m € N. Como M € D, e
W, € Dy, tome M' = M - W; € D,,.. Logo

T(M . PROD(W1 cee Wm+1)) = T’(M W1 W2 “““ Wm+1)
— (M -W,;-PROD(W; - Wins1))
= T(M, PROD(WQ Wm+1))

=" (PROD(Wy -+ Winp1)) ™' - r(M)
= (PROD(Wy -+ Wyp1)) ' - r(M - W)
Y (PROD(Wy - W) ™ - Wi (M)
= (W PROD(Wz Win41)) ™ - (M)
=  (PROD(W Wy - Wyp1)) b r(M).
Portanto a equacdo 4.1 é verdadeira para todo k € N. O

Lema 4.12. Seja (Z) € Cy, ondea >0eb > 0.

a r
(a) Se a > b, entdo existe um tinico r, € R, k, € N tais que ; = Ra . (;) e <r, <bh

Caso a,b € N, vale que r, € N e mdc(r,,b) = mdc(a, b).
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a a
(b) Se a < b, entdo existem tinicos 1, € R, k, € N tais que (b) =Lk . <
Ty

)eO<7‘b§a.

Caso a,b € N, vale que r, € N e mdc(a, r,) = mdc(a, b).

Demonstragdo. Vamos provar o item (a). Sejay : N — R, com y(k) = a—kbe A = vy 1(R?),
ouseja, A ={k e N:~(k) > 0}.

Temos que A ndo € vazio, pois de a > b, valeque 1 € A, jaque y(1) =a —b > 0.

Do fato de b > 0, existe k € N tal que kb > a. Com isso, vale que para todo niimero
natural k& > k, temos v(k)=a—kb<a — kb < 0. Em outras palavras,se k € Ne k > k entdo
k ¢ A.Logo k é um limitante superior de A.

Como A é um subconjunto de N ndo-vazio e limitado, A possui elemento maximo. Tome
k, = maxAer, = v(k,) = a — k,b. Temos que r, > 0, pois k, € A. Do fato de k, ser o
elemento maximo de A, vale que k,+1 ¢ A, ouseja, y(k,+1) =a—(k,+1)b =a—k,b—b =
re — b < 0. Logo, 0 <r, <b. Comoa = k,b+ r,, temos

o) = ()0 5) ()= )

No caso particular em que a,b € N, temos que 7, = a — k,b € N e mdc(a,b) =
mdc(k,b + 74,b) = mdc(ry, b).

Podemos fazer um raciocinio andlogo para o item (b), tomando a funcdo v : N — R, com
v(k) = b — ka. O

a
Proposicao 4.13. Para cada vetor (b) com a,b € N, existe uma vinica palavra W € {L, R}*

(2) _ PROD(Y)- @ |

Vale também que g é o mdximo divisor comum entre a e b.

e um tinico g € N tal que

Demonstracdo. Como a,b € N, temos que ocorre apenas um dos seguintes casos: a = b, a > b
oua < b. Caso a = b, vale que g = mdc(a,b) =ae W = A.
Suponha que a > b. Usando o item (a) do lema 4.12 obtemos r; € Re k; € N de modo

b
mdc(ry,b) = mdc(a,b). Caso r; = b, temos que W = RFt e g = b. Caso r; < b, do item

que <a> = RM . <2> com 0 < 7y < b. Note que, como a,b € N, tem-se que 1, € N

(b) do lema 4.12 temos que existem ky € N e ry € R tais que (2) = Lk . (7“1 , onde vale
T2

0 < ry <ry. Comory,b €N, temos que ro € N e mdc(ry, ) = mde(ry,b) = mde(a, b).

Logo, <Z> =RM. (2) = RM.Lk. (Tl) = PROD(RM L*2). <T1>,com0 <ry <7y <b.
T2 T2
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Podemos repetir esse processo de intercalar os itens (a) e (b) do Lema 4.12 até encontrar-
mos um indice j € N tal que r; = 7;_;, pois cada resto serd um niimero natural e ndo existe
uma sequéncia infinita estritamente decrescente de nimeros naturais.

a Ti k.
Portanto, temos que <b> = PROD(W) - ( ]>, onde W = UMUS> - - - Uy € {L,R}"
/”' .
J
R ,seiéimpar;
de forma que U; = e r; = mdc(r;, ;) = mde(a, b) = g.
L ,seiépar.

O caso b > a pode ser demonstrado analogamente, apenas mudando a ordem dos itens do

Lema a ser aplicado. [

a
Definicao 4.14. Dado o vetor x = (b) com a,b € N, chamaremos a palavra W encontrada

x
na Proposi¢do 4.13 de palavra geradora de x. Dada uma matriz M = ( Y e LB, do
Wz
fato que xz — wy = n > 0, temos que z > y e v > w. Em outras palavras, z —y,r —w € N.
Z p—
Portanto podemos encontrar a palavra geradora do vetor r(M) = Y
T —w

Observacio 4.2. Chamaremos de W), a palavra geradora do vetor r(M).

4.4 RELACOES ENTRE AS PALAVRAS DE {L, R} E OS VETORES DE C,

a
Definicao 4.15. Dado um vetor x = <b> € Cy e uma palavra infinita U = U UsUs - -- €
{L, R}" dizemos que x aceita U quando existir uma sequéncia de vetores (x,,)nez, de Cy tais

que o = x e, para todo i € N, vale que x;_1 = PROD(U,) - x;.

0 . e .
Exemplo 5. Dado um nimero real £ > 0, o vetor aceita apenas a palavra infinita L°°, ja

0 0 a a a+b
que ¢ = L. ¢) mas para qualquer vetor 5 € Cyvaleque R- ) = . € como

0 a 0 .
a + b > 0, ndo é possivel que ¢ =R- .k Portanto, para que o vetor <£> aceite uma
palavra infinita W € {L, R} € necessério que W ndo possua nenhuma letra R.

Analogamente temos que o vetor 0 aceita apenas a palavra infinita R € {L, R}".

Exemplo 6. Considere um vetor © = (Z) € C, tal que a,b € N, e mdc{a,b} = g. Da

9

Proposi¢do 4.13 tem-se que = = (Z) = PROD(WV) - <
g

) onde W ¢ a palavra geradora de .
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0
Considerando que (g) =L- <‘g> =R- ( ) e o exemplo anterior, podemos concluir
g g

. . a . ~
que as duas unicas palavras infintas que o vetor x = ) | a,b € N pode aceitar sio W LR™> e

WRL*>.

Proposi¢io 4.16. Sejam x € Co e W = W WoWs--- € {L, R}N. Temos que = aceita W se,
e somente se, existir uma sequéncia de vetores (xy,)necz, de Cy tais que xy ~ x e, para todo

i € N, vale que x; 1 ~ PROD(W,) - x;, onde ~ € a relagdo de equivaléncia da Defini¢céo 2.4.

Demonstragdo. Se existe uma sequéncia de vetores (2, )ncz, tal que xy ~ x e, paratodoi € N,

vale que ;1 ~ PROD(W;) - z;, entdo pela Proposi¢do 2.5 temos que, para todo n € Z,,

existem v, € R tais que x = g - g €, paratodo i € N, z;_1 = «; - PROD(W;) - x;. Defina a
n

uéncia (Z,, ) nez , n , Ty = Q- Ty, To=Qop Tog=21
sequéncia ez, onde, paracadan € Z, Logo 2 0 Xo e para

k=0
todoi € N,

i—1 i—1 i
T = Hak ST = H ay - (a; - PROD(W;) - z;) = Hak -PROD(W;) - ;

k=0 k=0 k=0
— PROD(W;) - (H - x) — PROD(W,) - 2
k=0
Portanto x aceita a palavra . A reciproca € claramente verdadeira. [

X1

Dado um vetor x = ( ) € Cy com 5 # 0, existe uma relacdo entre uma palavra
x

2

. - ; x ~ .
W € {L, R}" aceita por z e a representagio do niimero ZLeR por fracdes continuadas.
4op)

&2

representacdo por fragdes continuadas seja & = [ag; aq, ag, a3 - - .

Teorema 4.17. Seja v = <§1> € Cy tal que & = é € R é um niimero irracional cuja
2

o Se & > &, entdo x aceita apenas a palavra infinita R LR - - - ;
o Se & < &, entdo x aceita apenas a palavra infinita L** R L - - -.

Demonstragdo. Suponha que &; > & > 0. Defina a sequéncia de vetores (x,) ez, de Cy de

Qn
forma que x,, = , onde

Oc(n) ,sen épar; 1 , se n é par;
an = eb, =
1 , se n é impar; B¢(n) , sen éimpar.



39

Do fato de £ = il = 0¢(0), vale que = = 2 ~ b(0) (") = xo. Mostraremos
52 52 1 bo

, a1 L ,seiépar;
agora que, para todo ¢ € N, vale que z;_; ~ U, - z;, com U; =
R, seéimpar.

Como & > & > 0, pelo item (a) do Lema 4.12, existem tnicos ky € N e ry € R tais que

k
= & = Rko. ") = 02+ 7o ,com 0 < rg < &. Como & = 5—1 é irracional, temos
&2 3 & &
. 1 0§2 + 7o 70 1 o
que 7o # &. Com isso, temos que — = ——— = kg + — = ag + ——, 0 que implica em
1 52 52 52 ‘96( )
ko—a ———EZﬂ 0} Logo kg =ag e =20 . Com efeito, vale que

To~ T = S) _Rgeo [0) v [ 1) o, (@ S S
&2 &2 0 (1) by

Suponha agora que existe m € N tal que x,,,_; ~ U%»~! . .. Primeiramente, suponha
am

0
) ) = < 5(1m)> Pelo item (a) do Lema 4.12, temos que

que m é par. Logo, z,, = (

0 m
existem k,, € Ne r, € R tais que 5(1m)> = Rb» . Tl ,onde 0 < r,, < 1. Do

fato de ¢ ser irracional, vale que para todo n € Z,, 6¢(n) é irracional, logo r,,, < 1. Com

1
efeito, 8:(m) = a,, + ——— = k,, +r,,, o que implicaem a,, — k,, = 1, — ————.
e(m) Oc(m + 1) due Tmp Oc(m + 1)
1 0 m
Logo a,, = k,, € r, = ——— . Com isso, temos x,, = e(m) = R . ’ ~
1
R - = U}, - xpy1. Caso m seja impar, por um raciocinio andlogo, tem-se
Qg(m + 1)

1 0 1
que z,, = ~ Lo . elm+1) = U, - xp41. Pela Proposigdo 4.16 temos,
Qg(m) 1

portanto, que x aceita a palavra U = Uy°Uy ' Us? - - - = R*L“ R . ..

Considere agora uma palavra V = V,V,Vz--- € {L, R}", tal que V; € {L, R} para
todo 7 € N. Podemos escrever U = R*L“ R* ... de forma que U = U,UUs -+, com
U; € {L, R}, paratodo i € N. Suponha que V' é diferente de U. Logo, existe um indice p € N
tal que V,, # U,. Tome py o menor indice p que satisfaz V,, # U,. Caso x aceite V, temos que

. _ g .
existem vy, = n Ty = ' € ¢, tais que
2 02

2 =PROD(ViVs -+ V,,) - vy, = PROD(U Uy - - - Uyy) - T,

Vpo *Upy = Upo * Lpg-
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Sem perda de generalidade, suponha V,,; = R. Temos entdo que ﬁpo =Le

94! Y1+ Y2 o1 o1 = _
Vo - tpy = R = = =L- = Uy, - Tpy,
Y2 Y2 o1+ 09 09

0
o que implicaem v; = 09 = 0 e v, = ( ) Note que
Y2

. <f> PROD(ViV: - V) (0) ~ PROD(i Vs Vj) (0) - (q)
&2 V2 1 q2

onde q1, ¢2 € Z, Absurdo, pois £ = é ¢ irracional.

2
Por fim, analisaremos o caso em que 0 < &; < &. Pelo item (b) do Lema 4.12, existem

tnicos £/ € N e € R tais que z = ?) = LK . & ,com 0 < r < &. Como
2 T
¢ = 5—1 ¢ um ndmero irracional, vale que 0 < ' < &. Note que £ = §—1 < 1, ou seja,
2 2
&1 1 &1 : &1 1
= = = s 3 - - . L = 0
& 5 ag + 6 (1) WE 17 e, com 1sso, ag Fa+r 0:0) 0go ag e
k/ / / 1
0e(1) = % =K + 2—1 = a; + 02’ 0 que implica em k' = a; € 6¢(2) = % Note
que 0¢(2) = é; = [ag; as, a4, - -] é irracional e & > r’ > 0, logo podemos aplicar a primeira
parte deste Teorema, ou seja, o vetor ( 1) aceita apenas a palavra R*?L* R -... Como a
r
- “ &1 , C .
decomposi¢do z = L™ - | |, onde 0 < 7’ < &, € Unica, temos portanto que x aceita apenas
T
a palavra L™ R®2 L R - - -, [

4.5 MATRIZES DUPLAMENTE BALANCEADAS

Definicio 4.18. Dado n € N, uma tripla ordenada (g, s, s') de niimeros inteiros ndo negativos
é chamada de (%, n)-tripla caso g- (s+s'+g) = n. Dado M € D,, dizemos que a (x,n)-tripla
(g,s,s') esta associada a M se existir uma palavra W € {L, R}* tal que M - PROD(W') =

ss+g s
s s+gq)

/
Proposicao 4.19. Dado M € D,. r(M) = (g) se, e somente se, M = (5 +g9 s )

g s’ s+g

onde (g,s,s') é uma (x,n)-tripla.

b
Demonstracdo. ( —> ) Seja M = <a d>' Ser(M) = <g>’ entdio d — b = a — c¢. Sejam
c g
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b — b !
Logo M = ¢ = ct+la=c) _(*t9 s . Do fato de
c d c b+ (d—10) s s+g
M € D,, tem-se que det(M) = (s + g)(s+ g) — ss' = g(s + s’ + g) = n.
!
(<=)Se M = ng ° ,entdo (M) = 7). O
S s+g g

Teorema 4.20. Para cada M € LB, existe uma tinica (x,n)-tripla associada a M. A (x,n)-

tripla associada a M satisfaz a equacdo
s+ s
M - PROD(Wy,) = ( g )
s s+4g

Demonstragdo. Seja M € LB,,. Do fato de W), ser a palavra geradora de (M), temos que

r(M) = PROD(Wyy)- g> , com g sendo o méaximo divisor comum das entradas de (M ). Pelo
9

9

Coroldrio 4.11, temos que (M - PROD(Wy,)) = (PROD(Wy,)) ™ - r(M) = (
g

> . Pela Pro-

!/
posicdo 4.19, vale que M - PROD(W,,) = 5 f g s

S s+g
Logo (g, s, ") estd associada a M. Suponha que (gi, 51, $]) seja uma (x, n)-tripla associada a

) ,onde (g, s, s') é uma (x, n)-tripla.

. P+
M. entdo existe uma palavra W, € {L, R}* tal que M - PROD(W;) = o1 ) & i )
51 S1T 01

[
0

Pelo Coroldrio 4.11, (PROD(W;)) - r(M) = r(M -PROD(W;)) = . Com efeito, temos

(51
Wy =Wy egr = g,0queimplicaem s; = ses) = s

que PROD(W) - <g1> = r(M) = PROD(Wy,) - (g) Pela Proposicdo 4.13, temos que
9

’. Podemos concluir portanto que

(g,s,s") éatnica (x,n)-tripla associada a M. H

O teorema a seguir nos diz que a quantidade de elementos de matrizes duplamente balan-

ceadas de D,, pode ser calculado encontrando todas as possiveis (x, n)-triplas.

Teorema 4.21. Para cada (*,n)-tripla (g, s,s’) existe uma vnica matriz () € DB, a qual
(9,s,5") estd associada. As matrizes M € LB,, as quais (g, s, s') também estd associada sdo
da forma M = @ - PROD(U), onde U é um prefixo de W,. Neste caso, temos W¢g = UW,,.

: : '+
Demonstracdo. Seja (g, s,s’) uma (x,n)-tripla. Como sy ) € LB,, pelo Coro-

s s+g
lario 4.8, existe uma tnica palavra W € {L, R}* e uma tnica matriz ) € DB, tais que

/

/
(3 +g s ) = (@ - PROD(WV). Logo a (x,n)-tripla (g, s, s’) estd associada a matriz Q.
S s+g
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/
Pelo Teorema 4.20, Q - PROD(W¢) = ° jtg . Portanto W = Wj,.
S s+g
Seja M € LB, tal que a (x, n)-tripla (g, s, s’) estd associada a M. Entdo, pelo Teorema
!/
420, M -PROD(Wy) = (© 79 ° ) logo M - PROD(Wy) = @ - PROD(Wq). Pelo
S s+yg

Coroldrio 4.8, temos que M pode ser fatorada em M = @); - PROD(U), onde )1 € DB, e
U e {L,R}*. Logo Q - PROD(W() = @1 - PROD(U) - PROD(W,,) = Q1 - PROD(UW},) o
que, ainda pelo Corolério 4.8, implicaem () = (); e W = UW),. Portanto M = Q-PROD(U),
em que U € um prefixo de Wy,. [

Corolario 4.22. Se M € LB, eV € {L, R}*, entdo M -PROD(V') € LB, se, e somente se, V
é um prefixo de Wyy.

Demonstragdo. Seja () € DB, a matriz tal que a (x)-tripla associada a () seja a mesma de M.
Pelo Teorema 4.21, temos que M = @) - PROD(U), onde W = UW),. Sendo assim, V' é um
prefixo de W), se, e somente se, UV é um prefixo de IW,. Pelo Teorema 4.21, Q-PROD(UV) €
LB, se, e somente se, UV é um prefixo de W,. Como M - PROD(V) = @ - PROD(UV'), vale
que M - PROD(V) € LB, se, e somente se, V' é um prefixo de W),. O

Corolario 4.23. Se p é primo, entdo DB, possui p elementos.

Demonstragdo. As (x, p)-triplas devem satisfazer g(s + s’ + ¢g) = p. Do fato de g, s, s’ € Z,,
considerando que p é primo, entdo g = 1 e s + ' = p — 1. Sendo assim, existem exatamente p

(%, p)-triplas. Pelo Teorema 4.21, existem portanto p matrizes em DJ3,,. 0

Exemplo 7. Para determinar todas as matrizes de D3, primeiramente € necessdrio encontrar
todas as (x,n)-triplas para n = 6. Ou seja, devemos encontrar todas as triplas (g, s, ') € Z2
tais que g(s+ s’ + g) = 6. Note que g deve ser um divisor de 6, ou seja, g € {1,2,3,6}. Vamos

analisar quais valores g pode assumir:

e Seg=1,temos 1-(s+ s + 1) =6, ouseja, s + s = 5. Com isso, temos as (x)-triplas
(1,0,5), (1,1,4), (1,2,3), (1,3,2), (1,4,1) e (1,5,0);

e Seg=2,temos 2 - (s + s + 2) = 6, ou seja, s + s’ = 1. Com isso, temos as (x)-triplas
(2’ 0, 1) € (27 1, O);

e Se g = 3 oug = 6, temos que a equagdo g(s + s’ + ¢g) = 6 ndo possui solugdes para
s,8 € Zy.

Existem exatamente 8 (x,n)-triplas para n = 6. Logo o numero de matrizes que per-

/
tencem a D3y é igual a 8. Para cada (x, n)-tripla (g, s, s'), seja M = g +/ ° * ). Pelo

S g+s
Teorema 4.21, temos que existe uma dnica matriz Q € DB, tal que ) - PROD(U) = M, com

U sendo um prefixo de Wy,.
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6 0
Para a (x, n)-tripla (1,0, 5), temos que M = - € DgL. Logo M = M' - L, para

6 0 1 0 6 0
alguma M’ € Dg. Com efeito, M’ = M - L~! = : = c DsL.
5 1 -1 1 4 1

6 0
Podemos repetir o processo até encontrar a matriz duplamente balanceada ) = . Note
1 10 1 1 L
que 7(Q) = = . = PROD(L?) - , logo Wy = L°. Mais ainda,
6 5 1 1 1
6 0 6 0 10
M = g . - Q * PROD<L5).
5 1 0 1 5 1

Repetindo o processo para as demais (x, n)-triplas, concluimos que

R (R A G R e K e

b d b
Observacao 4.3. Se A = ¢ ¢ duplamente balanceada, entdo A" = e
c d b d c a

também sio duplamente balanceadas.
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S TRANSDUTORES

Definicdo 5.1. Um transdutor ¢ uma tripla ordenada T = (A, Q, F) definida por um alfabeto
A, um conjunto finito () chamado de estados e uma familia F de fungées indexadas em () onde
cada fungdo p, : B, — Q x A* de F é definida de forma que B, C A* é uma base para o

monoide livre A*, para todo estado q € Q).

Definiciio 5.2. Seja T = (A,Q,F) um transdutor. Dado q € Q, seja V€ [, e p,(V) €
Q) x A*. Chamaremos de o,(V') e 6,(V') a primeira e a segunda coordenadas do vetor p,(V),

respectivamente. Em outras palavras, as fungoes o, : B, — Q) e 6, : B, — A* sdo tais que
p(V) = (04(V),6,(V)), para todo V € f,.

Definicdo 5.3. Seja T = (A, Q,F) um transdutor. Para qualquer estado q € (@, podemos
definir a fungdo V,, : {L, R} — {L, R}", da seguinte forma: Seja S € {L, R} uma palavra
infinta e sejam Sy, S1,52, -+ , o, q1,q2, -+, Vo, Vi, Vo, -+, e Wy, Wy, W3, - -+ | definidos por
So=25,q =qe paracadai = 0,1,2,---, V; = H(S;, By,), Siz1 = Si\Vi, ¢ix1 = 04,(V3)
e Wir1 = 84,(Vi). Por fim, defina W, (S) sendo a palavra infinita formada pela concatenagdo
WAWo Wy - -

Exemplo 8. Seja T = (A, Q,F) o transdutor tal que A = {L, R}, @ = {a,b,c} e F =
{pa, pv, p} de forma que p, = {(R,a, L),(LL,b, L), (LR,c,R)}, pp = {(R,c,R),(L,b,L)} e
pe ={(R,c,R),(L,c,R)}. VejaFigura 5.1.

Logo, em relagdo ao estado a € @, a fungdo ¥, : {L, R} — {L, R} € tal que para
qualquer x € {L, R}, tem-se

L>® ,sex = R®oux = RNMNL® comky € Z,;

\Ija(x) =
LER>® ,sex=VLRU,comU € {L, R}V = RF L*2 tais que k; + ky = k.

L:L

0

o
ARV
0-

Figura 5.1: Diagrama do transdutor do Exemplo 8.

R:LC
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Por exemplo, no caso em que z = R3LAR?[3--- € {L, R}, podemos calcular ¥, (z) =
0a(R)384(LL)6y(L)?0y(R)0(R)0.(L)? - - = L3ALL*RRR? - - - = LY R>. Podemos fatorar z de
forma que x = R?LAR*L?--- = R3L3LRRL?--- =VLRU,comV = R¥[*eU = RL?---.

5.1 MATRIZES DUPLAMENTE BALANCEADAS COMO ESTADOS DE UM TRANSDUTOR

Definicao 5.4. Para cada matriz M € LB,, denotamos por By, o conjunto de todos os ramos

imediatos da palavra W .

Observacio 5.1. Segue do Teorema 2.21 que, para toda matriz M € LB,,, B),; € uma base de
{L, R}™.

3 1 1 10 1
Exemplo 9. Para M = € LBg, temos que r(M) = = ) -
0 2 3 2 1 1

1 1
L (1) = PROD(L?) - <1>, logo Wy, = L2. Pelo Teorema 2.19, o conjunto de todos os
ramos imediatos de L? é By, = {R, LR, L*R, L*}.

Teorema 5.5. Seja M € LB,. Para cada palavra B € By, M - PROD(B) pertence a LCB,
ou a RCB,, se a iiltima letra de B for L ou R, respectivamente. Mais ainda, existe uma vinica
palavra ndo-vazia V. € {L,R}* e uma inica matriz M' € DB, tal que M - PROD(B) =
PROD(V) - M.

Demonstracdo. Sejam M € L3, e W), a palavra geradora de (M ). Pelo Teorema 4.20, existe
/

. . +

uma unica (x, n)-tripla (g, s, s') tal que M - PROD(W,,) = R

/

s s+9 '

Se ’WM| = O, entao WM =Ae B]\/[ = {L7 R} = {WML, WMR}

No caso em que |W)y| = j > 1, podemos escrever Wy, = W W,yWs---W;, onde
W; € {L, R}, paracadai € N, com ¢ < j. Neste caso, pelo Teorema 2.19, vale que

Bar = {p(Wh), Wip(Wy), WiWap(Ws), - -, Wi Wy Wi_ip(W;), W L, Wy R}

Temos que, independente do valor de |Wy,|, dado B € B, ocorre um dos seguintes ca-
sos: B=Wy L, B=W)yRouexistel € N,com ! < |Wy,|talque B = W Wy --- W,_1p(W)).
Caso B = Wy, L, temos

/

S g+s

/ /
_ g+s +s S L. g+s+s s c LCB,.
sS+g+s g+s 0 g

/
M -PROD(B) = M - PROD(Wy,L) = M - PROD(W),) - L = (g e ) L
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Caso B = Wy R, temos

/

/
M -PROD(B) = M - PROD(Wy;R) = M - PROD(Wy,) - R = (9 e ) ‘R

S g+s
g+s g+s+s g 0
= =R- € RCEB,,.
s g+5+s s g+s +s
Os casos anteriores abrangem o caso em que |Wj,| = 0. Considere |Wy| = j > 1.

Vamos analisar o caso em que B = W W, --- W;,_1p(W)), para algum [ € N com [ < j.

Para cada k € N, com k£ < j, vamos definir Uy € {L, R}* de forma que U; = A e
Uy = WiWy---Wj_1, quando k # 1. Analogamente, seja Z;, € {L, R}*, de forma que Z; = A
e Zp = Wit1Wiyo---Wj, quando k # j.

Note que, para qualquer k£ € N com k£ < 7, podemos decompor Wy, = U, W} Z. Desta
forma, considerando que B = W Wy --- W,_1p(WW;) para algum [ € N, com [ < j, temos que

B = Up(W)).
Considere a decomposi¢ao Wy, = UW,Z;.
Escrevendo PROD(Z)) = Y e D;, temos (PROD(Z;))~ ! = vy
w -z

Note que M - PROD(W,,) = M - PROD(U,W,Z;) = M - PROD(U;) - PROD(WV)) -
PROD(Z;), o que implicaem M-PROD(U;) = M-PROD(W,,)-(PROD(Z;))~!-(PROD(W;))~.
Caso W; = R, temos que

M -PROD(U;) = M - PROD(W),) - (PROD(Z;))™' - R™!

g+ s wo -y 1 -1
s g+s -z x 0 1
_(gw—i—s’w—sz —gw—gy—s’w—s/y—i-sz—i-sx)

sw—gz—sz —sw—sy+gz+gr+sz+sx

Como M -PROD(U;) ndo possui entradas negativas, temos que s'w — gz — sz > 0 e do fato que
PROD(Z;) € Dy, valeque w > 0,z > 0e z+ w > 0. Como g > 0, temos que gz + gw > 0 e

com isso, —sz + s'w + gw > 0. Além disto, observando a segunda entrada na primeira linha:

—gqgw—gy—sw—sy+sz+sxr>0 = sx—gy—sy>gw+sw—sz>0.
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Portanto

M -PROD(B) = M - PROD(U;p(W;)) = M - PROD(U,L) = M - PROD(U}) - L

(gwtsw—sz —gw—gy—sw—sy+sz+sw 10
sSw—gz—sz —sw—sy+gz+gr+sz+sx 11

gy —sy+sr —gw—gy—sw—sy+sz+sx
—s'y+gr+sr —sw—sy+gz+gr+sz+sx

_1 —gy — sy +sx —gy—sy+ sx— (—sz+ sw+ gw) c LCB
9z + gy 9z + gy + (92 + guw)

Por fim, caso W; = L, seja novamente PROD(7;) = <x y). Logo M - PROD(U;) =
z w

/ 1, . i .
M~PROD(WM)~(PROD(ZZ))—1,L—1:<9w+9y+5w+8y Sz — Sx qy Sy—i—sx)

sw+sy—gz—gr—sz—sr —s'y+gr+sx
ndo possui entradas negativas. Com efeito, —gy — s’y + sz > 0. Do fatoque g > 0Oez+y > 0,
vale que gz + gr > 0e —s'y + sx + gz > 0. Logo,

M - PROD(B) = M - PROD(U;p(W;)) = M - PROD(U,R) = M - PROD(U),) - R

[(gwtgytswtsy—sz—sr —gy—sy+sx R
sw+ sy —gz—gr —sz—sx —s'y+ gxr+ sx

(9wt gyt swtsy—sz—sr gw+sw— sz
sw+sy—gz—gr—sz—sx sw—gz— sz

_R. 9z + gw + (92 + gy) 92 +9v ) _peg
sw—gz—sz— (—=sy+gr+sx) sw—gz—sz

Pelo Coroldrio 4.8, cada matriz M; € CB, pode ser decomposta de maneira tGnica na
forma M; = PROD(V’) - M',em que V' € {L, R}* e M’ € DB,,. Portanto em todos os casos
existe uma palavra ndo vazia V' € {L, R}* e uma matriz M’ € DB, tal que M - PROD(By) =
PROD(V) - M'. 0

Observacao 5.2. Segue do Corolério 4.22 que os elementos de B,; sdo minimais, na ordem
parcial de comprimento, no sentido que se V' € {L, R}* é um prefixo préprio de B; € By,

entdo M - PROD(V') ndo possui um fator L ou R a esquerda.

Note que, em relacdo ao Teorema 5.5, dado uma matriz M € DB,, e uma palavra V' €
B s, podemos definir as fungdes o : DB, x {L, R}* — DB, e : DB, x {L,R}* — {L, R}*
tais que o(M, V) = oy (V) e 6(M, V) = §p (V) satisfazem a equagio

M - PROD(V) = PROD(8y,(V)) - oar (V).
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Logo podemos enxergar as matrizes duplamente balanceadas de D,, como os estados de
um transdutor onde a familia de fun¢des F € tal que suas fungdes pys : By — D, x {L, R}*
séo definidas por pp (V) = (op(V), 00, (V).

5.2 TRANSDUTORES DE RANEY

Definicao 5.6. Para cada inteiro positivo v tal que seu quadrado é um divisor de n, chamaremos
de transdutor de Raney a tripla ordenada T,,, = ({L, R}, Qn.v, Fnv), onde Q. , é 0 conjunto
de todas as matrizes M € DB, tais que o mdximo divisor comum dos elementos de M é v e
Funw € 0 conjunto de todas as fungdes pyr - By — Q. X {L, R} onde para cada V€ By
tem-se pprr(V) = (o0 (V), 60 (V')) de forma que M - PROD(V') = PROD(6(V)) - 00 (V).

Observacao 5.3. Para cada M € (), ,, cada uma das palavras B; € B,, é ndo vazia, ja que B;
¢ um ramo imediato de W),. Pelo Teorema 4.8, o,,(V') e d5,(V') sdo unicamente determinados
por M e V. Pelo Teorema 5.5, a palavra d,,(V") é ndo vazia. Logo as fungdes o, e 0y estdo
bem definidas. Podemos concluir que 7, , satisfaz as condi¢des da Defini¢do 5.1, isto €, um

transdutor de Raney € um transdutor.

Lema 5.7. Seja © € Co. Seja Wi, Wy, -+ | Wy, - uma sequéncia em {L, R}*. Se para cada
k > 1 existir um vetor xy, € Cy tal que x = PROD(W W5 - - - Wy - xy, entdo x aceita a palavra
infinita formada pela concatenagdo W\WoWs - -- € {L, R}".

Demonstracdo. Basta tomar a sequéncia zy para k € Z ., de forma que x(y = x. Note que para

todo ¢ € N, temos que

Tr = PROD(W1WQ tee Wi—l) L1 — PROD(W1W2 cee I/Vi_lwi) Ty

o que implica em x aceitar a palavra infinta W, W,Ws --- € {L, R}". O

Teorema 5.8. Seja 7T, , um transdutor de Raney. Para cada M € Q,, ., vale que Wy possui a
seguinte propriedade: Seja S € {L, R}N. Se o vetor x € Cy aceita a palavra infinita S, entdo

o vetor M - x aceita a palavra WV ;(.S).

Demonstragdo. Suponha que r € Cy aceita a palavra infinita S € {L,R}N e M € Q..
Entdo temos que Sy = S, My = M, Vo = H(Sy, Ba,) = H(S,By). Temos também que
Sy = VyS). Seja ko = |Vy|. Logo kg > 1. Seja S = SM ... S®) ... De x aceitar S, existe
uma sequéncia z(©, z(M ... 2®) ... de vetores de C, tais que () = z e para todo k > 0,
e = St () Logo PROD(SW - .. Sko)) . g(ke) — (PROD(Vp))x*0). Seja z; = xk0),
Entdo Mx = (M -PROD(V})) - &1 = (PROD(0a, (V1)) - 001, (Vo)) 21 = (PROD(W4) - My) - 4.
Note que M; € Q. 21 € Cae 21 ~ 5.
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Agora se Mz = (PROD(WW ... W®) . MENz® com M*) € Q,.,, ¥ € Cye
z®) ~ S®)  Seguindo um raciocinio andlogo ao anterior, é possivel mostrar que M *)z(*) =
(PROD(W M) ... Ty (k+D)) . ppCetD)) g (k41 onde M1 ¢ Qnvs D e ¢y e pHD ~ S+

(k

Logo, por indugio em k, temos que para qualquer k& € N, existe um vetor z*) € C, e uma

matriz M*) € Q,,., tais que Mz = (PROD(W M ... T/ R))) . k) g (k)
Do fato que M*®)z(*) ¢ C,, podemos aplicar o Lema 5.7 para concluir que Mz aceita a
palavia WHW® ... = &y, (S). O

5.3 EXEMPLOS DE TRANSDUTORES DE RANEY

Exemplo 10. Dado n € N e um irracional z = [zg;x1, %9, 3,24, -] € R, temos que
a
pelo isomorfismo definido pela Proposi¢do 2.7 existe um vetor X = ; € C, tal que % =

x. Em contrapartida, um resultado imediato do Teorema 4.17 garante que X aceita a palavra
R*[* R%2[*sR% ... € {L, R}".

Caso estejamos interessados em descobrir a representacdo por fracdo continuada de nx,

0
podemos utilizar o isomorfismo e calcular NX € Cy, onde N = g L uma vez que pelo
. . nx + 0 . .
isomorfismo ® da Proposicdo 2.9, vale nz = 1= ®(N)(x). Em particular, se n € N é
x

primo ou se escreve como produto de primos com poténcia no maximo 1, podemos construir e

utilizar o transdutor de Raney 7, ; para encontrar NV.X.

2 0 01
Vamos analisar o caso em que n = 2. Note que ()21 = DB, = { (O 1> ’ (0 2) }

2 0 10

Para simplificar, chamaremos de A = e A = 5] As palavras geradoras de

1 0

1—-0 1 2—0 2
r(A) = = er(A) = = sio W, = L e Wy = R, respecti-

vamente. Temos entdo que o conjunto dos ramos imediatos de W, é By = {R, LR, LL} e o
conjunto dos ramos imediatos de W é B = {L, RL, RR}. O Teorema 2.21 garante que B 4
e B 4 sdo bases de uma palavra infinita.

O Teorema 5.5 garante que para cada palavra B € B4 existe uma unica palavra ndo-
vazia W € {L, R}* e uma tdnica matriz U € DB, tais que A - PROD(B) = PROD(W) - U.
Analogamente para cada B € B/, existe uma unica palavra ndo vazia W € {L, R}* e uma
tinica matriz U € DI, tais que A’ - PROD(B) = PROD(W) - U.

Com efeito, podemos calcular W e U, obtendo assim as igualdades abaixo:

AR = R?A, ALR = RLA’, AL?=LA;
AL =124, ARL =LRA, AR?=RA.

Estas, por sua vez, sdo as bases da func@o p4 € pas, sendo que as trés primeiras nos
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R:R2[ *BL:LQ

) )
L?: L R?: R

Figura 5.2: Diagrama do transdutor de Raney 75 ;.

fornece aregrade p4 : B4 — {L, R}* X DBy, jaque pa(R) = (R% A), pa(LR) = (RL, A') e
pa(L?) = (L, A). As trés tltimas equagdes fornecem a regrade pa : Bar — {L, R}* x DB,
pois pu(L) = (L2, A'), p(RL) = (LR, A) ¢ pu(R?) = (R, A).

E possivel construir um diagrama para representar o transdutor J2,1: os circulos em azul
representam os estados de DB, = {A, A’} e para cada estado g € {A, A}, cada flecha que sai
de ¢ representa a imagem de p, por algum elemento de B, (veja Figura 5.2).
1++5

2

Por exemplo, tome a razdo aurea ¢ = =[1;1,1,1,1,1,---] = [1;1]. O Teorema

4.17 garante que palavra infinita S = RLRLRLRL - -- € {L, R}" é tal que o vetor (f) € Cy

a aceita. Vamos encontrar uma representacio por fracdes continuadas do nimero 2¢ = 1+ /5.

2 0 2
O teorema 5.8 garante que o vetor (0 5 f) = ( 1¢> aceita a palavra infinita

U 4(S). Vamos calcula-la.

Neste caso, seguindo a Defini¢do 5.3, temos que Sg = S = RLRLRLRLRLRL---,
o estado inicial é gy = A, a palavra da base B4 que é prefixo de S é V = H (S, f,,) =
H(S,B4) =R.

Logo , no estado A, a primeira palavra de S que To; "1€" € V, = R. Assim que ¢ "lida",
do fato que pa(R) = (R?, A), temos que W, = 0,,(Vy) = da(R) = R*e q1 = 0,,(Vp) =
oa(R) = A, o que na pritica significa que Ty ; "escreve" W, = R? e permanece no estado A.

Agora temos que S1 = Sp\Vp = S\R = LRLRLR--- e a palavra da base B4 que é
prefixode S; = LRLRLRLR--- é V), = H(S1,0,,) = H(S1,Ba) = LR. Jique pa(LR) =
(RL,A"), temos que Wy = 04, (V1) = 64(LR) = RLe ¢ = 0, (V1) = 04(LR) = A'. Ou seja,
To1 "1€" Vi = LR, "escreve" Wy = RL e muda para o estado A’.

Continuando os passos, temos que So = S;\V; = S{\LR = LRLRLR---, V5 =
H(Sy,Ba) = L, logo temos que no estado A', To; "1&" L. De pa(L) = (L* A’), vale
que W5 = L? e g3 = A, em outras palavras, Ta1 "escreve" L? e continua no estado A’.

Por fim, repetindo os passos, podemos verificar que S3 = So\Vo = RLRLRL---, V3 =
H(S;,Ba) = RL, pa(RL) = (LR, A), Wy = LR e ¢4 = A. Note que a partir deste passo,
o transdutor comegard a se repetir, uma vez que g4 = A = gp e a Sy = S5\V3 = S3\RL =
RLRLRL--- = Sy. Logo, paratodoi € Z", Syyi = Si, Vari = Vi, quys = qi € Wiy = Wiy,

Podemos concluir que V4 (U) = WiWo,WsW, WsWeg--- = WiW,WsW,W Wy - =
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Figura 5.3: Diagrama do Transdutor de Raney T ;.

R?RLI?LRR?RL --- = RP*L*R*L*R*L*R*-- -, o que implica na representacio de 1 + /5
por fragdes continuadas ser [3;4,4,4,4,4,4,---] = [3;4].
1 n
Exemplo 11. Seja e = lim <1 + —) ~ 2,718281828 - - - . Escrevendo e na forma de fragao
n—oo n
continuada, temos e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1---] = [2; 1, 2n, 1]. Sabe-se que o nimero
e € transcendente, e pertence a classe dos niimeros de Hurwitz [5].
2e +1
Estamos interessados em encontrar a fracdo continuada do nimero a = 16++2 . Po-
e

demos escrever a como a imagem de e pela transformacdo de Mobius associada a matriz
2 1 e
M = (1 2), ou seja a = $(M)(e). Pelo Teorema 4.17, o vetor x = <1> € C, aceita

apenas a palavra S = RZL'R?L'R'LAR'L'ROL'R'LER' ---. Note que M € DBs e 0 ma-
ximo divisor comum dos elementos de M € 1, logo, M € Q3 ;.
Vamos construir o transdutor de Raney T3, = {{L, R}, Q31, F31}. Temos que (3, =

1 2 01 0 3

A B B
conforme a Figura 5.3.

. 2 1 e 2e +1 .
Com efeito, pelo Teorema 5.8, o vetor Mz = . = aceita a palava
1 2 1 e+ 2

21 30 10
( ) , ( ) , ( ) = DB;. A familia F3; pode ser representada por um diagrama

U (S).
Aplicando ¥, em S, tem-se
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R*L'R*L'R'L*R'L'ROL'R'LER' - . .)

= Uar((R)(RL)(R)(RL)(R)(L)(L)(L)(L)(RL)(R®)(R?L)(R)(L*)(L*)(L*R) - - - )

= 04(R)d¢(RL)6A(R)S¢(RL)6A(R)S¢(L) 6 (RL)OA(R)dc(R)oc(R*L)
-0p(R)o5(L%)*05(L*R) - -

= (RL)(L)(RL)(L)(RL)(L3)(L3)(L3)(L3)(L)(RL)(R)(LRQ)(R?’)(L)(L)(RLQ) a

= RL*RL*RL™RLRLR°L*RL?---

1
+2 iguala[1,2,1,2,1,14,1,1,1,5,2,1---].

Perron provou que este ¢ também um nimero de Hurwitz [5], no sentido de que existem polind-

. 2e
Portanto a fragao continuada do nimero
e

mios 41,92, ,qn tais que
2e+1 - 100
e+ 2 :[ao;alv'” 7akaq1(]>7”' 7(]71(])]]:0

Exemplo 12. Vamos encontrar agora a representagcao por fragdes continuadas do niimero real
5 ~5-vV5+6
2.5 -2

ciada a matriz M = (

. Escrevendo 3 como a imagem de v/5 pela transformacio de Mobius asso-
-5 6

2 =2
para encontrar um problema que seja equivalente e com uma matriz M € DB,.

-5 6 V5 6 —5 1 _
Note que . = . , ou seja, podemos reescrever
2 -2 1 -2 2 V5
1

) , como det(M) = —2, é necessdrio tomarmos alguns passos

6-——5
1
g = \/_—? como imagem de — pela transformac¢do de Mobius associada a matriz
—2. — + 2 \/5
V5

6 -5
( _ > , cujo determinante € igual a 2.

Agora basta encontrar um problema equivalente com uma matriz M que possui as entra-

das todas nfio negativas. Note que aceita apenas a palavra L’ R*L*R*L* - - -, logo

() () () (el = (0 3) ()

—4 —5 2 1
Por fim, note que ( 5 9 ) pode ser reescrita por R™3 - <2 2) , com efeito, tem-
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1 1
—4 . -5 —4 - -5
—5-vVH+6 — -
se como 3 = V5 + = Vb —2 ,vale que § + 3 = V5 =2 +3 =
2-v5-2 1 1
2. +2 2. +2
) , V5 —2 ) V5 —2
—4 - -5 2. +2 2. +1
\/; —2 +3- \/51_ 2 = V5 1_ 2 , 0 que significa que podemos escrever
2 ——+2 20 ——+2 2. —+2
Vb =2 V5 =2 Vb =2
1 2 1
B + 3 como a imagem de pela transformacdo de Mdobius associada a matriz
V5 -2 2 2
2 1 2 0 2 0 1
Por =L-R- , vale que b ~R3-L-R- . , OU seja,
2 2 0 1 1 0 1 V5 —2
triz M 2 ¢ tri da. Do vet ! it 1
a matriz = ¢ a matriz procurada. Do vetor aceitar apenas a palavra
01 P VE—2 e ap
Arapara 2.0 1 .
R*L*R*L* - - - e pelo Transdutor de Raney 75 ;, temos que A B9 aceita apenas
a palavra Ug7(R'LARYLY - - ) = 037(R?)077(R?)637(L?)657(L?) - - - = RPL?R8L*RBL? - - -.
Podemos concluir que 3+3 aceita apenas a palavra LR L? RS L? R®L*R®L? - - -, em outras

palavras, 3+ 3 = [0; 1,9, 2, 8, 2]. Isso significa que a representacdo por fragdes continuadas de
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