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RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo de alguns sistemas de Timoshenko, no que se refere a exis-
téncia e unicidade de solucdo e estabilidade exponencial ou polinomial, conforme o tipo de
sistema onde a dissipacdo estd acoplada. Mais precisamente, serdo considerados trés sistemas,
a saber, um com duas dissipacdes friccionais, outro com dissipacdo térmica e lei de Cattaneo,
e o dltimo com dissipacdes friccional e térmica. Para o estudo de tais sistemas, usa-se uma
abordagem via teoria de semigrupos lineares tanto para existéncia e unicidade quanto para a
estabilidade de solucdes.

Palavras-chave: Timoshenko, semigrupos, solucdes, estabilidade, equagdes diferenciais.



MEDRADO, Saulo Rodrigo. Timoshenko Systems with Weak and Thermoelastic Dam-
ping: Well-posedness and Stability. 2019. Number of pages Dissertagdo (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2019.

ABSTRACT

This work is dedicated to the study of some Timoshenko systems with respect to existence and
uniqueness of solution and exponential or polynomial stability, depending on the dissipation
of the system. More precisely, three systems are considered, namely, the first one with two
frictional dissipations, the second one with thermal dissipation and Cattaneo’s law, and the
last one with frictional and thermal dissipations. To study such systems, it is used the linear
semigroup theory for the existence and uniqueness as well as to the stability of solutions.

Keywords: Timoshenko, semigroups, solutions, stability, differential equations.
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1 INTRODUCAO

1.1 O SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO

O sistema de Timoshenko, em referéncia ao engenheiro ucraniano Sthephen
P. Timoshenko (1878-1972), é um sistema de equacdes diferenciais parciais que descreve a
vibra¢@o de uma viga levando em consideracio o deslocamento vertical e o dngulo de rotagdo,
o qual possui suas origens nos trabalhos de Timoshenko [21} 22]]. No que segue, vamos expor
inicialmente a ideia geométrica e algébrica do sistema eldstico de Timoshenko.

Em uma viga de comprimento [ > 0, denotaremos o deslocamento vertical
e angulo de rotagdo de uma sec¢do transversal com relagio a secdo normal por ¢ = ¢(z,t) e
Y = (z,t), respectivamente, ambas dependendo da posi¢do = € [0,[] e do tempo t > 0,

conforme a Figura[l.T]abaixo.

-

Secdo longitudinal | l |

Figura 1.1: Deslocamento Vertical ¢ e Angulo de Rotagdo v

De acordo com Timoshenko [21} 22] as Equa¢des de Momento para as varia-

veis ¢ e 1) sdo:

pAPy = Sy, (1.1)
plpy = M, — S, (1.2)

onde p é a densidade de massa, A e I representam drea e o momento de inércia de uma se¢ao
transversal da viga, S designa for¢a de cisalhamento e // o momento fletor. Além disso, as Leis

Constitutivas Elésticas para a forca de cisalhamento e momento fletor sdo dadas por

S = KGA(¢x + ), (1.3)
M = El,, (1.4)
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onde k£’ é um fator de correcéo de cisalhamento, G ¢ E denotam os mdédulos de cilhamento
e de elasticidade de Young, respectivamente. Fisicamente, todas as constantes do sistema sdao
positivas. Abaixo, na Figura[I.2] ilustramos casos que representam a forga de cisalhamento e

momento fletor aplicadas sobre o objeto

XA ERE

— 1 l

Figura 1.2: For¢a de Cisalhamento a esquerda e Momento Fletor a direita

Substituindo (1.3)-(1.4) em (1.1)-(1.2) e denotando as constantes por
plsza p2 = pl, k:k/GAa b= EI, (1.5)

chegamos ao seguinte sistema de vigas de Timoshenko

{ P10 — k(de + 1)z =0 em (0,1) x (0,00), (1.6)

oty — byy + k(P + ) =0 em (0,1) x (0, 00).

Podemos assumir ainda que a viga estd fixada nos extremos {0, [}, o que no leva a considerar a

seguinte condi¢do de fronteira
6(0,t) = o(l,t) =0, ¥(0,t)=v(l,t)=0, t>0. (1.7)
Além disso, para t = 0 consideramos as condi¢des iniciais
¢(x,0) = go(x), ¢i(x,0) = dr(x), P(2,0) = Yo(x), Pi(z,0) = ¢1(z), z € (0,1).  (1.8)

Ao problema de valor inicial e de fronteira (1.6)-(1.8) podemos associar o

seguinte funcional de energia definido por

B0 = 3[o [@@rar e [ioras+o [

l
+k/0 (gbx(t)—kw(t)fdx}, £> 0. (1.9)

Por meio de uma conta usual (a qual serd esclarecida na Segéo [3.3]do Capitulo [3)), verifica-se
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formalmente que

d
ZE()=0 Yit>0, (1.10)

de onde segue que FE(t) = F(0) para todo ¢t > 0. Isto nos diz que a energia é constante, ou
seja, se conserva com o mesmo valor F(0) para todo ¢ > 0. Neste caso, dizemos que o sistema
(I.6)-(1.8) é conservativo e, para estudar sua estabilidade, deve-se considerar algum mecanismo
dissipativo como efeitos friccionais, termoeldsticos, dentre outros. Neste trabalho consideramos
apenas efeitos friccionais e termoeldsticos conforme as referéncias estudadas e cujos modelos

estdo descritos como segue.

1.2 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DUAS DISSIPACOES FRICCIONAIS

No Capitulo [3] vamos considerar o sistema com duas dissipagdes fricci-
onais dadas pelos termos a¢; e 51, sendo «, 5 > 0. Mais precisamente, assim como em [[18]],

consideramos o seguinte sistema

(1.11)

P10 — k(Pz + )z + gy =0,
pQ,’vbtt - b"vz):ca: + k(¢x + Q/)) + ﬁlbt =0.

com condi¢des iniciais e de fronteira dadas em (1.7)-(1.8). Em primeiro lugar, aplicamos teoria
de semigrupos conforme [[12]] para mostrar a existéncia e unicidade de solu¢do forte para o
problema.

Em seguida, a proposta € estudar a estabilidade de tal sistema. Para isto,

notamos que o funcional de energia também é definido como em (1.9)), ou seja,

1 ! ! !
B@) = g|o [@oram [z o [ 2o
0 0 0
l
+k/ (¢(1) —|—¢(t))2da:} . t>0. (1.12)
0
Neste caso, assim como verificado na Sec¢do do Capitulo 3] podemos concluir que E/(t)
satisfaz
d : 2 : 2
ZE(t) = —a | (6(t)dr =B | (U()dw <0, Vi>0, (1.13)
0 0

uma vez que «, § > 0. Logo, E(t) é ndo-crescente com E(t) < F(0) para todo ¢ > 0. Com

isto, no caso em que consideramos «, 5 > 0 podemos concluir dois fatos interessantes:

e De (I.13), vé-se que a¢; e B1); fornecem dissipagdes ao sistema em questdo, as quais ja

foram denominadas como dissipagdes friccionais.

e Podemos estudar algum tipo de estabilidade para E(¢) dada em (I.12), como feito na



13

Secao do Capitulo [3| Mais precisamente, vamos mostrar que F(t) — 0 a uma taxa
exponencial quando t — oo.

No que concerne a estabilidade exponencial comentada no item acima, fare-
mos por dois métodos, a saber, o método de perturbacdo de energia e o método de semigrupos

lineares via Teorema de Priiss.

1.3 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DISSIPACAO TERMICA E LEI DE CATTANEO

No Capitulo 4| abordamos um sistema de Timoshenko com acoplamento tér-
mico com lei de Cattaneo ao momento fletor, produzindo uma dissipag¢do. Iniciamos conside-

rando as equacdes que descrevem a vibracdo transversal de uma viga de comprimento [ dadas

por (1) e (T2
pA¢tt = S:r (& Phﬂtt = Mx — S,
e as leis constitutivas para a tensdo-deformacdo da viga, neste caso, sdo dadas por

M = El¢, — 66, (1.14)
S = kGA(¢, + ), (1.15)

onde § = f(z,t) parax € [0,1] et > 0 denota a diferenca de temperatura acoplada ao momento

fletor, conforme proposto em [8]. Substituindo (1.14)-(1.15) nas Equacdes de Momento (1.1J)-
(I.2) e denotando as constantes, como (I.5]), por

plszv pQZPL k:k,GAy b:E-lv

obtemos
p10u = k(ds + ¥)a, (1.16)
P2 = (bhy — 60), — k(dz + ), (1.17)
onde 6 satisfaz a equagao do calor
p36; + Bqz + 00 = 0, (1.18)

em que 0, 3 e p3 sdo constantes positivas de termoelasticidade e ¢ = ¢(x,t), paraz € [0,[] e

t > 0, é fluxo de calor que é dado pela lei de Cattaneo (ver [8])

Tq + Bq+ 0, =0, (1.19)
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em que 7 > 0 € tempo de atraso no fluxo de calor com respeito ao gradiente da temperatura,
assim como em [8]]. As equacdes (1.16), (1.17), (1.18) e[1.19]formam o seguinte sistema

P101 — k(¢ + ). =0,

P2t — Do + K(¢z +¢) + 66, = 0,
P30 + @z + 0t = 0,

TG+ Bq+ 0, =0,

(1.20)

o qual sera considerado com condicdes inciais e de fronteira conforme o Capitulod] Novamente
o objeto de estudo inicial € mostrar a existéncia e unicidade de solucdo para tal problema.
Neste caso, o funcional de energia associado ao sistema (1.20)) é definido por

l
0

B0 = [ @0Fde [ @) e b [ @)+ [ 002
w7 [P+ [ 0.0+ vi)ias, ¢0, (1.21)

€ mostra-se que

l
GEO =5 [(@@pdr<o. >0 (1.22)
dt ;

uma vez que 3 > 0.

Observacdo 1.1. Para concluir (1.22)) multiplicamos (1.20); por ¢;, (I.20), por ¢, (1.20)3

por 6 e (1.20)4 por g, integramos em (0, /), usamos integragio por partes, desconsideramos os
termos de fronteira (devido as condi¢des de fronteira) e somamos as expressoes resultantes. As
contas serdo omitidas aqui (e posteriormente), pois usaremos apenas a teoria de semigrupos
para estudar estabilidade do problema. Neste momento, a intencdo € apenas exibir o termo

dissipativo deste problema.

Novamente temos de (1.22)) que F(t), dada em (I.21)), é ndo-crescente com
E(t) < E(0) para todo ¢t > 0. Além disso, como $ > 0 podemos estudar a estabilidade de
solugdes (energia), sendo o termo dissipativo dado por 3¢, como vé-se em (1.22). Neste caso,
como temos apenas uma dissipacdo no sistema, entdo a estabilidade do problema requer uma
relacdo dos coeficientes como descriminado a seguir.

Observamos que no caso em que o sistema € obtido com lei térmica de Four-
rier, foi mostrado em [14] que a estabilidade exponencial ocorre se, e somente se, ocorre a
igualdade de velocidade de propagagdo de ondas, isto €, se € vdlida a relagdo x := 4+ — 52 = 0.
No entanto, neste trabalho mostramos que a estabilidade exponencial ndo ocorre em geral, nem
mesmo se y = 0, conforme obtido [8]. Porém, existe uma condi¢do sobre os coeficientes do

sistema que equivale a estabilidade exponencial do sistema. Mais especificamente, definindo a
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constante

P1 plb plT(SQ
: 2\ - 1.2
Xo (T pgk) (p2 k ) psk (1.23)

mostramos que xo = 0 equivale a estabilidade exponencial do sistema (1.20). No caso em que
Xo # 0, conseguimos obter a estabilidade polinomial com taxa 6tima conforme obtido em [20]].

Observe que

(- 8) =55

logo, mesmo se x = 0 temos o # 0, e portanto o nimero x nada diz sobre a estabilidade
exponencial deste sistema. Todas essas afirmagdes serdo esclarecidas na Secoes 4.2] f.3| e [4.4]
do Capitulo

1.4 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DISSIPACAO TERMICA E LEI DE CATTANEO, E DISSI-
PACAO FRICCIONAL

Por fim, no Capitulo [5|a fim de recuperar a estabilidade exponencial para um
sistema do tipo (1.20) no caso geral (sem relacdo entre os coeficientes), vamos considerar um
um termo dissipativo dado por a¢; acoplado na primeira equacgdo de (1.20), assim como em
[[13, 23], obtendo o sistema

P10t — k(Pe + 1)z + agy = 0,

Pty — by + k(¢y + 1) + 60, = 0,
p30; + @z + 0Y = 0,

Tq: + Bq+ 6, =0.

(1.24)

Ver [13], 23] para mais detalhes. Neste caso, o funcional de energia associado ao sistema (1.24))

também € definido como em (1.21)), ou seja,

l
0

l l l
Et) = p / (6(t))2dz + py / (64(8))?dzx + b / ((8))? + s / (0())?
—|—7'/0 (q(t))2d:c—|—k;/0 (¢z(t)+1p(t))2da:, (1.25)

e procedendo de forma andloga como descrito na Observagdo [I.1] obtemos agora

d

CB(t) = —a / (én(t))?dz — B / (q(t)2dz < 0, >0, (1.26)

Note que, assumindo «, f > 0, temos novamente duas dissipacdes no sistema (1.24). Com

efeito, de (1.26) vé-se que a¢; e g constituem dissipagdes para este problema, uma friccional
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e outra térmica. Logo, podemos estudar a estabilidade de solucdes do sistema ((1.24).
Em [13] foi usado método de perturbacdo de energia para estabilidade expo-
nencial. Neste trabalho usamos semigrupos a fim de obter o mesmo resultado porém, de forma

mais simples, conforme [23]].

1.5 DEMAIS CONSIDERACOES

Para abordar tanto a existéncia e unicidade de solucdo para os problemas

(I.11), (I.20) e (I.24)), quanto a estabilidade dos mesmos, vamos aplicar a teoria geral de andlise

funcional e, em especial, a teoria de semigrupos de operadores lineares. Para isto e para tornar
o texto mais autossuficiente possivel, fizemos no Capitulo [2Juma lista dos principais resultados
utilizados na resolucdo dos problemas, conforme as referéncias [2} 3,15, 16} 7, [11} 12} [17, [19]].

Além disso, ressaltamos que em todos os trés problemas estudados (I.11)),
e (1.24)), a ideia é reescrever os mesmos em um problema abstrato na forma

Ut:AU, t >0,

1.2
U(0) = Us, (127

onde A sera um operador linear diferencial diferente em cada caso. Portanto, a existéncia e
unidade de solugdo para os problemas supracitados, bem como o comportamento assintético
de solugdes, serdo feitos por meio da teoria espectral para o operador A em em cada
caso, onde cada problema serd abordado separadamente conforme os Capitulos 3| @ e[5] Para
estabilidade de solucdes via teoria de semigrupos lineares, ressaltamos ainda que as seguintes

referéncias foram utilizadas [ 2,12, [19].
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2 PRELIMINARES

Vamos enunciar algumas defini¢des e resultados importantes para os capitulos
seguintes. No entanto, indicaremos algumas referéncias para que o leitor possa consultar caso

julgue necessdrio.

2.1 ESPACOS DE HILBERT

Definicao 2.1. Um espaco normado X é um espaco vetorial sobre um corpo K com uma funcdo
r||x >0,

x, paratodoxreyem X e

x, ¢ € X satisfazendo,
x < lzllx + [yl

de X em K chamada norma e denotada por ||z|

x| =0¢

equivalente a v = 0, ||azx||x = |a|||z| x, e ||z + y|

todo o em K.

Definicdo 2.2. Seja X um espago vetorial normado e ||.||1, ||.||2 duas normas em X. Diz-se que

1

as norma ||.||1 € equivalente a norma ||.||2 quando existem constantes Cy > 0 e Cy > 0 tais que,
Cillzlly < llzll2 < Caflz]]2, Vo € X.

Definicao 2.3. Uma sequéncia (x,,) de elementos de um espago vetorial normado X é conver-
gente para um elemento x de X, quando dado € > ( existe ng € N tal que se n > ng entdo

|z, — || x < 0. Neste caso denotamos x,, — .

Definicao 2.4. Dizemos que uma sequéncia (x,,) de um espaco vetorial normado X é de Cau-

chy, quando dado € > 0 existe ng € N tal que ||z, — x,,||x < € para todo n,m > ny.

Definicdo 2.5. Um espago vetorial normado X com norma ||.|x é um espago de Banach
quando toda sequéncia de Cauchy com a norma ||.||x também é convergente para algum ele-

mento x de X com a norma ||.|| x.

Definicao 2.6. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma aplicacdo T de um
subconjunto de X denotado D(T), em Y é chamada operador linear quando sdo vdlidas
T(ax +y) = oT'(z) + T(y) para todo x,y € X e todo a € K. O conjunto D(T) C X é

chamado dominio de T, o conjunto
Im:={yeY;T(x)=y,x € D(T)},
€ chamado imagem de T, e o conjunto
Gr(T) ={(x,y) e X xY;z € XeT(x) =y}

é chamado de grdfico de T. Note que D(T), Im(T') e Gr(t) sdo subespagos vetoriais de X, Y

e X x 'Y, respectivamente. No caso em que Y = K chamamos T' de funcional linear.
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Definicdo 2.7. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : D(T) C X — Y um operador

linear, dizemos que:

(i) T é limitado se existe um nimero c > 0 tal que

1T (x)lly < cllzllx, Yo e D(T)

(ii) T é continuo em em xo € D(T') se para todo € > 0 existe 6 > 0, tal que
x € D(T), ||t —xol|x <0 = ||T(z) —T(x0)]|y-

T é dito continuo se for continuo em todo xy € D(T).

(iii) T' é compacto se para todo subconjunto limitado M de D(T'), a imagem T (M) é relati-

vamente compacta, isto é, o fechado T(M) é compacto.

Definicao 2.8. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. O conjunto de todos os opera-
dores lineares limitados T' de X em Y, tais que D(T') = X, denotado por L(X,Y) é um espago
vetorial normado com norma | T'||z(x,yy = sup {||T(z)|y;||z||x = 1}. Quando X =Y deno-
tamos L(X, X) = L(X). Quando Y =K, denota-se L(X,K) por X'. O espago X' é chamado
de espago dual de X, e para todo f € X' denota-se f(x) = (f,x) para todo x em X.

Teorema 2.9. Sejam X e Y espacos vetoriais normados sobre um corpo K e ' um operador

linear de um subconjunto D(T') de X em Y. Entdo
(i) T é limitado se, e somente se T é continuo.
(ii) Se T é continuo em x = 0, entdo I’ é continuo.
Demonstragdo. Ver [10], pagina 97, Teorema 2.7-9. [l

Teorema 2.10. Seja X um espaco de Banach e T, € L(X) invertivel com T;* € L(X). Se
Ty € L(X) é tal que ||Ts||z < || T Y|z entdo o Ty + Ty € L(X) é invertivel.

Demonstragdo. Ver [19]], pagina 89, Lema 2.12.1. [l

Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd imerso
continuamente em X quando a aplicagdo inclusdo i : Y — X, i(x) = x paratodo v € X, é
continua em Y, isto é, existe C' > 0 tal que ||z||x < C||z||y para todo x € Y. Denotamos a
imersdo continua de Y em X porY — X. Dizemos que Y estd imerso compactamente em X
quando a aplicac¢do inclusdo i : Y — X é compacta em 'Y, isto é, i(Bg), onde By = {x €
X;||z|]| < 1}, tem fecho compacto em Y. Denotamos a imersdo compacta de Y em X por
Y <5 X
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Definicao 2.12. Um espaco vetorial normado X é dito reflexivo quando,

J: X = X’

r — J(z),
definida por J(z)(f) = (f, ), para todo f em X e todo f em X', é sobrejetora. Onde X" :=
(X") é chamado espago bidual do espaco X.

Teorema 2.13. Sejam X e Y espagos vetoriais normados. Se Y é de Banach, entdo L(X,Y)

com a norma ||.||z(x,yy € de Banach. Em particular X' e X" sdo espagos de Banach.
Demonstragdo. Ver [10]], pdgina 118, Teorema 2.10-2. 0

Definicao 2.14. Um espaco com produto interno é um espago vetorial sobre um corpo K e uma
funcdo de X x X em K, chamada produto interno em X e denotada por (x,y) x tal que para

todo par de vetores x e y de X se tenha, (x+y,2)x = (z,2)x + (y, 2)x, (az,y)x = a(z,y)x,

(z,9)x = (y,2)x, (z,x)x >0, em que (y,x)x denota o conjugado de (y,z)x, e (z,2); = 0
€ equivalente a x = (.
Proposicao 2.15. Seja X um espago vetorial com produto interno (., .) x, temos

L lzllx = /(z,2)x,

2. |lz 4+ yllx + llz = ylx =2 (l=ll% + lyll%).

3. Re((z,y)x) = 1 (lz +yl% — ll= — yll%), onde Re((z,y)x) € a parte real do niimero
<x7y)X’

4. Im(z,y)x) = 5 (|z + iylk — |z — iy|%), onde Im ((x,y)x) é a parte imagindria do

niimero (z,9y)x,

X5

51 y)x] < =l xlyl
6. o produto interno é uma fungdo continua.
Demonstragdo. Ver [10]]. ]
Teorema 2.16. Todo espaco de Hilbert é reflexivo
Demonstragdo. Ver [10]], pagina 242, Teorema 4.6-6. [

Teorema 2.17. (Lax-Milgran) Seja H um espago de Hilbert real (complexo) e a : H x H — R
(C) uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva. Entdo para todo funcional linear

(antilinear) limitado f de H, existe um tinico x € H tal que a(z,z) = (f,x), paratodo T € H.

Demonstracdo. Para o caso real ver [3], pagina 140, Coroldrio 5.8 e para o caso complexo ver
[16], p4dgina 529, Corolario 6.6.2. O
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Definicao 2.18. Uma aplicacdo dualidade, é qualquer aplicacdo j : X — X' tal que para
cada v € X, tem-se j(x) € F,, onde

Fyo(z) = {a" € X'; (2", 2)0 x = |25 = ll="[I% } -

Definicao 2.19. Dizemos que o operador linear A : X — X ¢é dissipativo relativamente a

aplicagdo dualidade j, se
Re(j(x), Az) <0 2.1)
para todo x € D(A)

2.2 O ESPACO LP(92)

Nesta se¢do vamos definir um espago normado com desigualdades que serdo

muito usadas neste trabalho.

Definicdo 2.20. Seja 2 C R um aberto e 0 < p < oco. Sejam LP()) o conjunto de todas as

fungdes Lebesgue mensurdveis [ : Q0 — R tais que | f|P é integrdvel em ), ou seja

£r(Q) = {f:Q—>R|/Q|f(:E)|pdx< oo}.

Diremos que duas fungées f,g € LP(2) sdo equivalentes se f = g quase sempre em ). Indi-

caremos por LP(S)) o conjunto das classes de equivaléncia em LP(Q2). Para p = oo definimos
L>=(Q) = {f: Q — R| fé limitada quase sempre em 1} .

Se f € LP(Q) entdo escrevemos

I =( [ If(x)\”dx); ,

e para [ € L*>®(Q) escrevemos
| fllo =supess|f(x)| :=inf {C > 0;|f(z)| < C quase sempre em 2} .
€

A integral que usamos para definir o espaco L”(€)) é a integral de Lebesgue
definida em [9]].

Definicao 2.21. Sejam p e p* niimeros naturais tais que 1 < p. Dizemos que p e p* sdo expoentes

conjugados quando
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Vamos adotar a convencdo que se p = 1 entdo p* = 0o e se p = oo entdo p* = 1.

Teorema 2.22 (Desigualdade de Young). Sejam a e b niimeros reais ndo negativos. Se p e p*

sdo expoentes conjugados, entdo

a? b
ab S — + T
p p
mais ainda, dado € > 0 temos
b2
ab < ea® + —.
4e
Demonstracdo. A fungdo g, definida por g(z) = }Dxp + }% — x para x > 0, tem derivada

positiva em (1, 00), e negativa em (0, 1), e € igual a 0 quando x = 1. Também ¢ € ndo negativa

em (0, 00), isto é

1 1
r < —aP+— se x> 0. 2.2)
p p
Em particular,
1 1 a
Ty < ]—)l’g + ]? S€ Trg = W (23)

Assim, essa inequagdo é equivalente a desigualdade de Young, jd que, como p(q — 1) = ¢, esta

inequacio é obtida dividindo cada lado da equacdo de Young por 0P . [

Teorema 2.23 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g € LP"(Q) com p e p* expoentes
conjugados com 1 < p < oo, entdo fg € L*(), e

/Q Faldz < 1 Iollglle-

Demonstragdo. Ver (3], pagina 92, Teorema 4.6. O]

Teorema 2.24 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam f,g € LP(Q2) com 1 < p < oo, entdo

1+ glle < I1f1lp + llgllp-

Demonstragdo. Ver (3], pagina 93, Teorema 4.7. [

Teorema 2.25. L?(Q2) com a norma ||.||, é um espago de Banach para todo p tal que 1 < p <

Q.

Demonstragdo. Ver (3], pagina 93, Teorema 4.8. [

Proposicao 2.26. Se Q) C R™ é aberto e 1 < p < oo, entdo Cy(S2) € denso em LP(X2).

Demonstragcdo. Ver em [3]], pdgina 97, Teorema 4.12. [

Corolario 2.27. Se Q) C R™ éaberto e 1 < p < o0, entdo C§°(2) é denso em LP((2).

Demonstragcdo. Ver em [3]], pagina 109, Coroldrio 4.23. [
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2.3 O ESPACO DE SOBOLEV W'P(])

Seja I = (a,b) um intervalo com —c0 < a < b < +ocoep € R com
1 <p< oo

Defini¢iio 2.28. O espago de Sobolev W'P(I) é definido por

WP(I) = {ue LP(I);3g € LP(I) com /ugzﬁ’dx: —/gqﬁdm,ngﬁE C’&(])},
I I

onde ¢ é a derivada no sentido cldssico de ¢. No caso que p = 2 denotamos W'*(I) = H'(I).
A fungdo g da definicdo acima é uinica e é chamada a derivada fraca de u que serd denotada

por .

Observacao 2.1. Os seguintes resultados serdo necessdrios. Podem ser encontrados como co-

mentérios em [3]], Secdo 8.2.
(i) WP(I) é subespago de LF(I).
(i) Na defini¢do de TW'* podemos usas as fungdes ¢ € C5°(I) ao invés de ¢ € C(I).

(iii) Se u € C*(I) N LP(I) e a derivada classica de u estd em LP(I), entdo a derivadas fraca e

classica coincidem.
(iv) Se I é limitado. entdo C'(I) C WP(I) e para qualquer que seja I, CL(I) c WP(I).

(v) W1P(I) é um espago vetorial de Banach com as normas

lullwie = [lully + [W'llp, Vo€ WHP(I), 1<p < oo, (2.4)

1
Jullip = (llull? + W ]2)?, Yue WHP(I), 1<p< oo, (2.5)

que sdo equivalentes entre si, sendo a primeira denominada norma usual.

(vi) O espago H*(I) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u, ) = /u@dw—f—/u’@dm, Yu,v € HY(I).
I I

Teorema 2.29. Sejau € W'P(I), com 1 < p < oo. Entdo, existe uma fungdo i € C (1) tal que

u = U quase sempre em I e u(z) — u(y) = / u'(t)dt, para quaisquer que sejam .,y € I.
y

Demonstracdo. Ver [3], pagina 204, Teorema 8.2. [
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Teorema 2.30 (Imersdes de Sobolev). Temos que

(i) WHP(I) C L*°(I), para todo 1 < p < oo, com inclusdo continua, ou seja, existe uma
constante ¢ = c(|1|), |I| < oo tal que ||ul|o < c||ullwrey para todo v € WP(I), em
que |I| é a medida de Lebesgue de 1.

(ii) Se I é limitado entdo W' (I) C C(I) paratodo 1 < p < 0o com inclusdo compacta.

. 1 1
(iii) Se I é limitado entdo W'*(I) C LP" (I) para todo 1 < p* < 0o, onde — + — = 1, com
p P
inclusdo compacta.

Demonstracdo. Ver [3], pdgina 212, Teorema 8.8. O]

2.3.1 O espaco W, " (I)

Definicdo 2.31. Seja 1 < p < oco. O espago Wy"(I) é o fecho do conjunto CL(I) em WP (I),
isto é,
PPN ——e0)
Wy (1) = Co(I) : (2.6)
No caso p = 2 denotamos

Hy (1) = Wy(). (2.7)

Observacao 2.2. Os seguintes resultados serdo necessarios. Podem ser encontrados em [3]],
Secdo 8.2.

(i) Wy (I) é subespaco de W*(I) com produto interno, no caso p = 2, e norma induzidos,
(ii) Se 1 < p < oo entdo W,*(I) é um espago de Banach.

(iii) H{(I) é um espago de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H*'([).

WP (1

(iv) C$°(I) é denso em W, (I), para qualquer I C R, isto é C5°(I) ) WyP(I).

Lema 2.32. Seja I C R. Os espacos Wy (I) sio densos em LP(I), para 1l < p < co.

Loy

Demonstragdo. Do Corolério[2.27|temos C§° (1)
i

Whr(I) C LP(I). Logo LP(I) C W2 (1)

LP(I), e sabe-se também que C§° (1) C

"ea=m” c . O

Zos < . ~ ~ 1
O préximo resultado nos dd uma caracterizag@o para as fungdes de W, (1)

que serd muito usada neste trabalho, e que pode ser encontrada em [3]].

Teorema 2.33. Seja u € W'?(I). Entdo u € W, (I) se e somente se u = 0 em 01, onde 01 é

a fronteira do intervalo 1.
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Demonstragdo. Ver [3]], pdgina 217, Teorema 8.12. O]

Teorema 2.34 (Desigualdade de Poincaré). Seja I um intervalo limitado. Entdo existe C' > 0,

tal que,
ullwioy < Cl || oy, Yu € WoP(I). (2.8)

Isso quer dizer que ||u||W01,p(I) = ||| o(1) define uma norma equivalente em W, (I). Além

disso, é possivel mostrar que C = |1|.

Demonstracdo. Ver [3]], pagina 218, Teorema 8.13. [

2.3.2 Os espacos LP(I) e WIP(I)

Defini¢ao 2.35. Denota-se por LF(I) e WLP(I), respectivamente, os espacos ditos de média

nula, em que,

(1) = {u e I7(1): ﬁ /Iu(x)dx - 0}

wkhe(r) = {u c WP(I); ﬁ /Iu(x)dx = 0} ,

no caso em que p = 2 denotamos W}*(I) = H(0,1).

Observagio 2.3. Os espagos WP(I) e H!(I) sdo subespagos de WP(I) e H'(I), respectiva-
mente, com norma e produto interno induzidos de W' (I) e H'(I).

Teorema 2.36. (i) Se 1 < p < oo, entdo W} P(I) sdo espagos de Banach.
(ii) Se 1 < p < oo, entdo W}P(I) sdo espagos separdveis.
(iii) Se 1 < p < oo, entdo WIP(I) séo espagos reflexivos.
(iv) H!(I) é um espaco de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H'(I).

Demonstracdo. As demonstragdes dos itens (i), (ii), (iii) e (iv) sdo consequéncias da Observa-

¢do[2.3]e resultados de Andlise Funcional que podem ser encontrados em [3] e [4]. O

Lema 2.37. Seja I C R. Os espacos WYP(I) sdo densos em L2(I), paral < p < oo, isto é, 0

— LA
fecho de WYP(I) em LP(I) é LP(I), que denotamos WP (I) = L2(I).

Demonstragdo. Considere o caso particular em que p = 2, ou seja,

L

T = A1),
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- J2 2
Observe que Hj(I)L*(I) C L2(I). Falta mostrar que L(I) C Hj(])L*(I), entdo seja f € L2(I),

serd mostrado que existe f,, € H!(I) tal que

lim ||f, = fll2 =0, com f € L(I).

2
Sabe-se ainda que Hl(I)L W

= L?(I). Logo, existe uma sequéncia g, € H'(I) tal que
lim ||g, — f]| = 0.
n—oo

Defina f,, := g, — 5 & [} gn(2)dz, uma vez que

[nquza

entdo f,, € H!(I), e ainda,

|.fn — f||L2(I) = ‘gn 7 /gn
1] | Lzu
b
< g - fmuwﬂl P IC] I—
111 12(1)
deste modo, f € Hj(I)L*(I), concluindo que Hj([)L*(I) = L3(I).
Para p # 2, a demonstragdo segue andloga. O

Teorema 2.38 (Desigualdade de Poincaré para espacos de média nula). Seja I um intervalo

limitado. Entdo existe C' > 0, tal que

lullwrey < Cllu oy, Yu € Wer(T). (2.9)

Isso quer dizer que ||ully 10y = ||W||1o(r) define uma norma equivalente em WEP(I). Além

disso, é possivel mostrar que C = |1|.

Demonstragdo. Considere I = (a,b) = (0, L) limitado, z e y € (0, L) e u € WLP(I). Pelo
Teorema [2.29] sabe-se que existe u € C'([0, L]) tal que w = u ¢.s.em (0, L) e
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Assim,

|u(z) = uly)| =

léxwuyﬁ'gbéxmx@ut

= Jule) - u(y)] < / 1 (1)t 2.10)

Integrando ambos os membros de (2.10), obtém-se

[ lute) =ty < [ / ' (0)] ey
Juta) - u(y)dy\ < | / (1) dtdy
[y~ [utay) < | / (8 dtdy.

Por hipoétese, / u(y)dy = 0, e tem-se também que

Aﬂwmﬁgzwww.

/Iu(x)dy‘ < /I/I]u’(t)]dtdy
= u(o) [yl < [1olae [ d

pois / |u/(t)|dt e u(x) sdo constantes em relagdo a y. Deste modo,
I

=

=

Assim,

()1 < / ! (£) de] ).

Como || > 0, entdo

lu(z)| < /|u’(t)|dt. (2.11)
I
Elevando ambos os membros de (2.11)) a p, obtém-se
p
lu(z)|P < (/]u’(t)l\dt) : (2.12)
I

Aplicando Holder no lado direito de (2.12), tem-se

u()” < ((/I|u'<t>|pdt)’l’)p- ((/Iw*dt);*)p,
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com % + # = 1. Assim,

u(z)P < (|5, 17 (2.13)

Integrando ambos os membros de (2.13)), obtém-se

/ () Pde < / 12T
I I

= [lu@pds < 0 [ ds
1 I

- /'“(:L")I”dfc < |77 (2.14)
1

P
P dx

1
Elevando ambos os membros de (2.14) a > tem-se

(/ |u($)|pdx); < (Il 11
1

1
Finalmente, recordando que — + — = 1, conclui-se
p q

1
p%+1)1?

lull oty < ||z 177
=l oy < W[ Lo ||
= |[ull oy + W[ Lery < Nl Loey ]+ 1] Loy
= |[ullwrey < [[W']lLen (1 + |1])

=lullwrey < Clllee-
Portanto, tem-se que, para todo u € W?(I), vale ||ul|w1.ey < C||U/|| Lo r).- O

2.3.3 Os espacos W™P(I) e Wy""(I)

Definicdo 2.39. Dadom > 1,1 < p < oo e I C R, os espacos de Sobolev W™P(I) sdo

definidos como
WmP(I) = {u e LP(I); I/, u", ..., ul™ € LP(I)},

onde as funcoes u',u”, ..., u™ sdo chamadas de derivada fraca de ordem 1,2, ..., m respecti-

vamente. Além disso, se u € WP (I)

/ungbda: = (=1)/ /u(j)gbdx, VoeCe(I) 1<j<m (2.15)

I 1

onde D’ representa a derivada cldssica de ordem ;.

Observacao 2.4. Os seguintes resultados serdo necessarios. Podem ser encontrados em [3]],
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Secdo 8.2.

(i) W™P(I) é um espago vetorial de Banach normado com a norma,

lullwmoy = llully + D 1 D7ull,,

j=1

(ii) quando p = 2, denota-se W™P(I) = H™(I) é um espago de Hilbert com produto interno

e norma dados por

m

(u, ) gmry = (u,v)2 + Z(Dju, Div)y

j=1

N

[ullzmry = <IIUII§ Y ||DjUI|§) :
j=1

(iii) W™P(I) C WP(I),Vm > 2, com inclusdo continua,
(iv) W™P(I) sdo espagos de Banach para 1 < p < oo,
(v) H™(I) é um espago de Hilbert,

(vi) C3°(R) € denso em WP (R).

Lema 2.40. Se I C R entdo H}(0,1) = H}(0,1) N H2(0, Z)Ho(O,l).

Demonstracdo. A prova do Lema decorre das seguintes afirmagdes

(i) C° C H2.

P §
(i) H(0,1) = C’(?OHO O Ver observagﬁoitem (iv).
Assim, temos

ST Ho (0.0)

Ceo(0,1)

Ce(0,1) N H2(0, 1)
A0, 1) N B2(0,1) "
R

H}(0,1)

Hy(0,1)

H;(0,0)

n N N

provando o lema. O
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Teorema 2.41 (Imersdes de Sobolev). Temos que

(i) WmP(I) C L*>®(I), para todo 1 < p < oo e todo 1 < m, com inclusdo continua, ou

),

seja, existe uma constante ¢ = (|1

u e WmP(I).

I| < oo tal que ||ulloo < c||u|lwmery para todo

(ii) Se I é limitado entdo W™P(I) C C™ Y(I) para todo1 < p < oo e todo 1 < m com

inclusdo compacta, e inclusdo continua para todo1 < p < oo e todo 1 < m.

(iii) Se I é limitado entdo W™P(I) C LP"(I) para todo 1 < p* < oo e todo 1 < m, onde

1 1
-+ == 1, com inclusdo compacta.
p p
Demonstragdo. Consequéncia do Teorema [2.30 O

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Definicao 2.42. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares limitados

S(t) com pardmetro 0 < t < 0o é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se
° S(O) = 1d,
o S(t+s) = S(t)S(s) paratodot,s > 0.

Um semigrupo de operadores lineares limitados S(t), é uniformemente continuo se
fimy (6) = Id] ccx) = 0.

Chamamos um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente continuo de Cy-

semigrupo. O operador linear A definido por

Az = lim w,‘v’z € D(A),

t—0

é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(t), D(A) é o dominio de A. As vezes vamos

denotar o semigrupo S(t) por e,

Seja X um espaco de Banach. Podemos ver que o semigrupo S(t),0 < t <
o0, de operadores lineares limitados em X € um semigrupo uniformemente continuo de opera-

dores lineares limitados se
i [9(¢) = ()] ) = 0.

Definicao 2.43. Seja A um operador linear em um espaco X. O conjunto formado pelos \ € C
para os quais o operador linear (\l; — A) é inversivel, seu inverso é limitado, é dito conjunto
resolvente de A e denotado por p(A). Se A € p(A), o operador (A\I — A)™! representado por
R(\; A), é dito resolvente de A. O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado espectro de A.
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Os dois proximos resultados que serdo utilizados na prova da estabilizagao
exponencial podem ser encontrados em [6]. Mais especificamente o Corolério a seguir nos diz
que sob certas condig¢des o conjunto o(A) = C\p(A) é formado apenas por autovetores do

operador A.

Proposicdao 2.44. Seja (A, D(A)) um operador linear em um espago X tal que p(A) # & e

seja X1 := (D(A),||.||a). Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes
1. o operador A possui resolvente compacto,
2. a aplicacdo candnica X1 — X é compacta.
Demonstragdo. Ver [6], pagina 107, Proposi¢do 5.8. 0

Corolario 2.45. Se o operador A tem resolvente compacto, entdo o(A) é formado apenas por

autovalores de A.

Demonstragdo. Ver [6], pagina 162, Corolério 1.15. O]

2.5 RESULTADOS DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Também precisamos do importante Teorema de Lumer-Philips. A demonstra-

cdo pode ser encontrada em [17].

Teorema 2.46 (Hille-Yosida para contragdes). Um operador linear A é um gerador infinitesi-

mal de um Cy-semigrupo de contragcdes S(t),t > 0 se e somente se,

1. A é fechado e densamente definido, isto é, D(A) = X,

2. o conjunto resolvente p(A) de A contém R™ e para todo A > 0

IRA = Al ex) =

> =

Demonstragdo. Ver [[17], pagina 8, Teorema 3.1. 0

Teorema 2.47 (Lumer-Phillips para espagos de Hilbert). Se A é um gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo de contragdes em um espago de Hilbert H com produto interno (., .)g entdo
1. A édissipativo, isto é Re(Ax,z)y < 0, Vz € D(A),

2. Im(My — A) = H, para todo \ > 0.

Reciprocamente, se
3. D(A) é denso em H,

4. A é dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade,
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5. Im(M\olyg — A) = H, para algum \y > 0,

entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.
Demonstragdo. Ver [[17], pagina 14, Teorema 4.3. [

Teorema 2.48. Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em um espago de Hilbert
H. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contragoes em H.
Demonstragdo. Ver [[12]], pagina 3, Teorema 1.2.4. O]

Teorema 2.49. Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo. Se Im(\oly — A) = H para algum \g > 0, entdo Im(\l; — A) = H para todo
A > 0.

Demonstragdo. Ver [17]], pagina 15, Teorema 4.5.

Teorema 2.50. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.

Se X é reflexivo, entdo D(A) = X.
Demonstragdo. Ver [17], pdgina 16, Teorema 4.6. 0

Agora temos condi¢des de considerar o resultado de existéncia e unicidade
de solucdes para problemas de valor iniciais abstratos da forma (1.27). Considere o seguinte
problema

U, = AU,t > 0,
UO = U(O),

onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espago de Banach(ou
Hilbert) e u : [0,00) — X.

Defini¢do 2.51. Diz-se que U : [0,00) — X é uma solugdo para o problema (1.27) se U(t)
é continua para todo t € (0,00), U(t) € D(A) para todot € (0,00), U(t) é continuamente
diferencidvel e satisfaz quase sempre em [0,00). No caso em que Uy € X, a fungdo
U € C([0,00), X) dada por U(t) = S(t)Uy, t > 0, é chamada de solugcdo generalizada de
(1.27).

O préximo Teorema € o principal resultado que usaremos para encontrar as
solugdes regular e fraca do problema (1.27).

Teorema 2.52. Considere o problema de Cauchy abstrato (1.27)). Se A é o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo de contragdes S(t), t > 0 em um espago de Banach X, entdo para cada

Uy € D(A), existe uma tinica fungdo na classe

U € C([0,00); D(A)) N C* ([0,00); X)),



32

que é a solugdo cldssica de (1.27), dada por U(t) = S(t)U,. Além disso, se S(t), t > 0 for um

Co-semigrupo de contragdes, tem-se que

du
)

lu®llx < Juollx e \
X

Demonstracdo. Ver [3]], pagina 185, Teorema 7.4. [

2.6 RESULTADOS DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

O resultados de estabilidade exponencial sdo obtidos de [12] e [19].

Definicdo 2.53. O semigrupo ¢!, 0 < t, é dito exponencialmente estdvel se existem constantes

positivas o e M > 1 tais que
le* ]l oix) < Me™, vt > 0. (2.16)

Teorema 2.54. Um semigrupo de contracoes {eAt} em um espaco de Hilbert é exponenci-

>0
almente estdvel se, e somente se ,

(i) o conjunto resolvente de A, denotado por p(A), contém o eixo imagindrio,

(ii) limsup [|(GA — A) 7| z(x) < o0

[A| =00

Demonstracdo. Ver [[19], pagina 122, Teorema 3.6.5. O]

2.7 RESULTADOS DE ESTABILIDADE POLINOMIAL

E para concluir este capitulo, segue o resultado de estabilidade polinomial,

que pode ser verificado em [2]].
Definicao 2.55. Sejam f, g : () — R fungées. Escrevemos

1. f=0(g) comx — xy se existir uma constante C tal que |f(x)| < C|g(zx)| para todo x

suficientemente perto de x,

|f(2)]

2. f=ol(g) comz — xy se lim ——= = 0.
=0 |g(x)]

Observacio 2.5. As expressoes “O(g)” e “o(g)” ndo sdo por si s6 definidas. Deve sempre
haver um limite acompanhando, por exemplo “x — x,”, apesar desse limite estar usualmente

implicito.

Teorema 2.56 (Borichev-Tomilov). Seja {S(t)},, um Cy-semigrupo limitado em um espago
de Hilbert H com gerador A tal que iR C p(A). Entdo, para um o > 0 fixado, as seguintes

condigoes sdo equivalentes:



(i) [[RGA, A)ll e = O(s]%), A = o0,

(i) [|SE)(=A)" ey = O1™"), t = o0,
(iii) ||S(t)(—A)™°z||x = o(t™1), t — o0, v € H,
(iv) S A ) = OEY*), t — oo,

) |SH)A™ z||x = o(t™ V%), t = 00, x € H.

Demonstragdo. Ver (2], Teorema 2.4.
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3 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DUAS DISSIPACOES FRICCIONAIS

3.1 BREVE DEDUCAO DO MODELO

Para titulo de completude, vamos apresentar novamente as consideragdes ini-
ciais sobre a dedu¢do do modelo de vigas de Timoshenko conforme segue.
Consideremos as equacdes de balanco que descrevem a vibracdo transversal

de uma viga de Timoshenko de comprimento [ > 0:

pApy = Sy, (3.1)
pIpy = M, — S, (3.2)

onde ¢ = ¢(x,t) é o deslocamento transversal e 1) = (x,t) é o dngulo de rotagdo de uma
secdo transversal em relagdo os eixos coordenados, ¢ > 0 denota o tempo, 0 < x < [ € a
varidvel espacial. Além disso p é a densidade de massa, M é o momento fletor e S é a forca
de cisalhamento, A é area de uma secdo transversal e / € o momento de inércia de uma secio
transversal. Conforme [21], as leis constitutivas para a tensdo-deformacdo do comportamento

eldstico da viga sdao dadas por

M = El¢,, (3.3)
§ = KGA(¢s + 1), 34

onde E e G representam os médulos de elasticidade de Young e de cisalhamento, respectiva-
mente, k&’ é o coeficiente de cisalhamento. Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.1) e (3.2) e fazendo
p1 = pA, k=kKGA, po = pl eb= EI, obtemos

pl(btt - k(¢x + w)z = 07 (35)
patby — be + k(pe +10) = 0. (3.6)

Para mais detalhes fisicos sobre (3.5)-(3.6) veja [21]. Além disso, de acordo com [ [15 18] po-
demos considerar mecanismos dissipativos friccionais atuando no sistema (3.3)-(3.6), os quais
representam o atrito na vibragao vertical a¢, e no angulo de rotacdo S, com «, 5 > 0 cons-
tantes de dissipacdo. Neste caso, chegamos ao seguinte sistema de Timoshenko com duas dis-

sipacdes friccionais (fracas)

p1¢tt — k(¢x -+ w)z + a¢t =0 em (0, l) X (O, OO), (37)
P2t — Wy + k(r + 1) + By =0 em (0,1) x (0, 00), (3.8)



35

com condig¢des iniciais

gf)(l’,O) = ¢0(x)7 ¢t(x70) - ¢1(x)7 ¢<I70) = 1/}0<'T>7 ¢t(x70) = 2/11(13),

3.
z € (0,1), G:9)

e de fronteira

¢(0,1) = ¢(1,t) = 0, (0,£) =¢(l,t) =0, t=>0. (3.10)

No que segue estudaremos a existéncia e unicidade de solugao e a estabilidade

do sistema (3.7)-(3.10).

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Fazendo ¢, = ® e ¢, = ¥, temos

U= (¢7 (I)7w7 \I])Ta Ut = ((I)> CDt? \IJ’ ‘Ilt)T7 U(O) = (¢07 ¢17¢07¢1)T‘

Para obtermos o problema de Cauchy abstrato na forma

U =AU, t>0
v =AU, ’ (3.11)
U(O) == UQ,
equivalente ao sistema (3.7)-(3.10), definimos o espago de fase
H = H}(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1), (3.12)

que é um espaco de Hilbert, com produto interno (.,.)y : H x H — Cenorma ||| : H - R
dados,respectivamente, por

U, D) = pi(®,B)a+ pa(W, V) + k(g + 1, by + V)2 + bW, s)a,  (3.13)

U113, = pull®l3+ o2l W15 + klldw + 2115 + bllwball3, (3.14)

para quaisquer U = (¢, ®,v, )T, U= (5, &), 12, (I\I)T € H. Com as nota¢Ges acima, note que
podemos escrever (3.7)-(3.8) como

[0)) 0 1, 0 0 (b
k « k « k
U, = p_1(¢$ + w)x s _ Eaa:ac o p—lax 0 0} ’
U 0 0 0 I |
b _ &k _ B _k b _kyp _B8
e — Ky 4 0) — 2w 9, 0 L0, -kl v

P2 P2
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com U(0) = Uy = (¢, ¢1, %0, %1)T, onde obtemos o operador linear diferencial

0 14 0 0
k e k
A |00 T o0 " (3.15)
0 0 0 I
—k9 0o 29 —kr _8
p2 % p2 ¥ pa P2

Assim, consideramos (3.11)) com A dado em (3.15). Resta ainda determinarmos o dominio

D(A) de A. Pela defini¢ao formal de semigrupos lineares, temos
D(A)={U e H; AU € H}.

Assim, dado U = (¢, ®,v,V,) € H com AU € H, teremos que

k
B € HH(0,1), — (g + 1), — —B € L*(0,1),
P1 P1
1 b k 5 )
P2 P2 P2

de onde concluimos que
O, e Hy(0,1) e ¢, H0,1)NH0,1).
Logo, podemos definir
D(A) = (H?*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1) x (H*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1).  (3.16)

Teorema 3.1 (Existéncia e unicidade). Suponhamos que p1, p2,b,k > 0 e «, B > 0 e considere
o operador linear A definido em (3.15). Se Uy € D(A), onde D(A) é definido em (3.16)), entdo

o problema (3.11)) possui uma vinica solugdo na classe
U € C([0,00), D(A)) N C* ([0,00),H) . (3.17)

Em outras palavras, se ¢o,o € H}(0,1) N H*(0,1) e ¢1,¢1 € HL(0,1), entdo o sistema
(3. 7)-(B.10) possui uma tinica solugdo na classe

¢, € C([0,00), Hy(0,1) N H*(0,1) )NC* ([0, 00), Hy(0,1)) N C? ([0, 00), L*(0,1)) .(3.18)

Demonstragdo. Conforme o Teorema [2.52] devemos mostrar que o operador A definido em
(3.15) é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragcdes em H. Para isto, vamos
aplicar o Teorema € mostrar que:

(i) D(A) é denso em H. Isto decorre do Lema e do Lema
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(i) A € dissipativo em H. De fato, dado U = (¢, @, v, ¥)T € D(A), temos

(AU, U)y

k b k
P1 P2 P2 P2 P2

H

! l
_ /0 ((6s + )0 — a®) Bz + /0 (bthre — k(6 + ) — BY) Tz
[ l
b | U bde+k | (D, + U)o, +1)d
+/0 wx+/0<+><¢+w>x
l l [ l
= Lk " ﬁd — ddd b m@d —k - Ud
/O<¢>+w> “‘/0 x+/0w . /0<¢+¢>x

l
0

! l
—5/ UWdr + b/ U ahda + k/ (Pr + V) (¢ + ¢)d.
0 0
Usando integracdo por partes, as condi¢des de fronteira e agrupando convenientemente,

(AU, U)y
l

_ —k/ol(% B — oz/ol (I)@d:v—b/olszklf_zdx _ k/o (60 + ) Tdz

l ! !
—ﬂ/ UWdr + b/ U b dr + k/ (D + V) (¢, + ¥)dx,
0 0 0
das propriedades algébricas dos nimeros complexos, obtemos

(AU7U)7-[
l l_ l_ l
= —k . d, + V)dx — OPdxr — VA k D, + V) (o, d
/0<¢+w>< +>xa/0 xﬁ/o x+/0< ) ¥ D)de

= —k:/ol(% + ) (P, + U)dzx — a/ol dPdx — 5/Ol UWdzx + k/ol (s + V)(¢s + ¥)da
= 2Im (k’/ol(qu +¢1)de) i — a/ol dPdr — B/Ol Udz,
donde tomando a parte real obtemos
Re (AU, U)y) = —B|12|l3 — af| @[3 < 0, (3.19)

provando que o operador .A ¢é dissipativo em H.

(iii) Sobrejetividade do operador (I — A) : D(A) — H. Dado F' = (f1, fa, f3, f1) € H, vamos

mostrar que a equacao resolvente

(I- AU =F, (3.20)
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possui uma tnica solugdo U € D(.A). Com efeito, em termos de coordenadas, temos o sistema

¢—®=fi €H(0,0), (3.21)
LT SIS S Y 1) (3.22)
P1 P1 P1
-V =f3 €H(0,1), (3.23)
k b k i ,
P2 P2 P2 P2

Isolando @ e ¥ em (3.21)) e (3.23)), e substituindo em (3.22) e (3.24) temos

(o1 + )¢ — k(s + )z = (p1 + ) f1 + p1fo € L2(0,1), (3.25)
(P2 + BYY + k(e + ) — bibuw = (p2 + B) fs + pafa € L*(0,1),. (3.26)
Fazendo
My =pi+a e My=py+[3,
e
gr=Mfi+pifs e go=Mafs+p2fs,
obtemos
Myp —k(¢e +¥)e =91 € L*(0,1), (3.27)
Motp + k(pp + ) — ey = g2 € L2(0,1). (3.28)

Vamos mostrar que o sistema (3.27))-(3.28)) possui uma dnica solugdo (¢, 1) € (H(0,1) N H?(0,1))x
(Hy(0,1) N H?(0,1)). De fato, dado (6, 0) € HL(0,1) x HL(0,1), vamos multiplicar as equa-
¢Ses de (3:27)-(B-28) por & e 1), respectivamente, e integrando em (0, {), temos

l
0

l _ _ l ==
My [ oo~k [ (0 + w)aode = [ gids
0 0
I — ! — o I —
MQ/ ipdx + k:/ (¢ + V)pdx — b/ Vpathdr = / gothd.
0 0 0 0
Usando integracdo por partes e as condi¢des de fronteira temos

l

l _ l P~ —~
M, | oopdx + k/ (Pp + V) ppdx = / giodx, (3.29)
0 0 0

l
0

M, /0 Yibdx + k / (¢ + )thdz + b /0 Vpthpda = /O gotbda. (3.30)



e somando (3.29) com (3.30)

I I I _ I
M dx + M. dr + k . - dr+b 2 WYzd
1/0¢¢x+ Q/Owww /0<¢ ) (Gs + D)+ /Oww v

A I
- / e + / nodr.
0 0

Motivado por isto, definimos a aplicagcao

a :

onde

(HL(0,1) x HY(0,1)) x

(H}(0,1) x Hi(0,1)) — C
(6. 9). (6:0)) — a((6,0),69)).

l
0

a ((6.9), (6.)) = M, /0 6o + My /0 WTda+ K [ Gt 0+ Dt

! -
+b/ UV d,
0

e também o funcional

onde

h: HN0,0) x HY(0,l) —s C
(6,7) — h(e,0),

~ ~ [ I —
h(qbvdj):/o QQ@Dde‘F/O grodzx.

Afirmacdo 1. A aplicagdo a é uma forma sesquilinear. E imediato.
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Afirmagdo 2. A aplica¢o a € continua. De fato, seja <(¢, ¥, (9, 1;)) € (H}(0,1) x H3(0,1)) x

(H3(0,1) x H}(0,1)), usando as desigualdades triangular, de Holder e de Poincaré temos

o ((@.0).(&.9)),

[ I l l N
s [ oo+ vty [ oo sk [0t 0@t Dt 4 [ i
Mul8lal1Blls + Mallllal1 Gz + Ellowladalle + Kb lalllls + kllll
RGPz + Bl 2
C [I6all2Bllz + 15all2) + 1t 21 ll2 + 192 2)]
CUlella + e lallBells + l12:]12)

CUIllm + 1) Nl + N1 ary)
Cll(@, )l mg g (0, D) g g
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em que C' = max {M,1% + k, M5l + ki? + b, kl}. Isso prova que a é continua.

Afirmagdo 3. A aplicagio a € coerciva. De fato, seja (¢,v) € (H(0,1) x H}(0,1)), entdo

16 ) gy = (18l + 1)

(U6 ll2 + 1 112)?

(6 +lla + 4]l + [ ]12)?
22(216 + Wlls + [l12)? + 2210 3
16/} + 3 + 16119113 + 4l

IAN AN

IN

somando M, ||¢||3 onde M, = p; + a, temos

H(¢7 w) H%{éxH&

16 16 4

< Milgllz + - Mellvll; + —kllds + Pl5 + S blvall;
M, k b

< Ol + MollYllz + kllgx + ¥z + bl s3]

<

l l l !
C|M bdr + M. dx + k . .+ vde+b o ad
[ 1/0¢¢x+ Q/Owww /0<¢+w>¢+wx+ /Oww x]
Ca((¢,7), (¢,v)),

16 16 4
My kb
Afirmacdo 4. Afirmamos que h € antilinear e limitada. A antilinearidade ¢ imediata. Para mos-

trar que h ¢ limitada considere (¢, 1) € (H2(0,1) x HL(0,1)), entdo

o [
/91¢d$+/ gotbdx
0 0

lg1ll2ll¢ll2 + llgzll=ll]l2

onde C' = max {1 }, provando que a € coerciva.

13,9 =

< Narll2I9ll2 + 16all2) + lgala(llllz + 1311
< Narllell + loallolvlm

< C (Nl + 1¢lm )

<

Cll (@ 9) 1z

onde C' = max{||g1l|2, ||g2ll2, 1} O que prova que h é continua. Pelo Teorema existe um
tinico par (¢, %) € H}(0,1) x H}(0,1) tal que

a ((6.9).(6,0)) = W&, D), V(. 0) € HE x HL. (3:31)

Afirmagdo 5. O vetor (¢,v) € HL(0,1) x HZ(0,1) satisfazendo (3.31) € a solugdo de (3.27)-
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(B28) em (H2(0,1) N H?(0,1)) x (HL(0,1) N H?(0,1)). De fato, considerando
0=E€Cy(0.) C Hy(0,1) e §=0€ H(0,0)
em (3.31), integrando por partes e usando as condi¢des de fronteira temos

a((¢, 1), (£,0)) = h(&,0)
l l I l
M Cdr + k . ¢ dr = &d
= 1/0¢£a:+ /0(¢+w>5:c /Oglfa:
l ! _ A 1
M Cdr +k | o.&dr + k ¢ dr = &d
N 1/0¢5x+ /0¢5 4t /Owg . /Oglfx
I I 1 A
k| é.6de = dr — M de +k | .&d
= /O<b£:c /Ogléx 1/0¢£:c+ /Owu
k/lgb?d /l( €+ Mo — ki) €d
Gz AL = — - - T X,
= ; ; g1 1
o que significa que ¢, € H'(0,1) e satisfaz

k¢zz = _glg + Mlgb - lmvz% € L2(07 l)a

isto &, ¢ € H}(0,1) N H?(0,1) e satisfaz (3.27). Agora sejam

¢=0¢€ Hy(0,1) e ¢=¢eCy0,0) C Hy(0,0)
em (3.31)), logo

0 ((6,0), (0,€)) = h(0,€)
l l l l
= M /D GEde + k /0 (60 + )z + b /0 b Ed — /0 Ede
l [
b [ o Ede = — | (—gy+ Myth + k(o Edr,
N /wa /0(gz+ 2+ k(s + ) Eda

o que significa que ¢, € H'(0,1) e satisfaz

isto €, ¢ € H}(0,1) N H?(0,1) e satisfaz (3.28). Isto prova o item (iii). Portanto, o operador
A definido em (3.15) é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes em H.
Aplicando o Teorema concluimos a prova do Teorema 3.1 0

Uma outra forma de provar (i) D(A) = H é a seguinte:

(i) Mostramos que I — A é sobrejetor. Sendo H um espago de Hilbert, entdo pelo Teorema

‘H € reflexivo. Portanto, pelo Teorema vem que D(A) = H.
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3.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

O Teorema [3.1] mostrou que o problema (3.11)) tem solugdo tnica na classe
C1([0,00),H) N C([0,00), D(.A)) dada por U(t) = S(t)Uy, onde S(t), t > 0 é o semigrupo
de operadores lineares gerado pelo operador .A. Vamos estudar o comportamento assintético
desta solu¢do. Faremos isto usando duas técnicas distintas, a saber, via perturbacao de energia e
via semigrupos lineares. Em seguida mostraremos a equivaléncia entre as duas técnicas, o que

permitird aplicarmos a mais conveniente nos problemas seguintes.

3.3.1 Método de energia

Por simplicidade, vamos considerar (apenas nesta subseciao) que as funcdes
sao reais, de modo a simplificar as notacdes de decaimento via energia.

No que segue, vamos obter um funcional que serd chamado funcional de ener-
gia do sistema. Este funcional é obtido por operag¢des envolvendo o produto interno em L?(0, 1),
para fungdes do espago D(.A).

Multiplicando e(3.8) por ¢, e 1)y, respectivamente e integrando em (0, )

temos

l

l l
tt td - k x xtd ttd 207
[ st~ [ 16,4 v)ado+ [ asinds

l l l l
wdx — by id k(@q v hrdr = 0.
/Opzwm/owzzzw/o (¢+w>wx+/oﬁwx

Como ¢, € H}(0,1), integrando por partes e usando as condi¢des de fronteira, temos

[ l l
/ e + / k(do + ) bruder + / adundz =0,

0 0 0

[ [ [ [
/0 potbutiyda + /0 batbrada + /0 k(s + )nda + /0 Bubyiinda = 0,

e somando as equagdes

l

! ! !
| ovowtntz + [ prwinda + [ vosude [ blon +0)(60 + bda
0 0 0 0
l l
+/ Oé¢t¢td$+/ Byhdr = 0.
0 0
usando formalmente que

(b + ) (Pn + V) = 32(d0 + 0%, Gude = 2 2(d0)% VYuthe = 32 ()2,
wx¢xt = %%(¢x)27
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temos

1 : 2 : 2 : 2 : 2 :|
—= 2)2d D2de+b | () 2de +k | (6. d
Gy | [@ras o [worae o [wpan v [0+ 0P
l l
= — 2dx — 2dx. 3.32
a/ogbt:c ﬁ/ol/itx (3.32)

Definimos a fungdo t — E(t) por

l l l
) = 5 [pl [otran o [ wisen [z
+k /O (¢(1) +¢(t))2dx] , (3.33)
€ note que
S B(t) = o / (6r(t))2dx — / (6(t))?dz < 0, (3.34)

uma vez que «, 3 > 0.

A expressdo em estabelece o funcional de energia associado ao sis-
tema (3.7)-(3.10). Note que E(t) estd bem definido para elementos da forma (¢, ¢, 1, 1) €
H{(0,1) x L*(0,1) x H(0,1) x L*(0,1). Note ainda que se U € soluc¢do de (3.11)), entdo vale
(3.32) e arelacao

B(t) = %HU@)H;, £>0. (3.35)
A técnica consiste em definir um funcional F, satisfazendo
NE) < E(t) < vE(t), t>0, (3.36)
para constantes positivas 7y, 7o €
El(t) < —vE.(t), t >0, (3.37)

para algum v > 0 e algum € > 0. A desigualdade (3.36) implica que se conseguirmos uma
estabilizacdo para o funcional de energia perturbada F., entdo teremos a estabilizacdo para o
funcional de energia F£. J4 a desigualdade (3.37/) € suficiente para obter que F. seja exponenci-

almente estavel. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Suponhamos que pi,p2,b,k > 0 e a,f > 0, e considere o funcional E(t)

definido em (3.33). Entdo, existe uma constante ~yy > 0, independente dos dados iniciais, tal



que
E(t) <3E(0)e ™, t>0.

Em outras palavras, o sistema (3.7)-(3.10) é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Definimos inicialmente o funcional

l l
o [ oalds+ s [ wiiude ¢z 0
0 0
e, para todo € > 0, definimos o funcional de energia perturbada
Ec(t) = B(t) +€(t), =0,

onde E(t) foi obtido em (3.33).

Afirmagdo 1. Para e > 0 suficientemente pequeno, temos

%E(t) < E(t) < ;

E@t), t>0.
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(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

De fato, usando as desigualdades triangular, de Cauchy, de Schwarz, de Poincaré e de Young,

temos

|Ec(t) — E(1)]

Il |
| / o(0)6u()dx + ps / ()t ds
(o [0l + s [ toteas)

€ (prllee()llall () ll2 + pall ()2l (E)]]2)
e(prlll @)1l @2 () |2 + P[P (D)2l (B)]]2)
e(pulll e )l2(ll D2 (t) + P (O)l2 + [[V(B)l2) + p2l[[¢e (B2l (E)]]2)
e (pulllde)l2ll00(t) + L (O)ll2 + PG (D |2l ¥a(B) |2 +p2llle () |2lla(t)]]2)

e (it (10018 + 3l + v18) + i (GOl +310.013)
bl (SI0O1E + 100012 )
< (B Pla+ 2ol +

IANIN IAN A

IN

IN

b p1l? + pal

el )3+ £0%) 6,0 + <t>||§) .



Fazendo

24 pol pl
C:max{(uﬁ),z,%,%},

entdo para todo € > (0 temos
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(3.42)

B0 - B0l < € (210 + IO + §I0.001 + Slo.0) + w0 )

< eCE(t).
Logo, para todo € > 0 temos
(1—eC)E(t) < E.(t) < (1 + €C)E(t).

Escolhendo € tal que 1 < 1 — eC, isto é

1 1
‘=30 P pl pil)
2 max (l—l—lQ),l,u,p—1
b k
entao
1 3
SE() < Bdt) < SB()

provando a Afirmagdo 1.

Afirmacdo 2. Existem constantes C, Cy > 0 tais que

(3.43)

k b
(1) < Gl + Collu®5 = Séa(®) + VO = SlI=(@)ll3, ¢=0.  (344)

De fato, para cada ¢t > 0, tomando a derivada de £ em (3.39), usando integragcdo por partes,

substituindo ¢y, 1y, conforme (3.7)-(3.8) temos

g'(t)
= 01/0 G (H)o(t)dx + pal| o (t)]13 +p2/0 Y (t)(t)dr + pa | (t)]I2
= p1||¢t(t)||§+02||¢t(t)||3+k/0(¢x(t)+¢(t))m¢(t)dx+b/o Yo () (t)d

l l !
k / (6alt) + (1)) Y(t)dz — o / o(t)b(t)da — B / Lot (1)da,
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de onde segue que

§'(t) l
= ,01||¢t(t)||3+P2||@/)t(t)||3—k‘/o (02() + (1)) (62(t) + ¢ (1) w—b/ Vothad

! !
—a/o ¢t(t)¢(t)dx—5/o U (t)(t)dx

l
- mMMM@+mMMME—MWA@+¢@@—0WM@—qA¢NM@M%
l
—B/¢ﬁwwma (3.45)

Fazendo

I o= —a/o b(o(l)ds e I = —5/0 Gy () da

usando a desigualdades de Holder, Poincaré e de Young temos que

Ll < ald®lLlo)]:
< alll® 6.0l
< alll @ (16:(6) + 0(0)2 + 16(0) 1)
= alll®lallentt) + 9O)l + ol @
< QORI + VOl + POk
< mllgn(t) + O + T IOIB + mlv 01 + eI

onde i = £ eny =2, segue que

k 2l2 b 2l4
1< S0+ 0018 + S 10015 + 2101+ el
k ) a2l4 212 )
gwxw+wwm+zwmwm+(7; )u@mm. (.46

IA

Analogamente
2 L o 2
L] < nz\lwx(t)\lz+4ngﬁl [ ()13,

usando 73 = ;’i, segue que

b 1
L] < ;1||%(t)||§+gﬂzle@bt(t)H%- (3.47)
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Substituindo (3.46) e em (3.45), temos

§) < pilloe®Is + p2llr 3 — kllda () + (015 = bllva(t)]3 + gll%(t) +(0)]3

b ot a?l? b 1
IO + (% + G ) I+ F1a0lf + 2l 01}
ot a?l? 1 k
< (ot 55+ TP ) 1001 + (r2+ 5672 101 - Sll) + w03
b
Do)
e basta tomar
274 272
1
01:p1+%+%>0 e Cg=p2+562l2>0, (3.48)

para concluir a Afirmacao 2.

Afirmacdo 3. Para € > 0 suficientemente pequeno, existe v > 0, que depende de e, tal que
E!(t) < —yE(t), t>0. (3.49)

Lembramos de (3.34) dada por

GE0 = —a [ (@0)7da =5 [ wi)ras <o

Disso, de (3.40) e (3.44)) obtemos

E() < —ala®l - Bluib)3
e (CUloOIB + Callo IR - Sll62(8)+ w(OIB - Sl (013)

< (mat Ol + (=B + o)t — enllon(t) + (1)1 — eg D3

Logo, escolhendo € > 0 tal que

p

a—eC’lzg e 5—60225,

ou seja,

[ a B
e-m1n{2—01,2—02} > 0, (3.50)
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temos

k b
E() < ~ 210l — TNadIE — Tloa(t) + w1~ Dhalo)l3

o P s Bp2 s €k 5 €b 2
< -0 S i — - = .
S T2, loe(®)ll2 = 3 pQH%(t)HQ 5 192(8) + D @)l2 = 5 1 (@)]2
Pondo
’y—min{g,é,e} >0, (3.51)
p1 P2
temos

k b
B <~ [ 100l + 210l + 5626+ vl + 5100l

parat > 0. Isso conclui a prova da Afirmacgao 3.
Afirmagdo 4. Para e > 0 satisfazendo
a [ 1
=ming —,—,— >0 3.52
‘ mm{zcl’wg’zc} (552

onde C, C e Cy sdo definidos em (3.42)), (3.48), e considerando v > 0 como em (3.51)), de
(3.41) e (3.49), temos para t > 0 que,

E(t) < —E(l) = E(t) <-—57E()
= E/(t)+ =vE.(t) <0

= eE/(t) + e ENE (1) <0
d s
— |e2"E (t)] <0
7 L
3t

= E(t) < E.(0)

= E.(t) < E(0)e 2", (3.53)

4

Novamente de (3.41)) e de (3.33)

Portanto
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2
provando o Teorema com 7y = 57 > 0. [

3.3.2 Estabilidade exponencial via Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta secao, vamos mostrar que (3.7)-(3.10) é exponencialmente estdvel via
o Teorema[2.54] para semigrupos de operadores lineares.

Lema 3.3. Suponhamos que p1,p2,b,k > 0 e «,8 > 0. Entdo, iR C p(A), onde A é o
operador definido em (3.13).

Demonstragdo. Como as inclusdes H?(0,1) < H'(0,1) < L?(0,1) sdo compactas (Teorema
item ), entdo segue que cada espaco do produto cartesiano em D(.A) tem inclusido
compacta no respectivo espago de H. Logo, segue que D(.A) <% H. Assim, pelo Teorema 2.44
temos p(.A) é compacto. Pelo Corolério segue que o(A) = C\p(.A) é formado apenas por
autovalores de A. Suponha que iR & p(A). Entdo existe A € R tal que i\ ¢ p(A). Assim,
i\ € 0(A), isto é, existe U = (¢, D, 1(t), V) € D(A) ndo nulo, tal que

AU — iU = 0. (3.54)
Tomando o produto interno de (3.54)) por U em H, temos
(AU, U)y — iU ]l7, =0,
e tomando a parte real e usando (3.19) temos

Re(AU,U)y =0 = —all®| - 5||¥[5 =0
= o=V =0,

uma vez que «, 5 > 0. Por outro lado, escrevendo (3.54) em termos de coordenadas temos

d —i\p =0, (3.55)
k k
e — B+ —ap, — iAD =0, (3.56)
P1 P1 P1
T —i\p =0, (3.57)
k b k
——¢u(t) + —ua(t) — —9 — Py _inw—o (3.58)
P2 P2 P2 P2

Substituindo @ = ¥ = 0 em (3.55) e em (3.55), temos ¢ = ¢ = 0. Assim U € D(A) tal
que AU = i\U é U = (0,0,0,0), o que é um absurdo, pois U é autovetor de .A. Segue que
iR C p(A). O

Lema 3.4. Suponhamos quep,, p2,b,k > 0e a, 5 > 0, e seja A o operador definido em (3.15).
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Entdo,

limsup ||(iA — A) 7|z < o0

[A] =00

Demonstracdo. O Lema [3.3| mostrou que iR € p(A). Assim, dado F' € H existe um tnico
U e D(A) tal que

(iX — AU = F, (3.59)

qualquer que seja A € R. Seja U € D(A) tal que (iA] — A)U = F, para todo A € R, entdo
U = (iA[— A)~'F. Assim, para mostrar que o limite superior de ||(iA\] —.A)7!||; < oo quando
A — 00, basta mostrar que existe C' > 0 tal que para todo F' € H

1Ulle < ClIE 3,

onde U = (iX] — A)7'F. Seja F' = (f1, fo, f3, /1) € H, e U = (¢,P,9,9) € D(A)
satisfazendo U = (iA] — A)~'F para todo \. Temos

iU — AU = F

Tomando a parte real, usando (3.19) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz

= —Re(AU,U)y = Re(F,U)y
= o @[3+ BI[Y[5 < | FllulUllx
= 2[5, 1%]15 < CIEN U2, (3.60)

uma vez que «, 5 > 0. Por outro lado, reescrevendo a equacao resolvente (3.59) em termos de

coordenadas temos

iNp— D = [y, (3.61)
P1 P1

Ny — T = fs, (3.63)
: b k s

ANV — —Q/Jxx(t) + _<¢x + 1/1) + =V = f4- (364)
P2 P2 P2

multiplicando (3.64) por ¢ e integrando em (0, ), usando (3.63), as desigualdades triangular,
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de Holder, temos
l . . b l o k l . 6 I B L
[ ivide == [ e+ 2 [ (0, 0ide+ - / Wids = [ fiida
= / s daz+—/ wmdm—/ bo+ V)51V + fi)da

LB
/02

= II%IIQ < || fall2 ||¢||z+—||‘lf|| [0z + —=7
JrH‘I’HszstJrH‘IJH2
b k

= —H%II% < Ul Fllae + Ce W13 + ellollz + m\l% + 9[22

\I/wd:x—/ fabdx

16z + PNl Wll2 + —==l1¢e + P2l f]l2

k
pa|Al !I

W TNl F Ml A T el [ F e+ 12113

De (3.60), tomando |\ > 1, ¢ < p% e a desigualdade de Poincaré, temos
1]l < Clige + ¢llll@llz + ClU sl F I3 (3.65)

Multiplicando (3.62)) por ¢, integrando em (0, ) e usando (3.61)), obtemos

/l NGBz — /Ol(qﬁx ) pda + % /Ol Spda = /Ol foddi

:»/ 57 deEUQ%+¢>mdx_/ol<¢w+¢)ad4

A P ¥R (P / f28da
p1BJo P1 5

!
2 _ 2 - - oy
= —p1||¢m+1/1||2 ||<1>||2+/0 @f1d$+—p1/0(¢m+¢)¢d:v+/o fagdx

- !
i e [far
o [||<1>||2 - @fldm} |

Usando novamente (3.60) e as desigualdades triangular, de Holder e de Poincaré, para || sufi-

cientemente grande temos

k
EH%WH < Cllefz + Clelallfillz + Cligs + Ll2lltllz + Cllfall2l@ll2 + ClI2|2] f1l2
< ClUIFlla + elléa + 211z + Cellll3.
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k
Tomando e < - e usando (3.65),

l¢a + 0113 < C|F|lxllUllx+C|Y]3
< CF|lx|U]- (3.66)

Substituindo (3.66) em (3.63) resulta em

Iallz < ClUFI5lUll (3.67)

Finalmente, de (3.60), (3.66) e (3.67) e usando a desigualdade de Young temos

U5 = klla + 013+ prll @3 + pal W13 + bllvall3
< ClE=U]

1
< C|IF|3 + §HUH3{,
€ assim
1U13, < ClIFII,

o que conclui a demonstragdo do Lema[3.4] O

Teorema 3.5. Suponhamos quepy, p2,b,k > 0 e a, f > 0, entdo a solugdo U de (3.11)) decai

exponencialmente em ‘H, independentemente do dado inicial U, . Em outras palavras, o sistema

(3.7)-(3.10) ¢ exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Segue dos Lemas e do Teorema que o semigrupo e associado
ao problema (3.11)) é exponencialmente estdvel. Portanto U(t) = e*'U, é exponencialmente

estdvel em H seja qual for o dado inicial Uj. [

Observacdo 3.1. Notamos que as estabilidades obtidas nos Teoremas3.2)e[3.5]sdo equivalentes.
De fato, de (3.33), (3.14) e (3.38) temos

1

ST = B(t) <3B(0)e™™, ¢ >0, (3.68)
e como U(t) = e*'U, entdo

IUD17 = lle*Voll3, < 6l1Uoll5,e™™", (3.69)

ou seja, a solugdo U de (3.T1)) decai exponencialmente em H. A reciproca é imediata.
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4 SISTEMA DE TIMOSHENKO TERMOELASTICO

Consideremos o sistema Termoelastico de Timoshenko com Lei Térmica de

Cattaneo

P1¢tt - k(¢z + ¢)I = 07 cm (07 l) X (07 OO)a (41)
P21/}tt - bw:m: + k(gbw + ¢) + 503) = 07 cm (07 l) X (07 OO), (42)
p39t + qx + 5th = 07 cm (07 l) X (07 OO), (43)
7q + Bg+0, =0, em(0,1) x (0,00), (4.4)
com condig¢des iniciais
925(1370) = ¢0(I)7 ¢t(x70> - ¢1($), 1/)(1’,0) = 1/}0(1’), ¢t(%0) = ¢1<CL’), (4 5)
‘9(1’, O) = 90(:(;)7 Q(xv O) = QO(:E)7 T e <07 l)7 .
e condi¢des de fronteira
60.0) = 6.8 =0, ¥(0.0) = UL =0, 60.0)=00H=0.

t > 0.
4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE
Fazendo ¢, = ® e ¢, = ¥ temos

U= (¢7 q)) 1/}7 \117 87 Q)Ta Ut = ((1)7 q)ta \117 \Illﬂ 0t7 Qt)T7 U(O) = <¢0) gbla ¢07 77Z)17 007 QO)T-

Para obtermos o problema de Cauchy abstrato na forma

U =AU, t>0
e =AU ’ 4.7)
Uo =U(0),
equivalente ao sistema (3.7)-(3.10), definimos o espago de fase
H = H;(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L2(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1), (4.8)

onde

L2(0,1) = {f € L*(0,1); /l fdr = o} , HX0,1) = HY0,1) N L?(0,1),
0
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que é um espaco de Hilbert, com produto interno (.,.)y : H x H — Cenorma ||| : H - R

dados, respectivamente por

U, 0) = pi(®,®)s+ po(V, W)y + ps(0,0)2 + 7(q, Q)2 + k(e + ¥, b + )2

Fb(Vz, V)2, (4.9)

1Ul5 = ol @l + o2l I3+ psllONl3 + 7llalls + Ellée + w15 + bllall3, (4.10)

N A AN A A

S ®
(I) k
Y
U= |y | = | S — £ 0) — 26
\Dt py VAT i,z T P2 X
)
0t _quc ~ s v,
qi _E _ 1
0 1, 0 0 0 0 _ _
koo 0 kg, 0 0 0 ¢
p1 P1 o
0 0 0 1, 0 0
1)
P2 P2 P2 Do 0
1)
0 0 0 ——0, 0 —ﬁﬁx 0
P3 1 /)36 q
0 0 0 0 ——0, —— - -
L T .

com U(0) := Uy = (o, ¢1, %0, Y1, 00, q0)T, obtendo o operador linear diferencial

0 I 0 0 0
5. 0 LN 0 0
P1 P1
0 0 I, 0 0
b
A= | -ty 0 L9, — £ 0 ——0, 0 4.11)
P2 P2 P2
5 P2 3
0 0 0 ——0, 0 —29,
P3 1 P%
0 0 0 0 -29, -
L T 7' -
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Resta agora determinarmos o dominio D(.A). Por definicdo de semigrupos lineares temos
D(A) ={U € H; AU € H}.

Assim, dado U = (¢, ®,¢,V,0,q) € H com AU € H, teremos

k
@eHﬁQ&;{%+¢M6L%Qm
1
1 b k ) 9
\II € H* (Oa l)> _wxac - _(¢x + ¢) - _912 € L*(Oa l)a
P2 P2 P2
1 1) 1
——%——NQGL%Q&—QQ——@GL%Qm
P3 P3 T T

de onde obtemos

® € H)(0,1),¥ € HX(0,1),0 € H*(0,1),
g€ H'(0,1),¢ € H*0,1) N Hy(0,1),¢ € HI(0,1),4 € H*(0,1).

Além disso, para contemplar as condi¢des de fronteira vamos considerar
Y, € Hy(0,1), 6 € H}(0,1),

de onde definimos

D(A) ={U € H,V € H}0,1), ¢, € H* ®,4,,0 € H;(0,1),q € H'}, (4.12)
e denotando ainda

HZ0,0) = {f € H.(0,0); fo € Hy(0, 1)},

temos
D(A) = (H?(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1) x H2(0,1) x H}(0,1) x Hy(0,1) x H'(0,1). (4.13)

A seguir provamos o Teorema de existéncia e unicidade de solucdo do pro-
blema (4.7) com A definido em (@.T1)) e, consequentemente, do sistema (4.1))-(@.6).

Teorema 4.1. (Existéncia e Unicidade) Suponhamos que p1, p2, p3, b, k,d, 7,5 > 0 e considere
o operador linear A definido em @.11). Se Uy € D(A), onde D(A) é definido em [@.12), entdo

o problema (4.7) possui uma uinica solucdo na classe
U e C([0,00), D(A)NC([0,00),H) . (4.14)

Em outras palavras, se ¢y € H}(0,1) N H*(0,1), vy € H%(0,1) e ¢1,11 € H}(0,1), entdo o
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sistema (&.1)-(4.6) possui uma tinica solucdo na classe
¢, € C([0,00), Hy(0,1) N H*(0,1) )NC* ([0, 00), Hy (0,1)) N C? ([0, 00), L*(0,1)) .(4.15)

Demonstragdo. De acordo com o Teorema basta mostrar que o operador .4 definido em
(@.11) é um Cj-semigrupo de contragdes no espago de Hilbert . Para isso vamos usar o

Teorema [2.48 onde € suficiente mostrar os seguintes itens:
(i) D(A) =%,
(i) A é dissipativo em H, ou seja Re( AU, U)y < 0 paratodo U € D(A),

(iii) 0 € p(A), isto é, o operador —.A é invertivel, com inverso limitado.

No que segue, vamos comegar a demonstracao pelo item (i1). O item (i) faremos ao final como

consequéncia dos itens (ii) e (ii1), apesar de (i) ser imediato da teoria de espacos de Sobolev.

(i) Seja U = (¢, ®,7,¥,0,q9)7 € D(A), integrando por partes e usando que VU, 1),,0 €
H;(0,1) temos

(AU, U)y

== k/ol[%%—\lf](%%—@D)dw—k/ol[%%—\lf](¢z+¢)dx+5/Ole\ll_xdx—é/olé?\lf_zdx

1 ! ! ; !
—b / U, ),de + b / U, ), de + / q0.dx — / q0.dx + / — Bqqdzx
0 0 0 0 0

l l l o
— k20m( /0 (@, + U] (6, + 0)da)i + 52Im( /0 6T dx)i + b2Im( /0 U, da)i

l !
+2[m(/ q0,dx)i —B/ qqdz,
0 0
e tomando a parte real
Re(AU, U)y = —Bllall; < 0, (4.16)

lembrando que S > 0. Isto prova que A € dissipativo em .

(iii) Agora vamos mostrar que 0 € p(A), isto €, (—.A)~! existe e € limitado. Faremos em duas

etapas.

Passo 1. Existe (—.A)~!. Com efeito, dado F' = (f1, f2, f3, f4, [5, f6) € H, mostraremos que a

equagdo

—~AU = F, 4.17)
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possui uma tnica solugdo U € D(A). Com efeito, reescrevendo (@.17)), em termos de coorde-

nadas, temos

~® = f, € Hy(0,1),
(¢x + w)x = f2 € L2(07 l)?
v = f3 S Hi<07l>7

_k
P1

b k )
P2 P2 P2
] P3
1

éq+ -0, = fs€ L*0,1),
T T

segue que

®=—f € Hy0,1),

U= —fy € HN(0,1).

(4.18)
(4.19)
(4.20)
4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Substituindo (4.24) e @.25) em @.19), @.21),(.22) e (#.23), obtemos o sistema nas varidveis

¢7/¢]’q79

—k(¢s + ). = prfa € L?(0,1)

by + k(Pr + 1) + 00, = pofs € L2(0,1),
G = 0(f3)a +p3fs € L*(0,1)
Bq+0,=r1fs € L*0,1)

Integrando (@.28) em (0, z) com x € (0, 1) temos
Ixsds:(S ’ 2(8)ds ’ s)ds
[ atoris =5 [ oo [ fito
> aw) =g [ () +6() = 8£(0) +4(0).
donde temos
q(x) = 03/0 f5(s)ds + d f3(w) + Co,

com Cyp = —df3(0) + ¢(0). Note que ¢ € H'(0,1) com g, = psf5 + 3(f3)s

(4.26)
(4.27)
(4.28)
(4.29)

(4.30)

. Agora vamos
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determinar 6. Substituindo ¢ em (4.29) e isolando 6,
Hz = Tf6 — 5 |:p3/ f5(5>d8 + (5f3<.f(7) + C(]] y (431)
0

integrando (4.31)) em (0, z) com z € (0, () temos

/Om(‘)gc( )dr—/ T fe(r )dr—/ [,03/ fs(s ds+5f3()+(]0}d
= 0(95):/ 7 fe(r dr—//p36f5 dsdr—/ B0 f3(r

—BCoz + 6(0). (4.32)

Agora vamos escolher C de forma que 0(I) = 0. Logo,

1 L opr !
0)=0 < 0= / T fedx — / / p3Bfs5(s)dsdx — / B6 fadx — BCyl,
0 0 Jo 0

e isolando SCyl, temos

l l x l
Cyl = dr — . dsdx — 1) d
5C /0 foda /0 /0 pbfs(s)dsdz /0 86 fo(x)dx

Lembrando que f3 € H!(0,1), assim fol B3 fsdx = 0 e segue que

Co = % [/Ol 7 foda — /Ol /0 pgﬁfg,(s)dsda:} . (4.33)
Substituindo @.33) em (@.32)), temos
o) = [ rhde= [ [ mriasay— [ sy
2 [ / T fo(y)dy — / / p3Bfs(s dsdy} (4.34)

Por #31) temos 6, € L*(0,1). Para que § € H}(0,1), precisamos mostrar
que 8 € L*(0,1). De fato, como fs € L*(0,1) e usando a desigualdade de Holder, temos

/Ol /Ofoﬁ(Z/)

2

al dr < /Ol (/Olﬂfﬁ(yﬂdy) ds

TP foll3
. (4.35)

A

IN

A
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De f5 € L?(0,1) e usando a desigualdade de Holder, temos

/ol /Ox /Oy Bps f5(s)dsdy

2 ! Il 2
d dsdy ) d
T = /0 (/0 /0 503|f5(5)| S y) €z
l

/0 820311 f5|2d

52P312Hf5|’%
00. (4.36)

A

IN A

A

De f3 € L*(0,1), e usando a desigualdade de Holder, temos

/

2

b < /Ol (/Olﬁé\fs(y)\dy) dr

B8P f5)3
0. 4.37)

A

/Ox 56 f3(y)dy

IA

A

Logo, de (#.33)-@.37), provando que 6 € L*(0,1), isto &,

I
/ 0(z)|*dz < oo
0

Também temos 0(0) = 0(I) = 0, e portanto § € H}(0,1). Substituindo Cy de (#33) na

expressdo (4.30), obtemos a expressdo de g

(@) = [ s + 35l + 3 [ / e folu)dy / | s p35f5<s>dsdx] @)

Resta mostrarmos que existe ¢ € H?(0,1) N H}(0,1) e ¢ € H2(0,1) satisfazendo

—k(¢z + 1)z = p1fo,

Denotando

g1 = P1f2 € Lz(oa l)7 (439)
go ‘= p2f4 — 595,; € LZ(O, l), (440)

temos o problema
_k(¢az + w)x =01 € L2(07 l)a (4.41)
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Afirmamos que existe uma tnica solugdo (¢, ) € (H?(0,1)NH(0,1)) x H%(0,1) satisfazendo
as equagdes ([@#.41)-@42). Com efeito, seja (6, 0) € (H2(0,1) N HL(0,1)) x H2(0,1). Multi-
plicando (@AT)-@42) por ¢ e 1, respectivamente, integrando em (0, {), fazendo integragdo por

partes e considerando as condi¢des de fronteira temos

l — I
/ —k(¢g + V) ¢pdx = / g1¢dz,
0 0
l _ l — |
~ [ b+ [ konton+0)ide = [ guide,
0 0 0
somando as equacdes e agrupando convenientemente
b/ Yotbod + k;/ (6 + ) (62 +0) da :/ qiodz +/ gotbiz.
0 0 0 0
Motivado por isto, definimos a aplicagcao

a: Hi(0,0) x HI(0,1) x Hy(0,1) x H!(0,l) — C B
(6, %), (0.0))) — a((6, ), (6)),

onde
~ ~ ! _ l _ =
a((6,0), (3.5)) = b / o bada + / (60 + )30 + D),

e também o funcional

h: HN0,0) x H'(0,]) —s C
(6,7) — h(,1)),

onde

~ ~ L= I —
h(ﬁﬁaw):/o 91¢dx+/0 gathdx.

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

E facil ver que a é sesquilinear. Vamos mostrar que @ é continua na norma de H_2 (0, 1) x H1(0,1),

a qual vamos denotar por ||.||3, isto é, que existe uma constante C' > 0 tal que

la((6, %), (&, 9)| < Cll(&, ¥)llsll (6 $)]s

(4.48)

para todo (¢,%), (¢,v) € HE(0,1) x HL(0,1). De fato, sejam (¢,7), (¢,v) € H(0,1) x
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H(0,1), temos

o((00). G0
-/ Vot / (000 + T
bllela 1 els + ko + il + Pla
bl lall e 2 + & (102ls + 101) (1G]l + 1211
el ellz + k(I ll2 + 1l + 1 ll2) (I1dall2 + 10 + 1512
bllelaela + & (lgallz + 1961m) (I9ellz + 16]m )
bl 2Bl + k(162112 + Halle) (1822 + L)

K92l dalle + kbl ez + Kl lallGalla + (K2 + ) [6all2l e 2
C (gell2 + 16all2) (19ell2 + 12211 )

¢ (Il + I1ellmon ) (1800 + 1l
= Cl@. Vsl Dls.

IN A

INIA

IN

IN A

onde C' = max{k, ki, kI*> + b}. Assim a € continua. Agora provaremos que a é coerciva, isto &,

existe C' > 0 tal que

para todo (¢,v) € Hi(0,1) x H!(0,1). Para isso vamos usar a seguinte desigualdade. Dados
a,b,c > 0 temos
(a+b+c)? <9(a® +b* + ).

Logo,

0< @0 = (Iolmgon + 1len)

(l6zll2 + 1¢xll2)?

(162 + & = Bll2 + ¢ ]l2)*

(léo + 2+ 1ll2 + 1:]12)*

9 (e + 13 + 10613 + 1 13)
0% g + 13+ 92 + 1)7 ol
C (kllga + ¢II5 + blvall3)

C (B + 00+ D)2+ (r 0)2)
Cal(6.4). (6.)).

INIA

VAN VAN VAN VAN
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onde C' = max{2, 2"} Tomando C; =

5D temos

°
a((6, ), (6,4)) 2 Cull (6, 95

O que prova que a € coerciva. Também temos que h € antilinear. Vamos mostrar que h é
limitada. Sejam (¢, v) € H(0,1) x H!(0,1), usando as desigualdades triangular, de Holder e

Poincaré temos

lgrll2ll@l2 + lgallal142]l2

< Ngillatllgalls + gallallla]l2
Clmon + 1¥llmon)
Cll(, ¥)lls,

1(3,9)

IA

IN

IN

com C' = max{l||g1]2,||g2]|2}. O que prova que h é limitada. Pelo Teorema existe um
tinico par (¢, %) € H}(0,1) x H}(0,1) tal que

a((¢, ), (6,9)) = h($,¥), V() € H} x H. (4.50)

Resta mostrarmos que (¢, ) € H}(0,1) x H}(0,1) satisfazendo (#.30) € a solugio regular de
@AT)-@42) em (H*(0,1) N HY(0,1)) x H2(0,1), isto é, pertence a (H?(0,1) N H(0,1)) x
HZ(0,1) e satisfaz @.41)-@42). Primeiro vamos mostrar que ¢ € H; (0, 1) satisfazendo #.50)
estd em H?(0,1). De fato, para

¢=£E€Cy0,0) C Hy(0,1) e & =0¢€HL0,1), (4.51)

entao

a((6 ), (£,0)) = h(€.0) = /0 k(s + 0)Erde = /0 g1de,

como ¢ € C3(0,1) é arbitrério e ¢,,1,g; € L?*(0,1), entdo segue que ¢, + v € H'(0,1) e,
—k(¢s + ). = g1. Sendo v € H!(0,1) C H*(0,1) temos ¢, € H'(0,1) o que significa que
¢ € H?(0,1). Como por hipétese ¢ € Hi(0,1) temos portanto ¢ € H?(0,1) N H}(0,1). Agora
vamos mostrar que 1) € H(0,1) satisfazendo @30) estd em H2(0,1), isto é, v, € H}(0,1).
Considere ¢ € H'(0,1) e defina

~ 1 /!
E=¢— 7/0 £(x)dx, (4.52)
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note que € € L2(0,1), de fato, integrando & em (0, ) temos

[ = [ few-1 [ ewa]a
- /Olay)dy—%/olf(:c)d:c/;dy
0.

Logo & € L?(0,1). Também temos que £e H'(0,1), com £, = &,. De fato, dado v € C3(0,1),
e usando integracdo por partes temos

/Olg(y)vy(y)dy - /Ol {f(y)—%/olg(x)dx} 7@ dy
= /lﬁ’yy dy—l/lf(:c)d:c l
= /ﬁy (y)dy.

0 que prova que £ € H'(0,1), com &, = &, Segue portanto que & € HL(0,1). Podemos entdo

escolher
v=EeHN0D) e ¢=0¢ H(0,), (4.53)

e, usando (4.52)) e (4.40) temos

! _ I _ I _
/0 B () + 0 ()E, (0)dy + / by ()&, (y)dy = / 4o ()€ (y)dy

= /Olkwy(y)w(y)) ——/f d:cdy+/bwy [ ——/s d:c]
/l[p2f4<> [ ——/5 dx]dy

= [ Ko+ D - [ Mo+ o) [ Ena + [ o008y
——/bwy [/5 d:c] iy = [ patio) - 0,1 Gy

1 l
1 [t - 30,00 [ ey

e usando que ¢ € H}(0,1),v € H(0,1) e f4 € L2(0,1), que sdo hipdteses do espago de fase, e
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0 € H}(0,1) que mostramos anteriormente, temos

[ ko) + v+ [ wo) [ Tiray L [ ko) [ Tt

l l
+ [ @i = [ i) - ié+ 1 [ ponio) [ @ity

1 l P
——/(59 /f:cdxdy

= [ 40 + )y~ k[ G l00) ~ 0] -} [ WGy

¥ / b, ()G, )y = / lp21(y) — 0, ()] €5y % / i)y | e

+1 [ &@de o - o10)
N / B(6y() + () E)dy + / by ()&, () dy = / [pataly) — 06,(y)] € dy

€ assim

l l
[ vads == [~ loass 56, ~ ko, + w11y
0 0

para todo & € H'(0,1). Como ¢, %, g» € L*(0,1) e C3[0,1] € H'(0,1) entdo ¢, € H'(0,1) e

bwmc = k(¢:1: + lﬁ) - (P2f4 - (59:(:)7

e portanto ¢ € H?(0,1). Assim, para todo £ € H'(0,1) temos

/0 e = — /0 s,

integrando por partes

[ vt =~ [ 0D~ v 0F0)] + [ v,

para todo £ € H'(0,1). Em particular, se & € C'[0,1] € H'(0,1) tal que £(0) = 0 e £(I) =
entdo 1, (I) = 0. Analogamente, se £(I) = 0 e £(0) = 1, entdo ¢,(0) = 0. Logo v, € H}(0,1).

Como por hipétese ¢ € H'(0,1) entdo temos que ) € H2(0,1). Isso conclui a demonstragio

de que o operador —.A4 é sobrejetor.
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Agora vamos mostrar que —.A € injetor. Fazendo — AU = 0 temos

~® =0, (4.54)
k
—E(% + ). =0, (4.55)
—U =0, (4.56)
b k )
P2 P2 P2
1 )
P3 P3
éq + 19,0 (4.59)
T T

De (@.54) e (4.56) temos ® = ¥ = (0. Como F' = 0 de @.38) e @#.34) temos ¢ = 0e § = 0,
assim (4.54)-(@.59) reduz-se a

k
—— (¢ +¥)a =0, (4.60)
P1
b k
P2 P2
Usando o produto interno em L?(0, 1) e integrando por partes e usando as hipSteses de fronteira

temos

[
k .
/ K (6 +0)dude = 0,
0 P1
l b o l k o
/ O T + / X (60 + 0)dz =0,
0 P2 0 P2
somando as equacdes

kllox + vz + bllvall =0,

usando a desigualdade de Poincaré temos que tanto ¢ quanto ¢ sdo nulas quase sempre em

(0,1). Isso completa a prova de que —.A € injetor, portanto admite inverso (—.A4) L.

Passo 2. Finalmente, vamos mostrar que o operador (—.A) ! € limitado, isto é, existe uma cons-
tante C' > 0 tal que

(=A)'F|l% < C||F||n, VF €H.

Dado F' € H, existe U € D(A) tal que —AU = F, entdo é suficiente mostrar que existe C' > 0



66

tal que [|U|3 < C|| = AU|l3 = C||F[3. De @.18) ¢ @.20) temos

12115 = /115 < CIIF |3, (4.62)
1w]13 = 15513 < CIIF|3, (4.63)

para algum C' > 0. Além disso, de (4.16]) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
Bllalls = —Re(AU, U)w < | F|l3]|U |l (4.64)

De 6 € H;(0,1), da desigualdade de Poincaré e usando (#.23)), em seguida (4.64), temos

1615 < %1613
< Plrfs — Bqli3
< P2%7fsll3 + 1184l13]
< CIFI+ llqll3]
< CIFI;+ ClIU Il Fll (4.65)

Agora, tomando o produto interno em L?(0,1) de (#.19) e @21)) com ¢ e 1, respectivamente, e
usando integracdo por partes e as condi¢des de fronteira

l o l N
/ E( + ) fade = / o fodda,
0 0
[ l l l
bbb d k bdr — 01 dr = bdz.
/0 %%H/@ (65 + ¢)Tda /Owwa: /Opzfﬂ/)x

Somando as duas equagdes acima, usando as desigualdades triangular, de Young e (@.63) temos

pl/olfgﬂda:—kpg/olﬁﬁ—5/;9%(1;17

blllls + Ellée + 113

< pullfellzll®llz + p2ll fallll¥ll2 + 61165212 1l2

< mllFlslUllae + p2llU [l [l + 011612922
b

< ClFIllUll + S lleells + 15
b

< ClFIllUll + S lleells + CIE

de onde segue que
102113 < CIE([sl|Ull3 + CIIFIR,. (4.66)

¢z + 21z < CIFIlUlls + ClIF |5 (4.67)
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Usando (#.62), (4.63), (4.64), #.63), (4.66) ¢ (#.67) temos

1UN3: = ol @l + p2llPI1Z + pslO13 + 7llalls + Ellée + 112 + bllal3
< ClFI5 + CINU I 7
1
< ClIFI5 + 1V + CIE IR,

que finalmente resulta em
1013 < ClIFIG

para todo F' € H. Isso conclui a prova de que (—.A4)~! é limitado. Logo 0 € p(.A). Isso prova
o item (iii) do Teorema . 1]

(i) D(A) = H. Note que o operador (Ao — A) : D(A) — H pode ser escrito como a com-
posi¢do dos operadores A : D(A) — H e (MA' —1I): H — D(A). Por (iii) mostramos
que o operador —.A4 € invertivel com inverso limitado, assim dado )\, > 0 podemos definir os

operadores invertiveis com inversos limitados
Bi=—I:H—H e By=MNA"':H— D(A.

Escolhendo )\ > 0 tal que

1

Aol < 75—
||A*1||c(7{)

temos

1Ballciey = 1Mol A 2oy < L= 1IBillceo-

Pelo Teorema[2.10|o operador B; + Bs ¢ linear, limitado e invertivel. Por outro lado, o operador
(Aol —A) é uma composi¢io de operadores lineares invertiveis e portanto sobrejetor para Ay > 0
suficientemente pequeno. Também sabemos que H é reflexivo. No item (ii) mostramos que A
¢ dissipativo. Logo, o Teorema resulta que Im (A — A) = H para todo A > 0. Agora,
pelo Teorema temos W =H. U

4.2 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL MESMO QUE £ = £

Vamos considerar o problema ({#.7), o qual estd relacionado com o sistema
(4.1)-(4.6). Para mostrar que a estabilidade exponencial ndo ocorre de uma formal geral, vamos
usar o Teorema No entanto, mostraremos mais adiante (Lema4.3) que iR C p(A), entdo

resta verificar que limsup ||(iA] — A) Y| = oo.
[A] =00

Teorema 4.2. Sob as notagoes anteriores, a solucdo U do problema (4."])) ndo decai exponen-

cialmente. Em outras palavras, o sistema [.1)-([.6) ndo é exponencialmente estdvel.
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Demonstragdo. Do Lema.3|segue que iR C p(A). Entdo, para cada F' € H existe U € D(A)
tal que U = (i1AId — A)~'F qualquer que seja A € R. Sendo assim, para uma sequéncia
conveniente (F},),en C H, vamos exibir \,, € Re U, € D(A) com (i\,I; — A)U,, = F,, para
todo n € N, de forma que \,, — oo e ||U,||3 — oo quando n — co. Consideremos
F, := (0,sen(aX,z),0,cos(aX,z),0,0)", A\, :="2Vn €N, a:= %

A fim de simplificar as nota¢des, vamos denotar A = \,, e omitir o indice n na varidveis a seguir.
Note que F' € H para todo A € R, pois fo(z) = sen(alz) € L*(0,1) e f4(x) = cos(alz) €
L%(0,1). Seja U = U, solugdo de (i\Id — A)U = F, a qual pode ser reescrita como

iNg—® = 0, (4.68)
IAND — Egzﬁm — El/}x = sen(a\x), (4.69)
P1 P1
iNp—T = 0, (4.70)
) k b )
N 4+ —(dy + 1) — —Upga + —0, = cos(alz), 4.71)
P2 P2 P2
0 1
iN 4+ —T, +—q, = 0, (4.72)
P3 P3
1
tANg+ —0, + éq = 0. (4.73)
T T

De ® =1\¢ e ¥ = i\, obtemos o sistema reduzido

k k
N — —pyy — —y = sen(a\x), 4.74)
P1 P1
b )
—\2) + Egbx + E@D — — Uy + —0, = cos(alz), (4.75)
P2 P2 P2 P2
1
N+ Sive + Lgn = 0, (4.76)
P3 P3
. 1 &
Mg+ =0, +2¢ = 0. 4.77)
T T

Vamos obter uma soluc@o do sistema numérico (.74)-(@.77) na forma
¢(z) = Asenadz, P(x) = Bceosalr, O(x)=Csenalzr, ¢(x)= D cosalz,

onde A, B,C, D sdo coeficientes a serem determinados que dependem de A. Ao substituir a



solugdo particular no sistema, obtemos o seguinte sistema linear

k k
—NA+ —a®NA+ —a\B = 1,
P1 P1
k k b 0
~AMB+4+ —aMM+ —B+ —a* B+ —a)\C = 1,
P2 P2 P2 P2
. 5 . 2 1
INC'— —iNaB — —a\D = 0,
P3 P3
. 1 6]
iIND+ —aXC+ =D = 0.
T T
De (4.81])) temos
o —aA o
AT+ B
e substituindo (4.82)) em (4.80) obtemos
Sa(iAT + )

T (AT + B) —ia?A
Além disso, usando a defini¢do de o = /5 em (4.78), temos

_ P
ka\’

Fazendo © = ( b2 — 1) e usando (4.83) em (4.79) chegamos a

P2

L L 2 2y2(;
onBt+ Laratr Faray Epy TONATED) 5y
p2 p2 p2 p2lps(iAT + B) — i)
Usando (4.84) em #.85) e v = /5 temos
kN R2[ia2h — ps(iAT + B)] T kA/pr
_oP2_ 1
C) T + P(N),
onde
2(4\ k
P()\): p15 (Z T+6) + PQ\/_7
k2[ia? X — ps(iAT + B)]  kA/p1
com

lim |A||P(\)| = oc.
A—00

69

(4.78)
4.79)
(4.80)

4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)
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Retornando a equacao (4.68))
® = i\
= iAAsenalx
. P2 1
= A (—@? —wt P(A)) sen(aAz).
Assim,
1
l 1 2 2
[Pl = (/ () (—@% - + P()\)> sen(aAr) d:c)
0

ix (—@% - % + P(/\)) ‘ </Ol serP((m:)cza;)é .

1 2a
Usando que sen?(alz) = w temos

NN m  sen(2al) :
m( ol )\2+P(/\))'(2+—4a)\

1
1 ) 200\ 2
(@_&>__+AP(A)‘(_+SGH_@)

112

2 4a

usando que A\, = %, temos

[ N sen 2a\,l [ N sen 20771 [ n [ sen 2nm R l N (4.86)
_p T ) (S e ) (o T T -, n— o0 .
2 4a, 2 damz 2 dnm 2’ ’

assim quando n — oo temos A — 0o, que por sua vez implica que o nimero

b 1]?

‘/\— (@ - ﬂ) FAPOY) — =

A RS

[ lsen2all ’

se comporta como um polindmio em A de grau 2 quando A — co, 0 que denotaremos na forma

'/\9 (2 -2 +aP(y) - lr

T sen2a\m 9
= \D 2 b\ §+W ~CN,C>0,\— o0,

de onde segue que
lim {|U]]3 > lim py || @3 = oo,
A—00 A—00

. ~ 2 . p P1
o0 que prova que o sistema (4.1)-(4.6) ndo é exponencialmente estdvel, mesmo se ==



71

4.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL: O NUMERO DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Vamos definir uma condi¢do necessdria e suficiente para que o problema
(4.1)-(4.3) seja exponencialmente estdvel. Para isso vamos usar o Teorema novamente.
Foi mostrado no Teorema[4.1|que o operador H definido em (4.T1)) ¢ o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo de contragdes em 7, e no que segue vamos mostrar que iR C p(.A) , além
da condi¢@o (ii) conforme o Teorema [2.54] a qual serd obtida supondo uma condicao entre os

coeficientes do sistema.

Lema 4.3. Suponhamos que p1, ps, p3, b, k, 0,5 > 0. Sob as notacdes da Subsegcdo tem-se
iR C p(A), onde A é o operador linear definido em {.11).

Demonstracdo. Como as inclusdes H?(0,1) < H'(0,1) < L*(0,1) sdo compactas (Teorema
item ), entdo segue que cada espaco do produto cartesiano em D(A) tem inclusdo
compacta no respectivo espaco de H. Logo, segue que D(.A) <% . Pelo Teorema temos
p(A) é compacto. Pelo Corolério segue que o(A) = C\p(A) é formado apenas por
autovalores de A. Suponha que iR ¢ p(A). Entdo, existe A € R tal que i\ ¢ p(A). Assim,
i € o(A), isto é, existe U = (¢, P, 1(t), V) € D(A) ndo nulo, tal que

AU = i)\U, (4.87)
disso e da dissipatividade, veja (4.16)), do operador A segue que

AU —iXU =0 = (AU,U)y —i\U,U)y =0

= Re((AU,U)y) — Re(iA|U]13,) = 0
= —fllgll; =0
= ¢=0. (4.88)

Além disso, (4.87)) em termos de coordenadas fica

i — D =0, (4.89)
A1 ® — K¢y + )y =0, (4.90)

i — U =0, (4.91)

iAWV — be + k(de +¥) + 60, = 0, (4.92)
ips0 + qu + 00, = 0, (4.93)

iATq + Bg+ 0, = 0. (4.94)

substituindo (#.88) em @.94) resulta §, = 0. Como 6 € H;(0,1) a desigualdade de Poincaré

resulta em

16115 < 17]16,]13 = 0, (4.95)
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substituindo (#88) e @.93) em temos W, = 0. Como ¥ € H!(0,l) pela desigualdade de
Poincaré temos
115 < PIe[l3 = 0, (4.96)

de (4.96) e (4.91) temos
- (4.97)

Substituindo #.96),#.97) e #.88) em @.92)) e usando que ¢ € H}(0,1) obtemos

b =0, (4.98)
e de (4.98)) e (4.89) temos
® =0. (4.99)

Finalmente, de (4.98)), (4.99), (@.97), @.96)), (4.95) e (#.88) segue que U = 0, o que é absurdo,

pois U ¢ autovetor de .A. Portanto temos iR C p(.A). O

Agora, conforme o Teorema [2.54] devemos mostrar que o limite superior de
|(ix — A)~|z < oo quando |A| — oo. Como o Lema[4.3|mostrou que iR C p(.A), entdo dado
F € H existe U € D(A) satisfazendo

(N - AU =F (4.100)
para todo A € R. Entdo € suficiente obter C' > 0 tal que
Ul < C[[Flx (4.101)

onde U ¢ solugdo de (4.100). Vamos comegar estimando alguns termos da norma de U.

Lema 4.4. Suponhamos que p1, ps, p3,b,k, 6,5 > 0, e seja A o operador linear definido em

(@.11). Entao existe uma constante positiva C' tal que
lallz < ClU sl Fllae-

Demonstragdo. Pelo Lema 4.3 temos que (i\] — A) : D(A) — H € inversivel com inverso
limitado para todo A € R. Assim, dado F' € H existe um tnico U € D(A) tal que (iAl; —
A)U = F para todo A € R. Logo,

(F,U)u = ((GM — AU, U )y, = U3, — (AU, U )y,
Tomando a parte real e usando a identidade (4.16)), temos

Bllall; = —Re(AU, U)y = Re(F,U)y < || Fla|U]}3.
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[
Lema 4.5. Sob as condicoes do Lema existe uma constante positiva C' tal que
1912 < ClI¥lllallz + CIU Nl F I (4.102)

Demonstragdo. Dado F' € H, existe um unico U € D(A) tal que (iAl; — A)U = F, que em

termos de suas coordenadas resulta em

N—® = fi, (4.103)

I P — k(Y + V) = fopr, (4.104)

N — T = fy (4.105)

iAW — D)y + k(p +0) + 00, = pafa, (4.106)
N3O+ qo + 00, = pafs, (4.107)

iNTq+ B+ 0, = T (4.108)

Integrando (4.107) em [z, (] C [0, (] e em seguida multiplicando por f(f gdx obtemos

iAp3t + gz + 0V, = psfs

N i)\pg/le( )ds+/l ()ds+5/ ds-,og/f5

= Z)\pg/ eds/ qdz + [q(1) — q(z )]/ q(z)dz + 5[ (1) — \IJ(a:)]/ q(x)da

— s / fo(s)ds / Gz,

de onde
o) + 09 @] [ 7w = s [ s [ 3o+ lato) + 590 [ e

l l
—i\ps / 0(s)ds / q(z)dz. (4.109)
T 0

De (@108)), como 7iA\g = —(7i\q) e 6 € H;(0,1) temos que

Mpg/IIQdS/OlGCM _ /eds/ (fo — B — 0.)da

_ _é/gﬁ Hds/o (rfo — Bq)dz,
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substituindo em (4.109)), depois integrando sobre [0, /] e usando a desigualdade triangular,

‘z [q(1) + 60 ()] /Ol q(z)dz

/0 l {[q([) + 60 (1)] /O l W:c)d:c} dz
[ | / () lds / a@)deda + / g / @) deda + 5 / v / (10 dada
+2 [ [oas [ oim@asae 5% [ [ sy [ fawaoas

l l l l
pl [ \fs(@lds [ (@@ lde + lalallalls + 619 lallall+ 2 [ p(s)lds [ ol
0 0 0 0

l l
By [ 16(s)lds | Jq(x)|da.
21 [ jo(s)ias [ )

da desigualdade de Holder e o Lema4.4]temos

IN

IN

P3
< polllfell=llallo + llalls + o1l Nallo + = 10llo7 ] fsll2

P
+621)3lll,

i+ oww) | 4o

donde segue que

l
\[q<z>+5w>] / qde| < CIF|u|Ulls+ C2llglls + Clolllglls.  (4.110)
0

Agora, integrando (4.108)) sobre [0, 7] C [0, 1], depois multiplicando por 6, integrando em [0, /]

com integragdo por partes quando for preciso, e usando (4.107)

10115

- / / fo(s)dsO(z dx—ﬁ// s)dsO(z d:n+—// s)dsi\ps0(x)d
= / T / fo(s)dsO(x)dx — 3 /0 /0 q(s)ds0(x)dx
// ds P3f5 )‘%(I)—(S‘I/x(x)} dx
_ / / fols)dsO( dx—ﬁ// 5)dsO( dm+7// s)ds f5 ()
- [ [t - [ i) ao | [ atoraa®@ - [ ato >\Ifdx]-

Tomando a parte real, em seguida o médulo e a desigualdade triangular no lado direito da
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equacao obtemos

113

:/ /f6 \dsO(z dx—ﬁ// 5)dst(z dx+7// s)dsfa(x)

-z U @)@ ~ [ awi@ias] -2 [/ o(@)de (T - / q<x>w<x>dx}
/f@ ds@dx // ds@dx dsf5
—\ a0+ 0% [ atwyis] + —|rqu2+i— o T
/ / fo(s)\ds Bz + 5 / | ot asiitalae + - / / a(5)|ds[F ()| e
a0+ %0 [ atwyis] + Tialz+ T [ oo ¥

Além disso, do Lema4.5] e as desigualdades triangular, de Holder, de Young vem que

IN

IN

-
+_
P3

l
P
13 < T||f6||z||9||2+B|IQI|2||9||2+TIIQI|2||f5||2+gHQ(ZHW(Z)} IXG

T ,  OT

+— + — \VJ

ol + a1

Cllgll2110ll2 + CllUl| Flly + CICNU[ /| Fll + Cl[¥]l2llgll2 + Cli0]l2]lq]l2]

oT
+—lall1¥]l2
P3

VAN

1 1
< CIUIulFll+ CIU Nl Elln + Cllw alallz + 51013 + 5Clall3 + Clal 1]
de onde concluimos que
1012 < Ul Il + Cllall2[1P 1

ou seja, fica provada (@.102)). O

Lema 4.6. Sob as condicoes e notacoes do Lema existe uma constante positiva C tal que

/ [¥dz < Ul Pll-+ 75 |||U||H||0||2 (@.111)
Além disso, para qualquer ¢ > 0, existe C. > 0 tal que
! l
[l < SO0 + o5 [0+ 0Pl + CAU P @112

para || suficientemente grande.
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Demonstracdo. Passo 1. Vamos mostrar que existe C' > 0 tal que

113 < CNU el Flloe + 57 ”UHHH9H2+CH9H 1%]|2- (4.113)

RY

Multiplicando (4.107)) por fox Wds, integrando em [0, /], usando integracdo por partes e usando

(4.1706) temos

5/0l|\11|2d$
= z')\pg/olG(x) /Oxmdsdx—/ q(z) d:c—pg/ fs(x / U(s)dsdx

l

- o) / (02Fi(5) + Doaa(s) = k(6,5 + 0(5)) — 00, (5) ) dsdx — / ¢(2)U(x)dz

0

—ps / fila / U (s)dsdx

_ / 0 [ TiGrss + 22 / o (5)dsdz — K2 / 0 [ @)+ vE)dsis

—5/ 9(:1:)/ Gx(s)dsdx—/ q(z) dm—p3/ fs(z / U(s)dsdx

- / / Fi(5) dsdx+— 0(x)biby (s )dsdx—k@/ / (62(s) + ¥(s))dsda

—";—25/0 e(x)@dx—/ q(z)

Agora, de (4.103) e (4.105)), temos

[ o [ G T awas

- 1] 0(a) | (00 + 85 + ) + 06 dsda

x)dx — p3 / fs(z / dsdx

_ _é Uole@) /0 (=) + 7)) dsdx+/0l€(x)<b(m)dx+/ol9(m) /qul(s)dsdx}.

Usando as desigualdades triangular e de Holder, temos para |A| > 1 que

1
S LNUT3ll E'll2e + CllON U 5]

< ClU Il + 17

/Ol 0(z) /0 (8a(5) + 0(s))dsds

SHTNTA
Al

Substituindo em (@.114)), aplicando as desigualdades triangular, de Holder e de Young e os

(4.114)
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Lemas[.4/e[d.5] e tomando [A| > 1,

5/Ol 0 ()2

l l b !
< o / 6(z)| / (o)l dade + 22 / 16(2)|4hs ()|
0
P3 p3
w2 [ o) [ G+ wasas| + Lol + [ ot 9ol
s / f5()] / ()| dad
bpg P3
< palOlalFll+ L2l + el Wl + pall 1]+ 225161
L) [HUHHHFHH ; —H0H2||UHH]
P2 |)\|
1, 6 ., C
< CUU il Pl + el + 551l + 5118 + 6010 o
que resulta em
l
/0 ¥ds < Ul Pl + CIOl el + 1 1l U

O que conclui o Passo 1.
Passo 2. Vamos mostrar que para todo € > 0, existem constantes C', C, posi-

tivas tais que

b
eallz < CllPl; + 5 llde + 215 + ClU Il Flloe (4.115)

IAP

Multiplicando (#.106) por ¢ e integrando em [0, [] com integracdo por partes e as condigdes de
fronteira e usando (4.103)) temos que

@A/Olwd:c—b/ol%ﬂdwrk/Ol(qbﬁz/z)wxw/oleﬁdx = pg/olf@d:c

que resulta em

[
b / P
0

! ! I I
- Uibdr — D b dr — )
z)\pz/o Pdx k/o (gbz—i—@b)wdz—i—é/o O, dx pg/o fapdx

I W I T ! l
= —z')\,og/ \Ilf‘3 ;\i_ ‘Ijgdx — k:/ (P + ) E ;\i_ \Ijidx + 5/ O1),dr — ,02/ fapda.
0 0 0 0
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Tomando a parte real da equacao, em seguida o0 médulo do lado direito obtemos
!
b/ 9| 2dx
0
L !
< oo [ WElar+ [ 10Par e [+ oBlde s 5 [ 16+ 0T
0 0
1 l
+5/ \wa!dﬂﬂrpz/ | fat)]dz.
0 0

Usando novamente as desigualdades triangular, de Holder e de Young com € > 0, temos

l
b / iy e

< Wl + [ 19+ b6+ ol + o+ VLI
4310l + ool fll 01
l
< pll¥lalfila+ [ 19Pd + rlén Ul fll+ e + 013
b 52
ORI + 20l + 2 101 + pol Fulla
l
< pllUIl P+ |19 + 0T Pl o+ rlla-+ w13 + A2 I1E + Sl

62
+5p 1015 + 2l Fllacll Ul

Assumindo que |\| é suficientemente grande e usando o Lema |4.5|temos

b l

l
€
c. / ¥+ 16+ w3+ CIOIE + U Il

IN

IN

l
€
CE/O U2 dz + WH% +9[l3 + CLCI N 2llgllz + NVl Fllae] + CU Nl F 52

IN

l
€
CE/O PP d + WH% +3ll3 + Cll Nz + ellall + ClUU sl Fllae + CIU Nl 1 F 32

que resulta em

b
SIellz < G5 + w5l de + 215+ ClU Tl Flla

|A|2

com |A| suficientemente grande e para todo € > 0, o que prova o Passo 2. Finalmente vamos

provar as desigualdades @.111)) e (4.112) do Lema[4.6] Usando @.113), (@.113)) e o Lema[4.5]
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temos que
l
/|\If|2d1:
0
C
< C”UHHHFHH+WHHH”HHUHH+CH0H2H¢1~”2
< CHUHHHFHH+|)\|”9”HHUHH+C”0”2 CII\If||2+| |||¢m+w||2+O§IIUII%IIFI|%
C+e 9 9
< ClUlxlFll+ e — 181Ul + Celloll; + H\I'||2+||UHH||F||7-L+CH9H2
C+e 2 20112
< ClUlal Flla+ 7 e 101l 1U I + 5 ||\If\|2 H\P||2+(CE+C) lgll2;

de onde segue que

C’—l—e

Ul|l|l60

l
/0 W Pde < CU |l +

provando (@.1TT)). Agora, substituindo em (#.113)) obtemos

b (! C. €
5/0 [t |2dx < WHUHH”‘9”2 + WH% + P13+ Cl U3l Fll, (4.116)

provando (#.112)) e o Lema[4.6| O
Podemos refinar a estimativa para [|0||3 em (#.102) usando o Lema 4.6 do

seguinte modo:

8. 2
WHUHHHQHQ} lgllz + CNU a1l

C 1 1
MléllUllillf)H%] gllz + CNU ol F 24

1 1 C 1 1
< CIUINIFNz]all2 + EHUH%H@H% lall2 + CIU || F 2,

usando a desigualdade de Young com ¢ > 0 e o Lema[.4]temos

0z < ¢ [OHUHHHFHH i

C | CIUIZIFII3 +

€
HHU||H||9H2 + Cellallz + ClIU Il F I

U135, + CllU el F 3

1 1 1 1
ol < CHUH%||F||%||U||%||F||i +

IN

IVl + 1y

U113+ CllU el | F 1, (4.117)

IN

e

para |A| suficientemente grande.

Aqui vamos definir dois niimeros importantes que chamaremos Niimeros dis-
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sipativos associados ao sistema Timoshenko-Cattaneo:

P1 p1b 01752 P1
X0 ( pgk’) (PQ 2 ) Dok € X1 T Dk ( )

Note que se xo = 0 entdo x; # 0.

Lema 4.7. Suponhamos que x1 # 0. Entdo,

1
. C
bl = 1| x4 01 < bl | [ 98| + S0 l0l + CIO Tl Pl
g2l Ul (4.119)
Por outro lado, se x1 = 0, temos
l [
lge + )5 <C| [ U, dx|+ W||U||H||9||z+CM| [1eaienipaico (4.120)
0

para |\| suficientemente grande e alguma constante C' > 0.

Demonstragdo. Para organizar as ideias vamos enumerar uma sequéncia de passos.

Passo 1. Vamos mostrar que

b ixp1o 1
Ellga + Il = [m——ﬂ/w do = 200 [ 60dn gl I+ R 120
0

onde

R = /Ol (f1)z dﬂ?+ﬂz/l‘1’f3 96——/1/1fo+ /efzdﬂf

—l—ﬂz/ Fi(p + )da + p]zb i (f1).®dz.

Para isso, multiplicando (@.106)) por ¢, + 1, integrando por partes e usando as condi¢oes de

fronteira temos

l l l l
k 2de = dr — 0 0 d b d
/0|¢m+w| . pz/of4(¢>x+¢)w / (G T D)+ /U@bm(cmw)x
!
—i09 A\ (o, d
p/ @ T D)da

[ l [
= —ips\ / U, dz —ipa) / Uipdr —b / Vo(@p + 1) pdr
0 0 0

s

g

Vv Vv
Iy I I3

l l
+5/ 0(¢r + 1)rdx —1—p2/0 fu(bz + )dx

0

-~

Iy
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Substituindo ¢, ¥ (¢, + 1), dados por (£.103)-@.103) em Iy, I, I3, I,, respectivamente, e
usando integrac@o por partes temos

1 ! !
I, = —ipg)\/ Vo, de = pg/ U( 1)wdx—|—p2/ U, dr,
0 0 0
T o L
I = —in)\/ Vipdx = pg/ U fadx + pg/ UWdz,
0 0 0

[
L = —b /0 U (B F D)ude

b o[ _ b L
— _/ wxi)\plq)d$+—01/ Yy fodx

b b
= p1 (fg) Ddx +% \If Odz + kpl/ Vo fodx
5,01 bp

= (fg) Sdy — L WEdm+—p1/ Yy fodx,
2 e
l —
L= 6 [ 0G0
) Ol R —
0

- !
_ _“Wl/ bode - 0 [ 0 Fodz.
ko Jo kJo

Assim

l l l ! l
k/ |pe + VP dz = / U(f1)z dx+p2/ \Ifﬁdwrpg/ \IfﬁderpQ/ UWdx
0 0 0

bp

l l
" [ s oo / Yo Tads

(fs) Bdx —

l

b S O
_ (,;2_%)/ \I!(I)wda:—l '01/ 6<I>d:1:+p2/ U dz
0 0

5 : bp:
_no Gfgdat—l—pg/ U(f1)z d:E—l—— (fg) ddx
0

&
!
+Ep1/0 wgcfgdfc—i-,OQ/O f4(¢z+1/1)dl‘+p2/0 U fadx

b S O -
_ (pz_%)/ VPdy — . k”l/ 6Bdz + pa|| V|3 + Ru.,
0

0
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onde

015
ko

b l o l - o
2o /0 o Tad + ps /0 Fu(@a T D)+ po /0 Uy,

l
Hfgdx+p2/ U(f)adr + b'ol (fg) Pda
0

o que completa o Passo 1.

Passo 2 .Vamos mostrar que,

z)\p16 /l — z)\p15 /l _ — p15 ! —
0ddr = — .+ V)de — — Wdx
k 0 p3k Jo Q(¢ 1/}) psk Jo E
(5201 l o
+— Vo, dr + R, 4.122)
psk Jo
onde
p10 P1 g 1
Ry: = —— (fi)edr — — [ qfsdr+—— [ fs@dx
psk Jo P3R Jo 0

Para isso, multiplicando (#.107) por @, integrando em [0, ] e usando integracio por partes, € as

equagoes (4.103) e (@.103)

! l ! !
IAP3 / 0ddr = — / ¢ ®dx — 6 / U, ddx + ps / fs®dzx
0 0 0 0

l l l
= +/ q(W—E)zdxM/ \Ifcleda:erg/ f>®dz.
0 0 0

Multiplicando a identidade acima por 6”2, somando e subtraindo v e usando (@.103)) temos

Z/\p15 ! — . )\p15 5 P1 —_— p15 ! —
- /08<I>dac = pgk/ igpdr — (fl) de + ——= Py \1:<1>$da;+7/0f5<1>dx
iApLO iAp1d )

ST / A(@s + Dydr 1+ 2P / ide =222 [y
p3k 0
2
o q@ da +—/f5(1>da:
psk
— _Mpl‘;/ (¢x+¢d:c——/ qfsdr — = de
psk o

52 ) /
ddr,
psk Jo P3 psk 0 s

0 que completa o Passo 2.

Antes de realizarmos o préximo passo, vamos provar a desigualdade (@.120).
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Se x;1 = 0, substituindo (#.122)) em (@.121)) e tomando a parte real

l
K / 60 + 9|2z

!
= <,02 — %> Re (/ W@daz‘)
k 0

Moo L — 5 [t — 52 Lo
—Re <—Z & / q(¢x + ¢)dx — £ qVdz + R U, dr + R2>
psk Jo p3k Jo psk Jo

+p2|| V][5 + Re(Ry). (4.123)

Usando a desigualdade triangular no lado direito da equacdo (4.123)) temos

k| + |2
bp, 62 Lo Alpid
< |pg—r_2P /\I/(bwdx’ ||p1 /I (6e + 0)|dz + /qudg;
k psk | |Jo

+Ro| + pal |93 + | Ry

Agora usando as desigualdades de Holder, de Young, e os Lemas {4 [4.5]e 4.6] obtemos

Ko + 013
b 52 L 5
< |22 = 20 L | P 4 Bl |25 e + o
P3 0 P pgk’
+pa[ W5 + [ Ry
!
- k —
< O\ Wudr| + CAP|U sl Fllae + 516 + P15 + WHUHHWHQ
0
Logo, segue que,
! L c
[ 1w wtan < €| [ waal + COPIC Tl + 10T,
0 0
para |A| suficientemente grande, o que prova (4.120).
Passo 3. Vamos provar que
Ap1d 1~ IAp10
bt /(‘@dx = A / (ada x1/<1> dz + Ry, (4.124)
kf 0 pgk

onde
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Usando (@.103)) em (4.122)) obtemos
, I
iAp10 / ODdx
ko Jo
Ao L — ) 52
S /q(¢x+¢)dx—’i qUdz + 2P Vde t Ry
P3k7 0 ,03/{5 0 pgk}
. ! ! z 2 !
= _z)\p1(5 / qo.dx + M q(fs +W)dx — @ qUdx + M U, dr + R,
psk‘ 0 p3k Jo psk Jo
)\ 5 — 5 [t —
- / qada +— \I/<I>xda:+& Fsdz + R,
p3k psk Jo

concluindo o Passo 3.

Passo 4. Vamos obter a igualdade

W’lé/ GPadr = ”15/ GPada @dHRg, (4.125)
em que
L 015
Usando (4.108)) temos
@)\01(5/ p10 /l —
- = — Tfe — Bq — 0,)pdx
o Oqcb e O(fa Bq—0.)9
! l
= ’“55/ qbodr + P10 /ex@deng,
p3kT Jo p3kT Jo
em que

_ 015
Passo 5. Vamos mostrar a igualdade

P10 /19¢_dx _ {sz_ bt }/l
pskT Jo o pskT  psk?7] Jo

[
P+ 2+ L [ (fe +)Pdn + Ry, (4.126)
3T P3T Jo

I2

em que

l 2 l 2 l
P1P2 P2P1 TR bpy = bpy / -
AT + W(f)dr + ——— Ddx + 2 fadx.
pskT/ fid: pskT/o e psk>T /o (o) psk*T Jo vefade

Usando (4.106) e (#.103), somando e subtraindo 1), integrando por partes, usando (#.104) e




(4.103)) e novamente integrando por partes temos

l
P10 / 0, bndi
p3]€7'
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l
png P3k7— 0 p3k7-
!
By / Wtr+ 2 [ @+ 7) llo + vl
P3RT
S (czsxw ¢dx+plp2/f4¢>xd +p2p1 / V(fr)ade
psT pskT
_ b [iAp1® — b
- L / A L M PO
png p?) T k psT
+ 2L (qsxw ¢d:c+m / fidada + 222 / V(f1)xda
DT 3]{57
= o [ /l<<f3)z+qf Fado + -2
png 0 PSkQT 2

~ g+ 1+ 22
3T p3T
l 2 l
_ b
= p2p1/\1!<1>xd:v—|— ]/;1 /((f?))x"‘

p3kT Jo psk*T

P1 P1
—— ¢ + 0I5+ —
3T p3T

! 2 !
P2P1 = bpy Fy
= Vo, d +Pdx —
p3kT / v p3k3T /0 (f3) v p3k2T

bp1 1 2 . P1
Ve bu + |3+ —
= Lo + v + L

P20V (F))d
+ / (1 )ade

pskt
bp? Lo b
- [Zjﬁ;—pggg }/ Vo + i
plgz/fmd +p2p1/ U(f1)adr +
P3RT pskT

papr bt /l — b,01
= — Ud, d .
[~ ) [ e e -

+R47

z/\gzﬁmqﬁdqu Plpz
0

(¢x+¢ Ydx i

psk

T/O mdx

e / buFade +

/ f4¢xd + P21
pakT

bpi

bpi

P1 P1
— ¢ + VI3 + —
pP3T P3T

2

psk?

P1 P1
— ¢ + 0I5+ —
pP3T pP3T

\I@)Edas +

P1P2

I
/ U, dr +
0

(¢x+w Dz +plp2 / Fibudz

T Jo

2
psk?T

bpy

l
/ () + -2

bl)l

113

/ U(f1)odz

/ oy

l
i (¢0 + )pda

2 l e
L [ e
T Jo

l
. ((bx + w)adw
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como queriamos.

Passo 6. Vamos mostrar que

l o 66 l o b
ballé: + 013 = x / \Ifcx>xdx+m2|mfu§—”13k | e = 2
0

po 1
(60 035t - 22 [ e
P3
+R1 - TRQ — 7Ry — 7R, (4.127)

Substituindo (#.126]) em (@.123)) temos

Apd [ — o8 [t — bp? Lo b
_ / Gade = 2P / gudz + [”2’” - } / Vs o ool LN
pskJo pskT Jo pskT  psk*T | Jo

l
P g w2+ L [ (¢y +)Pde + Ry + Ry, (4.128)
3T P3T Jo

Agora, substituindo (4.128)) em (4.124)) e multiplicando a equag@o por 7 temos

iAp3d /l - {pm bp? 52p11/l — ﬂ/ p1
0dr = - n UP,da + ot .
k 0 pskT  psk?T psk | Jo ¢ \W H2

l
P+ 2+ L [ (6 + 0)da
3T P3T Jo
+Ry + Ry + Rs. (4.129)

substituindo (#.129) em (@.121]) obtemos

l 2 2 l
bpr  papr | bpi 0 Pl] / = 2
k I { - = — + — U, dx + po||V|Z + R
/0 |pe + V| R i pa|| ¥z + Ry

Bt — b
-0 / Brde = L, 1 + L o, +
P3RT P3T

P (<z>x 4 b)ddr — Ry — Ry — Rs,

p3T

donde segue que

P1 2
k T — x+
(7= 22 ) o + vl
b 5 - b [T
KT_ﬂ> (m_ﬁ) T pl}/\l@xdquTmH\Ing—M/ 46.da
psk k P3 0 ko Jo

P - 2 / (60 + 0)0dz + 7Ry — 78 — 7Ry — 7R,
3

o que conclui o Passo 6.
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Passo 7. Finalmente, supondo que x; # 0, vamos mostrar que

!
/ U, dr
0

C
+W||U||H||9||2, (4.130)

para |A| suficientemente grande e alguma constante C' > 0, provando @.119). Somando e

+ Cllgll2Ull + CNU [ F 2

bl = 15| o+ 01 <

subtraindo v, usando a equag@o (@.103)), tomando a parte real e em seguida o médulo, e usando

as desigualdades triangular e de Holder, temos de (#.127)) que

Hallo: + 413
l l
— P10/ / — bpr 2
U, dx + Tpo|| V|5 — oz — —-|[thy
v/ pall¥1 = 22 [ e — 2

-4 (¢x + Y)pdr + TRy — TRQ — TRy — TR;

P3 Jo
[ l [
_ ) - ) —
XO/ \If<1>xdm+ma||\11\|§—w/ q¢z+¢dx+ppllf/ qipdx
3 0

+f3

Ww%m —/WMWX

/ U, dx

bp1

)dx +7‘R‘

P13 b p103 b
i [T o+ 27 [ o

+7pal| 3 + £

= |X0|

! l
2l L [l 0 Tlde B [0 )il + R
l
=!my/wawx+nmwm “”qu@+wm+plﬁmuwm
b
prm 6 + ] ¥]]2 + ﬂ@+wWﬁm+ﬂm

M| |A

onde R = TR, — rﬁ} — 7Ry — 7R3. Agora usando a desigualdade de Young temos

!
/ U, dr
0

C
+O1al3 + WII% + 9l Wll2 +

!
/ U, dr
0

+C||¢. 13 +

kxalllgs + 23 = Ixol +CIYI5 + Cligllzllés + ll2 + Cllall2llll2

C
WH% + ¥l f3]l2 + 7| B]

+CII2|3 + Cllgllallés + ll2 + Cllallz + Clllvl3

IA

|X0|

|/\|2H¢z+¢|!2+0||‘1’|!2 |/\|||¢z+¢|| oll fsll2- + 7RI,

Notando que |R| < ||U||||F ||, usando os Lemas (4.4 e agrupando convenientemente, e
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usando Young com € > 0. temos que existem C' > 0 e C. > 0 tais que

C
%m—mﬁwﬁwm

!
/ U, dx
0

C C
+ [CHUHHHFHH + WHQHQHUHH] + CllUaell Fllae + WHUHHHFH?{a

€

A2

Ce
< Ixol +CHQH2HUHH+{WHUHHHQ‘b"— 162 + ¥15 + cel Ul Flla

que resulta em

C+e g—
bl = | o+ 0l < bl | [ 9ade] + Clatalt
0
Ce
+ WHUHHWHz + cel|Ul[ F'll |
para |\| suficientemente grande, completando a prova (4.130) e, portanto, o Lema 0

Lema 4.8. Sob as condicdes e notagoes do Lemal.7|, existe uma constante positiva C' tal que
12115 < Clléw + ¥ll5 + 1¥allz + CIU [l Flla- (4.131)

Demonstragdo. Multiplicando a equagio (@.104) por ¢, e integrando em [0, /], usando integra-
¢éo por partes e (4.103)) e (4.106) obtemos

! ! !
/0 i1 Ppdr = pl/o fopdx + k‘/o (P + V) 0dx
! ! !
= —p1/0 O(f1 + P)dx = ,01/0 fapda — k/o (g + ) Ppda

l l l
= B2 = p / $Fide+ / fodda — k /0 (60 + (@2 T D)da

0

l
+k /0 (¢n + V)Udz.

Tomando a parte real da ultima equagdo acima e o modulo do lado direito da mesma, em seguida

usando as desigualdades triangular, de Holder, de Poincaré e Young, obtemos,
12113 < Clige + 013 + [%allz + CUal I Flln

provando (4.131T)), e portanto o Lema[4.§] O

Agora podemos enunciar e provar o Teorema de estabilidade exponencial para
o problema (4.1)-(4.6). Mais precisamente, temos o:
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Teorema 4.9. Suponhamos que p1, ps, p3, b, k, 6,3 > 0 e seja A o operador linear definido em
@T1). Entdo o semigrupo S(t) = e associado ao problema [@.7) é exponencialmente estdvel
se, e somente se, xo = 0, onde relembramos que X ¢ definido em (A.118). Em outras palavras,

o sistema {.1)-(@.6) é exponencialmente estdvel se, e somente se, x, = 0.

Demonstragdo. Suponhamos x, = 0, vamos mostrar inicialmente que
162 +¢15 < CIUlll0ll2 + Cllall2Ulle + CIU el F - (4.132)

Com efeito, de o = 0 temos

b 52
<T _ ﬂ) <p2 _ ﬂ) _ TP oy £, (4.133)
psk k psk

assim vale a estimativa (4.119) do Lema [4.7| e como para |)\| suficientemente grande temos

0 < k|x1| < k|x1| — 25 entdo podemos estimar ||¢, + 1||2 como segue

2

gz + 113 < CIU2]16]l2 + Cllgll U2 + ClU 3l F Il

Finalmente, vamos mostrar que para || suficientemente grande, dado F' € H, existe C' > 0 tal
que
Ul < ClIF I3,

onde U € a solugdo de (iA] — A)U = F em D(A) C H para qualquer A € R, que existe pelo
1

Lema De fato, usando os Lemas E e E o fato que W < 1, depois a equacao

(@.119) do Lema.7|com € > 0 escolhido temos

U115
pll @5 + Ellge + 2115 + prll W5 + bllall3 + psllOll3 + 7llgll3
p1 [Cllde + 0I5 + 1¥alls + CINU Nl Flls] + Ellée + 115

C
+p2 [OHUHHHF”H + WHUHHH0H2] +0ll¢all3 + psllO13 + Tllall3

ClIUN#IFll + Cllge + 115 + Clitall3

+CNU0ll2 + ClUNlgllz + Cliglls + Cl6ll13

CIUNl Flls + Cllgn + 13 + CIU IOl + ClIUNIxllgll2 + Cllall3
+C|10|13. (4.134)

IN

IN

IN
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Agora usando a equagdo (4.132)), a desigualdade de Young, e os Lemas [d.4]e[4.5] temos

U1, < Il Flle+ [CHTIll + Clalll Ul + CIT el F ]
OBl + CUT gl + Clall3 + €]

Nl Elle + (CIO Ol + ClallN e + CIU Tl
KON l0lla + CUT gl + Clall3 + €0l
CN el Flle + 510N, + SIU 1B, + Cllal + 13

IN

IN

IN

1
ClU Il + U1l + ClI61l3

IN

1
ClTNlIE I + 71U+ [CI[l2llgllz + ClIU 21 Fll]

IN

1 1
ClUTll Fllae+ 101 A+ IV IR+ ClT | F

IN

1 1 1 1
SIUIE + 71013 + 1013 + S0, + CIFIE,

obtendo finalmente que
1Ull% < CIF|l%,

para alguma constante C' > (. Disto, do Lema[4.3]e o Teorema [2.54] obtém-se a estabilidade
exponencial do sistema (4.1])-(4.6).

Para mostrarmos que a condicdo x, = 0 é necessdria para a estabilidade
exponencial, vamos mostrar que yo # 0 implica em ||(:Al — A)~!||; ndo limitado quando
A — oo. Para isso vamos definir uma sequéncia (F),) de H tal que exista uma sequéncia ()

com

‘|(i)‘u — A)_lFuHH
[l

— 00, (4.135)
ou equivalentemente,
1Uull3 = 00, = o0, (4.136)

para (F),) limitada, onde U, € solugdo de (i\,l; — A)U, = F,.

. D se
Definimos a sequéncia limitada (F),),,en € H,onde F), = (O, n(y) ,0,0,0, O),
P1
e para simplificar faremos [ = m, e vamos utilizar o indice p apenas quando for necessa-

rio, assim trabalharemos com A\, U e F' ao invés de \,, U, e F),. E féacil ver que F, =
(f1, f2, f3, f1, f5, f6) € H € limitada. Assim para cada ;i € N podemos encontrar \, € R



e U, € D(A) C H tais que valem as igualdades

iNp— D =0,
iAp1® — k(dy + 1), = sen(ux),
iMp— W =0,

iU — b)yy + k(P + ) + 660, = 0,
ip30 + g + 0V, =0,
IATq + Bq+ 0, = 0.

Substituindo (@.137) e (4.139)) nas demais igualdades de (4.137)-(@.142)), obtemos

—Np1gp — k(¢y + 1), = sen(uz),

N2 pot) — Wiy + k(0 + ) + 60, = 0,
1p30 + q + N0y, = 0,

iATq + Bq+ 0, = 0.
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(4.137)
(4.138)
(4.139)
(4.140)
(4.141)
(4.142)

(4.143)
(4.144)
(4.145)
(4.146)

o qual posssui solu¢@o na forma ¢(z) = Asen(ux), ¥(xr) = Bcos(ux), 0(x) = Dsen(ux) e

q(z) = E cos(ux), com os coeficientes A, B, D, e E dependendo de A e a serem determinados.

E ficil ver que esta solugdo estd no espaco D(.A). Substituindo a solugio no sistema (#.143))-

(4.146)), obtemos o sistema numérico equivalente

[~\2py + kp?]A+ kuB =1,

kpA+ [=Nps + bp® + k] B+ 6uD =0,
—iANOuB + iAp3sD — uE =0,

uD + [idT + Bl E = 0.

Isolando E em (4.150) e substituindo nas demais temos

[=\2p1 + kp®]A + kuB =1,

kpA 4+ [=N2py + bp® + k] B + 6uD = 0,
2

L
INT+ 6

—MMB+PMy% ]D:Q

que na forma matricial fica

kn B oul |B|=lo],
0 —didy B |D 0

(4.147)
(4.148)
(4.149)
(4.150)
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em que

2

Py(X) i= =Np1+ ki’ Po(N) i= =N2py +bp® + k, Py(N) i= idps + mﬂ—m‘

Assim temos
P2P3 + 252)\/12
P1P2P3 + 2')\52,uQP1 — P3k’2,u2
Ps (Pz + %ﬁ)
P, <P1 <P2 i z‘A(ISDZﬁ) _ k2u2>
K
PlK — k‘2,u2’

com N
LO"AU
K =P .
2 + P,

Queremos definir uma relagéo entre A e 1 de forma que |A\| — oo quando p — oo e |A| — oo.
Deste modo estard definida a sequéncia (\,) C Re (U,) C D(A) C H tal que lim,,_,, ||U,|| =
oo. Se a relagdo entre e |A| for tal que |\| se comporte como um polindmio de grau 1 em g
quando i — 00, o que denotaremos por [A| = Cu, C' > 0, pu — oo, entdo podemos notar que
| P1| se comporta como um polindmio em de grau 2 em |A| quando |\| — oo, 0 que denotamos
por |Pi| =~ C|A[* |\ — oo0,C > 0. Analogamente |P;| =~ C|\?, |\ = oo, C > 0e
Py = C|\, |A] = o0, C > 0e K =~ C|\? |\ — oo, C > 0. Vamos fazer com que
P;(\) = d constante, onde d serd determinada depois, entdo temos

ku? d
PN =de =" _ %
P1 P1
substituindo \? na expressdo de K, temos
iNZ 2
K = P
2 + P,
. AT+ [
= P+ ir\%p? < ‘ )
’ : —A2Tp3 + iABps + P2
—N27p3 + i\Bp3 + p?
- (@ — i) T +1iA\3
= P+ 6%’ 2 = -
- (,,—“1 - pi) Tp3 + iABps + 12
_kpr g odro
— P2 +52'u2 P1 + P1 +Z>\ﬁ
Xt + T8+ iNGps )
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onde denotamos

X2 1= (1 - Tp3k)
P1

Observe que

psTk _ p3Tk ( P1 )
- X1 = — T——
P1 P1 psk
= TX2. 4.151)

Isso significa que y; = 0 se, e somente se Y2 = 0. Ao supormos que Yo # 0 temos dois casos a
considerar, que sdo, o caso em que x; = 0 e 0 caso em que x; # 0. Vamos considerar primeiro

o caso em que x; = 0, assim temos Yo = 0. Escolhendo d = 0 temos

)
K — P (52 2 P1
2o iABps3
k ko 62 A
= (——p2+b+—2+— —52.7—) 2,
1 W ps iBps

para \ e, consequentemente i, suficientemente grandes. Substituindo na expressao de A temos

k k 5?2 2 1A

— k22 o k2 ?

A=
de onde segue que |A| = C|A|, A = o0, C' > 0. E como

HUuH?{ > leq)qu
= pl/ |iAA sen (pux)|*dx
0
> pIAPIAP [ Jsena) P
0
= PAPIAP] fall3
~ OB A — o0, C >0, (4.152)

e assim se [ — 0o temos

1i 2 = .
)\MlglooHUuHH o0

Finalmente, suponha x; # 0, por (4.151)) temos y» # 0 e entdo vamos multiplicar e dividir a

segunda parcela de K por Y, substituir convenientemente o, P» € A2, de forma a evidenciar o
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coeficiente de ;2, assim podemos reescrever K como segue

_Thp? rd (1 _ ps7k ; _ patk
pP1 X2+P1 (1 3;)1 >+Zﬁ>\<1 3;1)

<X2M2 + ety z’ﬂpzk) X2

K = P+6u2

— T8 (Xop® + BT 4 iNBps) +iAG +

= —p N2 bt k48P y
(quz + 2 iﬂp3A> X2

k2 d — Ik iNG + ¢
= (L——)+bu2+k+52/ﬂ 7oy l
prom X2 (X2M2 + p:;:d + i@pg)\> X2
. Td
k k d (Mﬁ + —)
P Prxa 1 X2 <X2M2 + &0 Mpgﬁ)

Agora escolhendo d de forma que

12 {—'Oik—kb—c? Tk }d: {—P2k‘X2+bP1X2—5277€} d

P1 P1X2 P1X2
temos que
2, (_esk
d— k*pixa _ kp ( p1 Xl) __kpxa
 —pakxa + bpixa — 027k (pk? b 2] ’
p2rX2 + 0p1X2 T (P3p_1> [Xl (p2 — %) — p3Zl:| X0
de onde segue que
; d
d (Z)\ﬁ + —>
dK — k2 = k22 +d k;_'_pi_(SQMQ p1 k22
2 | p31d ;
1 X2 <X2M + & +Z/\P35>
; 7d
N VA (48 +3)
1 X2 (X2,u2 + pf;%l + i)xp;;ﬁ)

e como |dK — k*p?| ~ Cu,p — 00,C > 0e |K| =~ Cu?,p — 00,C > 0, temos |A| ~

C, pr — 00, C' > 0. Entéo, definindo )\, = @/"‘p—‘f - pil temos |A|? =~ C|A%, |\ — 00,C >0

e assim como em (4.152)) temos
Ol5 = CIN I (4.153)
de onde concluimos que

I 2, = oo,
Jim (U3, = o0
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Isso conclui a prova de que o sistema (#.1)-(4.6) ndo é exponencialmente estdvel novamente via
Teorema [2.54] Portanto, fica provado o Teorema[.9] O

4.4 ESTABILIDADE POLINOMIAL

No caso em que ndo acorre a estabilidade exponencial, ou seja, quando x( # 0

nos resta verificar se ocorre a estabilidade polinomial, conforme [20].

Teorema 4.10. Suponhamos que p1, p, p3,b,k, 6,5 > 0 e seja A o operador linear definido
em @.11). Se xo # 0, entdo o sistema [@.1))-(@.06) é polinomialmente estdvel, com

1S(#)Uolln < \/—HUOHD (4), t— oo.

Mais ainda, essa taxa de decaimento é otima.

Demonstragdo. Com relagdo a x; temos dois casos a considerar, y; # 0e x; = 0. Suponhamos

inicialmente que x; # 0. Faremos em passos como de costume.

Passo 1. Existe C' > 0 tal que

!
62 + 93 Vo,dr| +
0

o C U612 + Il Fll

+Clall2l1U 1% (4.154)

para \ suficientemente grande. Usando o Lema4.7] a equacdo (4.103)), somando e subtraindo
f3, tomando a parte real e aplicando as desigualdades triangular e de Holder, temos

"
l ——
< Cll / U(gs = (F)a)de |A|HUHHH0H2+0HUHHHF|\H+chH AUl
[ l
< Clxoll / Uo,da| + Clxol / U(fy),da +WHUHHHHHQ+c||U||H||F||H
0 0
Cllalla Ul
l l [
< ClhollN / Uonda| + Clxol / U((f1)e + f)dz| - Clxol / U(fy)ude
0 0 0
C
+ 5100l + CIU Ll Pl + Clllla U
l
< O|xO||A|\ / Uonda| + Clxolll sl (f1)e + follz — Chxol 19l (f)ello
‘ MHUHHH9H2+CHUHHHFHH+CH(JH AUl
< me‘ / Uode| + IOz + CIU e Fllse + Clial2lU e

<
RY
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Passo 2. Existe C' > 0 tal que

!
/ Vo, dr
0

U2/ 9]]3. (4.155)

pl@ll; < CIA

@
Al

C
+ WHUHHH@Hz + CIUI F i + Cllallll U]

+

Multiplicando a equagio (@104)) por ¢, integrando por partes, somando e subtraindo 1 e usando
a equacdo (4.103)) e depois (4.103)), e usando as desigualdades triangular e de Holder, temos

I ! I
i)\pl/o dpdr — k/o (g + ) bdr = p1/0 fopdax

l e k l o
= w0l =p [ Ofide Koy + i+ 55 [ (004 0T
0 0

L l o l N
it [t ot [ ada

k
= pill @2 Spl||@|!2||f1||2+k|!¢z+¢||§+WH%+¢H2H‘1’H2
k
+W||¢x+¢|lz||fs||z+p1||fz||2||¢||2
k k
= pill @2 SplllUHHIIFIIH+kll¢x+¢||§+WIIUIIHII‘I’HerWIIUHHIIFHH,

e usando (4.154), temos

i

l
Vo,do
/0 A
k

+C|\ql|2|U |3 + WIIUHHII\I/H%, (4.156)

pl@l; < CIA + Sl U10ll2 + ClU [ 3

completando o Passo 2.

Passo 3. Existe C' > 0 tal que
1Tl < CIAP(IF I3,

para | \| suficientemente grande. Com efeito, usando a desigualdade (#.153) e os Lemas

e em que para esta dltima escolhemos € = 1, para A suficientemente grande temos
C

l
Vo, dr
/o R
C
+WHUHH”6”2 + 2k g + ¥l3 + CIU | F s

10l < CIA + Cllgll2 101+ 7 U2 + o213 + ClP 24l
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e usando a desigualdade de Young com p; > € > 0 e em seguida o Lema 4.4} obtemos

l
C
U3, < CJA /O‘Iffbxd:v +CHqHzHU||H+WIIUIIH\I\I’II§+202||‘I’H§
C
+WIIU||H||9||2+2k:||¢z+1/1||§+0||U||H||F||H.

Agora, usando a equagdo (#.154), em seguida somando e subtraindo 1), usando a desigualdade
triangular e substituindo convenientemente 1) conforme a equacdo (4.105) e a desigualdade de
Holder, chegamos a

C
1Ul5 < CIAITl + CI®IE + Cllall Ul + 7 1012113

R
<

+
R

1UN#10ll2 + CNU 3|1 F'[| 3¢,
e aplicando novamente a desigualdade de Young com ¢ > 0,

1UN5: < CAPI®I2 + 5ell U5, + Cellglls + Cellfllz + Cell 115

1

Além disso, usando novamente o Lema e a desigualdade de Young com 0 < € < g, temos
2 2 C 2 2 2
Ul < CelAl WIIUII%HGHQ + CIUl[Fllae | + GellUll3, + Cellbllz + Cell F I3,

< CAPIONS + CAAPI IR, + 8ell U3, + ClF I3, + Clloll3 + Cel [ F 13-
resultando em
U5 < CIAPIOIZ + CIAFIE -
Finalmente usando a estimativa (4.117), e em seguida aplicando a desigualdade de Young com
€ > 0, obtemos
€
A2

< Ce|Ul5 + CIMIF I+ ellU N5 + CINIF I,
CIAIF N5+ (C + DellU3,

1UN5 < CINP |5z UM + CllU I Fllse| + CIAFIFI,

IN

1
escolhendo 0 < € < &7 temos

1Tl < CIAPIF I
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concluindo o Passo 3. Logo existe C' > 0 tal que
I(xi = A~ < CIAP,
para |\| suficientemente grande. Ou ainda
I(Ma = A) Ml = O(AF*), A = oo.
Pelo o Teorema 2.56]((i) = (iv)) temos
IS(t) A F |l < Ct73||F|lgy, t — 00, F € H.
Como 0 € p(A), isto é, A~! é sobrejetor, entdo para F' € H tal que AU, = F'. Portanto,
IS(®Valln < Tl £ o0, € >0,

0 que prova que a solucdo € polinomialmente estavel no caso x; # 0. Agora suponhamos que
X1 = 0.

Passo 4. Existe C' > 0 tal que

<

_l’_
R

l
¢ + 2|5 < O‘/ Vo, dx 1U13]16ll2 + CIAPNU N3l F 122 (4.157)
0

De fato, usando a equagdo (4.103)) na segunda estimativa do Lema 4.7 temos

1
/ U, dr
0

@

¢ +ll5 < C

< + Ul + CIAPIU |l

< C

C
+ W”UH”HH6H2 + CIAPNU 3 F I
l
+’/ U fyda
0
H

l

C[Al /‘I’%dl’ + Wl (f1)e + fsll2 + (1€ l2ll 5l +
0

+CIAPNU 1|

IN

! 1
C|\| /O\I@d:c + /O\If(fl)x—i—fgdx

+CIAP[Ul ) F]

C
— U0

<
R

IN

1U121161]2

H

l
— C
< CJA /O‘Ifcbzd:v +WIIUIIHIIQIIz+C|M2IIUIIHIIFIIH.

Passo 5. Existe C' > 0 tal que

l
ol < cw\ [ o
0

+CIAPIU 3| F 2. (4.158)

C C
—||U||||0 — U |||V
+ 10 dolle + U
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Realizando procedimento andlogo ao do Passo 2 do caso x; # 0 obtemos

@

U3 ¥l2 + ClU 3l E'l 3,

e usando a equacédo ([#.157) conclui-se o Passo 3.

Passo 6. Existe C' > 0 tal que

Ul < CIAPNF 2, (4.159)

para |\| suficientemente grande. Usando as equagdes (4.157), (@.158) e os Lemas e
C C

temos
l
Vo, dr
/0 Al Al

+CIPINU I F 3+ p2 1215 + ClIU (11l
l

/ Vo] + <
0

A
Somando e subtraindo 1, usando a desigualdade triangular e substituindo convenientemente )

U3, < CA + = I1Ulllllz + 7 1T 212

+COA| + = 10z + CINPIT el F e

conforme a equagdo (#.103), em seguida usando a desigualdade de Holder,

C
U5 < CIMIINUl + ClIPIE + CIU ) Fll2 + WHUHHWHz

+CIAPNU el F e+ ClIU el all,

usando a desigualdade de Young com ¢ > 0, em seguida usando o Lemas 4.4 e [4.6] temos

<

I3 < 36||U||3{+Ce|A|H‘1’||2+C|||‘If||§+CeIIF||?L¢+|A|

1U11161]2
HCPNU I Fll + Cellall

C
Bel|Ull5 + Cel Al {CHU el Flla + W!

C
|Ulll10ll2 | + Cell FII3, + WHUHHH@Hz
+CAPIU el Flle + CllU Nl F 1
Bel|U N5 + CellUllaellll2 + Cel Fl3, + CIAFINU [l 132

< AellU3 + Clfllz + CA 5, + CINPIU | F e

IA

tomando 0 < € < }1 temos

U115 < Cl0II5 + CIEIR, + CIAPNU | F 2. (4.160)
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novamente usando a equacao (4.117)) e a desigualdade de Young, concluimos

€
A2
< 26Ul + CINIF I,

N5 < C|rplUll+ CAUll Ellse | + CINEINU [l 1132

de onde escolhendo 0 < € < % resulta em
1Ull% < CIAP(F |l (4.161)

para )\ suficientemente grande, o que conclui o Passo 6. A estabilidade polinomial segue como

fizemos no caso em que x; = 0. Para a otimalidade, suponhamos que exista € > 0 tal que para
todo Uy € D(.A) se tenha

1S()Usll < 10|l pay, t = 00, C' > 0.

_1
t276

Como 0 € p(A), entdo (—A) : D(A) — H & invertivel com inverso limitado e assim para todo
F € H existe Uy € D(A) tal que F' = AU,. Logo,

C
I1S() A Flly < —|[ A7 Flpay, t = 00, C >0

t2—<

para todo F' € H. Logo temos
. C
IS(t)A |z < e t— o0, C>0,
pelo Teorema ((iv) = (4)), temos que
1AM g — A)7Hle = O (IAF7) , A = o0,

ou equivalentemente,
U3 < CIAP™||Fll3, A = o0, C > 0.

Por outro lado, na prova do Teorema [4.9] obtivemos as desigualdades (.152) e (@.153) para

ambos os casos, x; = 0 ou y; # 0, a saber,

1Ullze > CINP 1 Full
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para i € N suficientemente grande. Entdo, dado . suficientemente grande temos

|/\M|2HFMHH < HUMHH < C’)‘u|2_EHF/~L||H
= Pl <O

:> |>\,U«|6 S C?

ou seja, (A,) € limitada, o que é um absurdo. Isto completa a prova da otimalidade no sentido

de que a taxa t2 (para dados regulares) ndo pode ser melhorada. 0
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5 SISTEMA DE TIMOSHENKO TERMOELASTICO E DISSIPACAO FRICCIONAL

5.1 BREVE DEDUCAO DO MODELO

Agora vamos considerar o sistema obtido de (4.1))-(4.4)), a saber

P10 — k(¢z + ). =0 em (0

P2t — by + k(pr +10) + 060, =0 em (0,1
P30 + qw + 0 =0 em (0
7q:+ Bq+ 6, =0 em(0,]

com uma dissipacdo friccional acoplada no deslocamento transversal dado por a¢;, com o > 0
para existéncia e o > ( para estabilidade de soluc¢des, conforme considerado em [[13]]. Logo,

mediante ao sistema apresentado em [[13} 23], vamos estudar o seguinte sistema

P1¢tt - k(gbx + ¢)Jf + a¢t =0 cm (Oa l) X (07 00)7 (51)
p39t + gz + 5th =0 em (O, l) X (0, OO)7 (53)
Tq:+ Bq+ 60, =0 em(0,1) x (0,00), (5.4)
com condig¢des iniciais
¢($70) = ¢0<w)7 ¢t($,0) - ¢1(x)7 ¢(Ia0) - ¢U(I)a ¢t(x70) = ¢1($) (55)
0(z,0) =6p(x), q(x,0)=qo(x), x€(0,1),
e condi¢des de fronteira
6(0.0) = 0(L1) =0, vu(0.0) = u(l.0) =0, 6O =000 =0, o

t>0.
5.2 EXISTENCIA E UNICIDADE
Fazendo ¢, = ® e ¢, = ¥ temos

U= (¢7 @7 % ‘Pa 07 q)Ta Ut - ((I)a (Dta \Ija ‘I[h 97&7 qt)T7 U(O) = (¢07 ¢17 1/}07 wb 907 qO)T-

Para obtermos o problema de Cauchy abstrato na forma

{ U, = AU, t >0, 5

Uy = U(0),
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equivalente ao sistema (5.1))-(5.6)), definimos o espaco de fase
H = H(0,1) x L*(0,1) x HL(0,1) x L2(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1), (5.8)

onde
l
L2(0,1) — {fe L2(0,1); / fdxzo}, H2(0,1) = H'(0,1) A L2(0, 1)
0

que é um espaco de Hilbert com produto interno (.,.)y; : H x H — Cenorma ||| : H — R
dados por

(U, D) = p1(®, )+ po(W, U)y + p3(8,0)s + 7(¢,0)2 + k(dr + 1, b + 1)a

-~

+b(a, )2, (5.9)

0I5 = pull@lls + p2ll I3 + psllOlls + 7llalls + Ellée + 15+ bllvell3,  (5.10)

A~ oA N A A

(5.1)-(5.6) como P.V.1. abstrato

- 7 d
® k o
v
e e e [ T PR Y
t v, p2 1"” P25 z p2 T
et —— (g — _\I/:v
P3 P3
| dt ] _éq — lgw
L T T _

[0 I, 0 0 1. .
*9,. —< Lo, 0 o
P1 pP1 pP1 @
0 0 0 1, 0

)
= —ky 0 20, —E 0 ——0; 0 v ;
P2 P2 P2 5 P2 ﬁ U
0 0 0 ——0, 0 ——0, 0
P3 P03
1
0 0 0 0 ——0, ——é L7
L T T .
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com U(0) := Uy = (¢o, ¢1, %0, 1,00, q0)T, obtendo o operador linear diferencial

[0 I, 0 0 |
£ D - LHo0 0
P1 P1 P1
0 0 0 I, 0
)
A= L9,.—£9, 0 -k ——9, 0 (5.11)
P2 P2 P2 02
0 B
0 0 0 —p—al, 0 _/Taw
3 3
1
0 0 0 0 —=0, _8
L T .
Definimos
D(A) ={U € H,V € H(0,1),¢,v € H*, ®,9,,0 € Hy(0,1),q € H'}, (5.12)

e denotando
HZ(0,1) = {f € H(0,0); fo € Hy(0,1)},
temos
D(A) = (H?(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1) x HZ(0,1) x H}(0,1) x Hy(0,1) x H'(0,1).

Com isto, podemos enunciar € demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.1. (Existéncia e unicidade) Suponhamos que p1, ps, p3,b, k.0, 7,0 > 0ea > 0e
considere o operador linear A definido em (5.11). Se Uy € D(A), onde D(A) é definido em
(53.12), entdo o problema (5.7) possui uma tinica solucdo na classe

U e C([0,00),D(A)NC*([0,00),H). (5.13)

Em outras palavras, se ¢o € H}(0,1) N H*(0,1), 1o € HZ(0,1) e ¢1,¢1 € H(0,1), entdo o

sistema (5.1)-(5.6) possui uma vinica solug¢do na classe
¢, € C([0,00), Hy(0,1) N H*(0,1) )NC* ([0, 00), Hy (0,1)) N C? ([0, 00), L*(0,1)) .(5.14)

dada por U(t) = e Uy, t > 0.

Demonstragcdo. Usaremos os Teoremas e[2.52]assim com o fizemos no Capitulo 4]

(ii) O operador A definido em (5.11]) € dissipativo em H. De fato, dado U = (¢, ®, 4, ¥, 0, )T €
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D(A), integrando por partes e usando que ¥, v, 0 € H}(0,1) temos

k k 0
P1 P1 P2 2

1 o
+p3 (——qx — —%,9) +7 (——q - _627Q)
P3 P3 )

+h(Py + U, ¢y + )2 + b(Ve, )2

= k(P + U, 0 +1)a — k(Pr + W, (¢r +1))2 +
+0(0,Wa)a — 0(0,Wp)a — b(Wa, e )o + b(Ve, )2
+(q,62)2 — (¢,02)2 + (—Bg, 0)2

= k2Im((D, + U, ¢y + 1)2) + 62Im((0,7,)5) — (ad, D)
+02Im((Vy, e )2) + 2Im((q, 0.)2) — B(q, q)2 — a (@, D),

e tomando a parte real
Re(AU,U)y = —a[®|5 = Bllqllz <0, (5.15)

o que prova que o operador A é dissipativo em .

(iii) Agora vamos mostrar que 0 € p(A), isto é, (—.A)~! existe e € limitado. Faremos em duas

etapas.

Passo 1. Existe (—.A)~!. Com efeito, dado F = (fy, fo, f3, f4, [5) € H, mostraremos que a

equacao
—AU = F, (5.16)

possui uma tnica solu¢do U € D(A). Com efeito, reescrevendo (5.16), em termos de coorde-

nadas, temos

0 = f € Hy(0,1), (5.17)
P1 P1

—U = fye HX(0,0), (5.19)

et E et )+ 20, = e L2(0,0), (5.20)
P2 P2 P2
P3 P3

éq + 161 = fs € L*0,1), (5.22)
T T

note que ®, U, e ¢ ja foram obtidos em {.24)), @.23) @.34) e (#.38)), respectivamente. Resta
mostrarmos que existem ¢ € H2(0,1) N Hy(0,1) e ¢» € H2(0,1), satisfazendo (5.17) - (5:22).
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Substituindo (.24), @.25)) @.34) e (4.38) nas demais

_k(¢x+w):c :plf2 _afl € L2(0>Z)7 (523)
—0tyy + kpa(de + ) = pafa — 06, € L2(0,1). (5.24)
Denotando
g i=pifo—afi € L*0,1), (5.25)
G2 := pafs — 80, € L*(0,1), (5.26)
temos o problema

que € o mesmo problema que (4.41))-(4.42) obtido no Capitulo @} Logo, mostra-se de forma
andloga que (5.27)-(5.28) possui uma tnica solu¢do ¢ € H?*(0,1) N Hy(0,1) e v € HZ(0,1).
Portanto, a equag@o (5.16) possui uma tnica solugdo U € D(.A) como desejado.

Finalmente, vamos mostrar que o operador (—.A)~! é limitado, isto &, existe

uma constante C' > 0 tal que,
[(=A)~'Fll3 < C||F |3, VF € H. (5.29)

Observacio 5.1. Observe que a tinica diferenga entre o sistema (5.17)-(5.22) e o sistema (4.18)-

(4.23) do Capitulo[]ocorre entre as equagdes (5.18) com a equacdo (.19). Entdo as estimativas
do Capitulo 4] que ndo dependem da equagio (4.19) poderdo ser aproveitadas aqui.

Como —.A ¢é bijetor ¢ suficiente mostrar que ||U||y < C|/F|/4 para todo

F € H. De (5.17) e (5.19) temos

123 = || All3 < CIIF|I3 (5.30)
1013 = || f31l5 < C|IFI3, (5.31)

De (5.15) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
al|@]l5 + Bllgll; = —Re(AU, Uy < [|F||2/IU e (5.32)
Da Observagao [5. 1] temos

1015 < CIFIS+ CU N1l (5.33)
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12]l3 < CIE Ul + Cl F |3 (5.34)

¢z + 212 < CIFIlUlln + ClIF 13- (5.35)

Usando (5.30), (5.31), (5.32)), (5.33) (5.34) e (5.35), obtemos

1015 = pull @2+ p2ll IS + psllOl; + 7llallz + kllds + I3 + bllesa3
< CIFI3 A+ ClU Il F s

1
< CIIFII%+§||U||3{+CI|FII3{, (5.36)
Que finalmente resulta em
U3, < CIF3 (5.37)

para todo F' € H. Isso conclui a prova de que (—.A)~! é limitado e, portanto a prova de que

0 € p(A).

(i) A provade que D(A) = H ja foi feita o Capitulo 4l Com (i)-(iii) o Teorema nos da que
o sistema (5.1)-(5.6) tem uma tnica solucao. O

5.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Para aplicar Teorema[2.54] vamos considerar dois lemas que permitirdo obter-
mos a estabilidade exponencial de (5.1))-(5.6)

Lema 5.2. Suponhamos que p1, ps, p3,b,k,6,7,a, 8 > 0 e considere o operador linear A

definido em (5.11)). Entdo iR C p(A).

Demonstragdo. Assim como anteriormente, temos D(A) < H. Pelo Teorema temos
p(A) é compacto. Pelo Corolério segue que o(A) = C\p(A) é formado apenas por
autovalores de A. Se assumirmos que iR ¢ p(A), entdo existe A € R tal que i\ ¢ p(A).
Assim, i\ € o(A), isto é, existe U = (¢, P, 1(t), ¥) € D(.A) ndo nulo, tal que

AU =11)U, (5.38)
disso e da dissipatividade, (5.13), do operador .4, temos que

AU —i\U =0 (AU, Uy — iA(U,U)y =0
Re((AU,U)y) — Re(iM|U]3,) = 0
—al|®[f5 - Bllgll; =0

$,q=0, (5.39)

R R
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uma vez que «, 5 > 0. Escrevendo equacdo (5.38)) em termos de coordenadas obtemos

i — D =0, (5.40)
IN1® — k(6p +¥), + /%cb —0, (5.41)

i) — U =0, (5.42)

iAWV — by + k(ds +¥) + 60, = 0, (5.43)
ip3f + q. + 0V, =0, (5.44)

iNTq+ Bq+ 0, = 0. (5.45)

Substituindo (53.39) em (5.43)) resulta 6, = 0. Como 6 € H}(0,1) a desigualdade de Poincaré

resulta em

16115 < 17]16.]13 = 0. (5.46)

Substituindo (5.39) e (3.46) em (5.44) temos ¥, = 0. Como ¥ € H}(0,1) pela desigualdade
de Poincaré temos
1wlls < BfIPellz = 0. (5:47)

De e (5.42) temos
W =0. (5.48)

Substituindo (5.47),(5.48) e (5.39) em (5.43)) e usando que ¢ € H}(0,1) obtemos

6= 0. (5.49)

Finalmente, de (5.39), (5.46), (5.47), (5.48) ¢ (5.49) segue que U = 0, o que é um absurdo, pois

U é autovetor de A. Portanto temos iR C p(.A). O

O Lema [5.2] nos diz que o operador (i\[ — A) : D(A) — H é inversivel
com inverso limitado para todo A € R. Para que o sistema (5.1)-(5.6) seja exponencialmente
estdvel, resta mostrarmos que o operador o operador (1A — A)~! é limitado para todo \ real.
E suficiente mostrarmos que, para todo F = (f1, fo, f3, fa, [5, f6) € H existe C' > 0 tal que
U3 < C||F||% onde U = (¢, P, 2, ¥, 0, q) é solugio de

N—D = f, (5.50)

i1 P — k(¢ +1)e —ad = fo, ;1 (5.51)

N —T = s, (5.52)

iAW — Dy + k(@p + ) + 00, = pafs, (5.53)
i3l + g, + 0V, = ps3fs, (5.54)

INTq+ Bq+ 0, = Tfs,. (5.55)
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em D(A), para todo A € R. Com essas considera¢des podemos enunciar o:

Lema 5.3. Suponhamos que p1, ps, p3,b,k,6,7,a,8 > 0 e considere o operador linear A
definido em (5.11)). Entdo existe uma constante positiva C' tal que

lqll3 < CNU | F I, (5.56)

12115 < CIUlell F 1 (5.57)
Demonstragdo. Dado F' € ‘H, para todo A € R temos
(F.U)w = (GA = AU, U)y = iU [3, — (AU, U,
tomando a parte real e usando (5.15)), obtemos
al|@[f3 + Bllgll3 = —Re(AU, U)y = Re(F,U)y < || F|l3/|U ]I,

]

Lema 5.4. Suponhamos que p1, ps, p3,b,k,6,7,a,8 > 0 e considere o operador linear A
definido em (5.11)). Entdo existe uma constante positiva C' tal que

1015 < ClITlallallz + CIU sl | F I3 (5.58)

Demonstragdo. Por causa da Observagdo [5.1]a prova é a mesma que a do Lema[4.5] O

Lema 5.5. Suponhamos que py, ps, p3,b,k,0,7,a, 3 > 0 e considere o operador linear A
definido em (5.11)). Entdo existe uma constante positiva C' tal que

!
C
| 1w < CLUII P+ 10l
Além disso, para qualquer € > 0 existe C. > 0 tal que
: 2 Ce € : 2
[l < SOl + o5 [ 16+ v+ Ul Pl 559
0 0

para || suficientemente grande.
Demonstragdo. Anédlogo ao Lemal[5.4] O

Lema 5.6. Suponhamos que p1, ps, p3,b,k,6,7,a, 5 > 0 e considere o operador linear A



110

definido em (5.11). Entdo existe uma constante positiva C' tal que
2 C
|62 + ]z < +WHUHHH@H2 + CllU [ E'lle (5.60)

para || suficientemente grande.

Demonstragdo. Multiplicando (5.51)) por ¢, integrando por partes e considerando as condicdes

de fronteira, usando as equagdes (5.50)), (5.52) e somando e subtraindo ¢, temos
L I B r o
i/\pl/ dpdr — k/ (O + V) pdx + a/ dpdr = pl/ fodpdx
0 0 0 0
I I I B
> =g [ @ e+ k[ (00t 06T D~k [ (6,4 )i
0 0 0

P o
—ia/ ) /i dr = pl/ foddx
0 A 0

l
= B2 - o / SFidz + koo + V]2 — ik / (60 + )

\I’+f3

F R+ / $Fidr = pr / fdds
_ l U
= —p1||<1>||3—p1/ <I>f1dm+k||¢x+¢||§—z‘k/(¢$+¢)_dm

/<¢z+¢>f3d ——||<1>||2=p1/ f2¢dx—%k/(¢x+¢)f3

f3dx+p1||<1>||2

f

= klée+ 02 = / fobda — ik / (60 + )
o / STode + ik / (604 ) o+ ik / (e +9)22dr +75 |2

Tomando a parte real da equag@o acima, em seguida o médulo do lado direito, usando as desi-
gualdades triangular, de Holder e o Lema[5.3]

k
kllge + 0113 < pllfell2llglle + w7 llw + DUl fsllz + ol 2113

RY
k k ! 9
+p1Hq)H2”f1H2+W|‘¢I+w’|2“qj‘|2+W”(bw—i_wH?”f?)H?—i_WH(DHQ
< Pl||F||H||U||H+| |||U||H||F||H+P1||U||H||F||H+| |||¢x+¢||2||‘1’||2
T+ Ol F
TN H H
Al
k
< CIFullUllx + 1oz + 0| |2] ]2,

1Al
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e usando a desigualdade de Young com € = % e em seguida o Lema

k 2
—|| o, < C||F|x|U v
S0+ Vl5 < ClIFIUlh+ 5757115
1
< OIFIalUlln + 557 | CHIll Fll+ U el
| | A
< ClF[Ul + WHUHHH@HQ,
e temos provada a desigualdade desejada. [

Lema 5.7. Suponhamos que pi, ps, p3,b,k,0,7,a, 3 > 0 e considere o operador linear A
definido em (3.13)). Entdo existe uma constante positiva C' tal que para todo F' € H tem-se
|U|l% < C||F|l3 onde U é solugdo de i\ — A)U = F em D(A).

Demonstragdo. Seja U solugdo de (5.50)-(5.55)), entdo dos Lemas[5.3H5.6] obtemos

U5 = pllols+ pzll‘l’H% + psllOlI2 + 7llallz + Kl de + VI3 + bllvell3

= ClU[allFll + IAIHUHHH@IIa+C||‘If|| 2llqll2

= 3e||U|3, + C|IF13, + |A|2H9H2+C||q||2

= 3elU)l3 + CIFII3, + |f|2 U ll2llgllz] + ClUl3 1 F 5
= 5ellUl3 + CllFII3, + WZHQH%

= Gel|Ull3, + CFI3,,
para € > (. Além disso, escolhendo 0 < € < 1 , temos
Ul < ClIF ||, (5.61)

como desejado. [

Finalmente, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.8. Suponhamos que p1, ps, p3b, k., 0,7, a, 8 > 0, entdo a solucdo U de (5.7) decai
exponencialmente em ‘H, independentemente do dado inicial Uy . Em outras palavras, o sistema
(5.1)-(5.6) é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Segue dos Lemas [5.2]e[5.7em conjunto com o Teorema [2.54] que o semigrupo
S(t) = e, t > 0, associado ao problema (5.7) é exponencialmente estavel. Portanto U (t) =

etU, é exponencialmente estdvel em # seja qual for o dado inicial U. [
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