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RESUMO

Neste trabalho, serd analisado, por meio de um modelo matematico, o crescimento de um tumor
avascular invasivo, cujo Unico nutriente é o oxigénio disponivel nos vasos sanguineos distan-
tes. Por meio de um estudo na biologia do cancer e nos modelos matemadticos, serd utilizado
um modelo com duas equagdes diferenciais parciais que descreve o crescimento do tumor. As
simulacdes dos resultados sdo obtidos pelos métodos numéricos. Entre os métodos numéricos,
utiliza-se o método explicito e o0 método de dois estdgios. Analisa-se a consisténcia e a esta-
bilidade dos métodos para verificar a convergéncia, no qual, constata que ambos os métodos
no intervalo de estabilidade resultam em resultados similares obtidos na literatura. Verifica-se
que os métodos apresentam a mesma ordem na norma euclidiana, porém o método de dois es-
tdgios ndo exige uma malha tdo refinada. Ainda, com os resultados das simulagdes numéricas
observa-se que o cancer tem um crescimento rapido em regides que possuem grande quantidade
de nutrientes, e com a escassez de nutrientes o tumor deixa de crescer, gerando duas regioes, a
necrdtica e a hipoxica. Sendo que a regido necrética é formada pelas células cancerosas mor-
tas e a regido hipdxica formada por células que sofrem mutagdes, para sobreviver com a baixa
concentracao de oxigénio.

Palavras-chave: Tumor Avascular. Hipoxia. Equacao de Difusdo. Diferenca Finita. Métodos
Numéricos.
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ABSTRACT

In this work, we will analyze, by means of a mathematical model, the growth of an invasive
avascular tumor, whose only nutrient is the available oxygen in the distant blood vessels. Th-
rough a study in cancer biology and mathematical models, a model with two partial differential
equations describing tumor growth will be used. Simulations of the results are obtained by nu-
merical methods. Among the numerical methods, the explicit method and the two-stage method
are used. The consistency and stability of the methods to verify convergence are analyzed, in
which it is verified that both methods in the stability interval result in similar results obtained
in the literature. It turns out that the methods have the same order in the euclidean norm, but
the two-stage method does not require such a refined mesh. Still, with the results of nume-
rical simulations, it can be observed that the cancer has a fast growth in regions that have a
great amount of nutrients, and with the nutrient scarcity the tumor stops growing, generating
two necrotic and hypoxic regions. Being that the necrotic region is formed by the dead cancer
cells and the hypoxic region formed by cells that undergo mutations, to survive with the low
concentration of oxygen.

Keywords: Avascular Tumor. Hypoxia. Diffusion Equation. Finite Difference. Numerical
methods.
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1 INTRODUCAO

O cancer é uma das doengas que mais mata no Brasil e no mundo. No Brasil
as mortes aumentaram 31%, e no mundo, 22% nos tdltimos 15 anos, conforme os dados da
OMS (Organizagao Mundial de Saide). O INCA (Instituto Nacional de Cancer José de Alencar
Gomes da Silva) e o Ministério da Satde estimam a ocorréncia de de 600 mil novos casos no
Brasil a cada ano, sendo de 282.450 em mulheres e 300.140 em homens. Tais dados encontram-
se relacionados com estudos que abrangem o biénio 2018-2019, e as estimativas para o ano de
2019 s@o as mesmas de 2018. Os principais tipos de cancer que afetam os seres humanos sdao
o cancer de prostata no sexo masculino, de mama no sexo feminino e o de pele ndo-melanoma
em ambos os sexos [2, 7, 47, 1].

O cancer € caracterizado como um crescimento desordenado de células que
invadem os 6rgaos e os tecidos do corpo humano e o termo fumor € usado para definir uma
colonia de células cancerosas. Para compreender o crescimento desordenado de células, além
de resultados laboratoriais, muitos pesquisadores estdo usando a modelagem matemadtica, que,
por meio de equacdes diferenciais, por exemplo, torna possivel uma descricao e andlise das
alteracdes que o tumor pode causar no corpo humano. Além disso, pode-se analisar efeito de

tratamentos no cancer € como o cancer afeta as cé€lulas saudaveis [39, 49, 50].

1.1 BIOLOGIA DO CANCER

O cancer engloba um conjunto de doencas, cada uma com suas caracteristicas
e fatores de riscos proprios, tendo em comum a reprodugdo desordenada de células. O cancer
¢ uma doenca que pode se desenvolver por dois fatores: a hereditariedade e o ambiente. No
Japao, por exemplo, o cancer de estdbmago € de seis a oito vezes maior que nos Estados Unidos.
O cancer de mama nos Estados Unidos e no norte da Europa € seis vezes maior que na China,
e também entre os americanos destacam-se uma grande ocorréncia do cancer de prostata. Ja
na Nova Zelandia, a maior ocorréncia € o cancer de ovdrio, € outros paises em que 0 meio € a
hereditariedade influenciam a ocorréncia do cancer [49, 50].

Alguns conceitos sobre a biologia do cancer, € apresentado, para que se possa
compreender o desenvolvimento do trabalho, sendo::

e Tumor - Coldnia de células cancerosas que crescem de maneira desorgani-
zada, cercadas por tecido normal.

e Tumores avasculares - Tumores sem a presenca de vasos sanguineos.

e Motilidade - Capacidade ou facilidade de se mover.

e Tumor invasivo - Tumores que crescem rapidamente em expansdo, mas a
fracdo de células cancerigenas no tecido € baixa.

e Vasos capilares - Vasos sanguineos do sistema circulatério com forma de

tubos de pequenissimo calibre.
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e Metistase - Formacdo de um novo tumor a partir de outro, mas sem conti-
nuidade fisica entre os sitios tumorais.

e Angiogénese tumoral - Processo de neovascularizacdo no qual as células
tumorais estimulam a formacdo de novos vasos sanguineos.

e Necrose - Estado de morte de um tecido ou parte dele, ou de um orgéao ou
um grupo de células que compo€m um organismo vivo.

e Apoptose - Forma de morte celular programada, diferente da necrose onde
as células morrem por alguma lesao.

e Citocinese - Fim da divisdo celular, com a formacao de duas células filhas
idénticas a célula mae.

Sendo o estudo do cancer um assunto complexo, e tendo disponiveis alguns
fundamentos bioldgicos, para uma melhor compreensdo de seu crescimento faz-se necessario

entender o processo da divisdo celular, que seréd descrito na proxima secao.

1.2 BIOLOGIA CELULAR

As células do corpo humano possuem a habilidade de crescer e dividir mesmo
depois do organismo formado, e essa habilidade de se proliferar permite a manutencao do te-
cido adulto ao longo da vida do individuo. Ao mesmo tempo em que as células possuem esta
versatilidade e autonomia que traz beneficios para o organismo, surgem riscos, dos quais pode-
se destacar as alteragdes no crescimento celular, levando ao crescimento de grandes populagdes
de células, que ndo seguem as regras de construcao e manutencdo de um tecido normal [50].

No crescimento descontrolado surgem as células renegadas, que formam o
tumor. Esse crescimento € resultado desenvolvido normalmente pelas células, mas de maneira
incorreta. Mesmo com o mecanismo de defesa das células normais que combatem os descon-
troles, as células cancerosas encontram uma forma de sobreviver e realizar sua tinica fun¢ao que
¢ multiplicar-se. Enquanto isso, as células normais continuam sua fun¢do de formar o tecido
normal e tornar possivel a sobrevivéncia do organismo [49, 50].

Em meados do século XIX e inicio do século XX, entre as mais importan-
tes descobertas sobre os organismos vivos, destaca-se que todo tecido normal é composto por
células e produtos celulares, e que todas as células surgem a partir da divisdo de uma célula
preexistente. Com o avancgo das pesquisas em biologia celular, foi esclarecido que o cancer nao
¢ uma doenga que se adquire no meio em que se vive, isto €, algo que vem de fora para dentro
[50]. Verificou-se que o surgimento das células cancerosas era desenvolvido no proprio tecido
normal e que estava relacionado com o descontrole de crescimento das células. Antes do século
XIX os tumores eram considerados como corpos estranhos que se instalavam em organismos
de individuos debilitados [12, 50].

Em relac@o ao descontrole na multiplicagdo das células, foi observado que um

dos motivos estava relacionado aos genes defeituosos, que levam ao mau funcionamento celular
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fazendo com que as células interajam com o corpo de maneira descontrolada e proliferativa, ge-
rando as células cancerosas. Observou-se ainda dois fatores que contribuiram para a existéncia
do cancer: a hereditariedade e o ambiente. Por isso, diferentes populagdes podem carregar a
possibilidade de ter cincer em condigdes diferentes. De maneira alternativa, o0 meio onde as
pessoas vivem pode contribuir fortemente para as taxas de incidéncia do cancer. O ambiente
inclui tanto o ar quanto a 4gua consumida pelo organismo, assim como estilo de vida, escolha
ao tabagismo, tipos de dietas e outros [49, 50].

Para compreender parte dessa interacdo, faz-se necessario conhecer o com-

portamento do ciclo de reproducio celular, conforme ilustra a Figura 1.1.

C M S
M ST
/ \ / ///
& P
. /]
,\\ & /
s

Figura 1.1: Ciclo celular.
Fonte: Adaptada de [50].

Do ciclo da reproducao celular, Figura 1.1, deve-se compreender que a divisdao
celular é regulada por uma série de estdgios altamente organizados. No primeiro estdgio do
ciclo celular, G1, a célula cresce fisicamente, as proteinas sao sintetizadas, novas organelas1
sdo construidas e a célula se prepara para a replicacdo do DNA. Nesta fase, uma subfase GO
composta pelas células quiescentes 2. Na fase S (sintese), o DNA é copiado e, na fase G2,
preparacoes finais sdo feitas dentro do nucleo da célula para a divisao da célula. Na fase final
M (mitose), as duas cépias do DNA sdo separadas e incorporadas em dois nicleos (mitose), € o
citoplasma® e as organelas sdo divididas em duas células-filhas (citocinese) [35, 50].

Nas Figuras 1.2-1.4 pode-se observar a diferenga entre a divisao de uma célula
normal e uma célula cancerosa. Na Figura 1.2 a célula cancerosa € resultado de uma célula
normal, em que no momento da divisdo celular ocorreu alguma anomalia. Na Figura 1.3 é
apresentada a divisdo da célula normal, e na Figura 1.4, da célula cancerosa, a qual apresenta

um rapido crescimento devido sua divisdo descontrolada.

'Organelas ou Centriolos - Estruturas cilindricas presente nas células eucariéticas com a funcio de auxiliar a
separa¢do do material genético na divisdo celular.

2Células quiescentes - Células com baixa atividade de reprodugio, que ficam aguardando que as condig¢des
externas sejam favordveis a proliferacdo

3Citoplasma - Fluido gelatinoso, presente no interior das células onde se encontra o nicleo e as organelas que
contém o material genético (DNA e RNA).
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Célula

normal Cancer é o resultado do acumulo de
£ anormalidades em uma célula

g Primeira Célula nomal proliferativa
P mutagéo

L Segunda Célula proliferativa mais rapida.

mutagao
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} o \
] mutagéo rapida e alteragcao nas estruturas

a oam
L

mutagéo descontrolado
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Figura 1.2: Divisao celular do cancer.
Fonte: Adaptada de [4].

Divisio celular normal Divisdo celular do céncer

. Mal funcionamento
I' v da apoptose i#

3 9 “i‘
Célula d\ J\ Ji’

saudavel P:poptoses
cela < *
lesada = Crescimento celular
descontrolado
Figura 1.3: Célula normal Figura 1.4: Célula tumoral
Fonte: Adaptada de [4]. Fonte: Adaptada de [4].

Os ciclos celulares t€ém varios pontos de inspecdo ao longo das fases, que
permitem identificar danos causados no DNA e repard-los. Tais pontos de inspecdo ainda tem
a possibilidade de controlar e parar os ciclos celulares com problemas. As células que falham
na reparacdo induzem a morte celular, ou o que chama-se de apoptose, isto é, processo em
que retrae-se em torno da membrana, fazendo com que ocorra perda da matriz extracelular
(estrutura complexa ndo celular, que rodeia e suporta as células do tecido conjuntivo) e das
células vizinhas. As células que morrem por ndo terem sido restauradas formam os corpos
apoptéticos, que sdo eliminados sem causar dano ao organismo. Ja as células que ndo sdo
removidas e nem recuperadas, sofrem mutagdes e sdo capazes de gerar o cancer [14, 50].

O processo das mutagdes genéticas das células que ocorre no processo de
divisdo, como ilustrado nas Figuras 1.2 e 1.4, € o que d4 inicio ao cancer, chamado também
de carcinogénese. Se uma célula sobrevive e a mutacdo escapa do mecanismo de reparacao,
a célula, com o passar do tempo, pode adquirir adicionais mutacdes para manter-se viva. Tais
mutacdes permitem ignorar os processos normais de divisdo e o controle interno da propria
célula [50, 49].
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Com o avango das pesquisas, o tumor passou a ser visto como células que
perderam suas habilidades para montar e criar tecidos, em outras palavras, o cancer passou
a ser considerado como uma doenc¢a de mau funcionamento celular, perdendo o controle de
quando e onde as células ao longo do corpo irdo multiplicar-se [50].

Através do comportamento das células cancerosas foi possivel identificar duas
fases de crescimento do tumor: a fase benigna do crescimento do tumor avascular, no qual in-
vade os tecidos adjacentes, e outra mais agressiva, que apresenta risco a vida e corresponde ao
crescimento do tumor vascular que, por produzir angiogéneses e ter uma quantidade ilimitada
de nutrientes, cujo crescimento é mais rapido, lesando o organismo [14, 49, 50]. Angiogénese
€ o crescimento de novos vasos sanguineos a partir dos pré existentes e, quando associada a
tumores, ¢ chamada angiogé€nese tumoral. Esses novos vasos sanguineos sdo obtidos por meio
de um mecanismo molecular no qual as células tumorais liberam fatores angiogénicos de tumor
(Tumoral Angiogenic Factors - TAFs), e paralelamente reduzem os niveis de inibidores de angi-
ogéneses, proporcionando a divisdo das células endoteliais que revestem os vasos sanguineos.
Além dos fatores pré-angiogénicos, os tumores sdo capazes de produzir proteinas especificas
(Tumor Inhibitor Factors, TIFs), como a angiostatina e endostatina, que inibem o crescimento
das células endoteliais [38, 50].

A maior parte dos tumores primdrios que aparecem em humanos sao conside-
rados benignos e, portanto, inofensivos ao seu hospedeiro. Porém, a maior causa de morte estd
relacionada ao tumor maligno, isto €, sdo as metdstases espalhadas por esses tumores que sao
responsdveis por 90% dos 6bitos causados pelo cincer [50].

Com o propésito de reduzir o nimero de mortes, os pesquisadores do final do
século XIX e inicio do século XX, consideravam que a compreensdo da origem das anomalias
das células que geram o cancer, estava em desvendar os segredos do proprio cancer, conhecer
o porqué de seu crescimento descontroldvel e suas limitagdes, para assim criar métodos de
tratamento e até mesmo cura do préprio cancer [50].

Com o crescimento descontrolado das células tumorais, além dos danos cau-
sados ao organismo humano, existe a questdo de sobrevivéncia do cincer neste organismo, pois
quanto maior a quantidade de células tumorais, mais nutrientes sao necessarios, € como os nu-
trientes no caso dos tumores avasculares sdo fornecidos por vasos sanguineos distantes, a quan-
tidade de oxigénio, sua tnica fonte de nutriente, comeca a se tornar escassa. Com a escassez de
oxigénio, ocorre uma diminuicao ou até mesmo a parada no crescimento das células tumorais,
e as células que estdo mais distantes das fontes de alimentos sofrem mutagdes para sobreviver
na condic@o de pouco nutriente. Essas muta¢des ddo origem as células hipoxicas (células que
vivem com baixa concentracdo de oxigénio), e as células tumorais que ndo sobrevivem devido
a falta de oxigénio formam a regido chamada de necrética [50].

A hipéxia € definida pela redugdo de oxigénio (O,) nos tecidos. Essa falta
de oxigénio é a causa de algumas doencas, como infarto do miocardio (também chamado de

ataque cardiaco), acidente avascular cerebral ou insuficiéncia respiratéria. Esta mesma redugdo
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de oxigénio pode ser encontrada no tumor quando existe um rdpido crescimento € 0 oxigénio
se torna escasso, o que pode ser notado nos tumores sélidos [3, 50].

A hipoéxia pode ser causada por diversos fatores, entre eles a reduzida pres-
sdo parcial de O, no sangue arterial, a reduzida capacidade no transporte de oxigénio como
resultado de anemia, formacao de tumores sélidos, envenenamento por monéxido de carbono,
a reducdo local ou generalizada de sangue dos tecidos e a deterioragdo da geometria de difusdo.
Tais fatores estdo relacionados com o tipo de hipdxia [3, 50, 49].

Entre os tipos de hipdxias causadas pelo crescimento descontrolado dos tu-
mores tem-se a hipéxia aguda que estd relacionada com a perfusdo, isto €, um baixo fluxo
sanguineo no tecido. Esta perfusdo pode desenvolver-se como resultado de uma contragdo dos
vasos sanguineos tumorais aberrantes (anormais) ou por compressao dos mesmos, causada pelo
aumento da pressdao do fluido intersticial (liquido incolor que preenche os espacos vazios en-
tre as células ou tecidos). Assim, a perfusdo caracteristica da hipoxia aguda é originada pela
desorganizacdo das redes vasculares, paradas intermitentes, alteracdes nos vasos causados por
alteracdoes morfologicas, como dilatacdo, contornos difusos dos tumores e auséncia de uma
regularizagdo do fluxo [3, 51].

Um outro tipo € a hipdxia cronica, causada por um aumento nas distancias
de difusdo, resultantes da expansdo tumoral. A hip6xia cronica desenvolve-se a medida que
o tumor aumenta em volume, de tal modo que os vasos sanguineos deixam de fornecer uma
quantidade adequada de oxigénio a toda massa tumoral. J4 a hipéxia anémica € causada pela
reduzida capacidade de transporte de oxigénio pelo sangue, subsequente a anemia associada ao
tumor [3].

Em particular, a baixa concentracdo de oxigé€nio nos tecidos tumorais con-
tribui para a progressdo do tumor, o que faz das células tumorais hipdxicas ser de extrema
importancia para a compreensiao da progressao tumoral. Na célula tumoral, a diminui¢cdo da
concentracao de oxigénio pode parar o ciclo celular, provocar apoptose, aumentar o metabo-
lismo anaerdbio (fornecimento de nutrientes na falta de oxigénio), alterar os contatos intercelu-
lares, alterar a remodelacdo dos tecidos, alteragdes na eventual adaptacdo na falta de oxigénio,
angiogénese tumoral. Assim, a hipxia pode induzir alteragdes nas proteinas que permitem que
as células tumorais adaptem-se facilmente e sejam capazes de superar a privagdo de oxigénio e
de nutrientes, sobrevivendo e se adaptando ao ambiente local [3, 50, 51].

Como a hipdxia é uma caracteristica relacionada ao crescimento do tumor
invasivo avascular, por crescerem rapidamente em expansao, e também por ndo ter a presenca
de vasos sanguineos, e sendo nutrientes difundidos nas células cancerosas através de vasos
sanguineos distantes, faz com que o tumor crie condi¢des de sobrevivéncia num ambiente de
pouco oxigénio, o que torna um fator de importincia as pesquisas imune aos tratamentos. Neste
contexto, a modelagem matemadtica pode auxiliar na compreensao de muitos destes processos
(3, 39].
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1.3 MODELOS MATEMATICOS DE DINAMICA POPULACIONAL

Nesta secdo, pretende-se analisar alguns modelos de crescimento populacio-
nal e verificar qual descreve melhor o crescimento do tumor avascular invasivo.

Muitos pesquisadores que atuam na dindmica de crescimento populacional,
seja ela animal ou vegetal, procuram compreender a natureza por meio das investigacdes cien-
tificas e a utilizacdo da matemadtica na descri¢ao, modelagem e previsdo do mundo em todos os
seus aspectos. A compreensao do crescimento, ou declinio das populagdes na natureza, e a luta
das espécies para predominar uma sobre as outras tem sido um assunto de interesse hd muito
tempo. No século XVIII o modelo de crescimento populacional de Malthus (1798) foi destaque
entre os pesquisadores que relacionavam modelos matemaéticos aos fendmenos populacionais.

O modelo de Malthus é dado por uma equacgdo diferencial ordinaria (EDO),

descrito por

AN
T (1.1)
N(0) = Ny,

em que NV representa a populacdo,  a taxa intrinseca de crescimento e /Vy a condicao inicial da

populagdo. A solugdo analitica de (1.1) é dada por

N(t) = Noe™. (1.2)

Verifica-se no modelo de Malthus que a taxa de crescimento € proporcional a
quantidade da populag@o em funcgdo do tempo N (t). Na Figura 1.5 observa-se o comportamento
da curva ao variar o valor de r, isto é, ao considerar 7 > 0 tem-se o crescimento da populagdo,

e quando 7 < 0 um decrescimento da populagio.
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Figura 1.5: Modelo de Malthus considerando » = 0.5 e » = —0.5 com condig¢des iniciais
Ny = 20 e Ny = 2000, respectivamente.

Fonte: Autor
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Sendo o crescimento populacional no modelo de Malthus proporcional a uma
populacdo a cada instante, o crescimento do tumor pode ser observado apenas nos estiagios
iniciais, quando a concentracdo de oxigénio € abundante. Considerando o tumor como um
volume, observa-se o modelo de Malthus aplicado em seu crescimento, uma vez que o aumento
de seu volume € proporcional ao aumento de células que se dividem em cada instante. Se existe
uma abundancia de oxigénio, entdo muitas células tumorais multiplicam-se e fazem com que
o volume do tumor tenha um crescimento rapido, e se ocorre a escassez de oxigénio, poucas
células multiplicam-se e o aumento do volume do tumor € lento [28, 38].

Com o passar do tempo, na busca por um modelo que descrevesse melhor o
crescimento populacional, considerando outros fatores, como as restri¢des para o crescimento,
reproducdo, migracdo e mortalidade, os pesquisadores passaram melhorar os modelos que des-
crevem a dindmica populacional. Assim, um outro modelo que ficou conhecido e que traz
algumas considera¢des do meio € o de Verhulst (1838) que supde que toda populagdo € predis-
posta a sofrer inibi¢cdes naturais em seu crescimento, devendo tender a um valor limite constante
quando o tempo cresce. [28].

O modelo de Verhulst €, essencialmente, o modelo de Malthus modificado e

N N
Ny (1-)

€ descrito por

dt K
N(O) - Ng,

(1.3)

em que 7 > ( € a taxa intrinseca de crescimento da populagdo, N representa a populagdo, N, é
a condicdo inicial da populagdo e K > 0 € o nivel de saturacdo da populacdo, ou a capacidade
suporte do ambiente para as espécies, determinado pelos recursos disponiveis.

De acordo com o modelo de Verhulst, observa-se que:

dN
-Se N = K, tem-se T 0, o que descreve uma condig¢do estavel da populagdo;
dN .
-Se N < K, tem-se que a > (, o que descreve um aumento na populacio;

dN
-Se N > K, tem-se que T < 0, o que descreve um decrescimento na populacio.

Ainda, a solucdo analitica de (1.3), é dada por

K
% .
1 — —1 et
—|—<NO )e

Observa-se que o modelo de Verhulst supde que uma populagdo, vivendo num

N(t) = (1.4)

determinado meio, devera crescer at€ um limite maximo sustentavel, isto €, tende a se estabili-
zar. Desta forma, o modelo dado em (1.3) incorpora a queda de crescimento da populagdo que

deve estar sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade K.



23

Assim, de (1.4) e considerando os parametros » = 0.5, ' = 1400 e as condi-
coes iniciais Ny = 20, Ny = 200 e Ny = 2000, obtém-se a Figura 1.6. Observa-se que quando

Ny = 2000, tem-se N > K. Neste caso ocorre um declinio da populagdo.
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Figura 1.6: Modelo de Verhulst considerando » = 0.5, K = 1400 e diferentes condicdes
iniciais.

Fonte: Autor

Considerando que as células tumorais competem entre si por recursos vitais
e oxigénio, verifica-se que o modelo de Verhulst ¢ um modelo de dindmica populacional que
contempla tal interagdo. Neste caso, o modelo € valido apenas para tumores avasculares, nos
quais a angiogénese ndo tenha ocorrido, € que possuem no maximo, em torno de 1 a 2mm de
didmetro [38].

Embora o modelo de Verhulst (1.3) contemple as inibi¢des de crescimento
populacional, uma das suas limitacdes estd no fato de que o ponto de crescimento maximo
(ponto de inflexdo) da curva estd sempre localizado em N = 5 0 que nem sempre acontece
com a maioria das variaveis relacionadas a fendmenos com esta tendéncia assintotica [9, 38]. Ha
outros modelos assintéticos, mas com pontos de inflexdo em outro valor.. Em 1971, Montroll
prop6s um modelo para generalizar o modelo de Verhulst, que incluiu um parametro que indica
a posicao do ponto de inflexdo da curva de crescimento. Esse modelo também é conhecido

como logistico generalizado, e € dado por

(1.5)
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em que  define a rapidez na qual a saturacdo € atingida, /N representa a populacdo, Ny é a
condi¢do inicial da populag¢do, K > 0 é o nivel de saturacdo da populagdo. Se # = 1, tem-se o

modelo de Verhulst. A solucdo analitica do modelo dado em (1.5) é

N(t) = . (1.6)

De (1.6) e considerando os parametros » = 0.5, i = 1400 e as condicdes
iniciais Ny = 20, Ny = 200, Ny = 2000 e 8 = 0.5, obtém-se a Figura 1.7. Observa-se que
na Figura 1.7, semelhante ao modelo de Verhulst ilustrado na Figura 1.6, tem-se um declinio
populacional quando considerado Ny = 2000, resultando N > K.

Sendo o principal objetivo do modelo Montroll propor diferentes formas de
crescimento, observa-se, na Figura 1.7, que a populagdo atinge o nivel de saturacdo em torno
de t = 15 para Ny = 20, diferenciando para outros valores de Ny. A diferenca entre o modelo
Montroll e o de Verhulst estd no fato de que se pode alterar o indicador do ponto de inflexdo,
isto €, o valor de 6, tornando conveniente a outros tipos de populagdes. No caso do crescimento
do cancer, o modelo de Montroll se faz presente ao comparar o crescimento do cancer com o

aumento de células normais, uma vez que ambas as células competem por nutrientes.
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Figura 1.7: Modelo de Montroll considerando » = 0.5, K = 1400, § = 0.5 e diferentes
condicdes iniciais.

Fonte: Autor
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Na busca de um modelo que descreva o crescimento tumoral, em que os va-
lores obtidos aproximem-se dos dados experimentais, € de extrema importancia adaptagdes nos
modelos de Malthus, Verhulst e Montroll. Outro modelo matematico bastante usado na area bi-
oldgica e que pode descrever o crescimento de células, plantas, bactérias, tumores, entre outras,
€ o modelo de Gompertz (1825). Gompertz, em seu modelo, propde que a taxa de crescimento
no inicio seja alta, mudando rapidamente para um crescimento mais lento, isto €, se considerar
o crescimento de uma populagdo N (¢), entdo seu decrescimento ndo terd um comportamento

exponencial. O modelo de Gompertz é dado por

(1.7)

em que 7 € a taxa intrinseca de crescimento, /N representa a populacdo, /Ny € a condicao inicial
da populacdo e K € o nivel de saturacdo da populagdo. A solucdo analitica do modelo (1.7) é
dada por

N(t) = KMo/ K)em™" (1.8)

Considerando os parametros » = 0.5, K = 1400 e as condigdes 1niciais
Ny = 20; Ny = 200 e Ny = 2000 em (1.8), tem-se a Figura 1.8, no caso de Ny = 2000,
N > K, resulta em um decrescimento populacional.
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Figura 1.8: Modelo de Gompertz considerando » = 0.5, K = 1400 e diferentes condigdes
iniciais.
Fonte:Autor
O modelo de Gompertz € utilizado no crescimento de tumores sélidos, ao
descrever o crescimento da massa tumoral devido o aumento das células tumorais quiescen-
tes (células em repouso aguardando condi¢des do meio para se proliferar), resultado da baixa

concentracao de oxigénio que inibe divisdo das células [9].
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Figura 1.9: Comparagdo do modelo de Malthus, Verhulst, Montroll e Gompertz, considerando
r = 0.5, K = 1400, C' = 1400, 8 = 0.5 e Ny = 20.

Fonte: Autor

Em relag@o aos modelos de crescimento dado pelas equagdes (1.2), (1.4),(1.6)
e (1.8), observa-se que o Modelo de Malthus possui um crescimento mais rdpido que os outros
modelos, conforme ilustra a Figura 1.9. Isso se deve ao fato de ndo conter um coeficiente de
saturacdo que controla o crescimento populacional, caracteristica essa presente no modelo de
Verhulst, Montroll e Gompertz. O modelo de Malthus pode ser aplicado na fase inicial do cres-
cimento do tumor, onde o crescimento € rapido devido a quantidade de nutrientes disponivel.
Para Swanson et al. (2003), o modelo Malthus é utilizado para descrever o crescimento do
tumor sélido. Kusama (1972) correlaciona o tempo de sobrevida do cancer apds a ressec¢ao
radical do cancer de mama com a taxa de crescimento exponencial. Uma outra caracteristica do
modelo de Malthus € o fato de ndo ser realistico num longo periodo de tempo [38, 45].

A introdu¢do de um modelo que desacelera o crescimento, permite analisar
o crescimento do tumor com mais propriedades e caracteristicas, pois além da existéncia de
competicdo celular e falta de nutrientes, é razodvel pensar que um fator limitante pode estar
associado a duplicacdo das células, ou seja, uma célula filha pode ndo ter a mesma propriedade
de replicacdo da célula mae [38, 45].

Visto que o cancer pode espalhar e invadir outras regides (6rgaos) do corpo
humano e que algumas células do cancer morrem, os modelos mateméticos passaram a ser mais
complexos que os modelos de crescimento simples, como o modelo de Malthus, Verhulst, Mon-

troll e Gompertz. Neste caso, os modelos de crescimento de tumores sélidos tentam descrever
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o crescimento da massa/volume de células em relacdo a algum metabolismo importante como
oxigénio e taxa de natalidade/mortalidade, modelos com angiogénese que focam nas células
endoteliais e hd também a modelagem matemadtica de invasdo e metdstase, que incluem invasao
de tecidos hospedeiros e crescimento de tumores decorrentes de metastase [38].

Os modelos de crescimento populacional, descritos por equagdes diferenciais
ordindrias (EDOs), possuem uma unica varidvel independente, a temporal ¢. Devido ao seu
carater continuo, tem grande importancia no estudo do crescimento do tumor, pois € possivel
identificar a esséncia das interacdes de cada célula da maneira mais completa. Por exemplo, o
estudo de crescimento do cancer com tratamento, como descrito por Sachs (2001) e Rodrigues
(2011), e outros fatores que influenciam no crescimento, como o fator de angiogéneses descritos
por Yang (2012) e André (2012) .

Mesmo com bons resultados obtidos com os modelos descritos por EDOs,
sobre o céncer, faz-se necessario a inclusdo de mais informagdes. Assim, para tornar mais
realistas, estudos de modelos descritos por equacdes diferenciais parciais (EDPs) vem ganhando
sua importancia nos estudos do cancer [12, 18].

Os modelos de crescimento descritos por EDPs, normalmente, definem a ge-
ometria do cancer no formato de uma esfera, ou como na literatura, um esferoide, onde é pos-
sivel definir o tumor em um tecido com trés divisdes, contendo as células proliferativas, as
quiescentes e as células mortas. Tais condicdes contribuem para um estudo mais detalhado do
crescimento do tumor, assim como Mantazaris (2004) que descreve o crescimento do tumor em
relac@o aos nutrientes, porém considera o modelo multi-escala hibrido, Alarcén (2009) e Byrne
(2009) analisam o crescimento do tumor considerando como nutrientes a glicose e o oxigénio,
e o fator de angiogéneses. Outros autores consideram apenas o oxigénio disponivel em redes
capilares como nutriente, como Balding (1985), Kobolov (2009) e Sabir (2017).

Dentro deste contexto, este trabalho aborda um modelo dado por duas equa-
coes diferenciais parciais, que descreve o aumento do tumor relacionado com a concentragdao
de oxigénio no tecido normal. Com essas duas equacdes, aplicam-se dois métodos numéricos
para gerar os resultados. Entre os métodos numéricos, foram utilizados o método explicito e o
de dois estdgios. Analisa-se a consisténcia e a estabilidade dos métodos uma vez que o modelo
ndo apresenta solugdo analitica.

Assim, este trabalho encontra-se organizado no seguinte formato: No Capi-
tulo 2 é apresentado uma revisdo da literatura que relaciona a pesquisa sobre o crescimento
do cancer, utilizando modelos descritos por EDOs e EDPs, que se diferenciam pelo fato dos
modelos descritos por EDPs analisarem os fatores espaciais do tumor, da concentra¢ido de nu-
trientes, do tratamento e outros, conforme os trabalhos de Gatenby (1988), Nordsmark (2001),
Kobolov (2009) e outros. No Capitulo 3, descreve-se a modelagem do modelo de crescimento,
considerando duas equacdes de difusdo, uma relacionada a densidade do cancer com taxas de
duplicacdo e de mortalidade das células cancerigenas, e a outra descreve a concentragdao de

nutrientes com as taxas de consumo das células cancerosas e do decaimento do oxigénio. No
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Capitulo 4, sdo adimensionalisadas as equa¢des do modelo de crescimento e, apds, € definido
o método de diferencas finitas que serd utilizado na discretizacdo dos métodos explicito e dois
estdgios. No Capitulo 5, analisa-se a convergéncia dos métodos, isto €, analisa-se a consisténcia
e a estabilidade. Para a consisténcia de ambos os métodos € utilizado a expansdo em série de
Taylor e, para andlise da estabilidade, utiliza-se o critério de Von Neumann. No Capitulo 6
analisa-se os resultados numéricos e o crescimento do tumor. Nos resultados numéricos, faz-se
a comparacdo entre o método explicito e o método de dois estdgios em relagdo a regido de esta-
bilidade, no qual € apresentado alguns gréficos e tabelas de valores ilustrando o comportamento
da densidade do cancer e da concentragdo de oxigénio. No crescimento do tumor € feita uma
andlise e relacionado com outros trabalhos presentes na literatura, como, por exemplo, o de
Sherratt & Chaplin (2001), Kobolov (2009), Sabir (2009) e outros que analisam o crescimento

do tumor avascular.

Objetivos

Neste trabalho tem-se seguintes objetivos:
e Analisar o comportamento da densidade do cancer relacionado ao tumor avascular invasivo,
descrita por duas equagdes diferenciais parciais;
e Comparar os métodos numéricos explicito e de dois estagio, discretizados pelo método de

diferencas finitas.
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2 REVISAO DA LITERATURA

A modelagem matemadtica na pesquisa dos tumores avasculares tem um avango
a partir de 1955 com o trabalho de Thomlinson & Gray que, ao estudar os efeitos da radioterapia
no pulmao de seres humanos, considera o tumor como um esferoide e relaciona as interfases do
tumor conforme os tipos de células. Antes desta época, o estudo do tumor estava relacionado
em duas categorias, uma que considerava o tumor como um esferoide, e outra que ganhou des-
taque com o trabalho de Greenspan (1972), onde considera o tumor de acordo com o tipo de
célula sem se preocupar com as interfases [22, 41].

O trabalho de Tholinson & Gray (1955) impulsionou outras pesquisas que
considera o tumor como um esferoide, como nos trabalhos de Muller-Klieser (1984), Groebe
& Muller-Klieser (1996), Ward&King (1997) Swanson et al. (2003), Kobolov (2009) e outros,
que consideram a divisao das células no tumor da seguinte forma, as células proliferativas ficam
na regido mais externa, as células mortas, que formam a regido necrética localizada na regido
central, e entre essas duas regides as células quiescentes e hipoxicas. Também como primi-
cias em seus estudos, consideram os tumores como uma colonia de células cancerosas (vivas e
mortas), que se desenvolveu a partir de uma célula que sofreu modificacdes e passou a ter um
crescimento desordenado.

No estudo do crescimento do tumor, ao considerar o crescimento desordenado
das células cancerigenas, depara-se com dois tipos de tumores: o vascular e o avascular. A
diferenca estd no fato dos tumores vasculares induzirem angiogéneses (novos vasos sanguineos)
para suprir a falta de oxigénio e continuar a crescer, enquanto que os tumores avasculares nao
induzem angiogéneses. Neste caso, 0s tumores vasculares possuem a vantagem nas células
proliferativas, conforme os resultados encontrados nos trabalhos Freyer (1994), Grander (1998),
Rodrigues (2011) e outros. Ainda em relacdo aos tipos de tumores tem-se a condicdo dos
tumores serem s6lidos ou invasivos, que diferenciam em relagdo a sua organizagao espacial. Os
trabalhos de Ward & King (1997) e Byrne (1999) apresentam um estudo de tumores sélidos,
onde o crescimento da massa é compacta e as fronteiras sdo definidas entre o tecido normal
e as células cancerosas. J4a os tumores invasivos, geralmente, abrangem dreas mais extensas,
mas com uma menor fragao de células cancerigenas ao comparar com os tumores s6lidos, como
apresentados nos trabalhos de Sherratt (2001), Swanson (2003) e Kobolov (2009).

Conhecendo as classificacdes dos tipos de tumores, para um estudo mais deta-
lhado, utiliza-se também, além de dados experimentais, modelos matematicos que descrevem o
crescimento do tumor. Entres os modelos de crescimento populacional conhecidos, os mais uti-
lizados sdo descritos por equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) e equacgdes diferenciais par-
ciais (EDPs). Hindeya& Murthy (2016) em seu trabalho faz uma comparagdo com os modelos
de EDOs, isto €, considera o modelo de Montroll , Gompertz e 0 monomolecular para verificar

qual melhor descreve o crescimento do tumor conforme os dados experimentais. Observou que
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os trés modelos t€ém as mesmas caracteristicas no inicio do crescimento por ser rapida, devido a
alta concentrag@o de nutrientes, e quando atinge o coeficiente de saturacdo diferenciam-se nas
taxas das células quiescentes e necréticas. O trabalho de Laird (1964) apresenta o crescimento

do tumor utilizando o modelo de Gompertz, com algumas alteracdes, onde tem-se que

dw _ 1. A , @.1)

dt A W
@ Oé(a-hlm)

considerando W o crescimento do tumor, ¢ a varidvel temporal, W, a condi¢ao inicial, o a
taxa intrinseca de crescimento e A a constante de saturacdo, ambas positivas. Observou-se
que o modelo de Gompertz fornece uma boa descricdo matemaética para a proliferagdo celular,
onde a taxa de crescimento do cancer ndo é constante, mesmo num curto periodo de tempo,
mas diminui constantemente. Observou-se também que os tempos necessarios para dobrar a
massa tumoral aumentam de acordo com uma funcio exponencial. Domingues (2012) fez uma
andlise no crescimento do tumor, utilizando o modelo Gompertz acrescentando um termo de

tratamento. O modelo € descrito por

dN K

— =rNIn— —wc(t)N 2.2

o N ()N, (2.2)
em que N representa a populacio de células cancerigenas, r a constante de crescimento, /& o
coeficiente de saturagdo, w a taxa de inibicdo das células tumorais e ¢(t) = ¢S te™", com ¢ a

concentracdo inicial do medicamento e S a funcdo dada por

1, considerando tratamento
S = ’ ) ’ (2.3)
0, desconsiderando tratamento.

Considerando outras informagdes sobre a biologia do cancer, outros pesqui-
sadores utilizam-se de modelos descritos por EDOs modificadas para analisar o crescimento do
cancer, como no trabalho de Rodrigues (2011) que, em seu modelo de crescimento, considera
a dinamica da angiogénese e o tratamento com quimioterapia, isto €, uma pesquisa sobre o
crescimento do tumor vascular com tratamento descrito por (EDOs). O modelo é dado pelas

seguintes equagdes:

dNy Ny a1 Ny puN1Q
N (1 - - 2.4
dt . 1( k+ Ly /<:+L1) atQ @4
——
Tratamento
dN, Ny Ny vN3Q)
2 = Ny (1 — == — — 2.5
dt ”2( 2 /@) b+Q (23)
——
Tratamento
dL L
d_tl — 7L, + TN, — YN, L, — Z+1?2 : (2.6)
——
Tratamento
d
Q- cq 2.7)

dt
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Na equacao (2.4), tem-se que /V; representa as células cancerigenas, r; a taxa
de crescimento do cancer, o; € o coeficiente de competicdo entre as células do cancer e as
células normais, k € a capacidade suporte do cancer na fase pré-vascular, L, é o suporte da
angiogéneses, [ a taxa de tratamento das células tumorais, a a taxa de resposta ao medicamento
e () é a quantidade do agente quimioterdpico. Na equacgdo (2.5), tem-se que N, representa as
células normais, 75 a taxa de crescimento da célula normal, as € o coeficiente de competicdo
entre as células normais e as cancerigenas, k5 a capacidade suporte das células normais, v a taxa
de mortalidade das células normais devido o tratamento, b a taxa de resposta ao medicamento e
@ é a quantidade do agente quimioterdpico. Na equacdo (2.6), tem-se 7 a taxa de proliferacao
das células endoteliais, I' o crescimento de L, devido a liberacdo dos fatores de crescimento
do tumor (TAF), y € a inibi¢do da vascularizacdo provocada pelo tumor (TIF), n modela de
intensidade do efeito da quimioterapia metrondmica, ¢ a taxa de resposta ao medicamento,
(@ quantidade de agente quimioterdpico. Na equagdo (2.7), tem-se () a quantidade do agente
quimioterdpico, ¢ € o fluxo de inversdo do agente quimioterdpico e £ o decaimento do agente
quimico [38].

Por ser um modelo mais completo devido a quantidade de informacdes, Ro-
drigues faz algumas alteracOes retirando os fatores de tratamento das equacdes (2.4), (2.5), (2.6)
e (2.7), obtendo um modelo de crescimento do tumor vascular devido a presenga de angiogéne-

ses representada pela equacdo (2.6) [38]. Assim, esse novo modelo € dado por

le Nl 051N2

A A _ 2.8
dt n 1( k+ Ly k:+L1)’ 28)
dNQ N2 QQNI

“2 N, (122 2.
di Tro 2( k‘g k2 >7 ( 9)
L

% — 7L, + TN, — wN,L;. (2.10)

Resende (2012) considera um modelo de crescimento de tumor avascular em
competicdo com as células normais, reescrevendo o modelo de Rodrigues por meio de uma
EDP, no qual considera a varidvel espacial representada por x e os coeficientes de difusdo re-
presentados por Dy e D,. Os coeficientes D; e Dy determinam mobilidade do tumor e das

células normais, respectivamente [35, 38]. O modelo é dado por

ON- 0*N
a_tl = D1 ax; +T1N1 (1 — N1 — OélNQ), (211)
———r
Difusdo
ON. O?N.
G = Dag a1 Ny - oaa). 1)
—_——

Di fusdo
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Os modelos de EDOs ndo incluem um fator determinante no desenvolvimento
dos tumores que € dado pela distribui¢ao espacial das células. Na verdade, a quantidade de nu-
trientes, fatores de crescimento, drogas, etc., que chega até a célula depende da sua posigdo.
Por isso, alguns pesquisadores utilizam modelos formulados com EDPs. Nesses modelos, nor-
malmente define-se uma geometria, geralmente esférica, para os tumores. Entdo, a evolucdo
e distribui¢do das diversas subpopulag¢des de células cancerosas dentro deste tumor € estudada
[31]. No trabalho de Hang Xie et al. (2018) descreve-se a vantagem de utilizar EDPs para
analisar o efeito do tratamento nas células cancerosas, pois, além de fornecer a concentragao do
medicamento, também fornece a evolucao temporal-espacial detalhada do mesmo em um tecido
ou 6rgdo. Nos trabalhos de Nicacio (2009) e Paiva (2007) observa-se os modelos descritos por
EDPs para analisar o crescimento do tumor, considerando dois tipos de nutrientes, isto €, um
essencial para a reproducio e outro para suporte de vida celular .

Outros pesquisadores como Byrne (1999), Swanson (2003), Kobolov (2009),
utilizam EDPs para analisar o crescimento de tumores considerando apenas um nutriente, o
oxigénio, em relacdo as condicdes espacial e temporal, diferenciado-se no caso dos tumores
serem solidos ou invasivos. Souza (2013) considera um sistema de EDPs para descrever o cres-
cimento tumoral com tratamento, de uma forma mais complexa expressa os tipos de células do
tumor, o fator de angiogéneses e tratamento. Um dos diferenciais estd no fato de considerar um
fator decaimento de oxigénio que gera hipdxia, e que, de acordo com seus resultados, contribui
para o um bom tratamento . Entre as equagdes de seu modelo, a equagdo da concentragdo de
nutrientes € dada por

2
Clll—ltu:Dwi;THQJ—|—ozqv,ﬂn(wmx—w)—Bw('rz—irh—l—m)w— w , (2.13)
decaimento
em que w representa a concentragdo de oxigénio, D,, o coeficiente de difusdo, « a taxa de
fornecimento de oxigénio, B a taxa de consumo de oxigénio e 7, a taxa de decaimento de
oxigénio que representa o consumo geral de todas as células no tecido.

Considerando os trabalhos de Kobolov (2009) e Sabir (2017), que conside-
ram o crescimento do tumor avascular no formato de um esferoide, o oxigénio como tunica
fonte de nutriente disponivel por vasos sanguineos distantes e que os tumores no tecido ndo
sao impedidos de se locomoverem e se multiplicarem, neste trabalho serd analisado um mo-
delo matemaético descrito por uma EDP, com as varidveis espacial e temporal, considerando o
coeficiente de difusdo para a densidade do cancer diferente do coeficiente da concentracdo de
nutrientes. Assim, o modelo que serd estudado esta relacionado com o crescimento do tumor

invasivo avascular, conforme descrito no préximo capitulo.



33

3 MODELO MATEMATICO

Em relacdo aos modelos de crescimento tumoral, no capitulo anterior verificou-
se um histdrico na busca de um modelo que descreva de maneira mais realista o crescimento do
tumor. Visto que as EDOs fornecem bons resultados, mas ainda falta uma anélise nas condi¢des
espaciais das células, entre os modelo € escolhido um modelo descrito por EDPs, uma vez que
possibilita as anédlises espaciais. Dentre os modelos de crescimento do tumor descrito por EDPs,
serd realizado um estudo no modelo sugerido por Kobolov (2009), que descreve o crescimento

do tumor invasivo avascular dado por

0 0?
a_z = Daa—z— P(n)a + fa 3.1)
Xz N—— —~—~
%’T/ Mortalidade — Divisdo
Difusdo
0
S = P (3.2)
ot ——
Mortalidade
on 0?s
5 = Dngs— 3.3
ot ox? \qﬁ/ (3.3)
. ~ Absorgdo
Difusdo

P — .
em que P(n) = Tm [1 — tanh (%)}

Naequacdo (3.1), tem-se x como a varidvel espacial, ¢ como a varidvel tempo-
ral, a densidade do céncer determinada pelas células vivas representada por a(x,t) e as células
mortas representada por m(z, t). O crescimento da densidade do cincer estd relacionado com o
coeficiente de difusdo dado por D, e da taxa de multiplicacdo das células cancerosas dado por /5.
Também, hd uma taxa de mortalidade dada por P(n) que esta relacionada com a concentragdo
de nutrientes n(x,t), sendo composta por uma constante de mortalidade dada por P,,, de uma
concentracdo limite de oxigénio dado por n..;;, € uma constante £ que define o desvio caracte-
ristico da concentracdo de nutrientes. Nos trés caso as constantes sdo consideradas positivas. A
equagdo (3.2) descreve a densidade das células mortas relacionada com P(n). A equagdo (3.3)
descreve a concentracdo de nutriente no tecido através de um coeficiente de difusdao dado por
D,, e uma taxa de consumo de nutriente das células cancerigenas dada por ¢ [26].

Com o modelo de crescimento proposto, para uma melhor compreensdo do
crescimento do tumor, faz-se necessario conhecer sua geometria. De acordo com a Figura
3.1 observa-se o tumor localizado em um tecido normal, o qual estd dividido em regides de
acordo com os tipos de células cancerosas, isto €, uma regido de células vivas, outra regido de
células hipdxicas e uma terceira regido de células necroéticas, e em torno do tumor observa-se a

concentracdo de nutrientes disponivel.
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— Regiao de nutriente

Células vivas
Regiao necroética

Regiao hipodxica

Tecido normal

Figura 3.1: Regides do tumor.
Fonte: Adaptada de [7, 39].

Como pretende-se analisar o crescimento do tumor, serdo consideradas as
células vivas dada por a(z,t), que tém capacidade de se locomover e se multiplicar. Como
as células mortas, dadas por m(x,t), ndo influenciam na propagacdo e nem na multiplicacdo
de novas células cancerigenas, isto €, permanecem estaveis formando uma regido denominada
necrética, e ainda seu consumo de nutrientes € insignificante quando comparado com o consumo
das células vivas [26, 39], pode-se simplificar o modelo de crescimento do tumor, dadas pelas

equagoes (3.1)-(3.3), reescrevendo-o como

da 0a
E = Da@ — P(n)a + /BCL s (34)
Di fusdo Mortalidade — Divisdo
2
ot ox? \q,-/
m Absorgdo

Na equagdo (3.4), entre as células vivas determinadas por a(z,t), destaca-
se as células proliferativas que tem a capacidade de multiplicar-se quando a concentragdo de
nutrientes dada por n(x,t) supre o consumo de todas as células, e faz com que a densidade do
tumor cres¢a. Com a variacdo de 3 € possivel analisar a propor¢do da multiplicacao de células
proliferativas que influenciam no crescimento do tumor [26].

Para a sobrevivéncia das células cancerosas, a alta concentracao de nutrientes
dada por n(z, t) é essencial. Assim, na equagdo (3.5) a taxa ¢ determina o consumo de nutrientes
das células cancerosas, pois, quando ocorre a escassez de nutrientes, as células morrem, e as
células proliferativas deixam de multiplicar e faz com que o crescimento do cancer tenha um
declinio [50, 26]. Como a concentragdo de oxigénio disponivel no tecido, estd relacionada a
vasos capilares ou também chamados de vasos sanguineos distantes das células tumorais, a
falta de oxigénio pode resultar na morte das células tumorais [50, 38].

Uma outra consequéncia relacionada a escassez de oxigénio no tecido normal
estd na formacao da regido hipdxica (células vivas que vivem com baixa concentracao de oxigé-

nio) no tumor. Essas células hipéxicas surgem de um processo de mutagdes para viver no tecido
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com essa baixa concentracdo de oxigénio. Ao se comparar o consumo de nutrientes das células
hipéxicas com o consumo de nutrientes das células proliferativas, observa-se que o consumo
das células hipdxicas € insignificante [26, 39].

As células hipoxicas, diferentes das células tumorais mortas, sdo capazes de
promoverem uma progressao e produzir metastase, isto é, espalham-se para outros orgaos do
corpo por diversos mecanismos diretos e indiretos. Devido as mutagdes sofridas por essas célu-
las para se adaptarem ao novo ambiente, com pouco oxigénio, ao receber algum medicamento
que causaria sua morte, essas células hipoxicas tem novas mutacdes para se adaptarem com
esses medicamentos, portanto representam um impedimento significativo ao tratamento contra
o cancer. Assim, o estudo das células hipdxicas tem um impacto muito significativo para o
tratamento do cancer [3, 39].

Sendo a regido de hip6xia formada pelas células que sao capazes de sobreviver
com pouco oxigénio, pode-se introduzir um taxa na equagdo que descreve a concentracao de
oxigénio, afim de analisar o crescimento do tumor quando ocorre a diminui¢ao de oxigénio no
tecido, como descrito no trabalho de Souza (2013), que acrescenta a taxa de decaimento de
oxigénio para analisar o efeito do tratamento ao combate ao cancer.

Um modelo de crescimento do tumor invasivo avascular, segundo os trabalhos
de Kobolov(2009), Avila (2013) e Sabir (2017), deve satisfazer as seguintes hipdteses:

H1 - O ambiente do tumor, no tecido normal, ndo impede o movimento de
células tumorais vivas e proliferativas;

H2 - O crescimento do tumor, no tecido normal, € sem o desenvolvimento de
vasos sanguineos;

H3 - O oxigénio € o tnico nutriente e sua falta causa a morte das células
tumorais vivas;

H4 - A difusdo do oxigénio inicia-se em vasos sanguineos distantes do tumor.

Sendo o objetivo de nosso trabalho descrever o crescimento do tumor invasivo
avascular, considerando as hipéteses H1, H2, H3 e H4, com a taxa de decaimento de oxigénio,

tem-se que o modelo deste trabalho € dado pelas seguintes equagdes,

da 0%a
5 = D“_a:c2 — P(n)a + \62/ , (3.6)
Difvusa”o Mortalidade — Divisdo
0 0?
= Dura— i — pn (3.7
ot Ox? \q,-/ \p,./ ’
Difvusdo Absor¢do  Decaimento

sujeito as condi¢des iniciais dadas por
a(z,0) = ae”Q, Vo € [—L, L], (3.8)
n(z,0) = co, Vo € [—L, L], 3.9
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e as de contorno dadas por
a(—L,t) = ¢y, a(L,t)=c3, Vtel0,T], (3.10)
n(—L,t) =co, n(L,t)=cy4, Ytel0,T], (3.11)

em que o,7, ¢; com ¢ = 0,1,2, 3,4 sdo constantes. A varidvel temporal, serd considerado o
intervalo [0, 7] e a varidvel espacial serd considerado o intervalo [—L, L]. A equagdo (3.6)
descreve a densidade do cancer relacionada a a(x,t) no tecido, que é composto por uma taxa
de crescimento dado por S e também uma taxa de mortalidade dada por P(n). A equagdo (3.7)
descreve a concentrag@o de nutrientes relacionada a n(x, t), com a taxa de consumo das células
tumorais dada por ¢ e a taxa de decaimento de oxigénio dada por p, ou conforme a hipétese H3,
pode-se considerar a equacdo da concentracao de oxigénio.

Observa-se que este modelo ndo possui nenhum tratamento, como descritos
nos trabalhos de Rodrigues (2011) e Domingues (2012). Além disso, ndo apresenta o fator de
angiogénese € nem mesmo a equacao que relaciona a angiogénese, como observa-se no trabalho
de Rodrigues (2011). Devido a isso, tem-se que este modelo caracteriza-se por ser um modelo
de crescimento do tumor avascular. Como no modelo de estudo tem-se que a taxa p descreve o
decaimento de oxigénio, responsdvel pelo aumento das células hipéxicas e, sendo elas, as célu-
las que se movem em busca de novas fontes de alimentos, tem-se que este modelo caracteriza
o fato de ser invasivo, por espalhar para outros locais do tecido normal [17, 32]. Assim, tem-se
que as equacdes (3.6) e (3.7) descrevem o crescimento do tumor avascular invasivo.

Obtido o modelo de crescimento do tumor, no proximo capitulo sera utili-
zado o método de diferencas finitas para discretizacao das equagdes (3.6) e (3.7) pelo método

explicito e pelo método de dois estigios, que depois serdo utilizadas na andlise dos resultados.
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4 METODO NUMERICO

Para simplificar as andlises e simulagdes das equagdes (3.6) e (3.7), as mes-
mas serdo adimensionalizadas. Na sequéncia, serdo descritas as equacdes de diferencas finitas
(EDF), apresentando as aproximacdes das derivadas envolvendo as equacdes de uma e duas
variaveis, para as resolucdes numéricas onde serdo utilizados o método explicito e o método de

dois estagios.

4.1 EQUACOES ADIMENSIONAIS

Considerando as equagdes (3.6) e (3.7), as unidades de medidas para densi-
dade do cancer a(z,t) e para concentragio de nutrientes n(z,t) dadas por a = [células/cm?]
e n = [mol/cm?], respectivamente, L, em [cm] e t, em [s]. Para a adimensionalizacdo, serdo

consideradas as seguintes relacdes para varidveis dependentes e independentes,

T t a n

—, t"=—, a* = e nf=——,

LO. L. TO Amax Nmax

em que Ly é o tamanho inicial do tumor, 7 é o tempo do ciclo celular do tumor, a,,.; a

z* =

densidade maxima do cancer € n,,,, a concentracdo maxima de nutrientes. Os parametros que

compdem o modelo de crescimento serdo adimensionalizados por:

T()Da TODn
D = , D} = , 4.1
L L
p* =Ty, P =ToPy, 4.2)
cri g
My = £ = (4.3)
max nmax
. 1o X q X ames .
— 0 —, p = p (4.4)

nmaz

Considerando a equacio (3.6) relacionada a densidade do céncer a(z,t) dada

por
Oa d%a

5 = Doz —P(na+fa, (4.5)

reescrevendo a equagdo (4.5) na forma adimensional, conforme as condicdes das varidveis e

dos parametros dados por (4.1)-(4.4), tem-se

8a*amax aQG*CLma:L‘
A aa/ .1 o P * mazx —a" max- 46
ot Ty d(z*Lo)? ()" 0mas + 0% (40

Multiplicando ambos os lados da equacdo (4.6) por T}, dividindo por a4,

considerando P(n) = £ [1 — tanh (2=%i)] e efetuando algumas operagdes algébricas, tem-

S€
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oa* 820/* T[)Pm N — Nerit
= TyD, — 1 —tanh | ——— * 4+ TyfBa”. 4.7
ot e Lo 2 { o ( 3 )} @+ Topa .7
Substituindo os parametros adimensionais conforme (4.1) na equacao (4.7),

tem-se
da* 9%a* P n* —n* .

= D’ — —™m 11— tanh | ———<*% * *a* 4.8
ot DR 2 [ n ( & >]“ A (4.8)

*

P n*—n* .
e, enfim, sendo 2’” [1 — tanh ( 5*"”)} = P*(n*) na equagdo (4.8), segue que

da* 0%a*
— = DI—— — P*(n)a”" + p*a". 4.9
ot* “O(z*)? (n) b 49)
Observa-se que a equacdo (4.9) resultante estd na forma adimensionalizada, e
se forem retirados os asteriscos (x), tem-se a mesma equagdo (4.5) fornecida pelo modelo de
crescimento tumoral.
Analogamente, utilizando as expressoes e valores adimensionalizados, pode-
se denotar a equacdo que descreve a concentragio de nutrientes relacionada pela variavel n(z, t)
na forma adimensional como
on* 9?n*

= Dy=—— —qa* — pn*. 4.1
o ") qa” — pn (4.10)

Com isso, tem-se que o modelo de crescimento do tumor que serd estudado é

obtido pelas equacdes adimensionalizadas (4.9) e (4.10). Sem a notacdo dos asteriscos, tem-se

0 0?
a—(z = Daa_z_ P(n)a + pa , 4.11)
T —— N
Dz‘fu“ séio Mortalidade  Divisdo
0 0?
ot ox? \q,./ \p,./
m Absor¢do  Decaimento

4.2 DIFERENCAS FINITAS

Para analisar numericamente o modelo de crescimento descrito pelas equa-
coes (4.11) e (4.12), serd utilizado o método de diferencas finitas, substituindo as derivadas
presentes nas equagdes, por aproximagdes [15, 19, 33]. Inicialmente, aborda-se o problema
unidimensional por simplicidade. Na sequéncia, serd apresentada uma generalizacdo para as

varidveis espacial e temporal de acordo com as equacdes (4.11) e (4.12).
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4.2.1 Diferencas finitas para funcao de uma variavel

Para a discretizagcdo da malha considere um nimero real ¢, qualquer e At um
ndmero positivo. Define-se a malha unidimensional, conforme a Figura 4.1, de passo At asso-
ciado ao valor de ¢, como o conjunto de pontos dado por t; = t, + jAt, com j = 1,2,3, ..., N,
[15, 19, 33].

@ @ @ ® ®
l.l/—ZAZ Z/’ — At Zf Z/’ +At Z/' +2At

Figura 4.1: Malha unidimensional.
Fonte: Adaptada de [19].

No ponto ¢; da malha, calcula-se aproximagdes para a fun¢do y(t;) e suas
derivadas utilizando a expansdo em série de Taylor. A série de Taylor relaciona valores da
fungdo com suas derivadas em um ponto ¢;, com valores da fun¢do na vizinhanga de ?;, isto €,
com y(t; + At) [15]. Desta forma, a expansdo em série de Taylor de uma fungdo y continua
num intervalo [a, b] que possui suas derivadas até a ordem n + 1, e continuas neste intervalo é
dada por

dy At? d*y

y<tj+At):y(tj)+AtEj+Tﬁ

A" d”y N At(nJrl) dn+1y(f)
nl dt*|;  (n+1)! dvt!

(4.13)
J J
ALY dmHy(€)

(n+ 1)1 dertt
At)et; <& <t; +At.

em que ‘ = O(At)™"! representa o erro de aproximago da fungo y(t; +

d
Se n =1 em (4.13), tem-se uma aproximagao para a derivada %, dada por
J

oyt A —y(ty) At dPy(€)

At 2 dt?

dy

o (4.14)

Y

J J

com erro de ordem At. A notagao utilizada para descrever a ordem do erro truncamento local é

dada por O(At)", onde n define a ordem do erro [19, 43]. Assim, o erro de truncamento local
_ . At d*y At? ddy
da equacgdo (4.14) é dado por, ETL = — — ET

5 I + ... = O(At), que aparece com

J J

a primeira poténcia.
Considerando y; uma aproximagcao de y(t;), reescreve-se (4.14), obtendo-se

a férmula de diferenca progressiva na forma simplificada, dada por

dy

Yji+1 — Yj
~ 2T 77 4.15
7 (4.15)

At

J
Similarmente, substituindo (At) por (—At) em (4.13) e considerando n = 1,

obtém-se a formula regressiva, dada por
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dy Yj — Yj-1
Y~ 2 il 4.16
dt | . At (4.16)

com ordem do erro O(At).
Outras férmulas também podem ser obtidas usando a expansdo da série Tay-

lor, como por exemplo a formula de diferencas centrais para primeira e segunda derivada, dadas

por
dy Yj+1 — Yj-1
= ~ T 4.17
dt j 2A¢L ’ ( )
Py oy — 2y + Yy
—Z| ~ 4.18
dt? j At? ’ ( )

ambas com erro de ordem O(At)?.
Procedimentos similares aos apresentados nas férmulas (4.15) - (4.18) podem
ser realizados inserindo o nivel de tempo ¢;1/, entre os niveis ¢; € ;41 na malha da Figura 4.1,

como ilustra a Figura 4.2.

A
/
/_/%
@ @ @ @ @
f Lo, b Lo, )

Figura 4.2: Malha unidimensional considerando o nivel ¢;1/,.

Fonte: Autor.

Assim, considerando o caso unidimensional, na malha que contém o nivel
i1/, as formulas de diferengas progressiva em j e a regressiva em j + 1 para a primeira

derivada sdo, respectivamente,

dy Yjrifs — Yj

— T 4.19
dy Yj+1 — Yj+1/
— = (4.20)
dt |4, Atfy

com erros de ordem O(At).
Na proxima subsecao descreve-se o método de diferencas finitas para fungdes

de duas variaveis.

4.2.2 Diferencas finitas para funcao de duas variaveis

Uma malha no plano (z,t) descreve um conjunto de pontos (z;,t;) = (zo +

iAx,tg+ jAt), sendo o espacamento Az em = e At em ¢, como mostra a Figura 4.3.
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J
@ L 2 @ L L 4 L ]
)| '(i—l,j+1)‘(i,j+l) ‘(i+1,j+1) ® ®
[ A
¢ o) gt gt o )
At

¢ 4 o - 4 ' 5

M 0 X
@ . 4 \ 4 L 4 @ ®

i

Figura 4.3: Malha bidimensional - plano (i, 7).
Fonte: Adaptada de [15].

Para a discretizacdo de uma fun¢do envolvendo as varidveis espacial e tem-
poral x e t, respectivamente, serd utilizada a expansdo em série de Taylor para duas varidveis

descrita por

ay Ax2 82y A" any AqpnT! an+1y
i1 = Yi; + Ar =— —_— — , (4.21
Yirg =Yiq TAT 5t o G| Tt G| T gyt gt | 42D

%,] %, 1,] &9
) 0 At 9? At™ 0 Attt gt

Yijr1 = Yij T At —| +— 55| +.-t ~ ~ , (4.22)

’ ’ ot|,; 2! o], nloot |, (n+ 1) ot

A$n+1 an—l—ly
em que (1) Dt = O(Az)"! representa o erro de aproximagio da fung¢do y(x; +
) Y]

Atn-‘rl an—i—ly

CES e O(At)"*! representa o erro de aproxi-

Az, t)comz; < & < x;+ Axe

macdo da fungdo y(z,t; + At)et; < ( < t; + At.
Considerando a primeira derivada nas equacdes (4.21) e (4.22) obtém-se as

férmulas de diferencas progressiva, para as varidveis espacial e temporal, descritas por

y Yi+1,5 — Yi,j
- ~ I T 4.23
ox g Ax ’ ( )
dy Yij+1 — Yij
—= ~ - I 4.24
ot |, At (24

com erros de ordem O(Az) e O(At). Similarmente, obtém-se as férmulas de diferengas re-

gressivas e centrais, dadas por:
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Regressivas
dy Yij — Yi—1,5
—= ~ = T 4.25
Ox |, ; Ax (4.25)
dy Yij — Yij—1
—= ~ 2l sl 4.26
ot |, At (4.26)
com erros de ordem O(Ax) e O(At), respectivamente.
Centrais de primeira ordem
dy Yiv1,j — Yi-1,5
—= ~ ) ) 4.27
Oz |; ; 2Ax ’ (4.27)
dy Yij+1 — Yij—1
— ~ T T 4.28
ot |, ; 2At (4.28)
com erros de ordem O(Ax)? e O(At)?, respectivamente.
Centrais de segunda ordem
Py Yit1,; — 2ij + Vi1,
gy ~ ) ’ 2 4.29
dx? |, ; Ax? ’ (4.29)
%y Yijr1 — 2Yi5 + Yij—1
__ < ~ ) i 2 4.30
ot |, . INE ’ (430)

com erros de ordem O(Ax)? e O(At)?, respectivamente. Sendo que um dos métodos a ser des-
crito neste trabalho refere-se ao método de dois estagios, no qual utiliza-se o nivel intermediério
J+ % na varidvel temporal, tem-se que as expressoes das formulas progressiva e regressiva em

(i,7) e (i,j + 1) sdo dadas por

oy Yij+1/ — Yij

—= - - 4.31

at ZJ At/2 ) ( )
@ Yij+1 — Yij+1/2 (4.32)
It ;i Atfy

com erros de ordem O(At).
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4.3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Obtidas as aproximacdes das derivadas na Se¢do 4.2 e considerando o modelo
matematico que descreve o crescimento do tumor avascular invasivo na forma adimensionali-
zada dada pelas equacdes de (4.11) e (4.12), utiliza-se dois métodos numéricos para simular
o crescimento do tumor. Os métodos a serem utilizados referem-se ao método explicito e o

método de dois estagios ou Padé R, ;.

4.3.1 Discretizacio pelo método explicito

Na discretizagdo pelo método explicito serd utilizada a férmula progressiva
dada por (4.24) na variavel temporal ¢ e a férmula centrada de segunda ordem dada por (4.29)
na varidvel espacial x.

Assim, considerando a equacio que descreve a densidade do cancer em (4.11),

que relaciona a(z, t) e substituindo (4.24) e (4.29), tem-se

Qij+1 — Qij Qi1 — 205 + Qit1,
T = Da < (AJ})2 ) — P(n@j)ai,j + ﬁai,j, (433)

Pm 1,7 — lleri
em que P(n; ;) = - {1 — tanh (%)} .

Multiplicando ambos os lados da equagdo (4.33) por At, obtém-se

— 2G5 + Aiya

(Az)?

Qijy1 — @iy = Do At (%‘-1,;‘ ) — P(ni;)Atay; + BAta;;;, (4.34)

que ap6s algumas operacgdes algébricas, resulta em

D, At
ai,j-s—l = ai,j + W (ai_m — 2612'7]' + a'i-i-l,j) — P(TLZ”]‘)AISCLL'J‘ + BAtGiJ. (435)

D, At
(Az)?
sidade do cancer, discretizada pelo método explicito, dada por

Definindo o, = e substituindo em (4.35), obtém-se a equagdo da den-

az’,j+1 = 0Ogq (CLZ',L]' + az’+1,j) + [1 — 20'a — P(nw)At + BAt] CLZ‘J’. (436)

De maneira anéloga, considerando a equacgdo da concentragdo de oxigénio em
(4.12) relacionada a n(zx, t), substituindo (4.24) e (4.29), tem-se

Mige1 = Nij _ (nz‘—l,j — 205 + i,
- n

Al (Az)? ) — 4G5 — PNy 5, (4.37)



44

D, At
ni,jH = ni,j + W (ni_m — 2711',]' + "i+1,j) — thaz’,j — pAtni,j. (438)
. D, At .. . ~
Definindo o,, = W e substituindo em (4.38), obtém-se a equacdo da
T

concentracao de oxigénio, discretizada pelo método explicito, dada por
Nij+1 = Op (Ni1j + Nit1;) + (1 — 20, — pAt)n,; ; — gAta, ;. (4.39)

Observa-se que o método explicito obtido em (4.36) e (4.39) consiste em cal-
cular o valor da densidade do cincer e da concentra¢do de oxigénio no nivel (i, j + 1) conhe-
cendo os valores nos niveis (¢ — 1, 7), (¢,7) e (i + 1, 7) conforme mostra o esténcil da Figura
4.4.

(i, j+1)

(ifL,/)' ‘(IHJ)

Figura 4.4: Esténcil do método explicito.

Fonte: Autor.

4.3.2 Discretizacio do método de dois estagios

Na discretizacao pelo método de dois estdgios serd considerado um nivel de
tempo ¢ + 1/2 entre os niveis ¢t e t + 1, resultando em dois sistemas de duas equagdes a serem re-

solvidas, um pelo método explicito (primeiro estdgio) e outro pelo implicito (segundo estigio).

Primeiro estagio - Explicito

Na discretizag@o pelo primeiro estdgio no nivel de tempo j, serd utilizada a
féormula centrada de segunda ordem dada por (4.29) na variavel espacial x e (4.31) na varidvel
temporal £. Assim, considerando a equacdo que descreve a densidade do cancer em (4.11)

relacionada a a(z, t) e substituindo (4.29) e (4.31), tem-se

ai,j+% — Qi Ai—1,5 — 2aij + Aig1,j
s W p % ’ 3\ — P(n; ag ; + Bay ;. 4.40
At/2 (AI)2 (n »J)& 7J+ﬂ& 2] ( )

Pm ©,J — Tlerg
em que P(n; 1) = - [1 — tanh <%)] .
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At
Multiplicando ambos os lados da equagao (4.40) por -

DAt (a;—1; —2a;; + Qg1 P(n; ) At LAt
apods algumas operagdes algébricas na equagdo (4.41), tem-se
DaAt P n;; At /6At
ai7j+% = am- + m (ai—l,j — 26Li7j + ai—l—l,j) — %am + TCLZ‘J. (442)

“ D, At .
Considerando 2% = %" & substituindo em (4.42), obtém-se a equacdo da
2 2(Ax)?

densidade do cancer, discretizada, explicita pelo primeiro estagio, dada por
Oq Tq At
Uiy = 5 (Qim1j + Givrg) + [1 =25 — (P(niy) + 5)7] i j- (4.43)
De maneira andloga, considerando a equagdo da concentracdo de oxigénio
(4.12) relacionada n(x, t) e substituindo (4.29) e (4.31), tem-se

Mijrg — My (ni—l,j — 2045 + N1
n

At/2 - (Az)? ) — qQij — PN, (4.44)

apos algumas operacdes algébricas em (4.44), obtém-se

D, At qAt pAt
Mijey =M T oA (Mim1j = 2Nig + Nivrg) = =5 aig = —5 M. (4.45)
n D, At .
Considerando In _ e substituindo em (4.45), obtém-se a equacao
2 2(Ax)?

da concentragdo de oxigénio, discretizada, explicita pelo primeiro estagio, dada por

O-n O-'n»
Mgy = 5 (Mim1g + Misag) + (1 —2— —

pAt o qAt
2 2 ”

—CLZ'J‘. (446)

Segundo estagio - Implicito

Na discretizagdo pelo segundo estdgio no nivel de tempo j + 1 serd utilizado a
férmula centrada de segunda ordem dada por (4.29) na varidvel espacial x e a formula regressiva
de primeira ordem dada por (4.32) na varidvel temporal ¢. Assim, considerando a equacao que
descreve a densidade do cincer em (4.11) relacionada a(z,t) e substituindo (4.29) e (4.32),

tem-se
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Qij+1 — G4l D (ail,j+1 — 205541 + Gig1 541
- a

At/2 (Az)? ) — P(nij41)aij1 + Bagjia, (4.47)

&
t
Multiplicando ambos os lados da equacgdo (4.47) por -

Pm i,54+1 — Tleri
em que P(n;j11) = - [1 ~ tanth (u)} |

Qij+1 = G541+

D,At (ai—l,j—l-l —2a; 41 + ai—l—l,j—l—l) B P(n;j11)At BAL
2

9 (Ax)? 5 Qij+1 + 5 Qi
(4.48)

Agrupando os termos da equagdo (4.48) com os fatores a; ;11 no lado es-

querdo da igualdade, obtém-se

2DaAt P(?’ZZ7 ‘+1)At BAt
Qij+1+ m@i,jﬂ + ]Tai,j—s-l Ty G =
D At ((ai—qji1 + Qir1 1
g+ ( ’ L . (4.49)
a D,At .
Considerando Ja _ ————, e substituindo em (4.49), obtém-se a equacao
2 2(Ax)?
da densidade do céncer, discretizada, implicita pelo segundo estdgio, dada por
1 Oq
i+l = oo | Plnij)At  BAL Gijry T 2 (Gic1551 + @isri)] (4.50)
1+ 2? + : 2 -

De maneira andloga, considerando a equagdo da concentracdo de oxigénio
(4.12) relacionada n(x, t) e substituindo (4.29) e (4.32), tem-se

Mij+1 = Mgl Mi—1j+1 — 2N 541 + Nig1,j41
Mt " Migey gy (it , I _ gag a1 — prs e, 451
At/Q ( (AQJ)Z qa J+1 pn J+1 ( )

At
multiplicando ambos os lados da igualdade de (4.51) por R

AtD, (nil,jJrl —2n; 541+ ni+1,j+1) At At

Mije1 =M1 + = 5@+ — PN+
2% 2,7+5 92 (A.%‘)Q 92 1, 2 %) ’

(4.52)
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apOs algumas operagdes algébricas em (4.52), obtém-se

1 D, At qAt
NG j+1 = L 2D, Al B oA M+l + 2(Ar) (Mi1j41 + Nig1j+1) — Tai,j+1
2(Ax)? 2
(4.53)
Considerando In _ DAt e substituindo em (4.53), obtém-se a equacao
2 2(Ax)?

da concentragdo de oxigénio, discretizada, implicita pelo segundo estagio, dada por

1 On
Nij+1 = on pAL | M+ + > (Mim1j41 + Mig1j41) — 5 @i | (4.54)
1+ 27 + T

Obtido o método de dois estdgios, observa-se que o primeiro estagio descrito
por (4.43) e (4.46) resulta na discretiza¢do do ponto da malha (i, ¢ + 1/2), que depende, em sua
forma de recorréncia, dos pontos (i — 1, j), (¢,7) e do (i + 1, j), como mostra a Figura 4.5. Por
outro lado, o segundo estdgio, descrito por (4.50) e (4.54), resulta na discretizacao do ponto da
malha (7, j + 1), que depende, em sua forma de recorréncia, dos pontos (i — 1,7+ 1), (¢, j +1/2)

edo (i +1,j + 1), como mostra a Figura 4.6.

(i—]‘j+l). (i.j+1) ‘(i+l,j+l)
5+ %)
‘(i+l,j)
_ Ax At P Ax At
A, Y
Figura 4.5: Esténcil do 1° estagio. Figura 4.6: Esténcil do 2° estagio
Fonte: Autor. Fonte: Autor.

4.4 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Para resolucao do método de dois estagios, no estdgio implicito faz-se o uso
do método de Gauss-Seidel para resolver um sistema de equagdes descrito por uma matriz
tridiagonal. Para isso serd apresentado alguns resultados que garante que o método Gauss-Seidel

fornecerd uma sequéncia de vetores que converge para a solu¢do do sistema de equagdes.
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Dado um sistema de equagdes na forma Ax = b, determinar o conjunto de

solugcdes aproximadas pelo método de Gauss-Seidel, consiste em considerar um vetor inicial

29 para calcular ', 22, ..., ¥, ..., por

1 1—1 n

k _ § ' (k) § ' (k—1)
r, = — | — aijxj — aijxj s (455)
27 — =
Jj=1 j=i+1

para cada i = 1,2,3,...,n. Isto é, para calcular ") usa-se todos o valores z}, 2%, .. 2%, ja
calculados, e os valores xf;ll, ..., oF=1 restantes.

Para o critério de convergéncia do método de Gauss-Seidel, serd usado o cri-

tério de Sassenfeld, para isso faz-se necessario alguns resultados.

Definicao 4.1. Uma matriz A de ordem n é estritamente diagonal dominante quando

n
|ai| > Z la; ;| € vdlido para cada i =1,2,...,n.

j=1
J#
Definicao 4.2. Uma matriz A, de ordem n, é ndo singular (ou inversivel) se existe uma matriz

A7Y, de ordem n, tal que AA™ = A7'A = I. Amatriz A~ é chamada de matriz inversa.

Teorema 4.3. Se A é uma matriz diagonalmente dominante, entdo A é ndo-singular. Neste caso

o sistema Ax = b possui uma tinica solugdo.
Demonstragdo - Para os detalhes da demonstragdo ver [10].

Definicao 4.4. Uma matriz simétrica A é definida positiva, se cada uma das suas submatrizes

principais dominantes tiver um determinante positivo.

Defini¢io 4.5. Uma matriz quadrada de ordem n é chamada matriz de banda ' se existirem
niimeros inteiros p e g, comp > 1 e g < n, com a propriedade que a;; = 0 sempre que p < j—1

ouq < 1— j. Alargura de banda de uma matriz de banda é definida como w = p+ q — 1.

Definicao 4.6. Uma matriz quadrada é dita matriz tridiagonal se A for uma matriz banda com
largura de banda w = 3 comp = 2 e q = 2, em que p é o niimero de diagonais acima incluindo

a diagonal principal e q o niimero de diagonais abaixo incluindo a diagonal principal.

Teorema 4.7. Suponha que A = [a;;] seja tridiagonal com a;;_1a;,+1 # 0, para cada i =

2,3,...,71— 1. Se |a11] > ’&12

aii| > |aii—1| + |a; 1| para cada i = 2,3, ...,n — 1 e |ap,| >

>

|@pn—1|, entdo A é ndo-singular.

Demonstragdo - Para os detalhes da demonstracao ver [10].

'Matriz de banda - O nome matriz de banda vem do fato de que todos os elementos diferentes de zero ficam
em uma banda ou faixa, a qual é centrada na diagonal principal.



Definicao 4.8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considere [3;, com i =

dados por

\a11|’

n
8 = Z |a;]
j=2

Se f = max |5;| < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia de vetores x

1<i<n
convergente, qualquer que seja a aproximagdo inicial.
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1,2,3,...n

(4.56)

(4.57)

k

Definicao 4.9. Uma norma de matriz no conjunto de todas as matrizes de ordem n, associa

|.
matrizes A e B de ordem n, e todos os nimeros reais:
i)||A]| >0,

cada matriz a um nimero real,

, satisfazendo as seguintes propriedades. Para todas as

ii) ||A]| = 0, se e somente se A = 0,,xy, isto é, todos os elementos da matriz

forem nulos,
ii)||ocAl| = [e[[ Al
iv)[|A+ Bl = [|A]| +||B
VI[ABI[ < [|All[B]]

>

Definicdo 4.10. Se A = (a;;) for uma matriz de ordem n, entdo
[[A]lo = max D ay|

1<i<n 4
Jj=1

isto é , mdximo da soma dos valores absolutos das colunas.

Definiciio 4.11. Se A = (a;;) for uma matriz de ordem n, entdo
n
Al = gjﬁ“g;; ||
isto é , mdximo da soma dos valores absolutos das linhas.

Definiciio 4.12. Se A = (a;;) for uma matriz de ordem n, entdo

1

All2 = (ﬁ: i Iaij|2> 2

i=1 j=1

isto é , norma euclidiana, que representa o valor singular mdximo de A.

(4.58)

(4.59)

(4.60)
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5 ANALISE DA CONVERGENCIA

Obtidas as equagdes discretizadas do método explicito e do método de dois
estdgios na Secdo 4.3, o proximo procedimento € a implementacao para simulacao dos resulta-
dos, mas antes, serd analisada a convergéncia dos métodos.

A convergéncia € extremamente importante. Em geral, utiliza-se uma técnica
baseada no Teorema de Equivaléncia de Lax, que garante para um problema de valor inicial
bem-posto e um método de discretizacao consistente, estabilidade é condi¢do necessdria e sufi-
ciente para a convergéncia [19], isto é,

Consistencia + Estabilidade — Convergéncia

Assim, para analisar a convergéncia do método explicito e o de dois esta-
gios, primeiro serd analisada a consisténcia e depois a estabilidade. Sendo as duas condigdes

satisfeitas, pelo Teorema da Equivaléncia de Lax, tem-se que os métodos serdao convergentes.

5.1 CONSISTENCIA

Na andlise da convergéncia dos métodos numéricos, o estudo da consisténcia
¢ feito sobre os valores de Ax e At, valores presentes no erro de truncamento local que com-
pdem a discretizacdo, e também define o tamanho do passo das varidveis espacial e temporal
na malha. Para isso, aplica-se a expansao em série de Taylor na equacao de diferencas finitas,
e depois faz At e Ax tenderem a zero, isto é, At — 0 e Az — 0. Se o resultado for a propria
EDP, tem-se que o método € considerado consistente [15, 19].

Assim, considerando as equagdes do modelo de crescimento (4.11) e (4.12) na
forma discretizada pelas equagdes (4.35), (4.38), (4.42), (4.45), (4.48) e (4.52), serd analisada a

consisténcia do método explicito e do método de dois estagios.

5.1.1 Analise da consisténcia no método explicito

Considerando a primeira equagdo do modelo (4.11) relacionada a(z,t), dis-
cretizada na forma explicita, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo At e Ax da equa-

cdo (4.35) de diferencas finitas tenderem a zero. Assim, tem-se

AtD,

W (ai_lyj — 2&2',]' + a’i—i—l,j) — AtP(nijj)am + Atﬁam, (51)

Qij+1 = Gij +
que aplicando a expansao da série de Taylor nas varidveis temporal e espacial, conforme o nivel
de cada termo, tem-se

0
aiger = al, + M|+ O(A?, (52)
]
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da (Ax)? 0%a (Ax)3 %a A
G-t = a|i’j B Ax% A ,+ ol 9z2|.. 31 03] ,+ O(Az), (53)

Z7j 7’7] Z7j

A da (Ax)? 0%a (Ax)3 93a
Qit1,5 = a|i,j+ Tor ,}+ 2l Ox2 ,.+ 3 03

] i,J i,J

+ O(Ax)*. (5.4)

Substituindo as equagdes (5.2), (5.3) e (5.4) em (5.1), obtém-se

da D,At da (Az)? 9%a
o+ At— OAt)? =a|, .+ 2= la|, , — Ax— c°
Wy ¥ Bty | OB = aliy gy | AT T T aas
(Az)? 93a A da (Az)? 0%a
_ — O(Az)* —2al, . o+ Ar— — 5.5
3 o8|, TOBY T 2al al ¥ Argll o o )
(Az)? &3a
AT . +O(Ax)"| = AtP(nij)al, ; + Atfal, ;.
~ . da
Somando os termos em comum na equacao (5.5) e isolando o fator Ata ,
tem-se Z’J
At@ _—O(At)2+ D, At 2<A{Ij)2 o%a —i-QO(A )4 —Atp( ' ) ’ + At ‘
at|,, (A2 | 20 a2, ’ i) @l

(5.6)

Dividindo ambos os lados da igualdade de (5.6) por At, aplicando a distribu-

tiva e efetuando algumas operacdes algébricas na equagdo, tem-se

da 0?a )
7 = s 2D,0(Ax)* =P(nij)al; ; + Bal; ; — O(At). (5.7)
Reorganizando os fatores da equacdo (5.7), obtém-se
da 0%a
| =D, 5| —P(nij)al, + Bal,
at i axQ i j ( ]) | ] ‘ 5J +2DGO(A$)2 . O(At)
EDP ETL (5.8)

Fazendo At — 0 e Az — 0 em (5.8), observa-se que o erro de trucamento
local (ETL) tende a zero, resultando na consisténcia da primeira equacdo do sistema (4.11).

Considerando a segunda equag@o do modelo de crescimento (4.12), relacio-
nada a n(z, t) discretizada na forma explicita, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo

Ax e At da equagdo (4.38) de diferencas finitas tender a zero. Assim, tem-se
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D, At
Nij+1 = NG5 + (Az) (ni—1; — 2045 + niva;) — Atga; ; — Atpn, j, (5.9)

que aplicando a expansao da série de Taylor nas varidveis temporal e espacial, conforme o nivel

de cada termo, tem-se

on

ot

Nijy1 = nl;; + At + O(At)?, (5.10)

1,J

on (Az)? 9%n (Az)? 93n 4
oo =nl . — Ar— — A A1
Micg =l = AT+ gl | T e aws| T OB -11)

Z?J Z?J ,L?J

A on (Az)? 8%n (Az)® &®n
Nit1,5 = ”‘” + Tl .+ 2l 922, .+ 3! Ox?

1,J 1,J ,J

+ O(Ax)*. (5.12)

Substituindo as equagdes (5.10), (5.11) e (5.12) na equacao (5.9), obtém-se

on D, At on (Az)? 0°n
4+ At— At =n|  + 2 o — Ap— e
Ml Aty | OB =l ¥ iy [ mh — Ay a0,
(Az)? 93n A on (Ax)? 0*n (Ax)3 O3n
— — A —2nl. . 4+ Ax — - Z
T e e A TR T = B o
; ’ ] ’
+0(Az)*] - Atqal, ; — Atpnl, ;. (5.13)
~ . on
Somando os termos em comum na equacao (5.13) e isolando o fator Ata ,
tem-se "
on D,At | 2(Ax)? 8°n
At—| =-0(At)?* + 2 20(Ax)*| — Atqal|, . — Atpn], ..
3., O(At)” + o2 |2 o i7j+ O(Az) qal; ; — Atpnl, ;
(5.14)

Dividindo ambos os lados da igualdade de (5.14) por At, aplicando a distri-

butiva e efetuando algumas operacdes algébricas, tem-se

o’n

" Ox?

on
En D

Z‘7j

+ 2D, 0(Az)? —qal; ; — pnl; ; — O(At). (5.15)

,L?.]
i’j

Reorganizando os fatores da equacao (5.15), obtém-se
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onl _p,on —qal; ; — pn|
ot |, o], MM T M op o) — o(ar).
EDP ETL (5.16)

Fazendo At — 0 e Az — 0 em (5.16), observa-se que o ETL tende a zero,

resultando na consisténcia da equacgao (4.12) do modelo de crescimento.

5.1.2 Analise da consisténcia no método de dois estagios

Como o método de dois estdgios na varidvel temporal tem um nivel de tempo
J +1/2 entre os niveis de tempo j e j + 1, a andlise da consisténcia é efetuada nos dois estagios.
Mesmo que o primeiro estdgio resulte na discretizacdo explicita, que ja foi analisada sua con-
sisténcia, devido a diferenca do nivel entre os métodos na varidvel temporal, faz-se necessario

uma nova analise.

Primeiro estagio - Explicito
Considerando a equagio do modelo (4.11) relacionada a(x, t), discretizada no
primeiro estagio, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo At e Az da equagido (4.42)

de diferencas finitas tenderem a zero. Assim, tem-se

D,At

Qjjpl = Gij + (A2 ——

5 Q5 + — i, (517)

(aj—1,; — 20, + @is1,5) — 5

que aplicando a expansdo da série de Taylor nas varidveis temporal e espacial, conforme o nivel

de cada termo, tem-se

At da
a1 = al, + ——=| +O(AL)?, (5.18)
it3 72 0t

da (Ax)? &%a (Ax)3 O%a
Qj—1,5 = a|i,j — AZL‘@ . —f- o 92| — 3 018 + O(A;p)4, (519)

1] 1] ]

A da (Ax)? 0%a (Az)? a
Ait1,5 = a|i,j + x% . ,+ 21 Ox2|. 4+ 3! Oz

z?] 7’7] 27-]

+ O(Az)*. (5.20)

Substituindo as equagdes (5.18), (5.19) e (5.20) em (5.17), obtém-se
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At da AtD da (Azx)? 9%a
o At)? = al. . a = Ar— il
R T I A Tivs K M I T e
(Ax)3 %a A da (Ar)? 0%a (Az)? &3a
— — A —2al. . 4+ Ar — -~ 7 — A 7 -
3T oo, TOAT) = 2al;+al;+ Av o TR 2l B TR
: : inj ;
At At
1, i,J
~ . At da
Somando os termos em comum da equagao (5.21) e isolando o fator 5 7l
tem-se "
At da AtD, | 2(Ax)? 0%a At
——| =-0(At)? : 20(Ax)| — =P(n,,
2 01, (B0 oGy |~ 2 02|, " (Ao =3 (””“m
At
4 TBG (5.22)
.3

2
Multiplicando ambos os lados por AL aplicando a distributiva e efetuando

algumas operagdes algébricas em (5.22), segue que

da 0%a )
E iy =D, @ iy + 2DQO(Ax) _P(ni,j>a|i,j + ﬁa|i7j - O(At) (5.23)
Reorganizando os fatores da equacao (5.23), obtém-se
da 0%a
- = UVg —H5 —PnﬂaiA—}—ﬁai.
at i axQ i j ( ]) | ] ‘ sJ +2DaO(A$)2 . O(At)
EDP ETL (5.24)

Fazendo At — 0 e Ax — 0 em (5.24), observa-se que ELT tende a zero
resultando na consisténcia equacio (4.11) do modelo de crescimento.

Considerando a equagio (4.12) relacionada a n(z, t), discretizada no primeiro
estagio, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo Ax e At da equagio (4.45) de diferen-

cas finitas tenderem a zero. Assim, tem-se

D, At
2(Ax)?

qAt pAt

Tai’j — Tni,j, (525)

Mijel = Nig + (i1 = 2045 4 i) —
aplicando a expansao da série de Taylor na varidvel temporal e espacial, conforme nivel de cada

termo, tem-se
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Mg+l = n’z] T 9 ol + O(At)Q, (5.26)

on (Ax)%20%n (Azx)3 #n A
ni—1; = nl;; — AZE% o+ S 92| T3 9.5 o+ O(Ax)?, (5.27)

Z7] Z7] Z?]

A on (Az)? 9%n (Ax)3 O®n
Nit1,5 = n|i,j + x% , ,+ 21 Hx2|. .+ 3 0z

7/7‘7 7/7.7 7/7]

+ O(Az)*. (5.28)

Substituindo as equagdes (5.26), (5.27) e (5.28) em (5.25), obtém-se

At on AtD on (Az)? 9*n
o —— At =n|  + —2 = Ar— —
Mgt g e | OB = k¥ Ay | M T AT | T T a2
(Az)? 93n 4 on (Az)? 0*n (Az)® O®n
— = Az)* —2n|, . 4+ Ar — — z-
3 o), TOBD T2yl Y AT T | T e a8,
b2 ’ Z7] ’
At At
+0(Az)*] — =—qa| — =pn (5.29)
27, 2 i
~ . At On
Somando os termos em comum da equagdo (5.29) e isolando o fator 5 |
tem-se v
At On AtD,, | 2(Az)?9*n At At
—— | =-0(At)? = 20(Ax)*| — = - —
2 0t |, O™ Siaey |~ 2 aﬁL{%O(x) 2 . T2
(5.30)

2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por N aplicando a distributiva

e efetuando algumas operagdes algébricas na equagao (5.30), segue que

on 0’n )
E 2,7 N DTL w i,j * 2DnO(A37) _qa‘i’j o pn‘i,j - O(At) (531)
Reorganizando os fatores da equacdo (5.31), obtém-se
on 0’n | |
. = Un 55 —qaj; ; — PNy, ;
\87& ij dx? i 7 i +2D,0(Ax)? — O(Atl.
EDP ETL (5.32)

Fazendo At — 0 e Ax — 0 em (5.32), observa-se que ETL tende a zero,

resultando na consisténcia equagio (4.12) do modelo de crescimento.
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Segundo estagio - Implicito
Considerando a equagdo (4.11) relacionada a(x,t), discretizada no segundo
estagio, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo At e Ax da equacdo (4.48) de diferen-
cas finitas tenderem a zero. Assim, tem-se
DaAt P(ni’j+1>At ﬁAt
Qij+1 = Q541+ 2(Ax)? (@141 = 205541 + Qi1 541) — A WAt

(5.33)

aplicando a expansdo série de Taylor nas varidveis temporal e espacial, conforme o nivel de

cada termo, tem-se

At da
Gt = alig = 5 5| T O(At)?, (5.34)
ij
da (Az)? 0%a (Az)? &3a A
iy =al, . — A2l BIETAE BT A, (5.35)
a g+ Or|, ., 20 o2, 30 0x¥| .,
da (Ax)% 8%a (Ax)3 9%a A
Qip141 = al, 1+ Ar— — — + O(Ax)*. (5.36)
/ AR 0|, ;1 2 0|, 31 023,44

Substituindo as equagdes (5.34), (5.35) e (5.36) na equacao (5.33), obtém-se

At da D, At oa
= al - == O(At)? N o — Ar— 5.37
a|ZJJrl a|mJrl 5 1 " + O(At)" + 2(Ax)? G|z,g+1 T . (5.37)
(Az)% 0%a (Az)3 P*a 4 Ja
s - s +O(Az)* —2al, ..+ al, ., + Az —
21 0x? i1 3l Ox3 ija1 JH JH O |; 511
Ax)? 0%a Ax)? 9a At At
B e ] R O M
2l 02?1, 30 0x%, 2 i1 2 irj+1
Somando os termos em comum da equacgdo (5.37) e isolando o fator
At da
—_— , tem-se
2 0t ;44
At da D,At | 2(Ax)* §%a 4 At
- = 20(A — —P(n;; 5.38
20| 200 |2 0, (Az) 3 Plniga)a o (5-38)
At
+ —fa + O(At)%.
2 ij+1

2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por AL aplicando a distributiva

e efetuando algumas operagdes algébricas na equagdo (5.38), segue que
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da D%a
5 —Pagm| f 2D,0(Ax)* —P(n;j1)al; ;. + Bal, ;. + O(A). (5.39)
i,7+1 i,7+1
Reorganizando os fatores da equacao (5.39), obtém-se
da 0a
— =D, — —P(n;jq)al, ., + Bal,
f)t ij+1 0|, i) (Rig1)ali s |’]+i :FQDQO(A[E)Q +O(At2.

~

EDP ETL (5.40)

Fazendo At — 0 e Ax — 0 em (5.40), observa-se que ELT tende a zero,
resultando na equacdo (4.11) do modelo de crescimento.

Considerando equagdo (4.12) relacionada a n(x,t) discretizada no segundo
estagio, deseja-se analisar a consisténcia, isto é, fazendo Ax e At da equagdo (4.52) de diferen-
cas finitas tenderem a zero. Assim, tem-se

D, At qAt pAt
Mij+1 = N jpl + 2A)? (Ric1j41 = 2N g1 + N1 gar) — 5 Gigl T T Mg (5.41)
aplicando a expansao da série de Taylor nas varidveis temporal e espacial, conforme o nivel de

cada termo, tem-se

At On
iyt = Nl — 2 Ot |, i1 oY’ 042
17]
on (Az)?9%n (Az)3 3n A
Nio1ga1 = 1),y — A2 oy _ IRV o)t (543)
g AR 0| i1y 21 0%, 31 x4
on (Ax)? 0*n (Ax)3 O3n A
Nig1,j41 = N|; 10 + A= — — +O(Az)*.  (5.44)
/ Il O |; i1y 20 0x*|, 3V 023, ,

Substituindo as equacdes (5.42), (5.43) e (5.44) em (5.41), obtém-se

At on D, At on
nl, o =nl,— == + O(At)? + nl, i, — Ar—
J+1 ,J+1 2 Ot i1 2(A:c)2 J+1 ox il
(Az)? O*n (Az)? ®n A on
y QIR0 BRI oAy 2l ol A
2 92|, 31 023, . g+l J+1 oz |, ;41
Ax)? 0? Ax)3 93 At At
+ %_Z ( ‘T) —Z + O(Az)*| — =qa — —pn (5.45)
2L 022, 4 S P 27 in ij+1
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At
Somando os termos em comum da equagdo (5.45) e isolando o fator > 5| tem-se
i?j
At On O(ALY? + AtD, | 2(Az)?9*n +20(Ax)!
- = )| — —qa
2 0t 2(Ax)? 20 0, 27 i
At
S — (5.46)
2 ij+1

2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por A aplicando a distributiva

e efetuando algumas operagdes algébricas na equacao (5.46), tem-se

on 0’n
o =Dngm| 2D, 0(Ax)* —qal, ;. — pnl; ;. + O(AL). (5.47)
2,7+1 2,7+1
Reorganizando os fatores da equacdo (5.47), obtém-se
on 9*n |
\at ij+1 02 |; 1 7 A +2D,0(A )2 + O(At).
EDP ETL (5.48)

Fazendo At — 0 e Az — 0 em (5.48), observa-se que ELT tende a zero,
resultando na consisténcia da equacgao (4.12) do modelo de crescimento.

5.2 ESTABILIDADE

A estabilidade estd relacionada ao crescimento ou decrescimento dos erros
decorrentes das varias operacdes aritméticas associadas com a solucio das equacdes algébricas.
Para verificar a estabilidade de um método numérico, tem-se como ferramenta matematica o
critério de Von Neumann que expressa os valores iniciais nos pontos da malha ao longode t = 0
em termos de uma série finita de Fourier. Com esse critério obtém-se condi¢des necessarias,
mas ndo suficientes para a estabilidade do esquema de diferencas [15, 25].

O critério de Von Neumann € baseado no principio de superposi¢ao, isto é, o
erro global € a soma de erros mais simples, também conhecidos por harmoénicos. Esse método
considera o crescimento do erro global de uma fung@o que se reduz para essa série em ¢ = 0,
por um método de separacdo de varidveis idéntico aos usados para resolver EDP. A série de
Fourier pode ser expressa em termos de senos e cossenos € também em termos de exponencial
complexa, o que facilita os cdlculos [13, 15]. Considerando E;, com ¢ = 0,1,2, ..., N, o erro

global em cada ponto ao longo da primeira linha ¢ = 0, N o nimero de espacamento Ax, tem-se

N
EZ' — ZanelaniACC7 Z —= 07 1’ 27 ceey N (5.49)

n=0
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com o, = = ¢ NAz = L, que constitui um sistema linear com N + 1 incégnitas a,, e N + 1
equagdes que pode ser resolvido de maneira tnica para determinar a,,. Assim, em um método
numérico, obtém-se a condi¢do de estabilidade, majorando o fator de amplia¢ado do erro a,,, para
todo n, isto é,

la,| <1, VYn=0,1,2 .. N. (5.50)

A dependéncia no tempo do erro € incluida assumindo que a amplitude do

erro a,, estd em funcao do tempo. Assim, de (5.49) tem-se que

N
El =) eVelomar (5.51)

n=0

em que Ef € o erro global em cada ponto do passo j = 0,1,2,..., M, sendo M o numero de
espacamento At.

Encontrado o erro no passo inicial, para analisar a sua propagacdo ao longo
dos passos subsequentes, observa-se a propagacdo de um harmdnico genérico eMe/BA% em
que B € um ndmero real e A um nimero complexo, ambos arbitrarios. Assim para o estudo
da estabilidade, em uma EDP com uma varidvel espacial e uma temporal, utiliza-se a forma do
harmonico dada por (5.51) [15, 36].

No critério de Von Neumann substitui y; ; por um y,,. = (pAz,g.At) em

MelBAz  Neste capitulo, serd analisada pelo

termos de uma série de Fourier, com y,, = e
critério de Von Neumann a estabilidade das equacdes adimensionalizadas, discretizadas em
relac@o a densidade do cancer e da concentracao de nutrientes. Admitindo que haja solucdo da

EDP por meio de um método numérico, tem-se a seguinte expansao de Fourier:
Yij = eNelt = eN[cos (i) + Isin ¢(i)] (5.52)
com [ = +/—1.

5.2.1 Analise da estabilidade do método explicito

Considerando a equacao (4.11) relacionada a a(z,t), discretizada na forma

explicita conforme a equacgido (4.35), tem-se

AtD,

W (ai—l,j — 2&1‘7]‘ -+ a’i-l—l,j) - AtP(ni,j)am + Atﬁam, (553)

Qijj41 = Qij +

AtD, )
5 & eXpansao de Fourier de (5.53) é

sendo o, = (A—;z:)

At loi _ Aipldi (6Aj€1¢(i—1) _2eMNeld 4 eAjeI¢(i+1))

— AtP(n;j)eMe!? + AtBeMel . (5.54)
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Dividindo ambos os lados de (5.54) por e el%, ap6s algumas operacdes al-

gébricas, tem-se

et =140, (e =2+ — AtP(n;;) + At (5.55)
=14 04c08(¢) — 20, + 04 cos(¢p) — AtP(n; ;) + Atf (5.56)
=1+ 20, (cos(¢) — 1) — AtP(n, ;) + Atp (5.57)
=1 40, sin® (g) — AtP(ni;) + AtB. (5.58)

Para que a equagio seja estavel é preciso impor que |e}| < 1, isto é

e = ’1 — 40, sin” (%) — AtP(n; ;) + Atp| < 1, (5.59)
—1 < —40,sin? (g) — AtP(n; ;) + At < 1, (5.60)
—2 < —4o,sin® (g) — AtP(n;;) + At < 0. (5.61)

AtD, - . ~ <
Sendo o, = (Az)? e multiplicando a inequagdo (5.61) por (—1), obtém-se
x
AtD )

< a 2% N <
0 < 4(Ax)2 sin (2) + AtP(n; ;) — Atf <2 (5.62)
o< Al a2 () 1 p <2 5.63
< e + P(nij) — B| < (5.63)
0 < At [4Da sin? (g) + Az? (P(ni ) — ﬁ)] < 2Az72 (5.64)

2Az?
0 < At < J a (5.65)
AD, sin? (§> T A2 (P(niy) - B)
A 2
0< At < . (5.66)
.o (@ Ax
2D, sin <—) + — (P(nij) — B)
2 2
Assim, a regido de estabilidade do método explicito € dada por
2
0 <AL 3 AZ 3 :
2D, sin? (5) + Tx (P(ni;) — B)

De modo andlogo, a primeira equacdo relacionada a densidade do cancer, a andlise da estabili-
dade da segunda equacdo relacionada a concentracédo de nutrientes dada por n(x, t), discretizada

na forma explicita conforme a equacao (4.38), resulta em
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2
0< AL < A ,

A 2
2D,, sin? (g) + Tx (g +p)

que separa a regido de estabilidade em que os erros decrescem, da regido de instabilidade em

que oS €rros crescem.

5.2.2 Analise da estabilidade no primeiro estagio - explicito

Considerando a primeira equacao relacionada a densidade do cancer dada por
a(x,t), discretizada na forma do primeiro estdgio conforme a equag@o (4.42), tem-se
AtD, At

At
az’,j+% = + W (ai—l,j — 2ai,j + ai—l—l,j) — 7P(ni,j)ai,j + Tﬁai,j. (567)

AtD, . .
Sendo o, = W e considerando a expansdo de Fourier na equagdo (5.67)
x

tem-se

ATl — Neldi % (eMelPiml) — 2eMeldl 1 Al el@litl)) %P(ni,j)e’\jewi (5.68)

+ %BeAjeldﬂ’

dividindo ambos os lados de (5.68) por eMel? e apds algumas operagdes algébricas, obtém-se

At At
e =1+ % (77 =2+ ") = S-Pniy) + 58 (5.69)
Ua O-a O-a At At
=1+ — —2— + — — —P(n; ;) +— .
+ 5 cos(9) 5 + 5 cos(¢) 5 (n;;) + 5 B (5.70)
At At
— 14 2% c08(6) = 0 — - Plniy) + 56 (5.71)
At At
=14 g4(cos(¢) — 1) — 7P(n”) + 75. (5.72)
At At
6% =1- 20’a sin2 (?> — —P(n”) + —5 (573)
2 2 ’ 2
Elevando ambos os lados da equacido (5.73) ao quadrado, tem-se
A 10) At 2
(65)2 = |:1 — 20& SiIl2 (5) —+ T(ﬁ — P(nm))} (574)

e =1 — 40, sin’ <§) + At(S — P(n;;)) + 402 sin* (%) — 20, sin? <§) At(B — P(nij))

A 2
+ Tt(ﬁ — P(ni;))>. (5.75)
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Para que a equagdo seja estdvel é preciso impor que |e*| < 1, isto é,

le?| = ‘1 — 40, sin® (%) + At(B — P(ni;)) + 402 sin (g)
At?

20, sin? (g) AH(B = P(ni) + =-(8 = Plny)’| < 1, (5.76)

— 1< 1~ 40,sin? (%) + At(B — P(ni;)) + 402 sin* (%)
<

— 20, sin” (g) A(B — P(nij ) + A—tQ(ﬁ P(ni;)* < 1. (5.77)
— 2 < —40, sin? (%) + At(3 — P(ni;)) + 402 sin* (g)
— 20, sin” (%) At(S — P(nij)) + A—tz(ﬁ P(n;;))*<0. (5.78)

Para resolver a inequacdo (5.78), serdo considerados dois casos conforme as

desigualdades:
—2 < —do,sin? (g) + At(B — P(n;;)) + 402 sin* <§)

1

— 20, sin” (?> At(S — P(nij)) + A—tQ(B P(ni;))* < 0 (5.79)
a 9 i,J 1,j \\/_/ . .

2

D, At
Efetuando os calculos do Caso 1 e sendo 0, = ————, tem-se

Az?’
2 A 42
— 4Da—At sin? (?> + At(B — P(nij)) + 4D“At sin* (é)

Ax? 2 Azt 2
D AL At?
-2 INE sin? (%) (B—P(nij)) + —(ﬁ P(n;;))* > —2. (5.80)

Ap6s algumas operacgdes algébricas, obtém-se
— 16D, AtAz” sin® <§) + 4AAtAZH (B — P(n;;)) — 8D, At Az? sin® (%) (B8 —P(nij))
+ 16 D> At? sin* (g) + Az A (B8 — P(ni;))* + 8Az* > 0. (5.81)
At? {+16D2 sin* (%) — 8D, Ax?sin? (%) (B — P(ni;) + Az* (B — P(nm))Q}
+ At {4&:4(5 — P(n;;)) — 16D, Ax*sin® (g)} + 8Ax* > 0. (5.82)

Observa-se que a inequacdo (5.82) tem grau dois, assim para resolvé-la serd
utilizado o resultado Bhaskara que analisa os valores de delta (A), onde dada a inequag@o na

forma geral ax? + bx + ¢ > 0 tem-se A = b? — 4ac. Assim, tem-se
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A —16A$8 (ﬁ _ (Pn“]))Q _ 320Dan6 sin2 (g) (ﬂ — P(nz,])) — 256A$4D2 Sin4 (g)
(5.83)

Como, neste caso, A < 0 e o fator que At?> > 0, tem se que o conjunto

solucdo do Caso 1 é dado por todos os reais positivos. Assim, tem-se que At > 0.

D, At
Efetuando os calculos do Caso 2 e sendo o, = AT tem-se
D, At . ) 2At2 a9
—4 Az Sin (§> + At(B— P(nij)) +4 A sin B
D, At? o At?
~22e8 s (£ 6 - Pluag) + 56 - Plusy)? <0 (584

multiplicando por (—1) e apds algumas operagdes algébricas na equacdo (5.84), obtém-se

16D, AtAz?sen? (%) — 4AtAx* (B — P(n;;)) + 8D, At?Az? sin? (%) (8 — P(n;;))

— 16D2At*sin (g) Ax* A (3 — P(n,;))* > 0, (5.85)
— At? {16D2 sin (?) — 8D,Ax?sin (%) (B— P(ni;) + Az* (B — P(ni’j))ﬂ

+ At {16DCLA372 sin? g) — 4Ax* (B — P(n”))] >0, (5.86)
—At? ,

NS {16A$4D2 sin* %) — 8D, Ax° sin? (%) (B = P(ni;) + Az (B — P(ni,j))ﬂ

+ 4At {4Dan2 sin? g — Ax* (B — P(n”))] >0, (5.87)
—At?

{4Dan2 sin? ( ) — Azt (B — P(nm))} 2

I RSS

Azt

I RSS

+ 4At [4Dan2 sin? ( ) — Azt (B — P(nl,j))} > 0. (5.88)

Considerando y = 4D,Ax?sin® (£) — Az*(8 — P(n;;)) em (5.88), tem-se

—A#2
Axi y? +4Aty > 0, (5.89)

Aty (

como At y > Oresultaem At > 0, e

— At
Aoyt 4) > 0, (5.90)
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—At VAV
+4 >0, resultando em At < v , (5.91)
Azt Yy

substituindo y na inequacao (5.91) e simplificando, tem-se

Ax?

Ax? '
Da sin2 (%) — T(ﬁ — P(nw))

0 <AL (5.92)

Assim, a regido de estabilidade no primeiro estdgio do método é dada por

separando a regido de estabilidade em que os erros decrescem, da regido de instabilidade em que
os erros crescem. De modo andlogo, a andlise da estabilidade da segunda equacao (4.12) relaci-
onada a concentracdo de nutrientes dada por n(z, t), discretizada no primeiro estagio conforme

a equacgdo (4.45), resulta no intervalo

Ax?

: Az? ’
D,, sin’ (%) — Tx(q +p)

0 <At

separando a regido de estabilidade em que os erros decrescem, da regido de instabilidade em
que OS erros crescem.
Assim em relacdo a estabilidade dos métodos, tem-se que ambas foram deter-

minadas em relacdo ao tempo, isto €, o método explicito € dada pelo intervalo

A 2
0< At < ; —
2D, sin? ( £) + == (P(ni;) — B)
2 2 ’
e o método de dois estdgio pelo intervalo

A2

0< AL o ,
, x

Dysin® (§) + == (P(ni;) = B)

Observa-se, que ao colocar o dois (2) em evidéncia no denominador da expressdao do método
explicito, a expressdo em evidéncia ¢ exatamente o denominador da expressdao do método de
dois estigios, com isso, tem-se que a regido do método de dois estigio € o dobro da regido do
método explicito. Como os intervalos foram dados em relacdo ao tempo, tem-se que quanto
maior os valores de At mais pontos na malha sdo preciso e, com isso, aumenta o tempo de

processo para obter os resultados.
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5.2.3 Analise da estabilidade no segundo estagio - implicito

Considerando as equacdes (4.11) e (4.12) que descrevem a densidade do can-
cer e a concentragio de nutrientes dadas por a(x,t) e n(x,t), respectivamente, na forma dis-
cretizada no segundo estagio implicita, conforme as equagdes (4.48) e (4.52), pode-se verificar

que o método € incondicionalmente estdvel [15, 19, 43].

5.3 CONVERGENCIA

O teorema de equivaléncia de Lax [19] garante que toda solu¢do numérica
de um problema de valor inicial bem posto, obtida por uma discretiza¢do consistente e estavel
¢ convergente. Assim, considerando os resultados das Se¢des 5.1 e 5.2, que mostram que o
método explicito é consistente e condicionalmente estavel, e que o método de dois estigios
também € consistente (tanto o primeiro estdgio, quanto o segundo) e € condicionalmente estivel,
no primeiro estigio e incondicionalmente estavel na parte implicita no segundo estdgio, como

ambos os métodos satisfazem a condi¢@o de estabilidade, logo convergem.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo sera feita uma andlise numérica em relacdo ao método explicito
e o método de dois estdgios. Para isso, serdo utilizadas as equacdes discretizadas pelo método
de diferencas finitas relacionadas a densidade do cancer e a concentragdo de nutrientes, uma
vez que as equagoes discretizadas sdo convergentes, conforme foi apresentado nas Secdes 5.1 e
5.2. ApOs esta andlise numérica, serd feita uma andlise no crescimento do tumor considerando

as equacoes discretizadas, relacionadas ao modelo de crescimento do tumor avascular invasivo

dado por
da 0?a
E = Da@ — P(n)a + Ba s (61)
Difuv siio Mortalidade — Divisdo
0 0?
8_72 = Dna—z - qa — pn ) (6.2)
x ~— ~—
m Absor¢do  Decaimento
sujeito as condicoes iniciais dadas por
a(z,0) = 0.1e7009%5%* vy e [~ L, L], (6.3)
n(z,0) =1, Ve e [-L, L], (6.4)
e as de contorno dadas por
a(—L,t) =0, a(L,t)=0, Vtel0,T], (6.5)
n(—L,t) =0, n(L,t)=1, Vtel0,T], (6.6)

em que a varidvel temporal, serd considerado o intervalo [0,7] com 7" = 200 e a varidvel

espacial serd considerado o intervalo [— L, L] com L = 1800.

6.1 RESULTADOS NUMERICOS

Para a andlise dos resultados, serdo utilizadas as equacdes (4.11) e (4.12)
adimensionalizadas, conforme os célculos efetuados no Capitulo 4, e definir os valores que
serdo utilizados nos parametros. Desta forma, serdo considerados os mesmos valores e unidades
de medidas utilizados por Sabir (2017), e que também podem ser encontrados em Kobolov
(2009) e Avila (2013), isto é, D, = 2.5 x 10~[cm?/s], D,, = 2.5 x 10~[ecm?/s], # = 10~ "[1/s],
P, = 0.2x107%[1/s], nerit = 0.3x 107" [mol/cm?], £ = 10~ [cm?/mol] e ¢ = 1072°[mol/s.cél]
[7, 26, 39].

Para determinar os valores adimensionais, serdo consideradas as seguintes es-

calas:
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Escala de comprimento  — Lo =5 x 10~?[cm].
Escala de tempo — Ty = 109[s].

Escala de densidade —  Umae = 107[cél/cm?].
Escala de concentragio  —  Nnee = 1077 [mol/cm?].

Utilizando as rela¢des adimensionais dos parametros do Se¢do 4.1 e os valores
das escalas, obtém-se os valores na forma adimensional dados por D = 10, D; = 104, B* =
0.1, P, =02,n%,=03E& = 1072, ¢* = 1 e p* = 0. Neste capitulo, todos os valores dos
parametros serdo considerados sem o asterisco (*), assim os parametros adimensionalizados sdo
denotados por D, = 10, D,, = 10%, 3 =10.1, P,, = 0.2, neyit = 0.3, E = 1072, ¢g=1e p = 0.

Para analisar os resultados que serdo obtidos pelos métodos explicito e pelo
método de dois estdgio, faz-se necessdrio observar a regido de convergéncia de ambos os mé-
todos, que € obtida pela regido de estabilidade apresentada na Secdo 5.2, isto €, a regido de

estabilidade do método explicito foi dada por

2
0< A< ; AZ ~
T
2D, sin? (§> + T (P(TL,‘J‘) — ﬂ)

e a regido de estabilidade do método de dois estagios dada por
Ax?
Ax?

D, sin? (%) + T(P(n”) — 6)

0 <AL

Com isto, observa-se que a regido de estabilidade do método de dois estagios é duas vezes a
regido de estabilidade do método explicito.

No modelo de crescimento do tumor, constata-se que os coeficientes de di-
fusdo sdo diferentes, sendo que o coeficiente da concentracdo de oxigénio é muito grande em

relacdo ao coeficiente da densidade do cancer. Definindo o =

A2 o qual At esteja na regido
de estabilidade do método explicito e dois estagios e considerando os valores dos coeficientes
de difusdo que devido a suas diferencas, influenciam nos resultados, em que os valores de o re-
lacionados a densidade do cancer terd uma ordem de grandeza 10~ ao relacionar com a ordem

de grandeza da concentragdo de oxigénio, como pode-se observar na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Valores de o, € o, de acordo com o método numérico considerando N; = 2000,
N, =80, D, = 10, D,, = 10000, At = 0.1, Ax = 45 ¢ I,, = 3000.

Método Explicito Meétodo de Dois Estédgios
o, 0.49383E-003 7/ 0.24691E-003
o, 0.49383E+000 on /2 0.24691E+000
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Sendo o, relacionado a densidade do céncer e o, relacionado a concentragao
de oxigénio, os valores de o,, sdo maiores que os valores de o, conforme a Tabela 6.1. Observa-
se também que o valor de 0,, do método explicito € o dobro do o,, do método de dois estagios.
Assim, para andlise dos resultados sera utilizado o de maior valor, que é dado por o,, do método
explicito. Se o,, do método explicito estiver na regido de estabilidade, os outros trés valores
que sdo menores que o, também estardo. Caso o, ndo esteja na regido de estabilidade, tem-
se que seus resultados influenciardo os valores da densidade do cancer do método explicito.
Em relagdo ao método de dois estdagio, € preciso analisar o valor de I sobre o intervalo de
estabilidade.

Assim, considerando as equagdes discretizadas da densidade do cancer e da
concentracdo de oxigénio, N; = 2000, N, = 80, At = 0.1, Ax = 45 e I,, = 3000 (iteracdes),
obtém-se as Figuras 6.1 ¢ 6.2.

0.8

0.9
a) Solugdo Numeérica afx. ) 0.7 b) Solugéio Numérica n{x,t)

: 0.8

F 0.6
F0.7

0.8 .
 Hos o Hos
= L

“E’ e EH05
ik dog
0.3
0.2

Figura 6.1: Densidade do cancer e da concentraciao de nutriente usando o método de dois estd-
gios.

Fonte: Autor.
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Figura 6.2: Densidade do cancer e da concentracdo de nutriente usando o método explicito.

Fonte: Autor.

Observa-se nas Figuras 6.1 e 6.2, que as soluc¢des sdo similares, porém outra

maneira de visualizar esses resultados € fazer um corte nos graficos das Figuras 6.1 e 6.2 no

ponto médio do dominio, ou seja, em x = 0, e considerar todos os valores para varidvel tem-

poral. Assim, na Figura 6.3 apresenta-se os resultados dos métodos, em relagdo a densidade

do cancer e da concentragcdo de oxigénio, em que os dois métodos descrevem comportamentos

similares.

a) Densidade celular a{x,t)
09 : T T

b) Concentragéo do nutriente nix,t)
1 : T

— M. Dois Estag.
08l — — -M.Exp

0.7+
06
05

04

a(xtb)

03

02

0.1

041 -
0

— M. Dois Estay.
09l — — M. Exp a

L L
a0 100 150 200

L L
1} a0 100 150 200

Figura 6.3: Comparagdo do método explicito e dois estdgios em x = 0 considerando N; = 2000,
N, =80, D, = 10, D,, = 10000, At = 0.1, Az = 45 e I,, = 3000.

Fonte: Autor.



relacdo a solu¢do da EDP, € verificar pelo cdlculo da norma. Considerando D, =

a norma obtida para diferentes valores de o,,, conforme a Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Norma em relagdo a densidade do cancer e da concentracao de nutrientes conside-

rando /N; = 2000 fixo e variando N,.

Outra maneira de visualizar o comportamento dos métodos numéricos em
10000,

I, = 3000, At = 0.1, e valores de Az variando de acordo com os valores de V,., apresenta-se

Met. Explicito

Met. Dois Estagios

N,

Ny

On

a(x,t)

n(zx,t)

a(x,t)

n(x,t)

56
60
64
68
72
76
80
84
88
92
96
100
104
108
112
116
120
124
128

2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000

0,24198
0.27778
0.31605
0.35679
0.4000
0.44568
0.49383
0.5444
0.59753
0.65309
0.71111
0.77160
0.83457
0.9000
0.96790
1.0383
1.1111
1.1864
1.2642

3.3173e-010
3.5379E-010
3.8240E-010
4.2257E-010
4.8029E-010
5.3439E-010
5.7028E-010
4.2554E-004
3.1244E-004
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN

4.7664e-005
2.2295E-005
2.6623E-005
3.9090E-005
2.5191E-005
2.6855E-005
3.3864E-005
6.3991E+136
1.3275E+281
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN
NAN

3.3458e-010
3.5624E-010
3.8240E-010
4.1771E-010
4.6981E-010
5.2567E-010
5.6526E-010
5.9006E-010
6.0847E-010
6.1014E-010
5.5435E-010
5.5240E-010
5.4547E-010
4.7170E-010
4.5494E-010
7.3132E-006
5.6323E-005
NAN
NAN

4.5071e-005
2.0475E-005
3.1252E-005
3.6337E-005
2.3664E-005
3.3762E-005
4.3018E-004
2.3171E-004
4.1288E-005
1.2437E-005
2.4438E-005
1.2706E-005
1.6297E-005
3.4700E-005
1.7048E-004
4.9518E+027
3.0061E+110
NAN
NAN

Observa-se na Tabela 6.2 que, para os primeiros valores de N,, variando entre
56 e 80, os valores de o,, estdo na regido de estabilidade dos dois métodos. Consequentemente,
a norma da densidade do cancer estdo na ordem 107'° e a norma da concentragdo de oxigénio
na ordem 10~%. Ainda, para N, = 64, os valores das normas da densidade do cAncer nos dois
métodos sdo iguais, isto €, 3.8240£-10. Observando que, para valores de /N, maiores que 80,
os valores de o,, ficam maiores que 0.5000 e, com isso, o método explicito sai da regido de
estabilidade e a norma calculada no método explicito comega a crescer, com um crescimento
rapido no intervalo em que o, estd entre 0.5444 e 0.59753, como verifica-se os valores € o
avango na ordem de grandeza de 1079 para 1072®! na concentragdo de oxigénio. Observa-se

depois um outro crescimento maior que faz com que os valores se tornem muito grandes a partir
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de 0, = 0.65309, enquanto que, no método de dois estagios para o,, > 0.5000, os valores das
normas mantém a mesma ordem, 1071 e 107, que no intervalo em que o, esta entre ( e
0.5000, o que se constata que a regido de estabilidade do método de dois estdgios é maior do
que a do método explicito, como demonstrado na Secdo 5.2.

Observa-se na Tabela 6.2, que aparece o termo N AN, isto é, Not a number em
algumas linhas, no qual esse termo N AN ¢ utilizado para descrever resultados das expressoes
invélidas, e com isso, os graficos de ambos os métodos deixam de ser representados. Assim,
para ilustrar o comportamento dos resultados numéricos quando saem da regido de estabilidade,
considera-se o exemplo onde N, = 86, N; = 2000 Az = 418605, At = 0.1 e I,, = 3000, e
obtém a Figura 6.4.

" 10212

a) Solugiio Numérica afxt) ' b) Solugéo Numérica nix,t)

x 107" : 1

--0.08

aix,t)

F-0.06

0.04

0.0z

Figura 6.4: Densidade do cancer e concentra¢do de nutriente no método explicito.

Fonte: Autor.

Observa-se que, os grificos da Figura 6.4, as solugdes a) e b) do método
explicito encontram-se deformados, devido ao valor de o,, = 0.57067 estar fora da regido de
estabilidade, e ao comparar com os resultados da Figura 6.2. Sendo a equagdo da densidade do
cancer relacionada com a concentragdo de nutrientes, e a concentracao de nutrientes resultando
em valores grandes, tem-se os valores da densidade do cancer alterados, distanciando-se da
solu¢do da EDP. Considerando os valores de /N, > 92, esses valores s@o maiores que 101282,
resultando na expressdo N AN e, com isso, os graficos da densidade do cancer e da concentra¢io
de nutrientes utilizando o método explicito ndo sdo representados.

Considerando N, = 86, N; = 2000 Az = 418605, At = 0.1 e I,, = 3000, e
obtém a Figura 6.5.



Figura 6.5: Densidade do cancer e concentracio de nutriente no método de dois estagios.
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Em relagéo a Figura 6.5, nos itens a) e b) referentes ao método de dois estd-

gios, observa-se que os graficos nao foram alterados, mantendo-se similares aos da Figura 6.1,

devido o valor de 0,, = 0.57067 estar na regido de estabilidade do método de dois estdgios.

Nos resultados até aqui apresentados foi considerado N; = 2000 fixo e variou-

se o valor de V,, observando que, na regido de estabilidade, os métodos possuem resultados

similares e que a regido de estabilidade do método explicito € menor que a regido de estabilidade

do método de dois estdgios, como visto na Se¢do 5.2. A préxima andlise estd relacionada

a manter-se o valor de [V, fixo e variar o valor de N;. Assim, considerando D, = 10000,
1, = 3000, N, = 20 e os valores de /V; variando, tem-se a Tabela 6.3.

Tabela 6.3: Norma em relagdo a densidade do cancer e da concentracdo de nutrientes conside-

rando NN, = 20 fixo e variando V.

Met. Explicito

Met. Dois Estagios

N, N, On a(x,t) n(z,t) a(x,t) n(z,t)

20 4000 1.5432E-002 5.7679E-011 1.0641E-005 0 0

20 2000 3.0864E-002 1.1454E-010 2.0767E-005 1.1673E-010 2.1866E-005
20 1000 6.1728E-002 2.2596E-010 4.0037E-005 2.3445E-010 4.3679E-005
20 500 1.2346E-001 4.4106E-010 7.8612E-005 4.7240E-010 8.7208E-005
20 250 2.4691E-001 8.1401E-010 1.7074E-004 9.6344E-010 1.7439E-004
20 130 4.7483E-001 1.6073E-009 2.0136E-004 1.6802E-009 3.3929E-004
20 65 9.4967E-001 NAN NAN 3.7634E-009 7.3879E-004
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Considerando D,, = 10000, I,, = 3000, N, = 40, e valores de NN, variando,
tem-se a Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Norma em relacdo a densidade do cancer e da concentracdo de nutrientes conside-

rando N, = 40 fixo e variando V.

Met. Explicito Met. Dois Estagios

N, N, o a(x,t) n(z,t) a(x,t) n(z,t)

40 4000 6.1728E-002 1.0892E-010 9.0768E-006 0 0

40 2000 1.2346E-001 2.2100E-010 1.6541E-005 2.1625E-010 1.9806E-005
40 1000 2.4691E-001 4.5565E-010 2.7453E-005 4.3500E-010 3.9389E-005
40 500 4.9383E-001 9.4306E-010 4.0261E-005 8.8642E-010 7.7701E-005
40 250 9.8765E-001 NAN NAN 1.9130E-009  1.4915E-004
40 130 1.8993E+000 NAN NAN 3.7313E-005 1.8999E+036
40 65  3.7987E+000 NAN NAN 5.8082E-006 2.2221E+032

Observa-se nas Tabelas 6.3 e 6.4 que os valores das normas de a(z,t) em
ambos 0s método tem ordem de 107'° e a norma de n(z,t) tem ordem de 10~°°, quando os
valores de o, estdo na regido de estabilidade dos métodos explicito e dois estdgios. E que na
Tabela 6.3 observa-se uma maior regiao de estabilidade em ambos os métodos.

Considerando D,, = 10000, I,, = 3000, N, = 80, e valores de /N; variando,

tem-se a Tabela 6.5.

Tabela 6.5: Norma em relagdo a densidade do cancer e da concentracao de nutrientes conside-

rando /N, = 80 fixo e variando /V;.

Met. Explicito

Met. Dois Estdgios

N, N o a(x,t) n(x,t) a(x,t) n(zx,t)

80 4000 2.4691E-001 2.8316E-010 1.6639E-005 0 0

80 2000 4.9383E-001 5.7028E-010 3.3864E-005 5.6526E-010 4.3018E-004
80 1200 8.2305e-001 NAN NAN 9.4518e-010  5.4194e-005
80 1000 9.8765E-001 NAN NAN 1.1365E-009  6.5072E-005
80 500 1.9753E+000 NAN NAN 2.3399E-004 4.9901E+213
80 250 3.9506E+000 NAN NAN NAN NAN

80 130 7.5973E+000 NAN NAN NAN NAN

Verifica-se na Tabela 6.5 uma similaridade de valores com as Tabelas 6.3 e
6.4, isto é, para o, > 0.5000, o método explicito sai da regido de estabilidade e suas solucdes
atingem valores muito grandes, conforme a Figura 6.4. Porém, o método de dois estdgios
permanece na regido de estabilidade, conforme demonstrado na Se¢do 5.2, e como observa-se
nos valores de o,, préximos de 0.5000, no qual a norma da concentracdo de nutrientes n(z, t),

s30 menores no método de dois estdgios, mantendo-se na ordem de 107%. Também, a maior
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vantagem do método de dois estdgios encontra-se relacionada ao tamanho do passo no tempo,
ou seja, observa-se, ainda na Tabela 6.5 , que para N; = 4000 no método explicito, NV; = 1200
no método de dois estdgios e IV, = 80, ambas as solu¢des de a(z,t) tém a mesma ordem de
1071, ocasionando um menor esforco computacional ao considerar N; = 1200.

Ap6s essas andlises, observa-se que ambos os métodos na regido de estabili-
dade geram a solucdo da EDP, pois ambos sdo convergentes, segundo o Teorema de Lax, por
serem consistente e estdvel. Notou-se também que ambos os métodos numéricos na regiao
de estabilidade tiveram resultados similares, porém o método de dois estdgios € mais eficaz
que o método explicito, pois € possivel ter os mesmos resultados utilizando uma malha menos

refinada, como mostram as Tabelas 6.3 a 6.5.

6.2 RESULTADOS SOBRE O CRESCIMENTO DO CANCER

Ap6s as andlises numéricas efetuadas na Secdo 6.1, e verificado que na regido
de estabilidade ambos os métodos possuem resultados satisfatérios, e que o método de dois
estdgios ndo precisa de uma malha tao refinada quanto ao método explicito, para andlise do
crescimento do tumor serd utilizado o método de dois estdgio.

Sendo o modelo de crescimento dado pelas equagdes 4.11 e 4.12 para andlise
da densidade do cancer, serd considerado o oxigénio como Unico nutriente. Assim, para o
método de dois estagios com N, = 1200, N, = 80, Az = 45, At = 0.1667 e I, = 3000 e o
valor de p = 0, tém-se as Figuras 6.6 e 6.7, onde, nos itens a) e b) da Figura 6.7 foram feitos
cortes no ponto médio do dominio espacial, isto é, x = 0, mantendo todos os valores da varidvel

temporal.

a) Densidade do cancer b) Concentragéo de nutrientes

n(x,t)

Figura 6.6: Densidade do cancer e da concentragao de oxigénio pelo método de dois estagios.

Fonte: Autor.
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a) Densidade cancer b} Concentragéo de nutrientes
0.8 . . . 1 . . .

a(x.h)

_0.1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t t

Figura 6.7: Densidade do cancer e concentragdo de oxigénio considerando x = 0 e todos os

valores de ¢
Fonte: Autor.

No item a) das Figuras 6.6 e 6.7, observa-se que a densidade do cincer no
inicio tem um crescimento muito rapido, que pode ser considerado um crescimento exponencial
até o nivel do tempo ¢ = 20. Depois disso, o crescimento tem um declinio até o tempo ¢ = 60 e,
apos este valor, a curva estabiliza-se até o tempo ¢ = 200. Analisando o grafico da concentracdo
de nutrientes no item b) das Figuras 6.6 e 6.7, observa-se um grande consumo de nutrientes no
tempo inicial até o nivel de tempo ¢ = 20. Apds ocorre uma pequena variagdo em torno de
t = 20 até t = 50 e estabiliza-se até ¢ = 200.

Observa-se que, no periodo de ¢ = 0 até ¢ = 20 na Figura 6.6 a), um in-
tervalo em que as células tumorais multiplicam-se, devido a atuagdo significativa das células
proliferativas no tumor, o que reflete no mesmo periodo um declinio na curva da concentra-
¢do de oxigénio conforme ilustrado na Figura 6.6 item b), confirmando com outros resultados
encontrado na literatura, no qual o consumo de oxigénio pelas células tumorais proliferativas
durante a divisdo € maior do que o consumo de oxigénio relacionado com as outras células vivas
[39, 48, 50].

No intervalo de tempo de ¢ = 20 e ¢ = 40 no gréfico das Figuras 6.6 ¢ 6.7
no item a) que descreve a densidade tumoral, tem um declinio na curva que representa uma
parada na divisdo celular das células tumorais, isto porque o nivel de oxigénio disponivel no
tecido chegou a um limite critico, no qual a concentracio de oxigénio ndo € mais suficiente para
continuar a multiplicacdo das células cancerigenas, conforme observa-se no grafico da concen-
tracdo de oxigénio dado pelas Figuras 6.6 e 6.7 no item b). Neste caso, as células que eram
proliferativas passaram a ficar em repouso aguardando condi¢des suficientes de nutrientes para
continuar o processo de multiplicagdo. Estas células tumorais que estdo em repouso recebem o

nome de células quiescentes.
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Como estao sendo considerados os tumores avasculares, tem-se que esses tu-
mores nio possuem a capacidade de induzirem angiogénese, isto €, formacdo de novos vasos
sanguineos, como € o caso dos tumores vasculares. Neste caso, devido a baixa concentragcdo de
oxigénio, como observa-se na Figura 6.7 b ap6s o tempo ¢ = 50, com o valor préximo da con-
centracdo critica, e devido ao grande nimero de células tumorais, as células sofrem mutacdes
para sobreviver com pouco oxigénio. Como a quantidade de células tumorais é grande, apds
a mutacdo algumas células morrem e formam a regido necroética, e as células que sobrevivem
apo6s as mutagdes sao denominadas de células hip6xicas, que sobrevivem em ambientes com o
baixo nivel de oxigénio.

Em relagdo a concentracio de oxigénio disponivel no tecido para a sobrevi-
véncia do tumor, na equagdo da concentracao de nutrientes (4.12), a taxa p representa o de-
caimento de oxigénio. Com essa taxa pode-se analisar o crescimento da densidade do cancer
de acordo com a concentragdo de oxigénio disponivel no tecido normal. Assim, considerando
Ny = 1200, N, = 80, I, = 3000, Az = 45, At = 0.1667, p = 0.000, p = 0.005, p = 0.010 e
p = 0.050 , tem-se a Figura 6.8.

Densidade cancer com a variagao de p

0.8 ; ; ; ; ; . . : ;
— = -p=0.000
0.7} iy — = -p=0.005 |
i1 p =0.010
06} ni ——-p=0.050 |
1
05+ R} -
i
= 04f i .
= vy
© 03} Iy W ]
AN
02F /7 WA ]
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\"""-... ‘I\a‘h‘"m
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Figura 6.8: Variacdo na dispersdo de oxigénio no tecido, com p = 0, p = 0.005, p = 0.010 e
p = 0.050.

Fonte: Autor.

Assim, pela Figura 6.8 tem-se que a densidade tumoral estd acima do valor de
0.7 quando p = 0, ja quando aumenta-se os valores de p, observa-se que ocorre uma diminui¢ao
na densidade tumoral, isto €, se considerar p = 0.05, a densidade do tumor € aproximadamente
0.3, o que mostra que o oxigénio € fundamental para o crescimento tumoral.

Observa-se também na variagdo dos valores de p, conforme a Figura 6.8, que

em torno de ¢ = 50 a densidade do cancer estabiliza-se para todos os casos, apds ter um cresci-
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mento rapido e depois um decrescimento. Resultados de uma proliferacao de células cancerosas
quando a concentracao de nutrientes € alta e uma adaptacao das das mesmas que sobreviveram
apo6s algumas mutagdes, devido o baixo indice de nutrientes.

Considerando a Figura 3.1 do Capitulo 4 que descreve as regides do tumor e
os valores fornecidos pela Figura 6.8, tem-se que, quando p = 0, a densidade do cancer esta
proxima de 0.7. Neste caso, a regido das células vivas é maior do que na regido das células
hipodxicas, e quando p = 0.050 com a densidade do cancer proximo do valor 0.3, tem-se que a
regido das células vivas sdo menores do que a regido das células hipdxicas, fato esse relacionado
a baixa concentracao de oxigénio que é fundamental na divisdao das células cancerosas [39].

Conforme Sabir (2017), Rockwell (2009) e Wigerup (2016), a hipdéxia tornou
um fator importante nas pesquisas de tratamento do cincer, pois o fato das células tumorais
sofrerem mutacdes para adaptar-se com pouco oxigénio, essas mesmas células, apds receberem
os medicamentos do tratamento no combate do cancer, passaram a sofrer novas mutagdes para
adaptarem-se no tecido com a presenca dos medicamentos. Com essas adaptacdes das células
tumorais aos medicamentos, os tratamentos ndo tiveram os resultados esperados na diminui¢ao

ou até mesmo na eliminacao do cancer [3, 32, 39].
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi realizada uma revisdo bibliografica em relagdo aos mode-
los de dindmica populacional para obter um modelo que descrevesse o crescimento do tumor
avascular invasivo. O modelo utilizado foi descrito por duas equagdes diferenciais parciais, uma
relacionada a densidade do cancer e a outra a concentragdo de nutrientes.

Para compreender o crescimento do tumor, foi feita uma pesquisa sobre a
biologia do cancer para conhecer o processo da divisdo celular das células tumorais, na qual
constatou-se uma divisdo desordenada das células cancerigenas devido as mutacdes sofridas
pela célula, resultando em um crescimento rapido e desordenado do tumor. Apds esses estudos,
foram utilizados dois métodos numéricos, o explicito e o de dois estdgios para andlise dos
resultados, discretizados pelo método de diferencas finitas. Apds as discretizagdes, foi realizada
uma andlise na convergéncia dos métodos, utilizando-se a expansdo em série de Taylor para a
analise da consisténcia, € o critério de Von Neumann na andlise da estabilidade.

A andlise de resultados foi divida em duas partes. A primeira fez um estudo
comparando os métodos explicito e o de dois estagios e, a segunda, uma andlise no crescimento
do tumor conforme o modelo estudado. Na primeira, observou-se que o método de dois estagios
tem mais vantagens do que o método explicito, uma vez que a regido de estabilidade do método
explicito é menor que a regido do método de dois estdgios, como observado na Tabela 6.2. Isto
é, 0 método de dois estdgios manteve a ordem de grandeza 10~ na densidade do cancer, e 107°
na concentracao de nutrientes, utilizando uma malha menos refinada, enquanto que no método
explicito os valores comegaram a crescer muito rapidamente divergindo da solu¢do nas mesmas
condicoes.

Na segunda parte, em relagdo ao céncer, foi observado um crescimento ra-
pido, semelhante ao crescimento de uma funcdo exponencial em locais onde a concentragao
de nutrientes € abundante e, com falta de nutrientes, ocorre um declinio populacional até uma
concentracao critica. Neste estdgio, a densidade do cincer € estdvel, pois as Unicas células vivas
sao as células quiescentes e as células hipéxicas. Em relagdo a concentracdo de nutrientes, foi
observado um declinio no mesmo intervalo em que houve um crescimento rapido do tumor, fato
esse relacionado ao consumo das células proliferativas. Apds o decrescimento da concentragdo
de nutriente houve uma pequena variacdo e depois uma estabiliza¢do, de acordo com as Figuras
6.6 e 6.7. Observa-se também que a concentracio de oxigé€nio disponivel no tecido € essencial
para o desenvolvimento do tumor, como ilustra a Figura 6.8, pois, ao variar a concentracio de
oxigénio, observa-se que a regido hipdxica € maior que a regido das células proliferativas.

Como sugestdes para novos trabalhos, pode-se relacionar o modelo estudado
com fatores de tratamento do cancer, analisar a densidade do cancer com a presenca de células
normais devido a competi¢do por oxigénio e, como o método de dois estidgios possui resultados

satisfatorios, pode-se analisar outros métodos, e at¢ mesmo uma andlise no caso 2D.
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