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ABREU, Anderson Indcio Salata. Modelo Matematico de Crescimento de Tumor com Difu-
sao e tratamento. 2019. 65f. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Computacio-
nal) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2019.

RESUMO

Neste trabalho apresenta-se modelos matematicos envolvendo equacdes diferencias ordindrias
(EDO) e equacdes diferencias parciais (EDP), que modelam o crescimento tumoral. No mo-
delo de EDO aplica-se dois tipos de tratamento, radioterapia e quimioterapia, enquanto que no
modelo de EDP aplica-se apenas o tratamento via quimioterapia. As derivadas dos modelos sao
aproximadas utilizando o método de diferencas finitas. Andlises de convergéncia dos sistemas
sdo realizadas e, simulacdes numéricas sdo apresentadas para encenar diversos tipos de trata-
mentos através da radioterapia e quimioterapia para o cancer de mama e o cancer de pulmao.
O objetivo é compreender o desenvolvimento do tumor ao longo do tempo e o efeito da aplica-
cdo dos tratamentos nos modelos. Os resultados numéricos obtidos mostram-se coerentes com
a analise matemadtica, visto que as solugdes numéricas convergiram para pontos de equilibrios
dos sistemas.

Palavras-chave: Equacgdes diferencias ordindrias. Equacdes diferenciais parciais. Modelagem
tumoral. Equilibrio. Simulagdes numéricas. Método de diferencas finitas.



ABREU, Anderson Inicio Salata. Tumor Growth Model with Diffusion and Treatment.
2019. 65f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2019.

ABSTRACT

In this work we present mathematical models involving ordinary differential equations (ODE)
and partial differential equations (PDE), both of which model tumor growth. In the ODE model
two types of treatment, radiotherapy and chemotherapy are applied, whereas in the PDE mo-
del, only chemotherapy treatment is applied. The derivatives of the models are approximated
using the finite difference method. System convergence analyzes are performed and, numeri-
cal simulations, are presented to stage different types of treatment through radiotherapy and
chemotherapy for breast cancer and lung cancer in order to understand the development of the
tumor and the effect of the application of the treatments in the models. The obtained numerical
results are consistent with the mathematical analysis, since the numerical solutions converged
to points of equilibrium of the systems.

Keywords: Ordinary differential equations. Partial differential equations. Tumor modeling.
Equilibrium. Numerical simulations. Finite differences method.
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1 INTRODUCAO

Estima-se que cerca de 600 mil novos casos de cancer surgirdo em 2019 [21],
portanto estudos acerca deste assunto sdo de extrema importancia. Nas dltimas estatisticas
sobre as tendéncias na incidéncia de cancer e mortalidade por conta do cancer no mundo, o
estudo mostra como o surgimento de canceres estdo crescendo a um ritmo acelerado e salienta
a necessidade da aplicac@o urgente de estratégias de prevencao e tratamento eficazes para conter
a doenca [20].

Existem dois tipos de tumores, o benigno e o maligno, o qual é também cha-
mado de cancer. Tumor benigno € constituido por células semelhantes as de sua origem, seu
crescimento € lento e em grande parte dos casos, o tumor pode ser totalmente removido cirur-
gicamente. Tumor maligno é formado pela mutagdo das células que o originaram, € agressivo,
tem a capacidade de infiltrar em outros 6rgaos e as células se multiplicam rapidamente. O trata-
mento e a possivel cura depende de vdrios fatores, entre eles o diagndstico precoce e a eficicia
do tratamento [21].

Para uma compreensdao da modelagem matematica envolvendo o tumor, serdo
apresentados alguns exemplos que estudam o comportamento do crescimento tumoral, bem
como o comportamento do organismo na presenca de um cancer e o tratamento. Esses exemplos
sdo a base do modelo matematico a ser abordado neste trabalho.

Virias andlises estdo sendo desenvolvidas com o auxilio da modelagem mate-
matica com o objetivo de minimizar os efeitos colaterais causados pelo tratamento aos pacientes
[14, 40]. O estudo feito por Peng & Xijun (2017) mostra um modelo matematico de equacdes
diferenciais ordindrias (EDO) para um sistema imune-tumoral considerando a quimioterapia
direcionada'! como tratamento. Além de trazer uma anélise qualitativa do modelo, isto é, o
estudo analitico de existéncia de solucdes, estabilidade e também simula¢des numéricas, que
indica um beneficio maior do tratamento direcionado ao invés da quimioterapia regular? [33].
O trabalho de Pinho et al. (2013) propde um modelo de cinco equacdes diferencias ordindrias
que simula as interagdes entre células normais, células tumorais, células endoteliais (um tipo
de célula que reveste o interior dos vasos sanguineos), agentes quimioterdpicos e agente anti-
angiogénico, com o objetivo de comparar o cronograma convencional (dose médxima tolerada)
de quimioterapia com o cronograma de quimioterapia metrondmica > com pequenos intervalos
entre infusoes [34].

Trabalhos envolvendo equagdes diferencias parciais para modelagem tumo-

ral também sdo apresentados na literatura. O trabalho proposto por Balding & McElwain

IUtiliza-se novas drogas, chamadas drogas direcionadas, que danificam as células tumorais bloqueando os
genes ou proteinas encontradas especificamente nas células tumorais [21].

>Também chamada de padrio, utiliza-se de drogas que atingem todos os tipos de células [21].

3Administra(;ﬁo em baixas doses, em curtos intervalos e/ou continuamente [21].
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(1985), descreve o comportamento do crescimento da rede de capilares na presenca da TAF
(Tumor Angiogenesis Factor) [2]. Ele apresenta resultados coerentes, usando parametros re-
ais, ao comparar-se com dados empiricos disponiveis. O trabalho de Guiraldello (2015) [18]
estuda um modelo de crescimento tumoral com difusdo e a aplicacdo da quimioterapia como
tratamento. Nele as simula¢des abordam dois tipos de tratamentos, o MTD (Maximal Tolerated
Dose) e o metrondmico.No tratamento MTD idealiza-se que, quanto maior a dose, maior a efici-
éncia do tratamento, enquanto que o tratamento metrondmico, baseia-se em menores quantidade
de drogas em cada administragdo da quimioterapia. No trabalho, conclui-se que o tratamento
metrondmico teve maior eficiéncia nas simulacdes realizadas. O trabalho de Enderling & Cha-
plain (2014) descreve os fundamentos da modelagem matemadtica do crescimento tumoral e das
interagdes tumor-hospedeiro e resume algumas das abordagens seminais € mais proeminentes
através de modelos envolvendo EDQO’s e EDP’s [14].

Neste trabalho, para criar uma sequéncia légica e gradativa de modelos para
o crescimento tumoral, aborda-se inicialmente modelos utilizando equag¢des diferencias ordina-
rias, para enfim, utilizar-se de equagdes diferenciais parciais para estudar o comportamento do
modelo proposto por Pillis & Radunskaya (2002) [11]

Neste contexto, o objetivo deste trabalho € apresentar um modelo com difusdo
que possa simular o comportamento de células cancerigenas, células imunoldgicas e células
normais e aplicar tratamento via quimioterapia. Como objetivo secunddrio, visou-se também
uma andlise numérica dos modelos apresentados, mediante andlise de convergéncia.

Desta forma o trabalho encontra-se dividido em 6 capitulos, sendo o primeiro
a introducdo. O segundo capitulo aborda um estudo biol6gico resumido sobre o cancer, a ra-
dioterapia e a quimioterapia. No terceiro capitulo aborda-se uma breve teoria do método de
diferencas finitas, visto que serd o método usado para resolu¢do numérica dos modelos do tra-
balho. No quarto capitulo mostram-se modelos de crescimentos populacionais voltados para
a modelagem tumoral usando equacdes diferenciais ordindrias. Aqui apresenta-se o modelo
tumoral, o tratamento através da radioterapia e quimioterapia e as simulacdes numéricas. No
quinto capitulo apresentam-se a modelagem matematica do modelo com difusdo. No tdltimo

capitulo mostra-se-a conclusdo do trabalho e possiveis trabalhos futuros.

1.1 BI10OLOGIA DO CANCER

Nesta secdo aborda-se um estudo sobre o cancer, desde a formacdo, cresci-
mento e a morte das células cancerigenas, e também duas formas de tratamento, quimioterapia

e radioterapia e aspectos de modelagem matematica.

1.1.1 O que é o cancer?

Cancer, nome dado para mais de 100 doengas caracterizadas pela formagao e

crescimento anormal de populacdes de células e que podem metastizar, que ameagam a vida do
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individuo por interferir muitas vezes nas fungdes vitais do corpo [29]. O corpo constantemente
produz novas células, que ajudam a substituir e recompor tecidos desgastados por alguma inter-
feréncia externa ou pelo processo natural no ciclo celular. Normalmente, as células crescem e
morrem de maneira ordenada, quando isto ndo ocorre € formado um nédulo, que é chamado de
tumor [19].

Existem duas classificagdes para o tumor, sendo descritas por benigno ou ma-
ligno. O tumor benigno € constituido por células que ndo sdo capazes de se espalhar em outras
partes do corpo, € em grande parte dos casos, esse tumor pode ser totalmente removido ci-
rurgicamente [21]. J4 o tumor maligno tende a ser mais agressivo, com crescimento rapido e
células que tem a capacidade de infiltrar-se em outras partes do corpo por meio da corrente
sanguinea. Para o tratamento do tumor maligno, ou cincer, € necessdrio avaliar vérios fatores
que sdo especificidades de cada situacdo e individuo [1]. As células cancerigenas sado diferentes
das células comuns e o fato do crescimento ser rapido, agressivo e incontroldvel, faz com que o
tumor cresca rapidamente, podendo espalhar-se para outras partes do corpo [4].

Células com crescimento desordenado que se iniciam primeiramente em um
tecido ou 6rgdo sdo chamados de cancer primdrio. Quando essas células afetam somente o te-
cido ou o 6rgao causando algum distdrbio no funcionamento do mesmo, € dito tumor localizado.
Quando essas células sdo capazes de invadir outros tecidos ou 6rgaos, é chamado tumor secun-
dario ou metastase [1]. Autossuficiéncia em sinais de crescimento, insensibilidade a sinais de
anti-crescimento, evitar a apoptose (morte programada das células) sdo algumas das principais
caracteristicas do tumor [42]. Estudos mais detalhados sobre o crescimento anormal de células

cancerigenas podem ser encontrados em [6, 28, 5].

1.1.2 Tratamentos

O tipo do tratamento depende de alguns fatores, tais como, o tipo do cancer,
local do cancer primdrio, se hd metdstase, o quao bem de satde o paciente estd, entre outros [1].
Os principais tratamentos sdo: cirurgia, imunoterapia, radioterapia e quimioterapia [1, 21, 20].
Neste contexto, este trabalho aborda dois tipos de tratamento, a quimioterapia e a radioterapia,

com o objetivo de aplicd-los no modelo matemadtico a ser estudado.

Radioterapia

A radioterapia é um tratamento que consiste na aplica¢do de radiacdo ioni-
zante que auxilia na destruicio e/ou na inibi¢do do crescimento de células tumorais. E um
tratamento local, e, geralmente, afeta apenas a parte do corpo onde a radiagdo € aplicada. A
radioterapia afeta também células sauddveis, porém, a taxa de morte € muito menor pelo fato
de agir principalmente no momento em que as células se reproduzem, como por exemplo, nas
células responsdveis pelo crescimento dos cabelos/pelos e nas células cancerigenas que se re-

produzem mais rapidamente, entio a taxa de mortalidade é maior [7]. Além disso, a capacidade
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de reparo de células sauddveis € muito maior do que a de células com alto indice de proliferacao,
como as células tumorais [15].

Para o uso da radioterapia, o modelo linear quadratico é amplamente utilizado
na simulagdo da radiagdo aplicada. As hipoteses para a formulacdo do modelo linear quadrético
sdo dadas no trabalho de Brenner (2008), [8]:

1. A radiacdo causa no DNA quebras de fitas duplas proporcional a dose.

2. A quebra do DNA, pode ser reparada com taxa constante de primeira ordem, na prética,

existem diferentes quebras do DNA e diferentes taxas de reparo.

3. Em concorréncia com o reparo das quebras do DNA, o reparo incorreto de binarios de
pares de quebras produzem diferentes faixas de radiacdo que podem produzir lesdes letais
identificadas como aberragdes cromossOmicas predominantemente, sendo o proporcional
ao quadrado da dose. Feixes independentes de radiacdo podem ocorrer em diferentes
momentos durante o regime, permitindo que o reparo da primeira quebra nao ocorra antes
da segunda quebra; essa € a principal caracteristica do fracionamento e por consequéncia

do modelo linear quadratico.

4. Faixas unicas de radiacdo podem reproduzir lesdes letais.

Sendo assim, a equacdo da sobrevivéncia das células, denotada por S, é dada
por
S — e—n(ad—l-ﬂdQ)? (11)

em que n é o nimero de fragdes, d a dose por fracdo, o e 5 sdo componentes radiobiolégicos que
definem a sensibilidade do tecido a radiagao, isto é, o corresponde a taxa morte proporcional
a dose d, enquanto (3 corresponde a taxa de mortalidade proporcional ao quadrado a dose d.
Quanto maior o valor de o em relacdo ao valor de 3, mais linear é a resposta a radioterapia em
doses baixas, no caso de ter-se um valor baixo de &« em comparacdo com (3, a resposta € linear
em um curto espaco de tempo, tornando-se mais acentuada rapidamente [38].

O uso do modelo linear quadritico em um modelo de crescimento de tumor

€, a partir da quantidade de células que sobrevivem apds a aplicagdo da radioterapia, sendo
f=da(l-29), (1.2)

em que, [ € a quantidade de células que morrem apds a exposi¢do a radiacdo, a indica taxa de
morte da célula que € afetada com a aplica¢do da radioterapia e § € um parametro bindrio: 0

quando ndo h4 o tratamento e 1 quando hd o tratamento.

Quimioterapia

Quimioterapia é um tipo de tratamento para o cancer que usa um ou mais

medicamentos quimioterdpicos, que agem com maior assiduidade em células que tem a mul-
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tiplicagdo acelerada, caracteristica predominante de células cancerigenas [20]. O tratamento
pela quimioterapia pode ser feito via oral, intravenosa, intramuscular, subcutanea, intracraneal
e topico, sendo que a op¢do pela forma do tratamento depende da situacido de cada paciente
[21].

Hoje muito empregada no tratamento do cincer, a quimioterapia consiste na
combinacao de agentes quimioterapicos, sendo eles utilizados para efeito antiblastico (agem no
combate de células-jovens) e ajustado conforme a especifidade corporal do paciente [6]. Das
modalidades de quimioterapia, serd adotada somente a neo-adjuvante, que consiste na aplicacao
do agente quimioterdpico sem a retirada do tumor cirurgicamente. A variacido da droga no or-
ganismo em relacdo ao tempo € dada pela cinética de primeira ordem, como pode ser verificado
no modelo utilizado em Rodrigues et al. (2012), descrito por

dQ
S5 =4l - Q. (13)

em que, denota-se () como sendo a quantidade do agente quimioterdpico, A sendo taxa de
decaimento do agente quimioterapico e ¢(t) a fun¢do da dose quimioterdpica administrada.

A variacdo da quantidade do agente quimioterdpico no tratamento intrave-
noso, dado por (1.3), resulta em um efeito na modelagem tumoral considerando a resposta
funcional do tipo Michaellis-Menten. Visto que a morte das células, sauddveis ou cancerigenas,
ap6s uma dada dose, independe da quantidade, tem-se que a mortalidade celular € dada por

ﬂ (1.4)

(e+@Q)
com e sendo a saturacdo do efeito resposta a droga, 1 taxa de morte das células tumorais apés
a aplicacdo da quimioterapia [36] e P representando a populacdo de células que foi aplicado o
tratamento, sauddveis ou cancerigenas. Admite-se ainda que as células sdo mortas pela droga
em propor¢ao constante. Segundo [9], a droga tem um efeito maior em células tumorais do que
em outros tipos de células, logo a taxa de morte tumoral, apds a aplicacdo da droga, € muito
maior, o que € de se esperar para o tratamento.

Na literatura, encontra-se dois tipos de tratamento sendo:

* Constante, isto é, ¢(t) = ¢ > 0, com isso hd o decaimento exponencial de cada tipo de

agente quimioterapico no organismo.

* Em ciclos, isto €, a fungdo ¢(¢) é uma fungao periddica. O tratamento é administrado a
cada trés ou quatro semanas, variando o tratamento dependendo de cada caso, repetindo

esse processo quatro vezes, [36]. Para esse tipo de tratamento define-se [31]

q(t):{Q>O’ n<t<n+rT (1.5)

0, n+7<t<n+T,
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com 7" sendo o intervalo de tempo do ciclo, n = 0,7,27,... e 7 o tempo de infusdo, com
T>>r.

Neste trabalho serd abordado apenas o caso em que a funcdo € periddica,
ou seja, o tratamento em ciclos. Os esquemas terapéuticos para a aplicacdo da quimioterapia
podem ser por dia, semana, quinzena, entre outros intervalos. Definido os tipos de tratamento
a ser utilizado neste trabalho, apresenta-se como o modelo serd abordado numericamente, para

isto introduz-se alguns conceitos bésicos sobre diferencas finitas.

1.2 DIFERENCAS FINITAS

O método de diferencas finitas € uma técnica de resolver equacdes diferencias
numericamente através de aproximacgdes da derivadas. O dominio continuo é aproximado por
uma finidade de pontos discretos, quando o problema é de uma dimensdo, ou em nés, quando
tem-se problemas de duas dimensdes. A este processo, dd-se o nome de discretizagdo. Uma vez
realizado a discretizacdo do dominio, faz-se necessdrio aplicar o método de diferencas finitas
para aproximar as derivadas, presentes na equacgdo diferencial, por férmulas de aproximacoes

discretas de diferencas, obtidas através da expansao de Taylor [10].

1.2.1 Diferencas Finitas para funcio de uma variavel

Para compreensdo da técnica de diferencas finitas, exemplifica-se o caso de
um problema com uma varidvel. Sejam xy € R e h > 0, define-se malha de passo /h associada

a xg o conjunto de pontos (discretos) dados por
ri=x9+1th, i=1,...,n. (1.6)

Dada uma fun¢@o f(x), calcula-se sua aproximacdo e de sua derivada em cada ponto da malha

(1.6), utilizando a expansdo em série de Taylor.

Teorema 1. Seja f : I — R uma funcdo derivdvel n + 1 vezes no intervalo I C R contendo .

Entdo para cada x + h em I existe um niimero real x € (x,x + h) tal que

flx+h)= iwhk + QA" (1.7)
B k! ’ '
k=0
iy _ 4700 Lo

com o termo Q(h" ) = mh representando o erro da aproximagdo de f(x + h) pelo

polinémio P"(x) de graun
n_ ok
P"(x) = flffc>hk. (1.8)

k=

[e=]

Demonstracao 1. A demonstracdo pode ser encontrada em [26].
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Observe que, ao considerar n = 1 em (1.7), tem-se,
flx+h) = f(z) + f'(z)h+ O(h?), (1.9)

a partir de (1.9) isola-se f'(x) e assim obtém a aproximacao, resultando em

Fz) ~ f<x+h}1_f(x), (1.10)

que para h pequeno o erro serd de ordem h, denotado por Q(h). A expressdo (1.10) é conhecida
como aproximagdo por diferencas finitas progressiva, com o erro sendo de primeira ordem.

A expressao de diferencas finitas regressivas para a aproximac¢do da primeira
derivada f’(z) é obtida de forma andloga a (1.10), na qual é substituido o termo A por —h, com

erro também de primeira ordem, resultando em

f(@) ~ fe) - i(x il (1.11)

Considerando n = 2, h e —h em (1.7), obtém-se

fet ) = fa) + Fan+ g L0, (1.12)
€
flo—h) = f(@)  fapp+ DD T (1.13)

Subtraindo (1.13) de (1.12) e isolando f’(z) tem-se,

oy S@th) = fle—h) f"0a) + " (x2)\, 2
F(z) = o - ( 3 )h . (1.14)
Aplicando o teorema do valor médio [26] na equacao (1.14), tem-se,

2h 3! ’

com x € [min x1, X2, max x1, x2]- A partir de (1.15), encontra-se uma aproximagio para f'(z),

F(z) ~ f($+h)2_hf($_h), (1.16)

que é chamada de equagio de diferencas finitas central, que tem ordem de erro Q(h?).

Similarmente, obtém-se uma expressao que aproxima a derivada de segunda



20

ordem. Considere agoran = 3 em (1.7) com h e —h, obtém-se,

" " (4)
fla+h) = f(z) + f'(x)h + fZ(f”) ne el 3<|”“”> pv L 44<'X1)h4 (1.17)
c
f(.%‘ . h) _ f(l’) - f/(l‘)h—f— f//(x)h2 o f”l({L‘) h3 + f(4)(X2)h4 (1.18)

2! 3! 4!

Somando as equagdes (1.17) e (1.18) e aplicando o teorema do valor médio

[26] no termo do erro, tem-se a seguinte expressao,

fle+h) =2f(@)+ fle=h) [P0,

f'(z) = 2 m

(1.19)

com x € [min x4, X2, max x1, xo]. Truncando a equac@o (1.19), tem-se a expressdo chamada de
equacao de diferencas finitas central para a derivada de segunda ordem [10] com erro de ordem
O(h?),

1.2.2 Diferencas finitas para funcao de duas variaveis

Expressoes que aproximam derivadas de fung¢des de duas varidveis sao obtidas

de forma andloga ao processo descrito na secdo 1.2.1.

Teorema 2. Seja f:A — R uma funcéo de classe C™"** no conjunto aberto A C R* e (x,t) €
A. Sejam h, k € R tal que (x + Ah,t + \k) € A, com X € |0, 1], entdo existe um niimero real
x € (0,1) tal que

or
ot

of
ox

+ Z ( ) mf(x,t)h”’jkj + QA EMT (1.21)

flea+ht+k)= f(z,t)+ =(z,t)h + = (2, )k + ...

con

@(thrl kn+1

n+1
1 n+1 o
' ( nr > 8—..f(x—|—xh,t+xk)h"“’]kj.

xn—‘rl—jatj

Demonstracao 2. A demonstragdo pode ser encontrada em [25].
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Usa-se raciocinio andlogo aplicado a funcao de uma variavel e, por simplici-
dade, adiciona-se a discretizacdo em uma das varidveis por vez, obtendo

* Diferencas finitas progressiva

8f(:L‘,t> f(:L‘,t—f—k?)—f(l’,t) _Ec‘??f(x,f)

o 2 2 o (1.22)
Of(@,t) _ fla+ht)— flz,t) hO*f(x.?)
or h 2 92 (1.23)
comt<é<t+kex<xy<axz+h.
* Diferencas finitas regressiva
ot k 2 o (1.24)
or h 2 022 (1.25)
comt—k<é<texr—h<y<u.
* Diferencas finitas central
of(x,t)  fla,t+k)— flz,t—k) Kk f(x,8)
ot 2k 6 OB (1.26)
Gf(:c,t):f(x—i—h,t)—f(x—h,t)_h_383f(x,t) (127)
Ox 2h 6 Ox3 '
Pflat) _ fletth) -2 +flot—k) ROV L
o k2 12 ot '
2 _ _ 2 a4
Piat) _fletht) 2@t 4 fla—ht) BRI e

0x2 h? 12 oxt 7

comt—k<é<t+kexr—h<y<z+h,e

Pflx,t)  flx+ht+k)—fla+ht—k)—flx—ht+k)+ flz—ht—k)

ordt 4hk
h_284f(X17§1) _ k_284f(X2,§2)
6 0z30t 6 Oxot3

(1.30)

comx —h<y,xe<x+het—k<&,&<t+k.



22

Detalhes sobre o processo de obtengao das formulas (1.22)-(1.30), podem ser
encontradas em [10].
Descrito como o modelo serd abordado numericamente, apresenta-se a seguir

alguns modelos matematicos aplicados no crescimento tumoral.
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2 MODELOS MATEMATICOS DE CRESCIMENTO TUMORAL

Neste capitulo apresenta-se uma revisdo bibliografica de modelos de cres-
cimentos populacionais com o foco na aplicacdo do crescimento de tumores e interacdes no
organismo. A revisdo consiste em descrever inicialmente modelos de crescimento usando ape-
nas uma equagao diferencial ordindria (EDO) até modelos mais complexos que usam sistemas
de EDOs, [32].

2.1 MODELO DE MALTHUS

O modelo desenvolvido pelo economista e demégrafo Thomas Robert Malthus,
apresentado em 1798 [30], propunha que a populacdo humana teria um crescimento seguindo
uma progressao geométrica, isto €, quanto maior a populacao, maior seria seu crescimento. Por
hipdtese, a populacdo teria recurso ilimitado e além disso, nenhum tipo de controle de cresci-
mento. Por outro lado, a producdo de alimentos representada por uma progressao aritmética,
isto €, a partir de um tempo os alimentos nao seriam capazes de sanar a necessidade de toda a
populacdo, assim ocorreria um evento denominado catdstrofe malthusiana.

Segundo Malthus: "Seguramente declara-se que, se a populagdo nao for con-
tida por algum meio, a mesma dobrard de 25 em 25 anos, ou crescerd em progressdao geomé-
trica (1,2,4,8,16,32,64, 128,256,512, ...). Afirma-se que dadas as atuais condi¢des médias
da terra, os meios de subsisténcia, nas mais favordveis circunstancias, s poderiam aumentar,
no mdximo, em progressdo aritmética (1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ...) [30]."

Dentro desse contexto, denotando P(t) a populagdo em fung¢éo do tempo ¢, o

modelo de Malthus é descrito por
dP
— =6,P 2.1
dt 14, ( )
sendo ¢, a taxa efetiva de crescimento da populagao.
A solugdo de (2.1) sujeita a uma condigdo inicial P(0) = po, obtida utilizando

o método de separacdo de variaveis [3], é dada por

P(t) = poe™. (2.2)

No caso de crescimento tumoral, o modelo de Malthus tem como hip6tese que
o tumor tem nutrientes ilimitados, porém, sabe-se que a quantidade de nutrientes no organismo
¢ limitado [17]. Como ilustragd@o, apresenta-se na Figura 2.1 o comportamento da solucdo (2.2)
do modelo de Malthus descrito em (2.1) para um caso geral de crescimento de tumor com
po=1,0, =15et; =100.



24

Modelo de Malthus

150

100

P(t)

50

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 2.1: Crescimento populacional segundo o modelo de Malthus

Observa-se na Figura 2.1, para os parametros considerados, que em pouco
tempo o tumor cresce atingindo a capacidade de suporte do organismo de tal forma que o mesmo
ndo tenha condi¢des de suportar. A hipétese de nutrientes ilimitados € falha para este tipo de
modelagem, sendo assim a utilizacdo deste modelo para simular o crescimento do tumor é
desconsiderada [23], com isso apresenta-se o modelo de Verhulst, que contempla um controle

de crescimento.

2.2 MODELO DE VERHULST

O modelo logistico ou modelo de Verhulst, proposto por Pierre Francois Verhulst,
publicado em 1845 [41], € uma evolu¢do do modelo de Malthus, no qual hd um termo que re-
presenta a capacidade de suporte do sistema. Assim, quando a populacdo for pequena seu
crescimento serd praticamente exponencial, visto que, ainda existiria o alimento em abundan-
cia. Porém, quando a demanda e a oferta de alimentos forem a mesma, resultaria em um limite
populacional e entdo ndo haveria mais crescimento, atingindo sua capacidade de suporte. Desta

forma o modelo de Verhulst € dado por

dP P
— =60 |1——|P 2.
i 1( k:) , (2.3)

sendo ¢, a taxa efetiva do crescimento populacional e k£ a capacidade de suporte do sistema.
Observa-se em (2.3) que, para P = k, a taxa de crescimento € zero, pois o sistema atingem sua
capacidade de suporte.

A solugdo de (2.3), sujeita a condigdo inicial P(0) = po, com p, diferente de

zero e p diferente de £, obtida utilizando o método de separagdo de varidveis [3], € dada por
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pok
P(t) — . 24
() (k —po)e=t + po (4
Uma compreensio do resultado descrito em (2.4) pode ser obtida, considerando i 0 no
modelo (2.3), resultando em
P
0, (1 — E) P =0, (2.5)

cujas solucdes de equilibrio de P, em funcdo de ¢, sdo P(t) = 0e P(t) = k.

Observa-se que se t — oo e 01 > 0 em (2.4), P(t) tende a k, para qualquer
que seja a populacdo inicial py > 0. Desta forma, tem-se que a solugdo de (2.3), dada em (2.4),
tende ao ponto de equilibrio £, isto €, tende a sua capacidade de suporte.

Apresenta-se na Figura 2.2 o comportamento do modelo logistico com py =
50, 81 = 1.5 e k = 1000, considerando a solugdo exata (2.4).

Modelo de Verlhust

1000

800

Pit)

400

200

0 2 4 6 8 10
Tempo

Figura 2.2: Crescimento populacional segundo o modelo de Verhulst

Observa-se na Figura 2.2 que, a populacdo tende a sua capacidade de suporte
(k = 1000).

Em relacdo aos resultados obtidos no modelo logistico (2.3), sobre a capaci-
dade de suporte, pode-se observar que muitas de suas variagdes sao usadas para descrever varios
fendmenos fisicos e bioldgicos, porém, o intuito deste trabalho encontra-se em uma aplicagdo
no crescimento de tumores. Em Krug (1985) uma variagdo do modelo logistico foi proposto
para descrever o crescimento do tumor EAT (Ehrilch Ascites Tumor) em experimentos com ra-

tos [24]. No trabalho de Forys (2003) foi apresentado um modelo semelhante ao descrito em
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[24], porém, foi introduzido no modelo o retardo no tempo e também o termo difusivo [16].
Tendo em vista que muitos dos modelos que descrevem crescimento de tumor
envolvem a interacdo entre populagdes, apresenta-se o modelo Lotka-Volterra que considera

estas interagdes.

2.3 MODELO LOTKA-VOLTERRA

Modelos matematicos de competicao e predacdo sdo formulados em termos
de sistemas de equacOes diferenciais ordindrias ndo lineares e que, em sua grande maioria
originaram-se com os trabalhos de Lotka e Volterra [27, 43]. Conhecido também como mo-
delo predador—presa, esses modelos de predador—presa tratam da interagdo entre as populacoes,
onde uma dispde de alimento em abundancia, a populacdo de presa, enquanto as populagdes de
predador alimenta-se exclusivamente das populacdes de presa.

Para a constru¢do do modelo de duas espécies, sendo X e Y as populagdes da

presa e do predador, respectivamente, considera-se as hipoteses:

(1) A populagdo de presa aumenta exponencialmente a uma taxa proporcional a populacio
atual, na auséncia de predador. Observe que, esta hipétese caracteriza-se a mesma do
modelo de Malthus, descrita em (2.1).

(i1)) Como o predador se alimenta exclusivamente da presa, entdo, na escassez da presa, o

predador extingui-se, pois ndo hd alimento para sua sobrevivéncia.

(iii)) Modela-se o encontro das duas espécies como sendo proporcional ao produto das popu-

lagdes, utilizando o termo bilinear XY'.

Com as hipéteses 1)-iii), pode-se entdo descrever o modelo Lotka-Volterra por,

dX
% = 91X — ClXY,
(2.6)
day
E = _QQY + CQ)(Yv7

em que, 6; e 0, sdo as taxas de crescimento/decaimento das populagdes da presa e do predador,
respectivamente, ¢; € ¢, representam as taxas de interacio entre as espécies.

Solugdes analiticas de um sistema nao linear podem ter uma complexidade
para serem obtidas ou até mesmo ndo existirem [10]. Desta forma, com o objetivo de compre-
ender o comportamento do sistema (2.6), apresenta-se, inicialmente, uma descri¢do sobre os

pontos de equilibrio e em seguida uma anélise de estabilidade destes pontos.
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dX dy
Os pontos de equilibrio s@o obtidos ao se tomar o a 0 em (2.6),
resultando em p; = (0,0) e py = (i—i, %) Obtido os pontos de equilibrio, uma andlise da

estabilidade na vizinhanca de cada ponto serd efetuada. Para isto, deve-se obter a matriz ja-
cobiana do sistema (2.6), aplicar cada ponto de equilibrio para obter os autovalores e, analisar
seu comportamento. Quando tem-se um ponto de equilibrio dito né estdvel, os autovalores sao
reais, distintos e possuem sinais negativos. Para o né instavel, os autovalores sao reais, distintos
e possuem sinais positivos. Para autovalores com sinais trocados, tem-se o ponto de equilibrio
chamado sela. Para autovalores de sinais iguais, tem-se dois caso, para o autovalores positivos,
ponto instavel; para o autovalores negativos, ponto estavel. Para autovalores com parte real nula
(imagindrios puros), tem-se o ponto estdvel dito centro. Por fim, para autovalores com parte real
nao-nula, tem-se dois tipos, ponto espiral estdvel se a parte real por negativa, e ponto espiral
instavel se a parte real por positiva [3].

Assim, a matriz jacobiana de (2.6) para um ponto p; = (X;, Y;) é dada por

0 — 1Y —c1 X
Jpy = """ “ . 2.7)
CQY —02+02X

Os autovalores correspondentes ao ponto p; = (0,0) sdo Ay = 01 e Ay =

—05, 0 que corresponde a um ponto de sela, pois sdo autovalores com sinais trocados. Para

6y 61

=) o ), os autovalores resultantes s3o imagindrios com parte real nula, isto ¢,

o ponto py = (
A3 = —i\/0,105 e Ay = i1/0,0,, 0 que caracteriza um ponto de equilibrio estdvel do tipo centro.

Realizada a andlise analitica do modelo, apresenta-se a seguir a parte nu-
mérica, com o intuito de observar o comportamento das solu¢des do sistema nos pontos de

equilibrio p; e po.

2.3.1 Discretizacao do Modelo Lotka-Volterra

Solugdes numéricas de modelos predador-presa podem ser obtidas aproxi-
mando as derivadas por diferengas finitas. Desta forma, aproximando as derivadas de (2.6) por

diferencas finitas progressiva, ver equacdo (1.9), obtém-se o método de Euler explicito dado por

{ Xlirr = X]i+ AOX]i — e X]i Vo), 08

Y’k—&-l = Y’k + At(eg Y|k — 62X|k Y|k)

Utilizando 0, = 1, 6y = 0.75, ¢; = 0.5, co = 0.5, tempo final ¢; = 40,
At = 0.0013 e diferentes condic¢des iniciais para as populagdes das presas e dos predadores
como sendo Xg = 1.0, Y5 = 0.5; Xg =05e Yy =10; Xg =20e Yy, =10; Xo=1.0¢
Yo = 2.0. Para esses pardmetros, tem-se o ponto de equilibrio p, = (1.5,2.0) e os resultados

numéricos de (2.8) sdo ilustrados na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Modelo Lotka-Volterra: Varia¢des das populacdes de presas (X) e de predadores (Y') em

relacdo ao tempo ¢ para diferentes condi¢des iniciais.

A Figura 2.3 exibe o comportamento das populagdes de presas, X (), e de
predadores, Y'(t), em fungdo do tempo ¢ , para diferentes condi¢des iniciais, onde independente
das condig¢des iniciais, observa-se que inicialmente a populacao de presas cresce €, com a maior
disponibilidade de alimento, a populacdo de predadores também cresce. Em seguida, devido
a maior predacdo, a populacdo de presas diminui, enquanto a populagcdo de predadores atinge
o maximo suportado pelo sistema e, posteriormente, por falta de alimento, comecga a diminuir.
Assim, quando a populacao de predadores diminui, a populacdo de presas volta a crescer e o
ciclo repete-se. Dessa forma o sistema oscila indefinidamente. Estes ciclos podem ser observa-

dos na Figura 2.4, onde o plano de fase do sistema (2.8) com as mesmas condi¢des iniciais da

Figura 2.3, é apresentado.
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Figura 2.4: Plano de fase: variag@o ciclica de populagdes.

Observe-se no plano de fase, Figura 2.4, que as solugdes giram em torno
do ponto estavel p» = (1.5,2.0), e afastam-se do ponto de equilibrio instdvel p; = (0,0).
Comportamento semelhante é observado na Figura 2.3, pois, quanto mais distante for a condi¢cao
inicial do ponto estdvel, Figura 2.3 a-c), maior € a oscilac@o entre as populacdes, o que ja ndo

ocorre quando tem-se condi¢do inicial igual ao ponto estavel, Figura 2.3 d).

2.4 MODELO DE COMPETICAO - MODELAGEM TUMORAL

Na modelagem tumoral, muitos trabalhos utilizam-se da modelagem predador-
presa ou de competicdo para relacionar a interacdo das células tumorais com as outras células
do organismo [13, 22, 39].

Em Isea (2015) os autores apresentam o modelo de competi¢cdo com o termo
logistico para descrever primeiramente a competi¢ao das células tumorais com as células nor-
mais, e posteriormente células imunes, que sdo ativadas quando existem células tumorais e
radioterapia. Assim, com o objetivo de uma compreensdo do modelo que serd abordado no
trabalho, mostra-se a seguir o modelo matematico que estuda somente a competicao das células

tumorais com as células normais, sem o tratamento e as células imunes, apresentado em [22],

dT
E = 91T(1 - T) - Clj-']\[7
(2.9)
dN
E = 92N(1 —N) —CQTN,

em que, 7' e N representam a densidade de células tumorais e normais, respectivamente, 6,

refere-se a constante do crescimento do tumor, 65 constante relacionada ao crescimento das
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células normais, e as constantes c; € ¢y sdo coeficientes de interagdo das células.

Inicialmente, serd apresentado uma andlise analitica de estabilidade. Desta

forma, considerando d—T = d—N
dt dt

tumorais e a segunda as células normais, obtém-se os pontos de equilibrio p; = (0,0),ps =
92(C1 — 91) 91 (CQ — 01(92)

1’ 0 5 — 0, 1 € - )
(1.0).ps = (0. 1) e P ( ca — 0201~ crc2 — a6,
sobre a dinamica do sistema, verifica-se a estabilidade de cada ponto de equilibrio através da

= 0 em (2.9), com a primeira coordenada referente as células

. Com a intencdo de obter informacdes

matriz jacobiana de (2.9) para um ponto p; = (7}, IV;) dada por

0, — 20,7 — N —e,T
Jp)=| T “ . (2.10)
—CQN 92 — 02N — CQT

Obtém-se no ponto p; os autovalores, \; = 6, e Ay = 6, que caracteriza um
ponto instdvel. O mesmo ocorre com o ponto ps, o qual fornece os autovalores \; = 6, —c; e
Ay = —0,. J4 para o ponto po, os autovalores sdo \; = —6; e Ay = 0 — co, resultando em um
ponto estavel, desde que 0 < co. Observa-se que a andlise do ponto p, depende dos parametros
a serem utilizados, assim, 0 mesmo serd avaliado somente na secao de resultados.

Efetuada a andlise analitica do modelo, analogamente a secdo 2.3, apresenta-
se a parte numérica, com o finalidade de examinar o comportamento das solu¢des do sistema

nos pontos de equilibrio py, p2, p3 € Py.

2.4.1 Discretizacio do Modelo com Competicao - Modelagem tumoral

As derivadas de (2.9) sdo aproximadas por diferencas finitas para frente, equa-

cdo (1.9), resultando no método de Euler explicito dado por

2.11)

g1 = Tle + At T)R(1 = T|x) — a1 T|x Nl),
le_H = N|k + At(92N|k(1 — le) — CQT’k le)

Utilizando ¢; = 1.0, 05 = 0.6, c; = 1.5 e 8; = 1.0, valores também utilizados
em [22], observa-se que o ponto py = (0,1) é, consequentemente um ponto instavel, pois
ps = p3. Considerando os pardmetros, um tempo final t; = 100, At = 0.01 e diferentes
condig¢des iniciais para as densidades das células tumorais € normais como sendo 7y = Ny =
1.0; Ty =0.05e Ny = 1.5; Ty = 0.4e Ny = 1.0; Ty, = 1.0 e Ny = 0.3, tem-se que os resultados

encontram-se apresentados na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Modelo de Competi¢do: comportamento da densidade populacional das células tumorais

(T') e normais (N) em relagdo ao tempo ¢ para diferentes condi¢des iniciais.

A Figura 2.5 apresenta o comportamento da densidade populacional de célu-
las tumorais 7'(t), e de células normais N (), em fungdo do tempo ¢, observa-se que indepen-
dente da condicdo inicial dada, as células tumorais tornam-se mais densas do que as células
normais e atingem a sua capacidade mixima, o que devido a modelagem predador-presa, acar-
reta na extingdo das presa, representado pela populacao de células normais. Observa-se que as
solugdes convergem para o ponto estavel po = (1,0) como apresentado na Figura 2.6, através

do plano de fase.
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Figura 2.6: Plano de fase do sistema (2.9) para N e T' com diferentes condi¢des iniciais.
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Observa-se através do plano de fase, Figura 2.6, que as solu¢des convergem
para ponto estdvel p, = (1,0) independente da condi¢do inicial dada. Assim, caso ndo haja
nenhum tipo de inibi¢do para o tumor crescer, o sistema € levado ao seu ponto de equilibrio po,
onde ndo existe células normais e somente o células tumorais.

A partir do estudo realizado nas se¢des 2.3 e 2.4 foi possivel compreender o
comportamento do sistema de competi¢do para um caso geral de populacdes (2.3) e para o caso
especifico da modelagem tumoral (2.4), e com isso, aborda-se a seguir o modelo que norteard o

principal objetivo do trabalho.

2.5 MODELO PROPOSTO POR DE PILLIS & RADUNSKAYA

No modelo proposto por de Pillis & Radunskaya (2002) para o crescimento
tumoral, denota-se 7', N e [ para representar as células tumorais, normais e imunoldgicas, res-
pectivamente. Tem-se que as células normais e as tumorais sao modeladas por um crescimento
logistico e competem pelos recursos disponiveis, considerando que a unica fonte de nutriente é
o oxigénio. Ja as células tumorais e as imunoldgicas interagem entre si e com resposta funcional
da forma predador-presa por um processo cinético. Vale ressaltar que, o sistema imunoldgico
nem sempre é capaz de controlar o crescimento de células tumorais, que tende a crescer rapida-

mente e assim invadir todo o organismo [35]. Assim, o modelo de crescimento tumoral [11] é

dado por

(AN
— = T’QN(]. — bQN) 7C4TN,
dt
dr
E = 7’1T(1 - blT) - C2TN - CgIT, (212)
dI pIT
T e A

\ dt S+ Y T T (&1 dl )

em que, r; indica a taxa de crescimento, b; a taxa de saturacdo, em que ¢ = 1 estd associado
ao tumor, e ¢ = 2, as células normais. A constante ¢;, ¢ = 1,...,4, representa o coeficiente de
competicdo, s a taxa de afluéncia na auséncia de tumor, e d;, a taxa per capita de mortalidade

de células imunolégicas na presenga de tumor. Finalmente, o termo de crescimento ndo linear
pIT
x+1’

tumorais.

com p e x constantes positivas, modela a resposta imunolégica na presenca de células

Com o objetivo de analisar o comportamento do sistema (2.12), estuda-se

dN dT'  dI
estabilidade do mesmo. Analisando (2.12) para T 0, obtém-se as solugdes
— T
N=0e N=12"%2 (2.13)
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: (2.14)

B s(x+T)
= (x+T) (T +dy) —pT" 215

Das solugdes (2.13)-(2.15), pode-se classificar os pontos de equilibrio do sis-

tema (2.12) em trés classes, como sendo livre de tumor, células normais zero e coexisténcia:

1. Livre de tumor: ndo existem células tumorais, somente células normais e imunoldgicas.

Substituindo 7" = 0 na solu¢@o nao nula de NV em (2.13) e em (2.15), obtém-se o ponto
S

.1 1
de equilibrio livre de tumor dado por p; =| —,0, —
by " dy
2. Células normais zero: considera-se as células normais sendo zero, e divide-se em dois

tipos.

* Tipo 1: Células normais e tumorais sendo zero, solu¢des nulas da equagdes (2.13) e
(2.14).
Substituindo 7' = 0 em (2.15), obtém-se o ponto de equilibrio dado por po= (O, 0, di> .
1
 Tipo 2: Somente células normais sdo zero.

— eyl
Substituindo N = 0 em (2.14), obtém-se T = L

s(x+T)
(x +T)(er T + dy) — pT”’

ry — c3l s(x+ 1)
rby  (x+T) T +dy) — pT )

e de (2.15) tem-se que
b1

I = desta forma o ponto de equilibrio fica em funcdo de

T ede I, e é dado por ps= (0,

3. Coexisténcia: neste ponto de equilibrio todas as células estido presentes. Assim, sendo N

e T' ndo nulas, tem-se o ponto de equilibrio dado por

- 7”2-C4T ™ _CQN_C3I S<X+T)
Pa= T’ng ’ 7“1[?1 ’ (X + T)(ClT —+ dl) — pT '

Pretende-se verificar em quais condi¢des os pontos de equilibrio sdo estaveis
ou instdveis. Realiza-se esta andlise através da matriz jacobiana do sistema (2.12), dada por

o — 2T2b2N — C4T _C4N 0
g —cT r1 = 2rbT — N — ezl —c3T . (2.16)
pl pIT ol
0 le _— — ClT — d1

x+T (x+T)? x+T
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Equilibrio Livre de Tumor

Avaliando a matriz (2.16) no ponto livre de tumor p; = ( 0, i) , obtém-se

by’ T d,
Ca Ca2S ~
e A3 = —d;. Os autovalores \; e \3 sdo sempre

by do
negativos, pois, 3 € d; sdo maiores que zero. Portanto, a condi¢cdo para que o ponto seja estavel

0s autovetores, \; = —7ry, Ay = 1

€,

Mo < 0= < 2420 2.17)

by dy
Observe que a condi¢do (2.17) esta relacionada com a capacidade de cresci-
mento do tumor, 71, € a resisténcia/eficiéncia do parte imunoldgica do sistema, d;, sendo assim,
a estabilidade em torno do ponto p;, depende da taxa de crescimento do tumor r; seja menor
que a expressdo dada em (2.17), caso isso ndo aconteca o sistema nido consegue eliminar as

células tumorais, mesmo com a aplicac¢io do tratamento [11].

Equilibrio células normais zero

Analise andloga pode ser realizada para o equilibrio células normais zero, que
¢ dividido em dois pontos. Assim, quando células normais e tumorais sdo nulas, os autovalores

obtidos através da matriz jacobiana (2.16) aplicada no ponto p, = (0,0,s/d;) sdo Ay = 1o,
38 . . .
Ay =11 — di e A3 = —d; e sendo 5 > 0, 0 ponto p, é sempre instavel, visto que independente

1
do valor de \,, os autovalores \; e A3 tem sinais trocados.
T — 03[ S(X + T)

, a estabili-
rby e+ T)+di(x+T)—pT

Para o ponto p; = | 0,

dade dependerd dos parametros utilizados.

Equilibrio de Coexisténcia

A modelagem do comportamento do sistema na presenca do tumor indica que
existe uma capacidade de suporte tanto para células sauddveis quanto para tumorais, entao caso
haja estabilidade na existéncia de células tumorais no sistema € interessante que exista poucas

células tumorais em relagc@o a células saudaveis. Desta forma o ponto para coexisténcia € dado
ro —cal 11 — caN — 3l s(x+ 1)

T’ng ’ lel ’ (X + T) (ClT + dl) — pT
parametros utilizados.

D4 = e a estabilidade dependerd dos

Realizada a andlise analitica do modelo, apresenta-se a seguir a parte nu-

mérica, com o intuito de observar o comportamento das solu¢des do sistema nos pontos de

equilibrio py, po, p3 € p4.
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2.5.1 Discretizacao do Modelo proposto por de Pillis & Radunskaya

Na discretizagdo do modelo numérico de crescimento tumoral considera-se
a aplicacdo do método de diferengas finitas. O termo temporal presente em cada equagdo do
sistema (2.12) é aproximado por diferencas progressivas para a primeira derivada, como ja visto

no Capitulo 1.2, resultando em

Nlgs1 = N|p + At(roN|i(1 = boN i) — c4T | Ni),

Tlpyr =Tl + At(rT[(1 = 0iT|x) — 2Tl Nlx) — callr Tli, (2.18)

plli Ty
I =71 At -
kg1 Ik + (S+ X+ Ts

Considerando os parametros 7; = 1.5 para um tumor de crescimento lento e

— Cll‘k T‘k — dllyk)

r1 = 1.6 para um tumor de crescimento acelerado, 7, = 1.0, by = 1.0, by = 1.0, ¢; = 1.0, co =
1.0, ¢c3 =0.5,¢c4 = 1.0, s = 0.33, d; = 0.2, p = 0.01, x = 0.3, valores também utilizados em
[11], pode-se observar que a condigdo (2.17) € satisfeita, logo o ponto de equilibrio p; € estavel,
sendo p; = (1,0,1.65) e autovalores negativos, \; = —1, Ay = —1.15 e A\3 = —0.2. Quanto
ao ponto p,, 0 mesmo foi analisado como instavel independente dos valores dos pardmetros,
pois possui dois autovalores positivos € um negativo. Por fim, considerando estes parametros
tem-se, p3 = (0,0.2368,0.7632) um ponto instdvel, visto que os autovalores resultantes sdo
A1 = —1.48, Ay = —0.73 e A3 = 0.16. Porém, py = (0.4352,0.5648,0.4352) descreve um
ponto estdvel, pois os autovalores sdo A\; = —1.29, Ay = —0.64 e A3 = —0.03.

Através da andlise de estabilidade e considerando os parametros utilizados em
[11], foi possivel constatar que o modelo (2.12) tem dois pontos de equilibrio estdveis, sendo
o primeiro quando o sistema ndo tem células tumorais, isto €, livre de tumor, o que para os
objetivos deste trabalho nao ha o interesse, e o segundo resulta em uma quantidade maior de
células tumorais do que células normais, independente das condi¢des iniciais utilizadas para
N, T e I, como pode ser constatado na Figura 2.7, onde considerou-se tempo final ¢; = 150,
At = 0.05, e diferentes condic¢des iniciais para as populagdes de células normais, tumorais e
imunoldgicas sendo Ny = 0.9, Ty = 0.25e Iy = 0.15, Ny = 1.0, T, = 0.35e I, = 0.15,
Ny =0.9,7Tp=0.40e Iy =0.25, Ng =0.9,7y =0.7e I, = 0.15.
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Figura 2.7: Modelo proposto por de Pillis & Radunskaya: varia¢cdes das densidades de populagdes de
células tumorais (7"), normais (V) e imunoldgicas (I), em relagdo ao tempo ¢ para diferentes condi¢oes

iniciais, considerando um tumor de crescimento lento.

A Figura 2.7 apresenta o comportamento das densidades das células normais
N, tumorais 7" e I, em funcdo do tempo, onde pode-se observar que independente das con-
di¢des inicias, a densidade das células tumorais tornam-se maior do as de células normais e
imunoldgicas, atingindo sua capacidade de suporte. Tais resultados podem ser constatados nos
planos de fases apresentados nas Figuras 2.8 - 2.10, onde as solu¢des convergem para o ponto
de equilibrio py.

As Figuras 2.8, 2.9 e 2.10 apresentam o plano de fase das células normais e

imunoldgicas, células tumorais e imunolédgicas e células normais e tumorais, respectivamente.
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Observa-se através das Figuras 2.8-2.10 que os planos de fases convergem
para p, independente da condi¢do inicial. Como ilustra¢do e para uma outra visualizagcao destes

resultados, apresenta-se a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Tabela para analise da convergéncia do modelo proposto por de Pillis & Radunskaya

usando o método de Euler com At = 0.05 e duas condicdes iniciais

Solucdes da Fig.4.7a) Solugdes da Fig.4.7b)
t N T I N T I
0 0.9000 0.2500 0.1500 1.0000 0.3500 0.1500
I 0.8024 0.2826 0.3600 0.7963 0.3419 0.3451
2
5

0.7493 0.3039 0.4826 0.7198 0.3504 0.4569

0.6841 0.3315 0.6046 0.6460 0.3713 0.5658
10 0.6530 0.3538 0.6085 0.6130 0.3949 0.5664
15 0.6313 0.3756 0.5869 0.5901 0.4174 0.5462
20 0.6092 0.3981 0.5644 0.5684 0.4391 0.5269
25 0.5869 0.4206 0.5434 0.5480 0.4591 0.5101
50 0.4974 0.5076 0.4729 0.4775 0.5262 0.4600
75 0.4567 0.5454 0.4473 0.4494 0.5520 0.4431
100 0.4423 0.5585 0.4391 0.4399 0.5606 0.4378
125 0.4375 0.5627 0.4365 0.4367 0.5634 0.4360
150 0.4359 0.5641 0.4356 0.4357 0.5644 0.4355

Para o comportamento das solugdes de (2.18) apresentados nas Figuras 2.8,
2.9 e 2.10, através do plano de fase, mostra que as solugdes sdo levadas para o ponto de equili-
brio estdvel p,, coexisténcia das populacdes, como também pode ser observado na Tabela 2.1,
o que é esperado pela andlise analitica realizada.

Realizado tanto o estudo analitico do modelo (2.12), quanto a parte numérica
do mesmo, percebe-se a necessidade de adotar algum tratamento de forma que as células tumo-
rais sejam controladas. Desta forma, apresenta-se a seguir a aplicacdo de um tratamento, ou via

radioterapia, ou via quimioterapia, para canceres de pulmao e de mama.

2.5.2 Aplicacao de Tratamento via Radioterapia

O tratamento através da radioterapia segue protocolos padrdes definidos em-
piricamente [6], sendo assim, o objetivo dessa subse¢do serd apresentar simulacdes seguindo
os protocolos de forma que seja possivel eliminar o tumor do sistema (2.12) do modelo apre-
sentado por de Pillis & Radunskaya. Para utilizar o tratamento via radioterapia, acopla-se ao
modelo de crescimento de tumor o modelo linear-quadrético. Sabe-se que a radioterapia mata

todo tipo de célula do organismo, porém, tem diferentes taxas de mortalidade para cada célula,
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assim, define-se
F, = da;[(1 — e~ M@ HBid®)] (2.19)

em que F; € a fracdo de células mortas a cada dose aplicada, o; e [3; sdo os valores da resposta
radiobioldgica de cada tipo de célula, com ¢ = 1,2, 3, para células tumorais 7', normais N e

imunoldgicas I, respectivamente. O tempo de exposi¢do a radiagdo o é dado por

5:{ 0, se t.#ty, (2.20)
1, se t.=t.

com t. o periodo de crescimento e ¢; o periodo de tratamento.

Quando € aplicado o tratamento, o sistema € afetado por uma forca externa
que age especificamente no crescimento das células, ou seja, a relacdo da dose e do modelo
de crescimento do tumor € implicita no decorrer do tempo. Vale salientar que existem muitos
outros fatores que interferem no tratamento, que ndo sdo considerados nas simulacdes [21, 20,

6]. Sendo assim o0 modelo com a radioterapia € dado por

( dN
E:’l"QJ\]'(].—bQ.N')—C;LCZ—‘AZ\/v—.Z*—‘QJ\]-7
dr
E = T‘lT(]. — blT) — CQTN — CgIT — FlT, (221)
dl pIT
- = ——— — 1 IT — dyI — F3l.
| S+X+T 1 dq 3

Assim, como realizado no sistema (2.12), considera-se a aplicacdo do método

de diferencas finitas para discretizar o sistema (2.21), resultando

Nlk+1 = Nlx + At(roN|i(1 = b2N|x) — caT'|r Nl — F2 Nl),
T|k+1 = T‘k + At(T1T|k(1 — b1T|k) — 62T|]C N|k — CSIlk T|k — F1 T‘k), (222)

I\ T|x
Ik-_HIk‘i’At(Sth;_:jthCllkT|kd1[|kF31|k>-

Para tecidos de resposta lenta a radia¢do, como o tecido nervoso, pulmao, en-

. a1 . . . ~
tre outros, utiliza-se 5_ = 3Gy1, visto que a componente J é maior em relagdo a componente
1

a. A razdo % = 10GYy € utilizada para tecidos de resposta rdpida a radia¢do, como pele, mu-
cosas, mamasle varios outros tumores, pois a componente o € maior em relacdo a componente
B [38]. Para as simula¢des do tratamento da radioterapia utiliza-se os parametros apresentados
na secdo 2.5.1 e trés critérios sdao assumidos para que as simulacdes sejam coerentes com a rea-

lidade do tratamento [40]: (a) A morte de células normais ap0s a aplicacio da radioterapia nao

'Representa a quantidade de energia de radiaciio ionizante absorvida por unidade de massa, isto é, um joule de
radiacdo absorvida por um quilograma de matéria (J/kg)[21].
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pode ser superior a 44% do estado inicial, (b) A populacdo de células nao pode ser inferior a
0.44 (unidade normalizada), (c) dados quantitativos de medicamentos sdo obtidos de protocolos

padrdes existentes em [6].

2.5.3 Aplicacdo do Tratamento via quimioterapia

Realiza-se a simulacdo para dois tipos de cancer, o de pulmao e o de mama.
Sabe-se que para cada tipo de cancer hd um esquema de tratamento. Para o tratamento do cancer
de pulmio considera-se o esquema CAV (ciclofosfamida, doxorrubicina e vincristina) definido
também pelo Ministério da Sadde [6]. Para o cancer de mama ¢é feito o protocolo padrao FAC
(fluorouracil, doxorrubicina e ciclofosfamida) definido pelo Ministério da Sadde [6], que € a
combinacdo dos trés agentes quimioterdpicos. No entanto, assim como em [36], serd consi-
derado apenas a ciclofosfamida, cuja quantidade do agente quimioterdpico serd administrada

tendo como base a superficie corporal do paciente , definida pela férmula [12]
S, = 0.007184h2- 7542425 (2.23)

em que S, descreve a superficie corporal em metros quadrados, h. a altura do paciente em
metros € w,. a massa em quilos, definindo-se 500mg por metro quadrado. Desta forma, por
exemplo, para um paciente de massa 70kg e de estatura de 1, 70m, resulta-se em uma superficie
de 1,8m?, isto é, a dose para tal paciente serd de 900mg por ciclo, sendo infundida em trés
horas.

Para a aplica¢do da quimioterapia é adicionado uma equagao no sistema (2.12),

que modela a dosagem quimioterdpica como apresentado na sec¢do 1.1.2, resultando no sistema

¢ AN vN
E:T2N(l_b2N)_C4TN—b+Cé7
T T
=T =bT) = TN — c3IT — %
(2.24)
dl pIT vli@Q
FARR e o
dQ
T —q(t) — 2
(5 =4 —AQ,

em que a e b determinam a saturacdo do efeito em relacdo a resposta da droga, A € a taxa de
decaimento do agente quimioterdpico, x € a taxa de tratamento das células tumorais e v € a taxa

de mortalidade das células saudaveis devido ao tratamento.
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Assim como realizado no sistema (2.21), considera-se a aplicacdo do método

de diferencas finitas para discretizar (2.24), obtendo

;

VN Q
N|k+1 = N|k —|—At(r2Nk(1 — b2N|k) —C4T|1C N|k — |k|k),

b+ Qlx

T
Tles1 =Ti + At<r1T|k(1 — 0 T|x) — 2Tk Nl — eIl T|i — m>
(2.25)

I T vl Qlk
I|k+1zlk+At<5+€<:T||:—01[|kT|k—d11k— L |k>,

a+ Qlx

[ Qle+1 = Qi + At(glr — AQ|)-

Definido os modelos, (2.22) e (2.25), que serdo utilizados para simular o trata-
mento com radioterapia e quimioterapia, apresenta-se as simulagdes para dois tipos de tumores,

pulmdo e mama, assim como suas especificidades e recomendacdes para o tratamento.

2.5.4 Simulacdes dos tratamentos

Para as simulag¢des do tratamento com radioterapia e quimioterapia utiliza-se
os parametros da sec¢do 2.5.1 e os demais pardmetros = 1, v = 0.1, \ = 4.16,a = 2-10%,b =
5- 108, com af = 0.024 (pulmio), o* = 0.008 (mama), oy = 0.016, a3 = 0.008, 8; = 0.0008,
B2 = 0.0016, B3 = 0.0008, tempo final t; = 150, At = 0.01, e as condig¢des iniciais para as
densidades populacionais de células normais, tumorais e imunolégicas sendo Ny = 0.9, Ty =
0.25, Iy = 0.15 e Qg = 0. Os padrdes de tratamento serdo adotados segundo [6] e mudardo
conforme o tipo de cancer, como mostrado nas secoes 1.1.2 e 1.1.2. A seguir € apresentado
as simulagdes para os tratamentos com radioterapia e quimioterapia, respectivamente, para o

cancer de pulmao e para o cancer de mama.

p
Cancer de Pulmao % = 3Gy
1

Em 90% dos casos, o cancer de pulmao estd associado ao tabagismo, sendo
assim, umas das principais causas de morte por cincer que poderia ser evitada. Devida a grande
capacidade bioldgica de gerar metastases, pelo tipo de localizacao e por sua funcio no sistema,
para este tipo de cancer a cirurgia ndo € recomenda em grande partes dos casos. Sendo assim,
aplica-se a esse caso o tratamento através da radioterapia e da quimioterapia [21].

A Figura 2.11 retrata a simulacdo de um cancer de pulmdo, de 2-4cm de
diametro, cuja dosagem indicada € de 25-30Gy [6]. Devido a caracteristica de crescimento
rdpido do tumor, utiliza nas simula¢des a taxa de crescimento do tumor sendo r; = 1.6 [21].
Com esta taxa de crescimento, tem-se novos valores para os pontos de equilibrio, para esta

simulag@o necessita-se apenas o ponto de coexisténcia py = (0.3129,0.6882,0.3754).
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Figura 2.11: Simulacao do tratamento do cincer de pulmao via radioterapia.

A Figura 2.11(a) retrata a simulagdo de um cancer de pulmao de células pe-
quenas (CPCP) e mostra o comportamento do sistema quando administrado o tratamento con-
vencional, cuja a dosagem total é de 30Gy. A dosagem total foi divida em 17 doses, sendo
que, aplica-se uma dose por dia fazendo pausas nos finais de semanas (sdbado e domingo). A
Figura 2.11(b) mostra a simulag¢do aplicando o tratamento acelerado, que consiste em doses
didrias maiores em poucas aplicagdes. Neste caso a dosagem de 30 Gy foi divida em 10 do-
ses, aplicando uma dose por dia e fazendo também pausas nos finais de semana. Em ambas as
simulacdes, o cancer nao foi eliminado, mesmo com a dosagem méxima indicada, algo muito
comum para este tipo de cancer [6].

A seguir, € mostrado na Figura 2.12 a simulagdo do tratamento de um cancer
pulmao, através da aplicagdo intravenosa de ciclofosfamida indicada pelo Ministério da Satide

[6]. Para esse tipo de cancer bem como seu tamanho, adota-se também r; = 1.6, com os

150
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mesmos parametros utilizados em 2.5.3.
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Figura 2.12: Simulagdo do tratamento do cancer de pulmao via quimioterapia.

A Figura 2.12(a) retrata a simulag@o de um cancer inicial de pulmao de células
pequenas (CPCP) de 2cm-4cm de didmetro e mostra o comportamento do sistema quando foi
administrado o tratamento padrdo de quimioterapia, cujo o ciclo € de 21 dias e tem uma infusao
de 900mg de ciclofosfamida em trés horas. J4 a Figura 2.12(b) mostra a simulacdo aplicando
a mesma dose de ciclofosfamida, porém, o ciclo considerado ¢ de 28 dias. Assim como no
tratamento via radioterapia, o tumor ndo foi eliminado no tratamento via quimioterapia.

Apresenta-se duas andlises numéricas dos resultados obtidos nesta secao para
as simulagdes dos sistemas com o cancer de pulmdo com tratamento via radioterapia e quimio-
terapia. A primeira andlise avalia a convergéncia das solucdes dos sistemas (2.22) e (2.25) para

as condi¢des iniciais Ny = 0.9, Ty = 0.25 e Iy = 0.15 para At = 0.001. A outra andlise con-
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siste em avaliar a ordem de convergéncia do método utilizado. Vale ressaltar que serd abordado
apenas o estudo para a varidvel /V, visto que para as outras varidveis a andlise pode ser feita
analogamente.

Na Tabela 2.2 apresenta-se a solu¢cdo numérica para N, T' e [ para diferentes
tempos do sistema com tratamento via radioterapia (2.22) e At = 0.001, com a dosagem de
30Gy divididas em 17 aplicac¢des (tratamento convencional) e com a dosagem de 30Gy divi-
didas em 10 aplicagdes (tratamento acelerado), respectivamente, com 0s mesmo parametros e

condicdes iniciais apresentados na se¢do 2.5.4.

Tabela 2.2: Tabela para andlise da convergéncia do sistema (2.22) com A; = 0.001 e condi¢ao
inicial Ny = 0.9, Ty = 0.25 e Iy, = 0.15 para o tratamento via radioterapia convencional e

acelerado para cancer de pulmao.

Tratamento Convencional Tratamento Acelerado
t N T 1 N T 1
0 0.9000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1
5

0.6016 0.1706 0.2682 0.5840 0.1608 0.2603

0.4662 0.1246 0.4139 0.4475 0.1081 0.3995
10 0.4642 0.1348 0.4927 0.4525 0.1149 0.4214
15 0.5246 0.1735 0.5757 0.7173 0.2774 0.6775
20 0.6171 0.2072 0.6287 0.6548 0.3695 0.6174
25 0.6743 0.2897 0.4091 0.5749 0.4522 0.5353
50 0.3946 0.6204 0.3799 0.3579 0.6511 0.3925
75 03265 0.6765 0.3756 0.3204 0.6814 0.3776
100 0.3148 0.6857 0.3752 0.3137 0.6866 0.3752
125 0.3127 0.6874 0.3748 0.3125 0.6876 0.3747
150 0.3123 0.6874 0.3748 0.3123 0.6878 0.3747

Observa-se na Tabela 2.2 que os valores N, T' e [ tendem para o ponto de
equilibrio py =(0.3123, 0.6878, 0.3747), que € estavel. Além disso, nota-se também, que
durante o periodo de tratamento células normais, apesar de morrerem por conta do tratamento,
sdo superiores as células tumorais. Ja as células imunoldgicas, que fazem o papel de inibicao
do crescimento de células tumorais, tem um grande crescimento no inicio, entre o primeiro e
o vigésimo dia, mas, apOs esse periodo, células tumorais crescem até o ponto de equilibrio,
enquanto células normais e imunoldgicas morrem até chegarem ao ponto de equilibrio.

Na Tabela 2.3 apresenta-se a solu¢do numérica para N, T' e [ para diferentes
tempos das equagdes do sistema com tratamento via quimioterapia (2.25) e At = 0.001, com
a dosagem de 900mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias e com a dosagem de 900mg de

ciclofosfamida no ciclo de 28 dias, respectivamente, com os parametros e condi¢cdes inicias
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apresentados na sec¢ao 2.5.4.

Tabela 2.3: Tabela para andlise da convergéncia do sistema (2.25) com At = 0.001 e condi¢ao
inicial Ny = 0.9, T = 0.25 e [, = 0.15 para o tratamento via quimioterapia com ciclo de 21 e

28 dias para cancer de pulmao.

Ciclo de 21 dias Ciclo de 28 dias
t N T 1 N T I
0 09000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1
5

0.8589 0.1700 0.3804 0.8589 0.1700 0.3804

0.7468 0.2821 0.6768 0.7468 0.2821 0.6768
10 0.6594 0.3651 0.6215 0.6594 0.3651 0.6215
I5 0.5791 0.4480 0.5372 0.5791 0.4480 0.5372
20 0.5063 0.5197 0.4761 0.5063 0.5197 0.4761
25 0.5746 0.4487 0.5338 0.4489 0.5729 0.4382
50 04501 0.5715 0.4395 0.3695 0.6415 0.3975
75 0.4024 0.6137 0.4130 0.3620 0.6477 0.3942
100 0.3278 0.6755 0.3804 0.3699 0.6712 0.3977
125 0.3151 0.6855 0.3757 0.3224 0.6797 0.3784
150 0.3127 0.6874 0.3748 0.3141 0.6863 0.3753

Na Tabela 2.3 € possivel observar que os valores de N, T' e [ tendem para o
ponto de equilibrio de coexisténcia p, =(0.3123, 0.6878, 0.3747), que € estavel. Diferente do
comportamento das solucdes das células com o tratamento radioterdpico, a morte das células
com o tratamento quimioterdpico é mais lenta nos primeiros 20 dias. Mas, apds esse periodo
de tempo, as solugdes das células NV, T" e I com tratamento quimioterdpico comportam-se de
forma semelhantes as células com tratamento radioterdpico e tendem para o ponto de equilibrio.

Apresenta-se a seguir uma andlise da ordem de convergéncia do método de

Euler para a solucdo de NV do sistema (2.22) para t = 30, utilizando a referéncia [37],

N(t,2dt) — N{(t, dt)

N(t,dt) — N(t,dt/2)| (2.26)

p = log?2

As andlises para as solugdes 7' e I sdo semelhantes ao realizada para as solu-

coes de IV, portanto, serdo omitidas.
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Tabela 2.4: Ordem de convergéncia do método de Euler explicito do sistema (2.22) para N no

tempo ¢ = 30 dias.

At P
0.1 1.056277925101584
0.05 1.030168354328670
0.025  1.015553414267168
0.0125  1.007889476737593
0.00625 1.003972379722312

Como observado na Tabela 2.4, quando diminui-se o valor de A; o valor de
P aproxima-se de 1, o que € esperado, visto que, a ordem de convergéncia do Método de Euler
explicito é 1 [10].

m

Cancer de Mama Oé—l = 10Gy
1

O cancer de mama € o cancer mais frequente entre mulheres, porém quando
descoberto e tratado precocemente tem uma boa resposta. Devido a isso, é um dos tipos de
cancer mais estudados na oncologia. O tratamento mais frequente para o cancer de mama ¢é
a cirurgia, seguido de intervenc¢do radioterdpica e/ou quimioterdpica. Neste trabalho ndo se
modela um intervencao cirtrgica. Aborda-se o tratamento da radioterapia e da quimioterapia
separadamente [21].

Para a compreensdo do modelo discretizado e apresentado em (2.22), no qual
descreve o tratamento com radioterapia, realizam-se simulacdes utilizando dois tipos de trata-
mento, sendo o convencional e o acelerado, nos quais variam a dose aplicada a cada sessao
de radioterapia e o tempo de tratamento, porém, mantém a dose total igual para os tipos de
fracionamento.

A simulacdo do tratamento de um cancer mama de 2-5cm de didmetro com a
dosagem indicada [6] 50Gy. Para esse tipo de cancer, os parametros utilizados s@o os descritos
no inicio da se¢do com tempo final ¢; = 150, At = 0.01, e os valores iniciais para as popu-
lagdes de células normais, tumorais e imunoldgicas sendo Ny = 0.9, Ty = 0.25 e [y = 0.15.

Apresenta-se os resultados de (2.22) na Figura 2.13.
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Figura 2.13: Simulacao do tratamento do cincer de mama via radioterapia.

A Figura 2.13(a) retrata a simula¢do de um cancer de mama e o comporta-
mento do sistema quando € administrado o tratamento radioterdpico convencional, cuja a dosa-
gem total é S0Gy. Sendo divida em 25 doses, com uma dose por dia, fazendo pausa nos finais
de semanas (sdbado e domingo). J4 a Figura 2.13(b) mostra a simulacao aplicando o tratamento
acelerado, que consiste em doses maiores em poucas aplicagdes. Neste caso, a dosagem de
50 Gy foi divida em 15 aplicagdes, uma por dia, fazendo também pausa nos finais de semana.
Em ambas as simulac¢des a densidade tumoral foi para zero, situagdo esperada para este tipo de
cancer [6].

A Figura 2.14 exibe a simulacao do tratamento de um cancer mama através da
aplicacdo intravenosa de ciclofosfamida, indicada pelo Ministério da Saude [6] para esse tipo

de cancer, com 0s mesmos parametros utilizados em 2.5.3.
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Figura 2.14: Simulacao do tratamento do cincer de mama via quimioterapia

A Figura 2.14(a) retrata a simulagdo de um cancer de mama e mostra o com-

portamento do sistema quando € administrado o tratamento padrdo de quimioterapia, cujo o

ciclo € de 21 dias e tem uma infusdo de 900mg de ciclofosfamida em trés horas. Ja a Figura

2.14(b) mostra a simulag¢do aplicando o mesmo tratamento anterior, o ciclo considerado é de

28 dias. Assim como no tratamento via radioterapia, o tumor foi eliminado, o que se espera no

tratamento de cancer de mama.

Como realizado anteriormente, apresenta-se duas andlises numéricas dos re-

sultados dos sistemas com o cancer de mama com tratamento via radioterapia e quimioterapia.

A primeira andlise avalia a convergéncia das solugdes dos sistemas (2.22) e (2.25) para as con-

di¢des inciais Ng = 0.9, Ty = 0.25 e Iy = 0.15 com At = 0.001. A segunda analise consiste

em avaliar se ordem de convergéncia do método utilizado € satisfeita, considerando a varidvel

N, visto que para as outras varidveis o estudo € anélogo.
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Na Tabela 2.5 apresenta-se as solucdes numéricas para N, T' e [ para dife-
rentes tempos do sistema com tratamento radioterdpico (2.22) e At = 0.001, com a dosagem
de 50Gy divididas em 25 aplicagdes (tratamento convencional) e com a dosagem de 50Gy di-
vididas em 15 aplicacOes (tratamento acelerado), respectivamente, com 0S mesmo parametros e

condicdes inicias apresentados na se¢ao 2.5.4.

Tabela 2.5: Tabela para andlise da convergéncia do sistema (2.22) com At = 0.001 e condigdo
inicial Ny = 0.9,7, = 0.25 e Iy = 0.15 para o tratamento via radioterapia convencional e

acelerado para cancer de mama.

Tratamento Convencional Tratamento Acelerado
N T 1 N T 1

t
0 0.9000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1
5

0.8035 0.2823 0.3580 0.8035 0.2823 0.3580

0.5443 0.0665 0.5226 0.5734 0.0822 0.5354
10 0.6364 0.0395 0.6050 0.6575 0.0526 0.6211
15 0.8901 0.0307 0.8944 0.8915 0.0432 0.8953
20 0.6040 0.0047 0.5797 0.6451 0.0085 0.6080
25 0.9867 0.0083 1.2293 0.6805 0.0047 0.6448
50 1.0000 0.0000 1.6459 0.9999 0.0000 1.6041
75 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6497
100 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6500
125 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6500
150 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6500

Observa-se na Tabela 2.5 que os valores das solucdes de N, T" e [ tende para
o ponto de equilibrio livre de tumor p; = (1,0,1.65), que é estavel. O comportamento das
solucdes oscilam durante o periodo de tratamento, tanto no tratamento convencional quanto no
tratamento acelerado, porém, apds o término do tratamento as solucdes de NV e [ crescem até o
equilibrio e a solugdo de 7' vai para zero.

Na Tabela 2.6 apresenta-se a solu¢cdo numérica para N, T' e [ para diferentes
tempos do sistema com tratamento quimioterdpico (2.25), com a dosagem de 900mg de ciclo-
fosfamida no ciclo de 21 dias e com a dosagem de 900mg de ciclofosfamida no ciclo de 28 dias,

respectivamente, com os mesmo parametros e condicdes iniciais apresentados na se¢do 2.5.4.
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Tabela 2.6: Tabela para andlise da convergéncia do sistema (2.25) com At = 0.001 e condi¢do
inicial Ny = 0.9, Ty = 0.25 e Iy = 0.15 para o tratamento via quimioterapia com ciclo de 21 e

28 dias para cancer de pulmao.

Ciclo de 21 dias Ciclo de 28 dias
t N T 1 N T I
0 09000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1
5

0.8629 0.1577 0.3820 0.8626 0.1577 0.3820
0.7983 0.2115 0.7390 0.7983 0.2115 0.7390

10 0.7865 0.2131 0.7969 0.7865 0.2131 0.7969
15 0.7917 0.2065 0.8127 0.7917 0.2065 0.8127
20 0.8003 0.1972 0.8295 0.8003 0.1972 0.8295
25 0.8952 0.0980 1.0159 0.8119 0.1849 0.8521
50 0.9993 0.0052 1.6054 0.9946 0.0040 1.5350
75 1.0000 0.0022 1.6497 1.0000 0.0022 1.6489
100 1.0000 0.0001 1.6500 1.0000 0.0001 1.6500
125 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6500
150 1.0000 0.0000 1.6500 1.0000 0.0000 1.6500

Similar ao observado no tratamento via radioterapia, as solucdes de NV, T'e [
tendem para o ponto livre de tumor (1, 0, 1.65), porém, as oscilagdes sdo menores nas solucoes,
visto que o tratamento € em ciclos de 21 e 28 dias.

A andlise da ordem de convergéncia do Método de Euler para a solu¢iao nu-

mérica de /N do sistema (2.25), é exibida na Tabela 2.7.

Tabela 2.7: Ordem de convergéncia do Método de Euler explicito para N do sistema (2.25) no

tempo ¢ = 30 dias.

At P
0.05 1.148985085555033
0.025 1.113839621340288
0.0125  1.068157229112101
0.00625  1.036989721121104
0.003125 1.013245822222123

Como observado na Tabela 2.7, quando diminui-se o valor de At o valor de
p aproxima-se de 1, o que € esperado, visto que, a ordem de convergéncia do Método de Euler
explicito € 1.

O intuito das Tabelas de convergéncia 2.2, 2.3, 2.5 e 2.6 foi mostrar o com-
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portamento das solugdes e validar os resultados numéricos. Com o estudo analitico realizado
foi possivel descobrir os pontos de equilibrio do sistema, e com isso, observar que as solucdes
com tratamento radioterdpico e quimioterdpico tenderam para os pontos estiveis, o ponto de
coexisténcia para quimioterapia e radioterapia no cancer de pulmao (onde o tumor nao foi eli-
minado) e para o ponto livre de tumor para a radioterapia e quimioterapia no cancer de mama
(onde o tumor foi eliminado). As Tabelas 2.4 e 2.7 exibiram as simula¢des na varia¢ao do espa-
camento no tempo, At, para a variavel N, observou-se que em ambos os tratamentos o valor de
P aproximou-se de 1, as andlises para as varidveis 1" e I foram omitidas, visto que sdo andlogas.

As simulagdes do tratamento do cancer de pulmao e o de mama via radiotera-
pia e quimioterapia envolvendo equagdes diferenciais ordindrias (EDO) se fundamentaram na
literatura de protocolos de tratamento do Ministério da Saide e de trabalhos como os de Pillis
& Radunskaya (2002) e Rodrigues et al. (2012). Sendo assim, a préxima etapa do trabalho é

modelar o crescimento do tumor através de equacdes diferenciais parciais (EDP) com difusdo.
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3 MODELO MATEMATICO TUMORAL COM DIFUSAO

Neste capitulo apresenta-se o0 modelo de crescimento de tumor sélido moti-
vado no modelo descrito em de Pillis & Radunskaya [11] com o acréscimo do termo difusivo,
tornando-o um sistema de equagdes diferencias parciais (EDP). Para a discretizacao das equa-
coes aplica-se o método de diferencas finitas. Por fim, acrescenta-se o tratamento via quimi-
oterapia no modelo, realiza-se simula¢des numéricas para o cancer de mama e andlises dos

resultados obtidos.

3.1 MODELO MATEMATICO TUMORAL SEM TRATAMENTO

O modelo descrito a seguir motiva-se no modelo proposto por de Pillis &
Radunskaya [11], com o acréscimo do termo difusivo. Denotam-se N, T' e [ para representar
as densidades de células normais, células tumorais e células imunoldgicas, respectivamente. As
hipéteses para a constru¢cao do modelo sdo as mesmas usadas na se¢do 2.5 e ainda considera-se
que as populacgdes celulares deslocam-se por meio de mobilidade aleatoria (random walk) [18],

assim, o modelo € dado por,

ON >N
o 12l gz ) eI b l) m e,
aT 82T
=~ K axQ):rlT(l—blT)—CQTN—cﬂT, (3.1
oI 0?1 pIT
K== = —— —cIT — dy1
5 3(812> S+x+T @] dil,

em que K; para: = 1, 2, 3, constante de difusdo para as células tumorais, normais e imunol6gi-
cas, respectivamente.
O modelo (3.1) sera resolvido em uma dimensao , sobre o dominio §2 = [0, 1]

e condicdes inicias dadas por

T(z,0) = e @7/, (3.2)

N(z,0) = l—w—T(x,())’ (3.3)
w1

I(z,0) = w[l_fj(x’o)], (3.4)

com z € [0,1], wy, we, p, ™ € o constantes positivas a serem definidas, e as condi¢des de
fronteiras sdo nulas, isto €, ndo hd fluxo das populacdes celulares através da fronteira [18].
Apresentado o modelo (3.1) sem tratamento e suas condigdes iniciais e de fronteira, realiza-se

sua discretizacdo e simulagdes numéricas.
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3.1.1 Discretizacao do Sistema (3.1) e Simulacoes

Na formulacdo do modelo numérico do crescimento tumoral considera-se a
aplicacao do método de diferencgas finitas para a discretizacdo. No processo de discretizagdo,
o termo temporal presente em cada equacao do sistema (3.1) € aproximado por diferengas pro-
gressivas de primeira ordem, e o termo difusivo € aproximado por diferengas centrais de segunda

ordem. Como visto no capitulo 1.2. Para facilitar a escrita, denota-se

% _ Pij+1 — Gi (3.5)
ot |, At
o Pit1,j — 205 + Pi—1,
K, | — ~ K, | Ly i) 36
(8372) i,j [ (Az)? G0
Com isso, tem-se as equagdes aproximadas do sistema (3.1) da seguinte maneira,

Nijt1 = NpNij+ NgNig1j+ NwNioj — At(raba N7,

Tijy1=TpTij + TeTiy1; + TwTi1; + At(ribiT7)), (3.7)

Ii7j+1 = IpIZ‘,j + IEIi+1,j + IWIi—l,j + Ats.

em que
2K, At AtK;
Np=1- At(ry = esTij), Nep = Nw = ’
P (Ax)? At —aliy), N YT (Awp
2K, At ALK,
Te=1- 50z + At(ry — e2N;j — 3L 5), Tp = Tw = (Az)?’
2K 3 At PTi; U
Ip=1-""320 LA — Ty —dy), Ig = Ty = :
P (Ax)? + (X+Ti,j aTig =) Ip = fw (Az)?

A partir do sistema (3.7), andlises e simulagdes numéricas sao realizadas, com
a intencdo de compreender o comportamento das densidades celulares na geometria conside-
rada.

Com os parametros r; = 1.5, 7o = 1.0, by = 1.0, by = 1.0, ¢; = 1.0,
co =1.0,c53 =0.5,¢c4 =1.0,5s=0.33,dy =02, = 0.25, w = 0.5, wy = 0.97, wy = 0.83,
0=01,p=0.01x=03 K =107, Ky = K3 = 1075, tempo final t; = 150, At = 0.05,
Az = 0.016, condig¢des inicias dadas por (3.2)-(3.4) e condicdes de fronteiras nulas realiza-se
a simulacdo do comportamento do sistema (3.1).

As Figuras 3.1a-c apresentam as soluc¢des das densidades de células tumorais,
células normais e células imunoldgicas, respectivamente. A Figura 3.1d apresenta o comporta-
mento das solucdes das densidades de células tumorais, células normais e células imunoldgicas,

porém, para uma compreensao das simulacdes do modelo espaco-tempo, fez-se um corte na ge-
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ometria para z = 0.5.

a) Células Tumorais b) Células Normais 1
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Figura 3.1: Comportamento do sistema (3.7) para 150 dias.

Observa-se na Figura 3.1 comportamento semelhante ao obtido no sistema
(2.18), pois devida a condi¢do inicial o centro da geometria exibe o comportamento do sistema

modelado por equacdes diferenciais ordinarias.

Visando ainda uma compreensao do comportamento do sistema (3.7), apresenta-

se a Figura 3.2, onde visualiza-se as solu¢des das densidades com relacao tempo-espago.

a) Células Tumorais b) Células Normais c) Células Imunolégicas
150 150 1 150
0.5 08
%2} v 08 "
i 100 0.4 S o . =
= S| v S|
E 03 % . g
=] o =}
= 02 =% 04 Q.
qEJ 50 g 50 03 % 50
= 01 = 02 =
01
0 0 o 0
0 02 0.4 0.6 08 1 a 0.2 0.4 06 0.8 1 o 02 0.4 0.6 08 1
Espacgo Espaco Espaco

Figura 3.2: Comportamento do sistema (3.7) com rela¢do tempo-espago.

Observa-se na Figura 3.2a que as células tumorais invadem quase toda regiao

no decorrer do tempo, concentrando-se na parte central devido a condicao inicial de 7" utilizada.
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Processos semelhantes sucedem nas Figuras 3.2b-d, porém, como existe uma grande concen-
tracdo das células tumorais no centro da regido, concentracdes menores de células normais e
células imunoldgicas sdo observadas no centro, e grande concentragcdes de ambas as células nos
extremos das fronteira, isto é, z = Qaté t = 0.2ede x = 0.8 at€ z = 1.

Seguida da anélise grafica das solucdes das densidades populacionais do sis-
tema (3.7), mostra-se a Tabela 5.1 com o objetivo de verificar a convergéncia das solu¢cdes com
o refinamento da malha espacial. Devida a condi¢do inicial utilizada, observa-se a convergéncia

das solucdes das células normais, tumorais e imunoldgicas em = = 0.5.

Tabela 3.1: Tabela para anélise da convergéncia do sistema (3.7) com Az = 0.02, Az = 0.01 e
At =0.01

a) Az =0.0le At =0.01 b) Az = 0.02e At = 0.01
t N T I N T 1
0 0.9000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1 0.8104 0.2936 0.3670 0.8093 0.2919 0.3651
2
5

0.7545 0.3135 0.4897 0.7498 0.3104 0.4869

0.6941 0.3419 0.5444 0.6920 0.3413 0.5428
10 0.6564 0.3588 0.6120 0.6547 0.3549 0.6104
15 0.6313 0.3799 0.5463 0.6221 0.3774 0.5452
20 0.6092 0.3986 0.5405 0.5984 0.3951 0.5389
25 0.5869 0.4265 0.5332 0.5784 0.4211 0.5301
50 0.5098 0.4954 0.4815 0.5010 0.4902 0.4802
75 0.4567 0.5444 0.4473 0.4534 0.5520 0.4431
100 0.4518 0.5589 0.4447 0.4507 0.5606 0.4378
125 0.4475 0.5602 0.4425 0.4470 0.5634 0.4360
150 0.4446 0.5649 0.4406 0.4438 0.5644 0.4355

Comparando os valores da Tabela 5.1 com os valores da Tabela 2.1, nota-se o
mesmo comportamento das solu¢des, convergindo para o do ponto de equilibrio de coexisténcia
ps =(0.4352, 0.5648, 0.4352).

Ap6s as analises do modelo (3.7), apresenta-se na proxima se¢do a aplicacao

de tratamento no sistema via quimioterapia.

3.2 TRATAMENTO VIA QUIMIOTERAPIA PARA MODELO TUMORAL COM DIFUSAO

O modelo para a aplicacdo da quimioterapia consiste em adicionar uma equa-
cdo no sistema (3.1), a qual modela a dosagem da quimioterapia e termos resposta de cada

célula do tipo Michaelis-Menten, obtendo assim o modelo,
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( 2
%\Z K, (%f = ryN(1 — byN) — ¢4 TN — %
a
2
8@% — 1 (({;,12—7 = TlT(]_ - blT) — CQTN - CgIT - %,
oI P pIT vIQ ! (3.8)
Sl 3<2):s+—cllT—d1]— ,
% oz X+T b+ Q
[ 7 — 90—

em que K; para: = 1, 2, 3, constante de difusdo para as células tumorais, normais e imunol6gi-
cas, respectivamente, a e b determinam a satura¢ao do efeito em relacao a resposta da droga, A
¢ a taxa de decaimento do agente quimioterdpico, u € a taxa de tratamento das células tumorais
e v € a taxa de mortalidade das células sauddveis devido ao tratamento. As condi¢des inicias e
de fronteira sao as mesmas utilizadas no sistema (3.1).

Apresentado o modelo (3.8) realiza-se sua discretizacdo e simula¢des numé-

ricas.

3.2.1 Discretizacao do Sistema (3.8) e Simulacoes

Na formulagc@o do modelo numérico do crescimento tumoral com tratamento
via quimioterapia, aplica-se o método de diferencas finitas para discretiza o sistema (3.8), de

forma andloga ao realizado na Secdo 3.1.1, obtendo,

(N j+1=Np,N;j+ NgNiy1j+ NwNi_1j — At(r2baN7,),
Tiji1=TrTij + TeTiv1j + TwTio1; + At(ribi T7;),

3.9
Lijoy1 = Ip,Lij + Iplivy j + Iwli—1 5 + Ats, 39)

Qi j+1 = Qi j + Atgi; — AQi 5],

em que
2K2At I/QZ 1 AtKQ
Np, =1-— At(ry — esT; j — ), = Nw = ;
Po (Do) + At(ry — caT; o Qi,j) W= (Ar)
2K1At ,U/Qz AtKl
Tp, =1 — 220 4 At(ry — 2N ; — ¢31; i — ) Ty =Ty = ,
Po e + At(ry — 2N, ; — 31, G+Qi7j) E w (Ax)?
2K3At pTz j Z/Qi j AtKg
Ip, =1— 3= L A Ty —dy — —— ) [ =Ty =
Po (D)2 + (X+Ti,j aT;;—di b+Qi_j), B=1w ="

Para as simulagdes do tratamento via quimioterapia utiliza-se os mesmos pa-
rAmetros da se¢do 3.2, alémde, u = 1,v = 0.1, A\ =4.16,a =2-10%,b = 5-10%, K; = 1077,
Ky, = K3 = 1075, tempo final ty = 150, At = 0.01, Az = 0.016 e as mesmas condi-
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coes 1niciais € de contorno utilizadas para o sistema (3.1). A aplicacdo de tratamento segue o
padrao indicado pelo Ministério da Satde [6] e o trabalho de Guiraldello (2015) [18], sendo as-
sim, aplica-se duas dosagens de ciclofosfamida considerando 4 aplicacdes no ciclo de 21 dias,
900mg [6] e 370mg [18].

A Figura 3.3 ilustra o comportamento da densidade populacional de células
tumorais sem tratamento (a), com a aplica¢do de 370mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias
(b), com a aplicacdo de 900mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias (c) e o grafico das célu-
las tumorais do corte na geometria para * = 0.5, incluindo o resultado (linha continua) sem

tratamento (d).

a) Sem Tratamento b Aplicacdao de Q=370 mg
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Figura 3.3: Comportamento da densidade populacional de células tumorais.

Observa-se na Figura 3.3b) com o tratamento de 370mg de ciclofosfamida
que a densidade na regido x diminui, mas ndo resulta em extin¢do das células tumorais, no
qual ap6s 150 dias atinge um valor préximo a solu¢do do modelo sem o tratamento. Agora,
para o tratamento de 900mg de ciclofosfamida, Figura 3.3c), verifica-se que apds 50 dias de
tratamento a densidade de células tumorais encontra-se proxima de zero. Tais resultados podem
ser confirmados na Figura 3.3d), onde fez-se o corte na geometria z = (.5, e observa-se o

comportamento da densidade tumoral.
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A Figura 3.4 exibe o comportamento da densidade populacional de células
normais sem tratamento (a), com a aplicacdo de 370mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias
(b), com a aplicacao de 900mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias (c) e o gréfico das cé-
lulas normais do corte na geometria para x = 0.5, incluindo o resultado (linha continua) sem

tratamento (d).

a) Sem Tratamento b) Aplicagdo de Q=370 mg
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Figura 3.4: Comportamento da densidade populacional de células normais.

Percebe-se na Figura 3.4b) com o tratamento de 370mg de ciclofosfamida que
a densidade na regido z aumenta, devido a diminui¢ao da densidade das células tumorais. Para
o tratamento de 900mg de ciclofosfamida, Figura 3.4c), verifica-se que com a eliminagdo de
praticamente todas as células tumorais, a densidade de células normais encontra-se em pratica-
mente toda regido. Com isso, analisando os resultados da Figura 3.4d), onde fez-se o corte na
geometria x = (.5, observa-se que as células normais tendem ao ponto de equilibrio.

Por fim, a Figura 3.5 mostra o comportamento da densidade populacional de
células imunoldgicas sem tratamento (a), com a aplicacdo de 370mg de ciclofosfamida no ciclo
de 21 dias (b), com a aplica¢do de 900mg de ciclofosfamida no ciclo de 21 dias (c) e o grafico
das células tumorais do corte na geometria para x = (0.5, incluindo o resultado (linha continua)
sem tratamento (d).
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Figura 3.5: Comportamento da densidade populacional de células imunoldgicas.
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Verifica-se na Figura 3.5b) com o tratamento de 370mg de ciclofosfamida

que a densidade de células imunoldgicas na regido  aumenta, porém devido a ndo eliminagdo

das células tumorais, na regido central existe ainda poucas células imunoldgicas. No caso do

tratamento de 900mg de ciclofosfamida, Figura 3.5¢), verifica-se que apds 50 dias de tratamento

a densidade de células tumorais encontra-se proxima de zero, o que faz elevar a quantidade de

células imunoldgicas em praticamente toda regido x. Tais resultados podem ser confirmados

na Figura 3.5d), onde fez-se o corte na geometria z = 0.5, e observa-se o comportamento da

densidade das células imunoldgicas.

Exibe-se na Tabela 5.2 0 o comportamento das solugdes das células normais,

tumorais e imunoldgicas em x = 0.5, devido a condicdo inicial utilizada.
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Tabela 3.2: Tabela para andlise da convergéncia do sistema (3.7) com Ax = 0.02, At = 0.01
para Q=370mg e Q=900mg em = = 0.5.

a) Q=370mg b) Q=900mg
t N T I N T I
0 0.9000 0.2500 0.1500 0.9000 0.2500 0.1500
1 0.8311 0.2241 0.3642 0.8569 0.1673 0.3745
2
5

0.7919 0.2499 0.5043 0.8344 0.1931 0.5322

0.7327 0.2811 0.6563 0.7869 0.2236 0.7238
10 0.7068 0.2976 0.6744 0.7722 0.2282 0.7726
15 0.6918 0.3127 0.6578 0.7732  0.2262 0.7798
20 0.6753 0.3299 0.6372 0.7761 0.2030 0.7852
25 0.7097 0.2934 0.6773 0.8657 0.1285 0.9433
50 0.6782 0.3270 0.6403 0.9972  0.0021 1.5582
75 0.6306 0.3763 0.5862 1.0000 0.0000 1.6492
100 0.5265 0.4799 0.4935 1.0000 0.0000 1.6500
125 0.4682 0.5348 0.4542 1.0000 0.0000 1.6500
150 0.4462 0.5549 0.4413 1.0000 0.0000 1.6500

Os valores da Tabela 5.2 exibem que, para o tratamento de () = 370mg, as
solucdes das células normais, células tumorais e células imunoldgicas tendem para o ponto de
equilibrio de coexisténcia p,=(0.4352, 0.5648, 0.4352). Para o tratamento de () = 900mg, as
solugdes convergem para proximo do ponto de equilibrio de livre de tumor p;=(1.0000, 0.0000,
1.6500), ou seja, eliminando as células tumorais.

Com isso, finaliza-se as simulagdes e resultados do modelo de crescimento de

tumor sem tratamento (3.7) e o modelo de crescimento de tumor com tratamento (2.25).
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4 CONCLUSAO

O presente trabalho trouxe uma breve revisao bibliografica sobre a biologia
do cancer e de trabalhos envolvendo modelos matemadticos para crescimento de tumor. Mostrou
o comportamento de um modelo de crescimento tumoral de equagdes diferenciais ordindrias
visando analisar analiticamente sua dindmica e também os resultados obtidos através de si-
mulacdes numéricas. Dentre esses resultados, observou-se que com os parametros utilizados
a densidade das células tumorais ¢ maior do que das células normais e células imunoldgicas.
Em seguida, foram adicionados tratamentos ao modelo com o objetivo de eliminar ou reduzir a
densidade tumoral.

Para as simulacdes realizadas com tratamento, analisou-se 0 comportamento
de dois tipos de cancer, pulmao e mama. Para o cancer de pulmao constatou-se que nenhum tipo
de tratamento abordado neste trabalho foi suficiente para a erradica¢ao ou diminui¢ao do tumor,
0 que segunda a literatura € algo comum, visto o potencial crescimento acelerado do tumor.
Para o cancer de mama, todos os tratamentos empregados neste trabalho, a populagdo celular
tumoral foi extinta, o que se espera para este tipo de cancer. Com isso, foi possivel avaliar
diferentes situacdes e testar procedimentos diferentes de tratamento através da radioterapia e
quimioterapia.

Em outra parte do trabalho, foi adicionado o termo difusivo no modelo, com
o objetivo de entender a difusdo das células em uma geometria pré-estabelecida. As simulacdes
numéricas exibiram o comportamento do sistema sem nenhum tipo de tratamento, e constatou-
se que em pouco tempo, o tumor toma conta de grande parte da geometria abordada, enquanto
células normais e imunoldgicas permanecem onde nao ha células tumorais. Assim como no
modelo com equagdes diferencias ordindrias aplicou-se algum tipo de tratamento.

No modelo com difusdo abordou-se o tratamento via quimioterapia para o
cancer de mama, e como no modelo de equacdes diferencias ordindrias, apds as aplicagdes
da quimioterapia o tumor foi praticamente extinto da geometria abordada, enquanto células
normais e imunoldgicas estavam em toda parte da geometria.

Para cada modelo matematico estudado foi analisado a convergéncia das so-
lucdes do método numérico utilizado e comparagdes com os resultados analiticos obtidos.

Portanto, apds as simulacdes e resultados, conclui-se o objetivo deste traba-
lho, isto é, uma abordagem de diferentes situagdes para o crescimento de tumor através de dois
modelos principais, um de equacdes diferenciais ordindrias e outro de equagdes diferenciais par-
ciais, onde que, em ambos foram adicionados tratamentos e, ainda, segundo dados da literatura
o comportamento dos mesmos foram satisfatorios.

Como trabalhos futuros pretende-se utilizar outros métodos numéricos, com
intuito de melhorar as solugdes. Testar outros tipos de pardmetros que possam simular cres-

cimento de outros tipos de tumores e por fim, diferentes protocolos de tratamento, tanto de
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radioterapia quanto para quimioterapia. Por fim, abordar o modelo em duas dimensdes, com o

objetivo de analisar o cancer de mama em comparag¢do com resultados reais de mamografia.
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