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INTRODUÇÃO

A ideia principal desse trabalho é definir e apresentar resultados de variedades
de recobrimento, aplicações de recobrimento, existência do recobrimento universal e alguns
resultados relacionados, do ponto de vista das variedades diferenciáveis.

O estudo foi dividido em quatro partes. Primeiro foi estudado alguns con-
ceitos de Homotopia e Grupo fundamental, em seguida Espaços de Recobrimento topológicos,
posteriormente foi abordado os conceitos de Variedades Diferenciáveis e por fim o estudo de
variedades de recobrimento, aplicações de recobrimento diferenciáveis e demais resultados do
ponto de vista diferenciável.

O primeiro capítulo é destinado para o estudo de conceitos preliminares que
serão utilizados no desenvolvimento deste trabalho. O capítulo foi dividido em 3 seções, sendo
a primeira de Topologia geral, a segunda de Álgebra e a terceira seção de Cálculo Avançado. Os
resultados expostos nesse capítulo que não foram demonstrados terão referências citadas onde
tais demonstrações poderão ser consultadas.

No capítulo 2 são abordados resultados de homotopia, homotopia por cami-
nhos e grupo fundamental que serão de suma importância para o conteúdo desenvolvido no
capítulo 3, que trata-se de espaços de recobrimento, aplicações de recobrimento, levantamento
de caminhos, grupo de recobrimento, homomorfismo de recobrimento e a existência do Espaço
de Recobrimento Universal.

Os capítulos 4 e 5 são sobre variedades diferenciáveis. No capítulo 4 destaca-
se as definições de variedade topológica, cartas coordenadas, atlas e variedade diferenciável.
Nesse mesmo capítulo são apresentadas algumas propriedades topológicas das variedades e
um dos principais resultados está na Seção 4.2, mostrando que o grupo fundamental de uma
variedade topológica é enumerável. Já no capítulo 5 são abordados conceitos a respeito de
aplicações diferenciáveis entre variedades, diferencial de uma aplicação diferenciável, curvas
na variedade, teorema da função inversa, teorema do posto, forma local das imersões, forma
local das submersões, subvariedades e mergulho.

Por fim, o capítulo 6 é sobre variedades de recobrimento, no qual retomamos
resultados apresentados no capítulo 3 porém agora incluindo a diferenciabilidade. Na primeira
seção é definido aplicação de recobrimento diferenciável e explorado algumas propriedades
básicas. A segunda seção aborda propriedades de levantamento, a terceira e quarta sessões
tratam-se de transformações de recobrimento diferenciáveis e homomorfismo de recobrimento
diferenciável, e na última seção é provado a existência do recobrimento universal entre varieda-
des.
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1 PRELIMINARES

1.1 TOPOLOGIA GERAL

Nesta seção iremos apresentar algumas definições e resultados no âmbito da
topologia geral os quais são utilizados no decorrer deste trabalho.

Proposição 1.1. Se X é um espaço topológico segundo enumerável, então toda cobertura

aberta de X possui uma subcobertura enumerável.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Lema 1.2. Seja X um espaço topológico e suponha que X que admite uma cobertura enume-

rável aberta tUiu, tal que cada conjunto Ui é segundo enumerável na topologia do subespaço.

Então X é segundo enumerável.

Demonstração. [9] ˝

Lema 1.3. Sejam X e Y espaços topológicos e ϕ : X ÝÑ Y um homeomorfismo. Se β é uma

base de X , então ϕpβq :“ tϕpBq; B P βu é uma base de Y .

Demonstração. Suponha que β é uma base de X e sejam A um aberto de Y e p P A. Como
ϕ é um homeomorfismo temos que ϕ´1pAq é um aberto de X e que ϕ´1ppq P ϕ´1pAq. Por
hipótese, β é base de X , logo existe B P β de forma que ϕ´1ppq P B Ă ϕ´1pAq. Dessa forma,
p P ϕpBq Ă A e ϕpBq P ϕpβq. Portanto ϕpβq “ tϕpBq; B P βu é uma base de Y . ˝

Conexidade e Componentes

Definição 1.4. Um caminho em um espaço topológico X é uma aplicação contínua f : I Ñ X

onde I “ r0, 1s Ă R. Os pontos p “ fp0q e q “ fp1q são chamados, respectivamente, ponto
inicial e ponto final do caminho f . Dizemos também que f é um caminho de p para q.

Definição 1.5. Dado um X espaço topológico, dizemos que ele é:

1. conexo se não existir dois subconjuntos abertos, disjuntos e não vazios de X , cuja união

é X .

2. conexo por caminhos se cada par de pontos em X pode ser ligado por um caminho em

X .
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3. localmente conexo por caminhos em x P X se, para cada vizinhança U de x, existir

uma vizinhança conexa por caminhos V de x contida em U . Se X é localmente conexo

por caminhos em cada um de seus pontos, então X é dito ser localmente conexo por
caminhos.

Lema 1.6. Se X é um espaço topológico que possui uma base β de conjuntos conexo por

caminhos, então X é localmente conexo por caminhos.

Demonstração. Dado x P X e U uma vizinhança aberta de x, uma vez que β é uma base para
X , existe um aberto básico B, conexo por caminhos, de forma que x P B Ă U . Portanto, X é
localmente conexo por caminhos. ˝

Lema 1.7. Se X é um espaço topológico localmente conexo por caminhos e A Ă X é aberto,

então A munido com a topologia do subespaço é localmente conexo por caminhos.

Demonstração. Dado a P A e U uma vizinhança aberta de a em A, segue que U é uma vizi-
nhança aberta de a em X . Como X é localmente conexo por caminhos, existe uma vizinhança
V de a em X , conexa por caminhos, de forma que a P V Ă U . Além disso, em particular,
V “ V X A o qual é um aberto em A e portanto A é localmente conexo por caminhos. ˝

Definição 1.8. Dado um espaço topológico X , definimos uma relação de equivalência em X ,

por x „ y se existir um subespaço conexo de X contendo x e y. As classes de equivalência são

ditas ser as componentes conexas (ou simplesmente componentes) de X .

De forma semelhante, temos uma caracterização por classes de equivalência
para conexidade por caminhos.

Definição 1.9. Definimos uma nova relação de equivalência em X , por x « y se existir um

caminho em X contendo x e y. As classes de equivalência são chamadas de componentes
conexas por caminhos (ou simplesmente componentes por caminhos) de X .

Definidos esses conceitos, segue o resultado:

Proposição 1.10. Seja X um espaço topológico localmente conexo por caminhos. Então:

1. As componentes de X são abertas em X .

2. As componentes conexas por caminhos coincidem com as componentes conexas.

3. X é conexo se, e somente se, é conexo por caminhos.

4. Todo subconjunto aberto de X é localmente conexo por caminhos.

Demonstração. Ver [9]. ˝
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Compacidade, Pré-compacidade, Compacidade Local e Paracompacidade

Definição 1.11. Um espaço topológico X é dito ser compacto, se toda cobertura aberta de X

admite uma subcobertura finita. Um subconjunto de X é dito ser pré-compacto (ou totalmente

limitado) se seu fecho em X é um conjunto compacto.

Lema 1.12. Sejam X e Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X Ñ Y é contínua se, e

somente se, para cada subconjunto A de X , f
`

A
˘

Ă fpAq.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Lema 1.13 (Continuidade é um aspecto local). Se f : X Ñ Y é uma aplicação entre espaços

topológicos tal que cada ponto p P X possui uma vizinhança U de forma que f |U é contínua,

então f é uma aplicação contínua.

Demonstração. Ver [9] ˝

Compacidade é um invariante topológico, dessa forma podemos enunciar o
seguinte lema:

Lema 1.14. Sejam X e Y espaços topológicos e ϕ : X Ñ Y um homeomorfismo. Então,

B Ă X é pré-compacto se, e somente se, ϕpBq Ă Y é pré-compacto.

Definição 1.15. Um espaço topológico X é dito ser localmente compacto se todo ponto de X

tem uma vizinhança contida em um subconjunto compacto de X

Proposição 1.16. Se X é um espaço de Hausdorff, então são equivalentes:

1. X é localmente compacto.

2. Cada ponto de X tem uma vizinhança pré-compacta.

3. X possui uma base de subconjuntos abertos pré-compactos.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Definição 1.17. Uma coleção χ de subconjuntos de um espaço topológico X é dita ser local-
mente finita se cada ponto deX tem uma vizinhança que intercepta no máximo uma quantidade

finita de conjuntos em χ.

Definição 1.18. Seja X um espaço topológico. Dadas coberturas abertas U e V de X , V é dita

ser um refinamento de U se para cada V P V existir algum U P U , tal que V Ă U .

X é dito ser paracompacto se toda cobertura aberta de X admite um refina-

mento aberto localmente finito.

Lema 1.19. Suponha que χ é uma coleção localmente finita de subconjuntos de um espaço

topológico X . Então:
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1. A coleção χ “
 

Y ; Y P χ
(

é também localmente finita.

2.
Ť

Y Pχ

Y “
Ť

Y Pχ

Y .

Demonstração. 1. Dado x P X e U uma vizinhança de x em X , mostremos que para qualquer
Y P χ, U X Y “ H se, e somente se, U X Y “ H.

Seja Y P χ e suponha que U X Y “ H. Como Y Ă Y , então U X Y “ H.
Reciprocamente, suponha que Y P χ é tal que, H ‰ U X Y “ U X pY Y Y 1q “ pU X Y q Y

pU X Y 1q, em que Y 1 é o conjunto dos pontos de acumulação de Y . Se U X Y 1 ‰ H, temos
que existe y P U X Y 1, isto é, U é uma vizinhança do ponto de acumulação y de Y . Assim,
H ‰ U X pY ´ tyuq Ă U X Y .

Portanto, χ é localmente finita se, e somente se, χ é localmente finita.
2. Para cada pY P χ, temos que pY Ă

Ť

Y Pχ

Y , logo pY Ă
Ť

Y Pχ

Y , e assim,
Ť

Y Pχ

Y Ă
Ť

Y Pχ

Y . Por

outro lado, dado x P
Ť

Y Pχ

Y , mostremos que existe algum pY P χ de forma que x P pY e assim,

x P
Ť

Y Pχ

Y .

Como x P
Ť

Y Pχ

Y , então temos que x P
Ť

Y Pχ

Y ou x P

˜

Ť

Y Pχ

Y

¸1

, isto é,

x P
Ť

Y Pχ

Y ou Ux
Ş

˜˜

Ť

Y Pχ

Y

¸

´ txu

¸

‰ H, para toda vizinhança Ux de x em X .

Caso 1: x P
Ť

Y Pχ

Y . Neste caso x P pY , para algum pY P χ, logo x P pY .

Caso 2: x P

˜

Ť

Y Pχ

Y

¸1

. Como χ é localmente finito, existe uma vizinhança U de x em X e

Yα1 , . . . , Yαt P χ, tal que U X Yαi ‰ H, para todo i “ 1, . . . , t e U X Y “ H, para todo
Y ‰ Yαi , i “ 1, . . . , t. Assim,

U X

˜

ď

Y Pχ

Y ´ txu

¸

“ U X

˜˜

t
ď

i“1

Yαi

¸

´ txu

¸

. (1.1)

Afirmação: x P Y 1αi Ă Yαi , para algum i “ 1, . . . , t.

Com efeito, sem perda da generalidade, suponha que x R pYαiq
1, i “ 1, . . . , t ´ 1. Logo,

para cada i “ 1, . . . , t ´ 1 existe uma vizinhança Uαi de x em X , de forma que Uαi X

pYαi ´ txuq “ H. Considere a vizinhança V “
t´1
Ş

i“1

Uαi de x em X . Logo,

V X

˜˜

t´1
ď

i“1

Yαi

¸

´ txu

¸

“ H. (1.2)
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Além disso, como U e V são vizinhanças de x P

˜

Ť

Y Pχ

Y

¸1

, por 1.1 e 1.2 Vx “ U X V é

uma vizinhança de x satisfazendo:

H ‰ Vx X

˜˜

ď

Y Pχ

Y

¸

´ txu

¸

p1.1q
“ Vx X

˜˜

t
ď

i“1

Yαi

¸

´ txu

¸

p1.2q
“ Vx X pYαt ´ txuq .

(1.3)
Dessa forma, dado uma vizinhança arbitrária Ux de x em X , por 1.3, temos que Ux X Vx

é uma vizinhança de x tal que:

H ‰ pUxXVxqX

˜˜

ď

Y Pχ

Y

¸

´ txu

¸

p1.3q
“ pUxXVxqX pYαt ´txuq Ă UxXpYαt ´txuq.

Portanto, x P pYαtq1 Ă Yαt , como queríamos.

˝

Definição 1.20. Uma sequência pKiq
8
i“1 de subconjuntos compactos em X é dito ser uma

exaustão de X por subconjuntos compactos se X “
8
Ť

i“1

Ki e Ki Ď intKi`1, para cada

i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

Proposição 1.21. Todo espaço de Hausdorff, localmente compacto e segundo enumerável ad-

mite uma exaustão por conjuntos compactos.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Definição 1.22. Sejam X e Y espaços topológicos e p : X Ñ Y uma aplicação sobrejetiva.

Dizemos que p é uma aplicação quociente, se para cada U Ă Y , U é aberto em Y se, e somente

se, p´1pUq é aberto em X .

Definição 1.23. Sejam X e Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X Ñ Y é dita ser um

mergulho topológico, se f : X Ñ fpXq é um homeomorfismo, considerando fpXq munido

com a topologia do subespaço.

Teorema 1.24. Sejam X e Y espaços topológicos e F : X Ñ Y uma aplicação contínua,

aberta ou fechada.

1. Se F é sobrejetora, então F é uma aplicação quociente.

2. Se F é injetora, então F é um mergulho topológico.

3. Se F é bijetora, então F é um homeomorfismo.

Demonstração. Ver [9]. ˝
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Teorema 1.25 (Lema da colagem). Considere X “ A Y B, onde A e B são fechados em X e

sejam f : AÑ Y e g : B Ñ Y funções contínuas. Se fpxq “ gpxq para todo x P AXB, então

h : X Ñ Y definida por:

hpxq :“

$

&

%

fpxq, se x P A;

gpxq, se x P B;

está bem definida e é contínua.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Lema 1.26 (Número de Lebesgue). Seja A uma cobertura aberta do espaço métrico pX, dq.

Se X é compacto, então existe um δ ą 0 tal que para cada subconjunto Y Ă X de diâmetro

menor do que δ, existe um elemento de A contendo Y .

Esse número δ é chamado um número de Lebesgue da cobertura A.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Definição 1.27. Dizemos que uma aplicação f : X Ñ Y é própria se para todo compacto

C Ă Y , f´1pCq compacto em X .

Teorema 1.28. Seja X um espaço topológico e Y um espaço de Hausdorff localmente com-

pacto. Então toda aplicação contínua e própria F : X Ñ Y é fechada.

Demonstração. Ver [9]. ˝

Definição 1.29. Seja π : X Ñ Y uma aplicação, dado q P Y , uma fibra de π sobre q é o

conjunto π´1pqq.

Teorema 1.30. Seja π : X Ñ Y uma aplicação quociente, B um espaço topológico e F :

X Ñ B uma aplicação contínua que é constante na fibra de π (isto é πppq “ πpqq implica que

F ppq “ F pqq). Então existe uma única aplicação contínua F̃ : Y Ñ B tal que F “ F̃ ˝ π.

1.2 ÁLGEBRA

Nesta seção iremos introduzir alguns conceitos de álgebra que utilizaremos
no decorrer deste trabalho, as demonstrações e detalhes podem ser encontradas em [2].

Utilizaremos a notação « sempre que que dois grupos forem isomorfos.

Teorema 1.31 (Teorema do Isomorfismo). Sejam G e H grupos e f : G Ñ H um homomor-

fismo. Então Impfq é um subgrupo de H , kerpfq é um subgrupo normal de G e G
kerpfq

« Impfq.

Demonstração. Ver [2]. ˝
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Lema 1.32. Sejam G e H grupos e f : G Ñ H um homomorfismo. Se f é injetiva, então G é

isomorfo a Impfq.

Demonstração. Consequência direta do Teorema 1.31. ˝

Teorema 1.33. Se H Ă G, então H é um subgrupo de G se, e somente se:

i) H ‰ H e

ii) @a, b P H ñ ab´1 P H .

Demonstração. Ver [2]. ˝

Definição 1.34. Sejam G um grupo e H,H 1 subgrupos de G. Dizemos que H e H 1 são conju-
gados se existir g P G tal que H 1 “ g ¨H ¨ g´1.

Definição 1.35. Um subgrupo H de G é dito ser normal se H “ g ¨H ¨ g´1, para todo g P G.

Definição 1.36. Sejam G um grupo e H Ă G um subgrupo de G. O normalizador de H em G,

é o conjunto NpHq :“ tg P G; g´1Hg “ Hu.

Lema 1.37. 1. NpHq é um subgrupo de G.

2. H Ă NpHq.

3. H é um subgrupo normal de NpHq.

4. NpHq é o maior subgrupo de G contendo H como um subgrupo normal.

Demonstração. 1. Note que NpHq ‰ H pois eG P NpHq, uma vez que e´1
G HeG “ H . Agora

tome g1, g2 P NpHq, mostraremos que g1g
´1
2 P NpHq.

De fato, pg1g2
´1q´1Hg1g

´1
2 “ g2g

´1
1 Hg1g

´1
2 “ g2Hg

´1
2 “ g2pg

´1
2 Hg2qg

´1
2

“ eGHeG “ H . Dessa forma g1g
´1
2 P NpHq. Portanto, pelo Teorema 1.33 NpHq é um

subgrupo de G.
2. Tome h P H , mostremos que h´1Hh “ H .

É claro que h´1Hh Ă H . Por outro lado, tome h1 P H , logo hh1h´1 P H e
assim h´1phh1h´1qh “ eh1e “ h1. Portanto h´1Hh “ H .
3. Segue direto da Definição 1.35.
4. De fato, tome K um subgrupo de G tal que H é um subgrupo normal de K. Dado k P K
segue que k´1Hk “ H , mas, pela Definição 1.36, k P NpHq, ou seja, K Ă NpHq. ˝

Definição 1.38. Dizemos que um grupo G é um grupo topológico, se G está munido com uma

topologia de forma que as aplicações

µ : GˆG Ñ G e i : G Ñ G

pg1, g2q ÞÑ µpg1, g2q “ g1g2 g ÞÑ g´1

são funções contínuas. Um grupo discreto é um grupo topológico munido com a topologia

discreta.
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Definição 1.39. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ação à esquerda do grupo G no

conjunto X é uma aplicação
˚ : GˆX Ñ X

pg, xq ÞÑ g ˚ x

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para todo x P X e para quaisquer g1, g2 P G, g1 ˚ pg2 ˚ xq “ pg1g2q ˚ x.

2. Para todo x P X , eg ˚ x “ x, onde eg é o elemento neutro de grupo G.

De maneira análoga, uma ação à direita do grupo G no conjunto X é uma

aplicação
˚ : X ˆG Ñ X

px, gq ÞÑ x ˚ g

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para todo x P X e para qualquer g1, g2 P G, px ˚ g1q ˚ g2 “ x ˚ pg1g2q.

2. Para todo x P X , x ˚ eg “ x, onde eg é o elemento neutro de grupo G.

Definição 1.40. Se G é um grupo topológico, uma ação à esquerda (à direita) de G em X é

contínua, se a aplicação ˚ : GˆX Ñ X (˚ : X ˆGÑ X) é contínua.

Proposição 1.41. Se G é um grupo topológico discreto, então a ação à esquerda (à direita) é

contínua se, e somente se, cada aplicação Lg : X Ñ X (Rg : X Ñ X), dada por Lgpxq “ g ˚x

(Rgpxq “ x ˚ g) é contínua.

Demonstração. ðq Note que para todo pg, xq P G ˆX o conjunto tgu ˆX é uma vizinhança
aberta de pg, xq em G ˆX e ˚|tguˆX “ Lg ˝ π2 : tgu ˆX Ñ X , onde π2 : tgu ˆX Ñ X é a
projeção na segunda componente. Logo, o resultado segue do Lema 1.13.
ñq Para cada y P X , temos que se pg, xq P

`

˚|tguˆX
˘´1

pyq, então ˚|tguˆXpg, xq “ y e assim
g ˚ x “ y, logo Lgpxq “ y, ou seja, x P Lg´1

pyq. Dessa forma, dado um subconjunto aberto
U de X , temos que π2

´

`

˚|tguˆX
˘´1

pUq
¯

“ Lg
´1
pUq. Uma vez que ˚ é contínua e tgu ˆX é

aberto, segue que
`

˚|tguˆX
˘´1

pUq é aberto em tguˆX . Como π2 é uma aplicação aberta temos

que π2

´

`

˚|tguˆX
˘´1

pUq
¯

“ Lg
´1
pUq é aberto em X . Portanto Lg é contínua. ˝

Definição 1.42. Dada uma ação a esquerda deG emX e x P X , o conjuntoOpxq :“ tg˚x; g P

Gu é denominado órbita de x. Além disso, a ação é transitiva se para todo x P X tivermos

G ˚ x “ X , isto é, dado y P X existe g P G de forma que y “ g ˚ x.

A ação é livre, ou G age livremente em X , se o único elemento de G que

possui um ponto fixo é o elemento neutro, ou seja, se g ˚ x “ x, para algum x P X , então

g “ eg.
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Lema 1.43. Sejam V ,W eX espaços vetoriais de dimensão finita e S : V Ñ W e T : W Ñ X

aplicações lineares. Então postopT ˝ Sq ď postopSq e a igualdade é satisfeita se, e somente

se, =pSq X kerpT q “ t0u.

Demonstração. Dado x P kerpSq, temos que pT ˝ Sqpxq “ T pSpxqq “ T p0q “ 0, ou seja,
kerpSq Ă kerpT ˝ Sq. Dessa forma, dimpkerSq ď dimpkerpT ˝ Sqq, assim postopT ˝ Sq “

dimpV q ´ dimpkerpT ˝ Sqq ď dimpV q ´ dimpkerpSqq “ postopSq.
Note que postopT ˝ Sq “ postopSq se, e somente se, dimpkerpT ˝ Sqq “

dimpkerpSqq, como kerpSq Ă kerpT ˝ Sq, ou seja, postopT ˝ Sq “ postopSq se, e somente se,
kerpSq “ kerpT ˝ Sq.

Suponha que postopT ˝Sq “ postopSq e seja x P =pSqXkerpT q, logo existe
y P V tal que Spyq “ x e T pxq “ 0, assim 0 “ T pxq “ T pSpyqq “ pT ˝ Sqpyq, ou seja,
y P kerpT ˝ Sq “ kerpSq. Daí 0 “ Spyq “ x.

Por outro lado, suponha que =pSq X kerpT q “ t0u. Dado x P kerpT ˝ Sq,
segue que 0 “ pT ˝ Sqpxq “ T pSpxqq, assim Spxq P =pSq X kerpT q “ t0u, o que implica que
x P kerpSq, ou seja, kerpT ˝ Sq Ă kerpSq. Portanto postopT ˝ Sq “ postopSq. ˝

1.3 CÁLCULO AVANÇADO

Nessa seção serão enunciados alguns importantes Teoremas de Cálculo avan-
çado, suas demonstrações podem ser consultadas em [5].

Teorema 1.44 (Teorema da Função Inversa). Seja f : U Ñ Rn uma função de classe Ck defi-

nida em um subconjunto aberto U Ă Rn. A função f é um difeomorfismo local de classe Ck

em uma vizinhança de p se, e somente se, det
”

Bf i

Bxj
ppq

ı

‰ 0.

Teorema 1.45 (Forma Local das Imersões). Sejam U Ă Rm um aberto e f : U Ñ Rm`n

uma função de classe Ck. Se dfp : Rm Ñ Rm`n é injetora no ponto p P U , então existem

abertos V,W,Z e um difeomorfismo h : Z Ñ V ˆ W de classe Ck tais que p P V Ă U ,

fppq P Z Ă Rm`n, 0 P W Ă Rn e ph ˝ f |V qpxq “ px, 0q, para cada x P V .

Teorema 1.46 (Forma Local das Submersões). Sejam U um aberto de Rm`n e f : U Ñ Rn uma

função de classe Ck e suponha que dfp : Rm`n Ñ Rn seja sobrejetora no ponto p P U . Nessas

condições, existem abertos V,W,Z e um difeomorfismo Ck h : V ˆW Ñ Z tais que:

1. p P Z Ă U

2. V Ă Rm, fppq P W Ă Rn e,

3. pf ˝ hqpx, yq “ y, @px, yq P V ˆW .

Teorema 1.47 (Teorema do Posto Constante). Sejam U Ă Rm`n um aberto e f : U Ñ Rm`s

uma função de classe Ck. Se f tem posto constante m em todos os pontos de U , então para
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todo p P U existem abertos Up Ă Rm`n, Vfppq Ă Rm`s, V Ă Rm, W Ă Rn e Z Ă Rs, e existem

difeomorfismos de classe Ck H : V ˆW Ñ Up e G : Vfppq Ñ V ˆ Z tais que p P Up Ă U ,

fppq P Vfppq e pG ˝ f ˝Hqpx, yq “ px, 0q, para todo par px, yq P V ˆW .
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2 HOMOTOPIA E GRUPO FUNDAMENTAL

Neste capítulo faremos uma abordagem de alguns resultados de homotopia e
grupo fundamental. O capítulo está dividido em 2 seções. Na primeira seção é definido o que é
uma homotopia e abordado dois lemas sobre o assunto. A segunda seção é a respeito de grupo
fundamental, onde é definido caminhos homotópicos, laços, homomorfismo induzido e alguns
resultados relacionados. Os detalhes desse capítulo podem ser vistos em [4] e [9].

2.1 HOMOTOPIA

Definição 2.1. SejamX e Y espaços topológicos e f : X Ñ Y e g : X Ñ Y funções contínuas.

Uma homotopia de f para g é uma função contínua H : X ˆ I Ñ Y , com I “ r0, 1s tal que

Hpx, 0q “ fpxq e Hpx, 1q “ gpxq, @x P X .

Se existir uma homotopia de f para g, dizemos que f e g são homotópicas e

denotamos por f » g. Além disso, seH : XˆI Ñ Y é uma homotopia tal queHpx, 0q “ fpxq

e Hpx, 1q “ gpxq, @x P X , denotamos por H : f » g.

Lema 2.2. A relação » é de equivalência.

Demonstração. De fato, sejam f , g, h : X Ñ Y funções contínuas.
1. f » f :

Considere a aplicação contínua H : X ˆ I Ñ Y dada por Hpx, tq “ fpxq,
logo Hpx, 0q “ fpxq “ Hpx, 1q, @x P X , assim H : f » f .
2. Se f » g então g » f :

Seja H : X ˆ I Ñ Y uma homotopia de f para g, ou seja, Hpx, 0q “ fpxq

e Hpx, 1q “ gpxq. Defina G : X ˆ I Ñ Y por Gpx, tq :“ Hpx, 1 ´ tq, assim Gpx, 0q “

Hpx, 1´ 0q “ Hpx, 1q “ gpxq e Gpx, 1q “ Hpx, 0q “ fpxq, portanto G é uma homotopia de g
para f , isto é, g » f .
3. Se f » g e g » h então f » h:

Dados H : f » g e H 1 : g » h, considere H dada por:

Hpx, tq :“

$

&

%

Hpx, 2tq, se 0 ď t ď 1
2
;

H 1px, 2t´ 1q, se 1
2
ď t ď 1.

Note que para t “ 1
2

temos que Hpx, 1q “ gpxq “ H 1px, 0q “ H
`

x, 1
2

˘

, ou seja, H está
bem definida. Além disso Hpx, 2tq e H 1px, 2t ´ 1q são contínuas nos fechados X ˆ

“

0, 1
2

‰

e X ˆ
“

1
2
, 1
‰

, respectivamente. Pelo Teorema 1.25, segue que H é contínua em X ˆ r0, 1s.
Observe que Hpx, 0q “ fpxq e Hpx, 1q “ hpxq, isto é H : f » h. ˝
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Lema 2.3. Se f0, f1 : X Ñ Y e g0, g1 : Y Ñ Z são funções contínuas com f0 » f1 e g0 » g1

então g0 ˝ f0 » g1 ˝ f1.

Demonstração. Com efeito, sejam F : f0 » f1 e G : g0 » g1 homotopias e defina a função
H : X ˆ I Ñ Z por Hpx, tq “ GpF px, tq, tq. Note que H é contínua (pois é composição
de funções contínuas) e Hpx, 0q “ GpF px, 0q, 0q “ Gpf0pxq, 0q “ g0pf0pxqq e Hpx, 1q “
GpF px, 1q, 1q “ Gpf1pxq, 1q “ g1pf1pxqq. Portanto, H : g0 ˝ f0 » g1 ˝ f1. ˝

2.2 GRUPO FUNDAMENTAL

Definição 2.4. Dois caminhos f, g : I Ñ X são homotópicos por caminhos, se fp0q “ gp0q,

fp1q “ gp1q e existe uma homotopia H : f » g tal que Hp0, tq “ fp0q e Hp1, tq “ fp1q,

@t P I .

Notação: H : f »p g.

Observações 2.5. 1. Chamamos H de homotopia de caminhos entre f e g e escrevemos

f »p g para dizer que os caminhos f ,g são homotópicos por caminho.

2. A relação homotopia por caminho é uma relação de equivalência.

3. A classe de f será denotada por rf s, ou seja, rf s “ tg : I Ñ X; g »p fu.

Podemos considerar uma operação entre caminhos, denominada operação
produto, sempre que um caminho terminar aonde o outro estiver iniciando, conforme a pró-
xima definição.

Definição 2.6. Seja f um caminho em X de x0 para x1 e g um caminho em X de x1 para x2,

definimos o produto f ¨ g de f e g como sendo o caminho h dado por

hptq “

$

&

%

fp2tq, se 0 ď t ď 1
2
;

gp2t´ 1q, se 1
2
ď t ď 1.

Uma vez que fp1q “ x1 “ gp0q e fp2tq e gp2t ´ 1q são aplicações contí-
nuas nos intervalos fechado

“

0, 1
2

‰

e
“

1
2
, 1
‰

, respectivamente, segue pelo Teorema 1.25 que h é
contínua em r0, 1s.

Observações 2.7. Considerando a operação ¨ dada na definição anterior:

1. Podemos estender essa operação para as classes de homotopia de caminhos, isto é, po-

demos definir rf s ¨ rgs :“ rf ¨ gs.

De fato, mostremos que a operação . está bem definido para o produto de classe de

homotopia por caminho.
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Tome F : f »p f
1 e G : g »p g

1 e considere

Hps, tq “

$

&

%

F p2s, tq, se 0 ď s ď 1
2
;

Gp2s´ 1, tq, se 1
2
ď s ď 1,

como
“

0, 1
2

‰

ˆ r0, 1s e
“

1
2
, 1
‰

ˆ r0, 1s são fechados e F p2 ¨ 1
2
, tq “ F p1, tq “ fp1q “ x1 “

gp0q “ Gp0, tq “ Gp2 ¨ 1
2
´ 1, tq em todo t P r0, 1s, segue pelo Teorema 1.25 que H está

bem definida e é contínua em r0, 1s ˆ r0, 1s. Note que para t “ 0,

Hps, 0q “

$

&

%

F p2s, 0q, se 0 ď s ď 1
2
;

Gp2s´ 1, 0q, se 1
2
ď s ď 1.

“

$

&

%

fp2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

gp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

Logo Hps, 0q “ pf ¨ gqpsq. Já para t “ 1 temos que:

Hps, 1q “

$

&

%

F p2s, 1q, se 0 ď s ď 1
2
;

Gp2s´ 1, 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“

$

&

%

f 1p2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

g1p2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“ pf 1 ¨ g1q psq.

Assim, H : f ¨ g »p f
1 ¨ g1. Portanto a operação ¨ está bem definida.

2. Note que f ¨ g só faz sentido se fp1q “ gp0q.

Lema 2.8. Sejam f, g : I Ñ X caminhos em X , com fp1q “ x1 “ gp0q e h : X Ñ Y uma

função contínua, então h ˝ pf ¨ gq “ ph ˝ fq ¨ ph ˝ gq.

Demonstração. De fato,

ph ˝ pf ¨ gqqptq “

$

&

%

hpfp2tqq, se 0 ď t ď 1
2
;

hpgp2t´ 1qq, se 1
2
ď t ď 1.

Portanto h ˝ pf ¨ gq “ ph ˝ fq ¨ ph ˝ gq. ˝

Lema 2.9. Sejam f, g : I Ñ X caminhos em X , com H : f »p g e θ : X Ñ Y uma função

contínua, então pθ ˝Hq : θ ˝ f »p θ ˝ g.

Demonstração. Com efeito, como θ e H são funções contínuas, segue que θ ˝H : I ˆ I Ñ Y

é uma função contínua e se fp0q “ x0 “ gp0q, fp1q “ x1 “ gp1q temos:
a) pθ ˝Hqpt, 0q “ θpHpt, 0qq “ θpfptqq “ pθ ˝ fqptq;
b) pθ ˝Hqpt, 1q “ θpHpt, 1qq “ θpgptqq “ pθ ˝ gqptq;
c) pθ ˝Hqp0, sq “ θpHp0, sqq “ θpx0q;
d) pθ ˝Hqp1, sq “ θpHp1, sqq “ θpx1q.

Portanto, pθ ˝Hq : θ ˝ f »p θ ˝ g. ˝



25

Teorema 2.10. A operação ¨ satisfaz as seguintes propriedades:

1. (Associativa) Se rf s ¨ prgs ¨ rhsq está definida, então prf s ¨ rgsq ¨ rhs também está definida

e são iguais.

2. (Identidade à direita e à esquerda) Dado x P X , seja cx o caminho constante igual x. Se

f é um caminho em X de x0 a x1, então rf s ¨ rcx1s “ rf s e rcx0s ¨ rf s “ rf s.

3. (Inverso) Dado um caminho f em X de x0 a x1, o caminho f´1 definido por f´1ptq “

fp1´ tq é chamado de caminho inverso de f e satisfaz rf s ¨ rf´1s “ rcx0s e rf´1s ¨ rf s “

rcx1s.

Demonstração. 1. Como a operação produto está bem definida nas classes de homotopias por
caminhos, basta mostrarmos que f ¨pg¨hq »p pf ¨gq¨h, para caminhos f, g e h emX satisfazendo
fp1q “ gp0q e gp1q “ hp0q. Assim, por definição

pf ¨gq¨hpsq “

$

&

%

pf ¨ gqp2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

hp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp4sq, se 0 ď 2s ď 1
2
;

gp4s´ 1q, se 1
2
ď 2s ď 1;

hp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp4sq, se 0 ď s ď 1
4
;

gp4s´ 1q, se 1
4
ď s ď 1

2
;

hp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

Por outro lado,

f ¨ pg ¨ hqpsq “

$

&

%

fp2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

pg ¨ hqp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

gp4s´ 2q, se 1
2
ď s ď 3

4
;

hp4s´ 3q, se 3
4
ď s ď 1.

Mostraremos que a aplicação H definida por:

Hps, tq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f
`

4s
2´t

˘

, se 0 ď s ď 2´t
4

;

gp4s´ 2` tq, se 2´t
4
ď s ď 3´t

4
;

h
`

4s´3`t
1`t

˘

, se 3´t
4
ď s ď 1,

é uma homotopia de caminhos entre os caminhos f ¨ pg ¨ hq e pf ¨ gq ¨ h.
Mostremos que H é contínua. Para isso, considerem

R1 “
 

ps, tq P I ˆ I; s ď 2´t
4

(

, R2 “
 

ps, tq P I ˆ I; 2´t
4
ď s ď 3´t

4

(

,
R3 “

 

ps, tq P I ˆ I; s ď 3´t
4

(

e sejam ϕ1 : R1 Ñ X , ϕ2 : R2 Ñ X e ϕ3 : R3 Ñ X dadas por
ϕ1ps, tq “ f

`

4s
2´t

˘

, ϕ2ps, tq “ gp4s´2`tq e ϕ3ps, tq “ h
`

4s´3`t
1`t

˘

, respectivamente, conforme
a Figura 2.1.

Se ps, tq P R1 X R2 “ r1, segue que, s “ 2´t
4

. Dessa forma, ϕ1ps, tq “

f
`

4s
2´t

˘

“ f
`

2´t
2´t

˘

“ fp1q “ gp0q “ gp2 ´ t ´ 2 ` tq “ gp4s ´ 2 ` tq “ ϕ2ps, tq. Por outro
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Figura 2.1

lado, se ps, tq P R2 X R3 “ r2, temos que s “ 3´t
4

, e assim, ϕ2ps, tq “ gp4s ´ 2 ´ tq “

gp3´ t´ 2` tq “ gp1q “ hp0q “ h
`

3´t´3`t
1`t

˘

“ h
`

4s´3`t
1`t

˘

“ ϕ3ps, tq. Como R1, R2 e R3 são
fechados, pelo Teorema 1.25, Hps, tq é contínua. Além disso,

Hps, 0q “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp2sq, se 0 ď s ď 1
2
;

gp4s´ 2q, se 1
2
ď s ď 3

4
;

hp4s´ 3q, se 3
4
ď s ď 1.

“ pf ¨ pg ¨ hqqpsq,

Hps, 1q “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp4sq, se 0 ď s ď 1
4
;

gp4s´ 3q, se 1
4
ď s ď 1

2
;

hp2s´ 1q, se 1
2
ď s ď 1.

“ ppf ¨ gq ¨ hqpsq,

pf ¨pg ¨hqqp0q “ fp0q “ ppf ¨gq¨hqp0q , pf ¨pg ¨hqqp1q “ fp1q “ ppf ¨gq¨hqp1q,

Hp0, tq “ f

ˆ

4 ¨ 0

2 ¨ t

˙

“ fp0q “ ppf ¨ gq ¨ hqp0q e Hp1, tq “ h

ˆ

4 ¨ 1´ 3` t

1` t

˙

“ hp1q

“ ppf ¨ gq ¨ hqp1q.

Portanto H : f ¨ pg ¨ hq »p pf ¨ gq ¨ h.
2. Para verificarmos que rcx0s ¨ rf s “ rf s, basta verificarmos que cx0 ¨ f »p f . Sendo assim,
sejam IdI : I Ñ I e c0 : I Ñ I , o caminho identidade e o caminho constante nulo em I ,
respectivamente. Uma vez que IˆI é convexo, considerando o produto c0¨IdI (conforme Figura
2.2), temos que a aplicaçãoHps, tq “ p1´tqIdIpsq`t¨pc0¨IdIqpsq satisfazH : IdI »p pc0¨IdIq.
Logo, pelo Lema 2.9, temos que f ˝ H : pf ˝ IdIq »p f ˝ pc0 ¨ IdIq, e assim, pelo Lema 2.8,
f »p pf ˝ c0q ¨ pf ˝ IdIq “ cx0 ¨ f .

De forma análoga, para mostrar que rf s¨rcx1s “ rf s, consideramos c1 : I Ñ I

o caminho constante igual a 1 em I e a homotopia de caminhos Hps, tq “ p1 ´ tqIdIpsq ` t ¨
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pIdI ¨ c1qpsq do caminho IdI para o caminho IdI ¨ c1. Assim,

f ˝H : pf ˝ IdIq »p f ˝ pIdI ¨ c1q ùñ f »p pf ˝ IdIq ¨ pf ˝ c1q “ f ¨ cx1 .

Portanto, rf s ¨ rcx1s “ rf s.

Figura 2.2

3. Devemos mostrar que f ¨ f´1 »p cx0 e f´1 ¨ f »p cx1 . Para isto, consideremos novamente
o caminho IdI : I Ñ I identidade em I e o caminho e : I Ñ I em I dado por eptq “ 1 ´ t.
Assim, o produto IdI ¨ e (Figura 2.3 ) é um caminho em I iniciando e terminando no ponto
0. Uma vez que I ˆ I é convexo, a aplicação Hps, tq “ p1 ´ tqc0psq ` t ¨ pIdI ¨ eqpsq é uma
homotopia de caminhos do caminho c0 para o caminho IdI ¨ e. Assim,

f ˝H : f ˝ c0 »p f ˝ pIdI ¨ eq ùñ cx0 »p pf ˝ IdIq ¨ pf ˝ eq “ f ¨ f´1.

Da mesma forma, considerando o produto e ¨ IdI o qual é um caminho em I iniciando e termi-
nando em 1, temos que Hps, tq “ p1´ tqc1psq ` t ¨ pe ¨ IdIqpsq é uma homotopia de caminhos
do caminho c1 para o caminho e ¨ IdI . Logo,

f ˝H : f ˝ c1 »p f ˝ pe ¨ IdIq ùñ cx1 »p pf ˝ eq ¨ pf ˝ IdIq “ f´1
¨ f.

Portanto, temos que rf s ¨ rf´1s “ rcx0s e rf´1s ¨ rf s “ rcx1s.

Figura 2.3
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˝

Definição 2.11. Dado um espaço topológico X , um laço de X em x P X é um caminho em X

iniciando em x e terminando em x, isto é, é um caminho f em X tal que fp0q “ fp1q “ x,

também se diz que f é um caminho em X baseado em x. O conjunto de todos os laços em X

baseado em x é chamado de grupo fundamental deX baseado em x e é denotado por π1pX, xq.

Note que, pelo Teorema 2.10, o conjunto π1pX, xq é de fato um grupo. Além
disso, dado um caminho α em X de x0 a x1, podemos considerar uma aplicação entre os grupos
π1pX, x0q e π1pX, x1q dado por ϕαprf sq “ rα´1s ¨ rf s ¨ rαs.

Lema 2.12. A aplicação ϕα : π1pX, x0q Ñ π1pX, x1q é um isomorfismo de grupos.

Demonstração. Com efeito, dados rf s, rgs P π1pX, x0q, temos que ϕαprf s ¨ rgsq “ rα´1s ¨ prf s ¨

rgsq ¨ rαs “ rα´1s ¨ prf s ¨ rcx0sq ¨ rgs ¨ rαs “ rα
´1s ¨ rf s ¨ rαs ¨ rα´1s ¨ rgs ¨ rαs “ ϕαprf sq ¨ϕαprgsq.

Logo, ϕα é um homomorfismo de grupos.
Agora, considerando a aplicação ϕα´1 : π1pX, x1q Ñ π1pX, x0q dado por

ϕα´1prhsq “ rαs ¨ rhs ¨ rα´1s, obtemos,
pϕα´1 ˝ ϕαqprf sq “ ϕα´1pϕαprf sqq “ ϕα´1prα´1s ¨ rf s ¨ rαsq “ rαs ¨ rα´1s ¨ rf s ¨ rαs ¨ rα´1s

“ rcx0s ¨ rf s ¨ rcx0s “ rf s, e
pϕα ˝ ϕα´1qprhsq “ ϕαpϕα´1prhsqq “ ϕαprαs ¨ rhs ¨ rα

´1sq “ rα´1s ¨ rαs ¨ rhs ¨ rα´1s ¨ rαs

“ rcx1s ¨ rhs ¨ rcx1s “ rhs.

Logo, ϕα´1 ˝ ϕα “ Idπ1pX,x0q e ϕα ˝ ϕα´1 “ Idπ1pX,x1q e assim, ϕα :

π1pX, x0q Ñ π1pX, x1q é uma bijeção e portanto é um isomorfismo de grupos. ˝

Note que para π1pX, x0q e π1pX, x1q serem isomorfos é suficiente que exista
em X um caminho de x0 para x1, assim obtemos como um resultado imediato:

Corolário 2.13. Se X é conexo por caminhos e x0, x1 P X , então π1pX, x0q e π1pX, x1q são

isomorfos.

Definição 2.14. Um espaço topológicoX é dito ser simplesmente conexo se ele for conexo por

caminhos e se π1pX, xq “ trcxsu, para algum x P X .

Observação 2.15. Se X é simplesmente conexo, obtemos do Corolário 2.13 que para todo

x P X , π1pX, xq “ trcxsu, ou seja, os grupos fundamentais em X são triviais.

Lema 2.16. Em um espaço simplesmente conexo X , qualquer dois caminhos que possuem o

mesmo ponto inicial e final são homotópicos.

Demonstração. Sejam f, g : I Ñ X caminhos em X de x0 para x1. Uma vez que f ¨ g´1 é um
laço em x0 e X é simplesmente conexo, segue que rf ¨ g´1s “ rcx0s. Assim,

rf s “ rf s ¨ rcx1s “ rf s ¨ rg
´1s ¨ rgs “ rf ¨ g´1s ¨ rgs “ rcx0s ¨ rgs “ rgs.

Portanto, f »p g. ˝
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Se X e Y são espaços topológicos, denotaremos por h : pX, x0q Ñ pY, y0q

uma aplicação de X em Y , tal que hpx0q “ y0, com x0 P X e y0 P Y .
Se h : pX, x0q Ñ pY, y0q é uma aplicação contínua, dado rf s P π1pX, x0q

temos que h ˝ f : I Ñ Y é um caminho em Y satisfazendo hpfp0qq “ hpx0q “ hpfp1qq, isto é,
h ˝ f é um laço em Y baseado em y0. Além disso, pelo Lema 2.3, segue que rh ˝ f s “ rh ˝ gs,
para todo g P rf s.

Dessa forma podemos definir uma aplicação induzida por h.

Definição 2.17. Seja h : pX, x0q Ñ pY, y0q uma aplicação contínua. A aplicação h˚ :

π1pX, x0q Ñ π1pY, y0q dada por h˚prf sq “ rh ˝ f s é chamada de homomorfismo induzido
por h.

Observação 2.18. A aplicação h˚ é de fato um homomorfismo entre os grupos π1pX, x0q e

π1pY, y0q, pois dados rf s, rgs P π1pX, x0q, temos que,

h˚prf s ¨ rgsq “ h˚prf ¨gsq “ rh˝pf ¨gqs “ rph˝fq ¨ph˝gqs “ rh˝f s ¨ rh˝gs “ h˚prf sq ¨h˚prgsq.

Lema 2.19. Se h : pX, x0q Ñ pY, y0q e k : pY, y0q Ñ pZ, z0q são contínuas, então pk ˝ hq˚ “

k˚˝h˚. Se i : pX, x0q Ñ pX, x0q é aplicação identidade, então i˚ é o homomorfismo identidade.

Demonstração. Tome rf s P π1pX, x0q, logo pk ˝ hq˚prf sq “ rk ˝ h ˝ f s “ rk ˝ ph ˝ fqs “

k˚prh˝f sq “ k˚ph˚prf sqq “ pk˚˝h˚qprf sq. Como rf s é arbitrário, segue que pk˝hq˚ “ k˚˝h˚.
Além disso, i˚prf sq “ ri ˝ f s “ rf s. Portanto, i˚ : π1pX, x0q Ñ π1pX, x0q é o homomorfismo
identidade. ˝

Corolário 2.20. Se h : pX, x0q Ñ pY, y0q é um homeomorfismo de X em Y , então h˚ é um

isomorfismo de π1pX, x0q em π1pY, x0q.

Demonstração. Por hipótese h é um homeomorfismo, dessa forma h possui inversa contínua.
Considere k : pY, y0q Ñ pX, x0q a inversa de h, mostremos que h˚ é uma bijeção.

De fato, temos que pk˚ ˝ h˚q “ pk ˝ hq˚ “ piXq˚ e por outro lado ph˚ ˝ k˚q “
ph ˝ kq˚ “ piY q˚, dessa forma h˚´1

“ k˚. Portanto, h˚ é um isomorfismo. ˝
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3 ESPAÇOS DE RECOBRIMENTO

Os objetivos principais deste capítulo é demonstrar algumas propriedades de
levantamento e a existência do recobrimento universal. O capítulo será dividido em cinco ses-
sões. Na primeira sessão é definido aplicações de recobrimento e abordado algumas proprie-
dades que decorrem da definição. Na segunda sessão defini-se levantamento e é demonstrado
algumas propriedades de levantamento. A terceira e quarta sessões abordam grupo de recobri-
mento e homomorfismo de recobrimento. Por fim, na ultima sessão é demonstrado a existência
do recobrimento universal.

3.1 ALGUMAS PROPRIEDADES BÁSICAS

Definição 3.1. Sejam X e X̃ espaços topológicos e p : X̃ Ñ X uma aplicação contínua. Um

subconjunto U Ă X é dito ser uniformemente recoberto por p se U é aberto, conexo e cada

componente de p´1pUq é um conjunto aberto que é aplicado homeomorficamente em U por p.

Definição 3.2. Uma aplicação de recobrimento é uma aplicação p : X̃ Ñ X contínua, so-

brejetiva, com X̃ conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos, tal que cada ponto

q P X tem uma vizinhança uniformemente recoberta por p.

Se p : X̃ Ñ X é uma aplicação de recobrimento dizemos que X̃ é um espaço
de recobrimento de X e X é a base do recobrimento.

A seguir apresentamos quatro propriedades diretas de uma aplicação de reco-
brimento.

Lema 3.3. Toda aplicação de recobrimento é um homeomorfismo local.

Demonstração. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Tome q P X̃ , dessa forma
ppqq P X e assim existe uma vizinhança U de ppqq tal que cada componente conexa de p´1pUq

é um aberto de X̃ que é aplicado homeomorficamente em U por p. Considere Uq a componente
conexa de p´1pUq que contém q, logo p|Uq : Uq Ñ U é um homeomorfismo Portanto, toda
aplicação de recobrimento é um homeomorfismo local. ˝

Lema 3.4. Toda aplicação de recobrimento é uma aplicação aberta.

Demonstração. De fato, seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e A Ă X̃ um
subconjunto aberto. Tome x P ppAq Ă X , dessa forma, existe uma vizinhança U de x tal que
cada componente conexa de p´1pUq é um aberto de X̃ que é aplicada homeomorficamente em
U por p. Seja y P A, tal que ppyq “ x e seja Uα a componente conexa de p´1pUq que contém y.
Como Uα é aberto, segue que UαXA é um aberto em X̃ , e assim, com a topologia do subespaço,
Uα X A é um aberto em Uα e do fato de p|Uα : Uα Ñ U ser um homeomorfismo, segue que
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ppUα X Aq é um aberto em U Ă X . Portanto ppUα X Aq é um aberto em X . Logo existe uma
vizinhança V “ ppUα X Aq de forma que x P V Ă ppAq, assim P pAq é aberto. ˝

Lema 3.5. Toda aplicação de recobrimento é uma aplicação quociente.

Demonstração. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento, por definição p é contínua e
sobrejetora e pelo Lema 3.4 p é aberta, logo pelo item 1 do Teorema 1.24, p é uma aplicação
quociente. ˝

Lema 3.6. Uma aplicação de recobrimento bijetora é um homeomorfismo.

Demonstração. Segue pelo item 3 do Teorema 1.24. ˝

Definição 3.7. Seja π : M Ñ N uma aplicação contínua, uma seção de π é uma inversa à

direita contínua para π, isto é, uma aplicação contínua σ : N ÑM tal que π ˝ σ “ IdN .

Uma seção local de π é uma aplicação contínua σ : U Ñ M , definida em

algum aberto U Ă N , satisfazendo π ˝ σ “ IdU

Lema 3.8 (Existência e Unicidade das seções locais). Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de

recobrimento. Dados qualquer subconjunto U Ă X uniformemente recoberto, q P U e q̃ P

p´1pqq, então existe uma única seção local σ : U Ñ X̃ tal que σpqq “ q̃.

Demonstração. Sejam U Ă X um subconjunto uniformemente recoberto, q P U e q̃ P p´1pqq.
Logo cada componente conexa de p´1pUq é aplicada homeomorficamente em U por p. Consi-
dere Ũ a componente conexa de p´1pUq que contém q̃, dessa forma, p|Ũ : Ũ Ñ U é um home-
omorfismo. Considere σ “ pp|Ũq´1 : U Ñ Ũ , note que σ é contínua, bijetora e p|Ũ ˝ σ “ IdU .
Portanto σ é uma seção local tal que σpqq “ q̃.

Suponha agora que σ1 : U Ñ X̃ seja uma seção local de forma que σ1pqq “ q̃.
Logo pp ˝ σ1qpxq “ x, para todo x P U , e disso segue que σ1pUq Ă p´1pUq. Como U é conexo,
σ1 é contínua e q̃ P σ1pUq, então σ1pUq é conexo e σ1pUq Ă Ũ .

Mas p|Ũ ˝ σ1 “ Id|U “ p|Ũ ˝ σ e p|Ũ : Ũ Ñ U é bijetora, logo σ1 “ σ. ˝

Ao longo do trabalho iremos utilizar a notação # para indicar a cardinalidade
de um conjunto.

Proposição 3.9. Para qualquer aplicação de recobrimento p : X̃ Ñ X , todas as fibras p´1pqq

têm a mesma cardinalidade.

Demonstração. Tome q P X , como p é aplicação de recobrimento, segue que existe uma
vizinhança U Ă X de q uniformemente recoberta por p.
Afirmação 1: Cada componente de p´1pUq contém exatamente um ponto de cada fibra de
p´1pq1q para todo q1 P U .

De fato, seja Ũ uma componente conexa de p´1pUq, assim p|Ũ : Ũ Ñ U é
um homeomorfismo, logo é uma bijeção, ou seja, para cada ponto q1 P U existe um único ponto
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u P Ũ tal que ppuq “ q1, isto é, cada componente conexa de p´1pUq pode ser identificada por
um ponto na fibra de p´1pq1q, ou seja, existe uma bijeção do conjunto das componentes conexas
de p´1pUq com os pontos da fibra de p´1pq1q.

Como q1 é qualquer, temos que dados q1, q2 P U segue que, #p´1pq1q “ #t

componentes conexas de p´1pUqu “ #p´1pq2q.
Considere agora A “ tx P X; #pp´1pxqq “ #pp´1pqqqu.

Afirmação 2: A é aberto.
De fato, tome q1 P A Ă X , logo existe uma vizinhança Uq1 de q1 tal que as

componentes de p´1pUq1q são aplicadas homeomorficamente em Uq1 por p. Logo, pelo visto
acima, para todo x P Uq1 temos que #pp´1pxqq “ #pp´1pq1qq “ #pp´1pqqq, assim Uq1 Ă A e
dessa forma

ď

q1PA

Uq1 Ă A ùñ A “
ď

q1PA

Uq1 .

Como A é união de abertos, segue que A é aberto.
Afirmação 3: XzA é aberto.

Para o caso XzA “ H não há o que mostrar. Mostremos a afirmação para o
caso XzA ‰ H.

Sejam q P XzA e B “ tx P X; #p´1pxq “ #p´1pqqu. Prova-se que B é
aberto de forma análoga ao feito para A. Assim, x P B implica que #p´1pxq “ #p´1pqq ‰

#p´1pqq. Portanto q P B Ă XzA, ou seja, XzA é aberto.
Uma vez que X é conexo temos que os únicos conjuntos que são abertos e

fechados são o conjunto vazio e o próprio X , mas note que A ‰ H pois q P A, logo A “ X . ˝

Definição 3.10. Se p : X̃ Ñ X é uma aplicação de recobrimento, a cardinalidade de qualquer

fibra é chamada de número de folhas do recobrimento.

3.2 PROPRIEDADES DE LEVANTAMENTO

As principais ferramentas técnicas para trabalhar com espaços de recobri-
mento são as propriedades de levantamento. Apresentaremos nessa seção três propriedades
de levantamento.

Definição 3.11. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e ϕ : B Ñ X uma aplicação

contínua, um levantamento de ϕ é uma aplicação contínua ϕ̃ : B Ñ X̃ tal que p ˝ ϕ̃ “ ϕ.

œ

X̃

p

��
B

ϕ̃
??

ϕ
// X

Figura 3.1
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Proposição 3.12. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Suponha que B é conexo,

ϕ : B Ñ X é uma aplicação contínua e ϕ̃1, ϕ̃2 : B Ñ X̃ são levantamentos de ϕ que coincidem

em algum ponto de B. Então ϕ̃1 ” ϕ̃2.

Demonstração. Considere S “ tb P B; ϕ̃1pbq “ ϕ̃2pbqu, mostremos que S é aberto e fechado
em B.

Note que S ‰ H pois por hipótese ϕ̃1, ϕ̃2 coincidem em algum ponto de S,
sendo assim, tome b P S, logo ϕpbq P X e como p é uma aplicação se recobrimento, existe uma
vizinhança U Ă X de ϕpbq uniformemente recoberta por p. Seja U0 a componente conexa de
p´1pUq que contém ϕ̃1pbq “ ϕ̃2pbq. Como ϕ̃1, ϕ̃2 são aplicações contínuas temos que ϕ̃1

´1pU0q

e ϕ̃2
´1pU0q são abertos em B, logo V “ ϕ̃1

´1pU0q X ϕ̃2
´1pU0q é uma vizinhança de b, tal que

ϕ|V “ p|U0 ˝ ϕ̃1|V “ p|U0 ˝ ϕ̃2|V . Como p|U0 é injetiva temos que ϕ̃1|V “ ϕ̃2|V , assim S é
aberto.

Mostremos agora que BzS é aberto.
Tome b P BzS. Logo ϕ̃1pbq ‰ ϕ̃2pbq. Do fato de b P B, temos que ϕpbq P X

e pela definição de aplicação de recobrimento temos que existe uma vizinhança U de ϕpbq
uniformemente recoberta por p. Sejam U1 e U2 as componentes conexas que contém ϕ̃1pbq e
ϕ̃2pbq, respectivamente, de forma que p|U1 : U1 Ñ U e p|U2 : U2 Ñ U são homeomorfismos.
Considerando V “ ϕ̃1

´1pU1q X ϕ̃2
´1pU2q uma vizinhança de b, temos que ϕ̃1 ‰ ϕ̃2 em V , pois

dado v P V segue que ϕ̃1pvq P U1 e ϕ̃2pvq P U2. Uma vez que U1 e U2 são disjuntas, temos que
ϕ̃1pvq ‰ ϕ̃2pvq. Logo b P V Ă BzS, assim S é fechado.

Uma vez que B é conexo, segue que os únicos conjuntos que são abertos e
fechados são o conjunto vazio e o próprio B, como S ‰ H temos que S “ B. ˝

Proposição 3.13. (Levantamento de caminho) Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobri-

mento. Suponha que f : I Ñ X é um caminho qualquer e q P X̃ é um ponto na fibra de p sobre

fp0q. Então existe um único levantamento f̃ : I Ñ X̃ de f tal que f̃p0q “ q.

œ

X̃

p

��
I

f̃
??

f
// X

Figura 3.2

Demonstração. Mostraremos primeiro a existência.
Tome t P r0, 1s. Como p é uma aplicação de recobrimento, segue que existe

uma vizinhança conexa Ut :“ Ufptq de fptq tal que cada componente conexa de p´1pUtq é
aplicada homeomorficamente em Ut por p. Para cada t P r0, 1s considere a sua vizinhança
Vt “ f´1pUtq. Dessa forma tVtutPI é uma cobertura aberta de r0, 1s o qual é compacto, e pelo
Lema 1.26, existe δ ą 0 tal que para cada subconjunto A Ă r0, 1s, se dpAq ă δ então, A Ă Vt,
para algum t P r0, 1s. Escolhendo n suficientemente grande de forma que 1

n
ă δ, para cada
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k P t1, ¨ ¨ ¨ , nu, d
`“

k´1
n
, k
n

‰˘

“ 1
n
ă δ, e dessa forma existe V 1k P tVtutPI , com

“

k´1
n
, k
n

‰

Ă V 1k .
Assim, f

`“

k´1
n
, k
n

‰˘

Ă fpV 1kq Ă U 1k P tUtutPI .
Note que f

`

k
n

˘

P f
“

k´1
n
, k
n

‰

X f
“

k
n
, k`1

n

‰

Ă U 1k X U 1k`1, para todo k P

t1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u. Além disso, dado q P p´1pfp0qq, como fp0q P U 11 segue pela Proposição
3.8 que existe uma única seção local σ1 : U 11 Ñ X̃ tal que σ1pfp0qq “ q.

Definindo a aplicação f̃1 :“ σ1 ˝ f |r0, 1ns :
“

0, 1
n

‰

Ñ X̃ , temos que p ˝ f̃1 “

p ˝ σ1 ˝ f |r0, 1ns “ f |r0, 1ns, uma vez que p ˝ σ1 “ IdU 11 .
O levantamento do caminho f em todo I será construído em cada subintervalo

“

k´1
n
, k
n

‰

a partir do levantamento de f no subintervalo anterior, isto é, ele sera construído como
na seguinte afirmação:
Afirmação 1: Existem n funções contínuas f̃1 :

“

0, 1
n

‰

Ñ X̃, ¨ ¨ ¨ , f̃k :
“

k´1
n
, k
n

‰

Ñ X̃, ¨ ¨ ¨ , f̃n :
“

n´1
n
, 1
‰

Ñ X̃ tais que:

1. p ˝ f̃k “ f |r k´1
n
, k
ns

.

2. f̃k´1

`

k´1
n

˘

“ f̃k
`

k´1
n

˘

.

Além disso, obtida a pk ´ 1q-ésima função, existe uma única função f̃k satisfazendo 1 e 2.
Mostraremos a afirmação pelo processo de indução.

• Para k “ 2, seja q1 “ f̃1

`

1
n

˘

. Logo ppq1q “ p
´

f̃1

`

1
n

˘

¯

“ p
`

σ1

`

f
`

1
n

˘˘˘

“ f
`

1
n

˘

,

ou seja, q1 P p
´1

`

f
`

1
n

˘˘

, e assim, existe uma única seção local σ2 : U 12 Ñ X̃ tal que
σ2

`

f
`

1
n

˘˘

“ q1. Considere a aplicação contínua f̃2 :“ σ2 ˝ f |r 1n , 2ns :
“

1
n
, 2
n

‰

Ñ X̃ .

Assim p ˝ f̃2 “ p ˝ σ2 ˝ f |r 1n , 2ns “ f |r 1n , 2ns, uma vez que p ˝ σ2 “ IdU 12 , e f̃2

`

1
n

˘

“
´

σ2 ˝ f |r 1n , 2ns
¯

`

1
n

˘

“ σ2

`

f
`

1
n

˘˘

“ q1 “ f̃1

`

1
n

˘

.

• Agora, suponha que a afirmação seja válida para k ´ 1 e seja f̃k´1 :
“

k´2
n
, k´1

n

‰

Ñ X̃

satisfazendo 1 e 2. Considere qk´1 “ f̃k´1

`

k´1
n

˘

, logo ppqk´1q “ p
´

f̃k´1

`

k´1
n

˘

¯

e por

1 p
´

f̃k´1

`

k´1
n

˘

¯

“ f
`

k´1
n

˘

, assim qk´1 P p
´1

`

f
`

k´1
n

˘˘

, logo existe uma seção local

σk : U 1k Ñ X̃ tal que σk
`

f
`

k´1
n

˘˘

“ qk´1. Defina a aplicação contínua f̃k :“ σk ˝

f |r k´1
n
, k
ns

:
“

k´1
n
, k
n

‰

Ñ X̃ , logo p˝ f̃k “ p˝σk ˝f |r k´1
n
, k
ns
“ IdU 1k ˝f |r k´1

n
, k
ns
“ f |r k´1

n
, k
ns

e f̃k
`

k´1
n

˘

“

´

σk ˝ f |r k´1
n
, k
ns

¯

`

k´1
n

˘

“ σk
`

f
`

k´1
n

˘˘

“ qk´1 “ f̃k´1

`

k´1
n

˘

. O que
prova a afirmação.

Considere a aplicação f̃ : r0, 1s Ñ X̃ , definida por

f̃ptq :“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f̃1ptq, 0 ď t ď
1

n
;

...

f̃kptq,
k ´ 1

n
ď t ď

k

n
;

...

f̃nptq,
n´ 1

n
ď t ď 1.
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Note que f̃1, f̃2, ¨ ¨ ¨ , f̃n são aplicações contínuas. Logo pelo Teorema 1.25,
segue que f̃ é contínua. Além disso, para cada t P r0, 1s, existe um k P t1, ¨ ¨ ¨ , nu tal que
t P

“

k´1
n
, k
n

‰

e
´

p ˝ f̃
¯

ptq “ p
´

f̃kptq
¯

“ ppσkpfptqqq “ fptq. Logo f̃ é um levantamento de f .

Para mostrarmos a unicidade, considere g̃ : I Ñ X̃ um levantamento de f tal
que g̃p0q “ q “ f̃p0q. Pela Proposição 3.12 segue que g̃ ” f̃ , pois r0, 1s é conexo. ˝

Proposição 3.14 (Levantamento de Homotopia). Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobri-

mento e H : f0 »p f1 uma homotopia por caminhos de f0 para f1. Nessas condições, dado um

levantamento f̃0 de f0, existe uma única aplicação contínua H̃ : I ˆ I Ñ X̃ tal que p ˝ H̃ “ H

e H̃p0, 0q “ f̃0p0q.

Demonstração. Seja H : f0 »p f1 uma homotopia por caminhos. Assim, para cada ps, tq P
I ˆ I , Hps, tq P X e (do fato de p ser uma aplicação de recobrimento) existe uma vizinhança
Ups,tq de Hps, tq que é uniformemente recoberta por p.

Para cada ps, tq P I ˆ I , seja Vps,tq “ H´1pUps,tqq, logo tVps,tq; ps, tq P I ˆ Iu

é uma cobertura aberta do conjunto compacto I ˆ I e ps, tq P Vps,tq. Seja então δ ą 0 o número
de Lebesgue dessa cobertura (ver Lema 1.26). Assim, escolhendo n natural tal que

?
2
n
ă δ,

segue que d
`“

i
n
, i`1
n

‰

ˆ
“

j
n
, j`1

n

‰˘

“
?

2
n
ă δ, @i, j P t0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u. E disso segue que,

@i, j P t0, ¨ ¨ ¨ , n´ 1u, existe V 1
pi,jq P tVps,tq; ps, tq P I ˆ Iu tal que

“

i
n
, i`1
n

‰

ˆ
“

j
n
, j`1

n

‰

P V 1
pi,jq.

Para cada i, j P t0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u, seja U 1
pi,jq P tUps,tq; ps, tq P I ˆ Iu tal que

V 1
pi,jq “ H´1pUpi,jqq e denotemos Sij :“

“

i
n
, i`1
n

‰

ˆ
“

j
n
, j`1

n

‰

. Logo HpSijq Ă HpV 1
pi,jqq Ă U 1

pi,jq,
@i, j P t0, ¨ ¨ ¨ , n´ 1u.

Temos que f0p0q “ Hp0, 0q P HpS00q Ă U 1
p0,0q, assim considerando o levan-

tamento f̃0 de f0 segue que
´

p ˝ f̃0

¯

p0q “ f0p0q “ Hp0, 0q, dessa forma f̃0p0q P p
´1pf0p0qq,

assim pelo Lema 3.8, existe uma única seção local σp0,0q : U 1
p0,0q Ñ X̃ tal que σp0,0qpf0p0qq “

f̃0p0q.
Defina H̃p0,0q :“ σp0,0q˝H|S00 : S00 Ñ X̃ , logo p˝H̃p0,0q “ p˝σp0,0q˝H|S00 “

IdU 1
p0,0q

˝H|S00 “ H|S00 .
Afirmação 1: Existem funções H̃p1,0q, H̃p2,0q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,0q, com H̃pi,0q : Si0 Ñ X̃ satisfazendo:

1. p ˝ H̃pi,0q “ H|Si0 ,

2. Para cada i P t1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1u, H̃pi,0q
`

i
n
, t
˘

“ H̃pi´1,0q

`

i
n
, t
˘

, @t P
“

0, 1
n

‰

.

Seja q10 “ H̃p0,0q
`

1
n
, 0
˘

, logo ppq10q “ p
´

H̃p0,0q
`

1
n
, 0
˘

¯

“ H
`

1
n
, 0
˘

P U 1
p1,0q, assim q10 P

p´1
`

H
`

1
n
, 0
˘˘

, então pelo Lema 3.8 existe uma única seção local σp1,0q : U 1
p1,0q Ñ X̃ tal que

σp1,0q
`

H
`

1
n
, 0
˘˘

“ q10. Defina H̃p1,0q :“ σp1,0q ˝ H|S10 : S10 Ñ X̃ , observe que p ˝ H̃p1,0q “
p ˝ σp1,0q ˝H|S10 “ IdU 1

p1,0q
˝H|S10 “ H|S10 .

Além disso, temos que H̃p1,0q
`

1
n
, 0
˘

“
`

σp1,0q ˝H|S10

˘ `

1
n
, 0
˘

“ σp1,0q
`

H
`

1
n
, 0
˘˘

“ q10 “ H̃p0,0q
`

1
n
, 0
˘

.

Agora, considere o conexo B “
 

1
n

(

ˆ
“

0, 1
n

‰

, assim H̃p0,0q|B : B Ñ X̃ ,
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Figura 3.3

H̃p1,0q|B : B Ñ X̃, satisfazem p ˝ H̃p0,0q|B “ H|B “ p ˝ H̃p1,0q|B, logo H̃p0,0q|B e H̃p1,0q|B
são levantamentos de H|B que coincidem no ponto

`

1
n
, 0
˘

. Pela Proposição 3.12, segue que
H̃p0,0q|B ” H̃p1,0q|B. Portanto H̃p0,0q

`

1
n
, t
˘

“ H̃p1,0q
`

1
n
, t
˘

, @t P
“

0, 1
n

‰

.
Suponha por indução que existam H̃p1,0q, ¨ ¨ ¨ , H̃pi´1,0q satisfazendo 1 e 2 da

Afirmação 1. Mostremos que existe H̃pi,0q satisfazendo 1 e 2 da Afirmação 1.
Considere qi0 “ H̃pi´1,0q

`

i
n
, 0
˘

, logo ppqi0q “ p
´

H̃pi´1,0q

`

i
n
, 0
˘

¯

“ Hp i
n
, 0q

P U 1
pi,0q e assim qi0 P p´1

`

H
`

i
n
, 0
˘˘

, então (pelo Lema 3.8) existe uma única seção local
σpi,0q : U 1

pi,0q Ñ X̃ tal que σpi,0q
`

H
`

1
n
, 0
˘˘

“ qi0. Defina H̃pi,0q :“ σpi,0q ˝ H|Si0 : Si0 Ñ X̃ ,
logo p ˝ H̃pi,0q “ p ˝ σpi,0q ˝H|Si0 “ IdU 1

pi,0q
˝H|Si0 “ H|Si0 .

Além disso, considerando o conexo B “
 

i
n

(

ˆ
“

0, 1
n

‰

, H̃pi´1,0q|B : B Ñ

X̃, H̃pi,0q|B : B Ñ X̃, que satisfaz p ˝ H̃pi´1,0q|B “ H|B “ p ˝ H̃pi,0q|B, segue que H̃pi´1,0q|B e
H̃pi,0q|B são levantamentos de H|B mas H̃pi,0q

`

i
n
, 0
˘

“ pσpi,0q ˝H|Si0q
`

i
n
, 0
˘

“ σpi,0q
`

H
`

i
n
, 0
˘˘

“ q “ H̃pi´1,0q

`

i
n
, 0
˘

. Portanto, pela Proposição 3.12, segue que H̃pi´1,0q|B “ H̃pi,0q|B. Logo a
Afirmação 1 é verificada.
Afirmação 2: Existem funções H̃p0,1q, H̃p0,2q, ¨ ¨ ¨ , H̃p0,n´1q, com H̃p0,jq : S0j Ñ X̃ satisfazendo:

1. p ˝ H̃p0,jq “ H|S0j
,

2. Para cada j P t1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1u temos que H̃p0,jq
`

t, j
n

˘

“ H̃p0,j´1q

`

t, j
n

˘

@t P r0, 1
n
s.

Primeiro faremos o caso em que j “ 1.
Considere q01 “ H̃p0,0q

`

0, 1
n

˘

, dessa forma ppq01q “ p
´

H̃p0,0q
`

0, 1
n

˘

¯

“

H
`

0, 1
n

˘

P U 1
p0,1q, logo q01 P p

´1
`

H
`

0, 1
n

˘˘

, então, pelo Lema 3.8, existe uma única seção local
σp0,1q : U 1

p0,1q Ñ X̃ tal que σp0,1q
`

H
`

0, 1
n

˘˘

“ q01. Defina H̃p0,1q :“ σp0,1q ˝H|S01 : S01 Ñ X̃ .
Note que p ˝ H̃p0,1q “ p ˝ σp0,1q ˝H|S01 “ IdU 1

p0,1q
˝H|S01 “ H|S01 .

Dado o conexoB “
“

0, 1
n

‰

ˆ
 

1
n

(

, temos que p˝H̃p0,1q|B “ H|B “ p˝H̃p0,0q|B,
além disso H̃p0,1q

`

0, 1
n

˘

“ pσp0,1q ˝ H|S01q
`

0, 1
n

˘

“ σp0,1q
`

H
`

0, 1
n

˘˘

“ q01 “ H̃p0,0q
`

0, 1
n

˘

.
Logo, pela Proposição 3.12, segue que H̃p0,0q|B ” H̃p0,1q|B.

Suponha por indução que existam H̃p0,1q, ¨ ¨ ¨ , H̃p0,j´1q satisfazendo os itens 1
e 2 da Afirmação 2. Mostremos que existe H̃p0,jq satisfazendo os itens 1 e 2 da Afirmação 2.
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Figura 3.4

Seja q0j “ H̃p0,j´1q

`

0, j
n

˘

, logo ppq0jq “ p
´

H̃p0,j´1q

`

0, j
n

˘

¯

“ Hp0, j
n
q P

U 1
p0,jq e assim q0j P p

´1
`

H
`

0, j
n

˘˘

, então, pelo Lema 3.8, existe uma única seção local σp0,jq :

U 1
p0,jq Ñ X̃ tal que σpo,jq

`

H
`

0, j
n

˘˘

“ q0j .
Defina H̃p0,jq :“ σp0,jq˝H|S0j

: S0j Ñ X̃ , assim p˝H̃p0,jq “ p˝σp0,jq˝H|S0j
“

H|S0j
.

Considere o conexo B “
“

0, 1
n

‰

ˆ
 

j
n

(

, logo p ˝ H̃p0,j´1q|B “ H|B “

p ˝ H̃p0,jq|B e H̃p0,jq
`

0, j
n

˘

“ pσp0,jq ˝ H|S0j
q
`

0, j
n

˘

“ q0j “ H̃p0,j´1q

`

0, j
n

˘

. Portanto, pela
Proposição 3.12, segue que H̃p0,j´1q|B ” H̃p0,jq|B. Isso prova a Afirmação 2.

Por fim, mostremos a afirmação.
Afirmação 3: Para cada j P t1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u existem funções H̃p1,jq, H̃p2,jq, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,jq, com
H̃pi,jq : Sij Ñ X̃ satisfazendo:

1. p ˝ H̃pi,jq “ H|Sij ,

2. H̃pi,jq
`

i
n
, t
˘

“ H̃pi´1,jq

`

i
n
, t
˘

, @t P
“

j
n
, j`1

n

‰

,

3. H̃pi,jq
`

t, j
n

˘

“ H̃pi,j´1q

`

t, j
n

˘

, @t P
“

i
n
, i`1
n

‰

.

Para j “ 1:
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Seja q11 “ H̃p0,1q
`

1
n
, 1
n

˘

, logo ppq11q “ p
´

H̃p0,1q
`

1
n
, 1
n

˘

¯

“ H
`

1
n
, 1
n

˘

P

U 1
p1,1q, assim q11 P p

´1
`

H
`

1
n
, 1
n

˘˘

, então, pelo Lema 3.8, existe uma única seção local σp1,1q :

U 1
p1,1q Ñ X̃ tal que σp1,1q

`

H
`

1
n
, 1
n

˘˘

“ q11. Defina H̃p1,1q :“ σp1,1q ˝H|S11 : S11 Ñ X̃ , observe
que p ˝ H̃p1,1q “ p ˝ σp1,1q ˝H|S11 “ IdU 1

p1,1q
˝H|S11 “ H|S11 .

Além disso, temos que H̃p1,1q
`

1
n
, 1
n

˘

“ pσp1,1q ˝H|S11q
`

1
n
, 1
n

˘

“ σp1,1q
`

H
`

1
n
, 1
n

˘˘

“ q11 “ H̃p0,1q
`

1
n
, 1
n

˘

.
Agora, considere o conexo B “

 

1
n

(

ˆ
“

1
n
, 2
n

‰

, assim H̃p0,1q|B : B Ñ

X̃, H̃p1,1q|B : B Ñ X̃ satisfazem p ˝ H̃p0,1q|B “ H|B “ p ˝ H̃p1,1q|B, logo H̃p0,1q|B e H̃p1,1q|B
são levantamentos de H|B que coincidem no ponto

`

1
n
, 1
n

˘

. Pela Proposição 3.12, segue que
H̃p0,1q|B ” H̃p1,1q|B. Portanto H̃p0,1q

`

1
n
, t
˘

“ H̃p1,1q
`

1
n
, t
˘

@t P
“

1
n
, 2
n

‰

.
Pela Afirmação 1 temos que H̃p1,0q coincide com H̃p0,0q no conexo S00XS10,

e em particular, H̃p1,0q
`

1
n
, 1
n

˘

“ H̃p0,0q
`

1
n
, 1
n

˘

. Pela Afirmação 2 temos que, H̃p0,1q coincide
com H̃p0,0q em todo conexo S01 X S00, e em particular H̃p0,1q

`

1
n
, 1
n

˘

“ H̃0,0

`

1
n
, 1
n

˘

. Assim
H̃p1,1q

`

1
n
, 1
n

˘

“ H̃p1,0q
`

1
n
, 1
n

˘

, como p ˝ H̃p1,1q “ H|S11 e p ˝ H̃p1,0q “ H|S10 , segue que p ˝
H̃p1,1q|A “ H|A “ p ˝ H̃p1,0q|A, onde A “ S11 X S10 é conexo. Pelo Lema 3.12, segue que
H̃p1,1q

`

t, 1
n

˘

“ H̃p1,0q
`

t, 1
n

˘

, @t P
“

1
n
, 2
n

‰

.
Suponha por indução que existam H̃p1,1q, ¨ ¨ ¨ , H̃pi´1,1q satisfazendo 1, 2 e 3 da

Afirmação 3. Mostremos que existe H̃pi,1q satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmação 3.
Considere qi1 “ H̃pi´1,1q

`

i
n
, 1
n

˘

, logo ppqi1q “ p
´

H̃pi´1,1q

`

i
n
, 1
n

˘

¯

“ H
`

i
n
, 1
n

˘

P U 1
pi,1q e assim qi1 P p

´1
`

H
`

i
n
, 1
n

˘˘

, então (pelo Lema 3.8) existe uma única
seção local σpi,1q : U 1

pi,1q Ñ X̃ tal que σpi,1q
`

H
`

1
n
, 1
n

˘˘

“ qi1. Defina H̃pi,1q :“ σpi,1q ˝ H|Sij :

Si1 Ñ X̃ , logo p ˝ H̃pi,1q “ p ˝ σpi,1q ˝H|Si1 “ IdU 1pi,1q ˝H|Si1 “ H|Si1 .
Além disso, considerando o conexo B “

 

i
n

(

ˆ
“

1
n
, 2
n

‰

, H̃pi´1,1q|B : B Ñ

X̃, H̃pi,1q|B : B Ñ X̃ que satisfaz p ˝ H̃pi´1,1q|B “ H|B “ p ˝ H̃pi,1q|B, segue que H̃pi´1,1q|B e
H̃pi,1q|B são levantamentos de H|B mas H̃pi,1q

`

i
n
, 1
n

˘

“ pσpi,1q ˝H|Si1q
`

i
n
, 1
n

˘

“ σpi,1q
`

H
`

i
n
, 1
n

˘˘

“ qi1 “ H̃pi´1,1q

`

i
n
, 1
n

˘

. Portanto, pela Proposição 3.12, segue que
H̃pi´1,1q|B “ H̃pi,1q|B.

Segue da Afirmação 1 que H̃pi,0q coincide com H̃pi´1,0q no conexo Spi´1q0 X

Si0, e em particular, H̃pi,0q
`

i
n
, 1
n

˘

“ H̃pi´1,0q

`

i
n
, 1
n

˘

. Assumindo que a afirmação é válida para
j “ 1 e i ´ 1, temos que, H̃pi´1,1q coincide com H̃pi´1,0q em todo conexo Spi´1q1 X Spi´1q0,
e em particular H̃pi´1,1q

`

i
n
, 1
n

˘

“ H̃i´1,0

`

i
n
, 1
n

˘

. Assim H̃pi,1q
`

i
n
, 1
n

˘

“ H̃pi,0q
`

i
n
, 1
n

˘

, como
p ˝ H̃pi,1q “ H|Si1 e p ˝ H̃pi,0q “ H|Si0 , segue que p ˝ H̃pi,1q|A “ H|A “ p ˝ H̃pi,0q|A, onde A “
Si1 X Si0 que é conexo. Pelo Lema 3.12, segue que H̃pi,1q

`

t, 1
n

˘

“ H̃pi,0q
`

t, 1
n

˘

, @t P
“

i
n
, i`1
n

‰

,
o que completa a afirmação para a linha j “ 1.

Suponha agora que existam H̃p1,1q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,1q, H̃p1,2q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,2q, ¨ ¨ ¨ ,

H̃p1,j´1q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,j´1q, satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmação 3. Mostremos que existem aplica-
ções H̃p1,jq, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,jq satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmação 3.

Para i “ 1 temos que
Seja q1j “ H̃p0,jq

`

1
n
, j
n

˘

, logo ppq1jq “ p
´

H̃p0,jq
`

1
n
, j
n

˘

¯

“ H
`

1
n
, j
n

˘

P
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Figura 3.5

U 1
p1,jq, assim q1j P p

´1
`

H
`

1
n
, j
n

˘˘

. Pelo Lema 3.8, existe uma única seção local σp1,jq : U 1
p1,jq Ñ

X̃ tal que σp1,jq
`

H
`

1
n
, j
n

˘˘

“ q1j . Defina H̃p1,jq :“ σp1,jq ˝ H|S1j
: S1j Ñ X̃ , observe que

p ˝ H̃p1,jq “ p ˝ σp1,jq ˝H|S1j
“ IdU 1

p1,jq
˝H|S1j

“ H|S1j
.

Além disso, H̃p1,jq
`

1
n
, j
n

˘

“ pσp1,jq ˝ H|S1j
q
`

1
n
, j
n

˘

“ σp1,jq
`

H
`

1
n
, j
n

˘˘

“

q1j “ H̃p0,jq
`

1
n
, j
n

˘

.
Agora, considere o conexo B “

 

1
n

(

ˆ
“

j
n
, j`1

n

‰

, assim H̃p0,jq|B : B Ñ

X̃, H̃p1,jq|B : B Ñ X̃ p ˝ H̃p0,jq|B “ H|B “ p ˝ H̃p1,jq|B, logo H̃p0,jq|B e H̃p1,jq|B são levan-
tamentos de H|B que coincidem no ponto

`

1
n
, j
n

˘

. Pela Proposição 3.12, segue que H̃p0,jq|B ”
H̃p1,jq|B. Portanto H̃p0,jq

`

1
n
, t
˘

“ H̃p1,jq
`

1
n
, t
˘

@t P
“

j
n
, j`1

n

‰

.
Uma vez que a afirmação é válida para H̃pi,j´1q, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1, temos que

H̃p1,j´1q coincide com H̃p0,j´1q no conexo S0pj´1q X S1pj´1q, e em particular, H̃p1,j´1q

`

1
n
, j
n

˘

“

H̃p0,j´1q

`

1
n
, j
n

˘

. Pela Afirmação 2 temos que, H̃p0,jq coincide com H̃p0,j´1q em todo conexo S0jX

S0pj´1q, e em particular H̃p0,jq
`

1
n
, j
n

˘

“ H̃0,j´1

`

1
n
, j
n

˘

. Assim H̃p1,jq
`

1
n
, j
n

˘

“ H̃p1,j´1q

`

1
n
, j
n

˘

,
como p˝H̃p1,jq “ H|S1j

e p˝H̃p1,j´1q “ H|S1pj´1q
, segue que p˝H̃p1,jq|A “ H|A “ p˝H̃p1,j´1q|A,

onde A “ S1j X S1pj´1q é conexo. Pelo Lema 3.12, segue que H̃p1,jq
`

t, j
n

˘

“ H̃p1,j´1q

`

t, j
n

˘

,
@t P

“

1
n
, 2
n

‰

.
Por fim, suponha que existam H̃p1,1q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,1q, H̃p1,2q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,2q, ¨ ¨ ¨ ,

H̃p1,j´1q, ¨ ¨ ¨ , H̃pn´1,j´1q, H̃p1,jq, ¨ ¨ ¨ , H̃pi´1,jq satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmação 3. Mostremos
que existe H̃pi,jq satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmação 3..

Seja qij “ H̃pi´1,jq

`

i
n
, j
n

˘

, logo ppqijq “ p
´

H̃pi´1,jq

`

i
n
, j
n

˘

¯

“ H
`

i
n
, j
n

˘

P

U 1
pi,jq e assim qij P p

´1
`

H
`

i
n
, j
n

˘˘

. Pelo Lema 3.8, existe uma única seção local σpi,jq : U 1
pi,jq Ñ

X̃ tal que σpi,jq
`

H
`

1
n
, j
n

˘˘

“ qij . Defina H̃pi,jq :“ σpi,jq ˝ H|Sij : Sij Ñ X̃ , logo p ˝ H̃pi,jq “
p ˝ σpi,jq ˝H|Sij “ IdU 1pi,jq ˝H|Sij “ H|Sij .
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Além disso, considerando o conexoB “
 

i
n

(

ˆ
“

j
n
, j`1

n

‰

, H̃pi´1,jq|B : B Ñ X̃ ,
H̃pi,jq|B : B Ñ X̃ que satisfaz p˝H̃pi´1,jq|B “ H|B “ p˝H̃pi,jq|B, segue que H̃pi´1,jq|B e H̃pi,jq|B
são levantamentos de H|B mas H̃pi,jq

`

i
n
, j
n

˘

“ pσpi,jq ˝ H|Sijq
`

i
n
, j
n

˘

“ σpi,jq
`

H
`

i
n
, j
n

˘˘

“

qij “ H̃pi´1,jq

`

i
n
, j
n

˘

. Portanto (pela Proposição 3.12) H̃pi´1,jq|B “ H̃pi,jq|B.
Como a afirmação é válida para H̃pi,j´1q, temos que H̃pi,j´1q coincide com

H̃pi´1,j´1q no conexo Spi´1qpj´1q X Sipj´1q, e em particular, H̃pi,j´1q

`

i
n
, j
n

˘

“ H̃pi´1,j´1q

`

i
n
, j
n

˘

.
Assumindo que para H̃pi´1,jq a afirmação é válida, temos que, H̃pi´1,jq coincide com H̃pi´1,j´1q

em todo conexo Spi´1qj X Spi´1qpj´1q, em particular H̃pi´1,jq

`

i
n
, j
n

˘

“ H̃i´1,j´1

`

i
n
, j
n

˘

. E assim
H̃pi,jq

`

i
n
, j
n

˘

“ H̃pi,j´1q

`

i
n
, j
n

˘

. Como p ˝ H̃pi,jq “ H|Sij e p ˝ H̃pi,j´1q “ H|Sipj´1q
, segue que

p ˝ H̃pi,jq|A “ H|A “ p ˝ H̃pi,j´1q|A, onde A “ Sij X Sipj´1q que é conexo. Pelo Lema 3.12,
segue que H̃pi,jq

`

t, j
n

˘

“ H̃pi,j´1q

`

t, j
n

˘

, @t P
“

i
n
, i`1
n

‰

, o que completa a Afirmação 3.
Considere a aplicação H̃ : I ˆ I Ñ X , definida por H̃ pps, tqq “ H̃pi,jqps, tq,

se ps, tq P Sij . Uma vez que as Afirmações foram verificadas, segue do Lema 1.25 que H̃ está
bem definida e é contínua, sendo p ˝ H̃ “ H , o que mostra a existência do levantamento.

Seja agora H : I ˆ I Ñ X̃ , um levantamento de H tal que Hp0, 0q “ f̃0p0q.
Assim, Hp0, 0q “ H̃p0, 0q e I ˆ I é conexo, então H “ H̃ , pela Proposição 3.12. ˝

Corolário 3.15 (Levantamento de caminhos homotópicos). Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação

de recobrimento. Suponha que H : f0 »p f1 seja uma homotopia por caminhos de f0 para f1

e que f̃0 e f̃1sejam levantamentos de f0 e f1, respectivamente, tais que f̃0p0q “ f̃1p0q. Nessas

condições, existe um único levantamento H̃ de H tal que H̃ : f̃0 »p f̃1.

Demonstração. Sejam f0, f1 caminhos homotópicos e f̃0, f̃1 levantamentos de f0 e f1, res-
pectivamente, de forma que f̃0p0q “ f̃1p0q e seja H : f0 »p f1 uma homotopia de cami-
nhos de f0 para f1, ou seja, Hps, 0q “ f0psq, Hps, 1q “ f1psq, Hp0, tq “ f0p0q “ f1p0q e
Hp1, tq “ f0p1q “ f1p1q.

Pelo Teorema 3.15, existe um único levantamento H̃ de H tal que H̃p0, 0q “
f̃0p0q. Para cada t P I , seja H̃t : I Ñ X̃ dada por H̃tpsq “ H̃ps, tq.

Assim, para t “ 0 temos que
´

p ˝ H̃0

¯

psq “
´

p ˝ H̃
¯

ps, 0q “ Hps, 0q “

f0psq, dessa forma, H̃0 é um levantamento de f0 e além disso (pelo Teorema 3.14) H̃0p0q “

H̃p0, 0q “ f̃0p0q, assim (pela Proposição 3.12) segue que f̃0psq “ H̃0psq “ H̃ps, 0q, para todo
s P I .

Agora, para cada s defina a aplicação h̃s : I Ñ X̃ dada por h̃sptq “ H̃ps, tq.
Para s “ 0,

´

p ˝ h̃0

¯

ptq “
´

p ˝ H̃
¯

p0, tq “ Hp0, tq “ f0p0q “ f1p0q, dessa

forma, h̃0 é um levantamento do laço constante cf0p0q “ cf1p0q. Em particular, para s “ t “ 0

segue h̃0p0q “ H̃p0, 0q “ f̃0p0q “ f̃1p0q. Como cf̃0p0q “ cf̃1p0q também é um levantamento do
laço constante cf0p0q “ cf1p0q, e h̃0p0q “ cf̃0p0q, então (pelo Teorema 3.12) segue que h̃0ptq “

cf̃0p0q, @t P I . Logo H̃p0, tq “ f̃0p0q, @t P I .

Considerando t “ 1 temos que
´

p ˝ H̃1

¯

psq “
´

p ˝ H̃
¯

ps, 1q “ Hps, 1q “
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f1psq, dessa forma, H̃1 é um levantamento de f1. Como @t P I , H̃p0, tq “ f̃1p0q, em particular,
H̃1p0q “ H̃p0, 1q “ f̃1p0q, assim, pela Proposição 3.12, f̃1psq “ H̃1psq “ H̃ps, 1q, @s P I .

Por fim, para s “ 1,
´

p ˝ h̃1

¯

ptq “
´

p ˝ H̃
¯

p1, tq “ Hp1, tq “ f0p1q “

f1p1q, dessa forma p ˝ h̃1 “ cf0p1q “ p ˝ cf̃0p1q. Mas h̃1p0q “ H̃p1, 0q “ H̃0p1q “ f̃0p1q “

cf̃0p1qp0q, assim h̃1 e cf̃0p1q são levantamentos de cf0p1q que coincidem no ponto t “ 0, logo,
pela Proposição 3.12, segue que H̃p1, tq “ h̃1ptq “ cf̃0p1qptq “ f̃0p1q, @t P I . Em particular,
f̃1p1q “ H̃1p1q “ H̃p1, 1q “ h̃1p1q “ cf̃0p1q “ f̃0p1q. Logo f̃1p1q “ f̃0p1q.

Resumindo o que temos: H̃0 “ f̃0, H̃1 “ f̃1, H̃p0, tq “ f̃0p0q “ f̃1p0q e
H̃p1, tq “ f̃0p1q “ f̃1p1q, para todo t P I . Portanto H̃ : f̃0 » f̃1 ˝

Corolário 3.16. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Suponha que f0 e f1 são ca-

minhos homotópicos por caminho emX , e f̃0, f̃1 são levantamentos de f0 e f1, respectivamente,

começando no mesmo ponto. Então f̃0p1q “ f̃1p1q.

Demonstração. Segue direto do Corolário 3.15. ˝

Teorema 3.17. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Para qualquer ponto q̃ P X̃ ,

o homomorfismo induzido p˚ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1pX, ppq̃qq é injetivo.

Demonstração. Tome rf s P π1

´

X̃, q̃
¯

e suponha que rf s P Nucpp˚q, ou seja, p˚prf sq “ rcppq̃qs,
dessa forma, rp ˝ f s “ rcppq̃qs, segue assim que p ˝ f »p cppq̃q em X . Pelo Teorema 3.15,
qualquer levantamento de p ˝ f e de cppq̃q que começam no mesmo ponto são homotópicos por
caminho em X̃ . Assim, f é um levantamento de p ˝ f , que começa em q̃ e o laço constante cq̃ é
um levantamento de cppq̃q, começando também em q̃, logo f »p cq̃ em X̃ , ou seja, rf s “ rcq̃s. ˝

Observação 3.18. Segue desse teorema e do item 2 do Teorema 2.10 que π1

´

X̃, q̃
¯

« Impp˚q

que é um subgrupo de π1pX, ppq̃qq.

Lema 3.19. Sejam p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e sejam α, β : r0, 1s Ñ X

dois caminhos tais que αp1q “ βp0q. Nessas condições, se α̃ é um levantamento de α, β̃ é um

levantamento de β e α̃p1q “ β̃p0q, então α̃ ¨ β̃ é um levantamento de α ¨ β.

Demonstração. De fato, pela Definição 2.6, dado t P r0, 1s temos que

´

p ˝
´

α̃ ¨ β̃
¯¯

ptq “

$

&

%

ppα̃p2tqq, se 0 ď t ď 1
2
;

ppβ̃p2t´ 1qq, se 1
2
ď t ď 1.

“

$

&

%

αp2tq, se 0 ď t ď 1
2
;

βp2t´ 1q, se 1
2
ď t ď 1.

“ pα ¨ βqptq,

uma vez que α̃ é um levantamento de α e β̃ é um levantamento de β. Dessa forma, p
´

α̃ ¨ β̃
¯

“

α ¨ β. Portanto α̃ ¨ β̃ é um levantamento de α ¨ β. ˝
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Lema 3.20. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e seja γ : r0, 1s Ñ X um

caminho. Se γ̃ é um levantamento de γ, então para todo t P r0, 1s, γ̃t é um levantamento de

γt, em que γt : r0, 1s Ñ X é definida por γtpsq “ γps ¨ tq e γ̃t : r0, 1s Ñ X̃ é definida por

γ̃tpsq “ γ̃ps ¨ tq

Demonstração. De fato, γ̃t é contínua e pp ˝ γ̃tqpsq “ ppγ̃ps ¨ tqq “ γps ¨ tq “ γtpsq. Portanto γ̃t
é um levantamento de γt. ˝

Teorema 3.21 (Critério de Levantamento). Suponha que p : X̃ Ñ X é uma aplicação de

recobrimento. Seja Y um espaço conexo e localmente conexo por caminhos e ϕ : Y Ñ X uma

aplicação contínua. Dados quaisquer pontos y P Y e q̃ P X̃ tais que ppq̃q “ ϕpyq, ϕ tem um

levantamento ϕ̃ : Y Ñ X̃ satisfazendo ϕ̃pyq “ q̃ se, e somente se, o subgrupo ϕ˚pπ1pY, yqq de

π1pX,ϕpyqq está contido em p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

.

Demonstração. ñq Sejam y P Y e q̃ P X̃ tal que ppq̃q “ ϕpyq e suponha que ϕ̃ : Y Ñ X̃

é um levantamento de ϕ que satisfaz ϕ̃pyq “ q̃. Note que, ϕ : pY, yq Ñ pX,ϕpyqq, p :
´

X̃, q̃
¯

Ñ pX,ϕpyqq, ϕ̃ : pY, yq Ñ
´

X̃, q̃
¯

são contínuas, logo por definição temos os seguin-

tes homomorfismos induzidos: ϕ˚ : π1pY, yq Ñ π1pX,ϕpyqq, p˚ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1pX,ϕpyqq,

ϕ̃˚ : π1pY, yq Ñ π1

´

X̃, q̃
¯

. (Conforme a Figura 3.6).

œ

π1

´

X̃, q̃
¯

p˚

��
π1pY, yq

ϕ̃˚
88

ϕ˚
// π1pX,ϕpyqq

Figura 3.6

Desde que ϕ̃˚pπ1pY, yqq é um subgrupo de π1

´

X̃, q̃
¯

e p˚ pϕ̃˚ pπ1pY, yqqq “

ϕ˚pπ1pY, yqq, logo p˚ pϕ̃˚ pπ1pY, yqqq “ ϕ˚pπ1pY, yqq Ă p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

.

ðq Seja y P Y um ponto fixado e tome q̃ P X̃ tal que ppq̃q “ ϕpyq. Para cada z P Y , seja
γ : r0, 1s Ñ Y um caminho tal que γp0q “ y e γp1q “ z. Dessa forma, ϕ ˝ γ : r0, 1s Ñ X

é um caminho tal que pϕ ˝ γqp0q “ ϕpyq “ ppq̃q. Assim, existe um único levantamento
lpϕ ˝ γq : r0, 1s Ñ X̃ de ϕ ˝ γ tal que lpϕ ˝ γqp0q “ q̃.

Definamos ϕ̃ : Y Ñ X̃ por ϕ̃pzq :“ lpϕ ˝ γqp1q em que γ é um caminho
ligando y a z e lpϕ ˝ γq é o único levantamento de ϕ ˝ γ tal que lpϕ ˝ γqp0q “ q̃.
Afirmação 1: ϕ̃ está bem definida.

Dado z P Y , sejam α e β dois caminhos ligando y a z. Dessa forma, precisa-
mos mostrar que lpϕ ˝ αqp1q “ lpϕ ˝ βqp1q.

Mas α ¨ β´1 é um laço baseado em y, ou seja, rα ¨ β´1s P π1pY, yq. Logo
ϕ˚ prα ¨ β

´1sq P ϕ˚pπ1pY, yqq Ă p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

e disso segue que rϕ ˝ pα ¨ β´1qs “ rp ˝ gs
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para algum laço g de X̃ baseado em q̃. Assim rp˝gs “ rϕ ˝ pα ¨ β´1qs “ rpϕ ˝ αq ¨ pϕ ˝ β´1qs “

rϕ ˝ αs ¨ rϕ ˝ βs´1.
Logo rp ˝ gs ¨ rϕ ˝ βs “ rϕ ˝αs o que implica que pp ˝ gq ¨ pϕ ˝ βq »p pϕ ˝αq.
Pelo Corolário 3.16, os levantamentos dos caminhos pp ˝ gq ¨ pϕ ˝βq e pϕ ˝αq

possuem o mesmo ponto final, ou seja, lppp ˝ gq ¨ pϕ ˝ βqqp1q “ lpϕ ˝ αqp1q. Por outro lado,
como g é um levantamento de p ˝ g e lpϕ ˝ βq é um levantamento de ϕ ˝ β, então pelo Lema
3.19 g ¨ lpϕ ˝ βq é um levantamento de pp ˝ gq ¨ pϕ ˝ βq com pg ¨ lpϕ ˝ βqqp0q “ gp0q “ q̃, ou
seja, lppp ˝ gq ¨ pϕ ˝ βqq “ g ¨ lpϕ ˝ βq. Portanto lpϕ ˝ αqp1q “ pg ¨ lpϕ ˝ βqqp1q “ lpϕ ˝ βqp1q,
ou seja, ϕ̃ está bem definida.
Afirmação 2: Se γ : r0, 1s Ñ Y é um caminho com γp0q “ y, então ϕ̃ ˝ γ “ lpϕ ˝ γq.

X̃

p

��
I

ϕ̃˝γ

77

γ
//

ϕ˝γ

99Y
ϕ̃

??

ϕ
// X

Figura 3.7

De fato, para cada t P r0, 1s, considere o caminho γt : r0, 1s Ñ Y , dado por
γtpsq “ γps ¨ tq. Assim γt liga y a γptq e

ϕ̃pγptqq “ lpϕ ˝ γtqp1q. (3.1)

Além disso, pϕ ˝ γtqpsq “ ϕpγtpsqq “ ϕpγps ¨ tqq “ pϕ ˝ γqps ¨ tq “ pϕ ˝ γqtpsq. Portanto

ϕ ˝ γt “ pϕ ˝ γqt. (3.2)

Pelo Lema 3.20, como lpϕ ˝ γq é um levantamento de ϕ ˝ γ, então plpϕ ˝ γqqt
é um levantamento de pϕ ˝ γqt. Além disso, plpϕ ˝ γqqtp0q “ lpϕ ˝ γqp0 ¨ tq “ lpϕ ˝ γqp0q “ q̃.
Portanto

plpϕ ˝ γqqt “ lpϕ ˝ γqt. (3.3)

Dessa forma,

pϕ̃ ˝ γqptq
3.1
“ lpϕ ˝ γtqp1q

3.2
“ lppϕ ˝ γqtqp1q

3.3
“ plpϕ ˝ γqqtp1q “ lpϕ ˝ γqptq.

Portanto ϕ̃ ˝ γ “ lpϕ ˝ γq.
Afirmação 3: Sejam y1, y2 P Y e β : r0, 1s Ñ Y um caminho ligando y1 a y2. Então ϕ̃ ˝ β é
um levantamento de ϕ ˝ β.

Seja α : r0, 1s Ñ Y um caminho ligando y a y1. Assim α ¨ β é um cami-
nho ligando y a y2 e, pela a Afirmação 2, ϕ̃ ˝ pα ¨ βq “ lpϕ ˝ pα ¨ βqq. Assim, ϕ̃pβptqq “
ϕ̃
`

pα ¨ βq
`

t`1
2

˘˘

“ lpϕ ˝ pα ¨ βqq
`

t`1
2

˘

.
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Por outro lado, ϕ ˝ pα ¨ βq “ pϕ ˝ αq ¨ pϕ ˝ βq e, pelo Lema 3.19, lpϕ ˝ pα ¨
βqq “ lpϕ ˝ αq ¨ β̃, em que β̃ é um levantamento de ϕ ˝ β com β̃p0q “ lpϕ ˝ αqp1q. Logo,
ϕ̃pβptqq “

´

l pϕ ˝ αq ¨ β̃
¯

p t`1
2
q “ β̃ptq.

Portanto ϕ̃ ˝ β “ β̃, ou seja, ϕ̃ ˝ β é um levantamento de β.
Afirmação 4: ϕ̃ leva conjuntos conexos por caminhos em conjuntos conexos por caminhos.

De fato, sejaU Ă Y um conjunto conexo por caminhos e sejam ỹ1, ỹ2 P ϕ̃pUq.
Dessa forma, existem y1, y2 P U tais que ϕ̃py1q “ ỹ1 e ϕ̃py2q “ ỹ2.

Como U é conexo por caminhos, existe um caminho γ : r0, 1s Ñ U ligando
y1 a y2 e, pela Afirmação 3, ϕ̃ ˝ γ é um levantamento do caminho ϕ ˝ γ.

Dessa forma, ϕ̃ ˝ γ é um caminho, pϕ̃ ˝ γqp0q “ ϕ̃py1q “ ỹ1 e pϕ̃ ˝ γqp1q “
ϕ̃py2q “ ỹ2.
Afirmação 5: p ˝ ϕ̃ “ ϕ.

Seja z P Y e γ um caminho ligando y a z, logo pp ˝ ϕ̃qpzq “ pplpϕ ˝ γqp1qq “

pϕ ˝ γqp1q “ ϕpzq.
Portanto p ˝ ϕ̃ “ ϕ.
Para provarmos que ϕ̃ é contínua, mostraremos que para todo ponto z P Y

existe um aberto U de Y tal que z P U e ϕ̃|U é contínua.
Seja então z P Y e tome ϕpzq P X . Seja V uma vizinhança de ϕpzq tal que p

leva cada componente conexa de p´1pV q homeomorficamente em V .
Uma vez que Y é localmente conexo por caminhos e ϕ´1pV q é um aberto em

Y , segue que ϕ´1 é também localmente conexo por caminhos. Assim dado U a componente
conexa por caminhos de ϕ´1pV q que contém z, pela Proposição 1.10, U é um subconjunto
aberto de ϕ´1pV q, e consequentemente, U é um aberto em Y .

Pela Afirmação 4, ϕ̃pUq é conexo por caminhos em X̃ assim, se Ṽ é a com-
ponente conexa de p´1pV q que contém ϕ̃pzq, então ϕ̃pUq Ă Ṽ .

Seja σ : V Ñ Ṽ uma seção local de p, assim p ˝ σ “ IdV , ou seja, σ “
p´1|Ṽ : Ṽ Ñ V . Dessa forma, pela Afirmação 5, p ˝ ϕ̃ “ ϕ, logo p|Ṽ ˝ ϕ̃|U “ ϕ|U , assim
ϕ̃|U “ σ ˝ ϕ|U .

Portanto ϕ̃ é contínua e (pela Afirmação 5) é um levantamento de ϕ. ˝

Corolário 3.22. Se p : X̃ Ñ X é uma aplicação de recobrimento e Y é simplesmente co-

nexo e localmente conexo por caminhos, então toda aplicação contínua ϕ : Y Ñ X tem um

levantamento para X̃ .

Demonstração. Segue da Definição 2.14 e do Teorema 3.21. ˝

Corolário 3.23. Sejam p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e X̃ simplesmente conexo.

Para qualquer espaço Y conexo e localmente conexo por caminhos, uma aplicação contínua

ϕ : Y Ñ X tem um levantamento para X̃ se, e somente se, ϕ˚ é um homomorfismo trivial para

todo ponto base y0 P Y .



45

Demonstração. ñq Suponha que ϕ̃ : Y Ñ X̃ seja um levantamento de ϕ, logo dado y P Y
temos pp ˝ ϕ̃q pyq “ ϕpyq e assim tomando q̃ “ ϕ̃pyq P X̃ segue que ppq̃q “ ϕpyq e assim
pelo Critério de Levantamento 3.21 temos que ϕ˚pπ1pY, yqq é um subgrupo de p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

.

Por outro lado, como X̃ é simplesmente conexo, segue que π1

´

X̃, q̃
¯

“ trcq̃su, e dessa forma,

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ trcppq̃qsu “ trcϕpyqsu. Assim, ϕ˚pπ1pY, yqq “ trcϕpyqsu, logo ϕ˚ é o homo-
morfismo trivial.
ðq Suponha que ϕ˚ : π1pY, yq Ñ π1pX,ϕpyqq seja o homomorfismo trivial para todo y P Y .
Seja y P Y e q̃ P p´1pϕpyqq P X̃ , isto é, ppq̃q “ ϕpyq. Como X̃ é simplesmente conexo e ϕ˚ é
o homomorfismo trivial segue que ϕ˚pπ1pY, yqq “ trcϕpyqsu “ trcppq̃qsu “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

. Em

particular, ϕ˚pπ1pY, yqq é um subgrupo de p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

e, pelo Critério de Levantamento

3.21, existe um levantamento ϕ̃ : Y Ñ X̃ de ϕ que satisfaz ϕ̃pyq “ q̃. ˝

Teorema 3.24. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Dado q P X e q̃ P p´1pqq, um

subgrupoH de π1pX, qq é conjugado a p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

se, e somente se,H “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

para algum q̃0 P p
´1pqq.

Demonstração. ðq Tome q̃0 P p´1pqq, logo p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

é um subgrupo de π1pX, qq.

Considere g̃ : I Ñ X̃ um caminho de q̃ para q̃0. Assim g “ p ˝ g̃ : I Ñ X é um laço de X
baseado em q, pois g “ p ˝ g̃ é contínua, ppg̃p0qq “ ppq̃q “ q e ppg̃p1qq “ ppq̃0q “ q (Figura
3.8).

Figura 3.8

Defina as aplicações:

ϕg̃ : π1

´

X̃, q̃
¯

ÝÑ π1

´

X̃, q̃0

¯

rf s ÞÝÑ rg̃s´1 ¨ rf s ¨ rg̃s
e

ϕg : π1pX, qq ÝÑ π1pX, qq

rf s ÞÝÑ rgs´1 ¨ rf s ¨ rgs
,

as quais são isomorfismos de grupo pelo Lema 2.12.
Afirmação 1: O diagrama abaixo comuta.

De fato, tome rf s P π1

´

X̃, q̃
¯

, assim, pp˚˝ϕg̃qprf sq “ p˚ prg̃s
´1 ¨ rf s ¨ rg̃sq “

p˚ prg̃
´1 ¨ pf ¨ g̃qsq “ rp ˝ pg̃´1 ¨ pf ¨ g̃qqs “ rp ˝ g̃´1s ¨ rp ˝ f s ¨ rp ˝ g̃s “ rg´1s ¨ p˚prf sq ¨ rgs “
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π1

´

X̃, q̃
¯

œ

ϕg̃ //

p˚

��

π1

´

X̃, q̃0

¯

p˚

��
π1pX, qq ϕg

// π1pX, qq

Diagrama 3.9

pϕg ˝ p˚q prf sq.
Note que ϕg aplica os elementos de p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

em p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

,
obtemos assim um novo diagrama comutativo:

π1

´

X̃, q̃
¯

œ

ϕg̃ //

p˚

��

π1

´

X̃, q̃0

¯

p˚

��

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

ϕg
// p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

Diagrama 3.10

Como ϕg̃ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1

´

X̃, q̃0

¯

, p˚ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

,

p˚ : π1

´

X̃, q̃0

¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

são isomorfismo de grupos, logo ϕg : p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Ñ

p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

é um isomorfismo de grupo, assim p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

“ ϕg

´

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯¯

“ rgs´1 ¨ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

¨ rgs. Portanto, p˚
´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

e p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

são conjugados
em π1pX, qq.
ñq Seja H um subgrupo de π1pX, qq conjugado a p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

, logo existe um laço g em

X baseado em q tal que H “ rgs´1 ¨ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

¨ rgs. Como q̃ P p´1pqq e g é um caminho
tal que gp0q “ q, considere g̃ um levantamento de g, tal que g̃p0q “ q̃. Seja q̃0 “ g̃p1q, assim
H “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

, pois pela primeira parte da demonstração segue que p˚
´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

“

ϕg

´

p˚

´

π1pX̃, q̃q
¯¯

“ rgs´1 ¨ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

¨ rgs “ H . ˝

Definição 3.25. p : X̃ Ñ X é dito ser um recobrimento normal se p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

é um sub-

grupo normal de π1 pX, p pq̃qq para cada q̃ P X̃ , ou seja, p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

para todo q̃0, q̃ P p
´1pqq.

Lema 3.26. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e suponha que o subgrupo

induzido por p é normal para algum ponto q̃ P X̃ . Então p é normal.

Demonstração. Suponha que p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

é um subgrupo normal de π1pX, qq onde q̃ P

p´1pqq. Tome q̃0 P p
´1pq0q onde q0 P X , devemos mostrar p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

é um subgrupo
normal de π1pX, q0q.
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Considere g̃ : I Ñ X̃ um caminho de q̃ para q̃0 e g “ p ˝ g̃ : I Ñ X̃ um
caminho de ppq̃q “ q para ppq̃0q “ q0. De forma análoga ao feito no Teorema 3.24, segue que
ϕg̃ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1

´

X̃, q̃0

¯

está bem definido e o diagrama 3.11 comuta.

π1

´

X̃, q̃
¯

œ

ϕg̃ //

p˚

��

π1

´

X̃, q̃0

¯

p˚

��

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

ϕg
// p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

Diagrama 3.11

Como ϕg̃ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1

´

X̃, q̃0

¯

, p˚ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

,

p˚ : π1

´

X̃, q̃0

¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

são isomorfismos de grupo, segue que,

ϕg : p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

é um isomorfismo, e como isomorfismo leva sub-

grupo normal em grupo subnormal e p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

é um subgrupo normal de π1pX, qq segue

que p˚
´

π1

´

X̃, q̃0

¯¯

é um subgrupo normal de π1pX, q0q. ˝

Teorema 3.27. (Ação do grupo fundamental na fibra) Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de

recobrimento e q P X . Então existe uma ação transitiva (Definição 1.42) à direita de π1pX, qq

na fibra p´1pqq dada por q̃˚rf s “ f̃p1q, onde f̃ é o levantamento de f começando em q̃ P p´1pqq.

Demonstração. Mostremos que

˚ : p´1pqq ˆ π1pX, qq ÝÑ p´1pqq

pq̃, rf sq ÞÝÑ pq̃ ˚ rf sq “ f̃p1q

está bem definida.
Tome q̃ P p´1pqq e f : I Ñ X um laço baseado em q. Pelo Teorema do

Levantamento de Caminho, existe um único levantamento f̃ : I Ñ X̃ de forma que f̃p0q “ q̃.
Pelo Corolário 3.16, se g P rf s e g̃ um levantamento de g começando em q̃, então g̃p1q “ f̃p1q,
logo q̃ ˚ rf s “ f̃p1q está bem definida.

Verifiquemos agora que a operação é uma ação de grupo.
i) q̃ ˚ rcqs “ q̃.

Note que q̃ ˚ rcqs “ cq̃p1q “ q̃.
ii) pq̃ ˚ rf sq ˚ rgs “ q̃ ˚ prf s ¨ rgsq.

Suponha que f e g sejam laços baseados em q e sejam f̃ o levantamento de
f começando em q̃ e g̃ o levantamento de g começando em f̃p1q. Dessa forma, seque que
pq̃ ˚ rf sq ˚ rgs “ f̃p1q ˚ rgs “ g̃p1q. Por outro lado, temos que f̃ ¨ g̃ é o levantamento de f ¨ g
começando em q̃, ou seja, q̃ ˚ prf s ¨ rgsq “ q̃ ˚ prf ¨ gsq “

´

f̃ ¨ g̃
¯

p1q “ g̃p1q.
Por fim, mostremos que essa ação é transitiva.
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Tome q̃, q̃1 P p´1pqq e seja f̃ : I Ñ X̃ um caminho de q̃ para q̃1. Considere
f “ p ˝ f̃ , segue que f̃ é um levantamento de f que começa em q̃, logo q̃ ˚ rf s “ f̃p1q “ q̃1. ˝

Figura 3.12

Corolário 3.28. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e suponha que X̃ seja

simplesmente conexo. O número de folhas do recobrimento é igual á cardinalidade do grupo

fundamental.

Demonstração. Sejam q um ponto base emX , q̃ P p´1pqq e a aplicação Θq̃ : π1pX, qq Ñ p´1pqq

dada por Θq̃prf sq “ q̃ ˚ rf s. Note que Θq̃ é sobrejetora, pois a ação do grupo fundamental
π1pX, qq em p´1pqq é transitiva, isto é, dado q̃1 P p´1pqq existe rf s P π1pX, qq de forma que
q̃ ˚ rf s “ q̃1. Além disso, dados rf s, rgs P π1pX, qq de forma que Θq̃prf sq “ Θq̃prgsq, temos que
f̃p1q “ g̃p1q, onde f̃ e g̃ são levantamentos de f e g, respectivamente, iniciando em q̃. Como
X̃ é simplesmente conexo, f̃p0q “ g̃p0q “ q̃ e f̃p1q “ g̃p1q segue pelo Lema 2.16 que f̃ »p g̃.
Dessa forma, rf s “ p˚

´”

f̃
ı¯

“ p˚prg̃sq “ rgs. Assim Θq̃ é injetiva e portanto uma bijeção,
isto é, para todo q P X segue que #π1pX, qq “ #p´1pqq. ˝

Corolário 3.29. SeX é simplesmente conexo, qualquer aplicação de recobrimento p : X̃ Ñ X

é um homeomorfismo.

Demonstração. Como X é simplesmente conexo, segue que π1pX, qq “ trcqsu para todo q P
X , e como p˚ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Ă π1pX, qq é um isomorfismo para todo q̃ P

p´1pqq temos que π1

´

X̃, q̃
¯

“ trcq̃su, logo X̃ é simplesmente conexo. Pelo Corolário 3.28,
#p´1pqq “ #π1pX, qq “ 1 para todo q P X , assim p é injetiva. Como p é sobrejetora por
definição, temos que p é uma bijeção.

Note que como p é uma aplicação de recobrimento segue que p é contínua e
para cada q P X existe uma vizinhança U de q tal que p|p´1pUq : p´1pUq Ñ U é um homeomor-
fismo, em particular, p´1|U : U Ñ p´1pUq é contínua. Logo pelo Lema 1.13, p´1 é contínua. ˝

3.3 O GRUPO DE RECOBRIMENTO

Nessa seção vamos definir os conceitos de transformação de recobrimento,
afim de introduzir o conceito de grupo de transformações de recobrimento de um espaço de
recobrimento para estabelecer relações do grupo fundamental com o espaço de recobrimento.
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Definição 3.30. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Um homeomorfismo ϕ :

X̃ Ñ X̃ é chamado transformação de recobrimento se p ˝ ϕ “ p.

O conjunto CppX̃q “
!

ϕ : X̃ Ñ X̃;ϕ é um homeomorfismo com p ˝ ϕ “ p
)

é chamado grupo de recobrimento.

X̃

œ

ϕ //

p ��

X̃

p��
X

Figura 3.13

Observe que o conjunto Cp

´

X̃
¯

é de fato um grupo munido com a operação
composição.

De fato, Cp

´

X̃
¯

‰ H pois IdX̃ : X̃ Ñ X̃ é um homeomorfismo e p ˝ IdX̃ “

p. Além disso, dado ϕ, ψ P Cp

´

X̃
¯

temos que ϕ ˝ ψ : X̃ Ñ X̃ é um homeomorfismo e

p ˝ pϕ ˝ ψq “ pp ˝ ϕq ˝ ψ “ p ˝ ψ “ p, logo ϕ ˝ ψ P Cp

´

X̃
¯

.

1. (elemento neutro) ϕ “ ϕ ˝ IdX̃ “ IdX̃ ˝ ϕ, portanto IdX̃ é o elemento neutro de CppX̃q.

2. (elemento inverso) Como ϕ é um homeomorfismo, ϕ´1 : X̃ Ñ X̃ é um homeomorfismo
satisfazendo p˝ϕ´1 “ p, pois p “ p˝ϕ. Assim ϕ´1 P Cp

´

X̃
¯

e ϕ˝ϕ´1 “ IdX̃ “ ϕ´1˝ϕ.

3. (Associativa) A composição de função é uma operação associativa.

Portanto, Cp

´

X̃
¯

é um grupo com a operação composição.

De acordo com a Definição 1.38 temos que Cp

´

X̃
¯

é um grupo discreto.

Lema 3.31.

1.
˚ : Cp

´

X̃
¯

ˆ X̃ ÝÑ X̃

pϕ, q̃q ÞÝÑ ϕ ˚ q̃ “ ϕpq̃q
é uma ação a esquerda de Cp

´

X̃
¯

em X̃ .

2. Opq̃q Ă p´1pqq para um único q P X , em que Opq̃q é a órbita de q̃.

Demonstração. 1. De fato, a aplicação ˚ está bem definida e temos que:

• IdX̃ ˚ q̃ “ IdX̃pq̃q “ q̃, para todo q P X .

• pϕ ˝ ψq ˚ q̃ “ pϕ ˝ ψqpq̃q “ ϕpψpq̃qq “ ϕ ˚ ψpq̃q “ ϕ ˚ pψ ˚ q̃q.

Portanto ˚ é uma ação.
2. Seja q “ ppq̃q e y P Opq̃q. Assim y “ ϕpq̃q, para algum ϕ P Cp

´

X̃
¯

. Logo ppyq “

ppϕpq̃qq “ ppq̃q “ q. Portanto Opq̃q Ă p´1pqq.
Seja agora x P X tal que Opq̃q Ă p´1pxq. Dessa forma, q̃ P Opq̃q Ă p´1pxq,

ou seja, ppq̃q “ x e assim q “ x. ˝
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Proposição 3.32 (Propriedades do Grupo de Recobrimento). Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação

de recobrimento.

1. Se duas transformações de recobrimento coincidem em um ponto, elas são idênticas.

2. O grupo de recobrimento age livremente e continuamente (Definição 1.41) em X̃ .

3. Para qualquer q P X , cada transformação de recobrimento permuta os pontos da fibra

de p´1pqq.

4. Para qualquer conjunto aberto uniformemente recoberto U Ă X , cada transformação de

recobrimento permuta as componentes de p´1pUq.

Demonstração. 1. Uma transformação de recobrimento ϕ P Cp

´

X̃
¯

é um levantamento de p,
pois ϕ é contínua e p ˝ ϕ “ p. Pela Proposição 3.12, segue que se ϕpq̃q “ ψpq̃q para algum
q̃ P X̃ , que é conexo, então ϕ ” ψ.
2. Seja ϕ P Cp

´

X̃
¯

tal que ϕpq̃q “ q̃ para algum q̃ P X̃ . Como IdX̃ P Cp

´

X̃
¯

e IdX̃pq̃q “ q̃,
segue pelo item 1) que ϕ ” IdX̃ , ou seja, o grupo de recobrimento age livremente à esquerda
de X . Além disso, dado ϕ P Cp

´

X̃
¯

a aplicação

ϕ : X̃ ÝÑ X̃

q̃ ÞÝÑ ϕ ˚ q̃ “ ϕpq̃q

é contínua, logo, pela Proposição 1.41, segue que ˚ é contínua.
3. Devemos mostrar que dados q P X e ϕ P Cp

´

X̃
¯

então ϕ é uma bijeção de p´1pqq em
p´1pqq.

Seja q̃ P p´1pqq, logo pp ˝ ϕqpq̃q “ ppq̃q “ q, assim ϕpq̃q P p´1pqq. Dessa
forma ϕ|p´1pqq : p´1pqq Ñ p´1pqq está bem definida. Por outro lado, dados q̃ P p´1pqq e
q “ ϕ´1pq̃q, sabemos que ϕpqq “ q̃ e pp ˝ ϕqpqq “ ppq̃q “ q. Mas p ˝ ϕ “ p, logo ppqq “ q

e q P p´1pqq. Dessa forma ϕ|p´1pqq : p´1pqq Ñ p´1pqq é bijetora e pϕ|p´1pqqq
´1 “ ϕ´1|p´1pqq :

p´1pqq Ñ p´1pqq.
4. Devemos mostrar que dados ϕ P Cp

´

X̃
¯

e U Ă X uma vizinhança uniformemente reco-
berta, com p´1pUq “

Ť

αPJ

Uα em que Uα são as componentes conexas de p´1pUq, então para

cada α P J existem β, γ P J tais que ϕpUαq “ Uβ e ϕpUγq “ Uα, ou seja, ϕ leva componente
conexa em componente conexa e vice versa.

Seja Uα uma componente conexa de p´1pUq, assim pp˝ϕqpUαq “ ppUαq Ă U ,
logo ϕpUαq Ă p´1pUq. Mas ϕ é contínua e Uα é conexo, dessa forma ϕpUαq é um subconjunto
conexo de p´1pUq, ou seja, ϕpUαq Ă Uβ para algum β P J . De forma análoga ϕ´1 P Cp

´

X̃
¯

,
então ϕ´1pUβq Ă Uβ1 para algum β1 P J .

Como ϕ´1 é uma bijeção segue que Uα “ ϕ´1pϕpUαqq Ă ϕ´1pUβq Ă Uβ1 ,
logo como ambos são componentes conexas, segue que Uα “ Uβ1 e ϕ´1pUβq Ă Uβ1 “ Uα, daí
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Uβ “ ϕpϕ´1pUβqq Ă ϕpUαq, ou seja, ϕpUαq “ Uβ . De forma análoga, ϕ´1pUαq “ Uγ para
algum γ P J , logo Uα “ ϕpϕ´1pUαqq “ ϕpUγq. ˝

Proposição 3.33 (Critério da Órbita). Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento. Dessa

forma:

1. Se q̃1, q̃2 P X̃ são dois pontos da mesma fibra p´1pqq, então existe uma transformação de

recobrimento que leva q̃1 em q̃2 se, e somente se, os subgrupos induzidos p˚
´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

e p˚
´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

são iguais.

2. Cp

´

X̃
¯

age transitivamente (ver Definição 1.42) em cada fibra se, e somente se, p é um

recobrimento normal.

Demonstração. 1. ñq Suponha que existe uma transformação de recobrimento ϕ tal que
ϕpq̃1q “ q̃2. Pela Definição 3.30, segue que ϕ é um homeomorfismo, logo ϕ˚ : π1

´

X̃, q̃1

¯

Ñ

π1

´

X̃, q̃2

¯

é um homomorfismo induzido pela ϕ. Pelo Corolário 2.20, segue que ϕ˚ é um iso-

morfismo, portanto p˚
´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

“ pp ˝ ϕq˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“ pp˚ ˝ ϕ˚q
´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“

p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

.

ðq Note que X̃ é um espaço conexo e localmente conexo por caminhos e p : X̃ Ñ X é uma
aplicação contínua. Sejam q̃1, q̃2 P X̃ tais que p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“ p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

, em particu-

lar p˚
´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

Ă p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

. Logo, pelo Teorema 3.21, p tem um levantamento p̃ :

X̃ Ñ X̃ satisfazendo p˝p̃ “ p e p̃pq̃1q “ q̃2. Agora, como p˚
´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

Ă p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

existe, de forma análoga, um levantamento p̃2 : X̃ Ñ X̃ satisfazendo p ˝ p̃2 “ p e p̃pq̃2q “ q̃1.
Afirmação: p̃ e p̃2 são inversas uma da outra.

De fato, observe que p̃2 ˝ p̃ e IdX̃ são levantamentos de p, levando q̃1 em q̃1,
pois pp̃2 ˝ p̃qpq̃1q “ p̃2pp̃pq̃1qq “ p̃2pq̃2q “ q̃1 e IdX̃pq̃1q “ q̃1. Como p̃2 ˝ p̃ e IdX̃ coincidem
no ponto q̃1 e X̃ é conexo, pelo Teorema 3.12, segue que p̃2 ˝ p̃ ” IdX̃ . De forma similar,
p̃ ˝ p̃2 “ IdX̃ . Segue assim que p̃ é uma bijeção contínua com inversa p̃2 contínua.

Portanto p̃ é uma transformação de recobrimento.
2. ðq Suponha que p seja um recobrimento normal, pela Definição 3.25, p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“

p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

para todo q̃1, q̃2 P p
´1pqq. Logo, pelo item 1 da Proposição 3.33, existe uma

transformação de recobrimento ϕ tal que ϕpq̃1q “ q̃2.
ñq Suponha que Cp

´

X̃
¯

age transitivamente em cada fibra p´1pqq, assim dado q P X , para
cada q̃1, q̃2 P p

´1pqq existe uma transformação de recobrimento ϕ de forma que ϕpq̃1qq̃2. Pelo
item 1 da Proposição 3.33, p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“ p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

. Portanto p é normal. ˝

Teorema 3.34. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento e q̃ P X̃ . O grupo de

recobrimento Cp

´

X̃
¯

é isomorfo ao quociente
Npp˚pπ1pX̃,q̃qqq

p˚pπ1pX̃,q̃qq
. O isomorfismo é induzido pela
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aplicação α : N
´

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯¯

Ñ Cp

´

X̃
¯

que envia rf s para uma única transformação

de recobrimento ϕ que leva q̃ em q̃ ¨ rf s.

Demonstração. Considere H “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Ă π1pX, qq. Tome rf s P NpHq e q̃2 “

q̃ ¨ rf s “ f̃p1q, onde f̃ é o levantamento de f começando em q̃.
Afirmação 1: Existe uma única transformação de recobrimento ϕ P Cp

´

X̃
¯

tal que ϕpq̃q “ q̃2.

Pelo item 1 da Proposição 3.33, é suficiente mostrarmos que p˚
´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

“ H . Considere Φ : π1

´

X̃, q̃
¯

Ñ π1

´

X̃, q̃2

¯

dada por Φprgsq “
”

f̃
ı´1

¨ rgs ¨
”

f̃
ı

. Pelo
Lema 2.12, Φ é um isomorfismo, além disso, pela demonstração do Teorema 3.24 segue que o
diagrama 3.14 comuta.

π1

´

X̃, q̃
¯

œ

Φf̃ //

p˚

��

π1

´

X̃, q̃2

¯

p˚

��

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Φf
// p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

Diagrama 3.14

Dessa forma,

p˚

´

π1

´

X̃, q̃2

¯¯

“ p˚

´

Φf̃

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯¯

“ Φf

´

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯¯

“ rf s´1
¨H ¨ rf s “ H,

uma vez que rf s P NpHq. Portanto, existe uma transformação de recobrimento ϕ tal que
ϕpq̃q “ q̃2 e pelo item a) da Proposição 3.32 ela é única.

Dessa forma, a aplicação α : NpHq Ñ Cp

´

X̃
¯

que leva rf s em uma única
transformação de recobrimento satisfazendo ϕpq̃q “ q̃2 “ q̃ ¨ rf s está bem definida.
Afirmação 2: α é um homomorfismo de grupos.

De fato, tome rg1s, rg2s P NpHq e sejam ϕ1, ϕ2 P Cp

´

X̃
¯

tais que ϕ1pq̃q “

q̃ ¨ rg1s “ g̃1p1q e ϕ2pq̃q “ q̃ ¨ rg2s “ g̃2p1q, isto é, αprg1sq “ ϕ1 e αprg2sq “ ϕ2.
Considere ϕ12 “ αprg1 ¨g2sq “ αprg1s ¨ rg2sq a transformação de recobrimento

satisfazendo ϕ12pq̃q “ q̃ ¨ rg1 ¨ g2s “ Čg1 ¨ g2p1q. Devemos mostrar que ϕ12 “ ϕ1 ˝ ϕ2, para isso,
basta mostrarmos que ϕ12 e ϕ1 ˝ ϕ2 coincidem em q̃ P X̃ , isto é, ϕ12pq̃q “ pϕ1 ˝ ϕ2qpq̃q, de
forma equivalente, Čg1 ¨ g2p1q “ ϕ1pg̃2p1qq.

O levantamento g̃2 de g2 é um caminho em X̃ começando em q̃. Como p˝ϕ1 “

p, segue que g2 “ p ˝ g̃2 “ pp ˝ ϕ1q ˝ g̃2 “ p ˝ pϕ1 ˝ g̃2q, logo pϕ1 ˝ g̃2q é um levantamento de
g2 iniciando em ϕ1pg̃2p0qq “ ϕ1pq̃q “ g̃1p1q.

Assim, g̃1 ¨ pϕ1 ˝ g̃2q faz sentido e é um levantamento de g1 ¨ g2 iniciando em
q̃. Dessa forma,

ϕ12pq̃q “ Čg1 ¨ g2p1q “ g̃1 ¨ pϕ1 ˝ g̃2qp1q “ pϕ1 ˝ g̃2qp1q “ ϕ1pϕ2pq̃qq “ pϕ1 ˝ ϕ2qpq̃q.

Portanto α é um homomorfismo.
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Figura 3.15

Afirmação 3: α é sobrejetor.
De fato, tome ϕ P Cp

´

X̃
¯

e seja q̃1 “ ϕpq̃q, pelo item 3 da Proposição 3.32

segue que q “ ppq̃q “ ppq̃1q. Tome g̃ um caminho em X̃ de q̃ para q̃1, então g “ p ˝ g̃ é um laço
em X baseado em q. Além disso, pelo item 1 da Proposição 3.33 segue que p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“

p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

.

Por outro lado, pelo Diagrama 3.14, segue que p˚
´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

“ rgs´1 ¨

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

¨ rgs. Desde que H “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ p˚

´

π1

´

X̃, q̃1

¯¯

, temos que H “

rgs´1 ¨ H ¨ rgs, ou seja, rgs P NpHq. Considerando ψ “ αprgsq P Cp

´

X̃
¯

que satisfaz
ψpq̃q “ q̃ ¨ rgs “ g̃p1q “ q̃1 “ ϕpq̃q, segue que ψ ” ϕ. Portanto α é sobrejetor.
Afirmação 4: kerpαq “ H .

Tome rgs P kerpαq, logo αprgsq “ IdX̃ . Seja g̃ o levamtamento de g iniciando
em q̃, assim q̃ “ IdX̃pq̃q “ g̃p1q. Dessa forma g̃ é um laço em X̃ baseado em q̃, logo rg̃s P
π1

´

X̃, q̃
¯

e daí rgs “ rp ˝ g̃s P p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ H . Assim kerpαq Ă H .

Agora tome rgs P H “ p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

, logo existe g̃ P π1

´

X̃, q̃
¯

tal que
rgs “ p˚prg̃sq “ rp ˝ g̃s. Assim g̃ é um levantamento de g iniciando em q̃ e terminando em q̃.
Logo se ϕ “ αprgsq então ϕprg̃sq “ g̃p1q “ q̃, segue assim que ϕ “ IdX̃ . Logo, H Ă kerpαq.

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, NpHq
kerpαq

« Impαq, ou seja, NpHq
H

« CppX̃q. ˝

Enunciaremos agora dois corolários que são imediatos do Teorema 3.34.

Corolário 3.35. Se p : X̃ Ñ X é um recobrimento normal, q̃ P X̃ e q “ ppq̃q, então Cp

´

X̃
¯

é

isomorfo a π1pX,qq

p˚pπ1pX̃,q̃qq
.

Demonstração. Sabendo que p é um recobrimento normal, segue pela Definição 3.25, que

N
´

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯¯

“ π1pX, qq e assim Cp

´

X̃
¯

«
Npp˚pπ1pX̃,q̃qqq

p˚pπ1pX̃,q̃qq
“

π1pX,qq

p˚pπ1pX̃,q̃qq
. ˝
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Corolário 3.36. Se p : X̃ Ñ X é uma aplicação de recobrimento e X̃ é simplesmente conexo,

então para qualquer q̃ P X̃ a aplicação α do Teorema 3.34 é um isomorfismo de π1pX, qq para

Cp

´

X̃
¯

, onde q “ ppq̃q.

Demonstração. Como X̃ é simplesmente conexo, segue que π1

´

X̃, q̃
¯

“ trcq̃su, dessa forma

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ trcqsu. Assim Cp

´

X̃
¯

«
Npp˚pπ1pX̃,q̃qqq

p˚pπ1pX̃,q̃qq
«

Nptrcqsuq

trcqsu
« π1pX, qq . ˝

3.4 HOMOMORFISMO DE RECOBRIMENTO

Definição 3.37. Seja X um espaço topológico e p1 : X̃1 Ñ X , p2 : X̃2 Ñ X aplicações de

recobrimento emX . Um homomorfismo de recobrimento de p1 para p2 é uma aplicação contí-

nua ϕ : X̃1 Ñ X̃2 tal que p2˝ϕ “ p1. Além disso, um homomorfismo de recobrimento é dito ser

um isomorfismo de recobrimento se ele é um homeomorfismo, ou seja, ϕ é um homeomorfismo

e p1 ˝ ϕ
´1 “ p2.

X̃1

œ

ϕ //

p1   

X̃2

p2~~
X

X̃1

ö

p1   

X̃2
ϕ´1

oo

p2~~
X

Figura 3.16

Observações 3.38. 1. Dizemos que duas aplicações de recobrimento sobre X são isomor-

fas se existir um isomorfismo de recobrimento entre elas.

2. Os isomorfismo entre o mesmo espaço de recobrimento são exatamente as transformações

de recobrimento.

Lema 3.39. Sejam p1 : X̃1 Ñ X e p2 : X̃2 Ñ X aplicações de recobrimento de X e seja ϕ um

homomorfismo de recobrimento de p1 para p2. Então ϕ é uma aplicação de recobrimento.

Demonstração. Afirmação 1: ϕ é sobrejetora.
Tome q̃ P X̃2 e q̃1 P X̃1, considere q̃2 “ ϕpq̃1q P X̃2 e q “ p1pq̃1q “ pp2 ˝

ϕqpq̃1q “ p2pq̃2q P X . Como X̃2 é conexo por caminhos, existe um caminho g̃ : I Ñ X̃2 de q̃2

para q̃. Seja f “ p2˝g̃ um caminho emX iniciando em q, uma vez que pp2˝g̃qp0q “ p2pq̃2q “ q,
e seja f̃ o único levantamento de f em X̃1 começando em q̃1.

Considere agora o caminho ϕ ˝ f̃ : I Ñ X̃2 em X̃2. Note que
´

ϕ ˝ f̃
¯

p0q “

ϕpq̃1q “ q̃2 e satisfaz p2 ˝ ϕ ˝ f̃ “ p1 ˝ f̃ “ f . Assim, ϕ ˝ f̃ é um levantamento de f em
X̃2 começando em q̃2. Logo pela unicidade do levantamento 3.12, segue que ϕ ˝ f̃ “ g̃, assim
ϕ
´

f̃p1q
¯

“ g̃p1q “ q̃. Portanto ϕ é sobrejetora.
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Mostremos que ϕ é uma aplicação de recobrimento. Dado q̃ P X̃2, q “ p2pq̃q,
U1
q e U2

q vizinhanças de q uniformemente recobertas por p1 e p2, respectivamente, obtemos que
a vizinhança Uq “ U1

q X U
2
q de q é uniformemente recoberta por p1 e p2.

Seja Vq̃ a componente conexa de p2
´1pUqq que contém q̃.

Como p2 ˝ ϕ “ p1, então p´1
1 pUqq “ ϕ´1pp´1

2 pUqqq. Assim, como Vq̃ Ă

p2
´1pUqq, então ϕ´1pVq̃q Ă ϕ´1pp2

´1pUqqq “ p1
´1pUqq.

Tome W uma componente conexa de ϕ´1pVq̃q, o qual é um subconjunto
aberto de X̃1, assim pelo Lema 1.7, segue que W é aberto em X̃1. Se mostrarmos que ϕ :

W Ñ Vq̃ é um homeomorfismo, então Vq̃ é uniformemente recoberto por ϕ.
Como W é uma componente conexa de ϕ´1pVq̃q e ϕ´1pVq̃q Ă ϕ´1pp2

´1pUqqq

“ p1
´1pUqq, então W Ă W̃ em que W̃ é uma componente conexa de p1

´1pUqq.
Afirmação 2: W “ W̃ .

Como W̃ é conexa, segue que ϕ
´

W̃
¯

é conexa. Mas W̃ Ă p1
´1pUqq “

ϕ´1pp2
´1pUqqq o que implica que ϕ

´

W̃
¯

Ă p2
´1pUqq. Dessa forma, ϕ

´

W̃
¯

está contida em
alguma componente conexa de p2

´1pUqq.
Seja x P W um ponto qualquer, dessa forma ϕpxq P ϕpW q X ϕ

´

W̃
¯

. Logo

ϕ
´

W̃
¯

e ϕpW q estão contidos na mesma componente conexa de p2
´1pUqq. Como ϕpW q Ă Vq̃,

então ϕ
´

W̃
¯

Ă Vq̃, implicando W̃ Ă ϕ´1
´

ϕ
´

W̃
¯¯

Ă ϕ´1 pVq̃q.

Dessa forma, W̃ está contido em uma componente conexa de ϕ´1pVq̃q. Como
W é uma componente conexa de ϕ´1pVq̃q e W̃ XW ‰ H, então W̃ Ă W , ou seja, W̃ “ W .

Como W̃ “ W , então p1 : W Ñ Uq é um homeomorfismo. Logo p1|W “

pp2 ˝ϕq|W “ p2|Vq̃ ˝ϕ|W é um homeomorfismo de W em Uq, portanto ϕ|W “ pp2|Vq̃q´1 ˝ p1|W
é um homeomorfismo de W em Vq̃.

Portanto ϕ é uma aplicação de recobrimento. ˝

Teorema 3.40 (Critério de Homomorfismo de Recobrimento). Sejam p1 : X̃1 Ñ X e p2 :

X̃2 Ñ X aplicações de recobrimento de X e q̃1 P X̃1, q̃2 P X̃2 pontos bases tais que p1pq̃1q “

p2pq̃2q “ q P X . Então existe um homomorfismo de recobrimento de p1 para p2 levando q̃1

para q̃2 se, e somente se, p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

Ă p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

.

Demonstração. Temos que um homomorfismo de recobrimento de p1 para p2 pode ser visto
como um levantamento de p1, pois p2 ˝ ϕ “ p1. Assim, pelo Teorema 3.21 segue o desejado. ˝

Teorema 3.41 (Isomorfismo de Recobrimento). Duas aplicações de recobrimento p1 : X̃1 Ñ

X e p2 : X̃2 Ñ X são isomorfas se, e somente se, dado q P X e pontos bases q̃1 P p
´1
1 pqq e

q̃2 P p
´1
2 pqq, os subgrupos induzidos p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

e p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

são conjugados

em π1pX, qq. Se esse é o caso, então os subgrupos são conjugados @q̃1 P p
´1
1 pqq e @q̃2 P p

´1
2 pqq.

Demonstração. ñq Supondo que existe um isomorfismo de recobrimento ϕ : X̃1 Ñ X̃2,
dado q P X tome q̃1 P p´1pqq e considere q̃2 “ ϕpq̃1q. Aplicando o Teorema 3.40 em ϕ
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segue que p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

Ă p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

. Agora fazendo o mesmo para ϕ´1 obte-

mos que o subgrupo p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

Ă p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

, ou seja, p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

“

p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

. Assim, pelo Teorema 3.24, dado qualquer q̃2
1

P p´1
2 pqq, temos que

p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

e p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2
1
¯¯

são conjugados, logo p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

e p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2
1
¯¯

são conjugados.

ðq Seja q P X tal que q̃1 P p
´1
1 pqq e q̃2 P p

´1
2 pqq, com p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

e p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2

¯¯

conjugados. Pelo Teorema 3.24 podemos tomar um novo ponto base q̃2
1

P p´1
2 pqq tal que

p2˚

´

π1

´

X̃2, q̃2
1
¯¯

“ p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

. Logo pelo Teorema 3.40 existem homomorfismos

ϕ de p1 para p2 e ψ de p2 para p1, com ϕ pq̃1q “ q̃2
1

e ψ
`

q̃2
1˘

“ q̃1. Note que ψ ˝ ϕ é uma
transformação de recobrimento de p1, pois ψ ˝ ϕ é contínua e p1 ˝ ψ ˝ ϕ “ p2 ˝ ϕ “ p1.
Note que pψ ˝ ϕqpq̃1q “ ψpϕpq̃1qq “ ψ

`

q̃2
1˘

“ q̃1, ou seja, ψ ˝ ϕ tem um ponto fixo, portanto
ψ ˝ ϕ “ IdX̃1

. De forma análoga, ϕ ˝ ψ é uma transformação de recobrimento de p2 que fixa o
ponto q̃2

1

, logo ϕ ˝ ψ “ IdX̃2
. Portanto ϕ é um homeomorfismo e assim é um isomorfismo de

recobrimento. ˝

3.5 O ESPAÇO DE RECOBRIMENTO UNIVERSAL

Proposição 3.42 (Propriedades de Recobrimento simplesmente conexo).

1. Seja p : X̃ Ñ X uma aplicação de recobrimento com X̃ simplesmente conexo. Se

p1 : X̃1 Ñ X é um recobrimento qualquer, então existe uma aplicação de recobrimento

p̃ : X̃ Ñ X̃1 tal que o diagrama abaixo comuta:

œ

X̃1

p1

��
X̃

p̃
??

p
// X

Figura 3.17

2. Além disso, se X̃1 é também um espaço de recobrimento simplesmente conexo de X ,

então X̃ e X̃1 são isomorfos.

Demonstração. 1. Como X̃ é simplesmente conexo segue que π
´

X̃, q̃
¯

“ trcq̃su para todo q̃ P

X̃ . Dado q̃ P X̃ , considere q “ ppq̃q P X e tome q̃1 P p1
´1pqq, dessa forma p1pq̃1q “ q “ ppq̃q.

Note que p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ p˚ptrcq̃suq “ trcqsu e assim p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

está

contido em p1˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

, logo, pelo Teorema 3.40, existe um homomorfismo de recobri-

mento p̃ : X̃ Ñ X̃1 tal que p̃pq̃q “ q̃1. Além disso, segue da definição 3.37 que p “ p1 ˝ p̃.
Portanto o diagrama comuta.
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2. Dado q̃ P X̃ , considere q “ ppq̃q e q̃1 P p´1
1 pqq, temos que π1

´

X̃, q̃
¯

“ trcq̃su e

π1

´

X̃1, q̃1

¯

“ trcq̃1su. Pelo item 1 seque que p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

Ă p˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

e de forma

análoga, p˚
´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

Ă p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

, assim p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

“ p˚

´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

.

Uma vez que p˚
´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

e p˚
´

π1

´

X̃1, q̃1

¯¯

são conjugados, segue pelo Teorema 3.41

que X̃ e X̃1 são isomorfos. ˝

Observe que um espaço de recobrimento simplesmente conexo recobre todo
espaço de recobrimento de X .

Definição 3.43. Se p : X̃ Ñ X é uma aplicação de recobrimento com X̃ simplesmente conexo,

então dizemos que p é um recobrimento universal e X̃ é chamado Espaço de recobrimento
universal de X .

Note que, pelo item 2 da proposição 3.42, todos os espaços de recobrimento
universal de X são isomorfos.

Definição 3.44. Um espaço X é localmente simplesmente conexo se ele possuir uma base de

conjuntos abertos simplesmente conexo.

Teorema 3.45 (Existência do Recobrimento Universal). Todo espaço topológico conexo e lo-

calmente simplesmente conexo (em particular, toda variedade conexa) tem um espaço de reco-

brimento universal.

Demonstração. Seja X um espaço topológico conexo e localmente simplesmente conexo, logo
X possui uma base de conjuntos abertos simplesmente conexos, em particular possui uma base
de conjuntos abertos conexos por caminhos (Definição 2.14) e assim, pelo Lema 1.6 temos que
X é localmente conexo por caminho, dessa forma X é conexo por caminhos (Proposição 1.10).
Tome q0 e defina X̃ “

Ť

qPX

Aq, em que Aq “ trf s; f é um caminho de q0 para qu, considere a

aplicação p : X̃ Ñ X definida por pprf sq “ fp1q.
Note que p está bem definida pois dado rf s P Aq e f1, f2 P rf s temos que

pprf1sq “ f1p1q “ q “ f2p1q “ pprf2sq, pois f1, f2 são homotópicos por caminho. Vamos
mostrar que X̃ é o espaço de recobrimento universal de X .
Afirmação 1: X̃ é um espaço topológico.

Para definir uma topologia em X̃ vamos construir uma base para X̃ .
Para cada rf s P X̃ e qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U Ă X

contendo fp1q, defina o conjunto rf ¨ U s Ă X̃ como segue:

rf ¨ U s :“ trf ¨ as; a é um caminho em U começando em fp1qu.

Seja β a coleção de todos os conjuntos rf ¨ U s. Mostremos que β é uma base
de X̃ .
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i) Como X é localmente simplesmente conexo, dado rf s P X̃ , existe um conjunto aberto e
simplesmente conexo U Ă X tal que fp1q P U , logo rf s “ rf ¨ cfp1qs P rf ¨ U s.
ii) Tome rhs P X̃ com rhs P rf ¨ U s X rg ¨ V s, dessa forma rhs P rf ¨ U s e rhs P rg ¨ V s e assim
existe um caminho a em U e um caminho b em V tais que f ¨ a »p h »p g ¨ b. Tome W uma
vizinhança simplesmente conexa de hp1q contida em U X V . Observe que W existe do fato de
X possuir uma base de conjuntos abertos simplesmente conexos. Seja rh ¨ cs P rh ¨W s, então
rh ¨ cs “ rpf ¨ aq ¨ cs P rf ¨U s. De forma análoga rh ¨ cs “ rpg ¨ bq ¨ cs P rg ¨V s. Portanto, rh ¨W s
é um elemento básico contido em rf ¨ U s X rg ¨ V s e rhs P rh ¨W s.

Figura 3.18

Portanto β é uma base de X̃ e assim X̃ é um espaço topológico gerado pela
base β.
Afirmação 2: X̃ é conexo por caminhos.

Figura 3.19
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Tome rf s P X̃ . Vamos mostrar que existe um caminho em X̃ de q̃0 para rf s,
onde q̃0 “ rcq0s.

Defina ft : I Ñ X dada por ftpsq “ fpt ¨ sq para cada 0 ď t ď 1, conforme
a Figura 3.19. Note que ft é contínua pois é composta de funções contínuas, ftp0q “ fpt ¨ 0q “

fp0q “ q0 e ftp1q “ fpt ¨ 1q “ fptq, logo ft é um caminho em X de q0 para fptq.
Agora, defina f̃ : I Ñ X̃ dada por f̃ptq “ rfts. Note que f̃p0q “ rf0s “

rcq0s “ q̃0 e f̃p1q “ rf1s “ rf s. Resta mostrarmos que f̃ é contínua e para isso vamos mostrar
que f̃´1prh ¨ U sq é aberto em I para todo rh ¨ U s P β.

De fato, seja rh¨U s P β. Se f̃´1prh¨U sq “ H, segue que f̃´1prh¨U sq é aberto.
Suponha agora que f̃´1prh ¨ U sq ‰ H e tome t0 P f̃´1prh ¨ U sq Ă I , isto é, f̃pt0q P rh ¨ U s, ou
seja, rft0s P rh ¨ U s.

Como rft0s P rh ¨ U s, existe um caminho c em U tal que cp0q “ hp1q e
cp1q “ fpt0q “ ft0p1q, com ft0 »p h ¨ c.

Para cada 0 ď t ď 1, defina a aplicação ft0t : I Ñ X dada por ft0tpsq “
fpt0 ` spt ´ t0qq. Note que ft0t é contínua e assim é um caminho de fpt0q para fptq, logo
H : ft »p ft0 ¨ ft0t, onde H : I ˆ I Ñ X é dada por Hpu, vq “ p1´ vqftpuq` vrpft0 ¨ ft0tqpuqs.

Do fato de f ser contínua existe um δ ą 0 tal que fppt0 ´ δ, t0 ` δqq Ă U .
Assim, para cada t P pt0 ´ δ, t0 ` δq temos que ft0t é um caminho em U e f̃ptq “ rfts “

rft0 ¨ ft0ts “ rph ¨ cq ¨ ft0ts P rh ¨ U s. Logo f̃ppt0 ´ δ, t0 ` δqq Ă rh ¨ U s, ou seja, t0 P
pt0 ´ δ, t0 ` δq Ă f̃´1prh ¨ U sq. Portanto f̃´1prh ¨ U sq é aberto.
Afirmação 3: p é uma aplicação de recobrimento.

Seja q1 P X e U um aberto simplesmente conexo que contém q1. Mostremos
que U é uniformemente recoberto.

Seja rf s uma classe de caminhos de q0 para q1 e considere um caminho a em
U iniciando em q1 “ fp1q, logo pprf ¨ asq “ ap1q P U e assim pprf ¨ U sq Ă U .

Por outro lado, tome x P U . Como U é conexo por caminhos existe um
caminho a em U ligando fp1q à x. Assim, x “ ap1q “ pf ¨ aqp1q “ pprf ¨ asq P pprf ¨ U sq.
Dessa forma pprf ¨ U sq “ U .

Em particular p é uma aplicação aberta, pois aplica aberto básico de X̃ em
aberto básico de X .

Mostraremos agora que p´1pUq “
Ť̈

rf sPJ

rf ¨ U s, onde J “ trf s P X̃; fp0q “

q0 e fp1q “ q1u.
A união é de fato disjunta, pois tomando f, g caminhos de q0 em q1, tais que

rf ¨U sX rg ¨U s ‰ H, existem caminhos a, b em U iniciando em q1 e terminando em q2 tais que
f ¨a »p g ¨ b. Uma vez que U é simplesmente conexo, segue pelo Lema 2.16 que a »p b e assim
g ¨ b »p g ¨ a. Dessa forma f ¨ a »p g ¨ b »p g ¨ a, logo f »p pf ¨ aq ¨ a´1 »p pg ¨ aq ¨ a

´1 »p g.
Portanto rf ¨ U s “ rg ¨ U s.

Uma vez que pprf ¨ U sq Ă U , segue que, rf ¨ U s Ă p´1pUq, dessa forma,
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Ť̈

rf sPJ

rf ¨ U s Ă p´1pUq. Além disso, dado rgs P p´1pUq, temos que gp1q “ pprgsq P U . Como U

é conexo por caminhos existe um caminho b de gp1q para q1 e rgs “ rpg ¨bq ¨b´1s P rpg ¨bq ¨U s Ă
Ť̈

rf sPJ

rf ¨ U s, logo p´1pUq “
Ť̈

rf sPJ

rf ¨ U s.

Note que p é uma aplicação contínua pois para cada elemento básico sim-
plesmente conexo U de X temos que p´1pUq é aberto em X̃ . Além disso p é sobrejetiva pois
dado q P X , uma vez que X é conexo por caminhos existe um caminho g de q0 para q, assim
pprgsq “ gp1q “ q.

Mostremos agora que p|rf ¨Us : rf ¨ U s Ñ U é homeomorfismo para cada
conjunto rf ¨ U s.

Como U “ pprf ¨ U sq, então p|rf ¨Us : rf ¨ U s Ñ U é sobrejetora.
Para ver que p|rf ¨Us : rf ¨U s Ñ U é injetora, tome rgs, rg1s P rf ¨U s e suponha

que pprgsq “ pprg1sq, ou seja, gp1q “ g1p1q. Logo pela definição de rf ¨U s segue que g »p f ¨a e
g1 »p f ¨ a

1 para certos caminhos a, a1 P U de fp1q para gp1q. Como U é simplesmente conexo,
segue pelo Lema 2.16 que a »p a1 e portanto rgs “ rg1s.

Segue do fato de p ser uma aplicação aberta e p|rf ¨Us : rf ¨ U s Ñ U ser a
restrição de p a um subconjunto aberto de X̃ que p|rf ¨Us : rf ¨ U s Ñ U é aberta.

Como p|rf ¨Us é uma bijeção, contínua e aberta, segue que p|rf ¨Us é um home-
omorfismo.

Cada conjunto rf ¨ U s é aberto por definição, os quais são homeomorfos a U
que é conexo por caminhos, logo rf ¨ U s é conexo por caminhos. Dessa forma X̃ é localmente
conexo por caminhos. Portanto p é uma aplicação de recobrimento.
Afirmação 4: X̃ é simplesmente conexo.

Seja F : I Ñ X̃ um laço baseado em q̃0. Considere f “ p ˝ F , logo F é um
levantamento de f . Considerando f̃ptq “ rfts como na Afirmação 2, temos que pp ˝ f̃qptq “
pprftsq “ ftp1q “ fptq, logo f̃ é um levantamento da f começando em q̃0. Pela Proposição
3.12, temos que F “ f̃ . Como F é um laço segue que rcq0s “ q̃0 “ F p1q “ f̃p1q “ rf1s “ rf s.
Dessa forma f »p cq0 . Como F é um levantamento de f , cq̃0 é um levantamento de cq0 , f »p cq0
e F p0q “ cq̃0p0q então, pela Proposição 3.15, F »p cq̃0 , como queríamos. ˝
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4 VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

4.1 VARIEDADE TOPOLÓGICA E CARTAS COORDENADAS

Nesta seção será apresentado o conceito de variedade topológica. Definiremos
os conceitos básicos (que serão de suma importância no decorrer do trabalho) tais como cartas
coordenadas, aplicação coordenada e bola coordenada. A referência principal utilizada foi [3].

Definição 4.1. Seja M um espaço topológico, dizemos que M é uma variedade topológica de

dimensão n ou n-variedade topológica se satisfizer as seguintes propriedades:

1. M é um espaço de Hausdorff.

2. Existe uma base enumerável para a topologia de M .

3. M é localmente Euclidiano de dimensão n, ou seja, dado p PM , existem uma vizinhança

U ĂM , um aberto V Ă Rn e um homeomorfismo φ : U Ñ V .

Observações 4.2. 1. Usualmente escrevemos dimM “ n (ou simplesmenteMn) para dizer

que M é uma variedade topológica de dimensão n.

Lema 4.3. Seja M um espaço topológico. Se M é um espaço de Hausdorff, possui base enu-

merável e para cada p PM existir uma vizinhança U que é homeomorfa a uma bola aberta do

Rn ou ao próprio Rn, então M é uma variedade topológica.

Demonstração. Se U0 “ Rn, então não há nada a fazer. Caso contrário como M satisfaz a
condição 3 da Definição 4.1, existem abertos U de M e U0 de Rn, com p P U , e existe um
homeomorfismo ϕ : U Ñ U0.

Seja x “ ϕppq P U0 Ă Rn e considere uma bola Bpx, εq Ă U0. Uma vez que
ϕ é um homeomorfismo, então a aplicação ϕ|V : V Ñ Bpx, εq é um homeomorfismo, em que
V “ ϕ´1pBq, onde B “ BpX, εq.

A recíproca é imediata. ˝

Vejamos agora alguns exemplos de variedades topológicas.

Exemplo 4.4. O espaço Rn.

Note que Rn é Hausdorff pois é espaço métrico, o conjunto de todas as bolas

abertas com centro racional e raio racional formam uma base enumerável e este é globalmente

euclidiano, e em particular localmente euclidiano.

Exemplo 4.5. Gráfico de funções contínuas.

Sejam U Ă Rn um subconjunto aberto e f : U Ñ Rk uma função contínua.

O gráfico de f é o subconjunto de Rn ˆ Rk definido por Γpfq :“ tpx, yq P Rn ˆ Rk; x P

U e y “ fpxqu com a topologia do subespaço.
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Considere π1 : Rn ˆ Rk Ñ Rn a projeção no primeiro fator, e a restrição

ϕ :“ π1|Γpfq : Γpfq Ñ U dada por ϕpx, yq “ x. Note que ϕ é uma aplicação contínua, pois é

a restrição de uma função contínua.

Além disso, ϕ é bijetiva. De fato, tome px1, y1q e px2, y2q em Γpfq, com

px1, y1q ‰ px2, y2q, logo y1 “ fpx1q e y2 “ fpx2q. Observe que x1 ‰ x2, pois caso contrário

y1 “ fpx1q “ fpx2q “ y2, o que é um absurdo. Segue que ϕpx1, y1q “ x1 ‰ x2 “ ϕpx2, y2q e

assim ϕ é injetiva.

Agora, tome x P U , logo px, fpxqq P Γpfq e dessa forma, ϕpx, fpxqq “ x.

Portanto, ϕ é bijetiva.

A aplicação ψ : U Ñ Γpfq dada por ψpxq “ px, fpxqq é contínua pois

suas funções coordenadas são contínuas. Além disso, ϕpψpxqq “ ϕpx, fpxqq “ x “ IUpxq

e ψpϕpx, fpxqqq “ ψpxq “ px, fpxqq “ IΓpfqpx, fpxqq. Logo, ψ “ ϕ´1 e portanto ϕ é um

homeomorfismo.

A primeira e a segunda condição para variedade topológica seguem do fato

de Rn e Rk serem Hausdorff e terem base enumerável e do fato de Γpfq ser subespaço de

Rn ˆ Rk.

Vamos agora definir o conceito de carta local.

Figura 4.1

Definição 4.6. Seja Mn uma variedade topológica. Uma carta coordenada (ou simplesmente

carta) em M é um par pU,ϕq, onde U é um subconjunto aberto de M e ϕ : U Ñ é um

homeomorfismo de U para um subconjunto aberto “ ϕpUq Ă Rn. Além disso:

1. O conjunto U é chamado domínio coordenado, ou vizinhança coordenada de cada um

de seus pontos.

2. A aplicação ϕ é chamada aplicação coordenada, e as funções componentes px1, . . . , xnq

de ϕ, definidas por ϕppq “ px1ppq, . . . , xnppqq são chamadas coordenadas locais em U .

3. Dada uma carta pU,ϕq, se ϕpUq é uma bola aberta em Rn, então U é chamado bola
coordenada.

Observações 4.7. 1. Pela terceira condição de variedade topológica, cada ponto p P M

está contido em alguma carta coordenada pU,ϕq.
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2. se ϕppq “ 0, dizemos que a carta é centrada em p.

3. dada uma carta (U,ϕ) cujo domínio contém p, podemos obter uma nova carta centrada

em p subtraindo o vetor constante ϕppq.

Exemplo 4.8. Todo subconjunto aberto de Mn é uma n-variedade topológica com a topologia

induzida.

De fato, seja A um subconjunto aberto de M . Temos que,

1. A é Hausdorff pois M é Hausdorff;

2. A é localmente euclidiano. De fato, como M é localmente euclidiano, dado p P A ĂM ,

existe uma carta (U,ϕ), com U uma vizinhança de p em M . Logo, W “ U X A é uma

vizinhança de p em A e ϕ|W : W ÝÑ ϕpW q é um homeomorfismo de W em ϕpW q, logo

pW,ϕ|W q é uma carta local em A, com p P W . Portanto, A é localmente euclidiano.

3. A possuí uma base enumerável: Seja β uma base enumerável de M e considere o con-

junto C “ tB X A; B P βu. Logo C é uma base enumerável de A

Exemplo 4.9. Esfera Sn “
"

px1, . . . , xn`1q P Rn`1;
n`1
ř

i“1

pxiq2 “ 1

*

.

Para cada inteiro n ě 0, a n-esfera unitária é Hausdorff e possuí base enu-

merável considerando Sn com a topologia induzida em Rn`1. Mostremos que Sn é localmente

euclidiana.

Para cada i “ 1, . . . , n` 1 defina os subconjuntos abertos de Sn:

U`i “ tpx
1, . . . , xn`1

q P Sn; xi ą 0u e U´i “ tpx
1, . . . , xn`1

q P Sn; xi ă 0u

É claro que U`i e U´i são abertos em Sn, já que são a interseção dos abertos em Rn`1

A`i “ tpx1, . . . , xn`1q P Rn`1; xi ą 0u e A´i “ tpx1, . . . , xn`1q P Rn`1; xi ă 0u com

Sn, respectivamente, e além disso, Sn “
n`1
Ť

i“1

`

U`i Y U
´
i

˘

.

Seja Bn Ă Rn a bola aberta Bn “
"

py1, . . . , ynq P Rn;
n
ř

i“1

pxiq2 ă 1

*

e con-

sidere as aplicações ϕ˘i : U˘i Ñ Bn definidas por:

ϕ˘i px
1, . . . , xn`1

q “ px1, . . . , xi´1, pxi, xi`1, . . . , xn`1
q,

onde pxi significa que omitimos essa coordenada. Note que essa aplicação está bem definida

pois para cada x “ px1, . . . , xn`1q P U˘i temos que xi ‰ 0 e assim, ϕ˘i pxq P Bn.

Cada uma dessas aplicações ϕ˘i é uma bijeção contínua. De fato,

• injetividade: Dados x “ px1, . . . , xn`1q, y “ py1, . . . , yn`1q P U˘i , tal que ϕ˘i pxq “

ϕ˘i pyq, segue que px1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xn`1q “ py1, . . . , yi´1, yi`1, . . . , yn`1q e como
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n`1
ř

i“1

pxiq2 “ 1 “
n`1
ř

i“1

pyiq2, temos que pxiq2 “ pyiq2, mas xi e yi tem a mesma paridade,

já que x, y P U`i ou x, y P U´i . Assim, xj “ yj , para cada j “ 1, . . . , n ` 1. Portanto,

x “ y.

• sobrejetividade: Dado px1, . . . , xnq P Bn, segue que 0 ď
n
ř

j“1

pxjq2 “ a ă 1 e as-

sim podemos tomar x1 “ ˘
?

1´ a o qual satisfaz
n
ř

j“1

pxjq2 ` px1q2 “ 1. Logo, x “

px1, . . . , xi´1, x1, xi, . . . , xnq P U˘i , com ϕ˘i pxq “ px
1, . . . , xnq.

• continuidade: a continuidade das aplicações ϕ˘i decorrem do fato de que cada j-ésima

coordenada de ϕ˘i é precisamente a projeção na j-ésima coordenada para j ă i e a

projeção na pj ` 1q-ésima coordenada para j ą i, as quais são contínuas.

Observe que a aplicação inversa de ϕ˘i é dada por pϕ˘i q
´1 : Bn Ñ U˘i , onde

pϕ˘i q
´1px1, . . . , xnq “

˜

x1, . . . , xi´1,˘

d

1´
n
ř

j“1

pxjq2, xi, . . . , xn

¸

. Uma vez que cada

coordenada de pϕ˘i q
´1 é uma função contínua, segue que pϕ˘i q

´1 é uma função contínua,

e portanto ϕ˘i é um homeomorfismo, para cada i “ 1, . . . , n` 1.

Temos que tpU˘i , ϕ
˘
i q; i “ 1, . . . , n` 1u é um conjunto de 2pn` 1q cartas n-dimensionais em

Sn, com Sn “
n`1
Ť

i“1

pU`i Y U
´
i q. Portanto, Sn é uma variedade topológica.

4.2 PROPRIEDADES TOPOLÓGICAS DAS VARIEDADES

Está seção apresentará alguns resultados topológicos herdados pelas varieda-
des topológicas.

Lema 4.10. Toda variedade topológica tem uma base enumerável constituída de bolas coorde-

nadas pré-compactas.

Demonstração. Seja M uma n-variedade topológica. Dividiremos a demonstração em dois
casos:
Caso 1: M é coberta por uma única carta, nesse caso, existe um homeomorfismo ϕ : M ÝÑ U ,
com U aberto em Rn. Considere o conjunto enumerável β “ tBpx, rq Ă Rn; x P Qn, r P

Q e D r1 ą r, com Bpx, r1q Ă Uu.
Afirmação 1: β é base para U .

Tome A um aberto de U e p P A. Como U é um aberto em Rn, então A
também é um aberto em Rn, logo existem r1 P Q e x P Qn tal que p P Bpx, r1q Ă A. Seja
r P Q, com |p´ x| ă r ă r1. Logo, Bpx, rq P β e p P Bpx, rq Ă A. Portanto, β é base de U .
Afirmação 2: Todo B P β é pré-compacto.
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De fato, tome B P β, logo existem racionais r1 ą r, tais que B “ Bpx, rq Ă

Bpx, r1q Ă U Ă Rn, dessa formaBrx, rs “ Bpx, rq Ă Bpx, r1q Ă Rn. ComoBpx, rq é fechado
e limitado, Bpx, rq é compacto, desta forma, Bpx, rq é pré-compacto.

Assim, como ϕ é um homeomorfismo e M é Hausdorff, então, pelos Lemas
1.3 e 1.14, a coleção de conjuntos da forma ϕ´1pBq, com B P β é uma base enumerável para
M formada de bolas pré-compactas.
Caso 2: M não é coberto por uma única carta.

Como M é uma variedade topológica com base enumerável, pelo Lema 1.1
existe uma coleção enumerável de cartas pUi, ϕiq, com M “

Ť

i

Ui.

Análogo ao feito no Caso 1, mostra-se que cada domínio coordenado Ui tem
uma uma base enumerável βUi de bolas coordenadas pré-compactas. Mostremos que o conjunto
enumerável β “

Ť

i

βUi é uma base para M , formada por elementos pré-compactos.

De fato, seja A um aberto de M e p P A. Logo, existe alguma carta pUi, ϕiq,
com p P Ui e assim, pUi X Aq é um aberto em Ui (e em A) contendo p. Como βUi é uma base
para Ui, existe B P βUi Ă β, com p P B Ă Ui X A Ă A. Logo, β é uma base para M.

Por fim, se V Ă Ui é uma dessas bolas, considerando V Ui o fecho de V em
Ui e V M o fecho de V em M temos que, V Ui é compacto em Ui e consequentemente em M .
Mas M é Hausdorff, logo V Ui é fechado em M e assim, V M Ă V Ui , pois V Ă V Ui . Daí,
V M “ V Ui , e portanto, V é pré-compacto. ˝

Proposição 4.11. Seja M uma variedade topológica, então:

1. M é localmente conexo por caminhos;

2. M é conexo se, e somente se, é conexo por caminhos;

3. As componentes conexas de M são as mesmas que suas componentes conexas por cami-

nhos;

4. M tem uma quantidade enumerável de componentes conexas, cada uma das quais é um

subconjunto aberto de M . Em particular são variedades topológicas conexas.

Demonstração.

1. No Lema 4.10 vimos que M possui uma base enumerável de bolas co-
ordenadas pré-compactas. Observe que cada uma dessas bolas é conexa por caminhos, pois é
homeomorfa a uma bola de Rn a qual é conexa por caminhos. Logo, M possui uma cober-
tura aberta formada por abertos conexos por caminhos e segue que M é localmente conexo por
caminhos.

Os itens 2 e 3 decorrem da Proposição 1.10.
4. Pela Proposição 1.10, temos que cada componente de M é aberto em M ,

dessa forma a coleção de componentes é uma cobertura aberta de M , e além disso M possui
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uma base enumerável de bolas coordenadas pré-compactas, as quais são conexas por caminhos,
logo conexas. Como cada bola coordenada está em uma e apenas uma componente conexa,
então M possui uma quantidade enumerável de componentes. ˝

4.2.1 Compacidade Local e Paracompacidade

Proposição 4.12. Toda variedade topológica M é localmente compacta.

Demonstração. Segue diretamente do Lema 4.10 e da Proposição 1.16. ˝

Teorema 4.13. Toda variedade topológica é paracompacta. De fato, dado uma variedade

topológica M , uma cobertura aberta χ de M e qualquer base β para a topologia de M , existe

um refinamento aberto, enumerável e localmente finito de χ consistindo de elementos de β.

Demonstração. Dados M , χ, β como na hipótese do Teorema, seja pKjq
8
j“1 uma exaustão

(conforme a definição 1.20) de M por conjuntos compactos, cuja a existência é garantida pela
Proposição 1.21.

Para cada j ě 1, seja Vj “ Kj`1zintKj e Wj “ intKj`2zKj´1, considerando
Ki “ H se i ă 1 e V0 “ K1. Então Vj (j ě 0) é um conjunto compacto contido no subconjunto
aberto Wj .

Para cada x P Vj (j ě 0), existe um Xx P χ contendo x e assim x P XxXWj .
Como β é base, existe Bx P β tal que x P Bx Ă Xx XWj , logo a coleção desses Bx com x

variando em Vj formam uma cobertura aberta de Vj em M , e como Vj é compacto, tal cobertura
admite uma subcobertura finita. A união dessas subcoberturas finitas variando j formam uma
cobertura enumerável aberta de M que refina χ.
Afirmação: Wj XWj1 “ H para j1 ą j ` 2.

De fato, para qualquer i ě 2 temos que Wj`1`i “ intKj`3`izKj`i e Wj “

intKj`2zKj´1 Ă intKj`2 Ă Kj`2 Ă intKj`i Ă Kj`i, logo Wj`1`i XWj “ H, @i ě 2.
Como a subcobertura finita de Vj consiste de conjuntos contidos emWj segue

que esse refinamento é localmente finito. ˝

Lema 4.14. O grupo fundamental de uma variedade topológica é enumerável.

Demonstração. Seja M uma variedade topológica. Pelo Lema 4.10, existe uma coleção enu-
merável β de bolas coordenadas regulares que cobrem M .

Note que para cada par de bolas coordenadas B,B1 P β, B X B1 é uma
variedade topológica, pois é um aberto em M . Logo pela Proposição 4.11, B X B1 possui
uma quantidade enumerável de componentes conexas, as quais são componentes conexas por
caminhos.

Para cada B X B1 (incluindo quando B “ B1), tome um ponto x em cada
uma de suas componentes conexas e considere o conjunto enumerável χ de todos esses pontos.
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Dado B P β e para cada x, x1 P χ tal que x, x1 P B, considere um caminho hBx,x1 em B de x para
x1.

Do fato de χ conter pelo menos um ponto de cada componente de M , para
cada ponto em M podemos escolher um ponto base p P χ na mesma componente conexa em
M . Defina um laço especial como sendo um laço baseado em p dado pelo produto finito de
caminhos da forma hBx,x1 .

Note que o conjunto dos laços especiais é enumerável e a classe de homotopia
de caminhos de cada um deles é um elemento de π1pM, pq, assim para mostrar que π1pM, pq é
enumerável é suficiente mostrar que cada elemento de π1pM, pq é homotópico por caminhos a
um laço especial.

Seja f : r0, 1s Ñ M um laço baseado em p. Como β cobre M segue que
tf´1pBquBPβ é uma cobertura aberta de r0, 1s e como r0, 1s é compacto, pelo Lema 1.26, existe
δ ą 0 tal que para cada subconjunto A Ă r0, 1s, se dpAq ă δ então, A Ă f´1pBq, para algum
B P β. Escolhendo k suficientemente grande de forma que 1

k
ă δ, para cada i P t1, ¨ ¨ ¨ , ku,

d
`“

i´1
k
, i
k

‰˘

“ 1
k
ă δ, dessa forma considerando a0 “ 0, a1 “

1
k
, ¨ ¨ ¨ , ai “

i
k
, . . . , ak “

k
k
“ 1,

temos que rai´1, ais Ă f´1pBq, para algum B P β.
Para cada i, seja fi a reparametrização de f |rai´1,ais, de forma que seu domínio

seja o intervalo r0, 1s eBi P β uma bola coordenada contendo a imagem de fi, dessa forma para
cada 0 ă i ă k, fpaiq P Bi XBi`1.

Seja xi P χ um ponto na mesma componente conexa de fpaiq em Bi X Bi`1

e gi um caminho em Bi XBi`1 de xi para fpaiq.
Considerando que x0 “ fpa0q “ fpakq “ xk “ p e g0, gk são os caminhos

constante baseados em p, uma vez que Bi é simplesmente conexo, pelo Lema 2.16, g´1
i ¨ gi é

homotópico por caminhos ao caminho constante, onde g´1
i é o caminho inverso de gi, temos

que:

f »p f1 ¨ . . . ¨ fk »p g0 ¨ f1 ¨ g1
´1
¨ g1 ¨ f2 ¨ g

´1
2 ¨ . . . ¨ gk´1 ¨ fk ¨ gk

´1
»p f̃1 ¨ f̃2 ¨ . . . ¨ f̃k,

onde f̃i “ gi´1 ¨ fi ¨ gi
´1.

Para cada i, f̃i é um caminho emBi de xi´1 para xi, e comoBi é simplesmente
conexo, f̃i »p hBixi´1,xi

. Portanto f é homotópico por caminhos á um laço especial.
Como para todo x P M , existe um p P χ tal que π1px,Mq é isomorfo a

π1pp,Mq ( Corolário 2.13), segue que todo grupo fundamental é enumerável. ˝

4.3 ESTRUTURAS DIFERENCIÁVEIS

Definição 4.15. Seja M uma variedade topológica e pU,ϕq , pV, ψq cartas de M de forma que

U X V ‰ H,a aplicação composição ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q é chamada aplicação
transição de ϕ para ψ.
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Figura 4.2

Definição 4.16. Dizemos que duas cartas pU,ϕq , pV, ψq são compatíveis se U X V “ H ou se

a aplicação transição ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q é um difeomorfismo de classe C8.

Observações 4.17. 1. No decorrer desse trabalho sempre que nos referirmos a aplicação

transição estaremos considerando diferenciabilidade de classe C8.

2. Note que ϕpU X V q e ψpU X V q são subconjuntos abertos do Rn logo diferenciabili-

dade dessa aplicação é interpretada da forma que já conhecemos de cálculo, ou seja, ter

derivadas parciais contínuas de todas as ordens.

Definição 4.18. Um atlas para M é uma coleção de cartas cujos domínios cobrem M e são duas

a duas compatíveis. Um atlas A em M é maximal se não estiver contido em qualquer atlas

maior.

Seja M uma variedade topológica, uma estrutura diferenciável em M é um

atlas maximal. Além disso, qualquer carta pU,ϕq contida no atlas maximalA é chamada carta
diferenciável.

Definição 4.19. Uma variedade diferenciável é um par pM,Aq, onde M é uma variedade

topológica e A é uma estrutura diferenciável em M .

Lema 4.20. Toda variedade diferenciável possui uma base enumerável constituída de bolas

coordenadas pré-compactas.
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Demonstração. Segue de forma análoga a demonstração do Lema 4.10, observando que res-
trições de cartas coordenadas a subconjuntos abertos dos domínios coordenados são também
cartas coordenadas. ˝

Proposição 4.21. Seja M uma variedade topológica.

1. Todo atlas A em M está contido em um único atlas maximal, chamado de estrutura

diferenciável determinada por A

2. Dois atlas emM determinam a mesma estrutura diferenciável se, e somente se, sua união

é um atlas.

Demonstração. 1. Seja A um atlas para M . Mostremos que existe um único atlas maximal
contendo A.
Existência: Considere o conjunto A de todas as cartas que são compatíveis com cada carta em
A. Note que A Ă A, dessa forma A cobre M. Sejam pU,ϕq e pV, ψq duas cartas de A com
U X V ‰ H, mostremos que a aplicação ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q é diferenciável.

Tome x “ ϕppq P ϕpU X V q qualquer, como o domínio das cartas em A
cobre M , então existe alguma carta pW, θq P A tal que p P W . Uma vez que toda carta em
A é compatível com a carta pW, θq ambas as aplicações θ ˝ ϕ´1 e ψ ˝ ϕ´1 são diferenciáveis.
Como p P pU X V XW q segue que ψ ˝ ϕ´1 “ pψ ˝ θ´1q ˝ pθ ˝ ϕ´1q é diferenciável em x,
pois é composição de aplicações diferenciáveis. Portanto ψ ˝ϕ´1 é diferenciável em cada ponto
ϕppq P ϕpU X V q e dessa forma A é um atlas para M .

Além disso, qualquer carta que é compatível com toda carta de A é em parti-
cular compatível com toda carta de A, logo ela já é uma carta em A e portanto A é maximal.
Unicidade: Suponha que B é um outro atlas maximal contendoA, logo cada uma de suas cartas
é compatível com cada carta de A, assim B Ă A, mas como B é maximal segue que B “ A.

2. ñq Sejam A e B atlas em M . Suponha que ambos determinam a mesma
estrutura diferenciável, logo A Ă C e B Ă C, onde C é o atlas maximal. Mostremos que AY B
é um atlas. É claro que A Y B cobre M pois o domínio das cartas de A e B cobrem M , agora
tome pU,ϕq e pV, ψq cartas de AY B.

Caso 1: U X V “ H, logo pU,ϕq e pV, ψq são compatíveis por definição.
Caso 2: U X V ‰ H e pU,ϕq, pV, ψq P A, como A é um atlas temos que

pU,ϕq e pV, ψq são compatíveis.
Caso 3: U X V ‰ H e pU,ϕq, pV, ψq P B, como B é um atlas temos que

pU,ϕq e pV, ψq são compatíveis.
Caso 4: U X V ‰ H, pU,ϕq P A e pV, ψq P B. Note que pU,ϕq é compatível

com as cartas de C e como B Ă C temos que pU,ϕq é compatível com as cartas de B, assim
pU,ϕq e pV, ψq são compatíveis.

Portanto AY B é um atlas.
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ðq Sejam A e B atlas e suponha que A Y B é um atlas, mostremos que A e
B determinam a mesma estrutura diferenciável. Seja C o atlas maximal que contém AY B.

Por um lado A Ă pA Y Bq, logo A Ă C. Por outro lado, B Ă pA Y Bq,
logo B Ă C. Pela unicidade do atlas maximal, temos que A e B determinam a mesma estrutura
diferenciável. ˝

Definição 4.22. Um conjunto B Ă M é uma bola coordenada regular se existir uma bola

coordenada B1 Ą B e uma aplicação coordenada ϕ : B1 Ñ Bp0, r1q Ă Rn, tal que para algum

número real positivo r ă r1, ϕpBq “ Bp0, rq, ϕ
`

B
˘

“ Bp0, rq e ϕ pB1q “ Bp0, r1q.

Lema 4.23. Toda bola coordenada regular é pré compacta em M .

Demonstração. Tome B Ă M uma bola coordenada regular, B1 Ą B, ϕ : B1 Ñ Bp0, r1q

de forma que para algum número real positivo r ă r1, ϕpBq “ Bp0, rq, ϕ
`

B
˘

“ Bp0, rq e
ϕpB1q “ Bp0, r1q, logo ϕ|B : B Ñ ϕ

`

B
˘

“ Bp0, rq é um homeomorfismo. Uma vez que
Bp0, rq é compacto temos que B é compacto, portanto B é uma bola coordenada regular pré
compacta. ˝

Proposição 4.24. Toda variedade diferenciável tem uma base enumerável de bolas coordena-

das regulares.

Demonstração. Seja M uma variedade diferenciável. Pelo Lema 4.20, M possui uma base
enumerável β “ tBiuiPJ de bolas coordenadas pré-compactas, assim para cada i P J existe um
homeomorfismo ϕi : Bi Ñ Bpxi, riq Ă Rn. Dado i P J , considere os conjuntos enumeráveis
Ci “ tBpxi, rq; r ă ri e r P Qu e ϕi´1pCiq “ tϕ

´1
i pBpxi, rqq; r ă ri e r P Qqu.

Afirmação 1: C “
Ť

iPJ

ϕ´1
i pCiq é uma base enumerável de M .

Com efeito, tome U aberto deM e x P U . Como β é base deM , existeBi P β

de forma que x P Bi Ă U , assim ϕipxq P ϕipBiq “ Bpxi, riq, segue que |ϕipxq ´ xi| “ p ă ri,
tomando r P Q com p ă r ă ri temos que ϕipxq P Bpxi, rq, ou seja, x P ϕ´1

i pBpxi, rqq Ă

Bi Ă U com ϕ´1
i pBpxi, rqq P ϕ

´1
i pCiq Ă C. Portanto C é uma base de M .

Mostremos agora que cada elemento básico de C é uma bola coordenada
regular.

De fato, fixado i P J , tome ϕ´1
i pBpxi, rqq com r ă ri. Considere o difeomor-

fismo ψi : Bpxi, riq Ñ Bp0, riq dado por ψipxq “ x ´ xi. Seja ϕ̃i :“ ψi ˝ ϕi : Bi Ñ Bp0, riq.
Note que ϕ̃i é um homeomorfismo, pois é composição de homeomorfismos.

Temos que:

ϕ̃i
`

ϕ̃´1
i pBp0, rqq

˘

“ pψi ˝ ϕiq
`

ϕ̃´1
i pBp0, rqq

˘

“ ψi
`

ϕi
`

ϕ̃´1
i pBp0, rqq

˘˘

“ ψipBp0, rqq “

Bp0, rq.
Afirmação 2: ϕ̃i

´

ϕ̃´1
i pBp0, rqq

¯

“ Bp0, rq.
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De fato, como Bp0, rq Ă Bp0, rq Ă Bp0, riq, segue que ϕ̃i´1 pBp0, rqq Ă

ϕ̃i
´1

´

Bp0, rq
¯

Ă ϕ̃i
´1 pBp0, riqq “ Bi. Além disso, Bp0, rq é compacto, logo ϕ̃i´1 pBp0, rqq

é compacto, e portanto fechado. Assim, ϕ̃i´1 pBp0, rqq Ă ϕ̃i
´1

´

Bp0, rq
¯

.

Por outro lado, pela Proposição 1.12, ϕ̃i´1
´

Bp0, rq
¯

Ă ϕ̃i
´1 pBp0, rqq. Por-

tanto, ϕ̃i´1
´

Bp0, rq
¯

“ ϕ̃i
´1 pBp0, rqq, e assim, ϕ̃i

´

ϕ̃i
´1 pBp0, rqq

¯

“ ϕ̃i

´

ϕ̃i
´1

´

Bp0, rq
¯¯

“ Bp0, rq.
Por fim, dados ϕ̃i “ ψi ˝ ϕi e ϕ̃j “ ψj ˝ ϕj temos que ϕ̃i ˝ ϕ̃´1

j “ pψi ˝ ϕiq ˝

pψj˝ϕjq
´1 “ ψi˝ϕi˝ϕ

´1
j ˝ψ

´1
j , como ϕi˝ϕ´1

j e ψi˝ψ´1
j são difeomorfismos segue que ϕ̃i˝ϕ̃´1

j

é difeomorfismo. Dado uma carta θ, temos que ϕ̃i ˝ θ´1 “ pψi ˝ ϕiq ˝ θ
´1 “ ψi ˝ pϕi ˝ θ

´1q,
note que ϕi ˝ θ´1 é difeomorfismo, dessa forma ϕ̃i ˝ θ´1 é difeomorfismo.

Portanto ϕ̃i é de fato uma carta para a variedade M , logo ϕ̃´1
i pBp0, rqq “

ϕ´1
i

`

ψ´1
i pBp0, rqq

˘

“ ϕ´1
i pBpxi, rqq “ Bi é uma bola coordenada regular. ˝

Apresentaremos agora alguns exemplos de variedades diferenciáveis.

Exemplo 4.25 (Variedade 0-dimensional). Uma variedade topológica M 0-dimensional é um

espaço discreto enumerável, pois para cada p P M a única vizinhança possível de p que é

homeomorfa a um subconjunto aberto (não vazio) de R0 é o próprio p e a carta coordenada é

dada por ϕ : tpu Ñ R0 com ϕppq “ 0. Note que cada carta é trivialmente compatível.

Exemplo 4.26 (Espaço Euclidiano). Seja M “ Rn, onde n ě 1 e considere IdRn : Rn Ñ Rn.

Como IdRn ˝ IdRn “ IdRn é C8 temos que A “ tpRn, IdRnqu é um atlas e portanto existe

um único atlas maximal Â contendo IdRn , tal que Rn com o atlas maximal Â é uma variedade

diferenciável. Chamamos essa estrutura de estrutura usual do Rn.

Com respeito a essa estrutura diferenciável, as cartas coordenadas são exa-

tamente as cartas pU,ϕq em que ϕ é um difeomorfismo do aberto U para outro aberto Û Ă Rn.

Exemplo 4.27 (Outra estrutura diferenciável em R). Considere o homeomorfismo ψ : R Ñ R
dado por ψpxq “ x3. Note que ψ ˝ ψ´1 “ IdR onde ψ´1pxq “ 3

?
x, logo ψ ˝ ψ´1 é C8 e

assim A “ tpR, ψqu é um atlas em R, dessa forma existe um atlas maximal Â tal que A Ă Â e
´

R, Â
¯

é uma variedade diferenciável.

A estrutura diferenciável dada no exemplo 4.26 com n “ 1 é diferente da

estrutura diferenciável que contém a carta pR, ψq, pois se elas fossem iguais ψ e IdR teriam

que ser compatíveis, mas IdR ˝ψ´1 “ ψ´1 e ψ´1 não é diferenciável em 0. Portanto, as cartas

não são compatíveis e assim as estruturas são distintas.

Exemplo 4.28. (Subvariedade Aberta) Seja U um subconjunto aberto de pM,Aq. Note que

pelo Exemplo 4.8, U é uma n-variedade topológica.

Considere o conjunto AU “ tpV, ϕq P A;V Ă Uu. Mostremos que AU é um

atlas de U .
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Tome p P U , como U Ă M e pM,Aq é variedade diferenciável, então existe

uma carta pW,ϕq de forma que p P W . Tome V “ W X U , logo pV, ϕ|V q P AU com p P V ,

pois é a restrição de uma carta por um subconjunto aberto de W . Além disso, as cartas emAU
são duas a duas compatíveis pois em particular são cartas em A.

Portanto, AU é um atlas.

Logo, existe um único atlas maximal Â tal que AU Ă Â e
´

U, Â
¯

é uma

variedade diferenciável de dimensão n.

Dotado com essa estrutura chamamos qualquer subconjunto aberto de sub-

variedade aberta de M .

Exemplo 4.29 (Gráfico de função diferenciável). Para um subconjunto A Ă Rn e uma função

f : AÑ Rm definimos o gráfico de f por Γpfq :“ tpx, fpxqq; x P Au.

Se U é um subconjunto aberto do Rn e f : U Ñ Rm é C8, sabemos pelo

o exemplo 4.5 que o gráfico de f é uma n-variedade topológica. Note que Γpfq é coberto

pela carta pΓpfq, ϕq onde ϕ : Γpfq Ñ U é definido por ϕppx, fpxqqq “ x. Dessa forma,

A “ pΓpfq, ϕq é um atlas do gráfico de f . Logo existe um atlas maximal Â de forma A Ă Â.

Portanto,
´

Γpfq, Â
¯

é uma variedade diferenciável.

Lema 4.30. Seja M um conjunto e tUαu uma coleção de subconjuntos de M junto com aplica-

ções ϕα : Uα Ñ Rn, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para cada α, ϕα é uma bijeção entre Uα e o subconjunto aberto ϕαpUαq Ă Rn.

2. Para cara α e β, os conjuntos ϕαpUα X Uβq e ϕβpUα X Uβq são abertos em Rn.

3. Sempre que Uα X Uβ ‰ H, a aplicação ϕβ ˝ ϕ´1
α : ϕαpUα X Uβq Ñ ϕβpUα X Uβq é

diferenciável.

4. M é coberto por uma quantidade enumerável de conjuntos Uα.

5. Sempre que p e q são pontos distintos em M , ou existe algum Uα contendo ambos, ou

existem conjuntos disjuntos Uα e Uβ com p P Uα e q P Uβ .

Nessas condições M possui uma única estrutura de variedade diferenciável de forma que cada

pUα, ϕαq é uma carta diferenciável nessa estrutura.

Demonstração. Considere o conjunto A “ tϕ´1
α pV q;V é um subconjunto aberto de Rnu. Note

que para cada α, Uα P A, pois ϕαpUαq é um aberto em Rn e Uα “ ϕ´1
α pϕαpUαqq.

Dado p P M , uma vez que tUαu é uma cobertura de M , existe β tal que
p P Uβ Ă A. Além disso, se p P ϕ´1

α pV q X ϕ´1
β pW q Ă Uα X Uβ , com V e W abertos do Rn, a

aplicação ϕβ ˝ ϕ´1
α : ϕαpUα X Uβq Ă Rn Ñ ϕβpUα X Uβq Ă Rn é diferenciável, em particular

é contínua, dessa forma pϕβ ˝ ϕ´1
α q

´1
pW q é um subconjunto aberto de ϕα pUα X Uβq o qual é

aberto em Rn. Logo pϕβ ˝ ϕ´1
α q

´1
pW q é aberto em Rn, dessa forma V X pϕβ ˝ ϕ´1

α q
´1
pW q é

aberto em Rn, e consequentemente ϕ´1
α

´

V X pϕβ ˝ ϕ
´1
α q

´1
pW q

¯

P A.
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Além disso, temos a seguinte afirmação:
Afirmação 1: ϕ´1

α pV q X ϕ
´1
β pW q “ ϕ´1

α

´

V X pϕβ ˝ ϕ
´1
α q

´1
pW q

¯

.
De fato, temos que,

x P ϕ´1
α pV q X ϕ

´1
β pW q ô ϕαpxq P V e ϕβpxq P W

ô ϕαpxq P V e ϕβ ppϕ´1
α ˝ ϕαq pxqq P W

ô ϕαpxq P V e pϕβ ˝ ϕ´1
α q ppϕαq pxqq P W

ô ϕαpxq P V e ϕαpxq P pϕβ ˝ ϕ´1
α q

´1
pW q

ô ϕαpxq P V X pϕβ ˝ ϕ
´1
α q

´1
pW q

ô x P ϕ´1
α

´

V X pϕβ ˝ ϕ
´1
α q

´1
pW q

¯

.
Portanto, ϕ´1

α pV q X ϕ
´1
β pW q P A e assim, A é uma base para M .

Afirmação 2: Para cada α a aplicação ϕα : Uα Ñ ϕαpUαq é um homeomorfismo.
Observe que ϕα é uma bijeção e é contínua, mostrando que ϕα é uma aplica-

ção aberta, temos o desejado.
Dados α e β e um elemento básico ϕ´1

β pV q, com V um aberto em Rn. Se
ϕ´1
β pV q Ă Uα, então

`

ϕα ˝ ϕ
´1
β

˘

pV q “ pϕβ ˝ ϕ
´1
α q

´1
pV q é um aberto em ϕαpUα X Uβq Ă

ϕαpUαq, mas ϕαpUα X Uβq é aberto em Rn, logo é aberto em ϕαpUαq. Portanto ϕα
`

ϕ´1
β pV q

˘

é
aberto em ϕαpUαq.

Tome B um subconjunto aberto de Uα, em particular B é aberto em M , e
assim B é uma união de intercessões finitas de abertos básicos. Uma vez que intercessões de
elementos básicos é um elemento básico (visto acima), segue que B “

Ť

β

ϕ´1
β pVβq, onde Vβ é

um aberto em Rn, dessa forma para cada β, ϕ´1
β pVβq Ă B Ă Uα.

Como ϕ´1
β pVβq Ă Uα, para todo β, e ϕα é uma bijeção, segue que ϕαpBq “

ϕα

˜

Ť

β

ϕ´1
β pVβq

¸

“
Ť

β

`

ϕα ˝ ϕ
´1
β

˘

pVβq é aberto em ϕαpUαq, pois cada ϕα
`

ϕ´1
β pVβq

˘

é aberto

em ϕαpUαq.
Portanto, ϕα : Uα Ñ ϕαpUαq é uma aplicação aberta.
Agora, dado um ponto p P M , como tUαu é uma cobertura de M , segue que

p P Uα1 para algum Uα1 Ă tUαu. Pela afirmação acima, ϕα1 : Uα1 Ñ ϕα1pUα1q Ă Rn é um
homeomorfismo, portanto M é localmente Euclidiano.

Para verificarmos que M é Hausdorff, tome p e q pontos distintos de M .
Como tUαu é uma cobertura de M existem Uα e Uβ , de forma que p P Uα e q P Uβ .

Se Uα X Uβ “ H está verificado. Suponha que Uα X Uβ ‰ H, em particular
p e q P Uα. Uma vez que ϕα é injetora, temos que ϕαppq ‰ ϕαpqq e como Rn é Hausdorff
existem abertos V e W P Rn tais que ϕαppq P V , ϕαpqq P W e V X W “ H. Como ϕα
é contínua, segue que ϕ´1

α pV q e ϕ´1
α pW q são abertos em M , além disso ϕα é bijeção, assim

ϕ´1
α pV q X ϕ

´1
α pW q “ H. Portanto M é Hausdorff.

Por hipótese, M é coberto por uma quantidade enumerável de conjuntos Uα,
assim pelo Lema 1.2, M é segundo enumerável. Logo M é uma variedade topológica.

Segue de 3 que a coleção tpUα, ϕαqu é um atlas diferenciável de M . Portanto



74

M possui uma única estrutura de variedade diferenciável tal que cada pUα, ϕαq é uma carta
diferenciável.

Para mostrar a unicidade da estrutura, seja τ a topologia em M gerada pela
baseA e considere τ 1 uma outra topologia emM tal que cada pUα,ϕαq é uma carta diferenciável.

Mostremos que τ “ τ 1

De fato, tome ϕ´1
α pW q, comW um aberto do Rn, um aberto básico de τ . Uma

vez que ϕα : Uα Ñ ϕαpUαq é um homeomorfismo na topologia τ 1, segue que ϕ´1
α pW q P τ

1.
Logo, τ Ă τ 1.

Por outro lado, como tUαu é uma cobertura de M , temos que M “
Ť

α

Uα.

DadoB P τ 1, segue queB “ BXM “ BX

ˆ

Ť

α

Uα

˙

“
Ť

α

pBXUαq “
Ť

α

pϕ´1
α pϕα pB X Uαqqq.

Como ϕα é um homeomorfismo e B X Uα é aberto em M , temos que ϕαpB X Uαq é aberto em
Rn. Logo para ’cada α, ϕ´1

α pϕαpB X Uαqq é um aberto de τ . Dessa forma B P τ , e assim
τ 1 Ă τ .

Portanto τ “ τ 1. ˝
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Exemplo 4.31 (Espaços das Matrizes). Considere φ : Mpm ˆ n,Rq Ñ Rmn o isomorfismo

canônico. Mostremos que Mpmˆ n,Rq munido com a topologia

τ “ tφ´1pUq;U é aberto em Rmnu é uma variedade diferenciável de dimensão mn.

De fato, como φ : Mpm ˆ n,Rq Ñ Rmn é um homeomorfismo e Rmn é uma

variedade topológica, segue que Mpm ˆ n,Rq é localmente euclidiano, Hausdorff e possui

base enumerável. Logo Mpmˆ n,Rq é uma variedade topológica de dimensão mn.

Note que A “ tpφ´1pUq, ϕ ˝ φq ; pU,ϕq é uma carta em Rmnu é um atlas

para Mpm ˆ n,Rq, pois como tUu é uma cobertura aberta de Rmn segue que tφ´1pUqu é

uma cobertura aberta de Mpm ˆ n,Rq. Além disso, dadas as cartas pA,ψ1q e pB,ψ2q tal que

A X B ‰ H, existem cartas pU1, ϕ1q e pU2, ϕ2q em Rmn de forma que A “ φ´1pU1q e B “

φ´1pU2q com ψ1 “ ϕ1 ˝φ e ψ2 “ ϕ2 ˝φ. Observe que ψ1pAXBq “ ψ1 pφ
´1pU1q X φ

´1pU2q “

ϕ1˝φ pφ
´1pU1 X U2qq “ ϕ1pU1XU2q, assim ψ2˝ψ

´1
1 “ ϕ2˝φ˝pϕ1 ˝ φq

´1
“ ϕ2˝φ˝φ

´1˝ϕ´1
1 “

ϕ2 ˝ ϕ
´1
1 é diferenciável para todo x P ϕ1pU1 X U2q “ ψ1pAXBq.

Portanto, Mpmˆ n,Rq é uma mn- variedade diferenciável.

Exemplo 4.32 (Matrizes de posto máximo). Suponha quem ă n e considereMmpmˆn,Rq “
tA PMpmˆ n,Rq;A tem posto mu.

Tome B PMmpmˆn,Rq, logo B possui um menor mˆm o qual o determi-

nante é não nulo. Como a função determinante é contínua, temos que B possui uma vizinhança

aberta C em Mpm ˆ n,Rq tal que o determinante do mesmo menor não se anula para cada

matriz em C, ou seja, B P C ĂMpmˆ n,Rq.
Portanto Mmpm ˆ n,Rq é um subconjunto aberto de Mpm ˆ n,Rq, assim

Mmpmˆ n,Rq é uma variedade diferenciável de dimensão mn.

A seguir será apresentado um exemplo um pouco mais complexo de variedade
diferenciável, conhecido como Variedade Grassman. Para construir uma estrutura diferenciável
em GkpV q utilizaremos fortemente conceitos de álgebra linear para construir as cartas e em
seguida aplicaremos o Lema 4.30.

Exemplo 4.33 (Variedade Grassmann). Seja V um n- espaço vetorial real. Para qualquer

inteiro 0 ď k ď n seja GkpV q o conjunto de todos os subespaços lineares k-dimensionais de

V . Mostremos que em GkpV q pode ser dada a estrutura de uma variedade diferenciável de

dimensão kpn´ kq. Com essa estrutura GkpV q é chamado de Variedade Grassmann. No caso

especial em que V “ Rn, GkpRnq é denotado por Gk,n ou Gpk,nq.

Sejam P e Q subespaços quaisquer complementares de V de dimensões k e

n´ k, respectivamente, de modo que V “ P ‘Q.

Afirmação 1: O gráfico de qualquer aplicação linear X : P Ñ Q pode ser identificado como

um k-subespaço ΓpXq Ă V , definido por ΓpXq “ tv `Xv; v P P u.

De fato, note que ΓpXq é um subespaço vetorial de V pois tomando v “ 0 P

P , temos que 0`Xp0q “ 0 P ΓpXq e tomando u, v P P e α P R temos que αv ` u P P , assim

αpv `Xvq ` pu`Xuq “ pαv ` uq `Xpαv ` uq P ΓpXq.
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Considere ϕ : grpXq Ñ ΓpXq definida por ϕpv,Xpvqq “ v ` Xv, onde

grpXq é o gráfico de X . Mostremos que ϕ é uma bijeção.

Tome pv1, Xpv1qq, pv2, Xpv2qq P grpXq e suponha que v1`Xv1 “ v2`Xv2,

assim:

v1 `Xv1 ´ v2 ´Xv2 “ 0 ô v1 ´ v2 `Xpv1 ´ v2q “ 0 ô Xpv1 ´ v2q “ v2 ´ v1

ô v2 ´ v1 P P XQ “ t0u ô v1 “ v2 ô pv1, Xv1q “ pv2, Xv2q.

Logo, ϕ é injetora.

Para mostrar a sobrejetividade, tome u P ΓpXq, dessa forma existe v P P tal

que u “ v `Xv, logo u “ v `Xv “ ϕpv,Xvq.

Mostremos agora que ϕ é uma transformação linear.

Seja pv1, Xv1q, pv2, Xv2q P grpXq e λ P R. Temos que:

ϕppv1, Xv1q ` λpv2, Xv2qq “ ϕpv1 ` λv2, Xv1 ` λXv2q “ v1 ` λv2 `Xpv1 ` λv2q

“ v1 `Xv1 ` λpv2 `Xv2q “ ϕpv1, Xv1q ` λϕpv2, Xv2q.

Dessa forma ϕ é um isomorfismo e assim está bem identificado.

Observe que ΓpXq X Q “ t0u, pois uma vez que ΓpXq e Q são espaços

vetoriais, temos que t0u Ă ΓpXqXQ. Por outro lado, dado q P ΓpXqXQ, existe v P P tal que

q “ v`Xpvq, logo v “ q´Xpvq P Q, dessa forma v P P XQ “ t0u, assim q “ 0`Xp0q “ 0.

Logo, ΓpXq XQ Ă t0u.

Afirmação 2: Para qualquer subespaço S Ă V tal que S ‘ Q “ V (dimS “ dimP “ k),

existe uma aplicação linear X : P Ñ Q, satisfazendo S “ ΓpXq.

Seja πP : V “ P ‘ Q Ñ P e πQ : V “ P ‘ Q Ñ Q as projeções

determinadas pelas decomposições de soma direta. Mostremos que πP |S é um isomorfismo de

S em P .

Para isso mostremos que πP |S : S Ñ P é injetora.

De fato, tome s1, s2 P S Ă V , logo s1 “ p1 ` q1 e s2 “ p2 ` q2, onde

p1, p2 P P e q1, q2 P Q. Suponha que πP |Sps1q “ πP |Sps2q, equivalentemente, p1 “ p2. Note

que s1 ´ s2 P S, ou seja, pp1 ` q1q ´ pp2 ` q2q P S, assim p1 ´ p2 ` q1 ´ q2 P S, o que implica

que q1 ´ q2 P S, dessa forma q1 ´ q2 P S X Q “ t0u, ou seja, q1 ´ q2 “ 0, o que implica que

q1 “ q2. Logo πps1q “ p1 “ p2 “ πps2q, assim s1 “ s2.Portanto πP |S é injetora.

Como dimS “ dimP “ k, segue que πP |S é um isomorfismo de S em P .

Dessa forma, X “ πQ ˝ pπP |Sq´1 é uma aplicação linear bem definida de P

em Q.

Resta mostrarmos que S “ ΓpXq.

Tome s “ p ` q P S Ă P ‘ Q. Pelo isomorfismo πP |S : S Ñ P te-

mos que pπP |Sq´1
ppq “ s “ p ` q. Assim, πQpsq “ πQpp ` qq “ q. Logo, Xppq “
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`

πQ ˝ pπP |Sq´1
˘

ppq “ πQpp` qq “ q. Dessa forma, p`Xppq “ p` q “ s, o que implica que

s P ΓpXq. Assim, S Ă ΓpXq.

Seja p ` Xppq P ΓpXq, logo p P P e Xppq P Q. Temos que Xppq “
`

πQ ˝ pπP |Sq´1
˘

ppq “ πQ
`

pπP |Sq´1
ppq

˘

“ πQpp` qq “ q. Assim, p`Xppq “ p` q “ s P S,

logo ΓpXq Ă S.

Portanto S “ ΓpXq.

Considere LpP ;Qq o espaço vetorial das aplicações lineares de P para Q e

UQ o subconjunto de GkpV q consistindo dos k- subespaços cuja a interseção com Q é trivial.

Pelas Afirmações 1 e 2, a aplicação Γ : LpP ;Qq Ñ UQ definida por ΓpXq “ tv`Xpvq; v P P u

é uma bijeção.

Escolhendo bases para P e Q, podemos identificar LpP ;Qq com Mppn ´

kq ˆ k,Rnq que é isomorfo a Rkpn´kq. Seja ϕP,Q :“ Γ´1 : UQ Ñ LpP ;Qq.

Note que ϕP,Q : UQ Ñ LpP ;Qq é uma bijeção e ϕP,QpUQq “ LpP ;Qq que é

isomorfo ao Rkpn´kq que é aberto, logo a condição 1 do Lema 4.30 é satisfeita.

Considere pP 1, Q1q outro par de subespaços de dimensões k e n ´ k, res-

pectivamente, e sejam πP 1 , πQ1 as projeções correspondentes e ϕP 1,Q1 : UQ1 Ñ L pP 1, Q1q a

aplicação correspondente.

Afirmação 3: ϕP,Q pUQ X UQ1q “ tX : P Ñ Q;X é linear e ΓpXq XQ1 “ t0uu.

De fato, tome X P ϕP,Q pUQ X UQ1q Ă LpP,Qq, logo X : P Ñ Q é trans-

formação linear e além disso existe S P UQ X UQ1 de forma que ϕP,QpSq “ X , isto é, S é um

subespaço k´dimensional de V tal que S X Q “ S X Q1 “ t0u. Como S P UQ existe uma

transformação linear X 1 : P Ñ Q tal que Γ pX 1q “ S. Logo X “ ϕP,QpSq “ ϕP,Q pΓ pX
1qq “

Γ´1 pΓpX 1qq “ X 1. Portanto ΓpXq “ S Ă UQ1 .

Por outro lado, dadoX : P Ñ Q uma transformação linear com ΓpXqXQ1 “

t0u. Note que ΓpXq P UQ, logo ΓpXq é k´dimensional. Assim ΓpXq P UQ1 , dessa forma

X “ Γ´1pΓpXqq “ ϕP,QpΓpXqq P ϕP,QpUQ X UQ1q.

Portanto ϕP,Q pUQ X UQ1q “ tX : P Ñ Q;X é linear e ΓpXq XQ1 “ t0uu.

Mostremos agora que ϕP,QpUQ X UQ1q é aberto em LpP ;Qq.

Dado X P LpP ;Qq considere a aplicação linear TX : P Ñ V definida por

TXpvq “ v `Xv, a qual é uma bijeção entre P e ImpTXq “ ΓpXq. Note que kerpπP 1q “ Q1,

logo pela Proposição 1.43, segue que ΓpXq X Q1 “ t0u se, e somente se, πP 1 ˝ TX tem posto

máximo, assim X P ϕP,QpUQ X UQ1q se, e somente se, πP 1 ˝ TX tem posto máximo. Note

πP 1 ˝ TX : P Ñ P 1 é linear (pois é composição de aplicações lineares) e escolhendo bases

quaisquer para P e P 1 segue que as entradas da matriz de πP 1 ˝ TX dependem continuamente

de X , assim pelo Exemplo 4.32, o conjunto de todos esses X é aberto em LpP ;Qq. Portanto a

condição 2 do Lema 4.30 está satisfeita.

Mostremos que a aplicação transição ϕP 1,Q1 ˝ ϕ
´1
P,Q : ϕP,QpUQ X UQ1q Ñ

ϕP 1,Q1pUQ X UQ1q é diferenciável em ϕP,QpUQ X UQ1q.

Seja X P ϕP,QpUQ X UQ1q Ă LpP ;Qq, tomando S “ ΓpXq e
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X 1 “
`

ϕP 1,Q1 ˝ ϕ
´1
P,Q

˘

pXq, temos que X 1 “ πQ1 ˝ pπP 1 |Sq´1. Uma vez que TX : P Ñ S é um

isomorfismo, podemos escrever X 1 “ πQ1 ˝ TX ˝ T
´1
X ˝ pπP 1 |Sq´1

“ pπQ1 ˝ TXq ˝ pπP 1 ˝ TXq
´1.

Considere agora as aplicações lineares A : P Ñ P 1, B : P Ñ Q1, C :

Q Ñ P 1 e D : Q Ñ Q1, definidas como A “ πP 1 |P , B “ πQ1 |P , C “ πP 1 |Q e D “ πQ1 |Q,

respectivamente.

Dado v P P temos que pπP 1 ˝ TXqpvq “ πP 1pv ` Xvq. Por outro lado,

pA ` C ˝ Xqpvq “ Apvq ` pC ˝ Xqpvq “ πP 1|P pvq ` πP 1 |QpXpvqq “ πP 1pv ` Xvq. Logo

pπP 1 ˝ TXqpvq “ pA` C ˝Xqpvq.

De forma análoga, temos que pπQ1 ˝ TXqpvq “ pB ` D ˝ Xqpvq. Assim,

X 1 “ pB `D ˝Xq ˝ pA` C ˝Xq´1.

Escolhendo bases para P,Q, P 1 eQ1 podemos representar as aplicações line-

ares por suas matrizes. Como as entradas da matriz pA` C ˝Xq´1 são funções racionais das

entradas da matriz pA`C ˝Xq (Regra de Cramer), segue que as entradas das matrizes de X 1

dependem diferencialmente de X . Portanto ϕP 1,Q1 ˝ ϕ´1
P,Q é diferenciável, ou seja, a condição 3

do Lema 4.30 está verificada.

Vejamos agora que GkpV q é coberto por uma quantidade finita (enumerável)

de conjuntos UQ.

De fato, seja β “ tE1, ¨ ¨ ¨ , Enu uma base de V e considere todos os Q-

subespaços vetoriais de V gerados por pn´ kq vetores de β.

Note que, #tUQu “
n!

pn´k´1q!
ă 8. Mostremos que tUQu é uma cobertura

aberta de GkpV q.

Considere S P GkpV q, ou seja, S é um subespaço de V de dimensão k. Dada

uma base C “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vku de S, podemos completar C a uma base

tv1, ¨ ¨ ¨ , vk, Uk`1, ¨ ¨ ¨ , Unu de V por vetores de β, isto é, Ui P β, para todo i “ k ` 1, ¨ ¨ ¨ , n.

Seja Q o subespaço de V gerado pelo conjunto tUk`1, ¨ ¨ ¨ , Unu. Assim Q é

um espaço vetorial de dimensão n ´ k e V “ S ‘ Q. Logo S Ă UQ Ă tUQu. Portanto a

condição 4 do Lema 4.30 está satisfeita.

Por fim, para verificarmos a condição 5 do Lema 4.30, tome P e P 1 P GkpV q,

ou seja, P e P 1 subespaços vetoriais de V de dimensão k e seja j a dimensão de P X P 1. Se

β “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vju é uma base para P XP 1, então existem uj`1, ¨ ¨ ¨ , uk e wj`1, ¨ ¨ ¨ , wk de forma

que βP “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vj, uj`1, ¨ ¨ ¨ , uku é uma base de P e βP 1 “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vj, wj`1, ¨ ¨ ¨ , wku é

uma base de P 1.

Considere U e W subespaços de dimensão k´ j gerados por tuj`1, ¨ ¨ ¨ , uku

e twj`1, ¨ ¨ ¨ , wku, respectivamente, logo P “ pP X P 1q ‘ U .

Seja 〈P Y P 1〉 o espaço gerado por P Y P 1. Note que

C “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vj, uj`1, ¨ ¨ ¨ , uk, wj`1, ¨ ¨ ¨ , wku gera o espaço 〈P Y P 1〉. Mostremos que C é

linearmente independente.
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Sejam αi, βl, γl escalares com 1 ď i ď j e j ` 1 ď l ď k tais que

j
ÿ

i“1

αivi `
k
ÿ

l“j`1

pβlul ` γlwlq “ 0. (4.1)

Considere w “
k
ř

l“j`1

´γlwl P W Ă P 1. Pela Equação 4.1, w “
j
ř

i“1

αivi `
k
ř

l“j`1

βlul P

pP X P 1q ` U “ P . Logo w P pP X P 1q XW “ t0u, o que implica que γj`1 “ ¨ ¨ ¨ “ γk “ 0.

Além disso, 0 “ w “
j
ř

i“1

αivi`
k
ř

l“j`1

βlul, como βP é base, segue que α1 “ ¨ ¨ ¨ “ αk “ βj`1 “

¨ ¨ ¨ “ βk “ 0.

Portanto C é linearmente independente.

Dessa forma C é uma base de 〈P Y P 1〉 e 〈P Y P 1〉 tem dimensão k`k´j “

2k ´ j.

SejaQ1 um subespaço vetorial de V complementar de 〈P Y P 1〉. Observe que

dimQ1 “ n´dim 〈P Y P 1〉 “ n´p2k´ jq “ pn´kq´pk´ jq e tome D “ tz2k´j`1, ¨ ¨ ¨ , znu

uma base de Q1.

Considere Q o espaço gerado pelo conjunto E “ tz2k´j`1, ¨ ¨ ¨ , zn, uj`1 `

wj`1, ¨ ¨ ¨ , uk`wku. Note que #E “ rn´p2k´jqs`pk´jq “ rpn´kq´pk´jqs`pk´jq “ n´k.

Afirmação 4: E é linearmente independente.

De fato, sejam αi, βl escalares com i “ 2k ´ j ` 1, ¨ ¨ ¨ , n e l “ j ` 1, ¨ ¨ ¨ , k

tais que:
n
ÿ

i“2k´j`1

αizi `
k
ÿ

l“j`1

βlpul ` wlq “ 0.

Dessa forma, z “
n
ř

i“2k´j`1

p´αiqzi “
k
ř

l“j`1

βlpul ` wlq P 〈P Y P 1〉, o que implica que z P

Q1 X 〈P Y P 1〉 “ t0u, ou seja, z “ 0, assim α2k´j`1 “ ¨ ¨ ¨ “ αn “ 0. Além disso, 0 “ z “
n
ř

i“2k´j`1

p´αiqzi “
k
ř

l“j`1

βlpul ` wlq, como tuj`1, ¨ ¨ ¨ , uku e twj`1, ¨ ¨ ¨ , wku são linearmente

independentes, segue que βj`1 “ ¨ ¨ ¨ “ βk “ 0.

Portanto E é linearmente independente e assim E é uma base para Q.

Afirmação 5: P XQ “ t0u.
Uma vez que P é um subespaço de V de dimensão k e Q é um subespaço de

V de dimensão n´ k, P XQ “ t0u é equivalente a V “ P ‘Q.

Como P ` Q é um subespaço de V e dimpP ` Qq “ dimpP q ` dimpQq ´

dimpP X Qq “ pn ´ kq ` k ´ dimpP X Qq “ n ´ dimpP X Qq, segue que P ‘ Q “ V se, e

somente se, V Ă P `Q.

Tome v P V “ 〈P Y P 1〉 ‘ Q1, logo existem escalares αi, βl, γl e θm com
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1 ď i ď j, j ` 1 ď l ď k e 2k ´ j ` 1 ď m ď n tal que:

v “
j
ÿ

i“1

αivi `
k
ÿ

l“j`1

pβlul ` γlwlq `
n
ÿ

m“2k´j`1

θmzm “
j
ÿ

i“1

αivi `
k
ÿ

l“j`1

pβl ´ γlqul

`

k
ÿ

l“j`1

γlpul ` wlq `
n
ÿ

m“2k´j`1

θmzm P P `Q.

De forma análoga P 1 XQ “ t0u.

Portanto P e P 1 P UQ, satisfazendo a condição 5 do Lema 4.30.

Dessa forma, segue pelo Lema 4.30 que GkpV q possui uma única estrutura

de variedade diferenciável tal que cada pUQ, ϕP,Qq é uma carta diferenciável.
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5 APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS

Neste capítulo serão estudados conceitos de aplicações entre variedades di-
ferenciáveis, difeomorfismos, partição da unidade, espaço tangente, diferencial, derivadas par-
ciais, imersão, submersão, mergulho, teorema do posto, teorema da função inversa e formas
locais das imersões e submersões. Para mais detalhes o leitor pode consultar [3] e [11].

5.1 APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS ENTRE VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Definição 5.1. Seja M uma variedade diferenciável. Dada uma função f : M Ñ Rk e uma

carta pU,ϕq para a variedade M , a função fϕ : ϕpUq Ñ Rk definida por fϕpxq “ pf ˝ϕ´1qpxq

é chamada de representação coordenada de f com relação a carta pU,ϕq.
Dizemos que f é diferenciável em p P M se existe uma carta pU,ϕq de p em

M tal que f ˝ ϕ´1 é diferenciável em ϕppq.

Dizemos que f é de classe Ck em p P M (k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,8) se existe uma

carta pU,ϕq de p em M tal que f ˝ ϕ´1 é de classe Ck (ou C8) em ϕppq.

Dizemos que f : M Ñ Rk é diferenciável se f é diferenciável em todo ponto

p P M . Dizemos que f : M Ñ Rk é de classe Ck (k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,8), se f é de classe Ck em

todo ponto p PM .

O conjunto de todas as funções f : M Ñ R de classe C8 é denotado por

C8pMq, o qual é um espaço vetorial sobre o corpo dos números reais.

Figura 5.1

Podemos agora estender o conceito de diferenciabilidade para aplicações en-
tre variedades, como segue.

Definição 5.2. Se F : Mm Ñ Nn é uma aplicação, pU,ϕq e pV, ψq são cartas para M e N ,

respectivamente, chamamos a aplicação Fϕ,ψ “ ψ ˝ F ˝ ϕ´1 de representação coordenada de
F com respeito as coordenadas pU,ϕq e pV, ψq.
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Dizemos que F é uma aplicação diferenciável em p P M se existirem cartas

pU,ϕq de M contendo p e pV, ψq de N contendo F ppq, tais que F pUq Ă V e a aplicação

ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ñ ψpV q é diferenciável em ϕppq.

Dizemos que F é uma aplicação de classe Ck em p P M pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,8q

se existirem cartas pU,ϕq de M contendo p e pV, ψq de N contendo F ppq, tais que F pUq Ă V

e a aplicação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ñ ψpV q é de classe Ck em ϕppq.

Dizemos que F : M Ñ N é diferenciável se F é diferenciável em cada

p PM .

Dizemos que F : M Ñ N é de classe Ck pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,8q se F é de classe

Ck em cada p PM .

Figura 5.2

Vejamos alguns resultados de diferenciabilidade entre variedades.

Proposição 5.3. Toda aplicação diferenciável é contínua.

Demonstração. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M Ñ N uma aplicação di-
ferenciável. Dado p P M , existem cartas pU,ϕq de M em p, pV, ψq de N em F ppq, com
F pUq Ă V , de forma que ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ă Rm Ñ ψpV q Ă Rn é C8, logo ψ ˝ F ˝ ϕ´1

é contínua. Como ϕ : U Ñ ϕpUq e ψ : V Ñ ψpV q são homeomorfismo, segue que
F |U “ ψ´1 ˝ ψ ˝ F ˝ ϕ´1 ˝ ϕ : U Ñ V é contínua pois é composições de aplicações con-
tínuas, e assim, pelo Lema 1.13, segue que F é contínua em M . ˝

Proposição 5.4. Seja F : M Ñ N diferenciável em p PM . Se pU,ϕq é uma carta qualquer de

M contendo p e pV, ψq é uma carta qualquer de N contendo F ppq, então Fϕ,ψ “ ψ ˝ F ˝ ϕ´1

é diferenciável em ϕppq.

Demonstração. Por hipótese temos que F : M Ñ N é diferenciável em p P M , logo existem
cartas pU0, ϕ0q de M em p e pV0, ψ0q de N em F ppq, com F pU0q Ă V0 tais que ψ0 ˝ F ˝ ϕ

´1
0 é

diferenciável em ϕ0ppq. Pela compatibilidade das cartas, temos que ϕ0˝ϕ
´1 éC8 em ϕpUXU0q
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e ψ˝ψ´1
0 é C8 em ψ0pV XV0q. Desta forma, ψ˝F ˝ϕ´1 “ pψ˝ψ´1

0 q˝pψ0˝F ˝ϕ
´1
0 q˝pϕ0˝ϕ

´1q

é diferenciável em ϕppq. ˝

Proposição 5.5. Seja F : M Ñ N de classe Ck em p PM . Se pU,ϕq é uma carta qualquer de

M contendo p e pV, ψq é uma carta qualquer de N contendo F ppq, então Fϕ,ψ “ ψ ˝ F ˝ ϕ´1

é de classe Ck em ϕppq.

Demonstração. Análogo a Proposição 5.4. ˝

Proposição 5.6. Sejam
´

M, Ã
¯

e
´

N, B̃
¯

variedades diferenciáveis e F : M Ñ N uma

aplicação contínua. São equivalentes:

1. A aplicação F é diferenciável.

2. Existem atlas A Ă Ã e B Ă B̃ tais que para quaisquer cartas pU,ϕq P A e pV, ψq P B, a

aplicação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpU X F´1pV qq Ñ Rn é diferenciável.

3. Para quaisquer cartas pU,ϕq P Ã e pV, ψq P B̃, a aplicação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpU X

F´1pV qq Ñ Rn é diferenciável.

Demonstração. (2) ùñ (1). Seja p P M e suponha que pU,ϕq é uma carta em A contendo p
e pV, ψq é uma carta em B contendo F ppq. Por hipótese, temos que ψ ˝ F ˝ ϕ´1 é diferenciável
em ϕppq, logo F é diferenciável em p. Como p PM foi tomado arbitrariamente, segue que F é
diferenciável.
(1) ùñ (3). Suponha que pU,ϕq e pV, ψq são cartas em M e N , respectivamente, tais que
U X F´1pV q ‰ H. Seja p P U X F´1pV q, assim pU,ϕq é uma carta de M contendo p e pV, ψq
é uma carta de N contendo F ppq. Pela Proposição 5.4, ψ ˝ F ˝ ϕ´1 é diferenciável em ϕppq.
Uma vez que ϕppq é um ponto arbitrário em de ϕpU X F´1pV qq, a aplicação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 :

ϕpU X F´1pV qq Ñ Rn é diferenciável.
(3) ùñ (2). É imediato. ˝

Lema 5.7. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M Ñ N uma aplicação entre

variedades.

1. Se todo p P M tem uma vizinhança U tal que a restrição F |U é diferenciável, então F é

diferenciável.

2. Se F é diferenciável, então sua restrição para todo subconjunto aberto é diferenciável.

Demonstração. 1. Tome p P M e U uma vizinhança de p tal que F |U é diferenciável. Seja
pUα, ϕαq uma carta de M em p, logo ppU X Uαq, ϕα|pUXUαq é uma carta de M em p, com
ϕα|pUXUαq : pU X Uαq Ñ ϕαpU X Uαq. Além disso, dada qualquer carta pV, ψq de N em
F ppq, temos pela Proposição 5.4 que ψ ˝ F |U ˝ pϕα|pUXUαqq

´1 é diferenciável em ϕαppq, mas
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ψ ˝ F |U ˝ pϕα|pUXUαqq
´1 “ ψ ˝ F ˝ pϕα|pUXUαqq

´1. Portanto, F é diferenciável em p e, como p
é um ponto arbitrário, temos que F é diferenciável.
2. Seja U um aberto em M e p P U . Uma vez que F é diferenciável, em particular, diferen-
ciável em p, existem cartas pUα, ϕq de p em M e pV, ψq de F ppq em N , tal que ψ ˝ F ˝ ϕ´1 é
diferenciável em ϕppq. Além disso, pela Proposição 5.4, considerando a carta pUXUα, ϕ|UXUαq
de p em M , ψ ˝ F ˝ pϕ|UXUαq´1 “ ψ ˝ F |U ˝ pϕ|UXUαq

´1 é diferenciável em ϕppq, logo F |U é
diferenciável em p. Como p P U é arbitrário, segue que F |U é diferenciável. ˝

Proposição 5.8. Valem as seguintes afirmações:

1. Toda aplicação constante entre variedades é diferenciável.

2. A aplicação identidade em uma variedade é diferenciável.

3. Se F : M Ñ N eG : N Ñ P são diferenciáveis entre variedades, entãoG˝F : M Ñ P

é diferenciável.

Demonstração. 1. Sejam F : M Ñ N uma aplicação constante de forma que F pxq “ y,
@x PM e pV, ψq uma carta de N que contém y.

Dados p P M e pU,ϕq uma carta de M que contém p, segue que pψ ˝ F ˝
ϕ´1qpzq “ ψpyq, @z P ϕpUq, o qual é uma aplicação constante entre espaços euclidianos, logo
é diferenciável. Portanto, F é diferenciável.
2. Seja IdM : M ÑM a aplicação identidade e pU,ϕq uma carta de M .

Dado p PM , temos que pϕ˝IdM˝ϕ´1q “ Id : Rm Ñ Rm que é diferenciável.
Portanto IdM é diferenciável.
3. Sejam F : M Ñ N e G : N Ñ P aplicações diferenciáveis e p P M . Como G é
diferenciável, segue que existem cartas pV, θq contendo F ppq e pW,ψq contendo GpF ppqq, de
forma que GpV q Ă W e ψ ˝G ˝ θ´1 : θpV q Ñ ψpW q é diferenciável.

Uma vez que F é contínua, F´1pV q é uma vizinhança de p em M , dessa
forma existe uma carta pU,ϕq de M tal que p P U Ă F´1pV q.

Note que θ ˝ F ˝ ϕ´1 é diferenciável de ϕpUq para ϕpV q. Assim, temos que
pG ˝F qpUq Ă GpV q Ă W e ψ ˝ pG ˝F q ˝ϕ´1 “ pψ ˝G ˝ θ´1q ˝ pθ ˝F ˝ϕ´1q : ϕpUq Ñ ϕpW q

é diferenciável, pois é composição de aplicações diferenciáveis entre subconjuntos do Rn. ˝

Proposição 5.9. Valem as seguintes afirmações:

1. Toda aplicação constante entre variedades é de classe Ck.

2. A aplicação identidade em uma variedade é de classe Ck.

3. Se F : M Ñ N e G : N Ñ P são de classe Ck entre variedades, então G ˝ F : M Ñ P

é de classe Ck.
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Demonstração. Segue análogo ao feito na Proposição 5.8. ˝

Agora, abordaremos um exemplo o qual mostra que o produto de duas vari-
edades diferenciáveis é uma variedade diferenciável. Tal exemplo será útil para provarmos o
próximo resultado.

Exemplo 5.10. Sejam pMm,Aq e pNn,Bq variedades. Note que de Topologia geral M ˆ N

é Hausdorff e possui base enumerável. Definindo pϕ ˆ ψqpp, qq “ pϕppq, ψpqqq, com pp, qq P

M ˆN . Considere o conjunto C “ tpU ˆV, ϕˆψq; pU,ϕq P A e pV, ψq P Bu. Mostremos que

C é um atlas de M ˆN .

Note que dado pUˆV, ϕˆψq P C temos que ϕˆψpUˆV q “ ϕpUqˆψpV q é

um homeomorfismo do abertoUˆV no aberto ϕpUqˆψpV q pois é produto de homeomorfismos.

Tome px, yq P M ˆ N , logo existem cartas pU,ϕq e pV, ψq tais que x P U e

y P V . Assim, ϕˆ ψ P C, ou seja, o domínio das cartas em C cobrem M ˆN .

Mostremos agora a compatibilidade das cartas.

Tome pU1ˆV1, ϕ1ˆψ1q, pU2ˆV2, ϕ2ˆψ2q P C, temos que pϕ2ˆψ2q ˝ pϕ1ˆ

ψ1q
´1 “ pϕ2 ˝ ϕ

´1
1 q ˆ pψ2 ˝ ψ

´1
1 q é C8, uma vez que pϕ2 ˝ ϕ

´1
1 q e pψ2 ˝ ψ

´1
1 q são C8.

Logo C é um atlas, assim existe um único atlas maximal Ĉ tal que C Ă Ĉ e

pM ˆN, Ĉq é uma variedade diferenciável.

Proposição 5.11. Sejam M,N1, N2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação F “ pF1, F2q :

M Ñ N1 ˆ N2 é diferenciável se, e somente se, as funções coordenadas F1 : M Ñ N1 e

F2 : M Ñ N2 são diferenciáveis. Do mesmo modo, F é de classe Ck se, e somente se, F1 e F2

são de classe Ck.

Demonstração. Mostraremos o caso diferenciável, o caso de classe Ck decorre de maneira
análoga.

De fato, tome p P M e considere pU,ϕq uma carta de M tal que p P U e
pV1 ˆ V2, ψ1 ˆ ψ2q uma carta de N1 ˆN2 tal que F ppq “ pn1, n2q P V1 ˆ V2.

U ĂM F //

ϕ

��

V1 ˆ V2 Ă N1 ˆN2

ψ1ˆψ2

��
ϕpUq Ă Rm ψ˝F˝ϕ´1

// ψ1pV1q ˆ ψ2pV2q Ă Rn1`n2

Figura 5.3

Dessa forma temos que pψ1ˆψ2q ˝F ˝ϕ
´1 “ pψ1 ˝F1 ˝ϕ

´1, ψ2 ˝F2 ˝ϕ
´1q.

Note que uma aplicação F “ pF1, F2q : Rm Ą ϕpUq Ñ Rn1ˆRn2 é diferenciável se, e somente
se, F1 : ϕpUq Ñ Rn1 e F2 : ϕpUq Ñ Rn2 são diferenciáveis. Logo obtemos o desejado. ˝
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5.2 DIFEOMORFISMO

Definição 5.12. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Um difeomorfismo de M para N é

uma aplicação diferenciável bijetora F : M Ñ N que tem inversa diferenciável. Um difeo-
morfismo de classe Ck de M para N ( k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,8) é uma aplicação bijetora de classe Ck

F : M Ñ N que tem inversa de classe Ck. Dizemos que M e N são difeomorfas (de classe
Ck), se existir um difeomorfismo (de classe Ck) entre elas.

Proposição 5.13 (Propriedades de difeomorfismo). 1. Toda composição de difeomorfismos

(de classe Ck) é um difeomorfismo (de classe Ck).

2. Todo produto finito de difeomorfismo (de classe Ck) entre variedades é um difeomorfismo

(de classe Ck).

3. Todo difeomorfismo (de classe Ck) é um homeomorfismo.

4. A restrição de um difeomorfismo (de classe Ck) a uma subvariedade aberta é um difeo-

morfismo (de classe Ck) sobre sua imagem.

5. Ser difeomorfo é uma relação de equivalência na classe de todas as variedades diferen-

ciáveis.

Demonstração. Mostraremos para os difeomorfismo. O caso de difeomorfismos de classe Ck

segue de forma análoga.
1. De fato, sejam M,N e P variedades e F : M Ñ N e G : N Ñ P difeomorfismos. Note
que a composição G ˝ F é uma bijeção pois é composição de aplicações bijetoras, pelo item 3
da Proposição 5.8 segue que G ˝ F e pG ˝ F q´1 “ F´1 ˝G´1 são C8.
2. Sejam Fi : Mi Ñ Ni com i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n difeomorfismos. Mostremos que F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fn :

M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMn Ñ N1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆNn é difeomorfismo.
Note que F1 ˆ ¨ ¨ ¨Fn é bijeção, pois é produto de aplicações bijetoras. Pela

Proposição 5.11 segue que F1ˆ¨ ¨ ¨ˆFn e pF1ˆ¨ ¨ ¨ˆFnq
´1 “ F´1

n ˆ¨ ¨ ¨ˆF´1
1 são diferenciáveis.

3. Seja F : M Ñ N um difeomorfismo, é imediato da Definição 5.12 que F é um homeomor-
fismo.
4. Sejam F : M Ñ N um difeomorfismo e U um aberto em M . Mostremos que F |U : U Ñ

F pUq é um difeomorfismo.
Pelo item 3 temos que F pUq é um aberto em N , consideremos U e F pUq as

variedades, pU, rCsq e pF pUq, rDsq onde rCs e rDs são os atlas maximais que contém, respec-
tivamente, os atlas C “ tpU X V, ϕ|UXV q; pV, ϕq é uma carta em Mu e
D “ tpW X F pUq, ψ|WXF pUqq; pW,ψq é uma carta em Nu. Uma vez que F é diferenciável te-
mos que qualquer representação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 é diferenciável em ϕppq para qualquer p P M ,
em particular como U é um aberto em M , temos que ψ|WXF pUq ˝ F |U ˝ ϕ´1|ϕpUXV q é diferen-
ciável, logo F |U é diferenciável. De forma análoga F´1|F pUq é diferenciável. Portanto F |U é
difeomorfismo.
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5. Sejam M,N e P variedades diferenciáveis.

• (Reflexiva) Basta considerar o difeomorfismo Id : M ÑM , logo M é difeomorfa a M .

• (Simétrica) Suponha que M é difeomorfa a N , logo existe um difeomorfismo F : M Ñ

N , dessa forma F´1 : N ÑM é difeomorfismo e assim N é difeomorfa M .

• Suponha que M é difeomorfa a N e N é difeomorfa a P , logo existem difeomorfismos
F : M Ñ N e G : N Ñ P . Como G ˝ F : M Ñ P é difeomorfismo temos que M é
difeomorfa a P .

˝

Proposição 5.14. Seja M uma n-variedade. Se pU,ϕq é uma carta em M , então a aplicação

coordenada ϕ : U Ñ ϕpUq Ă Rn é um difeomorfismo C8.

Demonstração. De fato, como ϕ é um homeomorfismo, temos que ϕ é bijetora, dessa forma
resta provarmos que ϕ e ϕ´1 são C8. Note que tU,ϕu é um atlas em U , logo existe um
único atlas maximal A de forma que tpU,ϕqu Ă A tal que pU,Aq é variedade. Além disso
tpϕpUq, IdϕpUqqu é um atlas de ϕpUq, tome B o atlas maximal contendo tϕpUq, IdϕpUqu. Como
para todo p P U temos que pIdϕpUq ˝ ϕ ˝ ϕ´1q é C8 em ϕppq, segue que ϕ é C8.

Por outro lado, como para todo ϕppq P ϕpUq temos que ϕ ˝ ϕ´1 ˝ IdϕpUq
´1 é

C8 em ϕppq “ IdϕpUqpϕppqq segue que ϕ´1 é C8.
Portanto, ϕ : U Ñ ϕpUq é de fato um difeomorfismo C8. ˝

Proposição 5.15. Seja M uma n-variedade diferenciável e U Ă M um aberto em M . Se

F : U Ñ F pUq Ă Rn é um difeomorfismo de classe C8 sob um subconjunto aberto do Rn,

então pU, F q é uma carta na estrutura diferenciável de M .

Demonstração. Dada uma carta pV, ψq no atlas maximal de M , pela Proposição 5.14 temos que
ψ e ψ´1 são C8, logo ψ ˝ F´1 e F ˝ ψ´1 são C8, isto é, o homeomorfismo F : U Ñ F pUq é
compatível com todas as cartas do atlas maximal, logo pU, F q pertence ao atlas maximal. ˝

Exemplo 5.16. Seja f : RÑ R definida por fptq “ t
1
3 e considere em R os atlas maximais A

e B, contendo IdR : RÑ R e f´1, respectivamente.

Note que f : pR, Aq Ñ pR, Bq é uma bijeção e para todo p P R temos que

f´1 ˝ f ˝ IdR “ IdR é C8 em p, dessa forma f é C8. De forma análoga f´1 é C8. Portanto

f é um difeomorfismo de classe C8.

Observe que f : pR,Aq Ñ pR,Aq não é um difeomorfismo, pois Id˝f ˝Id “

f e f não é diferenciável em p “ 0, dessa forma f não é C8.
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5.3 PARTIÇÃO DA UNIDADE

Lema 5.17. A função f : RÑ R definida por fptq “

$

&

%

e´
1
t , t ą 0

0, t ď 0
é de classe C8.

Demonstração.

Figura 5.4

Considere as funções g : R Ñ R dada por gpxq “ ex e h : Rzt0u Ñ R dada
por hptq “ ´1

t
. Logo f “ pg ˝ hq : Rzt0u Ñ R definida por pg ˝ hqptq “ gphptqq “ gp´1

t
q “

e´
1
t é C8 em Rzt0u pois é composta de funções C8. Resta mostrarmos que f é C8 na origem.

Afirmação 1: f é contínua em 0

De fato, temos que lim
tÑ0´

fptq “ lim
tÑ0´

0 “ 0, lim
tÑ0`

fptq “ lim
tÑ0`

e´
1
t

“ lim
tÑ0`

1

e
1
t
“ 0 e fp0q “ 0.

Afirmação 2: lim
tÑ0`

e´
1
t

tk
“ 0, @k ą 0.

lim
tÑ0`

e´
1
t

tk
“ lim

tÑ0`

t´k

e
1
t

“ lim
tÑ0`

t´k

et
´1

L1Hospital
“ lim

tÑ0`

´kt´k´1

´ 1
t2
et
´1 “ lim

tÑ0`

´kt´k´1t2

´et
´1 “ lim

tÑ0`

kt´k`1

et
´1

L1H
“ lim

tÑ0`

kp´k ` 1qt´k

´ 1
t2
et
´1 “ lim

tÑ0`

´kpk ´ 1qt´kt2

´et
´1 “ lim

tÑ0`

kpk ´ 1qt´k`2

et
´1 “ ¨ ¨ ¨ “ lim

tÑ0`

k!

et
´1

“ 0.
Afirmação 3: Para t ą 0, a k-ésima derivada de f é da forma f pkqptq “ pkptq

e
´1
t

t2k
para algum

polinômio pk de grau no máximo k.
Faremos a prova por indução.

Para k “ 0 temos que f 0ptq “ p0ptq
e
´1
t

t2¨0
“ 1 ¨ e

´1
t “ e

´1
t .
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Suponha que é válido para k ě 0, temos que:

f pk`1q
ptq “ p1kptq

e
´1
t

t2¨k
` pkptq

˜

e
´1
t

t2
¨ t´2k

´ 2ke
´1
t ¨ t´2k´1

¸

“ p1kptq
e
´1
t

t2k
` pkptq

e
´1
t t´2

t2k
´ 2kpkptq

e
´1
t

t2k`1
“ pt2p1kptq ` pkptq ´ 2ktpkptqq

e
´1
t

t2pk`1q

como queríamos.
Afirmação 4: f pkqp0q “ 0 para cada k ě 0.

Novamente mostraremos por indução sobre k.
Para k “ 0, temos que f 0p0q “ 0.

Suponha que é válido para k ě 0. Mostrar que fk`1p0q existe e é zero é
equivalente mostrar que fk tem derivada pela direita e pela esquerda em t “ 0 e são iguais.

É claro que lim
tÑ0´

fkptq´fkp0q
t

“ 0. Além disso,

lim
tÑ0`

fkptq ´ fkp0q

t
Af.3
“ lim

tÑ0`

pkptq
e
´1
t

t2k
´ 0

t
“ lim

tÑ0`

pkptqe
´1
t

t2k`1

Af.2
“ 0.

Portanto, fkp0q “ 0, @k P N e assim, f e C8. ˝

Lema 5.18. Dado quaisquer números reais r1 e r2 tais que r1 ă r2, existe uma função C8

h : RÑ R tais que:

1. hptq ” 1 para t ď r1,

2. 0 ă hptq ă 1 para r1 ă t ă r2 e,

3. hptq ” 0 para t ě r2.

Demonstração. Seja f a função definida no Lema 5.17 e considere hptq “ fpr2´tq
fpr2´tq`fpt´r1q

.
Observe que fpr2 ´ tq ě 0 e fpt´ r1q ě 0, logo se fpr2 ´ tq “ 0 segue pela

definição da função f que r2 ´ t ď 0, ou seja, r2 ď t. Uma vez que r1 ă r2 ď t, segue que
0 ă t ´ r1 e assim fpt ´ r1q ą 0. Dessa forma fpr2 ´ tq ` fpt ´ r1q ą 0, @ P t. Assim hptq

está bem definida e é C8 (uma vez que f é C8).
Se t ď r1 ă r2 temos que t ´ r1 ď 0, logo pela definição da f segue que

fpt´ r1q “ 0 e hptq “ fpr2´tq
fpr2´tq`fpt´r1q

“ 1. Portanto hptq ” 1, @t ď r1.
Se t ě r2, temos que 0 ě r2´t, logo fpr2´tq “ 0 e assim hptq “ 0. Portanto

hptq ” 0, @t ě r2.
Agora, se t ă r2 segue que 0 ă r ´ 2 ´ t, assim fpr2 ´ tq ą 0. Por outro

lado, se r1 ă t temos que 0 ă t´ r1, logo fpt´ r1q ą 0. Portanto 0 ă fpr2´tq
fpr2´tq`fpt´r1q

“ hptq ă
fpr2´tq
fpr2´tq

ă 1. ˝
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Definição 5.19. Uma função com as propriedades da função h vista acima no Lema 5.18 é

usualmente chamada de função de corte.

Lema 5.20. Dados quaisquer números reais r1 ă r2, existe uma função C8 H : Rn Ñ R
tais que H ” 1 em Bp0, r1q, 0 ă Hpxq ă 1 para todo x P Bp0, r2qzBp0, r1q e H ” 0 em

RnzBp0, r2q.

Demonstração. Seja h a função definida no Lema 5.18 e Hpxq “ hp|x|q.
Considere g1 : RÑ R definida por g1pxq “ hpxq e g2 : Rn Ñ R definida por

g2pxq “ |x|. Logo g1 ˝ g2 : Rn Ñ R dada por pg1 ˝ g2qpxq “ g1pg2pxqq “ g1p|x|q “ hp|x|q “

Hpxq é C8 em Rnzt0u pois é composta de funções C8.
Por outro lado, como H ” 1 no aberto Bp0, r1q segue que H é C8 em 0. ˝

A função H construída no Lema 5.20 é um exemplo de uma função diferen-
ciável bump.

Definição 5.21. Se f é uma função de valor real ou de valor vetorial no espaço topológico M ,

o suporte de f , denotado por suppf , é o fecho do conjunto de pontos onde f é não nula, ou

seja, suppf “ tp PM ; fppq ‰ 0u. Se suppf está contido em algum conjunto U ĂM , dizemos

que f é suportada em U.

Definição 5.22. Sejam M um espaço topológico e X “ pXαqαPA uma cobertura aberta de M ,

onde A é um conjunto de índices. Chamamos de partição da unidade subordinada à X uma

família de funções contínuas ψα : M Ñ R, α P A, com as seguintes propriedades:

1. 0 ď ψαpxq ď 1, @α P A e @x PM .

2. suppψα Ď Xα, para cada α P A.

3. A família de suportes psuppψαqαPA é localmente finita, ou seja, todo ponto tem uma

vizinhança que intercepta apenas em uma quantidade finita de conjuntos da família.

4.
ř

αPA

ψαpxq “ 1, @x PM.

Observações 5.23. 1. Pela condição 3 da Definição 5.22 temos que psuppψαqαPA é local-

mente finito, logo existem α1, ¨ ¨ ¨ , αt P A e uma vizinhança Ux de x tais que Ux X

psuppψαq “ H, @α P Aztα1, ¨ ¨ ¨ , αtu, em particular, ψαpxq “ 0, @α P Aztα1, ¨ ¨ ¨ , αtu

e assim, faz sentido a soma infinita do item 4 da definição, pois
ř

αPA

ψαpxq “ ψα1pxq `

¨ ¨ ¨ ` ψαtpxq.

2. Se pψαqαPA é uma partição da unidade subordinada à X, onde cada ψα : M Ñ R é C8,

dizemos que pψαqαPA é uma partição da unidade C8 subordinada à X.
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3. Se o item 2 dessa observação é válido, pelo item 1 dessa observação existem α1, ¨ ¨ ¨ , αt P

A tais que
ř

αPA

ψαpxq “ ψα1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` ψαtpxq. Como ψα1 , ¨ ¨ ¨ , ψαt são C8 em M , e em

particular são C8 em x, temos que
ř

αPA

ψα é C8 em x, uma vez que x é arbitrário segue

que
ř

αPA

ψα é C8.

Teorema 5.24 (Existência da partição da unidade). Seja M uma variedade diferenciável e X “

pXαqαPA uma cobertura aberta de M . Então existe uma partição da unidade C8 subordinada

à X.

Demonstração. Como Xα é aberto temos que Xα é uma variedade diferenciável, dessa forma
pela Proposição 4.24, existe uma base βα de bolas coordenadas regulares para Xα, note que
β “

Ť

αPA

βα é uma base para M .

Como X é uma cobertura aberta de M e β é uma base de M segue pelo
Teorema 4.13 que X admite um refinamento enumerável localmente finito tBiuiPJ consistindo
de elementos de β. Além disso, pelo Lema 1.19 temos que

 

Bi

(

iPJ
é localmente finito.

Para cada i P J , como Bi é uma bola coordenada regular e Bi Ă Xα, para
algum Xα, temos que existe uma bola coordenada B1

i Ă Xα de forma que B1

i Ą Bi e existe um
homeomorfismo ϕi : B

1

i Ñ B
`

0, r
1

i

˘

com ϕi
`

Bi

˘

“ Bp0, riq e ϕipBiq “ Bp0, riq, para algum
ri ă r

1

i (definição de bola coordenada regular).
Considere a função fi : M Ñ R definida por:

fipxq “

$

&

%

pHi ˝ ϕiqpxq, se x P B
1

i;

0, se x PMzBi;

onde Hi : Rn Ñ R é uma função diferenciável, tal que Hptq ą 0 para t P Bp0, riq e Hptq “ 0

se t P RnzBp0, riq (Lema 5.20). No conjunto B1

izBi as definições coincidem, logo fi está bem
definida e é diferenciável. Além disso, como fipxq ą 0 se, e somente se, x P Bi, segue que
suppfi “ Bi.

Agora, vamos definir f : M Ñ R por fpxq “
ř

i

fipxq.

Como
 

Bi “ suppfi
(

iPJ
é uma cobertura de M localmente finita, dado x P

M existe uma vizinhança Ux de x e índices i1, ¨ ¨ ¨ , it P J tais que Ux X Bi “ H, @i ‰ ij com
j “ 1, ¨ ¨ ¨ , t. Assim fpxq “ fi1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` fitpxq e portanto f é diferenciável. Uma vez que
para cada i temos que fipxq ě 0 e tBiuiPJ forma uma cobertura para M , então x P Bij para
algum j, logo fpxq ą 0.

Definindo gi : M Ñ R por gipxq “
fipxq
fpxq

, temos que gi é C8 com 0 ď gi ď 1

e
ř

i

gipxq “
ř

i

´

fipxq
fpxq

¯

“
fi1pxq
fpxq

` ¨ ¨ ¨ `
fitpxq
fpxq

“
fi1pxq`¨¨¨`fitpxq

fpxq
“ 1.

Uma vez que tB1

iu é um refinamento de X, para cada i P J existe α P A de
forma que B1

i Ă Xα.
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Tome a : J Ă N Ñ A uma "função escolha", isto é, B1

i Ă Xapiq. Para cada
α P A defina ψα : M Ñ R por ψα “

ř

i;apiq“α

gi. Se não existir índice i de forma que apiq “ α

então ψα ” 0, isto é,

ψαpxq “

#

0, se não existir índice i de forma que apiq “ α;

1, se existir índice i de forma que apiq “ α;

Logo, ψα é C8 e 0 ď ψα ď 1 para cada α P A.
Observe que

suppψα “ tx PM ;ψαpxq ‰ 0u “ tx PM ;
ÿ

i;apiq“α

gipxq ‰ 0u “
ď

tx PM ; gipxq ‰ 0u

“
ď

tx PM ; fipxq ‰ 0u “
ď

Bi
Lema1.19
“

ď

Bi

BiĂB
1

iĂXα
Ă Xα.

Além disso, como
 

Bi

(

é localmente finito temos que existe uma vizinhança
Ux de x em M e índices i1, ¨ ¨ ¨ , it P J de forma que Ux XBi “ H, @i ‰ i1, ¨ ¨ ¨ , it.

Dado α P A com α ‰ apijq para cada j P 1, ¨ ¨ ¨ , t temos que Ux X psuppψαq

“ Ux X

˜

Ť

i;apiq“α

Bi

¸

“
Ť

i;apiq“α

pUx XBiq “ H. Logo tpsuppψαquαPA é localmente finito.

Por fim
ř

α

ψα ”
ř

i

gi “ 1.

Assim, essa é a partição da unidade desejada. ˝

Definição 5.25. Sejam M e N variedades diferenciáveis e A Ď M um subconjunto qualquer.

Dizemos que uma aplicação F : A Ñ N é diferenciável em A se ela possuir uma extensão

diferenciável em uma vizinhança de cada ponto, isto é, se para todo p P A existe um sub-

conjunto aberto W Ď M contendo p e uma aplicação diferenciável F̃ : W Ñ N tal que

F̃ |WXA “ F |WXA.

Lema 5.26 (Extensão para funções diferenciáveis). Seja M uma variedade diferenciável, A Ă

M um subconjunto fechado e f : A Ñ Rk uma função diferenciável (ou C8). Para qualquer

subconjunto aberto U Ą A existe uma função diferenciável (ou C8) f̃ : M Ñ Rk tal que

f̃ |A “ f e suppf̃ Ă U .

Demonstração. Para cada p P A, considere Wp uma vizinhança de p e f̃p : Wp Ñ Rk uma
função diferenciável tal que f̃p coincide com f em Wp X A.

Seja U um subconjunto aberto de M que contém A, dessa forma Wp X U é
um aberto em M que contém p, substituindo Wp por Wp X U , podemos assumir que Wp Ă U .

Note que tWp; p P Au é uma cobertura de A, ou seja, A Ă
Ť

pPA

Wp, logo

tWp; p P Au Y tMzAu cobre M .
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Pelo Teorema 5.24 existe uma partição da unidade diferenciável subordinada
a tWp; p P Au Y tMzAu. Considere tWpupPA Y tW0u uma partição da unidade subordinada a
cobertura tWp; p P Au Y tMzAu com suppψp Ă Wp e suppψ0 ĂMzA.

Do fato de f̃p : Wp Ñ Rk ser C8 em Wp e ψp : M Ñ R ser C8 em M ,
temos que f̃p ¨ ψp é diferenciável em M XWp “ Wp e tem uma extensão diferenciável para
todo M se considerarmos que ψp ¨ f̃p ” 0 em Mzsuppψp (A função extendida é diferenciável
porque as duas definições coincidem no subconjunto aberto Wpzsuppψp). Podemos definir
então f̃ : M Ñ Rk por f̃pxq “

ř

pPA

ψppxq ¨ f̃ppxq.

Pela Definição 5.22 temos que a família de suportes tsuppψpu é localmente
finita, ou seja, essa soma tem apenas um número finito de termos não nulos em alguma vizi-
nhança de qualquer ponto de M , logo

ř

pPA

ψppxq ¨ f̃ppxq é diferenciável.

Tome x P A, dessa forma x R MzA o que implica que x R suppψ0 “

tx PM ; ψ0pxq ‰ 0u, então ψ0pxq “ 0 e f̃ppxq “ fpxq para cada p tal que ψppxq ‰ 0, assim

f̃pxq “
ÿ

pPA

ψppxq ¨ fppxq “

˜

ψ0pxq `
ÿ

pPA

ψppxq

¸

fpxq “ fpxq,

logo f̃ é de fato uma extensão de f em A.

Note que,

#

x PM ;
ř

pPA

ψppxq ¨ f̃ppxq ‰ 0

+

“
Ť

pPA

tx PM ; x P suppψppxqu

“
Ť

pPA

suppψppxq. Pelo item 2 do Lema 1.19, segue que:

suppf̃ “

#

x PM ;
ř

pPA

ψppxq ¨ f̃ppxq ‰ 0

+

“
Ť

pPA

suppψppxq “
Ť

pPA

suppψp “
Ť

pPA

suppψp Ă

U . ˝

Definição 5.27. Sejam M um espaço topológico, A Ă M um subconjunto fechado e U Ă M

um subconjunto aberto com A Ă U . Uma função ψ : M Ñ R é dita ser uma bump function
de A suportada em U se 0 ď ψ ď 1 em M , ψ ” 1 em A e suppψ Ď U .

Proposição 5.28. Seja M uma variedade diferenciável. Dados um subconjunto fechado A Ă

M e um subconjunto aberto U Ą A, existe uma bump function C8 de A suportada em U.

Demonstração. De fato, considere U “ U0 e U1 “ MzA. Como M “ U Y pMzUq Ă

U Y pMzAq “ U0 Y U1 Ă M , logo U0 Y U1 “ M e assim tU0, U1u é uma cobertura aberta de
M .

Pelo Teorema 5.24 existe uma partição da unidade diferenciável pψ0, ψ1q su-
bordinada à tU0, U1u. Como suppψ1 Ă U1 “MzA segue que ψ1 ” 0 em A.

Assim, para cada a P A temos que 1 “ ψ0paq ` ψ1paq “ ψ0paq, logo ψ0 ” 1

em A, 0 ď ψ0 ď 1 e suppψ0 Ă U0 “ U . Portanto ψ0 é a função desejada. ˝
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5.4 ESPAÇO TANGENTE

Definição 5.29. Seja M uma variedade diferenciável e p P M . Uma aplicação linear v :

C8pMq Ñ R é chamada uma derivação em p se satisfazer:

vpfgq “ fppqvpgq ` gppqvpfq para todo f, g P C8pMq.

Lema 5.30. O conjunto de todas as derivações de P C8pMq em p, denotado por TpM , é um

espaço vetorial chamado espaço tangente de M em p.

Demonstração. De fato, note que TpM ‰ H pois 0 : C8pMq Ñ R definida por 0pfq “ 0

pertence a TpM .
Agora tome u, v P TpM e λ P R, logo dados f, g P C8pMq como λu ` v P

LpC8pMq,Rq, basta mostrarmos que pλu` vq é uma derivação em p.
Assim, pλu ` vqpfgq “ λupfgq ` vpfgq “ λpfppqupgq ` gppqupfqq `

fppqvpgq ` gppqvpfq “ fppqpλupgq ` vpgqq ` gppqpλupfq ` vpfqq “ fppqppλu ` vqpgqq `

gppqppλu` vqpfqq. ˝

Um elemento de TpM é chamado vetor tangente em p.

Lema 5.31. Seja M uma variedade diferenciável, p PM , v P TpM e f, g P C8pMq.

1. Se f é uma função constante, então vpfq “ 0.

2. Se fppq “ gppq “ 0, então vpfgq “ 0.

Demonstração. 1. Seja f ” c e considere g ” 1 P C8pMq, dessa forma

vpfq “ vpcgq “ cvpgq, (5.1)

uma vez que v é transformação linear e c uma constante.
Por outro lado, vpgq “ vpggq “ gppqvpgq ` gppqvpgq “ vpgq ` vpgq, o que

implica que vpgq “ 0. Substituindo em 5.1, temos que vpfq “ c0 “ 0.
2. Suponha que fppq “ gppq “ 0, logo vpfgq “ fppqvpgq ` gppqvpfq “ 0. ˝

5.5 A DIFERENCIAL DE UMA APLICAÇÃO DIFERENCIÁVEL

Definição 5.32. Sejam M,N são variedades diferenciáveis e F : M Ñ N uma aplicação

diferenciável. Para cada ponto p P M definimos a aplicação dFp : TpM Ñ TF ppqM chamada

diferencial de F em p da seguinte maneira:

Dado v P TpM , seja dFppvq a derivação em F ppq que age em f P C8pNq

pela seguinte regra: dFppvqpfq “ vpf ˝ F q.

Lema 5.33. dFp : TpM Ñ TF ppqM é de fato uma derivação.
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Demonstração. Dados f, g P C8pNq e λ P R, como v é linear segue que dFppvqpλf ` gq “

vppλf ` gq ˝F q “ vpλpf ˝F q ` pg ˝F qq “ λvpf ˝F q ` vpg ˝ fq “ λdFppvqpfq ` dFppvqpgq.
Logo, dFppvq é linear.

Além disso, dFppvqpf ¨gq “ vppf ¨gq ˝F q “ vppf ˝F qpg ˝F qq “ pf ˝F qppq ¨

vpg ˝ F q ` vpf ˝ F q ¨ pg ˝ F qppq “ fpF ppqq ¨ dFppvqpgq ` dFppvqpfq ¨ gpF ppqq. ˝

Proposição 5.34. Sejam M,N e P variedades diferenciáveis e F : M Ñ N e G : N Ñ P

aplicações diferenciáveis em p PM . Nessas condições:

1. dFp : TpM Ñ TF ppqN é linear.

2. dpG ˝ F qp “ dGF ppq ˝ dFp : TpM Ñ TG˝F ppqP .

3. dpIdMqp “ IdTpM : TpM Ñ TpM .

4. Se F é um difeomorfismo, então dFp : TpM Ñ TF ppqN é um isomorfismo e pdFpq´1 “

dpF´1qF ppq.

Demonstração. 1. Tome u, v P TpM , λ P R e f P C8pNq, temos que dfppλu ` vqpfq “

pλu` vqpf ˝ F q “ λupf ˝ F q ` vpf ˝ F q “ λdFppuqpfq ` dFppvqpfq.
2. Temos que

`

dGF ppq ˝ dFp
˘

pvqpfq “ dGF ppqpdFppvqqpfq “ dFppvqpf˝Gq “ vppf˝Gq˝F q “

vpf ˝ pG ˝ F qq “ dpG ˝ F qppvqpfq, @f P C
8pNq e @v P TpM .

Portanto dpG ˝ F qp “ dGF ppq ˝ dFp : TpM Ñ TpG˝F qppqP .
3. Temos que dpIdMqppvqpfq “ vpf ˝ IdMq “ vpfq, assim dpIdMqppvq “ v, @v P TpM.

Portanto dpIdMqp “ IdTpM : TpM Ñ TpM .
4. Suponha que F é um difeomorfismo. Pelo item 1 dessa proposição temos que dFp é linear,
logo resta mostrarmos que dFp : TpM Ñ TF ppqN é bijeção.

Note que dpF´1qF ppq ˝ dFp “ dpF´1 ˝ F qp “ dpIdMqp “ IdTpM . De forma
análoga segue que dFp ˝ dpF´1qF ppq “ IdTF ppqN .

Portanto, dFp : TpM Ñ TF ppqN é um isomorfismo e pdFpq´1 “ dpF´1qF ppq.
˝

Proposição 5.35. Sejam M uma variedade diferenciável, p PM e v P TpM . Se f, g P C8pMq

e existe uma vizinhança Up de p com fpxq “ gpxq, @x P Up, então vpfq “ vpgq.

Demonstração. De fato, considere h “ f ´ g, logo h é uma função C8pMq e hpxq “ 0,
@x P Up.

Temos que supph Ă Mztpu, pela Proposição 5.28 existe uma ψ P C8pMq
de forma que ψ ” 1 em supph, 0 ď ψ ď 1, com suppψ Ă Mztpu, logo ψ ¨ h “ h. Desde que
hppq “ ψppq “ 0, temos que vphq “ vpψ ¨ hq “ 0, assim 0 “ vphq “ vpf ´ gq “ vpfq ´ vpgq.
Portanto vpfq “ vpgq. ˝
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Proposição 5.36. Sejam M e N variedades diferenciáveis, F : M Ñ N , G : M Ñ N

aplicações diferenciáveis em p P M e Up uma vizinhança de p em M tal que F pxq “ Gpxq,

@x PM , então dFp “ dGp.

Demonstração. Dado f P C8pNq temos que f ˝ F, f ˝G P C8pMq são tais que pf ˝ F qpxq “
pf ˝Gqpxq, @x P Up. Pela Proposição 5.35, dado v P TpM segue que vpf ˝ F q “ vpf ˝Gq, ou
seja, dFppvqpfq “ dGppvqpfq.

Como v P TpM e f P C8pMq são arbitrários, segue que dFp “ dGp. ˝

Proposição 5.37. Sejam M uma variedade diferenciável, U Ă M um subconjunto aberto e

seja i : U Ñ M a aplicação inclusão. Para todo p P U a diferencial dip : TpU Ñ TpM é um

isomorfismo.

Demonstração. Seja p P U um ponto qualquer. Já vimos que dip é uma transformação linear,
dessa forma mostraremos que dip é uma bijeção.

Para provarmos que dip é injetiva, mostraremos que kerpdipq “ t0u.
De fato, tome v P kerpdipq, logo dippvq “ 0. Seja B uma vizinhança de p de

forma que B Ă U e seja f P C8pUq arbitrário. O Lema 5.26 garante que existe f̃ P C8pMq
de forma que f̃ ” f em B e suppf̃ Ă U .

Como f e f̃ |U são diferenciáveis em U e coincidem em uma vizinhança de p,
pela Proposição 5.35 temos que vpfq “ v

´

f̃ |U
¯

“ v
´

f̃ ˝ i
¯

“ dippvqf̃ “ 0. Dessa forma
v “ 0, assim dip é injetiva.

Resta mostrarmos que dip é sobrejetiva.
Seja w P TpM qualquer. Defina um operador v : C8pUq Ñ R de forma que

vpfq “ w
´

f̃
¯

, onde f̃ P C8pMq e f̃ ” f em B. Note que v está bem definida pois pela

Proposição 5.35 vpfq independe da escolha de f̃ .
Afirmação: v é uma derivação de C8pUq em p.

De fato, tome f, g P C8pUq, temos que vpfgq “ w
´

Ăfg
¯

“ f̃ppqwpg̃q `

g̃ppq ` w
´

f̃
¯

“ f̃ppqvpgq ` g̃ppqvpfq “ fppqvpgq ` gppqvpfq.

Para qualquer g P C8pMq, temo que dippvqpgq “ vpg ˝ iq “ w
´

Ąg ˝ i
¯

“

wpg̃|Uq “ wpgq. Portanto dip é sobrejetiva. ˝

5.6 DERIVADAS PARCIAIS

Definição 5.38. Sejam M uma n-variedade, pU,ϕq uma carta de M e f uma função C8pMq.

Para cada p P U , definimos a derivada parcial Bf
Bxi

de f com respeito a xi no ponto p, como

sendo:
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

f :“
Bf

Bxi
ppq :“

Bpf ˝ ϕ´1q

Bri
pϕppqq :“

B

Bri

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq

pf ˝ ϕ´1
q,

onde ϕ “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, pr1, ¨ ¨ ¨ , rnq são componentes do Rn e xi “ ri ˝ ϕ.
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Figura 5.5

Observação 5.39. Observe que Bf
Bxi

é C8 em U , pois Bf
Bxi
“

Bpf˝ϕ´1q

Bri
˝ϕ é C8 em ϕpUq e ϕ´1 é

C8 em ϕpUq.

Proposição 5.40. Seja pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq uma carta na variedade M . Então

Bxi

Bxj
“ δij “

$

&

%

0, se i ‰ j;

1, se i “ j.

Demonstração. Tome p P U , logo Bxi

Bxj
ppq “ Bpxi˝ϕ´1q

Brj
pϕppqq “ Bpri˝ϕ˝ϕ´1q

Brj
pϕppqq “ Bri

Brj
pϕppqq “

δij . ˝

Definição 5.41. Seja F : M Ñ N uma aplicação diferenciável, e sejam pU,ϕq

“ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xmq e pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq cartas em M e N , respectivamente, tais que

F pUq Ă V . Denotamos por F i “ yi ˝F :“ ri ˝ψ ˝F : U Ñ R a i-ésima componente de F na

carta pV, ψq. Então a matriz

„

BF i

Bxj



“

»

—

—

–

BF 1

Bx1
. . . BF 1

Bxm

... . . . ...
BFn

Bx1
. . . BFn

Bxm

fi

ffi

ffi

fl

nˆm

é chamada matriz jacobiana de F em relação as cartas pU,ϕq e pV, ψq.

Exemplo 5.42. Sejam pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq e pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq cartas em M de

forma que U X V ‰ H. A aplicação transição ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q é um

difeomorfismo de subconjuntos abertos do Rn. Mostremos que a matriz jacobiana Jpψ ˝ ϕ´1q

em θppq é a matriz
”

Byi

Bxj

ı

de derivadas parciais em p.

Pela definição 5.41, temos que:

Jpψ ˝ ϕ´1
q “

„

Bpψ ˝ ϕ´1qi

Brj



.
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Figura 5.6

Figura 5.7

Mas,

Bpψ ˝ ϕ´1qi

Brj
pϕppqq “

Bpri ˝ ψ ˝ ϕ´1q

Brj
pϕppqq “

Bpyi ˝ ϕ´1q

Brj
pϕppqq “

Byi

Bxj
ppq, @p P pU X V q.
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Portanto, Jpψ ˝ ϕ´1q “

”

Byi

Bxj

ı

.

Lema 5.43. B

Bxi

ˇ

ˇ

p
é uma derivação, ou seja, é um vetor tangente em p.

Demonstração. Afirmação 1: B

Bxi

ˇ

ˇ

p
é linear.

Tome f, g P C8pMq e α P R. Dessa forma, B

Bxi
|ppαf ` gq “ B

Bri
ppαf ` gq ˝

ϕ´1qpϕppqq “ α B

Bri
pf ˝ ϕ´1qpϕppqq ` B

Bri
pg ˝ ϕ´1qpϕppqq “ α B

Bxi
|pf ` B

Bxi
|pg.

Afirmação 2: B

Bxi

ˇ

ˇ

p
pf ¨ gq satisfaz a regra do produto.

De fato, tome f, g P C8pMq, temos que B

Bxi
|ppf ¨gq “ B

Bri
ppf ¨gq˝ϕ´1qpϕppqq

“ B

Bri
ppf ˝ ϕ´1q ¨ pg ˝ ϕ´1qqpϕppqq “ pf ˝ ϕ´1qpϕppqq ¨ B

Bri
pg ˝ ϕ´1qpϕppqq ` pg ˝ ϕ´1qpϕppqq ¨

B

Bri
pf ˝ ϕ´1qpϕppqq “ fppq B

Bxi
|pg ` gppq BBxi |pf.

Portanto B

Bxi
|p é uma derivação. ˝

Proposição 5.44. Seja M uma variedade e p P M . Se pU,ϕq é uma carta de M em p, então

dϕp

´

B

Bxi

ˇ

ˇ

p

¯

“ B

Bri

ˇ

ˇ

ϕppq
.

Demonstração. Tome f P C8pRnq, temos que:

dϕp

˜

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¸

pfq “
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

pf ˝ ϕq “
B

Bri

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq

pf ˝ ϕ ˝ ϕ´1
q “

B

Bri

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq

f.

Como f é arbitrário, temos que dϕp
`

B

Bxi
|p
˘

“ B

Bri
|ϕppq. ˝

Lema 5.45. O conjunto
!

B

Br1

ˇ

ˇ

ϕppq
, ¨ ¨ ¨ , B

Brn

ˇ

ˇ

ϕppq

)

é uma base do espaço tangente TϕppqRn «

Rn.

Demonstração. De fato, como dimpTϕppqRnq “ n, basta mostrarmos que o conjunto
 

B

Br1
|ϕppq, ¨ ¨ ¨ , B

Brn
|ϕppq

(

é linearmente independente.

Assim, sejam α1, ¨ ¨ ¨ , αn P R, de forma que
n
ř

i“1

αi
B

Bri
|ϕppq “ 0. Para cada

i, considere as aplicações coordenadas rj : Rn Ñ R, logo 0 “
n
ř

i“1

´

αi
B

Bri

ˇ

ˇ

ϕppq

¯

prjq “

n
ř

i“1

αi
Brj

Bri
pϕppqq “ αi.

Portanto
!

B

Br1

ˇ

ˇ

ϕppq
, ¨ ¨ ¨ , B

Brn

ˇ

ˇ

ϕppq

)

é uma base do espaço tangente TϕppqRn. ˝

Proposição 5.46. Seja M uma variedade e p PM . Se pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq é uma carta de

M em p, então
!

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn

ˇ

ˇ

p

)

é uma base do espaço tangente TpM .

Demonstração. Como ϕ : U Ñ Û Ă Rn é um difeomorfismo, segue pelo item 4 da Proposição
5.34, que dϕp : TpM Ñ TϕppqRn é um isomorfismo. Uma vez que isomorfismo leva base
em base,

!

B

Br1

ˇ

ˇ

ϕppq
, ¨ ¨ ¨ , B

Brn

ˇ

ˇ

ϕppq

)

é uma base de TϕppqRn e dϕp
´

B

Bxi

ˇ

ˇ

p

¯

“ B

Bri

ˇ

ˇ

ϕppq
, temos que

!

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn

ˇ

ˇ

p

)

é uma base de TpM . ˝
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Proposição 5.47 (Dimensão do espaço tangente). SeM é uma n-variedade diferenciável, então

para cada p PM , TpM é um espaço vetorial n-dimensional.

Demonstração. Seja p P M e pU,ϕq uma carta contendo p. Note que ϕ : U Ñ Û Ă Rn é um
difeomorfismo, logo pelo item 4 da Proposição 5.34, dϕp : TpU Ñ TϕppqÛ é um isomorfismo.
Como pela Proposição 5.37 TpM « TpU e TpU « TϕppqÛ « Rn, segue que dimTpM “

dimTϕppqRn “ n. ˝

Proposição 5.48. Sejam M uma variedade diferenciável e pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq e pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq

cartas coordenadas em M . Então B

Bxj
“

n
ř

i“1

Byi

Bxj
¨ B

Byi
em U X V .

Demonstração. Para cada p P U X V , temos que
 

B

Bx1
|p, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn
|p
(

e
!

B

By1
|p, ¨ ¨ ¨ , B

Byn
|p
)

são
bases de TpM , dessa forma existe uma matriz raijppqs de números reais com relação à essas
bases tal que em U X V temos:

B

Bxj
“

n
ÿ

k“1

akj
B

Byk
. (5.2)

Aplicando yi em ambos os lados da equação, obtemos:

Byi

Bxj
“

n
ÿ

k“1

akj
Byi

Byk
“

n
ÿ

k“1

akjδik “ aij.

Portanto, B

Bxj
“

n
ř

i“1

Byi

Bxj
¨ B

Byi
. ˝

Proposição 5.49. Sejam F : M Ñ N uma aplicação diferenciável, p P M e pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xmq

e pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq cartas coordenadas de M e N em p e F ppq, respectivamente. Com relação

as bases
!

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, ¨ ¨ ¨ , B

Bxm

ˇ

ˇ

p

)

de TpM e
"

B

By1

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq
, ¨ ¨ ¨ , B

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

*

de TF ppqN , a diferencial

dFp : TpM Ñ TpN é representada pela matriz
”

BF i

Bxj
ppq

ı

, onde F i “ yi ˝ F é a i-ésima

componente de F .

Demonstração. Temos que
!

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, ¨ ¨ ¨ , B

Bxm

ˇ

ˇ

p

)

é uma base de TpM e
"

B

By1

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq
, ¨ ¨ ¨ , B

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

*

é uma base de TF ppqN . Dessa forma, diferencial dFp é determinada

pelos escalares aij tais que

dFp

˜

B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¸

“

n
ÿ

k“1

akj
B

Byk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

, com j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m. (5.3)

Aplicando yi em ambos os lados da equação 5.3, temos que:

aij “

˜

m
ÿ

k“1

akj
B

Byk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq

¸

yi “ dFp

˜

B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¸

yi “
B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

pyi ˝ F q “
BF i

Bxj
ppq.

˝
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5.7 FIBRADO TANGENTE

Definição 5.50. Seja M uma variedade, definimos o fibrado tangente de M denotado por TM

como sendo a união disjunta de todos os espaços tangente de M , ou seja:

TM “
ď

pPM

tpu ˆ TpM :“
ğ

TpM.

Observações 5.51. 1. Um elemento de TM é um par pp, vq em que p P M e v é um vetor

tangente a M em p.

2. Existe uma projeção natural π : TM ÑM dada por πpp, vq “ p.

Proposição 5.52. Seja Mn uma variedade, o fibrado tangente TM tem uma topologia natural

e uma estrutura diferenciável que o tornam uma variedade diferenciável de dimensão 2n.

Demonstração. Seja pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq uma carta de M , logo TU “
Ů

pPU

TpU “

Figura 5.8
Ů

pPU TpM . Note que que TU Ă TM .
Dado p P U , pela proposição 5.46,

 

B

Bx1
|p, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn
|p
(

é uma base para TpM ,
dessa forma v P TpM é escrito como combinação linear dos elementos da base, ou seja, v “
n
ř

i“1

vi B
Bxi
|p.

Defina ϕ̃ : TU Ñ R2n da seguinte maneira:
ϕ̃pp, vq “ px1ppq, ¨ ¨ ¨ , xnppq, v1, ¨ ¨ ¨ , vnq. Note que ϕ̃ é uma bijeção sob sua imagem ϕpUqˆRn

pois ϕ̃´1px1ppq, ¨ ¨ ¨ , xnppq, v1, ¨ ¨ ¨ , vnq “ pp,
ř

i

vi B
Bxi
|pq. Além disso, considerando em TU a

topologia induzida por ϕ̃, ϕ̃ é um homeomorfismo em ϕpUq ˆ Rn.
Agora, sejam pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq, pV, ψq “ pV, x̃1, ¨ ¨ ¨ , x̃nq cartas deM

e pTU, ϕ̃q, pTV, ψ̃q cartas correspondentes em TM , os conjuntos ϕ̃pTUXTV q “ ϕpUXV qˆRn

e ψ̃pTU X TV q “ ψpU X V q ˆ Rn são abertos de R2n.
Considerando U X V ‰ H temos que a aplicação transição ψ̃ ˝ ϕ̃´1 : ϕpU X

V q ˆ Rn Ñ ψpU X V q ˆ Rn dada por
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pψ̃ ˝ ϕ̃´1qpx1ppq, ¨ ¨ ¨ , xnppq, v1, ¨ ¨ ¨ , vnq “ ψ̃pϕ̃´1px1ppq, ¨ ¨ ¨ , xnppq, v1, ¨ ¨ ¨ , vnqq

“ ψ̃pp,
ř

i

vi B
Bxi
|pq “ px̃1ppq, ¨ ¨ ¨ , x̃nppq, Bx̃

1

Bxj
ppqvj, ¨ ¨ ¨ , Bx̃

n

Bxj
ppqvjq,

é diferenciável.
Seja tUiu uma cobertura enumerável de M , logo obtemos uma cobertura enu-

merável de TM por domínios coordenados tTUiu.
Por fim, tome pp, vq, pq, wq P TU , note que tpu ˆ TpM “ π´1ppq e tqu ˆ

TqM “ π´1pqq. Se p e q pertencem a uma mesma fibra de π temos que π´1ppq “ π´1pqq e
como π´1 é injetora, segue que p “ q, dessa forma existe uma carta pU,ϕq tal que p “ q em U .

Por outro lado, se p e q pertencem a fibras distintas, segue que π´1ppq ‰

π´1pqq, o que implica que p ‰ q. Como p, q P M e M é Hausdorff, existem abertos U e V
disjuntos de forma que p P U e q P V . Considere pUp, ϕpq e pVq, ψqq cartas de M de forma
que p P Up e q P Vq, logo pUp X U,ϕ|UpXUq e pVq X V, ψ|VqXV q são cartas de M , p P Up X U ,
q P Vq X V e assim T pUp X Uq e T pVp X V q são vizinhanças coordenadas distintas contendo
pp, vq, pq, wq, respectivamente.

Então pelo Lema 4.30, TM tem uma única estrutura diferenciável tal que
cada pTU, ϕ̃q é uma carta diferenciável. ˝

Observação 5.53. Note que com essa estrutura a aplicação π : TM ÑM é diferenciável.

TM
π //

ϕ̃
��

M

ϕ

��
ϕ̃pTUq

ϕ˝π˝ϕ̃´1
// ϕpUq

Figura 5.9

Temos que pϕ˝π˝ϕ̃´1qpx, vq “ pϕ˝πqpϕ̃´1px, vqq “ ϕpπpp, vqq “ ϕppq “ x

é diferenciável.

Proposição 5.54. Se Mn é uma variedade e M pode ser coberto por uma única carta, então

TM é difeomorfo a M ˆ Rn.

Demonstração. Seja pM,ϕq uma carta global de M , logo ϕ : M Ñ ϕpMq Ă Rn é um
difeomorfismo. Temos que pTM, ϕ̃q é uma carta de TM , assim ϕ̃ : TM Ñ ϕpMq ˆ Rn é um
difeomorfismo.

Defina ϕ´1 ˆ Id : ϕpMq ˆ Rn ÑM ˆ Rn por pϕ´1 ˆ Idqpa, bq

“ pϕ´1paq, Idpbqq, note que ϕ´1ˆ Id é um difeomorfismo, pois cada uma de suas coordenadas
é difeomorfismo. Assim pϕ´1ˆ Idq ˝ ϕ̃ : TM ÑM ˆRn é difeomorfismo, pois é composição
de difeomorfismos. ˝
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5.8 CURVAS NA VARIEDADE

Definição 5.55. Seja M uma variedade, definimos uma curva diferenciável na variedade M

como sendo uma aplicação diferenciável c : I ÑM , em que I é um intervalo.

Observação 5.56. Usualmente assumimos que 0 P pa, bq e dizemos que c é uma curva em p se

cp0q “ p.

Definição 5.57. Seja M uma variedade diferenciável. Dado uma curva diferenciável c :

pa, bq Ñ M e t0 P pa, bq, definimos o vetor velocidade de c em t0, denotado por c1pt0q, da

seguinte maneira:

c1pt0q :“ dc

˜

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

¸

P Tcpt0qM,

onde d
dt

ˇ

ˇ

t0
é o vetor da base de coordenadas padrão em Tt0R.

Observações 5.58. 1. É comum usar d
dt

ao invès de B

Bt
quando a variedade é 1-dimensional.

2. Dizemos que c1pt0q é a velocidade de c no ponto cpt0q.

Exemplo 5.59. Considere c : RÑ R2 definido por c1ptq “ pt2, t3q. Determine c1ptq.

Dado
!

B

Bx
|cptq, BBy |cptq

)

uma base de TcptqR2 « R2, podemos escrever c1ptq P

TcptqR2 como combinação linear dessa base, assim c1ptq “ a B
Bx
` b B

By
.

Considere as funções coordenadas x, y P C8pR2q.
Temos que c1ptqpxq “

´

a B
Bx
` b B

By

¯

pxq “ a. Por outro lado, c1ptqpxq “

dc
`

d
dt

˘

pxq “ d
dt
px ˝ cq “ d

dt
t2 “ 2t.

De forma análoga, c1ptqpyq “
´

a B
Bx
` b B

By

¯

pyq “ b. Por outro lado, c1ptqpyq

“ dc
`

d
dt

˘

pyq “ d
dt
py ˝ cq “ d

dt
t3 “ 3t2.

Portanto c1ptq “ 2t B
Bx
` 3t2 B

By
.

Afim de não causar possíveis conflitos, na próxima proposição denotaremos
a derivada de cálculo real por 9cptq.

Proposição 5.60. Sejam c : pa, bq Ñ M uma curva diferenciável e pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq uma carta

coordenada de M em cptq. Escreva ci “ xi ˝ c para a i´ésima componente de c na carta.

Então c1ptq é dado por c1ptq “
n
ř

i“1

9ciptq B

Bxi

ˇ

ˇ

cptq
. Assim, em relação a base

 

B

Bxi
|p
(

para TcptqM ,

a velocidade c1ptq é representada pelo vetor coluna

»

—

—

–

9c1ptq
...

9cnptq

fi

ffi

ffi

fl

.

Demonstração. Considere a base usual
!

B

Bx1

ˇ

ˇ

cptq
, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn

ˇ

ˇ

cptq

)

de TcptqM . Assim c1ptq “

α1
B

Bx1

ˇ

ˇ

cptq
` ¨ ¨ ¨ ` αn

B

Bxn

ˇ

ˇ

cptq
P TcptqM .
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Para cada i, temos que:

αi “
n
ÿ

j“1

αj
B

Bxj
xi “ c1ptqxi “ dc

ˆ

d

dt

˙

pxiq “
d

dt
pxi ˝ cq “

d

dt
ci “ 9ciptq.

Portanto, c1ptq “
m
ř

i“1

9ciptq B
Bxi
|cptq. ˝

Toda curva diferenciável c em p na variedade M é um vetor c1p0q P TpM .
Mostremos que todo vetor tangente v P TpM é o vetor velocidade da curva em p.

Proposição 5.61 (Existência de uma curva com um dado vetor inicial). Para qualquer ponto p

na variedade M e qualquer vetor tangente v P TpM , existem ε ą 0 e uma curva diferenciável

c : p´ε, εq ÑM tal que cp0q “ p e c1p0q “ v.

Demonstração. Seja pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq uma carta de M centrada em p, ou seja, ϕppq “

0 P Rn e v “
n
ř

i“1

ai B
Bxi
|p P TpM . Determinemos uma curva diferenciável c em M de forma que

c1p0q “ v.
Considere a função α : RÑ Rn dada por αptq “ pa1t, ¨ ¨ ¨ , antq, logo αp0q “

0 P Rn. Uma vez que α é contínua temos que existe ε ą 0 tal que α : p´ε, εq Ñ Rn é
uma curva diferenciável em Rn com αptq P Û para todo t P p´ε, εq. Pela Proposição 5.61,

α1ptq “
n
ř

i“1

9αiptq B
Bri
|0 onde αi “ ri ˝ α.

Assim, como 9αi “ d
dt
αi “ d

dt
pri ˝ αq “ d

dt
paitq “ ai, segue que α1ptq “

n
ř

i“1

ai B
Bri
|0 para todo t P p´ε, εq.

Tome a curva diferenciável c “ ϕ´1 ˝ α : p´ε, εq Ñ M , então cp0q “

pϕ´1 ˝αqp0q “ ϕ´1pαp0qq “ ϕ´1p0q “ p e além disso, c1p0q “ dc
`

d
dt
|0
˘

“ dpϕ´1 ˝αq
`

d
dt
|0
˘

“

dϕ´1
αp0q

`

dα
`

d
dt
|0
˘˘

“ dϕ´1
0 ¨α

1p0q “ dϕ´1
0

ˆ

n
ř

i“1

ai B
Bri
|0
˙

“
n
ř

i“1

aidϕ´1
0

`

B

Bri
|0
˘

“
n
ř

i“1

ai B
Bxi
|p “ v.

˝

Proposição 5.62. Seja F : M Ñ N uma aplicação diferenciável, p P M e v P TpM . Se c é

uma curva diferenciável em p em M com velocidade v em p, então dFppvq “ pF ˝ cq1p0q.

Demonstração. Por hipótese temos que cp0q “ p e c1p0q “ v. Dessa forma dFppvq “

dFppc
1p0qq “ dFp

`

dc
`

d
dt
|0
˘˘

“ dpF ˝ cq0
`

d
dt
|0
˘

“ pF ˝ cq1p0q. ˝

5.9 IMERSÃO, SUBMERSÃO E SUBVARIEDADE

Definição 5.63. Sejam F : M Ñ N uma aplicação diferenciável e p P M . Dizemos que F é

uma imersão em p se a diferencial dFp : TpM Ñ TF ppqN é injetiva e dizemos que F é uma

submersão em p se dFp é sobrejetiva.

Dizemos que F é uma imersão se F for imersão em todo p P M e que F é

uma submersão se F é submersão em todo p PM .
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Observação 5.64. Suponha que M é uma m´variedade diferenciável e N é uma n´variedade

diferenciável, dessa forma, dimTpM “ m e dimTpN “ n. Assim, a injetividade de dFp :

TpM Ñ TF ppqN implica que m ď n. Por outro lado, a sobrejetividade de dFp implica que

n ď m. No caso de dFp ser bijetora temos que m “ n.

Exemplo 5.65. Se U é um subconjunto aberto de uma variedade M , então a inclusão i : U Ñ

M é uma imersão e também uma submersão.

Segue do fato que dip : TpU Ñ TpM é um isomorfismo, conforme Proposição

5.37.

Definição 5.66. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Dada uma aplicação diferenciável

F : M Ñ N e um ponto p PM , definimos o posto de F em p como sendo o posto da aplicação

linear dFp : TpM Ñ TF ppqN .

Observações 5.67. 1. Como já visto, relativo as cartas pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq e pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq

em p e F ppq, respectivamente, dFp é representado pela matriz jacobiana
”

BF i

Bxj
ppq

ı

. Dessa

forma, postoF ppq “ posto
”

BF i

Bxj
ppq

ı

.

2. Se F tem o mesmo posto r em todo ponto, dizemos que F tem posto constante.

Definição 5.68. Seja F : M Ñ N uma aplicação diferenciável e p P M . Dizemos que p é um

ponto crítico de F se a diferencial dFp : TpM Ñ TF ppqN não for sobrejetiva. Dizemos que p é

um ponto regular de F se dFp é sobrejetiva.

Um ponto em N é dito ser um valor crítico se for a imagem de um ponto

crítico, caso contrário, é um valor regular.

Observação 5.69. Um ponto c na imagem da F é um valor regular se, e somente se, todo ponto

na pré-imagem F´1ptcuq é um ponto regular.

Proposição 5.70. Seja f : M Ñ R uma função. Um ponto p P M é um ponto crítico se, e

somente se, para toda carta pU,ϕq contendo p, Bf
Bxj
ppq “ 0, para todo j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.

Demonstração. ñq Sejam p P M um ponto crítico e pU,ϕq uma carta de M contendo p e seja
 

B

Bx1
|p, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn
|p
(

a base de TpM relacionada à carta pU,ϕq. Como p é ponto crítico de f ,
então dfp : TpM Ñ TfppqR não é sobrejetora. Logo, como dimTfppqR “ 1, segue que dfp ” 0.
Por outro lado, dfp

`

B

Bxi
|p
˘

P TfppqR e dfp
`

B

Bxi
|p
˘

pidRq “
B

Bxi
|ppidR ˝ fq “

Bf
Bxi
ppq. Portanto,

Bf
Bxi
ppq “ 0, @i “ 1, . . . , n.

ðq Suponhamos que para toda carta pU,ϕq de M com p P U , Bf
Bxi
ppq “

0, @i “ 1, . . . , n., em que
 

B

Bx1
|p, ¨ ¨ ¨ , B

Bxn
|p
(

é a base de TpM relacionada à carta pU,ϕq. Como,
pR, idRq é uma carta de R e 0 “ Bf

Bxi
ppq “ Bpf˝ϕ´1q

Bxi
pϕppqq, segue que, 0 “ BpidR˝f˝ϕ

´1q

Bxi
pϕppqq “

0, @i “ 1, . . . , n. Portanto, dpidR ˝ f ˝ ϕ´1qϕppq ” 0 e dfp ” 0. ˝
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Definição 5.71. Seja M uma n- variedade. Um subconjunto S de M é uma subvariedade de

dimensão k, se para todo p P S existir uma carta coordenada pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq de M

com p P U tal que U X S “ tq P U ; xk`1pqq “ xk`2pqq “ ¨ ¨ ¨ “ xnpqq “ 0u. Chamaremos

essa carta pU,ϕq em M de carta adaptada relativa a S.

Se S é uma subvariedade de dimensão k na n´variedade M , então n ´ k é

dito ser a codimensão de S em M .

Seja ϕS : U XS Ñ Rk a restrição das k primeiras componentes de ϕ a U XS,
que é ϕS “ px1, ¨ ¨ ¨ , xkq. Note que pU X S, ϕSq é uma carta em S na topologia do subespaço.

Exemplo 5.72. Seja M uma n´variedade e S Ă M uma subvariedade de dimensão k, onde

k “ n. Nesse caso, UXS é definido pelo não anulamento de suas funções coordenadas e assim

U X S “ U .

Portanto, um subconjunto aberto de uma variedade é uma subvariedade de

mesma dimensão.

Exemplo 5.73. Considere o subconjunto S “ tpx, yq;´1 ă x ă 1 e y “ 0u de R2. Mostremos

que S é uma subvariedade de R2.

Dado um aberto U “ p´1, 1q ˆ p´1, 1q de R2 e considerando a carta pU,ϕq

tal que ϕ : U Ñ U Ă R2 é definida por ϕpx, yq “ px, yq, temos que UXS “ ϕ´1ptpx, 0q;´1 ă

x ă 1uq. Portanto U X S é definido pelo anulamento da função coordenada y.

Observação 5.74. Considere o aberto V “ p´2, 0q ˆ p´1, 1q de M e a carta pV, ψq de forma

que ψpx, yq “ px, yq. Para que pV, ψq seja uma carta adaptada para S é necessário que o

anulamento da função coordenada y defina o conjunto V X S “ tpx, yq P R2;´1 ă x ă

0 e y “ 0u. Mas ψ´1ptpx, yq P V ; y “ 0uq “ tpx, yq P R2;´2 ă x ă 0 e y “ 0u ‰ V X S.

Portanto pV, ψq não é uma carta adaptada.

Proposição 5.75. Seja S uma subvariedade de M e A “ tpU,ϕqu uma coleção de cartas

adaptadas compatíveis de M que cobrem S. Então tpU XS, ϕSqu é um atlas para S. Portanto,

uma subvariedade por si próprio é uma variedade. Se M tem dimensão n e S é localmente

definida pelo anulamento de n´ k coordenadas, então dimS “ k.

Demonstração. Sejam pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq e pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq duas cartas adapta-
das em A e assuma que U X V ‰ H.

Tome p P U X V X S, logo ϕppq “ px1ppq, ¨ ¨ ¨ , xkppq, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q e ψppq “
py1ppq, ¨ ¨ ¨ , ykppq, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q. Dessa forma, ϕSppq “ px1ppq, ¨ ¨ ¨ , xkppqq e
ψSppq “ py

1ppq, ¨ ¨ ¨ , ykppqq.
Assim, pψS ˝ ϕ´1

S qpx
1ppq, ¨ ¨ ¨ , xkppqq “ ψSpϕ

´1
S pϕSppqqq “ ψSppq

“ py1ppq, ¨ ¨ ¨ , ykppq. Como yi é C8 em p com 1, ¨ ¨ ¨ , k, segue que ψS ˝ϕ´1
S é C8. De maneira

análoga, uma vez que xi é C8 em p, segue que ϕS ˝ ψ´1
S também é C8.

Consequentemente, quaisquer duas cartas em tpU X S, ϕSqu são C8 com-
patíveis. Uma vez que tU X SuUPA cobre S, a coleção tpU X S, ϕSqu é um atlas C8 em S.
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Logo, existe um único atlas maximal B tal que tpU X S, ϕSqu Ă B e pS,Bq é uma variedade
diferenciável. ˝

5.10 O TEOREMA DA FUNÇÃO INVERSA

Definição 5.76. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação F : M Ñ N é

chamado um difeomorfismo local de classe Ck se todo ponto p PM tem uma vizinhança U tal

que F pUq é aberto em N e F |U : U Ñ F pUq é um difeomorfismo de classe Ck.

Teorema 5.77. Sejam Mn e Nn variedades, F : M Ñ N uma aplicação de Classe Ck e

p P M . Nessas condições, F é um difeomorfismo local de classe Ck em uma vizinhança de p

se, e somente se, det
”

BF i

Bxj
ppq

ı

‰ 0.

Demonstração. Sabemos que a matriz jacobiana de F em relação as cartas pU,ϕq
“ pU, px1, ¨ ¨ ¨ , xnqq e pV, ψq “ pV, py1, ¨ ¨ ¨ , ynqq é dada por

”

BF i

Bxj
ppq

ı

, sendo F i “ yi ˝ F “

ri ˝ ψ ˝ F e ri : Rn Ñ R a projeção no i-ésimo fator. Veja que

BF i

Bxj
ppq “

Bpri˝ψ˝Fq
Bxj

ppq “
Bpri˝ψ˝F˝ϕ´1q

Bxj
pϕppqq “

Bpψ˝F˝ϕ´1q
i

Brj
pϕppqq.

Dessa forma a matriz jacobiana de F no ponto p em relação às cartas
pU, px1, ¨ ¨ ¨ , xnqq e pV, py1, ¨ ¨ ¨ , ynqq é exatamente a a matriz jacobiana da aplicação ψ˝F ˝ϕ´1

no ponto ϕppq.
Como ψ e ϕ são difeomorfismos de classe C8, então F é um difeomorfismo

local de classe Ck em uma vizinhança de p se, e somente se, ψ ˝ F ˝ ϕ´1 é um difeomorfismo
local de classe Ck em uma vizinhança de ϕppq. Mas, pelo teorema da Função Inversa para
espaços Euclidianos 1.44, ψ˝F ˝ϕ´1 é um difeomorfismo local de classeCk em uma vizinhança
de ϕppq se, e somente se, o determinante de sua matriz jacobiana em p é não nulo. Segue que F é
um difeomorfismo local de classe Ck em uma vizinhança de p se, e somente se, det

”

BF i

Bxj
ppq

ı

‰

0.
˝

Proposição 5.78. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M Ñ N uma aplicação Ck.

Então:

1. F é um difeomorfismo local de classe Ck se, e somente se, F é uma imersão e uma

submersão de classe Ck.

2. Se dimM “ dimN e F é uma imersão ou uma submersão de classe Ck, então F é um

difeomorfismo local de classe Ck.

Demonstração. 1. ñq Suponha que F é um difeomorfismo local de classe Ck, logo pelo
Teorema 5.77, det

”

BF i

Bxj
ppq

ı

‰ 0, ou seja,
”

BF i

Bxj
ppq

ı

é inversível. Como
”

BF i

Bxj
ppq

ı

é a matriz de
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Figura 5.10

dFp em relação às bases coordenadas de TpM e TF ppqN , então dFp é um isomorfismo, portanto
F é uma imersão e uma submersão de classe Ck

ðq Suponha agora que F é uma imersão e uma submersão de classe Ck,
assim dFp é um isomorfismo em cada p P M , logo det

”

BF i

Bxj
ppq

ı

‰ 0. Pelo Teorema 5.77 F é
um difeomorfismo local.
2. Suponha que dimM “ dimN e F é uma imersão (ou submersão) de classe Ck, logo dFp é
bijetiva. Segue pelo item 1 dessa proposição, que F é um difeomorfismo local. ˝

5.11 CONJUNTO DE NÍVEL DE UMA FUNÇÃO

Definição 5.79. Um conjunto de nível de uma aplicação F : M Ñ N é o subconjunto

F´1ptcuq “ tp PM ;F ppq “ cu para algum c P N .

Observações 5.80. 1. Quando N “ Rk e c “ 0, o conjunto de nível F´1p0q é usualmente

chamado de conjunto zero de F .

2. Note que c é um valor regular de F se, e somente se, c não está na imagem de F ou em

todo ponto p P F´1pcq a diferencial dFp : TpM Ñ TF ppqN é sobrejetiva.

3. Se c é um valor regular, F´1pcq é chamado de conjunto de nível regular.

4. Se F´1p0q é um conjunto de nível regular de F : N Ñ Rm, ele é chamado de conjunto
zero regular.

5. Se um conjunto de nível regular F´1pcq é não vazio, e p P F´1pcq, então a aplicação

F : M Ñ N é uma submersão em p.

Lema 5.81. Seja g : M Ñ R uma função diferenciável. Um conjunto de nível regular g´1pcq

de nível c da função g é o conjunto regular zero f´1p0q da função f “ g ´ c.
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Demonstração. Dado p PM temos que gppq “ c se, e somente se, fppq “ gppq ´ c “ 0. Dessa
forma, g´1pcq “ f´1p0q.

Tome v P TpM e h P C8pMq, logo dfppvqphq “ dpg´cqppvqphq “ dgppvqphq

´dcppvqphq “ dgppvqphq “ dgppvqphq. Assim, dfp “ dgp para todo p P M , sendo assim as
funções f e g possuem exatamente os mesmo pontos regulares. ˝

Teorema 5.82. Sejam M uma n- variedade e g : M Ñ R uma função C8. Então um conjunto

regular não vazio S “ g´1pcq é uma subvariedade de M de codimensão 1.

Demonstração. Seja f “ g´ c, então f é C8 e, pelo Lema 5.81, S “ f´1p0q é um conjunto de
nível regular de f .

Tome p P S, logo p é um ponto regular de f e assim, relativo a qualquer
carta pU, x1, ¨, xnq que contém p, temos que Bf

Bxi
ppq ‰ 0, para algum i. Reordenando x1, ¨ ¨ ¨ , xn

podemos assumir que
`

Bf
Bxn

˘

ppq ‰ 0.
A matriz jacobiana da aplicação diferenciável px1, ¨ ¨ ¨ , xn´1, fq : U Ñ Rn é

dada por:
»

—

—

—

—

–

Bx1

Bx1
Bx2

Bx2
. . . Bxn

Bxn

... . . . ...
...

Bxn´1

Bx1
. . . Bxn´1

Bxn´1
Bxn´1

Bxn

Bf
Bx1

. . . Bf
Bxn´1

Bf
Bxn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

–

1 ¨ ¨ ¨ 0 0
... . . . ...

...
0 ¨ ¨ ¨ 1 0
Bf
Bx1

. . . Bf
Bxn´1

Bf
Bxn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Assim, det
”

Bpx2,¨¨¨ ,xn,fq
Bpx1,x2,¨¨¨ ,xnq

ı

em p é Bf
Bxn
ppq ‰ 0.

Pelo Teorema 5.77 e pela Proposição 5.15, existe uma vizinhança Up de p em
que px1, ¨ ¨ ¨ , xn´1, fq formam um sistema coordenado. Dada a carta pUp, x1, ¨ ¨ ¨ , xn´1, fq, o
conjunto de nível Up X S é definido pelo anulamento da última coordenada, assim
pUp, x

1, ¨ ¨ ¨ , xn´1, fq é uma carta adaptada relativa à S. Uma vez que p é qualquer, S é uma
subvariedade regular de dimensão n´ 1 em M . ˝

Teorema 5.83 (Conjunto de nível regular). Sejam Mm e Nn variedades e F : N Ñ M uma

aplicação diferenciável. Um conjunto de nível regular não vazio F´1ptcuq, com c P M é uma

subvariedade de N de dimensão n´m.

Demonstração. Seja pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ymq uma carta deM centrada em c, ou seja, yipcq “ 0

para todo i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m. Como F é contínua temos que F´1pV q é um aberto em N e assim
F´1pcq P F´1pV q. Note que F´1pcq “ pψ ˝ F q´1p0q, dessa forma o conjunto de nível regular
F´1pcq é igual ao conjunto zero de ψ ˝ F .

Considerando F i “ yi ˝ F “ ri ˝ ψ ˝ F “ pψ ˝ F qi, temos que F´1pcq “
m
Ş

i“1

pF iq´1p0q. Por hipótese F´1pcq é não vazio, logo existe p P N de forma que p P F´1pcq e a

aplicação F é uma submersão em p, assim n ě m.
Tome pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xnq uma carta de N em p contida em F´1pV q.
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Uma vez que p P F´1pcq é um ponto regular, temos que o posto da matriz
jacobiana

”

BF i

Bxj
ppq

ı

é m, logo existe uma submatriz mˆm cujo determinante é não nulo.
Reordenando os F i e os xj , podemos assumir sem perda de generalidade que

a matriz mˆm
”

BF i

Bxj
ppq

ı

1ďiďm,n´m`1ďjďn
é não singular, ou seja,

det
”

BF i

Bxj
ppq

ı

1ďiďm,n´m`1ďjďn
‰ 0.

Afirmação: Substituindo asm últimas coordenadas da carta pU,ϕq por F 1, ¨ ¨ ¨ , Fm existe uma
vizinhança Up de p tal que pUp, x1, ¨ ¨ ¨ , xn´m, F 1, ¨ ¨ ¨ , Fmq é uma carta de N .

De fato, calculando a matriz jacobiana em p, temos:

«

Bxα

Bxβ
Bxα

Bxj

BF i

Bxβ
BF i

Bxj

ff

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Bx1

Bx1
. . . Bx1

Bxn´m
Bx1

Bxn´m`1 . . . Bx1

Bxn

... . . . ...
... . . . ...

Bxn´m

Bx1
. . . Bxn´m

Bxn´m
Bxn´m

Bxn´m`1 . . . Bxn´m

Bxn

BF 1

Bx1
. . . BF 1

Bxn´m
BF 1

Bxn´m`1 . . . BF 1

Bxn

... . . . ...
... . . . ...

BFm

Bx1
. . . BFm

Bxn´m
BFm

Bxn´m`1 . . . BFm

Bxn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

«

Idpn´mqˆpn´mq 0

‹ BF i

Bxj

ff

onde 1 ď i ď m, n´m` 1 ď j ď n, e 1 ď α, β ď n´m.

Como det
”

BF i

Bxj

ı

‰ 0, temos que det

«

Bxα

Bxβ
Bxα

Bxj

BF i

Bxβ
BF i

Bxj

ff

‰ 0.

Logo pelo Teorema 5.77 e pela Proposição 5.15, existe uma vizinhança Up de
p, de forma que pUp, x1, ¨ ¨ ¨ , xn´m, F 1, ¨ ¨ ¨ , Fmq é uma carta de N em p.

Definindo S :“ F´1pcq, na carta pUp, x1, ¨ ¨ ¨ , xn´m, F 1, ¨ ¨ ¨ , Fmq S é ob-
tido pelo anulamento das m últimas funções coordenadas F 1, ¨ ¨ ¨ , Fm. Dessa forma, pUp, x1,

¨ ¨ ¨ , xn´m, F 1, ¨ ¨ ¨ , Fmq é uma carta adaptada de N relativa a S.
Note que p P S foi tomado arbitrariamente, dessa forma S é uma subvariedade

de N de dimensão n´m. ˝

Exemplo 5.84. Considere a função f : R2 Ñ R dada por fpx, yq “ y2.

O conjunto zero de f é dado por S “ f´1pt0uq “ tpx, 0q P R2u. Mostremos

que S é uma subvariedade de R2.

Considere a carta pR2, IdR2q, logo S “ R2XS “ tpx, 0q P R2u “ Id´1pRˆ
t0uq. Portanto R2XS é definido pelo anulamento da função coordenada y na carta pR2, px, yqq.

Porém, note que Bf
Bx
“ 0 e Bf

By
“ 2y, dessa forma, em S segue que Bf

Bx
“

Bf
By
“ 0. Logo todo ponto

em S é um ponto crítico de f . Portanto, S é uma subvariedade de R2 mas não é um conjunto

de nível regular de f .

Abordaremos agora alguns exemplos de subvariedades aplicando o Teorema
5.83.

Exemplo 5.85. O conjunto S “ tpx, y, zq P R3, x3 ` y3 ` z3 “ 1u é uma subvariedade de

dimensão 2.
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Considere f : R3 Ñ R dada por fpx, y, zq “ x3 ` y3 ` z3, dessa forma

f´1pt1uq “ S.

Calculando as derivadas parciais de f temos que Bf
Bx
px, y, zq “ 3x2,

Bf
By
px, y, zq “ 3y2 e Bf

Bz
px, y, zq “ 3z2.

Sabemos que p P R3 é um ponto crítico se, e somente se, Bf
Bx
ppq “ Bf

By
ppq “

Bf
Bz
ppq “ 0, assim todos os pontos de S são pontos regulares de f e 1 é um valor regular de f .

Logo, pelo Teorema 5.83, S é uma subvariedade de R3 de dimensão 2.

Exemplo 5.86. O conjunto S “ tpx, y, zq P R3;x3 ` y3 ` z3 “ 1 e x ` y ` z “ 0u é uma

subvariedade de R3.

Considere F : R3 Ñ R2 definida por F px, y, zq “ px3`y3`z3, x`y`zq “

pF1, F2q. Dessa forma, S “ F´1ptp1, 0quq. A matriz jacobiana de F é dada por JpF q “
˜

3x2 3y2 3z2

1 1 1

¸

.

Note que os pontos críticos de F são todos os pontos px, y, zq P R3 tais que o

posto de JpF q é menor do que 2, ou seja, os pontos onde todas as menores 2ˆ 2 da JpF q tem

determinante 0.

Considerando,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3x2 3y2

1 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0 e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3x2 3z2

1 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. (5.4)

Segue que
#

3x2 ´ 3y2 “ 0

3x2 ´ 3z2 “ 0
.

Resolvendo esse sistema,
#

3x2 ´ 3y2 “ 0

3x2 ´ 3z2 “ 0
ñ

#

x2 ´ y2 “ 0

x2 ´ z2 “ 0
ñ

#

x2 “ y2

x2 “ z2
ñ

#

y “ ˘x

z “ ˘x
.

Para y “ z “ x temos que x ` y ` z “ 0 o que implica que x ` x ` x “ 0,

ou seja, 3x “ 0 e assim x “ 0.

De forma análoga,

Para y “ x e z “ ´x, temos que x “ 0.

Para y “ ´x e z “ x, temos que x “ 0.

Para y “ ´x e z “ ´x temos x “ 0.

Dessa forma, p0, 0, 0q é o único ponto crítico de F . Mas p0, 0, 0q não satisfaz

x3 ` y3 ` z3 “ 1, logo não existe ponto crítico de F em S, ou seja, todos os pontos de S

são regulares, assim S é um conjunto de nível regular. Pelo Teorema 5.83, temos que S é uma

subvariedade de R3 de dimensão 1.
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5.12 TEOREMA DO POSTO CONSTANTE

Teorema 5.87. Sejam Mm e Nn variedades e F : M Ñ N uma aplicação de Classe Ck de

posto constante k na vizinhança de um ponto p P M . Então existem cartas pU,ϕq de M

centrada em p e pV, ψq de N centrada em F ppq tais que F pUq Ă V e

pψ ˝ F ˝ ϕ´1qpx1, ¨ ¨ ¨ , xk, xk`1, ¨ ¨ ¨ xmq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xk, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q onde px1, ..., xmq P ϕpUq.

Demonstração.

Figura 5.11

Sejam
`

U, ϕ
˘

uma carta de M em p e
`

V , ψ
˘

uma carta de N em F ppq,
dessa forma ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕ

`

U
˘

Ñ ψ
`

V
˘

tem posto constante k em uma vizinhança de

ϕppq, pois
”

BF i

Bxj
ppq

ı

“

„

Bpψ˝F˝ϕ´1q
i

Bxj
pϕppqq



. Assim, pelo Teorema do Posto para espaços

Euclidianos 1.47, existem abertos Up Ă Rm, Vfppq Ă Rn, V Ă Rk, W Ă Rm´k e Z Ă Rn´k,
e existem difeomorfismos de classe Ck H : Up Ñ V ˆ W e G : Vfppq Ñ V ˆ Z tais que
p P Up Ă U , fppq P Vfppq e pG ˝ f ˝H´1q px, yq “ px, 0q, para todo par px, yq P V ˆW , onde
f “ ψ ˝ F ˝ ϕ´1.

Reduzindo se necessário os domínios das funções envolvidas, basta conside-
rarmos as cartas pV, ψq “ pV,G˝ψq e pU,ϕq “ pU,H˝ϕq e portanto pψ˝F ˝ϕ´1qpx1, ..., xmq “

px1, ..., xk, 0, ..., 0q. ˝

Teorema 5.88. Seja F : M Ñ N uma aplicação Ck e c P N . Se F tem posto constante k em

uma vizinhança de um conjunto de nível F´1ptcuq em M , então F´1ptcuq é uma subvariedade

de M de codimensão k.
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Demonstração. Seja p P F´1ptcuq um ponto qualquer. Pelo Teorema 5.87 existem cartas
pU,ϕq “ pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xmq centrada em p e pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq centrada em c “ F ppq P N

de forma que pψ ˝ F ˝ ϕ´1qpr1, ¨ ¨ ¨ , rm´k, rm´k`1, ¨ ¨ ¨ , rmq “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, rm´k`1, ¨ ¨ ¨ , rmq.
Logo o conjunto de nível pψ ˝ F ˝ ϕ´1q´1p0q é definido pelo anulamento das últimas k coorde-
nadas.

Note que pψ ˝ F ˝ ϕ´1q´1p0q “ pϕ ˝ F´1 ˝ ψ´1qp0q “ pϕ ˝ F´1qpcq “

ϕpF´1pcqq, ou seja, a imagem do conjunto de nível F´1pcq sob ϕ é o conjunto de nível pψ ˝
Fϕ´1qp0q. Dessa forma, o conjunto de nível F´1pcq em U é definido pelo anulamento das
funções coordenadas rm´k`1, ¨ ¨ ¨ , rm, onde xi “ ri ˝ ϕ.

Portanto F´1ptcuq é uma subvariedade de dimensão k. ˝

Teorema 5.89 (Forma local das imersões). Sejam Mm e Nn variedades e F : M Ñ N uma

imersão C8 em p P M . Então existem cartas pU,ϕq de M centrada em p e pV, ψq de N

centrada em F ppq tais que em uma vizinhança de ϕppq temos que pψ ˝F ˝ϕ´1qpx1, ¨ ¨ ¨ , xmq “

px1, ¨ ¨ ¨ , xm, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q.

Demonstração. Seja pU,ϕq uma carta de M centrada em p e
`

V , ψ
˘

uma carta de N em F ppq.
Como F é uma imersão em p temos que a aplicação ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ñ ψ

`

V
˘

é uma
imersão em ϕppq “ 0, além disso, ψ ˝F ˝ϕ´1 é C8, m ď n e Rn “ RmˆRn´m. Pelo Teorema
da Forma Local das Imersões para espaços Euclidianos 1.45, existem abertos V,W,Z com
0 “ ϕppq P V Ă ϕpUq, 0 P W Ă Rn´m,

`

ψ ˝ F ˝ ϕ´1
˘

pϕppqq P Z Ă Rn e um difeomorfismo
C8 h : Z Ñ V ˆW tal que

`

h ˝
`

ψ ˝ F ˝ ϕ´1
˘˘

px1, ¨ ¨ ¨ , xmq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xm, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q. Dessa
forma, reduzindo o domínio se necessário, basta considerarmos as cartas pU,ϕq, pV 1, ψq “
`

V 1, h ˝ ψ
˘

e assim pψ ˝ F ˝ ϕ´1qpx1, ¨ ¨ ¨ , xmq “ px1, ¨ ¨ ¨ , xm, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q.
˝

Teorema 5.90 (Formas local das submersões). Sejam Mm e Nn variedades e F : M Ñ N uma

submersão C8 em p PM . Então existem cartas pU,ϕq de M centrada em p e pV, ψq de N cen-

trada em F ppq tais que em uma vizinhança de ϕppq, pψ˝F ˝ϕ´1qpx1, ¨ ¨ ¨ , xn, xn`1, ¨ ¨ ¨ , xmq “

px1, ¨ ¨ ¨ , xnq.

Demonstração. Sejam pU, ϕq uma carta de M centrada em p e pV, ψq uma carta de N centrada
em F ppq, do fato de F ser uma submersão em p segue que ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ñ ψpV qq

é uma submersão em ϕppq “ 0 P Rm. Pelo Teorema da Forma Local da Submersão para
espaços Euclidianos 1.46 existem abertos V, Z,W , com 0 P V Ă Rn, ϕppq P Z Ă ϕpUq,
pψ ˝ F ˝ ϕ´1qpϕppqq P W Ă Rm´n e um difeomorfismo Ck h : V ˆW Ñ Z tal que ppψ ˝
F ˝ ϕ´1q ˝ hqpx,wq “ w. Logo reduzindo o domínio se necessário e considerando as cartas
pU,ϕq “ pU, h´1 ˝ϕq e pV, ψq temos que pψ ˝F ˝ϕ´1qpx1, ..., xn, w1, ..., wm´nq “ px1, ..., xnq.
˝

Corolário 5.91. Uma submersão F : M Ñ N é uma aplicação aberta.
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Figura 5.12

Demonstração. Tome W um subconjunto aberto de M , mostremos que F pW q é um subcon-
junto aberto de N .

De fato, tome F ppq P F pW q onde p P M , uma vez que F é uma submersão,
temos que F é localmente uma projeção, a qual é uma aplicação aberta. Assim, existe uma
vizinhança U de p em W tal que F pUq é aberto em F pW q Ă N , dessa forma, F ppq P F pUq Ă
F pW q. Uma vez que F ppq foi tomado de forma arbitrária, segue que F pW q é um conjunto
aberto de N . ˝

5.13 MERGULHO

Definição 5.92. Sejam M e N variedades e F : M Ñ N uma aplicação diferenciável, dizemos

qe F é um mergulho de M em N se F é uma imersão e também um homeomorfismo de M em

F pMq com a topologia do subespaço.

Lema 5.93. Toda composição de mergulhos é um mergulho.

Demonstração. Tome F : M Ñ N e G : N Ñ P mergulhos. Mostremos que G ˝ F : M Ñ P
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é um mergulho de M em P .
De fato, note que G ˝ F é uma imersão, pois dpG ˝ F qp “ dGF ppq ¨ dFp.
Note que G ˝ F : M Ñ GpF pMqq é um homeomorfismo, pois F : M Ñ

F pMq e G : N Ñ GpNq são homeomorfismos. ˝

Exemplo 5.94. SeM é uma variedade e U ĂM é um subconjunto aberto, a aplicação inclusão

i : U ÑM é um mergulho.

Pelo Exemplo 5.65, i : U Ñ M é uma imersão. Note que i|ipUq : U Ñ ipUq é

um homeomorfismo, pois dado qualquer aberto A em ipUq, temos que i´1pAq “ A.

O próximo exemplo mostra uma aplicação que é um mergulho topológico mas
não é um mergulho diferenciável.

Exemplo 5.95. Considere a aplicação γ : RÑ R2 dada por γptq “ pt3, 0q.

Note que γ|γpRq : R Ñ γpRq “ R ˆ t0u é um homeomorfismo, pois cada

função coordenada é contínua e γ´1 é contínua. Mas dγ0 “ 0, ou seja, dγ0 não é injetora, logo

γ não é uma imersão.

Proposição 5.96. Sejam M e N variedades e F : M Ñ N uma imersão injetiva. Se ocorrer

qualquer uma das seguintes afirmações, então F é um mergulho.

1. F é uma aplicação aberta ou fechada

2. F é uma aplicação própria.

3. M é compacto.

Demonstração. 1. Suponha que F é uma aplicação aberta, por hipótese F é injetiva, dessa
forma F : M Ñ F pMq é bijetiva, logo existe F´1 : F pMq Ñ M . Seja U Ă M um aberto,
logo pF´1q´1pUq “ F pUq que é aberto em N , dessa forma, F pUq “ F pUq X F pMq é aberto
em F pMq com a topologia do subespaço em F pMq, logo F´1 é contínua. Portanto F é um
homeomorfismo sob sua imagem. Analogamente para F uma aplicação fechada.
2.Suponha que F é uma aplicação própria, pelo Teorema 1.28, temos que F é uma aplicação
fechada, assim pelo item 1 segue que F é um mergulho.
3. Suponha que M é compacto, mostremos que F : M Ñ N é uma aplicação fechada.

Tome U Ă M um subconjunto fechado, sabemos que todo subconjunto fe-
chado de um compacto é compacto, logo U é compacto e assim F pUq é compacto. Como todo
subconjunto compacto de um espaço de Hausdorff é fechado, temos que F pUq é fechado. Logo
F é uma aplicação fechada e, pelo item 1, F é um mergulho. ˝

Teorema 5.97. Sejam M e N variedades e π : M Ñ N uma aplicação diferenciável. Então π

é uma submersão se, e somente se, todo ponto de M está na imagem de uma seção local de π.
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Demonstração. ñq Suponha que π é uma submersão e tome p PM , denote por q “ πppq P N .
Pelo Teorema 5.90, existem cartas pU, x1, ¨ ¨ ¨ , xmq centrada em p e pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq centrada em
q tais que pψ ˝ ϕ´1qpr1, ¨ ¨ ¨ , rmq “ pr1, ¨ ¨ ¨ , rnq.

Defina Cε “ tr P Rm; |ri| ă ε, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,mu o cubo de Rm, onde ε é um
número positivo suficientemente pequeno e Cε Ă ϕpUq. Como ϕ é homeomorfismo, temos
que ϕ´1pCεq “ tϕ´1prq; r P Cεu é um cubo coordenado de M centrado em p. Note que
definindo C 1ε “ tr P Rn; |ri| ă ε, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu temos que pψ ˝ π ˝ ϕ´1qpCεq “ C 1ε. Como
ψ é homeomorfismo temos que pπ ˝ ϕ´1qpCεq “ ψ´1pC 1εq. Agora dado r “ pr1, ¨ ¨ ¨ , rnq P

C 1ε, considere a aplicação diferenciável σ : ψ´1pC 1εq Ñ ϕ´1pCεq definida por σpψ´1prqq “

ϕ´1pr1, ¨ ¨ ¨ , rn, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q de forma que pπ ˝ σqpψ´1pr1, ¨ ¨ ¨ , rnqq

“ πpϕ´1pr1, ¨ ¨ ¨ , rn, 0, ¨ ¨ ¨ , 0qq “ ψ´1pr1, ¨ ¨ ¨ , rnq. Logo π ˝ σ “ Idψ´1pC1εq
que satisfaz

σpqq “ p.
ðq Suponha que todo ponto p de M está na imagem de uma seção local de π. Tome p P M e
seja σ : U Ă N Ñ M uma seção local com p P σpUq. Seja q P U , tal que σpqq “ p, logo,
πppq “ πpσpqqq “ IdUpqq “ q.

Como π˝σ “ IdU , temos que dπp˝dσπppq“q “ IdTqU , logo dπp é sobrejetora.
Portanto π é uma submersão em p. ˝

Proposição 5.98. Sejam M e N variedades e π : M Ñ N uma submersão de classe Ck. Se π

é sobrejetiva então π é uma aplicação quociente.

Demonstração. Pelo Corolário 5.91, π é uma aplicação aberta. Se π é sobrejetiva, segue pelo
Teorema 1.24 que π é uma aplicação quociente. ˝

Teorema 5.99. Sejam M e N variedades e π : M Ñ N uma submersão sobrejetiva. Para

qualquer variedade P , a aplicação F : N Ñ P é diferenciável se, e somente se, F ˝ π é

diferenciável.

Demonstração. ñq Suponha que F é diferenciável, logo F ˝ π é diferenciável.
ðq Suponha que F ˝ π : M Ñ P é diferenciável. Por hipótese π é sobrejetora, logo dado
q P N existe p P π´1pqq. Pelo Teorema 5.97, existe uma vizinhança U de q e uma seção
local σ : U Ă N Ñ M de π de forma que σpqq “ p, logo π ˝ σ “ IdU implica que F |U “
F |U ˝ IdU “ F |U ˝ pπ ˝ σq “ pF ˝ πq ˝ σ é composição de funções diferenciáveis. Portanto F
é diferenciável na vizinhança de cada ponto e assim F é diferenciável. ˝

Teorema 5.100. Sejam M e N variedades e π : M Ñ N uma submersão sobrejetiva. Se P

é uma variedade e F : M Ñ P é uma aplicação diferenciável que é constante na fibra de π,

então existe uma única aplicação diferenciável F̃ : N Ñ P tal que F̃ ˝ π “ F .

Demonstração. Pela Proposição 5.98, π é uma aplicação quociente. Pelo Teorema 1.30, existe
uma única aplicação contínua F̃ : N Ñ P tal que F̃ ˝ π “ F . A diferenciabilidade é garantida
pelo Teorema 5.99. ˝
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Teorema 5.101. Se F : Mm Ñ Nn é um mergulho, então F pMq é uma subvariedade regular

de N .

Demonstração. Tome p P M , como F é um mergulho temos que F é uma imersão, assim pelo
Teorema 5.89, temos que para cada p P M existem cartas pU,ϕq e pV, ψq tais que pψ ˝ F ˝
ϕ´1qpr1, ¨ ¨ ¨ , rmq “ pr1, ¨ ¨ ¨ , rm, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q. Logo F pUq é definido em V pelo anulamento das
coordenadas ym`1, ¨ ¨ ¨ , yn. Mas isso não prova que F pMq é um subvariedade pois V X F pMq
pode ser maior que F pUq, dessa forma, precisamos mostrar que em alguma vizinhança de F ppq
em V o conjunto F pMq é definido pelo anulamento de n´m coordenadas.

Do fato de F ser um mergulho, temos que F : M Ñ F pMq é um homeomor-
fismo com a topologia do subespaço, assim F pUq é um aberto em F pMq e pela definição de
topologia do subespaço existe um conjunto aberto V 1 em N tal que V 1 X F pMq “ F pUq.

Note que em V X V 1 temos que V X V 1 X F pMq “ V X F pUq “ F pUq e
F pUq é definido pelo anulamento de ym`1, ¨ ¨ ¨ , yn.

Portanto, pV XV 1, y1, ¨ ¨ ¨ , ynq é uma carta adaptada de F pMq contendo F ppq.
Uma vez que F ppq é um ponto arbitrário de F pMq, temos que F pMq é uma subvariedade
regular de N . ˝

Teorema 5.102. Se M é uma subvariedade de N , então a inclusão i : M Ñ N definida por

ippq “ p é um mergulho.

Demonstração. No exemplo 5.65 já mostramos que a inclusão é uma imersão.
Note que a subvariedade N tem a topologia do subespaço e ipNq “ N , assim

i : N Ñ ipNq é um homeomorfismo com a topologia do subespaço. Portanto, i é um mergulho.
˝

Observação 5.103. Geralmente chamamos a imagem de um mergulho de subvariedade mergu-

lhada.

Proposição 5.104. Seja Mn uma variedade. A subvariedade de codimensão 0 em M é exata-

mente a subvariedade aberta de M .

No exemplo 5.72, mostramos que toda subvariedade aberta de M tem codi-
mensão 0.

Suponha agora que U Ă M é uma subvariedade de codimensão 0, logo pelo
Teorema 5.102, i : U ÑM é um mergulho. Note que dimM “ dimU e i é uma imersão, logo
i é um difeomorfismo local. Como todo difeomorfismo local é uma aplicação aberta temos que
U é um subconjunto aberto de M .

5.14 APLICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS EM UMA SUBVARIEDADE

Teorema 5.105. SeM eN são variedades, F : M Ñ N uma aplicação diferenciável e S ĂM

uma subvariedade de M , então F |S : S Ñ N é diferenciável.
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Demonstração. Temos que i : S Ñ M é diferenciável, pois é uma imersão. Note que F |S “
F ˝ i que é composição de aplicações diferenciáveis. Portanto, F |S é diferenciável. ˝

Teorema 5.106. Sejam F : Nn Ñ Mm uma aplicação diferenciável, S Ă M e F pNq Ă S,

denote por s a dimensão de S. Se S é uma subvariedade de M , então a aplicação F̃ : N Ñ S

é diferenciável.

Demonstração. Tome p P N , logo F ppq P F pNq Ă S ĂM . Por hipótese S é uma subvariedade
de M , logo existe uma carta adaptada pV, ψq “ pV, y1, ¨ ¨ ¨ , ymq de M em F ppq de forma que
S X V é definida pelo anulamento das coordenadas ys`1, ¨ ¨ ¨ , ym. Como F é diferenciável
existe uma vizinhança U de p com F pUq Ă V . Então F pUq Ă pV XSq, dessa forma para q P U
temos que pψ ˝ F qpqq “ ψpF pqqq “ py1pF pqqq, ¨ ¨ ¨ , yspF pqqq, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q.

Assim, ψS ˝ F̃ “ py1 ˝F, ¨ ¨ ¨ , ys ˝F q onde ψS : V XS Ñ Rs é diferenciável,
pois cada yi ˝ F é diferenciável. Portanto F̃ é diferenciável. ˝
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6 VARIEDADE DE RECOBRIMENTO

Este capítulo tem por objetivo estender alguns resultados apresentados no ca-
pítulo 3 agora incluindo a diferenciabilidade e demonstrar a existência do recobrimento uni-
versal para variedades diferenciáveis conexas. Na primeira seção iremos definir aplicação de
recobrimento diferenciável e explorar algumas propriedades que seguem da definição. A se-
gunda seção trata-se de propriedades de levantamento, na terceira e quarta sessões será definido
transformações de recobrimento diferenciáveis e homomorfismo de recobrimento diferenciá-
vel. Por fim na última seção é provado a existência do recobrimento universal entre variedades
diferenciáveis conexas.

6.1 ALGUMAS PROPRIEDADES BÁSICAS

Definição 6.1. Sejam E e M variedades conexas, uma aplicação π : E Ñ M é chamada de

aplicação de recobrimento diferenciável, se π é diferenciável, sobrejetiva e cada ponto p PM

tem uma vizinhançaU de forma que cada componente de π´1pUq é aplicada difeomorficamente,

difeomorfismo de classe C8, em U pela π.

Observações 6.2. 1. Dizemos que U é uniformemente recoberto por p.

2. Chamamos M de base do recobrimento e E é um recobrimento diferenciável de M .

A seguir apresentamos alguns resultados imediatos da definição de uma apli-
cação de recobrimento diferenciável.

Lema 6.3. Toda aplicação de recobrimento diferenciável é um difeomorfismo local.

Demonstração. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável. Tome p P E,
logo πppq PM e assim existe uma vizinhança U de πppq de forma que cada componente conexa
de π´1pUq é aplicado difeomorficamente em U por π. Considere Up a componente conexa que
contém p, logo π|Up : Up Ñ U é um difeomorfismo. Portanto, toda aplicação de recobrimento
diferenciável é um difeomorfismo local. ˝

Lema 6.4. Toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma submersão.

Demonstração. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável. Mostremos
que dπp : TpE Ñ TπppqM é sobrejetiva para todo p P E.

Tome p P E, logo πppq PM e assim existe uma vizinhança U de πppq tal que
π|Up : Up Ñ U é um difeomorfismo, onde Up é a componente conexa de π´1pUq que contém
p. Note que, π|Up “ π ˝ i, onde i : Up Ñ E é a inclusão de Up em E. Pela Proposição 5.34,
pdπ|Upqp “ dπippq ˝ dip “ dπp ˝ dip : TpUp Ñ TpπpippqqqM “ TπppqM .
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Por outro lado, pdπ|Upqp : TpUp Ñ TπppqU é um isomorfismo, já que π|Up :

Up Ñ U é um difeomorfismo, assim, postoppdπ|Upqpq “ dimpTπppqUq “ dimpTpUpq, e como U
é aberto em M , dimpTπppqUq “ dimpTπppqMq.

Além disso, i : Up Ñ E é a inclusão de Up em E, logo dip : TpUp Ñ TpE é
um isomorfismo, ou seja, postopdipq “ dimpTpEq “ dimpTpUpq. Uma vez que dπp : TpE Ñ

TπppqM é uma transformação linear e postopdπp ˝ dipq “ postoppdπ|Upqpq “ dimpTπppqUq “

dimpTpUpq “ postopdipq, segue pelo Lema 1.43 que Impdipq X kerpdπpq “ t0u Ñ TpE X

kerpdπpq “ t0u, como kerpdπpq Ă TpE, temos que t0u “ TpE X kerpdπpq “ kerpdπpq. Logo,
dπp é uma transformação linear injetora, com dimpTpEq “ dimpTπppqMq, e portanto dπp é
sobrejetora. Portanto π : E ÑM é uma submersão. ˝

Lema 6.5. Toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma aplicação aberta.

Demonstração. Como pelo Lema 6.4 toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma sub-
mersão, segue pelo Corolário 5.91 que toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma
aplicação aberta. ˝

Lema 6.6. Toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma aplicação quociente.

Demonstração. Como toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma submersão (Lema
6.4), é aberta (Lema 6.5) e sobrejetiva, segue pelo Teorema 1.24 que é uma aplicação quociente.
˝

Lema 6.7. Uma aplicação de recobrimento diferenciável injetiva é um difeomorfismo.

Demonstração. Seja π : E ÑM uma aplicação de recobrimento injetiva, logo π é uma bijeção,
dessa forma existe a inversa π´1 : M Ñ E. Mostremos que π´1 : M Ñ E é diferenciável.

Tome p P M , como π é uma aplicação de recobrimento diferenciável existe
uma vizinhança conexa Up de p de forma que cada componente de π´1pUpq é aplicada difeo-
morficamente em Up pela π. Como, cada componente de π´1pUpq contém exatamente um ponto
na fibra de p pela π, e π é injetiva, segue que π´1pUpq é sua única componente conexa.

Tome pU,ϕq carta de M em p com U Ă Up e pV, ψq uma carta de E em
π´1ppq com V Ă π´1pUpq, logo ψ ˝π´1 ˝ϕ´1 “ ψ ˝pπ´1q|pUpq ˝ϕ

´1 “ ψ ˝pπ|π´1pUpqq
´1 ˝ϕ´1 :

ϕpUq Ñ ψpV q é diferenciável. ˝

Lema 6.8. Uma aplicação de recobrimento topológica entre duas variedades diferenciáveis é

uma aplicação de recobrimento diferenciável se, e somente se, é um difeomorfismo local.

Demonstração. ñq Imediato.
ðq Sejam E e M variedades diferenciáveis e π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento
topológica e suponha que π é um difeomorfismo local.
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Tome p P M , logo existe uma vizinhança Up de p tal que cada componente
conexa de π´1pUpq é aplicada homeomorficamente em Up pela π.

Uma vez que π é um difeomorfismo local segue que a restrição de π para
qualquer aberto continua sendo difeomorfismo. Em particular, dado qualquer componente co-
nexa de π´1pUpq, a restrição de π pela componente conexa é um difeomorfismo local bijetivo,
logo é um difeomorfismo. Portanto π aplica difeomorficamente cada componente conexa de
π´1pUpq em Up. ˝

Lema 6.9 (Existência da seção local). Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento

diferenciável. Dados qualquer subconjunto U Ă M uniformemente recoberto, q P U e q0 P

π´1pqq, então existe uma única seção local diferenciável σ : U Ñ E tal que σpqq “ q0.

Demonstração. Toda aplicação de recobrimento diferenciável é uma aplicação de recobrimento
topológica, dessa forma pelo Lema 3.8, segue que existe uma única seção local σ : U Ñ E tal
que σpqq “ q0.

Tome x P U e x1 “ σpxq. Note que pela Definição 3.7 temos x “ pπ˝σqpxq “
πpx1q e assim x1 P π´1pxq Ă π´1pUq. Como U é conexo e σ é contínua, segue que σpUq é
conexo, dessa forma σpUq Ă U 1, onde U 1 é a componente conexa de π´1pUq que contém q0,
observe que π|U 1pq0q “ q.
Afirmação: U 1 Ă σpUq.

De fato, tome y P U 1 Ă π´1pUq, logo πpyq P U e assim pσ ˝ πqpyq P σpUq Ă

U 1. Suponha que pσ ˝ πqpyq ‰ y, uma vez que π|U 1 : U 1 Ñ U é uma bijeção (difeomorfismo),
segue que π ˝ pσ ˝ πqpyq ‰ πpyq, como π ˝ σ “ IdU segue que πpyq ‰ πpyq, o que é um
absurdo. Logo y “ σ ˝ πpyq

Portanto U 1 Ă σpUq

Considerando o difeomorfismo π|U 1 : U 1 Ñ U , temos que pπ|U 1q´1 : U Ñ U 1

é também um difeomorfismo. Assim IdU “ π ˝ pπ|U 1q´1 : U Ñ U e dessa forma pπ|U 1q´1 :

U Ñ U 1 é uma seção local onde pπ|U 1q´1
pqq “ q0. Pela unicidade da seção local, segue que

σ “ pπ|U 1q´1

Portanto σ é uma seção local diferenciável. ˝

6.2 PROPRIEDADES DE LEVANTAMENTO

Definição 6.10. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável e ϕ : B Ñ M

uma aplicação contínua, um levantamento de ϕ é uma aplicação contínua ϕ̃ : B Ñ E tal que

π ˝ ϕ̃ “ ϕ.

Lema 6.11. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável e ϕ̃ : B Ñ E um

levantamento de ϕ : B ÑM . Temos que:

1. Se ϕ é diferenciável, então ϕ̃ é diferenciável.
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2. Se ϕ é de classe Ck, então ϕ̃ é de classe Ck.

Demonstração. 1. Suponha que ϕ é diferenciável. Mostremos que ϕ̃ : B Ñ E é diferenciável.
Tome x P B, dessa forma ϕ̃pxq “ x1 P E e assim πpx1q PM , logo existe uma

vizinhança U de πpx1q tal que cada componente de π´1pUq é aplicada difeomorficamente em U

pela π. Considere U 1 a componente conexa de π´1pUq que contém x1, dessa forma π|U 1 : U 1 Ñ

U é um difeomorfismo e além disso pπ|U 1q´1 : U Ñ U 1 também é um difeomorfismo. Como
U 1 é aberto e ϕ̃ é contínua, temos que ϕ̃´1pU 1q “ V é aberto em B.

Do fato de ϕ̃ ser um levantamento, segue que π˝ϕ̃ “ ϕ e assim π˝ϕ̃|V “ ϕ|V ,
dessa forma π|U 1 ˝ ϕ̃|V “ ϕ|V , logo ϕ̃|V “ pπ|U 1q´1

˝ ϕ|V .
Note que pπ|U 1q´1 e ϕ|V são diferenciáveis, dessa forma ϕ̃|V é diferenciável

e portanto ϕ̃ é diferenciável.
2. Segue de forma análoga. ˝

Proposição 6.12. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável. Suponha

que B seja uma variedade conexa, ϕ : B Ñ M uma aplicação contínua (diferenciável) e

ϕ̃1, ϕ̃2 : B Ñ E são levantamentos de ϕ que coincidem em algum ponto de B. Então ϕ̃1 ” ϕ̃2.

Demonstração. Segue da Proposição 3.12. ˝

Definição 6.13. Dizemos que γ : ra, bs ÑM é de classe C1 por partes se:

1. γ é contínua;

2. Existe uma partição P “ tt0, ¨ ¨ ¨ , tnu de ra, bs, tal que γ|rti´1,tis é de classe C1, para todo

i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.

Proposição 6.14 (Levantamento de caminho). Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobri-

mento diferenciável e sejam f : I Ñ M um caminho e q P E um ponto na fibra de π sobre

fp0q. Então:

1. Se f é um caminho diferenciável, existe um único levantamento diferenciável f̃ : I Ñ E

de f tal que f̃p0q “ q.

2. Se f é de classe Ck, existe um único levantamento de classe Ck f̃ : I Ñ E de f tal que

f̃p0q “ q.

3. Se f é de classe C1 por partes, existe um único levantamento de classe C1 por partes

f̃ : I Ñ E de f tal que f̃p0q “ q.

Demonstração. 1. Uma vez que f : I Ñ M é um caminho, segue pela Proposição 3.13 que
existe um único levantamento f̃ : I Ñ E tal que f̃p0q “ q. Como f é diferenciável, segue pelo
Lema 6.11 que f̃ é diferenciável.
2. Segue análogo ao caso 1.
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3. Seja P “ tt0 “ 0, t1, ¨ ¨ ¨ , tn´1, tn “ 1u uma partição de r0, 1s, de forma que f |rti´1,tis

é de classe C1, para todo i “ 1, ¨ ¨ ¨n. Uma vez que f é um caminho (pois f é contínua),
pela Proposição 3.13 existe um único levantamento f̃ : I Ñ E tal que f̃p0q “ q. Assim,
π ˝ f̃ “ f , em particular, π ˝ f̃ |rti´1,tis “ f |rti´1,tis, para todo i “ 1, ¨ ¨ ¨n, ou seja, f̃ |rti´1,tis

é um levantamento de f |rti´1,tis, para cada i “ 1, ¨ ¨ ¨n. Como para cada i, f |rti´1,tis é C1,
pelo Lema 6.11, f̃ |rti´1,tis é de classe C1, segue que f̃ é C1 por partes, considerando a partição
P “ tt0 “ 0, t1, ¨ ¨ ¨ , tn´1, tn “ 1u.

˝

Proposição 6.15. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável e H : f0 »p

f1 uma homotopia por caminhos diferenciáveis de f0 para f1. Nessas condições, dado um

levantamento f̃0 de f0 existe uma única aplicação contínua H̃ : I ˆ I ÑM tal que p ˝ H̃ “ H

e H̃p0, 0q “ f̃0p0q. Além disso, se H é uma homotopia diferenciável, H̃ é uma aplicação

diferenciável.

Demonstração. Segue da Proposição 3.14 e do Lema 6.11. ˝

6.3 O GRUPO DE RECOBRIMENTO

Definição 6.16. Seja π : E ÑM uma aplicação de recobrimento diferenciável. Um difeomor-

fismo ϕ : E Ñ E é chamado transformação de recobrimento diferenciável se π ˝ ϕ “ π. O

conjunto Dπ pEq “ tϕ : E Ñ E;ϕ é uma transformação de recobrimentou é chamado grupo
de recobrimento diferenciável.

E

œ

ϕ //

π   

E

π~~
M

Figura 6.1

Observe que o conjunto DπpEq é um subgrupo de Cπ pEq (Definição 3.30)
Note que substituindo p : X̃ Ñ X por π : E Ñ M , Cp

´

X̃
¯

por DπpEq e

p˚

´

π1

´

X̃, q̃
¯¯

por π˚pπ1pE, qqq, segue que a Observação 3.31 e as Proposições 3.32 e 3.33
são válidas para as transformações de recobrimento diferenciável.

6.4 HOMOMORFISMO DE RECOBRIMENTO DIFERENCIÁVEL

Definição 6.17. Seja M uma variedade diferenciável e π : E1 Ñ M , π1 : E2 Ñ M aplicações

de recobrimento diferenciáveis em M . Um homomorfismo de recobrimento diferenciável de

π para π1 é uma aplicação diferenciável ϕ : E1 Ñ E2 tal que π1 ˝ ϕ “ π. Além disso,

um homomorfismo de recobrimento diferenciável é dito ser um isomorfismo de recobrimento
diferenciável se ele é um difeomorfismo.
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E1

œ

ϕ //

π   

E2

π1~~
M

E1

ö

π   

E2
ϕ´1

oo

π1~~
M

Figura 6.2

Definição 6.18. Dizemos que duas aplicações de recobrimento diferenciáveis sobre M são

isomorfas se existir um isomorfismo de recobrimento diferenciável entre elas.

Observação 6.19. Os isomorfismos diferenciáveis entre o mesmo espaço de recobrimento dife-

renciável são exatamente as transformações de recobrimento diferenciáveis.

Lema 6.20. Sejam π : E1 Ñ M e π1 : E2 Ñ M aplicações de recobrimento diferenciáveis

de M e seja ϕ um homomorfismo de recobrimento diferenciável de π para π1. Então ϕ é uma

aplicação de recobrimento diferenciável.

Demonstração. A demonstração desse Lema é uma continuação do Lema 3.39, substituindo
p1 : X̃1 Ñ X e p2 : X̃2 Ñ X por π : E1 Ñ M e π1 : E2 Ñ M , respectivamente. Mostraremos
que ϕ|W : W Ñ Vq̃ é um difeomorfismo.

De fato, uma vez que Vq̃ é um subconjunto conexo de π1´1
pUqq e W é um

subconjunto conexo de π´1pUqq segue que π1|Vq̃ : Vq̃ Ñ π1pVq̃q é um difeomorfismo e em
particular é um homeomorfismo e π|W : W Ñ π1pW q é um difeomorfismo, em particular é um
homeomorfismo. Como π “ π1 ˝ϕ, segue que πpW q “ π1pVq̃q e assim ϕ|W “ pπ1|Vq̃q´1 ˝π|W :

W Ñ Vq̃ é um difeomorfismo, pois é composição de difeomorfismos. ˝

6.5 O ESPAÇO DE RECOBRIMENTO UNIVERSAL DIFERENCIÁVEL

Proposição 6.21 (Propriedades de Recobrimento simplesmente conexo).

1. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável com E simplesmente

conexa. Se π1 : E1 Ñ M é um recobrimento diferenciável qualquer, então existe uma

aplicação de recobrimento diferenciável π1 : E Ñ E1 tal que o diagrama abaixo comuta:

œ

E1

π1
��

E

π1
>>

π
//M

Figura 6.3

2. Além disso, se E1 é também um espaço de recobrimento de M simplesmente conexo,

então E e E1 são isomorfos.
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Demonstração. 1. Pela Proposição 3.42 existe um aplacação de recobrimento topológico π̃ :

E Ñ E1, tal que π1 ˝ π̃ “ π, logo π̃ é um levantamento de π, o qual é diferenciável, assim
pelo Lema 6.11, π̃ é uma aplicação diferenciável. Dessa forma, π̃ é um homomorfismo de
recobrimento diferenciável de π para π1. Pelo Lema 6.20, π̃ é uma aplicação de recobrimento
diferenciável.
2. Segue de forma análoga a 3.42. ˝

Definição 6.22. Seja π : E Ñ M uma aplicação de recobrimento diferenciável com E sim-

plesmente conexa, dizemos que π é um recobrimento universal diferenciável e E é chamado

variedade de recobrimento universal de M .

Proposição 6.23. Seja M uma n´variedade diferenciável conexa e π : E Ñ M uma aplica-

ção de recobrimento. Então E é uma n- variedade topológica e possui uma única estrutura

diferenciável tal que π é uma aplicação de recobrimento diferenciável.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que E é uma n´variedade topológica.
1. E é um espaço de Hausdorff.

Tome p, q P E tal que p ‰ q. Se πppq “ πpqq, considerando a vizinhança
uniformemente recoberta U Ă M que contém πppq, temos que cada componente conexa de
π´1pUq é aplicada homeomorficamente em U pela π e assim p e q pertencem a componentes
conexas distintas, as quais são abertos em E e disjuntas.

Se πppq ‰ πpqq. Suponha inicialmente que πppq e πpqq pertencem a uma
mesma vizinhança uniformemente recoberta U ĂM .

Se p e q pertencem a componentes conexas distintas de π´1pUq obtemos o
desejado. Caso contrário, sejam U 1 a componente conexa de π´1pUq que contém p e q, desde
que π|U 1 : U 1 Ñ U é um homeomorfismo e M é Hausdorff, dadas vizinhanças disjuntas V e W
de πppq e πpqq, respectivamente, segue que π´1pV q e π´1pW q são vizinhanças disjuntas de p e
q, respectivamente.

Suponha agora que πppq e πpqq não pertençam a uma mesma vizinhança uni-
formemente recoberta U ĂM .

Sejam U1, U2 Ă M vizinhanças uniformemente recoberta de M contendo
πppq e πpqq, respectivamente, e considere as componentes conexas U 11 de π´1pU1q que contém p

e U 12 de π´1pU2q que contém q. Assim π|U 11 : U 11 Ñ U1 e π|U 12 : U 12 Ñ U2 são homeomorfismos.
ComoM é Hausdorff, existem abertos V1 e V2 tais que V1XV2 ‰ H, πppq P V1

e πpqq P V2. Considere os abertos W1 “ pπ|U 11q
´1pV1 X U1q e W2 “ pπ|U 12q

´1pV2 X U2q. Note
que W1 X W2 “ H, uma vez que se x P W1 X W2 então πpxq “ π|U 11pxq P V1 X U1 e
πpxq “ π|U 12pxq P V2 X U2, o que é um absurdo. Além disso, p P W1 e q P W2.

Portanto E é Hausdorff.
2. E é localmente Euclidiano.

Tome p P E, logo πppq P M . Como π é uma aplicação de recobrimento,
segue que πppq tem uma vizinhança U Ă M tal que cada componente de π´1pUq é aplicada
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homeomorficamente em U por π. Considere U0 a componente conexa de π´1pUq que contém
p, logo π|U0 : U0 Ñ U Ă M é um homeomorfismo. Como M é variedade, existe uma carta
pŨ , ϕq de M tal que πppq P Ũ Ă U . Assim, ϕ ˝ π|π´1pŨqXU0

: π´1pŨq X U0 Ñ ϕpUq é um
homeomorfismo.
3. E é segundo enumerável.

Mostremos primeiro que cada fibra de π é enumerável.
Tome q P M , p0 P π

´1pqq e seja rf s P π1pM, qq uma classe de caminhos
baseado em q. Pela Proposição 3.13, segue que existe um levantamento f̃ : r0, 1s Ñ E de
f tal que f̃p0q “ p0. Pelo Corolário 3.16, dado qualquer g »p f e g̃ um levantamento de g
iniciando em p0 temos que g̃p1q “ f̃p1q e assim a aplicação β : π1pM, qq Ñ π´1pqq dada por
βprf sq “ f̃p1q está bem definida. Além disso, β é sobrejetiva, pois dado p P π´1pqq. Como E
é conexo por caminhos, existe um caminho f̃ : I Ñ E de p0 para p e então f “ π ˝ f̃ é um laço
baseado em q. Pelo Lema 4.14 , πpM, qq é enumerável, portanto π´1pqq é enumerável.

A coleção de todos os subconjuntos abertos uniformemente recoberto de M é
uma cobertura aberta de M e assim pelo Lema 1.1, possui uma subcobertura enumerável tUiu.

Note que dado qualquer i, cada componente de π´1pUiq contém exatamente
um ponto em cada fibra sobre Ui e assim π´1pUiq possui uma quantidade enumerável de com-
ponentes.

A coleção de todas as componentes de todos esses conjuntos da forma
π´1pUiq formam uma cobertura enumerável para E. Uma vez que cada componente é segundo
enumerável, segue pelo Lema 1.2 que E é segundo enumerável.

Portanto E é uma n´variedade topológica.
Construiremos agora a estrutura diferenciável de E.
Seja p um ponto qualquer emE e U uma vizinhança uniformemente recoberta

de πppq. Diminuindo se necessário U , podemos assumir que U é o domínio de uma aplicação
coordenada diferenciável ϕ : U Ñ Rn. Se Ũ é a componente conexa de π´1pUq que contém p

e ϕ̃ “ ϕ ˝ π|Ũ : Ũ Ñ Rn, então pŨ , ϕ̃q é uma carta em E.
Considere

´

Ṽ , ψ̃
¯

“ ψ˝π|Ṽ : Ṽ Ñ Rn carta emE de forma que ŨXṼ ‰ H,
logo:

ψ̃ ˝ ϕ̃´1
“ pψ ˝ π|ŨXṼ q ˝ pϕ ˝ π|ŨXṼ q

´1
“ pψ ˝ π|ŨXṼ q ˝ pπ|

´1

ŨXṼ
˝ ϕ´1

q “ ψ ˝ ϕ´1,

o qual é C8 em seu domínio.
Assim, a coleção de todas as cartas dessa forma definem uma estrutura dife-

renciável em E.
Note que ϕ ˝ π ˝ ϕ̃´1 “ ϕ ˝ π ˝ pϕ ˝ π|Ũq´1 “ ϕ ˝ π|Ũ ˝ π|´1

Ũ
˝ϕ´1 “ IdϕpUq.

Logo π é uma aplicação de recobrimento diferenciável, ou seja, aplica difeo-
morficamente cada componente de π´1pUq em U .

Por fim, mostraremos a unicidade da estrutura diferenciável.
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ConsidereM a estrutura diferenciável construída acima e sejaM1 uma outra
estrutura diferenciável para E tal que π é uma aplicação de recobrimento diferenciável.

Tome p P E e
´

Ũ , ϕ̃
¯

uma carta emM1 contendo p. Seja V uma vizinhança

uniformemente recoberta de πppq e seja Ṽ uma componente conexa de π´1pV q contendo p,
assim π|Ṽ : Ṽ Ñ V é um difeomorfismo (com respeito aM1). Diminuindo V e Ṽ se neces-
sário, podemos assumir que existe uma carta diferenciável pV, ψq em M contendo πppq, então
ψ̃ “ ψ ˝ π|Ṽ é uma aplicação coordenada diferenciável emM e ϕ̃ ˝ ψ̃´1 “ ϕ̃ ˝ pψ ˝ π|Ṽ q

´1
“

ϕ̃˝π|´1

Ṽ
˝ψ´1 é diferenciável. Assim ϕ̃ e ψ̃ são compatíveis, uma vez que p é qualquerM “M1.

˝

Corolário 6.24 (Existência do Recobrimento universal para variedades). SeM é uma variedade

diferenciável conexa, então existe uma variedade diferenciável simplesmente conexa E e uma

aplicação de recobrimento diferenciável π : E Ñ M . A variedade de recobrimento universal

é única no seguinte sentido: Se E 1 é qualquer outra variedade diferenciável simplesmente

conexa que admite uma aplicação de recobrimento diferenciável π1 : E 1 ÑM , então existe um

difeomorfismo Φ : E Ñ E 1 tal que π1 ˝ Φ “ π.

Demonstração. Pelo Teorema 3.45, toda variedade diferenciável conexa tem um espaço de
recobrimento Universal (topológico). Pela proposição 6.23, temos que E admite uma única
estrutura diferenciável de forma que π é uma aplicação diferenciável, isso mostra a existência
de uma variedade de recobrimento universal.

Mostremos agora a unicidade da aplicação de recobrimento diferenciável.
Seja π1 : E 1 Ñ M uma outra aplicação de recobrimento diferenciável uni-

versal, então pelo item 2 da proposição 3.42 existe um homeomorfismo Φ : E Ñ E 1 tal que
π1 ˝ Φ “ π.

Seja p P E e considere x “ πppq e tome q P pπ1q´1pxq. Sejam U uma
vizinhança uniformemente recoberta de x com respeito a π e π1, Ũ a componente conexa de
π´1pUq que contém p e Ũ 1 a componente de pπ1q´1pUq contendo q. Então Φ|Ũ “ pπ1|Ũ 1q

´1
˝π|Ũ ,

assim Φ|Ũ é um difeomorfismo.
Dessa forma, Φ é um difeomorfismo local e como é uma bijeção, segue que

Φ é um difeomorfismo. ˝
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