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INTRODUCAO

A ideia principal desse trabalho é definir e apresentar resultados de variedades
de recobrimento, aplicacdes de recobrimento, existéncia do recobrimento universal e alguns
resultados relacionados, do ponto de vista das variedades diferencidveis.

O estudo foi dividido em quatro partes. Primeiro foi estudado alguns con-
ceitos de Homotopia e Grupo fundamental, em seguida Espacos de Recobrimento topolégicos,
posteriormente foi abordado os conceitos de Variedades Diferencidveis e por fim o estudo de
variedades de recobrimento, aplicagdes de recobrimento diferencidveis e demais resultados do
ponto de vista diferencidvel.

O primeiro capitulo € destinado para o estudo de conceitos preliminares que
serdo utilizados no desenvolvimento deste trabalho. O capitulo foi dividido em 3 se¢des, sendo
a primeira de Topologia geral, a segunda de Algebra e a terceira se¢éo de Calculo Avancado. Os
resultados expostos nesse capitulo que nio foram demonstrados terdo referéncias citadas onde
tais demonstracdes poderdo ser consultadas.

No capitulo 2 sdo abordados resultados de homotopia, homotopia por cami-
nhos e grupo fundamental que serdo de suma importancia para o conteido desenvolvido no
capitulo 3, que trata-se de espagos de recobrimento, aplicacdes de recobrimento, levantamento
de caminhos, grupo de recobrimento, homomorfismo de recobrimento e a existéncia do Espaco
de Recobrimento Universal.

Os capitulos 4 e 5 sdo sobre variedades diferencidveis. No capitulo 4 destaca-
se as definicdes de variedade topoldgica, cartas coordenadas, atlas e variedade diferencidvel.
Nesse mesmo capitulo sdo apresentadas algumas propriedades topoldgicas das variedades e
um dos principais resultados estd na Secao 4.2, mostrando que o grupo fundamental de uma
variedade topoldgica é enumeravel. Ja no capitulo 5 sdo abordados conceitos a respeito de
aplicacoes diferencidveis entre variedades, diferencial de uma aplicacdo diferencidvel, curvas
na variedade, teorema da fungdo inversa, teorema do posto, forma local das imersdes, forma
local das submersdes, subvariedades e mergulho.

Por fim, o capitulo 6 € sobre variedades de recobrimento, no qual retomamos
resultados apresentados no capitulo 3 porém agora incluindo a diferenciabilidade. Na primeira
secdo € definido aplicacdo de recobrimento diferencidvel e explorado algumas propriedades
basicas. A segunda secdo aborda propriedades de levantamento, a terceira e quarta sessoes
tratam-se de transformacdes de recobrimento diferencidveis e homomorfismo de recobrimento
diferencidvel, e na ultima secdo é provado a existéncia do recobrimento universal entre varieda-

des.
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1 PRELIMINARES

1.1 TorPOLOGIA GERAL

Nesta se¢do iremos apresentar algumas defini¢des e resultados no ambito da

topologia geral os quais sdo utilizados no decorrer deste trabalho.

Proposicao 1.1. Se X ¢é um espaco topologico segundo enumerdvel, entdo toda cobertura

aberta de X possui uma subcobertura enumerdvel.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Lema 1.2. Seja X um espaco topologico e suponha que X que admite uma cobertura enume-
ravel aberta {U,}, tal que cada conjunto U; é segundo enumerdvel na topologia do subespago.

Entdo X é segundo enumerdvel.

Demonstragdo. [9] o

Lema 1.3. Sejam X e Y espacos topologicos e p : X —> Y um homeomorfismo. Se 3 é uma
base de X, entdo ¢(f) := {p(B); B € [} é uma base de'Y .

Demonstracdo. Suponha que [ é uma base de X e sejam A um aberto de Y e p € A. Como
¢ é um homeomorfismo temos que ¢ '(A) é um aberto de X e que o '(p) € o (A). Por
hipétese, 3 € base de X, logo existe B € 3 de forma que ¢! (p) € B < ¢~ *(A). Dessa forma,
pe@(B)c Ae p(B) € ¢(8). Portanto p(5) = {¢(B); B € [} é umabasede Y. o

Conexidade e Componentes

Definicao 1.4. Um caminho em um espaco topologico X é uma aplicacdo continua f : I — X
onde I = [0,1] < R. Os pontos p = f(0) e ¢ = f(1) sdo chamados, respectivamente, ponto

inicial e ponto final do caminho f. Dizemos também que f é um caminho de p para q.
Definicao 1.5. Dado um X espaco topolégico, dizemos que ele é:

1. conexo se ndo existir dois subconjuntos abertos, disjuntos e ndo vazios de X, cuja unido

éX.

2. conexo por caminhos se cada par de pontos em X pode ser ligado por um caminho em

X.
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3. localmente conexo por caminhos em x € X se, para cada vizinhanca U de x, existir
uma vizinhanca conexa por caminhos V' de x contida em U. Se X é localmente conexo
por caminhos em cada um de seus pontos, entdo X é dito ser localmente conexo por

caminhos.

Lema 1.6. Se X ¢é um espaco topoldgico que possui uma base [3 de conjuntos conexo por

caminhos, entdo X é localmente conexo por caminhos.

Demonstragdo. Dado x € X e U uma vizinhanca aberta de z, uma vez que /5 € uma base para
X, existe um aberto béasico BB, conexo por caminhos, de forma que x € B < U. Portanto, X &

localmente conexo por caminhos. =

Lema 1.7. Se X ¢é um espaco topoldgico localmente conexo por caminhos e A < X ¢é aberto,

entdo A munido com a topologia do subespaco é localmente conexo por caminhos.

Demonstragdo. Dado a € A e U uma vizinhanga aberta de @ em A, segue que U € uma vizi-
nhanca aberta de a em X. Como X € localmente conexo por caminhos, existe uma vizinhanga
V de a em X, conexa por caminhos, de forma que a € V' < U. Além disso, em particular,

V =V n Aoqual é um aberto em A e portanto A é localmente conexo por caminhos. =

Definicao 1.8. Dado um espago topologico X, definimos uma relacdo de equivaléncia em X,
por x ~ y se existir um subespaco conexo de X contendo x e y. As classes de equivaléncia sdo

ditas ser as componentes conexas (ou simplesmente componentes) de X.

De forma semelhante, temos uma caracterizacio por classes de equivaléncia

para conexidade por caminhos.

Definicao 1.9. Definimos uma nova relagcdo de equivaléncia em X, por v ~ y se existir um
caminho em X contendo x e y. As classes de equivaléncia sdo chamadas de componentes

conexas por caminhos (ou simplesmente componentes por caminhos) de X.
Definidos esses conceitos, segue o resultado:
Proposicao 1.10. Seja X um espaco topologico localmente conexo por caminhos. Entdo:
1. As componentes de X sdo abertas em X.
2. As componentes conexas por caminhos coincidem com as componentes conexas.
3. X é conexo se, e somente se, é conexo por caminhos.
4. Todo subconjunto aberto de X ¢é localmente conexo por caminhos.

Demonstragdo. Ver [9]. o
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Compacidade, Pré-compacidade, Compacidade Local e Paracompacidade

Definicao 1.11. Um espaco topologico X é dito ser compacto, se toda cobertura aberta de X
admite uma subcobertura finita. Um subconjunto de X ¢ dito ser pré-compacto (ou totalmente

limitado) se seu fecho em X é um conjunto compacto.

Lema 1.12. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicacdo f : X — Y ¢é continua se, e

somente se, para cada subconjunto A de X, f (ﬁ) c f(A).

Demonstragdo. Ver [9]. =

Lema 1.13 (Continuidade € um aspecto local). Se f : X — Y é uma aplicacdo entre espagos
topoldgicos tal que cada ponto p € X possui uma vizinhanca U de forma que f|y é continua,

entdo f ¢ uma aplicacdo continua.

Demonstragdo. Ver [9] o

Compacidade é um invariante topoldgico, dessa forma podemos enunciar o

seguinte lema:

Lema 1.14. Sejam X e Y espacos topologicos e ¢ : X — Y um homeomorfismo. Entdo,

B < X é pré-compacto se, e somente se, p(B) < Y é pré-compacto.

Definicao 1.15. Um espaco topologico X é dito ser localmente compacto se todo ponto de X

tem uma vizinhanga contida em um subconjunto compacto de X
Proposicao 1.16. Se X ¢ um espaco de Hausdorff, entdo sdo equivalentes:
1. X é localmente compacto.
2. Cada ponto de X tem uma vizinhanga pré-compacta.
3. X possui uma base de subconjuntos abertos pré-compactos.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Definicao 1.17. Uma cole¢do x de subconjuntos de um espago topologico X é dita ser local-
mente finita se cada ponto de X tem uma vizinhanga que intercepta no mdximo uma quantidade

finita de conjuntos em .

Definicao 1.18. Seja X um espaco topolégico. Dadas coberturas abertasU eV de X, V é dita
ser um refinamento de U se para cada V' € V existir algum U € U, tal que V < U.
X é dito ser paracompacto se toda cobertura aberta de X admite um refina-

mento aberto localmente finito.

Lema 1.19. Suponha que x é uma colecdo localmente finita de subconjuntos de um espaco

topologico X. Entdo:
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1. A colecdox = {7; Ye X} é também localmente finita.

2 Jy=Yv.

Yex Yex

Demonstragdo. 1. Dado x € X e U uma vizinhanca de x em X, mostremos que para qualquer
Yex,UnY = Jse esomentese, U nY = .

SejaY € yesuponhaque U nY = . ComoY c Y,entioU nY = (.
Reciprocamente, suponha que Y € y étalque, & # U nY =Un (Y uY')=UnY)u
(U NnY’), em que Y’ é o conjunto dos pontos de acumulagdo de Y. Se U n Y’ # &, temos
que existe y € U n Y’ isto é, U é uma vizinhanca do ponto de acumulagio y de Y. Assim,
d+Un (Y —-{y})cUNY.

Portanto, y € localmente finita se, € somente se, y € localmente finita.
2. Paracada Y € X, temos que Y ¢ U Y, logo ? c W, e assim, U Y W Por

Yex Yex Yex Yex
outro lado, dado z € | Y, mostremos que existe algum Y € x de forma que z € Y e assim,
Yex
re JY.
Yex

/
Comoz € J VY, entdotemosque z € (JY ouzx € | | Y) , isto &,

Yex Yex Yex

re |JYouU,N (( U Y) - {x}) # (J, para toda vizinhanca U, de x em X.

Yex Yex
Casol: z € |J Y. Neste casoz € }A/, para algum Ve X, logo = € Y.

Yex

Yex
Yo, .Yy, ex talque U nY,, # &, paratodoi =1,...,telU nY = (¢, para todo

Y #Y,,i=1,...,t. Assim,

Un (UY—@}) —Un ((UYQ> —{x}). (1.1)

Afirmacgdo: z € Y, < Y, paraalgumi=1,...,¢

Caso2: = € <U Y | . Como x € localmente finito, existe uma vizinhanca U de x em X e

Com efeito, sem perda da generalidade, suponha que = ¢ (Y,,.)’,7 = 1,...,t — 1. Logo,

paracadai = 1,...,?7 — 1 existe uma vizinhan¢a U,, de x em X, de forma que U,, N
t—1

(Yo, — {z}) = &. Considere a vizinhanga V' = (| U,, de z em X. Logo,
=1

(2

V ((U Yai> - {x}) - . (1.2)
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/
Além disso, como U e V sdo vizinhancas de x € ( U Y) ,por1.1el2V, =UnV ¢
Yex

uma vizinhanga de z satisfazendo:

B #Vyn ((U Y) —{x}) Wy A ((OYQ) —{x}) Wy A (Y, —{2).

(1.3)
Dessa forma, dado uma vizinhanga arbitraria U, de x em X, por 1.3, temos que U, N V.

€ uma vizinhanca de z tal que:

T #(UpgnVy)n <(U Y) — {1’}) (L3) (Upn V) (Yo, —{x}) c Upn (Ya, — {x}).

Yex

Portanto, x € (Y,,) < Y,,, como queriamos.

Definicdo 1.20. Uma sequéncia (K;)2, de subconjuntos compactos em X é dito ser uma
o0

exaustdo de X por subconjuntos compactos se X = |JK; e K; < intK,,,, para cada

=1
i=1,2,-.

Proposicao 1.21. Todo espaco de Hausdorff, localmente compacto e segundo enumerdvel ad-

mite uma exaustdao por conjuntos compactos.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Definicao 1.22. Sejam X e Y espacos topologicos e p : X — Y uma aplicacdo sobrejetiva.
Dizemos que p é uma aplicacdo quociente, se para cada U — Y, U é aberto em Y se, e somente

se, p~Y(U) é aberto em X.

Definicao 1.23. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicacdo f : X — Y é dita ser um
mergulho topologico, se f : X — f(X) é um homeomorfismo, considerando f(X) munido

com a topologia do subespaco.

Teorema 1.24. Sejam X e Y espacos topologicos e F' : X — Y uma aplicacdo continua,

aberta ou fechada.
1. Se F' é sobrejetora, entdo F' é uma aplicacdo quociente.
2. Se F' é injetora, entdo I' é um mergulho topoldgico.
3. Se F' é bijetora, entdo F é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Ver [9]. o
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Teorema 1.25 (Lema da colagem). Considere X = A U B, onde A e B sdo fechados em X e
sejam f : A —Y eg: B —Y fungdes continuas. Se f(x) = g(x) paratodo x € A n B, entdo
h : X — Y definida por:

estd bem definida e é continua.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Lema 1.26 (Numero de Lebesgue). Seja A uma cobertura aberta do espagco métrico (X, d).
Se X é compacto, entdo existe um 6 > 0 tal que para cada subconjunto Y < X de didmetro
menor do que ), existe um elemento de A contendo Y .

Esse niimero § é chamado um niimero de Lebesgue da cobertura A.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Definicao 1.27. Dizemos que uma aplicacdo [ : X — Y ¢é prépria se para todo compacto
CcyY, f~YC) compacto em X.

Teorema 1.28. Seja X um espaco topolégico e Y um espagco de Hausdorff localmente com-

pacto. Entdo toda aplicacdo continua e propria F' : X — 'Y é fechada.

Demonstragdo. Ver [9]. o

Definicao 1.29. Seja m : X — Y uma aplicacdo, dado q € Y, uma fibra de 7 sobre q é o

conjunto m1(q).

Teorema 1.30. Seja m : X — Y uma aplicacdo quociente, B um espago topolégico e F' :
X — B uma aplica¢do continua que é constante na fibra de 7 (isto é 7(p) = m(q) implica que

F(p) = F(q)). Entdo existe uma iinica aplicacdo continua F : Y — B tal que F = F o .

1.2 ALGEBRA

Nesta secdo iremos introduzir alguns conceitos de dlgebra que utilizaremos
no decorrer deste trabalho, as demonstracdes e detalhes podem ser encontradas em [2].

Utilizaremos a notagdo ~ sempre que que dois grupos forem isomorfos.

Teorema 1.31 (Teorema do Isomorfismo). Sejam G e H grupos e f : G — H um homomor-

fismo. Entdo Tm(f) é um subgrupo de H, ker(f) é um subgrupo normal de G e %(f) ~ Im(f).

Demonstragdo. Ver [2]. o
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Lema 1.32. Sejam G ¢ H grupos e f : G — H um homomorfismo. Se f é injetiva, entdo G é

isomorfo a Im(f).

Demonstracdo. Consequéncia direta do Teorema 1.31. =

Teorema 1.33. Se H c G, entdo H é um subgrupo de G se, e somente se:
))H# Je
ii)Va,be H = ab ' e H.

Demonstragdo. Ver [2]. o

Definicao 1.34. Sejam G um grupo e H, H' subgrupos de G. Dizemos que H e H' sdo conju-

gados se existirge G tal que H = g- H - g .

Definicdo 1.35. Um subgrupo H de G é dito ser normal se H = g - H - g~!, para todo g € G.

Definicao 1.36. Sejam G um grupo e H < G um subgrupo de GG. O normalizador de H em G,
é o conjunto N(H) :={ge G;g"'Hg = H}.

Lema 1.37. . N(H) é um subgrupo de G.
2. Hc N(H).
3. H é um subgrupo normal de N (H).

4. N(H) é o maior subgrupo de G contendo H como um subgrupo normal.

Demonstragdo. 1. Note que N(H) # (J pois e € N(H), uma vez que e;;' Heq = H. Agora
tome g1, g; € N(H), mostraremos que g,g, - € N(H).

De fato, (g192") "Ha195" = 9201 Hor95 ' = g2Hgs " = g2(95 ' Hg2)gs "
= eqHeg = H. Dessa forma g9, € N(H). Portanto, pelo Teorema 1.33 N(H) é um
subgrupo de G.

2. Tome h € H, mostremos que h ' Hh = H.

E claro que k' Hh < H. Por outro lado, tome &' € H, logo hk’h™' € H e

assim h=Y(hhW'h=')h = el/e = 1. Portanto h"*Hh = H.

3. Segue direto da Definicdo 1.35.

4. De fato, tome K um subgrupo de G tal que H € um subgrupo normal de K. Dado k € K
segue que k' Hk = H, mas, pela Defini¢do 1.36, k € N(H), ou seja, K = N(H). o

Definicao 1.38. Dizemos que um grupo G é um grupo topologico, se G estd munido com uma

topologia de forma que as aplicagoes

pw: GxG — G e 1 G - G
(91,92) — pl(91,92) = 9192 g — g

sdo fungoes continuas. Um grupo discreto é um grupo topologico munido com a topologia

discreta.
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Definicao 1.39. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma agdo a esquerda do grupo G no
conjunto X é uma aplicacdo
. GxX —» X
(g,2) — g=x

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Paratodo x € X e para quaisquer gy, g2 € G, g1 * (g2 * ) = (g192) * .

2. Paratodo x € X, ey » x = x, onde ey é 0 elemento neutro de grupo G.

De maneira andloga, uma agdo a direita do grupo G no conjunto X é uma
aplicagao
. XxG - X
(x,9) = x=g

satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Paratodo x € X e para qualquer gy, g2 € G, (x = g1) * go = T * (g192).
2. Paratodo x € X, x e, = x, onde e, € 0 elemento neutro de grupo G.

Definicao 1.40. Se GG é um grupo topolégico, uma agdo a esquerda (a direita) de G em X é
continua, se a aplicacdo = : G x X — X (x: X x G — X) é continua.

Proposicao 1.41. Se G ¢ um grupo topologico discreto, entdo a agdo a esquerda (a direita) é
continua se, e somente se, cada aplicagio Ly : X — X (R, : X — X), dada por Ly(x) = g+x

(Ry(z) = x = g) é continua.

Demonstragdo. <) Note que para todo (g,z) € G x X o conjunto {g} x X é uma vizinhanga
abertade (g,2) em G x X e #|(gyxx = Lgome : {g} x X — X,ondems : {9} x X — X éa
projecao na segunda componente. Logo, o resultado segue do Lema 1.13.

=) Para cada y € X, temos que se (g,z) € (*]{g}xx)_l (y), entdo #| (g1« x (g, z) = y e assim
g*x =y, logo L,(r) = y, ou seja, v € L, " (y). Dessa forma, dado um subconjunto aberto
U de X, temos que 7o ((*l{g}xX)_l (U)> = L, '(U). Uma vez que = é continua e {g} x X é
aberto, segue que (|(gxx) - (U) é aberto em {g} x X. Como 7 é uma aplica¢do aberta temos

que Ty (*\{g}xx)_l (U)) = L, ' (U) é aberto em X. Portanto L, é continua. D

Defini¢ao 1.42. Dada uma acdo a esquerda de G em X e x € X, o conjunto O(x) := {g=x; g €
G} é denominado orbita de x. Além disso, a a¢do é transitiva se para todo v € X tivermos
G +x = X, isto é, dado y € X existe g € G de forma que y = g * x.

A acgdo é livre, ou G age livremente em X, se o tinico elemento de G que

possui um ponto fixo é o elemento neutro, ou seja, se g = x = x, para algum x € X, entdo

g = eg.
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Lema 1.43. Sejam V', W e X espacos vetoriais de dimensdo finitae S :' V — WelT : W — X
aplicagées lineares. Entdo posto(T o S) < posto(S) e a igualdade é satisfeita se, e somente
se, I(S) n ker(T) = {0}.

Demonstracdo. Dado x € ker(S), temos que (T o S)(x) = T(S(z)) = T(0) = 0, ou seja,
ker(S) < ker(T o S). Dessa forma, dim(ker S) < dim(ker(7 o 5)), assim posto(T o S) =
dim(V') — dim(ker(7 0 5)) < dim(V') — dim(ker(S)) = posto(S).

Note que posto(7 o S) = posto(S) se, e somente se, dim(ker(7 o S)) =
dim(ker(S5)), como ker(S) < ker(T o S), ou seja, posto(T" o S) = posto(S) se, e somente se,
ker(S) = ker(T o S).

Suponha que posto(7' 0 S) = posto(S) e seja x € I(S) nker(T'), logo existe
ye Vitalque Sy =axeT(x) =0,assim 0 = T'(z) = T(S(y)) = (T o S)(y), ou seja,
y € ker(T o S) = ker(S). Dai 0 = S(y) = «.

Por outro lado, suponha que (S) N ker(7") = {0}. Dado x € ker(7 o S),
segue que 0 = (T'o0 S)(x) = T'(S(x)), assim S(z) € I(S) N ker(T') = {0}, o que implica que
x € ker(95), ou seja, ker(T" o §) < ker(.S). Portanto posto(7 o S) = posto(.S). a

1.3 CALCULO AVANCADO

Nessa se¢do serdo enunciados alguns importantes Teoremas de Célculo avan-

cado, suas demonstragdes podem ser consultadas em [5].

Teorema 1.44 (Teorema da Funcio Inversa). Seja f: U — R"™ uma funcdo de classe C* defi-
nida em um subconjunto aberto U < R". A fungdo f é um difeomorfismo local de classe C*

em uma vizinhanga de p se, e somente se, det [%(p)] # 0.

Teorema 1.45 (Forma Local das Imersdes). Sejam U < R™ um aberto e f: U — R™™"
uma fungdo de classe C*. Se df,: R™ — R™" ¢ injetora no ponto p € U, entdo existem
abertos V,W, Z e um difeomorfismo h: Z — V x W de classe C* tais que p € V < U,
flp)e Z<cR™™ 0eW cR e (ho fly)(z) = (,0), para cada xz € V.

Teorema 1.46 (Forma Local das Submersdes). Sejam U um aberto de R"™*" e f: U — R" uma
fungado de classe C* e suponha que df,: R™™™ — R™ seja sobrejetora no ponto p € U. Nessas

condicées, existem abertos V, W, Z e um difeomorfismo C* h: V x W — Z tais que:
1. peZcU
2. VcR™ f(p)e W R"e,
3. (foh)(z,y) =y V(z,y) e V x W.

Teorema 1.47 (Teorema do Posto Constante). Sejam U < R™™ um aberto e f: U — R™**

uma funcdo de classe C*. Se f tem posto constante m em todos os pontos de U, entdo para
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todo p € U existem abertos U, < R™*", Vi, <« R, V < R™, W < R" e Z < R®, e existem
difeomorfismos de classe C* H: V. x W — U, e G: Vi) — V x Z tais que p € U, < U,
fp)eVipye(Go foH)(x,y) = (x,0), para todo par (z,y) e V x W.
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2 HOMOTOPIA E GRUPO FUNDAMENTAL

Neste capitulo faremos uma abordagem de alguns resultados de homotopia e
grupo fundamental. O capitulo estd dividido em 2 sec¢des. Na primeira secdo € definido o que é
uma homotopia e abordado dois lemas sobre o assunto. A segunda secdo € a respeito de grupo
fundamental, onde é definido caminhos homot6picos, lagcos, homomorfismo induzido e alguns

resultados relacionados. Os detalhes desse capitulo podem ser vistos em [4] e [9].

2.1 HOMOTOPIA

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos topologicose f : X — Y eg: X — Y funcoes continuas.
Uma homotopia de f para g é uma fungdo continua H : X x I —Y, com I = [0,1] tal que
H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x), Yz € X.

Se existir uma homotopia de f para g, dizemos que f e g sdo homotépicas e
denotamos por [ ~ g. Além disso, se H : X x I — Y é uma homotopia tal que H(z,0) = f(x)
e H(z,1) = g(x), Yo € X, denotamos por H : f ~ g.

Lema 2.2. A relagdo ~ é de equivaléncia.

Demonstragdo. De fato, sejam f, g, h : X — Y fun¢des continuas.
1. f ~ f:

Considere a aplicagdo continua H : X x [ — Y dada por H(z,t) = f(x),
logo H(x,0) = f(x) = H(x,1),Vre X,assim H : f ~ f.
2.5e f ~gentdo g ~ f:

Seja H : X x I — Y uma homotopia de f para g, ou seja, H(z,0) = f(z)
e H(z,1) = g(x). Defina G : X x I — Y por G(zx,t) := H(x,1 —t), assim G(z,0) =
H(z,1-0)=H(z,1) = g(z) e G(x,1) = H(x,0) = f(x), portanto G é uma homotopia de g
para f,isto é, g ~ f.
3.Se f~geg~hentdo f ~ h:

Dados H : f ~ ge H' : g ~ h, considere H dada por:

H(z,2t), se 0
H'(z,2t — 1), se

N

t <

Y

A o

<t< 1

1
2

Note que para ¢t = 1 temos que H(z,1) = g(z) = H'(z,0) = H (z,1), ou seja, H estd

bem definida. Além disso H(z,2t) e H'(z,2t — 1) sdo continuas nos fechados X x [0, 1]
e X X [%, 1], respectivamente. Pelo Teorema 1.25, segue que H é continua em X x [0, 1].

Observe que H(z,0) = f(x) e H(x,1) = h(x),isto é H : f ~ h. o
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Lema 2.3. Se fo, f1: X - Y e 9,91 : Y — Z sdo funcoes continuas com fo ~ f1 e go ~ g1

entdo go © fo ~ g1 © f1.

Demonstracdo. Com efeito, sejam F' : fy ~ f; e G : go ~ g1 homotopias e defina a funcao
H: X x1I — Zpor H(z,t) = G(F(z,t),t). Note que H é continua (pois é composi¢ao
de fungdes continuas) e H(x,0) = G(F(x,0),0) = G(fo(x),0) = go(fo(x)) e H(z,1) =
G(F(z,1),1) = G(fi(z),1) = ¢1(f1(x)). Portanto, H : gg o fo ~ g1 © fi. o

2.2 GRUPO FUNDAMENTAL

Defini¢do 2.4. Dois caminhos f,q : I — X sdo homotdpicos por caminhos, se f(0) = g(0),
f(1) = g(1) e existe uma homotopia H : f ~ g tal que H(0,t) = f(0) e H(1,t) = f(1),
Vte l.

Notagdo: H : [ ~, g.

Observacdes 2.5. 1. Chamamos H de homotopia de caminhos entre [ e g e escrevemos

~, g para dizer que os caminhos f,g sdo homotopicos por caminho.
2. A relacdo homotopia por caminho é uma relacdo de equivaléncia.
3. A classe de f serd denotada por [ f], ou seja, [f] ={g: 1 — X;9 ~, f}.

Podemos considerar uma operacdo entre caminhos, denominada operagdo
produto, sempre que um caminho terminar aonde o outro estiver iniciando, conforme a pro-

xima defini¢ao.

Definicao 2.6. Seja f um caminho em X de xq para xi e g um caminho em X de x1 para xs,

definimos o produto f - g de f e g como sendo o caminho h dado por

2), se0<t<i;
ht) = f(2t) 2
g(2t—1), se: <t <1.

Uma vez que f(1) = 21 = ¢(0) e f(2t) e g(2t — 1) sdo aplicagdes conti-

nuas nos intervalos fechado [0, %] e [%, 1], respectivamente, segue pelo Teorema 1.25 que h é
continua em [0, 1].

Observacoes 2.7. Considerando a operagdo - dada na defini¢do anterior:

1. Podemos estender essa operagdo para as classes de homotopia de caminhos, isto é, po-
demos definir [f] - [g] :==[f - g]-
De fato, mostremos que a operacdo . estd bem definido para o produto de classe de

homotopia por caminho.



24

Tome F : f ~, f'e G : g ~, ¢ e considere

F(2s,t), se0<s<3i
H(s,t) =
G(2s — 1,1), se s < s <1,

Y

como [0, %] x [0,1] e [5, 1] x [0,1] sdo fechados e F(2- 5,t) = F(1,t) = f(1) = z; =
9(0) = G(0,t) = G(2- 5 — 1,t) em todo t € [0,1], segue pelo Teorema 1.25 que H estd
bem definida e é continua em [0, 1] x [0, 1]. Note que parat = 0,
F(2s,0), se) < s< i 2s), se)<s< i
G(2s—1,0), se i <s<l1. g(2s—1), sel<s<l.

Logo H(s,0) = (f - g)(s). Jd parat = 1 temos que:

1. 1

H(S,l)z F(2571)7 S€O<S<§7 _ f/(QS), S60<3<§7

G(2s—1,1), ses <s<1. J(2s—1), sel<s<1.
=(f"4)(s).

Assim, H : f - g ~, f'- ¢'. Portanto a operagdo - estd bem definida.
2. Note que | - g s6 faz sentido se f(1) = g(0).

Lema 2.8. Sejam f,g : I — X caminhos em X, com f(1) = 1 = g(0) e h : X — Y uma
fungdo continua, entdo ho (f - g) = (ho f)-(hog).

Demonstragdo. De fato,

h(f(2t), se0<t<i;

(ho(f-9)t) =
h(g(2t —1)), se 3 <t

1.

A

Portanto ho (f-g) = (ho f) - (hoyg). o

Lema 2.9. Sejam f,g : I — X caminhos em X, com H : f ~, ge 0 : X — Y uma fungdo
continua, entdo (o H) : 0o f ~,00g.

Demonstragcdo. Com efeito, como 6 e H sdo fungdes continuas, segue que o H : [ x [ —» Y
¢ uma funcdo continua e se f(0) = zo = ¢(0), f(1) = x; = g(1) temos:

aNHO H)(t,0) = 0(H(t,0)) = 0(f(t)) = (00 f)@);
1)

b) (00 H)(t,1) = O(H(t,1)) = 0(g(t)) = (00 g)(t);
(QOH)( 78) ( ( ) )) 9(1}0),
d) (0o H)(1,5) = 0(H(1,5)) = 0(z1).
Portanto, (f o H) : 0o f ~, 0o g. o
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Teorema 2.10. A operacdo - satisfaz as seguintes propriedades:

1. (Associativa) Se [f] - ([g] - [h]) estd definida, entdo ([f] - [g]) - [1] também estd definida
e sdo iguais.

2. (Identidade a direita e a esquerda) Dado x € X, seja c, o caminho constante igual x. Se
f € um caminho em X de xo a x4, entdo [ f| - [co,| = [f] € [cao] - [f] = [f]-

3. (Inverso) Dado um caminho f em X de xo a w1, o caminho f~1 definido por f~1(t) =
f(1—t) é chamado de caminho inverso de f e satisfaz [f]-[f'] = [czo) € [f 7] - [f] =
[z |-

Demonstracdo. 1. Como a operacdo produto estd bem definida nas classes de homotopias por
caminhos, basta mostrarmos que f-(g-h) ~, (f-g)-h, paracaminhos f, g e h em X satisfazendo
f(1) =g(0) e g(1) = h(0). Assim, por defini¢do

(f-9)(2s),5e 0 < s < 3;

(f-g)-h(s) = h2s - 1) . i = g(4s—1),se%<25<1;
s—1),se5<s<

? h(2s —1), se: <s<1.
1.
f(4s), se0<s<y;
=9q9(4s—1),se ;1 <s<i;
h(2s —1),se 3 < s < 1.

Mostraremos que a aplicagdo H definida por:

f(3%), se0<s<h
H(s,t) = { g(4s — 2 + 1), se%gsg%;
h(%;_ijt)’ Se%ésgL

¢ uma homotopia de caminhos entre os caminhos f - (g-h) e (f - g) - h.

Mostremos que H € continua. Para isso, considerem
Ri={(s,t)elxI;s <X}, Ry ={(s,t) el x [; 2 < s < 2},
R3 = {(s,t) el x1I;s< ?’T’t}esejamcpl Ry — X, p3: Ry > X e g3 : Ry — X dadas por
p1(5,t) = [ (5%). @2(s,t) = g(ds—2+1) e p3(s,t) = h (2L, respectivamente, conforme
a Figura 2.1.

Se (s,t) € Ry n Ry = 1, segue que, s = 27t. Dessa forma, ¢;(s,t) =

f(ﬂ) = f(%) =f(1)=9g(0) =g(2—t—2+1t) = g(ds — 2 +t) = ps(s,t). Por outro
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Figura 2.1

lado, se (s,t) € Ry N Ry = 7o, temos que s = 37%, e assim, ¢(s,t) = g(4s — 2 — ¢) =
gB—t—=2+1) = g(1) = h(0) = h (3=2+) = h (255 = p3(s,t). Como Ry, Ry e Ry sdo
fechados, pelo Teorema 1.25, H(s,t) é continua. Além disso,

H(s,0) =1{g(4s-2), sel<s<3;,  =(f-(g-h)(s),

H(O,t)=f(%)=f(0)=((f-g)-h)(0)eH(1,t)=h< =

= ((f-9)-h)(1).
Portanto H : f - (g-h) ~, (f - g) - h.

2. Para verificarmos que [c,, | - [f] = [f], basta verificarmos que ¢,, - f ~, f. Sendo assim,

4-1—3+t)

sejam Id; : [ — I ecy : I — I, o caminho identidade e o caminho constante nulo em /,
respectivamente. Uma vez que I x [ é convexo, considerando o produto cy-/d; (conforme Figura
2.2), temos que a aplicacdo H(s,t) = (1—t)Id(s)+t-(co-Idy)(s) satisfaz H : Id; ~, (co-1dy).
Logo, pelo Lema 2.9, temos que f o H : (f o Id;) ~, f o (co- Id;), e assim, pelo Lema 2.8,
f=p (foco) (foldr)=ca- f.

De forma andloga, para mostrar que [ f]-[c., | = [f], consideramos ¢; : [ — [

o caminho constante igual a 1 em [ e a homotopia de caminhos H (s,t) = (1 — t)Id;(s) + ¢ -



27

(Id; - ¢1)(s) do caminho Id; para o caminho Id; - ¢;. Assim,
foH:(foldr)~yfo(ldi-c1)= f=~,(foldr) - (foca)=f cu.

Portanto, [f] - [cs, ] = [f]-
m

Id;

(‘..-M;

Y

Figura 2.2

3. Devemos mostrar que f - f~! ~, ¢, e f~! - f ~, ¢,,. Para isto, consideremos novamente
o caminho /d; : I — [ identidade em [ e o caminho e : I — [ em [ dado por e(t) = 1 — t.
Assim, o produto Id; - e (Figura 2.3 ) é um caminho em / iniciando e terminando no ponto
0. Uma vez que I x I é convexo, a aplicagdo H(s,t) = (1 — t)co(s) + ¢ - (Idr - €)(s) é uma
homotopia de caminhos do caminho ¢( para o caminho /d; - e. Assim,

foH: focy~, fo(ld-e) = ¢ :p(fo]d1)~(foe)=f~f_1.

Da mesma forma, considerando o produto e - /d; o qual € um caminho em [ iniciando e termi-
nando em 1, temos que H(s,t) = (1 —t)c1(s) + ¢ - (e Id;)(s) é uma homotopia de caminhos

do caminho ¢; para o caminho e - Id;. Logo,
foH:foci~,fo(e -Id;) = cy ~, (foe) - (foldy)=f"-Ff.

Portanto, temos que [f] - [f™] = [exy] € [f7'] - [f] = [cay].

~— /

Id}'e

o

Figura 2.3
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Definicao 2.11. Dado um espaco topologico X, um lago de X em x € X é um caminho em X
iniciando em x e terminando em ., isto é, é um caminho f em X tal que f(0) = f(1) = x
também se diz que f é um caminho em X baseado em x. O conjunto de todos os lacos em X

baseado em x é chamado de grupo fundamental de X baseado em x e é denotado por mi (X, x).

Note que, pelo Teorema 2.10, o conjunto 71 (X, ) é de fato um grupo. Além

disso, dado um caminho o em X de x a 1, podemos considerar uma aplicagdo entre 0s grupos
m1(X, 20) e m1 (X, 21) dado por g ([f]) = [a™'] - [f] - [a].

Lema 2.12. A aplicagdo p,, : 71 (X, xg) — m (X, 21) é um isomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Com efeito, dados [ f], [g] € 71 (X, zo), temos que ¢, ([f] - [9]) = [@7*] - ([f] -
[9]) - Te] = [a™"]- ([ [cay D) - [9] - [a] = [@7*]- [f]-[e] - [@7']- [g] - [a] = ¢a([f]) - pallg])-

Logo, ¢, € um homomorfismo de grupos.

Agora, considerando a aplicacdo p,-1 : m (X, z1) — m (X, o) dado por
pa-1([h]) = [a] - [A] - [a™"], obtemos,
(Pa-1 0 @) ([f]) = @a-1(@a(lf]) = @a-1([a7] - [f] - [e]) = [a] - [@7'] - [f] - [a] - [@7']
= [eao] - [f] - leap] = [f]. €
(ba © a1 )([A]) = @al@a-1([A])) = walla] - [A] - [a7']) = [a7'] - [a] - [A] - [a™'] - [a]
= [ca,] - [A] - [ca] = [A].
Logo, o1 0 0o = Ildr (xw) € Pa © Pat = ldr(xz,) € assim, @, :

m (X, z9) — m (X, 1) é uma bijegdo e portanto é um isomorfismo de grupos. D

Note que para 71 (X, x¢) e m1 (X, z1) serem isomorfos é suficiente que exista

em X um caminho de x( para x, assim obtemos como um resultado imediato:

Corolario 2.13. Se X ¢ conexo por caminhos e xy,r1 € X, entdo m (X, zq) e m (X, x1) sdo

isomorfos.

Definicao 2.14. Um espaco topologico X é dito ser simplesmente conexo se ele for conexo por

caminhos e se m1 (X, x) = {[c.]}, para algum z € X.

Observacao 2.15. Se X ¢é simplesmente conexo, obtemos do Coroldrio 2.13 que para todo

re X, m(X,x) = {[c.]}, ou seja, os grupos fundamentais em X sdo triviais.

Lema 2.16. Em um espaco simplesmente conexo X, qualquer dois caminhos que possuem o

mesmo ponto inicial e final sGo homotopicos.

Demonstragdo. Sejam f, g : I — X caminhos em X de x( para z;. Uma vez que f - g~ é um

lago em z e X € simplesmente conexo, segue que [f - g~ !] = [cy,]. Assim,

[f1=1f] e ] = [f]-Lo7'] - [g) = [f 971 [9] = [cxo] - [9] = L9]-

Portanto, f ~, g. D
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Se X e Y sdo espacos topoldgicos, denotaremos por h : (X, z9) — (Y, yo)
uma aplicagdo de X em Y, tal que h(zg) = yp,comzpe X ey € Y.

Se h : (X,z9) — (Y,y0) é uma aplicacdo continua, dado [f] € m (X, xo)
temos que ho f : I — Y é um caminho em Y satisfazendo h(f(0)) = h(zo) = h(f(1)), isto &,
ho f éumlaco em Y baseado em y,. Além disso, pelo Lema 2.3, segue que [h o f] = [h o g],
para todo g € [f].

Dessa forma podemos definir uma aplicagdo induzida por h.

Definiciao 2.17. Seja h : (X,z9) — (Y,yo) uma aplicacdo continua. A aplicagdo h, :
m (X, zo) — m(Y,yo) dada por hi([f]) = [h o f] é chamada de homomorfismo induzido
por h.

Observacdo 2.18. A aplicacdo h, é de fato um homomorfismo entre os grupos m (X, xg) e

m (Y, y0), pois dados [ f], [g] € m1 (X, x0), temos que,

he([f]-[9]) = ha(Lf - g]) = [ho(f-g)] = [(ho f)-(hog)] = [ho f]-[hog] = ha([f])-hx([g])-

Lema 2.19. Se h : (X, z0) — (Y,v0) ek : (Y,90) — (Z, 20) sdo continuas, entdo (ko h), =

kyohy. Sei : (X, x9) — (X, x0) € aplicagdo identidade, entdo i, é o homomorfismo identidade.

Demonstragdo. Tome [f] € m (X, ), logo (ko h).([f]) = [koho f] =[ko(hof)] =
Ex([ho f]) = ke(he([f]) = (ksohy)([f]). Como [ f] é arbitrario, segue que (koh), = kyoh,.
Além disso, i, ([ f]) = [i

identidade. o

o f] = [f]. Portanto, i, : m (X, z9) — m (X, z0) € 0 homomorfismo

Corolario 2.20. Se h : (X, z9) — (Y,y0) é um homeomorfismo de X em Y, entdo h, é um

isomorfismo de w1 (X, xo) em w1 (Y, xp).

Demonstragdo. Por hipétese h é um homeomorfismo, dessa forma A possui inversa continua.
Considere k : (Y, y9) — (X, x0) a inversa de h, mostremos que h, é uma bijecdo.
De fato, temos que (k4 o hy) = (ko h), = (ix). € por outro lado (hy o ky) =

(ho k). = (iy)s, dessa forma h, = k,. Portanto, h, é um isomorfismo. o
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3 ESPACOS DE RECOBRIMENTO

Os objetivos principais deste capitulo € demonstrar algumas propriedades de
levantamento e a existéncia do recobrimento universal. O capitulo serd dividido em cinco ses-
soes. Na primeira sessdo € definido aplicacdes de recobrimento e abordado algumas proprie-
dades que decorrem da definicdo. Na segunda sessdo defini-se levantamento e € demonstrado
algumas propriedades de levantamento. A terceira e quarta sessdes abordam grupo de recobri-
mento e homomorfismo de recobrimento. Por fim, na ultima sessdo é demonstrado a existéncia

do recobrimento universal.

3.1 ALGUMAS PROPRIEDADES BASICAS

Definicao 3.1. Sejam X e X espacos topoldogicos e p : X — X uma aplicacdo continua. Um
subconjunto U < X ¢é dito ser uniformemente recoberto por p se U é aberto, conexo e cada

componente de p~*(U) é um conjunto aberto que é aplicado homeomorficamente em U por p.

Definiciio 3.2. Uma aplicacio de recobrimento é uma aplicacdo p : X — X continua, so-
brejetiva, com X conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos, tal que cada ponto
q € X tem uma vizinhanca uniformemente recoberta por p.

Sep: X — X é uma aplicacdo de recobrimento dizemos que X é um espago

de recobrimento de X e X é a base do recobrimento.

A seguir apresentamos quatro propriedades diretas de uma aplicacio de reco-

brimento.
Lema 3.3. Toda aplicacdo de recobrimento é um homeomorfismo local.

Demonstragcdo. Sejap : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Tome ¢ € X, dessa forma
p(q) € X e assim existe uma vizinhanga U de p(q) tal que cada componente conexa de p~* (U)
é um aberto de X que é aplicado homeomorficamente em U por p. Considere U, a componente
conexa de p~*(U) que contém g, logo p|y, : U, — U é um homeomorfismo Portanto, toda

aplicacao de recobrimento ¢ um homeomorfismo local. D

Lema 3.4. Toda aplicagcdo de recobrimento é uma aplicagdo aberta.

Demonstracdo. De fato, seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento e A < X um
subconjunto aberto. Tome = € p(A) < X, dessa forma, existe uma vizinhanga U de x tal que
cada componente conexa de p~!(U) € um aberto de X que ¢ aplicada homeomorficamente em
U por p. Sejay € A, tal que p(y) = x e seja U, a componente conexa de p~'(U) que contém y.
Como U,, é aberto, segue que U, N A é um aberto em X, e assim, com a topologia do subespaco,

U, n A é um aberto em U, e do fato de p|y, : U, — U ser um homeomorfismo, segue que
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p(Uy n A) é um aberto em U < X. Portanto p(U, n A) é um aberto em X. Logo existe uma

vizinhanga V' = p(U, n A) de forma que z € V' < p(A), assim P(A) é aberto. a

Lema 3.5. Toda aplicacdo de recobrimento é uma aplicacdo quociente.

Demonstragdo. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento, por defini¢do p € continua e
sobrejetora e pelo Lema 3.4 p € aberta, logo pelo item 1 do Teorema 1.24, p é uma aplicacao

quociente. O

Lema 3.6. Uma aplicagdo de recobrimento bijetora é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Segue pelo item 3 do Teorema 1.24. D

Definicao 3.7. Seja m : M — N uma aplicacdo continua, uma se¢@o de m é uma inversa a
direita continua para T, isto é, uma aplicacdo continua o : N — M tal que wo o = Idy.
Uma segdo local de 7 é uma aplicagcdo continua o : U — M, definida em

algum aberto U < N, satisfazendo m o o = Idy

Lema 3.8 (Existéncia e Unicidade das se¢des locais). Seja p : X — X uma aplicagdo de
recobrimento. Dados qualquer subconjunto U < X uniformemente recoberto, ¢ € U e q €

p~1(q), entdo existe uma inica se¢do local o - U — X tal que o(q) = §.

Demonstragdo. Sejam U < X um subconjunto uniformemente recoberto, g € U € G € p~(q).
Logo cada componente conexa de p~!(U) € aplicada homeomorficamente em U por p. Consi-
dere U a componente conexa de p—(U) que contém §, dessa forma, p|; : U — U é um home-
omorfismo. Considere 0 = (p|5)~': U — U, note que o é continua, bijetora e plg oo = Idy.
Portanto o é uma secdo local tal que o(q) = q.

Suponha agoraque oy : U — X seja uma secdo local de forma que 01 (q) = q.
Logo (pooy)(z) = x, paratodo x € U, e disso segue que o1 (U) < p~*(U). Como U € conexo,
oy é continua e § € o, (U), entdo oy (U) é conexo e o1 (U) < U.

Mas pl; 00y = Id|y = ply oo ep|y : U — U ébijetora, logo oy = 0. ©

Ao longo do trabalho iremos utilizar a notagao # para indicar a cardinalidade

de um conjunto.

Proposicdo 3.9. Para qualquer aplicacdo de recobrimento p - X — X, todas as fibras p1(q)

tém a mesma cardinalidade.

Demonstragdo. Tome g € X, como p € aplicacdo de recobrimento, segue que existe uma
vizinhanca U < X de ¢ uniformemente recoberta por p.
Afirmacio 1: Cada componente de p~*(U) contém exatamente um ponto de cada fibra de
p~(¢') paratodo ¢’ € U.

De fato, seja U uma componente conexa de p~!(U), assim p|g : U — U é

um homeomorfismo, logo é uma bijecdo, ou seja, para cada ponto ¢’ € U existe um tinico ponto
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u e U tal que p(u) = ¢/, isto é, cada componente conexa de p~'(U) pode ser identificada por
um ponto na fibra de p~!(¢’), ou seja, existe uma bijegdo do conjunto das componentes conexas
de p~1(U) com os pontos da fibra de p~1(¢’).

Como ¢’ € qualquer, temos que dados ¢, ¢” € U segue que, #p ' (¢) = #{
componentes conexas de p~1(U)} = #p~(¢").

Considere agora A = {z € X;#(p 1 (x)) = #(p~(¢))}.
Afirmacio 2: A ¢ aberto.

De fato, tome ¢’ € A < X, logo existe uma vizinhanga U, de ¢’ tal que as
componentes de p~(U,) sdo aplicadas homeomorficamente em U, por p. Logo, pelo visto
acima, para todo x € U, temos que #(p~*(z)) = #(p ' (¢)) = #(p *(¢)), assim U, < Ae

dessa forma
UUq/CA — A= UUq/.

qeA qeA
Como A € unido de abertos, segue que A é aberto.
Afirmacdo 3: X\ A é aberto.

Para o caso X\ A = ¢J ndo hd o que mostrar. Mostremos a afirmagio para o
caso X\A # .

Sejamqg e X\Ae B = {z € X;#p '(z) = #p 1(q)}. Prova-se que B é
aberto de forma analoga ao feito para A. Assim, x € B implica que #p~'(x) = #p~1(q) #
#p~'(q). Portanto g € B = X\ A4, ou seja, X\ A € aberto.

Uma vez que X € conexo temos que os Unicos conjuntos que sdo abertos e

fechados sdo o conjunto vazio e o proprio X, mas note que A # (J pois g € A,logo A = X. o

Definicao 3.10. Se p : X — X éuma aplicagdo de recobrimento, a cardinalidade de qualquer

fibra é chamada de numero de folhas do recobrimento.

3.2 PROPRIEDADES DE LEVANTAMENTO

As principais ferramentas técnicas para trabalhar com espacgos de recobri-
mento sdo as propriedades de levantamento. Apresentaremos nessa se¢do trés propriedades

de levantamento.

Definicao 3.11. Seja p : X — X uma aplicagdo de recobrimento e ¢ : B — X uma aplicagdo

continua, um levantamento de o é uma aplicacdo continua ¢ : B — X tal que po p = .
X
74
p
Q

Figura 3.1
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Proposicao 3.12. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Suponha que B é conexo,
¢ : B — X éuma aplicacdo continua e 41, $s : B — X sdo levantamentos de © que coincidem

em algum ponto de B. Entdo p, = ©s.

Demonstragdo. Considere S = {b € B;p;(b) = ¢2(b)}, mostremos que S é aberto e fechado
em B.

Note que S # & pois por hipdtese ¢, Yo coincidem em algum ponto de S,
sendo assim, tome b € S, logo ¢(b) € X e como p é uma aplicagdo se recobrimento, existe uma
vizinhanga U < X de ¢(b) uniformemente recoberta por p. Seja Uy a componente conexa de
p~1(U) que contém &1 (b) = ,(b). Como 1, Fy sdo aplicagdes continuas temos que 31~ *(Uy)
e go ' (Up) sdo abertos em B, logo V = ¢, 1 (Uy) N @2 (Up) é uma vizinhanga de b, tal que

v, assim S é

elv = plu, © b1lv = plu, © P2lv. Como ply, € injetiva temos que @[y = @o
aberto.

Mostremos agora que B\S € aberto.

Tome b € B\S. Logo ¢ (b) # ¢2(b). Do fato de b € B, temos que ¢(b) € X
e pela definicdo de aplicacdo de recobrimento temos que existe uma vizinhanga U de ¢(b)
uniformemente recoberta por p. Sejam U; e Us as componentes conexas que contém ¢ (b) e
©2(b), respectivamente, de forma que p|y, : Uy — U e p|y, : Uy — U sdo homeomorfismos.
Considerando V = @, (U;) n @y~ (Us) uma vizinhanga de b, temos que 5, # @, em V, pois
dado v € V segue que ¢ (v) € Uy e pa(v) € Us. Uma vez que Uy e Us sdo disjuntas, temos que
©1(v) # @a(v). Logo b e V < B\S, assim S é fechado.

Uma vez que B € conexo, segue que os Gnicos conjuntos que sao abertos e

fechados sdo o conjunto vazio e o proprio B, como S # ¢J temos que S = B. =

Proposicdo 3.13. (Levantamento de caminho) Seja p : X — X uma aplicacdo de recobri-
mento. Suponha que f : I — X é um caminho qualquer e q € X éum ponto na fibra de p sobre

£(0). Entdo existe um vinico levantamento f : I — X de f tal que f(0) = q.

Figura 3.2

Demonstragdo. Mostraremos primeiro a existéncia.

Tome ¢ € [0, 1]. Como p é uma aplicagdo de recobrimento, segue que existe
uma vizinhanga conexa U; := Upqy de f(t) tal que cada componente conexa de p~'(U;) é
aplicada homeomorficamente em U, por p. Para cada ¢t € [0, 1] considere a sua vizinhanga
V; = f~1(U;). Dessa forma {V;},; é uma cobertura aberta de [0, 1] o qual é compacto, e pelo
Lema 1.26, existe 6 > 0 tal que para cada subconjunto A < [0, 1], se d(A) < J entdo, A = V,

para algum ¢ € [0, 1]. Escolhendo n suficientemente grande de forma que % < 0, para cada
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ke{l,---,n},d([=LE]) =1 <4, e dessa forma existe V] € {V;}yer, com [ E] < V).
Assim, £ ([2,£])  FVD) < UL & (Ul

n 'n

{1,---,n — 1}. Além disso, dado g € p~(f(0)), como f(0
3.8 que existe uma tnica secio local oy : U] — X tal que 01( f(0)) =

Note que f (%) e f[EL E] A f[%, 5] < U, n U4, para todo k €
) €

U{ segue pela Proposi¢ao

Definindo a aplicacdo f; := o1 o f | : [0,1] — X, temos que po f; =
poalof’[ovi] f|[ 1] uma vez que p o oy = Idy.

O levantamento do caminho f em todo [ serd construido em cada subintervalo
[%, %] a partir do levantamento de f no subintervalo anterior, isto €, ele sera construido como
na seguinte afirmacao:

Afirmacao 1: Existem n func¢des continuas fl : [0, %] - X, -
[2=L,1] — X tais que:

1. po fi = f|[%,§]-
2 fr (552) = (5.
Além disso, obtida a (k — 1)-ésima funcgéo, existe uma unica fungéo fy satisfazendo 1 e 2.
Mostraremos a afirmagao pelo processo de indugao.
o Parak = 2 seja i = Ji (1) Logop(ar) = p(Fi (3)) = » (o (5 (1)) = 7 (3):
ou seja, q; € p* (f (%)), e assim, existe uma tunica secao local oy : U} — X tal que
12

o2 (f (L)) = q. Considere a aplicagdo continua fo := o o f\[%’%] :[L,2] - X,

n n’n

Assim po fo = poagof\[ 2] = f\[ 2] uma vez que p o 03 = Idy. e f2 (1) =

1
n

e Agora, suponha que a afirmagdo seja vdlida para k — 1 e seja fr_; @ [2, 5] — X

n ' n
—1

satisfazendo 1 e 2. Considere ¢;_1 = fr_1 (1), logo p(ge-1) = p <fk (B )) e por

1p (fk:—l (%)) = f(%=1), assim g,y € p' (f (E1)), logo existe uma segdo local
o U, — X tal que o (f (k—nl)) = qx—1. Defina a aplicacdo continua fk = 0} 0
flps o 2L 5] - X, logopo fy =po0ko flpe 1) = oo flrics k7 = flpazs i

() = (oo flpnsg) (59 = (7 (5D) = s = o (52). O aue

prova a afirmacao.

q‘a.

Considere a aplicagdo f : [0,1] — X, definida por

(-~ 1
fl(t), 0<t< —;
n
. ) k-1 ’
n n
" 1
L), Te<t<i
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Note que fl, f2, e fn sao aplicagdes continuas. Logo pelo Teorema 1.25,
segue que f é continua. Além disso, para cada t € [0, 1], existe um k € {1,--- ,n} tal que
te =L Ee <po f) (t)=p <fk(t)> — p(ok(f(t))) = f(t). Logo f é um levantamento de f.

Para mostrarmos a unicidade, considere § :  — X um levantamento de f tal

que §(0) = = f(0). Pela Proposicdo 3.12 segue que j = f, pois [0, 1] é conexo. o

Proposicdo 3.14 (Levantamento de Homotopia). Seja p : X — X uma aplicacdo de recobri-
mento e H : fy ~, fi uma homotopia por caminhos de fy para fi. Nessas condigoes, dado um

levantamento fo de [y, existe uma unica aplicacdo continua H:IxI— X tal que po H=H

e H(0,0) = fo(0).

Demonstragdo. Seja H : fp ~, fi uma homotopia por caminhos. Assim, para cada (s,t) €
I x I, H(s,t) € X e (do fato de p ser uma aplicacdo de recobrimento) existe uma vizinhanca
Uts,) de H(s,t) que é uniformemente recoberta por p.

Para cada (s,t) € I x I, seja Visy) = H (U5 p)), 1ogo {Vis; (s, t) € I x I}
é uma cobertura aberta do conjunto compacto I x I e (s,t) € V[, ). Sejaentdo § > 0 o nimero
de Lebesgue dessa cobertura (ver Lema 1.26). Assim, escolhendo n natural tal que */75 < 9,
segue que d([z Bl o« [L,2H]) = \/75 < 4, Vi,j € {0,--- ,n — 1}. E disso segue que,

Vi, j € {0, - - — 1}, existe V(i ;) € {Vis); (s,t) el x I}talque [£, 2] x [1 ] e Vi
Para cada i,j € {0, ,n — 1}, seja U[, ;) € {Upsp); (s,1) € I x I} tal que

Vigy = H7'(Uii,j) e denotemos Si; = [Z> S 50 Logo H(Sy) < H(VE ) < UG ),
Vi,je{0,--- ,n—1}.

Temos que fo(0) = H(0,0) € H(So0) = Uf ), assim considerando o levan-
tamento f, de f, segue que (po f(]) (0) = fo(0) = H(0,0), dessa forma f,(0) € p~*(f5(0)),
assim pelo Lema 3.8, existe uma tinica sec@o local o) : U(o,o) — X tal que o(0,0)(fo(0)) =
fo(0).

Defina H q,0) := 0(0,0)°H |5, : Soo — X, 1080 po Hg0) = poo(o,0)0H|sy, =
]dU(O,o) o H|gy, = Hlsyo- ] ] ] ~
Afirmacao 1: Existem fung¢des Hy o), H2,0), "+ , H(n—1,0), com H; o) : S0 — X satisfazendo:

1. poﬁ(i,ﬂ) =H

Sio»
2. Paracadaie {1,--- ,n— 1}, I:I(ijo) (%,t) = ﬁ(z’—l,O) (%,t), Vt e [0, %]

Seja qio = Hp) (£,0), logo p(qio) = p (1‘{[(0,0) (%,0)) = H (;,0) € Ujy assim gy €
p! (H (%, 0)) entdo pelo Lema 3.8 existe uma tnica se¢do local o ) : U(1 0 X tal que
o0 (H (£,0)) = gio. Defina Hug) := 000 Hls, : Sio — X, observe que po Hy o) =
pPo 0o © Hls,, = IdU('LO) o Hls,y = H|sy,-

Além disso, temos que FI(LO) (%, O) = (0(170) o H|Sm) (%, 0)
=000 (H (5.0)) = a0 = Hop (5.0) -

Agora, considere o conexo B = {1} x [0, 1], assim fI(O,O)|B B — X,



36

1
T U
SU'U e ’5.:}'_1:][] S:[} SHLI} v
y 1 i—1 i i+l >
71 n ) n
Figura 3.3

fI(170)|B . B — X, satisfazem p o ﬁ(0,0)|3 = Hlgp =po ﬁ(1,0)|3, logo ﬁ(070)|3 e ﬁ(l,o)
sdo levantamentos de H|p que coincidem no ponto (%, O). Pela Proposicdo 3.12, segue que
f{(0,0)‘B = ﬁ(1,0)|B- Portanto [:[(0’0) (%, t) = 1{](1,0) (%, t), YVt e [0, %]

Suponha por indu¢do que existam H (1,00, """ H (i—1,0) satisfazendo 1 ¢ 2 da

|B

Afirmacgdo 1. Mostremos que existe H (1,0) satisfazendo 1 e 2 da Afirmagéo 1.

Considere ;o = ﬁ(i_w) (%, 0), logo p(gi0) = p <I§T(i_1,0) (%, 0)) = H(%, 0)
€ Ul € assim g € p~' (H (£,0)), entdo (pelo Lema 3.8) existe uma tnica se¢do local
oGi0) + Ulsgy = X tal que o) (H (£,0)) = gio. Defina Hg) i= oo © Hlsy = Sio — X,
logopo Hio) = p oo © Hls, = Idy, o Hls, = H|s,.

Além disso, considerando o conexo B = {’} x [0,1], Hi gl : B —
X H(lo lp: B — X, quesatlsfapoHl 10| =H|p = pOH )| B, segue que Hz 1,0 ]B e
H( 0) 30 levantamentos de H |z mas H(zO) ( 0) = (040 0 Hls, )(n 0) = 0(i0) (H (%,0))
=q= H(z‘—1,0 (E? O). Portanto, pela Proposicdo 3.12, segue que Hi_LO)\B = ﬁ(,}o)\g. Logo a
Afirmacdo 1 € verificada.

Afirmacao 2: Existem funcdes }NI(OJ), lfl(og), e ,ﬁ(oyn,l), com }NI(OJ) : Soj — X satisfazendo:

1. pOﬁ(O,j) = H’SO]"

2. Paracada j e {1,--- ,n — 1} temos que H ;) (t,2) = Ho,—1) (t,2) Vt € [0, 1].

Primeiro faremos o caso em que j = 1.

Considere qo; = Hpp) (0,2), dessa forma p(go1) = p (fl(oyo) (0, %)) =
H(0,%) € Ulp1y» 1020 o1 € p~ (H (0, 1)), entdo, pelo Lema 3.8, existe uma tnica se¢do local
awo,1) U(/o,1) — X tal que o1 (H (O l)) = (¢o1. Defina ﬁ(o,l) = 00,1) © Hlsy, : So1 — X.
Note que po Hy 1y = po o) o Hls, = ]dU/ o H|s,, = Hlgy,-

Dado o conexo B = [0, 2] x { } temos que poH 1y|g = H|p = poH o)/ 5,
além disso Hio (0,7) = (o0 © Hlso) (0,1) = oo (H(0,5)) = g = Hop) (0.7)-
Logo, pela Proposicdo 3.12, segue que ]:f(o,o) B = ﬁ(o,n |-

Suponha por inducio que existam H 0,1), """ H (0,j—1) satisfazendo os itens 1

e 2 da Afirmacdo 2. Mostremos que existe H (0,5) satisfazendo os itens 1 e 2 da Afirmagao 2.
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Seja qoj = Ho;-1) (0, %), logo plao;) = p (ﬁ(o,j—l) (07%>) = H(0,7) e

(
Ul ;) € assim go; € p~ (H (0,1)), entdio, pelo Lema 3.8, existe uma tnica se¢do local o g j :
U(IO,j) — X tal que o, (H (0, %)) = qoj-

Defina ]Zl(o,j) = 00,50 H|sy, : Soj — X, assimpo[:I(O’j) = poojoH|s, =
Hls,,.

Considere o conexo B = [0,%] X {%}, logo p o ]:.1(07j_1)|3 = H|p =
po Hopls e Hoy (0.5) = (004 © Hlsy,) (0,%) = aoj = Hioj-1) (0, 7). Portanto, pela
Proposicdo 3.12, segue que ﬁ[(o,j,l) g = FI(OJ) | 5. Isso prova a Afirmacéo 2.

Por fim, mostremos a afirmacao.

Afirmacao 3: Para cada j € {1,--- ,n — 1} existem fun¢des lfI(Lj), I—if(zj), cee I—if(n_lhj), com

Hj) ¢ Sij — X satisfazendo:

Sij
2. ]:‘I(ivj) (%775) = ]:I(i—l,j) (%,t), Vt e [%’ j+1]’
3. Hyg) (t ) = Hajon (8 5), e [ 55

Para j = 1:
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Seja i = Hoy (1, 2), logo p(qu) = p<ﬁ(01) (5 %)) = H(5.;) €
U(/1,1)’ assim ¢, € p~! (H (1 1)) entdo, pelo Lema 3.8, existe uma tnica se¢do local oy 1) :
U(/1,1) — X tal que o(1,1) (H (l l)) = ¢11. Defina H( 1) =011 ©° Hl|s,, : S11 — X, observe

n’n

quepOH(l,l) =pPooauy OH‘SH = IdU’ OH‘SH = |511
Além disso, temos que H 1w (2,2) = (oo Hlsy) (£,2)
=oan (H (£ %) =qu=Hoy (£ 1).
Agora, considere o conexo B = {1} x [1 2], assim }N[(O’l)\B - B —

X f{(ll |B : B —> Xsatisfazempof[m ‘B = H‘B = p0ﬁ11)|3, IOgO 1'{[01 \Bef]“)
sdo levantamentos de H|p que coincidem no ponto (%, —) Pela Proposicdo 3.12, segue que
H(0’1)|B = (1,1)|B- Portanto H(071) (E’t) H(1 1) ( ) Vit e [ n]

Pela Afirmacao 1 temos que H (1,0) coincide com H (0,00 1O conexo Spy N S1o,

|5

L ) Pela Afirmacio 2 temos que, H (0,1) coincide

(l %) Assim

n’

e em particular, ]:1(1,0) (%, l) = ~(o,o) (%7

n

com fl(op) em todo conexo Sp; N Spp, € em particular fI(O 1) (1 l) = ﬁoo

Huay (2,2) = Hpgy (L, 1), como po Huyy = Hls,, e po Hug = Hls,,, segue que p o
= H|y =po H(1,0)|A, onde A = S7; N Sip é conexo. Pelo Lema 3.12, segue que
Hy (t5) = Haoy (7). Ve e [3,2].
Suponha por indugdo que existam H 1,1, H (i—1,1) satisfazendo 1, 2 ¢ 3 da
Afirmacgdo 3. Mostremos que existe H (i,1) satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmagao 3.
Considere g;; = f{(i—l,l) (%7 %), logo p(gi1) = p (ﬁ(i—m) (%, %))
= H (%, %) € U(’ 1) € assim ¢;; € p! (H (%, %)) entdo (pelo Lema 3.8) existe uma unica
se¢do local o; 1) : U( 1 X tal que o(; 1) (H (%,1)) = g;. Defina Hny o= oG

Si1 = [dU’(i,l) o H|S1 =

Além disso, considerando o conexo B = { } [ —], (i— 11)|B : B —

S;1 — X logopo H(z 1) = P0G, s,

[:[(“ lp: B — )('quesatlsfazpol"-l'(Z nle = Hl|p —poH )| B seguequeHZ 11l e

1 su) Giow)

X
Hii1), 30 levantamentos de H |z mas H 1y (1,1) = (o,
o1 (H (i l)) = qn = H(i—l,l) (E?%)' Portanto, pela Proposicdo 3.12, segue que

n’n
n’n

ﬁ(i—1,1)|B = ﬁ(z 1| B-

Segue da Afirmacao 1 que H (i,0) coincide com H (i—1,0) DO CONEXO S(;_1)9 N
Sio, € em particular, H (i,0) ( %) - H (i-1,0) ( n) Assumindo que a afirmacdo € vdlida para
j = 1le7—1, temos que, H(i—l,l) coincide com H(i_L()) em todo conexo S—1)1 N S(i—1)0,
e em particular H; ;) (£,4) = Hi 1 (£,1). Assim H (£,1) = Ho) (£,1), como
po ﬁ(m) = Hl|s, epo F[(i,o) = H|s
Si1 N Sip que € conexo. Pelo Lema 3.12, segue que H(i,l) ( ,%) = ﬁf(l 0) ( ) Vit e [Z ’“],

n’ n

seguequepOH“)|A—H|A—pOHzo|A,ondeA—

Sio»

o que completa a afirmagdo para a linha j = 1.

Suponha agora que existam ﬁ(1,1)7 cee ﬁ(n,m),f[(m), cee fI(n,m), R
H (Li=1)7 " H (n=1j-1)> satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmacdo 3. Mostremos que existem aplica-
¢oes Hy jy, -+, Hp—15) satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmagéo 3.

Para ¢ = 1 temos que
Seja g1 = Hoog (2,2), logo plary) = p(Foy (4.1)) = H(L2) e
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Figura 3.5
[{(,l,j)’ assim ¢, € p~! (H (1, 1)). Pelo Lema 3.8, existe uma tinica segdo local o1 ) : Ul —
X tal que 015 (H (£,2)) = qu;. Defina Huj = ouy) o Hlg, : Si; — X, observe que

poHuy =poouyoHls, =1Idy, oH|s, =Hls,.

Além disso, H, )(na%) = (o o Hls,) (5:2) = 0wy (H(5.1)) =
1= Hoy (5. 2). o 5

Agora, considere o conexo B = {%} X [l 3%1], assim H(07j)|3 . B —

n’

X, Hujlp : B— XpoHoyls = Hlz = po Hajls, logo Hojls e Hajy, sd0 levan-
tamentos de 1|5 que coincidem no ponto (;;, £). Pela Proposicao 3.12, segue que Ho,j)|5 =
ﬁ[(l,j)|B. Portanto ﬁ(w) (%,t) = ]:I(l,j) (m ) Vi e [J ]H].

n’ n

Uma vez que a afirmacao € valida para H G j-1), =1, — 1, temos que

H1 -1 coincide com H ;1) no conexo So(;_1y N Si(j_1), € em particular, H(lj y(£,2) =

n

}NI(OJ 1) ( ) Pela Afirmacio 2 temos que, H( ;) coincide com H(o j—1) em todo conexo Sp; N
So(j—1)» € em particular H(O,j) (1 —) HOJ 1 ( —) Assim H( ) ( 4) = ﬁl(ld 1) (1 i)

como poH jy = Hl|s,, epoH ;1) = Hls,,_,segue que pofjyla = H|a = poHu—la,

—1)°
onde A = Sy; N Sy(;_1) é conexo. Pelo Lema 3.12, segue que H (t,1) = Hujo (t. 1),
vte L, 2].

n

Por fim, suponha que existam I:I(Ll), R I:I(n—l,l); ﬁ(LQ), e Hipm19),00
ﬁ(u,l), e ,ﬁ(n,u,l), ﬁ(l,j), e ,ﬁ(i,m) satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmacdo 3. Mostremos
que existe H (i,7) satisfazendo 1, 2 e 3 da Afirmagdo 3..

Seja gij = Hi-14) (5, £)- logo plgy) = p (H(i—l,j) (%%)) = H(%%) €

U(’l. ;) eassimg;; € p! (H (1 %)) Pelo Lema 3.8, existe uma Unica se¢do local o; ;) U(l

n’

X tal que o(; ;) (H (%, %)) = ¢;;. Defina H(i,j) = 0(i 0 Sy — X, logo p o H(”)
poagg o Hlsy; = Idus) = Hls,
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j j+1

an]’~le|B‘B X
Z]\B B — XquesatlsfaZpOH(Z 1j|B—H|B—pOH”)|B,seguequeH, 1j]BeH s

si) (5:2) = oap (H (5, 2) =

¢i; = Hiiv) (n, ;) Portanto (pela Proposicéo 3.12) H(Z 15)B = H(”)|B

Além disso, considerando o conexo B = { } [

sdo levantamentos de H|pz mas H(”) (£, fl) = (0(iy)

Como a afirmacdo é valida para H (i,j—1)» (€EMOS que H(i’j_l) coincide com
Hii_1,;_1) no conexo S_1)(j_1) N Si(j_1, € em particular, H; ; 1 (£,1) = Hi i (£,1).
Assumindo que para H (i-1,5) a afirmagdo € vilida, temos que, H (i-1,5) coincide com H (i-1,j—1)
em todo conexo S(;_1); N S(i—1)(j—1), €m particular I:[(Z»_Lj) (1 1) = I:Ii,u,l (%, %) E assim

n’n

Hg) (5.2) = Hig (5. 2). Comopo Hyy = Hls, epo Hyjory = Hls,,

n

_,)» segue que
po H”)|A = H|s = poH” 1|4, onde A = S;; N S;(;—1) que é conexo. Pelo Lema 3.12,
segue que H(i,j) ( , 37) = fI(” 1) ( ) Vit e [;, ’;1] o que completa a Afirmagao 3.
Considere a aplicagdo [ : I x I — X, definida por [ ((s,t)) = H (s, 1),
se (s,t) € S;;. Uma vez que as Afirmacdes foram verificadas, segue do Lema 1.25 que H estd
bem definida e é continua, sendo p o H=H , 0 que mostra a existéncia do levantamento.
Seja agora H : I x I — X, um levantamento de H tal que H(0,0) = f,(0).

Assim, H(0,0) = H(0,0) e I x I é conexo, entdo H = H, pela Proposicdo 3.12. o

Corolario 3.15 (Levantamento de caminhos homot6picos). Seja p : X — X uma aplicacdo
de recobrimento. Suponha que H : fy ~, f1 seja uma homotopia por caminhos de f, para fi
e que fo e fisejam levantamentos de fy e f1, respectivamente, tais que fo(0) = f1(0). Nessas

condi¢des, existe um tinico levantamento H de H tal que H - fo ~ ~, fi.

Demonstragdo. Sejam fo, fi caminhos homotépicos e fo, fi levantamentos de f e f1, res-
pectivamente, de forma que f5(0) = f1(0) e seja H : f; ~, fi uma homotopia de cami-
nhos de fy para fi, ou seja, H(s,0) = fo(s),H(s,1) = fi(s), H(0,t) = fo(0) = f1(0) e
H(1,t) = fo(1) = fi(1).

Pelo Teorema 3.15, existe um tnico levantamento H de H tal que H(0,0) =
fo(0). Paracada t € I, seja H, : I — X dada por H,(s) = H(s,1).

Assim, para t = 0 temos que (po ]:[0) (s) = (po FI> (s,0) = H(s,0) =
fo(s), dessa forma, Hy é um levantamento de f; e além disso (pelo Teorema 3.14) lflo(()) =
H(0,0) = fo(0), assim (pela Proposicio 3.12) segue que fy(s) = Ho(s) = H(s,0), para todo
sel.

Agora, para cada s defina a aplicagdo h, : I — X dada por h,(t) = H(s,t).

Para s = 0, (po ;30) (1) = <po ﬁ) (0,8) = H(0,t) = fo(0) = f1(0), dessa
forma, ho é um levantamento do lago constante cys, ) = ¢y, (0). Em particular, para s =t = 0
segue ho(0) = H(0,0) = fo( 0) = f1(0). Como i) = Cf, (o) também € um levantamento do
lago constante cf,) = c,(0)» € ho(0) = Cf (0 €ntdo (pelo Teorema 3.12) segue que ho(t) =
c;,(0), vVt € I. Logo H(O,t) — fo(0), Yt e I.

Considerando ¢ = 1 temos que (po Eh) (s) = (po f[) (s,1) = H(s,1) =
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f1(s), dessa forma, F; é um levantamento de f;. Como Vt € I, H(0,t) = f,(0), em particular,
Hy(0) = H(0,1) = f1(0), assim, pela Proposi¢do 3.12, fi(s) = Hy(s) = H(s,1), Vs € I.
Ibrﬁm,pmas:=],<poﬁ0(ﬂ - Qﬂyﬁ)(Lt)z H(1,t) = fo(1) =
f1(1), dessa forrflapo hi = ) = po Ci 1) Mas hi(0) = H(1,0) = Hy(1) = fo(1) =
cfo(l)(O), assim h; e ¢f 1y sdo levantamentos de cs,(1) que coincidem no ponto ¢ = 0, logo,
pela Proposicdo 3.12, segue que H(1,t) = hi(t) = cj 4y(t) = fo(1), V¢ € I. Em particular,
fl(l) = f{1<1) = ﬁ(l, 1) = 51(1) =R = fo(l)-~L0g0 ng(l)~ = fo(l)- ) )
Resumindo o que temos: Hy = fo, H1 = fi, H(0,t) = fo(0) = f1(0) e
H(1,t) = fo(l) — f1(1), paratodo t € I. Portanto H : fy ~ f o

Corolirio 3.16. Sejap : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Suponha que fy e fi sdo ca-
minhos homotopicos por caminho em X, e fo, fl sdo levantamentos de fy e f1, respectivamente,

comegando no mesmo ponto. Entdo fo(1) = fi(1).

Demonstragdo. Segue direto do Corolario 3.15. =

Teorema 3.17. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Para qualquer ponto § € X,

0 homomorfismo induzido p, : ™ <)~( , cj) — m (X, p(q)) € injetivo.

Demonstragdo. Tome [ f| € m (f( , cj) e suponha que [ f] € Nuc(p,), ou seja, p. ([ f]) = [cp)],
dessa forma, [p o f| = [cpg)], segue assim que p o f =~ ¢, em X. Pelo Teorema 3.15,
qualquer levantamento de p o f e de ¢,(;) que comegam no mesmo ponto sdo homotdpicos por
caminho em X. Assim, f é um levantamento de p o f, que comega em ¢ e o lago constante c; €

um levantamento de c, 3, comecando também em ¢, logo f ~, c; em X, ou seja, [f] = [¢;]. o

Observacao 3.18. Segue desse teorema e do item 2 do Teorema 2.10 que 7, (f( , cj) ~ Im(py)
que € um subgrupo de w1 (X, p(q)).

Lema 3.19. Sejam p : X — X uma aplicacdo de recobrimento e sejam «, 3 : [0,1] —> X
dois caminhos tais que (1) = [(0). Nessas condicdes, se & é um levantamento de o, 3 é um

levantamento de f3 e &(1) = 3(0), entdo & - § é um levantamento de o - 3.

Demonstragdo. De fato, pela Defini¢do 2.6, dado ¢ € [0, 1] temos que

. p(a(2t), se0<t<i; a(2t), se0<t<3;
(ve 7)) p(ARt 1), se

N[

= (Oé ' B) (t)v
uma vez que & € um levantamento de o e B ¢ um levantamento de 5. Dessa forma, p (d . B) =

« - 3. Portanto & - 3 é um levantamento de « - 3. O
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Lema 3.20. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento e seja vy [0,1] — X um
caminho. Se 7 é um levantamento de vy, entdo para todo t € |0, 1], Y, é um levantamento de
Ve, em que v, : [0,1] — X é definida por v,(s) = (s -t) e 5, : [0,1] — X é definida por
Ye(s) = (s - 1)

Demonstracdo. De fato, 5, é continua e (po7;)(s) = p(F(s-t)) = v(s-t) = y(s). Portanto 7;

¢ um levantamento de ;. =

Teorema 3.21 (Critério de Levantamento). Suponha que p : X — X é uma aplicagdo de
recobrimento. Seja 'Y um espaco conexo e localmente conexo por caminhos e ¢ : Y — X uma
aplicacdo continua. Dados quaisquer pontos y € Y e § € X tais que p(G) = ©(y), o tem um
levantamento ¢ : Y — X satisfazendo ¢(y) = { se, e somente se, o subgrupo o, (w1 (Y,y)) de
m (X, ©(y)) estd contido em p, <7r1 (f(, c])

Demonstragio. =) Sejam y € Y e § € X tal que p(§) = o(y) e suponha que ¢ : ¥ — X
¢ um levantamento de ¢ que satisfaz p(y) = ¢. Note que, ¢ : (Y,y) — (X, 0(y)), p :
(f(, cj) — (X, 0(y),¢: (Y,y) — (f(, cj) sdo continuas, logo por defini¢do temos os seguin-

tes homomorfismos induzidos: ¢, : m(Y,y) — m (X, ©(y)), p« : ™ (f(,q) — 11 (X, 0(y)),
Qs - m(Y,y) > m (X, (j). (Conforme a Figura 3.6).

(%.4)
(Yy/ l

Figura 3.6

Desde que . (m1(Y,y)) & um subgrupo de 7y (X,d) e pa (@4 (m1(V,1))) =

@e(m(Y,1)), 1080 o (G0 (m(Y,)) = pu(m(Y,9)) < pe (m1 (X.0) ).
<) Seja y € Y um ponto fixado e tome § € X tal que p(G) = o(y). Para cada z € Y, seja
v : [0,1] — Y um caminho tal que 7(0) = y e y(1) = z. Dessa forma, p oy : [0,1] - X

¢ um caminho tal que (¢ o 7)(0) = ©(y) = p(¢). Assim, existe um tnico levantamento

I(pov):[0,1] — X de ¢ o~ tal que I(¢ 0 7)(0) = §.
Definamos ¢ : Y — X por ¢(z) := I(¢ o 74)(1) em que v é um caminho
ligando y a z e I(¢ o ) € o tinico levantamento de ¢ o v tal que I(¢ 0 ¥)(0) = q.
Afirmaciao 1: ¢ estd bem definida.
Dado z € Y, sejam « e 8 dois caminhos ligando y a z. Dessa forma, precisa-
mos mostrar que [(p o a)(1) = I(p o 8)(1).
Mas a - 37! € um lago baseado em 3, ou seja, [a - 371] € 7Tl<Y y). Logo
pela- 57 € wulm(Yiy) < pu (m (X)) e disso segue que [po (- B71)] = [pog]
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para algum laco g de X baseado em §. Assim [pog] = [po (- )] = [(poa)-(po )] =
[poal-[pos] .
Logo [pog]-[¢oB] = [¢o ] oqueimplicaque (pog)-(pof) ~p (poa).
Pelo Coroldrio 3.16, os levantamentos dos caminhos (po g) - (¢ o ) e (po )
possuem o mesmo ponto final, ou seja, I((p o g) - (¢ o 8))(1) = I(¢ o a)(1). Por outro lado,
como ¢ é um levantamento de p o g e [(p o ) é um levantamento de ¢ o /3, entdo pelo Lema

3.19 g - I(p o B) é um levantamento de (p o g) - (p o 3) com (g - I(p 0 8))(0) = g(0) = ¢, ou

seja, l((pog) - (pofB)) = g-l(eo ). Portanto I(p o a)(1) = (g - l(¢ o B))(1) = l(p o B)(1),
ou seja, ¢ estd bem definida.

Afirmacdo 2: Se v : [0,1] — Y é um caminho com v(0) = y, entdo p oy = [(p 0 7).

oy

Figura 3.7

De fato, para cada t € [0, 1], considere o caminho 7, : [0, 1] — Y, dado por
Ye(s) = v(s-t). Assim v ligay ay(t) e

P(7(t) = U om)(1). (3.1)
Além disso, (¢ 1) (s) = p((s)) = e(y(s - 1)) = (poy)(s-t) = (¢ ©7)i(s). Portanto
poy=(pov) (3.2)

Pelo Lema 3.20, como [(y o «y) é um levantamento de ¢ o -y, entdo ({(¢ o 7)),
é um levantamento de (¢ o y);. Além disso, (I(¢ ©7)):(0) = l(poy)(0-t) =1(¢o~v)(0) = q.
Portanto

(g o) =g o) (3.3)

Dessa forma,

(@o)(®) E llpor)1) Z1((por))1) E ((poy))(1) =g o))

Portanto ¢ oy = I(p 0 7).
Afirmacao 3: Sejam y;,y2 € Y e §: [0,1] — Y um caminho ligando y; a yo. Entdo ¢ o 5 é
um levantamento de ¢ o (3.

Seja a : [0,1] — Y um caminho ligando y a y;. Assim « - 8 é um cami-
nho ligando y a y» e, pela a Afirmacgdo 2, g o (a- ) = l(po (a-f)). Assim, p(5(t)) =
2 ((a-8) (%)) = Upo(a-8) (5):
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Por outro lado, p o (a- 3) = (po ) - (¢ o ) e, pelo Lema 3.19, I(p o (« -
B)) = l(p o a) -, em que 5 é um levantamento de ¢ o 3 com 3(0) = I(¢ o a)(1). Logo,
381) = (Lpoa)- B) (5L = B,

Portanto p o 8 = B ou seja, ¢ o # é um levantamento de [3.
Afirmacao 4: ¢ leva conjuntos conexos por caminhos em conjuntos conexos por caminhos.

De fato, seja U < Y um conjunto conexo por caminhos e sejam ¢, 42 € p(U).
Dessa forma, existem ¥, y» € U tais que @(y1) = g1 € §(y2) = Y.

Como U é conexo por caminhos, existe um caminho v : [0,1] — U ligando
Y1 a Yy e, pela Afirmacgao 3, ¢ o v € um levantamento do caminho ¢ o 7.

Dessa forma, ¢ o é um caminho, (P 0 7)(0) = @¢(y1) = g1 e (poy)(1) =
P(y2) = 9o
Afirmacio 5: po ¢ = ¢.

Seja z € Y e v um caminho ligando y a z, logo (po ®)(z) = p(l(po~)(1)) =
(pom(d) = ¢(z).

Portanto p o ¢ = .

Para provarmos que ¢ € continua, mostraremos que para todo ponto z € Y
existe um aberto U de Y tal que z € U e |y € continua.

Sejaentdo z € Y e tome ¢(z) € X. Seja VV uma vizinhanga de ¢(z) tal que p
leva cada componente conexa de p~* (V') homeomorficamente em V.

Uma vez que Y € localmente conexo por caminhos € ¢~ (V') é um aberto em
Y, segue que ¢! é também localmente conexo por caminhos. Assim dado U a componente
conexa por caminhos de ¢! (V') que contém z, pela Proposi¢do 1.10, U é um subconjunto
aberto de ¢~ *(V), e consequentemente, U € um aberto em Y.

Pela Afirmacéo 4, »(U) é conexo por caminhos em X assim, se V é a com-
ponente conexa de p~1 (V') que contém ((z), entdo G(U) < V.

Sejac : V — V uma secdo local de p, assim p o 0 = Idy, ou seja, o =

p Yy : V — V. Dessa forma, pela Afirmaciio 5, po ¢ = ¢, logo ply o Ply = |y, assim
Plu = o olu.

Portanto ¢ € continua e (pela Afirmacao 5) ¢ um levantamento de . =

Corolario 3.22. Se p : X — X é uma aplicagcdo de recobrimento e Y é simplesmente co-
nexo e localmente conexo por caminhos, entdo toda aplicacdo continua ¢ : Y — X tem um

levantamento para X

Demonstragdo. Segue da Definicao 2.14 e do Teorema 3.21. O

Corolario 3.23. Sejam p : X — X uma aplicacdo de recobrimento e X simplesmente conexo.
Para qualquer espaco Y conexo e localmente conexo por caminhos, uma aplicagdo continua
p Y — X tem um levantamento para X se, e somente se, p, é um homomorfismo trivial para

todo ponto base y, € Y.
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Demonstra¢do. =) Suponha que ¢ : Y — X seja um levantamento de ¢, logo dado y € YV
temos (po @) (y) = ¢(y) e assim tomando § = ¢(y) € X segue que p(§) = () e assim
pelo Critério de Levantamento 3.21 temos que ¢, (7 (Y, y)) é um subgrupo de p, (m (X, q) ).

Por outro lado, como X é simplesmente conexo, segue que 7, ( X,§) = {[c4]}, e dessa forma,

P (m (X q)) — {lewa ]} = {leoml}- Assim, oo (m1(Y,y)) = {[com]}- logo ¢y é o homo-
morfismo trivial.

<) Suponha que ¢, : ™ (Y,y) — m (X, »(y)) seja o homomorfismo trivial para todo y € Y.
SejayeYegep '(p(y)) e X, istoé, p(§) = ¢(y). Como X é simplesmente conexo e o, é
o homomorfismo trivial segue que ¢..(m1(Y,y)) = {[co) ]} = {[cp@)]} = P« <7T1 (f(, cj)) Em
particular, ¢, (m(Y,y)) é um subgrupo de p, (m <)~( , cj)) e, pelo Critério de Levantamento
3.21, existe um levantamento ¢ : Y — X de ¢ que satisfaz 3(y) = . D

Teorema 3.24. Sejap : X — X uma aplicagdo de recobrimento. Dado qe X e g€ p~

H(q), um
subgrupo H de m1(X, q) é conjugado a p, (7r1 (X, q~)> se, e somente se, H = p, <7T1 (X, q~0>>

para algum Gy € p~(q).

Demonstragcdo. <) Tome ¢y € p~'(q), logo p. (7?1 (X’ ,(j())) ¢ um subgrupo de m (X, q).
Considere g : [ — X um caminho de § para ¢p. Assimg = pog: I — X é um laco de X

baseado em ¢, pois g = p o g € continua, p(§(0)) = p(q) = g e p(g(1)) = p(do) = ¢ (Figura
3.8).

// B JY -.k\\_l
/ o f )
I\ o ;l

hg=wog . e

Figura 3.8

Defina as aplicagdes:

Yy (5(,6]) — m (X,Cfo> v, m(X,q) — m(X,q)
[f] — [gI7" - [f]- 4] /1 — Lo [f]-[g)

as quais sdo isomorfismos de grupo pelo Lema 2.12.
Afirmacao 1: O diagrama abaixo comuta.

De fato, tome [f] & 7 (X, ). assim, (poowg)([f]) = p ([5]7" - [/1-[3]) =
P97 (f-9)D) =[po (@ (f- 9 =1[pog']-[pofl-lpodgl=1[g7"] pu(lf]) - 9] =
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Diagrama 3.9

(pg 0 p) (LF])-
Note que ¢, aplica os elementos de p, <7r1 (X, c])) em p, (7‘(‘1 <X, gi())),
obtemos assim um novo diagrama comutativo:

 (5) e (X)

Diagrama 3.10

Como PYg + T (X’67> — M <X7d[))’ P« ¢+ T <X>(I> — P« <7T1 <X76>>’
> — Py <7T1 (X, (jO)) sdo isomorfismo de grupos, 1ogo ¢, : p. (m (X, (’j)) —
) € um isomorfismo de grupo, assim p, (7r1 (X, q}))) = Qg (p* (m (X, cj)))

= [g]™" - ps <7T1 <)~(, q~>> - [g]- Portanto, p, <7T1 (X, qb)) € Pu <7T1 <X’, q~>> sdo conjugados
em 71 (X, q).

i~ =

* *

S
TN AN

E><1 :><jz

St =

=) Seja H um subgrupo de 71 (X, ¢) conjugado a p, <7rl (X, cj)), logo existe um laco g em
X baseado em ¢ tal que H = [g]™! - p. <7r1 <X, Q)) - [g]. Como G € p~*(q) e g é um caminho

tal que g(0) = ¢, considere § um levantamento de g, tal que §(0) = ¢. Seja §o = (1), assim
H =p, <7r1 (f( , q})) ) , pois pela primeira parte da demonstragdo segue que p, <7r1 (X ) q}))) =

2o (pe (M(X.D)) =1 e (m (%,0)) - [g] = B .

Definicao 3.25. p : X — X é dito ser um recobrimento normal se Ds (m (f( , (])) um sub-

é
grupo normal de 71 (X, p (q)) para cada q € X, ou seja, p, <7T1 (f(, q~>> = Dy <7T1 (X, ~0))
para todo Gy, G € p~*(q).

Lema 3.26. Seja p : X — X uma aplicagdo de recobrimento e suponha que o subgrupo
induzido por p é normal para algum ponto G € X. Entdo p é normal.

Demonstracdo. Suponha que p, <7r1 <)~( , d)) ¢ um subgrupo normal de (X, ¢) onde G €
p~1(q). Tome ¢y € p~'(qo) onde gy € X, devemos mostrar p, (7?1 (f( , (jo)> ¢ um subgrupo

normal de 71 (X, qo).
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Considere g : [ — Xumcaminhodec]para%eg =pog:I — X um
caminho de p(¢) = ¢ para p(¢go) = qo. De forma andloga ao feito no Teorema 3.24, segue que

Y5 1 T X, g) — M (f( ) cjo> estd bem definido e o diagrama 3.11 comuta.
m (X.4) m (X, o)
Q

p*l jp*
1o (1 (5.0)) 0. (s (5.8))

Diagrama 3.11

Como g3 : m (X ) — T (X,qb),p* DT <)~(7§> — D« (7T1 <X>Cf>>,

Dy T <)~( , ~0> — Dy <7r1 (X , q0>) sdo isomorfismos de grupo, segue que,

©g © Px (7?1 <)~( , q)) — Dy (7?1 <X , qb)) ¢ um isomorfismo, € como isomorfismo leva sub-
grupo normal em grupo subnormal e p, | 71 X,G)) éum subgrupo normal de 71 (X, ¢) segue

que p. (7T1 (X’, q’b)) ¢ um subgrupo normal de 71 (X, qo). o

Teorema 3.27. (A¢do do grupo fundamental na fibra) Seja p : X — X uma aplicagdo de
recobrimento e q € X. Entdo existe uma acdo transitiva (Defini¢do 1.42) a direita de 7 (X, q)

na fibra p~*(q) dada por §=[f] = f(1), onde f é o levantamento de f comecando em § € p~(q).

Demonstragdo. Mostremos que

estd bem definida.

Tome G € p~'(q) e f : I — X um lago baseado em ¢. Pelo Teorema do
Levantamento de Caminho, existe um tnico levantamento f I — X de forma que f (0) = q.
Pelo Corolario 3.16, se g € [f] e § um levantamento de g comecando em ¢, entdo §(1) = f(1)
logo G = [f] = f(1) estd bem definida.

Verifiquemos agora que a operacao € uma agao de grupo.
) q[c,] =q.

Note que ¢ * [¢,] = ¢5(1) = q.
i) (G = [f]) = [g] = a= ([f]- 9] )

Suponha que f e g sejam lagos baseados em ¢ e sejam f o levantamento de
f comecando em ¢ e g o levantamento de g comecando em f (1). Dessa forma, seque que
(G+[f]) *[g] = F(1) * [¢g] = §(1). Por outro lado, temos que f -
comecando em ¢, ou seja, ¢ * ([ f] - [g]) = ¢ = ([f - ( )

Por fim, mostremos que essa acdo € transitiva.

g € o levantamento de f - ¢
1) =
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Tome G,¢ € p~'(q) e seja f: I — X um caminho de § para . Considere
f =po f, segue que f é um levantamento de f que comega em g, logo § * [f] = f(l) =(q.o

X X
P 'f fc\(i,x.f ;“/

%

Figura 3.12

Corolario 3.28. Seja p : X — X uma aplicag¢do de recobrimento e suponha que X seja
simplesmente conexo. O niimero de folhas do recobrimento é igual d cardinalidade do grupo

fundamental.

Demonstragdo. Sejam g um ponto base em X, ¢ € p~*(¢) e aaplicagdo O; : m (X, q) — p~*(q)
dada por ©4([f]) = ¢ * [f]. Note que ©; é sobrejetora, pois a acdo do grupo fundamental
71 (X, q) em p~1(q) € transitiva, isto é, dado ¢ € p~!(q) existe [f] € m (X, q) de forma que
G+ [f] = ¢. Alémdisso, dados [ f], [g] € m1 (X, ¢) de forma que O;([f]) = ©4([g]), temos que
f(1) = §(1), onde f e § sdo levantamentos de f e g, respectivamente, iniciando em ¢. Como
X é simplesmente conexo, f(O) =g(0)=ge f(l) — (1) segue pelo Lema 2.16 que f ~, g.
Dessa forma, [f] = p. <[f]) = p«([g]) = [g]. Assim ©O; € injetiva e portanto uma bijecao,
isto é, para todo q € X segue que #m (X, q) = #p~'(q). o

Corolario 3.29. Se X ¢ simplesmente conexo, qualquer aplicacdo de recobrimentop : X — X

é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Como X é simplesmente conexo, segue que 71 (X, q) = {[c,]} paratodo ¢ €

X, e como p, : m <)~(, (j) — Py (771 (f(, (j)) < m (X, q) é um isomorfismo para todo G €

p~1(q) temos que 7, (f( : cj) = {[c4]}, logo X é simplesmente conexo. Pelo Corolario 3.28,
#p~1(q) = #m(X,q) = 1 para todo ¢ € X, assim p é injetiva. Como p € sobrejetora por
defini¢cdo, temos que p € uma bijecao.

Note que como p € uma aplicacdo de recobrimento segue que p € continua e
para cada ¢ € X existe uma vizinhanga U de g tal que p|,~1 () : p~(U) — U é um homeomor-

fismo, em particular, p~!|;; : U — p~!(U) é continua. Logo pelo Lema 1.13, p~! é continua. o

3.3 O GRUPO DE RECOBRIMENTO

Nessa secdo vamos definir os conceitos de transformacdo de recobrimento,
afim de introduzir o conceito de grupo de transformacdes de recobrimento de um espaco de

recobrimento para estabelecer relacdes do grupo fundamental com o espaco de recobrimento.
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Definicao 3.30. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Um homeomorfismo ¢
X — X é chamado transformagdo de recobrimento se p o o = p.
O conjunto Cp(f() = {gp X > X; @ € um homeomorfismo comp o p = p}

¢ chamado grupo de recobrimento.

X

d X
NP4
X
Figura 3.13

Observe que o conjunto C, <X > € de fato um grupo munido com a operagao
composic¢ao.
De fato, C, <X> # @ poisIdg : X — X é um homeomorfismo e poldy =

p. Além disso, dado ¢,¢ € C, (X') temos que @ o P : X — X é um homeomorfismo e
pol(pod)=(pop)ov =potp=p,logoporeC, (X)
1. (elemento neutro) ¢ = o Id; = Id; o ¢, portanto Id; é o elemento neutro de C,(X).

2. (elemento inverso) Como ¢ é um homeomorfismo, =1 : X — X é um homeomorfismo

satisfazendo pop™! = p, pois p = pop. Assimp~! € C,, <X> epopt =1dg = o log.

3. (Associativa) A composi¢do de fun¢do € uma operacgdo associativa.

Portanto, C, (f( ) € um grupo com a operagdo composicao.

De acordo com a Defini¢do 1.38 temos que C, (X' ) € um grupo discreto.

Lema 3.31.
G (X)x X — X N .
1. 3 5 _ €éuma agdo a esquerda de C, (X) em X.
(0,0  — pxq=9(q)
2. 0(q) = p~*(q) para um tinico q € X, em que O(§) é a 6rbita de q.
Demonstragdo. 1. De fato, a aplicacdo = estd bem definida e temos que:

o [dy+q=1dy(q) = ¢, paratodo g € X.

o (potp)xq=(pov)(q) = () =p=v(q) == =q).
Portanto = € uma acao.
2. Sejaq = p(G) ey € O(G). Assimy = ¢(§G), para algum ¢ € C, <)~() Logo p(y) =
p(#(q)) = p(@) = g. Portanto O(q) = p~'(q).
Seja agora z € X tal que O(¢) < p~!(x). Dessa forma, ¢ € O(G) < p~'(x),

ou seja, p(¢) = x e assim g = x. o
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Proposicao 3.32 (Propriedades do Grupo de Recobrimento). Seja p : X — X uma aplicagdo

de recobrimento.
1. Se duas transformagoes de recobrimento coincidem em um ponto, elas sdo idénticas.
2. O grupo de recobrimento age livremente e continuamente (Definicdo 1.41) em X.

3. Para qualquer q € X, cada transformacdo de recobrimento permuta os pontos da fibra
de p~*(q)-

4. Para qualquer conjunto aberto uniformemente recoberto U — X, cada transformagcdo de

recobrimento permuta as componentes de p~ (U).

Demonstragdo. 1. Uma transformagio de recobrimento ¢ € C, (5( > € um levantamento de p,
pois ¢ é continua e p o ¢ = p. Pela Proposi¢do 3.12, segue que se ¢(¢) = 1(q) para algum
je X, que € conexo, entio p = 1.

2. Sejap e C, (f() tal que ¢(q) =  para algum G € X. Como Idy € C, (f() e ldsz(q) = q,
segue pelo item 1) que ¢ = Idy, ou seja, o grupo de recobrimento age livremente a esquerda

de X. Além disso, dado ¢ € C, <)~( ) a aplicacdo

S
[ ]
o

¢ G =¢(q)

SN

€ continua, logo, pela Proposicdo 1.41, segue que * € continua.

3. Devemos mostrar que dados ¢ € X e ¢ € C, (X) entdo ¢ é uma bije¢do de p~'(q) em
P~ ()

Seja ¢ € p~'(q), logo (p o ¢)(@) = p(q) = ¢, assim p() € p~'(q). Dessa
forma ¢|,-1(y) : p~'(q¢) — p~'(¢) estd bem definida. Por outro lado, dados ¢ € p~*(q) e
7 = ¢~'(g) sabemos que ©(q) = G e (po¥)(q) = p(q) = q.- Mas pop = p,logo p(q) = ¢
eq € p '(q). Dessa forma p|,-1(,) : p~'(q) — p~'(q) é bijetora e (¢|,-1(9)) " = ¢ p-1(g :
p~Ha) = pH(a).
4. Devemos mostrar que dados ¢ € C, (X ) e U < X uma vizinhan¢a uniformemente reco-

berta, com p~}(U) = |J U, em que U, sdo as componentes conexas de p~!(U), entdo para
aeJ

cada o € J existem 3, € J tais que ¢(U,) = Us e ¢(U,) = U,, ou seja, ¢ leva componente
conexa em componente conexa e vice versa.

Seja U, uma componente conexa de p~*(U), assim (pop)(Uy,) = p(Uy) < U,
logo p(U,) = p~1(U). Mas ¢ € continua e U, é conexo, dessa forma (U,) € um subconjunto
conexo de p~1(U), ou seja, ¢(U,) < Ug para algum 3 € J. De forma andloga ¢! € C, (X)
entdo p ! (Up) < Uy para algum (3’ € J.

Como ¢! é uma bijecdo segue que U, = ¢ *(p(Ua)) < ¢ 1 (Up) < Up,

logo como ambos sdo componentes conexas, segue que U, = Ug e ¢~ }(Us) < Ug = U,, daf
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Us = o(¢ " (Up)) = ¢(Uy), ou seja, ¢(Uy,) = Us. De forma analoga, o' (U,) = U, para
algum v € J, logo U, = ¢(¢~H(U,)) = ¢(U,). 0

Proposicio 3.33 (Critério da Orbita). Seja p : X — X uma aplicagdo de recobrimento. Dessa

forma:

1. Se G, Gs € X sao dois pontos da mesma fibra p~*(q), entdo existe uma transformagdo de

recobrimento que leva g, em (, se, e somente se, os subgrupos induzidos p. <7r1 (f( , q]))
€ Py <7T1 (f(, q~2>> sdo iguais.

2. G, <)~( > age transitivamente (ver Definicdo 1.42) em cada fibra se, e somente se, p é um

recobrimento normal.

Demonstracdo. 1. =) Suponha que existe uma transformacdo de recobrimento ¢ tal que
©(q1) = go. Pela Definigdo 3.30, segue que ¢ € um homeomorfismo, logo ¢, : m; (X Q1) —
m (f( , qg) € um homomorfismo induzido pela ¢. Pelo Corolério 2.20, segue que ¢, € um iso-
morfismo, portanto p, <7r1 (X’, q~2>> = (poy)s (7T1 <)~(, q])) = (ps © Q4) (7T1 (X’, q])) =
P (7T1 (qul))-

<) Note que X éum espaco conexo e localmente conexo por caminhos e p : X — X éuma
aplicacdo continua. Sejam ¢, ¢ € X tais que p, <7r1 (f( , q~1>> = Ps <7r1 (f( , q})),em particu-
lar p, <7r1 (f(, q~1>> C Py <7r1 (X, q~2> ) Logo, pelo Teorema 3.21, p tem um levantamento p :
X — X satisfazendo pop = p e p(g1) = ¢2. Agora, como p, <7r1 (X, q})) C Py <7r1 <)~(, q]))
existe, de forma andloga, um levantamento p- : X — X satisfazendo pops =pep(d)=q.
Afirmacao: p e p, sdo inversas uma da outra.

De fato, observe que p; o p e Id ; sdo levantamentos de p, levando ¢; em ¢,
pois (p2 © p)(q1) = p2(P(q1)) = pP2(g2) = ¢1 e Idx(¢1) = ¢i. Como p; o p e Idg coincidem
no ponto ¢q; € X é conexo, pelo Teorema 3.12, segue que py o p = Idg. De forma similar,
pops = Idg. Segue assim que p € uma bije¢do continua com inversa p, continua.

Portanto p é uma transformacgdo de recobrimento.

2. <) Suponha que p seja um recobrimento normal, pela Defini¢do 3.25, p, <7r1 (f( , q])) =
D (7r1 (X, cj2>> para todo ¢1, ¢ € p~*(q). Logo, pelo item 1 da Proposi¢do 3.33, existe uma

transformag@o de recobrimento ¢ tal que ¢ (q1) = Go.

=) Suponha que C, (f( ) age transitivamente em cada fibra p~'(q), assim dado ¢ € X, para
cada q1, G2 € p~'(q) existe uma transformagio de recobrimento ¢ de forma que ©(q;)g. Pelo
item 1 da Proposi¢do 3.33, p. (771 <)~( , q])) = Py <7r1 (X’ , q}) > Portanto p é normal. =

Teorema 3.34. Seja p : X — X uma aplicagcdo de recobrimento e q € X. 0 grupo de

recobrimento C, (f( > € isomorfo ao quociente W. O isomorfismo é induzido pela
A )
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aplicacdo o : N (p* <7r1 (f( , c]))) — C, <)~( ) que envia | f| para uma vinica transformagao
de recobrimento p que leva g em q - [ f].
Demonstra¢do. Considere H = p, <7r1 (X’,c})) c m(X,q). Tome [f] € N(H) e ¢ =

q-1f] = f(1), onde f é o levantamento de f comegando em §.

Afirmacao 1: Existe uma tnica transformagao de recobrimento ¢ € C, (f( ) tal que ¢(§) = ¢o
Pelo item 1 da Proposicao 3.33, € suficiente mostrarmos que p, <7r1 (f( , q}))

- . -1 .
= H. Considere ¢ : m; (X,d) — (X,q}) dada por ®([g]) = [f] - g] - [f] Pelo

Lema 2.12, ¢ é um isomorfismo, além disso, pela demonstragdo do Teorema 3.24 segue que o

diagrama 3.14 comuta.

Diagrama 3.14

Dessa forma,
pe (71 (X.2)) = e (07 (7 (X.0))) = @5 (e (i (%00) ) = L1 - [f) = 1,
uma vez que [f] € N(H). Portanto, existe uma transformagdo de recobrimento ¢ tal que
©(G) = ¢ e pelo item a) da Proposicdo 3.32 ela € tnica.

Dessa forma, a aplicagdo o : N(H) — C, (f( ) que leva [ f] em uma tnica
transformacgdo de recobrimento satisfazendo ¢(§) = ¢> = ¢ - [ f] estd bem definida.
Afirmacao 2: o ¢ um homomorfismo de grupos.

De fato, tome [¢1], [¢g2] € N(H) e sejam ¢1, @2 € C, <X> tais que ¢1(q) =
q-[o] = g1(1) e p2(q) = G- [92] = g2(1), isto &, a([g1]) = ¢1 e a([g2]) = 2.

Considere @15 = o([g1-92]) = a([g1]-[g2]) a transformagio de recobrimento
satisfazendo p12(q) = G- [g1 - 92] = g1 - g2(1). Devemos mostrar que @12 = 1 © (9, para isso,
basta mostrarmos que (5 € @1 © py coincidem em § € X, isto &, ©12(4) = (1 © ©2)(q), de
forma equivalente, g; - g2(1) = v1(g2(1)).

O levantamento g de g» é um caminho em X comecando em §. Como poy; =
P, segue que go = pogo = (pow1) o ga = po (¢1 0 ga), logo (¢1 © go) € um levantamento de
g2 iniciando em 1 (62(0)) = ¢1(d) = G (1).

Assim, g; - (1 © g2) faz sentido e é um levantamento de g; - g» iniciando em
q. Dessa forma,

©12(7) = g1 - 92(1) = g1 - (w10 G2)(1) = (010 G2)(1) = @1(2(9)) = (¢1 0 ¥2)(q)-

Portanto o € um homomorfismo.
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Figura 3.15

Afirmacao 3: « € sobrejetor.

De fato, tome ¢ € C, (5() e seja g1 = p(q), pelo item 3 da Proposi¢do 3.32
segue que ¢ = p(§) = p(q1). Tome § um caminho em X de § para ¢, entdo g = po § é um lago
em X baseado em ¢. Além disso, pelo item 1 da Proposi¢ao 3.33 segue que p. (m <)~( , cj)) =
2 (7T1 (XJ]H))-

Por outro lado, pelo Diagrama 3.14, segue que p. <771 (f( , q”'1>> = [g]7"-
Dy <7r1 (f(,fj)) - |g]. Desde que H = p, <7r1 (f(,{j)) = Dy <7r1 <)~(,q~1>), temos que H =
[g]7! - H - [g], ou seja, [g] € N(H). Considerando ¢ = a([g]) € C, (f() que satisfaz
W(q) =q-lgl=9(1) =q =
Afirmacao 4: ker(«o) = H.

Tome [g] € ker(a), logo a([g]) = Id¢. Seja g o levamtamento de ¢ iniciando

©(q), segue que 1) = . Portanto « é sobrejetor.

em g, assim § = Id¢(§) = §(1). Dessa forma § é um laco em X baseado em ¢, logo [§] €
m <)~(,q~> edai[g] = [pog] € p« (7?1 (X',(j)) = H. Assim ker(a) < H.

Agora tome [g] € H = p. <7r1 (X,q)), logo existe § € m (f(,cj) tal que
[g] = p«([9]) = [p o g]. Assim g é um levantamento de g iniciando em ¢ e terminando em g.

Logo se ¢ = a([g]) entdo ¢([g]) = g(1) = ¢, segue assim que ¢ = Idy. Logo, H < ker(«).

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, g r(gi )) ~ Im(a), ou seja, % ~ Co(X). o

Enunciaremos agora dois coroldrios que sdo imediatos do Teorema 3.34.

2z

Corolario 3.35. Se p : X — X é um recobrimento normal, € X e q = p(q), entdo C, (f() é
. ﬂl(Xv(I)
isomorfo a o (mi (X))

Demonstragdo. Sabendo que p ¢ um recobrimento normal, segue pela Defini¢do 3.25, que
N( " (7T1 <)~(,q~>>> = m (X, q) eassim C, (X’) ~ N(ps(m (X)) = mXg) o

pe(m(X2))  pe(m(X0))"
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Corolario 3.36. Se p : X — X é uma aplicacdo de recobrimento e X é simplesmente conexo,
entdo para qualquer § € X a aplicacdo o do Teorema 3.34 é um isomorfismo de 7, (X, q) para
Cp <)~(>, onde q = p(q).

Demonstragio. Como X é simplesmente conexo, segue que 7 <)~( ) cj) = {[c;]}, dessa forma

pe (71 (X.9)) = (I} Asim €, (%) ~ M0 L) o

[e
px(m (X.0)) ¢

) m(Xq). o

3.4 HOMOMORFISMO DE RECOBRIMENTO

Definicao 3.37. Seja X um espaco topologico e p; : X, — X, pa X, > X aplicagoes de
recobrimento em X. Um homomorfismo de recobrimento de p, para p, é uma aplicacdo conti-
nua o : X1 — X tal que pyop = p1. Além disso, um homomorfismo de recobrimento é dito ser

um isomorfismo de recobrimento se ele ¢ um homeomorfismo, ou seja, © é um homeomorfismo

epiog !t =po

Xl 4 X2 Xl z X2
X X

Figura 3.16

Observacoes 3.38. . Dizemos que duas aplicacoes de recobrimento sobre X sdo isomor-

fas se existir um isomorfismo de recobrimento entre elas.

2. Osisomorfismo entre o mesmo espago de recobrimento sdo exatamente as transformagoes

de recobrimento.

Lema 3.39. Sejam p, : X1 — X e ps : Xo — X aplicacées de recobrimento de X e seja o um

homomorfismo de recobrimento de p, para ps. Entdo p é uma aplicacdo de recobrimento.

Demonstracdo. Afirmacao 1: ¢ é sobrejetora.

Tome G € Xy e q1 € X, considere Go = o(q1) € X, e q =pi(q1) = (p2 o
©)(q1) = p2(g2) € X. Como X, é conexo por caminhos, existe um caminho § : I — X, de g
para . Seja f = pyog um caminho em X iniciando em ¢, uma vez que (p20g)(0) = p2(g2) = ¢,
e seja f 0 Unico levantamento de f em X, comegando em ¢;.

Considere agora o caminho ¢ o f : I — X, em X». Note que (cp o f) (0) =
o(G) = ¢z esatisfaz pyogo f = pof = f. Assim, ¢ o f é um levantamento de f em
X, comecgando em ¢,. Logo pela unicidade do levantamento 3.12, segue que ¢ o f = g, assim
") (f(l)) = g(1) = q. Portanto ¢ é sobrejetora.
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Mostremos que ¢ € uma aplicacdo de recobrimento. Dado g € X5, q = 2(q),
U ql eU q2 vizinhancas de ¢ uniformemente recobertas por p; e po, respectivamente, obtemos que
a vizinhanga U, = U, ql NnU q2 de ¢ é uniformemente recoberta por p; € ps.

Seja V; a componente conexa de p, ' (U,) que contém g.

Como py o ¢ = py, entdo p; (U,) = ¢ *(py ' (U,)). Assim, como V; <
p2 1 (Uy), entao o~ (Vg) < o~ (pa ™ (Uy)) = pr ™ (Uy).

Tome W uma componente conexa de ¢~ *(Vj), o qual é um subconjunto
aberto de X, assim pelo Lema 1.7, segue que W é aberto em X,. Se mostrarmos que ¢ :
W — V; € um homeomorfismo, entdo V;; € uniformemente recoberto por .

Como W é uma componente conexa de o1 (V;) e o1 (V) < o (p2~H(U,))
= p1 Y(U,), entdo W < W em que W é uma componente conexa de p1H(U,).

Afirmaciio 2: W = .

Como W é conexa, segue que ¢ <W> é conexa. Mas W < p1 (U, =
¢t (p2"1(U,)) o que implica que ¢ (W) < py *(U,). Dessa forma, ¢ (W) estd contida em
alguma componente conexa de py~*(U,).

Seja x € W um ponto qualquer, dessa forma ¢(z) € (W) n ¢ (W) Logo
© (W) e (W) estdo contidos na mesma componente conexa de py~*(U,). Como p(W) < V3,
entdo ¢ <W> < V;, implicando W < ¢~ (gp (W)) < ot (V).

Dessa forma, 1/ estd contido em uma componente conexa de ¢~ (V). Como
W é uma componente conexa de ¢ (V) e W AW # &, entdio W < W, ou seja, W = W.

Como W = W,entdop, : W — U, é um homeomorfismo. Logo p;|w =
(P209)|lw = p2lv; © ¢|w € um homeomorfismo de W em U,, portanto |y = (pg|vq)*1 opilw
€ um homeomorfismo de W em V.

Portanto ( € uma aplicac@o de recobrimento. =

Teorema 3.40 (Critério de Homomorfismo de Recobrimento). Sejam p; : X 1 — X eps:
X'Q — X aplicagoes de recobrimento de X e ¢, € X L G2 € XQ pontos bases tais que p1(G;) =
p2(ga) = q € X. Entdo existe um homomorfismo de recobrimento de py para p, levando §
para s se, e somente se, P, <7T1 (Xl, q])) C Doy <7T1 (Xg, q~2>>.

Demonstracdo. Temos que um homomorfismo de recobrimento de p; para p, pode ser visto

como um levantamento de p;, pois p, © ¢ = p;. Assim, pelo Teorema 3.21 segue o desejado. o

Teorema 3.41 (Isomorfismo de Recobrimento). Duas aplicagcoes de recobrimento p; : X, —
X epy : Xy — X sdo isomorfas se, e somente se, dado q € X e pontos bases G, € py*(q) e
G € py(q), os subgrupos induzidos p:, <7T1 (X’l, q~1>) e pa, <7r1 <X'2, (j2>> sdo conjugados
em (X, q). Se esse é o caso, entdo os subgrupos sdo conjugados ¥, € p;*(q) e Vg, € p;*(q).

Demonstra¢do. =>) Supondo que existe um isomorfismo de recobrimento ¢ : X, - Xo,

dado ¢ € X tome ¢; € p~!(q) e considere ¢ = ©(q;). Aplicando o Teorema 3.40 em ¢



56

segue que pi, <7r1 (Xl, (jl>> C Pa, <7r1 <X2, q~2>>. Agora fazendo o mesmo para ¢! obte-
mos que o subgrupo ps, <7T1 <X2,q~2>> C P1y <7T1 <X1,q~1>), ou seja, pi, (m <X1,dl>> =

D2 <7r1 ()Q, G2 ) Assim, pelo Teorema 3.24, dado qualquer q~2l €Dy 1(q), temos que

D2y <771 (Xz,q})> € Doy (7?1 (XQ,q},)) sdo conjugados, logo py <7T1 (Xl,@))

e P2, (1 Xg, q~2' sdo conjugados.

<) Sejage X talque Gy € p;'(g) e o € pgl(Q), com pi, (7T1 <X1,C]~1>> € P2y <7Tl (XQ,C]E))
conjugados. Pelo Teorema 3.24 podemos tomar um novo ponto base ¢ € Py (q) tal que
D2 <7r1 (Xg, q~2'>> = D1, (m <X1, q~1>>. Logo pelo Teorema 3.40 existem homomorfismos
¢ de py para p; e ¥ de py para p;, com ¢ (Gi) = ¢ e ¥ (&) = Gi. Note que 1 o  é uma
transformacdo de recobrimento de p;, pois 1) o p € continua e p; oY o = Py 0 = py.

Note que (¢ 0 ¢)(q1) = ¥(p(q1)) = ¢ (q~2/) = ¢, ou seja, ¥ o ¢ tem um ponto fixo, portanto
Yo = Idy, . De forma andloga, ¢ o ¢ € uma transformagio de recobrimento de p; que fixa o
ponto ¢ , logo p o ¢p = Id %, Portanto ¢ € um homeomorfismo e assim € um isomorfismo de

recobrimento. o

3.5 O ESPACO DE RECOBRIMENTO UNIVERSAL

Proposicao 3.42 (Propriedades de Recobrimento simplesmente conexo).

1. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento com X simplesmente conexo. Se
p1 2 X1 — X é um recobrimento qualquer, entdo existe uma aplicacdo de recobrimento

p: X — X, tal que o diagrama abaixo comuta:
X
Lm
- Q

Figura 3.17

2. Além disso, se X, é também um espaco de recobrimento simplesmente conexo de X,

entdo X e X1 sdo isomorfos.

Demonstragdo. 1. Como X é simplesmente conexo segue que 7 (X’ : (’j) = {[c4]} paratodo G €
X. Dado § € X, considere ¢ = p(§) € X e tome ¢, € p,~'(q), dessa forma py(¢) = ¢ = p(§).
Note que p. <7r1 ()NQ Q)) = p.({[cs]}) = {[c,]} e assim p, <7r1 <)~(, cj)) estd
contido em p; <7r1 (X 1, q]) ), logo, pelo Teorema 3.40, existe um homomorfismo de recobri-
mento p : X — X, tal que p(§) = ¢i. Além disso, segue da defini¢io 3.37 que p = p; o p.

Portanto o diagrama comuta.
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2. Dado § € X, considere ¢ = p(§) e §i € py'(q), temos que 7 <X,(j> = {[c5]} e
m <X1,q~1> = {[cs ]} Pelo item 1 seque que p, <7r1 (X,q)) C Py <7T1 (Xl,q])) e de forma

anéloga9 D <7T1 (th~1>> < D« <7T1 (X7g>>a aSSim D« (ﬂ-l <X7d>> = D« (ﬂ-l (X17dl>>-
Uma vez que p, <7T1 (X , q)) € Ps <7r1 (Xl, q])) sdo conjugados, segue pelo Teorema 3.41

que X e X sdo isomorfos. D

Observe que um espago de recobrimento simplesmente conexo recobre todo

espaco de recobrimento de X.

Definiciio 3.43. Se p : X — X é uma aplicacdo de recobrimento com X simplesmente conexo,
entdo dizemos que p é um recobrimento universal e X ¢é chamado Espaco de recobrimento

universal de X.

Note que, pelo item 2 da proposicdo 3.42, todos os espacos de recobrimento

universal de X sdo isomorfos.

Definicao 3.44. Um espaco X é localmente simplesmente conexo se ele possuir uma base de

conjuntos abertos simplesmente conexo.

Teorema 3.45 (Existéncia do Recobrimento Universal). Todo espaco topologico conexo e lo-
calmente simplesmente conexo (em particular, toda variedade conexa) tem um espago de reco-

brimento universal.

Demonstracdo. Seja X um espago topologico conexo e localmente simplesmente conexo, logo
X possui uma base de conjuntos abertos simplesmente conexos, em particular possui uma base
de conjuntos abertos conexos por caminhos (Defini¢do 2.14) e assim, pelo Lema 1.6 temos que
X € localmente conexo por caminho, dessa forma X € conexo por caminhos (Proposi¢ao 1.10).

Tome ¢ e defina X = U A4, em que A, = {[f]; f é um caminho de ¢, para ¢}, considere a
qeX

aplicacdo p : X — X definida por p([f]) = f(1).

Note que p estd bem definida pois dado [f] € A, e fi, f2 € [f] temos que
p([fi]) = f1(1) = ¢ = f2(1) = p([f2]), pois fi1, fo sdo homotdpicos por caminho. Vamos
mostrar que Xéo espago de recobrimento universal de X.

Afirmacdo 1: X é um espaco topoldgico.
Para definir uma topologia em X vamos construir uma base para X .
Para cada [f] € X e qualquer conjunto aberto simplesmente conexo U < X

contendo f(1), defina o conjunto [f - U] = X como segue:

[f-U]:={[f - a];a é um caminho em U comegando em f(1)}.

Seja (3 a colegdo de todos os conjuntos [ f - U]. Mostremos que /3 é uma base
de X.
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i) Como X é localmente simplesmente conexo, dado [f] € X , existe um conjunto aberto e
simplesmente conexo U < X tal que f(1) € U, logo [f] = [f - cry] € [f - U].

ii) Tome [h] € X com [h] € [f - U] n [g- V], dessa forma [h] € [f - U] e [h] € [¢- V] e assim
existe um caminho a em U e um caminho b em V tais que f - a ~, h ~, g - b. Tome W uma
vizinhanga simplesmente conexa de h(1) contida em U n V. Observe que W existe do fato de
X possuir uma base de conjuntos abertos simplesmente conexos. Seja [h - ¢| € [h - W], entdo
[h-c] =[(f-a) -c]e[f-U]. Deformaandloga|[h-c|] =[(g-b)-c] € [g-V]. Portanto, [h- W]
¢ um elemento bdsico contidoem [f - U] n [g- V] e [h] € [h- W].

Figura 3.18

Portanto 3 é uma base de X e assim X é um espaco topoldgico gerado pela
base (.
Afirmacéo 2: X é conexo por caminhos.

Figura 3.19
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Tome [f] € X. Vamos mostrar que existe um caminho em X de ¢ para [f],
onde gy = [¢g]-

Defina f; : I — X dada por f;(s) = f(t-s) paracada 0 < t < 1, conforme
a Figura 3.19. Note que f; é continua pois é composta de fun¢des continuas, f;(0) = f(¢-0) =
f(0)=qoe fi(1) = f(t-1) = f(t), logo f; é um caminho em X de g, para f(t).

Agora, defina f : I — X dada por f(t) = [f:]. Note que f(0) = [fo] =
[cqo] Goe f(1) = [fi] = [f]. Resta mostrarmos que f é continua e para isso vamos mostrar
que f~'([h - U]) é aberto em [ para todo [h - U] € f3.

De fato, seja [h-U] € 8. Se f*([h-U]) = &, segue que f~'([h-U]) é aberto.
Suponha agora que f~([h-U]) # @ etometye [ ([h-U]) c I,isto é, f(ty) € [h- U], ou
seia, [f] [ U],

Como [f;,] € [h - U], existe um caminho ¢ em U tal que ¢(0) = h(l) e
(1) = f(to) = fi,(1), com fy, = h-c.

Para cada 0 < t < 1, defina a aplicagdo f;; : I — X dada por f;.(s) =
f(to + s(t — to)). Note que f,; é continua e assim é um caminho de f(¢) para f(t), logo
H: fi~, fi, fig-onde H : I x I — X édadapor H(u,v) = (1 —v)fi(w) +v[(fi, - fror)(w)].

Do fato de f ser continua existe um ¢ > 0 tal que f((ty — d,to +0)) < U.
Assim, para cada t € (ty — 6,1y + 0) temos que f,,; é um caminho em U e f(t) = [f,] =
[fio - fiot]l = [(h-¢)- fie] € [h-U]. Logo f((to — 6,tg + 6)) = [h- U], ou seja, t, €
(to — 0,to +6) = f~([h - U]). Portanto f~([h - U]) é aberto.

Afirmacao 3: p € uma aplicac@o de recobrimento.

Seja q; € X e U um aberto simplesmente conexo que contém ¢;. Mostremos
que U € uniformemente recoberto.

Seja [ f] uma classe de caminhos de g para ¢; e considere um caminho a em
U iniciando em ¢; = f(1), logo p([f - a]) = a(1) € U e assim p([f - U]) < U.

Por outro lado, tome x € U. Como U € conexo por caminhos existe um
caminho a em U ligando f(1) a x. Assim, 2 = a(1) = (f - a)(1) = p([f - a]) € p([f - U]).
Dessa forma p([f - U]) = U.

Em particular p ¢ uma aplicacio aberta, pois aplica aberto bésico de X em
aberto basico de X.

Mostraremos agora que p~ ' (U) = U [f- U], onde J = {[f] € X;f(0) =

[fles

goe f(1) =aq}.

A unido € de fato disjunta, pois tomando f, g caminhos de gy em ¢;, tais que
[f-U]ln[g-U] # &, existem caminhos a, b em U iniciando em ¢; e terminando em ¢ tais que
f-a~, g-b. Uma vez que U é simplesmente conexo, segue pelo Lema 2.16 que a ~,, b e assim
g-b=~,g-a Dessaforma f-a~,¢g-b~,g-alogof~,(f-a)-a'~,(g-a) at~g.
Portanto [f - U] = [¢g - U].

Uma vez que p([f - U]) < U, segue que, [f - U] < p~}(U), dessa forma,
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U [f-U] < p~}(U). Além disso, dado [g] € p~*(U), temos que g(1) = p([g]) € U. Como U
[fles
é conexo por caminhos existe um caminho b de g(1) paraq; e [g] = [(g-b)-b7'] € [(9-b)- U] =

U [f- Ul logop™(U) = U [f-Ul.
[fles [f1e]
Note que p € uma aplicacdo continua pois para cada elemento basico sim-

plesmente conexo U de X temos que p~'(U) é aberto em X. Além disso p é sobrejetiva pois
dado ¢ € X, uma vez que X é conexo por caminhos existe um caminho g de ¢, para ¢, assim
p(lg]) = 9(1) = q.

Mostremos agora que p|(r.u] : [f - U] — U é homeomorfismo para cada
conjunto [f - U].

Como U = p([f - ]) entdo p|s.u) ¢ [f - U] — U € sobrejetora.

Para ver que p|j;.u1 : [f-U] — U é injetora, tome [g], [¢'] € [f- U] e suponha
que p([g]) = p([¢']), ou seja, g(1 ) ¢'(1). Logo pela defini¢ao de [ f - U] segue que g ~,, f-ae
g ~, f - d para certos caminhos a,a’ € U de f(1) para g(1). Como U é simplesmente conexo,
segue pelo Lema 2.16 que a ~,, a’ e portanto [g] = [¢'].

Segue do fato de p ser uma aplicagdo aberta e p|jr.iy : [f - U] — U sera
restri¢do de p a um subconjunto aberto de X que plipuy 2 [f - U] — U é aberta.

Como p|(s.] € uma bijegdo, continua e aberta, segue que p|[;.;] ¢ um home-
omorfismo.

Cada conjunto [ f - U] é aberto por defini¢do, os quais sdo homeomorfos a U
que é conexo por caminhos, logo [ f - U] é conexo por caminhos. Dessa forma X é localmente
conexo por caminhos. Portanto p € uma aplicac@o de recobrimento.

Afirmaciio 4: X é simplesmente conexo.

Seja F': I — X um lago baseado em ¢,. Considere f = p o F, logo F é um
levantamento de f. Considerando f (t) = [fi] como na Afirmacao 2, temos que (p o f )(t) =
p([f:]) = f.(1) = f(t), logo f é um levantamento da f comecando em ¢y. Pela Proposicdo
3.12, temos que ' = f. Como F é um lago segue que [¢4,] = ¢o = FI(1) = f(1) = [f1] = [f].
Dessa forma f ~,, ¢,,. Como F' é um levantamento de f, ¢z, € um levantamento de c,,, f =~ ¢4,

e F'(0) = ¢4 (0) entdo, pela Proposi¢do 3.15, F' ~, ¢z, como querfamos. D
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4 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

4.1 VARIEDADE TOPOLOGICA E CARTAS COORDENADAS

Nesta se¢ao serd apresentado o conceito de variedade topoldgica. Definiremos
os conceitos basicos (que serdo de suma importancia no decorrer do trabalho) tais como cartas

coordenadas, aplicagdo coordenada e bola coordenada. A referéncia principal utilizada foi [3].

Definicao 4.1. Seja M um espaco topoldogico, dizemos que M é uma variedade topologica de

dimensdo n ou n-variedade topologica se satisfizer as seguintes propriedades:

1. M é um espago de Hausdorff.
2. Existe uma base enumerdvel para a topologia de M.

3. M é localmente Euclidiano de dimensdo n, ou seja, dado p € M, existem uma vizinhan¢a

U c M, um aberto V< R" e um homeomorfismo ¢ : U — V.

Observacoes 4.2. 1. Usualmente escrevemos dim M = n (ou simplesmente M") para dizer

que M é uma variedade topolégica de dimensdo n.

Lema 4.3. Seja M um espaco topologico. Se M é um espaco de Hausdorff, possui base enu-
merdvel e para cada p € M existir uma vizinhanca U que é homeomorfa a uma bola aberta do

R™ ou ao proprio R", entdo M ¢é uma variedade topologica.

Demonstragdo. Se Uy = R", entdo ndo hé nada a fazer. Caso contrario como M satisfaz a
condicdo 3 da Defini¢do 4.1, existem abertos U de M e Uy de R", com p € U, e existe um
homeomorfismo ¢ : U — U.

Seja z = ¢(p) € Uy = R™ e considere uma bola B(z, €) = Uj. Uma vez que
¢ é um homeomorfismo, entdo a aplica¢do p|y : V' — B(z,€) é um homeomorfismo, em que
V = ¢ }(B),onde B = B(X,e).

A reciproca € imediata. D

Vejamos agora alguns exemplos de variedades topoldgicas.

Exemplo 4.4. O espaco R".
Note que R™ é Hausdorff pois é espaco métrico, o conjunto de todas as bolas
abertas com centro racional e raio racional formam uma base enumerdvel e este é globalmente

euclidiano, e em particular localmente euclidiano.

Exemplo 4.5. Grdfico de fungcoes continuas.

Sejam U < R"™ um subconjunto aberto e f : U — R* uma fungdo continua.
O grdfico de f é o subconjunto de R™ x R* definido por T'(f) = {(x,y) € R" x RF; x €
Uey = f(x)} coma topologia do subespaco.
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Considere ™ : R" x R¥ — R"™ a projecdo no primeiro fator, e a restrigdo
¢ = mlry : U(f) = U dada por ¢(x,y) = x. Note que p é uma aplicag¢do continua, pois é
a restri¢cdo de uma func¢do continua.

Além disso, ¢ é bijetiva. De fato, tome (x1,y1) e (x2,y2) em I'(f), com
(x1,11) # (x2,y2), logo y1 = f(x1) e yo = f(x2). Observe que x1 # xa, pois caso contrdrio
y1 = f(x1) = f(22) = Yo, 0 que é um absurdo. Segue que p(x1,y1) = x1 # T2 = p(T2,42) €
assim @ é injetiva.

Agora, tome © € U, logo (x, f(x)) € T'(f) e dessa forma, ¢(x, f(x)) = .
Portanto, ¢ é bijetiva.

A aplicagdo oy : U — T(f) dada por (z) = (x, f(x)) é continua pois
suas funcdes coordenadas sdo continuas. Além disso, p(¢(x)) = p(z, f(x)) = z = Iy(x)
e W, f(x)) = $(x) = (2, (z)) = Inp (e, f(2)). Logo, & = ¢~ ¢ portanto p ¢ um
homeomorfismo.

A primeira e a segunda condicdo para variedade topologica seguem do fato
de R™ e R* serem Hausdorff e terem base enumerdvel e do fato de T'(f) ser subespaco de
R"™ x RF.

Vamos agora definir o conceito de carta local.

A

Figura 4.1

Definicao 4.6. Seja M" uma variedade topologica. Uma carta coordenada (ou simplesmente
carta) em M é um par (U, p), onde U é um subconjunto aberto de M e ¢ : U — é um

homeomorfismo de U para um subconjunto aberto = @(U) < R™. Além disso:

1. O conjunto U é chamado dominio coordenado, ou vizinhanca coordenada de cada um

de seus pontos.

2. A aplicacdo ¢ é chamada aplicagdo coordenada, e as fungées componentes (z', ... ™)

de o, definidas por p(p) = (2'(p),...,2"(p)) sdo chamadas coordenadas locais em U.

3. Dada uma carta (U, p), se p(U) é uma bola aberta em R", entdo U é chamado bola

coordenada.

Observacoes 4.7. 1. Pela terceira condigcdo de variedade topoldgica, cada ponto p € M

estd contido em alguma carta coordenada (U, p).
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2. se o(p) = 0, dizemos que a carta é centrada em p.

3. dada uma carta (U, @) cujo dominio contém p, podemos obter uma nova carta centrada

em p subtraindo o vetor constante o(p).

Exemplo 4.8. Todo subconjunto aberto de M" é uma n-variedade topolégica com a topologia
induzida.

De fato, seja A um subconjunto aberto de M. Temos que,
1. A é Hausdorff pois M é Hausdorff;

2. A é localmente euclidiano. De fato, como M é localmente euclidiano, dadop e A < M,
existe uma carta (U, @), com U uma vizinhangca de p em M. Logo, W = U n A é uma
vizinhanga de p em A e ply - W — (W) é um homeomorfismo de W em (W), logo

(W, olw) € uma carta local em A, com p € W. Portanto, A é localmente euclidiano.

3. A possui uma base enumerdvel: Seja 3 uma base enumerdvel de M e considere o con-

junto C = {B n A; B e f}. Logo C é uma base enumerdvel de A

Exemplo 4.9. Esfera S™ = {(xl, o, ah) e R nil(xif = 1}.

Para cada inteiron > 0, a n—esfercziulnitdria é Hausdorff e possui base enu-
merdvel considerando S™ com a topologia induzida em R"*'. Mostremos que S" é localmente
euclidiana.

Para cadai = 1,...,n + 1defina os subconjuntos abertos de S™:
Ut ={(a,....2"" eSS 2 >0} e U ={(z',...,2")eS" 2" <0}

E claro que U e U sdo abertos em S", jd que sdo a intersecdo dos abertos em R
Af = {(z',.. . 2" e R o' > 0} e A7 = {(2!,...,2"™") € R"™Y 2 < 0} com
n+1
S", respectivamente, e além disso, S* = | | (U;r U U[).
i=1

=1

Seja B" = R" a bola aberta B" = {(yl, Lyt e R Y (2h)? < 1} e con-

sidere as aplicagoes gozi : Uf — B" definidas por:

1 i—1

Y = (gt e

r

onde x' significa que omitimos essa coordenada. Note que essa aplicacdo estd bem definida

pois para cada v = (x',... 2"*') € U temos que x* # 0 e assim, @7 (v) € B™

Cada uma dessas aplicagdes ;- é uma bijecdo continua. De fato,

e injetividade: Dados x = (z',... 2",y = (y',...,y"") € UF, tal que o (x) =

i+1

= (y', ...,y Lyt Ly ) e como

0 (y), segue que (z*,... 71 2 o
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ntl ntl A , , ,
SN2 =1 = > (y)?% temos que (x')* = (y)% mas x' e y' tem a mesma paridade,
=1 i=1

jd que v,y € U oux,y € U7 . Assim, v/ = y’, para cada j = 1,...,n + 1. Portanto,
T =1y.
e sobrejetividade: Dado (z',...,z") € B", segue que 0 < > (27)? = a < 1 e as-
j=1

n
sim podemos tomar ¥’ = ++/1 — a o qual satisfaz > (27)* + (2/)* = 1. Logo, * =
j=1
(', 22 2t a) e US, com oF (v) = (2!,...,2").
e continuidade: a continuidade das aplicacées i decorrem do fato de que cada j-ésima

coordenada de gozi é precisamente a proje¢do na j-ésima coordenada para j < i e a

projecdo na (j + 1)-ésima coordenada para j > i, as quais sdo continuas.

Observe que a aplicagdo inversa de ¢ é dada por (¢F)~' : B" — UZ, onde

(o) M2t .. am) = (2. ..

o

. Uma vez que cada

coordenada de (p é uma fungdo continua, segue que (3 )~' é uma fungdo continua,

e portanto gpf é um homeomorfismo, paracadai =1,...,n+ 1.
Temos que {(U, ¢F); i = 1,...,n + 1} é um conjunto de 2(n + 1) cartas n-dimensionais em
n+1

S", com S™ = | J (U;* v U;). Portanto, S™ é uma variedade topoldgica.
i=1

4.2 PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DAS VARIEDADES

Estd secdo apresentara alguns resultados topolégicos herdados pelas varieda-

des topoldgicas.

Lema 4.10. Toda variedade topolégica tem uma base enumerdvel constituida de bolas coorde-

nadas pré-compactas.

Demonstracdo. Seja M uma n-variedade topoldgica. Dividiremos a demonstracdo em dois
casos:
Caso 1: M € coberta por uma tnica carta, nesse caso, existe um homeomorfismo ¢ : M — U,
com U aberto em R". Considere o conjunto enumerdvel § = {B(z,r) < R"; z € Q",r €
Qedr >r, com B(z,r") < U}.
Afirmacao 1: 3 é base para U.

Tome A um aberto de U e p € A. Como U é um aberto em R"”, entdo A
também é um aberto em R”, logo existem 7’ € Q e z € Q" tal que p € B(xz,r") < A. Seja
re@Q,com |p—z| <r <71 Logo, B(x,r) e Bepe B(x,r) c A. Portanto, 3 é base de U.

Afirmacao 2: Todo B € (3 é pré-compacto.
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De fato, tome B € 3, logo existem racionais 7’ > r, tais que B = B(z,r) <
B(x,r") c U c R", dessa forma B[z, r] = B(z,r)  B(z,r') ¢ R". Como B(z, r) é fechado
e limitado, m ¢ compacto, desta forma, B(x, r) é pré-compacto.

Assim, como ¢ € um homeomorfismo e M é Hausdorff, entao, pelos Lemas
1.3 € 1.14, a colegdo de conjuntos da forma ¢! (B), com B € 3 é uma base enumerdvel para
M formada de bolas pré-compactas.
Caso 2: M nao € coberto por uma tnica carta.

Como M ¢é uma variedade topologica com base enumerdvel, pelo Lema 1.1

existe uma colegdo enumerdvel de cartas (U;, p;), com M = | JU,.

(2
Andlogo ao feito no Caso 1, mostra-se que cada dominio coordenado U; tem
uma uma base enumerdvel [y, de bolas coordenadas pré-compactas. Mostremos que o conjunto

enumerdvel 5 = | J By, € uma base para M, formada por elementos pré-compactos.

i)e fato, seja A um aberto de M e p € A. Logo, existe alguma carta (U;, ;),
com p € U; e assim, (U; n A) é um aberto em U; (e em A) contendo p. Como [y, é uma base
para U;, existe B € fy, < f,compe B < U; n A < A. Logo, 3 € uma base para M.

Por fim, se V' < U, é uma dessas bolas, considerando VUZ. o fecho de V em
U; e Vi o fecho de V em M temos que, V7, é compacto em U; e consequentemente em M.
Mas M é Hausdorff, logo Vy;, é fechado em M e assim, V; < Vy,, pois V < V.. Dai,

Vu = Vy,, e portanto, V' é pré-compacto. o

Proposicao 4.11. Seja M uma variedade topologica, entdo:
1. M é localmente conexo por caminhos;
2. M é conexo se, e somente se, é conexo por caminhos;

3. As componentes conexas de M sdo as mesmas que suas componentes conexas por cami-

nhos;

4. M tem uma quantidade enumerdvel de componentes conexas, cada uma das quais é um

subconjunto aberto de M. Em particular sdo variedades topologicas conexas.

Demonstragdo.

1. No Lema 4.10 vimos que M possui uma base enumerdvel de bolas co-
ordenadas pré-compactas. Observe que cada uma dessas bolas é conexa por caminhos, pois é
homeomorfa a uma bola de R™ a qual € conexa por caminhos. Logo, M possui uma cober-
tura aberta formada por abertos conexos por caminhos e segue que M € localmente conexo por
caminhos.

Os itens 2 e 3 decorrem da Proposicéo 1.10.

4. Pela Proposi¢ao 1.10, temos que cada componente de M é aberto em M,

dessa forma a colecdo de componentes € uma cobertura aberta de M, e além disso M possui
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uma base enumerével de bolas coordenadas pré-compactas, as quais sao conexas por caminhos,
logo conexas. Como cada bola coordenada esti em uma e apenas uma componente conexa,

entdo M possui uma quantidade enumerdvel de componentes. =

4.2.1 Compacidade Local e Paracompacidade

Proposicao 4.12. Toda variedade topologica M é localmente compacta.

Demonstracdo. Segue diretamente do Lema 4.10 e da Proposi¢ao 1.16. =

Teorema 4.13. Toda variedade topologica é paracompacta. De fato, dado uma variedade
topologica M, uma cobertura aberta x de M e qualquer base 3 para a topologia de M, existe

um refinamento aberto, enumerdvel e localmente finito de x consistindo de elementos de 5.

0
j=1

(conforme a defini¢ao 1.20) de M por conjuntos compactos, cuja a existéncia é garantida pela

Demonstragdo. Dados M, x,  como na hipétese do Teorema, seja (/;)72; uma exaustio
Proposicao 1.21.

Paracadaj > 1,seja V; = K, 1 \intK; e W; = int K5\ K;_1, considerando
K;=dsei<1leVy = K;. Entdo V; (j = 0) € um conjunto compacto contido no subconjunto
aberto ;.

Para cada z € V; (j = 0), existe um X, € x contendo z e assimx € X, n Wj.
Como S € base, existe B, € [ tal que x € B, < X, n W}, logo a cole¢do desses B, com x
variando em V; formam uma cobertura aberta de V; em M, e como V; € compacto, tal cobertura
admite uma subcobertura finita. A unido dessas subcoberturas finitas variando j formam uma
cobertura enumerdvel aberta de M que refina .

Afirmacao: W, n W, = paraj > j+ 2.

De fato, para qualquer ¢ > 2 temos que W 14; = intK; 3.,\K;1; e W, =
int K 0\K;_1 CintK; o © Kjio cintKy; < Kjiy,logo Wi n W, = 5, Vi = 2.

Como a subcobertura finita de V; consiste de conjuntos contidos em W; segue

que esse refinamento € localmente finito. =

Lema 4.14. O grupo fundamental de uma variedade topologica é enumerdvel.

Demonstragdo. Seja M uma variedade topoldgica. Pelo Lema 4.10, existe uma colecio enu-
meravel 5 de bolas coordenadas regulares que cobrem M.

Note que para cada par de bolas coordenadas B, B’ € 3, B n B’ é uma
variedade topoldgica, pois € um aberto em M. Logo pela Proposi¢do 4.11, B n B’ possui
uma quantidade enumeravel de componentes conexas, as quais S0 componentes conexas por
caminhos.

Para cada B n B’ (incluindo quando B = B’), tome um ponto x em cada

uma de suas componentes conexas e considere o conjunto enumerdvel x de todos esses pontos.



67

Dado B € [ e para cada z, 2’ € x tal que x, 2’ € B, considere um caminho hﬁm, em B de x para
@

Do fato de x conter pelo menos um ponto de cada componente de M, para
cada ponto em M podemos escolher um ponto base p € x na mesma componente conexa em
M. Defina um laco especial como sendo um lago baseado em p dado pelo produto finito de
caminhos da forma hZ .

Note que o conjunto dos lagos especiais € enumerdvel e a classe de homotopia
de caminhos de cada um deles é um elemento de 7 ()M, p), assim para mostrar que 71 (M, p) é
enumerdvel é suficiente mostrar que cada elemento de 71 (M, p) é homotdpico por caminhos a
um lago especial.

Seja f : [0,1] — M um lago baseado em p. Como /3 cobre M segue que
{f71(B)} g € uma cobertura aberta de [0, 1] e como [0, 1] é compacto, pelo Lema 1.26, existe

d > 0 tal que para cada subconjunto A < [0, 1], se d(A) < d entdo, A < f~1(B), para algum

1

%
1—1 3 1 : 1
d([52,£]) = £ < 6, dessa forma considerando ag = 0,a; = 1, ,a; =

temos que [a;_1,a;] = f~(B), para algum B € 3.

B € . Escolhendo k suficientemente grande de forma que + < J, para cadai € {1,--- ,k},

k
.,akZ—Zl,

K2
kK’ k

Para cada 7, seja f; a reparametrizagdo de f|[4,_, 4,1, de forma que seu dominio
seja o intervalo [0, 1] e B; € 8 uma bola coordenada contendo a imagem de f;, dessa forma para
cada 0 <i < k, f(a;) € B; N Bj1.

Seja z; € y um ponto na mesma componente conexa de f(a;) em B; N B;
e g; um caminho em B; N By, de x; para f(a;).

Considerando que zo = f(ag) = f(ax) = xx = p € go, gr S0 0s caminhos
constante baseados em p, uma vez que B; é simplesmente conexo, pelo Lema 2.16, g, * - g; é
homotopico por caminhos ao caminho constante, onde g, 1'¢ 0 caminho inverso de ¢;, temos

que:

-1 -1 -1 3 r
f:pfl’-“’fk 2p90'f1‘91 g1 fa 95 Gk Jh Gk 2pf1'f2'~~'fk,
onde f; = gi—1- fi- 9"
Para cada i, f; ¢ um caminho em B; de x;_; para x;, e como B; é simplesmente
conexo, f; ~, hfj_l,xi. Portanto f ¢ homotdpico por caminhos 4 um lago especial.

Como para todo = € M, existe um p € x tal que 7 (z, M) é isomorfo a

m1(p, M) ( Coroldrio 2.13), segue que todo grupo fundamental é enumerével. D

4.3 ESTRUTURAS DIFERENCIAVEIS

Definicao 4.15. Seja M uma variedade topologica e (U, ), (V, 1) cartas de M de forma que
U nV # &,a aplicacdo composicdo o o= : o(U n V) — (U n' V) é chamada aplicacéo

transigdo de p para 1.
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R™

Figura 4.2

Defini¢do 4.16. Dizemos que duas cartas (U, ), (V, 1) sd@o compativeis se U NV = & ou se
a aplicagdo transicdo 1 o o= . p(U "' V) — (U n V) é um difeomorfismo de classe C*®.

Observacoes 4.17. 1. No decorrer desse trabalho sempre que nos referirmos a aplicacdo

transicdo estaremos considerando diferenciabilidade de classe C*.

2. Note que p(U n' V) e (U n V) sdo subconjuntos abertos do R" logo diferenciabili-
dade dessa aplicacdo é interpretada da forma que jd conhecemos de cdlculo, ou seja, ter

derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Definicao 4.18. Um atlas para M é uma colecdo de cartas cujos dominios cobrem M e sdo duas
a duas compativeis. Um atlas A em M é maximal se ndo estiver contido em qualquer atlas
maior.

Seja M uma variedade topologica, uma estrutura diferencidvel em M é um
atlas maximal. Além disso, qualquer carta (U, ) contida no atlas maximal A é chamada carta

diferencidvel.

Definicao 4.19. Uma variedade diferencidvel é um par (M, A), onde M é uma variedade

topologica e A é uma estrutura diferencidvel em M.

Lema 4.20. Toda variedade diferencidvel possui uma base enumerdvel constituida de bolas

coordenadas pré-compactas.
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Demonstragdo. Segue de forma andloga a demonstracdo do Lema 4.10, observando que res-
tricdes de cartas coordenadas a subconjuntos abertos dos dominios coordenados sdo também
cartas coordenadas. =

Proposicao 4.21. Seja M uma variedade topologica.

1. Todo atlas A em M estd contido em um tnico atlas maximal, chamado de estrutura

diferencidvel determinada por A

2. Dois atlas em M determinam a mesma estrutura diferencidvel se, e somente se, sua unido

é um atlas.

Demonstracdo. 1. Seja A um atlas para M. Mostremos que existe um unico atlas maximal
contendo A.

Existéncia: Considere o conjunto A de todas as cartas que sio compativeis com cada carta em
A. Note que A = A, dessa forma A cobre M. Sejam (U, ) e (V,) duas cartas de A com
U NV # ¢, mostremos que a aplicagdo 1) o o' : o(U n' V) — (U n V) é diferencidvel.

Tome z = ¢(p) € p(U n V) qualquer, como o dominio das cartas em A
cobre M, entdo existe alguma carta (W, 6) € A tal que p € W. Uma vez que toda carta em
A é compativel com a carta (W, ) ambas as aplicacdes § o ¢~ e 1) o ¢! sdo diferencidveis.
Comop e (UnV n W) segue que ¢ o o=t = (o0 1) o (0 op!)é diferencidvel em ,
pois é composicdo de aplicagdes diferencidveis. Portanto ¢ o o~ ! é diferencidvel em cada ponto
©(p) € (U N V) e dessa forma A é um atlas para M.

Além disso, qualquer carta que é compativel com toda carta de A é em parti-
cular compativel com toda carta de A, logo ela ja é uma carta em A e portanto A é maximal.
Unicidade: Suponha que B é um outro atlas maximal contendo .4, logo cada uma de suas cartas
é compativel com cada carta de 4, assim B < A, mas como B é maximal segue que B = A.

2. =) Sejam A e B atlas em M. Suponha que ambos determinam a mesma
estrutura diferenciavel, logo A = C e B = C, onde C € o atlas maximal. Mostremos que A U BB
é um atlas. E claro que A U B cobre M pois o dominio das cartas de .A e B cobrem M, agora
tome (U, ) e (V, ) cartas de A U B.

Caso1: U nV = ¢F,logo (U, ) e (V, 1) sdo compativeis por defini¢ao.

Caso2: UnV # e (U,p),(V,) € A, como A é um atlas temos que
(U, ) e (V,1) sdo compativeis.

Caso3: UnV # e (U), (V,¢) € B, como B é um atlas temos que
(U, p) e (V1)) sdo compativeis.

Casod: UnV =, (U,p) e Ae (V,9) € B. Note que (U, ) é compativel
com as cartas de C e como B < C temos que (U, ¢) é compativel com as cartas de B, assim
(U, @) e (V, 1) sdo compativeis.

Portanto A U B é um atlas.
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<) Sejam A e B atlas e suponha que .4 U B é um atlas, mostremos que A e
B determinam a mesma estrutura diferencidvel. Seja C o atlas maximal que contém A U B.

Por um lado A < (A u B), logo A < C. Por outro lado, B < (A u B),
logo B < C. Pela unicidade do atlas maximal, temos que .A e 3 determinam a mesma estrutura

diferenciavel. o

Definicao 4.22. Um conjunto B — M ¢é uma bola coordenada regular se existir uma bola
coordenada B' > B e uma aplicagdo coordenada ¢ : B' — B(0,1") = R", tal que para algum

niimero real positivor < 1’, o(B) = B(0,r),¢ (B) = B(0,r) e ¢ (B') = B(0,r").
Lema 4.23. Toda bola coordenada regular é pré compacta em M.

Demonstragdo. Tome B = M uma bola coordenada regular, B > B, ¢ : B’ — B(0,7")
de forma que para algum ndimero real positivo r < 1/, ¢(B) = B(0,r),¢ (B) = B(0,7) e
¢(B') = B(0,"), logo ¢|z : B — ¢ (B) = B(0,7) é um homeomorfismo. Uma vez que
W é compacto temos que 5B é compacto, portanto B é uma bola coordenada regular pré

compacta. a

Proposicao 4.24. Toda variedade diferencidvel tem uma base enumerdvel de bolas coordena-

das regulares.

Demonstracdo. Seja M uma variedade diferencidvel. Pelo Lema 4.20, M possui uma base
enumerdvel 5 = {B;};c; de bolas coordenadas pré-compactas, assim para cada i € J existe um
homeomorfismo ¢; : B; — B(x;,r;) < R™. Dado i € J, considere os conjuntos enumeraveis
Cy = {B(zs,r);r <riereQle o HC;) = {0 '(B(zy,7));r <riereQ)}.

Afirmacio 1: C = ] ¢; '(C;) é uma base enumerdvel de M.

C(;;]l efeito, tome U abertode M e x € U. Como (3 é base de M, existe B; €
de forma que x € B; < U, assim @;(x) € ¢;(B;) = B(x;,1;), segue que |p;(z) — x;| = p < 1y,
tomando 7 € Q com p < 7 < 7; temos que p;(z) € B(z;, 1), ou seja, x € ¢; (B(x;,7)) <
B; < U com ;' (B(x,7)) € ;' (C;) = C. Portanto C' é uma base de M.

Mostremos agora que cada elemento basico de C' é uma bola coordenada
regular.

De fato, fixado i € J, tome ¢; '(B(x;,7)) com 7 < ;. Considere o difeomor-
fismo v; : B(x;, ;) — B(0,7;) dado por ¢;(x) = = — x;. Seja @; := ;0 p; : B; — B(0,1;).
Note que ¢; € um homeomorfismo, pois é composi¢do de homeomorfismos.

Temos que:

i (27 1(B(0,71))) = (Wi 05) (&7 (B(0,7))) =i (i (&7 (B(0,7)))) = vi(B(0,7)) =

B(0,r).
Afirmaciio 2: &, <¢;1(B(o,r))> — B0, ).
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De fato, como B(0,7) < B(0,7) = B(0,r;), segue que ¢; ' (B(0,7)) <
it (B(O, r)) c @ H(B(0,7;)) = B;. Além disso, B(0,r) é compacto, logo 3; * (B(0,7))

é compacto, e portanto fechado. Assim, ;' (B(0,7)) < ¢; ! <B(O, r))

Por outro lado, pela Proposi¢do 1.12, 3; <B(O, r)) < @+ (B(0,r)). Por-
tanto, 3,71 (B(0,1)) = & (BO, ), eassim, & (3 (B0, 1)) = & (&7 (BO.1))

= B(0,7).

Por fim, dados @; = 1; 0 p; € ¢; = 1; 0 p; temos que @; © @;1 = (¢Y;0p;)o0
(hjop;) ™" = hiopiop; oy !, como piop; ! e Y;o1; ! sio difeomorfismos segue que B; 0@
é difeomorfismo. Dado uma carta 6, temos que @; 0 0! = (¢; 0 ;) 0 071 = 1), 0 (p; 0 071,
note que ; o §~1 é difeomorfismo, dessa forma @; o §~! é difeomorfismo.

Portanto ¢; é de fato uma carta para a variedade M, logo ¢; '(B(0,7)) =

o7 (U7 1(B(0,7))) = ¢; ' (B(x;,7)) = B; é uma bola coordenada regular. a

Apresentaremos agora alguns exemplos de variedades diferencidveis.

Exemplo 4.25 (Variedade 0-dimensional). Uma variedade topolégica M 0-dimensional é um
espago discreto enumerdvel, pois para cada p € M a unica vizinhanca possivel de p que é
homeomorfa a um subconjunto aberto (ndo vazio) de R é o préprio p e a carta coordenada é

dada por ¢ : {p} — R com p(p) = 0. Note que cada carta é trivialmente compativel.

Exemplo 4.26 (Espaco Euclidiano). Seja M = R", onde n > 1 e considere Idgn : R" — R™
Como Idgn o Idgr = Idgn é C* temos que A = {(R", Idgn)} é um atlas e portanto existe
um tinico atlas maximal A contendo Idg-, tal que R™ com o atlas maximal A é uma variedade
diferencidvel. Chamamos essa estrutura de estrutura usual do R™.

Com respeito a essa estrutura diferencidvel, as cartas coordenadas sdo exa-

tamente as cartas (U, p) em que @ é um difeomorfismo do aberto U para outro aberto U c R

Exemplo 4.27 (Outra estrutura diferencidvel em R). Considere o homeomorfismo 1 : R — R

dado por {)(x) = x. Note que ) oy~ = Idg onde v~ (x) = Yz, logo Y o™ é C° e

assim A = {(R, )} é um atlas em R, dessa forma existe um atlas maximal A tal que A = A e
R, A) é uma variedade diferencidvel.

A estrutura diferencidvel dada no exemplo 4.26 com n = 1 ¢ diferente da

estrutura diferencidvel que contém a carta (R, 1)), pois se elas fossem iguais 1) e Idg teriam

que ser compativeis, mas Idgr o~ = =1 e )~ ndo é diferencidvel em 0. Portanto, as cartas

ndo sdo compativeis e assim as estruturas sdo distintas.

Exemplo 4.28. (Subvariedade Aberta) Seja U um subconjunto aberto de (M, A). Note que
pelo Exemplo 4.8, U é uma n-variedade topologica.

Considere o conjunto Ay = {(V,p) € A;V < U}. Mostremos que Ay é um
atlas de U.
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Tome p € U, como U < M e (M, A) é variedade diferencidvel, entdo existe
uma carta (W, ) de forma que p € W. Tome V- = W n U, logo (V,¢|y) € Ay comp eV,
pois € a restri¢do de uma carta por um subconjunto aberto de W. Além disso, as cartas em Ay
sdo duas a duas compativeis pois em particular sdo cartas em A.

Portanto, Ay é um atlas.

Logo, existe um tnico atlas maximal A tal que Ay < Ae <U, fl) é uma
variedade diferencidvel de dimensdo n.

Dotado com essa estrutura chamamos qualquer subconjunto aberto de sub-
variedade aberta de M.

Exemplo 4.29 (Grafico de func¢ao diferencidvel). Para um subconjunto A < R™ e uma funcdo
[ A — R™ definimos o grdfico de [ por U'(f) := {(x, f(x)); x € A}.

Se U é um subconjunto aberto do R" e f : U — R™ é C*, sabemos pelo
o exemplo 4.5 que o grdfico de [ é uma n-variedade topolégica. Note que U(f) é coberto
pela carta (U(f), ) onde ¢ : T'(f) — U é definido por o((x, f(x))) = x. Dessa forma,
A = (T(f), ) é um atlas do grdfico de f. Logo existe um atlas maximal A de forma A < A.

Portanto, (F( 1), A) é uma variedade diferencidvel.

Lema 4.30. Seja M um conjunto e {U,} uma cole¢cdo de subconjuntos de M junto com aplica-

coes ¢, : U, — R", satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Para cada o, ¢, € uma bijecdo entre U, e o subconjunto aberto v, (U,) < R".
2. Para cara o e B3, os conjuntos o, (U, N Ug) € (U, N Ug) sdo abertos em R".

3. Sempre que U, n Us # &, a aplicagdo @p o o' : 00Uy 0 Up) — @p(U, n Up) é

diferencidvel.
4. M é coberto por uma quantidade enumerdvel de conjuntos U,,.

5. Sempre que p e q sdo pontos distintos em M, ou existe algum U, contendo ambos, ou

existem conjuntos disjuntos U, e Ug com p € U, e q € Us.

Nessas condicoes M possui uma uinica estrutura de variedade diferencidvel de forma que cada

(Uq, po) € uma carta diferencidvel nessa estrutura.

Demonstragdo. Considere o conjunto A = {p_'(V); V é um subconjunto aberto de R"}. Note
que para cada o, U, € A, pois p,(U,) é um aberto em R" e U, = ¢, (00 (Ua)).

Dado p € M, uma vez que {U,} é uma cobertura de M, existe [ tal que
pe Uz < A. Alémdisso, se p € o, (V) n ngl(W) < Uy n Ug, com V e W abertos do R”, a
aplicacio ¢s 0 o1 o (Uy N Us) € R™ — ¢5(U, N Ug) = R™ € diferencidvel, em particular
é continua, dessa forma (¢4 o ;1) " (W) é um subconjunto aberto de ¢, (U, n Us) o qual é

aberto em R". Logo (g o gogl)_l (W) € aberto em R", dessa forma V' n (g o gp;l)_l (W) é
aberto em R", e consequentemente ¢! (V N (pgo o)™ (W)) € A.
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Além disso, temos a seguinte afirmagao:
Afirmacdo 1: ' (V) n o' (W) = ¢! (V N (pgowat)” (W)>-
De fato, temos que,

(V) g (W) < @alz) e Vepg(e) e W

)eVeps((vy'opa) (@) eW
z)eVe (psowy') ((¢a) (x) e W

)€V epa(r) e (pgopst) (W)

eV (pgops!)” (W)

Portanto, p_ (V) n wgl(W) € A e assim, A é uma base para M.
Afirmacao 2: Para cada « a aplicac@o ¢, : Uy, — ¢4 (U, ) é um homeomorfismo.

Observe que ¢, € uma bijecdo e € continua, mostrando que ¢, € uma aplica-
cdo aberta, temos o desejado.

Dados a e 5 e um elemento bdasico @EI(V), com V' um aberto em R". Se
05 (V) © U, entdo (pao@yz') (V) = (pso 1)1 (V) é um aberto em ¢, (U, n Us) ©
Pa(Ua), mas o (Uy N Ug) é aberto em R, logo € aberto em ¢, (U, ). Portanto ¢, (¢5' (V) é
aberto em ¢, (U,).

Tome B um subconjunto aberto de U,, em particular B € aberto em M, e
assim B é uma unido de intercessdes finitas de abertos basicos. Uma vez que intercessdes de

elementos basicos ¢ um elemento bdsico (visto acima), segue que B = | J gogl(\/ﬁ), onde Vjp €
B

um aberto em R"”, dessa forma para cada (3, gpgl(VB) c BcU,.

Como cpgl(Vﬂ) c U,, para todo (3, e p, € uma bijecdo, segue que ¢, (B) =

Do (U goﬁl(Vg)) = (gpa o gogl) (V3) é aberto em ¢, (U, ), pois cada ¢, (gp;l(VB)) ¢ aberto
B B

em ¢, (Uy).

Portanto, ¢, : U, — ¢, (U,) é uma aplicagdo aberta.

Agora, dado um ponto p € M, como {U,} é uma cobertura de M, segue que
p € Uy para algum U, < {U,}. Pela afirmacdo acima, ¢, : Uy — ¢o(Uy) < R™ é um
homeomorfismo, portanto M/ é localmente Euclidiano.

Para verificarmos que M € Hausdorff, tome p e ¢ pontos distintos de M.
Como {U,} € uma cobertura de M existem U, e Ug, de formaque pe U, e q € Us.

Se U, N Ug = & esta verificado. Suponha que U, n Ug # J, em particular
peq € U, Uma vez que ¢, € injetora, temos que ¢,(p) # ¢a(q) € como R™ é Hausdorff
existem abertos V e W € R" tais que p,(p) € V, po(q) € WeV n W = . Como ¢,
é continua, segue que ¢, (V) e ¢, ' (W) sdo abertos em M, além disso ¢, € bije¢do, assim
o (V) H(W) = &. Portanto M é Hausdorff.

Por hipétese, M € coberto por uma quantidade enumerével de conjuntos U,
assim pelo Lema 1.2, M é segundo enumerdvel. Logo M € uma variedade topoldgica.

Segue de 3 que a colegdo {(U,, p,)} é um atlas diferencidvel de M. Portanto
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M possui uma tdnica estrutura de variedade diferencidvel tal que cada (U,, ¢,) é uma carta
diferencidvel.

Para mostrar a unicidade da estrutura, seja 7 a topologia em M gerada pela
base A e considere 7’ uma outra topologia em A/ tal que cada (U, ) € uma carta diferencidvel.

Mostremos que 7 = 7’

De fato, tome ¢, ' (W), com W um aberto do R", um aberto basico de 7. Uma
vez que p, : Uy — ¢q(U,) é um homeomorfismo na topologia 7/, segue que ¢, (W) € 7.
Logo, T < 7.

Por outro lado, como {U,} € uma cobertura de M, temos que M = | JU,.

«

Dado B € 7/, segue que B = BnM = Bn (U Ua> =U(BnU,) = (¢3! (pa (BN UL))).

(0% (0% (0%
Como ¢, é um homeomorfismo e B n U, é aberto em M, temos que ¢, (B n U,) é aberto em

R". Logo para ’cada «, ¢, (ps(B n U,)) é um aberto de 7. Dessa forma B € 7, e assim
T T

Portanto 7 = 7. o
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Exemplo 4.31 (Espagos das Matrizes). Considere ¢ : M(m x n,R) — R™ o isomorfismo
canénico. Mostremos que M (m x n,R) munido com a topologia
7= {¢p"Y(U); U é aberto em R™"} é uma variedade diferencidvel de dimensdo mn.

De fato, como ¢ : M (m x n,R) — R™" é um homeomorfismo e R™" é uma
variedade topoldgica, segue que M(m x n,R) é localmente euclidiano, Hausdorff e possui
base enumerdvel. Logo M (m x n,R) é uma variedade topoldgica de dimensdo mn.

Note que A = {(¢~*(U),pod); (U, ) éuma cartaem R™} é um atlas
para M(m x n,R), pois como {U} é uma cobertura aberta de R™ segue que {¢p~*(U)} é
uma cobertura aberta de M (m x n,R). Além disso, dadas as cartas (A, ) e (B, ) tal que
AN B # &, existem cartas (Uy, 1) e (Ua, p2) em R™ de forma que A = ¢~'(U;) e B =
¢~ (Us) com iy = pro¢ ethy = py0¢. Observe que 1 (An B) = ¢y (¢~ (Ur) n ¢~ (Ua) =
0106 (67H({UL N Ua)) = 1 (UrnUs), assimipyo)y! = pro¢o(pr 0 ¢) ™ = progodlopr! =
@ 0 7 ! é diferencidvel para todo x € ©1(U, N Uy) = 11 (A n B).

Portanto, M (m x n,R) é uma mn- variedade diferencidvel.

Exemplo 4.32 (Matrizes de posto maximo). Suponha que m < n e considere M,,(m xn,R) =
{Ae M(m x n,R); A tem posto m}.

Tome B € M,,(m x n,R), logo B possui um menor m x m o qual o determi-
nante é ndo nulo. Como a fungdo determinante é continua, temos que B possui uma vizinhanga
aberta C em M(m x n,R) tal que o determinante do mesmo menor ndo se anula para cada
matriz em C, ou seja, B € C < M(m x n,R).

Portanto M,,(m x n,R) é um subconjunto aberto de M(m x n,R), assim

M,,(m x n,R) é uma variedade diferencidvel de dimensdo mn.

A seguir serd apresentado um exemplo um pouco mais complexo de variedade
diferenciavel, conhecido como Variedade Grassman. Para construir uma estrutura diferenciavel
em G (V) utilizaremos fortemente conceitos de dlgebra linear para construir as cartas e em

seguida aplicaremos o Lema 4.30.

Exemplo 4.33 (Variedade Grassmann). Seja V' um n- espaco vetorial real. Para qualquer
inteiro 0 < k < n seja G1.(V') o conjunto de todos os subespagos lineares k-dimensionais de
V. Mostremos que em G(V') pode ser dada a estrutura de uma variedade diferencidvel de
dimensdo k(n — k). Com essa estrutura G(V') é chamado de Variedade Grassmann. No caso
especial em que V = R", G(R"™) € denotado por Gy, , ou Gy, ).

Sejam P e () subespacos quaisquer complementares de V' de dimensoes k e
n — k, respectivamente, de modo que V = P &® Q).
Afirmacgdo 1: O grdfico de qualquer aplicacdo linear X : P — @) pode ser identificado como
um k-subespago I'(X) c V, definido por I'(X) = {v + Xv;v € P}.

De fato, note que T'(X) é um subespaco vetorial de V' pois tomando v = 0 €
P, temos que 0 + X (0) = 0 € I'(X) e tomando u,v € P e a € R temos que av + u € P, assim
alv+ Xv) + (u+ Xu) = (av + u) + X(av +u) € T(X).



76

Considere ¢ : gr(X) — T'(X) definida por p(v, X(v)) = v + Xv, onde
gr(X) é o grdfico de X. Mostremos que p é uma bijegdo.
Tome (vy, X (v1)), (v2, X (v2)) € gr(X) e suponha que vy + Xvy = vy + Xvy,

assim:
v+ Xvy—ve—Xvy=0ev—v+ X1 —v2) =0 X(v1 —v2) = v — 15

v —vEPNQ={0} v =0y (v, Xv1) = (vg, Xvs).

Logo, v é injetora.

Para mostrar a sobrejetividade, tome u € I'(X), dessa forma existe v € P tal
que u = v + Xv, logou =v+ Xv = p(v, Xv).

Mostremos agora que p é uma transformacado linear.

Seja (v1, Xv1), (vg, Xvg) € gr(X) e A € R. Temos que:

o((v1, Xv1) + Mug, Xvg)) = p(v1 + Avg, Xvg + AXwvg) = v1 + Avg + X (v + Avg)

= v1 + Xv1 + AM(vg + Xvy) = o(v1, Xv1) + Ap(ve, Xv3).

Dessa forma ¢ é um isomorfismo e assim estd bem identificado.

Observe que I'(X) n Q = {0}, pois uma vez que I'(X) e Q) sdo espagos
vetoriais, temos que {0} < I'(X') n Q. Por outro lado, dado q € T'(X) n Q, existe v € P tal que
qg=v+X(v), logov=q—X(v) € Q, dessaformave PnQ = {0}, assimq =0+ X(0) = 0.
Logo, T'(X) n Q < {0}.

Afirmacgdo 2: Para qualquer subespaco S < 'V tal que S ® Q) = V (dim S = dim P = k),
existe uma aplicagdo linear X : P — @), satisfazendo S = T'(X).

Sejarp 1V = P®Q — Pemg : V = P®Q — @ as projegoes
determinadas pelas decomposicoes de soma direta. Mostremos que Tp|s é um isomorfismo de
Sem P.

Para isso mostremos que wp|g : S — P é injetora.

De fato, tome s1,s5 € S < V, logo s; = p1 + q1 € S5 = pa + o, onde
p1,p2 € Peq,q € Q. Suponha que mp|s(s1) = mp|s(s2), equivalentemente, p; = py. Note
que s1 — s3 € S, ou seja, (p1 + q1) — (P2 + q2) € S, assimpy — ps + q1 — g2 € S, 0 que implica
que q1 — qz € S, dessa forma q; — gz € S N Q = {0}, ou seja, ¢1 — g2 = 0, 0 que implica que
¢1 = @o. Logo 7(s1) = p1 = py = 7(82), assim sy = sy.Portanto Tp|q € injetora.

Como dim S = dim P = k, segue que wp|s € um isomorfismo de S em P.

Dessa forma, X = mg o (np|s)™" é uma aplicagdo linear bem definida de P
em Q).

Resta mostrarmos que S = T'(X).

Tome s = p+q € S c P®Q. Pelo isomorfismo nplsg : S — P te-
mos que (wpls)” (p) = s = p +q. Assim, mq(s) = mo(p+q) = ¢ Logo, X(p) =
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(mg o (7Tp|5)_1) (p) = mo(p + q) = q. Dessa forma, p+ X (p) = p+ q = s, 0 que implica que
s € ['(X). Assim, S < I'(X).

Seja p + X(p) € T'(X), logop € P e X(p) € Q. Temos que X(p) =
(mq o (7rp|5)_1) (p) = mg ((7Tp|5)_1 (p)) = mo(p+q) = q. Assim, p+ X(p) =p+q=s€S,
logoT'(X) c S.

Portanto S = I'(X).

Considere L(P; Q) o espaco vetorial das aplicagoes lineares de P para Q) e
Ug o subconjunto de G (V') consistindo dos k- subespagos cuja a intersegdo com @) € trivial.
Pelas Afirmagoes 1 e 2, a aplicacdoI" : L(P; Q) — Ug definida por I'(X) = {v+X(v);v € P}
€ uma bijecdo.

Escolhendo bases para P e ), podemos identificar L(P;Q) com M((n —
k) x k,R™) que é isomorfo a RF"=¥). Seja ppg =T~ : Uy — L(P; Q).

Note que pg : Ug — L(P; Q) € uma bijecdo e ppqo(Ug) = L(P; Q) que é
isomorfo ao RF™"=F) gue é aberto, logo a condi¢do 1 do Lema 4.30 ¢ satisfeita.

Considere (P', Q") outro par de subespacos de dimensées k e n — k, res-
pectivamente, e sejam Tp:, T¢y as projecoes correspondentes e ppi ¢ @ Uy — L(P',Q') a
aplicagdo correspondente.

Afirmacdo 3: ppgo (Ug nUgy) ={X : P — Q; X élineare I'(X) n Q' = {0}}.

De fato, tome X € ppg (Ug nUgy) < L(P,Q), logo X : P — () € trans-
formagdo linear e além disso existe S € Ug n Ug de forma que ¢po(S) = X, isto é, S é um
subespago k—dimensional de V tal que S n Q) = S n Q' = {0}. Como S € U existe uma
transformagdao linear X' : P — Q tal que I' (X') = S. Logo X = vpg(S) = vpg (I' (X)) =
IN(X") = X". PortantoT'(X) = S < Ug.

Por outro lado, dado X : P — Q) uma transformacdo linear comT'(X)n Q' =
{0}. Note que I'(X) € Ug, logo I'(X) é k—dimensional. Assim I'(X) € Ug, dessa forma
X = THD(X)) = @pa(T(X)) € era(Uq A Ug).

Portanto ppg (Ug nUgy) ={X : P > Q; X élineare I'(X) n Q' = {0}}.

Mostremos agora que ppo(Ug N Ug) é aberto em L(P; Q).

Dado X € L(P;Q) considere a aplicacdo linear T : P — V definida por
Tx(v) = v+ Xv, a qual é uma bijegdo entre P e Im(Tx) = I'(X). Note que ker(mp/) = (),
logo pela Proposi¢do 1.43, segue que T'(X) n Q' = {0} se, e somente se, wp: o T'x tem posto
mdximo, assim X € ppqo(Ug n Ugy) se, e somente se, mp o T tem posto mdximo. Note
wp o Tx : P — P’ ¢ linear (pois é composicdo de aplicacdes lineares) e escolhendo bases
quaisquer para P e P' segue que as entradas da matriz de wp: o Tx dependem continuamente
de X, assim pelo Exemplo 4.32, o conjunto de todos esses X é aberto em L(P;(Q)). Portanto a
condigdo 2 do Lema 4.30 estd satisfeita.

Mostremos que a aplicagdo transi¢do pp: ¢ © gp;}Q s epoUg nUy) —
op o (Ug n Ug) é diferencidvel em ppo(Ug N Ugy).

Seja X € ppo(Ug nUgy) < L(P;Q), tomando S = T'(X) e
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X' = (ppo o gp;}Q) (X), temos que X' = 7y o (7pi|s)~". Uma vez que Tx : P — S é um
isomorfismo, podemos escrever X' = mgr o Tx o Tx! o (mpi|g) ™" = (mg 0 Tx) o (wpr o Tx) ™

Considere agora as aplicacdes lineares A : P — P, B : P — @, C :
Q — P eD:Q — @ definidas como A = 7p

respectivamente.

p, B = nglp, C = mplgeD = molo

Dado v € P temos que (mpr o Tx)(v) = wp(v + Xv). Por outro lado,
(A+ CoX)(v) = Av) + (C o X)(v) = mp|p(v) + mplo(X(v)) = mp(v + Xv). Logo
(mproTx)(v) = (A+ CoX)(v).

De forma andloga, temos que (wg o Tx)(v) = (B + D o X)(v). Assim,
X' =(B+DoX)o(A+CoX)™L

Escolhendo bases para P, ), P' e Q' podemos representar as aplicacdes line-
ares por suas matrizes. Como as entradas da matriz (A + C o X)™! sdo funcdes racionais das
entradas da matriz (A + C o X) (Regra de Cramer), segue que as entradas das matrizes de X'
dependem diferencialmente de X. Portanto pp/ ¢ © @E}Q é diferencidvel, ou seja, a condicdo 3
do Lema 4.30 estd verificada.

Vejamos agora que G (V') é coberto por uma quantidade finita (enumerdvel)
de conjuntos U,.

De fato, seja = {F1, -, E,} uma base de V e considere todos os Q-
subespagos vetoriais de V' gerados por (n — k) vetores de [5.

Note que, #{Uq} = (n+'_1), < 0. Mostremos que {Uq} é uma cobertura
aberta de G(V).

Considere S € Gi(V), ou seja, S é um subespago de V' de dimensdo k. Dada
uma base C' = {vy,--- v} de S, podemos completar C' a uma base
{v1, 0, U1, -+ ,Un} de V por vetores de f3, isto é, U; € B, paratodoi =k + 1,---  n.

Seja () o subespago de V' gerado pelo conjunto {Uy,1,--- ,U,}. Assim Q é
um espago vetorial de dimensdon —k eV = S® Q. Logo S < Uy < {Ug}. Portanto a
condigdo 4 do Lema 4.30 estd satisfeita.

Por fim, para verificarmos a condi¢do 5 do Lema 4.30, tome P e P’ € G(V),
ou seja, P e P' subespacos vetoriais de V de dimensdo k e seja j a dimensdo de P n P'. Se
B =A{vi,- - ,v;} é uma base para P n P', entdo existem w;.1, - , U € Wji1,- - , Wy de forma
que Bp = {v1, -+ ,vj,Ujt1,- - ,ui} € uma base de P e Bpr = {vy, -+ ,vj, W41, -+ , Wi} €
uma base de P'.

Considere U e W subespagos de dimensdo k — j gerados por {u;i1,--- ,u}
e {wji1,- - ,wg}, respectivamente, logo P = (P n P") @ U.

Seja (P v P') o espago gerado por P U P'. Note que
C = {v1, - ,v5,Ujq1, Uk, Wit1, -+ , Wi} gera o espago (P U P'). Mostremos que C é

linearmente independente.
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Sejam «;, B), 7y, escalares com 1 < i < jej+ 1 <1<k tais que

j k
D+ Y (B + ) = 0. 4.1)
i=1 I=j+1
k j k
Considere w = >, —vyw, € W < P'. Pela Equagdo 4.1, w = >, ayuv; + Y, [y €
I=j+1 i=1 I=j+1
(PnP)+U=P. Logowe (PnP)nW ={0}, o que implica que vj11 = --- = v = 0.
j k
Além disso, 0 = w = Y, oyui+ D, [yw, como Pp é base, segue que a; = -+ - = o, = P41 =
i=1 I=j+1
o= B = 0.

Portanto C' ¢ linearmente independente.

Dessa forma C' é uma base de (P v P') e (P U P’) tem dimensdo k+k—j =
2k — 7.

Seja Q' um subespago vetorial de V' complementar de (P U P’). Observe que
dm@Q' =n—dim(PuP) =n—2k—j) =(n—k)—(k—j)etome D = {zop_j41, - , 2n}
uma base de ()’

Considere ) o espago gerado pelo conjunto E = {zop_ji1, -+ , 2, Uji1 +
Wyir,+  utwi}. Note que #E — [n—(2h—)]+(k—j) = [(n—k)— (k—j)]+(k—j) = n—k.

Afirmacdo 4: E é linearmente independente.

De fato, sejam «;, B escalares comi =2k —j+1,--- nel=75+1,--- |k
tais que:
n k
Z oz + Z Bi(uy + wy) = 0.
i=2k—j+1 I=j+1
n k
Dessa forma, z = >, (—a;)z = >, Bilw +wy) € (P U P'), o que implica que z €
i=2k—j+1 I=j+1
Q' n (P uP) = {0}, ouseja, z = 0, assim qg_j11 = - = a,, = 0. Além disso, 0 = z =
n k
> (—ai)z = X Bilw 4+ w), como {ujiq, - ,ur} e {wjir, -, wy} sdo linearmente
i=2k—j+1 1=j+1
independentes, segue que i1 = --- = [, = 0.

Portanto E é linearmente independente e assim E é uma base para ().
Afirmacédo 5: P n Q) = {0}.

Uma vez que P é um subespago de V' de dimensdo k e () é um subespaco de
V' de dimensdon — k, P n QQ = {0} € equivalente a V.= P ® Q.

Como P + Q é um subespago de V' e dim(P + Q) = dim(P) + dim(Q) —
dm(Pn@Q)=n—k)+k—dim(Pn Q) =n—dim(P nQ), segue que PD Q) =V se, e
somente se, V < P + Q.

Tome v € V = (Pu P)® Q, logo existem escalares «;, 3,7, e 0,, com
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1<i<j,j+1<iI<ke2k—j+1<m<ntalque:

n

V= Z ou; + Z Brug + ’Ylwl + Z Omzm = Z Q;v; + Z Bl 7l

l=j+1 m=2k—j+1 l=j+1
k n
+ Z vl(ul+wl)+ Z szmEP+Q.
I=j+1 m=2k—j+1

De forma andloga P' n @ = {0}.
Portanto P e P' € Uy, satisfazendo a condi¢do 5 do Lema 4.30.
Dessa forma, segue pelo Lema 4.30 que Gi(V') possui uma vnica estrutura

de variedade diferencidvel tal que cada (Ug, vpq) € uma carta diferencidvel.
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5 APLICACOES DIFERENCIAVEIS

Neste capitulo serdo estudados conceitos de aplicagdes entre variedades di-
ferencidveis, difeomorfismos, particdo da unidade, espaco tangente, diferencial, derivadas par-
ciais, imersdo, submersao, mergulho, teorema do posto, teorema da funcdo inversa e formas

locais das imersdes e submersdes. Para mais detalhes o leitor pode consultar [3] e [11].

5.1 APLICACOES DIFERENCIAVEIS ENTRE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Definicfio 5.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Dada uma funcdo f : M — RF e uma
carta (U, ) para a variedade M, a fungéo f, : ¢(U) — RF definida por f,(x) = (fop™)(z)
¢ chamada de representagcdo coordenada de f com relagdo a carta (U, p).

Dizemos que | ¢ diferencidvel em p € M se existe uma carta (U, @) de p em
M tal que f o o~ é diferencidvel em o(p).

Dizemos que f é de classe Cx emp € M (k = 1,2,--- ,00) se existe uma
carta (U, o) de p em M tal que f o o' é de classe C* (ou C*) em o(p).

Dizemos que f : M — RF é diferencidvel se f é diferencidvel em todo ponto
p € M. Dizemos que f : M — RF éde classe CX (k = 1,2,--- , ), se f é de classe C* em
todo ponto p € M.

O conjunto de todas as funcoes f : M — R de classe C* é denotado por

C*(M), o qual é um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais.

Figura 5.1

Podemos agora estender o conceito de diferenciabilidade para aplica¢des en-

tre variedades, como segue.

Definicdo 5.2. Se F' : M™ — N" é uma aplicagio, (U, ) e (V,1) sdo cartas para M e N,
respectivamente, chamamos a aplicagdo F,, , = 1 o F o ™! de representagdo coordenada de

F com respeito as coordenadas (U, p) e (V, ).
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Dizemos que F' é uma aplicagdo diferencidvel em p € M se existirem cartas
(U, @) de M contendo p e (V1) de N contendo F(p), tais que F(U) < V e a aplicagdo
poFopt:pU)— (V) édiferencidvel em o(p).

Dizemos que F é uma aplicacéo de classe C<emp e M (k =1,2,--- ,0)
se existirem cartas (U, p) de M contendo p e (V,1) de N contendo F(p), tais que F(U) < V
e a aplicagdo o F o™ : p(U) — (V) é de classe C* em o(p).

Dizemos que F' : M — N ¢ diferencidvel se F ¢ diferencidvel em cada
pe M.

Dizemos que F : M — N éde classe C* (k = 1,2,--- , ) se F é de classe
C* em cada p e M.

i Y
2

/ (U] R7 YoFop? 1-;-(1.--] .ﬂ R™

Figura 5.2

Vejamos alguns resultados de diferenciabilidade entre variedades.
Proposicao 5.3. Toda aplicacdo diferencidvel é continua.

Demonstragcdo. Sejam M e N variedades diferenciaveis e ' : M — N uma aplicagdo di-
ferencidvel. Dado p € M, existem cartas (U, ¢) de M em p, (V,¢) de N em F(p), com
F(U) c V,deformaque o Fop™:pU)cR™— (V) cR"éC® logooFop!
¢ continua. Como ¢ : U — ¢(U) ey : V — (V) sdo homeomorfismo, segue que
Fly = v oypoFoptoyp: U — Vécontinua pois é composi¢des de aplicagdes con-

tinuas, e assim, pelo Lema 1.13, segue que F' € continua em M. =

Proposicao 5.4. Seja F' : M — N diferencidvel em p € M. Se (U, @) é uma carta qualquer de
M contendo p e (V1)) é uma carta qualquer de N contendo F(p), entdo F,, = 1) o F o o™

é diferencidvel em o(p).

Demonstragdo. Por hipétese temos que F' : M — N € diferencidvel em p € M, logo existem
cartas (Up, o) de M em p e (Vo, 1) de N em F(p), com F(Uy) < Vj tais que ¢y o F o ' é
diferencidvel em @y (p). Pela compatibilidade das cartas, temos que @gop ! é C° em (U NUy)
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e Yorhyt € C° em (VN Vg). Desta forma, 1o Fop™ = (orhyt)o(goFopyt)o(pgop™)
é diferencidvel em ¢(p). o

Proposi¢io 5.5. Seja F' : M — N de classe C* em p € M. Se (U, @) é uma carta qualquer de
M contendo p e (V1) é uma carta qualquer de N contendo F(p), entdo F, = 1) o F o ™!
é de classe C* em ¢(p).

Demonstragcdo. Andlogo a Proposicdo 5.4. O

Proposicao 5.6. Sejam (M , fl) e (N, B) variedades diferencidveis e F' : M — N uma

aplicagdo continua. Sdo equivalentes:
1. A aplicacdo F é diferencidvel.

2. Existem atlas A — A e B B tais que para quaisquer cartas (U, ) € Ae (V,V) € B, a
aplicacdo o F o p™': o(U n F~YV)) — R" é diferencidvel.

3. Para quaisquer cartas (U, ) € A e (V,1)) € B, a aplicacio 1) o F o ™' : o(U n
F~Y(V)) — R" é diferencidvel.

Demonstracdo. (2) = (1). Seja p € M e suponha que (U, ¢) é uma carta em A contendo p
e (V, 1) é uma carta em B contendo F'(p). Por hipétese, temos que 1) o F' o o~ ! € diferencidvel
em ©(p), logo F' é diferencidvel em p. Como p € M foi tomado arbitrariamente, segue que F' é
diferencidvel.

(1) = (3). Suponha que (U, ) e (V,1) sdo cartas em M e N, respectivamente, tais que
UnF (V) # . Sejape Un F~L(V), assim (U, ) € uma carta de M contendo p e (V)
¢ uma carta de N contendo F(p). Pela Proposi¢do 5.4, ¢ o F o p~! € diferencidvel em ¢(p).
Uma vez que (p) € um ponto arbitrario em de (U n F~(V)), a aplicagdo 1) o F o ™! :
o(U n F~Y(V)) — R™ é diferencidvel.

(3) = (2). E imediato. o

Lema 5.7. Sejam M e N variedades diferencidveis e F' : M — N uma aplicacdo entre

variedades.

1. Se todo p € M tem uma vizinhanga U tal que a restri¢do F|y é diferencidvel, entdo F é

diferencidvel.
2. Se F' é diferencidvel, entdo sua restricdo para todo subconjunto aberto é diferencidvel.

Demonstra¢do. 1. Tome p € M e U uma vizinhanga de p tal que F'|y é diferencidvel. Seja
(Uas ¢a) uma carta de M em p, logo (U n U,), Ya|wnu,) € uma carta de M em p, com
olwnvy @ (U nUsy) — ¢o(U N U,). Além disso, dada qualquer carta (V,¢)) de N em

F(p), temos pela Proposi¢do 5.4 que ¢ o F|y o (palwnv,)) "+ € diferencidvel em ¢, (p), mas
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Yo Fly o (@alwnv.) ™ =1 oFo(palwav,) " Portanto, F € diferencidvel em p e, como p
€ um ponto arbitrario, temos que F' € diferencidvel.

2. Seja U um aberto em M e p € U. Uma vez que F' € diferencidvel, em particular, diferen-
cidvel em p, existem cartas (U,,¢) de pem M e (V,v) de F(p) em N, tal que ) o F o o' ¢
diferencidvel em ¢(p). Além disso, pela Proposi¢do 5.4, considerando a carta (U N U,, ¢|v~u,,)
depem M, v o Fo(plyav,) "t =voFlyo(pluay,) " € diferencidvel em o(p), logo Fy é

diferencidvel em p. Como p € U é arbitrdrio, segue que F|;; é diferencidvel. D

Proposicao 5.8. Valem as seguintes afirmacoes:
1. Toda aplicacdo constante entre variedades é diferencidvel.
2. A aplicacdo identidade em uma variedade é diferencidvel.

3. SeF: M — NeG: N — P sdo diferencidveis entre variedades, entdo GoF' : M — P

é diferencidvel.

Demonstra¢do. 1. Sejam F' : M — N uma aplicagdo constante de forma que F'(x) = y,
Vo e M e (V,4) uma carta de N que contém y.

Dados p € M e (U, ¢) uma carta de M que contém p, segue que (1) o F' o
0 1) (2) = ¥(y), Vz € p(U), o qual é uma aplicagdo constante entre espagos euclidianos, logo
é diferenciavel. Portanto, ' € diferenciavel.
2. Seja Idy : M — M a aplicagdo identidade e (U, ) uma carta de M.

Dado p € M, temos que (poldyop™t) = Id : R™ — R™ que € diferencidvel.
Portanto Id;; € diferenciavel.
3. Sejam F' : M — N e G : N — P aplicacdes diferencidveis e p € M. Como G é
diferencidvel, segue que existem cartas (V) contendo F'(p) e (W, ) contendo G(F(p)), de
formaque G(V) c WepoGol™:0(V) — (W) é diferencidvel.

Uma vez que F € continua, F'~*(V') € uma vizinhanga de p em M, dessa
forma existe uma carta (U, p) de M talque pe U < F~1(V).

Note que 0 o F' o =1 é diferencidvel de p(U) para ¢(V'). Assim, temos que
(GoF)(U) < G(V) € Wewo(GoF)op = ($oGob)o(foFop) : p(Ul) — p(W)

¢ diferenciavel, pois € composicdo de aplicacdes diferencidveis entre subconjuntos do k™. o

Proposicao 5.9. Valem as seguintes afirmacoes:
1. Toda aplicacdo constante entre variedades é de classe C*.
2. A aplicacdo identidade em uma variedade é de classe C*.

3. SeF:M— NeG: N — P sdo de classe C* entre variedades, entdo Go F : M — P

é de classe C*.
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Demonstragdo. Segue andlogo ao feito na Proposicao 5.8. =

Agora, abordaremos um exemplo o qual mostra que o produto de duas vari-
edades diferencidveis € uma variedade diferencidvel. Tal exemplo serd ttil para provarmos o

proximo resultado.

Exemplo 5.10. Sejam (M™, A) e (N™, B) variedades. Note que de Topologia geral M x N
é Hausdorff e possui base enumerdvel. Definindo (¢ x ¥)(p,q) = (¢(p),¥(q)), com (p,q) €
M x N. Considere o conjunto C = {(U x V, o x¢); (U, p) € Ae (V,v) € B}. Mostremos que
C é um atlas de M x N.

Note que dado (U x V,p x 1)) € C temos que o x (U x V') = o(U) x (V') é
um homeomorfismo do aberto U xV no aberto o(U) x1(V') pois é produto de homeomorfismos.

Tome (x,y) € M x N, logo existem cartas (U, @) e (V, 1) tais que v € U e
y e V. Assim, ¢ x ¢ € C, ou seja, o dominio das cartas em C cobrem M x N.

Mostremos agora a compatibilidade das cartas.

Tome (Uy x Vi, 01 x 1), (Uy X Vo, 9 X 1b3) € C, temos que (2 X 13) o (1 X
)= (o i) x (Yoo t) € CF, uma vez que (92 0 ¢y ") e (g 09 t) sdo C.

Logo C é um atlas, assim existe um inico atlas maximal C tal que C Ce

(M x N,C) é uma variedade diferencidvel.

Proposicao 5.11. Sejam M, Ny, Ny variedades diferencidveis. Uma aplicagdo F = (Fy, Fy) :
M — N; x N é diferencidvel se, e somente se, as funcoes coordenadas ', : M — Nj e
Fy : M — N, sdo diferencidveis. Do mesmo modo, F é de classe C* se, e somente se, F e F,

sdo de classe C*.

Demonstracdo. Mostraremos o caso diferencidvel, o caso de classe C* decorre de maneira
analoga.

De fato, tome p € M e considere (U, p) uma carta de M tal que p € U e
(V1 x Vo, 11 x 1)) uma carta de Ny x N, tal que F(p) = (nq,n9) € Vi x Va.

Uc M r Vi x Vy < Ny x Ny
@l ldflxwz
oFop—!
p(U) < R™ P (V) x a(Va) € R

Figura 5.3

Dessa forma temos que (¢ X 19) o Fop™ = (o Fiop o Fhop™t).
Note que uma aplicagdo F' = (F, F3) : R™ o o(U) — R™ x R™ € diferencidvel se, e somente

se, [1: p(U) = R™ e Fy : ¢(U) — R™ sdo diferencidveis. Logo obtemos o desejado. o
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5.2 DIFEOMORFISMO

Definicao 5.12. Sejam M e N variedades diferencidveis. Um difeomorfismo de M para N é
uma aplicagdo diferencidvel bijetora F' : M — N que tem inversa diferencidvel. Um difeo-
morfismo de classe C* de M para N (k = 1,2,--- ,0) é uma aplicagdo bijetora de classe C*
F : M — N que tem inversa de classe C*. Dizemos que M e N sdo difeomorfas (de classe

Ck), se existir um difeomorfismo (de classe C*) entre elas.

Proposicao 5.13 (Propriedades de difeomorfismo). 1. Toda composicdo de difeomorfismos

(de classe C*) é um difeomorfismo (de classe C*).

2. Todo produto finito de difeomorfismo (de classe C*) entre variedades é um difeomorfismo
(de classe CF).

3. Todo difeomorfismo (de classe C*) é um homeomorfismo.

4. A restricdo de um difeomorfismo (de classe C*) a uma subvariedade aberta é um difeo-

morfismo (de classe C*) sobre sua imagem.

5. Ser difeomorfo é uma relacdo de equivaléncia na classe de todas as variedades diferen-
cidveis.

Demonstragdo. Mostraremos para os difeomorfismo. O caso de difeomorfismos de classe C*
segue de forma andloga.
1. De fato, sejam M, N e P variedadese F' : M — N e G : N — P difeomorfismos. Note
que a composi¢cdo GG o F' é uma bijecdo pois é composicio de aplicacdes bijetoras, pelo item 3
da Proposi¢do 5.8 segue que Go Fe (Go F) ' = F~1 o G7! sdo C*.
2. Sejam F; : M; — N;com? = 1,---  n difeomorfismos. Mostremos que F; x --- x F}, :
My x -+ x M, — Ny x--- x N, édifeomorfismo.

Note que F; x --- [, é bijecdo, pois € produto de aplica¢des bijetoras. Pela
Proposicio 5.11 segue que F} x- - -x F, e (Fyx---xF,)™' = F'x...x F[ ! sdo diferencidveis.
3. Seja F' : M — N um difeomorfismo, é imediato da Defini¢ao 5.12 que F' € um homeomor-
fismo.

4. Sejam F : M — N um difeomorfismo e U um aberto em M. Mostremos que F|y : U —
F(U) é um difeomorfismo.

Pelo item 3 temos que F'(U) é um aberto em N, consideremos U e F'(U) as
variedades, (U, [C]) e (F(U),[D]) onde [C] e [D] séo os atlas maximais que contém, respec-
tivamente, os atlas C = {(U n V, ¢|u~v); (V, ) é uma cartaem M} e
D={WnFU),Ylw~rw); (W,1) é uma cartaem N}. Uma vez que F ¢é diferencidvel te-
mos que qualquer representagdo 1) o F o o~ ! é diferencidvel em o(p) para qualquer p € M,
em particular como U € um aberto em M, temos que ¢|W0F(U) o Flyop! |¢(UQV) ¢é diferen-
cidvel, logo F|y é diferencidvel. De forma andloga F'~!| ) é diferencidvel. Portanto F)|; é

difeomorfismo.
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5. Sejam M, N e P variedades diferencidveis.
e (Reflexiva) Basta considerar o difeomorfismo I/d : M — M, logo M € difeomorfa a M.

e (Simétrica) Suponha que M ¢ difeomorfa a N, logo existe um difeomorfismo F' : M —

N, dessa forma F~ ! : N — M é difeomorfismo e assim N é difeomorfa M.

e Suponha que M ¢ difeomorfa a N e NV é difeomorfa a P, logo existem difeomorfismos
F:M—->NeG:N — P.ComoGolF : M — P édifeomorfismo temos que M é
difeomorfa a P.

Proposicao 5.14. Seja M uma n-variedade. Se (U, p) é uma carta em M, entdo a aplicagdo

coordenada ¢ : U — p(U) < R™ é um difeomorfismo C*.

Demonstracdo. De fato, como ¢ é um homeomorfismo, temos que ¢ € bijetora, dessa forma
resta provarmos que ¢ € o' sdo C°. Note que {U, ¢} é um atlas em U, logo existe um
tnico atlas maximal A de forma que {(U, ¢)} < A tal que (U, A) é variedade. Além disso
{(¢(U), Idyw)} é um atlas de (U ), tome B o atlas maximal contendo {¢(U), Id,)}. Como
para todo p € U temos que (Idy) o ¢ 0 ™) € C* em p(p), segue que ¢ é C°.

Por outro lado, como para todo ¢(p) € ¢(U) temos que p 0 ™' o Idyq " €
C* em p(p) = Id,w)(p(p)) segue que ™" & C.

Portanto, ¢ : U — (U) é de fato um difeomorfismo C'*. o

Proposicao 5.15. Seja M uma n-variedade diferencidvel e U — M um aberto em M. Se
F :U — F(U) c R" é um difeomorfismo de classe C* sob um subconjunto aberto do R",

entdo (U, F') é uma carta na estrutura diferencidvel de M.

Demonstracdo. Dada uma carta (V1)) no atlas maximal de M, pela Proposi¢ao 5.14 temos que
P e sdo C%, logoy o F1e F oyt sdo C%, isto é, 0o homeomorfismo F : U — F(U) é

compativel com todas as cartas do atlas maximal, logo (U, F') pertence ao atlas maximal. =

Exemplo 5.16. Seja f : R — R definida por f(t) = t5 e considere em R os atlas maximais A
e B, contendo Idg : R — R e f~1, respectivamente.

Note que f : (R, A) — (R, B) € uma bijecdo e para todo p € R temos que
flofoldg = Idg é C* em p, dessa forma f é C*. De forma andloga f~' é C*. Portanto
f € um difeomorfismo de classe C*.

Observe que [ : (R, A) — (R, .A) ndo é um difeomorfismo, pois Ido fold =

f e f nado é diferencidvel em p = 0, dessa forma f ndo é C*.
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5.3 PARTICAO DA UNIDADE

|
=

t>0

®

Lema 5.17. A funcdo f : R — R definida por f(t) = é de classe C*.

)
~
VA
)

Demonstragdo.

f(t)

Figura 5.4

Considere as fungdes g : R — R dada por g(z) = e* e h : R\{0} — R dada

por h(t) = —1. Logo f = (g o h) : R\{0} — R definida por (g o h)(t) = g(h(t)) = g(—1) =
e~t 6 C” em R\{0} pois é composta de fungdes C*. Resta mostrarmos que f é C® na origem.

Afirmacao 1: f é continua em 0
De fato, temos que lim f(¢) = lim 0 =0, lim f(¢) = lim e~

t—0— t—0— t—0+ t—0+t
= lim - =0e f(0) = 0.
t—0t et

1
t

1
Afirmacdo 2: lim & =0,Vk > 0.
t—0
ettt i —RtTRTD Rl gk
lim — = lim — = lim — "= lim ——— = lim ———— = lim —
t—0+ ¢ t—0t e t—0t et t—0+t —t—2@t t—0t —et t—0t et
g k(=k+ 0t —k(k— 1Dt k(k— 1)tk . k!
T hm(l—_zzhm ( _2 zhm%z‘--zhm —
t—0+t —t—2€t t—0+ —et t—0+ et t—0t+ et
= 0.
-1

Afirmacdo 3: Para t > 0, a k-ésima derivada de f ¢ da forma f*)(t) = p(t)%x para algum
polindmio p; de grau no maximo k.
Faremos a prova por indugdo.
-1

Para k = 0 temos que fO(t) = po(t)Sy = 1-¢7 =¢

-1
t
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Suponha que € valido para k£ > 0, temos que:

-1 -1
et et =1 ok
f(k+1)(t) — p;C(t)tQ_k +pk(t) <t_2 %k _9ket 2k 1)

-1 -1 ) -1 -1

= ) S+ 2rl) S — 2hm(t) sy = (PO + pilt) — 2Kt (8) s
como queriamos.
Afirmagio 4: f*)(0) = 0 para cada k > 0.
Novamente mostraremos por indugdo sobre k.
Para k = 0, temos que f°(0) = 0.

Suponha que € valido para k& > 0. Mostrar que f**1(0) existe e é zero é

equivalente mostrar que f* tem derivada pela direita e pela esquerda em ¢ = ( e sdo iguais.
E claro que lim w = 0. Além disso,

t—0—
-1
() = fF ) — 0 e
lim M /ﬁ3 lim pk( ) 12k — lim pk( )6 AéQ 0
t—0+ t t—0+ t t—0+ t2k+1
Portanto, f*(0) = 0, Yk € N e assim, f e C°. i

Lema 5.18. Dado quaisquer niimeros reais r, e ry tais que r, < 719, existe uma funcdo C'”
h: R — R tais que:

1. h(t)=1parat <,
2.0<h(t)<lparar, <t <rge,

3. h(t) =0parat = rs.

f(ra—t)
flra—t)+f(t—r1)"
Observe que f(ro —t) = 0e f(t —r1) = 0,logo se f(ry — t) = 0 segue pela

defini¢do da funcao f que o — ¢t < 0, ou seja, o < t. Uma vez que r; < ry < t, segue que
0 <t—r eassim f(t —ry) > 0. Dessa forma f(ro —t) + f(t —r1) > 0,V € t. Assim h(t)

estd bem definida e ¢ C* (uma vez que f é C™).

Demonstragdo. Seja f a fungdo definida no Lema 5.17 e considere h(t) =

Set < rm < rytemos que t — 1 < 0, logo pela definicdo da f segue que
ft=r1) = 0eh(t) = 75250 = 1. Portanto h(t) = 1, Vt < ry.

Set = 1y, temos que 0 = 1o —t,logo f(ro—t) = 0 e assim h(t) = 0. Portanto
h(t) = O, vVt > Ta.

Agora, se t < 1y segue que 0 < r — 2 — t, assim f(ry —t) > 0. Por outro

lfetdo,t?e ry < ttemos que 0 <t —ry, logo f(t—r) > 0. Portanto 0 < % = h(t) <
T2 —

firat) = L :
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Definicao 5.19. Uma fungdo com as propriedades da fung¢do h vista acima no Lema 5.18 é

usualmente chamada de fungdo de corte.

Lema 5.20. Dados quaisquer niimeros reais r1 < 719, existe uma funcdo C* H : R" — R

tais que H = 1 em B(0,71), 0 < H(x) < 1 para todo v € B(0,73)\B(0,71) e H = 0 em
R™\ B(0, ry).

Demonstragdo. Seja h a fungio definida no Lema 5.18 e H(z) = h(|z|).

Considere g; : R — R definida por g;(z) = h(z) e go : R" — R definida por
g2(x) = |z[. Logo g1 0 go : R" — R dada por (g1 © g2)(x) = g1(92(2)) = g1(|z[) = h(|z]) =
H(z)é C* em R™\{0} pois é composta de fun¢des C'*.

Por outro lado, como H = 1 no aberto B(0,7,) segue que H € C* em 0. ©

A funcdo H construida no Lema 5.20 € um exemplo de uma funcao diferen-

ciavel bump.

Definicao 5.21. Se f ¢ uma funcdo de valor real ou de valor vetorial no espago topologico M,

o suporte de f, denotado por suppf, é o fecho do conjunto de pontos onde f é ndo nula, ou

seja, suppf = {p € M; f(p) # 0}. Se suppf estd contido em algum conjunto U < M, dizemos

que f é suportada em U.

Definicdo 5.22. Sejam M um espaco topologico e X = (X,)aca uma cobertura aberta de M,
onde A é um conjunto de indices. Chamamos de parti¢cdo da unidade subordinada a X uma

familia de funcoes continuas 1\, : M — R, a € A, com as seguintes propriedades:
1. 0 < Yy(x) <1, Vae AeVr e M.
2. supp¥, € X,, para cada o € A.

3. A familia de suportes (SUppty)aca € localmente finita, ou seja, todo ponto tem uma
vizinhanga que intercepta apenas em uma quantidade finita de conjuntos da familia.

4. > o(r) =1,YVr e M.
acA

Observacgoes 5.23. 1. Pela condi¢do 3 da Definicdo 5.22 temos que (SUppy)aca € local-
mente finito, logo existem «ay,--- , o4 € A e uma vizinhanga U, de x tais que U, N
(suppth,) = &, Yo € A\{av, - -+, oy}, em particular, V), (z) = 0,V € A\{avq, -+, oq}
e assim, faz sentido a soma infinita do item 4 da definicao, pois Y, Vo () = o, (z) +

acA
cee 4 wat (ZL’)

2. Se (Va)aca € uma parti¢do da unidade subordinada a X, onde cada v, : M — R é C*,

dizemos que (1) aca € uma particdo da unidade C* subordinada a X.
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3. Seoitem 2 dessa observagdo é vdlido, pelo item 1 dessa observagdo existem oy, - -+ , oy €
A tais que Y, o (x) = Vo, (T) + -+ + Yo, (T). Como Yy, -+ o, sGo C* em M, e em
acA

particular sdo C* em x, temos que Y, 1), é C* em x, uma vez que x é arbitrdrio segue

acA
que Y 1, é C™”.

acA

Teorema 5.24 (Existéncia da parti¢do da unidade). Seja M uma variedade diferencidvel e X =

(Xo)aca uma cobertura aberta de M. Entdo existe uma parti¢do da unidade C* subordinada
aX.

Demonstracdo. Como X, é aberto temos que X, € uma variedade diferencidvel, dessa forma
pela Proposicdo 4.24, existe uma base 3, de bolas coordenadas regulares para X, note que
S = |J Ba é uma base para M.

acA
Como X € uma cobertura aberta de M e 3 é uma base de M segue pelo

Teorema 4.13 que X admite um refinamento enumerdvel localmente finito {B;};c; consistindo
de elementos de 3. Além disso, pelo Lema 1.19 temos que { B; }._, ¢ localmente finito.

Para cada ¢ € J, como B; € uma bola coordenada regular e B; < X, para
algum X,,, temos que existe uma bola coordenada B; = X, de forma que B; > B; e existe um
homeomorfismo ; : B; — B (0,7;) com ¢; (B;) = B(0,7;) e ¢;(B;) = B(0,r;), para algum
r; < r; (defini¢@o de bola coordenada regular).

Considere a funcdo f; : M — R definida por:

(Hiop;)(z), se =€ B;-;

filz) = _
0, se x € M\B;;

onde H; : R" — R é uma funcio diferencidvel, tal que H(t) > 0 parat € B(0,r;)e H(t) =0
se t € R™\B(0, r;) (Lema 5.20). No conjunto B;\E as defini¢des coincidem, logo f; estd bem
definida e € diferencidvel. Além disso, como f;(z) > 0 se, e somente se, z € B;, segue que
suppf; = B;.

Agora, vamos definir f : M — R por f(z) = >’ fi(x).

Como {E = supp f,-}ie J € uma cobertura de ]\14 localmente finita, dado = €
M existe uma vizinhanga U, de x e indices i1, --- ,4; € J tais que U, N B; = J,Vi # i; com
j=1,---,t. Assim f(z) = fi;(x) + - + fi(x) e portanto f ¢ diferencidvel. Uma vez que
para cada i temos que fij(z) = 0 e {B;}is forma uma cobertura para M, entdo x € B;; para

algum j, logo f(x) > 0.

Definindo g; : M — R por g;(z) = ’}((gf)) temos que g; € C° com 0 < ¢g; < 1
] _ fi@)\ _ fi@) 0 fu(®) _ fu @)+t fi(w)
e Soulr) = 3 (§7) = S5+ o+ B = g <,

Uma vez que {B;} é um refinamento de X, para cada i € J existe a € A de

forma que B; = X,.
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Tome a : J € N — A uma "funcdo escolha", isto é, B; < Xq(i). Para cada

a € Adefinav, : M — Rpori, = >, g Se ndo existir indice 7 de forma que a(i) = «
ia(i)=a

entdo v, = 0, isto &,

0, se ndo existir indice ¢ de forma que a(i) =
Yo(z) =

1, se existir indice i de forma que a(i) = «;

Logo, ¢, ¢ C* e 0 < 1, < 1 paracada o € A.
Observe que

suppti = {z € Midha(r) # 0} = {ze M; Y gi(x) # 0} = J{z € M;gi(x) # 0}

Ba(i)=«

- JlzeMifir) 20} =B =T BT X

Além disso, como {B;} ¢ localmente finito temos que existe uma vizinhanga
U, de x em M e indices iy, - - - ,i; € J de forma que U, NB; = @,Vi#iy,- i,

Dado a € A com o # a(i;) paracada j € 1,--- , ¢ temos que U, N (suppt,)
=U,n U E) = U (U.n B;) = &. Logo {(suppta) aca é localmente finito.
T B fim Z)@Z) =Sg=1,
Assim, essa éa partlgao da unidade desejada. D

Definicao 5.25. Sejam M e N variedades diferencidveis e A = M um subconjunto qualquer.
Dizemos que uma aplicacdo F : A — N ¢ diferencidvel em A se ela possuir uma extensdo
diferencidvel em uma vizinhanca de cada ponto, isto é, se para todo p € A existe um sub-

conjunto aberto W < M contendo p e uma aplicagdo diferencidvel F - W — N tal que

F’Wr\A = F|WﬁA-

Lema 5.26 (Extensdo para fungdes diferenciaveis). Seja M uma variedade diferencidvel, A c
M um subconjunto fechado e f : A — R* uma funcdo diferencidvel (ou C*). Para qualquer

subconjunto aberto U D A existe uma funcdo diferencidvel (ou C'®) f : M — RF tal que

fla = fesuppf = U.

Demonstragdo. Para cada p € A, considere W, uma vizinhanga de p e fp : W, — R* uma
funcio diferencidvel tal que fp coincide com f em W, n A.

Seja U um subconjunto aberto de M que contém A, dessa forma W, n U €
um aberto em M que contém p, substituindo W, por W, n U, podemos assumir que W, = U.

Note que {W,;p € A} é uma cobertura de A, ou seja, A < [ JW,, logo
pEA
{Wy;pe A} U {M\A} cobre M.
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Pelo Teorema 5.24 existe uma particao da unidade diferencidvel subordinada
a{lW,;pe A} u {M\A}. Considere {W,},c4a U {W,} uma parti¢do da unidade subordinada a
cobertura {W,;p e A} U {M\A} com suppy, = W, e suppyyy = M\ A.

Dofatodefp : W, > RFser C* em W, e, : M — R ser C* em M,
temos que f, - ¥, é diferencidvel em M ~ W, = W, e tem uma extensdo diferencidvel para
todo M se considerarmos que v, - fp = 0 em M\supp?, (A funcio extendida é diferencidvel

porque as duas defini¢cdes coincidem no subconjunto aberto W, \suppt,). Podemos definir
entdo f : M — R¥ por f(z) = %wp(a:) - fo(x).

Pela Deﬁnigﬁg€5.22 temos que a familia de suportes {suppy,} é localmente
finita, ou seja, essa soma tem apenas um numero finito de termos nao nulos em alguma vizi-
nhanga de qualquer ponto de M, logo Y], (x) - f,(x) é diferencidvel.

Tome = € A, dess; eff(l)rma x ¢ M\A o que implica que x ¢ suppyyy =
{x € M; 1o(x) # 0}, entdo 1o(x) = 0 e f,(z) = f(z) para cada p tal que 1, (z) # 0, assim

flw) = Y wp(@) - folw) = (%(fﬁ) + Z%(fﬁ)) fz) = f(x),

peA peA

logo f ¢ de fato uma extensio de f em A.

Note que, {x e M; Y by(x)- fo(z) # O} = | {z e M; x € suppy,(x)}

peA peA

= |J suppy,(x). Pelo item 2 do Lema 1.19, segue que:
peA

suppf = {ﬂf e M; 3 dy(x) - fp(x) # 0} = U suppipp(z) = Usuppip, = Usuppy, <

peA peA peA peA

U. o

Definicao 5.27. Sejam M um espaco topologico, A = M um subconjunto fechado e U < M
um subconjunto aberto com A < U. Uma funcdo ) : M — R é dita ser uma bump function
de A suportada em U se 0 < < 1lem M,y =1em A esuppy < U.

Proposicao 5.28. Seja M uma variedade diferencidvel. Dados um subconjunto fechado A c

M e um subconjunto aberto U > A, existe uma bump function C* de A suportada em U.

Demonstragdo. De fato, considere U = Uy e Uy = M\A. Como M = U u (M\U) <
Uu (M\A) =Uyu U < M,logo Uy u U, = M eassim {Uy, U} é uma cobertura aberta de
M.

Pelo Teorema 5.24 existe uma particdo da unidade diferencidvel (¢, ¥1) su-
bordinada & {Uy, U;}. Como suppyy < U; = M\ A segue que ¢); = 0 em A.

Assim, para cada a € A temos que 1 = ¥y(a) + ¢1(a) = Yo(a), logo ¢y = 1
em A, 0 < ¢y < 1 esuppyyy < Uy = U. Portanto 1), é a funcéo desejada. O
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5.4 ESPACO TANGENTE

Definicao 5.29. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. Uma aplicacdo linear v :

C*(M) — R é chamada uma derivagc@o em p se satisfazer:

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) para todo f,g e C*(M).

Lema 5.30. O conjunto de todas as derivagoes de € C*(M) em p, denotado por T,,M, é um

espaco vetorial chamado espago tangente de M em p.

Demonstragdo. De fato, note que T,M # & pois 0 : C*(M) — R definida por 0(f) = 0
pertence a T, M.

Agora tome u,v € T,M e X € R, logo dados f,g € C*(M) como A\u + v €
L(C*(M),R), basta mostrarmos que (Au + v) é uma deriva¢do em p.

Assim, (A\u + v)(fg) = Au(fg) +v(fg) = AMf(p)ulg) + gp)u(f)) +
f(p)v(g) + gp)v(f) = f(p)(Aulg) +v(g)) + g(p)Aul(f) +v(f)) = f(p)(Au + v)(g)) +
9(p)((Au +v)(f)). .

Um elemento de 7, M € chamado vetor tangente em p.
Lema 5.31. Seja M uma variedade diferencidvel, p e M, ve T,M e f,ge C*(M).

1. Se f é uma funcdo constante, entdo v(f) = 0.

2. Se f(p) = g(p) = 0, entdo v(fg) = 0.

Demonstracdo. 1. Seja f = c e considere g = 1 € C*(M), dessa forma

v(f) = v(cg) = cv(g), (5.1)

uma vez que v é transformacao linear e ¢ uma constante.

Por outro lado, v(g) = v(gg) = g(p)v(g) + g(p)v(g) = v(g) + v(g), 0 que
implica que v(g) = 0. Substituindo em 5.1, temos que v(f) = ¢0 = 0.

2. Suponha que f(p) = g(p) = 0,logo v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) = 0. o

5.5 A DIFERENCIAL DE UMA APLICACAO DIFERENCIAVEL

Definicao 5.32. Sejam M, N sdo variedades diferencidveis e F' : M — N uma aplicacdo
diferencidvel. Para cada ponto p € M definimos a aplicagdo dF), : T,M — Try,) M chamada
diferencial de F' em p da seguinte maneira:

Dado v € T,M, seja dF,(v) a derivagdo em F(p) que age em f € C*(N)
pela seguinte regra: dF,(v)(f) = v(foF).

Lema 5.33. dF), : T,M — Tp,) M é de fato uma derivagdo.
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Demonstragdo. Dados f,g € C*(N) e A € R, como v é linear segue que dF,(v)(\f + g) =
v((Af+9) o F) =vA(foF)+(goF)) = A(foF)+uv(gof) = AdF,(v)(f) + dF,(v)(g)-
Logo, dF,(v) é linear.

Além disso, dF,(v)(f-g) = v((f-9)
v(go F)+u(foF)-(g0F)(p) = f(F(p)) - dF,(v)(g

° ) =v((foF)(goF)) = (foF)(p)-
) + dEy(v)(f) - 9(F(p)). o

Proposicao 5.34. Sejam M, N e P variedades diferencidveise FF : M — NeG : N — P

aplicagoes diferencidveis em p € M. Nessas condicoes:
1. dF, : TyM — Tr,)N é linear.
2. d(GoF),=dGpy) odF, : TyM — Tgopy) P
3. d(Idy), = Idpyas - T,M — T,M.

4. Se F é um difeomorfismo, entdo dF, : TyM — Tr) N é um isomorfismo e (dF,)™" =
d(F) ).

Demonstragdo. 1. Tome u,v € T,M, A € Re f € C*(N), temos que df,(Au + v)(f) =
(Nu+0)(f o F) = Xu(f o F) +v(f o F) = \dE,(u)(f) + dF,(v)(f).
2. Temos que (dG () 0 dF,) (v)(f) = dGpg) (dF,(v))(f) = dE,(v)(foG) = v((foG)oF) =
v(fo(GoF))=d(GoF),(v)(f),VfeC®(N)eVYveT,M.
Portanto d(G o F'), = dG g o dEF, : TyM — TiGop)p) P-
3. Temos que d(Idn),(v)(f) = v(f o Idy) = v(f), assim d(Idp),(v) = v, Yv € T,M.
Portanto d(Idy;), = Idr,a : T,M — T,M.
4. Suponha que F' € um difeomorfismo. Pelo item 1 dessa proposi¢do temos que dF), € linear,
logo resta mostrarmos que dF,, : T,M — T, N € bijecdo.
Note que d(F~ ') g 0 dF, = d(F~' o F), = d(Id), = Idr,y. De forma
andloga segue que dFy, o d(F ™) p(,) = Idry, ., N-
Portanto, dF,, : T,M — Tr,)N é um isomorfismo e (dF,)™" = d(F™")p(,).

Proposicio 5.35. Sejam M uma variedade diferencidvel, p e M ev e T,M. Se f,g € C*(M)
e existe uma vizinhanga U, de p com f(x) = g(z), Va € U, entdo v(f) = v(g).

Demonstrag¢do. De fato, considere h = f — g, logo h é uma fun¢do C*(M) e h(x) = 0,
Vo e U,.

Temos que supph < M\{p}, pela Proposi¢do 5.28 existe uma 1) € C*(M)
de forma que ¢ = 1 em supph, 0 < ¢ < 1, com suppy € M\{p}, logo ¢ - h = h. Desde que
h(p) = ¥ (p) = 0, temos que v(h) = v(¢ - h) = 0,assim 0 = v(h) = v(f — g) = v(f) — v(g).
Portanto v(f) = v(g). D
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Proposicao 5.36. Sejam M e N variedades diferencidveis, ' : M — N, G : M — N
aplicagoes diferencidveis em p € M e U, uma vizinhanga de p em M tal que F(z) = G(x),
Vo e M, entdo dF, = dG),.

Demonstra¢do. Dado f € C*(N) temos que fo F, foG e C*(M) sdo tais que (f o F')(x) =
(f o G)(x), Va € U,. Pela Proposi¢do 5.35, dado v € T,,M segue que v(f o F') = v(f o G), ou

seja, dFy(v)(f) = dGy(v)(f).
Como v e T,M e f € C*(M) sao arbitrérios, segue que dF), = dG,,. o

Proposicao 5.37. Sejam M uma variedade diferencidvel, U — M um subconjunto aberto e
seja 1 : U — M a aplicagdo inclusdo. Para todo p € U a diferencial di,, : T,U — T, M é um

isomorfismo.

Demonstragdo. Seja p € U um ponto qualquer. J4 vimos que di,, € uma transformacao linear,
dessa forma mostraremos que di, € uma bijecao.

Para provarmos que di,, ¢ injetiva, mostraremos que ker(di,) = {0}.

De fato, tome v € ker(di,), logo di,(v) = 0. Seja B uma vizinhanga de p de
forma que B U e seja f € C°(U) arbitrario. O Lema 5.26 garante que existe f € C*(M)
de forma que fz fem Besuppf < U.

Como fe f | sdo diferencidveis em U e coincidem em uma vizinhanga de p,
pela Proposi¢do 5.35 temos que v(f) = v (f!U> = (foz> = di,(v)f = 0. Dessa forma
v = 0, assim di,, € injetiva.

Resta mostrarmos que di,, € sobrejetiva.

Seja w € T,M qualquer. Defina um operador v : C*(U) — R de forma que
v(f) = w <f>, onde f € C*(M)e f = f em B. Note que v estd bem definida pois pela
Proposicdo 5.35 v(f) independe da escolha de f.

Afirmacao: v é uma derivagdo de C*(U) em p.

De fato, tome f,g € C*(U), temos que v(fg) = w <E> = fip)w(g) +

9(p) +w () = Fw)e(g) + 3p)o(f) = Fp)o(g) + g@)o(f).

Para qualquer g € C*(M), temo que di,(v)(g) = v(goi) = w <g/?;z> =

w(gly) = w(g). Portanto di, é sobrejetiva. o

5.6 DERIVADAS PARCIAIS

Definicdo 5.38. Sejam M uma n-variedade, (U, ) uma carta de M e f uma fungcdo C*(M).

. . . of . 3
Para cada p € U, definimos a derivada parcial 3; de [ com respeito a x* no ponto p, como

- T = = L ree,
¢(p)

sendo:

0
o

ozt oxt

onde o = (x',---  a™), (rl,--- ,r") sdo componentes do R" e x' = r' o (.
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M . R
1}
| ‘rl . ol
' =rtoy 4
L] ) :
/ - f-'- / _||I - _:—I
R™
Figura 5.5
= of 4 oo o 0f _ O(fop™h) 5 (10 -1 4
Observagio 5.39. Observe que 5% é C* em U, pois 5 ar—opéCempU)ep é
C* em p(U).
Proposi¢io 5.40. Seja (U, x', -, x™) uma carta na variedade M. Entdo
w 0, se 1 # 7J;
=0y =

1, se 1 =7j.

O(ztop—1 O(rtopop 1! or't
e (o(p) = T2 (0(p) = E(e(p)) =
52']'. o

Demonstracdo. Tome p € U, logo %(p) =

Definicdo 5.41. Seja ' : M — N uma aplicagdo diferencidvel, e sejam (U, )

= Uzt -, 2™ e (V,¢)) = (V,y',--- ,y") cartas em M e N, respectivamente, tais que
F(U) < V. Denotamos por F' = i/ o F :=r' oo F : U — R a i-ésima componente de F na
carta (V,4). Entdo a matriz

oF! oF!
OF! oxt ox™
lal‘j~| . .
oOF™ oOF™
ozt T ozm nxm

é chamada matriz jacobiana de F' em relacdo as cartas (U, @) e (V,1)).

Exemplo 5.42. Sejam (U,p) = (U, z',--- ,2") e (V.¢)) = (V,y',--- ,y") cartas em M de
forma que U n'V # . A aplicagéo transicdo 1 o o= : o(U V) — (U A V) é um
difeomorfismo de subconjuntos abertos do R". Mostremos que a matriz jacobiana J(1 o p™1)
em 0(p) é a matriz [%] de derivadas parciais em p.

Pela definicdo 5.41, temos que:

ot o sel)i] |

Sy - | L8
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p=(! 2" ] , } Oyt )

'0 0y

/@ﬁ%/ov

Figura 5.6

Figura 5.7
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Portanto, J(¢ o p™t) = [M]

oxJ

Lema 5.43.

0 » é uma derivagdo, ou seja, é um vetor tangente em p.

oz’

Demonstragdo. Afirmacio 1: -2
X

¢ linear.
p

Tome f,g € C*(M) e o € R. Dessa forma

> axz (af "" g9) = aw((O‘f +g)o
P pp) = aiz (foe™) (@) + am (g0 0 )ep) = agslpf + zxlpg-
Afirmacdo 2: (f - g) satisfaz a regra do produto.

61‘2

Defato, tome f, g € C*(M), temos que 5|, (f-9) = 2= ((f-9) o ) (¢(p))

Z((foe™) (g0 90‘1))(90(29)) = (foe ™)) 2= (goe™ ) (e@) + (goe ")) -
Z(foe™)elp) = flp)z= o v+ 9(p) = Al f-

Portanto W P

Proposicao 5.44. Seja M uma variedade e p € M. Se (U, ) é uma carta de M em p, entdo
dpp <0z1 ) = 3

Demonstragcdo. Tome f € C*(R™), temos que:

w(p)

0 0 0 _ 0
dsop<ai)(f)=ai (few)= == (fepop)=—2 f
Tlp Tlp "o " low)
Como f € arbitrario, temos que de,, (52],) = 2|o(p)- o
. d 0 5 ~
Lema 5.45. O conjunto {(}l"_l}gp(p) 20ty Bem ’(p(p)} ¢ uma base do espago tangente T, \R" ~

R".

Demonstragdo. De fato, como dim(7,;,)R"™) = n, basta mostrarmos que o conjunto

{5 lew) 3% | } € linearmente independente.

Assim, sejam «q,---,, € R, de forma que iai% o(p) = 0. Para cada
i, considere as aplicagdes coordenadas r; : R" — R, logo 0 = i (ozi % (p(p)> (r) =
S0 (o) = o

Portanto {a—fl o) arin w(p)} € uma base do espago tangente T;,,)R". o

Proposi¢ao 5.46. Seja M uma variedade e p € M. Se (U, o) = (U, x',--- ,2") é uma carta de

0

~ 0 .
M em p, entdo { m‘p 3y Bem p} é uma base do espago tangente T}, M.

Demonstragdo. Como ¢ : U — U < R™ é um difeomorfismo, segue pelo item 4 da Proposicao

5.34, que dy, : T,M — T, R" € um isomorfismo. Uma vez que isomorfismo leva base
¢ uma base de T,(,)R" e dyp, (i

v 2 : =2
em baSC {(77‘ | o(p)’ ) arn‘w(p)} ozt p> ort o(p)’

2 2 c
{@p,-‘-,ax—n‘p}eumabasedeTpM. -

temos que
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Proposicao 5.47 (Dimensao do espaco tangente). Se M é uma n-variedade diferencidvel, entdo

para cada p € M, T,M é um espago vetorial n-dimensional.

Demonstracdo. Sejap € M e (U, ) uma carta contendo p. Note que ¢ : U — U < R" é um
difeomorfismo, logo pelo item 4 da Proposi¢ao 5.34, dy,, : T,U — T@(p)f] ¢ um isomorfismo.
Como pela Proposi¢ao 5.37 T,M ~ T,U e T,U ~ T@(p)U ~ R", segue que dimT,M =

dim TﬂmRn =M. o
Proposicao 5.48. Sejam M uma variedade diferenciavel e (U, x',--- ,2") e (V,y', - y")
cartas coordenadas em M. Entdo aaj = 2}:’] . a

i=1
Demonstracdo. Para cadap € U n 'V, temos que {%]p, A |p} {6_21|P’ L a p} sdo

bases de 7}, , dessa forma existe uma matriz [a;;(p)] de nimeros reais com relagdo a essas

bases tal que em U n V' temos:
0 - 0
Aplicando y* em ambos os lados da equacdo, obtemos:

n

6x3 Z k]a P 2 akj5ik = Qg5

k=1

B 5
y .

£Ld oz Oyt” 0

=1

Portanto, =& =
ox:

Proposi¢ao 5.49. Sejam F : M — N uma aplicacdo diferencidvel, p € M e (U, zt,--- | 2™)

e (V,yl,---  y") cartas coordenadas de M e N em p e F(p), respectivamente. Com relagdo
G 2 . :
as bases {6?}p7 . ax_m‘p} de T M e { E ) A 6y_" F(p)} de TF(p)N’ a dlferel’lClal

dF, : T,M — T,N é representada pela matriz [%(p)], onde F' = y' o F é a i-ésima

componente de F'.

Demonstracdo. Temos que { ail| , } ¢ uma base de T),M e
ztlp

2
{ W lr@) F(p)
pelos escalares a;; tais que

0
(2

Aplicando y* em ambos os lados da equagdo 5.3, temos que:

- 0 0 , 0
a;; = kj = = dF, Y=
/ <];1 7 oyk F(p)> (8 J ) oxd |,

o 6mm‘p

0

’“.’ﬁy”

} € uma base de T, /N. Dessa forma, diferencial dF), € determinada

,comj=1,--- ,m. (5.3)
F(p)

) Zakﬁ aok

k=1
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5.7 FIBRADO TANGENTE

Definicao 5.50. Seja M uma variedade, definimos o fibrado tangente de M denotado por T'M

como sendo a unido disjunta de todos os espagos tangente de M, ou seja:

™ = | J{p} x T,M := | |T,M.

peM

Observacoes 5.51. 1. Um elemento de T M é um par (p,v) em que p € M e v é um vetor

tangente a M em p.
2. Existe uma projecdo natural w : TM — M dada por 7(p,v) = p.

Proposicao 5.52. Seja M"™ uma variedade, o fibrado tangente T'M tem uma topologia natural

e uma estrutura diferencidvel que o tornam uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n.

Demonstracdo. Seja (U,p) = (U,z',--- ,2™) uma carta de M, logo TU = | |T,U =

peU

""-
ol « B

| Ew

'™

Figura 5.8

| |,er TpM. Note que que TU < T'M.
Dado p € U, pela proposi¢do 5.46, {:%|,, -+ , 5% |,} é uma base para T, M,

dessa forma v € T,,M € escrito como combinagdo linear dos elementos da base, ou seja, v =

L
.Zlvzazi |p-
1=

Defina ¢ : TU — R*" da seguinte maneira:

o(p,v) = (z'(p), - ,z"(p), v, -+ ,v"). Note que gé é uma bije¢@o sob sua imagem p(U) x R™

pois = (z'(p), -+, 2" (p),v", -+ ") = (p,Zv pred’s
topologia induzida por ¢, ¢ € um homeomorﬁsmo em p(U) x R™.

Agora, sejam (U, p) = (U, ', -+, 2™), (Vo) = (V, &, -+ | 2") cartas de M
e (TU, ), (TV, 1)) cartas correspondentes em 7'M, os conjuntos G(TUNTV) = (U V) xR"
e )(TU nTV) = (U n V) x R" sdo abertos de R?".

Considerando U n V # ¢ temos que a aplicacfio transicio ¢ o ¢! : o(U n

V) x R" - (U nV) x R™ dada por

»). Além disso, considerando em 7'U a
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(%D?@_l)(xl(p)f“ >xn(p)7vl7'” 7Un) = ";(Qb_l(xl(p)a"' 7xn<p)7vla"' Jvn))
= w(p,ZviGii p) = (il(p)a T 7*%n<p)7 %(p)vjv T 7%(p)vj)’

T
é diferenciavel.

Seja {U;} uma cobertura enumerédvel de M, logo obtemos uma cobertura enu-
meravel de 7'M por dominios coordenados {T'U,}.

Por fim, tome (p,v), (¢, w) € TU, note que {p} x T,M = 7 '(p) e {q} x
T,M = 7 1(q). Se p e ¢ pertencem a uma mesma fibra de 7 temos que 7 *(p) = 7 (q) e
como 7! € injetora, segue que p = ¢, dessa forma existe uma carta (U, o) tal que p = gem U.

Por outro lado, se p e ¢ pertencem a fibras distintas, segue que 7 *(p) #
71(q), o que implica que p # ¢. Como p,q € M e M é Hausdorff, existem abertos U e V
disjuntos de forma que p € U e ¢ € V. Considere (U,, ¢,) e (V,,1,) cartas de M de forma
que p € Uy e q € Vg, logo (U, n U, ¢lup~v) € (Vg 0 V,9ly,~v) sdo cartas de M, p e U, n U,
qeVynVeassimT(U,nU)eT(V, nV)sdo vizinhangas coordenadas distintas contendo
(p,v), (¢, w), respectivamente.

Entdo pelo Lema 4.30, 7'M tem uma unica estrutura diferencidvel tal que

cada (T'U, ¢) € uma carta diferencidvel. o

Observacao 5.53. Note que com essa estrutura a aplica¢do 7 : T'M — M ¢é diferencidvel.

Figura 5.9

Temos que (pomop™ ) (z,v) = (pom) (¢~ (z,v)) = p(r(p,v)) = (p) = =
¢é diferenciavel.

Proposicao 5.54. Se M"™ é uma variedade e M pode ser coberto por uma uinica carta, entdo
T M é difeomorfo a M x R".

Demonstracdo. Seja (M, @) uma carta global de M, logo ¢ : M — (M) < R™ é um
difeomorfismo. Temos que (7'M, ) é uma carta de T'M, assim @ : TM — (M) x R™ é um
difeomorfismo.

Defina o=t x Id : o(M) x R* — M x R™ por (¢~ x Id)(a,b)
= (¢~ '(a), Id(D)), note que ! x Id é um difeomorfismo, pois cada uma de suas coordenadas
é difeomorfismo. Assim (¢! x Id)o @ : TM — M x R™ ¢ difeomorfismo, pois é composi¢io

de difeomorfismos. o
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5.8 CURVAS NA VARIEDADE

Definicao 5.55. Seja M uma variedade, definimos uma curva diferencidvel na variedade M

como sendo uma aplicacdo diferencidvel c : [ — M, em que I é um intervalo.

Observacao 5.56. Usualmente assumimos que 0 € (a,b) e dizemos que ¢ é uma curva em p se
c(0) = p.

Definicao 5.57. Seja M uma variedade diferencidvel. Dado uma curva diferencidvel c :
(a,b) — M ety € (a,b), definimos o vetor velocidade de c em t,, denotado por c(ty), da

seguinte maneira:

d
d(tg) := dc <E ) € Ty M,

€ o vetor da base de coordenadas padrdo em T;,R.

to

d
onde 4 } "

Observacoes 5.58.  [. E comum usar % ao inves de % quando a variedade é 1-dimensional.

2. Dizemos que ¢ (1) € a velocidade de c no ponto c(ty).
Exemplo 5.59. Considere ¢ : R — R? definido por ¢ (t) = (t?,t%). Determine c (t).

Dado {%\c(t), %\C(t)} uma base de T.;)R? ~ R?, podemos escrever ¢ (t) €
T..(R? como combinagio linear dessa base, assim ¢/ (t) = a% + ba—ay.

Considere as fungdes coordenadas z,y € C*(R?).

Temos que ¢ (t)(z) = (a% + b%) () = a. Por outro lado, (t)(x) =
de (L) (z) = L(zoc) = 442 = 21.

De forma andloga, ¢/ (t)(y) = (aa% + b(%) (y) = b. Por outro lado, ¢ (t)(y)
=dc(2) (y) = L(yoc) = 4¢3 = 312

Portanto ¢/(t) = 2t 2 + BtQa%'

Afim de nao causar possiveis conflitos, na préxima proposicdo denotaremos

a derivada de célculo real por ¢(t).

Proposic¢ao 5.60. Sejam ¢ : (a,b) — M uma curva diferencidvel e (U, z",- -+, x") uma carta

coordenada de M em c(t). Escreva ¢ = z' o ¢ para a i—ésima componente de c na carta.

Entdo d'(t) é dado por (t) = ¥, ¢'(t) 3% »} para Topy M,

- ~ 0
(0" Assim, em relacdo a base {ﬁ

cl(t)
a velocidade c (t) € representada pelo vetor coluna

¢ (t)

Demonstracdo. Considere a base usual {%‘C(t) e s C(t)} de ToyyM. Assim () =
2

G
N GpTley T T O (%_"‘c(t) € Ty M.
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Para cada ¢, temos que:

ZOU@W = (t)z" = dc <jt) (z") = %(x’ oc) = %Ci = ().

s

Portanto, ¢/(t) = C'i<t)%|c(t)' ”

1

(]

Toda curva diferencidvel ¢ em p na variedade M é um vetor ¢'(0) € T,M.

Mostremos que todo vetor tangente v € 1), M € o vetor velocidade da curva em p.

Proposicao 5.61 (Existéncia de uma curva com um dado vetor inicial). Para qualquer ponto p
na variedade M e qualquer vetor tangente v € T}, M, existem ¢ > 0 e uma curva diferencidvel
c:(—e,€) = M tal que c(0) = pe '(0) = v.

Demonstracdo. Seja (U, p) = (U, z',---  2™) uma carta de M centrada em p, ou seja, ¢(p) =
OeR'ev = i ai% |, € T,M. Determinemos uma curva diferencidvel c em M de forma que
d(0) = v. -

Considere a fun¢do a : R — R™ dada por a(t) = (a't,- - ,a"t),logo a(0) =
0 € R". Uma vez que « é continua temos que existe ¢ > 0 tal que o : (—¢,e) — R™ €
uma curva diferencidvel em R™ com «(t) € U para todo t € (—¢,¢€). Pela Proposi¢ao 5.61,
a(t) = ildi(t)%lo onde o' = r' o .

Assim, como &' = 4o’ = L(rioq) = L(a't) = d', segue que o/ (t) =

n
Ya' 4o paratodo t € (—¢,€).
i=1

Tome a curva diferencidvel ¢ = 1 : (—€,¢) —> M, entdo ¢(0)
(¢t oa)(0) = ¢ H(a(0)) = ¢71(0) = pealémdisso, ¢(0) = dc (L]o) = d(p (dt|0) =

iy (o (1)) = dsy'0) = dgi? (0 aﬁlo)%zwdw (&) - ;

=1

]

Proposicao 5.62. Seja I' : M — N uma aplicagdo diferencidvel, p € M e v € T,M. Se c é

uma curva diferencidvel em p em M com velocidade v em p, entdo dF,(v) = (F o c)'(0).

Demonstragdo. Por hipétese temos que c¢(0) = p e ¢/(0) = v. Dessa forma dF,(v) =
dF,(c(0)) = dF, (dc (%0)) = d(F oc)o (£]o) = (F oc)'(0). o

5.9 IMERSAO, SUBMERSAO E SUBVARIEDADE

Definicao 5.63. Sejam ' : M — N uma aplicagdo diferencidvel e p € M. Dizemos que F' é
uma imersd@o em p se a diferencial dF), : T,M — TN € injetiva e dizemos que F' é uma
submersdo em p se dI, é sobrejetiva.

Dizemos que F' é uma imersdo se F' for imersdo em todo p € M e que F' é

uma submersdo se F é submersdo em todo p € M.
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Observacao 5.64. Suponha que M é uma m—variedade diferencidvel e N é uma n—variedade
diferencidvel, dessa forma, dimT,M = m e dimT,N = n. Assim, a injetividade de dF,
TyM — Tgy)N implica que m < n. Por outro lado, a sobrejetividade de dF, implica que

n < m. No caso de dF), ser bijetora temos que m = n.

Exemplo 5.65. Se U é um subconjunto aberto de uma variedade M, entdo a inclusdo i : U —
M é uma imersdo e também uma submersdo.

Segue do fato que di,, : T,U — T,,M é um isomorfismo, conforme Proposi¢do
5.37.

Definicao 5.66. Sejam M e N variedades diferencidveis. Dada uma aplicacdo diferencidvel
F : M — N eum ponto p € M, definimos o posto de I' em p como sendo o posto da aplicagdo
linear dF, : T,M — TpN.

( , cee yn)
emp e F(p), respectivamente, dF), é representado pela matriz jacobiana [g—( )] Dessa

forma, postoF (p) = posto [‘21; (p)]

Observacdes 5.67. 1. Como jd visto, relativo as cartas (U,x',---  2") e

2. Se F' tem o mesmo posto r em todo ponto, dizemos que F' tem posto constante.

Definicao 5.68. Seja F' : M — N uma aplicagdo diferencidvel e p € M. Dizemos que p é um
ponto critico de I' se a diferencial dF,, : T,M — Tr,) N ndo for sobrejetiva. Dizemos que p é
um ponto regular de F' se dI), é sobrejetiva.

Um ponto em N é dito ser um valor critico se for a imagem de um ponto

critico, caso contrdrio, é um valor regular.

Observacao 5.69. Um ponto c na imagem da F' é um valor regular se, e somente se, todo ponto

na pré-imagem F~'({c}) é um ponto regular.

Proposicao 5.70. Seja f : M — R uma fungdo. Um ponto p € M é um ponto critico se, e

somente se, para toda carta (U, @) contendo p, ax]( ) =0, paratodoj=1,---.n

Demonstrag¢do. =) Sejam p € M um ponto critico e (U, ¢) uma carta de M contendo p e seja
{:% |, 5% |p} a base de T,M relacionada a carta (U, ). Como p ¢ ponto critico de f,
entdo df, : T,M — TR ndo € sobrejetora. Logo, como dim Ty R = 1, segue que df, = 0.

Por outro lado, df, (%|p) e TypR e df, (3%,) (idr) = 5%|,(idg o f) = 6z’< ). Portanto,

%(p)zoa Vi=1 -y T
) Suponhamos que para toda carta (U, ) de M com p € U, azz I (p) =
0,Ve=1,...,n.,emque {a?lw cee W|P} ¢ abase de T}, M relacionada a carta (U, ¢). Como,

(R, idg) é uma cartade Re 0 = %(p) = E)(f;—:f;l)(go(p)), segue que, 0 = W“;—W(w(g))) =

0, Vi =1,...,n. Portanto, d(idg o f o ¢~ 1)) = 0e df, = 0. o
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Definicao 5.71. Seja M uma n- variedade. Um subconjunto S de M é uma subvariedade de
dimensdo k, se para todo p € S existir uma carta coordenada (U, p) = (U,z',--- ,x") de M
compe Utal que U S = {qeU,; 28 (q) = 252(q) = --- = 2™(q) = 0}. Chamaremos
essa carta (U, p) em M de carta adaptada relativa a S.

Se S é uma subvariedade de dimensdo k na n—variedade M, entdon — k é

dito ser a codimensédo de S em M.

Seja g : U NS — RF arestricdo das k primeiras componentes de ¢ a U N S,

que é o5 = (z',--- ,2%). Note que (U n S, pg) € uma carta em S na topologia do subespago.

Exemplo 5.72. Seja M uma n—variedade e S — M uma subvariedade de dimensdo k, onde
k = n. Nesse caso, U N S é definido pelo ndo anulamento de suas funcdes coordenadas e assim
UnS="U.

Portanto, um subconjunto aberto de uma variedade é uma subvariedade de

mesma dimensado.

Exemplo 5.73. Considere o subconjunto S = {(z,y); —1 <z < 1 ey = 0} de R%. Mostremos
que S é uma subvariedade de R>.

Dado um aberto U = (—1,1) x (—1,1) de R? e considerando a carta (U, p)
tal que o : U — U < R? é definida por p(x,y) = (x,vy), temos que UNS = o~ ({(x,0); -1 <

x < 1}). Portanto U n S ¢ definido pelo anulamento da fungdo coordenada y.

Observacao 5.74. Considere o aberto V = (—2,0) x (—1,1) de M e a carta (V1)) de forma
que Y(x,y) = (x,y). Para que (V1) seja uma carta adaptada para S é necessdrio que o
anulamento da fungd@o coordenada y defina o conjunto V. S = {(z,y) € R} -1 < z <
Oy =0} Mas v ({(z,9) € Vi y = 0}) = {(,5) e RE—2 <z < Dey = 0} # V 1 S.

Portanto (V1)) ndo é uma carta adaptada.

Proposicao 5.75. Seja S uma subvariedade de M e A = {(U, )} uma colecdo de cartas
adaptadas compativeis de M que cobrem S. Entdo {(U n S, ¢g)} é um atlas para S. Portanto,
uma subvariedade por si préprio é uma variedade. Se M tem dimensdo n e S é localmente

definida pelo anulamento de n — k coordenadas, entdo dim S = k.

Demonstragdo. Sejam (U, o) = (U, z',--- ,2") e (V,v) = (V,y',--- ,y") duas cartas adapta-
dasem A eassumaque U NV # (7.

Tomep e UV n S, logo p(p) = (zt(p), - ,2"(p),0,---,0) e (p) =
(y'(p).- -, y*(p),0, - ,0). Dessa forma, s(p) = (z'(p), -, 2*(p)) e
bs(p) = (y'(p),- - v* (p))-

Assim, (g 0 05" )z (p), -+, 2¥(p)) = ¥s(wg' (@s(p))) = ¥s(p)
= (y'(p), -+ ,¥"(p). Como y’' é C* empcom1,--- , k, segue que 150 pg' é C*. De maneira
analoga, uma vez que x' ¢ C'™ em p, segue que Qg o wgl também é C'°.

Consequentemente, quaisquer duas cartas em {(U n S, ¢g)} sdo C* com-

pativeis. Uma vez que {U n S}yeq cobre S, a colecdo {(U N S, pgs)} é um atlas C* em S.
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Logo, existe um udnico atlas maximal B tal que {(U n S, ¢s)} < B e (S, B) é uma variedade

diferenciavel. o

5.10 O TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Definicao 5.76. Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicacdo F : M — N é
chamado um difeomorfismo local de classe C* se todo ponto p € M tem uma vizinhanga U tal
que F(U) é abertoem N e F|y : U — F(U) é um difeomorfismo de classe C*.

Teorema 5.77. Sejam M"™ e N" variedades, F': M — N uma aplicagcdo de Classe C* e
p € M. Nessas condicées, F é um difeomorfismo local de classe C* em uma vizinhanca de p

se, e somente se, det [%(p)] # 0.

Demonstra¢do. Sabemos que a matriz jacobiana de F' em relagdo as cartas (U, ¢)
= (U7 (ZL‘l, e ’xn» € (V7 w) = (Vv (917 e ’yn)) ¢ dada por [%(p)]’ sendo FZ = yl oF =

rio o Fert: R" — R aprojegdo no i-ésimo fator. Veja que

£ = o) = T o) = B Lot
Dessa forma a matriz jacobiana de F' no ponto p em relacdo as cartas

(U, (2%, - ,2™) e (V,(y', -+ ,y")) é exatamente a a matriz jacobiana da aplicagdo 1o Fop™!

no ponto (p).

Como ¢ e ¢ sdo difeomorfismos de classe C'*, entdo F' € um difeomorfismo
local de classe C'* em uma vizinhanca de p se, e somente se, 1) o I o ¢! é um difeomorfismo
local de classe C* em uma vizinhanca de ((p). Mas, pelo teorema da Funcdo Inversa para
espacos Euclidianos 1.44, 1o Fop~! é um difeomorfismo local de classe C* em uma vizinhanga
de ¢(p) se, e somente se, o determinante de sua matriz jacobiana em p é ndo nulo. Segue que F'é
um difeomorfismo local de classe C'* em uma vizinhanga de p se, e somente se, det [%(p)] #
0.

Proposicio 5.78. Sejam M e N variedades diferencidveis e F' : M — N uma aplicagdo C*.

Entdo:

1. F' é um difeomorfismo local de classe C* se, e somente se, F é uma imersdo e uma

submersdo de classe C*.

2. Sedim M = dim N e F é uma imersdo ou uma submersdo de classe C*, entdo F é um

difeomorfismo local de classe C*.

Demonstra¢do. 1. =) Suponha que F' é um difeomorfismo local de classe C*, logo pelo
Teorema 5.77, det [aFi (p)] # 0, ou seja, [ai(p)] ¢ inversivel. Como [ai(p)] ¢ a matriz de

o0xJ oxJ oxJ
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R" R"™
Figura 5.10

dF}, em relacdo as bases coordenadas de T, M e Tr(, N, entdo dF}, € um isomorfismo, portanto
F é uma imersdo e uma submersdo de classe C*

<) Suponha agora que F' € uma imersdo e uma submersio de classe C*,
assim dF}, € um isomorfismo em cada p € M, logo det [%(p)] # 0. Pelo Teorema 5.77 F' é
um difeomorfismo local.
2. Suponha que dim M = dim N e F' é uma imersdo (ou submersdo) de classe C*, logo dF), é

bijetiva. Segue pelo item 1 dessa proposi¢ao, que F' é um difeomorfismo local. =

5.11 CONJUNTO DE NIiVEL DE UMA FUNCAO

Definicao 5.79. Um conjunto de nivel de uma aplicacdio F : M — N é o subconjunto
F~'({c}) ={pe M;F(p) = ¢} para algum c € N.

Observacdes 5.80. 1. Quando N = R* e ¢ = 0, o conjunto de nivel F~*(0) é usualmente

chamado de conjunto zero de F'.

2. Note que c é um valor regular de F' se, e somente se, c ndo estd na imagem de F' ou em

todo ponto p € F~'(c) a diferencial dF, : T,M — Tr)N € sobrejetiva.
3. Se ¢ é um valor regular, F~1(c) é chamado de conjunto de nivel regular.

4. Se F~Y(0) é um conjunto de nivel regular de F' : N — R™, ele é chamado de conjunto

zero regular.

5. Se um conjunto de nivel regular F~'(c) é ndo vazio, e p € F~'(c), entdo a aplicacdo

F: M — N éuma submersdo em p.

Lema 5.81. Seja g : M — R uma fungdo diferencidvel. Um conjunto de nivel regular g~ (c)

de nivel ¢ da fungdo g é o conjunto regular zero f~1(0) da fun¢do f = g — c.
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Demonstracdo. Dado p € M temos que g(p) = ¢ se, e somente se, f(p) = g(p) — ¢ = 0. Dessa
forma, g~!(c) = f1(0).

Tome v € T,M e h € C*(M),logo df,(v)(h) = d(g—c),(v)(h) = dg,(v)(h)
—dc,(v)(h) = dgy(v)(h) = dg,(v)(h). Assim, df, = dg, para todo p € M, sendo assim as

funcdes f e g possuem exatamente os mesmo pontos regulares. a

Teorema 5.82. Sejam M uma n- variedade e g : M — R uma funcdo C*. Entdo um conjunto

regular ndo vazio S = g~ '(c) é uma subvariedade de M de codimensdo 1.

Demonstragdo. Seja f = g — ¢, entdo f é C* e, pelo Lema 5.81, S = f~1(0) é um conjunto de
nivel regular de f.

Tome p € S, logo p é um ponto regular de f e assim, relativo a qualquer

carta (U, z!, -, ™) que contém p, temos que %(p) # 0, para algum 7. Reordenando z!,--- |z

n

podemos assumir que (2L ) (p) # 0.

A matriz jacobiana da aplicagdo diferencidvel (z*,--- 2", f): U — R" é
dada por:
ox! ox? oz
&l A oo 100
(91’"71 axnfl axnfl =
ozl o ogn—l ox™ U 1 0
9f of of 9f of of
ozl T gpn—l ox™ ozt~ ozn—l gz

Assim, det [a—f)] em pé 2L (p) # 0.

a($17$27"' 7mn)

Pelo Teorema 5.77 e pela Proposicdo 5.15, existe uma vizinhanga U, de p em

que (z',--- 2", f) formam um sistema coordenado. Dada a carta (U, z', -+ ,2""! f), o
conjunto de nivel U, n S € definido pelo anulamento da dltima coordenada, assim

(Up, at, -+ 2™t f) é uma carta adaptada relativa & S. Uma vez que p é qualquer, S é uma
subvariedade regular de dimensao n — 1 em M. =

Teorema 5.83 (Conjunto de nivel regular). Sejam M™ e N" variedades e F' : N — M uma
aplicagdo diferencidvel. Um conjunto de nivel regular nédo vazio F~*({c}), com c € M é uma

subvariedade de N de dimensdo n — m.

Demonstragdo. Seja (V,¢) = (V,y',--- ,y™) uma carta de M centrada em c, ou seja, y'(c) = 0
paratodoi = 1,--- ,m. Como F € continua temos que F'~*(V') € um aberto em N e assim
F~1(c) e F7}(V). Note que F~!(c) = () o F)~*(0), dessa forma o conjunto de nivel regular
F~!(c) é igual ao conjunto zero de 1) o F.

Considerando F" = y'o F' = r' ot o F = (¢ o F)’, temos que F~'(c) =
(m] (F*)~%(0). Por hipétese F~!(c) € ndo vazio, logo existe p € N de formaque pe F~(c)ea
;T;)llicagﬁo F' é uma submersdo em p, assim n = m.

Tome (U, p) = (U, z',--- ,x™) uma carta de N em p contidaem F (V).



110

Uma vez que p € F'~(c) é um ponto regular, temos que o posto da matriz
jacobiana [%(p)] € m, logo existe uma submatriz m x m cujo determinante € nao nulo.
Reordenando os £ e os 27, podemos assumir sem perda de generalidade que

. 7 L ~ . .
amatriz m x m [%(p)] é ndo singular, ou seja,
I<i<m,n—m+1<j<n

det [%(p)] # 0.

I<i<mn—m+1<j<n
Afirmacio: Substituindo as m dltimas coordenadas da carta (U, ) por F'',--- | F™ existe uma
vizinhanga U, de p tal que (U, z', -+ ,z"~™ F' ... F™) ¢ uma carta de N.

De fato, calculando a matriz jacobiana em p, temos:

ozl ox! ox! ox!
ox! Tt ggnmm ggn—mAtl ot ox™n
ox®  Jxz® oxnm oxn ™ oxn— ™ oxn ™
ax,ﬁ OxJ _ oxl s Oxn—m Oxn—m+1 LR ox™ _ Id(n—m)x(n—m) O
OF* OF* oF! oF! oF! oF! N OF*
ozxP  Oxd ox! Tt pxn—m gpgnomAl ot oxm oxJ
oF™ oF™ OF™ oF™
ox! Tt ggnmm ggnmmtl o ot ox™

ondel <i<m,n—m+1<j<nel<apf<n—m.

oFt  OF!
oxP  oxI
Logo pelo Teorema 5.77 e pela Proposig¢ao 5.15, existe uma vizinhanga U, de

) dz™  Jz®
Como det [%] # 0, temos que det [ %28 Ozl ] 20

p, de forma que (U, ', --- ;2™ ™ F*! ... | F™) é uma carta de N em p.
Definindo S := F~!(c), na carta (U, z*, -+ ;"™ F' ... [F™) S é ob-
tido pelo anulamento das m dltimas fungdes coordenadas F!,--- | F™. Dessa forma, (U, zt
<, F ... F™) é uma carta adaptada de N relativa a S.

Note que p € S foi tomado arbitrariamente, dessa forma .S € uma subvariedade

de N de dimensdo n — m. o

Exemplo 5.84. Considere a fungéo f : R* — R dada por f(x,y) = y*
O conjunto zero de f é dado por S = f~1({0}) = {(x,0) € R?}. Mostremos
que S é uma subvariedade de R>.
Considere a carta (R?, [dgz), logo S = R*n S = {(z,0) € R?} = Id '(R x
{0}). Portanto R* N S € definido pelo anulamento da funcdo coordenada y na carta (R?, (z,y)).
Porém, note que % =0e % = 2y, dessa forma, em S segue que % = % = 0. Logo todo ponto
em S é um ponto critico de f. Portanto, S é uma subvariedade de R* mas néo é um conjunto

de nivel regular de f.

Abordaremos agora alguns exemplos de subvariedades aplicando o Teorema
5.83.

Exemplo 5.85. O conjunto S = {(x,y,z) € R} 23 + y* + 23 = 1} é uma subvariedade de

dimensdo 2.



111

Considere f : R®> — R dada por f(z,y,z) = 2% + ¢ + 23, dessa forma
/{1 =S

Calculando as derivadas parciais de | temos que %(m, y,z) = 327,
) )
L(w,y,2) =3y* e L(w,y,2) = 32

Sabemos que p € R3 é um ponto critico se, e somente se, %(p) = %(p) =
g—ﬁ(p) = 0, assim todos os pontos de S sdo pontos regulares de f e 1 é um valor regular de f.

Logo, pelo Teorema 5.83, S é uma subvariedade de R? de dimensdo 2.

Exemplo 5.86. O conjunto S = {(z,y,2) e R 2> + 2 + 28 = lex +y + 2 = 0} é uma
subvariedade de R3.
Considere F : R? — R? definida por F(x,y,2) = (2*+y*+ 23, 2 +y+2) =
(F\, Fy). Dessa forma, S = F~1({(1,0)}). A matriz jacobiana de F é dada por J(F) =
( 302 3y2 322 )
11 1 '
Note que os pontos criticos de F sdo todos os pontos (.1, 2) € R? tais que o

posto de J(F') é menor do que 2, ou seja, os pontos onde todas as menores 2 x 2 da J(F') tem

determinante (.

Considerando,
322 3y? 3z? 322
RGN SR ) (5.4)
1 1 1 1
Segue que
322 =32 =0
302 —322=0

Resolvendo esse sistema,

322 —3y? =0 22 —1y2=0 2?2 = 9? Y
= = =
32 —-322=0 2 —22=0 x? =22 z

Paray = z = x temos que x +y + z = 0 o que implica que x +x + x = 0,

H I+

T

X

ou seja, 3r = 0 e assim x = 0.

De forma andloga,

Paray = x e z = —x, temos que x = (.
Paray = —x e z = z, temos que v = (.
Paray = —x e z = —x temos x = (.

Dessa forma, (0,0,0) é o tinico ponto critico de F'. Mas (0,0, 0) ndo satisfaz
23 + 2 + 23 = 1, logo ndo existe ponto critico de F' em S, ou seja, todos os pontos de S
sdo regulares, assim S é um conjunto de nivel regular. Pelo Teorema 5.83, temos que S é uma

subvariedade de R? de dimensdo 1.
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5.12 TEOREMA DO POSTO CONSTANTE

Teorema 5.87. Sejam M™ e N" variedades e F: M — N uma aplicacdo de Classe C* de
posto constante k na vizinhan¢a de um ponto p € M. Entdo existem cartas (U, ) de M

centrada emp e (V,1) de N centrada em F (p) tais que F(U) < V e
(poFop )zt - 2k bl .am) = (21 - 2k 0,--- 0) onde (2, ..., 2™) € p(U).

Demonstragdo.

! G
Rm
%H A
Figura 51 1

Sejam (U,%) uma carta de M em p e (V,¢) uma carta de N em F(p),
dessa forma ) o F o3 ': (U) — ) (V) tem posto constante k£ em uma vizinhanca de

oz
Euclidianos 1.47, existem abertos U, < R™, V) c R, V c R*, W <« R™ % e Z < R"¥,
e existem difeomorfismos de classe C* H: U, — V x W e G: Vi) — V x Z tais que
peU,c U, f(p)eVipe(Go foH™)(z,y) = (z,0), para todo par (z,y) € V x W, onde
f=yoFop
Reduzindo se necessario os dominios das funcdes envolvidas, basta conside-
rarmos as cartas (V, 1) = (V,Go) e (U, p) = (U, Hop) e portanto (o Fop—1)(x!, ..., 2™) =

(xt,...,2%,0,...,0). o

3 PoFop—1 ‘
®(p), pois [@(p)] = [W;Tf)(go(p))]. Assim, pelo Teorema do Posto para espacos

Teorema 5.88. Seja ' : M — N uma aplicagdo C* e c € N. Se F tem posto constante k em
uma vizinhanga de um conjunto de nivel F~({c}) em M, entdo F~'({c}) é uma subvariedade

de M de codimensdo k.
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Demonstragdo. Seja p € F~1({c}) um ponto qualquer. Pelo Teorema 5.87 existem cartas
(U, o) = (U,x', -+, 2™) centradaempe (V,¢) = (V,y!,--- ,y") centradaem c = F(p) e N
de forma que (1) o F o =) (rt, ... jpm=k pm=ktl o pm)y = (Q,... 0, pmRHL L pm),
Logo o conjunto de nivel (¢) o F o ¢~ 1)71(0) é definido pelo anulamento das dltimas k coorde-
nadas.

Note que (¢ o F' o o™!)71(0) = (po F7 1oy 1)(0) = (po FH)(c) =
©(F~1(c)), ou seja, a imagem do conjunto de nivel F~!(c) sob ¢ é o conjunto de nivel () o
Fyp=1)(0). Dessa forma, o conjunto de nivel F~*(c) em U € definido pelo anulamento das
m—k+1

fungdes coordenadas r ,7™, onde z° = r’ o .

Portanto F'~!({c}) é uma subvariedade de dimensio k. a

Teorema 5.89 (Forma local das imersoes). Sejam M™ e N" variedades e F': M — N uma
imersdo C* em p € M. Entdo existem cartas (U, ) de M centrada em p e (V,1¢) de N
centrada em F (p) tais que em uma vizinhanga de ¢(p) temos que (o F o) (z!,- -+ 2™) =

(Il,”- 2™, 0, 70)‘

Demonstragdo. Seja (U, ) uma carta de M centrada em p e (V1)) uma carta de N em F(p).
Como F é uma imersio em p temos que a aplicacio v o F o ¢~ ': o(U) — ¥ (V) € uma
imersdo em ¢(p) = 0, além disso, hoFop 1éC® m<neR"=R"xR" ™, Pelo Teorema
da Forma Local das Imersdes para espacos Euclidianos 1.45, existem abertos V, W, Z com
0=pp) eV cpl),0eWcR"™, (YoFop)(p(p) € ZcR"eum difeomorfismo
C*h: Z —VxWtalque (ho (o Fop))(z!, - ,2m) = (!, ,2™,0, -+ ,0). Dessa
forma, reduzindo o dominio se necessdrio, basta considerarmos as cartas (U, ¢), (V' ,¢) =
(V/,hot)eassim (o Fop ) (z!, -+ ,a™) = (z!, -+ ,2™,0,---,0).

Teorema 5.90 (Formas local das submersdes). Sejam M™ e N" variedades e F': M — N uma
submersdo C* em p € M. Entdo existem cartas (U, @) de M centrada emp e (V, 1) de N cen-
trada em F (p) tais que em uma vizinhanga de p(p), (o Fop=)(zt, -+ a2, " .- [ a™) =
(', ™).

Demonstragdo. Sejam (U, ) uma carta de M centrada em p e (V) uma carta de N centrada
em F(p), do fato de F ser uma submersdo em p segue que ¢ o F o p~1: B(U) — (V)
¢ uma submersdo em p(p) = 0 € R™. Pelo Teorema da Forma Local da Submerséo para
espacos Euclidianos 1.46 existem abertos V, Z, W, com 0 € V < R, B(p) € Z < p(U),
(Yo Fop ) (p(p) € W < R™™ e um difeomorfismo C* h: V x W — Z tal que ((¢ o
Fop 1) oh)(r,w) = w. Logo reduzindo o dominio se necessario e considerando as cartas
(U,p) = (U,htop) e (V) temos que (o Fop 1) (z!, ... z" wh, ..., w™™") = (!, ..., 2").

O

Corolario 5.91. Uma submersdao F' : M — N é uma aplicagcdo aberta.
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o ¥
VI NI L
pU)  ¢(p)=0
h
2oy l
&
]Rﬂ-m
ok =
0 |4
\ Fﬂ 7 Rm
Figura 5.12

Demonstracdo. Tome W um subconjunto aberto de M, mostremos que F (/) é um subcon-
junto aberto de .

De fato, tome F(p) € F(W) onde p € M, uma vez que F' é uma submersao,
temos que F' € localmente uma projecdo, a qual é uma aplicagdo aberta. Assim, existe uma
vizinhanga U de p em W tal que F'(U) é aberto em F(IW) < N, dessa forma, F'(p) € F(U) <
F(W). Uma vez que F(p) foi tomado de forma arbitréria, segue que F'(I¥') é um conjunto
aberto de V. o

5.13 MERGULHO

Definicao 5.92. Sejam M e N variedades e F' : M — N uma aplicagdo diferencidvel, dizemos
ge F é um mergulho de M em N se F' é uma imersdo e também um homeomorfismo de M em

F(M) com a topologia do subespago.
Lema 5.93. Toda composicdao de mergulhos é um mergulho.

Demonstragdo. Tome F : M — N e G : N — P mergulhos. Mostremos que Go F': M — P
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¢ um mergulho de M em P.
De fato, note que G o F' é uma imersdo, pois d(G o F), = dGp(,) - dF,.
Note que Go F' : M — G(F(M)) é um homeomorfismo, pois F' : M —
F(M)eG: N — G(N) sdo homeomorfismos. D

Exemplo 5.94. Se M é uma variedade e U < M é um subconjunto aberto, a aplicacdo inclusdo
t:U — M é um mergulho.
Pelo Exemplo 5.65, i : U — M ¢é uma imersdo. Note que i|;) : U — i(U) é

um homeomorfismo, pois dado qualquer aberto A em i(U), temos que i~ (A) = A.

O préximo exemplo mostra uma aplicagao que ¢ um mergulho topolégico mas

nao € um mergulho diferencidvel.

Exemplo 5.95. Considere a aplicacdo v : R — R? dada por ~(t) = (£3,0).
Note que 7|y®) : R — 7(R) = R x {0} é um homeomorfismo, pois cada
fungdo coordenada é continua e v~* é continua. Mas dry, = 0, ou seja, dy ndo é injetora, logo

v ndo é uma imersdo.

Proposicao 5.96. Sejam M e N variedades e F' : M — N uma imersdo injetiva. Se ocorrer

qualquer uma das seguintes afirmacoes, entdo F' é um mergulho.
1. F é uma aplicacdo aberta ou fechada
2. F é uma aplicacdo propria.
3. M é compacto.

Demonstragdo. 1. Suponha que F' € uma aplicacdo aberta, por hipétese F' € injetiva, dessa
forma F' : M — F(M) é bijetiva, logo existe F'~! : F(M) — M. Seja U = M um aberto,
logo (F~Y)~Y(U) = F(U) que é aberto em N, dessa forma, F(U) = F(U) n F(M) é aberto
em F'(M) com a topologia do subespago em F(M), logo F'~! é continua. Portanto F' é um
homeomorfismo sob sua imagem. Analogamente para /' uma aplicacdo fechada.
2.Suponha que F' é uma aplicacdo propria, pelo Teorema 1.28, temos que F' € uma aplicac@o
fechada, assim pelo item 1 segue que F' € um mergulho.
3. Suponha que M € compacto, mostremos que F': M — N € uma aplicacio fechada.

Tome U < M um subconjunto fechado, sabemos que todo subconjunto fe-
chado de um compacto é compacto, logo U é compacto e assim F'(U) é compacto. Como todo
subconjunto compacto de um espago de Hausdorff é fechado, temos que F'(U) é fechado. Logo

F' € uma aplicagao fechada e, pelo item 1, F' € um mergulho. =

Teorema 5.97. Sejam M e N variedades e m : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Entdo T

€ uma submersdo se, e somente se, todo ponto de M estd na imagem de uma secdo local de .
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Demonstra¢do. =) Suponha que 7 é uma submerséo e tome p € M, denote por ¢ = w(p) € N.

Pelo Teorema 5.90, existem cartas (U, 2!, - - -, 2™) centradaem pe (V,y*,--- ,y") centrada em
q tais que <1/] © (pil)(rlv U >Tm) = (Tlv e ’rn)_
Defina C. = {r € R"™;|r'| < €, = 1,--- ,m} o cubo de R™, onde ¢ é um

nimero positivo suficientemente pequeno e C. < ¢(U). Como ¢ é homeomorfismo, temos
que o HC.) = {p~(r);r € C.} é um cubo coordenado de M centrado em p. Note que
definindo C! = {r € R*;|r'| < ¢,i = 1,--- ,n} temos que (¢ o w0 o 1)(C.) = C!. Como
) é homeomorfismo temos que (7 o ¢~ ) (C,) = ¥~ 1(C!). Agoradado r = (r',--- ,r") €
C!, considere a aplica¢do diferencidvel o : 71 (C?) — ¢ 1(C.) definida por o(p"1(r)) =
o t(rt, - r"0,- -+ ,0) de forma que (w0 o) (b (rt, -+ [ r™))
= w(et(rt, -, 0,---,0)) = (et or™). Logo mo o = Idy-1(cr) que satisfaz
olq) = p.
<) Suponha que todo ponto p de M estd na imagem de uma se¢@o local de 7. Tome p € M e
sejac : U ¢ N — M uma secéo local com p € o(U). Seja q € U, tal que o(q) = p, logo,
m(p) = m(o(q)) = Idu(q) = ¢.

Como moo = Idy, temos que dm,odor(y)—g = Idr,u,logo dm, € sobrejetora.

Portanto 7 € uma submersao em p. o

Proposiciio 5.98. Sejam M e N variedades e w : M — N uma submersdo de classe C*. Se 7

€ sobrejetiva entdo m é uma aplicacdo quociente.

Demonstragdo. Pelo Corolario 5.91, m € uma aplicacdo aberta. Se 7 € sobrejetiva, segue pelo

Teorema 1.24 que 7 € uma aplicagdo quociente. =

Teorema 5.99. Sejam M e N variedades e m : M — N uma submersdo sobrejetiva. Para
qualquer variedade P, a aplicacdo F' : N — P é diferencidvel se, e somente se, F' o m é

diferencidvel.

Demonstra¢do. =) Suponha que F' é diferencidvel, logo F' o 7 é diferencidvel.

<) Suponha que F' o : M — P é diferencidvel. Por hipétese 7 é sobrejetora, logo dado
q € N existe p € 7 1(q). Pelo Teorema 5.97, existe uma vizinhanca U de ¢ e uma sec¢do
localoc : U € N — M de « de forma que o(q) = p, logo m o 0 = Idy implica que F|y =
Flyoldy = F|lyo(moo) = (Fom)ooécomposicdo de fungdes diferencidveis. Portanto F'

¢ diferencidvel na vizinhanga de cada ponto e assim [’ € diferencidvel. =

Teorema 5.100. Sejam M e N variedades e m : M — N uma submersdo sobrejetiva. Se P
€ uma variedade e F' : M — P ¢é uma aplicacdo diferencidvel que é constante na fibra de T,

entdo existe uma unica aplicacdo diferencidvel F:N — Ptal que For=F.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 5.98, 7 € uma aplicagdo quociente. Pelo Teorema 1.30, existe
uma Unica aplicagdo continua F:N — Ptal que F or = F. A diferenciabilidade é garantida

pelo Teorema 5.99. =
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Teorema 5.101. Se ' : M™ — N" é um mergulho, entdo F (M) é uma subvariedade regular
de N.

Demonstracdo. Tome p € M, como F' € um mergulho temos que F' é uma imersao, assim pelo
Teorema 5.89, temos que para cada p € M existem cartas (U, p) e (V, 1) tais que (1) o F' o
e (- rm™) = (rt - 1™ 0, ,0). Logo F(U) é definido em V pelo anulamento das

mAL . y™. Mas isso ndo prova que F'(M) é um subvariedade pois V N F(M)

coordenadas y
pode ser maior que F'(U), dessa forma, precisamos mostrar que em alguma vizinhanga de F'(p)
em V' o conjunto F'(M) é definido pelo anulamento de n — m coordenadas.

Do fato de F' ser um mergulho, temos que F' : M — F(M) é um homeomor-
fismo com a topologia do subespaco, assim F'(U) é um aberto em F'(M) e pela defini¢do de
topologia do subespago existe um conjunto aberto V' em N tal que V' n F(M) = F(U).

Note queem V n V' temos que Vn V' n F(M) =V n F(U) = F(U) e
F(U) é definido pelo anulamento de y™ !, - - ¢

Portanto, (V AV’ y!,---  y") é uma carta adaptada de F'(M) contendo F(p).
Uma vez que F(p) é um ponto arbitrario de F'(M), temos que F' (M) é uma subvariedade

regular de V. D

Teorema 5.102. Se M é uma subvariedade de N, entdo a inclusdo i : M — N definida por

i(p) = p € um mergulho.

Demonstragcdo. No exemplo 5.65 j4 mostramos que a inclusdo € uma imersao.
Note que a subvariedade N tem a topologia do subespaco e i(IN) = N, assim

i: N — i(N) é um homeomorfismo com a topologia do subespago. Portanto, i ¢ um mergulho.

]

Observacao 5.103. Geralmente chamamos a imagem de um mergulho de subvariedade mergu-

lhada.

Proposicao 5.104. Seja M™ uma variedade. A subvariedade de codimensdo 0 em M é exata-

mente a subvariedade aberta de M.

No exemplo 5.72, mostramos que toda subvariedade aberta de M tem codi-
mensao 0.

Suponha agora que U < M ¢é uma subvariedade de codimensao 0, logo pelo
Teorema 5.102, 7 : U — M € um mergulho. Note que dim M = dim U e 7 é uma imersdo, logo
1 € um difeomorfismo local. Como todo difeomorfismo local € uma aplicacdo aberta temos que

U € um subconjunto aberto de M.

5.14 APLICACOES DIFERENCIAVEIS EM UMA SUBVARIEDADE

Teorema 5.105. Se M e N sdo variedades, F' : M — N uma aplicacdo diferencidvel e S < M

uma subvariedade de M, entdo F|s : S — N ¢ diferencidvel.
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Demonstrag¢do. Temos que i : S — M é diferencidvel, pois é uma imersdo. Note que F'|s =

F o i que é composicdo de aplicagdes diferencidveis. Portanto, F'|g é diferencidvel. =

Teorema 5.106. Sejam F' : N" — M™ uma aplicacdo diferencidvel, S < M e F(N) < S,
denote por s a dimensdo de S. Se S é uma subvariedade de M, entdo a aplicacdo F:N->§S

é diferencidvel.

Demonstracdo. Tome p € N, logo F(p) € F(N) < S < M. Por hipétese S é uma subvariedade
de M, logo existe uma carta adaptada (V,v) = (V,y',--- ,y™) de M em F(p) de forma que
S ~ V é definida pelo anulamento das coordenadas y**!,--- ,y™. Como F ¢ diferencidvel
existe uma vizinhanca U de p com F'(U) < V. Entédo F(U) < (V n.S), dessa forma para g € U
temos que (1 0 F)(q) = ¥(F(q)) = (45 (F(@)), - ,*(F(q)), 0, -~ ,0).

Assim, g0 F' = (y'o F,--- ,y*o F)onde ¢g : V n S — R* é diferencidvel,
pois cada ' o F' é diferencidvel. Portanto £ é diferencidvel. O
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6 VARIEDADE DE RECOBRIMENTO

Este capitulo tem por objetivo estender alguns resultados apresentados no ca-
pitulo 3 agora incluindo a diferenciabilidade e demonstrar a existéncia do recobrimento uni-
versal para variedades diferencidveis conexas. Na primeira se¢do iremos definir aplicacao de
recobrimento diferencidvel e explorar algumas propriedades que seguem da defini¢do. A se-
gunda sec¢do trata-se de propriedades de levantamento, na terceira e quarta sessoes serd definido
transformacodes de recobrimento diferencidveis e homomorfismo de recobrimento diferencié-
vel. Por fim na dltima secao € provado a existéncia do recobrimento universal entre variedades

diferenciaveis conexas.

6.1 ALGUMAS PROPRIEDADES BASICAS

Definicao 6.1. Sejam E e M variedades conexas, uma aplicacdo m : EE — M é chamada de
aplicacdo de recobrimento diferencidvel, se m ¢é diferencidvel, sobrejetiva e cada ponto p € M
tem uma vizinhanca U de forma que cada componente de n=(U) é aplicada difeomorficamente,

difeomorfismo de classe C*°, em U pela .
Observacoes 6.2. 1. Dizemos que U é uniformemente recoberto por p.
2. Chamamos M de base do recobrimento e E é um recobrimento diferencidvel de M.

A seguir apresentamos alguns resultados imediatos da definicao de uma apli-

cacdo de recobrimento diferencidvel.
Lema 6.3. Toda aplicacdo de recobrimento diferencidvel é um difeomorfismo local.

Demonstragdo. Seja w : 2 — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel. Tome p € E,
logo 7(p) € M e assim existe uma vizinhanga U de 7(p) de forma que cada componente conexa
de 7~1(U) € aplicado difeomorficamente em U por 7. Considere U, a componente conexa que
contém p, logo 7|y, : U, — U é um difeomorfismo. Portanto, toda aplicacdo de recobrimento

diferenciavel € um difeomorfismo local. o

Lema 6.4. Toda aplicagdo de recobrimento diferencidvel é uma submersdo.

Demonstragdo. Seja m : £ — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel. Mostremos
que dmy, : T,/ — T, M € sobrejetiva para todo p € E.

Tome p € E, logo 7(p) € M e assim existe uma vizinhanga U de 7(p) tal que
|y, : Uy, — U é um difeomorfismo, onde U, é a componente conexa de 7~ (U) que contém
p. Note que, 7|y, = moi,onde i : U, — E éainclusdo de U, em E. Pela Proposigio 5.34,
(dru,)p = dmi(p) © dip, = dmp o dip : TyUp = Tirn(igpy)) M = Ty M.
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Por outro lado, (dr|y,), : T,U, — Tr@U é um isomorfismo, ja que 7|y, :
Up — U é um difeomorfismo, assim, posto((dr|v,),) = dim(Tr,)U) = dim(7,U,), e como U
é aberto em M, dim(T,)U) = dim(Ty ) M).

Além disso, 7 : U, — E € ainclusdo de U, em E, logo di,, : T, U, — T, E é
um isomorfismo, ou seja, posto(di,) = dim(7,E) = dim(7,U,). Uma vez que dr, : T,E —
Ty M € uma transformacdo linear e posto(dm, o di,) = posto((dr|v,),) = dim(Tr,U) =
dim(T,U,) = posto(di,), segue pelo Lema 1.43 que Im(di,) n ker(dm,) = {0} — T,E n
ker(dm,) = {0}, como ker(dr,) < T,E, temos que {0} = T,E n ker(dm,) = ker(dm,). Logo,
dm, é uma transformagio linear injetora, com dim(7,£) = dim(7) M), e portanto dm, é

sobrejetora. Portanto 7 : £ — M € uma submersao. D

Lema 6.5. Toda aplicacdo de recobrimento diferencidvel é uma aplica¢do aberta.

Demonstracdo. Como pelo Lema 6.4 toda aplicag¢do de recobrimento diferencidvel é uma sub-
mersdo, segue pelo Coroldrio 5.91 que toda aplicagdo de recobrimento diferencidvel € uma

aplicagdo aberta. =

Lema 6.6. Toda aplicacdo de recobrimento diferencidvel é uma aplica¢do quociente.

Demonstragdo. Como toda aplicagdo de recobrimento diferencidvel é uma submersdo (Lema

6.4), é aberta (Lema 6.5) e sobrejetiva, segue pelo Teorema 1.24 que € uma aplicac@o quociente.

]

Lema 6.7. Uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel injetiva é um difeomorfismo.

Demonstragdo. Seja : £ — M uma aplicacao de recobrimento injetiva, logo 7 é uma bijecao,
dessa forma existe a inversa 7! : M — E. Mostremos que 7! : M — E ¢ diferenciavel.

Tome p € M, como 7 € uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel existe
uma vizinhanga conexa U,, de p de forma que cada componente de 7~ *(U,,) ¢ aplicada difeo-
morficamente em U, pela 7. Como, cada componente de 7! (U, ) contém exatamente um ponto
na fibra de p pela 7, e 7 é injetiva, segue que 7 (U,) € sua tnica componente conexa.

Tome (U, ¢) carta de M em p com U < U, e (V,4) uma carta de £ em
71 (p) com V & 77 (Uy), logo om0 = o (1) 097 = o (Tles(u,)) Fop !
o(U) — (V) é diferencidvel. o

Lema 6.8. Uma aplicacdo de recobrimento topoldgica entre duas variedades diferencidveis é

uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel se, e somente se, é um difeomorfismo local.

Demonstracdo. =) Imediato.
<) Sejam F e M variedades diferencidveis e 7 : £ — M uma aplica¢do de recobrimento

topoldgica e suponha que 7 é um difeomorfismo local.



121

Tome p € M, logo existe uma vizinhanga U, de p tal que cada componente
conexa de 7! (U,,) é aplicada homeomorficamente em U, pela .

Uma vez que 7 € um difeomorfismo local segue que a restricdo de 7 para
qualquer aberto continua sendo difeomorfismo. Em particular, dado qualquer componente co-
nexa de m(U,), a restri¢do de 7 pela componente conexa € um difeomorfismo local bijetivo,
logo € um difeomorfismo. Portanto 7 aplica difeomorficamente cada componente conexa de
7Y U,) em U,. o

Lema 6.9 (Existéncia da secdo local). Seja # : E — M uma aplicacdo de recobrimento
diferencidvel. Dados qualquer subconjunto U < M uniformemente recoberto, q € U e qy €

7 1(q), entdo existe uma tinica segéo local diferencidvel o : U — E tal que o(q) = q.

Demonstragdo. Toda aplica¢ao de recobrimento diferencidvel é uma aplicacao de recobrimento
topoldgica, dessa forma pelo Lema 3.8, segue que existe uma dnica se¢do local o : U — F tal
que o(g) = o

Tome x € U ez’ = o(x). Note que pela Defini¢do 3.7 temos = = (moo)(z) =

z

m(z') e assim 2’ € 7' (x) < 771 (U). Como U € conexo e o € continua, segue que o(U) é
conexo, dessa forma o(U) < U’, onde U’ € a componente conexa de 7~ (U) que contém g,
observe que 7|y/(qo) = q-
Afirmacédo: U’ < o(U).

De fato, tome y € U’ < 71 (U), logo 7(y) € U e assim (0 o 7)(y) € o(U) <
U’. Suponha que (o o 7)(y) # y, uma vez que 7|y : U' — U é uma bijecdo (difeomorfismo),
segue que 7 o (o0 o w)(y) # 7(y), como wo o = Idy segue que 7(y) # m(y), o que é um
absurdo. Logo y = o o 7(y)

Portanto U" < o(U)

Considerando o difeomorfismo 7|y : U' — U, temos que (w|p) " : U — U’

é também um difeomorfismo. Assim Idy = 7o (w|y)”" : U — U e dessa forma (7)) " :

U — U’ é uma segdo local onde (m|y) ™" (¢) = ¢o. Pela unicidade da se¢do local, segue que
o= (nlo)™"

Portanto o é uma secao local diferencidvel. D

6.2 PROPRIEDADES DE LEVANTAMENTO

Definicao 6.10. Seja 7 : E — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel e ¢ : B — M

uma aplica¢do continua, um levantamento de p é uma aplicacdo continua ¢ : B — E tal que

oY= (.

Lema 6.11. Seja 7 : 2 — M uma aplica¢do de recobrimento diferencidvel e ¢ : B — E um

levantamento de ¢ : B — M. Temos que:

1. Se o é diferencidvel, entdo p é diferencidvel.
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2. Se v éde classe C*, entdo ¢ é de classe CO.

Demonstragdo. 1. Suponha que ¢ € diferencidvel. Mostremos que ¢ : B — [ é diferencidvel.
Tome = € B, dessa forma ¢(x) = 2’ € F e assim 7(2’) € M, logo existe uma
vizinhanga U de 7(z’) tal que cada componente de 7! (U) € aplicada difeomorficamente em U
pela 7. Considere U’ a componente conexa de 7~ (U) que contém x’, dessa forma |y : U' —
U é um difeomorfismo e além disso (7|y)”" : U — U’ também é um difeomorfismo. Como
U’ é aberto e ¢ é continua, temos que ¢! (U’) = V é aberto em B.
Do fato de ¢ ser um levantamento, segue que mo@ = @ e assim To@|y = ¢|v,
v, logo @lv = (mlu) ™ o plv.
Note que (7

dessa forma 7|y o @l = ¢

—1 ~ . ., . ~ L, 9. .,
vr)” e |y sdo diferencidveis, dessa forma @|y, € diferencidvel

e portanto ¢ € diferencidvel.

2. Segue de forma anéloga. D

Proposicao 6.12. Seja 7 : E — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel. Suponha
que B seja uma variedade conexa, ¢ : B — M uma aplicacdo continua (diferencidvel) e

D1, 9 : B — E sdo levantamentos de p que coincidem em algum ponto de B. Entdo o1 = po.

Demonstracdo. Segue da Proposicao 3.12. O

Defini¢do 6.13. Dizemos que vy : [a,b] — M é de classe C* por partes se:

1. ~ é continua;

2. Existe uma parti¢do P = {to,--- ,t,} de [a,b], tal que |y, , 1,1 é de classe C"*, para todo

i=1,-,n.

Proposicao 6.14 (Levantamento de caminho). Seja m : E — M uma aplicagcdo de recobri-

mento diferencidvel e sejam f : I — M um caminho e ¢ € E um ponto na fibra de 7 sobre
f(0). Entdo:

1. Se f é um caminho diferencidvel, existe um iinico levantamento diferencidvel f:I—>E
de f tal que f(0) = q.

2. Se f é de classe C*, existe um iinico levantamento de classe C* f : I — E de f tal que

£(0) = q.

3. Se f é de classe C' por partes, existe um tinico levantamento de classe C* por partes
f:1— Ede f tal que f(0) = q.

Demonstracdo. 1. Uma vez que f : [ — M é um caminho, segue pela Proposicao 3.13 que
existe um unico levantamento f : I — E tal que f (0) = g. Como f € diferenciavel, segue pelo
Lema 6.11 que f é diferencidvel.

2. Segue andlogo ao caso 1.
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3. Seja P = {ty = 0,ty,--- ,t,_1,t, = 1} uma particdo de [0, 1], de forma que f|y, , 4
é de classe C*, para todo i = 1,---n. Uma vez que f é um caminho (pois f € continua),
pela Proposicio 3.13 existe um tnico levantamento f : [ — F tal que f(0) = ¢. Assim,

[tio1,:]» Para todo ¢ = 1,---n, ou seja, f

7o f = f, em particular, o f it = [

[ti_1,t;]» Para cada ¢ = 1,---n. Como para cada i, f

[ti—1,t]

¢ um levantamento de f b1t € C

pelo Lema 6.11, f|p, , 1 € de classe C, segue que féct por partes, considerando a parti¢ao
P={ty=0,t1, - ty_1,ty = 1}.

Proposicao 6.15. Seja m : E' — M uma aplicagdo de recobrimento diferencidvel e H : fy ~,
f1 uma homotopia por caminhos diferencidveis de fo para f;. Nessas condicoes, dado um

levantamento fo de fy existe uma vinica aplicagdo continua H : I x I — M tal que po H = H

e H(0,0) = fo(()). Além disso, se H é uma homotopia diferencidvel, H é uma aplica¢cdo
diferencidvel.
Demonstragdo. Segue da Proposicdo 3.14 e do Lema 6.11. D

6.3 O GRUPO DE RECOBRIMENTO

Definicao 6.16. Seja m : E — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel. Um difeomor-
fismo ¢ : E — FE é chamado transformacdo de recobrimento diferencidvel se m o ¢ = w. O
conjunto D (E) = {p: E — E;¢ é uma transformacdo de recobrimento} é chamado grupo

de recobrimento diferencidvel.

E

4 E
oL
M
Figura 6.1

Observe que o conjunto D, (F) é um subgrupo de C,; (E) (Defini¢do 3.30)
Note que substituindo p : X — X por 7 : E — M, Co (X) por D.(FE) e

Ds <7r1 (X', g’j)) por . (m1(E, q)), segue que a Observacdo 3.31 e as Proposigdes 3.32 e 3.33

sdo vélidas para as transformacdes de recobrimento diferencidvel.

6.4 HOMOMORFISMO DE RECOBRIMENTO DIFERENCIAVEL

Definicao 6.17. Seja M uma variedade diferencidvel e v : Fy — M, ' : E5 — M aplicagdes
de recobrimento diferencidveis em M. Um homomorfismo de recobrimento diferencidvel de
7 para 7' é uma aplicacdo diferencidvel ¢ : Ey — Fj tal que @’ o o = 7. Além disso,
um homomorfismo de recobrimento diferencidvel é dito ser um isomorfismo de recobrimento

diferencidvel se ele é um difeomorfismo.
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Figura 6.2

Definicao 6.18. Dizemos que duas aplicacdes de recobrimento diferencidveis sobre M sdo

isomorfas se existir um isomorfismo de recobrimento diferencidvel entre elas.

Observacao 6.19. Os isomorfismos diferencidveis entre o mesmo espago de recobrimento dife-

rencidvel sdo exatamente as transformagoes de recobrimento diferencidveis.

Lema 6.20. Sejam 7 : By — M e n' : Ey — M aplicacdes de recobrimento diferencidveis
de M e seja ¢ um homomorfismo de recobrimento diferencidvel de 7 para ©'. Entdo ¢ é uma

aplicagdo de recobrimento diferencidvel.

Demonstracdo. A demonstracdo desse Lema ¢ uma continuacdo do Lema 3.39, substituindo
Pt Xl — Xepy: Xg — X porm: Ey —> Men': E; — M, respectivamente. Mostraremos
que |y : W — V; é um difeomorfismo.

De fato, uma vez que Vj; é um subconjunto conexo de 7'~ (U,) e W é um
subconjunto conexo de 7' (U,) segue que 7’|y, : Vz; — 7'(V;) é um difeomorfismo e em
particular ¢ um homeomorfismo e 7|y : W — 7/(W) é um difeomorfismo, em particular é um
homeomorfismo. Como 7 = 7’ 0, segue que m(W) = 7'(V;) e assim |y = (7']y,) " om|w :

W — V5 € um difeomorfismo, pois € composic¢io de difeomorfismos. D

6.5 O ESPACO DE RECOBRIMENTO UNIVERSAL DIFERENCIAVEL

Proposicao 6.21 (Propriedades de Recobrimento simplesmente conexo).

1. Sejam : E — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel com E simplesmente
conexa. Se my : Fy — M é um recobrimento diferencidvel qualquer, entdo existe uma

aplicagdo de recobrimento diferencidvel 7' . E — FE tal que o diagrama abaixo comuta:

Figura 6.3

2. Além disso, se E é também um espaco de recobrimento de M simplesmente conexo,

entdo I/ e Ey sdo isomorfos.
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Demonstragdo. 1. Pela Proposi¢do 3.42 existe um aplacagdo de recobrimento topoldgico 7 :
E — FEp,tal que m o™ = m, logo 7 é um levantamento de 7, o qual € diferencidvel, assim
pelo Lema 6.11, 7 é uma aplicacdo diferencidvel. Dessa forma, 7 é um homomorfismo de
recobrimento diferencidvel de 7 para 7;. Pelo Lema 6.20, 7 é uma aplica¢do de recobrimento
diferencidvel.

2. Segue de forma andloga a 3.42. O

Definicao 6.22. Seja 7 : E — M uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel com E sim-
plesmente conexa, dizemos que m é um recobrimento universal diferencidvel ¢ F ¢ chamado

variedade de recobrimento universal de M.

Proposicao 6.23. Seja M uma n—variedade diferencidvel conexa e m : E — M uma aplica-
cdo de recobrimento. Entdo F é uma n- variedade topoldgica e possui uma vnica estrutura

diferencidvel tal que T é uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que £ é uma n—variedade topoldgica.
1. E € um espaco de Hausdorff.

Tome p,q € E tal que p # ¢q. Se w(p) = 7(q), considerando a vizinhanca
uniformemente recoberta U < M que contém 7(p), temos que cada componente conexa de
7~ 1(U) é aplicada homeomorficamente em U pela 7 € assim p e ¢ pertencem a componentes
conexas distintas, as quais sdo abertos em £ e disjuntas.

Se 7(p) # m(q). Suponha inicialmente que 7(p) e 7m(g) pertencem a uma
mesma vizinhanca uniformemente recoberta U < M.

Se p e ¢ pertencem a componentes conexas distintas de 7—!(U) obtemos o
desejado. Caso contrério, sejam U’ a componente conexa de 71 (U) que contém p e ¢, desde
que 7|y: : U" — U é um homeomorfismo e M é Hausdorff, dadas vizinhangas disjuntas V' e W
de 7(p) e 7(q), respectivamente, segue que 71 (V') e 7~ (W) sdo vizinhangas disjuntas de p e
q, respectivamente.

Suponha agora que 7(p) e 7(q) ndo pertengam a uma mesma vizinhanga uni-
formemente recoberta U < M.

Sejam U;,Us; < M vizinhangas uniformemente recoberta de M contendo
7(p) e m(q), respectivamente, e considere as componentes conexas U de 7! (U;) que contém p
e Uy de 7! (Us) que contém q. Assim 7|y, : U{ — Uy e |y : Uy — U, sdo homeomorfismos.

Como M ¢é Hausdorff, existem abertos V; e V5 tais que VinV,y # &, 7(p) € Vi
e (q) € V5. Considere os abertos Wy = (7|y/)~ (Vi n Uy) e Wy = (7|yy) ' (Vo n Uy). Note
que Wi n Wy = ¢, uma vez que se v € Wy n Wy entdo w(z) = 7|yr(z) € VinUre
m(x) = 7|y (x) € Vo n Uy, 0 que € um absurdo. Além disso, p € Wy e g e Wh.

Portanto £ € Hausdorff.

2. E é localmente Euclidiano.
Tome p € F, logo 7(p) € M. Como 7 é uma aplicacdo de recobrimento,

segue que 7(p) tem uma vizinhanga U < M tal que cada componente de 7~ (U) € aplicada
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homeomorficamente em U por 7. Considere U, a componente conexa de 71 (U) que contém
p, logo 7|y, : Up — U < M é um homeomorfismo. Como M ¢ variedade, existe uma carta
(U,¢) de M tal que w(p) € U < U. Assim, ¢ o T 1@yt Y U) n Uy — p(U) é um
homeomorfismo.

3. E é segundo enumerdvel.

Mostremos primeiro que cada fibra de m € enumeravel.

Tome g € M, py € 7 '(q) e seja [f] € m1 (M, q) uma classe de caminhos
baseado em ¢. Pela Proposicdo 3.13, segue que existe um levantamento f : [0,1] — E de
f tal que f (0) = po. Pelo Coroldrio 3.16, dado qualquer ¢ ~, f e § um levantamento de g
iniciando em p, temos que §(1) = f(1) e assim a aplicacdo 3 : m (M, q) — 7 '(¢) dada por
B([f]) = f(1) esta bem definida. Além disso, 3 é sobrejetiva, pois dado p € 7~ !(¢). Como E
€ conexo por caminhos, existe um caminho f I - Fdepgparapeentdo f = 7wo f ¢ um laco
baseado em q. Pelo Lema 4.14 , w(M, q) é enumeravel, portanto 7! (g) é enumeravel.

A colec¢do de todos os subconjuntos abertos uniformemente recoberto de M é
uma cobertura aberta de M e assim pelo Lema 1.1, possui uma subcobertura enumeravel {U;}.

Note que dado qualquer i, cada componente de 7! (U;) contém exatamente
um ponto em cada fibra sobre U; € assim 7! (U;) possui uma quantidade enumeravel de com-
ponentes.

A colecdo de todas as componentes de todos esses conjuntos da forma
7~1(U;) formam uma cobertura enumerével para £. Uma vez que cada componente é segundo
enumerdvel, segue pelo Lema 1.2 que £ é segundo enumeravel.

Portanto £ ¢ uma n—variedade topoldgica.

Construiremos agora a estrutura diferencidvel de F.

Seja p um ponto qualquer em £ e U uma vizinhanca uniformemente recoberta
de 7(p). Diminuindo se necessério U, podemos assumir que U é o dominio de uma aplicagio
coordenada diferencidvel ¢ : U — R". Se Uéa componente conexa de 71 (U) que contém p
ep=ypor|s: U — R entio (U, ) é uma carta em F.

Considere (‘7, 1;) = torm|y : V — R" cartaem E de formaque UnV # &,
logo:

Ppodt = @omlg.p)o(womlgy) = Worlgap)o(nlghy o0 =vop™,
o qual € C* em seu dominio.

Assim, a cole¢do de todas as cartas dessa forma definem uma estrutura dife-
rencidvel em E.

Note que om0 ¢~ = pomo(porls)™ = porlzonlz op™ = Idyw).

Logo 7 € uma aplicacao de recobrimento diferencidvel, ou seja, aplica difeo-
morficamente cada componente de 7! (U) em U.

Por fim, mostraremos a unicidade da estrutura diferenciavel.
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Considere M a estrutura diferencidvel construida acima e seja M’ uma outra
estrutura diferencidvel para F tal que 7 € uma aplicagc@o de recobrimento diferencidvel.

Tomepe Ee (U ) gb) uma carta em M’ contendo p. Seja V' uma vizinhanca

uniformemente recoberta de 7(p) e seja V uma componente conexa de 7—(V) contendo p,
assim 7|y : V — V é um difeomorfismo (com respeito a M’). Diminuindo V e V' se neces-
sario, podemos assumir que existe uma carta diferencidvel (V1) em M contendo 7(p), entdo
i) = 1) o 7|y, é uma aplicacio coordenada diferencidvel em M e pop~! = Go (pon|y) " =
4,507r|‘f/10¢*1 é diferencidvel. Assim p e ¥ sdo compativeis, uma vez que p é qualquer M = M.

(]

Corolario 6.24 (Existéncia do Recobrimento universal para variedades). Se M ¢ uma variedade
diferencidvel conexa, entdo existe uma variedade diferencidvel simplesmente conexa E e uma
aplicacdo de recobrimento diferencidvel w : 2 — M. A variedade de recobrimento universal
é linica no seguinte sentido: Se E' é qualquer outra variedade diferencidvel simplesmente
conexa que admite uma aplicacdo de recobrimento diferencidvel ' : E' — M, entdo existe um

difeomorfismo ® : E — E' tal que 7w’ o & = .

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.45, toda variedade diferencidvel conexa tem um espaco de
recobrimento Universal (topolégico). Pela proposicao 6.23, temos que £ admite uma tnica
estrutura diferencidvel de forma que 7 € uma aplicacdo diferencidvel, isso mostra a existéncia
de uma variedade de recobrimento universal.

Mostremos agora a unicidade da aplicacdo de recobrimento diferencidvel.

Seja ' : E' — M uma outra aplicagdo de recobrimento diferencidvel uni-
versal, entdo pelo item 2 da proposi¢do 3.42 existe um homeomorfismo ® : £ — F’ tal que
mod =m.

Seja p € E e considere x = 7(p) e tome g € (')~ (z). Sejam U uma
vizinhanga uniformemente recoberta de x com respeito a ™ e 7/, Ua componente conexa de
7~ (U) que contém p e U’ a componente de (')~ () contendo ¢. Entdo ®|; = (7'|5) oz,
assim @|; € um difeomorfismo.

Dessa forma, ® € um difeomorfismo local e como € uma bijecao, segue que

® € um difeomorfismo. o
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