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RESUMO

Nesse trabalho, estuda-se a convergéncia numérica de um sistema de equagdes predador-presa
do tipo telegrafico, com efeitos reativos, difusivos e de retardo. Tal sistema de EDPs pode
descrever sistemas bioldgicos em que tais efeitos ndo possam ser desprezados. Inicialmente
realizou-se a modelagem matematica do problema, e em seguida fez-se a discretizagdo do sis-
tema de EDPs em uma malha no nivel de tempo &, por meio do método das diferengas finitas,
obtendo um sistema de equagdes explicitas. Em seguida, analisou-se a consisténcia dos mé-
todos de discretizagdo de um sistema de equagdes predador-presa classico, de uma equacao
telegrafica e por fim de uma equacao telegrafica predador-presa. Posteriormente foram calcu-
ladas as condigdes de estabilidade de Von Neumann para estas equagdes. Através do Teorema
de Equivaléncia de Lax verificou-se que o refinamento da malha, bem como os parametros dos
modelos, as constantes reativas, a constante de difusdo e o termo de retardo, oriundo da equacao
de Maxwell-Cattaneo, determinam as condi¢des de estabilidade/instabilidade do problema.

Palavras-chave: Modelagem matematica. Consisténcia. Estabilidade Von Neumann. Retardo
de Maxwell-Cattaneo. Efeitos difusivo-reativo. Teorema da Equivaléncia
de Lax.
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ABSTRACT

In this work, we study the numerical convergence of a predator-prey system of the telegraphic
type equation, with reactive, diffusive, convective and delay effects. This system of PDESs can
describe biological systems in which such effects can not be ignored. Initially the mathematical
modeling of the problem was performed, and the system of PDEs was discretized in a mesh at
the time step k by the finite difference method, obtaining a system of explicit equations. Then,
the consistency of the methods of discretization of a system of classic predator-prey equations,
a telegraphic equation, and finally a predator-prey telegraph equation was analyzed. Subse-
quently, the Von Neumann stability conditions were calculated for these equations. Through
the Lax Equivalence Theorem, it was verified that the mesh refinement, as well as the parame-
ters of the models, the reactive constants, the diffusion constant and the delay term, from the
Maxwell-Cattaneo equation determine the stability/instability conditions of the problem.

Keywords: Mathematical modeling. Consistency. Von Neumann stability. Maxwell-
Cattaneo’s delay. Difusive-convective-reactive effects. Lax equivalence
Theorem.
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1 INTRODUCAO

Atualmente existe um crescente interesse no estudo de dinadmica de popula-
coes, seja devido a necessidade de ter um melhor controle de epidemias, ou para amenizar os
prejuizos econdmicos , biolégicos e sociais causados por espécies invasoras, entre outras neces-
sidades. Matematicamente, uma das maneiras para modelar a intera¢ao entre populacdes é por
meio de EDOs e EDPs. Historicamente, estas questdes foram tratadas principalmente no ramo
das ciéncias humanas, no que tange a estudos geograficos e ecoldgicos [20].

Uma das primeiras aplicacdes da Matemdtica em ecologia ocorreu no livro
"An essay on the principle of population”, escrito por Thomas Malthus em 1798 [40]. Nele é
mencionado pela primeira vez que uma populacdo com oportunidade para reproducdo cresce
exponencialmente no tempo. Usando a notacdo moderna, a dindmica de uma populacdo S sem

limitagdes de recursos pode ser descrita pela equagdo diferencial

% =as, (1.1)
onde a > 0 € a taxa de crescimento da populacdo. Segundo esta equacdo, o crescimento €
exponencial, uma vez que tem a solugdo S(t) = Spe®, para uma populagéo inicial S(0) = S
dada [44].

O passo seguinte neste campo foi a introdu¢do do modelo de uma populagdo
que € limitada no tamanho devido a restricdes do ambiente. A dinamica de tal populagdo foi

descrita por Verhiilst em 1838 [54] por meio da equagdo

s aS(K -5
o= —< T >’ (1.2)
que € conhecida como equacdo logistica, na qual @ > 0 € a taxa de crescimento da populacdo e
K > 0 é o tamanho estaciondrio da populagdo ou taxa de saturacdo da populagdo, determinado
pelos recursos disponiveis [44].

As equagdes (1.1) e (1.2) foram usadas para descrever a dindmica de uma
unica populacdo e somente na década de 1920 tiveram inicio os primeiros estudos matemati-
cos destinados a descrever as interacdes entre populacdes [S]. Neste periodo surge o primeiro
modelo matematico destinado a descrever duas populagcdes interagindo, com os trabalhos de
Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940). O modelo proposto, hoje conhecido

como modelo Lotka-Volterra [39, 55], € dado por

s,
dt
s,
dt

= alsl — 018132

= —CLQSQ + CQSlsQ, (13)
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onde S; > 0 e .S; > 0 denotam a densidade das populacdes de espécies que se interagem,
a; > 0 ¢ a taxa de natalidade da espécie Sy, ¢1,co > 0 € a taxa de competi¢do/interacdo entre
as duas espécies (podendo ser iguais ou nao) e por ultimo, a; > 0 € a taxa de mortalidade da
espécie Sy. O sistema (1.3), pode descrever uma interacao entre espécies do tipo predador-presa,
onde as populacdes S; e Sy podem ser representadas por populagdes de presas e predadores,
respectivamente.

Sobre o efeito da predacdo de uma espécie por outra, surgiram na literatura,
varios trabalhos a fim de descrever matematicamente este fendmeno o mais proximo da reali-
dade [19, 22, 24, 37]. A partir do final da década de 1950, C. S. Holling realizou experimentos
para investigar como a taxa de captura de presas por um predador esté relacionada a densidade
das presas [30, 31], uma relacao que antes havia sido denominada resposta funcional [51]. Hol-
ling identificou trés categorias gerais de resposta funcional que ele chamou de tipo 1, 2 e 3
(Figura 1.1). A resposta funcional do tipo 1 € a mais simples: o nimero de presas consumidas
aumenta em proporg¢ao direta com a densidade da presa ilimitadamente, isto €, a porcentagem
da populagdo de presas consumidas pela densidade da presa é constante. A resposta funcional
do tipo 2 diz que com o aumento da populacdo de presa, cada predador fica saciado e passa a
consumir um ndmero constante de presa. Com o aumento da populagdo de presas, uma propor-
cdo menor dessa populagdo é consumida. A resposta funcional do tipo 3 é semelhante ao do
tipo 2, exceto na baixa densidade de presas, onde ocorre uma certa acelerecdo do consumo de
presas, isto se deve ao fato de que alguns predadores sdo mais eficientes na captura de presas

mais comuns ou ocorre uma troca de presa, podendo ambos o0s casos ocorrerem.

—

]

= tipo1
=

14}

=

48]

[

(=]
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=
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Figura 1.1: Trés tipos de respostas funcionais identificadas por Holling.
Fonte: Adaptado de [25].
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Em 1958, Carl B. Huffaker [33] através de uma série de experimentos, inves-
tigou em laboratorio os efeitos da estrutura espacial de uma interagao de populacdes de 4caros.
Huffaker designou um conjunto de experimentos usando laranjas como patches em vérios ti-
pos de arranjos (laranjas totalmente expostas, laranjas parcialmente expostas) para testar ideias
sobre os efeitos da estrutura espacial na persisténcia da interacdo predador-presa. Primeiro,
Huffaker mostrou que a interagdo predador-presa ndo poderia sobreviver em um ambiente ho-
mogéneo sem dispersdao. Em segundo lugar, para testar o papel da migracdo, Huffaker manipu-
lou o ambiente espacial de forma a contribuir e restringir a dispersao das populagdes, e notou
que houve um aumento no tempo de persisténcia do sistema. Finalmente, em uma extencao a
este trabalho, o sistema experimental foi expandido para incluir mais patches e mais complexi-
dade do meio ambiente [32]. Desta série de experiéncias, Huffaker mostrou que o aumento da
persisténcia da interagc@o do sistema predador-presa era uma conseqiiéncia da estrutura espacial
e da complexidade do sistema.

Um efeito especifico que pode ser levado em conta na interacdo entre espécies
¢ o efeito Allee, que foi descrito pela primeira vez na década de 1930 pelo seu homonimo, War-
der Clyde Allee [3]. Através de estudos experimentais, Allee pode demonstrar que a populagdo
de um certo peixe, cresce mais rapidamente quando ha mais individuos dentro de um tanque.
Isso o levou a concluir que o mutualismo pode melhorar a taxa de sobrevivéncia dos individuos,
e essa cooperacdo pode ser crucial na evolugdo geral da estrutura social. Na visdo cldssica da
dindmica populacional, tem-se que, devido a competicdo por recursos, uma populacio terd uma
taxa de crescimento reduzida em maior densidade e uma maior taxa de crescimento em menor
densidade. Em outras palavras, quanto menor a densidade populacional de uma espécie, maior
serd a efetividade da mesma na busca de recursos, uma vez que esses sao limitados. No en-
tanto, o conceito do efeito Allee introduziu a ideia de que o contrério € verdadeiro. Para essas
espécies, os individuos necessitam da assisténcia de outros individuos para sobreviverem. O
exemplo mais 6bvio € observado em animais que procuram presas ou se defendem em grupo
contra predadores.

Atualmente na literatura, através de modelagens mateméticas mais comple-
xas, encontra-se trabalhos que dao énfase aos estudos da dindmica de espécies invasoras, epi-
demias e outros fendmenos bioldgicos [6, 7, 26, 36].

Paralelamente ao desenvolvimento de modelos biolégicos mais realisticos,
estudos sobre a convergéncia de métodos numéricos tem recebido muita aten¢ao da comunidade
cientifica. O Teorema da Equivaléncia de Lax é fundamental para a analise da solu¢do numérica
de equacdes diferenciais parciais, descreve que em um problema de valor inicial bem-posto e
um método de discretizacdo consistente, estabilidade é condi¢do necessdria e suficiente para a
convergéncia numérica [35].

A estabilidade de métodos numéricos estd intimamente associada a propaga-
cdo dos erros numéricos nas iteracdes. Um método de diferencgas finitas é estavel se os erros

produzidos em um passo de tempo do cdlculo ndo provocam um aumento dos erros, a medida
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que os cdlculos avancam. Com respeito a estabilidade, ha 3 classes de métodos numéricos [28].
Um método numérico condicionalmente estdvel depende de certos parametros para que os erros
permanegam limitados. Se os erros diminuirem ao longo do processo iterativo, 0 método numé-
rico € dito como sendo estdvel. Se, de outra forma, os erros aumentarem, a solu¢ao numérica
ird divergir em relacdo a solucdo exata, e entdo o método numérico € dito como sendo instdvel.
A estabilidade de métodos numéricos pode ser averiguada pela anélise de estabilidade de Von
Neumann [18], por exemplo. Para problemas dependentes do tempo, a estabilidade garante que
o método numérico produza uma solugdo limitada sempre que a solucdo da equagdo diferen-
cial for limitada. Estabilidade em geral, pode ser dificilmente averiguada, especialmente se a
equacdo em questdo for ndo-linear [34].

Por outro lado, a consisténcia de um esquema numérico implica que o pro-
blema discreto € uma aproximacao satisfatoria da equacao diferencial estudada, em outras pa-
lavras, o esquema ou operador de diferencas finitas € consistente se o operador se reduz a
equacdo diferencial original a medida que os incrementos nas varidveis independentes tendem
a zero [49].

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho € verificar a consisténcia e estabili-
dade de uma equacao predador-presa do tipo telegrafica e através do Teorema da Equivaléncia
de Lax estudar as condi¢des da convergéncia do método numérico para a solugao real do pro-
blema.

A dissertacdo € estruturada como apresentada na sequéncia. No Capitulo 2
¢ feita uma modelagem matematica de um modelo aprimorado das equacdes predador-presa
que contemple o fendmeno de retardo na dissipac@o das populagdes e o fendmeno convectivo
devido a um fluido circundante. O termo de retardo € introduzido por meio da equacdo de
Maxwell-Cataneo e a influéncia do efeito convectivo na dindmica das populagdes € introduzido
por meio das equacOes de Navier-Stokes. Das interacdes entre os modelos hidrodindmico e
Predador-Presa surge o modelo difusivo-convectivo-reativo, onde os efeitos reativos sdo devidos
as interacoes predador-presa.

No Capitulo 3 serdo feitas as discretizagdes das equacdes de populagdes da
presa e do predador, de modo que o esquema resultante seja um esquema explicito. Utilizou-
se o método de diferencas finitas que consiste na reformulacdo do problema continuo em um
problema discreto usando férmulas de diferencas finitas, tomadas sobre uma malha apropriada.

No Capitulo 4 serd analisado a consisténcia dos esquemas obtidos das discre-
tizagdes realizadas no Capitulo 3.

No Capitulo 5 analisar-se-a as condi¢des de estabilidade numérica dos esque-
mas obtidos das discretizagdes realizadas no Capitulo 3. Como critério de estabilidade numérica
serd utilizado o critério de Von Neumann.

No Capitulo 6 serd discutido a convergéncia numérica das equacdes e serao
realizadas experimentagdes numéricas para o estudo da convergéncia das solucdes numéricas

devido ao refinamento de malha. Finalmente as conclusdes serdo apresentadas.
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2 MODELAGEM DE UM SISTEMA PREDADOR-PRESA

Neste capitulo, inicialmente, realiza-se a modelagem da equacao de Maxwell-
Cattaneo. Posteriormente, desenvolve-se a modelagem de um sistema predador-presa cldssico
e com retardo [40, 54]. Em seguida, generaliza-se o modelo introduzindo o efeito convectivo,

supondo que as populacdes se encontram imersas em meios fluidos.

2.1 EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

A lei de Fourier propde que os sinais térmicos se propaguem com velocidade
infinita [41], o que na pratica ndo acontece, configurando o chamado “Paradoxo da lei de Fou-
rier”. Para corrigir esta propriedade irrealista, uma proposta é a modificacio da lei de Fourier

pela lei de Maxwell-Cattaneo [11].

2.1.1 LEI DE FICK

A lei de Fick, que faz parte da modelagem do problema, € uma lei quantitativa
na forma de equacdo diferencial que descreve diversos casos de difusdo de matéria ou energia
em um meio, no qual inicialmente ndo existe equilibrio quimico ou térmico. Recebe seu nome
de Adolf Eugen Fick, que a derivou em 1855.

Em situagdes nas quais existem gradientes de concentra¢do de uma substan-
cia, ou de temperatura, se produz um fluxo de particulas ou de calor que tende a homogenizar a
dissolugdo e uniformizar a concentrag@o ou a temperatura. O fluxo homogenizador é uma con-
sequéncia estatistica do movimento aleatdrio das particulas que dé lugar ao segundo principio
da termodinamica, conhecido também como movimento térmico casual das particulas. Assim,
os processos fisicos de difusdo podem ser vistos como processos fisicos ou termodinamicos
irreversiveis.

Este fluxo de particulas ird no sentido oposto do gradiente e, se este é débil,
podera ser aproximado pelo primeiro termo da série de Taylor, resultando a lei de Fick. Esta mo-
delagem leva em consideragdo que a difusdo dos predadores independem da difusdo das presas,
assim, considera-se ao longo deste trabalho, fluxos J; e J, com constantes de difusibilidade D,
e D5, derivados (os fluxos) da lei de Fick para a presa e predador, respectivamente. Em outras
palavras, o movimento aleatdrio devido a difusdo da presa ndo depende da difusdo do predador.
Em resumo, a primeira Lei de Fick em uma dimensao [45] pode ser expressa matematicamente

como
as,

T o’

onde J; € o fluxo de populagdes devido a difusdo de S;, com S; a concentragdo das espécies,

J; = 2.1)

para 7 = 1,2. O sinal negativo acima indica que esse fluxo ocorre na dire¢do contrdria ao
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gradiente de concentracdo, isto €, no sentido das concentragdes altas para as concentragdes

baixas [45]. Para dimensdes maiores ou iguais a dois a primeira Lei de Fick torna-se
J,=-D,V-8,. (2.2)

2.1.2 EQUACAO DE DIFUSAO

Quando uma gota de tinta cai em um recipiente com dgua, pode-se observar
que a gota de tinta comeca a se dispersar em todas as dire¢des, colorindo a 4gua. Esse fendmeno
acontece porque as moléculas da dgua estdo em movimento e se chocam com as méleculas da
gota de tinta, provocando seu deslocamento. Deste modo, diz-se que a tinta estd se difundindo.
Normalmente a difusdo pode ser acompanhada por processos que influenciam a organizagao
espacial das substincias ou espécies envolvidas no processo. Em sistemas com mais de uma
espécie ou substancia, sob condi¢des apropriadas, podem ocorrer reagdes quimicas ou outras
interagdes. Sistemas que contemplam a difusdo e a interacdo entre as espécies sdo denominados
sistemas de reacao-difusdo. As interacOes de natureza quimica de uma espécie, consigo mesma
ou com outras espécies, sao designadas pelo termo de reacdo.

De acordo com o Principio da Conservacao de Massa [21], a taxa de variagc@o
da quantidade de matéria contida em um volume V deve ser igual ao fluxo liquido da matéria
através de uma superficie C que a delimita, somada a quantidade de matéria transformada no

interior de V devido ao termo reativo. Matematicamente tem-se

0
‘. /V Si(t, 2)dV = — /C(Jj(t, z,8;) - n)dC + /v Fy(t, 2, S;)dV. 2.3)
Na Equag@o (2.3), aplicada a um sistema predador-presa, S;(z,t), com j =
1,2 tal que se 7 = 1 é a densidade de presas e j = 2 representa a densidade da populagao de
predadores. O vetor n € o vetor normal a superficie C, F;(t, z, S) representa o termo de reagio
da presa, caso 7 = 1 e do predador, caso j = 2. Utilizando o Teorema da Divergéncia na

integral do termo difusivo, (2.3) torna-se

2/ S;dV = —/ V- J;dV + / F;dV. (2.4)
ot Jy v v
Pode-se reescrever a Equacgdo (2.4) como
/ <%+V-Jj—Fj) av =0. (2.5)
v \ Ot

Como a Equacio (2.5) independe do volume de integracdo V', pela equacao
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de continuidade, para S}, o integrando anula-se, ou seja,

0S;
CL4v. g - F =0 (2.6)

No caso unidimensional se tem

0S;  0J;

W = —%—FFJ‘ (Sj), (27)

que € conhecida como Equac¢ao de Difusdo - Reacdo [47].

2.1.3 MODELAGEM DA EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

A conducdo de calor induzida por um pequeno gradiente de temperatura em
estados estaciondrios, geralmente, satisfaz a equacdo (2.2) onde descreve que a densidade de
corrente de calor J é simplesmente proporcional ao gradiente de temperatura local instantaneo

VT, isto é, no unidimensional

J = —DVT. (2.8)

A equacgdo (2.2) ndo descreve o aquecimento da conducdo em estados nao-
estaciondrios, porque implica uma velocidade infinita de propaga¢do do sinal, que € fisicamente
inconsistente dentro da estrutura da relatividade. Dentre varias modificacdes que recuperam o

cardter realistico do problema tem-se a lei de Maxwell-Cattaneo descrita por

0
(1 + 7'&) J=—-DVT, (2.9

onde 7 € o tempo de retardo caracteristico, representando o tempo necessario para a corrente de
calor atingir o estado estaciondrio. Recentemente, descobriu-se que em certas situacdes a Lei
de Maxwell-Cattaneo também fere a segunda Lei da Termodinamica [2].

Logo, a versdao 1D da equacdo de Maxwell-Cattaneo para o problema em
estudo, onde € conveniente substituir 7" por S; em (2.9), sabendo que S; = S;(z,t), com
jJ = 1,2 é a densidade de populacdo de presa e predador, respectivamente. Assim, tem-se entao
que (2.9) tem a forma final

Tj% +J; = —Dj%,
ot Ox

onde 7;, com j = 1 € o tempo de reagdo da presa quando exposta a predacdo, e j = 2 € o tempo

(2.10)

de reacdo do predador a captura da presa. Por conseguinte, derivando (2.7) com respeito a t e

(2.10) com respeito a z, tem-se

2S, 0 (0] 0
__Y —~F.(S. 2.11
o &(w)+&ﬂ@) 11
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e
0 (0J; 0J; 0%S;
— | == —=—-D,— 2.12
Tjax(8t>+8x T 02’ (212)
sabendo que F; = F;(S;,z,t) e S; = Sj(x,t), entdo pela regra da cadeia vale
0 d 0S;
ZF.(S) = —F.(S.) =2 2.13
at J(]) dS J( ]) at’ ( )
entdo (2.11) torna-se
025, 0 (0J; d S,
=—— = —Fi(S;) —=Z. 2.14
or ot <3x> a5, 1) 2.14)
Multiplicando por 7; a equacdo (2.14),
0%S; 0 (0J; d 05,
TiTgrr = iy (%) Tjd—Sij(Sj) TR 2.15)
) 0 (0J; . 0 (0J;
isolando o termo —Tja o em (2.15) e isolando o termo —Tja—x <E> em (2.12), de
acordo com o Teorema de Clairaut-Schwarz [52], igualando-os obtém-se
0%S; d 05, 0%S;  0J;
25 T RF(S)) =L — .2 2 2.1
g~ Tigs ) B = Piga T gy (2-16)

onde j =1, 2.
0J;
O

manipulacdes, tem-se uma equagio predador-presa com retardo cujas populagdes estdo sujeitas

Por fim, isolando em (2.7) e substituindo em (2.16), fazendo algumas

a processos reativos - difusivos [43]

08,

d a5, 925,
"o -

A equacgdo (2.17) também é chamada de Equacao do Telégrafo, cujo nome
deriva dos trabalhos originais de William Thomson (Lord Kelvin), que descrevia a propagacao
de um sinal elétrico através de um cabo de comprimento grande. Em seus trabalhos, a evolu¢do
da corrente elétrica I (x, t) através do cabo era descrita pela equagdo

0?1 ol 0?1
Bl + ala +axl = 0,3@,

onde a; € a constante de amortecimento/viscosidade, a, € a constante de oscilagdo e ag € a ve-

(2.18)

locidade quadrética de propagacao da onda no meio [10]. Desde entdo, equacdes semelhantes
surgiram como uma descri¢do Util para muitas outras situacdes fisicas e matemaéticas, especial-
mente na teoria dos transportes. Na sequéncia modela-se a dinamica de sistemas predador-presa

com retardo através de equacdes do tipo telégrafo na forma (2.17).
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2.2 SISTEMA PREDADOR-PRESA

Nesta secio, mostrar-se-4 uma modelagem matematica da Equagdo do Telé-
grafo com retardo, que modela o comportamento de um sistema predador-presa, com retardo,

imerso em um fluido.

2.2.1 SISTEMA PREDADOR-PRESA CLASSICO

O primeiro modelo matemético elaborado para descrever a dindmica de duas
populacdes interagindo como um sistema predador-presa foi sugerido independentemente por
Alfred Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) em [39] e [55], respectivamente. O
modelo de Lotka-Volterra € dado por

ds

d_tl = a151 — 015152

ds.

d_t2 = —CLQSQ + 023182. (219)

Refor¢ando os conceitos, neste sistema S; > 0 e Sy > 0 denotam a densidade
das populacdes da presa e do predador, respectivamente, a; > 0 € a taxa de natalidade das
presas, ¢; > 0 € a taxa per capita do consumo de presas pela populacdo de predadores, as > 0
¢ a taxa de mortalidade dos predadores na auséncia das presas e c, > 0 € a taxa de biomassa
de presas que € convertida em biomassa de predadores. O modelo (2.19) tem como base as

seguintes hipoteses:

1) na auséncia de predadores, a populacdo de presas cresce exponencialmente de acordo

com a Lei de Malthus;
2) se nao houver presas, a populacdo de predadores decai exponencialmente até a extingao;

3) a quantidade total de presas consumidas pelos predadores por unidade de tempo depende

linearmente da densidade populacional de ambos, predadores e presas;
4) apor¢ao de biomassa de presas que € convertida em biomassa de predadores € constante;

5) nenhum outro fator afeta a dindmica do sistema.
Sabe-se que a fungdo
L(Sl, Sg) = CQSl — Q2 In Sl + 0152 — In SQ, (220)

€ uma primitiva do sistema (2.19). Logo, esta fun¢do (2.20) é constante ao longo das solugdes
de (2.19) quando 57, S5 > 0. Em outras palavras, (2.20) € solucdo geral de (2.19), ver [29].
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Na literatura, existem varios estudos a cerca do sistema (2.19), onde conclui-
se que para qualquer populagdo inicial dada, com S;(0) > 0 e S3(0) > 0, as populagdes do

predador e da presa oscilam ciclicamente, conforme a Figura 2.1

2
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Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.19).

Fonte: Baseado em https://commons.wikimedia.org/wiki/User: Wiso.

2.2.2 SISTEMA TELEGRAFICO PREDADOR-PRESA

Suponha F} e F5 em (2.17) como sendo as respostas funcionais baseadas nos
modelos de P. Verhulst (1838), A. Lotka (1925) e V. Volterra (1926). Considera-se agora, as

seguintes hipoteses:

H1 - Existe um fluido incompressivel que transporta as populagdes S (z,t) e Sy (x, t);

H?2 - A equacgdo de Navier-Stokes 1D descreve o fluxo do fluido onde estdo imersas as popula-

coes;
H3 - Aregido de competicao € limitada;
H4 - Os termos de retardo, 7;, j = 1, 2, independem um do outro;

H5 - Os termos de difusao sao desacoplados, isto é, a difusdo da presa ndo altera a do predador

e vice-versa;

H6 - Para a equacao (2.7) considera-se a contribui¢do da convecg¢do, entdo a equagao fica rees-
crita como

o= et (). 2.21)
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Derivando (2.21) com respeito a varidvel ¢, tem-se

025, 0 (0J; 0 (0(Sju) 0
= — = | = F; 222
o 8t<8x> 8t< du )+8t](5) (222)
Isolando e multiplicando por 7; 0 termo —% (% em (2.22) e isolando o termo —7; % (%
em (2.12), assumindo o Teorema de Clairaut-Schwarz, igualando-os obtém-se
625]' 0 0 (S]U) d 8S] 825]' GJJ
e g < e ) “Tigg B G = Piga vy @)

. 0J; o .
Por fim, isola-se a—J em (2.21), substitui em (2.23) e com algumas manipu-
x
lagdes obtém-se a Equacdo do Telégrafo Difusiva - Convectiva - Reativa com retardo, que sera

denominada no restante do texto como equagao telegrafica predador-presa,

82»9]' 0 0 (Sju) d aS] o 0 (Sju) 825j
Tjw‘i"?'ja( O )+ |:1_Tjd_SJE7(SJ):|E__ ox +DJ o2 +F}(S]>’
(2.24)

comj=1,2.

Portanto, considerando-se as hipéteses de que as populacdes de presas e pre-
dadores estao imersas em um fluido que escoa, onde o fluxo (velocidades e pressdes) sao des-
critas por equacdes de Navier-Stokes, entdo as densidades populacionais do sistema predador-
presa sdo dadas por

a;sl + lgt (; (Slu)> {1 _Tlfzgj aail = —(%(Slu) +D1%+F1 (2.27)
\TQ%+ gt(aa <52u>) {1_723_2}%: 2 (s + .22 B @28)

onde ¢ e x s@o as varidveis temporal e espacial, u € a velocidade do fluido e p a sua pressao, p
a densidade do fluido e p a sua viscosidade, 7; e 7, sdo parametros de retardo das populacdes,
enquanto D; e D sdo seus coeficientes de difusibilidade, e por fim, Si(x,t) e Sy(z,t) sdo
as densidades populacionais, enquanto F; e F, sdo os termos fonte da presa e do predador,

respectivamente.
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3 DISCRETIZACAO DO SISTEMA TELEGRAFICO PREDADOR-PRESA

Neste capitulo serd discutido métodos numéricos de discretizacdo do sistema
telegrafico predador-presa envolvendo as equagdes (2.27) - (2.28), quando considera-se as equa-
coes de Navier-Stokes desacopladas do sistema predador-presa. Nessa configuracio do sistema
predador-presa, a velocidade do fluido u € prescrita, ou seja, ndo é dado pelas equacodes de
Navier-Stokes (2.25)-(2.26).

3.1 METODO DE DIFERENCAS FINITAS USUAIS

A ideia central do método das diferencas finitas € a discretizagdo do domi-
nio e a aproximacao das derivadas por valores numéricos da fungdo em questdo. Na pratica
substitui-se as derivadas pela razdo incremental, que converge para o valor da derivada, quando

o incremento tende a zero.

3.1.1 EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS PARA FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Nesta se¢do, como simplificagdo, serd tratado o problema unidimensional. A
generalizagdo para dimensdes maiores ou iguais a dois pode ser obtida de maneira anéloga.
Considere inicialmente, (y € R qualquer e A~ um nimero positivo. Defini-se malha de passo h

associada a xy como o conjunto de pontos dados por
ri=x9+1th, i=1,...,n.

Nos pontos da malha serdo calculadas aproximagdes para uma fungio f(z) e
suas derivadas. A ferramenta utilizada no célculo dessas aproximagdes é o Teorema de Taylor
[18, 48].

Teorema 3.1. ( Série de Taylor para funcoes de uma varidvel )
Seja f : I — R uma fungdo derivdvel n + 1 vezes no intervalo I C R contendo x. Entdo, para

cada x + h em I existe um niimero real § € (x,x + h) tal que

~ [(@), [
B — h ptt 3.1
Jw+h) kz; I Y G-1)
O termo fi%li)(f)h”“ representa o erro da aproximagdo de f(x + h) pelo
polindmio de grau n dado por

— f (k)(x) k

Py(h) =) o (3.2)
k=0 ’

Sen = 1em (3.1), tem-se uma aproximacao para a derivada f'(z)
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Fla+B) = f(a) + F@n+ 1w (3:3)
pois isolando f’(z) em (3.3) obtem-se
oy 2 LN = @) 10, "

h 2

A equagdo (3.4) é conhecida como férmula de diferengas finitas progressiva de f(z) e o termo

@h representa o erro da aproximacgdo. Por outro lado, substituindo /h por —h na equacio

(3.3) e isolando f’(x), obtem-se a férmula de diferencas finitas regressiva de f’(x) dada por

fa)—fa=n) Q)

f(z) = 3 5 (3.5)
Sen = 2em (3.1), e considerando (3.1) para h e —h, respectivamente, obtem-
se
fx+h)=f(x)+ f(z)h+ G} 2('96) h + &) ?ffl)hi” (3.6)
; @), 1)
flx—h) = f(z)— f(x)h + Z—!th - T&hi”. (3.7
Subtraindo a equagdo (3.7) da equagdo (3.6) e isolando f'(z), segue
(2) = flz+ h)Z—hf(x —h) (f’"(&) ; f’"(&)) B2 (3.8)

Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio para funcdes continuas na equacdo (3.8), segue

que

) flx+h)—flx—h) f"()
fiz) = 20 Y

com ¢ € [min{¢y, &}, max{{, &}, A equagdo (3.9) é conhecida como férmula de diferengas
finitas centrada de f'(z).

h?, (3.9)

Seguindo a mesma ideia, pode-se estabelecer uma expressao para o calculo
aproximado da derivada de segunda ordem. Para isso, considere n = 3 em (3.1) com h e —h,

respectivamente, obtém-se

" " (4)
flo+h) = f(z) + f'(x)h + fz(f‘:) w L 3(!:5) B+ f44(!§1)h4 (3.10)

© " " (4)
flo—h) = f(2) — fla)h+ 2 2(!@ o d 3(!3”) B+ f4—(!£2)h4. (3.11)

Somando as equagdes (3.10) e (3.11) e isolando f”(x) segue

flath)—2f(@)+ fle—h) [

2, 12
h2 12 h (3.12)

f'(x) =
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A equagio (3.12) é conhecida como férmula de diferengas finitas centrada de f”(z).

3.1.2 EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS PARA FUNCOES DE DUAS VARIA-
VEIS

As férmulas de diferengas finitas ja obtidas em uma dimensdo podem ser
utilizadas para obter aproximacdes para as derivadas parciais de uma fungdo de vérias varidveis.
Para ilustrar, considere o caso de duas dimensdes. Assim, uma malha no plano (z,t) é dada
como o conjunto de pontos (x;,t;) = (zo + th,to + jk), ou seja, com espacamento h em x e k
em ¢. A fim de obter aproximacdes das derivadas das fun¢des de duas varidveis, serd utilizado

o Teorema da Série de Taylor de duas varidveis [18, 48].

Teorema 3.2. ( Série de Taylor para funcoes de duas varidveis )
Seja f : A — R uma fungdo de classe C"' no conjunto aberto A C R* e (z,t) € A. Seja
h,k € R tais que (x + Ah,t + Ak) € A, com X € [0, 1], entdo existe um niimero real § € (0, 1)

tal que
flx+ht+k) = a;,t)+g£ (z t)h+af( )k 4
RS ol T (e, )k + O(h, k)™, (3.13)
n! “\ J (’h” Jatﬂ ’ ’ ’ '
j:
onde
PR B W R e | i
O(h, k) BRCES] E ; ppeerr] (x +Eh,t + Ek)h k. (3.14)

Observacao. No caso onde o acréscimo ocorrer em apenas uma das varidveis, como por exem-
plo, f(z + h,t), anotagdo do erro da aproximagdo de Taylor sera reduzida de O(h, k)", para

simplesmente O(h)" ™!, desde que claro a sua origem.

Assim, utilizando o Teorema 3.2 e raciocinios andlogos ao de uma varidvel,
seguem as seguintes férmulas para aproximacdo das derivadas parciais de funcdes de duas va-

ridveis.
e Diferencas finitas progressivas

0f (x,1) fla,t+k) = fz,t)  kOf(z,Q)

ot 2 T2 a2 G-15)
Of(x,t) _ fla+ht)—flat) hPf(E1) (3.16)
ox h 2 Ox?2 '

comt<(<t+kex<é<x—+h.
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e Diferencas finitas regressivas

8f(:L‘,t> f(x7t)_f(m7t_k) k62f(xa€)

o k o Tor G.17)
Ox N h + 2 ox2 -18)

comt—k<(<texr—h<f<ux.

e Diferencas finitas centradas

Of (x,1) flat+k) = flo,t k) k? 83f(x Q)

or 2% 6 o G-19)
Pft) _ fltt+ k) =2f(xt) + flz,t—k) k0 f(z,Q) (3.20)
or? k? 12 ot '
Of(x,t) _ fla+ht)—fla—ht) WOf(&1) (3.21)
oz 2h 6 0a3 '
*f(x,t) _ fla+ht)—2f(x,t)+ fle—ht) h*f(&1) (3.22)
du? h? 12 gzt '

comt—k<(<t+kex—h<&<x+ h.Poriltimo,

f(x,t)  fle+ht+k)—fla+ht—k)—flx—ht+k)+ fle—ht—k)
oxot 4hk
R2of(&. )  KOf(& ¢)

6 030t 6 Oxot3 (3.23)

comx —h <&, <x+het—k<G,G<t+k.

Na proxima secdo utilizar-se-a as formulas de diferencas finitas para discre-
tizar o sistema predador-presa (2.27)-(2.28) com retardo sem efeito convectivo sujeito somente

aos efeitos difusivos e reativos.

3.2 O SISTEMA TELEGRAFICO PREDADOR-PRESA

Nesta se¢@o, como mencionado anteriormente, o sistema (2.25)-(2.28) é con-
siderado de forma desacoplada entre as equagdes de Navier-Stokes e o sistema predador-presa.
O efeito convectivo considerado nas equagdes predador-presa, via a velocidade u, ndo serd dado
pelas equacdes (2.25) e (2.26). Nesta secdo prescreve-se um campo de velocidades constantes
para o escoamento convectivo do fluido.

Considere entdo, o sistema resultante de equacdes deduzido no capitulo ante-

rior com as seguintes condi¢des inicias e de contorno
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28, 0 (0 AR 8S, 0 925,
T atQ 7'15 (% (51U)) + |i1 — Tld—Sl:| E = —a—x (Sl'LL) + Dl_a.r2 + F1 (324)
2, 0 (0 dF,) 89S, 0 028,
g (g ) + [1-mig| B = e 2R e 29
t=0
S;(x,0) = SY, % =kj, Vxel0,L]ej=1,2 (3.26)
|5,(0,8) = S,(L.t) =0, Vi€[0.T]ej=1,2 (3.27)

relembrando que ¢ e x sdo as varidveis temporal e espacial, respectivamente, u € a velocidade
dada do fluido, 7; e 7» s@o parametros de retardo das populagdes, enquanto Dy e Dy s@o seus
coeficientes de difusibilidade, e por fim, S;(z,t) e Se(z,t) sdo as densidades populacionais,
enquanto F e F, sao os termos fonte da presa e do predador, respectivamente.

Neste trabalho, os termos fonte serdo os mesmos utilizados nos trabalhos de
Verhulst (1838), Alfred J. Lotka (1925) e Vito Volterra (1926), ou seja,

F1 = Fl(Sl, SQ) = CL151 — b1512 — 615152 (328)

F2 = FQ(Sl, SQ) = —CLQSQ -+ 025152, (329)

com a, taxa de natalidade da presa, b; o termo de saturacdo da presa, c; € a taxa de mortalidade
das presas devido a predacdo, a, a taxa de mortandade dos predadores na auséncia de presas e
co a taxa de biomassa de presas que € convertida em biomassa de predadores.

Considera-se para as condic¢des iniciais na equagdo (3.26) que

B, ;A <zx<C(C;
So=q 7 T (3.30)
0 ; caso contrdrio

onde 0 < A; <(C; <Le0 < Bj,comj = 1,2. Por fim as condi¢des de contorno, dadas na
equagdo (3.27), sao do tipo Dirichlet.

3.3 DISCRETIZACAO DO SISTEMA DE EQUACOES TELEGRAFICAS PREDADOR-
PRESA

Para discretizar as equagdes predador-presa, considera-se o modelo geral, isto
€, serd discretizado as equagdes (3.24) e (3.25) em sequéncia e a malha discreta € ilustrada na

Figura 3.1 a seguir
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xl . xQ. xg xl-l. xi . x’i+l .xl+2 xn-. x?l-. xn
ul u‘l u3 ui—l ; ui ; ui+1 : ui+2 un—? un—l un

www  w e eee
W P E

Figura 3.1: Malha discreta do sistema acoplado.

Fonte: Autor.

Note que a notagdo usada nas discretizagdes neste capitulo sdo notagdes de
pontos cardeais. Os rétulos P, W e E significam centro, leste e oeste, respectivamente. As
siglas em minusculo, sdo variagcdes cardeais a partir do centro da célula rotulada por P. Con-
forme mostra a Figura 3.1, as densidades populacionais S; e S sdo localizadas no centro da
célula e as velocidade nos nés. O armazenamento deslocado para as densidades populacionais e
velocidades tem impacto positivo no calculo numérico, devido ao fato de reduzir a instabilidade
numérica [21, 23, 27].

Os métodos numéricos para discretizacdo usados no trabalho sao todos ba-
seados na técnica de diferencas finitas descritas na Secao 3.1.2, gerando um método explicito.

. . L 025, 025, o 9 (0
Desse modo, discretiza-se primeiramente os termos 5, 5%, = (S;u) e & (2 (Sju)), com

j € {12}
Utilizando diferencas finitas centrais no tempo para a derivada %, segue
que
925\ |" 1
~ o (SE =285 + Sl 3.31
(3t2)P (At)g( ilp ilp =+ Silp ) (3.31)
Utilizando diferencas finitas centrais no espago para a derivada ngsj , segue
que
825j> F 1 ( k k k
~——— (SiE =285 + S| ) (3.32)
( axg P (AZL‘)Q JE JP JW

Por outro lado, utiliza-se diferencas finitas regressivas no espacgo para a deri-

vada 2 (S;u), logo

k
1 ko k ko k
~ — ( S;l; ul, — S;l, uly ) - (3.33)
P 2(A2)< ]’ ]‘ ‘ )

(5 50)

Note que em na metodologia usada, veja Figura 3.1, os valores das quanti-
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dades escalares, por exemplo os valores de .S , sdo conhecidos nos pontos centrais da malha,
enquanto os valores das quantidades vetoriais, por exemplo os valores da velocidade u do esco-
amento do fluido, sdo conhecidos nos pontos da malha. Portanto ndo se tem os valores de S |’§ e
Sj
se a contribuic@o do efeito convectivo nas equacdes, utilizar-se-4 o método First Order Upwind

koo ~ . .
> Pois a populagdo deve ser calculada em | e |%.. Assim sendo no caso em que considera-

(FOU) [21] para calcular uma aproximacao para tais valores, ou seja, considera-se que

1+ Af 1— A
Sjle ~ ( 5 ) Silp + ( 5 Sil (3.34)
e
1+ AlF 1—AF
Silu ( 5 ) Sﬂ§/+»< S| Sl (3.35)
onde A|]§ e A|’fv sdo dados respectivamente por
1 u]k >0
Alf = e 3.36
e { -1 ; u|leC <0 (3.36)
e
1 uff >0
Al = e 3.37
g { -1 u|]fu < 0. -37)

Note que se u|’§ >0e u|l; > 0, entdo A|’§ =1= A|fu, logo Sj|’€c = Sj|]; e Sj|fu = S,[F.

Assim substituindo as equagdes (3.34) e (3.35) na equacao (3.33) obtém-se
1

1+ Af N 1— A A
., s (( 5 >5j|p+ 5 Silp | ul.
1+ A[f 1— A
- (( Q'w)sjm( 2’W>Sj|§l>uwil

1 [[{1-AF 1+ AlY
(T) ulg Syl - (T uly, Silyy

Az

k k
((1 +2A|e> ult — (1 —2A|w> um) qu , (3.38)

Com o objetivo de simplificar a notagdo, considera-se

k
8|F = (ﬂ> ul® (3.39)

2
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_ 1— A*
oF = <T|) ul® (3.40)

de modo que temos que a equacao (3.38) torna-se

<ai(5 “)>

Agora, para o termo - ( (S; u)) aplica-se diferencas finitas regressivas no

k

1 - _
~ Ar [5|§SJ|Z“+ (81 = al%) Syl5 = 1% Syl | - (3.41)
P

tempo e no espago, assim tem-se que

d (0 b 0 g 0 i
— | =—(5; N — — | =(5; . 42
(at (ax(SJm)) p At <(ax(5 U)) P <8$(S]u)) P (42
Utilizando o resultado obtido na equacdo (3.41), temos que
0 S
~ = [Fk=1 g k-1 k=1 _ gik—=1\ @ k=1 _ sik—1 g (k=1
(Grsm)| =z [ st + G A s -al s ] G

Assim das equacoes (3.41) e (3.43) tem-se que (3.42) torna-se

0 (0 ’ 1 b KTk ok _ sk ok
(31 (ges0))| = 5 | (U st+ G- sil - ol 55
1 1 = ke _ ke
- = (O Sl + ol =) Sj|P1—6|f;15j|W1)}
1 < K < K k
~ o [ Sl + (O1E = 315) Stk — oLk Silly

— SIS = (Ol =) Sl 4ol 5j|’;;1} . (3.44)

Por fim, tem-se por diferencas finitas regressivas no tempo, que

(@),

3.3.1 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DA PRESA

k

o <S b= sl (3.45)

Afim de discretizar a equacao (3.24), resta discretizar o termo |1 — 7y 52— 35, 9 (S, SQ)] ‘%1.

Com efeito, tem-se que
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0 951\ " 951\ " 0 951\ "
l—n—F — = | —= — —F (3.46
({ 7'1831 1(51,52)] ot > R ( ot ) R 95, 1 (S1,52) —~ ot R ( )
Observe que
0 951\ |" 0 " ros\[*
— 3.47
(asl 1 (51, 52) 875) (asl (51’52)) » ( ot ) » G:47)
A partir de (3.28), usando regras de derivagcdo temos que
0 ’ ‘ ‘
—F1 (Sl, SQ) = a1 — 2b1 Sl|p — C1 SQ|P . (348)
05, P

Fazendo uso das equacdes (3.48) e (3.45) na equacdo (3.47), segue que

0 051
(a—slﬂ (51,5 2 )

~ (w-2msith- sl (5 (s - si57)

é (al —2b Sifp — S2|’;3> (Sll];) -9 I;_l)
i

— Sl|P +2b1 Sl S1|P+C1 SlIP |k> (349)

Q

Q

(CLl Sl|P 2b1 82 —C1 Sl|]1€3 52|’;3

-

Substituindo a equacdo (3.49) em (3.46) segue que

) 251\ |"
([r-ngsrs] 5,

T

A <51\p S ];71> A [a1S1]p — 26157 — 151 [BSa

&151| +25131| Sl|p+0151| S2|P}

~ Ait [(1 -7 <a1 — SQ|P — 2b; S1|p>> S|k,
- (1 7 <a1 — ey Solf, — 2by 51|’;,)> Sy ’;;1} . (3.50)

Substituindo as equacdes (3.31), (3.32), (3.41), (3.44) e (3.50) na equacao

k+1

(3.24) e isolando o termo S|, segue que a discretizagdo da equagdo da presa é dada por

Silptt = (TiSi gy + ST + @15 + MiSiy + 1), (3.51)

onde
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6|k T1(5|k D1

_Jw  Plw o T 52
T Az AtAz AP (552)
2T1b1
I, = b 3.53
1 At + 01 ( )
o o T1 ((5|§ — S‘ﬁ}) _ 27’1 4 1— Bl ((Il — C152|]]§3 + 2b151 ’;571)
b AtAx NG At
2Dy | (8]F —4k)
+ e + Ar —a+ 6152|I]€3 (3.54)
Tlg|k D1 g|k
— e - e 3.55
A AtAx Az Ax ( )
r. o~ 1% b (=m (e —aSlp) SilE !
LTOAR At
_S1g L (§1k=1 _ Flk-1) g (R g §lk-1g, (koL
AtAzx
A 2
0, =28 (3.57)
T1

Observe que a formula (3.51) obtida para a descretiza¢do da equagdo da presa

¢ explicita, uma vez que o passo de tempo k é conhecido.

3.3.2 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DO PREDADOR

Afim de discretizarmos a equacao do predador (3.25), resta discretizar o termo

[1 — 72%& (S, Sz)} %. Com efeito, temos que

] S \|" [0S,
([ ragnes] 5, = (5)

Note que

k
(3.58)

P

k

0 0S5y
— —F ==
B T2 (652 5 (S1,52) 815)
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0 8592\ |* 0 SNEEANE
— 3.5
(s 5], = (agres)], (5)], 2
A partir de (3.29), usando regras de derivagdo temos que
a k
(gFQ (Sl, SQ)) = —a9 + Cy Sl|]1€3 . (360)
2 P
Fazendo uso das equacdes (3.60) e (3.45) na equagdo (3.59), temos que
0 055 N k k—1
(a_SéFQ (51752) 8t ) ~ (—CL2+C2 SI‘P) <At <S2|P 2lp >
1 _
= (-t e Sil}) (Salh - Sli) . @6

Substituindo a equagdo (3.61) em (3.58) segue que

) 89\ |* k1) T AN
({1 i Pa (51 52)} W) R~ (52|P Sli ) = a5 |(~ae + 2 $il}) el
_ <—a2 te Sl|’,i) S, ’;;1}
~ é (1-7(~a2tesilh)) sl
- (1-n(-e+asih)) sk, (3.62)

Substituindo as equacdes (3.31), (3.32), (3.41), (3.44) e (3.62) na equacdo

(3.25) e isolando o termo S, ’;;H segue que a discretizagdo da equacdo do predador € dada por

Salp™t = Qo (ToSaliy + P2Salp + AsSolly +Ts) (3.63)

onde

Yy= w22 Ol (3.64)

21y 2Dy w2 (0F—=0%) 1 —m(—ay+cuSi|h)

CAE T A2 AtAx At
ok — ok 5
+ < +ay— 5P (3.65)

Ax
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o 8’5 7'28'5 Dg

As Ar | AtAr Az’ (3.66)
r, — T2, ’1‘;_1 B (1 - 7'2(—&2 + cle|’fD)) S 1;3_1
2T AR At
6k715« k—1 _Skfls k-1 5k71 _Skfl S k—1
+ 7—2( |'u) 2lw |e 2|E ( |e |w ) 2|P ) (3.67)
AtAx

2
Oy = —A—t. (3.68)

T2

Utilizando-se do mesmo argumento anterior, a formula (3.63) obtida para a

descretizacdo da equacgdo do predador € explicita.
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4 CONSISTENCIA

A solucdo numérica de um problema nem sempre aproxima-se da solugdo
exata. A propriedade que diz que a equacao discretizada de um problema se aproxima da equa-
cao diferencial original, fazendo com o que a solu¢do numérica tenha relacdo com a solucao real
do problema € a consisténcia, que € imposta a equacdo de diferencgas, prendendo-a a equacao
diferencial. Inversamente, a solu¢do do problema continuo nao é, em geral, solu¢cdo da equacdo
de diferencas e o erro cometido ao substituirmos a solu¢do exata na equacdo de diferencas é
chamada de Erro de Truncamento Local (ETL) [18].

Em alguns casos, ndo se conhece a solucdo exata, entdo pode-se estimar o
Erro de Truncamento Local através de Séries de Taylor [9] e usar esta estimativa para provar
que o método € consistente ao substituir a expansido em Série de Taylor na equacdo de diferencas
finitas e considerar Az, At — 0. Se o ETL tender a zero, restando somente a EDP aplicada em
um ponto conhecido da malha, a discretizacao é dita consistente com a EDP.

Neste capitulo serdo feitas as andlises da consisténcia das discretizacdes das
equagdes que se encontram no Capitulo 3, sem efeito convectivo.

Primeiramente serd analisada a consisténcia das discretizagdes de (3.24) -
(3.25) quando F} = F5, # 0,71 = = 0eu = 0, e em seguida, F; = F, = 0, 11 # 0,
Ty # 0 e u = 0. Enfim, serd considerado F} = F5 #0, 77 £ 0,5 #0eu = 0.

4.1 CONSISTENCIA DO METODO EXPLICITO APLICADO A UMA EQUA-
CAO PREDADOR-PRESA COM TERMO FONTE

Inicialmente, desconsidera-se o retardo nas equacdes (3.24) e (3.25), restando

apenas as seguintes equagdes

a8 928
5 Digy — S+ b+ eSS =0 @.1)
S 025,
atz — DQ 8[E22 + (1251 — 025152 =0. (42)

Para discretizar as equagdes (4.1) e (4.2) de tal forma que as equacdes de
diferencas obtidas estejam na forma explicita, basta considerar diferencas finitas progressivas
no tempo na derivada temporal de primeira ordem e diferencas finitas centradas no espaco na
derivada espacial de segunda ordem. Deste modo, as equacdes discretizadas do sistema (4.1)-

(4.2) se tornam
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1 k+1 k Dl k k k
— - —2
L5 - 2 (o] s ]
k k k k
—a151 + blsf + 0181 SQ =0 (43)
P P P P
e
1 k+1 k D k k k k k k
- SQ — SQ — —12 SQ — 232 + SQ + CLQSQ — 0251 SQ =0. (44)
At P P Az E P W P P Ip

Primeiramente serd analisada a consisténcia da equagdo (4.3). Aplicando a

k+1 k k
Série de Taylor nos termos S} , 51| eS| ,elevando em consideracdo que W = P — Ax
e EF = P+ Ax, tem-se que d v o
k+1 k k k
05 (At)? 9%5,
S| =8 +At + + O(AF), (4.5)
P P ot 2 0t |,
k k k k k
05 Az)? 0% Az)2 938
S| =8| —ad| A0S, —(T) L roart) @)
- p oz | p 2 0x% |, 31 023 |,
e
k k k k k
05, (Ar)? 925, (Az)3 335, 4
Sl =8 A O(Azx?). 4.7
| =S| Fhemn A m | t e s |, OB @)

Substituindo as equacgdes (4.5), (4.6) e (4.7) na equacgdo (4.3) e fazendo algumas manipulacdes

algébricas e simplificacdes, resulta que

1 s " (A2 o8, | 5 Dy ,025, |F
At— O(At —— | Az 20( Azt
At( ot > o |, OB - R arz |, OB
k k
—a151 + 615'% + 0151 SQ =0. (48)
P P p Ip
Reordenando os termos de (4.8) e como
k k k koo(k
Fi| =a S| —0Si| —caSi| S (4.9)
P P P p Ip

tem-se que a equacao (4.8) torna-se
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a8 |* 929, |* F At 925, |

= - —F| =-—= — O(At?) +2D,0(Az?) . 4.10

ot |, |, T, 2 08|, (Hl(l’z 10
EBP Erro de Trungzlmento Local

Quando At, Az — 0, 0 ETL da equagao (4.10) tende a zero, resultando

k
= 0. (4.11)
P

051

k
9%S,
I

k
— Dy -
2

p ox

P

Logo, a discretizagdo (4.3) é consistente com a EDP (4.1).

Do mesmo modo, para a anélise da consisténcia de (4.4), aplica-se a expansao

k+1 k k
em série de Taylor nos termos Sy , 99| e Sy ,relembrandoque W = P — Axe E =
P + Ax, tem-se que g v "
k+1 k k 2 42 k
05 At)? 0°S
S| s +a?2 | BY 2|+ o), (4.12)
P P ot |p 2 o0t? |,
k k k k k
A 2 92 A 3 93
O N (N T G Y R G i A SOT ) (4.13)
- P oz |p 2 0x% |, 31 03 |,
e
k k k k k
A 2 92 A 3 93
5| — sl £agd% L (B0 % (A2)7 05 1" o(axh (4.14)
5 P oz |p 2 0x? |, 31 0x3 |,

Substituindo as equacdes (4.12), (4.13) e (4.14) na equacdo (4.4) e depois de manipulacdes

algébricas e simplificacdes, segue que

1 85| (A1)2 028, D, 925, |*
— | At—= A | — == | Az? 20(Az!
At< o |, P2 e |, TOBD ) T x| AT g | TR0
k ko k
—|—CL252 —0251 SQ =0. (415)
P p Ip
Reordenando os termos de (4.15) e como
k k kook
FQ == —CLQSQ + CQSl SQ s (416)
P P p P
tem-se que a equacao (4.15) torna-se
95, |" 525, |* AL, |
| —Dy—| —FB| =-— — O(A#?) + 2D, O(Ax?). 4.17
at |, " Doz | TP T e |, T OB +200(A0) @17

EBP Erro de Trungglmento Local



41

Quando At, Az — 0, o ETL da equagao (4.17) tende a zero, resultando

k
_F2
P

k k
05,
"D = 0. (4.18)

05,
ot

Logo, a discretizacdo (4.4) é consistente com a EDP (4.2).

4.2 CONSISTENCIA DO METODO EXPLICITO APLICADO A UMA EQUA-
CAO TELEGRAFICA

Nesta secdo, desconsidera-se os termos reativos nas equacoes (3.24) e (3.25),

restando apenas as seguintes equagdes

0%, 08, _ ) 0°S,

Para discretizar a equacdo (4.19), usa-se os mesmos métodos de diferencas
finitas das equacgdes do Capitulo 3, resultando diretamente em um método explicito, isto &,
considera-se diferencas finitas regressivas no tempo para a derivada temporal de primeira ordem
e centradas no tempo e no espago para as derivadas temporais e espaciais de segunda ordem,

respectivamente. Assim, as equagdes discretizadas tém a forma

- k+1 k k-1 1 k k—1
J
g . — 949, _ — | _g.
AP (SJP SJP+S]P >+At<SJP S]P )
D. k k k
——L S| —2S; S; =0. 4.20
Ax? ( e “|p M W) (420
k+1 k—1 k
Neste caso, aplica-se a Série de Taylor nos termos S; , S , S| e
i P P w
S;| ,elevando em consideragdo que W = P — Az e E = P + Az, tem-se que
E
k+1 k k k k
0S; (At)? 925, (A1) 935,
S;l =8| +At—2 ! ! oAt 4.21
i =S A e | e e |, T OB “-21)
k-1 k k k k
dS; (At)2 525, (A1) 335,
S;| =8 —At—=2 L - ! At! 4.22
Rt e R I A I o G (422)
k k k k k
, Az)2 25, Az)3 935,
S;| =S ~ A% +( z) 9 5;] ! gf) 0 S; +O(Az?), (4.23)
W P oz |p 2 02? |, 3! 0x3 |,
k k k k k
a5, (Ax)? 925, (Az)? 935,
| =g Agp—2 J J Azt). 4.24
Si| =S| A T e | T e ae |, OB (429
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Substituindo as equagdes (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) na equagdo (4.20) e depois de manipu-

lacdes algébricas e simplificagcdes, resulta

k k 2 92¢q |k 393¢q. |k
Tj 282Sj 4 1 GSJ (At) 8 Sj (At) 8 Sj 4
A 20(A —(a . — oA
At2<tat2 SOl g\ AT 2 e, s e, OB
D, , 025" o _
- (Ax o P+2O(Ax) — 0. (4.25)

Reorganizando os termos de (4.25), obtem-se

&5, " 05 g 5 At (A2 rs "
Toer |, ot|, Tox?*|, 2 0|, 31 ot |,
EDP Erro de Truncamento Local

— 21;0(Af) + O(A?) + 2D;O0(Az?) . (4.26)

Erro de Truncamento Local

Quando At, Az — 0, 0 ETL da equagao (4.26) tende a zero, resultando

k
- 0. 4.27)
P

98,

b8S;
T |,

o

g 825,

~ D
P ox

Portanto, a discretizacao (4.20) é consistente com a EDP (4.19).

4.3 CONSISTENCIA DO METODO EXPLICITO PARA UM SISTEMA TELE-
GRAFICO PREDADOR-PRESA

Nesta secao serd analisada a discretizacdo via esquema explicito das equacoes

(3.24) e (3.25) sem efeito convectivo. As equagdes sao

0%5, dFy | 05 025,

"o P—Wﬁyg—]aﬁ—ﬂ—o (4.28)
0%5, dFy | 05, 025,

R R AR =R (429

lembrando que F) e F, sdo os termos fonte da presa e do predador, respectivamente. Nas
discretizagdes do sistema (4.28) e (4.29), novamente usa-se os mesmos métodos de diferencas
do Capitulo 3, assim, o método explicito para o sistema (4.28)-(4.29) surgira naturalmente.

Logo, obtem-se as seguintes equacdes de diferencas
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- k+1 k k—1 1
1
E (Sl R - 231 » + Sl R ) + E [(1 —T1 <a1 — C1 SQ|];3 — 2b1 Sl|l;;>> Sl|l]€3
k k k-1 Dy g g g
— <1—T1 <CL1—01 SQlP_2b181|P>> Sl P_]__2 Sl —251 —f—Sl
Az E P w
k
- K| =0 (4.30)
P
e
- k+1 k k—1 1
2 k k
28| 28 +5 ~|(-n(- sily)) s
At2<2p 2P+ 2P >+At Ty —ag +co Silp o|p
D k k k
k k—1 2
— (1—7‘2<—CL2—|—6251|P>>52P ]—A—xz(SQE—QSQP—FSQW)
k
— K| =0 (4.31)
P
k41 k—1 k
O préximo passo € aplicar a Série de Taylor nos termos S;| ,S;| ., .S;
P P w

k
e Sj‘ , para j = 1,2, levando em consideracdio que W = P — Ax e £ = P + Ax. Assim,

E
tem-se que

i F 8" (AD)2a%S; " (AP oS, |

S; - S; . + At i + 5 i LT i + O(AtY, (4.32)
5, l:l — 5, ]; a2 I; 4 B2, ]; - B, l; Lomt), @)
S; l;V =5; l; — A:c%ij /;+ (Ag)Q %2;;]' l; — (A?)T)g a;;j ];+ O(Az*), (4.34)
S; Z =S, i + A:c%ij i (A§)2 %23 I; + (A?f)g aa?’;j ]; +O(AzY). (4.35)

Substituindo as equacdes (4.32), (4.33), (4.34) e (4.35) nas equagdes (4.30) e (4.31), com res-
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pectivos 7 = 1, 2 e depois de manipulacdes algébricas e simplificacoes, tem-se

925, |* “\\ 95"
2 4 - - el
7 <At 962 . + 20(At )) + (1 T1 <(11 0152 P)) It .

At " "N\ 925, "
- — 1-— | a — C1S2 - 2b151

At?
+ 7 <1 — T1 <a1 —0152

P
P 8t3 P
— (1 —T1 (Cbl — 0152

k
k
O(AP)
P
2 k
_ Dl <AJZ28 Sl —|— 2O(AI4)> — F1

k
— 2b151

P

k

— 2b151
P

P
=0 (4.36)

P
8252 g aS2 g
2 4 _ _ 4
At2 (At atQ —|— 20 At ) (1 T2 ( as + 6251 P)) at B

At Sy
— 7(1_7—2<_a2+0251p>>8—tp
At? "\ 939, |F
+ — [1-—7| —a2+ S
3!( ( : )) )
k
O(AP)
P

— (1 — 79 (—CLQ + 0251
+ 2O(Ag;4)> —F

_ & Ax28232k
Ax? 0zr? |,

— 2b1 Sl
k
Ax? 0zr? |,

k

=0. (4.37)
P

Simplificando alguns termos em (4.36) e (4.37), reordenando-os, se obtém

p)) ot
p) ) o

P

k

— 2b151
P

928 k

k
e +11—m7 al—cng
P

ot?
k

At
- — (1 —T1 <a1 — 0152 — 2b151
2 P
AL "\ 835, |*
+ ?<1—T1 <CL1—6152 P))ﬁ
— 2[)151

k
P
k
- 1-— T1 | 1 — 0152 O(At3)
P P

- 2[)151
+ 21mO(A#?) — 2D, 0(Ax?) =0 (4.38)

09,
Ox?

1

—Di——

—F1
P

P

P
k
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929, | "\ 0% | 929, |
Tg—at2 . + 1-— T2 —as + CQSl . W . 2—81‘2 .
At "N\ 629, |
_ 7 (1 — T (—CLQ + CQSl P)) at22
At?
-+ ? <1 — To <—a2 + CQSl P>> 8t3
— (1 — T2 <—CLQ + 6251 )) At?)
+ 210(A?) — 2D, O(Ax?)
Como i i i
dFy
—| =a;—2b —
45, » ai 151 B 0152 R
© k k
dFs
o2 S
45|, Qg + C201 P?
tem-se que as equacdes (4.38) e (4.39) podem ser reescritas como
929, |" 95, |F 929, |" b
N——= 1— = . 1 - Fl
ot? p dSi|p| Ot |p 0x? P P
EDP
At (L dRy "\ 929 1F A AR "\ 839 |
= — —T — - T —
2 Ydasy |, ) o |, 3 Yasy |, ) ar |,

Erro de Truncamento Local
k

P

+ <1 -7 Z? ) O(At?) — 21 O(A?) 4 2D, 0O(Ax?)
1

Erro de Trucamento Local

_F2

45

k

P

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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k k

—F
P

k k

b 925,

— Dy 22
2
P ox

0%S,
P rere

ot?

dFy
725,

0S5

1— =2
ot

P
"\ 939,
s o

) O(AF) — 2O (AF?) + 2D, O(A?). (4.43)

P
EDP

’“) 825,

. o

LN ( dF,
Erro de Trungzlmento Local

P

At dF, b

- 2 (1 ~ s,

— 1 — To—
P 3! P

k

dF,
1 — 1—2
+ < TQdSQ

P

Erro de Trucamento Local

Por fim, fazendo as substituicdes das Séries de Taylor citadas e considera-se

At, Ax — 0, (4.42) e (4.43) torna-se

925, |* dr, |* | 88, |* 825, |* g
= 1—m— |22 —D —F| =0 4.44
Yo |, [ NSy || ot |, Tras|, T, (44
© k k k k k
025, dFy|*| 95, 825,
Z22 1—m—| | 22| —D —FR| =0 4.45
o |, [ aS, .| ot |, Pz |, Y, (4+45)

Pontanto, conclui-se que as discretizacdes (4.30) e (4.31) sdo consistentes com as equacoes

(4.28) e (4.29), respectivamente.
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5 ESTABILIDADE NUMERICA

A condi¢do de Von Neumann € baseada no principio da superposi¢do, ou seja,
na observacdo de que o erro global é o somatério de erros mais simples, também chamados
harmonicos. Esse processo € inspirado na expansao em uma série complexa de Fourier, sendo
que o método usual para equagdes diferencias parciais lineares com condi¢des de contorno
periddicas foi proposto por John Von Neuman [14, 17]. Geralmente, a condi¢cdo de estabilidade
deduzida do critério de Von Neumann produz uma condic¢ao necessdria para a estabilidade, mas
ndo suficiente [18]. Considerando Ax e At as parti¢des no espago e tempo, respectivamente,
I = \/—1 o niimero imagindrio e denotando por E;, parai = 0,1, ...N o erro global em cada

ponto no passo t = 0, entdo escreve-se F; como

N
By =) ape’™®"  i=0,1,..N, (5.1)

n=0
onde o, = “F ¢ NAxr = L, que constitui um sistema linear com N + 1 incégnitas a,, €

N + 1 equacgdes, cuja matriz de coeficientes € ndo singular, e portanto pode ser resolvido de
maneira tinica para determinar a,,. Assim, em um esquema numérico, obtém-se uma condi¢c@o
de estabilidade majorando o fator de amplificacdo do erro a,,, para todo n [16].

A equagdo do erro (5.1) € uma propagagdo de ondas senoidal e cossenoidal,
assim, para haver controle dessa propagacdo, deve-se ter que o valor absoluto da amplitude do

erro deve ser menor ou igual a 1 [46], isto é,
la,| <1, VY n=0,.. N. (5.2)

A dependéncia no tempo do erro € incluida assumindo-se que a amplitude do erro a,, estd em
funcdo do tempo. J4 que o erro tende a crescer ou decair exponencialmente com o tempo, €
possivel assumir que a amplitude varia exponencialmente com o tempo. Assim, (5.1) toma a

forma
N

Ef =) etelomine, (5.3)
n=0
onde agora EY é o erro global em cada ponto no passo ¢ = k.

Representado o erro no passo inicial, para analisar a sua propaga¢do ao longo
dos passos seguintes, basta observarmos a propagacio de um harmdnico genérico e”*e’¢?, onde
& e vy sdo numeros arbitrdrios a determinar. Em geral, as caracteristica da estabilidade podem
ser estudadas, sem grandes perdas, usando-se apenas esta ultima forma do harmonico genérico
para o erro [18].

Neste capitulo averiguar-se-4 as condicdes de estabilidade numérica de Von
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Neumann para (3.24) - (3.25) quando F} = F;, # 0, 7 = 5 = 0 e u = 0, e em seguida,
Fi=F,=0,71 # 0,7 # 0eu = 0. Por fim considera-se ', = F, # 0,74 # 0, 5 # 0
e u = 0. Em seguida serd obtido uma dedu¢do nimerica de estabilidade para as equacdes

telegraficas do tipo predador-presa.

5.1 CONDICAO DE VON NEUMANN PARA A EQUACAO DO CALOR UNIDI-
MENSIONAL

Como visto anteriormente, 0 método de Von Neumann é baseado na decom-
posicdo dos erros em séries complexas de Fourier. Para ilustrar o procedimento, considere a

equacao do calor unidimensional

oS  _0°S
ot oz’
onde S = Si(x,t) = Sy(x,t), definida no intervalo de tamanho L e discretizada da seguinte

(5.4)

forma:

e diferencas progressivas de primeira ordem no tempo

05, . Sl =Sl

— R 55
o (o)~ = (5.5)
e diferencas centrais de segunda ordem no espaco
DS S|k — 25k + S|k,
Substituindo (5.5) e (5.6) em (5.4), tem-se a seguinte expressao
SIpt = Slp+a (Sl —28[p + S|%) , (5.7)
DAt
como = .
Az?

Admita agora que exista uma solu¢do da equacao de diferencas (5.7) da forma

de um harmodnico genérico da condicao de Von Neumann (5.3), ou seja,
Slk = kel — (67)’“ elEP (5.8)
Deseja-se encontrar y e £ tais que (5.8) seja de fato uma solugdo de (5.7). Deste modo, substitui-

se (5.8) em (5.7) para obter

D = (1 —20) S|k + o (e 4 e7keltF) | (5.9)



49

isto €,
e'Slh = (1—20)S5 +o (7S5 +e'5|h) . (5.10)

Logo, eliminando os termos em comuns obtém-se

& = (1-20)+o(e 4
= (1 —-20)+20cos&

= 14 20(cosé —1)
:1—%m€. (5.11)
Sabe-se que 0 > 0, entdo e” = 1 — 4o sin? % < 1. Desta forma, se ¢ > 0,
de (5.8) a solu¢do da equagdo (5.7) decaird uniformemente quando £ — oo, pois 0 < e” < 1.
Mas €7 pode ser negativo, uma vez que y € complexo, e portanto cria-se mais duas situagdes a

considerar:
i) Se —1 < €7 < 0, a solugdo terd amplitude decrescente e sinal oscilante quando k — o0;
ii) Se 7 < —1, a solugdo oscila com amplitude crescente quando k£ — oo.

No segundo caso (5.7) serd instdvel, enquanto que no primeiro caso serd estdvel. Concluindo,

para que a solucdo (5.8) seja estavel € necessario que
7| < 1. (5.12)

Desta forma, tem-se que —1 < 1 — 4o sin? % < 1com¢ # 2mm, m € Z, logo,

DAt

1
S a, 0<
o ouseja, 0= ——3

~ 1—cos€&’

1
< -. 5.1
<5 (5.13)

A condicdo (5.13) € a condi¢do de Von Neumann para a equagdo do calor discretizada (5.7).
Com a imposi¢@o do limitante sobre o para estabilidade, o método explicito geralmente produz

aproximagoes satisfatorias. Porém, o < % € uma condicdo muito restritiva para o tamanho do

Az
2D’

ser grande, caso se deseje calcular a solu¢dao para um tempo longo.

passo no tempo, pois esta condi¢do significa que At < e o esforco computacional podera

5.2 CONDICAO DE VON NEUMANN PARA UMA EQUACAO PREDADOR-PRESA
COM TERMO FONTE

Na sec¢do anterior, obteve-se uma condi¢cdo de Von Neumann para a equacao
do calor usual. Nesta secdo, pretende-se realizar a mesma anélise s6 que para um sistema de

equagdes predador-presa com termos fonte. O sistema a ser analisado é
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05, 0%
815 == D1 a 21 + a151 — b1512 — 615152, (514)
05 08
5, = Degs — S+ 055 (5.15)

Note que que as equagdes (5.14) e (5.15) sao as equacdes (3.24) e (3.25) com
m=m=0eu=0.

Os métodos de discretizacdo para estas equacdes serdo 0os mesmos usados
para a equacdo (5.4). Assim, depois de todo o processo de discretizacdo, as equacdes, (5.14) e

(5.15) tem a forma

Silptt = Silp 4+ o1 (Sill — 2515 + Siliy) + AtSi[5 (a1 — biSi]p — a1Sl}) . (5.16)

€
S |k+1 SQ|I;3+O'2 (SQ‘]E—252|I;>+SQ|I€I/V) +AtSQ|I; (—GQ—FCQSlV;p) > (517)
AtD;
onde 0; = AL 2,3—1 2.

Observe que as equacdes (5.16) e (5.17) sdo nao lineares, devido aos termos
fontes Fy e F5. Por outro lado, o procedimento de Von Neumann supdem que a fungdo erro
global E¥, em cada ponto, no passo t = k , possa ser decomposta em uma série complexa de
Fourier, de outra forma a fun¢ao erro global seja uma superposi¢ao de exponenciais complexas,
como dada nas equacdes (5.1) e (5.3). Tal procedimento é vélido para sistemas de equagdes
lineares. Portanto, faz-se necessdrio nesta se¢io, uma linearizacao de alguns termos das equa-
coes (5.16) e (5.17). Entdo, para superar este problema, assume-se, nos termos nao lineares, que
as variaveis S e Sy sdo constantes locais positivas m, e mo, respectivamente. Logo, a versao
linear de (5.16) e (5.17) é

Sl Rl — Sl‘P_'_O'l (SllE—ZSﬂP+Sl\W) —i—AtSl\P (a1 —blml —Clmg) (518)

S ‘k+1 Sg’P + 02 (SQlE — 252‘13 + SQ‘W) + AtSQ‘P( a2 + Cle) . (519)

Substituindo Sy |5, = e7*eléP ¢ Sg|’;3 = ¢"%el¢P em (5.18) e (5.19), respecti-

vamente, e fazendo algumas manipulagdes algébricas, obtém-se

el =1-— 40’1 sin2 g + At (CL1 - b1m1 - C1m2) y (520)
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¢’ =1 — 4oy sin? g + At (—ag + comy) . (5.21)

Sabemos que para a estabilidade do método deve-se ter |¢?| < 1. Desse modo, para esta

condicdo ser satisfeita em (5.20) e (5.21) deve-se ter

—1 S 1— 40’1 sin2 g + AN (Cll — b1m1 — C1m2> S 1, (522)

-1 S 1-— 40’2 sin2 g + At (—CLQ + 62m1) S 1. (523)

Continuando, basta desenvolver ambas inequagdes para se obter

2
0< At < Ar , (5.24)

>~ = R 2
2D1 SHl2 g — ATI (Cll — b1m1 - Clmg)

Ax?

2D2 sin2 g — AT:EQ <—a2 + Cgml) ’

0 <At <L

(5.25)
que sdo as condi¢des de Von Neumann para (5.16) e (5.17), respectivamente.

5.3 CONDICAO DE VON NEUMANN PARA UMA EQUACAO TELEGRAFICA

Nesta secao serd analisada a condi¢do de Von Neumann para as equacoes
(3.24) e (3.25) sem seus respectivos termos fontes e com velocidades u = 0, resultando nas

equagdes hiperbdlicas

028, 08, 98,
Tyt + L = D5 (5.26)

onde 7; e D; s@o constantes de retardo e de difusdo, respectivamente, com j = 1, 2.
Utilizando os mesmos métodos de discretizacdo (3.31), (3.32) e (3.45) para

cada termo da equagao (5.26) e isolando o termo temporal £ + 1 temos a seguinte equagao

At 2D:At? D:At? At _
Silpt = (2 - ) il + =2 <5j”;; + Sj”év) - <1 - T—> S;lyt(5.27)

. 2 2.
T; Az T; Ax?T; ;
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e pelo critério de Von Neumann, escrevendo

;% = erkell, (5.28)
com algumas simplificagdes tem-se
At 2D;At? At
'=2—- — - —— (1 —cos¢) — (1——) e 7. (5.29)
T; T, Az T;

Multiplicando ambos os lados de (5.29) por ¢7 e fazendo uso de transforma-

coes trigonométricas, obtém-se a seguinte equacao

At
e’ — 2f3;e7 + (1 — ?> =0, (5.30)
J
onde 3; =1 — 20]-% (sin2 g) — 2A—T§ eo; = DALIA;,j = 1, 2. Asraizes de (5.30) sao

At
g12=Fx [ -1+ = (5.31)
J

Antes de analizar as raizes de (5.31), considere o lema a seguir.

Lema 5.1. Seja x € (0,1] e a(x) uma fungdo real definida por a(x) = g Se para cada

z € (0,1] tomar-sey < 1 — a(z), entdo

0<Vy*—1+z+y<l1.

Demonstracdo. Seja y um numero real tal que y < 1 — g para todo z € (0, 1]. Deste modo,

tem-se y € [5,1). Assim,

2
0<Vy?—-142z+y < \/(1—£> —lta+l-=

2 2
\/1 P e ®
= —r+—— x - =
4 2
2 T
— 4/ 41-Z
Vi3
i i
- 412
7 T3
1

Portanto, 0 < /92 — 1+ 2 +y < 1. O
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Suponha que % < 1. Considere os seguintes casos:
J

Caso]) 5?—14—% < 0;
J
Deste modo , /ﬁf -1+ f—jt gera raizes complexas conjugadas, isto €,

] At
g12 = Bj +ao/1— T_ — ﬁ; (532)
J

At At
lglP =B +1—-— = =1-—<1 (5.33)

J Tj

e tomando a norma de (5.32)

Entdo, nesse caso, quando % <le BJZ -1+ % < 0, pelo critério de Von Neumann, ha
J J

convergéncia numérica para o sistema (5.27).

Caso II) ﬂ§—1+§—;zo.

3 _ At (i 2 € At
Seo; < 4, nestecaso, -1 < f; =1~— 20‘j7_—j (sm 5) —2J1le

QT]'
2
o<1+ (10002 (an2f) S A Ly A oy (sas
J Tj ]Tj 2 2Tj Tj

consequentemente, tem-se 0 < , / 532 -1+ f—jt < 1. Assim, pela Desigualdade Triangu-

lar
At At
0<Igl I8l + |82 =14+ —| = 1Bl + /87 =1+ —, (5.35)
J J

onde |g| pode ndo ser menor ou igual a 1, isto &, 0; < % assegura que —1 < 3; < 1, mas
ndo assegura que |g| < 1. Pois se 0; = % e f—: = 1, implica §; = —1 e a equagdo (5.34)
assumird o valor maximo, logo, em (5.35) tem-se que |g| < 2. Isto indica que se deve

mudar a restri¢do nos valores de o

Deste modo, utiliza-se o Lema 5.1 para criar uma condi¢@o extra que garante |g| < 1.

Fazendo uso deste resultado, concluimos que para cada valor de % tomado, deve-se ter
J

At

1
—< B, <1 5.36
5 S B < o7 (5.36)
AN . . _
onde 0 < — < 1. Sendo assim, para este caso, tem-se a seguinte condi¢ao
Tj
1 At At At
—§1—20j—sm2§——§1—— (5.37)
2 7‘]' 2 2’7']‘ 27']'

que se reduz a
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1 2§
5 S 1_20‘77_]81 5 (538)
Resolvendo a inequagdo (5.38), vem que
1
0<o0; < T (5.39)

Logo, pelo Lema 5.1 conclui-se que quando 0 < 2 < 1e 52 1+ % >0,
a condic¢ao de estabilidade de Von Neumann da equagao dlscretlzada (5.27) é dada por (5.39),

D;At
ondeo; = {5 ej=1,2.

5.4 DIAGRAMA DE ESTABILIDADE PARA UM SISTEMA TELEGRAFICO PREDADOR-
PRESA

No caso do sistema de equagdes (3.24) e (3.25), ou em sua forma discreti-
zada dada pelas equagdes (3.51) e (3.63), que descrevem um sistema telegrafico predador-presa
com efeitos difusivo, reativo e com retardo, ndo foi possivel obter uma forma explicita para
a condi¢do de Von Neumann. Neste contexto, apresenta-se uma experimenta¢do numérica da
estabilidade do sistema de EDPs em estudo. Fixado os pardmetros reativos a; = 1, as = 0.75,
by = 0.5, ¢; = 0.5, cg = 0.5, construiu-se um diagrama de fases das varidveis D; (coeficiente
de difusibilidade) e 7; (tempo de retardo), com j = 1, 2, evidenciando as regides de estabilidade
e instabilidade do sistema de EDPs, isso para diferentes discretizagdes de At e Az.

Para estimar uma condic¢do de estabilidade através de simulacdes numéricas
do sistema de equagdes predador-presa com retardo (3.24) - (3.25), com u = 0, considerou-se

as seguintes condicdes iniciais e de contorno

Si(z,0) =S5, Sy(x,0)=2S55, Vaxecl0,50] (5.40)
S1(0,t) = S1(50,t) = S5(0,t) = S»(50,¢) =0, ¥Vt € [0,100], (5.41)

onde as condig¢des iniciais sao

. 15 u<a<26
S0 — : (5.42)

J L.
0 ; caso contrério

onde j =1, 2.

Vale ressaltar que todas as simulagdes contidas neste trabalho foram realiza-
das em um sistema operacional Ubuntu, onde os codigos foram todos programados em lingua-
gem FORTRAN 90 e as imagens geradas via software gnuplot.

Deste modo, realizou-se algumas simulacdes com diferentes particdes do do-

minio temporal. Fixado Az = 0.1, na Figura 5.2 mostra-se o gréafico das regides de estabili-
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dade/instabilidade numérica dessas equagdes como fun¢ao da difusdo das populagdes de presas
e predadores (D) e do tempo de retardo da presa e predador (7;), para 3 diferentes valores de
At.

Importante ressaltar que D1 = D, e 7y = 75 foram tomados iguais em todos
as simulagdes, isto €, ndo houve difusdo nem retardo diferentes entre as populagdes S; e Ss.

Note que o intervalo de varia¢ao do pardmetro 7; € 0,001 < 7; < 0,1, paraj = 1, 2.

At = 0.002

70 T T

| Regido de

so | Instabilidade
4o

&
30 .
Regiao de
20 | Estabilidade
10 |-

p.001  0.01 0.02  0.03 0.04 005 006  0.07 0.08  0.09 0.1
Tj

Figura 5.1: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegréfico
(3.24)-(3.25) com At = 0.002.
Fonte: Autor.
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20
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Regido de
Instabilidade

Regido de
Estabilidade

0.001 0.01

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
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Figura 5.2: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegrafico
(3.24)-(3.25) com At = 0.0015255.

Fonte: Autor.

Al = 0.001
140 . :
’// o, .
il / N\ Regido de
H A g
N\ Instabilidade
100 | \
AN
\
- sor / \
Q \_.\.
60 | / " \
Regiao de
af |/ Estabilidade N\
.",I ‘\\\
f N
20 | .-'! “
|'l’lll
a’lll .
0.001 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Figura 5.3: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegréfico
(3.24)-(3.25) com At = 0.001.

Fonte: Autor.
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Agora fixa-se At = 0.0015255. Na Figura 5.4 mostra-se grafico das regides
de estabilidade/instabilidade numérica dessas equagdes como fungdo da difusao das populacdes
de presas e predadores (D) e do tempo de retardo da presa e predador (7;), para 3 diferentes

valores de Ax.

100

N
\ Regido de

80 |
\ Instabilidade

70 |

60 |-

s | Regido de \

Wl Estabilidade \

20 | AN

10 | / \\M_.___—_ﬂ:\

Figura 5.4: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegréafico
(3.24)-(3.25) com Az = 0.1.
Fonte: Autor.



58

Ax = 0.05

35 . i

I Regido de

25 |- Instabilidade
o 20r

Q
15 o
Regidao de
ni Estabilidade
5 |-

0.001 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tj

Figura 5.5: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegréfico
(3.24)-(3.25) com Ax = 0.05.

Fonte: Autor.
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Figura 5.6: Regido de Estabilidade/Instabilidade para o sistema predador-presa telegréfico
(3.24)-(3.25) com Az = 0.025.

Fonte: Autor.
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Para cada valor de At e Ax, a regido abaixo do respectivo grafico, como
mostrado nas Figuras 5.1 a 5.6, significa que o método explicito € numericamente estavel, en-
quanto que a regido acima do respectivo grafico, sdo regides de instabilidade numérica. Note
que ao refinar mais o dominio temporal, a regido de estabilidade numérica cresce, enquanto que
um maior refinamento do dominio espacial implica num decréscimo da regiao de estabilidade
numérica.

Deste modo, fixado as condic¢des inicias e de contorno (5.40), (5.41), (5.42) e
os parametros ai, as, by, ¢1 € co, para cada valor de At e Az utilizado nas simulacdes, obteve-se
um limite de valores dos parametros D; e 75, 7 = 1,2, em que ha estabilidade numérica do

método explicito para as equagdes predador-presa com retardo (3.51) e (3.63).
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6 ANALISE DE CONVERGENCIA NUMERICA

O objetivo deste capitulo é reunir as informacdes obtidas nos capitulos anteri-
ores, afim de concluir sobre a convergéncia e estabilidade numérica do modelo em estudo. Para

isso, utilizar-se-a o seguinte Teorema:

Teorema 6.1. ( Teorema da Equivaléncia de Lax)
Para um esquema de diferencas finitas consistente de um PVI bem-posto, a estabilidade é con-

dicdo necessdria e sufuciente para a convergéncia.

A demonstracdo do Teorema 6.1 pode ser encontrada em [35, 53]. Deste
modo, para verificar a convergéncia numérica, as hipéteses do Teorema da Equivaléncia de
Lax devem ser satisfeitas, primeiramente o fato das equacdes serem bem-postas, isto €, deve
se verificar se o problema em questdo possui solugdo e se ela € tnica. Existem na literatura,
diversos trabalhos a cerca da existéncia e unicidade de solugdes de equacdes do tipo telegrafica
com alguns termos ndo lineares. Para uma equacao do calor com termo fonte, pode-se citar os
trabalhos [1, 15]. Para uma equacdo do tipo telegréfica, o argumento da existéncia e unicidade
de solug¢do encontra-se em [4]. Sobre o sistema de a equacdes telegraficas predador-presa,
encontra-se na literatura os trabalhos [8, 12, 13, 42, 50] que estudam a existéncia e unicidade
de modelos similares, ou mais gerais, que o modelo em estudo.

Portanto, no contexto do Teorema da Equivaléncia de Lax, tem-se que si-
mula¢cdes numérica realizadas para o sistema de equacdes telegraficas predador-presa conver-
gem para a solu¢do do problema, desde que as condi¢cdes de Von Neumann sejam satisfeitas.
Salienta-se que o estudo de estabilidade para o sistema de equacdes telegraficas predador-presa
foi realizado numericamente, de modo que, antes de implementar as simulacdes numérica para
o problema, serd realizado um estudo numérico de refinamento de malha para avaliar se as so-
lucdes numéricas encontradas estdo em processo de convergéncia. Neste caso deve-se atender

ao Teorema de Cauchy para célculo de limites [38].

6.1 REFINAMENTO DE MALHA E CONVERGENCIA

Para que se possa encontrar uma solucao numérica para os modelos estudados
nos capitulos precedentes, todas as simulacdes numéricas realizadas neste capitulo consideram
as mesmas condicoes inicias e de contorno descritas em (5.40), (5.41) e (5.42).

Como S, e 95 sdo as densidades da presa e do predador, respectivamente, para
obter a populacdo total da presa e do predador, em um tempo ¢, deve-se calcular a drea abaixo

das curvas delimitadas por S; e S; e acima do eixo coordenado. Esse cédlculo € realizado por
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meio da integral definida
XFIN

/ Sj(x,t)dx,

XINT

Py(t) = (6.1)
onde 7 = 1,2, P, e P, sdo, respectivamente, as populacdes da presa e do predador, no tempo ¢.
Define-se NI o niimero de particdes no dominio espacial e N.J o nimero de

particdes no dominio temporal. Deste modo, temos as seguintes relacoes

Trin — T,
A — LFIN INI

NJT 1 (6.2)

X - X
Ag — SFIN INT

NT 1 (6.3)

Neste momento, estudar-se-a o refinamento de malha para os 3 tipos de equa-
coes oriundos do problema original, afim de analizar se o problema em estudo é posto do ponto
de vista numérico, e utilizar-se do Teorema 6.1, para concluir sobre a convergéncia numérica
do método utilizado nas discretizagdes. A seguir, as Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam os valores
dos parametros, bem como as condi¢des inicias, respectivamente, utilizados durante os testes

de refinamento de malha.

Tabela 6.1: Valores dos parametros das simulag¢des para todos os modelos estudados.

Termos Presa (i=1) | Predador (i=2)
a; 1.0 0.75

b; 0.5 0.0

G 0.5 0.5

D; 1.0 1.0

Ti 0.001 0.001

TINI (T;ny) 0.0 0.0

TFIN (Tr;y) | 100.0 100.0

XINI (X;n7) |00 0.0

X FIN (Xgrn) | 50.0 50.0

Tabela 6.2: Valores para as Condig¢des iniciais

Termos Presa (i=1) | Predador (i=2)
Condicao inicial (A4;) | 24.0 24.0
Condicao inicial (B;) | 1.5 1.0
Condicio inicial (C;) | 26.0 26.0

A Tabela 6.3 apresenta a experimenta¢do numérica para a solu¢do do sistema
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predador-presa com termos fonte (4.28)-(4.29) em fun¢do do refinamento da malha. Observa-se

o processo de convergéncia das populacdes como fungdo desse refinamento.

Tabela 6.3: Valores das populacdes para vérios refinamentos, no tempo ¢ = 100 do sistema

predador-presa com termos fontes (4.1)-(4.2).

Ax | At Populacao de Presa | Populaciao de Predador
5.0 | 0.005 62.69325 18.90470
3.5 10.005 65.13775 19.45726
2.0 |0.005 70.27077 20.51610
1.0 | 0.002 71.688326 21.042550
0.75 | 0.00175 | 72.227904 21.177584
0.5 |0.0015 | 72.561293 21.298888
0.1 |0.001 73.132640 21.496817
0.05 | 0.0005 | 73.208562 21.521853
0.04 | 0.0004 | 73.223191 21.526828
0.03 | 0.0003 | 73.238401 21.531841

Fonte: Autor.

A Tabela 6.4 apresenta a experimentagdo numérica para a solu¢do do mo-

delo telegréfico (4.19) em funcdo do refinamento da malha. Neste caso também observa-se o

processo de convergéncia da populagdo como fun¢do desse refinamento.

Tabela 6.4: Valor da populacao para varios refinamentos, no tempo ¢ = 100 do modelo telegra-

fico (4.19).

Ax At Populacao
5.0 0.002 5.78033
3.5 0.002 4.24366
2.0 0.002 2.45236
1.0 0.002 2.494247
0.75 | 0.00175 | 2.691145
0.5 0.0015 | 2.525871
0.1 0.001 2.541215
0.05 | 0.0005 | 2.538582
0.04 | 0.0004 | 2.534497
0.03 | 0.0003 | 2.549075
0.02 | 0.0002 | 2.535217
0.01 | 0.0001 | 2.536463
0.005 | 0.00005 | 2.536197

Fonte: Autor.
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Enfim, apresenta-se na Tabela 6.5, a experimenta¢ao numérica para a solugao
do sistema telegrafico predador-presa (4.28)-(4.29) em funcdo do refinamento da malha . Nova-

mente observa-se o processo de convergéncia das populagdes como funcio desse refinamento.

Tabela 6.5: Valores das populagdes para vérios refinamentos, no tempo ¢ = 100 do modelo
telegrafico predador-presa. (4.28)-(4.29)

Ax At Populacao de Presa | Populacido de Predador
5.0 0.002 62.69325 18.90470
3.5 0.002 65.13776 19.45726
2.0 0.002 70.27077 20.51610
1.0 0.002 71.68832 21.04255
0.75 0.00175 | 72.22790 21.17758
0.5 0.0015 72.56129 21.29889
0.1 0.001 73.13264 21.49681
0.05 0.0005 73.20856 21.52185
0.04 0.0004 73.22319 21.52683
0.03 0.0003 73.23832 21.53186
0.02 0.0002 73.25332 21.53683
0.01 0.0001 73.26829 21.54183
0.005 | 0.00005 | 73.27579 21.54433
0.0025 | 0.000025 | 73.27954 21.54558

Fonte: Autor.

6.2 SIMULACOES NUMERICAS DO SISTEMA TELEGRAFICO PREDADOR-
PRESA

Nesta secdo realiza-se algumas simula¢des numéricas do sistema de equagdes
telegraficas predador-presa. A seguir, ilustra-se dois exemplos baseados na Figura 5.2, para
Az = 0,1 fixo, considerando as condi¢des de contorno dadas anteriormente em (5.40), (5.41)
e (5.42).

A partir da Figura 5.2, a primeira simulagdo numérica serd realizada dentro da
zona de estabilidade, enquanto a segunda simulacdo serd realizada na regido limitrofe da regido

de estabilidade conforme a Figura 6.1.
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Figura 6.1: Localiza¢do dos pontos de estabilidade/instabilidade tomados para as simulacdes

apresentadas nas Tabelas 6.6 e 6.7.

Fonte: Autor.

Para a primeira simulagdo, escolhe-se os valores apresentados na Tabela 6.6

para os parametros do modelo.

Tabela 6.6: Valores dos parametros da primeira simulagcdo numérica para o sistema (4.28)-

(4.29).

nal de presas e predadores ao longo do espago e tempo, respectivamente.

Termos | Presa (i=1) | Predador (i=2)
a; 1.0 0.75

b; 0.5 0.0

G 0.5 0.5

D; 20.0 20.0

T; 0.05 0.05

A Figura 6.2 apresenta a variacdo da densidadade e da quantidade populacio-
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Figura 6.2: Densidades e popula¢cdes do modelo telegrafico predador-presa (4.28)-(4.29) para
At =0,0015e Az =0, 1.
Fonte: Autor.
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A Figura 6.3 mostra as densidades populacionais de predador e presa em todo

dominio escolhido. Observe que nao ha densidade populacional negativa.

16
14

1000

Figura 6.3: Grafico 3D das densidades populacionais de predador e presa, equacdo (4.28) e
(4.29), para At = 0,0015e Az =0, 1.

Fonte: Autor.

A seguir, na segunda simulagdo, escolhe-se valores muito proximos da regido

de instabilidade. Esses dados sdo apresentados na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Valores dos parametros da segunda simulagdo numérica para a equagdo (4.28) e
(4.29).

Termos | Presa (i=1) | Predador (i=2)
a; 1.0 0.75

b; 0.5 0.0

G 0.5 0.5

D; 61.0 61.0

T 0.05 0.05

A figura 6.4 apresenta a variacdo da densidadade e da quantidade populacional
de presas e predadores ao longo do espago e tempo, respectivamente. Note que a densidade
populacional final de predadores é zero, ou seja, hd extincdo dos predadores. A Figura 6.4
(b) também mostra um comportamento irreal do ponto de vista bioldgico para a populacao de
presa, pois ela anula-se para em seguida crescer até a situacgdo de saturacao. Isto evidencia que

proximo a zona de instabilidade as solugdes se comportam mal.
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Figura 6.4: Densidades e populacdes do modelo telegrafico predador-presa (4.28)-(4.29) para
At =0,0015e Az = 0, 1, com parametros préximos a regido de instabilidade.
Fonte: Autor.
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A figura 6.5 mostra as densidades populacionais de predador e presa em todo
dominio escolhido. Oberva-se que em um dado momento, surgem densidades populacionais

negativas, o que pode ser observado na Figura 6.6.
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Figura 6.5: Gréfico 3D das densidades populacionais de predador e presa dadas em (4.28) e
(4.29) para At = 0,0015e Az =0, 1.
Fonte: Autor.



69

Figura 6.6: Zoom da regido onde ocorre solu¢do negativa da densidade populacional da presa,
equacdes (4.28) e (4.29), para At = 0,0015e Az =0, 1.
Fonte: Autor.
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7 CONCLUSAO

Nesse trabalho foi realizado a modelagem de um sistema predador-presa difusivo-
reativo com retardo. Esse sistema de EDPs pode modelar a interacao de varios sistemas biol6-
gicos, até mesmo em meios fluidos com velocidade (vento, correnteza, etc...).

Primeiramente verificou-se que o método explicito aplicado as equagdes em
estudo € consistente com a EDP. Na sequéncia discutiu-se a estabilidade numérica dessas equa-
coes, via procedimento de Von Neumann.

Verificou-se que o método explicito usual aplicado a equagdo do telégrafo
e a um sistema de equacdes predador-presa sem retardo € condicionalmente estivel. Como
nao foi possivel obter uma relacdo matematica explicita para condicdo de estabilidade de Von
Neumann para o sistema de equagdes telegraficas predador-presa, estimou-se uma condicao de
estabilidade numérica através da relacdo dos parametros de difusdo e de retardo das equacoes,
concluindo que a mesma também € condicionalmente estivel. Também verificou-se que os
termos reativos, difusivos e de retardo da equacdo estdo ligados a estabilidade e a dindmica
populacional.

Em seguida, foi feito uma experimentacdo numérica acerca da convergéncia
do método numérico. Para isso, refinou-se a malha para concluir que as populagdes da presa
e predador do sistema telegrifico convergem com um erro cada vez menor, quando os espaca-
mentos temporais e espaciais ficam menores.

Finalmente, através do Teorema da Equivaléncia de Lax foi possivel concluir
que o método explicito € convergente, quando satisfeitas as condi¢cdes de Von Neumann, e
que através do estudo acerca do refinamento de malha, conclui-se que o problema em estudo
discretizado estd posto do ponto de vista numérico,. As simulacdes numéricas confirmaram a
regido de convergéncia do problema.

Como trabalhos futuros pretende-se agregar as equagdes o efeito convectivo,
como na modelagem inicial do problema e realizar o mesmo estudo com estes termos de ve-
locidade acoplados as equacdes de Navier-Stokes. Pretende-se também utilizar outro tipo de
termos fontes e dar continuidade ao estudo do problema em 2D.

Sobre as publica¢des realizadas a partir dos resultados desse trabalho:

e LUIZ, K. S. ; ORGANISTA, J. ; ROMEIRO, N. M. L. ; CIRILO, E. R. ; NATTI, P.
L. . Esquema Explicito e Implicito aplicado a um Modelo Predador-Presa: Simulagdes
numéricas. Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational
Mathematics, v. 6, n. 1, p. 010120:1-2. Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J.
dos Campos - SP, 2017.

e LUIZ, K. S. ; NATTIL P. L. ; CIRILO, E. R. ; ROMEIRO, N. M. L. . Estabilidade
numérica da equacdo do telégrafo com difusdo. In: I Simpdsio Paranaense em Equagdes
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