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ORGANISTA, Juniormar. Modelagem e simulacdes numéricas das equacgdes reativa-
convectiva-difusiva com retardo para um sistema predador-presa. 2018. Dissertacdo (Mestrado
em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrin, Londrina 2018.

RESUMO

Fendmenos bioldgicos sdo modelados matematicamente com o objetivo de propor explicacdes, ou
melhorar o entendimento de determinados comportamentos. Dentre as classes de problemas que
abordam as interacdes entre populacdes t€ém-se as equacdes predador-presa, que podem ser
modeladas por meio de equacdes diferenciais parciais. Neste contexto, o presente trabalho objetiva
explicitar o comportamento de um modelo aprimorado envolvendo as equagdes predador-presa de
tal forma a contemplar o fendmeno de difusdo e retardo, considerando que as populacdes estdo sob
a influéncia de um campo de velocidade. A difusdo é deduzida por meio da primeira lei de Fick,
fazendo-se necessério introduzir um termo de retardo, para corrigir o paradoxo da difusdo de
velocidade infinita. No estudo da influéncia do efeito difusivo na dindmica populacional sdo
considerados trés cenarios. No primeiro, as populacdes encontram-se na mesma posi¢do e o efeito
difusivo ndo € considerado. No segundo e no terceiro, as populagdes sdo consideradas em posi¢des
distintas, ou seja, sdo separadas espacialmente, sendo que, no segundo cendrio o processo de
difusdo ndo € considerado, enquanto no terceiro o efeito difusivo ocorre. Por fim, no estudo da
influéncia do campo de velocidades na dindmica populacional sdo considerados dois cenarios para
as equagoes reativa-convectiva-difusiva com retardo para um sistema predador-presa. No primeiro
cenario o campo de velocidade € identicamente nulo e no segundo o campo de velocidade ¢é
uniforme ndo nulo. Por meio dos resultados numéricos obtidos, pode-se constatar tanto a influéncia
da difusdo, como a influéncia do campo de velocidades na dinamica das populacdes e também os
efeitos sobre as populagdes (extincdo/sobrevivéncia).

Palavras-chave: Modelo predador-presa. Efeito de retardo. Equacdo de Maxwell-Cattaneo. Termo
reativo. Termo convectivo. Termo difusivo.



ORGANISTA, Juniormar. Modeling and numerical simulations of the reactive-convective-
diffusive equations with delay for a predator-prey system. 2018. Dissertation (Master’s degree
in Applied Mathematics and Computational) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

Biological phenomena are modeled mathematically with the purpose of proposing explanations, or
improving the understanding of certain behaviors. Among the classes of problems that deal with
interactions between populations are the predator-prey equations, which can be modeled by means
of partial differential equations. In this context, the present work aims to explain the behavior of an
improved model involving the predator-prey equations in such a way to contemplate the
phenomenon of diffusion and delay, considering that the populations are under the influence of a
velocity field. The diffusion is deduced by means of the first law of Fick, making it necessary to
introduce a term of delay, to correct the paradox of the diffusion of infinite velocity. In the study of
the influence of the diffusive effect on the population dynamics, three scenarios are considered. In
the second and third, the populations are considered in different positions, that is, they are separated
spatially, and in the second scenario the diffusion process is not considered, while in the third
scenario the diffusive effect occurs. Finally, in the study of the influence of the field of velocities in
the population dynamics, two scenarios are considered for the reactive-convective-diffusive
equations with delay for a predator-prey system. In the first scenario the velocity field is identically
zero and in the second the speed field is uniform not zero. The influence of diffusion, as well as the
influence of velocity field on population dynamics, as well as effects on populations (extinction /
survival) can be observed through the obtained numerical results.

Keywords: Predator-prey model. Delay effect. Maxwell-Cattaneo equation. Reactive term.
Convective term. Diffusive term.
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1 INTRODUCAO

A dinamica populacional aborda a variacdo, tanto no tempo como no espaco,
das densidades e dos tamanhos das populacdes, visando uma melhor compreensdo quanto ao
nimero de individuos de uma determinada populagdo, assim como os fatores que a influen-
ciam. Muitos dos problemas que abordam a intera¢io entre populacdes, modelados por meio
de equacdes diferenciais parciais (EDP’s), sdo conhecidos como as equacdes predador-presa.

Os primeiros modelos matemaéticos para descrever a dinamica de populacdes
sdo datados dos séculos XVIII e XIX. Em 1798, Thomas Robert Malthus (1766-1834) publicou
a obra An Essay on the principle of population [24], na qual previa que o crescimento popula-
cional se daria por uma progressdo geométrica, enquanto os meios de sobrevivéncia cresceriam
em progressdo aritmética. Matematicamente, o modelo proposto por Malthus para descrever a
dinamica de uma populagdo S;, pode ser descrita pela equagao (1.1)

dS; _
— =85 (1.1)

S(0) = So, (1.2)

onde § > 0 € a taxa de crescimento intrinseco da populagdo e Sy € a populacdo inicial. A

solugdo analitica da equacdo (1.1), com a condi¢do inicial (1.2), € dada pela equagdo (1.3)
S(t) = Spexp(pt), t > 0. (1.3)

Portanto, pode-se verificar que o modelo de Malthus prevé que a populagdo crescerd exponen-
cialmente. Ilustra-se na figura 1.1 o resultado do modelo e Malthus, considerando S, = 20 e

B = 0.5, evidenciando o comportamento exponencial do modelo.

Modelo de Malthus

1.2x1012
1x1012}

o8x10™}

)

©

=6x10M+

4x10"F

2x10™M}

0 10 20 t 30 40 50

Figura 1.1: Modelo de Malthus considerando Sy = 20 e 5 = 0.5.
Fonte: Autor
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Acreditando que o modelo de crescimento de Malthus ndo era adequado para
explicar a expansdo demografica de um pais, Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) elaborou
consideragdes complementares as apresentadas por Malthus [27]. Verhulst incorporou uma
limitagdo ao modelo reduzindo a taxa de crescimento e inibindo o crescimento exponencial
[35]. A dindmica populacional proposta por Verhulst (1838) pode ser descrita matematicamente

pela equagdo diferencial ndo linear dada por (1.4)

ds S

S(0) = S, (1.5)

onde § > 0 € a taxa intrinseca de crescimento da populagdo, Sy € a populagdo inicial e k > 0 é
o nivel de saturacdo da populacdo, determinado pelos recursos disponiveis para a populagido. A

solugdo analitica da equacdo (1.4), com a condi¢do inicial (1.5), pode ser descrita pela equagado

Sok exp(ft)

Tkt So(exp(Bt) — 1) (1.6)

S(t)

Tlustra-se na figura 1.2 soluc¢des da equagdo (1.4) para Sy = 20, 100 e 300, e &£ = 200. Observa-

se que para t > 15, todas as populagcdes atingiram o nivel de saturacio k = 200.

Modelo de Verhulst
300 =%
Sp =100 ——
250 Sp = 300
k -
o200
T
On
[0}
3150
o
g
100
50
0 Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50

t

Figura 1.2: Modelo de Verhulst considerando £ = 200 e S = 0.5.
Fonte: Autor

Em 1971, Montroll propds um modelo para generalizar o modelo de Verhulst,
o qual incluiu um pardmetro que indica a posi¢ao do ponto de inflexdo da curva de crescimento.

O modelo de Montroll € descrito pela equacgao diferencial ndo linear dada pela equacgao (1.7)

ds S\
£ (-2)):

S(0) = So, (1.8)
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onde « € o indicador da posi¢do do ponto de inflexdo da curva, 5 > 0 € a taxa intrinseca de
crescimento da populacio, Sy € a populacdo inicial e £ > 0 € o nivel de saturacio da populagio.
Verifica-se ainda, que o modelo de Montroll pode ser considerado como uma
generaliza¢do do modelo de Verhulst, uma vez que ao considerar & = 1 na equacao (1.7) obtém-
se a equacdo (1.4). A equacdo (1.7), com condicdo inicial dada pela equagdo (1.8), possui a
solucdo analitica dada por
Sok

S(t) = . (1.9)
[S§ — (S§ — k) exp(—aat)]

Q=

[lustra-se na figura 1.3 solucdes da equagdo (1.7) para Sy = 20, 100 e 300, e & = 200. Observa-
se que para t > 25, todas as populacdes atingem o nivel de saturacdo k£ = 200.

Modelo de Montroll

300
S, = 20
Sp = 100 ———
250} Sp =300 —— |1
L k=]
o200
@
@
=150
[oN
g
100
50
O Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50

t

Figura 1.3: Modelo de Montroll considerando k = 200, « = 0.5 e 5 = 0.5.
Fonte: Autor

O modelo de Montroll apresenta uma vantagem em relacdo ao de Verhulst,
pois € possivel adapta-lo a problemas de naturezas diversas por intermédio do célculo do ponto
de inflexdo [23]. Na figura 1.4 pode-se observar a diferenca entre os modelos de Malthus,
Verhulst e Montroll para uma mesma populacio inicial Sy = 20.

As equagoes (1.1), (1.4) e (1.7) foram usadas para descrever a dindmica po-
pulacional desconsiderando a influéncia de outras populagdes, quando muito a interagdo entre
a propria espécie, isto é, os modelos apresentados levam em consideragdo a dindmica de uma

unica populacdo sem considerar predagdes.
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300 :
Mathus
Verhulst
250 Montroll
k —_—
O200
@
o
©
=150
Q
o
o
100 |
50
0 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Figura 1.4: Comparacao entre Malthus, Verhulst e Montroll, considerando Sy = 20, o = 0.5,
b6 =0.5ek = 200.
Fonte: Autor

Em 1920 teve inicio os primeiros estudos mateméticos destinados a descrever
as interacdes entre populacdes. Alfred Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) propu-
seram em 1925 e 1926, respectivamente, de forma independente, um modelo para a interagao
entre espécies [22, 36]. O modelo matemadtico apresentado por Volterra tinha como objetivo
a andlise das variacOes ciclicas observadas nas populacdes de tubardes e pequenos peixes no
mar Adridtico. Simultaneamente, Lotka desenvolveu um modelo para descrever reacdes qui-
micas, nas quais as concentragdes dos elementos quimicos oscilavam, um processo semelhante
que ocorre com populagdes em competicdo. O modelo de Lotka-Volterra foi pioneiro ao des-
crever matematicamente a interacdo entre duas populacdes distintas (presas e predadores). A
introdugdo deste modelo, bem como as suas consequentes variacdes, foi uma das principais
contribui¢des para a dindmica de populacdes. O modelo proposto, conhecido como modelo

Lotka-Volterra, pode ser descrito matematicamente pelo sistema dado em (1.10)

ds
d_tl = a151 — 015152
dd—% = —CLQSQ + 023152, (110)

com condigdes inciais S;(0) = SY; S»(0) = S, onde S; > 0 e Sy > 0 denotam, respecti-
vamente, as populacdes iniciais da presa e do predador. As constante a; > 0 e c¢; > 0 sdo,
respectivamente, a taxa de natalidade da presa e a taxa de perda devido a interacdo com o pre-
dador, e as constantes a; > 0 e co > 0 s@o, respectivamente, a taxa de mortalidade do predador
e a taxa de ganho devido a interacdo com o presa.

Considerando as constantes a; = 1.0, ¢; = 0.5, as = 0.75, ¢ = 0.5 e as
condig¢des iniciais dadas por S;(0) = 1 e 53(0) = 0.5, dadas em [32], obtém-se a dindmica

populacional representada na figura 1.5.
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Modelo de Lotka-Voltera

Pfesa
6l Predador

Populagao

Figura 1.5: Dinamica populacional do modelo de Lotka-Volterra considerando os parametros
a; = 1.0, ¢; = 0.5, a3 = 0.75, ¢co = 0.5 e condigdes iniciais S1(0) = 1 e S2(0) = 0.5.
Fonte: Autor

Observa-se na figura 1.5, que o modelo de Lotka-Volterra, descrito em (1.10),
descreve sistemas predador-presa que apresentam variagoes ciclicas, contudo ndo descreve sis-
temas bioldgicos que evoluem para uma solugdo assintoticamente estdvel ou que apresentam
extingdo de populagdes. Para descrever tais fendmenos, torna-se necessario a inclusdao de um
termo de saturacdo na populacdo de presas, de tal forma a amortecer as oscilacdes de Lotka-
Volterra. Desta forma, para descrever uma solugdo assintoticamente estavel ou que apresentam

extingdo de populacgdes, considera-se um termo de saturacio do tipo logistico, como dado em
(1.11).

ds

d_tl = a151 — b1512 — 015152

ds

d_t2 = —CLQSQ + 025152 (111)

com condigdes inciais S;(0) = SY ; S5(0) = S9, onde S; > 0 e Sy > 0 denotam, respectiva-
mente, a populacdo da presa e do predador. As constante a; > 0 e ¢; > 0 s@o, respectivamente,
a taxa de natalidade da presa e a taxa de perda devido a interacdo com o predador, as constantes
as > 0 e cy > 0 sado, respectivamente, a taxa de mortalidade do predador e a taxa de ganho
devido a interacdo com o presa e b; a taxa de saturacdo da presa. Considerando as constantes
a; =1.0,b = 0.5, ¢; = 0.5, az = 0.75, co = 0.5 e as condig¢des iniciais dadas por S1(0) = 1e
S2(0) = 0.5, dadas em [32], obtém-se a dindmica populacional representada na figura 1.6
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Modelo de Lotka-Voltera Logistico
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Figura 1.6: Dinamica populacional do modelo de Lotka-Volterra considerando os parametros
a; =1.0,b; = 0.5, ¢; = 0.5, a3 = 0.75, co = 0.5 e condigdes iniciais S7(0) = 1 e S5(0) = 0.5

Fonte: Autor

Comparando as figuras 1.5 e 1.6, onde considerou-se as mesmas condi¢des
iniciais e constantes, acrescentando b; = 0.5 no modelo em (1.6), pode-se observar o efeito da
saturacao imposta ao modelo Lotka-Volterra.

Com o propdsito de estudar os efeitos da predacao de uma espécie por outra,
surgiram na literatura, trabalhos a fim de descrever matematicamente este fendomeno [9, 11, 12,
19]. No final da década de 1950, Crawford Stanley Holling realizou experimentos a fim de
investigar como a taxa de captura de presas por um predador estava relacionada a densidade
das presas [14, 15], relacdo esta denominada resposta funcional [33]. Holling identificou trés
categorias gerais de resposta funcional. Na primeira categoria, também denominada resposta
funcional do tipo 1, o nimero de presas consumidas aumenta em proporcao direta com a den-
sidade da presa ilimitadamente, ou seja, a porcentagem da populacdo de presas consumidas
pela densidade da presa € constante. Na segunda categoria, reposta funcional do tipo 2, com
o aumento da populagdo de presa, cada predador fica saciado e passa a consumir um nimero
constante de presa. Por fim, na terceira categoria, resposta funcional do tipo 3, o efeito de preda-
cdo € semelhante ao do tipo 2, exceto na baixa densidade de presas, onde ocorre uma aceleragcdo
do consumo de presas.

Um outro efeito especifico que pode ser considerado na interacdo entre es-
pécies € o conhecido efeito Allee, descrito inicialmente na década de 1930 por Warder Clyde
Allee [1]. Através de estudos experimentais, Allee pdde demonstrar que a populacdo de um
certo peixe, cresce mais rapidamente quando hd mais individuos dentro de um tanque. Isso o
levou a concluir que o mutualismo pode melhorar a taxa de sobrevivéncia dos individuos, e essa
cooperacao pode ser crucial na evolucao geral da estrutura social. Na visdo classica da dindmica

populacional, tem-se que, devido a competicao por recursos, uma populacdo terd uma taxa de



22

crescimento reduzida em maior densidade e uma maior taxa de crescimento em menor densi-
dade. Em outras palavras, quanto menor a densidade populacional de uma espécie, maior sera
a efetividade da mesma na busca de recursos, uma vez que esses sao limitados. No entanto, o
conceito do efeito Allee introduziu a ideia de que o contrério € verdadeiro. Para essas espécies,
os individuos necessitam da assisténcia de outros individuos para sobreviverem.

Atualmente na literatura encontra-se trabalhos que dao énfase aos estudos da
dindmica de espécies invasoras, epidemias e outros fendmenos bioldgicos [3, 4, 18, 28].

Neste contexto, este trabalho tem como objetivo explicitar o comportamento
de um modelo aprimorado envolvendo as equagdes predador-presa de tal forma a contemplar
o fendmeno de difusdo e retardo, considerando que as populagdes estdo sob a influéncia de
um campo de velocidades do fluido onde estdo imersas, assim surge o modelo predador-presa
reativo-convectivo-difusivo com retardo (RC' DR).

Para atingir o objetivo do trabalho, a dissertagdao encontra-se organizada da se-
guinte forma: No capitulo 2 € apresentado alguns conceitos preliminares de diferencas finitas,
resolucdo de sistemas lineares e integracdo numérica. No capitulo 3 é desenvolvida a modela-
gem matematica do modelo reativo-difusivo com retardo. Tal modelo pretende contemplar o
fendmeno de retardo na dispersdo das populagdes e o fendmeno convectivo devido a um fluido
onde o sistema predador-presa se encontra. O retardo € introduzido por meio da equacao de
Maxwell-Cattaneo. Da interacdo entre as populagdes e o campo de velocidade surge o modelo
RCDR, onde os efeitos reativos sdo devidos as interacdes entre a presa e o predador. No ca-
pitulo 4 sao formuladas as discretizagdes das equacdes modeladas no capitulo 3, de modo que
o esquema resultante seja um esquema implicito. Para tal, utilizou-se o método de diferencas
finitas para aproximar os termos das derivadas das equagdes diferenciais parciais. No capitulo
5 € apresentada uma anélise sobre a consisténcia e a estabilidade das discretizacdes obtidas no
capitulo 4, de modo a verificar a convergéncia do método adotado. No capitulo 6 ilustram-se as
solu¢des numéricas do modelo proposto, submetendo-o a alguns testes. Como primeiro teste,
sdo consideradas condicdes iniciais e parametros no modelo proposto de tal formar a torna-lo
equivalente ao modelo Lotka-Volterra Logistico, para verificar os efeitos que a difusdo tem so-
bre a dindmica populacional. Por fim, faz-se testes com campo de velocidade, para verificar os
efeitos sobre a dindmica populacional. No capitulo 7 apresenta-se as conclusdes obtidas através

da simula¢des numéricas.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentados alguns conteidos a serem utilizados ao
longo da dissertacdo. Inicialmente serd apresentado o conceito de aproximacgdes de deriva-
das por diferencas finitas de uma e duas varidveis. Posteriormente serd apresentado contetido
para resolugdo de sistemas lineares e as condicOes para a convergéncia do método iterativo de
Gauss-Seidel. Por fim, serd apresentado conteddos para integracdo numérica e algumas regras

para integracdo numérica utilizadas.

2.1 DIFERENCAS FINITAS

A ideia do método das diferencas finitas € a discretizacdo do dominio e a apro-
ximagdo das derivadas por valores numéricos da fun¢ao a ser avaliada. Na pratica substitui-se
as derivadas pela razao incremental que converge para o valor da derivada quando o incremento

tende a zero [8].

2.1.1 Equacoes de diferencas finitas para funcées de uma variavel

Inicialmente, por simplicidade e melhor compreensdo sobre o desenvolvi-
mento das discretizacdes a serem utilizadas no trabalho, aborda-se o problema envolvendo ape-
nas uma varidvel. Considere inicialmente, o € R qualquer e 4 um nimero positivo. Defini-se

malha de passo h associada a xy como o conjunto de pontos dados por
ri=x9+th,1=1,...,n. (2.1

Nos pontos da malha, obtidos por (2.1), serdo calculadas aproximagdes para
uma fungdo f(x) e suas derivadas. A ferramenta matematica utilizada no célculo das aproxi-

macgoes das derivadas € o Teorema de Taylor descrito no Teorema 2.1.

Teorema 2.1. ( Série de Taylor para fungdes de uma varidvel )
Seja f : I — R uma fungdo derivdvel n + 1 vezes no intervalo I C R contendo x. Entdo para

cada v + h em I existe um niimero real § € (v, x + h) tal que

4 O(h" ) 2.2)

n_ (k)
feen =3 T
k=0 )

onde o termo O(h)"™! = %h”“ representa o erro da aproximacdo de f(x + h) pelo

polinomio de grau n

n k)
Pty =Y / k'(x) Bk, (2.3)
k=0 ’
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Demonstragdo. Para detalhes da demonstracao, consulte [21]. [

Considerando n = 1 em (2.2), obtém-se
flx+h)=f(x)+ f'(x)h+ O(h2). 2.4)

Truncando a equagio (2.4) e isolando o termo f(x), obtém-se uma aproximagéo para a derivada
f'(x) dada por
flx+h)— f(zx
R AR (O]

A equacio (2.5) € conhecida como férmula de diferengas finitas progressiva

(2.5)

em f(z) e o termo @h representa o erro da aproximagdo. Observa-se que o erro da féormula
de diferenga obtido é de primeira ordem, ou seja, O(h). Por outro lado, substituindo h por —h
na equagdo (2.4) e isolando f'(x), obtém-se a férmula de diferengas finitas regressiva dada por

[8]

fl(z) = , (2.6)

cuja ordem do erro também é O(h).

Tomando n = 2 em (2.2), e considerando (2.2) para h e —h, respectivamente,

obtém-se . .

Fa+h) = f(2) + f(@)h+ L ;f) w2yt ?f§1)h3 2.7)
© " "

f(x—h) = f(x)— f(x)h+ fz—@W — #h:”. (2.8)
Subtraindo a equacdo (2.8) da equacdo (2.7) e isolando f’(z) segue

< Setote=h) (16 f”’(£2)) " 09
2h 3!

Aplicando o teorema do valor médio na equacgdo (2.9) tem-se

2h 3!

com ¢ € [min{¢y, &}, max{y, & }]. Note que truncando a equagdo (2.10) e e isolando o termo
f'(x), pode-se obter uma aproximagio para a derivada de f dada por
fle+h)— flx—h)

fz) ~ o : (2.11)

denominada por equagdo de diferengas finitas central € que tem ordem de erro O(h?).
Similarmente, pode-se estabelecer uma expressdo para o célculo aproximado

da derivada de segunda ordem. Para isso, considere n = 3 em (2.2) com h e —h, respectiva-
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mente, obtendo

- f”(x)hQJr f”’(x)hgJr f(4)(§1)h4

flz+h) = f(z)+ f(z) 1 3l Al

(2.12)

flot 1) = fla)  fan+ TDpe 3(,“”) . %h‘*. (2.13)

Somando as equagdes (2.12) e (2.13), isolando f”(z) e aplicando o teorema do valor interme-

diario no termo do erro, obtém-se

fla+h) = 2f@) + [ =h) _ fDE),,

f'(x) = 12 B ; (2.14)
onde £ € [min{¢y, &}, max{&;, & }]. Truncando a equagdo (2.14) tem-se

h? ’

denominada equacao de diferencas finitas central para a derivada de segunda ordem [8]. Vale

ressaltar que a ordem de erro da aproximagao dada em (2.15) é de O(h?).

2.1.2 Equacdes de diferencas finitas para fun¢ées de duas variaveis

Generalizacdes das equacgdes de diferencas finitas obtidas para fungdes de
uma varidvel sdo utilizadas para a obtencao das aproximacdes para funcdes de vdrias varidveis.
Como ilustragdo, e também devido ao fato deste trabalho utilizar as aproximacgdes para fungdes
envolvendo duas varidveis, serd apresentado a generalizacdo para duas dimensdes. Assim, uma
malha no plano (z,t) é dada como o conjunto de pontos (x;,t;) = (zo + ih,ty + jk), ou seja,
com espacamento h em x e k em ¢. Para a obtencdo das aproximacdes das derivadas das funcdes

de duas varidveis seré utilizado o teorema da série de Taylor de duas varidveis, dado por

Teorema 2.2. ( Série de Taylor para funcoes de duas varidveis )
Seja f : A — R uma fungdo de classe C"' no conjunto aberto A C R* e (z,t) € A. Seja
h,k € R tais que (x + Ah,t + Ak) € A, com X € [0, 1], entdo existe um niimero real ¢ € (0, 1)

tal que
_ of of
btk = o)+ @ 0h+ 2@ ok +
1 & n o"f L
— ————(z,t)h" K’ R ETTY) (2.1
- ]:O(j)axn]aﬂ(x,) FOM R, (2.16)
onde

O(h™1, k1) = (n+ >5£z%éﬂx+&¢+smm“ﬂw.<zn>
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Demonstragdo. Para detalhes da demonstracao, consulte [20]. [

A fim de simplificagdes, nos casos onde o acréscimo ocorre em apenas umas
das varidveis, como por exemplo, f(x,t + k), a notacdo do erro da aproximacdo de Taylor serd
reduzida de O(h™™!, k1), para simplesmente O (k™ "), desde que claro a sua origem. Assim,
utilizando o Teorema 2.2 e raciocinios andlogos ao de uma varidvel seguem as férmulas para

aproximacao das derivadas parciais de func¢des de duas varidveis [8].

e Progressiva

Of (x,t) flx, t+k)— f(x,t) kO?f(x,Q)

ot k T2 o 2.18)
af(xvt> _ f(flf—i—h,t)—f(l‘,t) h62f(§,t)
oz N h 2 92 (2.19)
comt<(<t+kex<é<x—+h.
e Regressiva
8f(a:,t) _ f(x,t)—f(x,t—k) k82f<37,g)
ot k Ty T (2.20)
8f(13,t> _ f(x,t)—f(x—h,t) h82f<€>t)
Ox N h * 2 Ox2 (2.21)
comt—k<(<terxr—h<(<uz.
e Central
of(x,t) [z, t+k)— f(z,t—k) k283f(x ()
ot B 2k 6 O (2.22)
f(x,t)  flat+k)—2f(x,t)+ fz, t — k) _k:_284f(x,() (2.23)
ot? B k2 12 ot '
of(x,t) _ flatht)=fla—=ht) RFPf(EL)
or 2h 6 0x3 (2.24)
Pflx,t) _ flatht)=2f(z,t) + flx—hit) K IF(E1) 595
Ox? N h? 12 9t (2.25)

comt—k<(<t+kex—h<(<z+h.

Por fim,

Pf(x,t)  fle+ht+k)—fla+ht—Fk) —flx—ht+k)+ flx—ht—k)
oxot 4hk
RO, G)  KO(& G)

6 ox30t 6 0xoB3 (2.26)

comx —h <&, <x+het—k<G,G<t+k.
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2.2 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Os métodos de discretizacdo por diferencas finitas reduzem o problema con-
tinuo a um problema discreto, e por fim na solu¢do de um conjunto de equagdes lineares, ou
um sistema de equacdes lineares. Para a resolug¢do dos sistemas lineares podem ser usados mé-
todos diretos tipo Gauss, ou métodos iterativos tipo Gauss-Seidel. Qualquer método iterativo,
em esséncia, parte de uma solucgdo inicial e através de iteracdes sucessivas refina-se a solug@o
numérica num processo de convergéncia. Neste trabalho foi utilizado o método iterativo de
Gauss-Seidel.

2.2.1 Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é uma modificagdo no método de Jacobi. Se o

sistema linear Az = b é dado por

a1+ ... +appr, = bl
(2.27)
a1+ ... +apnTn, = b,
e tal que a;; # 0, quando ¢ = 1,...,n, entdo explicitando z; da primeira equagdo até z,, da
ultima equacdo tem-se
n n n—1
1 1 1
rK = — bl— E alj.Tj yee ey Ly = — bZ—E aij.fL'j gy = — bn— E a,nj.ij
an — 7 — Qnn —
7j=2 J=1 7j=1
J#
O método de Gauss-Seidel consiste em utilizar a equagdo anterior para obter
uma sequéncia de vetores 2°, ', ..., 2!, tal que 2! é assumido como solucio do sistema (2.27),

quando os critérios de convergéncia forem satisfeitos. Em resumo o método de Gauss-Seidel é

dado por

1 i—1 n
i+l E k+1 § : k
X, = — bl - aijxj — al-jxj s (228)
j=1

i j=i+1
onde it + 1 é o nivel iterativo [5].

2.2.2 Critérios de Convergéncia

Nesta dissertagdo, salvo mengao contrdria, serd considerado A = (a;;) uma

matriz quadrada de ordem n.
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Definicao 2.3. Uma matriz A é estritamente diagonal dominante quando

j=1
J#i
évdlida para cadai1 =1, ..., n.

Teorema 2.4. Se uma matriz A é estritamente diagonal dominante entdo A é ndo-singular.

Neste caso, o sistema linear Ax = b possui solugdo tnica.

Demonstracdo. De fato, suponha por absurdo que o sistema linear descrito por Ax = 0 possua

uma soluc¢do ndo nula x = (z;). Assim existe £ um indice para o qual

0 < fag| = max {[z;[}.

n
Como ) a;jz; = 0, paracadai = 1,2,...,n, tem-se, quando i = k, que
j=1
n
Qe = — Y _ ;. (2.30)
j=1
Gk

A equacao (2.30) implica que

n n
gl [ox] = | =Y anges| <D largllay],
=1 =1

Jj= Jj=
Jj#k J#k
ou ainda,
1 —1
Tk Tk

A equagdo (2.31) contradiz o fato da matriz A ser estritamente dominante, portanto a tnica

solucdo do sistema linear Ax = 0 é x = 0, o que equivale a ndo-singularidade de A. [

Defini¢io 2.5. Uma matriz A é dita definida positiva se for simétrica e se x' Az > 0, para todo

vetor n dimensional ndo nulo.

Teorema 2.6. Se A for uma matriz definida positiva, entdo
a ) A é ndo-singular;
b) a; >0,paracadai=1,...,n;

N < .
¢) max {lay;|} < max {|ail};
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d) (aij)* < azajj, para cadai # j.
Demonstracdo. Para detalhes da demonstracao, consulte [5]. [

Definicao 2.7. Uma matriz A quadrada de ordem n é chamada matriz de banda se existirem
niimeros inteiros p e ¢, com 1 < p,q < n, com a propriedade que a;; = 0 sempre que p < j — i

ouq < i—j.Alargura de banda de uma matriz de banda é definida como w = p + q — 1.

Definicao 2.8. Uma matriz A quadrada é dita matriz tridiagonal se A for uma matriz banda

com largura de banda w = 3, onde p =2 e q = 2.

Teorema 2.9. Suponha que a matriz A seja tridiagonal com a;;_1a;,41 # 0, para cada © =
2,...,n—1.8e |ari| > |ara|, |ai| > |aii—1| + |aiit1| para cadai = 2,....,n — 1, e |an,| >

|ap.n—1|, entdo A é ndao-singular.
Demonstragdo. Para detalhes da demonstracdo, consulte [5]. O

Teorema 2.10. ( Critério de Sassenfeld )

Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. Considere (3;, i = 1, ..., n, dados por

~ |ay,]

Bro= D
= ’an‘
i—1

B = Z%J@ﬂ ; Z |az’. (2.32)

Jj=t+1

Se = max {Bi} < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia de vetores z*)
<i<n

convergente qualquer que seja a aproximagcdo inicial.

Demonstracdo. Para detalhes da demonstracdo, consulte [5]. [

2.3 INTEGRACAO NUMERICA

No modelo proposto por este trabalho, capitulo 3, para se obter a populacdo
total da presa e do predador, em um tempo ¢, faz-se necessdrio calcular a drea delimitada pelas
densidades das populagdes e o eixo coordenado. Para realizar estes célculos utiliza-se o conceito

de integrais numéricas, com enfase nas Regras do Trapézio, 1/3 e 3/8 de Simpson.

2.3.1 Interpolacao Polinomial

No caso de interpolagcdo polinomial o teorema da aproximacao de Weierstrass

¢ a chave quando se trabalha com uma funcdo f continua.

Teorema 2.11. ( Teorema da aproximagdo de Weierstrass )
Suponha que f(x) seja definida e continua em [a, b), entdo para cada € > 0, existe um polindémio
P(z) tal que |f(z) — P(z)| < €, para todo x € |a, b).
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Demonstracdo. A demonstra¢do pode ser encontrada em [21]. [

Uma razdo importante para considerar a classe de polindmios na aproximac¢ao
de fungdes continuas € que a derivada e a integral indefinida também sdo polindmios, por esse
motivo, os polindmios s@o utilizados para aproximar fun¢des continuas.

No caso de dados discretos, considerando n + 1 pontos distintos, digamos,
xo, . . ., T, chamados de nés da interpolacéo e os valores f(x) nestes nds, entdo aproximar f(x)
por um polindmio P,(x) consiste em impor a condi¢do f(x;) = P,(xy), k = 0,...,n e deste

fato segue o préximo teorema.

Teorema 2.12. Existe um tinico polindmio P,(x) de grau menor ou igual a n tal que f(xy) =

P.(zy), k =0,...,n desde que tenhamos xj, # x;, quando j # k.

Demonstragdo. Considere que P, (z) = ag + a1z + - - - + a,2". Da condi¢do f(zx) = P, (),

k=0,...,n obtém-se que
P.(z9) = ay +arxy +--- Fanxy = f(x0)
Pn(.xl) = a.o —|—a.1x1 +-- —|—a?1:c’f = f(z1) | (233)
P,(x,) = ag —i—a'lxn + - —i—a;@xz = f(xn)
ou ainda,
1 g ... zf ag f(zo)
1z ... af a | _ f(,i.El . (234)
1 z, " ap f(xn)

n+1
Observa-se que a matriz dos coeficientes do sistema linear dado em (2.34) € conhecida como
matriz de Vandermonde, e como os nds sdo distintos por hipétese, entdo o determinante é nao

nulo. Portanto o sistema linear tem solugéo Unica, isto é, P,(z) é tnico. [

Teorema 2.13. ( Teorema interpolador de Lagrange )

Se xg,- -+, x, sdo pontos distintos e [ é uma funcdo cujos valores dados nesses niimeros, entdo
existe um unico P,(x) de grau no mdximo n tal que f(xy) = P(xy), k = 0,1,-+- ,n. O
polinémio é dado por
Py(x) =Y f(xr)Lo(z) (2.35)
k=0
com
T (z =)
L, = . 2.36
@) =11 =05 (2.36)
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Teorema 2.14. Suponha que xy, . . ., x, sejam pontos distintos em [a,b] e que f € C"™ ([a, b]) .

Entdo para cada v € [a, b], exite um niimero {(x) € (a,b) tal que
f(x) = Pu(z) + Ey(2), (2.37)

onde P, (x) é o polindmio interpolador dado na equagdo (2.35) e

FrI(E () T
E,(z) = RCFS q(x — ) (2.38)

]

€ o termo de erro para o polinémio interpolador.

A demonstracdo dos teoremas (2.13) e (2.14) com todos os detalhes podem

ser encontradas em [5].

2.3.2 Integraciao numérica

Considere que uma funcdo f(z) seja continua em um intervalo [a, b], e que

deseja-se encontrar [ = / ’ f(z)dz. Pelo Teorema Fundamental do Calculo sabe-se que existe
“ b

uma fungdo F'(x) tal que F'(x) = f(x)eque I = / f(z)dz = F(b)— F(a). Contudo, depen-
dendo da fungdo f(x) considerada, o calculo da ir;ltegral definida torna-se muito custoso, ora
por ndo ter primitiva explicita, ora por necessitar de operacdes muito complexas para se obté-la,
fazendo-se assim necessdrio o uso de métodos numéricos para calcular uma aproximacio para
o valor de /. Os métodos de quadratura apresentados nesta se¢do sdo baseados nos polindmios
interpoladores de Lagrange.

Escolhendo um conjunto de pontos distintos {xy, . .., 2, } do intervalo [a, b] e

considerando o polindmio interpolador de Lagrange de f(x) e o termo de erro, entdo
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/bf(x)dx = /b[Pn(:c)—l—En(:C)] dx:/an(x)d:U—l—/bEn(:c)dx
= a/b if(xk)l;nk(x) dx+/b f(z:i(i(ﬁ)) kljo(x—xk)] dx

b b
n 1 n
= /f(xkz)Ln,k(ﬂC)dm + GRS / [f(nﬂ)(f(x))n(x —xk)] dx
k=0 | % o k=0
n [ b 1 b n
= flxr) | Log(z)de| + et 1)!/ [f(n+1)(§($))H($ - wk)] dx
k=0 | o . k=0
= 2 Aef@m) + oy / FeEE) [ - m] dz, (2:39)
k=0 o k=0
b
onde {(x) € [a,b] para cada x e A, = L, x(x)dx, para cada k = 0,1...,n. Assim a
férmula de quadratura numérica é dada por, ‘
b n
[ fado xS Act(an) (2.40)
o k=0
com erro dado por
L[
By = m/ [g(iﬂ — ;) [ (E(2) | da, (241

a

As equagdes produzidas ao utilizar os polindmios de Lagrange com pontos
igualmente espacados de grau 1 e 2 fornecem, respectivamente, a regra do Trapézio e a regra de

Simpson.
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2.3.3 Regra do Trapézio

Considerandon = 1, xg = a, 1 = be h = b — a na equagdo (2.40), segue

que
/bf(ﬂﬁ)dw ~ gAkf(wk) = Ao f(wo) + Arf(z1)
- st [ [ st [ [
= o) (-2 e (25
= O g ) = 2 (o + Fa) 42)
e para (2.41)

b

B =5 [H(a:—x»f”@(m))] d =3 [ s0)o -2 (€o)do. @243)

a =0 zo

Pelo teorema do valor médio para integrais, temos que existe um nimero ¢ € [a, b| tal que

1

@ a)ia - a0

o

"

b
(Ea))de = 1'(0) / (2 — 20) (& — 21)d. (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.43) seque que

Ey = f”2<c) /(:13 —x0)(z — 21)dz = fﬂz(c) (:c% —315m J6r 32071 — x{’)
" 21— 29)° 3
_ f2( ) (_( - 0) ) :_%f (©). (2.45)

Desta forma, substituindo (2.45) e (2.42) em (2.39) obtém-se

b
h h3
[ H@de = 5 1fao+ ) - 1) (2.46)

A equacio (2.46) é chamada de regra dos trapézios, pois quando considerada uma fungdo f
b

estritamente positiva, o valor [ f(z)dz é aproximado pela drea de um trapézio.

a
Se subdividirmos o intervalo [a, b] em n pontos obtém-se a regra do trapézios
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composta como Vvista a seguir.

Teorema 2.15. ( Regra do trapézio composta )
Sejam f € C*[a,b], h = =% ex; = a+ jh, com j = 0,...,n, entdo existe i € (a,b) para

o qual a regra do trapézio composta, para n subintervalos pode ser escrita, com seu termo de

erro, como:
b h n—1 (b )
. —Qa 9
[ tade =3 [f(wo) 23 fa)+ flan)| = S ) @4
a J=
Demonstragdo. A demonstracdo do teorema pode ser encontrada em [5]. 0

2.3.4 Regras de Simpson

As regras de % de Simpson e % de Simpson resultam da integragéo em [a, b] do
polindmio interpolador de Lagrange de segundo e terceiro grau, respectivamente. As demons-

tracdes dos métodos de integrac@o contidas nesta se¢cdo podem ser encontradas em [5].

2.3.5 Regra ; de Simpson

b—a
2 7

o polindmio interpolador de Lagrange de grau dois, obtém-se, com cdlculos andlogos aos da

Considerando os nés g = a, r1 = a + h e xy = b, onde h = e

secdo 2.3.3, que

b
h 1

[ Fadds = 5 () + 45 (@) + faz)) = G2 F V), e @) (248)

De modo geral, se considerar n + 1 nds de interpolacdo, n par, obtém-se a regra % de Simpson

composta.

Teorema 2.16. ( Regra % de Simpson composta )
Sejam f € C*a, b, n um niimero par, h = b_Ta ex; =a+ jh,comj=0,...,n,entdo existe
p € (a,b) para o qual a regra % de Simpson composta, para n subintervalos pode ser escrita,

com seu termo de erro, como:

/ f(z)dz = g [f(xo) + ; ¢if () + f(a:n,)] - %h“f“)(u), (249)

onde
2 j
c; = { ’ s J par . (2.50)

4 sejimpar
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2.3.6 Regra  de Simpson

Considerando os nés xop = a, xr1 = a + h, x9 = a + 2h e x3 = b, onde
h = b_T“, e o polindmio interpolador de Lagrange de grau trés, obtém-se, com cdlculos andlogos

aos da secdo 2.3.3, que

b

[ @ = ) +36@n) + 38 (aa) + fan)) = Goh /). € (ab). @51)

a

De modo geral, se considerar n + 1 nds de interpolagdo obtém-se a regra g de

Simpson composta.

Teorema 2.17. ( Regra g de Simpson composta )
Sejam f € C[a,b], h = b;—“ ex; =a+ jh,comj=0,... ,n,entdo existe u € (a,b) para o
qual a regra % de Simpson composta, para n subintervalos pode ser escrita, com seu termo de

erro, como.

Coalyipog), @5

/ f(x)dxzﬁ[f<xo>+icjf<xj>+f<mn> —

J=1

onde

(2.53)

2 se j for divisivel por 3
G = ..
4 caso contrdrio

Apresentado conceitos a serem utilizadas ao longo da dissertagcdo, aborda-se

o desenvolvimento necessario para a modelagem matemadtica do sistema predador-presa.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA PREDADOR-PRESA REATIVO-CONVECTIVO-
DIFUSIVO COM RETARDO

Neste capitulo serd apresentada a primeira lei de Fick e deduzida a segunda lei
de Fick. Posteriormente, para corrigir o paradoxo da condugdo instantanea de calor gerado pela
segunda lei de Fick, serd utilizado a equacdo de Maxwell-Cattaneo. Por fim, serd desenvolvido
o modelo do sistema predador-presa reativo-convectivo-difusivo com retardo, modelo proposto

neste trabalho.

3.1 EQUACOES DE REACAO-DIFUSAO

As equagdes de reacdo-difusdo tem sido utilizadas para modelar fendmenos
bioldgicos que envolvem dispersao e iteragcao entre espécies. Na modelagem de tais fendmenos
a parte difusiva encontra-se relacionada com a dispersdo e a parte reativa com a interacao entre
as espécies envolvidas.

As equacgdes de transporte de massa por difusdo, conhecidas como as Leis de
Fick, foram inicialmente propostas por Adolf Eugen Fick em 1855 [30]. Fick postulou que
o fluxo de massa iria de regides de alta concentragdo para as de baixa, com uma magnitude
proporcional ao gradiente de concentragdo. A primeira lei de Fick, em uma dimensao [30],

pode ser dada pela equacao
05
7oz

onde S; sdo as densidades de populacdo, J; os fluxos de S; e D; as constante de difusibilidade.

J;=—D 3.1)

O sinal negativo em (3.1) indica que o fluxo de massa ocorre na direcao contraria ao gradiente de
concentracao, isto €, no sentido das concentragdes altas para as baixas. Deve-se observar que a
primeira lei de Fick pode ser aplicada diretamente, somente em condi¢do de estado estaciondrio.
Além disso, ndo deve haver forcas externas diferentes do gradiente de concentracdo. Para o caso

de duas dimensdes, a primeira lei de Fick torna-se [6]
J; = —D,VS,. (3.2)

Pelo principio da conservacdo, a taxa de variagdo da quantidade de S; em um
volume V' deve ser igual ao fluxo de S; através da superficie G que a delimita, somado com a
quantidade de S; transformadas no interior do volume V" devido ao termo reativo [25]. Assim,

o principio da conservagao de massa pode ser expresso pela equagao (3.3)

(915 v G 1%

Na equacdo (3.3) S, representa a densidade de populagdo em x e no tempo ¢, J; o fluxode S; e
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F}; € o termo de reacdo fonte/sorvedouro. Aplicando o Teorema da Divergéncia [16] na primeira

integral do lado direito de (3.3), segue que (3.3) pode ser reescrita como

2/ devz—/ 6~dev+/ FydV. (3.4)

Reorganizando os termos da equacdo (3.4), pode-se reescrevé-la como

/ <%+€-Jj—Fj) dV =0. (3.5
v\ Ot

Como a equagao (3.5) e valida independente do volume de integracdo V, segue da equagao de

continuidade [7], para S;, que

9 g5 4 F, , (3.6)
ot ~—— ~~

Termo de Difusdao Termo de Reacdo

A equagdo (3.6) € conhecida como equacgdo de reagao-difusao ou como a se-
gunda Lei de Fick reativa. No caso unidimensional a equacao (3.6) torna-se
as;  0J;

____|_F.

o o (3.7

com S;(x,t), J;(z,t) e F;(z,t). De uma foram geral serdo omitidos as varidveis = e ¢ das

fungdes S;, J; e I}, sendo resgatas caso se faga necessdrio.

3.2 EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

A equacdo de Maxwell-Cattaneo surgiu como uma forma para corrigir um
inconveniente da Lei de Fourier, o chamado "paradoxo da conduc¢do instantanea de calor"[26].
O paradoxo advém da Lei de Fourier onde uma perturbacado térmica em qualquer ponto de um
corpo serd instantaneamente sentida em todo o corpo, em outras palavras, com a Lei de Fourier
os sinais térmicos se propagam com velocidade infinita, o que na prética ndo acontece. A lei ou
equacgdo de Maxwell-Cattaneo elimina o paradoxo ao introduzir um retardo na lei de difusao de
Fourier, gerando uma velocidade finita de propagacao.

A equacgdo de Maxwell-Cattaneo pode ser descrita matematicamente por [17,
26]

0J;(x,t 0S;(x,t
Tj—]a(t )4 Ji(@,t) = —Da‘—ja(x )7

e ainda, (3.8) pode ser utilizada para descrever a difusdo da densidade de uma populacio ao

(3.8)

longo do espaco .

A equacgdo de Maxwell-Cattaneo, pode ser obtida considerando um termo de
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relaxacgdo temporal 7; na equagdo (3.1), de tal forma que [34]

05,(x,1)

Jj(l’,t"—Tj) = —Dj o (39)

Observe que na equagdo (3.9) os fendmenos de fluxo da densidade, J;, e o da difusdo, D;,
ocorrem em diferentes instantes do tempo, este € o fendmeno do retardo.

Expandindo em série de Taylor o termo J;(z,t + 7;) de (3.9), tem-se que
Jj(fE,f‘i‘Tj):Jj(I,t)—FTjE(Z‘,t)—FO(Tj). (310)

Truncando a equacdo (3.10) no segundo termo da expansdo e substituindo em (3.9), resulta na
Lei de Maxwell-Cattaneo, dada pela equacdo (3.8). O termo de relaxagdo 7; € acrescentado de
tal forma a tornar o modelo mais realistico, uma vez que as interagdes nao reproduzem respostas
imediatas, ou seja, na grande parte dos casos existe um tempo entre a interacao da populacdo e

sua resposta a essa interagao.

3.3 EQUACAO REATIVA-DIFUSIVA COM RETARDO

Para obter a equacio reativa-difusiva com retardo, inicialmente deriva-se a

equacao (3.7) em relacdo a ¢, resultando em
0 (08 0 0J;
B e’ S (e AT )
at<at) at< a:c+”)’

0%S; 0*J;  OF;
= — + )
ot? otox 0Ot
Como F); é o termo reativo e depende de S}, ou seja, F; estd em fungdo de S, e assim para calcu-
OF;

ou ainda,

(3.11)

lar = utiliza-se derivag@o implicita. Assim, utilizando regras de derivagdo implicita obtém-se
que
OF, (S;) _ dF; 05,
= . 3.12
ot ds; ot (3.12)
Substituindo a equacdo (3.12) na equagdo (3.11), tem-se
0%S; _ 0*J;  dF;0S;
ot? otdx ~ dS; ot
reorganizando os termos,
0?J;  dF;0S; 0%S;
L=t _ ? (3.13)

otdxr  dS; ot Ot
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Por outro lado, derivando a equagdo (3.8) em relagdo a x obtém-se que

o [ 9J; 9 05,
%(ﬂﬁ“ﬂ)—a—x( Da_)

Usando regras de derivacao parcial e considerando a difusibilidade constante, tem-se que

O 0 _p 95
K ordot  Ox T Ox2”’

e apds algumas manipulacdes algébricas tem-se que

9*J; _&825} _19dJ;

= . 14
Oxot T, 0x* 1; Oz (3.14)

aJ; _0J; .~ .
Como Jj, S0 € 5. sdo continuas, tem-se que

% = %, assim a equacdo (3.14) torna-se,
*J; _&825}- 1 %

otor T; O0x? E or (3.15)

Igualando as equagdes (3.15) e (3.13) segue que

dF;08; 9*S; _ D;&%S;  10J;

— . 1
de 8t (9152 Tj 31‘2 Tj 8x (3 6)

Multiplicando a equacdo (3.16) por 7;, obtém-se

0%, _dF 08, _ 9, 0J;

e TTas, e Do T an G-17)

Substituindo a equacdo (3.7) na equacgdo (3.17) tem-se

2S5  dF 08, %S, 05,
A — T =D. J _ )4
T T as, e o ar Y

(3.18)

fazendo algumas operagcdes matematicas obtém-se a equacao

S, dF;\ 0S; 925,
7ds,

que é denominada como equagdo reativa-difusiva com retardo ou segunda Lei de Fick reativa
com retardo. Quando considera-se o termo de retardo 7; = 0 na equagdo (3.19), obtém-se a

segunda Lei cléssica de Fick, também conhecida como segunda Lei de Fick reativa.
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3.4 MODELAGEM DO SISTEMA PREDADOR-PRESA REATIVO-CONVECTIVO-DIFUSIVO
COM RETARDO

Nesta se¢do considerar-se-a S; = 51 (x,t) e So = Sy (x,t) como sendo as
densidades de populagdes da presa e do predador, respectivamente. Para a modelagem do sis-
tema predador-presa imerso em um fluido, serdo consideradas as seguintes hipdteses sobre o

problema:
H1 - Existe um fluido que transporta S;, j = 1,2;

H?2 - Considera-se o fluido desacoplado das equagdes predador-presa reativa-convectiva-difusiva
com retardo, em outras palavras, para estudar a influéncia do campo de velocidade prescreve-

se um campo de velocidade uniforme para o fluido;

H3 - Os coeficientes de difusdo da presa e do predador sdo desacoplados, isto €, a difusdo da
presa ndo altera a do predador e vice-versa, e portanto [J; e D, ndo estdo diretamente

relacionados;
H4 - Os termos de relaxacdo, 7;, j = 1,2, independem um do outro;

Hb5 - Para a equagdo de reacao-difusdo dada em (3.7), também serd considera a contribui¢ao

da conveccio, que pode ser reescrita como

0S;(x,t) — 9Jj(z,t) 9 (S;u)(z,t) N

ot ox ox

Derivando a equacdo (3.20) em relacdo a ¢ tem-se que

825]‘ . 82Jj 82 (Sju) 8(@)
o2~ otor  otor | ot (3-21)

Considerando a equagdo (3.12) e o fato de que % = %, uma vez que J;,
% e % sao continuas, segue que a equacgao (3.21) pode ser reescrita como
825]‘ _ 82Jj B 82 (S]U) dF'] 65]
ot? Otox Otox ds; ot
ou ainda,

82Jj 823]' (92 (SJ’U/) dF} 85']
_ I . 2
Jior o dtor | ds, ot (3:22)

Igualando as equacdes (3.15) e (3.22), tem-se que

_028j . 82 (S]U) dE? 8Sj . _Dj 823j _ 1%

ot? otox ds; ot T_J or? 10z’
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multiplicando por 7; obtém-se

1825']‘ + .02 (Sju) dF 85 1028]' + 8J]
o T btor st ot o2 T on

(3.23)

Substituindo a equacao (3.20) na equagao (3.23), tem-se

823 82 (Sju) dFJ 88] 825] (95] 8 (Sju)
: - =D, B - F.. .
or YT awe Tds, o0 - Do ot ax 1 (5.24)

Reorganizando e colocando alguns termos em evidéncia, segue que a equagao (3.24) pode ser

melhor escrita como,

+ F

928, 0? (Sju) 0S; 02S; 0 (Sju)
j (1_ st)a_tjz ok o 7 (3:23)

Tor T o0

que é denominada como sendo a equagio reativa-convectiva-difusiva com retardo (RC' DR).
A partir do desenvolvimento descrito, tem-se que o modelo proposto, neste

trabalho, para a densidade populacional de um sistema predador-presa é dado por

0%S o (0 dFy\ 0S 0 9%S
71—1+ ( (5116)) (1—7'1 1)—12——(S1U)+D1 1+F1

ot? "ot \ ox ds,) ot Ox Ox?
025, o (0 dFy\ 05 0 025,
72_8t2 + T @t (a (SQU)> <1 — TQd_SQ) E = a (SQU) + Dy—— D72 + F5 (3.26)

onde ¢ e x sdo as varidveis temporal e espacial e u € o campo de velocidade. Os parametros
7 € Ty sd0 os coeficientes de retardo, Dy e D5 sdo os coeficientes de difusibilidade, S (z,t) e
So(x, t) sdo as densidades populacionais, F e F» sdo os termos reativos da presa e do predador,
respectivamente.

As condig¢des iniciais do sistema (3.26) serdo dadas por

8S;(x,t) "
Sj(x,0) = S]Q, % =0, Vrel0,Llej=1,2 (3.27)
onde
B, ;A <x<C(C;
Sh=q 7 T (3.28)
0 ; caso contrario

onde 0 < A; <C; <L, B; := Bj(z, 0) uma fungéo estritamente positiva, para j = 1, 2.

As condig¢des de contorno do sistema (3.26) serdo do tipo Dirichlet, isto é,
Si(0,8) = g3 (1),  Sj(L,t) =g;(t), Vtel[0,T]ej=1,2, (3.29)

onde,
gJ(t) =0, gr(t)=0, Vte[0,T]ej=1,2 (3.30)
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Os termos fontes F} e I3 da presa e do predador, respectivamente, serdo dados
por
Fy = Fi(51,8;) = a5 — 0157 — 1515, (3.31)

Fy = F5(51, 52) = —a2Ss + 2515, (3.32)

onde a; € a taxa de natalidade da presa, b; o termo de saturacdo da presa, ¢, € a taxa de mortali-
dade da presa devido a predagdo de Ss, a, a taxa de mortandade dos predadores na auséncia de

presas e ¢ a taxa de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores.
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4 DISCRETIZACAO DO SISTEMA PREDADOR-PRESA

Para encontrar as solucdes numéricas do modelo proposto no presente traba-
lho faz-se necessdrio discretizar as equacdes do sistema (3.26). Serd utilizado o método de
diferencas finitas descrito na se¢do 2.1.2, do capitulo 2. As equagdes de diferencas finitas a se-
rem utilizadas no processo de discretizacao resultam em esquemas implicitos, gerando sistemas
lineares para encontrar as solucdes numéricas do sistema (3.26). Inicialmente serdo aproxi-
mados os termos comuns nas equacdes do sistema (3.26) e na sequéncia, sao apresentados as

discretizagdes dos termos fontes referentes a presa e ao predador.

4.1 DISCRETIZACOES DOS TERMOS COMUNS AS EQUACOES DA PRESA E DO PREDA-
DOR

Para discretizar as equagdes de (3.26), considere a malha discreta, no nivel de
tempo k + 1, como ilustrada na figura 4.1. A malha discretizada é dada pelo conjunto de pontos
(i, ty) = (iAz,kAt),comi=0,...,nek =0,...,m, ou seja, com espacamento Ax em z e

Atem t,com Ax = % e At = %, onde L é o comprimento do dominio e 7" € o tempo final.

Ax

i | T2 | X3 Ti—1 X Tiv1 Tit2 Tp—2 Tp-1 Ln

Skt gkt W L HIPL S P S o ¥ ALz ALaES

Sila" 1 Sils™ S5l Silia Silive |  Sjlna Siln

u u u Upww | Uy | Ue | Ueee u u u
S.|k+1 ; i A g |kt1

I . ' A ilnta

Ax o e

w P E

Figura 4.1: Malha.

A fim de reduzir instabilidades numéricas [10, 29], utiliza-se localizacao car-
dinal para as populagdes, ou seja, as densidades das populacdes serdo calculadas nos pontos
(W, k+1), (P,k+1)e (E,k+ 1). Para o esquema de discretizagdo utiliza-se malha deslo-
cada, onde as quantidades escalares sdo calculadas, enquanto que as quantidades vetoriais sdo
calculadas nos pontos da malha [13, 31]. Por conveniéncia, considere a notagdo S;(z, t) = S;%.

Inicialmente serdo discretizados os termos %, %, 2 (Sju)e 2 (£ (Sju)),
uma vez que esses sdo comuns nas equagdes da presa e do predador. As aproximagdes serdo

calculadas no ponto de malha (P, k + 1).
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o . . . 828
Utilizando diferencas finitas retroativa em = t; , tem-se

k
2\ |7 o (as \\ [P 1 (oSt as,
o) | \at \ ot “ael o ot
1 .
~ (5 (Srk“ e At(srp Sjv;l))
1 _
~ ZM)(SW“—2&m+¢m§3. 4.1

2

o . . . 925,
Utilizando diferengas finitas centrais no termo -3, segue que

k+1

(8%}) 1
0z? )|, (Ax)?

Por outro lado, utilizando diferengas finitas retroativa em - (S u), tem-se
ax J p 2(%) Jle e Jlw w . :

Como ndo se pode calcular os valores de .5},

(S |k+1 — 25, |k+1 s |k+1> ‘ (4.2)

que
k+1 1

Mg S; |k+1, pois as densidades das populacdes

devem ser calculadas nas coordenadas do tipo |5 e | malha deslocada, utiliza-se o método
First Order Upwind (F.O.U.) [2] para calcular uma aproximacdo de S \kH e S |’ngl logo tem-
se que
1 A k+1 1— A k+1
Sj|k+1 ~ + |e S |k+1 |e S |/€+1 (44)
¢ 2 2
© k k
14+ AFH 1— A[FH
k+1 w B+l w k
Sil = (T Silw + | —= | Silp (4.5)

onde A|]z+1 ¢ dada por

Al = ’ . 4.6
¢ ~1 \k“ <0 0

)
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Substituindo as equagdes (4.4) e (4.5) na equacao (4.3) obtém-se que
k+1 1

0 14+ AM kL 1— At k1) kel
(grsm)| =~ & ((—2 sl (L) )
k1 Ak
((1 + 124|w ) S |k+1 (1 "24|w ) S |k+1) |k+1]

1 1 - A|5+1 k+1 S, k+1 1+ A|Z+1 k+1 S, k+1

Q

Az

(<1+ ,24|lef+1) U|§+1 B <1 — ,24|Z+1> |k+1> S; |k+1 ] 4.7)

Por conveniéncia considera-se que

1+ A+

olett = (%) ul¢™ (4.8)
© k+1
- 1— Al

S|t = (T|> ul" (4.9)

portanto a equacao (4.7) pode ser reescrita como

(@)

quando o campo de velocidade ndo for prescrito, ou seja, nos casos onde o campo de velocidade

k+1

[5|k+ls\’““ + (O =81 SilpT ol Sl @.10)

. Az

No presente trabalho, utiliza-se o método F.O.U para adequar o modelo para

for calculado, como por exemplo por meio das Equacdes de Navier-Stokes.

Para o termo &, ( (S; u)) ao aplicar o método de diferengas finitas retroativa
no tempo, tem-se que

) A (0 ) A R

Pela equacdo (4.10) segue de (4.11) que
9 k k_ gik k k gk
(s )|~ [T Sl + (01 -3 syt - ok syl .12)

k

P



46

Fazendo uso das equagdes (4.10) e (4.12) tem-se que a equacdo (4.11) pode ser reescrita como

9 3(5 ) i ~ L <5|k+15’k+1 (811 — BJkr1) 5K+ — g+t .|k+1>
ot \ oz 77" PNAtA ¢ ilp ilw
1 < k < k k
- 5 (sl -3 st - o sl )|
~ 1 k+1 k:+1 k+1 k+1 R+l k+1 k+1
o [ S+ (O =31 S - ol sl
— Sl — (01 =31t Syl + oLt Silk ] (4.13)

Por fim, aplicando o método de diferencas finitas retroativa no tempo, tem-se

)

4.2 DISCRETIZACOES DOS TERMOS NAO COMUNS NA EQUACAO DA PRESA

que
k+1

~ (s [ - 5j|’;) . (4.14)

P

Para discretizar o termo (1 -7 g?) %, note inicialmente que
L OB OSSN\ (0R oS [T 4.15)
Las | ot )|, at )|, 25, ot '
Observe que
(aiai) T (@) (@) (4.16)
05, ot ) |p 051 ) |p ot )\|p '
considerando F; como dado em (3.31) e utilizando regras de derivacdo, tem-se que
aF k+1
(a—sl> = a1 — 2b1 Sl|]1€3+1 —C1 Sg|’;_—,+1 . (417)
L/ 1p
De (4.14), com j = 1, e de (4.17), a equacdo (4.16) torna-se
OF, 05, ket k1 kil k
(o)~ (oo - (3 (s - i)
1
~ E <a1 - 2()1 Sl|1;_-, — C1 52 k—H) <Sl Al - Sl|l]€3>
1
~ = < Sl k+1 — 9, Sz k+1 e Silts k+1 Sall; k+1
— a1 81’1124-2[)1 51’13 Sl|1;3+1—|—01 Sl‘p SQ k+1> . (418)

Como na equagdo (4.18) ha um termo quadrético, deve-se lineariza-lo a fim
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de se obter um sistema linear. Utilizando o Teorema de Taylor, tem-se que

52 k+1

05t
S| + At ( o )

053
ST+ At ( )
1 ‘P ot p

~ 2|k
~ 257,

+ (At)Q 8_;51% k+e
2 ot )|,
1 k f—
KA (E (82l - s2lh 1))

— st (4.19)

Substituindo a equagdo (4.19) na equacao (4.18),

0F; 05,
S, ot

Q

1 k+1 k—1 k+1 k+1
= (@ S5 =2 (283 = S2) = S5 Sl
a1 Sul5 + 200 Sil% SilE 4 e Siff S k+1)
1
AL |:<a1 —C 52’1: + 2by Sﬂp) Silp AR ap Sl‘];
2, (2 s2f — 52|t ) +e Sil5 S, ’“*1] . (4.20)

Substituindo a equagdo (4.20) na equacao (4.15), segue que

11 OF, %
93, | ot

> k+1
P

Q

k+1
C1 S1|p 52

At (Sl - SlVIZ) E [

n <a1 — ey So5 + 20y 51|P) Syt = ay 8%

= 2 (283, - s3]

1
~ At [(1—71 <al_cl S2|p +2b 5 ))Sl P
_ (1 — T (CL1 —c19:|p L 4b151’P)) Sl|P
— 27b, S} ];—"_1] : @2h

Ainda pela equagdo (4.19) tem-se que

k+1
By =

Q

Q

alsl IICD—H . 51512 ];j_l . Clsl|k+15 |l}f3+1
Sy [ — b (2 S ) — SIS 5
(a1 — 1Sl B) Silp — 201575 + biST " (4.22)

Substituindo as equagdes (4.1), (4.2), (4.10), (4.13), com 57 = 1, e as equagdes

(4.21) e (4.22) na equacdo (3.25). Apds algumas manipulacdes algébricas e reorganizando os

termos a discretizacao da equacdo (3.25) é dada por

TkJrl Sl

k+1
+ IS,

k+1
+ATHS)

k+1
=I5, (4.23)

w P E
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onde
+ At) 5|kt D,
prr (T v 4.4
wW AzAt (Ax)?’ (424)
CI)]?—H (7‘1 + At) ((5|Ie€+1 — S|]fu+1) i 1 + T (—a1 — 2b151|’]€3 + 0182 l]c)—&—l)
AzxAt At
k+l 1 2D1 o 4.25
+ At) §|F+1 D,
kg (T e _ 4.26
wE AxAt (Ax)?’ (4.26)
e
2 ok —481%) 1- + 4by 1|k — ¢1.5, |5
VR g B U ) B A U L R L N AR
’ (At)? AxAt At
7'1(5|k k 2b17'151|’;:1 T k—1 k—1 7'15\
— L — - . 42
Aoarth (& anz ThSIET ) Sile LSl (427)
4.3 DISCRETIZACOES DOS TERMOS NAO COMUNS NA EQUACAO DO PREDADOR
Para discretizar o termo (1 — Ty gg;) %, note que
k+1 k+1
F
(R I -
05y 0t )|p ot J|p 051 ot
Observe que
+1 k+1 k+1
F:
OF; 05 Of% 05 : (4.29)
05, Ot 052 ) | p ot ) |p
considerando F3 como dado em (3.32) e que usando regras de derivagio tem-se que
O\ [F1
(8—52) B = —a9 + Co Sl A . (430)

De (4.14), com j = 2, e de (4.30), a equacdo (4.29) torna-se

OF, 08, |"™
(55%) (Farter i) (5 (s - lh))
P

Alt ( as + 3 Sh|% ) (52 b+ 52|’;,> (4.31)

Q

Q
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Substituindo a equacao (4.31) em (4.28), segue que

| _ 02| 05
295, | ot

T n L (sl sl) - 2 [(cata st sl
P
- <—a2 +co 51 ];:»H) 5'2|];:»]
é [(1 — T (—CL2 +ca 5 l}“)) Sy |k
- (1 . (—az Ty Sl|’jj1>) 52|’;>] . (4.32)

Q

Tem-se ainda que
B|p = (—as + caSi[i) Syl (4.33)

Substituindo as equagdes (4.1), (4.2), (4.10), (4.13), com 5 = 2, e as equagdes
(4.32) e (4.33) na equacdo (3.25), tem-se apds algumas manipulagdes algébricas e reorganizacao

dos termos que a discretizacdo da equacgao (3.25) € dada por

N e e A

TiwS2|  +Pp 5 + A g 52 =Tpy, (4.34)

w P E

onde
k1 (12 + At) 5|+ Dy
Tiw=— © 4.
W AvAl () (4.35)
— 7o + At) (§|FF1 — 5|+t 1 —7(cS1 5 —a
(I)f;r)l _ ( 2 )é{J‘At | ) + 2( 2A1ip 2) . 0251 l]c;rl
T2 2D2

TR e (4.36)

—k1 (T2 + Al) 3|k+1 D,
ANp = £ — 437
2 Azt (Ax)? (4.37)

e
—k+1 nglk k 27’2 T2 (5|ﬁ) — 5|’;) 1— TQ(Cgsl‘];;+l — GQ) k
Th e -
Pl Araitle (AL)?2 AzAt At Salp
erll T: -

~ Ronpselv - @252 o (3-38)

4.4 SISTEMAS LINEARES RESULTANTES DAS DISCRETIZACOES (4.23) E (4.34)

Utilizando o método das diferencas finitas, obteve-se nas subse¢des 4.2 e 4.3,

dois sistemas lineares a serem resolvidos no nivel de tempo k + 1, descritos nas equacdes (4.23)
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e (4.34). Como os sistemas lineares estio no mesmo sistema de coordenadas, ou seja, estao

sobre as coordenadas cardinais, assim pode-se considerar W =7 — 1, P =1e E =1+ 1, com

i=2,...

caso da presa, o sistema linear obtido no nivel de tempo k + 1 pode ser descrito por

onde

Ak+1 —

por

k+1 _k+1 __ p1k+1
AT s T =0T
q)k-‘rl Ak-l—l 0 0 O
"rk’+1 (Dk+1 Ak+1 O O
0 Tk—l—l (I)k—i-l Ak+1 0
k+1 k+1
0 Tn—S,n—B q)n—3,n—2
k+1
O 0 Tn—2,n—2
0 0 0
S ‘k+1
S ‘k+1
S |k:+1
k+1 __
Sl e
k+1
Sl n—2
k—l—l
Stlp
k+l
1‘n
k+1 k+1 k+1
s S1l7
Fk+1
Fk+1
bk+1 —
k+1
Fn—?,l
k+1
Fn—l,l
k+1 k+1 k+1
An n+1‘91 n+1

A
o
T

k+1

n—3,n—1 0
k+1 k+1
n—2n—1 An—2,n
k+1 k+1
n—1n—1 q)nfl,n

,n. Com o intuito de simplificar a notag@o, considera-se ainda que Sj|tmki = S;|F. No

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

De maneira anédloga, pode-se construir o sistema linear para o predador dado

—h+1_
AT

—ht1
=0,

(4.43)
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onde
B M 000
Tir Bpa Ky 00
0 Tyy Psy Ays 0
AT = : : . (444)
0 Tité’n,;g aité,an Kii;,nfl 0
0 0 Tl Pnoas Ao,
0 0 0 Thli. Pniin
Sol5T!
SQ|§+1
SQ‘]Z+1
AR : (4.45)
S|t}
Syt
ngﬂ
© T _ghtlg ket
2,1 _—kill 2|1
F%’ll
T
P = : (4.46)
T,
—=k+1
n—1,1
=k+1  —k+1 kil

Fn,l - An—l,n+1s2 n+1

Pelas discretizagdes apresentadas, equacoes (4.23) e (4.34), pode-se observar
que para encontrar o valor da densidade das populagdes no né (P, k + 1) é necessdrio conhecer
os valores dos nés (W, k + 1), (E,k + 1), (W, k), (P,k), (E,k) e (P,k — 1). A figura 4.2

apresenta um esquema da célula computacional, evidenciando o esquema implicito..
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Figura 4.2: Célula computacional para resolucdo do sistema discretizado predador-presa pro-
posto.
Fonte: Autor
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5 ANALISE DA CONSISTENCIA

Ao resolver uma EDP numericamente, € natural perguntar se a solu¢do numé-
rica calculada estd se aproximando da solucdo real da EDP que se estd resolvendo. A resposta
para essa pergunta, depende da consisténcia, estabilidade e convergéncia do método empregado
[10]. Desta forma, neste capitulo serd realizado uma anélise de consisténcia das discretizacoes
do sistema (3.26).

5.1 ANALISE DE CONSISTENCIA DAS DISCRETIZACOES

Uma caracteristica importante de uma discretizagdo construida por diferencas
finitas € a consisténcia com a equacgdo diferencial parcial discretizada, isto €, ao substituir a
expansio em série de Taylor na equacdo de diferencas finitas e considerar Ax, At — 0, o erro
local de truncamento (ELT) também deve tender a zero, resultando apenas a EDP aplicada em
um ponto da malha. Caso o ELT tenda para zero, a discretizacdo € dita consistente com a EDP.
Essencialmente, a andlise de consisténcia é o caminho inverso do processo de discretizacao.

Neste capitulo serdo feitas as andlises da consisténcia das discretizacdes das
equagdes que se encontram no capitulo 4. A fim de facilitar a compreensdo dos célculos en-
volvidos, inicialmente serd analisada a consisténcia das discretizagdes quando 71 = 7, = 0 e
u = 0. Posteriormente serd considerado 7, # 0, 75, # 0 e u = 0. Por fim, serd analisado a

discretizag¢do da equacdo (3.25) considerando 7 # 0, 75 # 0 e u # 0.

5.1.1 Analise da consisténcia das discretizacoes com 7, = 5 =0e u = 0.

Considerando 71 = 75, = 0 e u = 0, obtém-se,

05, 9%S,

ot - D 0x? =0

0S5 9%S,

oD~ =0 (5.1)

Quando F; = 0, com j = 1,2, as equagdes do sistema (5.1) sdo conhecidas como equacio
transiente de difusdo ou simplesmente como equacdo de difusdo de calor.
Para discretizar as equacdes do sistema (5.1) considera-se as discretizagdes

dadas no capitulo 4 nas equagdes (4.23) e (4.34), com 71 = 75 = 0 e u = (. Assim, obtém-se
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D, k+1 1 k+1 2D, k+1 D, k+1
— S — S —_— S ——5
Aoy, T\A T T T, T e,
1 k k k—1
— | = =208 | S| —-bS7 =0, (5.2)
<At P) P ' P
e
Dy k+1 1 2D, k+1 Dy k+1
— S. — — 5|5 S — —05.
Bap>?, T\A T T e ) T e,
1
— (=S5 =0. 5.3
(5:) sl 63
Primeiramente serd analisada a consisténcia da equagdo (5.2). Para tal, aplicar-
k k+1 k+1
se-a a série de Taylor para duas varidveis nos termo S1| , S; e S , levando em consi-
P 1% E
deracioque W = P — Az e £ = P + Ax. Assim tem-se que
k k+1 E+1 9 2 a |k+1
oS At)? 0°S
Sl =8| - At (A1) =l +O(AR), (5.4)
p p ot |p 2 0t |p
k+1 k+1 k+1 2 n2a [k+1 3 n3q |k+1
oS Ax)® 0°S Ax)® 0°S
S| =s| —a2d| BTS | ”f) L Lot (5)
W p 0z | p 2 02% |p 3 ot |,
e
k+1 k+1 k+1 2 02 k+1 3 03 k+1
oS Ax)® 0°S Ax)° 0°S
Sh =95 + Ag—2L + ﬂ—l (Az) ! + O(Am4). (5.6)
5 P 0z | p 2 02?2, 310t |,

Substituindo as equagdes (5.4), (5.5) e (5.6) na equacgdo (5.2) e fazendo algumas manipulacdes

algébricas e simplificacdes, obtém-se que

k+1 2q k+1 k+1 k k-1 k1 (k1
% — Dla 5;1 — alsl — bl 2S% — 512 - 0181 Sg
ot |p 0z |p P P P P P
At 925, | O(Az*)  O(AP)
- — —2D - = 0. :
2 o2 |, " (Ax)? At 0 SR

Observe que utilizando novamente série de Taylor para duas varidveis tem-se

que
k k+1 9 |k+1 2 02 02 |k+1
S? =S} —At% +(A—t)% + O(AF) (5.8)
p p ot |p 2 0 |,
€
k—1 k+1 9 |k+1 2 42 o2 |k+1
S =S - 2At% + w% + O(A#), (5.9)
P p ot |p 2 0 |,
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portanto
k

2
_Sl
P

k-1

:Sf

k+1
+ O(A). (5.10)
P

257

P

Substituindo a equacao (5.10), na equacdo (5.7) segue que

95, [t 523, (k1 k+1 k41 k41 (k1
—— — Dl 21 — &151 — b1512 - 0151 52
ot |p o |p P P P P
At 925, | O(Az*)  O(AB)
bO(AtY) — — —2D - = 0. 5.11
T 0O =5 5w |, TAan? T A >.11)
Como
k+1 k41 k+1 k+1 (k1
F1 = (lel — blsf — 6151 SQ s (512)
P P P P P
tem-se que a equacdo (5.11) torna-se
aS; "+ 928, M+ AL oRS M ‘ O(AzY)  O(AF
D oS Ly =222 oA + 2D, ( x2)+ (At)
\815 P 0z |, P \2 ot |, (Az) At )
EDP Erro Local de Truncamento
(5.13)
Quando At, Ax — 0, o E.L.T. presente na equacdo (5.13) tende a zero, for-
necendo k+1 k+1 k+1
08 %S
it — D 21 ~- K =0. (5.14)
ot |p 0z? |p P
Este fato indica que a discretizagdo (5.2) € consistente com a EDP do sistema (5.1) relacionada
a presa.
Similarmente, para a andlise da consisténcia de (5.3), aplica-se a expansdo em
k k41 k+1
série de Taylor nos termos Sy| , S e S, , levando em considera¢do que W = P — Ax
P w E
e £ = P + Az, tem-se que
k k+1 k+1 k+1
0855 (At)? 925,
Sol =8y - At—= + O(A), (5.15)
P P ot |p 2 o0t |,
k+1 k41 k+1 2 a2 |k+1 3 a3a [k+1
05 Ax)* 025 At)? 0”5,
Sy =S5 — Ap—=2 + (Az) 22 — ( ') 32 +0(AzY)  (5.16)
- P oz | p 2 0x% |, 3ot |,
e
k+1 k41 k+1 2 a2 |k+1 3 a3a (k+1
oS Ax)* 0°S. At)° 9°S.
So =55 + Az—= + ﬂ—; (80705 +0(AzY).  (5.17)
5 P oz | p 2 0x% |, 3 ot |,
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Substituindo as equagdes (5.15), (5.16) e (5.17) na equagdo (5.3) e fazendo

algumas manipulagdes algébricas e simplificacdes, obtém-se que

8_2 — D2 8 22 — —CLQSQ +Cgsl SQ = — a 22
tlp = p P P P 2 0 |p
O(Az")  O(AB)
2D . 5.18
T A T T A (5.18)
Como
k+1 k+1 k41 (k+1
F2 = —CLQSQ + CQSl S2 s (519)
P P P P
tem-se que a equacdo (5.18) torna-se
k+1 9 k+1 k+1 At H? k+1 At A3
\8t P 022 |, 'y \2 ot |p (Az) At )
EDP Erro Local de Truncamento
Quando At, Az — 0, o ELT presente na equagao (5.20) tende a zero, forne-
cendo

k+1

98, | . 925, .
- 2

EP T 92

Este fato indica que a discretizagdo (5.3) € consistente com a EDP do sistema (5.1) relacionada

=0. (5.21)

P P

ao predador.
Portanto, quando se considera 7; = 72 = 0 e u = 0 nas discretizagdes (4.23)
e (4.34), segue que sdo consistentes com as EDP’s.

5.1.2 Anadlise da consisténcia das discretizacoes com 7, # 0, 75 # 0 e u = 0.

Considerando 7y # 0, 75 # 0 e v = 0 na equacdo (3.25), com j = 1,2,

obtém-se ) )
8 Sl dFl 651 8 Sl -
et (1_Tld_51> o g =0
%S, dF5\ 0S5 9%S,
TQW + (1 - T2d_52) ﬁ — DQW — F2 =0. (522)

Para discretizar as equacdes do sistema (5.22) considera-se a discretizacdo

dada no capitulo 4 nas equagdes (4.23) e (4.34), com u = 0. Assim, obtém-se
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L+ (—a1 — 26181“% tad ];;H) + 155 + a + 2Dy —ap | S "
At P (At)?2  (Ax)? P
LD g D (Qbmsﬂlgl - Sy ’“‘1) Sl
(Azx)2 |y, VAV L At (At)? P P
or1 1= (ay +4b1S1[% — 1Sl
. ((At1)2 o Ztllp Gl 201515 | Silp =0 (5.23)
e
1-— 7—2(0251|1;_7+1 — ag) k1 T2 2D2 ) Rt D2 kol
— 0251 + + + as SQ - 52
< At P (At)?2  (Ax)? P (Az)? 7|,
DQ i 27’2 1-— TQ(CQSl ];ij—l — CLQ) k T2 k—1
- — , =0. (5.24
Bor ™, ((At>2 At Sole+ a0 629
Primeiramente serd analisada a consisténcia da equacao (5.23), que € reescrita
por
1 k+1 2D, k+1 D, k+1 D, k+1 k—1
_ = _ - - — b, 52
(At e P " (Ax)? o) s P (Ax)? % w (Ax)QSI E 151 P
Equaggo 5.2)
1 k k . —92b: S k S k+1 k+1
(L s V| o (nCm oSkt ashiT) | 0 ) g
At P P At (At) P

Equag%?) (5.2)

_ 21 T <CL1 + 4b1S1[% — 15, ]f;rl
(At)? At

F o leTls% ];i—,_l 7'15’1 ];:,_1
» At (At)?

)—2m&&>sl

=0

(5.25)

Como a primeira parte da discretizagdo, que estd sendo analisada, j4 foi calcu-
lada, ver equacdo (5.2), deve-se entdo avaliar os demais termos de (5.25), expressado em (5.26),

ou seja,

. At (At)?

1 (—CLl — 2[)15’1‘];3 + 0152 ];;Jrl) T S
At (A2 ) 7!

B 2’7’1 B T1 (CLl + 4b181’l}€) — 0152 ];;Jrl
(Af)? At

k
= 0. (5.26)
P

) — 2b151’];3> Sl
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Considerando as expansoes de Taylor dadas nas equagdes (5.4), (5.8), (5.9) e que

k—1

=9

k+1

k+1
95, + O(A), (5.27)

Y\
, ot

ML (2A1)2 928,

5 » G

P P

substituindo-as na equacgdo (5.26), tem-se apOs algumas manipulacdes algébricas, simplifica-

¢oes e reagrupando

2q |k+1 k+1 k+1 k+1 2 a2 1k+1
4b
7'1—a 52’1 —711 | ag — 2015 — 159 % At 171 0 S;
ot P P P ot P 2 Ot P
k+1 k41 2 |k+1 k+1
aiTy 1Ty 0°51 05,
—|—At —_— — b17'151 — —Sg — 4[?17'1—
(2 -oms| - s ) 2 -
O(A#) i ot O(A#)
+T71 a; — 2b1$1 — 2[)1 — 0152 -+ 4b1 — Tl ——— = 0. (528)
At . . INZ
Como
dF, k+1 k+1 k+1
—_— = a1 — 2b151 — 0152 s (529)
S, P P P
tem-se que a equagdo (5.28) torna-se
7_ 8251 k+1 7_ dFl k+1 851 k+1 . At4b17—1 82S% k+1
1 a5 — Mo =
o |, aSilp Ol T2 0P|,
ELT
k+1 k+1 2q |k+1 k+1
a1 1T 0”51 051
+At —_— — b17'151 — _S2 — 4b17'1—
(27 -oms| - ) 22 a2
ELT
10 At?) k+1 k+1 O Atg
—+77 (At ) <a1 — 2b151 . — 2b1 — 6152 . —|—4b1 — 7'1% = 0. (530)
ELT

Quando At, Az — 0, o ELT presente na equagao (5.30) tende a zero, forne-

cendo
k+1

2
0°5 —0. (5.31)

k+1 dF, " oS,
e —Ti—5| =
ot |, dSi|p Ot

Assim, considerando os resultados dados na subsecdo 5.1.1 para a equagdo (5.2), segue que a

P

equacao (5.23), quando considera-se At, Az — 0, torna-se

— Dy
2
P ox

k-i-l%
T

_— 7— —
»dS

k+1 %
.

. 9%,
o2

P
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ou ainda,

k+1
— Fl

k+1

k+1 2
"5 =0. (5.33)

— Dy
2
P ox

0%9,
erers

ot?

. dS,

P P

k+1 dF | 85,

+ (1 —7— —

P ot

Portanto a discretizacdo dada na equagdo (5.23) € consistente com a EDP do sistema (5.22)
relacionado a presa.

Por fim, serd estudada a consisténcia da discretizagdo dada pela equacdo

(5.24). Reorganizando os termos da equacgdo (5.24) segue

1 oD k+1 D k+1 D BHL ok
— — 5y |5 2 Syl =G| - =8 ——&8
(At e T ApE T2 TR, T e, T A ,
Equag%ro (5.3)
4 T o Tg(CQSl l;;rl — CLQ) S i . 27’2 . 7_2(0281|k]:3+1 — (1,2) S F
(At)? At 215 (At)? At ’lp
k—1
T2
+—55 =0, (5.34)
@027,

Como a primeira parte da discretizagdo, que estd sendo analisada, j4 foi calcu-

lada, ver equagdo (5.3), deve-se entdo avaliar os demais termos de (5.34), expressado em (5.35),

ou seja,
T2 . 7'2(C251 ’;;Jrl — CLQ) S k+1_ 27’2 . TQ(CQSl 1;3+1 - CLQ) S k+ T2 S Rl _ 0
(At)? At “lp (At)? At 2lp (A2, '
(5.35)
Considerando a expansdo da Série de Taylor dada em (5.15) e
k—1 k+1 k+1 2 02 k+1
08, 2At)” 075,
So =Sy YA e + (24%) 22 + O(A?), (5.36)
p P ot |p 2 otr |,
e substituindo-as na equacdo (5.35) tem-se, apds algumas manipulacdes algébricas, simplifica-
coes e reagrupamentos, que
525, M1 S Fr S, M oA O(AP)
Py — T2 | G201 — Q2 | (3, — T2 — Q272
o |, b, ot |, At? At
k+1 k+1 k+1 k+1
O(A?) At 025, 028,
+Cg7’251 + — 027'281 — — aA1T2—=—= =0 (537)
At 2 p Ot |p o |p
Como k+1 k+1
dF,
—_— = 0251 — Q3. (538)
dSs P P
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Enfim a equacdo (5.37) pode ser reescrita como

29, [ AR M as, Mt o) O(AL) HOAE)
T2 —T2=a = —T2 — QT2 + com2Sh
ot? |, dSy|p Ot |p At? At B At
ELT
At k+18252 k+1 825’2 k+1
+7 <CQT251 , W . — alTQW . =0. (539)
ELT

Quando At, Az — 0, o ELT presente na equagao (5.39) tende a zero, forne-

cendo
k+1

2a (k41 k+1
0°9, dFy 083 _o (5.40)

T2 — To——o —
o |, S, |, ot

Considerando os resultados dados na subsecdo 5.1.1 para a equacao (5.3), segue que a equagdo

P

(5.34), quando considera-se At, Az — 0, torna-se

P Tt} IS § i ] Y » ] N 28 B— ) (5.41)
8252 P 875 P dSQ P 8t P 8x2 P P
ou ainda,
925, | dFy|"Th\ 08, [FH! 928, |FH1 b
-2 1— Ty = -D —F =0. 5.42
o |, T\ TS, e |, T e, T, 6:42)

Portanto a discretizacdo dada na equacdo (5.24) é consistente com a EDP do sistema (5.22)

relacionada com o predador.

5.1.3 Analise da consisténcia das discretizacoes com 7, # 0, 75 # 0 e u # 0.

Ao considerar 7 # 0, 5 # 0 e u # 0 na equagdo (3.25), com j = 1,2,
obtém-se o sistema (3.26) e suas discretizagdes sao dadas pelas equacdes (4.23) e (4.34). Para
analisar consisténcia da discretizagdo dada pela equagdo (4.23), observe inicialmente que a

equacao (4.23) pode ser reescrita como
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k+1 k+1 k+1 k+1 —
o ap, * D, * D, R L
+ —2 - al Sl T A No T A ~No

1
<Z¥*‘”%}D (B) , TG, T e, e

(. J/

Equagf;() (5.23)

1 b b —ay — 20151 % + ¢1.5,|5H! ko
(L aps| | o (Sl asiT) | 0
At b, b, At (At) ,
Equagio (5.23)
k — k—
_ 27’12 _ 1 ((11 + 4blSl|I]€D - ClSQ l]cj—l) . lesle Sl _ 2617'15% kI:D ! _ blsf !
(At) At b, At b,
Equaggc,) (5.23)
At k+1 . k+1 k+1 . k+1
fOEAD) (g | s | apts] 1 aEns,
Az At W P P 5
7_1 k k k k
S|k ok — 5 — 5 = 0. 5.43
+A1'At ( ’wslw—i_ |wSlp |eSlp |eS1E 0 ( )

Como a primeira parte da discretizacao, que estd sendo analisada, ja foi cal-
culada, ver equacao (5.23) na subsecdo 5.1.2, deve-se entdo avaliar os demais termos de (5.43),
descrito em (5.44), ou seja,

A K+l k+1 k+1 k+1
(71A+A . <_5|Ifu+151 — 0TSy +OETIS | ol
TAt 1% P P E
T k k k k
+ o8 S| +0FS| —okS| —dlksy| | =o. (5.44)

Observe inicialmente que pelas equacdes (4.5), (4.8) e (4.9), no nivel de

tempo k + 1, tem-se que

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
- 1+ A 1—- A
_5|ﬁ+151 . 5|fu+151 - + |w u|/:0+1 Sl i ‘w u|i}+1 Sl
w P 2 w 2 P
k+1 1+ A|’ZJ+1 e 1— A|fu+1 e
= ) sy - /) s
2 W 2 P
Equag;{o 4.5)
k+1 k+1
= S| = —(sw) (545)
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De maneira andloga, utilizando as equacdes (4.4), (4.8) e (4.9), no nivel de

tempo k + 1, tem-se que

k+1 k+1 k+1
SIFHES | +6)EES | = (Su) (5.46)
P E e
Por fim, pelas equagdes (4.4), (4.5), (4.8) e (4.9), no nivel de tempo k, tem-se que
koo k k
ol5Sy|  +05S| = (Siu) (5.47)
w P w
e
koo k k
=088 = 0ES| = —(Siu) (5.48)
P E e
Substituindo as equagdes (5.45), (5.46), (5.47) e (5.48) na equacdo (5.44)
obtém-se
T+ At k+1 k+1 - k k
% (— (Su)|  + (Syu) + Al}m (Siu)| — (Sw)| | =0. (5.49)
Para realizar a andlise da consisténcia deve-se levar em consideracio que w =
P — % ee=P+ %. Assim as expansdes em série de Taylor (Teorema 2.2) tornam-se
k+1 k+1 k+1 2 k+1
B Az 9 (Siu) 1 (Az\~ 0% (Siu) 3
(Slu) . = (Slu) b + <7> O » + 5 <7> 02 R + O(At ), (550)
k41 k+1 k41 2 2 k+1
B Az 0(Siu) 1 (Az\" 0% (Siu) 3
(S1u) § = (S1u) N —( 5 ) or |, 5 ( 5 ) 2 |, + O(At°), (5.51)
(S u) k _ (S u) k+1 N & a (Slu) k+1 B Ata (Slu) k+1 1 ﬁ 2 82 (Slu) k+1
. e 2 dr |, at |, 2\ 2 o2 |,
82 (Syu) " (A1)? 92 (Syu) [FT!
— AtA A3 AP 52
tAx oo |, 5 o |, + O(Az®, At), (5.52)
e
(S u) k _ (S u) k+1 B g 8 (Slu) k+1 B Ata (Slu) k+1 1 g 2 82 (Slu) k+1
s L 2 dr |, ot |, 2\ 2 oz |,
P (Siw) |7 (A0 & (Siw) | N
+ AtAx o |, 5 o |, + O(Az®, At”). (5.53)
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Substituindo as expansdes dadas pelas equacdes (5.50), (5.51), (5.52) e (5.53)
na equacio (5.49), tem-se apds algumas manipulacdes algébricas, simplificacdes e reagrupa-

mentos, que
0% (Siw) [ oS |t m O(A)
“otor A®) + O, A)) + 22) g (554
"o |, or |, A:vAt(O( %) + O(Az®, At?)) + A 0. (5.54)

ELT
Quando se considera Az, At — 0, o ELT presente na equacdo (5.54) tende a
zero, fornecendo

k+1

k+1
O(Siw) |7 _ (5.55)

P Ox

82 (81 U)
otox

T

P

Assim, levando em consideragdo os resultados obtidos na subsec¢do 5.1.2 para a equacdo (5.23),

segue que a equagdo (5.43), quando considera-se Az, At — 0, torna-se

8281 k+1 82 (SIU) k+1 dF1 k+1 881 k+1 8 (Slu) k+1
T3 +7 | ——= +(1—-—7— e +
ot? |, otox P dSh | p ot |p or |p
- Digy| —R| =0 (5.56)
L= |p P

Portanto a discretizacdo dada pela equacgao (5.43) € consistente com a EDP (3.25).

Para analisar a consisténcia da discretizacdo da EDP do sistema (3.26) relaci-
onado ao predador, deve-se considerar que na andlise da consisténcia da discretizacdo da EDP
relacionada a presa, quando se considera os resultados da subsecdo 5.1.2, o termo que foi ana-
lisado separadamente ndo tem a influéncia do termo fonte, portanto a andlise de consisténcia
da discretizacdo da EDP do sistema (3.26) relacionada ao predador segue de maneira andloga a
realizada para a EDP da presa, ou seja, pode-se concluir que a discretizacao dada pela equagdo

(4.34) € consistente com a EDP do sistema (3.26) relacionada ao predador.

5.2 CONVERGENCIA

Sabe-se que se a discretizacdo for consistente, entdo quando considera-se
Az, At — 0, o ELT se anula e recupera-se a EDP. Caso a solu¢gdo numérica se aproxime
da solucdo exata da EDP, conforme Az, At — 0, o método numérico € dito ser convergente.

A consisténcia € uma condi¢do necessdria para a convergéncia do método
aplicado, pois ao considerar Az, At — 0 e ndo se recuperar a EDP original, entdo a solucio
numérica também ndo se aproximard da solu¢do exata da EDP original, mas sim da equagdo
com a qual a discretizacdo for consistente. Contudo, consisténcia por si s6 ndo € suficiente,

caso a solu¢do numérica ndo seja convergente.
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A convergéncia ¢ uma qualidade extremamente importante, porém dificil de
ser demonstrada diretamente. Em geral, utiliza-se uma técnica baseada no Teorema de Equi-
valéncia de Lax. O Teorema de Equivaléncia de Lax garante que para um problema de valor
inicial bem-posto e um método de discretizacao consistente, estabilidade é condi¢do necessdria

e suficiente para a convergéncia [10], em resumo,
Consisténcia + Estabilidade < Convergéncia .

A andlise da estabilidade da discretiza¢do do sistema predador-presa sera re-
alizada de forma numérica, devido a complexidade da EDP utilizada no modelo. Para a andlise

serdo realizadas simulagdes numéricas no capitulo 6.
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6 SIMULACOES NUMERICAS E ANALISE DE ESTABILIDADE

6.1 IMPLEMENTACAO

As equagdes discretizadas foram implementadas na linguagem Fortran 90 e
compilada no Linux/Ubuntu. A visualiza¢do dos resultados obtidos pelas solucdes numéricas
encontradas e as edi¢des das figuras realiza-se por meio dos softwares Gnuplot e GIMP-GNU,
respectivamente.

Para a resolugdo dos sistemas lineares resultantes das discretizagdes utiliza-se
o método iterativo de Gauss-Seidel descrito pela equacdo (2.28) no capitulo 2. Como critério
de parada considera-se o erro relativo dado por
k+1

it+1|k+1_ it‘
Sj % Sj 7

git+l _ git
157 =Sl _

B
J o]

‘ S tOlsoh (6 1)

it+1
Ej o k+1

i

it+1‘
Sj

onde SJ’?“ indica as densidades populacionais no nivel de tempo k + 1, it 4+ 1 o nivel iterativo
do método de Gauss-Seidel e tols, € a tolerancia do erro relativo para os sistemas. Para a
verificacdo da convergéncia do método de Gauss-Seidel, utiliza-se o critério de Sassenfeld,
descrito pelo Teorema 2.10.

Como 57 e S, s@o as densidades populacionais da presa e do predador, res-
pectivamente, para obter a populacdo total, em um tempo ¢, deve-se calcular a drea delimitada

pelas curvas S; e S5 e o eixo coordenado, utilizando o conceito de integral definida, ou seja,

xf

Pi(t) = /Sj(:v,t)dx, j=12, 6.2)

o

onde P, e P, sdo, respectivamente, as populacdes da presa e do predador no tempo ¢. Para
calcular as integrais numericamente, utiliza-se os métodos descritos na secao 2.3.2 do capitulo
2, ou seja, Regra do Trapézio, 1/3 e 3/8 de Simpson. Deve ser ressaltado que no cédigo consta
a implementacao dos trés métodos, de tal forma a utilizar o método conforme a necessidade.
Para uma melhor compreensdo do cddigo, apresenta-se no Algoritmo 1 um

esquema resumido de seu desenvolvimento.
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Algoritmo 1: Principal.f90
Entrada: NI, NJ, 7;, D;, Fj, L, T, S), kj, tolso, tolpe,
Saida: S;, P;(t)
Inicializacdo: Declaracdo das varidveis
Dados: Leitura dos parametros: "PARAMETROS _PP.dat"

Sub-rotina: Condicdes Iniciais

enquanto (¢t < T ) faca
t=t+ At

Sub-rotina: Calculo da Populagao
Equacdo (6.2)

Sub-rotina: Solu¢do do sistema linear
Equagdes (4.39) e (4.43)

Sub-rotina: Verificacdo do regime de permanéncia

fim
Gravacao: Gravagao dos dados
Graficos: Geracdo dos gréficos utilizando o Gnuplot

Fonte: Préprio autor

Para a verificagdo do regime permanente, o c6digo calcula a norma do mé-
k1 k
S5+ — 5]l

Quando | ]S]'-““ — S]’? l|oo < tolyer, onde tol,, € a tolerancia para o regime permanente, para veri-

ximo da diferenga entre um nivel de iteracdo e o nivel subsequente, ou seja,

ficar se o regime permanente persiste € ndo ocorre oscilagdes, regista-se o tempo computacional
levado para alcangar pela primeira vez esse estdgio, e calcula-se mais 20% desse tempo. Caso o
regime de permanéncia ndo se altere durante o tempo adicional, entdo a simulacdo é encerada.
Para analisar a estabilidade das discretizacdes que descrevem o sistema reativo-
convectivo-difusivo com retardo, realiza-se experimentagdes numéricas. Deste modo, para cada
caso proposto sdo realizadas simulacdes com diferentes particdes no espago e no tempo, ou seja,
para varios valores de NI e NJ e depois de alcancado o regime permanente regista-se as po-

pulacdes.

6.2 SIMULACOES

Para analisar a estabilidade das discretizag¢des serdo considerados casos testes,
envolvendo a equacdo de difusdo, o modelo Lotka-Volterra logistico e o modelo proposto por
este trabalho. Nos testes realizados utiliza-se a tolerancia tol,., = 1077 para a verificagdo do

estado de regime permanente.

6.2.1 Equacao de Difusao

Para obter a solu¢do da equacao de difusao, a partir do sistema (3.26), consideram-

se os parametros apresentados na tabela 6.1.



67

Tabela 6.1: Pardmetros para equagdo de difusdo

Termos Presa (j =1) | Predador (j =2)
Relaxacio temporal (7;) 0.0 0.0
Taxa de Natalidade (a;) 0.0 0.0

Coeficiente de Saturacio (b;) 0.0 —
Coeficiente de interacio (c;) 0.0 0.0
Coeficiente de Difusao (D) 1.0 1.0
Tempo final (7) 1.0 1.0
Espacamento temporal (At) 0,00001 0, 00001
Espaco (L) 1.0 1.0
Espacamento espacial (Ax) 0,0025 0,0025
Condicdes iniciais (A;) 0.0 0.0
Condicoes iniciais (B,) 100 sen(mx) 100 sen(7x)
Condicdes iniciais (C;) 1.0 1.0

Observe que ao considerar os termos fontes identicamente nulos (tabela 6.1),
assim como a velocidade u e os termos de retardo 7;, o sistema predador-presa (3.26), se resume

no modelo de difusdo dado pela equagdo

851 (l’, t) 8251 (.’L’, t)
—— =D ———— 6.3
ot b 0a? (03)
com condig¢do inicial e de fronteira dadas por
Si(xz,0) = 100sen(rz), 0 <z <1 (6.4)
S1(0,t) = Si(1,t) =0, t >0, (6.5)
cuja solucgdo analitica € [8]
Sy (z,t) = 100 exp(—n?t) sen(mz). (6.6)

Utilizando os parametros da tabela 6.1, tem-se o grafico da condi¢do inicial
para o modelo de difus@o apresentado na figura 6.1 e as solucdes numérica e analitica, conside-
rando 0 < t < 1.0, na figura 6.2, utilizando Ax = 0,0025 e At = 0,00001.
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100

Densidade
85 8 8

N
o
T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 6.1: Condigdo inicial para a equagdo de difusdo (6.3)
Fonte: Autor

() (b)

Densidad

Figura 6.2: Equacgdo da difusdo (6.3): (a) Solu¢do numérica. (b) Solucdo analitica.
Fonte: Autor

Pode-se observar, figura 6.2, que a solucdo numérica apresenta o mesmo de-
caimento exponencial que a solugdo analitica, figuras 6.2(a) e 6.2(b). Como uma alternativa
para uma melhor compreensdo dos resultados, apresenta na figura 6.3 uma mapa de cores dos

resultados no plano xt.

() (b)

02 04 06 08
X

Figura 6.3: Mapa de cores para a equacdo de difusdo (6.3): (a) Numérica. (b) Analitica.
Fonte: Autor
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Apresenta-se um comparativo entre os valores em alguns pontos da solugao

numérica e analitica da equagdo de difusdo por meio da tabela 6.2.

Tabela 6.2: Comparacao entre solu¢do numérica e analitica da equagdo do calor

(x,t) Solucio Numérica | Solugio Analitica | Erro = |Sol,um — Solana|
(0.2025,0.2) 8.270322432 8.253002110 0.017320322
(0.3975,0.2) 13.18863288 13.17711119 0.01152169
(0.6025,0.2) 13.18863288 13.17711081 0.01152207
(0.8075,0.2) 7.908158948 7.897955240 0.010203708
(0.2025,0.4) 1.171627837 1.146433722 0.025194115
(0.3975,0.4) 1.845006652 1.830447205 0.014559447
(0.6025,0.4) 1.845006652 1.830447151 0.014559501
(0.8075,0.4) 1.120321395 1.097113766 0.023207629
(0.2025,0.6) 0.167610254 0.159252386 0.008357868
(0.3975,0.6) 0.268861735 0.254269461 0.014592274
(0.6025,0.6) 0.268861735 0.254269454 0.014592281
(0.8075,0.6) 0.160270478 0.152401296 0.007869182
(0.2025,0.8) 2.270496169x1072 | 2.212192651x10~2 0.0005830352
(0.3975,0.8) 3.850690151x1072 | 3.532085436x10~?2 0.0031860472
(0.6025,0.8) | 3.850690151x10~% | 3.532085333x10~> 0.0031860482
(0.8075,0.8) 2.164297648x10~2 | 2.117023394x10~2 0.0004727425

Pode-se observar pela tabela 6.2 que o erro maximo cometido foi de 0.025194115,
utilizando Ax = 0,0025 e At = 0,00001.

6.2.2 Modelo predador-presa Lotka-Volterra logistico

O modelo Lotka-Volterra logistico apresentado por [32] considera a variagao
populacional somente no tempo, enquanto que o modelo proposto, sistema (3.26), além de
considerar a variagdo temporal, também leva em consideracdo a variagdo espacial (densidade).
Assim, para que se possa fazer comparagdes entre os métodos, com o objetivo de verificar a
implementac¢do numérica, deve-se considerar alguns parametros extras, tais como as condi¢cdes
iniciais, uma vez que no modelo proposto S;(x,t) representa a densidade das populacdes no
tempo e espago, enquanto que o modelo apresentado por [32] S;(¢) representa a populagdo em
func¢ado do tempo.

Para se obter o modelo Lotka-Volterra logistico andlogo ao apresentado em
[32], considera-se os parametros dados na tabela 6.3.

Substituindo os valores da tabela 6.3 na equacdo (3.25), resulta no sistema de

equacgoes

2
% — Dl% =51 —0.557 — 0.55,9,
2
9% _ DQ% = —0.755; + 0.5591 5, (6.7)

ot 0x?
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Tabela 6.3: Parametros Lotka-Volterra logistico

Termos Presa(j=1) Predador (j =2)
Relaxacio temporal (7;) 0.0 0.0
Taxa de Natalidade (a;) 1.0 0.75
Coeficiente de Saturacio (b,) 0.5 —
Coeficiente de interacio (c;) 0.5 0.5

Coeficiente de Difusio (D) 0.0 e 0.05 0.0e0.05

Tempo final (7) 100 100

Espagamento temporal (1) | 001500003 | 0,012 00003
Espaco (L) 10 10

0.9090, 0.4347, 0.9090, 0.4347,

0.0523, 0.0261, 0.0523, 0.0261,

Espacamento espacial (Az) | ) 013070 10163 0.0130, 0.00163

0.00651 e 0.000814 | 0.00651 e 0.000814

com condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet, ou seja, S1(0,t) = Si(L,t) = S3(0,t) =
Sa(L,t) = 0.0 e condigdes iniciais dadas por

0 1 ;45 <2<55 0 0.5 ;45<2<55
S1 = ;o Sy = (6.8)
0 ; caso contrario 0 ; caso contrario
e por
0 1 ;35 <2<45 0 0.5 ;55<2<6.5
0 ; caso contrario 0 ; caso contrario.
Para as condicdes (6.8), por exemplo, as populacdes iniciais sdo calculadas
por

10 4.5 5.5

/Oda: + [ 1.0dx + /de = 1.0, (6.10)
0 4.5 .
10 4.5 5.5 10
P(0) = /S (z,0)dz = /0da:+ 0.5dz + [ 0dx = 0.5. (6.11)
0 5

0 .5 5.

~

Similarmente obtém-se as mesmas populagdes iniciais para as condicdes (6.9). As condi¢des
iniciais consideradas nos testes sdo tomadas de tal forma a manter a quantidade das populacdes
iniciais equivalentes ao apresentado por [32].

Para o primeiro teste, considera-se a condi¢do inicial (6.8) e os termos difu-
sivos Dy = Dy = 0.0, cujos os resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras
6.4 e 6.5, utilizando At = 0.0003 e Az = 0.000814. A figura 6.4 representa as densidades
populacionais do sistema (6.7), onde a figura 6.4 (a) descreve a densidade da presa e a figura
6.4 (b) a do predador, para 0 < ¢ < 25.
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Figura 6.4: Densidade populacional até atingir o regime permanente para as condi¢des iniciais
(6.8): (a) Presa - (b) Predador.
Fonte: Autor

Na figura 6.5 (a) € apresentada as densidades iniciais e na figura 6.5 (b) a
evolugdo das populacdes ao longo do tempo (0 < ¢ < 25), onde as populagdes em cada instante
do tempo ¢, sd@o obtidas por

Pt) = /Sj(x,t)dx, i=1,2 6.12)

(a) (b)

-
N

Sy Sy —
0.8 S2 15| S2
X

@® 0.6 1 O
ke o
2 3
Soar 1 8
o o 05

0.2 ] N

0 . 0 . .
0 2 4 6 8 10 4 8 12 16 20 24

Figura 6.5: Modelo predador-presa logistico com condig¢ao inicial dada pela equagdo (6.8): (a)
Densidade inicial. (b) Evolucdo das populagdes ao longo do tempo até atingir o regime de
permanéncia.

Fonte: Autor

Ao comparar as figuras 6.5(b) e a figura 1.6, pode-se observar 0 mesmo com-
portamento e estabilidade populacional entre os modelos. A principal diferencga entre os mode-
los de Lotka-Volterra logistico apresentado em [32] e o proposto por este trabalho encontra-se
na varidvel espacial, porém, devido a inexisténcia da difusdo espacial, o problema varia apenas

no tempo, como em [32].
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Para a andlise de estabilidade numérica considere a tabela 6.4. Pode-se ob-
servar por meio das simulagdes que ao fixar Ax e variar At o valor das populacdes se diferen-
ciam apenas ap0s a quinta casa decimal, podendo ser considerada estdvel na varidvel temporal.
Pode-se observar ainda que ao variar o valor de Az, mantendo At fixo, a populagdo também

estabiliza, como pode ser observado na tabela 6.4, destacado em cinza.

Tabela 6.4: Valores das populagdes ap6s atingirem o regime permanente de algumas das simu-
lagdes para as condicdes iniciais (6.8)

Ax At Populac¢ao de Presa | Populacao de Predador
0.9090 0.05 1.0227276 0.3409088
0.4347 | 0.025 1.9565228 0.6521731
0.0523 | 0.0003 1.4725071 0.4908375
0.0261 | 0.0003 1.5274089 0.5091382
0.0130 | 0.0003 1.5107500 0.5035852

0.00651 | 0.0003 1.5016673 0.5008735
0.00163 | 0.0003 1.5007316 0.5005696
0.000814 | 0.0003 1.5006254 0.5002236

Para o segundo teste, considera-se a condi¢ao inicial (6.9) e os termos difusi-
vos D; = Dy = 0.0, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.6 e
6.7, utilizando At = 0.0003 e Az = 0.000814.

(a) (b)

Densidade de S
Densidade de S,

Figura 6.6: Densidade populacional para o modelo ao longo do tempo para as condic¢des iniciais
(6.9): (a) Presa - (b) Predador.
Fonte: Autor

Observa-se na figura 6.7(a) que as densidades iniciais ndo ocupam o mesmo
espaco. Através das figuras 6.6 e 6.7(b) verifica-se que o efeito de predacdo ndo ocorre, o que
pode ser justificado pelo fato das densidades iniciais estarem ocupando espacos distintos e dos
coeficientes de difusibilidade serem nulos, desta forma o predador ndo encontra a presa, € como

efeito, o predador vai a extin¢gdo enquanto que a presa atinge a saturacao.



73

(a) (b)

N
N
3]

Sy
08 S, 2 S,
£ ?
Q
® 0.6 15
ke Wy
2 2
S o4 g 1
o o
0 L L L L 0 1 A A 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 12
X t

Figura 6.7: Modelo predador-presa logistico com condi¢do inicial dada pela equagdo (6.9): (a)
Densidade inicial. (b) Evolucao das populacdes ao longo do tempo.
Fonte: Autor

Para o terceiro teste considera-se as condicdes iniciais (6.9), com os termos
de difusdao Dy = Dy = 0.05 e obtém-se os resultados dados pelas figuras 6.8 e 6.9, utilizando
At = 0.0003 e Az = 0.000814.
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Figura 6.8: Densidade populacional ao longo do tempo para as condi¢des iniciais (6.9) e difusdo
D{ = Dy = 0.05: (a) Presa - (b) Predador.
Fonte: Autor

Observa-se na figura 6.9(a) que as densidades iniciais ndo ocupam o mesmo
espaco, contudo as figuras 6.8 ¢ 6.9(b) mostram que o efeito de predacdo ocorre, isto €, os
predadores, com o passar do tempo, encontraram as presas € ndo entram em extin¢do, que pode
ser justificado pelo fato dos coeficientes de difusibilidade serem ndo nulos. Outro fato que pode
ser observado € o aumento da populacdo das presas, uma vez que tais populagdes se difundem
no espaco.
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Figura 6.9: Modelo predador-presa logistico com condi¢do inicial dada pela equacdo (6.9) e
difusdo Dy = Dy = 0.05: (a) Densidade inicial. (b) Evolu¢do das populacdes ao longo do
tempo.

Fonte: Autor

Para a andlise de estabilidade numérica do terceiro teste considera-se a tabela
6.5. Pode-se observar por meio das simulagdes que, ao fixar Ax e variar At, o valor das po-
pulacdes se diferenciam apenas apds a quinta casa decimal, podendo ser considerada estdavel na
varidvel temporal. Pode-se observar ainda que ao variar o valor de Az, mantendo At fixo, a
populacdo também estabiliza-se, ou seja, as variagcdes comecam a diminuir ao refinar a malha,

como pode ser observado na tabela 6.5, destacado em azul.

Tabela 6.5: Valores das populacdes do sistema com difusao apds atingirem o regime permanente

Ax At Populacio de Presa | Populaciao de Predador
0.909090 | 0.05 15.5440508 4.6619882
0.4347 0.025 15.2711094 4.4390873
0.0523 | 0.0003 14.9577162 4.3352670
0.0261 | 0.0003 14.7795783 4.2808783
0.0130 | 0.0003 14.6960163 4.2541210
0.00651 | 0.0003 14.6556510 4.2409165
0.00163 | 0.0003 14.6357987 4.2343599
0.000814 | 0.0003 14.6259533 4.2310929

6.2.3 Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo predador-presa

Nesta subsecdo serdo realizados dois testes nos quais, utilizam-se campos de
velocidades distintos e em ambos os testes serdo considerados as condi¢des iniciais dadas pela
equacgao (6.8). Para o primeiro teste serd considerado o campo de velocidade uniforme nulo,
ou seja, v = 0. No segundo teste serd considerado o campo de velocidade uniforme com
velocidade constante v = 1.0. O objetivo dos testes serd observar qual a influéncia do campo

de velocidade na dinamica das populacoes.
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Em ambos os teste utiliza-se os paradmetros dados pela tabela 6.6 e Az =

0.00613 e At = 0.000625 para gerar as solu¢cdes do modelo. Considera-se em ambos o0s testes
as condig¢des iniciais dadas por

85, (x, )|

-~ =0, Vzel0,L]ej=1,2 (6.13)

x

Tabela 6.6: Parametros do modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo

Termos Presa(G=1) Predador (j =2)
Relaxacao temporal (7;) 0.0001 0.0001
Taxa de Natalidade (a;) 1.0 0.75

Coeficiente de Saturacio (b,) 0.5 —
Coeficiente de interacio (c;) 0.5 0.5
Coeficiente de Difusdo (D) 1.0 1.0

Tempo final (7') 100 100

0.01, 0.005, 0.0025, | 0.01, 0.005, 0.0025,
0.00125 e 0.000625 | 0.00125 e 0.000625
Espaco (L) 10 10

0.099009, 0.04926, | 0.099009, 0.04926,
Espacamento espacial (Ax) | 0.02457,0.012269, | 0.02457, 0.012269,

Espacamento temporal (At)

0.00613 0.00613
Condicdes iniciais (A;) 4.5 4.5
Condicdes iniciais (B5;) 1.0 0.5
Condicdes iniciais (C;) 5.5 55

Para o primeiro teste considera-se os parametros da tabela 6.6 e o campo de

velocidade u = 0, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.10-6.12.

(a) (b)

(f
’%/’//f 4/,

2

.

Densidade de S
Densidade de S,

Figura 6.10: Densidade populacional para o modelo considerando u = 0.0 para as condicdes
iniciais 6.8: (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Para melhor visualizar a dindmica populacional apresentada pela figura 6.10
mostra-se um mapa de cores das densidades populacionais, figura 6.11.
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Figura 6.11: Mapa de cores da figura 6.10: (a) Presa. (b) Predador.
Fonte: Autor

Para o mapa de cores da figura 6.10 (b), representado na figura 6.11 (b), fez-se
necessdrio diminuir a escala do mapa de cores do predador, tendo em vista a baixa densidade
registrada para o predador, em relac@o a presa. Pode-se observar que ndo havendo a influéncia
do campo de velocidade as densidades sdo simétricas em rela¢do ao centro do dominio, figuras
6.10 e 6.11. Na figura 6.11 (b) pode-se observar que o predador se difunde e diminui a den-
sidade, e para t > 25 volta a aumentar a densidade, como reflexo a populagdo total também

aumenta, figura 6.12 (b).
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Figura 6.12: Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo pra a condi¢ao inicial dada pela
equagdo (6.8) com v = 0: (a) Densidade inicial. (b) Evolu¢do das populacdes ao longo do
tempo.

Fonte: Autor

Para o segundo teste considera-se os parametros da tabela 6.6 e o campo de

velocidade u = 1, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.13-6.15.
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Figura 6.13: Densidade populacional para o modelo considerando u = 1.0 para as condicdes
iniciais (6.8): (a) Presa - (b) Predador.
Fonte: Autor

Para melhor visualizar a dindmica populacional apresentada pela figura 6.13
mostra-se um mapa de cores das densidades populacionais, figura 6.14.

(a) (b)
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20|

151

10

Figura 6.14: Mapa de cores da figura 6.13: (a) Presa. (b) Predador.
Fonte: Autor

Para o mapa de cores da figura 6.13 (b), representado na figura 6.14 (b), fez-se
necessdrio diminuir a escala do mapa de cores do predador, tendo em vista a baixa densidade
registrada para o predador, em relacdo a presa. Pode-se observar pela figura 6.14 o efeito do
campo de velocidade ndo nulo sobre a densidade da presa e do predador. Para a dindmica po-
pulacional da presa, quando ndo se considera a influéncia do campo de velocidade na dinAmica
populacional, figura 6.11 (a), as densidades sdo simétricas em relacdo ao centro do dominio,
contudo quando considera-se um campo de velocidade ndo nulo a simetria em relagdo ao centro
do dominio ndo ocorre e as densidades mixima se desloca para a direita do dominio devido o

efeito convectivo, como pode ser observado na figura 6.14 (a).
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Figura 6.15: Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo pra a condi¢ao inicial dada pela
equacdo (6.8): (a) Densidade inicial. (b) Evolucdo das populacdes ao longo do tempo.
Fonte: Autor

Para a verificar a estabilidade observe a tabela 6.7. Pode-se observar que ao

variar o valor de Ax, mantendo At fixo, a populagado estabiliza, como pode ser observado na
tabela 6.7, destacado em cinza.

Tabela 6.7: Estabilidade da discretizacao do sistema com retardo e u = 1.0

Az At Populacao de Presa | Populaciao de Predador
0.0990099009 0.01 12.8696287 5.6294691-107°
0.0990099009 0.005 12.8694170 8.8451403-107°
0.0492610837 0.005 12.7950501 6.5374391-107°
0.0492610837 | 0.0025 12.7945982 1.0455914-10~4
0.0245700245 |  0.0025 12.7579120 8.9757384-107°
0.0245700245 | 0.00125 12.7569091 1.4489932-10~*
0.0122699386 | 0.00125 12.7386876 1.3448623-10~4
0.0122699386 | 0.000625 12.7364185 2.1844618-10~4
0.0061312078 | 0.000625 12.7273130 2.1754711-10~4

Por meio das figuras 6.12 (b) e 6.15 (b) pode-se observar que ao introduzir
o efeito convectivo do meio extinguiu a populacdo de predadores, em outras palavras, o efeito
convectivo dificultou a predacao.

Para uma melhor visualizacdo das simulagdes realizadas observe a figura 6.16,
onde para cada .J considera-se os valores de NJ = 27 - 100001, e faz-se At = NLJ Pode-se

observar pela figura 6.16, que ao refinar a malha no espago as populacdes estabilizam-se.
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Figura 6.16: Simulacdes realizadas para verificacdo da estabilidade da equacdo com retardo:
(a) Presa. (b) Predador.

Fonte: Autor
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho foi realizado uma revisao bibliografica dos modelos de dina-
mica populacional e de sistemas do tipo predador-presa. Com o objetivo de se obter um modelo
que possa representar de forma mais significativa a dindmica de populagdes, propd-se um mo-
delo de um sistema predador-presa que contempla os fendmenos difusivos, convectivos, reativos
e de retardo.

Na sequéncia discretizou-se o modelo proposto usando o método de diferen-
cas finitas para aproximar as derivadas parciais, afim de se obter uma solu¢cdo numérica para o
sistema predador-presa e comparar com modelos existentes na literatura.

Verificou-se que o método aplicado para discretizar as equagdes gerou uma
discretizac@o consistente com a equacao que se deseja resolver numericamente.

Finalmente, verificou-se por intermédio de simulagdes numéricas, que o mo-
delo proposto, quando considerado em situacdes equivalentes aos modelos existentes, obtém
resultados numéricos qualitativamente proximos. Outro ponto observado, foi a importancia da
difusdo das popula¢des na dinAmica populacional.

Nos testes realizados na subsecdo 6.2.2, o processo de difusdo nado foi consi-
derado e as populagdes encontravam-se separadas espacialmente, assim a populacio de presa
cresceu até atingir a saturagdo do ambiente, onde estavam confinadas, enquanto que a populagdo
de predadores foi a extingao, devido a falta de presas. No teste em que considerou as populagcdes
separadas espacialmente, contudo com o efeito da difusdo nas populacdes, verificou-se que o
efeito de predacdo ocorreu e a populacdo dos predadores nao extinguiu-se.

Nos testes realizados na subse¢do 6.2.3, onde foi considerado a influéncia do
campo de velocidade, observou-se que as dindmica das populacdes se alteram, de tal modo a
perder a simetria nas densidades, quando comparadas ao caso onde n@o hé influéncia do campo
de velocidade, alterando a quantidade das populagdes. Observou-se ainda que o efeito convec-
tivo do campo de velocidades do fluido dificultou a predacdo, ou seja, ao considerar o campo
de velocidades uniforme ndo nulo, a populagdo de presas atingiu a saturagdo do ambiente, em
contrapartida a populacdo de predadores extingui-se. Enquanto que ao considerar um campo de
velocidade identicamente nulo, e os efeitos de difusao e predacio ocorreram e a populacao dos
predadores ndo resultou em extin¢ao

Como trabalhos futuros pretende-se acoplar ao modelo proposto pelo presente
trabalho as equacdes de Navier-Stokes, fazendo assim com que o campo de velocidade deixe
de ser prescrito e passe a ser calculado. Pretende-se ainda utilizar outras condi¢des iniciais,
algumas ja implementadas no cédigo, assim como outros termos fontes para a presa e para o
predador apresentados na literatura. Por fim, pretende-se estudar o modelo em 2D.

As publicacdes obtidas a partir dos resultados desse trabalho sdo enumeradas

abaixo:
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