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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo do Teorema de Aproximacdo, provado em 1981
por Baouendi e Treves, que € uma das principais ferramentas disponiveis na teoria das estruturas
localmente integraveis. Tal resultado afirma que fung¢des e distribui¢des que sdo anuladas por
uma estrutura localmente integravel £, ou seja, funcgdes e distribui¢des que satisfazem a equagao
Lu = 0, podem ser localmente aproximadas por polindmios nas varidveis Z = (Zy,..., Zy,)
que formam um conjunto completo de integrais primeiras.

Palavras-chave: Teorema de Aproximagdo de Baouendi-Treves. Estruturas localmente inte-
graveis. EquacOes diferenciais parciais. Variedades diferenciaveis.
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ABSTRACT

The goal of this work is to study the Approximation Theorem, proven in 1981 by
Baouendi and Treves, which is one of the main tools available in the theory of locally integrable
structures. The result states that functions and distribuctions annihilated by a locally integrable
structures L, i.e., functions and distribuctions satisfying the equation Lu = 0, may be locally
approximated by polynomials in the variables Z = (Z, ..., Z,,) which forms a complete set
of first integrals.

Keywords: Baouendi-Treves Approximation Theorem . Locally integrable structures. Partial
differential equations. Differentiable manifolds.
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INTRODUCAO

Alguns resultados cldssicos de um curso de fungdes de uma varidvel complexa como
"Toda funcdo holomorfa num aberto de C é analitica neste aberto", podem ser generalizados
a mais varidveis e em variedades. Assim, o objetivo deste trabalho é estudar o Teorema de
Aproximacao de Baouendi-Treves, o qual generaliza tais resultados.

Como o resultado principal envolve convergéncia nos espacgos de distribuicdes, apre-
sentamos no Capitulo 1 alguns elementos introdutdrios da teoria das distribuigdes, tais como:
espaco de fungdes testes, distribui¢des sobre um subjunto aberto 2 C R" e espagos de Sobolev.

No Capitulo 2 sao estudados elementos da teoria das estruturas localmente integraveis,
tais como: campos vetoriais complexos, vetores tangente complexos, formas diferencias de
grau 1, fibrados tangente e cotangente complexificados, subfibrados tangente e cotangente, entre
outros, afim de definir no Capitulo 3 uma estrutura localmente integravel.

Considere () uma variedade diferencidvel de dimensao /N. Os campos vetoriais com-
plexos sdo aplicagdes L : C°(2) — C*(Q2) lineares sobre C e que satisfazem a regra de
Leibniz, isto é, L(fg) = fL(g) + gL(f) onde f,g € C>(2). Assim, dada (U, x) uma carta
local em €2 e considerando um campo vetorial complexo L : C*(U) — C*°(U), obtemos a

representacdo local de L em coordenadas locais (x4, ...,z y) da forma

9
L=2 ag
=1 ’

onde a; sdo funcdes suaves. Assim, por exemplo, dados L;, L, campos vetoriais complexos
temos que o sistema

Llu =0

LQU =0

representa um sistema de equacoes diferenciais parciais linear homogéneo.

Os sistemas de campos vetoriais surgiram como uma base local de um subfibrado in-
volutivo V do fibrado tangente complexificado CT€2, onde €2 é uma variedade diferencidvel. A
involutividade de V significa que: se W C €2 é aberto e L, M sdo se¢des de )V sobre W, entdo o
colchete de comutag@o [L, M| é uma sec¢éo de V sobre W, onde uma se¢do é um campo vetorial
complexo L tal que L, € V,. Exemplos de estruturas involutivas incluem foliagoes, estruturas
complexas e estruturas de Cauchy-Riemann.

Na Secdo 2.4, Capitulo 2, apresentamos o Teorema de Frobenius o qual nos possibilita
fazer uma mudanca de coordenadas para representar de maneira simplificada um campo vetorial
e assim, simplificar os sistemas de equacdes a serem estudados. Por exemplo, dados 2 =

R? uma variedade diferenciavel, x = (x1,x9) um sistema de coordenadas locais em (2, onde
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x(s,t) = (s,t) com (s,t) € R?, (u,v) as coordenadas euclidianas e

0 0

L=— f —
8x1+8x2

um campo vetorial real € possivel determinar um sistema de coordenadas locais v, y» tais que

0

L=—.
oy

No Capitulo 3, definimos uma estrutura localmente integravel e provamos a existéncia
de coordenadas locais e geradores locais para tal estrutura que foram de extrema importancia
para a demonstracao do resultado principal. Um primeiro estudo das estruturas localmente in-
tegraveis como o que apresentaremos neste texto se encontra em [17]. Tais estruturas também
foram extensivamente estudadas em [18]. No presente trabalho, tal estudo foi baseado princi-
palmente em [3].

Suponha que 2 seja uma variedade diferencidvel de dimensdo N e seja p € ). Con-
sidere n campos vetoriais complexos {L1, ..., L,} que formam uma base de V sobre alguma
vizinhanca de p. Entdo, V € uma estrutura localmente integravel, se pudermos encontrar fungdes

suaves complexas 71, ..., Z,,, onde m = N — n, de forma que sejam solu¢des das equacoes
Lih=0, 1<j<n (1)

e cujos diferenciais sejam linearmente independentes sobre C em uma vizinhanga do ponto p.
As m fungdes Z = (Z, ..., Zy) sdo chamadas de conjunto completo de integrais primeiras da
estrutura localmente integravel.

Um exemplo de uma estrutura localmente integravel € o subfibrado tangente gerado,

sobre um conjunto aberto € C C ~ R2, pelo campo vetorial Cauchy-Riemann

2 H(242),
0z 2\0x 0Oy
Tomando z(z,y) = = + iy € C*°(Q) temos que dz = dz + idy # 0 e 2(z) = 0.

Em 1981, Baouendi e Treves [2], provaram que em uma estrutura localmente integra-
vel, cada solugdo de (1) pode ser localmente aproximada por uma sequéncia de polindmios
Py(Z) em m varidveis, onde Z = (Z, ..., Z,,) é um conjunto completo de integrais primeiras.
Com isso, o resultado "Toda fungdo holomorfa num aberto de C ¢é analitica neste aberto" (ou,
em outras palavras, toda fun¢ao holomorfa é localmente aproximada por polindmios na varidvel
complexa z) € facilmente provado, pois tomando o subfibrado tangente de Cauchy-Riemann, te-
mos que ele é uma estrutura localmente integravel. Além disso, toda fun¢do holomorfa é suave

oh

e € solugéo da equagdo 52 = 0. Portanto, pelo Teorema de Aproximagdo, qualquer fungdo

holomorfa pode ser localmente aproximada por polindmios na varidvel complexa z.
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Esse Teorema de Aproximacao tem permitido que vérios pesquisadores usem métodos
de andlise complexa, andlise harmonica e equagdes diferenciais parciais para estudar muitos
problemas em estruturas localmente integraveis. Esses problemas incluem: a regularidade local
e microlocal das solugdes de (1), a determinacdo de conjuntos de singularidade para solucdes
de (1) e muitas outras propriedades das solugdes de (1).

A ideia da demonstracdo do Teorema de Aproximacgdo é a seguinte: inicialmente
define-se uma familia de fung¢des { £, u}, onde 0 < 7 < oo, de forma que E, u(x,t) é aproxi-
mada por polindmios em Z(x,t). Em seguida define-se outra familia de fun¢ées { G, u} que ndo
¢ aproximada por polindmios, mas em contrapartida, ¢ uma aproximacao da identidade. Por-
tanto, mostra-se que u(x, t) é aproximada por G,u(x, t) e para concluir a demonstrag@o, usando
o Teorema de Stokes e o fato de u ser solugdo de (1), prova-se que |R,u| := |G,u — E,u| con-
verge a zero. No Capitulo 4 Secdo 4.2, fazemos uma exposicdo detalhada da demonstragao
do Teorema de Aproximag¢do de Baouendi-Treves na versao cldssica, podendo ser encontrada a
demonstra¢do na versao distribucional em [3], pagina 62.

Ainda, nesse ultimo capitulo apresentamos uma aplicagcdo interessante do Teorema
de Aproximacdo: a propagacao de zeros de solu¢cdes homogéneas. Nesse momento, estamos
interessados em encontrar condi¢cdes para que uma solug@o v de (1) seja identicamente nula, o
que nos conduz a generaliza¢do a mais varidveis e em variedades do seguinte resultado cldssico
de funcdes de uma varidvel complexa: "Seja f : U — C uma funcdo analitica, onde U é
aberto e conexo. Se f~1(0) possui algum ponto de acumulagdo em U, entdo f~(0) = U, ou
seja f = 0". Resumidamente, o estudo da propagacgido de zeros de solu¢cdes homogéneas nos
permite mostrar que, se £ é uma estrutura localmente integravel definida, por exemplo, sobre
R? e u,v sdo distribui¢des definidas sobre R? tais que Lu = Lv e u(x,0) = v(x,0), entdo

u ="v.
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1 TOPICOS DA TEORIA DAS DISTRIBUICOES

Neste capitulo, abordaremos algumas definicdes e resultados sobre a teoria das distri-
bui¢des, espagos de Sobolev e espacos LP que serdo importantes ao longo do desenvolvimento
deste trabalho.

1.1 ESPACO DE FUNCOES TESTES

1.1.1 Conceitos e Notacoes Preliminares

Denotaremos por £ = (x1,...,xz,) os pontos do R" e por K o corpo dos nimeros
b )

complexos ou reais.

Definicdo 1.1. Dadon € N, a = (ay,...,q,) € Z" é chamado multi-indice e definimos a

ordem de o por |a| = o + . .. + av,. Além disso, definimos o! = aq!. .. .

Definicdo 1.2. Dado o = (v, ..., ) €EZ" e z = (21, . .., z,) € K" definimos z* = 27" - .. .-

Qn

“n

Notagdo 1.3. Denotaremos o operador derivada por

olal

- aq g
0x{' 0y ... Oxon

DCM

e quando o = 0, D° denotar4 o operador identidade.

Proposicao 1.4. (Regra de Leibniz) Se u e v sdo funcdes com derivada até ordem o e 3, com

B= L1y 0n) <a=(aq,...,qp) ist0é ; < oy parai=1,...,n, entdo

D () =" M%WWU)(D&%).

Ba
No que segue () denotard um aberto do R".

Definicio 1.5. Denotaremos por LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espaco de Banach das (classes de
equivaléncia de) funcoes u : 2 — K tais que, no sentido de Lebesgue, fQ lu(z)Pdx < oo.

[ullLr ) = (/Q |u(;c)\de)’1’ .

Denotaremos por L>(2) o espaco de Banach das (classes de equivaléncia de) fungées u :

Defineremos a norma

Q — K tais que, no sentido de Lebesgue, u é essencialmente limitada em §), isto é,

supess,cq |u(z)| < oo.
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Também definiremos a norma

[ull Lo () = supess,eq [u()]-

Observacdo 1.6. Quando p = 2, L*(Q) € um espago de Hilbert, onde o produto interno e a

norma sao, respectivamente, denotados por

e ||ul* = (u,u) comu,v € L*(Q).

p

e(2), 1 < p < 00, 0 espago das (classes de equivaléncia

Definicao 1.7. Denotaremos por L
de) fungoes u : Q@ — K, tais que no sentido de Lebesgue, [, |u(x)[Pdx < co para qualquer

compacto K C ().

(2) converge a u € L (Q)

loc

Definicdo 1.8. Diz-se que uma sequéncia de funcoes (u,) C LY

loc

(isto é, u, —> wem L] (S2)) se para cada compacto K C ) tem-se que

|, — vl oy = (/ lu, (x) — u(x)|pdx> — 0.
K

Observacio 1.9. L*(Q) — LV (Q) — L}

loc

(), 1 < p < oo, onde o simbolo — indica uma

imersao continua.

Definicao 1.10. Seja u : ) — K continua. O suporte de u é definido como sendo

Q
supp(u) = {z € Q; u(z) # 0} .
Se esse conjunto for um compacto do R", entdo dizemos que u possui suporte compacto.

Notagdo 1.11. Consideremos C*(Q) = {¢ : 2 — K; ¢ é k-vezes continuamente diferencidvel }
e C*(Q) = {¢: Q — K; ¢ € infinitamente diferencidvel}. Assim, C5(Q) e Cg°(2) denota-

rio as fungdes ¢ de CF e C>((2), respectivamente, cujo supp(¢) € compacto.

Observagio 1.12. C5°(Q) — CF(Q) — LP(Q) — LV

loc

Q) — L}

loc

(Q comkeNel<p<
Q.
1.1.2 Convergéncia em C{°((2) e alguns Resultados em L”(2)

Definicao 1.13. Diz-se que uma sequéncia de fungoes (p,) C C3°(2) converge a ¢ € C§°(2)
(isto é, p, — w em C§°(Q2)) se, e somente se, existe um subcontjunto compacto K C € tal

que

(i) supp(p) C K esupp(y,) C K para todo v € N;
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(ii) para todo o € N", D*p,, — D¢ uniformemente sobre K.

Com essa nog¢do de convergéncia, o espaco C§°(§2) é chamado espaco das fungdes
testes e é denotado por D(2).

A seguinte defini¢do trata de uma sequéncia de fungdes testes (p, ) en, as quais tém
suporte cada vez menores, a medida que v cresce, mas preservam o volume contido sob o

grifico. O fato de existirem tais fun¢des pode ser encontrado em [12] pagina 4.

Definicao 1.14. Denomina-se uma sequéncia regularizante a toda sequéncia de fungées (p,),en

tal que:

(i) p, € C(R™), p, > 0;

(ii) supp(p,) C B1(0) ={x € R™; [lz| < J};
(iii) [gn po(x)dz =1, v €N

Definicdo 1.15. Seja u € LP()). O suporte de u é dado pela intersecdo de todos os subcon-
juntos fechados em $Q, fora dos quais u se anula quase sempre. Denotamos o suporte de u por
supp(u).

Observacao 1.16. Se v € C(2) N LP(2) entdo as nogdes de suporte definidas para funcdes

continuas em 2 e para fun¢des de LP(f2) coincidem.

Agora, definiremos a convolugdo de uma fungdo em L'(R™) por uma fun¢do em
LP(R™). O fato de tal convolugéo estar bem definida pode ser encontrado em [9], pagina 104.
Defini¢iio 1.17. Sejam f € L'(R") e g € LP(R") com 1 < p < oo. Definimos a convolugdo de
f por g por

(fxg)(z)= | flz—y)g(y)dy.
RTL
A seguir, apresentamos um resultado técnico que serd muito Util em nosso estudo.

Proposicao 1.18. Sejam K um compacto ndo vazio e F' um subconjunto fechado do R", tais
que K N F = (). Entdo existe ) € C°(R™) tal que y =1lem K, ) =0em F e 0 < ¢(z) <1,
para todo x € R".

Demonstra¢do. Como K é compacto, F' € fechado e K N F # (), entédo
d(F,K) = inf{d(z,y);x € F,y € K} > 0.

Assim, definamos € = 7d(K, F') > 0 e consideremos os seguintes conjuntos:

1
4

K, = {zeR" d(z, K) <¢€},

Ky, = {zeR" d(z,K) < 2¢},
Ky = {2z eR" d(z,K) < 3¢},
Fy = {zeR" d(z,K) > 2¢},
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onde d(z, K) = inf{d(z,y); y € K}. Assim, K; é compacto, F; é fechado e K; N Fy = ().

Entdo, definindo a fungao

d(z, Fy)

R’n
iz, Fo) +d k)

v(z) =

temos que valem as seguintes propriedades:

(1) v € continua em R";

(ii) v(x) = 0 se, e somente se, z € Fy, v(z) = 1sex € K;e0 < v(z) < 1 para todo
r € R™;

(iii) supp(v) = {z € R™; v(z) Z0] CRP = Fy' = Ky, isto & v € Co(R™).

Agora, seja . € Ci°(R") tal que 6. > 0, supp(fe) = Bc(0) e [, Oc(x)dz = 1. Assim,
definindo ¢ : R® — R por

vle) = (6.4 0)@) = [ i~ iy

temos que ¢ € C§°(R™), pois 6, e v possuem suportes compactos. Além disso,

supp(¢) C supp(f.) + supp(v) C B.(0) + Ky C K3 C R" — F.

Logo, se x € F entdo x ¢ supp(v) o que nos mostra, que ¢)(x) = 0, ou seja, 1) = 0 em F.

Agora, note que K + B.(0) C K;. Portanto, parax € K ey € B.(0) tem-se z — y =
x + (—y) € K;. Logo, por (ii) temos que v(z — y) = 1. Assim, para todo x € K obtemos

U(z) = /n O (y)v(x — y)dy = /

B.(0)

O (y)v(r — y)dy = /

Oy = / 0.(y)dy = 1.
50 mn

Logo, » = 1 em K. Finalmente, como 0 < v(z — y) < 1 segue que

0<vie) = [ 0wt —py< [ by =1

n

isto é, 0 < v (x) < 1 como desejado. O
Proposicao 1.19. O espaco C§°(2) é denso em LP(Q2), 1 < p < <.
Demonstragdo. Ver [12], pagina 109. [

Proposi¢io 1.20. (de Du Bois Raymond) Seja u € L}, () tal que

/ u(z)p(x)de =0, paratodo v € C5°(£2).
Q

Entdo, w =0 q.s em €.
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Demonstragdo. Ver [12], pagina 110. [

1.2 DISTRIBUICOES SOBRE () C R"

1.2.1 Definicoes e Exemplos Basicos

Defini¢io 1.21. Seja Q um subconjunto aberto do RY. Uma distribuicdo sobre Q) é uma forma

linear

T: D) —K
o  —T(p)=(T,¢)

que € continua no sentido da convergéncia sobre D(S2), dada na Defini¢do 1.13.
Denotaremos por D’(€2) o espago vetorial de todas as distribuigdes.

Observacdo 1.22. T' € D'(2) se, e somente se, para toda sequéncia (¢, ),eny C D(Q2) con-
vergente para zero no sentido dado na Definigdo 1.13, tivermos que a sequéncia ({7, ¢,))en

converge a zero em K (K =R ou K = C).

Defini¢do 1.23. Sejam (T,),en C D'(2) e T € D'(Q). Diremos que T, — T em D'(Q2) se
(T, o) — (T, ), paratoda p € D(1). (1.1)

Munimos o espago D’({2) com a topologia fraca dada justamente pela convergéncia
em (1.1).

Vejamos alguns exemplos de distribui¢ao:

Exemplo 1.24. Sejau € L, .(Q2) e defina

loc

T,: D) —K

i — (Tu, ) = /QU(JC)QO(SL’)d:L’

Entdo, T,, € D’'(Q2). Com efeito, sejam ¢, 1 € D(Q)) e v € K. Entio,

(Tuvp +70) = AU@NM@+7M@M$

- Awmmmm+véwmw@m
= (Tu, ) +v{Tu, ),

donde T, € linear. Agora, seja () C D(2) com ¢, — 0 em D((2), isto &, existe K C §2
compacto tal que supp(p,) C K e

D*p, — 0 uniformemente sobre K, (1.2)
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para todo v € N". Sendo assim,

0<1Tupdl = | [ uleeois] < [ u@llp s

~ [ @il < (maxla 1) [ i

Fazendo v — oo segue, de (1.2) com o = 0, que (T, ¢,) — 0 em K. Portanto, T,, € D'(Q).

Observacao 1.25. A partir do Exemplo 1.24 podemos definir a aplicacio

T: L () — D

U — Ty, (1.3)

onde
(T, ) = / u(@)p(x)dz, o€ D(S).

Pela Proposicao 1.20, a aplicacio definida em (1.3) € linear e injetora.

Desse modo, podemos identificar L}, .(2) com T'(L;

loc

(Q)) € D'(2) e devido a isso, a
cadau € L () identificamos com uma dnica distribui¢do T, € D’'(Q) e diz-se "a distribugio

u"ao invés de a distribuicdo 7,,. Além disso,
Lioe(€) = D'(2). (1.4)
De fato, consideremos (u,) C L},.(2) e u € L},.(£) tal que
u, — u em L}, (). (1.5)
Identificando u, e u com T, e T, respectivamente, obtemos para cada ¢ € D({2), que

|<U,,/ — u, ‘;0>| = |<Tuu - Tua 90>
(@) = ulz))p(w)de

< / () — u(z)| () de
_ / fuy () — u(@)| ()| da

< <max]go )/\uy — u(z)|dx (1.6)

onde K = supp(y). Contudo, de (1.6) juntamente com (1.5) temos que |(u, —u, p)| — 0 em

R para toda ¢ € D(2), donde (u,, p) — (u, ) em R para toda ¢ € D(£2). Assim, provamos
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que

1
loc

u, — wem L, (Q) = u, — uem D'(Q).

Isso nos mostra que a aplicacao dada em (1.3) € continua e, portanto, vale (1.4).
Em contrapartida, o seguinte exemplo nos mostra que nem toda distribui¢do € definida

por funcdes localmente integriveis.
Exemplo 1.26. Seja 2y € () e considere

deo : D) — R
2 — <5:v07 90> = 90(‘7:0)'

E ficil verificar que 0, € uma distribui¢do, a qual chamamos delta de Dirac e escrevemos oy
quando zy = 0. Além disso, §,, ¢ L} .(Q). De fato, suponhamos por absurdo que ,, €

loc
L} .(Q) = D'(Q). Assim, existe u € L}, (Q) tal que d,, = T, ou seja

loc

wmwwﬂn#»zlyummmL o € D(9).

Por outro lado, (d.,, ) = ¢(x¢). Portanto,

wuwzlymmumL o € D(9). (1.7

Agora, dada ¢ € D(12), definamos

U(@) = €£(@)]lz — zol* = &(x) (Z(w - xm)Q) :

=1

Entdo, ¢ € D(Q2) e de (1.7) vem que

[ u@g@le = lfde = [ u@)pta)de = (6,0) = blan) =0
Q Q
para toda £ € D(12). Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond segue que

u(z)||r — z0l* =0 q.sem €,

donde u = 0 g.s em 2. Voltando em (1.7) obtemos ¢ (zy) = 0, para toda ¢ € D(2), o que é

um absurdo.
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1.2.2 Derivada de Distribuicoes

Definicio 1.27. Seja T € D'(R2). A derivada de ordem o € N™ de T é definida por
(DT, @) = (=D)l*l(T, D*¢),  para toda ¢ € D(Q).

A seguinte observagdo nos mostra que uma distribui¢do sempre possui derivadas de

todas as ordens no sentido das distribui¢des.

Observaciio 1.28. Se 7' € D'(Q2), entdo DT € D'(12), o € N". De fato, seja (p,) C D() tal
que ¢, — 0 em D(1), isto é, existe K C {2 um compacto tal que supp(y,) C K, para todo
v € N, e D*p, — 0 uniformemente sobre K, para todo o € N". Como (¢,) C D(2) temos
que D%p, € D(QQ), para todo v € N. Ainda

supp(D“p,) C supp(p,) C K.
Assim, qualquer que seja 5 € N™ tem-se
D?(D%yp,) = DP**p, — 0 uniformemente sobre K.
Como T € D'(Q2), segue da Observagio 1.22 que
(T, D%p,) — 0 em K.

Logo,
(DT, ) = (=1)*NT, D*p,) — 0 em K.

Portanto, novamente pela Observagdo 1.22 temos que D*T' € D'(12).

Observacao 1.29. A aplicacao

D D(Q) — D(Q)
T — DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(£2). Com efeito, suponhamos que
T, — T em D'(12). Entio,

(T,,po) — (T, p), paratodap € D(Q).
Logo, para toda ¢ € D(2)
(DT, 9) = (=1)*(T,,, D) — (=1)*(T, D) = (DT, ),

quando ¥ — o0, ou seja, D*T, — DT em D’(2) provando, assim, a continuidade da
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aplicacao D“.

Vejamos agora alguns resultados interessantes da deriva¢do no sentido das distribui-

coes.

Proposicao 1.30. Para todo o, 5 € N" temos que
DT = D¥(DPT) = D?(D°T) = DT, paratodo T € D'(Q).
Demonstragdo. SejaT € D'(Q). Basta mostrarmos que D*(DPT) = DP(DT), isto &,
(D*(DPT), ¢) = (D?(D°T), ), paratoday € D(Q).
Assim, tome o € D(Q) arbitrario. Entdo, D%p, D¢ € D(Q) e D*(DP¢) = D?(D%p). Logo,

(DU(D°T),¢) = (=1)UDT, D*p) = (~=1)°(=1)"(T, D*(D"p))
= (=1)F(=1)UT, D*(D"p)) = (~1)UDT, D )
= (DU(D°T), ).

Portanto, pela arbitrariedade de ¢ € D(f2) segue o desejado. ]

Proposi¢io 1.31. Se u € C*(R"), entdo a derivada D°u, || < k, no sentido das distribuicées

é igual a derivada de ordem o de u no sentido cldssico, ou seja,
DaTU - TDau

Demonstragcdo. Como u € C*(R"), entdo u, D®u € C(R") onde || < k. Assim, u, D%u €
Ll

loc

(R™) — D'(R"™) donde podemos identificar u e D*u com as distribuicdes T, € Tpay,

respectivamente, ou seja,
u="1T, e D% = Tpa,.

Portanto, basta mostrarmos que 7 p«,, = D*T,, em D’(R"). Com efeito, seja ¢ € D(2) arbitra-

ria. Assim, pela integracdo por partes

Tome) = [ Drul@)plaids = (-0 [ ulz)Dp(a)is

]Rn n
= (=D)lNT,, D) = (DT, ¢),

0 que mostra o desejado. [

Definiremos, agora, o produto de uma fung¢ao infinitamente diferencidvel por uma dis-

tribui¢do.
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Definicdo 1.32. Sejam T € D'(2) e p € C*°(Q2). O produto pT : D(Q2) — K é definido por
(pT,p) = (T, pp), paratodap € D(Q).

Observacdo 1.33. Nas condi¢oes da defini¢do acima temos que p7' € D'(12).

Proposicio 1.34. (Regra de Leibniz) Se « € N, p € C*(Q) e T € D'(Q) vale que

a!
D*(pT) = — —_DfpD> T
(oo — B)!
2. Fia— )
Demonstrag¢do. Mostraremos que a Regra de Leibniz vale para o« = ¢; = (0,...,1,...,0).

Assim, dada ¢ € D(Q) arbitrdria, temos que

0 _ oo\ _ [ 0%
B 0 dp
- <T, o (pp) + axi<p>

= <T7 —a%i(ps&)

or

(E (2
ZT; T
/0T N

Pela arbitrariedade de ¢, segue que

~_—
_l’_
RS
~
o))
S
©
~_—

) ar 9
L Op

T) = T.

A prova da proposic¢do segue por inducéo sobre |« /. 0

1.2.3 Suporte de Distribuicoes

Definicdo 1.35. O suporte de uma distribuicdo T € D'()) é o complementar (com relagdo a

Q) do maior aberto Ur C ) no qual T se anula, ou seja,
supp(T') = Q — Ur.

A seguir, apresentamos algumas propriedades do suporte de uma distribuicao.

Proposicao 1.36. Sejam v € C(Q2) e T,, a distribui¢do correspondente. Entdo

supp(7,) = supp(u)

Demonstragdo. Sejam Urp, o maior aberto para o qual 7}, se anulae xz € Urp,.
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Afirmagdo 1: u se anula em Up,. De fato, suponhamos por absurdo, que exista zy € Up, tal que
u(zg) # 0. Sem perda de generalidade suponhamos que u(x¢)>0. Como u é continua, existe
uma vizinhanga V,, de x, que podemos supor estritamente contida em Ur,, tal que u(x) > 0,
para todo x € V,,. Consideremos, agora, K C V,, compacto e seja po € D(2) tal que
supp(¢o) C Ur,, 9o = lem K, oo = 0em Q — V, e 0 < @9 < 1, cuja existéncia vem
garantida pela Proposicao 1.18. Assim,

(T, po) = /Qu(a:)goo(x)dx > 0.

Mas isto é um absurdo, pois (7}, ) = 0, para toda ¢ € D(2) com supp(y) C Ur,, 0 que
prova a afirmacao 1.
Da afirmacdo 1, temos que

Ur, C {x € Q; u(zx) =0}

e dai vem que
{r € Q; u(x) #0} Cc Q—Ur,.

Tomando-se o fecho em () segue que

supp(u) C supp(7w).

Reciprocamente, pondo-se

Qo =0 —{z e ulz)Z0}

entdo €2y é um aberto contido em (2.

Afirmagdo 2: T, se anula em (2y. Com efeito, seja ¢ € D(12) tal que supp(yp) C €. Entdo,

(T ) = / u(e)p(z)dz = / u(a)p(x)d. (1.8)

Mas,se z € Qpentdoxz € Qe x # {x € Q; u(x) # O}Q. Consequentemente, u(x) = 0 e de
(1.8) vem que (T, ¢) = 0, isto é, T}, se anula em 2.
Como 2y um conjunto aberto contido em {2 e pelo fato de Uz, ser o maior aberto para o qual

T, se anula vem que €2y C Ur,. Logo,

O —Up, c {z e ul@) £0),

ou seja,

supp(T.) C supp(u),

donde segue o desejado. [
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Proposicio 1.37. Sejam T € D'(Q2) e x € Q. Entdo x € supp(T') se, e somente se, para toda
vizinhangca V' de x existe p € D(2) com supp(p) C Ve (T, p) # 0.

Demonstragdo. Ver [4], pagina 40. [
Proposicao 1.38. Sejam T, 5 € D'(Q2), p € C=(2) e A € K com \ # 0. Entdo,
(i) supp(S + T') C supp(S) U supp(T);
(it) supp(AT) = supp(T');
(iii) supp(pT’) C supp(p) N supp(7).

Demonstracdo. Ver [4], pagina 42. [

1.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Definicao 1.39. Definimos o espago de Sobolev como sendo o espago vetorial WP () = {u €
LP(QY); D*u € LP(R2), para todo || < m} munido da norma

fulhwnsey = | 3 [ 1Dvurar) | 1<p<oo

la<m
No caso particular p = 2, denotamos W™?(Q) = H™(Q).
A demonstracdo da seguinte observacao pode ser encontrada em [12], pagina 53.
Observacdo 1.40. (i) O espaco de Sobolev W"™P(Q2) é um espago de Banach;
(ii) Os espagos H™({2) sdo espagos de Hilbert.

Seja (a,b) C R. O seguinte exemplo nos mostra que existem fungdes em WhP(a, b),

1 < p < o0, cuja derivada usual ndo existe.

Exemplo 1.41. Considere a funcdo

w: (-1,1) —R

Sabemos que tal funcdo ndo é diferencidvel no sentido usual em z = 0. Porém, v € WP (—1,1),
coml <p<ooe

1, se0<r <1
u'(x) = sign(z) =
-1, se —1<x<0



De fato, seja ¢ € C§°. Assim, integrando por partes

/1 u(z)¢' (v)dx = 11 |z| (z)dx = /0(—$)<p'(x)dx + /01 vy (z)dz

1 -1

= [ etorta— [ oty
_ (/_i(—l)gp(a:)dm—{—/oll-gp(m)daz)

_ /_ 1 sign(z)o(x)dz.

1

Além disso, é evidente que v € LP(—1,1) e sign € LP(€2), donde segue o desejado.

27
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2 TOPICOS DA TEORIA DAS ESTRUTURAS LOCALMENTE INTEGRAVEIS

Neste capitulo, apresentamos conceitos e resultados principais sobre a teoria das estru-
turas localmente integraveis afim de estabelecer notacdes e nos familiarizar com os elementos

dos capitulos seguintes.

2.1 CAMPOS VETORIAIS COMPLEXOS

Nesta secao, introduziremos os conceitos de variedade diferencidvel e fungdes suaves
definidas numa variedade diferencidvel. Em seguida, serd apresentada a defini¢io de campo
vetorial complexo, que sdo fungdes definidas no espagos das fungdes suaves a valores neste
mesmo espago.

Vamos supor do leitor alguma familiaridade com as nog¢des bésicas de Topologia Geral.

Veja, por exemplo, [14].

Definicao 2.1. Seja €2 um espaco topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel de conjuntos
abertos. Uma estrutura diferencidvel sobre §) de dimensdo N é uma familia de pares F =
{(U,x)}, onde U C 2 é um conjunto aberto néo vazio e x : U — RY é um homeomorfismo

sobre um subconjunto aberto x(U) de RY, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) UpwerU =

(ii) A fungdo xo0x7" 2 x1(UyNUy) — xo(UyNUs) é C™ para cada par (Uy,x1), (Us, x3) €
F com Uy NUy # 0;

(iii) F é maximal com respeito a (i) e (ii), isto é, se ) =V C Qéabertoey : V — y(V) é um
homoemorfismo sobre um subconjunto aberto de R, tal que para qualquer (U,x) € F
comUNV # 0 acomposicioyox™ : x(UNV) —y(UNV) éC™, entdo (V,y) € F.

Observacio 2.2. Dada uma familia qualquer 7* = {(U,x)} como na defini¢do acima, mas
satisfazendo (i) e (ii) apenas, existe uma Unica estrutura diferencidvel F sobre (2, de dimensao
N, tal que 7* C F.

Definicdo 2.3. Uma variedade diferencidvel de dimensdo N é o par (), F), onde ) é um
espago topologico de Hausdorff, com base enumerdvel, e F é uma estrutura diferencidvel de
dimensdo N. Quando ndo houver risco de confusdo com relacdo a estrutura diferencidvel F,

denotaremos a variedade diferencidvel de dimensdo N apenas por ().
A seguir apresentamos alguns exemplos de variedades diferencidveis.

Exemplo 2.4. Dada a familia 7* = {(RY, Id : RY — R")} temos que R é uma variedade
diferencidvel de dimensdo N.
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Exemplo 2.5. Seja (§2, F) uma variedade diferencidvel de dimensdo N e W C (2 aberto com a
topologia induzida de €). Sobre W definimos uma estrutura diferenciavel natural de dimensao N
por Fiy = {(WNU,X|wnrv); (U,x) € F,WNU # (}. Assim W é uma variedade diferencidvel

de dimensao .

Notagdo 2.6. Um elemento (U,x) € F é chamado de carta local ou sistema de coordenadas
locais. Se escrevermos X = (z1,...,xy) entdo, para p € U, suas coordenadas locais (com

respeito a carta local dada) sdo dadas por (z1(p),...,zn(p)).

Deste ponto em diante, () representard uma variedade diferencidvel de dimensao N.

Defini¢io 2.7. Uma funcdo f : Q2 — C é suave se para cada (U,x) € F temos que fox™! €

C*>(x(U)). Denotamos por C*°(2) o conjunto constituido de tais fungoes.

As seguintes observacdes sobre o conjunto das func¢des suaves sdo facilmente verifica-

das.

Observacao 2.8. (i) O conjunto C*°(£2) é um espaco vetorial complexo de dimensao infi-

nita;
(ii) O conjunto C*°(£2) é uma algebra sobre C;

(iii) Quando RY € entendido como variedade, o conjunto C*(R") coincide com o conjunto

das fun¢des infinitamente diferencidveis do Cdlculo Avancado.

Defini¢do 2.9. Um campo vetorial complexo sobre ) é uma aplicagdo L : C*(Q) — C*(Q)

satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) L é linear sobre C;

(b) L satisfaz a regra de Leibniz, isto é,

L(fg) = fL(g) + gL(f), f,9€C>(Q).

Notagdo 2.10. O conjunto de todos os campos vetoriais complexos sobre ) é denotado por

2(Q).

O seguinte exemplo nos diz que a derivada de uma fungdo f € C°°(R) é um campo

vetorial complexo sobre R.

Exemplo 2.11. A aplicacdo L : C*°(R) — C*°(R) dada por L(f) = f', para todo f €
C*°(R), é um campo vetorial complexo sobre R. De fato, sejam f, g € C*°(R) e o € C. Entio,

Laf +g) = (af +9) = af + ¢ = aL(f) + L(g),
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donde L € linear e,
L(fg) = (f9)' = f'g+ fg' = gL(f) + fL(g),

donde L satisfaz a regra de Leibniz.

Definiremos agora a derivada parcial de uma funcao suave definida sobre uma varie-

dade.
Definicdo 2.12. Dada uma carta local (U,x) em <), definamos a apllcagao :C°(U) —
C>(U) por,
-1
of _dlfox)
&cj (9£Cj

Observacdo 2.13. A aplicagio definida acima é um elemento de 2" (U). De fato, primeira-
mente note que dado f € C°(U), temos que fox ! € C*(x(U)), donde 8]05);_1 e C>(x(U)),
o que implica fox ox € C*(U). Agora, sejam f,g € C®(U) e a € C. Assim,

3(@5 g) _ Ollafo X‘;)x:r (gox D] o _ (O‘a(fa(;j_l) N 3(9(;;?‘1)) ox
o ((%fao—xj_l) o x) + (_8(9;;_1) o X)
- ga{] "oz, 895]
donde a%j ¢ linear sobre C e,
8{(92) _dl(fe X‘alg)cgg ox ] o _ (8(fac;:‘1) (gox)+ (fo X_l)a(ggwj‘l)) ox
_ (a(faoxj‘l) > iy ( (98;]& D, X>
ga{] * f@a:]
donde a%j satisfaz a regra de Leibniz. Portanto, 5~ € Z(U).

A seguir apresentamos alguns resultados envolvendo campos vetoriais.
Proposicao 2.14. Seja L € 27 (2). Se [ é constante entdo Lf = 0.

Demonstragcdo. Seja f : Q@ — C dada por f(p) = ¢, paratodo p € €. Como L satisfaz a regra

de Leibniz, observe que

L(1) = L(1-1) = 1L(1) + 1L(1) = 2L(1).
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Logo, L(1) = 0. Disto e pela linearidade de L, segue que
L(f)=L(c)=L(c-1)=cL(1)=¢c-0=0,

como queriamos. 0
Antes de enunciarmos o proximo resultado definiremos o suporte de uma funcao.

Definicao 2.15. Seja f uma funcdo definida em ) com valores em C. Definimos o suporte de f

como sendo

supp(f) = Q — U wi,

onde {w;}icr € uma familia de abertos com w; C S e tais que f = 0 quase sempre em w; para

todo i € 1.
Proposic¢do 2.16. Seja L € 2 (). Entdo, supp(Lf) C supp(f), para todo f € C>(Q).

Demonstracdo. Sejam f € C°(Q) e L € Z°(12). Por defini¢do temos que,

supp(f) = Q — U U e supp(Lf)= U V.

UeZy VeZry

onde .#; ¢ a familia de todos os abertos U C () ndo vazios, tais que f|y = 0e F 5 € a
familia de todos os abertos V' C 2 ndo vazios, tais que Lf|, = 0. Logo, para mostrar que
supp(Lf) C supp(f) mostraremos que Uycz, U C Uyegz,, V. Entlo, seja p € Upes, U.
Assim, existe um aberto ndo vazio Uy C € com f|y, = 0 tal que p € Uy. Tome V = Uj.
Entdo Vy C € aberto e p € V. Como V; € aberto, existe um aberto basico U’ C () tal
que p € U’ C V;. Considere a carta local (U’,x’) € F. Como x’(U’) C RY ¢ aberto e
{x’(p)} C x’(U’) é compacto, temos que existe p € C3°(x*(U’)) talque 0 < p < lep|y =1,
onde U é uma vizinhanga de {x’(p)}. Assim, ¢(x’(p)) = 1.
Defina g : {2 — R por

¢(x’(q)), seqel’;
0, seq ¢ U'.

Note que g € C*(,R) e, dado ¢ € Q — Vj, temos que g(¢) = 0. Agora, observe que
f=(1-g)f. De fato, dado ¢ € Q2

se ¢ & U’ temos [(1—g) f](q) = (1 —g(q))f(q) = 1f(q) = f(q) e.

seq € U' C Vo temos [(1 —g)fl(q) = (1 —g(q)) f(q) = (1 —=1)f(q) = 0= f(q)



32

Portanto, f = (1 — g) f. Assim,

L(f)(p) = L1 = g)flp) = [f(p)L(1—g)(p)+(1—gp)L(f)(p)
= f(p)L(1)(p) — f(p)L(g)(p) + (1 = )L(f)(p)
= f(»).0—f(p)O0+0.L(f)(p) =0

Logo, existe um aberto nao vazio Vy C 2 com Lf|y, = 0, talque p € V;, donde p € UVeny V,

como queriamos. 0

Como consequéncia da Proposi¢do 2.16 € possivel definir a restricio de um campo
vetorial L € 27(£2) sobre um subconjunto aberto ndo vazio W C €. E o que faremos na

proxima obervagao.

Observacao 2.17. Existe uma aplicacio linear sobre C
()L — Ly € Z(W)
que torna o diagrama abaixo comutativo

C=(Q) —L= C>(Q)

| |

(W) -2 O (W),

De fato, sejam W C (2 aberto ndo vazio e L € 27(2). Defina para cada f € C*°(W)

onde f € C®(Q) e f = f em alguma vizinhanga de p. Observe que Ly, estd bem defi-
nida. Com efeito, sejam f,g € C(W) tais que f = g. Considere p € W e Ly (f)(p) =
L(/)(p), Lw(9)(p) = L(g)(p), onde f,§ € C>=(Q) so tais que fly = flu e glv = glv
com U e V vizinhangas de p. Entdo (f — §)|lunv = flunv — dlunv = flonv — glunv = 0,
donde U NV C (supp(f — g))°. Como f — g € C*(Q) segue da Proposi¢do 2.16 que
supp[L(f —§)] € supp(f — §). Portanto, UNV C (supp[L(f — §)])¢. Assim, comop € UNV
temos que p ¢ supp[L(f — §)], isto é, L(f)(p) = L(§)(p), como queriamos. Além disso, &
facil verificar que Ly € 27 (2) e que Ly torna o diagrama comutativo.

2.1.1 A Estrutura Algébrica de 2" (1)

Nesta subsecdo, apresentaremos algumas operagdes sobre o espago 2 (2). Primeira-
mente, definamos a soma de dois campos vetoriais e a multiplicacdo de um campo vetorial por

um escalar em C.
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Definicdo 2.18. Dados Li,L, € Z°(2), f € C(2) e A € C, definimos as seguintes opera-

coes:

(L1 + L2)(f) == La(f) + La(f) (2.1)
(AL1)(f) == AL1(f)

Verifiquemos que tais operagdes sdo fechadas em 2((2). De fato, sejam f, g € C*°(Q2)
e a € C. Entio,

(Li+ Lo)(af +g) = Li(af +g)+ La(af +g)
= aLi(f) + Li(g) + aLz(f) + La2(9)
= oLy + Lo)(f) + (L1 + Ls)(g)

(AL )(af +g) = ALi(af +g9) = MaLi(f) + Li(g))
= aALi(f)+ AL1(g)
= a(AL)(f) + (AL1)(9)

o que implica que as aplica¢des definidas sdo lineares. Agora, resta verificar a regra de Leibniz.

Temos,

(L1 + La)(fg) = Li(fg) + La(fg) = fLi(g) + gLi(f) + fL2(g) + gLa(f)
= f(Li(g9) + La(g)) + g(L1(f) + La2(f))
= f(L1+ La)(g) +9(L1 + La)(f)

(AL)(fg) = AL(fg) = A(fL(g) + gL(f)) = AfL(g) + AgL(f) = F(AL)(g) + g(AL)(f)-

O conjunto 2" (£2) munido das operagdes definidas em (2.2) é um espago vetorial complexo.
Uma operagdo muito importante em 2" (£2) é o chamado colchete de Lie (ou comuta-

dor) entre dois campos vetoriais.

Definicdo 2.19. Dados L, M € Z () defina [-,-] - Z°(2) x Z°(Q) — Z°(Q) por

(L, M](f) = LIM(f)) = M(L(f)) (2.2)

para todo f € C*(Q).
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Verifiquemos que [L, M| € 27 (R2). Com efeito, dados o € C e f,g € C*°(Q2), temos

(L, M](af +9) = L(M(af+g)) - M(L(eef +9))
= L{aM(f)+ 9)) M(aL(f) + L(g))
= aL(M(f)) + a
= a(LM(])) - M(L(f)))+L(M(g))—M(L(g))
= a[L, M](f) +[L, M](g)

/\/‘\

(L, M](fg) = L(M(fg))— M(L(fg))
= L(fM(g) +gM(f)) — M(fL(g) + gL(f))
= L(fM(g)) + L(gM(f)) — M(fL(g)) — M(9L(f))
= [L(M(g)) + M(g)L(f) + gL(M(f)) + M(f)L(g) — fM(L(g)) — L(g)M(f)
— gM(L(f)) — L(f)M(g)
= f{L(M(g)) — M(

concluindo assim o que queriamos.
O conjunto .2 (£2) munido do colchete de Lie é uma dlgebra de Lie sobre C, pois 2 (€2) é um
espaco vetorial e o operador definido em (2.2) € bilinear, antissimétrico e satisfaz a identidade
de Jacobi.

Agora, definamos a multiplicacdo de um campo vetorial por uma fun¢do suave e veja-

mos que essa operagdo ¢ fechada em 2°(Q2).

Definiciio 2.20. Dado g € C™(Q) e L € 2 () definamos gL : C=(2) —s C>(Q), por
(9L)(f) = gL(f) (2.3)
para todo f € C=(Q).
Temos que gL € Z°(Q2), pois dados a € C e f, h € C(12) segue que,
(gL)(eof +h) = gL(af +h) = g(aL(f) + L(h)) = agL(f) + gL(h) = a(gL)(f) + (9L)(h)
isto &, gL ¢ linear sobre C. Temos também
(gL)(fh) = gL(fh) = g(fL(h) + hL(f)) = fgL(h) + hgL(f) = f(gL)(h) + h(gL)(f)

isto é, gL satisfaz a regra de Leibniz.
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Além disso, o grupo abeliano (Z7(£2),+) em conjunto com a operagdo definida em
(2.3), satisfaz as seguintes condi¢des para f,g € C*(Q) e L, M € Z (Q):

o f(L+M)=fL+ fM,

o (f+9)L=fL+gL,

o (f9)L = f(gL),

o lewL =1L,
onde C*°(€2) é um anel e 1o (o) € sua identidade multiplicativa. Dessa forma, temos que 2" (§2)
¢ um C*°(2)-médulo.
2.1.2 Representacao de um Campo Vetorial em Coordenadas Locais

Seja (U, x) uma carta local em €2 e considere L € 2°(U). Fixe p € U e escreva
x(q) = (71(q),...xn(q)), onde ¢ € U. Como x(p) € x(U) C RN e x(U) € aberto, existe
r, > 0 tal que B(x(p),r,) C x(U). Tome V = x*(B(x(p),r,)) C U. Eclaro que p € V.
Ainda, se a = (ay,...,ay) = X(p) entdo x(V') = B(a,rp).

Assim, dado f € C°°(U) e definindo f* = fox ! : x(U) — C, temos que f* €
C>®(x(U)). Para cada (z1,...,zy) € x(V), tome a fungdo ¢ : [0,1] — C dada por

o(t) = ff(a+t(x—a)) = f*(a; +t(xy —a1),...,an +t(zy —an)).

Logo, ¢ € C*°([0,1]) e pelo Teorema Fundamental do Cdlculo temos

o(1) = 6(0) + /0 g0,

donde,

N

1
ff(x,...;zy) = f*(al,...,aN)—i—/ Z
0

Jj=1

N 1
= f (al,...,aN)—i—;/o

N
= f*(ah e 7CLN) + Zhj(l’l, ce ,.I'N)(l'j - CLj),
j=1

af*
8a:j

(a+t(x—a))(r; —a;)dt

of*
o, (a+t(x —a))dt(z; — a;)

onde, h; € C(x(V)), dada por hj(xy,...,xn) = 01 %(a + t(x — a))dt, para todo j =
L,...,N.
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Tome ainda, g; = h; ox € C*(V). Assim,
N
Fl@) = £+ 9:(@)(w;(a) — (), (24)
j=1
paratodo g € V. Aplicando L € 2 (U) em (2.4) e da regra de Leibniz vem que

L(f)(q) = > [vj(q)L(g;)(q) + g;(q) L(z;)(q) — x;(p)L(g;)(q)]

M-

1

J

para todo ¢ € V. Em particular, para p € V' temos que

L(f)(p) = ﬁ;gj(p)L(:vj)(p)- (2.5)
Mas,
010 = utstp) = ) = [ 2L tarat = 2w = st = L
Logo,
L(f)(p) = ﬁ;umj)(p) (52)

Como p € Ue f € C®(U) sdo arbitrarios, obtemos a representagdo de L em coordenadas

locais (x1,...,xN):

al )
L= ; L(xj)a—xj. (2.6)

Observacao 2.21. Paratodo j,k =1,..., N vale que

De fato, dado ¢ = (q1, ..., qy) € X(U) C RY temos z; o x~(g) = ¢;, pois

-1

Id=xox'=(z1,...,2y)ox ' = (zy0x ', ...,oyo0x!),

donde,

q=1d(q) = (z10x7'(q),...,an 0x '(q)),

e como, ¢ = (qi,...,qn), temos z; o X ' (q) = ¢;.
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Agora, para cada p € U, denote ¢ = x(p) € x(U). Assim, se j # k temos

o Izjoxt) O(zjox71)
90, V) =gy (&) = —5 (1)
_ i @i o X7 (g + tep) — (2507 (9)
t—0 t
= lim %
t—0 t
e, se J = k temos
Ox; Izjoxt) O(zjox71)
o, (p) = o, (x(p)) = o, (q)
L (ox (g i)~ (10x7)(0)
t—0 t
— BTy
t—0 t ’
como queriamos.
Agora, voltando a equacgdo (2.6), afirmamos que o conjunto {8%1, e ,%} ¢ uma
base para o C°(U)-médulo 2 (U). Para isto, resta verificar que o conjunto {aixu s %} é
L.I De fato, sejam g1, ...,gny € C®(U) tais que
g; : (2.7)
Z Jax]

Defina f;, = pi o X, onde p;, : RY — R é dada por p.(y) = i para todoy € RY e para todo
k=1,...,N. Temos que f, € C*(U). Aindadado p € U
8f/€ . a(pk OX) _ apk(‘rlw s ,.TN) al'k

= = = = O, L k=1,...,N.
895]- 81Ej 8@» 8xj & J: ’ ’

Assim,
N

Z afk Zgj(skj: k> ]{?:1,...,]\7.

j=1

Por outro lado,
N

Zg]af’“ =0 k=1,...,N.
— 7 O
j=1

Logo, g, = O paratodo k = 1,..., N. Portanto, {0%17 e i} é LI
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2.2 ESTRUTURAS FORMALMENTE INTEGRAVEIS

Iniciaremos a se¢d@o com o conceito de germes de fungdes suaves em um ponto p €
Q2. Em seguida, definiremos vetores tangentes complexos € mostraremos a sua representagao
local. Nosso objetivo principal é definir estruturas formalmente integraveis, para o qual sao
necessdrios os conceitos de fibrado tangente complexificado e subfibrado tangente.

Seja p € Q e denote por 53, o conjunto de todos os pares (V, f), onde V' C Q é
uma vizinhanga aberta de p e f € C*°(V). Em B, defina a seguinte relacdo de equivaléncia:
(Vi, f1) ~ (Va, f2) se, e somente se, existe uma vizinhanga V' de p, com V' C V; N V5, tal que
filv = fa]v. Areflexividade e simetria dessa relag@o so triviais. Verifiquemos a transitividade.
Suponha que (V1, f1) ~ (Va, fa) e (Va, f2) ~ (V3, f3), entdo existem U e V' vizinhangas de p
comU C ViNVyeV C Von Vs, tais que fily = falu e folv = fslv. Tome W =UNV C
ViNVs. Temosquep € We

(fr = f3)lw = (fr = f3)luav = filoav = fslonv = folunv = folunv =0,

isto &, f1|lw = fs|w. Logo, (V1, f1) ~ (V3, f3).

Definicdo 2.22. O germe de uma funcdo f € C°°(QQ) no ponto p é o elemento no espago
quociente C™(p) = B,/ ~. Denotamos por f, onde f = {g € C*(Q); f ~ g}.

Definiremos agora algumas operagdes sobre C*(p). Sejam f,g € C*(p) e a € C.
Como f € C®(V)eg € C*(U), onde V,U C € sdo abertos contendo p, temos que f €
C*(W)ege C®(W),onde W = VNU C € um aberto contendo p. Logo, f+g € C*(W)
eaf € C®(V),donde (W, f+g) € B,e (V,af) € B,. Defina

f+9=f+g e af=af. (2.8)

Observe que a definigdo das operagdes independe da escolha dos representantes de f e g, pois
dados f € feg e gtemos que (V, f) ~ (V, f), isto &, existe V' C V NV aberto contendo
ptal que fly» = fly e, que (U, g) ~ (U,§), isto é, existe U’ C U N U aberto contendo p tal
que glgr = glyr. Assim, V' NU C VN V é um aberto contendo p com flvinor = f]v/mU/ e,
V' N U C UNU éum aberto contendo p com glviau = glviu-
Logo, V' NU’ € W N (VN U) éum aberto contendo p tal que (f + ¢)|vino = (f + §)|lvror-
Portanto, (W, f+g) ~ (VNU, f+3), 0 que implica f+§ € f 4 g. Ainda, como V' C VNvé
um aberto contendo p com (a.f)|y+ = (af)|y+, temos que (V, af) ~ (V, af ), donde af € af.
Assim, concluimos que C'*°(p) é um espago vetorial complexo. Agora, analogamente

a soma, definimos i g= E
Observacao 2.23. O conjunto C'*°(p) € uma algebra sobre C.

Observacio 2.24. Existe um homomorfismo de C-dlgebra H : C*°(p) — C definido por
H(f) = f(p), paratodo f € C*(p). De fato, primeiramente note que [ estd bem definida,
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pois dado f = g € C™(p), temos f|y = g|y para algum V' C Q aberto contendo p. Em

particular, f(p) = g(p), isto é, H(f) = H(g). Agora, sejam f,g € C*(p) e a € C. Entio,

como queriamos.

Definicao 2.25. Um vetor tangente complexo a ) em p é uma aplicacdo v : C*(p) — C

satisfazendo as seguintes condicoes:

(a) v é linear sobre C;

(b) v(f g) = f(p)v(g) +9(p)v(f), f.g€C=(p).

Notagdo 2.26. Denotamos o conjunto de todos os vetores tangentes complexos em p por C7},(2

e o chamamos de espaco tangente a {2 em p.
Observacao 2.27. CT,() é um espago vetorial sobre C.

O seguinte exemplo nos mostra que a cada campo vetorial complexo podemos associar

um vetor tangente complexo.

Exemplo 2.28. Seja L € 27(Q) e considere L, : C*(p) — C dada por L,(f) = L(f)(p).
para todo f € C*°(p). Entdo, L, € CT,Q. De fato, note que L,, estd bem definido, pois dados
f.9 € C=(p) tais que f = g, temos que f|y = g|y para algum V' C Q aberto contendo p.

Logo, f(p) = g(p) e, por (2.6),

~—

L) = L)) (ai) ) =3 L)) (ai) (9)(p) = L(g)(0)

j=1 j=1

donde L,(f) = Ly(g). Agora, dados a € Ce f,g € C*(p), temos
Lp(af +g) = Ly(ef +9) = L(af + 9)(p) = aL(f)(p) + L(9)(p) = aLp(f) + Ly(g)
Ly(f 9) = Lp(fg) = L(f9)(p) = f(p)L(9)(p) + 9(p)L(f)(p) = f(p)Lp(g) + 9(p)Lp([)-

Portanto, L, € CT,).

Reciprocamente temos o seguinte exemplo:



40

Exemplo 2.29. Suponha que para cada p € () temos um elemento v, € CT,() tal que p —
v,(f) seja C°(€2), para todo f € C*(Q). Entdo existe L € 2Z'(12) tal que L, = v,, para
todo p € Q. De fato, defina L : C*°(Q2) — C>°(2) dada por L(f)(p) = v,(f) para todo
f € C®(Q) e para todo p € Q. Temos que, dado f € C*°(1Q), segue por hipdtese que

L(f) € C>(£2). Além disso, L estd bem definida, pois v, estd bem definido. Agora, dados
fig € C™(Q)ea e C, temos que

L(af +9)(p) = vp(af + g9) = vplaf + g) = av,(f) +v,(9) = aL(f)(p) + L(9)(p)

L(f9)(p) = vp(f9) = vo(f 9) = [(P)vp(g) + 9(P)vp(f) = f(p)L(9)(P) + 9(P)L(f) (D),

donde L € 2 () e L, = v, para todo p € €.

Dos Exemplos (2.28) e (2.29) concluimos que campos vetoriais complexos e vetores

tangente complexos sdo essencialmente a mesma coisa.
Proposi¢ao 2.30. Se v € CT,Q) e f é constante, entdo v(f) =
Demonstracdo. Analogamente a demonstracdo da Proposicao 2.14. [

Assim como para campos vetoriais (cf. Equacdo(2.6)), obtemos a seguir a representa-
cdo local para vetores tangentes.

Dados p € U, (U,x) uma carta local em 2 e L € 2°(U), pela construcéo feita na
Subsecdo 2.1.2 temos que existe V' C U aberto contendo p tal que se f € C*(V), x(V) =

B(a,r,) e a =x(p), com

P+ Y 0@ ,(p). paa todo geV.

Assim,

f= (p)“‘z_j(ﬁ_fﬂj—@), para todo f € C™(p).

v = iv(ﬁ) (a%)p. (2.9)
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De maneira andloga ao feito para campos vetoriais (cf. Pdgina37), prova-se que o conjunto

{ (a%j) g=1,... ,N} ¢ L.I, sendo assim uma base de CT),(2.
p
Definicao 2.31. Definimos o fibrado tangente complexificado de €2 como sendo a unido disjunta

cra = | JcTa.

pES)

O préximo conceito € o de subfibrado tangente, o qual serd muito usado em nosso

estudo.

Definicio 2.32. Seja V), um subespago vetorial de CT),() para cada p € (). Dizemos que a unido

disjunta V = UpeQ V, é um subfibrado tangente, se as seguintes condigoes forem satisfeitas:
(i) dimV, = n, para todo p € €Q;

(ii) Dado py € Q, existem Uy aberto contendo py e campos vetoriais L1, ..., L, € Z (Up)
tais que V, = span{ Ly, ..., L,,} para cada p € Uj.

O espago vetorial V,, é chamado a fibra de V em p.

Para uma explanagio da defini¢dio acima, seja () = R? e considere

era-wn{ (2) (7))

Considerando as fibras V, = span { (a%)p} temos que as condicdes (i) e (ii) da defini¢do sao

satisfeitas. Agora se escolhermos V,, como abaixo:

o {(2) ) w00
oo (), emo <0

temos que a condicdo (i) da definicdo € satisfeita, porém a condi¢do (ii) ndo € satisfeita, o que

nos mostra uma decontinuidade em torno de qualquer ponto sobre o €ixo .

Definicao 2.33. Seja V um subfibrado tangente e W C () aberto. Uma segdo de V sobre W é
um elemento L de 2 (W) tal que L,, € V, para todo p € WV .

Intuitivamente, observe que cada se¢do € uma equacdo do sistema de equagdes que
queremos estudar.

Finalmente definiremos estrutura formalmente integravel.
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Definicao 2.34. Uma estrutura formalmente integrdvel sobre () é um subfibrado tangente V
que satisfaz a condi¢do involutiva ( ou de Frobenius): Se W C Q é aberto e L,M € 2 (W)

sdo secoes de V) sobre W entdo [L, M| é uma se¢do de V sobre W.

Definicao 2.35. Uma solucdo (cldssica) para a estrutura formalmente integrdvel ) sobre () é
uma fungédo v € CY(Q) tal que Lu = 0 para cada se¢do L de V definida em um subconjunto
aberto de ().

Exemplo 2.36. Seja 2 = R? e considere

eom{(2))

para todo p € R?. Temos que o subfibrado tangente V) € uma estrutura formalmente integravel.
De fato, pela Defini¢ao 2.34 basta verificarmos que V satisfaz a condi¢do de Frobenius. Assim,
sejam IV C R? aberto e L, M € 2 (W) se¢des de ) sobre W. Entdo

0 0
L:Cba—x € M:b%,

onde a,b € C*°(W). Logo,
(L, M](f) = L(M(f)) — M(L(f))
of of
- 1(5) v (o5)

_ L0 (00 _, 0 (0
= a5 (152) <3 (o50)

obof  9f  Badf . OFf

= a——+ab—5 —b——=— —ba—>
“ Oz O ta 0x? oz 0r o2
0b da\ 0
= (a% — ba_j;) a—:];, paratodo f € C(W).
Portanto, [L, M] = (a2 — b9%) 2 donde [L, M] é se¢dio de V sobre IV. Além disso, considere
a aplicagdo u : R? — R dada por u(p) = ¢ para todo p € R2. E claro que u € C"(R?). Como
g—z = 0, temos que u é solugdo cldssica para a estrutura formalmente integravel ) sobre R2.

Utilizaremos o préximo resultado na demonstragdo da proposi¢do subsequente.

Lema 2.37. Sejam U C ) aberto ndo vazio e Ly, ...,L, € Z (U). Se, para cadap € U, o
conjunto {Ly,, ..., Ly,} é L.I em CT,Q entdo o conjunto {L,...,L,} é LIem Z (U).

Demonstracdo. De fato, sejam f1, ..., f, € C°(U) tais que

ijLj = 0.
j=1
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Entao,
Z fi(p)Ljp =0
j=1

para todo p € U. Como {Lyy, ..., L,,} é LI temos que f;(p) = 0, paratodo j =1,...,ne

para todo p € U. Logo, f; = 0, paratodo j = 1,...,n, como queriamos.

Proposicao 2.38. Seja V uma estrutura formalmente integrdvel sobre () e fixe p € ). Con-

sidere uma carta local (U,x) com p € U e campos vetoriais Ly, ..., L, € 2 (U) tais que
{Ligs- -+ Lng} € uma base de V, para cada q € U. Entdo, existem cf € C>(U) com
Jyk,v=1,...,ntais que

(L L) =Y 4Ly, jk=1,...,n
v=1

Demonstragdo. Com efeito, como L; € 2 (U) para todo j = 1...,n, temos que existem

ajr € C>(U) tais que
N

L=t
P a e
j j
T 8J]k
7=1
Pelo Lema 2.37 temos que {L1, ..., L, } é L.I, assim, a matriz
ail;  asy Qn1
G12 A2 Qn2
AN AN -+ AnN

tem posto n e, apds uma reoordenacdo dos indices podemos dizer que a matriz

11 Ag1 -+ Apl
Q12 Qg2 -+ Gp2
A1p Q2n  **  App
é invertivel.
. Lol o) £ 00
Afirmamos que o conjunto {L1, ..., L,, Toer 5o~} € uma base para o C*°(U)-

modulo 2 (U). De fato, considere

A
pP= "
(B M)
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onde
11 Q21 - Qpl
Q12 A22 -+ Ap2
A= ,
A1n A2n - Apn,
A1n+1 A2n+1 °° Apntl
A1 n+2 A2n42 - Anpnt2
B =
aiN Ao N T anpN

e Id € a matriz identidade de ordem N — n. Note que P é a matriz dos coeficientes dos vetores

Ll,...,Ln,%H,...,% na base canonica de 2°(U). Como det(P) = det(A) # 0, P é
invertivel, donde { L1, ..., L,, aL’ ce ai} ¢ uma base para o C°(U)-médulo 2" (U).
Tn+1 TN

Agora, como para todo j,k = 1,...,n, L;, L, € Z (U) sdo secdes de V sobre U
e como V é uma estrutura formalmente integravel sobre €2, temos que [L;, Ly] € Z(U) e
[Lj, Li]q € V; paratodo ¢ € U. Assim, existem ¢ € C*(U), j,k=1,...,nev=1,...,N

tais que

n N P

v=1 v=n+1 v
Além disso, como para todo ¢ € U o conjunto { L1, ..., L,,} é base de V,, temos que
N
Y 9,
> ) (a—%> = 0.
v=n-+1 q

Como {(%)q;l/:nﬁ—l...,]\f} € L.I segue que % (q) = 0 para todo ¢ € U, j,k =
l,...,nev=n+1,...,N. Portanto, ¢}, =0,com j,k=1,...,nev=n+1,..., N, donde

vem que

Ly, L) =Y 4Ly, jk=1,...,n
v=1

2.3 FORMAS DIFERENCIAIS

Na presente secéo, definiremos o dual do C'*°(£2)-médulo 27(€2), que € o espago das
formas diferenciais € o dual do espago CT,(). Além disso, definiremos o diferencial de uma
func¢do C*°(Q2) e, de forma rdpida, estudaremos as formas diferencias de grau r e definiremos o

produto exterior de 1-formas.

Definicao 2.39. Denotaremos por N(2) o dual do C*(Q))-mddulo X (2) e chamaremos seus

elementos de formas diferenciais sobre ) de grau 1 ou 1-formas. Assim, uma 1-forma em ) é
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uma aplicagdo C™(Q)-linear w : & (Q) — C*(Q), ou seja, w(fL + M) = fw(L) + w(M)
para todo f € C*(Q) e para todo L, M € Z ().

Proposicio 2.40. Sejam w € N(Q), L € Z(2) e suponha que L se anula em um subconjunto

aberto V- C ). Entdo w(L) também se anula em V.

Demonstracdo. Sejap € V. Como V é aberto, existe um aberto basico U C () tal que p €

U C V. Considere a carta local (U,x) e g € C*(Q,R) talque 0 < g < 1, 9|y = 1e g|ye =0.

Afirmamos que L = (1 — g)L. Com efeito, dado ¢ € €2 temos que
se g € V, entdo [(1 — g)L](q) = (1 — g(q))0 = 0 = L(q),
eseq ¢ V. entio [(1 - g)L)(g) = (1 - 0)L(g) = L(q).
Portanto, L = (1 — g) L. Logo, como w é C'*°(Q2)-linear e g(p) = 1, segue que

w(L)(p) = wl(1 = g)LI(p) = (1 = 9)(p)w(L)(p) = (1 = g(p))w(L)(p) = 0.
Pela abitrariedade de p, temos que w(L) = 0em V. O

Exemplo 2.41. Seja ¢ € C*(R* R) tal que o(z,y) = 0, se ||(z,y)|| > R onde R > 0.
Considere L : C*(R?) — C*(R?) dada por L(f)(p) = ¢ (p)5L(p), para toda f € C=(R?).
Temos que L € 2 (R?), pois 2 € 2'(R?). Ainda se ||p|| > R, entdo ¢(p) = 0, logo L se
anula em ||p|| > R e, da Proposi¢do 2.40 temos que w(L) também se anula em ||p|| > R.

Como consequéncia da Proposicao 2.40 € possivel definir a restri¢do de uma 1-forma
w € N() sobre W C Q aberto ndo vazio. Tal consequéncia é o contetido da préxima observa-

¢ao.

Observacio 2.42. Dado w € 91(2) existe w|y € M(W) que torna o diagrama abaixo comuta-
tivo
Z () ——=C>=(Q)

| |

2 (W) = oo ().

De fato, sejam TV C (Q aberto ndo vazio e w € (). Defina para cada L € 2" (W)

wlw(L)(p) = w(L)(p),

onde L € & (Q) e L = L em alguma vizinhanca de p. Observe que w|w estd bem definida.
Com efeito, sejam L, M € 2" (W) tais que L = M. Considere p € W, w|w (L) (p) = w(L)(p)
e wlw(M)(p) = w(M)(p), onde L, M € 2 (Q) sio tais que L|y = L|y e M|y = M|y
com V e U vizinhangas de p. Entdo, (M — E)\Umv = 0. Da Proposi¢ao 2.40 temos que
[w(M — L)]juay = 0. Como p € U NV segue que w(M — L)(p) = 0, donde w(M)(p) =

w(L)(p). Além disso, ¢ facil verificar que w|y € MN(W) e que o diagrama é comutativo.
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Lema 2.43. Sejam w € N(QY), L € Z'(Q) e suponha que L, = 0. Entdo, w(L)(p) = 0.

Demonstragcdo. Seja (U, x) uma carta local em €2 e considere p € U. Dado Ly € 2 (U) temos

que
al 9
LU = Z LU (13])8—
7j=1
Logo, pela Observacao 2.42e pelo Exemplo 2.28 segue que

w(L)(p) = wlv(Lv)(p)

= wly (zN:LU ;i ;) p)
— ZLU z;)(p)wly (aij) (p)
— Z;Lp(ﬁ)wlu (6_%) (p) =0,

como queriamos. [

Definicio 2.44. Definimos CT;) como sendo o dual de CT,X) e o chamamos espago cotangente

complexo a ) em p.

Exemplo 2.45. A cada w € 91((2) associaremos um elemento w,, € CT; () dado por

wp(v) = w(L)(p),

onde L € Z(Q2) é tal que L, = v. Verifiquemos que w, estd bem definida e que ¢ linear. De
fato, sejam v, w € CT,(2 tais que v = w e considere L, M € 27 () tais que L, = ve M, = w.
Entdo, L, = M, donde (L — M), = 0. Assim, pelo Lema 2.43 temos que w(L — M)(p) = 0,
o que implica que w(L)(p) = w(M)(p), donde w, estd bem definida. Agora sejam A € Ce
v,w € CT,Q. Entdo \v + w = AL, + M, = (AL + M),. Disto,

wp(Av +w) = w(AL + M)(p) = Aw(L)(p) + w(M)(p) = Awp(v) + wy(w).

Logo, w), € linear.
Reciprocamente, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.46. Suponha que para cada p € () temos um elemento 7, € CT7() tal que p —
ny(L,) seja C>(2), para todo L € 2 (Q2). Entdo existe w € N((2) tal que w, = 1), para todo
p € . De fato, definaw : 27(Q) — C*(Q2) dada por
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para todo L € Z°(f2) e para todo p € ). Observe que como L € Z(2), por hipétese
temos w(L) € C*°(Q2). Ainda, w estd bem definida, pois 7, estd bem definida. Agora, dados
felC>Q)eL, M e Z(Q), temos que

w(fL+M)(p) =np((fL+M)p) = np(f(p)Lp+ Mp)
= f()np(Lp) + np(M,)
= [(p)w(L)(p) +w(M)(p)
= (fw(l)+w(M))(p), paratodo p €.

Portanto, w(fL + M) = fw(L) + w(M), o que implica que w é C'*°(2)-linear.

Seja (U, x) uma carta local em €2 com p € U. Paracada j = 1,..., N considere a
aplicagdo dx; : 2 (U) — C*(U) dada por

dx; i =0, paratodo j,k=1,...,N. (2.10)
aIk

De (2.6) e (2.10) temos que dz; € M(U), paratodo j = 1,..., N. Alémdisso, {dzy,...,dzx}

0 _0

é a base dual de {8—zl, e } e, para todo w € MN(U), temos que

al 0
w:Zw(a—%) d;, (2.11)

Jj=1

onde w <%) € C*(U). De fato, sejaw € M(U). Observe que dado L € 2 (U) temos, por
(2.6),

N
L=>) L ax 2.12)

j=1 J
onde L(z;) € C*(U), paratodo j = 1,...,N. Como dz;, ¢ C°°(U)-linear para todo k =
1,..., N, de (2.10) temos que

dzy, (L) = Z L(z;)dxy, (a%j) = Z L(z;)8; = L(xy). (2.13)

De (2.12) e (2.13) segue que

Portanto,
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Analogamente, temos que {dx1,, ..., dry,} C CT;Q € a base dual de

() o (5) J ecno

e que qualquer elemento 7 € CT7(2 pode ser escrito da forma

al 0
n=>» 17 (—) djp, (2.14)
=1 p

oz
; j

onden<£j> € Cparatodoj =1,..., N.
b . _ . .
A préxima proposicdo mostra que o espaco cotangente € o conjunto de todas as 1-

formas aplicada num ponto.
Proposi¢ao 2.47. CT Q) = {w,; w € N(Q)}.

Demonstragdo. Pelo Exemplo 2.45 segue que {wy;w € 9(2)} C CT;€2. Agora mostraremos
que CT>Q C {wp;w € N(Q)}, isto €, dado n € CT§2 mostraremos que existe w € I(12) tal

que 1 = wy. Assim, sejan € CT;€). Entdo existem «y, ..., ay € C tais que

N
n= Z o, da .
j=1

Considere uma carta local (U,x) em Qcomp € Ue p € C®(Q) tal que, 0 < o < 1, p(p) =1
e ¢|ye = 0. Defina, w : Z°(2) — C*°(2) por

w(L)(q) = ¢(q) Z%’d%(L)(Q), LeZ(Q),qe

Veja que w estd bem definida, pois dados L, M € Z7(2) tais que L = M, temos que para todo
q €, L(z;)(q) = M(x;)(q), o que implica dz;(L)(q) = dx;(M)(q), por (2.13). Agora, dado
f € C>®(R) temos

wfL+M)(q) = ¢(q)Y_ ajd;(fL+ M)(q)

J=1

=z
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Portanto, w € 91(£2) e, dado v = L, € CT;Q2 temos

wy(v) = w(L)(p) = Z ajdz;(L)(p) = Z ajdrg,(v) = n(v).

Logo, n = w,, como queriamos. [
Agora definiremos o diferencial de uma fung¢do C'*°(£2).

Definicdo 2.48. Dado [ € C*(0)) definamos df : Z () — C>(Q) pela férmula
(L) = L(f), Le2(Q) @.15)

Observacdo 2.49. Vale que df € (). De fato, observe primeiramente que df estd bem
definida, pois L estd bem definido. Agora, sejam L, M € Z°(Q2) e g € C*°(Q2). Entio,

df (gL + M) = (gL + M)(f) = gL(f) + M(f) = gdf (L) + df (M),
0 que prova a observagao.

Proposicao 2.50. Se f é constante entdo df = 0.

Demonstracdo. Seja f uma fungdo constante e tome L € 2°(Q2) qualquer. Entdo, pela Propo-
si¢do 2.16 temos que L(f) = 0. Logo, df (L) = L(f) = 0. Pela arbitrariedade de L, segue que
df = 0. O

A partir de (2.11), obtemos a representacdo usual em coordenadas locais

N

N
0
df = de <3_:13]) dej = a—gjjdxj. (2.16)
Jj=1 j=1

Faremos agora uma breve pausa para estudarmos as formas diferenciais de grau r, as

quais generalizam as 1-formas. Além disso, definiremos o produto exterior de 1-formas.

Seja (U, x) uma carta local em € e recordemos que {dz1,...,dxy} C N(U) é a base
dual do conjunto {a%l, cee %}, o qual é a base do C*°(U)-médulo 2" (U). Considere o
conjunto [ = {i; < ...<i,} C {1,2,..., N} e escrevamos

dl’] = d[L‘il VANIAN dl’ZT

Dada uma lista de r campos L1, ..., L, € 2 (U), os quais podem ser escritos da forma

N
szaij%7 1 S] S r,

=1
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e denotando por A a matriz N x r, cujas entradas sdo as fungdes suaves a;;, podemos definir a
aplicacdo dzy : 2 (U)" — C>=(U) por

dl’[(Ll, o 7L7~) = det(A[),

onde A; é a matriz r X r obtida de A selecionando as linhas cujos indices pertencem ao conjunto
1.

Definicao 2.51. Uma forma diferencial w de grau r, ou simplesmente uma r-forma, é a combi-

w = Z adzxy,

aceC>®

onde I ={i; <...<i,}C{Ll,2,...,N}edegdzx; =r.

nagdo linear

Notagdo 2.52. Denotamos o conjunto das r-formas por A, e convencionaremos que as fungdes

definidas em U sdo formas de grau 0.

Dessa forma, considere a aplicagdo A : 9(U)" — A, dada na base por

0 se i, = 1,4, paraalgum p e g;
A(dl‘il,...,dl'ir) = ’ P @ 7
o(iy,...,iy)dxy, caso contrdrio.
onde o(iy,...,i.) é o sinal da permutagdo 1 — iy,...,r —> 4,. A aplicacdo A é cha-

mada de produto exterior e € uma extensdo do simbolo A. Portanto, utilizaremos a conveng¢ao
A(d!L‘il, . 7dwi7-) = dl’z‘l VANPIRAWAN df]fz7

2.3.1 Fibrados e Subfibrados Cotangente

Nesta subsec¢ao, definiremos fibrado cotangente complexificado, subfibrado cotangente
e o ortogonal de um subfibrado tangente, o qual é um subfibrado cotangente, a fim de nas
secOes posteriores definirmos estrutura localmente integravel. Ao final da subsecao, veremos a

defini¢do de conjugado complexo dos conceitos estudados até entdo.

Definicao 2.53. Definimos o fibrado cotangente complexificado de ) como sendo a unido dis-
junta
cro =T
peQ
Definicdo 2.54. Seja W, um subespago vetorial de CT;() para cada p € ). Dizemos que a

unido disjunta VW = UpEQ W, é um subfibrado cotangente, se as seguintes condigbes forem

satisfeitas:

(i) dim W, = m, para todo p € §2;



51

(ii) Dado py € Q, existem Uy aberto contendo py e 1-formas wy, . ..,wy, € N(Uy) tais que
W, = span{wiy, . . . ,Wmyp } para cada p € U,.
O espago vetorial WV, é chamado a fibra de )V em p.
Proposicio 2.55. SejaV =

e Vp um subfibrado tangente e considere o conjunto

Vo ={AeCT;UuA=0 em V,}

para cada p € Q). Entdo V*+ = UPGQ VpL é um subfibrado cotangente m-dimensional, onde

m=N —n.

Demonstragdo. Vamos primeiramente verificar que VpL C CT7€) € um subespago vetorial m-

dimensional, para cada p € ). Assim, sejam Ay, Ay € VpL e« € C, entdo
(a1 + A2)(v) = al(v) + Aa(v) =a-04+0=0, v eV,

Logo, aA; + A2 € V-, donde V,- é subespaco vetorial de CT;€2. Agora, dado {vip, ..., Unp}
uma base para V,, existem v,i1,,...,0n, € CI, tais que {vyp,...,vn,} € uma base de
CT,2. Considere {u1y,...,un,} a base dual de {vy,,...,vn,}. Entdo, dado u € VpL temos

que u(vj,) =0,7=1,...,n,eu € CT;2. Assim,

n N
E :u Vjp)Ujp + E w(vjp)ujp = E u(vjp)jp
7=1 j=n+1 Jj=n+1
L_ - 5
e, portanto, V- = span{uy,1p; - - -, unpy. Como o conjunto {ty, 1p, - . ., unp} € L.L, segue que

VpL ¢ um espaco vetorial de dimensdo N —n = m.

Por fim, resta verificar o segundo item da defini¢do 2.54. Para isto, seja py € {2. Como
Y = UpGQ V, é um subfibrado tangente, existem U, C (2 aberto contendo py e L4,...,L, €
2 (Up) tais que {Lyp,...,Ly,} € uma base de V, para cada p € U,. Considere a carta local
(Up,x). Como Ly, ..., L, € Z(Up) temos que paratodo j =1,...,nek =1,..., N existem
ajr € C=(Up) tais que

Y9
Lj = Zajkg—xk.
j=1

Como para cada p € Uj o conjunto {Ly,, ..., L,,} é LI, temos em particular que a matriz
ai(po) az1(po) -+ am(po)
a1a(po)  az2(po) -+ ana(po)

a1N(p0) CLQN(]?O) anN(Po)
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tem posto n e, que apds uma reoordenacao dos indices, a matriz

a11(p0) am(po) T Gna (Po)
12 (po) a22(P0) Tt Gp2 (Po)
A1n (pO) Aon (p(]) T Qpn (p0>

possui determinante diferente de zero. Diminuindo a vizinhanga U, em torno de pg, se necessa-

rio, podemos assumir que a matriz

an(P) a21(p) T anl(P)
a12(p) a22 (p) Tt Ap2 (p)
a1n(p) a2.(p) -+ Ann(p)

¢ invertivel em U,.

Seja (bjk)jk=1,. n ainversade (a;i);jr=1..n, onde by, € C(Up), isto &,

ZGU(]?) Zbl] p)a;r(p) = O, pely, LEk=1...,n
=1

Considere

:ibjl/[’l/? jzl,n
v=1

Como a matriz (b;,(p));,=1,..» € invertivel para todo p € Uy, temos que {Llp, L} éuma

base para V,. Além disso,
L = ibj,,Ly
zg%zma
¥ (Z b) o

k=1

_ Z(VZbyayk> 5o T Z (Zbuam>—

k=n+1 v=1

= 8xj+ Z (ijyayk>a—xk j=1,...,n.

k=n+1 \v=1
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Definindo .
cjk:ijyay(Hn) j=1....n, k=1,....N—n

temos que c;;, sao suaves em U e,

Agora defina
n
wl:d$n+l—207lda:w l=1,...,m.
v=1
Observe que w; € MN(Up), paratodo | = 1,...,m. Mostraremos que {wyp, . .., Wy} C VpLe
que este conjunto é L.I para todo p € Uy, pois assim teremos que VpL = span{wip, - . ., Wmp }
para todo p € U,. Com efeito,
Wlp(Lg'p) = dxnp(L Z cyi(p)dqy(L )

0 0
= danrlp (_> + chk dxn+lp (axk+ )
n/p
“ 0
- Cvl dxw + Z Cir(p)dyy Dtrr
n/p

= ¢lp) - Cvl(mdmw (8%] ) sz(p)icg'k(p)dmp (L)p

v=1
= cu(p) — culp)

paratodo !l = 1,....me j = 1,...,n. Como {L Lip} ¢ base de V,, temos que

Ipr -+
{wip, -« ywWmp} C VPL. Ainda, sejam vy, . . ., Quy, € C tais que

m
§ AppWip = 07
=1

onde p € U é fixo. Logo, paratodo 7 =1,...,m,

Z QpWip ( ) =0.
n+j
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Por outro lado,

; QrpWip (ax—nﬂ>p = ; iy (axnﬂ)p - Z Qip Z Ci(p)dy (a—>p = Qjp

‘T .
=1 y=1 ntj

paratodo j = 1,...,m. Portanto, oj,, = 0, j = 1,...,m, donde vem que {wyy, ..., wn,} € LI

para todo p € Uy, como queriamos. [

Observacio 2.56. A reciproca da proposicdo anterior também é vilida, isto &, se V* é um
subfibrado cotangente, entdo VV é um subfibrado tangente. De fato, primeiramente vejamos
que V,, C CT,Q) é um subespaco vetorial n-dimensional, para cada p € (). Para isto, sejam

ay, 00 € V, e A € C. Entdo para todo u € Vpl, temos que
u(Aon + a2) = Aufan) +u(az) =A-0+0=0,

donde Aoy + a2 € V,. Logo, V, € subespago de CT,(2. Agora seja {vyp, ..., Uy} uma base

para V.-, entdo existem Um41,p, ..., Unp tais que {vip, ..., vn,} € base de CT;Q2. Considere
{u1p, ..., un,} uma base de CT,(2, assim, v;,(u;,) = dj;, para todo 7,7 = 1,..., N. Ainda,
dado u € V,, temos que u € CT,(). Logo, existem vy, ..., ay € C tais que

N
U = E O Ugp.
i=1

Dessa forma, paracada k = 1,...,m temos que

N m N

0 =vgy(u) = > wonyluy) = > awoyluy) + Y civgy(uy) = o

i=1 i=1 i=m+1

Portanto,
N
U= E QiUip,
i=m+1

donde V, = span{um+1p,-..,Unp} €, como este conjunto é L.I segue que V, € um espago

vetorial de dimensdo N —m = n. A demonstracdo do segundo item da definicdo 2.32 € anéloga
ao feito na Proposi¢ao 2.55, isto €, como Yt = UpEQ V]j € um subfibrado cotangente, existem
Uy C 2 aberto contendo pg e wy, . .. ,wy,, € N(Up) tais que {wyp, . .., wm,} € uma base de VpL
para cada p € Uj. Considere a carta local (U, x). Como wy, .. .,w, € M(Uy) temos que para

todoj=1,....mek=1,..., N existem aj, € C*(U)) tais que

N
wj = g a;rdmy.
Jj=1
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Logo, basta considerarmos
m
f_ -
w; = bjywy, j=1,...,m,
v=1

2 . . f # ,
onde (bjk)jk=1,..m» € ainversa de (a;i);r=1,.,m- Assim, obteremos que {w},, ..., w;, } € uma

----------

base de VpL e que

n
wg. :dxj+chkd:vk+m, j=1...,m,

k=1
onde, ¢, = Z,T/n:1 bjvayktm,» 7 = 1,...,me k = 1,...,n. Por fim, tomando os campos
vetoriais .
0 0
Ll: — Cyig— l=1,...,n
8xm+l ; a([;,y ’ ) )
temos que V, = span{Liy, ..., Ly,}, para todo p € U, concluindo a demonstragdo.

Notagdo 2.57. Se V for uma estrutura formalmente integravel sobre {2 de dimensdo NV, denota-
remos o subfibrado V* por 7”. Além disso, n sempre denotard o postode Vem = N —n o

posto de 1.

Além disso, usaremos as seguintes notacoes:

1,00 = {ve CT,); véreal};
10 = {§e€CT;; £ éreal};

0 = (T,
peEN

™o = (JTe
peN

Vejamos agora as defini¢des de conjugado complexo de elementos nos espagos 2 (£2),
C>(p), CT,Q, CT,Qe MN(Q).

Defini¢ao 2.58. Dado L € 2 (S2), seu conjugado complexo é o campo vetorial L € 2 ()
definido por

L(f)=L(f), [feC®Q). (2.17)

Além disso, dizemos que L é um campo vetorial real se L = L.

Observacio 2.59. Dado L € 2°(Q2) temos que L é real se, e somente se, L(C*°(Q,R)) C
C>(2,R). De fato, seja g € L(C*(92,R)). Entdo, existe h € C*(Q,R) tal que g = L(h).

Queremos mostrar que g € C* (€2, R), isto é, g(p) = g(p), para todo p € 2. Assim, seja p € (.
Logo, por (2.17) e pela hipétese temos que

9(p) = L(h)(p) = L((h)(p)) = L(h)(p) = g(p).
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Portanto, L(C*(£2,R)) € C*>(Q,R). Reciprocamente, seja f € C*°(£2,R). Por hipétese,
temos que L(f) € C*(£2, R). Disto e por (2.17) segue que

L(f) = L(f) = L(f) = L(}),
para toda f € C*(Q,R). Logo, L = L, o que conclui a demonstragio.
Defini¢ao 2.60. Dado f € C*(p) seu conjugado complexo é o elemento z € C™(p), isto ¢,
[ ={9€C®Q); [ ~g}

Definicio 2.61. Dado v € CIT,(}, seu conjugado complexo é o vetor tangente v € CT, )
definido por

o(f) =v(f), feC=(p). (2.18)

Além disso, dizemos que v é um vetor tangente real se v = 7.

Defini¢iio 2.62. Dado n € CT;€), seu conjugado complexo é o elemento 1 € CT () definido
por
n(v) = n(v), v € CT,. (2.19)

Além disso, dizemos que 1) é real se n = 7).

Definicio 2.63. Dado w € N(N), seu conjugado complexo é a 1-formaw € N(Y) definida por

W(L) = w(L), LeZ(0). (2.20)

Além disso, dizemos que w é uma 1-forma real se w = w.

Observacao 2.64. Dado um subespaco V,, C CT,(2 definimos seu conjugado complexo por
V,={veCT,Q; ve,}. (2.21)

Assim, se V = |

P =L o7 o = .
tangente. Além disso, V© = V1. De fato, primeiramente provemos que V,, ¢ um subespago de

V), é um subfibrado tangente, entdo V = | J _, V,, também é um subfibrado

pEQ peEQ)

CT, 2. Assim, sejam vy, Vs € Vp e o € C. Entdo, 11,7, € CT,( tais que vy, v2 € V,. Assim,
vy + v = aty + U € CT,Q0 e v +vy €V,

pois CT,{2 e V, sdo espagos vetoriais. Logo, a; + Uy € V,, donde V,, é um subespaco vetorial
de CT),<.

Agora, como V € um subfibrado tangente, sabemos que dim), = n para todo p € ()
e, que dado py € (2, existem uma vizinhanga Uy de py e Ly, ..., L, € 2 (Up) tais que V, =
span{Li,, ..., Ly}, para todo p € Uy. Como Ly,...,L, € Z (Up), considere o conjunto
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{Li,...,Lyy} C V, e mostremos que V, = span{Ly,,... _np} para todo p € Uy. Com

efeito, sejau € V,, entdo u € V,. Logo, existem a, € C,i = 1,...,n, tais que

n
u = ZaipLipa pE U().
=1

Assim,

- E O-/zp ip — azp ip)

donde, V,, = span{Liy, ..., Ly}, para todo p € Uy. Além disso, o conjunto {Lyp, . .., Ly} €

L.I para todo p € Uy, pois caso contrario existiria p € Uy tal que, sem perda de generalidade,

zlﬁ = )\2f)ZQﬁ + ...+ )\nﬁfnf, = )\_QﬁLQﬁ 4+ ...+ )‘_nﬁLni)

Logo,
Lis = AopLlog + ... + AL

o que é um absurdo, pois { L1, ..., Ln,} é LI para todo p € Uj. Portanto, dimV, = n para
todo p € Uy. Por fim, provemos que VL = VL. Para isto, é suficiente provar que VPL = V_pi,
para algum p € (). Assim, seja A € Vpl. Entdo, \(v) = 0 para todo 7 € V,, isto é, para
todo v € V,. Logo, A(v) = A(@) = 0 = 0 para todo v € V,, o que implica que \ € V_pl.
Reciprocamente, seja A € Vpi. Entdo, \ € Vpl, isto é, X(U) = (0 para todo v € V,. Assim,
A©) = Tv) = 0 = 0, para todo v € V,, ou seja, para todo T € Vp. Portanto, \ € V_pL, como

queriamos.

2.4 O TEOREMA DE FROBENIUS

Seja (2 uma variedade diferencidvel /NV-dimensional e tome um sistema de coordenadas
locais em €2. O Teorema de Frobenius nos permite, sob algumas hipéteses, determinar um novo
sistema de coordenadas locais em 2, de forma que podemos representar de maneira simplificada

um campo vetorial real. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 2.65. Sejam ) = R? uma variedade diferenciavel, x = (1, z») um sistema de coor-
denadas locais em (2, onde x(s, t) = (s,t) com (s,t) € R?, e (u, v) as coordenadas euclidianas.

Considere o campo vetorial real

9 .9
8:701 81'2‘

Vamos determinar um sistema de coordenadas locais ¥, ¥ tais que

I —

0
L=—.
Iy
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Considere o seguinte problema de Cauchy inverso

(

Oxry __

|

oz

Oz _ q

o (2.22)
$1<O, y2) = 0
\$2(O,y2) = Yo

Temos que z1(y1,%2) = 1 € 22(y1,%2) = ¥1 + y2 € a unica solugdo do problema (2.22).
Invertendo a solug¢do do problema encontramos o sistema Y1, Y2, OU seja, yi(x1,xs) = x1 €

Yo (1, x2) = x9 — 1. Agora verifiquemos que a + = am = 8%1. De fato, seja f € C*(, R).

1

Entao,
0 O(foy! O(foy! O(foy!
a—i(n q) = {% OY} (P q) = %(ym q) = %(nq —p). (2.23)
Mas, (f oy Y (u,v) = f(y *(u,v)) = f(u,u + v) donde,
O(foy™? 0
WY Vi) = Huutn
0 0 0 0
= a—i(u u+ )8Z+8f( LU+ ) (ual—v)
= %(u,u#—v) + %(u,u + ).
Logo, voltando em (2.23) temos que
9, I(foy! 0 9,
a—i(p, q) = %(n q—p) = a—f(p, q) + a—f(p, q)- (2.24)
Por outro lado,
of of _ fOo(fox7) I(fox7!)
81:1( t)+a—x2( ) = {Tox} (s,t) + {Tox} (s,1)
O(fox ! oX
= AL o )+ AL v )
o x—1 o x—1
_ (faux )( 1)+ a(favx )(S,t) (2.25)

Mas, (f ox Y (u,v) = f(x 1 (u,v)) = f(u,v), o que implica que

0 O(fox! 0
a—i(u,v) e %(u,v):a—i(u,v).

ofox)
T ow Y=
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Voltando em (2.25) temos que

af af of af

a—m(s,t)+a_%(87t) = %<S,t)+%(87t) (226)
De (2.24) e (2.26), vem que
OF (oo O (o ooy oy, OF
a_:lh('s?t) - au(s7t) + av (S7t) - al'l (s7t) + 8(]32 (S,t),

como queriamos.

Proposicao 2.66. Considere um campo vetorial real L € 2 (U), onde U é uma vizinhanca da
origem em RY e, suponha que L # 0. Entdo existem coordenadas locais vy, . .. ,yy definidas

numa vizinhanga da origem em RY tal que

Demonstracdo. Seja L € 2" (U) um campo vetorial real. Assim,

A
L=) a5
=1 !

onde a; € C*(U,R) paratodo j = 1,...,N. Como L # 0 temos que existe p € R¥ tal que
L, # 0. Assim, a;(p) # 0 para algum j = 1,..., N. Defina o sistema de coordenadas locais

Y1 = x; — xj(p), y2 = 2 — 22(p), y3 = ¥3 — 23(p),..., Y; = ¥1 — x1(p). Entdo podemos
dizer que a;(0) # 0. Considere o seguinte problema de Cauchy

_:aj,flfl,...,ZL‘N)’ ]:17’N
x1(07y27"'7yN) =0 (227)
z;(0,y2,...,yn) =5, Jj=2,...,N.

Tomando a matriz

Oz Owmy ., Om
dy1  Oy2 dyn al(‘rlv e 7IN) 0
Ozy  Owy Oxy

A= oyr  Oy2 dyn o az(xy,...,on) 1

o . . . . - 9
Ozy  Odzy ., Oan o
oy y2 Oyn (ZN(JIl, s 7xN> 0 1
temos que det A = ay(zy,...,2xy). Ainda, como a;(0) # 0 e a; € continua, existe uma

vizinhanca V' de 0 tal que a; # 0 em V, isto €, det A # 0 em V. Portanto, o problema (2.27)

possui uma unica solucdo em V. Além disso, pelo Teorema da Funcdo Inversa a aplicagao
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(y1,--.,yn) — (x1,...,2y) é um difeomorfismo suave na origem. Portanto,

]

Corolario 2.67. Considere L € 2 (U) real, onde U é uma vizinhanga da origem em R e
suponha que L # 0. Entdo existe uma coordenada local y definida numa vizinhanga da origem

tal que
d

L=—.
dy

Demonstragdo. Seja L = a%, onde a € C*(U,R). Como L # 0, existe p € R tal que L,, # 0,
o que implica, que a(p) # 0. Tomando o seguinte sistema de coordenadas locais y = x — z(p),

temos que neste novo sistema p = 0, isto é, a(0) # 0. Considere o seguinte PVI

dr _
a = @) (2.28)
z(0) = 0.

Como a € C*°(U,R) temos que o sistema (2.28) possui uma tdnica solugdo = € U ndo nula,
pois caso contrario, a(0) = 0 e = ndo seria homeomorfismo. Além disso, pelo Teorema da

Funcao Inversa a aplicagdo y — x € um difeomorfismo suave na origem. Portanto,

d dr d d
L=a0—=——=—.
de dydr dy

]

A generalizacdo da Proposi¢ao 2.66 a n campos vetoriais € o classico Teorema de

Frobenius:

Teorema 2.68. Sejam Ly, ..., L, campos vetoriais reais, linearmente independentes, defini-

dos em uma vizinhanca V da origem de R™. Suponha que o subfibrado V de CTV gerado

por Ly, ..., L, seja uma estrutura formalmente integrdvel. Entdo existem coordenadas locais
. . . . . P o b
Y1, .-, YN definidas em uma vizinhanga da origem, tais que V é gerado por Byt B

A demonstragdo deste teorema foi baseada em [16].

Demonstragdo. Provaremos por indugdo sobre N. Se N = 1, temos que n = 1, poisn < N
e, assim este caso segue diretamente do Coroldrio 2.67. Agora, suponha que o resultado vale
para N — 1 e, sejam Ly,..., L, campos vetoriais reais, L.I, definidos em uma vizinhanga V'
da origem de R", sendo que o subfibrado V de CT'V gerado por Ly, ..., L, é uma estrurtura

formalmente integrdvel. Como Ly, ..., L, sdo L.I, temos que L; # 0, paratodo j = 1,...,n.



61

Aplicando o procedimento descrito na Proposi¢do 2.66 e, diminuindo a vizinhanca de V' se

necessario, existe um difeomorfismo x : V' — x(V') com x(0) = 0, tal que

N

d 0
Ly=-— Lj=)Y_ i=2,...,n.

Ail.——
j y
T T
0y = 7 Oy,

Defina, L§ = Ly e L} = L; — a;1 Ly, j = 2,...,n. Note que,

ZN ) ) 3 )
j a]k al’k a]l (93:1 £ a]k axka J 3 ,

isto €, Lg nao envolve diferenciacdo na varidvel x;. Ainda, para cada p € V' temos

Li, L, €V, =span{Lip, ..., Lny} (2.29)
Lt = Lj—aj(p)Ly, € V, = span{Lyp, ..., Ly} j=2,...,n (2.30)

esea,...,q, € Csio tais que
n
P _

Z Oéijp = O

j=1
temos que,

n
Ll +Y oLk, =0.
=2

Disto, e de (2.29) e (2.30) obtemos

(Ckl — Z@jajl(p)> Llp + Z Oéijp = 0.
j=2 j=2

Como { Ly, ..., Ly} ¢ LI, temos que a; = O paratodo j =2,...,ne

ar =) aja;(p) =0.
=2

Logo, {LL,7 ..., L%} €V, éLlparatodop € V, donde V, = span{Lgp, ..., L%} para todo
peV.
Como o subfibrado V de CT'V € uma estrutura formalmente integravel, segue da Pro-

posigdo 2.38 que existem ¢}, € C*°(V) tais que

n

(L L5 =)y Ly, jk=1,...,n

v=1
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Observe que para j, k = 1,...,n temos que
dei[L4 L] = day | ¢l iJric”. ia ki
e 7 0y v—2 " k=2 " Oy
0 - - 0
— Al __ v _—
= cjkdazl <8x1) + VZ:; Cik kz; auRdry (axk)

Por outro lado,

day (L5, IE] = dxli[Lg,Li](%) ( &i) :i[Lﬁ,Li](:c,,)dxl (ai)

v=1 v=1

AN A
= [L27Li]($1) = LE (Z aku%lj) — L’; (Z CL]'V%.CIH) =0.
v=2 v v=2

v

Dessa forma, lek = (0, paratodo j,k = 1,...,n e, consequentemente,

n

(L LE) =)y Ly, jk=1,...,n

v=2

Agora, como x(V) é um aberto de RY que contém a origem, temos que existe § > 0
tal que By~ (0,6) C x(V).Considere W = Brn-1(0,0) € RY~!. Assim, W € uma variedade
diferencidvel de dimensdao N — 1. Além disso, diminuindo a vizinhanca de V', se necessdrio,
podemos supor que Br~ (0,6) = x(V).

Dado L € 2°(V), definamos Ly € 27 (U), onde U = x(V') C RY € aberto, por

Ly: C*U) — C*(U)
g — Ly(g) = L(gox)ox 1. (2.31)

Observe que Ly estd bem definida, pois dados g1, g, € C°(U) tais que g; = ¢» temos que,

g10X = g»0X, o que implica, que L(g; 0x) = L(go0X). Logo, L(giox)ox ! = L(goox)ox 1.

Ainda,

Ly(Agi +92) = L[(Agi+g2)ox]ox"

= Ll(Mgiox) + (g20x)] ox
= [\L(giox) + L(gzox)]ox"
= AM(giox)ox '+ L(gz0X)0ox"

1

1

= ALy(g1) + Ly(g2), paratodo A € Cegi,g0 € C*(U)
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isto €, Ly € linear sobre C e,

Ly(g192) = L[(g192) ox]ox"

= L[(g1 ox)(g2 o x)] o x~

= [(g10x)L(g20x) + (g2 ©X)L(g1 0 X)] o X

1

1
= g1L(g20%x) ox ' + g2 L(g1 0X) 0 X~
= ¢1Lu(g2) + 92Lu(g1), paratodo g, g, € C(U).

Portanto, Ly € 2°(U).
Agora, dado L € Z'(U), definiremos L|y € 2 (W). Para isto, dada f € C(W),
defina

f: U —C
(t,q) — ft,q) = f(a), (2.32)

onde t € R. Veja que f € C°(U). De fato, basta observar que f(t,q) = f o T(t,q) = f(q).

onde

T : U — W
(t,q) —T(t,q) =q

¢ uma tranformacao linear. Como f e 7' sdo suaves temos que f € suave. Assim, definamos

Llw(f)(q) = L(f)(0,q), (2.33)

para todo f € C°(WW) e para todo ¢ € W. Observe que L|yy estd bem definida, pois dados

f.g € C=(W) tais que f = g temos que, f(q) = g(q). o que implica, que f(0,q) = §(0, q),
donde L(f)(O,q) = L(g)(0,q). Ainda, dados fi, fo € C*(WW) e a € C, temos que filt,q) =

filg) e fa(t,q) = fo(q). Assim, (ofs + f2)(q) = (afi + f2)(t, @) e (fifo) (@) = (fif2)(t, q).
Logo,

Llw(afi+f2)(q) = L(af1+f2)(0, q) = aL(fl)(()» Q)+L(f2)(0, q) = aLlw(fi)(@)+Llw(f2)(q),

€

Liw(fif2)(q) = L(]ElfQ)((),CJ)
= f1(0>Q)L(f2)(OaQ) + f2(O7Q)L(f1)(OaQ)
= file)Llw(f2)(q) + f2(q) Llw(f1)(q)

para todo ¢ € W. Portanto, L|y € 2 (W).
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Como Lg e Z'(V), temos que (Lg)U|W € Z'(W). Assim, definamos os campos
vetoriais reais M, = (Lg-)U\W € Z' (W), paracada j = 2,...,n. Dessa forma, dado f €
C*(W)eqe W

M) = (E)u(f0.0) = (L(Fox) ox 1) (0,0)

onde
v: W —U
¢ — ¥(q) =(0,9). (2.34)
Assim,
Y 9
Mj: (ajkoxflozﬂ) <a—> ‘W, j:2,,n
— Tk /U
k=2
Verifiquemos agora que o conjunto { My, ..., M,,} é L1, para todo ¢ € W. Para isto, sejam
Bay ..., B € Ctais que
Z BiM;, =0, paratodoq € W. (2.35)
j=2

Dado p = (pa,...,pn) € W, definamos p = x1(0,p) € V e, dado f € C>(V) definamos
f e (W) por f(q) = (f ox1)(0,q) = f(q), para todo ¢ € W. Observe que, para todo
felC=®V)ej=2,...,ntemos

"9 = O~ Of

aji a@) (f)(p) = ;ajk(p) D (p) = ; a;i(P) e (p)-

~

Mas, de (2.32) f(p) = f(0, p). Entdo,

B0 = S and)g 0.0 =3 anm) X D x) = 3 ann L0
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Por outro lado, de (2.31) e (2.33) temos que

M;(H)p) = (L)ulw(H D) = (E)u()(0,p) = LE(f o x)(x1(0,p)). (2.36)

Portanto,
L)) = Lﬂ(fOX)( ) = L”(fOX)( ~10,p) = M;(f)(p)-

Disto e de (2.35), temos que para todo f € C*°(p)

2L =3 BLi() Z BM(D ) = 3 B M) = 0.
j=2 j=2 =2
Assim,
Sty =0
€ como {Llp, . ,Liﬁ} ¢ LI, pois p € V, temos que 3; = 0 para todo j = 2,...,n. Logo,
{May, ..., M,,}éLI, paratodo g € W. Consequentemente, do Lema 2.37 temos que { Mo, ..., M, }
¢ L.I

Definindo V; = span{ My, ..., My,,} paratodo ¢ € W, temos que

= Jy,ccrw
qEW
¢ um subfibrado tangente. Iremos provar agora que V'’ é uma estrutura formalmente integravel.
Assim, paracada j, k = 2, ..., n, sejam M;, M, € Z (W) secdes de V' sobre V. Mostraremos
que [M;, My, € V;, paratodo g € W.
Afirmagao 1: [My, My] = 377 (chox T o))M,, j,k=2,...,n
Com efeito, dados f € C°(W) e g € W temos que

(%, Lilulw(£)(g) = (Zc;kbi) rw<f><q>=<2c;km> (F)(0,0)

v=2
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paratodo f € C®°(W)eq € W. Assim,

n

[Lg’LlﬂC]U|W:Z(C?kOX_IO¢>MV7 j7k:27“'7n'

v=2

Para concluirmos a afirmacgdo resta provarmos que
(L%, LiJulw = [M;, My],  j.k=2,...,n.
Para isto, sejam f € C®°(W),q e Wej k=2, ... ,n. Assim,

[Lﬁ»,Li]Ulw(f)(q) = [Lﬁwﬂ?c]u(f)((lq)
= {18 Li](fox) } (x1(0.9))
= LHLA(F o x)(x(0,0)) — LL(EE(F 0 X)(x(0,9)).

Pela representacao local dos campos vetoriais complexos, temos que

7 ol (D) = I (Zakya%;y"))(x1<o,q>>—Li (Zaﬂa%;l"))(xl(o,q))

Agora pela regra do produto, vem que

(D = (3 aZelUe® M) (x1(0, )

ajy —=—— tajag
— " 0x; Oz, T Ox0,

D S el M) (x1(0,4))

Qe Qi1
— ox, Ox Y 02,01,

— Z ajy (?;lu a(ngVX)> (x1(0,9)) — (Z ak"gij: 0(2“;)()) (x40, q))
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Disto e de (2.31) e (2.33) obtemos

lado,

Novamente, pela regra do produto, temos

|
M ~—— ~ ~—— »
o o o
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Dessa forma, provando que

Oay, 0
o0~ (3) o9
paratodo [,k = 2,...,n, teremos o desejado.

Assim, denotando g(q) = (ag, o x ! 0)(q), com ¢ € W, temos que

(%) w(9)(a) = (ai) @0.0= (257 ox 1) 0.0 = L 0.0

Mas, como g € C°(WW), pois é composic¢do de fungdes suaves, temos de (2.32) que §(0,q) =
9(q). Logo,

(ai) w(o)@) = 52(a)

_ Oag ox' o))
= o5 (q)

iy (@ 0 X 0 w)(a + her) — (a, 0x "t 0 0)(a)
h—0 h

Mas por (2.34) temos que

¢(Q+h61) = (O7q+h€l) - (an) +h<076l> € 1/}<Q) - (07Q)
Dessa forma,

( 0 )U lw(g)(¢) = lim (aky 0 x~1)((0, q) + h(0, e1)) — (ary 0 x~1)(0, q)

8_xl h—0 h

d(ay, ox 1)

= E)—xl(O’Q)

-1
= a(c%’a—;:l)() oxox (0,q)

8a,w

_ -1
— S ox o u(g)

o que conclui a afirmagdo 1.
Portanto,

n

(M, Mg = (cox o) (q)M,, €V,

v=2
para todo ¢ € W, donde V' é uma estrutura formalmente integravel. Aplicando a hipétese de

indugdo, temos que existem coordenadas locais ws, ..., wy definidas em uma vizinhanca da
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origem de RN~ tais que

, 0 0
V, = span{(a—wz>q,..., (awn>q}, paratodo q € W.

Em particular, w : W — w(W) C RY~! ¢ um difeomorfismo. Defina,

n: U —nU)
q '—>77(Q) = <q1>w2(QQ,-..,QN),---,'LUN(QQ,---,QN))-

Assim,
om 0 9
g%(CJ) g—Z;(q) %qi;(q) 1 80 80
PRI Iy (U CURREE 7 O I U U )
) Gale) - Fx(g) 0 Qe ... Zux(g)

Logo, det(J,(q)) = det(Jw(q)) # 0, pois w é difeomorfismo. Entdo, pelo Teorema da Funcdo

Inversa, temos que 7 € um difeomorfismo. Observe que
n(U) =n(x(V)) = (=6,8) x w(WW).

Com efeito, usando a norma do maximo em RY e RY~! temos que, dado a € n(x(V)),
existe b € x(V) = Bgrn(0,0) tal que a = n(b) = (b1, wa(ba,...,b0n),...,wn(ba, ..., bx)).
~{lbj|} = ||bllgry < 4, o que implica, que by € (—6,9). Logo,

Assim, |b1| < max;—

a = (by,wa(by,...,bn), ..., wn(bay...,by)) € (—0,0) x w(WW). Reciprocamente, seja a €
(—0,0) x w(W). Entéo, a; € (—0,0) e (as,...,an) € wW(WW). Assim, existe (b, ...,by) € W
tal que w(by,...,by) = (a2,...,ay). Logo, wi(by,...,by) = ay, paratodo k = 2,... N.

Tomando b; = a; temos que (by, b, ..., by) € X(V)) = Brn(0,9), pois ||(b1, ba, - .., by)||ry =

max{|bi],|ba,...,|bn|} = |b;| para algum j = 1,..., N, ou seja, se j = 1 temos que |b;| =
la1] < de,sej=2,...,N temos que |b;| < max{|baf,...,|bn|} = [|(b2,...,bN)|rN-1 < 6.
Consequentemente, ||(by, bs, ..., bx)||ry < J. Assim,

’I](bl,bz, e ,bN) = (bl,wz(bg, Ce ,bN), e ,wN(bg, .. .,bN)) = ((11,0,2, e ,aN) = da.

Logo, a € n(x(V)). Analogamente, U = (—4,0) x W.
Agora, defina
y: V. —y(V)cn)
¢ —y(q) = n(x(q))-
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Veja que y € difeomorfismo, pois € composi¢ao de difeomorfismo e y; = ;.

Afirmagdo 2:

o Oy

0 0
— = . [=2...N.

<8yl ) U |W 8wl

Com efeito, sejam f € C>®(V), ¢ € V e, tome k > 0 suficientemente pequeno de forma que
(x(q) + ke;) € x(V). Considere § = x (x(q) + ke;) € V. Entdo,

x(q))
x(q) + keq)

y(@) = n(x(
= n(x(q)
= (21(q) + k,wa(22(q), - -, an(q)), - - s wn(22(q), - - -, on(q)))
= n(x(q)) + key = y(q) + ke;.

Logo,
of Ifoy™) (foy )(y(g) +ker) — (foy H)(y(g)
8—y1() = 9 (Y(Q)Zg% p
_ i LY IG@) — (foyT)(y(a)
k—0 k
— lim (@) = f(q)
k—0 k

O~ X ) o) — (Fox ) (x(a))
oy k—0 k
00
- Lw
donde,
g 0
oy Oy

Agora, note que dados f € C*(W) e g € W temos que

y(x (0, q)) = n(x(x1(0,9))) = n(0,q) = (0,w(q)). (2.37)
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Disto, temos que

B} [O(fox) _[O(foxoy™h) 4
<8_yl>U|W(f)(q) = < o )(07Q)—<a—yl°y> (x(0,9))

_ A(foxoy™)
= o,  Owa)

1

Mas, como 'y = 7 o X, temos que 7”1 = x oy !. Assim,

0 _ O(fen™
(5) W@ = 2 0.wi)

= iy Fr O o) = Fon )O3 5

Considere a aplicagdo

& nU) —U
q —&q) = (q.w (g, .- qn)

e observe que

En(q) = (a1, w(ga, - an)) = (g1, W (W(ga, ..., qn))) = ¢,

n(€(@) =g, w gz, - an)) = (@, wW gz, .- an))) = 4,

isto €, n~! = £. Logo, disto e de (2.32), temos que

(fon")(a) = (&) = fla, W (g,....an)) = fF(W (g2 ..., an)).

Agora voltando em (2.38) temos que

9 _ o (fow ) (wlg) + key) — (fowH)(w(q))
(55) W@ = jim !
_ O(fow™)
= S ()
_ 9
- awl( )7
concluindo a afirmacgdo 2.
Portanto,
L’i — 9 - 9
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e existem fungdes bj, € C°(V),j=2,...,n,k=1,..., N, tais que

Por outro lado, como y; = x; temos que Lg- (y1) = Lg.(ml), paratodo j = 2,...,n. Mas,

e
Lﬂ .Z'l b; k
; ’ ayk
Logo, bj; = 0 paratodo j = 2,...,n e, consequentemente,

5yk
Ainda, temos que
al ) al )
M; = (LE)ulw = ;(bﬂc oX o) (8_%),] lw = ;(bjk ox'o ¢)8_wk’
paratodo j = 2,...,n. Assim,

N
_ 0
My =3 poxton)(a) () g
2 q
Porém, M;, € V) = Span{(aw) e (%) } para todo j = 2, ..., n. Entio,
q "/ q

(bjrox ' o)(q) = (bjrox)(0,q)=0, j=2,....n, k=n+1,...,N, g€ W. (2.39)

Vamos mostrar que b, = 0,7 =2,...,n,k =n+1,..., N e, assim, teremos que
o= 9
! oy

- 0
j kz:; jkaykv J ) y 1,

donde V, = span{ (%)p yeey (%)p}, para todo p € V/, como desejamos.
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Primeiramente, para todo j = 2,...,n sabemos que
)= St = 3 (St )
k=2 \v=2

Por outro lado, paratodo g € C*(V)ej=2,...,n,
0 (<=, dg 9\ g
LA Lf = NI LA(LF bin— | — b= | =
(L3 L)) = Li(L(9) = Li(Lil9) = 5 - Z e Z N
zzﬁxwm@ g ) Zﬁ%@
— \ oy 0y oy 8yky1 Oy1 Oy’

ou seja,

Assim,

donde vem que

1j
v=2
Assim,
it 1 = N by ox ), j=2 k=2,...,N
0, ox —Z(Cljox Ybogox ), j=2,...,n, k=2,... N.
v=2
Além disso, de (2.37)
Ob, O(bip oyt _
T — Lyt g)
O(b;poy?
= ) g wlaav)
= lim (bjk o y_1)<QI + hv W(Q27 v 7QN)) — (bjk © y_l)(Q17 W(Q27 s 7(]N))
h—0 h
_ hm (bjk:ox_l)<q1+h7q27"'7QN) - (bjkox_l)(q)
h—0 h
a(bk OXﬁl)

paratodoqe U,j=2,...,nek=2,...,N. Logo,

Objrox") _ b 1 _ -1 -1 :
_ -y (¢, b, =2 m k=2 ... N (240
O oy o (€ 0x ) burox), ! 240

v=2
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1

Denotando Bj, = bjrox 'e CY;=cfjox ", j=2,...,n,k=2,...,N, temos que (2.39) e

(2.40) nos fornecem o seguinte sistema

%:ZZ:2CTJ‘BV/€’ j:27"‘7nak:27“‘7N

on (2.41)
Bjr(0,q) = (bjrox1)(0,9) =0, j=2,....,n, k=n+1,...,N.
Fixamos ¢ € W e definamos
Bjkq(t) = B, (t7 Q)
onde t € (-9, ). Reescrevendo o sistema (2.41), obtemos a seguinte E.D.O
T () = S0y Cfig(t) Bt (). £ € (=6.0)
! v (2.42)

B]kq(o):07 j:27'--7n7k:n+1,...,N.

Como C?.

1jq

(t) = (C}; om)(t), onde

7. (=0,0) —U
t = rt) = (),

temos que C7.,. € C*(—d,0), pois é composicdo de fungdes suaves. Portanto, temos que

i/jq
(2.42) admite Gnica solugdo. Mas, Bji,(t) = 0 é solucdo de (2.42), donde concluimos que
Bjk(t,q) = Bjgy(t) = 0,comt € (=9,6),q e W,j=2,...,nek=n+1,...,N. Logo,
paratodoj = 2,...,nek =n-+1,..., N temos que b ox ! = ik = 0 e, consequentemente,

bjr. = 0, como querfamos. O]

2.5 ESTRUTURAS ANALITICAS

Estudaremos brevemente alguns conceitos, das secdes anteriores, sob uma variedade

analitica real.

Definicao 2.69. Seja §2 um espaco topologico de Hausdorff, com base enumerdvel de conjuntos
abertos. Uma estrutura andlitica real sobre §) de dimensdo N ¢ uma familia de pares F =
{(V,x)}, onde V C Q é um conjunto aberto ndo vazio e x : V. — R é um homeomorfismo

sobre um subconjunto aberto x(V') de RY, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) UpwyerV =%

(ii) A fungdo x5 o x7' : x1(Vi N V) — x3(Vi N Vi) é analitica real para cada par
(‘/lax1>7 (‘/27x2) - ‘FCOm ‘/1 N ‘/2 # @;
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(iii) F é maximal com respeito a (i) e (ii), isto é, se ) £ W C Q éabertoey : W — y(W) é
um homoemorfismo sobre um subconjunto aberto de RY, tal que para qualquer (V,x) €
Fcom VW # (0 acomposicioy ox™' : x(VNW) — y(VNW) é analitica real,
entdo (W,y) € F.

Definicao 2.70. Uma variedade analitica real de dimensdo N é o par (S, F), onde §) é um
espaco topologico de Hausdorff, com base enumerdvel, e F é uma estrutura analitica real de

dimensdo N.

Defini¢do 2.71. Uma fungdo f : Q2 — C é analitica real, se para cada (V,x) € F a compo-

sicdo f ox~1 é analitica real em x(V').

Notagdo 2.72. Dado U C 2 um conjunto aberto, denotaremos por A(U) o espago das fungdes

analiticas reais em U.

Definicao 2.73. Um elemento L € 2 (2) é dito ser um campo vetorial analitico real em () se
L(A(U)) Cc A(U), para todo U C ) aberto.

Teorema 2.74. Seja (U,x) uma carta local em S) e suponha que

N

0
L= E L(xj)—.
- 8ZE]‘
J=1
Entdo, L é analitico real se, e somente se, os coeficientes L(x;), j = 1,..., N sdo fungoes

analiticas reais.

Demonstracdo. Suponha que L seja analitica real. Entdo, L(A(U)) C A(U) paratodo U C Q
aberto. Tome (V,y) uma carta local em ). Como () é uma variedade analitica real, temos
quexoy !l :y(UNV) — x(UNYV) é analitica real. Além disso, x o y !(¢,...,tx) =
(filty,. . tn), ..., fn(t1, ..., tn)), onde f; : y(U N'V) — R sdo analiticas reais, para todo
i=1,...,N.

Considere paracadaj =1,..., N,

U RN — R
(Ub- .. ,UN) — 7Tj(?]1,. .. ,UN) = vj.
Logo,
Wj(XOyil(tl, Ce ,tN)) = Wj(fl(t17 Ce ,tN), R ,fN(tl, ce 7tN))7
donde

X Oyil(tl, C. ,tN)) = fj(tla s 7tN)'
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Como f; sdo analiticas reais, temos que z; o y~' é analitica real em y(U N V), para todo

j = 1,..., N. Portanto, x; € analitica real em U N V, o qual € um subconjunto aberto de €2,
ou seja, ; € A(UNV)ecomo L(AUNV)) C AUNV), temos que L(z;) € AUNYV),
para todo j = 1,..., N. Reciprocamente, suponha que L(z;), j = 1,..., N, sejam fung¢des

analiticas reais e tome f € L(A(U)), onde U C € é aberto. Entdo existe g € A(U) tal que
L(g) = f,isto é,
f=1L(g) = ZL(%’)T'
— T
7j=1
Como, g € A(U) temos que % € A(U). Ainda, o produto e a soma de fung¢des analiticas reais

¢ uma fun¢@o analitica real. Portanto, temos que f € A(U), donde L é analitico real. O]

Definicao 2.75. Dizemos que w € N(SY) é uma 1-forma analitica real em €, se w(L) € A(U)

para cada U C () aberto e cada campo vetorial analitico real L.

A partir dessas defini¢des, podemos introduzir as no¢des de subfibrado tangente e co-
tangente analitico. Em particular, podemos nos referir a no¢do de uma estrutura formalmente

integravel analitica sobre (2.

2.6 O CONJUNTO CARACTERISTICO

Neste momento, definiremos o conjunto caracteristico 7° de uma estrutura formal-
mente integravel 1V e exemplificaremos que nem sempre o conjunto caracteristico € um subfi-
brado vetorial de 7).

Recordemos que se V € uma estrutura formalmente integravel sobre €2, entdo 7" denota
o subfibrado V+.

Definicao 2.76. Seja V C CT) uma estrutura formalmente integrdvel sobre (). O conjunto

caracteristico de V é o subconjunto de T*$2 definido por
T =T NT*Q.
S i ; 0_ * fero 5 0 0
Além disso, definimos T,) =T, NT Q2 sep € (), isto é, T" = UpeQ T,

Observacao 2.77. ng) € subespago vetorial de 77€2. De fato, por defini¢éo ng) C T, e, note
que 79 # 0, pois 0 € T, N T = T7. Agora, sejam u,v € TV e A € R. Assim, u,v € T;Q e
u(a) = v(a) = 0, para todo a € V,. Como T2 € espaco vetorial, temos que \u + v € T2,
Além disso,

(Au~+v)(a) = Au(a) + v(a) =0, a €V,

o que implica, que \u + v € V+ = T'. Portanto, \u + v € TY e, consequentemente, 7° é
q p q P P p q D

subespago vetorial de 77;€2.
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Definicdo 2.78. O simbolo de um campo vetorial L € 2 () é a fungdo o(L) : T*Q) — C
dada por o(L)(§) = &(Ly), para cada § € Ty e p € L.

Proposicao 2.79. Seja V uma estrutura formalmente integrdvel sobre (). Entdo, £ € T£ se, e

somente se, o(L)(§) = 0, para cada se¢do L de V.

Demonstragcdo. Suponha que £ € TI? e tome L um se¢do de V. Entdo, L, € V), para todo
p € Q. Como £ € T:z? = T]; N 17, temos que § € T];, isto é, £ = 0 em V), para todo p € ().
Logo, o(L)(§) = &(L,) = 0. Reciprocamente, suponha que o(L)({) = 0, para toda segdo L
de V e tome p € Q arbitrdrio. Entdo, {(L,) = 0. Pela defini¢do 2.78, temos que £ € 151,
assim, resta-nos mostrar que £ € T];. Mas, note que V € um subfibrado tangente, logo existem
campos vetoriais Ly, ..., L, definidos numa vizinhanga U, C  de p, tais que {L1,,..., Ly, }
€ uma base de V,, para todo p € U,. Dessa forma, L., ..., L, sdo se¢des de V sobre U e,
por hipétese, £(L;,) = O paratodo j = 1,...,n e paratodo p € Uy. Como Ly, ..., Ly, sdo

/

elementos da base de V,, temos que £ = 0 em Vp, para todo p € (). Portanto, { € VL =1,

como querlamos. L]

Vejamos agora uma forma muito util de descrever o conjunto caracteristico a partir da
Defini¢do 2.78 e da Proposicédo 2.79. Considere (U, x) uma carta localem Qe x = (z1,...,xy).
Tome p e U,§ € T;Qe L € 2°(U). Entdo podemos escrever

N
§= &adryy,
j=1
onde {; € R,paratodoj =1,...,Ne,
i 0
= 0z
onde a; € C*™(U). Assim,

o(L)(©) =£(Ly) = <§N3€dx) (i’“ < >>

J

: i(iak EAE

=1 k=1

N
= 2 ap)

J=1

<.

Portanto, se L; = fo 1 ajka%’ comj =1,...,n,sdo n se¢des L.I de V sobre U, e tomando
£ € T°NT*U temos que & € U,y 1),
Proposicao 2.79 o(L;)(§) = 0, para todo j = 1,...,n. Isto é, podemos descrever o conjunto

ou seja, £ € Tg para algum p € U. Logo, pela
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caracteristico 7° N T*U pelo sistema de equagdes
N
Saup)i=0, pelU &eR, j=1,..,n
k=1

Exemplo 2.80. Seja Q2 = R? com coordenadas (x,t) e considere

. ,
M=o —itz— € 2 (R (2.43)

o campo vetorial de Mizohata ou operador de Mizohata. O conjunto caracteristico da estrutura
formalmente integravel V gerada por M ndo é um subfibrado vetorial de T*R2. De fato, sejam
p = (p1,p2) € R?e & € TyR% Entdo, { = &duy, + &edty, M, = (%)p — ipy (%)p e
o(M)(&) = &(My) = —ipa&s + &. Assim,

{&: & =0}, sepp =0
{&&G =& =0}, sepa #0

{&idxy; & € RY, sepa =0
{0}7 S€ P 7§ 0.

T;? ={&—ipli +& =0} =

Logo, dim 7} depende de p € R? e, portanto, 7° ndo ¢ um subfibrado vetorial de 7*R?.

2.7 ALGUMAS ESTRUTURAS ESPECIAIS

Definicao 2.81. Seja V uma estrutura formalmente integrdvel sobre (). Dizemos que V é uma

estrutura
(i) eliptica se T)) = 0, para todo p € §;
(ii) complexa seV, ®V, = CT,, para todo p € ()
(iii) Cauchy-Riemann (CR) se V, N Vp = 0, para todo p € €);

(iv) essencialmente real se V, =V, para todo p € €.

Exemplo 2.82. A estrutura formalmente integravel dada no Exemplo 2.36 € uma estrutura es-

sencialmente real. De fato, dado p € R? temos que

Vp:{v;vevp}:{@;v:A<%) ,AEC}:{@;AEC}.

Para mostrarmos que V, = V,, para todo p € (), resta-nos mostrar que ((%)p = ((%)p, pois
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assim

7= {(8) e = {(2) }

para todo p € R?. Entdo, dado f € C*(p), temos

@p@ = () ©=(5) D= (5) T = (5) 0w

Por outro lado,
(3) W= (5) 0w

Logo, mostraremos que 2 (C*(Q,R)) C C*(Q,R), pois assim pela observagdo 2.59 teremos
que 2 = 2. Com efeito, dado g € 2(C>(Q,R)), temos que existe h € C*°({, R) tal que
9 (h) = g. Como, h € C*(Q,R), temos que = (h) € C=(,R). Logo, g € C*(,R).

(%)p<z> - @wp) ~(5) o) = (g%)p@, [€C),

Portanto,

donde ((%)p = (a%)p’ como queriamos.

Lema 2.83. Se Ly, ..., L, € Z(U) foremtais que { L1y, . . ., Ly, } é L.I, para algum py € U,
entdo existe V. C U aberto contendo py, tal que {L,, ..., Ly} é LI, paratodop € V.

Demonstracdo. Sejam pg € U C Qe Ly,...,L, € Z (U), entdo existem ay,. .., €
C>®(U),comk =1,..., N, tais que

al Bl
LJ:Z“J’ka—xk> J=1....n
k=1
Como { Ly, ..., Lyy,} € L.Itemos que a matriz
Cln(po) CL21(P0) st Al (Po)
a12(p0) a22(p0) R 77%)) (Po)
GlN(po) azN(Po) s GnN(Po)

tem posto n.
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Assim, reoordenando os indices da matriz anterior, temos que a matriz

a11(p0) am(po) T Gna (Po)
12 (po) a22(P0) Tt Gp2 (Po)
a1n(po) a2n(p0> e ann(p0>

¢ invertivel, isto &, det(a;x(po))nxn # 0. Como o determinante é uma fungdo continua,temos

que existe V' C U aberto contendo py, tal que det(a;x(q))nxn 7# 0 paratodo g € V, ou seja,

an(q) axn(q) -+ aulq)
ai2(q) as(q) -+ an2(q)
aln(Q) a2n(Q) T ann(Q)

tem n linhas L.I para todo ¢ € V. Agora, sejam «;, € C, j = 1,...,n, tais que
Z apLli, =0, peV.
j=1

Entao,

i (Z: oszij(?)) (aixk)p =0, peV.

k=1

Como, {(%) k=1,... ,N} ¢ L.I, temos que
T p

> ajpa(p) =0, (2.44)
j=1

paratodo k= 1,..., N ep € V. Em particular, (2.44) vale paratodo k = 1, ..., n, isto &,

(

Z?:l ajpaji(p) =

| S () = 0.

Utilizando notacdo vetorial, segue que

aip(a1n(p), a12(p), ..., a1n(p)) + - . . + np(an1(p), an2(p), - - ., ann(p)) = 0, peV.

Como (a;x(p))jk=1,.n tem n linhas L.I, segue que ay, = g, = ... = v, = 0 para todo
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p € V. Portanto, {L1,, ..., L,,} é LIparatodop € V. ]

A préxima proposi¢do envolve estrutura essencialmente real, a qual mais tarde prova-

remos ser uma estrutura localmente integrivel.

Proposicao 2.84. Toda estrutura essencialmente real é localmente gerada por campos vetoriais

reais.

Demonstragcdo. Seja ) uma estrutura essencialmente real . Assim, dado p, € €2, existem Uy C
€2 contendo p, e campos vetoriais L1, ..., L, € 2 (Up) tais que V, = span{Liy, ..., Ly},
para todo p € Uy. Em particular, V,, = span{ Ly, ..., Ly, }-

Defina os campos vetoriais reais

Observe que, L; = RL; +iSLj, j =1,...,n. Como, por hipétese, V, = V,, para todo p € (,

temos que Lj,, € V,, com j =1,...,n. Logo, RL;,,, SLj,, € V,,, donde
span{R Ly, SLjp:i =1,...,N} C V.
Por outro lado, L;,, = RL;,, +iSL;p,, j = 1,...,n, 0 que implica, que

Lijp, € span{RLj,,, SLjp.; 7 =1,...,n},

isto &,

Voo = span{Liyg, - - ., Lypy } C span{RL;,,, SLjp;j =1,...,n}.
Logo, V,, = span{RLj,,, SLjp,;j = 1,...,n}. Este conjunto possui 2n vetores reais, mas
dimV,, = n,logo n vetores desse conjunto geram V,,, e sdo L.I. Assim, sejam My, ..., My, €

{RLjpy, SLjp,; j =1,...,n} tais que
Vo = span{ M, ..., Mpp, }-

Como, { My, ..., Mpy, } € LI, pelo Lema 2.83 segue que existe V' C Uy vizinhanga de p, tal
que {M,, ..., M,,} é LI, paratodop € V. Ainda, {M,, ..., M,,} CV,, paratodo p € Uy,
em particular, para todo p € V. Portanto, V, = span{M,, ..., M,,}, para todo p € V, como

queriamos. [

Apresentamos agora um lema técnico que, em nosso estudo, foi fundamental na de-
terminagdo de geradores locais para uma estrutura formalmente integravel e para uma estrutura

localmente integravel.

Lema 2.85. Sejam V' C CV um subespaco vetorial de dimensdo m, Vo = VNRY, d = dimg V;
e v =m — d. Além disso, seja Vi, C CN um subespagco vetorial tal que (Vy ® Vo) Vi =V
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e considere {(1,...,(,} base de Vi e {£,41,...,&n} base real de V. Se escrevermos (; =

§+wmyg=1,...,v, entdo
(i) {C1, 3G &ty Em) ébase de V;
(i) {&, - &my My - -y Mu t € L sobre R;
(iii) v +m < N.

Demonstra¢do. Primeiramente, observe que {&,11,...,&,} é também base de Vj & ilj. De

fato, dado v € Vj @ 1V temos que, existem Unicos u, w € Vj tais que, v = u + 1w. Logo,

v= > aGti Y BiG= ) (o +iB)E,
j=v+1 j=v+1 j=v+1

onde a;, B; € C. Assim, Vj @ iV = span{&,41,...,&n} €, como {&,41, ..., &} € LI, temos
que este conjunto é base de Vo @ iVp. Além disso, (Vo ®iVy)NV; = {0} eV = (Vo®iVp) + V4,
portanto, {C1, ..., vrt, - -+, &n ) € base de V, o que prova o item (7).

Agora, note que V NV = {0}. Com efeito, sejaz € VNV ,entdioz € Vez €V,
donde z € V; C V. Assim, z,Z € V e disto, vem que R(z) = 27” e VARY = V,e
S(z) = 52 € VARY =14 Logo, Z = R(z) —i(z) = R(2) +i(=S(2)) € (Vo ®iVp).
Portanto, z € Vi N (Vo ®iVp) = {0}, donde z = 0. Ainda, como {(3, ..., (,} é base de V; temos
que {(;,...,(,} ébase de V, e pelo item (i) sabemos que {Cy,...,Cy,Evsts - - -, Em ) é base de
V. Entdo, usando o fato que V NV = {0} temos que {C1,..., ¢, Chyo oy Cor oty oo s Em) €

um conjunto L.I sobre C, o que implica que v +m = v + v +d < N, provando o item (4i7).

Por fim, vejamos que {1, ..., &m, M1, - - -, 1 } € LIsobre R. Paraisso, sejam o, 5, v, €
R,comj=1,...,vek=v+1,...,m,tais que
> aig+ Z ﬁkmzm = 0.
j=1 k=v+1
Como, §; = CJ+C] en = %, paratodo j =1,..., v, temos que
o[855+ 3 e (55 -0
j=1 k=v+1

donde,

gi;(%g_;)cﬁz:(%-g_;)zﬁi%:o.

k=v+1

Mas, {Ciy- -Gy Crsee ey Cor &ty - -5 Em} € L portanto, o = f = v; = 0, para todo j =
1,...,veparatodo k = v+ 1,...,m. Consequentemente, {&1,...,&n, 11, --.,M, } € L.Isobre

R, o que conclui a demonstracao. L]
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Seja V uma estrutura formalmente integravel sobre €) e fixemos p € (2. Vamos de-
terminar agora um conjunto de geradores locais para V. Para isto, aplicaremos o Lema 2.85
com

0
V=T, V=T,

Primeiramente, tomemos um sistema de coordenadas locais
Tlyee oy Ty YLy oo sYuyS1ye vy Sdybiy v vy py
que se anula em p, onde ' = N — 2v — d. Escrevendo, z; = x; + iy, j = 1, ..., v, temos que
de’p:Cj, dsk‘p:£V+k7 jzl,...,V,kzl,...,d.

Em seguida, tomemos as 1-formas wy, ..., w,, 01, ..., 04 as quais geram 7" em uma vizinhanca
) ) ) ) s Ud

de p e tais que
w]\p dZ]|p, 9k|p f,,+k = dSk‘p, ] = 1, N2 k= 1, c. ,d.

Se L é um campo vetorial complexo em (2, definido numa vizinhanca de p, podemos escrevé-lo

na forma )
N By R Ry,
L= — b;— — d— 2.45
Zaj8$j+z jayj+ZCkaSk+Z l@tl’ ( )
j=1 j=1 k=1 =1
onde a;, b;, ¢k, d; sdo fungdes suaves, paratodo j = 1,...,v, k = 1,....d,l = 1,...,n

Como, z; = x; + iy; temos que Z; = x; — 1y;. Assim, dz; e dZ; s3o os duais dos campos

o _1 i_ii e O _1(9 0
0z; dx; Oy 0z; 2\0x; Oy;)’

respectivamente. Disto e de (2.45) vem que

v B
L= (82 azj) ;b (az _Za_zj) chasﬁgdlatl

j=1
= ZAJaz +ZBJ(9— +ch +ZDlatl

onde A; = a; + ib;, B; = a; —ibj, C), = ¢, e Dy = d; s@o fungdes suaves, para todo
j=1,...,v,k=1,...,d,l=1,...,n

Além disso, se L for uma sec¢do de V teremos que L, € V,. Lembremos aqui, que
¢ G &ogty - -, &) € base de T)). Assim,

0 .
Ozgj(L)_dZAP ZA dZ]|p(aZ> :A](p)7 jzla"'7ya
/p
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0= unlly) = dsly(L) = S Clolisel (5 ) =Culp), k=L

i=1
Como, n’ = N—2v—d, temos que n’ = N —v—m, donde (n'+v)+m = N, o que implica, que
n’ + v = n. Logo, sendo V um subfibrado tangente, temos que existem Lﬁ, R Llﬁ,, ﬂ, e Ei,
campos vetoriais definidos numa vizinhanga de p que geram V. Pelo que acabamos de fazer,

pOdeOS €SCrever €Sses 1 campos na forma

onde agj(p) = ¢ (p) = ai,j(p) = ég,k(p) = 0,paratodo ¢, = 1,...,v, k = 1,...,de

Definamos as matrizes

Aﬁ - (a@)uxu; Bﬁ = (bgj)uxuy Cﬁ = (Cgk)uxda Dﬁ = (dgl)uxn’

ij

AF = (&g'j)n/xw B = (Eg’j)ﬂxw Ct = (5§/k)n’xd> D = (Jg'z)n’m’

(Au Bt Dﬂ)
P = o )
At Bt ot Dt

nxN

. f)ﬁ,p sdo L.I, temos que a matriz P(p) possui n linhas L.I. Consi-

Bt Dt

Q - < Nﬁ b ) '
Bt Dt

nxN

Observe que () € invertivel numa vizinhanga do ponto p. De fato, como P(p) tem n linhas

Como Lf . ... JLE L}

1p> - vp) Hlpr -
dere amatrizn X n

LIe Q(p) é uma submatriz de P(p), temos que Q(p) tem n linhas L.I, o que implica, que
det(Q(p)) # 0. Pela continuidade da fung@o determinante, temos que a existe uma vizinhanga

U de p tal que a matriz () é invertivel em U. Definamos entdo, sobre U, n campos vetoriais

Li,...,L, L,..., Ly, pela féormula

(Ly,..., Ly, Ly, ..., L) = QWA ... LE, L. L} )T
0 g 0 o 0 o 0 0
= Q'P(—,. . . = = . = =, =, — ..., —)T
Q (02’17 ’ 02,,7 (9517 ’ 821,7 6817 ’ 88d7 8t1’ ' 8tn/)
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Como QQ ! = I,,.,,, obtemos que

(L17"'7Ll/7-z17"'7-zn’)T: /} IVXV C: 07/><TL’ (i,...,i)T,
A 0n’><1/ C In’Xn’ YN 621 atn’

onde
A= (aij)l/XlM C = (Cik)uxd7 A = (di’j)n’xm é = (6i’k)n’><d~
Assim,
N B B,

Li: o = ik .:17"% )
Za]82j+8zi+20k88k ! v
7j=1 k=1

e,

v d

- 0 0 0

Li’: ~i"_ Ni/ —_— -, ./:1,..., /.
2 P05 2 T "

Como Lf,... L4 IF . . L

n/

sdo L.I temos que L4, ..., L,, El, ..., Ly sdo L.I. Portanto, es-

ses ultimos campos vetoriais formam um conjunto de geradores locais para V.
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3 ESTRUTURAS LOCALMENTE INTEGRAVEIS

Chegamos num ponto crucial de nosso estudo, onde o objetivo é definir uma estrutura
localmente integrdvel, que € o ambiente onde estudaremos o resultado principal, e extrair algu-
mas propriedades importantes de tal defini¢do que mais tarde nos auxiliardo na demonstragao

do Teorema de Aproximagao.

3.1 INTEGRABILIDADE LOCAL

Antes de definirmos uma estrutura localmente integravel, relembremos que se V =

U,cq Vo € um subfibrado tangente, entdo V*+ = J ., V, € um subfibrado cotangente (cf.

Proposi¢do 2.55).

Definicao 3.1. Um subfibrado tangente V), de posto n, é uma estrutura localmente integrdvel
se dado um ponto arbitrdrio py € (), existem uma vizinhanca Uy de py e fungbes 21, ..., Ly, €

C*>(Uy), comm = N — n, tais que
span{dZip, ...,dZy,,} = VPL, para todo p € U. (3.1)

Chamamos as m fungdes Z = (Z1, ..., Z,,) de conjunto completo de integrais primei-

ras da estrutura localmente integravel.

Exemplo 3.2. A estrutura formalmente integravel gerada pelo operador de Mizohata (2.43) é
uma estrutura localmente integrdvel. Com efeito, definamos Z : R? — C dada por Z(z,t) =

T+ z% Logo, Z € COO(Rz), pois € uma funcdo polinomial. Além disso,

dZ @y =1+ dxy +itdty) # 0, paratodo (z,t) € R?

dZp1y(Mzpy) = M(Z)(x,t) =it —it =0, paratodo (z,t) € R*.

Logo, {dZ(;4} ¢ Lle {dZuyn} C T, ,. Consequentemente, V € uma estrutura localmente
integrvel e T(, , = span{dZ, )}, para todo (z,1) € R

Lema 3.3. Seja V um subfibrado tangente e g € C™(W). Entdo, dg é uma secdo de V* sobre

W se, e somente se, Lg = 0 para cada se¢do L de )V sobre W.

Demonstragdo. Suponha que dg seja uma se¢do de V* sobre W e tome p € W arbitrério .

Logo, dg, = 0 em V,. Portanto, para toda se¢do L de V sobre W temos que

L(g)(p) = dg(L)(p) = dgy(L,) = 0,
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donde L(g) = 0. Reciprocamente, suponha que Lg = 0 para toda se¢do L de V sobre W e
tome py, € W arbitrario. Como V é subfibrado tangente, existem campos vetoriais Ly, ..., L,
definidos sobre U C W vizinhanca de py tais que {Lj,, ..., L,,} é¢ uma base de V,, para todo
p € U. Em particular, { Ly, ..., Ly, } é uma base de V,. Logo, paratodo j = 1,...,n temos

que L; é segdo de V e, por hipotese,

dgpy (Ljp,) = dg(L;)(po) = L;j(g)(po) = 0.

Como L;y, sdo elementos da base de V,, temos que dg,, = 0 em V,,, isto &, dg,, € V,.. Pela

arbitrariedade de p,, segue que dg é segio de V* sobre W. [
Teorema 3.4. Toda estrutura localmente integrdvel é formalmente integrdvel.

Demonstragcdo. Seja V uma estrutura localmente integravel. Entdo, basta verificarmos que V
satisfaz a condi¢@o de Frobenius. Assim, sejam W C Q abertoe L, M € 2 (W) duas se¢des de
V sobre W. Tome p € IV arbitrario. Pela Defini¢do 3.1, temos que existem U C W vizinhanca
de p e fungdes 71, ..., Z,, € C=(U), tais que

span{dZy, ..., dZn,} = VqL, para todo g € U.
Logo, para todo j = 1,...,m, temos que dZ; sdo se¢des de V* sobre U e pelo Lema 3.3
L(Z;) = M(Z;) =0, emU.
Disto, vem que
(L. M](2;) = L(M(Z,)) — M(L(Z;)) = L(0) = M(0) = 0, em U.
paratodo j = 1,...,m. Como p € U, temos que dZ;, € Vj,comj =1,...,m,e
dZ;p([L, Mp) = dZ;([L, M])(p) = [L, M](Z;)(p) = 0.

Logo, [L, M], € V, para todo p € W, isto é, [L, M] € 2 (W) é uma se¢do de V sobre W e,

consequentemente, ) é formalmente integravel. O

Temos uma forma equivalente a Definicdo 3.1 para verificar se uma estrutura € local-

mente integravel:

Teorema 3.5. A estrutura formalmente integrdvel V é localmente integrdvel se, e somente se,
dado py € §) e campos vetoriais Ly, ..., L,, os quais geram )V em uma vizinhanga aberta Uy

de po, existem uma vizinhanga aberta Viy C Uy de py e funcoes 71, . .., Zy, € C(Vy), tais que

(i) dZy N\ ... NdZ,, # 0em Vy;,
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(ii) LjZ, =0,5=1,....n,k=1,...,m.

Demonstragdo. A prova do primeiro e segundo item sao triviais e, por isso, serdo omitidas aqui.

Reciprocamente, suponhamos que ) seja uma estrutura formalmente integravel e considere

po € . Assim, existem Ly, ..., L, € 2 (Uy), onde Uy é uma vizinhanga de p,, os quais geram
V. Pela hipdtese, existem uma vizinhanga V C Uy de py e fungdes 71, . .., Z,, € C*(V}) tais
que

dZy N\ ... NdZ,, # 0em

L;Z, =0, j=1,...,n, k=1,...,m.

Como dZy,(Lj,) = L;jp(Zkp) =0e{Lny ..., Lny} ébasedeV,, temos que {dZy,, . ..,dZy,,} C
VpL para todo p € V;. Resta-nos provar que {dZ,,, . ..,dZ,,,} é L.I. Assim, tome a, ..., Q,, €
C tais que

alelp -+ Oé2d22p + ..+ Oédemp =0. (32)

Fazendo o produto exterior com dZ,,, obtemos
o dZip N\ AZpp + adZoy N dZppy + ...+ 1A 21 p N A, = 0
e fazendo o produto exterior com dZ,,_1 , temos que
o dZ 1y NA Ly NAZ g1 pF+2dZoy NAdZpy NAZ 1 - o Ay —2dZ 2 y NA Ly NAZ 1, = 0.
Continuando o processo até o produto exterior com dZ5,, chegaremos a
o dZipy NAZypy NAZ—1p N ... NdZo, =0

e reordenando os termos segue que

(D)% dZyy NdZoy N ... N dZy,, =0,
para algum « € N, donde oy = 0, pois dZ; A ... A dZ,, # 0. Voltando em (3.2) temos que

aodZsy, + asdZs, + ...+ adZ,,, = 0.
Fazendo o produto exterior com dZ;, obtemos

odZop N\ dZyy + asdZsy, NdZyy, + .. A adZp, N dZy, = 0.

Agora, fazendo como anteriormente o produto exterior com dZ,,, até o produto exterior com
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dZs, chegaremos a
aodZop N AZ1y NdZyp NdZ 1 N\ ... NdZ3, =0
e reordenando os termos
(—1)PadZ1y NdZoy A ... N AZppy = 0

para algum 5 € N, donde oy = 0. Prosseguindo, obteremos que o = a2 = ... = a,,, = 0.
Portanto,
VpL = span{dZ,,...,dZ,}, pE€ V.

]

Portanto, verificar integrabilidade local é equivalente a procurar por um nimero ma-
ximo de solucdes, ndo triviais, para o sistema homogéneo definido por um conjunto fixo de

secdes independentes de V.
Teorema 3.6. Toda estrutura essencialmente real é localmente integrdvel.

Demonstracdo. Seja ) uma estrutura essencialmente real. Dado py € €2, considere o sistema
de coordenadas x = (z1,...,xy) tal que X(py) = 0. Pela Proposi¢cdo 2.84, existem cam-

pos vetoriais reais Mi,..., M, € Z(U), onde U C € é uma vizinhanga de py, tais que

M, ..., M, geram V. Logo, pelo Teorema de Frobenius 2.68 temos que existem coordenadas

locais v, . . ., yn, definidas sobre V' C U uma vizinhanga de py, tais que aiyl’ el % geram )/,

isto é, {(8%1) e <%> } ¢ base de V,, para todo p € V. Defina Z;, = ypy, € C(V),
P "/p

k=1,...,m. Assim, paratodo p € V, dZi, = dyj4np €
0 0
dep(_> :dyk-i-np(_) =0 j57=1,....,n, k=1,...,m.
0y; » 0y; »

Como, { (%_) pg=1,... ,n} ¢ base de V,, segue que {dZy, ...,dZ,,} C VpL para todo
7/ p

p € V. Alémdisso, o conjunto {dZ,, . ..,dZ,,} € LI, pois {dy1+np, - - . , dyn, } é L.I. Portanto,
V]DL = span{dZ,, ...,dZ,,}, paratodop eV,
e, consequentemente, ) € localmente integravel. 0

3.2 GERADORES LOCAIS

Nesta secdo, construiremos coordenadas locais e geradores locais apropriados para o

subfibrado 7" quando a estrutura } € localmente integravel.
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Seja V uma estrutura localmente integravel. Entdo, dado p €  existem U vizi-
nhanga de p e fungdes G,..., G, € C®(U) tais que T; = span{dGiy, ...,dG,}, para
todo ¢ € U. Aplicando o Lema 2.85 com V = T/ e Vj = TZ?, temos que o conjunto
{G,- .Gy &, o &} € uma base de T, com p € U. Assim, existe (¢j;) € GL(m,C)
tal que

chdekp = ij J: 17...,V,

k=1

ZCjdekp = §j, sz—i—l,...,m.
k=1

Defina

Zi = Y G =G}, J=1,....7
k=1

m

W = > cni{Gr—Gr(p)},  1=1,....d

k=1

Observe que Z;, W, € C>(U), paratodo j = 1,...,v e paratodo ! = 1,...,d. Além disso,

pela Proposi¢do 2.50 obtemos que

de = ZCjdek, jZl,...,I/,
k=1

m

AW, = > cprdGh, I1=1,....d,

k=1

donde,
dep = Cja dVle = &uti-

Logo, {dZp, .. .,dZ,,,dWhy, ..., dWg,} € uma base de T, concluindo que
dzy,...,dZ,,dWy, ..., dWy

geram 7" sobre U.

Se ainda definirmos
r;=NZ; € C*(U,R), y; =SZ; € C*(U,R), s; = RW, € C*(U,R),

temos que dz;, = RdZ;, = R(;, dy;, = SdZ;, = ¢ e dsy, = RdW,, = &4y, com j =
1,...,vel=1,...,d. Logo, pelo Lema 2.85, segue que

dzip, ..., dxyp, dYip, - . ., AYpp, dS1p, - . ., dSap
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sdo L.I sobre R. Ainda, note que z;(p) = y;(p) = si(p) = 0, pois Z;(p) = Wi(p) = 0, com
j=1,...;vel=1,....d.

Estamos agora prontos para provar o seguinte importante resultado:

Teorema 3.7. Seja V uma estrutura localmente integrdvel definida sobre uma variedade ().
Considere p € () e d a dimensdo real de T’ 19' Entdo existe um sistema de coordenadas que se

anula em p, a dizer

{xlw"wrl/ayla"'7y1/7317"'7$d7t17"'7tn’}

e fungoes reais, suaves @1, . . . , ¢4 definidas em uma vizinhanga da origem e satisfazendo
or(0) =0, dpp(0) =0, k=1,...,d,
tais que os diferenciais das fungcoes

Zj(x,y) = ijl’j—{—iyj, jzl,...,l/
Wk(xayasat) = Sk+i¢k<zas7t)a k=1,...,d,

geram T" em uma vizinhanga da origem. Em particular, temos v +d = m, v +n' = n e, além

disso,
0
T, = span{dsi|o, - - ., dsalo}
Demonstracdo. Usando nossa discussao anterior, basta considerarmos ¢4, . . . , ¢, fungdes sua-
ves a valores reais, definidas sobre U, com ¢;(p) = 0 paratodo i = 1,...,7/, tais que

dﬂ?lp, R ,dl‘l,p, dylp, R ,dy,,p, dSlp, Ce ,dep, dtlp, Ce ,dtn/p

sdo L.I. Ainda, defina ¢, = SW, € C°(U,R). Logo, ¢r(p) = SWi(p) = 0, pois Wi (p) =0
paratodo k = 1,...,d. Além disso, doy, = SdWy, = 0, pois dWj, = &, € R para todo
k=1,...,d. Em particular,comov +d = me2v+d+n' = N, temos que v +n' = n e,

sendo dsy, = &4, L =1,...,d,onde {&,41,...,&,} é base real de Vj = T]g), obtemos que
T) = span{dsi|o, ..., dsalo}.

]

Como consequéncia do Teorema 3.7, podemos definir, em uma vizinhanga da origem

de RY, os campos vetoriais

d
0

M :E =, k=1,...,d, (3.3

k k/:1,ukk Dsp )
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caracterizados pelas relagdoes MWy = 0. De fato, do Teorema 3.7 temos que

Wi(X,y,8,t) = sp +iox(z,s,t), k=1,...,d.

Entdo,
g‘jﬁ (x,y,8,t) = 0w + ng:/ (z,8,t).
Assim,
gz‘:]j (0) = Oppr + Z%(O) = Ok + 1ddio (%)0 = O
pois, doxlo = 0. Considere a matriz A = (agg)axa, Onde agp = g?:f € C(U). Como,

A(0) = I4xq temos que det(A(0)) # 0. Pela continuidade da fungdo determinante, diminuindo
a viznhanga U em torno da origem, se necessario, podemos assumir que A € invertivel em U.

Tome B = (byp)axa a inversa de A e defina sobre U C RY os campos vetoriais

d
0
M, = —, k=1,...,d,
k ,C,Z_lukkask/

onde Wik = bk’k € COO(U> Assim,

d O d
MWy = Zﬂkj% = Z bjk@k'j = Ok = Ok -
j=1 J 3=

Observacao 3.8. Considere os campos vetoriais

d
L; %—z 2 %Mk, J=1...,,
e
R N :
Ll—a—h—z;a—th, l=1,....7,
onde M, sdo os campos dados em (3.3). Entdo, Ly,...,L,, Ly, ..., Ly sdo LI e satisfazem
L;Zy = LiZy = LiWy = LW, =0, (3.4)

paratodoj,j' =1,...v,k=1,...,d,l =1,...,n'. Consequentemente, L1, ..., L,, L1, ..., Ly
geram ) sobre U. De fato, para cada ¢ € U sejam oy, 3, € C,j =1,...,vel =1,...n  tais

que

Z jqLjq + Z quilq = 0.
j=1 =1
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Entao,
v P v d a¢k n’ n d aQZ)k
Zaﬂl ( — > 1 Zajq_(Q)qu + Zﬁlq < ) —1 Zﬂlq (¢)Miq = 0.
=1 0z ) , j=1 k=1 0z = Ot I=1 k=1
Mas, a%j = % <a%] + i%) Logo,
v v d n
ajq (0 ajq (0 - 9\ _
Y (o) v 2% (5), o () () =0
j=1 17 q j=1 q k=1 7 I= q

onde

COmO,{<8xJ) <8yg) (%/) <8tl);jzl,...,u,lzl,...,n’,kzl,...d}ébase

de CT,(, temos que oj;, = [, = 0, paratodo j = 1,...,v el = 1,...,n'. Portanto,

qu,...,Ll,q,qu,...,Ln/q sdo L.I para todo ¢ € U, o que implica, que Ll,...,LV,Zl,...,Ln/

sdo L.I. Ainda, M, Z; = ZZ, 1 Mk aas =(,paratodo k =1,...,d, logo,

07 ¢ o¢n
LiZy =20 i S~ 2k (7)) =
j4j 0% 22_: oz, K(Zy) =0,
paratodo j,7 = 1,...v,
YA 496
LiZy =L — i ZEM(Z) =0
= Z}; o, Ml Zir) =0,
paratodo/ =1,...,n'ej =1,...v,
W = ¢ oW, .Ody,
LW, = =22 =i S ) = S — i 22 — 0
IR T, Z; 5z, MeWe) = 5= — i =0,
paratodoj =1,...vek=1,...,d,
LW, = E M (W) = =8 — it — — k0
AT Z a1, o oy o1, o

paratodol =1,...,n' ek =1,...,d. Assim, dZ;(L;) = dWi(L;) = dZ;(L;) = dWy(L;) =
O,comyj,j'=1,...v,1= 1,...,n’,k::1,...,d,d0nde{Ll,...,Ly,il,...,in/}CVe,por
ser L.I, gera )V sobre U.
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Observacao 3.9. As 1-formas
dzy,...,dz,,dzy,...,dz,, dWy,...;dWy,dty, ... dt,y (3.5)

geram CT™() sobre U. Com efeito, para cada ¢ € U sejam «jq, Bjq, Vg, g € C, 7 = 1,..., v,
k=1,....,del=1,...,n, tais que

v v d n'
Z gz + Z BqlZ;q + Z Vegd@Wiq + Z Tigdtiy = 0.
j=1 j=1 k=1 =1

Entao . ,
> ildZig+ Y g@Wig == BigdZiq — Y migdty. (3.6)
j=1 k=1 j=1 =1
Note que
_ _ d 97
dZjo(Myg) = M(Z)(q) = > puw (9) 5—(q) = 0 (3.7)
k=1 sy
e
: ot,
dtig(Miy) = Mi(t)(q) = 3 pue (@) 5-~(2) = 0. (3.8)
k=1
Assim, aplicando 3.6)em L, € V,, j' =1,..., v, temos que
0= Z ﬁjqd?jq([’j’q) + Z Tigdtig(Lyrq)- (3.9)
j=1 1=1

Mas, de (3.7) e (3.8), obtemos que dt;,(Lj1,) = 0 e dZ;,(Ljr,) = dZj, (ag/) = 0;;. Disto
7/ q

em (3.9), vem que

0= Bigbiy,
j=1

donde,
Bjrq =0, j=1,...,v. (3.10)
Por outro lado, aplicando (3.6) em ﬂl/q eV, l'=1,...,n, temos que
0= Z 5jqd7jq<[~/l’q) —+ Z qudth(il/q). (311)
j=1 =1

Mas, de (3.7) e (3.8), obtemos que dth(il/q) = dty, (i) =0y e d7jq(il/q) = (. Disto em
(3.11), vem que !

n/
0= g TigOur,
=1



95

donde,
(3.12)

I
\.P—‘
“3\

Tig = 0, l,

Logo, de (3.10) e (3.12) em (3.6), obtemos que

v d
> g dZi+ Y Yeg@Wieg = 0,
j=1 k=1

e, como {dZ, . ..,dZ,,, dWi,,...,dWy,} ¢ L1 temos que aj, = 4 = 0,comj =1,... ve
k=1,...,d. Consequentemente,{dz1y, ..., dzq, dZ1q, . .., dZ0q, AW1q, ..., dWay, dt1q, . . ., dbpy}
¢ L.I, para todo ¢ € U e, como cada elemento desse conjunto pertence a C77(2, o qual € um

espago N-dimensional, temos que tal conjunto gera CT;(2, para todo g € U.

Observacao 3.10. O conjunto formado pelas 1-formas dadas em (3.5) € a base dual do conjunto

(L%, ..’ Ly,...,L,,My,... My, Ly,....,Ly} (3.13)
onde,
0 <. Oy,
L=——iy =M, j=1,...,v.

k=1

Além disso, os campos vetoriais em (3.13) comutam dois a dois. De fato,
b
de(L?v) = Lj’<zj) = 6jj’>

pois My(z;) = 0. Além disso, dz;(M;) = 0. De (3.4), vem que dz;(L;) = dz;(L;) = 0. De
(3.7)
dz; (L) = L (z;) = 0.

Também ja vimos na demonstragdo da observacdo 3.9 que dz;(L;) = d;; e que dz;(My) =
dz;(Ly) = 0. Agora,

G(Wk — Z¢k) _ ask
8zj/ @Zj/

8Wk_¢ - %

dWi(L}) = L) (Wy) = 5. 5
J l;::l J

M; (W) = ~0.

De (3.4) dW,(L;/) = dWi(L;) = 0 e, como M; (W) = 6y, temos que dW(M;) = 6z,.. Por
fim, de (3.8) temos que
dti(L%) = L, () =0,

e da demonstracdo da observacdo 3.9, segue que dt;(Lj;) = dt;(M;) = O e dtl(il/) = O,
concluindo assim que (3.5) € dual de (3.13). Agora verifiquemos que os campos dados em
(3.13) comutam dois a dois. Para isto, basta provarmos que dF'([P, Q)]) = 0, onde F' é qualquer

umas das fungdes {Zj,7j, Wi, t;} e P,Q é qualquer um dos campos vetoriais em (3.13), pois
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assim [P, ()] = 0. Entdo, fixemos F' = Z;. Logo,

dZ;([Ly, L) = L3(L3(Z)) = LAL5(Z))) = Ly (85) — La(855) = 0,
dz;([Ly, L;]) = Ly(0) = L;(0) =0,
dZ;([Mk, My]) = My(0) — My(0) =0,
dZ;([Ly, Lv]) = Li(0) = Ly (0) =0,
dZ;([L}, L)) = L(L:(Z))) — L;(L%(Z;)) = L,(0) — L3(8;5) = 0,
dZ;([L%, My)) = L5/(Mu(Z;)) — My(L’(Z;) = L% (0) — My(6;5) = 0,
dZ;([Ly, L)) = L(Li(Z;) — Li(L3(Z;) = L3,(0) — Li(5;5) = 0,
dZ;i([L;, My]) = L;(My(Z;)) — Mik(L5(Z;)) = L;(0) — Mx(0) = 0,
dZi([L;, L)) = Lj(Li(Z;)) — Li(L;(Z;)) = L;(0) = Ly(0) = 0,
dZ;([My, L) = My(Li(Z;)) — Li(Mw(Z;)) = My (0) = Ly(0) = 0.

Fazendo F' variar, os cdlculos seguem de maneira andloga.
Em muitos casos, o seguinte caso particular do Teorema 3.7 € suficiente:

Corolario 3.11. Seja V uma estrutura localmente integrdvel definida sobre um variedade () e

considere p € (). Entdo existe um sistema de coordenadas que se anula em p, a dizer
S I Ty S
e fungoes reais, suaves @1, . .., ¢, definidas em uma vizinhanga da origem e satisfazendo
¢r(0,0) =0, d.¢(0,0) =0, k=1,...,m,
tais que os diferenciais das funcoes
Zy(x,t) =z +igp(x,t), k=1,...,m,

geram T" em uma vizinhanga da origem.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.7, existe um sistema de coordenadas que se anula em p

{Zilw"ai'l/vgla"'7:&1/7517"'7§d7t17"'7tn’}

e funcdes reais, suaves ¢y, . . ., ¢4 definidas em uma vizinhanca da origem e satisfazendo

¢r(0) =0, dop(0) =0, k=1,....d,
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tais que os diferenciais das fun¢des

i,y) = gjz.i']—{—Zg], jzl,...,l/
Wi(X,¥,5,t) = S +io(z,8,1), k=1,....d,

geram 7" em uma vizinhanga da origem. Assim, tome

i’k, kzl,...,V ?jk; kzl,...,V
T = s ty = - )
Sk, k=v4+1,....m t,, k=v+1,...,n
gk, kzl,...,V
ék, k:I/—l—l,...,m.

Logo, teremos que {xy,...,Zm,t1,...,t,} se anula em p e que ¢y, ..., P, sdo funcdes reais,

suaves definidas em uma vizinhaca da origem e satisfazendo

9,(0,0) =0, k=1,...,v
¢k(070): - ,
¢(0,0)=0, k=v+1,...,m

dx¢k(07 0) = 7 - o )

tais que os diferenciais das funcdes

, Fp+ie, k=1,...,v Zy, k=1,...,v
=T +i¢p = - =94 .
Sp+igr, k=v+1,....m Wi, k=v+1,...,m
geram 7" numa vizinhanga da origem. O]

Analogamente a consequéncia obtida do Teorema 3.7, temos agora como consequén-
cia do Coroldrio 3.11 que, podemos definir em uma vizinhanca da origem do R", os campos

vetoriais

Mkzzukli, k=1,....d, (3.14)

caracterizados pelas relagdoes My Z; = 0.
As demonstracdes das seguintes observacdes serdo omitidas, pois sdo andlogas as ob-
servacoes 3.8, 3.9 e 3.10.

Observacao 3.12. Considere os campos vetoriais

0 =0 .
L<:——zza—tij, j=1...,n,
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onde M;, sdo os campos definidos em (3.14). Entdo, L, ..., L,, sdo L.I e satisfazem L;Z;, = 0,
comj=1,....,nek=1,...,m. Consequentemente, L1, ..., L, geram }V em uma vizinhanca
da origem.

Observacao 3.13. As 1-formas
dzy, ..., dzy,dty, ... dt, (3.15)

geram CT™(2 em uma vizinhanga da origem.

Observacao 3.14. O conjunto formado pelas 1-formas dadas em (3.15) € a base dual do con-
junto
{Ly,..., Ly, My,..., My} (3.16)

Além disso, os campos vetoriais em (3.16) comutam dois a dois.

Exemplo 3.15. Seja U um conjunto aberto de R" e assuma ® : U — R uma fungdo suave,
dada por ®(t) = (¢1(t),...,dn(t)). Chamamos uma estrutura tubo em R™ x U a estrutura

localmente integravel V em R™ x U, tal que 1" é gerada pelos diferenciais das fun¢des
Zk:$k+l¢k(t), k:zl,...,m.

Temos que os geradores globais da estrutura tubo V sdo dados por

0 = Oy, .
j:(?__ Za— — J=1,...,n.
k=1
De fato, temos que
Z
0 b _a$k+ a¢k<):5kl, l,kzl,...,m,

) = ==&
8;1:1 ($, ) 8;1:1 (%zzl
pois ¢y ndo depende de z. Logo, se escrevermos Z = (Z, ..., Z,), obtemos

0Zy,

Zy(x,t) = (a—xl(x,t)) = Lnxm, paratodo (z,t) € R™ x U.
mxXm

Disto, tomemos ji; = 0, donde

- 0
Mk:lzlékla—xl:a—xk, ]{5:17...,771.

Por outro lado, os campos vetoriais



geram V sobre R™ x U. Portanto,

) ™ Oy ,
jza__ kz::a— — J=1,...

99
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4 A FORMULA DE APROXIMACAO DE BAOUENDI-TREVES

Neste capitulo, provaremos o que provalvelmente é o resultado mais importante na
teoria de estruturas localmente integraveis. Esse resultado afirma que em uma vizinhanca de
um dado ponto do dominio de uma estrututura localmente integravel £, qualquer solu¢do da
equagdo Lu = 0 pode ser aproximada por polindmios em um nidmero finito de solu¢des homo-
géneas, onde as solucdes nesse conjunto sao escolhidas com diferenciais L.I e com quantidade
igual ao co-posto de L. Tal conjunto recebe o nome de conjunto completo de integrais primeiras

da estrutura localmente integréavel.

4.1 O TEOREMA DE APROXIMACAO

Como a férmula de aproximacgado é de natureza local, serd suficiente restringir nossa
atencdio 4 uma estrutura localmente integrdvel £ definida em um subconjunto aberto €2 de R,
sobre o qual £+ é gerado pelos diferenciais dZ1, ...,dZ,,, onde Z; € C*(Q),j = 1,...,m.

Assim, se n é o posto de L, relembremos que N = n + m.

Definicao 4.1. Dada uma distribuicao u € D'(2), dizemos que u é uma solugdo homogénea
de L e escrevemos Lu = 0 se,
Lu=0 emU,

para toda se¢do local L de L definida em um subconjunto aberto U C ().
A seguir apresentamos alguns exemplos de solu¢cdo homogénea de L.

Exemplo 4.2. As fungdes constantes sdo solu¢des homogéneas de £. Com efeito, seja u :

RY — R dada por u(p) = ¢, para todo p € R, Entdo, dado K C R" compacto temos que

/u(x)da::/cdx:c|K|<oo.
K K

Portanto, u € L}, (RY) — D'(R"). Agora, dado 1, . . ., )y um sistema de coordenadas locais

loc

em RV e L uma secdo local qualquer de £, temos que

Logo, a fun¢@o constante € uma solu¢do homogénea de L.

Exemplo 4.3. As fungdes 71, ..., Z,, € C*°(2) sdo solugdes homogéneas de L. De fato, como
C>(Q) C L, .(Q) C D'(Q) temos que Z1, ..., Z, € D'(Q). Além disso, dada L uma se¢io

loc

local qualquer de £, temos que LZ; = (dZ;, L) = 0, paratodo j = 1,...,m, pois dZ; € L*.
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Consequentemente, as fungdes Z; sdo solugdes homogéneas de L. O significado da notagdo

(-,+) € o mesmo dado na Defini¢do 1.21 do Capitulo 2.

Exemplo 4.4. Sejam u e v solugdes homogéneas suaves de £. Entdo, uv é uma solugdo ho-
mogénea. De fato, sejam u,v € C™(2), entdo uv € C*(Q) C D'(?). Ainda, L(uv) =
uL(v) + vL(u) = 0, pois u e v sdo solugdes homogéneas. Portanto, uv é solu¢do homogénea

suave de L.

Dessa forma, segue dos Exemplos 4.3 e 4.4 que um polindmio com coeficientes cons-

tantes nas m fungdes Z;, isto €, uma funcdo da forma

P(Z) = Z COéZaa a = (ala"'7QM) € Zm’ Ca € C’ (41)

lal<d

¢ uma solucao homogénea de L.

Enunciaremos, agora, o Teorema de Aproximacao que afirma que qualquer distribui-
cdo u, que € solucdo de Lu = 0, é o limite fraco de solu¢des polinomiais tais como (4.1).
Em seguida, apresentaremos um exemplo, bem conhecido em anélise, em que aplicaremos o

teorema.

Teorema 4.5. Seja L uma estrutura localmente integrdavel em () e assuma que dZy, . ..,dZ,
geram L em todos os pontos de Q). Entdo, para qualquer p € Q, existem U e W abertos, com
peUcCUCcCW CQ, tais que

(i) todo u € D'(W) que satisfaz Lu = 0 em W € o limite em D'(U) de uma sequéncia de

solugdes polinomiais P;(Z, . .., Zy):

uw=lim P;oZ emD(U); 4.2)

Jj—00
(ii) seu € C*(W), a convergéncia vale na topologia de C*(U), k = 0,1,2, ..., c0.

Exemplo 4.6. Toda funcao holomorfa é localmente aproximada por polindmios na varidvel
complexa z. De fato, seja £ o subfibrado tangente gerado, sobre um conjunto aberto ) C C ~

R?, pelo campo vetorial Cauchy-Riemann

o _1(0 0
0z 2\ox  oy)’
Tomando z(z,y) = x + iy € C™(N) temos que dz = dz + idy # 0 e (%(z) = 0. Logo,

L € uma estrutura localmente integravel. Além disso, observe que toda fungdo u : 2 — C

holomorfa é solu¢do de Lu = 0, pois u € C®(Q) e (%(u) = 0. Logo, pelo Teorema de

Aproximacao qualquer fun¢@o holomorfa pode ser localmente aproximada por polindmios na

varidvel complexa z.
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Definicao 4.7. Considere a relacdo de equivaléncia entre pontos p,q € U C ) p ~ q se, e so-
mente se, Z(p) = Z(q). Definimos as fibras de Z em U como sendo as classes de equivaléncia

da relagdo ~.
Vejamos, agora, uma consequéncia interessante do Teorema 4.5.
Proposicao 4.8. Toda solugdo v € C°()) de Lu = 0 é constante sobre as fibras de 7 em U.

Demonstragdo. Seja [p] uma fibra arbitraria de Z em U e tome ¢ € [p]. Com isso, p ~ g, isto &,
Z(p) = Z(q). Logo, para qualquer polindmio P em m varidveis temos que PoZ(p) = PoZ(q)
e, pela aproximacao uniforme de v em U pelos polindmios em Z, segue que

u(p) = lim P; o Z(p) = lim P; o Z(q) = u(q).

Jj—00 Jj—00

Isto é, u(q) = u(p), para todo ¢ € [p|. Logo u é constante sobre [p]. Pela arbitrariedade de [p]

temos que u € constante sobre as fibras de Z em U. [

Assim, se os diferenciais de Z¢, ..., Z% geram £t sobre 2, temos que Z]@ € C>®(Q) C

C°(Q). Além disso, ja vimos que as fungdes Zg satisfazem EZ? =0,paratodoj =1,...,m.
Logo, segue da Proposicdo 4.8 que Z ]ﬁ € constante sobre as fibras de Z em U, para todo j =
1,...,m,isto é Z8 = (Z¢,...,Z! ) é constante sobre as fibras de Z em U.

Aplicando o teorema com Z* ao invés de Z e considerando, para cada j = 1,...,m,

u* = Z;, podemos encontrar uma vizinhanga U* C U de p tal que Z é constante sobre as fibras
de Z* em U*. Dessa forma, o seguinte resultado nos diz que as fibras numa vizinhanca nio

dependem da escolha do conjunto completo de integrais primeiras.
Proposicao 4.9. As fibras de Z e as fibras de Z* sdo idénticas em U*.

Demonstragdo. Considere {[p]z;p € U*} as fibras de Z em U* e {[p],:;p € U*} as fibras
de Z% em U*. Provaremos que [p]; = [p|,:. Seja ¢ € [p]z, entdo Z(p) = Z(q). Para cada
j = 1,...,m, tomemos u = Zg € C=(U*). Como, P, o Z(p) = Py o Z(q), para todo
k=1,...,m,temos pelo Teorema 4.5 que

Zi(p) = lim Pyo Z(p) = lim Pyo Z(q) = Zi(q). j=1,...,m,

k—o0 k—o0

ou seja, Z*(p) = Z*(q), donde ¢ € [p],:. Reciprocamente, tomemos ¢ € [p]:, entdo Z*(p) =
Z%(q). Disto, temos que Py o Z¥(p) = Py o Z*(q), para qualquer k = 1,...,m. Agora, para
cada j = 1,...,m, tomemos u* = Z; € C*(U). Assim, aplicando o Teorema 4.5 com Z* no
lugar de Z, obtemos que

Z;(p) = lim Py o Z%(p) = lim P, o Z%(q) = Zi(q), j=1,...,m.

k—o0 k—o0

Isto é, Z(p) = Z(q), donde q € [p|z. N
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Além disso, toda solugdo v € C°()) de Lu = 0 pode ser fatorada como a com-
posi¢do de uma fungdo continua, definida em um subconjunto de C™, com Z. Isto é, existe
ueC'Z(U))talque u =wo Z.

4.2 DEMONSTRACAO: VERSAO CLASSICA

Como o Teorema de Aproximagdo é de cardter local, consideraremos B((0,0), M) C
R¥, onde M > 0. Iremos provar o Teorema 4.5 em vérias etapas. A primeira etapa consiste em
tomar coordenadas locais convenientes em uma vizinhanga de p. Como £ € uma estrutura local-
mente integravel temos, pelo Corolério 3.11 da Se¢do 3.2, que existe um sistema de coordendas

que se anula em p, a dizer
{.Z'l,. .. ,Im,tl, ce ,tn}

e fungdes reais, suaves ¢, . . ., ¢, definidas sobre B((0,0), M) e satisfazendo
¢1(0,0) =0, d,¢r(0,0) =0, kE=1,...,m,
tais que os diferenciais das funcdes
Zi(z,t) = xp +idn(x,t),  k=1,....m 4.3)
geram 7" sobre B((0,0), M). Agora, tomemos R > 0 e consideremos o conjunto
V ={(z,t) € B((0,0),M); |z| < Re|t| < R} (4.4)

de forma que (4.3) seja vélido em uma vizinhanca de V.

Observacao 4.10. O conjunto V' definido em (4.4) € aberto. De fato, escrevamos V' = V; N V5,
onde V; = {(x,0) € B((0,0),M); |x| < R} eV, = {(0,t) € B((0,0), M); |t| < R}.

Denotando |z| = f(x), temos que f é continua e
Vi = {(2,0) € B((0,0), M); |«] < R}
— {(x,0) € B((0,0), M); —o0 < |a| < R} = f~(~00, R).
Como f € continua temos que V; € aberto. Analogamente, temos que V5 € aberto. Portanto,

V = Vi NV, é aberto, como queriamos.

Antes de enunciarmos a préxima observacio, tomemos X C V aberto de forma que
X NVe={. Assim, existe ) € C°(RV) talque ) = lem X,y =0em Ve 0 < (z) <1,
para todo z € RV,

Observacao 4.11. Podemos escolher R > 0 de forma que:

@) H (%(%ﬂ) H < 1, paratodo (z,t) € V;
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(i) |¢;(z,t)| < 137, paratodo (z,t) € V,

onde M = max(, yery |Vo¥(z,t)| e || - || indica a norma da matriz ¢, (z,t) = (a@ (z, t)>

Oy mxm
como um operador linear em R". Com efeito, note que (O 0) =0paratodoj =1,...,m,
pois d,¢;(0,0) = 0. Além disso, como V C U temos que ai)i c C>(V), ou seja, f; é

continua em (0, 0). Logo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

(2, 1) — (0, 0)\<5:>H(a¢ﬂxt)) <g¢i(0’0))

1
4’

Em particular, para e = Z, existe 6* > 0 tal que

9¢ 1 *
H(ﬁﬂﬁi t)) H R para todo(z,t) € B((0,0),5").

Agora, como ¢; € C=(V) e ¢;(0,0) temos que para todo € > 0, existe § > 0 tal que
(@, 6)] < 0 = |6;(2,0)] < e

Em particular, para ¢ = ;1 existe § > 0 tal que

lpj(x,t)] < para todo(z,t) € B((0,0),S).

1
AM’
Tomando ¢’ = min{d*, 5 } e reduzindo R, se necessdrio, temos o desejado.

Observacao 4.12.

1
<35 para todo(x,t) € RY.

(%)

De fato, se (z,t) € X C V entdo ¢(x,t) = 1 e pelo primeiro item da observagao 4.11 vem que

g5 - [ o)
- axi

Agora, se (z,t) € V¢ entdo ¥(z,t) = 0, donde

<1<1
4 2

Por fim, se (7,t) € Ve (z,t) ¢ X entdo 0 < (x,t) < 1 e pelo segundo item da observagio
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4.11 obtemos

H( 83ck “ )>H = H(gfi(x t>> sup [¢(z, )] + [V (, t)] sup |¢;(z, 1)
< |(Greo)] -y
1 1 1
< 1ti1=%

o que conclui a demonstragdo da observacao.

(¢a¢)

Como as fungdes coincidem com as fungoes - ¢” em X C V escreveremos, por

simplicidade, 7 ¢] , isto &,

H <g—f;(x, t)> H < %, para todo(z,t) € RY, 4.5)

Analogamente, modificando £ fora de uma vizinhanca de V, isto é, multiplicando
os campos Lj, 7' = 1,...n, pela fungdo 1, podemos assumir que os diferenciais dZ;, j =
1,...,m, dados por (4.3) geram L+ sobre R". Assim, a nova estrutura £ e a antiga coincidem
em V, o que significa que qualquer conclusido obtida sobre a nova estrutura £ em V' ird ser
vélida para a antiga estrutura L.

Consideremos 0s campos vetoriais

= 0
:Z:ukl_a kzlv"‘7m7
=1 6xl

caracterizados pelas relagcdes

MkZl:(Skl, k:,lzl,...,m,
€ 0s campos vetoriais
0 0P,
L;=— — M =1,...
J atj ZZ at k J ) y 10
os quais sdo L.I e satisfazem L;Z;, = 0, j = 1,...,n, k = 1,...,m. Tais campos foram

introduzidos na Secao 3.2 depois do Corolério 3.11. Multiplicando as fung¢des ux; pela fungao
1) temos que os campos M;’s e L;’s ficam definidos sobre todo RY. Assim, Ly, ..., L, geram

L sobre RY, enquanto os N = n + m campos vetoriais

Li,...,Lo, My, ..., M,
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comutam dois a dois e geram CTR”Y. Como
dZy,...,dZy,dty, ... dt,

geram CT*RY, o diferencial dw de uma fungdo w(z,t) € C! pode ser expresso nesta base na

forma

do =" Lj(w)dt; + Y My(w)dZ. (4.6)
=1 k=1

Com efeito, dado p € RY como dw, € (CT;RN temos que
dw, = Z aj(p)dt;, + Z bi(p)dZy,,
j=1 k=1

onde a;, by € CO(RY). Assim, paratodo j =1,...,n

n m

dwp(Ljp) =Y ap(p)dtyn(Lip) + > br(p)dZkp(Lsp) = a;(p),

§'=1 k=1

isto é, Lj(w)(p) = a;(p), pois L;Z, = 0 e Ljty = §; paratodo j,5' = 1,...,nek =

1,...,m. Por outro lado, paratodo k = 1,...,m

dwp(Myp) = aj(p)dtip(Mip) + > bis (p)dZrp (M) = bi(p),

j=1 k=1

isto é, My(w)(p) = bi(p), pois Myt; = 0 e MyZy = Oy para todo k k' = 1,...,me

j =1,...,n. Portanto,

dwy = Z Lj(w)(p)dt;y + Z M (w)(p)dZ
j=1 k=1

como desejado.

Provaremos inicialmente parte do primeiro item do Teorema 4.5 para distribui¢des re-
gulares. J4 que a nova estrutura £ estd definida sobre todo R”, assumiremos que u é uma
solugdo homogénea suave de Lu = 0, definida sobre RY com derivadas de todas as ordens con-

tinuas. Assim, seja u € C°°(RY) satisfazendo em R" o sistema de equagdes sobredeterminado

p
L1U:O

LQU =0
4.7)

L,u=0.

\
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4.2.1 A Aproximacio de E,u(z,t) por Polindmios em Z(z, 1)

Definamos uma familia de fungdes { £, u} que depende de um pardmetro real 7, 0 <

T < 00, por meio da férmula

E.u(x,t) = (%) N /m e TE@O=ZE 0Py (! 0)h(z') det Zy (2, 0)da’, (4.8)
onde Z(x,t) — Z(2',0) € C™ e para qualquer ( = ((1,...,(n) € C™ usaremos a notagio
[C]* = G+ ...+ (3. Além disso, temos que h(z) € C(R™) tal que h(z) = 1 em uma
vizinhanga de |z| < £ e h(z) = O para |z| > R, em que R foi dado anteriormente na construgdo
do conjunto V. Assim, a aplicagdo R™ 3 2/ —— u(a’,0)h(2") € C estd bem definida em R™, é
de classe C'° e tem suporte compacto. Por dltimo, sendo Z = (Z1,. .., Z,,) consideramos Z,

. 07 .
como sendo a matriz (aT,i) e denotamos seu determinante por det Z,.
Jik=

Observacao 4.13. A exponencial no integrando da equagdo (4.8) € uma funcao inteira de
(Zy,...,Zny) eelasatisfaz o sistema de equagdes homogéneo (4.7). Consequentemente, F u(x, t)
satisfaz o sistema (4.7), onde 0 < 7 < oco. De fato, sejam L; € 2 (RY), j = 1,...,n campos

vetoriais que geram L. Por simplicidade escrevamos

S
b

k=1

onde y corresponde ao sistema de coordenadas (z, t). Entdo,

N 1,02
o (e—rlztet- 201
L‘(e_T[Z(x,t)—Z(:c ,0)]) = Qjk
N
— Z o peTE @2 0P o-rlZ(z,t) - 2(+', O)F")
k=1 ’ o

N
_ T2t -2 0 Z W ([Z(x,t) = Z(2',0)])
7 Oyr,
k=1

= e TP ZE O ([ Z(x,t) — Z(2',0)]?).
Como Z;, € C°°(RY) é solugdo de LZ), = 0, paratodo k = 1, ..., m, temos que

Lj(Zk($, t) — Zk(l’/, 0)) = LJ(Zk — Zk(l'/, 0))(1’, t) = LjZk($, t) = 0.

Logo, Lj(e_T[Z (@t)—-2 (x/’O)P) = 0, pois o produto de solu¢des homogéneas suaves € ainda uma

solucdo homogénea suave. Consequentemente, pela diferenciacdo sob o sinal de integral vem
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que

N

LB ) = Sapt Tt ALl

—7[Z(2,t)—Z (2" ,0)]?
(6 ) dl'/

= Zaﬂk (;) / u(a’ O)h(x')deth(x',O)a

m 0 —7[Z(x,t)—Z(2',0)]?
= 2/ u(x ") det Z,(2,0 Za]k (e )
Rm

k=1

Oy,

dz' =0,

Oy,
0 que prova a observagao.

Vamos denotar por Py (() as somas parcias de grau k da série de Taylor da fungdo

exponencial e, em um polidisco fixo que contém o conjunto
{(Vr(Z(z,t) = Z(2',0)); |2],[2'| <R, |t| < R}

Substituindo a exponencial na defini¢do de E, por Py, (\/7(Z(x,t) — Z(2’,0))) temos

T

Fru(a,t) = (-) / PUV(Z(.8) = Z(2',0)ule’, 0)h(a') det Z, (', 0)da’

™

onde F*u é um polindmio em Z(z, t). Além disso, para |z| < £ e |t| < T  temos que

lim Fru(z,t) = Eu(z,t)

k—o0

na topologia C'*, pois Px(¢) — ¢~ na topologia C*°, quando k& — oco. Assim, a segunda
etapa da demonstragdo serd mostrar que, para |[z| < £ e |t| < T < R, com T convenientemente

pequeno, E,u(z,t) — u(z,t) uniformemente quando 7 — 0o, pois dessa forma teremos que

lim lim FFu(z,t) = lim Eu(z,t) = u(z,t).

T—00 k—00 T—00

Fazendo j = min{, k}, concluimos que
lim Fyu(x,t) = u(z,t).

]%OO

Consequentemente, de agora em diante, fixemos nossa aten¢ao na convergéncia

Eu(z,t) — u(x,t).
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4.2.2 Uma Aproximacio da Identidade e a Convergéncia em D’
Consideremos a seguinte modificacdo do operador £ :

Gru(z,t) = <z>2/ e TA@O=ZEOPy (o (') det Zy (2!, t)da.

™

Note que, quando ¢, = 0,k = 1,...,m, temos que Z(z,t) = x e det Z, = 1. Entdo, G fica

m

T

Grule,t) = (2)° / T (el )b
isto é, G- é a convolugdo de u(z,t)h(r) em uma integral gaussiana em R™, sendo assim uma
aproximacgdo da identidade, bem conhecida, quando 7 — oco. Em geral, as fungdes ¢) s ndo
se anulam, mas sdo relativamente pequenas, pois se anulam na origem e vale (4.5). Assim, G,
ainda € uma aproximagao da identidade. Entdo, a ideia é provar que G,u — u e, em seguida,
estimar a diferenca R,u = G,u — F,u usando o fato que Lu = 0. Antes, contemplaremos

alguns lemas técnicos.

Lema 4.14. Se A é uma matriz m X m com coeficientes reias, simétrica, positiva definida, entdo
m 1
/ e 80 dy = 1% (det A) 73, (4.9)

Demonstragdo. Usando coordenadas polares e, em seguida, fazendo uma mudanca de varidveis

€ facil verificar que

[e'e) 1
/ e gt — (f) Condea > 0. (4.10)

a

Como A é simétrica, temos que existe uma matriz m X m ortogonal B tal que B‘AB = D é
uma matriz m x m diagonal. Por B ser ortogonal temos que BB = B'B = [ e det B = +1.

Entdo, podemos escrever A = BDB'. Logo,

/ 6—(Aa:,a:>dl, _ / 6—<BDth,x)d:L, _ / e—(Dth:,th>dl,

Fazendo a mudanca de varidveis y = B’z temos que o determinante Jacobiano da fun¢io

v=[fly)=DByé
det J¢(y) = det B # 0.

Assim,
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Sabemos que a matriz diagonal D € dada por

d 0 - 0
0 dy - 0
0o 0 - d,
onde d; sao os autovalores de A. Além disso, d; > 0,7 =1, ..., m, pois A é simétrica e positiva

definida. Portanto, de (4.10) e (4.11) segue que

_ _ 2 _ 2
e (Az,x) dr = e d1yi—-..—dmy;, dy
m m

= / e~dvi .. e‘dmy%@dy
R

pois det D = det(B'AB) = (det B)? det A = det A. O

Se tomarmos o conjunto H das matrizes m X m com coeficientes complexos, simétricas
com parte real positiva definida, afirmamos que a identidade dada em (4.9) se verifica para todo
A € H. A demonstragdo de tal afirmagdo, junto com a escolha adequada do ramo da raiz a ser

tomado, se encontra em [10], padgina 85. Como consequéncia desse fato, segue o seguinte lema:

Lema 4.15. Seja B uma matriz m X m com coeficientes reais e norma ||B|| < 1 e considere

A =1-+1B, onde I é a matriz identidade. Entdo,

m
2

detA/ e AP gy — 1

Demonstracdo. Observe quue, [Az]?> = (Az, Az) = (A'Az,z). Assim, e A4° = ¢~ (Cra)

onde a matriz C' = A'A tem parte real positiva definida. Com efeito, um calculo trivial nos

fornece que RC = I — B'B. Assim, dado x € R™ ndo nulo temos que

2'(I - B'B)x = (x,(I — B'B)z) = (z,7 — B'Bx) = (x,2) — (v, B' Bx)

= 2" = (Bz, Bx) = |a* — || Bz|* > [2]* — |2]* = 0,

pois || B|| < 1. Logo, sendo C' uma matriz m x m com coeficientes complexos, simétrica com
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parte real positiva definida, temos que
/m e A dp = /m e\ C2) d = 1% (det C)_%.
Mas, como C' = A A, note que det C' = det(A'A) = (det A)? e, portanto,
/m e gy = 7% (det A) 7Y,

donde
detA/ e~ AP gy = T?,

como desejado. [

Consideremos v(x,t) = h(z)u(z,t) det Z,(z,t) e observe que v € Cg°(RY). Fixado
(z,t) € RY note que a matriz Z,(z,t) = I +i¢,(z,1) satisfaz as hip6teses do Lema 4.15, pois

¢, (x,t) € uma matriz m x m com coeficientes reais e vale (4.5). Assim, temos que

vl3

det Z,(x, 1) / e~ Ze@tr gyt — 2% (4.12)

m

donde, podemos escrever

WT;/ ei[Zz(x’t)x/]QU(x,t)de’/ = U(],’?t)’ﬂ'gl/ o~ Ze(@ )z gt

= h(m)u(x,t)deth(:p,t)W_T;/ e 2@t gt

m

= h(x)u(z,t).

Introduzindo a mudanca de varidvel & — = + 7722 na integral que define G, u, segue que

™

GTU(JU,t) = (1)2/ e—T[Z(r,t)—Z(i,t)pU(j,t)dj
_ 7_72"7.(_—7;/ e—T[Z(J:,t)—Z(x-l-T_%x’,t)]Q,U(x+T—%x/7t)7_—%dw/

— 7775/ e*T[Z(x:t)*Z(HF%x"t)Pv(x+T’%x’,t)d5€/-

Mas, como v € C°(RY) e vale (4.12), temos que

m

7r2/ e 7@ Py (p 4 7730 ) da! < oo,
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Entao,

Gru(z,t) — h(z)u(z,t) = 7~

Portanto, G, u(z,t) — h(x)u(x,t) = I, + J,., onde

L(zt)=7"7% / e Za(@ne ) (v(x v t) — v(x,t)) da’

JT($;t> _ 71'7;/ (eff[Z(x,t)fZ(x+7'7%x/7t)]2 . 6—[Zz(x,t)$/]2) U(.T + Tﬁéx/,t)dx-/

Primeiramente, iremos estimar 1.
3|z’ 2
Afirmagdo 1: ’ef[Zz(x,t)x/P 3]

De fato, de (4.5)

Zo(w 2P| _ R1Za(@2?) _ oo/ PHoe(@e P o =/ PHE P _ =3P

!

Afirmagado 2: |V, v(x,t)| é limitado em R™ x {|t| < R}.
Com efeito, pelo fato de v € C5°(RY) temos que (%; € C5°(R™ x {|t| < R}), isto é, para

cada j = 1,...,m existe K; = max { ‘ g” (z, t)’} Entdo, indicando a norma da soma por
Lj

|- s temos que |V, v(z, )]s =

88; (z, t)‘ +...+ )a‘?;(x,t)’ <K +...+ K, =K. Agora,
como a norma euclidiana e a norma da soma sdo equivalentes temos que existe C > 0tal que
IV,o(z, )| < C|Vu(z,t)|s < K, paratodo (z,t) € R™ x {|t| < R}, concluindo a afirmago
2.

Afirmagdo 3: [y, e~ 1l P |da’ < 0.

Com efeito, usando a férmula da integragao polar m-dimensional, se f é uma funcio positiva

entao

flahar < g [ ] /ORf<p>|sinm-2<¢1>||sinm-3<¢2>|'..|sm<¢m_2>|pm—l

Rm R—+o00 0

dp d¢1 d¢m 1

Jim_ / / / / F(0)p™dpdy .. Ay

= lim 27(7 / f(p)p™tdp= lim 27™ 1/ f(p)p™ tdp.

R—+o00 R—+4o00 0

IN
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. . ~ 3112
Aplicando isso a fungdo f(|z'|) = e~ 1 |2/|, temos que

2

R
3l2’|? ) _ _3p%
/ e 7 |2|de’ < lim 27" 1/ e medp.
m 0

R—+o00

2
Assim, se provarmos que e p™ € LY0,+00), teremos o desejado. Primeiramente, pela
regra de L’Hopital
3 2
e" P2 50, se p — 400

2 . . _ 30
Entdo e‘s%pm+2 ¢ limitado, isto é, existe C' > O tal que e~ 1 p™ < /%' Portanto,

400 2 1 2 400 2 _ 400 C
/ e_%pmdp = / e_gzpmdp—k/ e_?)zpmdpg(]—i-/ —dp
0 0 1 1 p
. C _
= C+|——|{")=C+C < x,
p

como queriamos.

Pela afirmagdo 2, a desigualdade do valor médio nos fornece
l(z + 7722 1) — vz, t)| < K|(77 22, 0)| = K77 2|a/].
Disso e da afirmacdo 1 segue que

L(z,)] < 7% /

m

< ﬂ?/ €lel|2KT§‘l’/’dl’/:CTé/ e’%‘z/‘le']dx’:C/T’%,
m m

e o 4 7Ee 1) — v, )]

onde ' = C [, e~ 11?2/ |d2’ < co. Logo, quando 7 — oo, temos que |I,(z,t)] — 0

uniformemente em R™ x {|¢{| < R}. Agora estimaremos /.

3|2’ |

—r(Z(@ )~ Z (a2l )2 _ e—[Zz(xvt)”C']Q‘ <2e 1 :

Afirmagdo 4: ’e
De fato, como ¢ € C5°(RY) e vale (4.5) segue da desigualdade do valor médio que

1

)¢<x g E) — ¢<x,t)( < 5l i, 0)) = 5l 4.13)

Logo,

o2~ 2@t Ea 02 _ o~ (Za(a ) ‘eT[Z(:p,t)Z(aH»T%x/,t)P

I ’ef[zz (x,t)2']

R(-r(Z(28)~Z (@t 30 0P) | o= [Za(ot)a]

(&
(Tt~ (@t 3 PP [ Ze(a )]

< e%‘$/|27|$/‘2 +€7%|z/|2

3,712 72 73@/\2
e e 4|:E| | :26 4

3
+ el
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Agora, como v € C°(R™ x {[t| < R}), temos que |v(z,t)| < C, para todo (z,t) €
R™ x {|t| < R} onde C' = max |v(z,t)|. Juntando isto 2 afirmagdo 4, vem que

o2t~ Z (et 2 O _ o~ Za(at)e)

[T (2, 1) < w?/

< W_Tg/ ‘e—T[Z(JJ,t)—Z(J?-‘r’T_%Jﬁl,t)F _ 6—[Zx(ac,t)x’]2

[o(e + 7722, 1) da’

Cdx'

IA

C// ‘eT[Z(I,t)Z($+T%$I,t)]2 . ef[ZgE(gﬁ,t)gc’]2 dx/

_ O’/ o TZ@ )2t 2 02 _ o~ Ze (@) )?] g,
|z’ | <K

+ C// e*T[Z(x,t)fZ(erT*%x’,t)]z _ef[ZgE(ac,t)gc’]2 dz’
|| =K

/2
|

_ Cl/ e—T[Z(:z:,t)—Z(:lc-l—’r_%ac’,t)]2 _e—[ZgE(:z:,t):c’]2 dx’+2C"/ 6_3|sz2§'/
|2/ | <K |2/ [> K

Analisemos primeiramente a integral sobre {z’; |2'| > K}. Como |2/| > K, entdo

|ZL’,|2 . %|ZL’,|2 S _}l|m/|2 .

1]{2
i

3, 1
==

Assim,

_ 3lz’|? 1212
20'/ e 1 dx < QC’/ e~ 1l =3 K gy
| >K !> K

_1p2 1.2 12
= 202K / e 1Py = Ce 287,
|| > K
1,./ 1,./
onde C' = 2C" f|x,|>K e1le' Py < 207 Jam e~ 11" g2’ < 0. Logo,

| J(z,1)] < C’/ da’ + Ce 257, (4.14)

1
‘e—T[Z(z,t>—Z<w+fw,tn? _ o Zalwt)a)?
le'|<K

Entdo, para mostrar que |.J;(x,t)| — 0 uniformemente quando 7 — oo, precisamos estimar a

integral sobre {z'; |2’| < K} para qualquer K grande. Observe que, por defini¢ao o quociente

. . — —2g N
de Leibniz (] = 22t 2200 converge a ¢, = —Z, (2, t)2’ em z, quando 7 — oo e para

T 2
|2'| < K e |t| < R tal convergéncia é uniforme. Agora, tendo em vista (4.5) e (4.13) , obtemos

que

1
RGP =[] = [@a(w, )" = |2 = 7|2 2 0

_1 1
RICT]? = —7lp(x, 1) — plx + 722" 1)]* + [2']* > —Z\ﬂf’\z +[2'[* > 0.

Afirmagdo 5: f(¢) = e~ é uma fungdo Lipschitz sobre {¢; R¢ > 0}.
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De fato, observe que
_ _ _ 1
’f’(f)\ =|—e C|= e C]:e m:e?cﬁl, quando R¢ > 0.

Portanto, dados (1, (> € {¢; R¢ > 0}, como a func@o exponencial é diferencidvel, temos pela

desigualdade do valor médio que

e —e 2| < sup e ¢ — Gl <G -Gl
fE[CI:Cﬂ

o que conclui a afirmagao.

Ainda, como

o
lim (] = lim -
T—00 T—00 7%

obtemos que
Zi(x,t) — Zj(x + 7 22/, 1)

li —_Z. /
Jim, (@, t)e
paratodo j = 1,...,m. Logo, lim, . [(]]* = [(2]? isto é, para todo € > 0, existe 7 > 0 tal

que, para todo 7 > 79 = [[¢]]2 — [C2]?| < e. Em particular, para e = C'7~2, onde C' > 0, existe
To > 0 tal que, para todo 7 > 7, temos que

_1
[T = [P < O 72
Disso e do fato de e~¢ ser Lipschitz sobre {¢; R¢ > 0} vem que

1

e T — el < | — [(])P + (G < O7 2,

V]

ou seja,

‘e—r[Z(x,t)—Z(erT—%x’,t)P _ e 2@t < o3

Combinando a desigualdade acima com a desigualdade (4.14) segue que

|- (z,t)] < C'/ Cr2da/+Ce 2K = OT_é/ dz'+Ce 2K <®) Cr 2 KMmyCe 257,
|z’ [<K o' | <K
Portanto, |.J,(x,t)] — 0 uniformemente em R™ x {|t| < R}, quando 7, K — oco. Assim,
|G u(x,t) — h(x)u(z, t)| = |I; + J-| < |I;|+|J:| — O uniformemente em R™ x {|t| < R},
quando 7 — oo e Gru(z,t) — u(z,t) para |z| < £.
Verifica¢do da desigualdade (x): Seja B, uma bola quadrada que contém a bola B(0, K),
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assim,

/ da’ = u(B(0, K)) < pu(Ba(0, K)) = (2K)™ = 2"C™ K™ = CK™,
x| <K

4.2.3 A Estimativa do Resto e a Convergéncia em D’

Para finalizar a primeira parte do teorema, iremos estimar o resto R, = G, — E, por
meio do Teorema de Stokes. O fato que u satisfaz o sistema (4.7) ndo foi usado para provar
G,u — hu, mas agora este fato serd essencial. Seja (z,t) € R” fixado e considere a m-forma

em R" dada por
%

w(x',t’) _ <I> e—T[Z(x,t)—Z(x/7t/)]2u(x/’ t/)h(ml)dZ(QZ’,t,) _ U(xl,t/)dZ(.T/,t/),
™

onde dZ = dZ; A ... N\ dZ,,. Consequentemente,

Gru(z,t) = <Z>2/ e TE@D=ZE Oy (o H)h(a') det Zy (2, t)da

™ m

=

_ <Z>7 / e TZ@O=2@Oy (o 1) h(a') det Zy (2!, ) da!
s R™ x{t}

™ R™ x {t} R™ x {t}
e
Eu(xz,t) = (Z>2/ e TE@D=ZE 0Py (2! 0)h(2') det Zy (2, 0)da’

s R

= (Z)Z/ e_T[Z(z’t)_Z(wl’t,)]Qu(x',t')h(x’) det Z,(z', t')da'
m R x {0}

= <Z>T;/ e_T[Z(“”’t)_Z(”/’t,)]Qu(a:',t/)h(:v’)dZ(:v’,t’):/ w,
Q R™ x {0} R™ x {0}

pois o pull-back! de dZ (2, ') para {t = ¢ = constante} é dado por det Z,(z', ¢)dz| A.. . Adz),,.
Lembrando que h(z') = 0 para |2/| > R, temos que w(z’,t') = 0 para |2/| > R. Assim, pelo

R™x{t} R™x {0} A(R™ x[0,t]) R™ x[0,t]

Teorema de Stokes
Gr(x,t) — Eru(x,t) = /

onde [0, ¢] denota o segmento que liga a origem de R™ ao ponto ¢ € R™. Para calcular dw
faremos uso da equac@o (4.6). Como w = vdZ, entdo dw = d(vdZ) = dv A\ dZ, mas de (4.6)

10 conceito de pull-back de uma forma de grau r se encontra em [13], pagina 403.
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temos que

Logo,

dw = (ZL dt+ZMk de>/\dZ

k=1

_ ZL dt/\dZJrZMk VdZ, A dZ

= ZL )dt; A dZ.

Contudo, usando o fato que Lj(e_T[Z(x’t)_Z(x/’t')P) = 0 e a hipétese de que L;u = 0, para todo

j=1,...,m segue que

Ljv(x’, t/) _ <I) 2 e—T[Z(w,t)*Z(z/’t/)}Qu(1:/’ t/)Lj(h(Sl?/>>-

™

Portanto,

Rou(z,t) = Gru(z,t) — Eu(z,t) :/R . ]dw
mx[0,t

RO
ER;
N ™

Assumamos agora que |z| < £ e |t| < T, onde T ainda serd escolhido. Desejamos estimar a

m
2

e AN -2y (! )Ly (h(a'))dt; A dZ

/ e TIZ@O=2@ Ry (! YL (h(a'))dt; A dZ. (4.15)
mx 0,4

exponencial no integrando de (4.15). Assim,

T2 @) =2 2| _ R-r(Z@n)=Z@ 7)ot —e 8P —le—a'2) (4.16)

Considere as aplicagdes &' : R™ — R™ e £2 : R™ — R"™ dadas por ! (z) = ¢(x,t) e £2(t) =
¢(2',t). E claro que tais aplicacdes estio bem definidas e sdo suaves. Além disso, ||£1(x)|| =
|¢(z,t)|| < 5 paratodo z € R™ e como ¢ € Cg°(RY,R™) temos que ¢, € Cg°(RY,R™).
Assim, existe C' > 0 tal que C' = max{||¢;(z,t)||}, donde [|E(¢)|| = ||¢e(x,t)|| < C. Entio,

aplicando a desigualdade do valor médio para as funcdes ¢! e £2, obtemos

|6(x, 1) — o2, 1) = I€'(z) — €' (2)] < %Iﬂ? — |
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[6(2',t) — o(a’, 1) = [€%(t) — ()| < Ot =],
Logo,

p(z, 1) —o(', 1) < |o(a,t) — @(a', )] + [@(2', 1) — (2, 1)]
< %|w—x'|+0|t—t'|. 4.17)

Mas, note que ¢’ € [0, ¢] implica que ¢’ = (1 — a)0 + at = «at, com « € [0, 1]. Ento,
Clt—t|=Clt—at|=C(1—a)|t| < CJt| < CT.
Voltando em (4.17) vem que
!4l 1 /
e elevando ambos os membros ao quadrado

1
—|z —2']* + C*T?,

1
6z, 1) — (&', ) < 7o — 2P+ CPT < o — o/ —

donde .
¢z, t) — ¢z’ t)]* — o — 2']* < —glz = o+ C*T*.

T(CQTZ— \I*I/Iz)
<e 2.

Agora, sabemos que h(z’) = 1 para |2/| < £ e h(z/) = 0 para [2/| > R, entdo sob essas

Logo, (4.16) fica

677'[Z(:E,t)7Z(ac’,t’)}2

mesmas condi¢des L;(h(z')) = 0. Assim, a regido de integragdo da expressdo R, dada em
(4.15) sereduz a {£ < |2/| < R} x [0,1] e

|Ru(x,t)] < QZ/
{E<|a/|<R}x[0,]

—7[Z(z,t)—Z (2 ')

e

(', t")Li(h(z")|dt; N dZ

2 C2T2_M>
= %) 2 Z/R 67( 2 (@ )Ly (h(2)))|dt; A dZ.
‘1 J{E<I2|<RYx [0
Com isso, observe que |z — 2’| = |2/ — 2| > [|2/| — ||| > [2'| — |2| > § — & = £, Portanto,

Ryu(z,t)| < e(C2T2 5)(T)* / o )L (h(2")|dt; A dZ
(R, ) ) (D) Z L CRA LS

IN
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onde
= (1)
T

Escolhendo T' < <efé2) 2, concluimos que

m
2

3 / (e, )L (b)) det Zo(2!, #)dt;de, . .. da'., < oo.
=1 JAF <l2’|<Ryx([0,1]

R2 m

|Ryu(z,t)| < Ce Torrs,

e fazendo 7 — oo, pela regra de L’Hopital segue que |R,u(z,t)| — 0 uniformemente sobre o
conjunto U = {|z| < £} x {|¢t| < T'}. Resumindo, encontramos uma vizinhanga U da origem
tal que para qualquer solugdo u € C$°(RY) de (4.7), E;u — u uniformemente em U, o que
prova a primeira parte do teorema para distribui¢des regulares.

4.2.4 As Férmulas de Comutacio e a Convergéncia na Topologia de C*,1 < k < oo

A terceira etapa € provar o segundo item do teorema para k = oo (os casos 1 < k < oo
serdo provados mais tarde). A ferramenta principal serd o uso das férmulas de comuta¢do dos

campos vetoriais M, com G, .

Lema 4.16. Sejam v e w fungées de classe C" tais que uma delas tém suporte compacto. Entéo,

/ wMpvdZ = —/ vMpwdZ.
R x {t} R x {t}

Demonstragdo. Considere a m-forma exata de classe C* e de suporte compacto definida por

we = dwvdZy A .. NAZ A ... N dZy,)
= dwo)NdZy A NAZR AL N D,

onde o chapéu indica que o fator dZj, foi omitido.

Como o pull-back de wy, em {t} x R™ & exato, pois wy, € exata, segue do Teorema de

/ wi = 0. (4.18)
{t}xR™

Usando (4.6) para calcular d(wv), obtemos

Stokes que

d(wv) = i L;(wv)dt; + i My (wv)dZy,.
k=1

J=1



Assim,
j=1

+ > My(wv)dZy NdZy A NdZg AN dZy,
k=1

= Y Lj(wv)dt; NdZy N NdZp A N dZy,
j=1
+ My(wv)dZy NdZy A ... NAZ A .. N d

= (D" My(wo)dZ + ) Lij(wo)dt; NdZy N NdZ N N A2,

j=1

Ja que o pull-back dos termos que contém o fator dt; se anulam, temos que

Wiy xrm = (=1 (WM, (v) + v My (w))dZk| {1y xmm -

Disto em (4.18), vem que

/{} Rm(ka(v) + oMy (w))dZ =0

donde segue o desejado.

Lema 4.17. Parau € CY(RY) e k = 1,...,m, valem as seguintes identidades

MyGru(z,t) — G.Myu(x,t) = [My, G lu(z,t)

120

= <Z>2/ e TA@O=ZE Oy (o £ Myph(x') det Z, (2, t)da'. (4.19)

™

Demonstragdo. Consideremos 0s campos vetoriais
(x,t,Dy) x,t)=— e My(a' t, Dy ' t —
Zﬂkl o1, i Z,Ukl

definidos sobre todo R” e, respectivamente, caracterizados pelas relacdes
Mk<l‘,t, Dx)Zj(iL‘,t) = 0jk (] Mk($/,t, Dx/)Zj(x',t) = Ojk,
paratodo k,j = 1,...,m. Logo,

dik = My(x,t,D.)(Z;(x,t) — Z;(a', 1))
= —My(a',t,Dp)(Z;(x,t) — Z;(2',1)).
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Agora, seja F(¢) uma fungdo suave e consideremos a fungdo f : R*"*" — C dada por
f(x, o' t) = F(Z(x,t) — Z(2',t)). Note que, f = F oG, onde G : Rt — C™ ¢ dada
por G(x,2',t) = (Zy(x,t) — Z1(2' ), ..., Zy(2x,t) — Z,n (2, t)). Assim, pela regra da cadeia
temos que

of IFoG), —, ~OF aG (z,t) — Z;(2',1))
g (1) = =5 () —Z o O Z% 5o -
Portanto,

My(z,t, D) f(x,2',t) = Zukl(x,t)g—i(z, 2/, t)

Aplicando isso a funcdo F(¢) = e 7", obtemos que
My, (z,t, D,)e TZ@N=2@0F — _£p (ot D,,)e TE @D 01, (4.20)

Logo, diferenciando sob o sinal de integral, pela equacdo (4.20) e usando o fato que o pull-back
para qualquer ¢ = constante da m-forma dZ; A ... A dZ,, é dado por det Z, (2, t)dx’, temos

que
MG u(z,t) = <Z>? / M, (e_T[Z(w’t)_Z(:”,’t)]Z) w(z', t)h(x") det Z, (2, t)dx’
7T m
= — <Z>? My(2',t, Dy) (e_T[Z(z’t)_Z(“?,’tW) u(z', t)h(2") det Z, (2, t)dx’
™ R™

. (Z)i My(e' 1, D) (e_T[Z(z,t)—z(a:’,t)}"’) w(x' t)h(x")dZ (2!, t).
Rm

™

—7[Z(z,8)—Z ('t

Agora, usando o Lema 4.16 com w = e D e v = u(x!, t)h(z'), segue que

w[3

My Gru(x,t) = (Z>

e
- ()

/ e~ TZ@O=ZE 0P AL (! ) h(2!))AZ (2 1)

w[3

/ e~ TIZEO-ZE 0P (e ) h(2) + ula, ) Mih(2'))dZ (2, )

w[3

/ e T2 @D =20 (V! ) h(a!) + u(a, £) Myh(a')) det Zy (2!, t)da.
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Mas,

G Myu(z,t) = (%)5 /m e TA@O=ZEOP N (2 ) h(x') det Z, (2, t)da.
Portanto,
My Gru(z,t) — G, Muu(x,t) = (%)? /m e TE@O=ZEO (o £ Myh(x') det Z, (2, t)da.

]

Nosso proximo passo serd provar as formulas de comutag¢do dos campos vetoriais L;

com GG-. Antes disso, escrevamos

0 - 0
Lj=— Mgy j=1,...
J atj—i_; ]kaxk7 J ) , 1,

onde \j, = —i ) -, g—t;ulk € C*(RY) e provemos o seguinte lema técnico:
Lema 4.18.
ddet Z, & O\, det Z,) ,
—= =0 =1,...,n. 4.21
k=1
Demonstragdo. Como paracadaj =1,...,n

8deth+ZMeCW(RN)CL1 (RY),

8t]~ 1 8xk loc
temos que, se
Odet Z, <= O(\jxdet Z,)
T2V wdadt = 0
/RN ( R i el KLl

para todo v € C°(RY), entdo

Odet Z, = O(\jxdet Z,) N
———= =0, gs. R™.
8tj + Z D , (.S. em
k=1
Assim, seja v € C5°(RY) arbitrario e considere a forma
w; = dwdZ Ndty A ANdE AL A dE)

= dvANdZ Ndty AL ANdE AN dE,

= Y Lyvdt; NdZ Adty AL NdE AL N,

j=1
= Ljdt; NdZ Ndty A Ndtj AL A dE,
= (=1)™Y 1 LudZ A dt.



123

Como v tem suporte compacto temos que w; tem suporte compacto. Além disso, w; € uma

forma exata pois dw; = 0. Logo,

0:/ w]‘ = / L]’UdZdt
RN RN

= / Ljvdet Z,dxdt
RN

_ / ( ZAJ,C >detZ dudt
RN

ov
_ /RN g et 7 dasdt+2/ )\JkdetZ dxdt

8detZ )\kdetZ)
= — Zdxdt — I T dadt.
/RN Z/ Oy,

Odet Z, <~ 0\ det Z,,)
— O T dadt
0 /RN“< TR D wat,
J k=1

e pela arbitrariedade de v segue o desejado. [

Assim,

Lema 4.19. Parau € CY(RY) e j = 1,...,n valem as seguintes identidades

LjGTU(ZE, t) — GTLJ"LL(ZE, t) = [Lj’ GT]U(ZE, t)
= (Z)i / e_T[Z(Z,t)—Z(x’j)Pu(x/,t)Ljh(x/) det Zx(x,7t)dl',. (422)

T
Demonstragdo. Seja §(¢,t) uma fung¢do suave sobre C™ x R" e considere g : RY — C
dada por g(z,t) = §(Z(x,t),t). Vejaque g = §o h, onde h : RY — C™ x R" dada por
Wz, t) = (Zy(x,t),. .., Zn(x,t),t1,...,t,) é uma fung¢do suave. Entdo, paraj =1,...,n

Lig(z,t) = x,t) = o3 OA h) (x,t) + Z /\jk(%g—okh)(% t)

~
—~
Nt
(@]
>
SN—
—~

Ot - o
09 0Z) ~ 9§ ot
_ ;E(Z(x,t),t)a]( ,t)+;a—tl<2( ,t),t)aj(x,t)
99 YA
-+ ;/\]klzla—g(Z( 7t)’t)8_xk( ,t)
B a_i(z(x’t>’t)+;8_g<z<m’t)’t> (2—2 ng ;) (2. 1)
_ @(Z(x t),t) +§:@(Z(x t),t)Li(Z) (2, 1) = @(Z(x £,1)
B 8tj e Q » ) J\#1 ) (925]- 1),
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Assim, escrevamos

s
onde .
Gru(C,t) = (I> ’ / e TZEDP (2! ) h(2') det Z, (2!, t)da. (4.23)
T m
Portanto, ~
% 0G,
L,Gru(z,t) = (1) * I 1), 1),
s 875]
Para calcular %(C /1), por simplicidade, denotemos e, ((, 2’,t) = e "<~ 2D ¢ derivando

(4.23) com respeito a t; sob o sinal de integral, vem que

d(e;uhdet Z,,) _ d(e;uh) det Z, + ddet Z, e uh
ot; ot; ot;

O(e;uh) J(e;uh) @ J(e,uh)
= det Zm { atj + Z )\jk — det Zm Z )\jk—
Odet Z,

ot;

+ e;uh

d(e,uh) teu ddet Z,
axk T 8t3 )

= det Z,Lj(e;uh) — det Z, Y i
k=1

Mas,

det Z,L;(e;uh) = detZye,L;(uh)+ det Z,uhL;(e,)
= det Z,e hL;(u) + det Z,e,uL;(h),

pois L;(e,) = 0. Logo,

0G,u d(e;uh det Z,
Sl = HeddZ)
j i

= / detheTth(u)dx’+/ det Z,e,uL;(h)dz'

“ h det Z
— /m det ZxZ)\jka(;;: )dx’—l—/m eTuh8 ;t L dx’
k=1

J

dz’

h
a(e’ru ) de'/
Lk

= G.Lu(Ct)+ / det Zye,ulj(h)da' = / det Z, Ak
m k=1 m

+ / emhmdﬁ.
. at,
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Usando integracdo por partes e pela equagdo (4.21) segue que

: . Z
agtfu(g,t) = G.Lju(¢,t) +/ det Z,e;uL;(h)dx' +Z/ det )\Jk e;uhdz’
7 m
- / e;uh ddet Z, dz’

= é»,—LjU((,t)“‘/ det Z,e;uL;(h)dx'

m

Odet Z, = O(det Z,\j1.) ,
+ /meTuh< o1, +Z—8xk >d$

k=1

éTLju((,t)+/ det Z,e;uL;(h)dx'

Quando ¢ = Z(z,t), temos que

0G . u
ot;

(Z(z,t),t) = / e TIZ@O=Z@ Oy (1! 1) Lih(a') det Zy (2!, t)da! + Gy Lyu(Z(x, 1), t).
Assim,

L;Gru(z,t) — Gy Lju(z,t) = < ) / e T @D=Z@ Oy (o 1) Lih(a') det Z, (2!, t)da’
Rm

G Lyu(Z(x,t),t) — (1

™

)ZL G Lyu(Z(x,t),1)

/ e—T[Z(m,t)—Z(ﬂfl,t)]Zu(;p,7 t)L]h<l’,) det Z;I; (17,7 t)dl’/
]Rm

]

Assumamos, agora, que u € C(RY) satisfaz Lu = 0. Desejamos provar que
Eu(z,t) — u(x,t) em C*(U).

Jé provamos que G,u — hu uniformemente em {|t| < 7'} x R™. Como os campos L’s
e M s comutam entre si, isto &, [L;, M| = 0 entdo [L;, MyJu = 0, o que implica, que
LiMwu = MypLju = 0Ocomj =1,...,nek = 1,...,m. Logo, Myu satistaz LMu = 0
e, assim, G, Myu — hMju uniformemente em {|t| < T} x R™. Observe que a expressao
de [My, G.]u é quase idéntica a G, u, a unica diferenca é que h foi substituido por M;h, mas
My.h ainda € suave de suporte compacto. Entdo, podemos concluir que [My, G-Ju — (Mih)u

uniformemente em {|¢t| < 7'} x R™. Portanto,
M,.Gu =G, Myu + [Mk, GT]U — hMiu + (Mkh)u

e, quando A = 1 temos que Mh = 0, logo MG .u — Myu uniformemente em U quando
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T — o0o. Analogamente, obtemos que [L;, G,|u — (L;h)u uniformemente em {|t| < T} x
R™ e, como a expresdo de G, L;u € quase idéntica a G-u, com a diferenca que u foi substituido

por L;u, temos que G, L;u — hL;u uniformemente em {|t| < T’} x R™. Portanto,
LjGTU = GTLJ'U + [Lj, GT]U — hLJU + (Ljh)u (424)

e quando b = 1, L;G,u — L;u uniformemente em U quando 7 — oo.
Agora, como Ly, ..., Ly, My, ..., M, geram CT,RY, para todo p € RY, temos

que qualquer derivada de primeira ordem D € escrita como

D= a;Lj+ Y b,
j=1 k=1
onde a;, by € C(RY). Assim,
DG u= Z a; L;Gru + Z b M, Gru —> Z a; Lju + Z b Mu = Du,
j=1 k=1 j=1 k=1

isto €, DG,u — Du uniformemente em U, o que nos mostra que G,u — u em C’l(U).
Agora mostremos que G,u — u em C?(U), isto é, que D(DG,u) — D(Du) uniforme-

mente em U. Inicialmente observe que de (4.24), paratodo j,j' = 1,...,nek, k' =1,....,m
Lij/GTU = Lj [Lj/, GT]U + LjGTLj/U — (Lj/h)LjU + (Lij/h) + thLj/u + (Ljh)szu

uniformemente em R™ x {t}. Logo, L,;L;G,u — L;L;u uniformemente em U. Além disso,
de (4.24)

Lij/GTu = Lj[Mk/, GT]u—i—LjGTMk/u — (Mk/h)Lju—i—(LJMk/h)—i—hL]Mk/u—l—(L]h)Mk/u

uniformemente em R™ x {t¢}. Logo, LiMyGru — LjMu uniformemente em U. Entdo,
LjDGTu = Lj (Z CLj/Lj/GTU + Z bk/Mk/GTu>
§'=1 k=1

= Z {(Ljaj/)Lj/GTu + aj/Lij/GTu} + Z {(ijk/)Mk/GTu + bk/Lij/GT’U,}

j'=1 k'=1

e fazendo 7 — oo obtemos

L;DGru— > {(Ljay)Lyu+ ayL;Lyu} + Y {(Lijbw) My + by L Myu} = L;Du,

j'=1 k=1

uniformemente em U. Analogamente, mostra-se que M DG .u — M Du uniformemente em
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U. Portanto,

D(DGru) =Y " a;L;DGru+ Y bpMyDGru — Y a;L;Du+ Y bMyDu = D(Du),

j=1 k=1 j=1 k=1

uniformemente em U, como queriamos. Procedendo de maneira andloga para as demais deri-
vadas de ordem superior podemos concluir que G,u — uem C*®(U).

Para finalmente concluirmos que E,u — u em C*°(U) resta verificarmos que
|R-u(x,t)] — 0em C(U).

Para isto, faremos uso da férmula do resto dada em (4.15) e de todos os calculos feitos sobre

esta, para concluir que |R,u(z,t)] — 0. Entdo, fixadol =1,...,m
OR, 0 I
‘ awlu @ t)‘ - Z /R<| <R}x[0.4 01 (eI Ny (! ) Li(h(a'))dt; A dZ
x’ X

< 3) | T O ()21, 1) — 2,0
Q j=1 {&<|2’|[<R}x[0,1]
A
a—(x, tu(a', ¢ )L;(h(z"))|dt; A dZ.
8.731
Agora
Z
g—xl(x,t)‘ = g—; —Hg—z(a:,t)‘ <2, vparatodo (z,t) € RY.
Assim
R u T\ 2 u T(C2T2—R—2) ) 1oy ’
) < (— 2)1C||Z(x,t) — Z(2',t t')L;(h
Stwo < (O, rCl[Z(a,t) - Z(, (e’ £ Ly (1)

dt; NdZ

_ cer(er-f) f+1z / ) 122, t) — Z(', )]ule, ) L (h(2'))

5 <|2/|<R}x[0,t]
det Z, (', t")dt;da . . . dx),
= Ce (CQT2_%)7'7+1

R2
< CeTwrEtl

OR~ u

1
desde que 1" < (6 4CQ> Portanto, fazendo 7 — oo, ‘ (x t)‘ — 0 uniformemente em U.

OR:u
atj

|R,u(z,t)] — 0 em C'(U). O argumento pode ser iterado para derivadas de ordem superior

Analogamente, para j = 1,...,n temos que ‘ (x, t)’ — 0 uniformemente em U. Logo,

e assim obtermos que | R u(x,t)| — 0 em C*°(U).
Concluindo, temos que para qualquer p € B((0,0), M) escolhendo o conjunto W



128

como qualquer vizinhanga fixada de V em B((0,0), M) e sendo U = {|z| < £} x {|t| < T}
temosquep € U C U C V C W C B((0,0),M) C RY e todau € D'(W), que satisfaz
Lu = 0em W, é o limite em D’'(U) de uma sequéncia de solu¢des polinomiais Pj(Z1, ..., Zy,),
isto €,

u zjlggon oZ emD'(U)

e se u € C*(IW), a convergéncia vale na topologia de C*(U), k = 0,1,2,. .., oo.

4.3 O TEOREMA DE APROXIMACAO EM OUTROS ESPACOS FUNCIONAIS

O objetivo desta se¢do € apenas enunciar o Teorema de Aproximacao em espacos L? e

em espacos de Holder. Para maiores detalhes de tais resultados recomendamos [3].

Teorema 4.20. (Convergéncia em LP) Seja L uma estrutura localmente integrdvel sobre €} e
assuma que dZy, . . . ,dZ,, geram L+ em todo ponto de ). Entdo, para todo z € (), existem dois
conjuntos abertos U e W, com z €¢ U C U C W C €, tais que para qualquer v € L? (W),

loc

1 < p < o0, satisfazendo Lu = 0,
Eu(z,t) — u(x,t) q.s em U quando T — oc.
Se p for finito, isto é, 1 < p < oo,
E.u(z,t) — u(x,t) em LP(U) quando T — oc. (4.25)

Em geral, a convergéncia dada em (4.25) ¢ falsa para p = oo, pois o limite uniforme
de uma sequéncia de fungdes continuas, tais como F,u(x,t), é continuo.
Antes de enunciarmos o Teorema de Aproximag¢do em espagos de Holder, vejamos a

seguinte defini¢ao:

Definicfio 4.21. Seja Q0 C RY um conjunto aberto, limitado e convexo. O espaco de Holder
C*(Q2) é definido como
C(Q) = {u € C*(Q); |lulla < oo},

onde

[ulla = lula +[ulo, |ulo = sup [u(z)],

z€Q
|u|o = sup M, 0<a<l,
x,yeN |£C - y|
TH#Y
o = ID%Ulay, k<a<k+1 keZ, ueCHQ).
o<k

Teorema 4.22. (Convergéncia em Espagos de Holder) Seja L uma estrutura localmente inte-

grdvel com integrais primeiras Z, ..., 4y, definidas em uma vizinhangca do fecho de W =
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B, x By, onde B, = {|z| < R} e B; = {|t| < R}. Entdo existe uma vizinhag¢a convexa U C §)
da origem tal que para qualquer u € CP(W), B > 0, satisfazendo Lu = 0 em uma vizinhanca
de W e qualquer 0 < a <

Eru(z,t) — u(z,t) em C(U) quando T — .

Nas convergéncias dadas nos Teoremas 4.20 e 4.22 podemos substituir o operador £
por uma sequéncia conveniente de polindmios em Z, P(Zy, ..., Z,,).

O seguinte exemplo nos mostra que nao é possivel tomar o = [ no Teorema 4.22.

Exemplo 4.23. Considere em R?, onde denotamos as coordenadas por (x,t), a estrutura local-
mente integrdvel £ gerada por 2 com integral primeira Z(z,t) = z e seja0 < 8 < 1. Tome
uma fungdo u(z) € C (R?) independente de ¢ (assim, ela satisfaz Lu = 0) tal que u(z) = |z|°
para |z| < 1. Se w(z,t) é de classe C' em uma vizinhanga da origem, temos para 0 < ¢ < 1

suficientemente pequeno, que

|(u —w)(@) = (u = w)(y)|  [ule) = w(e,0) = u(0) +w(0,0)]

lu—w|lg = sup >
B x,yER2 ’x — y’ﬁ 68
TH#Y
/B _ P
_ le” —w(e, 0) +w(0,0)] >1_ [w(e, 0) — w(0,0)] >1_ %
E’B - EB o 66

Assim, escolhendo € de forma que & < % temos que |u — w|g > %, mostrando que u ndo pode

ser aproximado por fungdes continuamente diferencidveis na topologia de C”.

4.4 PROPAGACAO DE ZEROS DE SOLUCOES HOMOGENEAS

Nesta secao estamos interessados em estudar a aplicagdo do Teorema de Aproximagao
de Baouendi-Treves no estudo da propagacado de zeros de solucdes homogéneas.

Seja £ uma estrutura localmente integravel e v uma solu¢@o de Lu = (. Nosso objetivo
¢ responder a seguinte pergunta: qual condi¢io adicional a solucdo u deve satisfazer para que
ela seja identicamente nula? A versdo local dessa questdo é: seja p € () e uma vizinhanca
V de p. Sob quais condicdes podemos dizer que existe uma vizinhanca U C V' contendo p,
sobre a qual u € identicamente nula? Uma condi¢@o natural seria exigir que v se anulasse num
subconjunto de V.

Sabemos que em uma vizinhanga do ponto p, Lu = 0 € expressado por um sistema de
equagdes sobredeterminado como em (4.7). Considerando uma estrutura localmente integravel
gerada por um tnico campo vetorial, por exemplo, L = Aa% + B a% definido sobre um aberto
Q) C R?, com |A|+|B| > 0, é claro que a fungdo constante satisfaz Lu = 0. Agora, se exigirmos
que u(p) = 0, teremos excluido as constantes diferente de zero. Porém, esse argumento nao é

suficiente para a maioria dos campos vetoriais, assim como nos mostra os seguintes exemplos:
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Exemplo 4.24. Seja L = a% o campo vetorial de Cauchy-Riemann dado no exemplo 4.6. Como

Jsen
oz
em qualquer vizinhanca de p sabemos que a funcdo seno ndo se anula.

a fun¢do seno € holomorfa temos que = 0. Além disso, tomando p = 0, sen(p) = 0, porém

Exemplo 4.25. Considerando L = a% e u(z,y) = y, é claro que Lu = 0. Agora, tomando
= 0 temos que u(p) = 0, mas para qualquer vizinhanca de p sabemos que a fungio v ndo se

anula.

Assim, uma melhor condicao seria impor que u fosse identicamente nula sobre a curva
Y ={(p1,9)}, p = (p1,p2). Entdo, suponha que u se anule em ¥ que ¢ uma subvariedade de

codimensdo 1. Com isso, temos que

du _ )
oz —
= u=0
u(p1,y) =0
e
o _
5z =0 _
— u = 0.
u(ph y) =0
Agora, para
ou __
5, =0
u(l,y) =0
temos que u(z,y) = —z + 1 é uma solug@o ndo nula. Isso se deve ao fato de que a% ¢é tangente
a X enquanto a% e % sdo transversais a qualquer linha vertical. Logo, devemos nos atentar

ao caso onde u se anula em uma subvariedade >, de codimensdo 1, a qual L € transversal.
Portanto, para uma estrutura localmente integravel £ de posto n e co-posto m, definida sobre

uma variedade de dimensdo N = n + m, temos a seguinte defini¢ao:

Definicio 4.26. Seja X C Q uma subvariedade mergulhada®. Dizemos que Y. é real maximal

com respeito a L se:
(i) a dimensdo de Y. é igual a m;

(ii) para todo p € %, qualquer secdo ndo nula L de L definida em uma vizinhanca de p é

transversal a Y. em p.

Notagdo 4.27. Denotamos por uly. a restricdo de u a 3. Sabemos que, mesmo quando u é uma

distribuicdo, o traco de u a 3, uls;, também estd bem definido neste contexto.

O préximo teorema, o qual responde nossa pergunta inicial, € uma generalizacdo da
andlise de zeros de uma func¢ao analitica estudada em cursos de fungdes de uma varidvel com-

plexa.

20 conceito de subvariedade mergulhada encontra-se em [3], Capitulo 1 Secdo 14.
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Teorema 4.28. Seja L uma estrutura localmente integrdvel sobre a variedade ) e considere
Y C Q uma subvariedade mergulhada real maximal com respeito a L. Se u € D' (Q) satisfizer

as seguintes condi¢coes
(i) Lu=0em )
(ii) uly = 0;
entdo u € identicamente nula em uma vizinhanca de ..

Demonstragdo. Como L é uma estrutura localmente integravel temos, pelo Coroldrio 3.11 da

Secdo 3.2, que existe um sistema de coordendas que se anula em p, a dizer

{xl,...,xm,tl,...,tn}

e que £+ é gerado em uma vizinhanca da origem por dZi,...,dZ,,, onde Z;(x,t) = x; +
i6;(x,1), $;(0,0) = O e (%(0,0)) =0, comj,k = 1,...,m. Ainda, na origem, RL; = -
comj=1,...,n.

Agora, sendo X uma subvariedade mergulhada real maximal, as secoes % sao trans-
versais a > na origem. Assim, segue do Teorema da Funcdo Implicita que existem funcdes
7; (), definidas localmente, tais que ¥ = {(z, 7(z))}, onde 7(z) = (11 (x), ..., Tn(x)). Assim,
tomando as coordenadas

=z e t'=t—r71(2),
Z fica escrito na forma
Z'(' ) =2 + it + 1(2)) = 2" +ig/ (2 ).
Portanto, > = {(2/,0)} nas novas coordenadas (z’, ).
Ainda, da demonstracdo do Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves, temos que

Eyu(z,t) = <Z>2/ e TE@O=ZEOP (2! 0)h(z') det Z,y (2, 0)da

™

e, por hipétese, u|y, = 0 o que implica F u(x,t) = 0. Mas,
E.u(x,t) — u(x,t) uniformemente em U.

Portanto, u(x,t) = 0 em U. O

Definicao 4.29. Seja L uma estrutura localmente integrdvel definida sobre (). Dizemos que
Lu = Lo, para u,v € D'(Q), se L(u —v) = 0. Além disso, diremos que uly, = v|x se
(u—v)|g =0.

Como consequéncia do Teorema 4.28 temos o seguinte resultado que é uma generali-

zacdo de um principio classico da extensao analitica.
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Corolario 4.30. Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.28 temos que a seguinte implicacdo é
verdadeira:

Se Lu = Lv e u|y = v|y = u = v numa vizinhanga de 3.

Demonstra¢do. Suponha que Lu = Lv e que u|y, = v|x. Entdo, por defini¢do, L(u —v) =0e
(u —v)|g = 0. Logo, pelo Teorema 4.28 segue que © — v = 0 em uma vizinhanga de ¥, donde

temos o desejado. [
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