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TAMURA, Camila Hiromi. Resolucdo das equactes adimensionais de geracdo de malhas
2D com modelagem de parametros de qualidade. 2017. 103 f. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2017.

RESUMO

As malhas sdo utilizadas por aplicacdes de diversas areas do conhecimento. Nas diversas
engenharias, particularmente, a geracdo de malhas do dominio do problema a ser analisado é
pré requisito para uso de métodos numeéricos, e a geracdo de uma malha adequada e de
qualidade é essencial para obter solu¢cGes numericas mais precisas. No presente trabalho,
nosso objetivo é gerar e qualificar malhas bidimensionais, para esse proposito, apresentamos
uma metodologia matematica para geracdo de malhas bidimensionais em coordenadas
generalizadas na forma adimensional, e além disso, deduzimos dois parametros nomeados
comprimento de forma e diferenca de &rea, para mensurar a qualidade da malha gerada.
Através destes parametros, estudamos um modelo de qualidade para identificarmos quais
elementos da malha s&o considerados menos adequados, e que necessitam ser remodelados.
Realizamos algumas simulacdes, com malhas variadas, onde o0s parametros apresentaram 0s
elementos mais disformes de cada malha, e o0 modelo de qualidade apontou rapidamente esses
elementos que necessitam ser remodelados.

Palavras-chave: Geracdo de malhas. Adimensionalizacdo. Coordenadas generalizadas.
Qualidade de malha. Jacobiano.



TAMURA, Camila Hiromi. Resolution of the dimensionless equations of 2D mesh
generation with modeling of quality parameters. 2017. 103 p. Dissertation (Masters in
Applied Mathematics and Computational) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2017.

ABSTRACT

The meshes are used by applications in several areas of knowledge. In various engineering,
particularly the mesh generation of the problem domain to be analyzed is a prerequisite to use
numerical methods, and generating a suitable and quality mesh is essential to obtain more
precise numerical solutions. In the present work, our goal is to generate and qualify two-
dimensional meshes. For this purpose, we present a mathematical methodology to generate
two-dimensional meshes in curvilinear coordinates in dimensionless form. In addition, we
deduce two parameters named shape length and area difference, to measure the quality of the
mesh generated. Through these parameters, we study a quality model to identify which mesh
elements are considered less suitable, and which need to be refurbished. We performed some
simulations, with varied meshes, where the parameters presented the most distorted elements
of each mesh, and the quality model quickly pointed out these elements that need to be
remodeled.

Keywords: Mesh generation. Adimensionalization. Curvilinear coordinates. Mesh quality.
Jacobian.
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1 INTRODUCAO

Uma malha é uma subdivisdo de um dominio geométrico em formas geomé-
tricas menores e mais simples, como triangulos, quadrildteros (2D), tetraedros, hexaedros (3D)
[40], entre outras formas. Elas sdo utilizadas em aplicagdes de diversas areas do conhecimento,
tais como interpolar mapas de altura em terrenos, confeccdes de mapas, geracao de curvas de
nivel, vizualizac¢do topografica (geografia e cartografia) [44, 45]. Objetos graficos sdo conver-
tidos para uma malha antes de serem submetidos a operacdes de “renderizacdo!” e as malhas
poligonais t€ém se tornado o padrao de facto na representacdo de objetos graficos [9]. Nas en-
genharias, particularmente, a gera¢do de uma malha do dominio do problema a ser analisado, é
pré-requisito para uso de métodos numéricos, como por exemplo MEF (Método dos Elementos
Finitos) [40].

Da natureza, pouquissimos fendmenos modelados por equagdes diferenciais
podem ser solucionados usando-se apenas métodos analiticos. Devido aos avancos continuos da
tecnologia computacional desde a metade do século passado, a abordagem numerica se instau-
rou no meio cientifico como uma alternativa na resolug¢ao de problemas complexos [3]. Assim,
métodos numéricos podem ser empregados para obter uma aproximacao da solu¢do da equacgado
que governa esses fendmenos.

No contexto da resolu¢do computacional, o primeiro passo € discretizar a
regido onde se quer encontrar a solucdo numérica. Cria-se um conjunto finito de pontos para
a regido, onde procura-se a solu¢do do problema discretizado. Esse conjunto finito de pontos
¢ nomeado como malha computacional [19] cuja unidade fundamental € a célula, limitada por
faces, e vértices chamados de nds, representando os pontos considerados na discretiza¢do do
dominio fisico [6]. As malhas podem ser classificadas como uniformes ou ndo uniformes de
acordo com o espacamento entre os pontos, e em estruturadas, quando apresentam uma lei de
construcdo sempre com 0 mesmo nimero de vizinhos, € ndo estruturadas caso contrario.

Na geragdo de malhas, encontra-se por exemplo o trabalho de Thompson [43]
que trata de malhas estruturadas ndo ortogonais; de Eppstein, Bern e Gilbert [18] que apresenta
um método de contru¢do de malhas ndo ortogonais geradas por triangulacdes de Delaunay; de
Henry e Walters [23] que apresenta o pacote de geracdao de malha TRIGRID; de Rebay [34] que
descreve um método de geracao de malha ndo estruturada baseada na triangulacdo de Delaunay;
de Yang e Chen [49] para a gerag@o de malhas estruturadas usando curva/superficie beta-spline;
de Choi [12] que desenvolveu o método chamado “Método de Centraliza¢do”, que centra um
ponto no dominio e, em seguida divide-o em sub-dominios usando linhas de corte a partir do
ponto central, entre outros.

A geracdo de uma malha adequada e de qualidade é essencial para obter so-

1¢ o processo pelo qual se obtém o produto final de um processamento digital qualquer



17

lucdes numéricas mais precisas, pois uma forma inapropriada resultard em solu¢des numéricas
imprecisas, ndo confidveis e pouco uteis, assim a fase da geracdo de malhas é caracterizada com
uma etapa chave no contexto de simula¢des por métodos numéricos [27]. A acuricia e precisdo
de solucdes numéricas de equacdes diferenciais, sdo altamente dependentes de parametros de
qualidade da malha, tais como forma e quantidade de elementos [4, 29], além de regularidade e
direcionalidade [40].

Malhas com elementos triangulares de regides poligonais (convexas e ndo
convexas), tém sido estudadas pelas comunidades cientificas nos dltimos 30 anos, e atualmente
suas propriedades tedricas sdo bem compreendidas [16, 39]. Desses estudos resultou o desen-
volvimento de algoritmos de geracdao de malhas com elementos triangulares capazes de gerar
malhas com valores de pardmetros 6timos ou quase 6timos [5, 18, 8, 30, 50]. Em contraste, as
propriedades tedricas de malhas formada por elementos quadrildteros, nao sdo bem compreen-
didas atualmente [40]. Existem algoritmos de geracdo de malhas com elementos quadrildteros
que otimizam alguns parametros de malha [17, 32, 26, 31, 2, 47, 15], porém ndo se conhece um
algoritmo para gerar malhas que otimize vérios parametros de malha simultaneamente [40].

Uma caracteristica comum na construcdo de malhas é que a maioria das re-
gides de interesse sdo geometrias complexas, e para que seja possivel a simulacdo sobre estas
regides € necessdria a sua simplificacdo em formas geométricas elementares, quando o espagco
euclidiano € considerado. O sistema de coordenadas cartesianas leva a uma ma adequacgdo da
fronteira da regido quando a malha € construida, ja que o dominio fisico ndo coincide com o
dominio da malha [28]. Para amenizar a ma adequacao da fronteira foi desenvolvido o sistema
de coordenadas generalizadas. Este sistema nos permite mapear um dominio com geometria
irregular ou regular, escrito no sistema cartesiano (z, y), para uma geometria regular escrita no
sistema de coordenadas generalizadas (&, n) [28].

O emprego do sistema de coordenadas generalizadas teve inicio por volta dos
anos 70, principalmente pelos pesquisadores do método de diferencgas finitas [28]. Winslow [48]
e Chu [13] foram os pioneiros nos estudos para estender o uso de mapeamentos para situacoes
mais gerais. Também contribuiram na mesma direcdo Barfield [7], Amsden e Hirt [1], Godunov
e Prokopov [22], mas todos esse trabalhos ndo tiveram muita repercussao no meio cientifico
da época. Nos trabalhos de Thompson e seus colaboradores [41, 42] estd o marco inicial do
desenvolvimento experimentado pelos métodos numéricos usando coordenadas generalizadas.
Ap6s estes trabalhos, o uso de coordenadas generalizadas difundiu-se de forma répida.

O segundo passo € tratar e resolver numericamente as equagdes na malha
obtida. Essas equacdes também podem ser representadas no sistema de coordenadas generali-
zadas, o que é fundamental para a resolu¢do numérica dos problemas. Para que seja possivel
encontrar uma solu¢do numérica para uma equacgdo diferencial, é necessario discrezar por meio
de uma metodologia matemdtica que possa ser operacionalizada por computadores [6]. Alguns
métodos usados s@o volumes finitos, elementos finitos, diferencas finitas e outros. Nos ultimos

anos, novos métodos numéricos conhecidos como métodos de particulas vém sendo estudados
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por pesquisadores, esse método pode ser definido de maneira geral, como métodos numéricos
de solucdes de um problema fisico que ndo necessitam de malhas no dominio a ser simulado
(meshfree). Dentre eles, destacam-se o SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics) e o M PS
(Moving Particle Semi-implicit Method) [46].

Quando as equagdes diferenciais sdo resolvidas a partir da forma adimensi-
onal, pois o transporte por fator de escala € simplificado e os problemas e conversdes de uni-
dades sdo reduzidos, entdo € natural, vantajoso e consistente em se trabalhar com malhas na
forma adimensional. Muitas s@o as aplicagdes dos grupos adimensionais nos estudos de mo-
delos e aplicacdes de semelhanca dinamica, assim com o passar dos anos centenas de grupos
adimensionais importantes na engenharia foram identificados, tais como nimero de Reynolds,
numero de Euler, nimero de Froude, nimero de Weber, nimero de Mach, nimero de Prandtl
entre outros.

Diante desse cendrio, neste trabalho de dissertacdo apresentamos uma meto-
dologia matemdtica para a geracdo de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas
na forma adimensional. Além disto, deduzimos dois pardmetros para mensurar a qualidade
da malha ora gerada. Nosso principal objetivo € gerar e qualificar malhas 2D, ou seja, loca-
lizar e classificar quais sdo os elementos numa malha computacional, que ndo sdo adequados.
Sabemos que gerar malhas com qualidade € primordial, e este trabalho vai nesta direcao.

Para cumprir esses propdsitos, no capitulo 2 apresentamos uma breve discus-
sdo sobre a importancia da adimensionalizacio, sobre uma metodologia de contrucio de borda
através do método de interpolagcdo polinomial spline cubica parametrizada, e as equacdes go-
vernantes de geracdo de malha e sua adimensionalizacdo. No capitulo 3 apresentamos dois
parametros de qualidade, denominadas comprimento de forma que envolve o baricentro do ele-
mento da malha e o centro da circunferéncia que melhor se aproxima dos vértices (nds) de cada
elemento, e diferenca de drea, que consiste no célculo do médulo da diferenca entre as dreas da
circunferéncia e do elemento da malha. E também um modelo de qualidade que relaciona os
dois parametros citados acima. No capitulo 4 apresentamos o modelo numérico da geragcao de
malha, algumas simulacdes e seus resultados. No capitulo 5 apresentamos as conclusdes dessa

dissertagao.



2 GERACAO DE MALHAS 2D EM COORDENADAS GENERALIZADAS

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Muitos fendmenos reais nao podem ser solucionados usando apenas métodos
analiticos, dependem também de resultados experimentais, ou seja, a solu¢do de problemas reais
envolve uma combinagdo de andlise e informacao experimental [20]. Primeiramente, a situagao
do escoamento real € aproximada por meio de um modelo matematico simples o suficiente para
fornecer uma soluc@o. Em seguida sao feitas medicdes experimentais para verificar os resulta-
dos analiticos, e com base nessas medi¢cOes refina-se a andlise. Porém, o trabalho experimental
€ demorado e geralmente gera custos elevados e o objetivo € obter o mdximo de informacdes do
minimo de experiéncias [20]. A andlise dimensional é uma ferramenta muito importante para
obtermos esses objetivos.

A maioria dos fendmenos da mecanica dos fluidos dependem de uma maneira
complexa de parametros de geometria e de escoamento. Por exemplo, considerando a forca
de arrasto sobre uma esfera lisa estacionaria imersa numa corrente uniforme, muitos sdo 0s
parametros que sao importantes na determinacdo da forga de arrasto F', como o tamanho da es-
fera (considere o didmetro D), a velocidade V' do fluido, a sua viscosidade p, massa especifica
p, etc. Uma série de experiéncias precisam ser feitos para determinar a dependéncia entre F'
em relagdo as varidveis D, V, i e p. Supondo que para obter resultados de F' versus V/, para
valores fixos de D, i e p, precisariamos de testes para varios valores de V. Para explorar o
efeito do diametro D, cada teste seria repetido para esferas de varios diametros diferentes. Se
o procedimento fosse repetido para vdrios valores de e p, por sua vez, seriam necessarios
uma quantidade muito grande de testes individuais, o que custaria muito tempo e esfor¢co com-
putacional. Para contornar esse problema, a andlise dimensional pode ser empregada, e assim
podemos obter resultados com um esfor¢o muito menor, onde todos os paramentros podem ser

tracados como uma relacdo funcional entre parametros adimensionais. Para o exemplo anterior
R
— = f
pV2D? It
mente, porém, seriam necessarios apenas um conjunto de testes, diminuindo significativamente

temos

). A forma da func@o ainda deve ser determinada experimental-

o nimero de experiencias necessdrias [20].
O teorema Pi de Buckingham consiste em, dado um problema fisico, onde o
parametro dependente € uma funcio de n — 1 parametros independentes, podermos expressar a

relacdo entre as varidveis como
¢ = f(a2,03, - qn) 2.1)

onde ¢; € o parametro dependente € g2, g3, ..., ¢, S30 0s n — 1 parametros independentes. Mate-
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maticamente a expressao (2.1) € equivalente a

9({71»6127 -"7Qn) =0

onde g é uma fungao diferente de f.
O teorema Pi de Buckingham diz que, dada uma relag@o entre n parametros
de forma ¢(q1, g2, ..., ¢,) = 0, entdo os n pardmetros podem ser agrupados em n — m razdes

independentes adimensionais, ou parametros 11, que podem ser expressos como
G(Hl, HQ, cey anm) =0 ou Hl = G1 (HQ, ceey anm) (22)

O namero m geralmente € igual ao nimero minimo de dimensdes independentes necessdrias
para especificar as dimensdes de todos os pardmentros ¢y, qs, ..., ¢,. A relacdo funcional entre
os parametros independentes adimensionais II deve ser determinada experimentalmente.

Vérios métodos sao usados para se determinar os parametros adimensionais
II, um deles consiste em: (1) comegar listando todos os paramentros envolvidos, (2) selecionar
um conjunto de dimensdes fundamentais, (3) listar as dimensdes de todos os parametros em
termos das dimensdes primdrias, (4) selecionar da lista um ndmero r de parametros que, em
conjunto, incluam todas as dimensdes primadrias, (5) estabelecer equacdes dimensionais combi-
nando os parametros selecionados no passo 4 com cada um dos parametros para formar grupos
dimensionais e (6) verificar se cada grupo obtido é adimensional. Mais detalhes e exemplos
podem ser encontrados em [20].

Centenas de grupos adimensionais importantes na engenharia foram identifi-
cados, onde cada um desses grupos recebeu o nome de um cientista ou engenheiro proeminente.

Na mecanica dos fluidos alguns grupos adimensionais sdo muito utilizados, tais como o nimero

P < ~ o . .
de Reynolds, Re = ——, que ¢ arazdo entre as for¢as de inércia e as forgas viscosas, o nimero
L

Ap
1 2°
2PV

v2

forcas de pressdo e as forgas de inércia, o niimero de Froude, F'r* = —7 Que ¢ a razdo entre as

de Euler também conhecido como coeficiente de pressdo, Fu = que € a razdo entre as

2

forgas de inércia e as forcas de gravidade, o nimero de Weber We = , que € arazdo entre

as forgas de inércia e as forgas de tensao superficial e também o nimero de Mach, M = K que
¢ arazdo entre as forcas de inércia e as forcas devidas a compressibilidade [20].

Na mecéanica dos fluidos muitos testes experimentais com um protétipo de
tamanho real € impossivel ou de custo muito elevado. A maneira de contornar esse problema
¢ realizar os testes de modelos em laboratérios. Algumas condicdes devem ser atendidas para
assegurar a semelhanga entre os escoamentos de modelo e protétipo, tais como serem geome-
tricamente semelhantes (modelo e protétipo precisam ter formas iguais, todas as dimensodes

lineares do modelo sejam relacionadas as correspondentes dimensdes do prototipo por um fator
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de escala constante), cinematicamente semelhantes (as velocidades em pontos correspondentes
sd0 no mesmo sentido e relacionam-se em magnitude por meio de um fator de escala constante),
dinamicamente semelhantes (quando dois escoamentos tém distribui¢do de forca tais que tipos
idénticos de forcas sdo paralelas e relacionam-se em magnitude por um fator de escala cons-
tante em todos os pontos correspondentes). Os requisitos para semelhanca dindmica sao os
mais restritivos, todas as for¢as que sdo importantes no escoamento devem ser consideradas e
relacionadas pelo mesmo fator de escala entre escoamento de modelo e protétipo.

O teorema dos PI de Buckingham pode ser usado na obtengao dos grupos
adimensionais que governam um fendmeno de escoamento. Para obter a semelhanca diné-
mica entre escoamentos geometricamente semelhantes devemos duplicar os grupos adimensi-
onais independentes, assim, o parametro dependente serd também duplicado. Como no exem-

Fo pV D
m = fi( )s

considerando um escoamento de modelo e um escoamento de protétipo em torno de uma es-

plo da forca de arrasto sobre uma esfera, temos a relacdo funcional

<~ . . . p
fera, os escoamentos serdo dinamicamente semelhantes se o paramentro independente

VD VD
for duplicado entre modelo e protétipo, isto €, (p—)modelo = (p—
1

)protétipoa além disso, se

Remodelo = Reéprowsiipo, €ntdo 0 pardmentro dependente € duplicado entre modelo e protétipo,
a

grzpemee = Cpapa)
predi¢do do arrasto no protétipo em tamanho real. A forga real decorrente do fluido sobre o

ou seja, ( protétipo € 0 resultados do modelo podem ser utilizados na
objeto ndo € a mesma em ambos 0s casos, mas o valor do seu grupo adimensional sim. Os dois
testes podem ser realizados usando-se fluidos diferentes, desde que os nimeros de Reynolds
sejam igualados.

Uma perspectiva para a determinagdo das condi¢des sob as quais dois escoa-
mentos sao semelhantes, € utilizar as equacgdes diferenciais que os governam e suas respectivas
condicdes de contorno. A semelhanga pode ser obtida quando dois fendmenos fisicos sdo gover-
nados por equagdes diferenciais e condi¢des de contorno que tém as mesmas formas adimensi-
onais. A semelhanc¢a dinamica € garantida pela reproducdo dos coeficientes adimensionais das
equacdes e das condicdes de contorno entre protétipo e modelo [20].

As equagdes diferenciais governantes sao escritas com frequéncia na forma
adimensional para a solu¢do numérica. Quando se empregam formas adimensionais das equa-
coes, o transporte por fator de escala € simplificado e os problemas e conversdao de unidade sdao
reduzidos, além de muitas vezes permitir a apresentagdo das solu¢des em forma generalizada.
Nesse contexto, devido as vantagens da adimensionalizacdo, faremos a dedu¢ao matematica das

equagoes de geracdo de malhas 2D na forma adimensional.

2.2 CONSTRUCAO DE BORDA

Existem muitos métodos de constru¢do de bordas de malhas. Um método

muito utilizado € o método de interpolacao polinomial de Lagrange, cuja a implementacgdo e a
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matematica envolvida sdo relativamente simples, porém esse método nao € muito eficaz quando
ha um aumento da quantidade de pontos a serem interpolados, pois podem surgir oscilagdes que
afetam o contorno a ser modelado. Uma forma de se contornar esse problema € a utilizacdo da
interpolagdo polinomial spline cubica parametrizada, pois a mesma minimiza as oscilagdes por
meio da imposi¢ao de condicdes sobre o polindmio interpolador, além disso, sua implementa-
cdo ndo é complicada e do ponto de vista matematico também € relativamente simples, capaz
de representar adequadamente o contorno da geometria a ser modelada [14]. Portanto nesse

trabalho utilizaremos esse método para contrucao de borda.

2.2.1 Spline cubica parametrizado

Para o método de interpolacdo spline cubica parametrizada, considere que
conhecamos as coordenadas de n + 1 pontos do contorno R! por meio de pares ordenados

(x4,y:),onde t = 1,2, ...,n,n+ 1. A partir destes pontos, podemos construir a Tabela 2.1

t| 1|23 |..]n|n+l
X | X1 | X2 | X3 | ... | Tp Ln+1
n Y2 Ys Yn Yn+1

Tabela 2.1: Coordenadas de um contorno qualquer parametrizado em .

Como as coordenadas x; dos pontos que compdem o contorno sao obtidas uti-
lizando apenas valores conhecidos {x1, T3, ..., Tpn, Tp11 }, € 0 MeSMO ocorre com as coordenadas
ys, obtidas com base apenas nos dados {y1, ¥2, ..., Yn, Yn+1}, €ntdo o cdlculo das coordenadas
de um ponto de OR pode ser obtido de forma independente a partir dos seguintes polindmios

cubicos parametrizados em ¢

w(h) = ms,(h—1t)®> +mg,(h —t)* +my, (h —t) + my, (2.3)
y(h) = ps,(h—1)+po,(h —t)* + pr,(h —t) + po, (2.4)

onde a varidvel h € um nimero real, que pode ser ajustastado de acordo com a necessidade de
concentra¢do de pontos nos intervalos [t,¢ + 1], com ¢ = 1,2, 3, ..., n, em torno de algum dos
pontos utilizados como base, e ms,, ..., mg,, P3,, ---, Po, Sa0 coeficientes a serem determinados.
Por exemplo, considerando a Figura 2.1 nos intervalos [3, 4] e [4, 5] foi aplicada a concentrag¢do
de pontos na direcdo do ponto 20, porém para os outros intervalos nio foi realizada a concen-

tracao.

'Definindo R como a regido do dominio fisico, de onde se obtem a malha computacional, R é o conjunto de
todos os pontos da borda de R
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Figura 2.1: Contorno obtido por spline ctibica parametrizado [14]

De acordo com o método spline ctbico, para determinarmos os coeficientes

presentes nas expressoes (2.3) e (2.4) devemos resolver os seguintes sistemas lineares [36]

Gy + gy + 91§+1 = 6(xpp1 — 2xp + Tp_1),
gl}c:l + 4911: + glgﬂ = 6(Yrt+1 — 2y + Yr—1)

para k = 2,...,n. Obtendo g;* |, g} 1, g, gi_, € assim,

my, = Tk, Po, = Yk,

my, = Ty —Tp1+ 300 + 501 Pu = Yk — Yk-1+ 390 + 5901 2.5
my, = %957 b2, = %91‘57

ma, = (9 — i) Py, = 59 —a0),

e entdo encontrar os polindmios ctibicos desejados.

2.2.2 Adimensionalizacao de equacoes de borda

Para adimensionalizar as equacdes de borda, equacdes (2.3) e (2.4), vamos
dividir os valores das coordenadas dos n + 1 pares ordenados conhecidos (z;, y;) por um com-
primento de referéncia L. Supondo que x e y sejam dimensionais, 0 comprimento L também
dimensional, assim as razoes

Ty — Y

ff_t:f e =7 (2.6)

sdo adimensionais. Para enfatizar que uma varidvel é adimensional fazemos uso de uma barra
“—” sobre a varidvel em questdo. Portanto, (Z7, J;) serdo os pares ordenados de um conjunto de

pontos da borda R na forma adimensional, obtendo a Tabela 2.2:
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t| 1 213 n |n+1
T|T1 | T2 | T3 | o | Tn | Tprt
Y1 | Y2 | Y3 || Un | YUnt1

Tabela 2.2: Coordenadas de um contorno qualquer na forma adimensional

Agora resolvemos o sistema linear

Gry +47; + ?i(ﬂ = 6(Tpy1 — 2Tk + Tp_1),
Goo1 +49, +Tr1 = 6Wryr — 20k + Ur1)

para k = 2, ..., n. Assim, teremos:

My, = Tk, Po, = Yps
My, = Tr—Tk-1+ 300 + 51 Dy = Uk~ Ukt 30k + 9k
My, = 50k Py = 30k
Ms, = (G —Gi), Py, = 5@ —Ti),
obtendo polindmios ctbicos parametrizados na forma adimensional
z(h) = Mg (h—1)° + M (h —)* + 7, (h —t) + T, 2.7)
g(h) = Dy,(h—1)* + Do, (h = t)* + Dy, (h — t) + Dy, - (2.8)

Uma vez obtido o design de R segundo as equagdes (2.7) e (2.8), o passo
seguinte € contruir a grade, ou conjunto finito de pontos de ¢nt R(interior de 1), como segue.

2.3 EQUACOES DE GERACAO DE MALHAS

2.3.1 Sistema de coordenadas generalizadas

Para obtermos uma solucdo numérica de um problema fisico é necessdrio,
inicialmente, a criagdo de um modelo matemético que represente a situacido estudada. Para
estudarmos o modelo por meio de métodos numéricos é fundamental expressarmos adequada-
mente as equacdes € o dominio fisico. Devemos discretizar o dominio fisico, pois tais métodos
ndo permitem que encontremos solugdes para todos os pontos do mesmo, mas apenas para um
nimero finito de pontos discretos [28]. Ao conjunto desses pontos damos o nome de malha,
cuja unidade fundamental é chamada de célula. Os limites de cada célula sio denominada faces
e os vértices chamados de nds, que sdo os pontos considerados na discretizagdo do dominio

fisico, Figura 2.2.
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no

—— face

v

centro

Figura 2.2: Representacao dos elementos de uma malha

Vale ressaltar que outro aspecto importante € a quantidade de pontos utili-
zados para discretizacdo do dominio. Quanto maior a quantidade de pontos, mais fina seréd a
malha, ou seja, o resultado numérico serd mais fiel ao problema real. Porém, o custo computa-
cional sera consideravelmente maior [19].

A construcdo de uma malha computacional adequada € importante para que
seja possivel estimar os gradientes de interesse do problema estudado. As malhas podem ser
classificadas como uniformes, quando os pontos sdo uniformemente espacados, Figura 2.3 (a), e
nao uniformes quando o espacamento entre os pontos sdo varidveis, Figura 2.3 (b). Uma malha
serd dita estruturada quando houver uma lei de construgdo, Figuras 2.3 (a) e (b), sempre com o

mesmo nimero de vizinhos e ndo estruturada caso contrério, Figura 2.3 (c).

(a) Malha uniforme (b) Malha néo uniforme (c) Malha néo estruturada

Figura 2.3: Classificacdo das malhas

Existem vantagens e desvantagens em cada uma das discretizagdes, € a esco-
lha depende da natureza do problema e da formac¢ao académica do analista numérico. Nessa
dissertacdo consideraremos a situacdo em que todos os elementos estdo dispostos de maneira

estruturada.
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Geralmente, os problemas de interesse sao representados por geometrias irre-
gulares, ndo nos permitindo que malhas retangulares sejam sempre empregadas. Nesses proble-
mas o sistema de coordenadas cartesianas leva a uma m4 adequacdo da fronteira do problema,
sendo que o dominio fisico ndo coincide com o dominio da malha [43]. Devido a essa dificul-
dade foi deduzida uma técnica matematica, que nos permite mapear um dominio com geometria
irregular ou regular escrito no sistema cartesiano (z,y) para uma geometria regular escrita no
sistema de coordenadas generalizadas (£, n). O sistema (z,y) é denominado dominio fisico e o

(&,1m) é chamado de dominio transformado ou computacional, Figura 2.4

A&
D 1 C
D C
[ an
<«— OR
y n
B
A A B
X §
(a) Dominio fisico (b) Dominio computacional

Figura 2.4: Mapeamento do dominio fisico para o dominio computacional

A fronteira irregular do dominio fisico € transformada de tal forma que no
dominio computacional € regular. Uma vez discretizado o dominio, por convenié€ncia adotamos
dimensdes unitdrias (A{ = An = 1), ja que o valor de A¢ e An podem ser arbitrarios.

As coordenadas de um ponto qualquer no sistema de coordenadas genera-
lizadas (£, n) estdo relacionadas ao sistema de coordenadas cartesianas (z,y) pelas seguintes

equacdes de transformacao

§ = &(x,y) (2.9)
n = nxy . (2.10)

Os diferencias em cada eixo coordenado no dominio transformado sao calculados por

df - §$dx+§ydy
dn = n.dv+n,dy
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ou na forma matricial
i) _[& ¢][d
dn e my || dy |

[d"] = [A][d"], (2.11)

ou ainda

onde d” e d¥ sdo diferenciais no dominio transformado e no dominio fisico, respectivamente.

Por sua vez, os diferenciais no dominio fisico sdo dados por
d d
o ¢ 2.12)
dy Ye  n dn

[d"] = [B][d"]. (2.13)

ou

Substituindo a equacao (2.11) em (2.13), obtemos

[d"] = [B][A][d"] <= I = [B][A] += [A] = [B] "

ou seja,
Yn _ Sl
gl: fy _ :chyn —y£$77y§ l'gy%g— .Qﬁny{ ' (214)
Nz Ty -
TeYn — TnlYe  TelYn — TnYe
Da igualdade matricial (2.14), s@o obtidas as métricas
e=Jdyy » S=—Jry , m=—Jye e ny=Juxg (2.15)
onde .
J = det[A] = = — Tpye) ! 2.16

€ o jacobiano da transformacao.
Admitindo-se a existéncia da inversa das equagdes (2.9) e (2.10), pelo teorema

da fun¢do inversa, teremos também as equacdes de transformacdo da seguinte forma

y=y(n) (2.17)

e as métricas da fungdo inversa sao dadas por

1 1 1 1
Te = jny y  Ip = _jgy y o Yo = _jnx € Yp= jgl’ : (2.18)

Considere a Figura 2.5, uma vez que, mediante (2.12)
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dv = zedl +xpdn e dy = yedS +yydn

entdo da Figura 2.5 (b), os valores de a, b, c e d sdo

(a) Area no plano fisico (b) Ampliac¢do da 4rea no plano fisico

Figura 2.5: Sistema de coordenadas curvilineas &, 1

a=axA{ , b=yA{ , c=x,An , d=y,An

Ao longo do segmento AB, dn = An = 0 e ao longo do segmento BC, d¢ = A¢ = 0. Logo,

pelo teorema de pitdgoras,

(dLE)? = (2eA)? + (yeAL)? = dLE = ([ (we)? + (ye)2AE (2.19)

(dLn)* = (x,An)* + (y,An)* = dLn = \/(z,)* + (y,)2An . (2.20)
Vetorialmente podemos representar os comprimentos (2.19), (2.20) como

d_Lf = x§A§Z+y5A§j
d_j}n = a:,,Anz_"—{— ynAnj

Logo, a area formada pelos dois vetores é dada pelo médulo do vetor resultante do produto

vetorial dos mesmo, ou seja,

|
dS = dL¢xdL, | zeAE yeAE
z,An Yy, An

= (2 A&y, An)k— (2, Anye AOk = (zeyy—zaye) (AEADE

o O FFY
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assim,
dS = |dS| = |dLE x dLn| = (zey, — xyye) AEAD
ou seja,
s 1
dS = J'AEAN = —— == . 2.21
§AN = < An U (2.21)
Como comentado anteriormente, o valor de A{ e An podem ser arbitrarios.
1
De fato, como vimos o Jacobiano é dado por / = —— . Aproximando numericamente
LeYn — TnYe

o Jacobiano por diferencas finitas centrais, observando a Figura 2.6 teremos:

Figura 2.6: Malha discretizada no ponto (x, y)

T o —$A2;§B, Ye ~ yA2;€yB7 z ~ 3302; $D, " ~ 902; YD
(@) (=) (@) L (@) U
Assim, ,
S = (xa—xp) (yc—yp) _ (zc—zp) (Ya—yB) (2.22)
2A¢ 247 2An 2A¢

e substituindo (2.22) na equagdo (2.21) teremos

as 1
o i ,
AgAT} (za—zB) yc—vyp) (zc—2zp) (Ya—¥yB)
2A¢ 2An 2An 2A¢
ou seja,
as 1
AEA - 2AE2An o 2AE2An
§An (za—2B)(yc—yD) (xc—2p)(ya—yB)
que nos dé,

dS _ (xa—x)yc —yp) (vc—2p)(ya—yn)

AEAn 2AE2An 2AE2An
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e finalmente,
45 — @a—28)yc —yp)  (rc —ap)(ya —ys)
2 2

Observe que o produto A¢An desapare, sendo arbitrario o valor da drea no plano transformado.

Enfatizando que nessa dissertacdo adotamos A¢ = An = 1. Assim (2.21) é dada por:

ds = (2.23)

1
J
A relagdo (2.23) diz que a razdo entre a drea do dominio fisico e transformado

. 1 . . . . .
€ igual 7 ou seja, a drea do elemento d.S no plano fisico € o inverso do jacobiano.

2.3.2 Equacoes governantes de geracao de malhas

A geracdo de malha, ou seja, a discretizagdo do dominio fisico, € uma tarefa
complexa no processo de simulacdo numérica. Mesmo sendo auxiliado por sistemas CAD
(Computer Aided Design), que 1€em a geometria e a preparam para receber a malha, a geracao
de uma boa malha depende também da habilidade mental de se visualizar a malha que se quer
gerar [28].

Existem disponiveis na literatura muitos métodos para gerar malhas, tais como
sistemas elipticos, parabdlicos, hiperbdlicos, métodos algébricos e métodos geometricos [28].
Nesse trabalho abordaremos a técnica de geracao de malhas por equacdes diferenciais elipticas.
A solucdo do conjunto de equagdes do sistema eliptico gera as linhas coordenadas da malha
computacional. A escolha do uso de equagdes elipticas para a geracdo de malhas reside no fato
do jacobiano da transformacao ndo se anular no dominio. Do principio do mdximo h4 unicidade
das fungdes &(z,y) e n(x,y), isto é, duas linhas coordenadas nunca se interceptam.

As equacdes elipticas governantes para a geragao da malha num dominio sao

v = P(&n) (2.24)
vin o= QE&n) . (2.25)

Com as condicdes de contorno de Dirichlet dadas por

= 51 em Fl
= §N cm Fg (226)

= distribuicdo atribuidaem I's e I'y
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e paran

n = memly
n = nuemly (2.27)

n = distribuicdo atribuidaem I'y e I';.

!
. o . %
[ 5,
2

M5 y—s—o— "

N4 e
M

N34
Nz2e

mf,l & & & &

s

Figura 2.7: Sistema coordenado obtido com superposi¢ao

As solugdes das equacdes (2.24) e (2.25) sujeitas as condicoes (2.26) e (2.27)
superpostas umas sobre as outras nos da os nés que fornecem uma malha nao ortogonal, Figura
2.7 por exemplo. A solucdo analitica de (2.24) e (2.25) € possivel para poucos casos submetidos
a condicdes de contorno simples. Na maioria dos problemas a malha € obtida por resolugdo
numérica. Os termos P e Q sdo termos fonte responsdveis por atragao entre linhas ou entre linha
e ponto, e existem diversas modelagens que podem ser usadas para definir esses termos.

As equagdes (2.24) e (2.25) de geracdo de malha obedecem a relagdo funcio-
nal £ = ¢(z,y) e n =mn(x,y)eamalha sai das solu¢des dessas equagdes, porém o sistema
coordenado é fornecido pelas varidveis x e y. As equagdes (2.24) e (2.25) devem ser resolvidas
no sistema (x, y) , mas carregando as métricas de transformacao do sistema (£, 7).

Considere as equagdes de transformacdo, £ = &(x,y) e n =mn(x,y) e que

uma fungdo f seja tal que

f=rfEn) = f&z,y),n(x,v)),
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entdo da regra da cadeia temos:

fy = f££y+fn77y ) (2-29)

logo, aplicando a regra da cadeia novamente em (2.28) teremos

Joo = ([eo)o + ([ine)e = (fe)oa + feboa + (fo)ale + [yllea =
= (fo)eba + feboo + (fo)nTe + fullow =
= [feelo + Foenal & + febuw + fenba + Funlle) Ne + Follew =
= fee &)+ fenallo + feow + Frebatte + Fon(0)? + follea

ou seja,
fxx = ffgmm + fnnm: + fff(ga:)Q + fm](nz)Q + 2f€77€x77x . (230)

De modo anélogo, aplicando a regra da cadeira em (2.29) encontramos

fyy = fﬁfyy + fnnyy + fﬁ&(ﬁyy + fnn(ny>2 + 2f§n§y77y . (2.31)

Fazendo f = z e depois f = y em (2.30) encontramos as equagdes

0 = xfgmx + TNz + Ey (232)

onde

By = x&f(&:)Q + xnn(nx)2 + 226,80
Fo= Yee (&:)2 + ynn(nx)z + Qyﬁngxnx

Na forma matricial podemos escrever (2.32) como

R N I . (2.33)
Ye Un Nz F
A solucdo do sistema dado em (2.33) é
5 _ _Elyn + anl
- TeYn — TnlYe
n _ E1y§ — l’gFl

LelYn — TnlYe



mas por (2.16) e (2.18) teremos

1 1
—Bi =& — Fi=
1,]6 1J€y

fx:v - 1
J
1 1
—Ei—n, — F,~
_ 1J77 ljny
771’27 1
J
e assim,
gxx - —(E1€x + Flgy)
Nex = _(Elnx + Flny)

De forma semelhante, tomando f = x e f = y em (2.31) obtemos:

0 = @eyy + Tynyy + E2
0 = yelyy + Yoy + 2

onde

Ey, = x&f(fy)Z + xrm(ny)z + 226,y 1y
By, = y&&(ﬁyy + ynn(ny)2 + 2yen&yy

As equacdes em (2.35) podem ser colocadas na forma

Te Ty Eyy _ Ly
Ye  Un Tlyy Fy ’
cuja solugdo do sistema é
gyy = _<E2£ac + F2£y)
Nyy = —(Eyn, + F277y)

Uma vez que as equacdes (2.24) e (2.25) podem ser escritas como

fxx + fyy =P
Moz + Nyy = Q

33

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Substituindo (2.34) e (2.37) em (2.38) teremos

{ _(Elfw + Flgy) - (EQS;U + Fny) =P
_(Elnx + me) - (EQT]:B + F277y> = Q

ou seja,
{ (B + Ep)é + (1 + F2)€y, = =P
(By+ B + (FL+ Py, = —Q
ou ainda
{ &E+&,F =—P 239
Nell 4y F = —Q

OndeE:E1+E2€F:F1+F2.

Resolvendo o sistema (2.39) e considerando (2.16) chegamos a

1 1
De F = E; + Ey e F = F| + F5 temos ainda
1
j(_Pny + Q&) (&> + £y2>x££ + (1. + 77y2)xnn + 2(n:€e + 10y&y) Ten (2.41)
1
j(an — Q&) (€x2 + €y2)y££ + (77x2 + 77y2)ym7 +2(nee + my&y)Yen - (242)
Por (2.15) teremos que (2.41) nos da:
—(=PJre — QJx,) = JQ(ynz + 55772)3756 + J2<y£2 + x£2)377777 - 2J2(y,7y5 + Ty T¢ ) Tey
ou
T2 (yn® + w0 wee + T (ye” + 26"y — 2 (e + yte) ey + Prg + Quy =0,
que dividido por .J? nos d4 também
1
(yn2 + %Q)xéé + (3/52 + x£2)xnn = 2(ynye + TyTe)Ten + ﬁ(Pxé + Q) =0,
que finalmente pode ser escrita como
1
QTee + YTy — 2PTey + 7 (Pxe + Quy) =0 (2.43)

De forma andloga temos da equagdo (2.42) a seguinte equagao

Wee + YV — 2Byen + 5

1
(Pye + Quy) =0, (2.44)
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1 .
com a = x,° + y,% v = x¢? + ye?, B = xex, + Yeyp € J = —————— sendo as métricas
. LeYn — TnlYe
associadas a transformacao.
Os termos P(&,n) e Q(&,n) sdo responsdveis pela customizagdo da concen-
tracdo de linhas coordenadas em um determinado ponto da malha de acordo com a caracteristica

do problema estudado. Em nosso trabalho consideramos:

N
P(,n) =— Z a;sign(& — &)e 1675l (2.45)
=1
v
Q&) ==Y ajsign(n —nj)e ", (2.46)
j=1

onde &; e 7; sdo as linhas para as quais todas as outras linhas { e 7 respectivamente, serdo
atraidas. Os valores a;, ¢; sdo ajustados via experimento numérico com intencdo de atrair essas
linhas.

As equacdes (2.43) e (2.44) em conjunto com (2.45) e (2.46) sdo as equagdes
de geracdo de malhas bidimensionais. Os termos x e y s@o as varidveis dependentes nas equagao
de geracdo, s@o para elas que sdo especificadas as condi¢des de contorno. Os termos & e 7) s@o
variaveis independentes, logo podemos arbitrar a eles valores convenientes. Podemos atribuir a
Eenvaloresde 1 a NelaM,sendo N o nimero de linhas £ e M o nimero de linhas 7 do
dominio. Com as condi¢des de contorno especificadas, analogas aquelas em (2.26) e (2.27), as

solucdes das equacdes (2.43) e (2.44) nos fornecerd a malha desejada.

2.3.3 Adimensionalizacdo das equacoes governantes de geracio de malhas

Considerando os termos dimensionais x € y, o comprimento de referéncia
L, os termos £ e ) (também dimensionais) e A&, An como pardmentros de referéncia, entdo
obtemos os adimensionais seguintes:
oy oz & __
T=—, y==, &=->= e nN=—. (2.47)
L’ L’ AN An
E natural que o comprimento caracteristico L normalizard os valores dos ter-
mos x e y para cada problema modelado. No entanto, como ja vimos pouco importa os valores
assumidos pelos paramentros de referéncia A¢ e An, pois os mesmos nunca afetardo os resul-
tados obtidos para a malha gerada, assim de (2.47) resulta que as relacdes adimensionais ficam

estabelecidos como:

S
I
SR
<
[
Sl=
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ou também,
r=zL, y=yL (=& e n=n. (2.48)
Substituindo (2.48) em (2.24) obteremos

0% a?g

oLy Zaﬁzgnf Ee o8l

Analogamente, substituindo (2.48) em (2.25) obteremos

7] Y o
- _ sian(f — 7. e CiM;1
o@LeE T oLy ]§:1: a;sign(i = 1;)e

ou seja,
2 27 _
gjg g_g = —L? Z a;sign (& — E —eilé=4l (2.49)
82_ 82_ _
Pr =L ZajSign(ﬁ —7;)e” Ml (2.50)

j=1

Entdo (2.49) e (2.50) sdo as equagdes governantes adimensionais de geragdo de malhas. Essas

equagoes de geracdo de malha obedecem a relacio funcional

£=¢(@L,yL) e n=n(EL,YL). (2.51)

Considere a transformagio (2.51) acima e que uma funcio f seja tal que

7 (2.52)
Fois (2.53)

fe = (Fe&)z + (Fi)z = (Fo)eba+ felar + (F)aTz + follew =
= ()& + Felaz + (Fo)allz + itz =
= [feela+ [rdls) & + feSam + [farla + Fonle) Tl + follew =
= fe(&)’ + feilalls + fe€am + [relalls + fog(T2)” + [l
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ou seja,
?ﬁ = ?Egﬂ + Tﬁﬁﬁ + 7&(5@)2 + ?W(ﬁf)2 + 2?§gfﬁf : (2.54)
De modo anélogo, aplicando a regra da cadeira em (2.53) encontramos

f@ = 25@ + ﬁ_*y + f&(gg)z + 7W(ﬁy)2 + 2?@Eyﬁg : (2.55)
Fazendo f = ZL e f = L em (2.54) encontramos
0 = LTglsy + LTl + By (2.56)
0 = Lygle + Lz + 11

onde

Ey = Lf&@fﬁ + Lf%(ﬁf)Q + 2Lfﬁ§yﬁf

F = Ly&(65)2 + Lyﬁ(ﬁf)Q + 2Ly§€fﬁf

Na forma matricial,

L7z Lay | | & Ey
T T I I (2.57)
Lye Ly; Naz F
A solucdo do sistema dado pela equacao (2.57) serd
z —E\Ly, + LzgFy - _ E\Lyg — Lagh
TE — 7= — — ) 77@ = — 7= — —
LzgLy; — LzgLyg LzgLy; — Lz Lyg
ou seja, o o
_ —E\ Ly + Lz Fy B E\Ly; — Lz=F,
= e, T = . (2.58)
L2 (Tey; — Tle) L2 (Tgy; — Tnle)

Por outro lado, considerando as métricas dadas pelas equacgdes (2.18), e as

relacdes adimensionais (2.48), as métricas na forma adimensional sdo:

1_ _ 1 1- _ 11_ _ 1 1-
i xﬁ:—ﬁjfy Bl U yﬁ:ﬁjﬁz (2.59)

onde

J = _(gfﬁﬂ - yﬁf) = ﬁ(fg@ﬁ - Tﬁ?g)_l . (2.60)
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Dessa forma, substituindo (2.59) em (2.58), chegamos a igualdade,

—ElL—§ - —f

z _ r2j>Y
&r = -
J
— 1 — 1
—F\L—n.. — F{L——7-
_ B 1 sznm 1 L2J77y
Nz — 1
7
e finalmente em
_ 1 _
fﬁ = _Z(E1§E + Flgy)
_ 1l — =
Nz = _Z(Elnf + Flny) . (2.61)

De forma andloga, tomando f = ZL e f = 7L em (2.55) obtemos:

0 = Lugly + LTy + E»
0 = Lylyy + Lygigy + F2 (2.62)
onde
E2 = Lfg(f) +Lx7777<77 ) +2Lx§n€y/’7y

Na forma matricial,

s I I e (2.63)
Lyg Ly | | Ty Fy
cuja solugdo do sistema (2.63), por (2.59), serd
_ 1 -
f@ = _E(E2€T + Fny)
_ I — =
Ny = _Z<E277§ + F277y) . (2.64)

Uma vez que as equagdes (2.49) e (2.50) sdo escritas como

S+ &y =L*P
Tez + gy = L°Q (2.65)



considerando

=l
I

— Za]szgn E Z CJl E 5])'
Q@ = =3 aign(a—)e
j=1

entdo substituindo (2.61) e (2.64) em (2.65) chegamos a

1 — 1 — —
—E(Elff + Fi&y) — E(Esz + Fy6y) = LPP
_ 1 9
L( 1Ty + FTy) — Z(E27]x + Fuy) = L*Q
ou seja,
1—
(By + Ba) =&+ (Fy + Fz)zfg = —L*P
N 1 -
(El + Ez)znf_l_ (Fl + FQ)LT]f =L Q
Resolvendo o sistema (2.66), por (2.60), encontramos
— L — L — —
E==(-Phy+ Q&) e F==(P;~ Q%)

De E = E, + Eye F = F, + F, temos ainda

K‘II t~

(-P
L

J(

I
8|

e uma vez que as igualdades em (2.59) podem ser reescritas como
&=Ly, . &=-LTz; , m.=-LTg e my=L%Jz;

temos que (2.68) fica

S e

+((—L?Je)? + (L JTg)?) LTy + 2L(— L* Ty, L* Jyg — L* J27L* JTg) g,

que finalmente € escrita como

S = 1 = | =_
OTgg + YTy — 28T + ?(ng + QT5) =

(=PL*Jzg — QL*Jx5) = ((L*Jgy)* + (—L*JZ7)*) LT
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(2.66)

(2.67)

s+ Q&) = (552 + ng)Lfé + (" + y") Ly + 2L(7158 5 + Zy)f5(2.68)

~ Q&) = (& +& ) Lg + (1 + 7,2 Ly + 2L(7:E + TyE5) e (2.69)

(2.70)

(2.71)
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De forma andloga temos que a equacgdo (2.69) pode ser reescrita como
__ __ — 1 -
Yee + Va7 — 209, + ?(Pyg + Q) =0 (2.72)
1 1 - 1 1

coma = —(Tp> +7.°), 7 = — (T + Ue), B = — (Tl + YY) € J = — el
I23N n 12 3 3 JE £n £I9M L2<5Ugyﬁ—$ﬁyg)

sendo as métricas associadas a transformacao. Assim temos que (2.71) e (2.72) s@o as equagdes

de geracdo de malhas na forma adimensional.
Portanto, considerando um conjunto de dados com respeito as coordenadas

cartesianas da borda 0 R de uma geometria de interesse R, o modelo matematico da geragao da

malha dessa geometria, na forma adimensional, é dado por

. = I — =
Tz + Yoy — 28T + ?(P:cg + Q7z) =0
_ 1 — _
Qg + Va7 — 20Ug; + ?(ng + Qy;) =0,
Z(h) = ms,(h — t)> + Mo, (h — t)* + My, (h — t) + T,
Y(h) =P, (h = t)° + Py, (h = £)* + Py, (h — 1) + Py,

\

onde
t1 1123 )|...]n+1
T|Xy | Ty | T3 | ... | Tppa
Y91 VL | Y2 | Ys | | Yntt

Tabela 2.3: Coordenadas conhecidas de OR

é uma tabela de coordenadas conhecidas de OR.
Apds obtermos o modelo matematico da geragao de malha, nosso préximo
passo € analisarmos a qualidade das malhas geradas. No capitulo seguinte apresentamos dois

parametros de qualidade e através destes um modelo de qualidade.



3 ANALISE DOS PARAMETROS DE QUALIDADE PARA GERACAO DE MALHAS

H4 muitos fatores que influenciam a qualidade de um resultado de simula-
cdo, particularmente a malha computacional é um destes fatores. Sendo assim, considerando as
coordenadas generalizadas, atentar para a forma dos elementos da malha ou o refinamento da
mesma constitue-se em agdes necessdrias para o sucesso da simulagdo. Um fato fundamental
nesse processo € a dependéncia do resultado numérico com a qualidade geométrica dos ele-
mentos da malha. Mas quais os paramentros que podem dizer se um determinado elemento é
considerado adequado ou ndo? Existe(m) algum(ns) parametro(s) ou regra(s) que defina(m) a
qualidade de uma malha. E claro que nosso interesse é gerar malhas bidimensionais em co-
ordenadas generalizadas, no contexto adimensional. Para ndo carregar em demasia a notagcdo
matematica, neste capitulo suprimiremos o uso da barra. Mas enfatizamos ao leitor que os resul-
tados e dedugdes aqui obtidos s@o para varidveis adimensionais. Nesse trabalho apresentamos
dois parametros, complementares entre si, que identificam os elementos inadequados em uma
malha computacional segundo uma métrica que exprime qualidade.

Quando uma malha apresenta elementos quadrados, retdngulos ou trapézios
(formas fundamentais), essa malha se refinada, permitird obter excelentes resultados numéri-
cos quando as equacOes de Navier-Stokes sdo resolvidas. No entanto essa afirmacdo € vélida
para um grupo de problemas em particular, ou seja, para aqueles cuja geometria é favorecida
pelo sistema cartesiano. Um cléssico problema deste grupo € o escoamento em dutos ou o pro-
blema da cavidade quadrada. Existe uma farta quantidade de artigos cientificos publicados que
comprovam a afirmacao acima dada.

Contudo, os problemas do mundo real possuem na maioria das vezes geome-
trias complexas. Assim, gerar malhas cartesianas ndo é recomendado, e gerar malhas puramente
em coordenadas generalizadas ndo garante que seus elementos serdo alguma forma fundamen-
tal. Portanto, ao nosso ver, € possivel gerar malhas em coordenadas generalizadas e classificar
quais elementos sdo muito disformes de uma forma fundamental e posteriormente melhorar esta

disformidade. Neste capitulo classificaremos os elementos inadequados.

3.1 METRICAS FUNDAMENTAIS

3.1.1 Jacobiano

Vimos no capitulo 2, que a drea do elemento no dominio fisico € o inverso do
1
. . . ~ o o —1
jacobiano, ou seja, pela equacdo (2.23) temos, dS = 7 onde J = (z¢y, — x,ye)~'. Como nos
fendmenos do cotidiano, a maioria dos problemas sdo resolvidos de forma numérica, entao é
verdade que

ds =~ (3.1)

L
J
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Aproximando as derivadas parciais presentes na equacdao do jacobiano por

diferencas finitas no ponto P, mostrado na Figura 3.1, chegamos a:

A(xa,ya)

Figura 3.1: Elemento de uma malha para discretizacao no ponto P.

TA—T — Ic — T —
~ TA B gyc YD " ~ *C D gu, (3.2)

P A¢ ynP An nP_ An ny Ag

Lg

Substituindo (3.2) em (2.16), obtemos

2

J (3.3)

(xa —2B)(Yc — yp) — (xc — 7p)(ya — yB)

uma vez que A¢ = An = 1. Temos que (x4, y4), (5,Y5), (c,yc) € (xp,yp) sdo as coorde-
nadas dos pontos médios das faces dos elementos.

Portanto

1%

dsS = (za —28)(ye — yp) — (vc — 2p)(ya — yn) (3.4)

~l=

¢é a area do elemento.

3.1.2 Baricentro

Os elementos da malha gerada em coordenadas cartesianas na forma adimen-
sional sdo quadrilateros, e todo quadrildtero possui um baricentro. Para encontrarmos o bari-
centro, primeiramente precisamos saber encontrar o baricentro de tridngulos.

O baricentro de um tridngulo € o ponto de intersecdo das trés medianas do tri-

angulo, onde a mediana com relacio a um vértice do tridngulo é o segmento de extremos que vai
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deste vértice (A, B, C') ao ponto médio (Mac, Map, Mcp) do lado oposto, como exibido na
Figura (3.2). A coordenada do baricentro do tridngulo também pode ser encontrada da seguinte
forma: Dadas as coordenadas dos vértices do tridngulo, suponhamos (x4, Yo ), (s, Up) €, (Te, Ye)s

a coordenada do baricentro é dada por [51]

To + xp + 2, ya—i-yb—l—yc)
3 ’ 3 '

(zB,yB) = (

baricentro

Figura 3.2: Baricentro do tridngulo

Agora dado um quadrilatero ABC'D qualquer, Figura 3.3, tracando uma das
diagonais, digamos de A para C, obtemos dois tridngulos. Sejam B; e By o baricentro dos
tridngulos, tracando uma reta ligando os dois baricentros obtemos o segmento B; B, Figura 3.3
(a). Da outra diagonal do quadrilatero (B para D), obtemos outros dois triangulos. Repetindo
0 mesmo processo, encontramos 53] e B}, e assim o segmento B} B}, Figura 3.3 (b).

O baricentro do quadrildtero (ABC D) seré a interseccio dos segmentos B B,
e B! BS, Figura 3.4 [33].

D

B B

(a) Reta que liga os baricentros B; e B dos tridn- (b) Reta que liga os baricentros B e B! dos trién-
gulos ACBe ABC gulos ABD e BCD

Figura 3.3: Baricentro dos triangulos relacionados as diagonais do quadrilatero ABC D
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Baricentro do
quadrilatero

B

Figura 3.4: O baricentro do quadrildtero corresponde a intersec¢ao das retas By By e B} B},

Note que o baricentro do quadrilatero nio coincide com a intersec¢ao entre as

diagonais do quadrildtero, a coincidéncia ocorre s6 nos casos do quadrado e do retangulo.

3.1.3 Circunferéncia por minimos quadrados

Na geometria euclidiana nem todo quadrilatero pode ser inscrito em uma cir-
cunferéncia. Temos a condicdo de que um quadrildtero pode ser inscrito em uma circunferéncia
se, e somente se, possui um par de angulos opostos suplementares, ou seja, se a soma dos
angulos opostos é 180° [21]. As formas fundamentais quadrado-retangulo-trapézio tem essa
propriedade. Como nem todo elemento quadrilatero de uma malha gerada em coordenadas
generalizadas possui dngulos opostos suplementares, entdo procura-se a circunferéncia mais
préxima dos vértices do quadrilétero.

A circunferéncia mais proxima dos vértices do quadrilatero € obtida por mini-
mos quadrados. O método dos minimos quadrados nos dard a circunferéncia, de tal modo que a
soma do quadrado das distancias dos n6s (vértices) até a cirfunferéncia seja minima. O método
dos minimos quadrados pode ser encontrado de forma detalhada em [36].

Para o nosso propdsito, dado um elemento da malha, queremos encontrar uma

circunferéncia que melhor se aproxima dos nds desse elemento. Seja
2 2 2
(z—x0)"+ (y—wo)” =7 (3.5)
a equacdo de uma cirfunferéncia, onde:

* 1 € 1y correspondem ao centro

e 1 0raio
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* x ey sdo as coordenadas de um ponto qualquer da circunferéncia.
Desenvolvendo a equagao (3.5) obtemos
x? — 2xwo + 1,0+ yF — 2y o> = 12
= w91 — 2yoy + 75 +yg —1° = —(2* +9?) (3.6)

onde dispomos dos valores de x e y e pretendemos estimar os valores de x, yy € .

Denotando
uy = =29, Uz =—2yo , uz=a5-+ys—1r> ,
alzy) =z , gy =y , @@y =1 ¢ fly =-2-y 3.7)
a equacdo (3.6) serd escrita como:
urg1(z,y) + ugga(z,y) + usgs(z,y) = f(x,y) (3.8)

onde nosso objetivo é encontrar os coeficientes uy, uy € uz via minimos quadrados.
Considere que um dado elemento da malha seja tal que seus nés O, P,Q) e R

sejam conhecidos, ou seja,

O = (z1,11), P=(22,92), Q = (73,y3) € R = (4, ya)-

Entao
<guLgL> = < (x1,29,73,4), (01, T, T3, 74) > = 25+ a5+ 15+ 2]
<102 > = < (T1,%2,73,74), (Y1,Y2,Y3,¥a) > = T1y1 + Tays + T3Y3 + Ty
<q1,93 > = < (v1,79,73,24),(1,1,1,1) > = x40+ 2x3+ 134
<G> = <G1,02> = T1y1+ Tays + Tays + Tays
<G> = <(ynv2,ysva), (1 Y2, Y3, 0a) > = Yy Ui+ UL (3.9)
<92.03> = <(y,¥2,9391), (LL,1L,1)> = y1+y+ys+u
<03, > = <Gg1,03> = 1+ T+ a3+ 24
<gs02> = <g293> = ntvtytu
<Gnd> = <(L,1,1,1),(1,1,1,1)> = 1+1+1+1 = 4
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<gnf> = <(viaaws,m) (—2) — gl —2f — g3, —af — i, -2 — o) >

= mi(=a] = yi) + xa(—a5 — y3) + wa(—a3 — y3) + wa(—2f — vi)
<o f> = <(y2ysoya), (—2 —y}, =23 — 3, —a3 — 3, —2f —yd) >

= y(=2} — u}) + va(—a3 — 43) + ya(—a3 — 43) + va(—23 — i) (3.10)
<G f> = <(LLL1), (=2} -y} —23 — 93, a3 — 3, —af —u}) >

— (B =)+ (a2 =)+ (—2E— )+ (—2 — D),

assim a equagao matricial com os valores obtidos em (3.9) e (3.10) sera:

<g1,01> <g1,52> <g1,93> Uy <q.f>
<90 > <092,02> < G2, 03> uy | = | <92, f> |,
< g0 > <0g3,92> <G3,03> us3 <g3 f>

que pode ser escrita como

Gu=F 3.11)
onde
<§/17§/1> <§/17§/2> <.alv.§g’)> Uy <gvlaf>
G=|<g0> <@20> <g,0> |u=|u e F=|<gpf>
<g3,91> <g3,02> <G303> us <gsf>
1
Multiplicando (3.11) por G~! a esquerda, onde G~ ! é ainversade Ge G~! = 1et(C) adj(G),
e
tem-se

G 'Gu = G'F
Iu = G 'F
u = G'F

ou seja, os valores de w1, us € ugz, ou ainda os valores de xg, yy € . Assim a circunferéncia que
melhor se aproxima dos nds do elemento da malha é obtida. Para efeito didadico considere os

exemplos a seguir.

* Exemplo 1

Seja o quadrilitero OPQR da Figura 3.5 (a) , de coordenadas O = (1,1), P =
(3,2), Q@Q=(4,8) e R=(2,7).
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0 2 4

(a) Quadrilatero OPQR
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| >

(o}

T T T
0 2 4 6

(b) Circunferéncia que melhor se aproxima dos vér-
tices do quadrilatero OPQR

Figura 3.5: Ilustracdo do exemplo 1, (a) representa o quadrilitero OPQR, (b) representa o
quadrilatero com a circunferéncia que melhor se aproxima dos vértices do quadrilatero, obtido

via minimos quadrados.

Temos por (3.9) e (3.10) que g1 = (1,3,4,2), 92 = (1,2,8,7), g5 = (1,1,1,1) e
f=(-2,-13,—-80, —53), entdo:

< g1, 91
< g1, 92
< g1, 93
< 92,01
< 92, 9>
< 92,93

< 93,01

vV V V V V V V V

< 3, 92

V

< 3,93
<qg.f>
<q.f>

<q.f>

< (1,3,4,2)(1,3,4,2) >= 30

< (1,3,4,2)(1,2,8,7) >= 53

< (1,3,4,2)(1,1,1,1) >= 10

< g1,0o >= 53

< (1,2,8,7)(1,2,8,7) >= 118
<(1,2,8,7)(1,1,1,1) >= 18

< g1,93 >= 10

< g2,93 >= 18

< (1,1,1,1)(1,1,1,1) >=4

< (1,3,4,2)(=2,—13,—-80, —53) >= —467
< (1,2,8,7)(=2,-13,-80, —53) >= —1039
< (1,1,1,1)(—2, —13, —80, —53) >= —148

Y
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que na forma matricial fica:

30 53 10 Uy —467
53 118 18 uy | = | —1039 (3.12)
10 18 4 U3 —148
que resulta em u; = —5, us = —9 e ug = 16 e por (3.7) temos que
)
—2rg = —H=>x9= 5
9
2y = —9=yy= 3 (3.13)
V42
ZIJ%"‘QS—TQ = 16:>TZT

Substituindo os valores de (3.13) em (3.5) temos

@2ty )="

que € a equacgdo da cirfunferéncia que melhor se aproxima dos vértices do quadrilatero

OPQR, Figura 3.5 (b).

* Exemplo 2

Seja o quadrado O PQ R como na Figura 3.6 (a) de coordenadas O = (1,1), P = (4,1),
Q=(44)eR=(14)

R Q R o
44
34
.C .C
24
0 P d o P
T T T T 0
! 2 3 4 0 H 3 3 1
(a) Quadrado OPQR (b) Circunferéncia circunscrita ao quadrado OPQR

Figura 3.6: Ilustracdo do exemplo 2, (a) representa o quadrado OPQR, (b) representa o quadrado
com a circunferéncia circunscrita.
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Resolvendo os passos de forma analoga ao exemplo 1, obteremos

5

(=P +y-5P =3

que € a equacdo da circunferéncia circunscrita ao quadrado O PQ) R, Figura 3.6 (b). Como
haviamos comentado, todo quadrildtero cuja soma dos angulos apostos é 180° pode ser
inscrito em uma circunferéncia, esse exemplo mostra um desses casos. Com as métricas

definidas, introduziremos nossos parametros de qualidade de malhas.

3.2 COMPRIMENTO DE FORMA

Nessa secao introduziremos um parametro de qualidade de malha que envolve
o baricentro B, de um k-elemento da malha e o centro C; da circunferéncia que melhor se
aproxima dos nds desse k-elemento. Esse parimetro serd nomeado como comprimento de
forma e denotado por dy(By, Cy). A ideia é calcularmos a distincia entre esses dois pontos,
e a partir desse resultado conceber um novo parametro de qualidade.

Na secdo anterior mostramos como encontrar o baricentro e a circunferéncia
que melhor se aproxima dos vértices do quadrilatero, o proximo passo € calcular o comprimento
de forma, ou seja, a distancia entre eles.

Dadas as coordenadas do centro da circunferéncia (z¢, yc) e do baricentro do

quadrilatero (zp,yp) a distdncia entre eles é dada por:

d(C, B) = \/(zc — x8)* + (yo — yn)? - (3.14)
Assim construimos o conjunto d, ou seja, obtemos
d = {dl(Bl, Cl), dQ(BQ, CQ), cery dm(Bm, Cm)} = {dk(Bk, Ck), k = 1, 2, ceuy m},

o conjunto dos comprimentos de forma de uma malha com m elementos tal que dy(By, Cy)
denota a distancia entre o baricentro e o centro da cirfunferéncia do k-ésimo elemento.

Esse parametro consiste em quanto maior a distancia entre o baricentro e o
centro da circunferéncia, ou seja, o comprimento de forma, menos adequado serd o elemento

da malha.

3.3 DIFERENCA DE AREA

Nosso préximo parametro de qualidade de malha nomeado como diferenca
de 4rea, envolve a drea do elemento e a drea da circunferéncia que melhor se aproxima dos nés
desse elemento. Lembrando que a drea de uma circunferéncia € dada por 72, onde r representa
o raio da circunferéncia, e como mostrado anteriormente, a drea do elemento é dada pelo inverso

do jacobiano, equacao (3.4)
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Nosso paramentro consiste em calcularmos o médulo da diferenca entre essas

areas, ou seja,

1

DA = |mr?® — =
fmr? = 5|

(3.15)

de onde obtemos o conjunto,

1
DA = {DAl,DAQ, DAm,} = {|7T7"k2 - J—’,k' = 1,2, m},
k

. . 1 .
o conjunto das diferengas de drea dos m elementos, onde |7r7 — J_| denota a diferenca entre a
k
area da circunferéncia e a drea do k-ésimo elemento.
O parametro diferenca de 4rea consiste em quanto maior a diferenca das areas,

menos adequado serd o elemento da malha.

3.4 MODELO DE QUALIDADE PARA GERACAO DE MALHAS

Nessa secdo introduziremos um modelo de qualidade de malhas que relaciona
os dois parametros citados acima. Nas secdes anteriores encontramos os conjuntos d e DA.
Agora construimos outros dois conjuntos através destes, denotados pord’ e DA’, onde d’ e DA’
sdo formados pelos elementos dos conjuntos d e DA respectivamente, na ordem decrescente.

Dos conjuntos d’ e DA’, construimos as listas L; € Lpa, onde L, é formada
pela numeracgdo dos elementos do conjunto d’, e Lp 4 € formada pela numeragdo dos elementos
do conjunto DA’ ambos na forma ordenada.

Denotamos por [ a quantidade de elementos das listas L, e Lp4 que serdao
analisados, como por exemplo, quando [ = 1 serdo analisados 1 elemento da lista Ly e 1
elemento da lista Lp4, quando [ = 2 ser@o analisados dois elementos de cada lista, e assim por
diante.

A partir dos dados obtidos, conjecturamos que:

“A medida que em se avanga, de forma crescente em l, existe 0 momento em
que

#H#Ly()U#Lpa(l) = #La(l +1)U#Lpa(l + 1) para algum | # 17 (3.16)

Quando a igualdade (3.16) ocorre, ou seja, quando aumentamos um elemento
de cada lista e o conjunto unido permanece o mesmo, temos nosso padrao de qualidade, que
identificam os elementos considerados menos adequados de uma malha, que necessitam ser
remodelados. E essa unido formard o conjunto MA (menos adequado). Assim, MA = L,() U
Lpa(l), para algum [, e esse conjunto serd o conjunto de elementos menos adequados da malha.

Apresentamos agora um exemplo para melhor compreensao.

I - Dados os nés da borda de uma geometria 2D, geramos uma malha em coordenadas genera-

lizadas na forma adimensional usando como comprimento de referéncia L = 1, com 15



elementos que estdo enumerados como mostra a Figura 3.7.

Figura 3.7: Malha semi-trapezoidal com 15 elementos gerada em coordenadas generalizadas na
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12
15

11
14

forma adimensional

Os n6s dos elementos mostrados na Figura 3.7 com truncamento de quatro casas apos a

virgula tem coordenadas dadas pela Tabela 3.1.

8 10

Elemento nél n62 no3 no4
1 (0.0000,0.0000) | (0.1000,0.0000) | (1.4359,2.9164) | (0.0000,3.2999)
2 (0.0000,3.2999) | (1.4359,2.9164) | (1.5184,5.9551) | (0.0000,6.9000)
3 (0.0000,6.9000) | (1.5184,5.9551) | (0.2000,9.6999) | (0.0000,10.0000)
4 (0.1000,0.0000) | (2.4000,0.0000) | (3.2422,2.5007) | (1.4359,2.9164)
5 (1.4359,2.9164) | (3.2422,2.5007) | (3.6106,4.9824) | (1.5184,5.9551)
6 (1.5184,5.9551) | (3.6106,4.9824) | (2.7999,8.0000) | (0.2000,9.6999)
7 (2.4000,0.0000) | (4.5000,0.0000) | (5.3370,2.0776) | (3.2422,2.5007)
8 (3.2422,2.5007) | (5.3370,2.0776) | (6.0566,4.1341) | (3.6106,4.9824)
9 (3.6106,4.9824) | (6.0566,4.1341) | (7.0000,6.0999) | (2.7999,8.0000)
10 (4.5000,0.0000) | (6.6999,0.0000) | (7.5773,1.5565) | (5.3370,2.0776)
11 (5.3370,2.0776) | (7.5773,1.5565) | (8.2839,3.3448) | (6.0566,4.1341)
12 (6.0566,4.1341) | (8.2839,3.3448) | (9.3999,5.1999) | (7.0000,6.0999)
13 (6.6999,0.0000) | (10.0000,0.0000) | (10.0000,0.5000) | (7.5773,1.5565)
14 (7.5773,1.5565) | (10.0000,0.5000) | (10.0000,2.5000) | (8.2839,3.3448)
15 (8.2839,3.3448) | (10.0000,2.5000) | (10.0000,5.0000) | (9.3999,5.1999)

Tabela 3.1: Coordenadas dos nés da malha representada pela Figura 3.7
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IT - Como as coordenadas do elemento 1 sdo n61= (0.0000, 0.0000), n62 = (0.1000, 0.0000),
n63 = (1.4359,2.9164) e n64 = (0.0000, 3.2999), o baricentro dos tridngulos formados

pelas diagonais do elemento sdo dados por:

0.0000 + 0.1000 + 1.4359 0.0000 + 0.0000 + 2.9164

) = (0.5119,0.9721)

BnélnéZnéS - (

3 ’ 3
0.0000 4 0.0000 + 1.4359 0.0000 + 3.2999 + 2.9164
Biginsanss = ( i 5 i ; ki 3 i ) = (0.4786,2.0721)
0.0000 + 0.1000 + 0.0000 0.0000 + 0.0000 + 3.2999
Brsinsanss = ( - 3 il : i 3 il ) = (0.0333,1.0999)
0.1000 + 0.0000 + 1.4359 0.0000 + 3.2999 + 2.9164
Brgansanss = ( i 3 ha ; i 3 T ) = (0.5119,2.0721)

Agora, a reta que passa por Biusinsanss € Businsanss € dada por

0.5119 0.9721 1
0.4786 2.0721 1 | = —1.100x — 0.0333y + 0.5955
x Y 1

€ areta que passa por Bysinsancs € Brsansanss €

0.0333 1.0999 1
0.5119 2.0421 1 | = —0.94222 + 0.4786y — 0.4950 ,

x Y 1
cuja interseccao dessas retas nos da

1.9686x 4 1.0342 = 17.8828 — 33.0330x
= 35.0016x = 16.8486
=z = 04813

e assim y = 1.9816. A coordenada do baricentro do elemento 1 é B; = (0.4813, 1.9816).
Procedendo de forma andloga para todos os elementos encontramos o baricentro de cada

elemento, Figura 3.8, cujas coordenadas sdo:

B, = (0.4813,1.9816) B, = (0.7194,4.7932) Bs = (0.5108,7.6835)
Bi = (1.7524,1.3226) Bs = (2.4288,4.1359) Bg = (1.9885,7.2177)
Br = (3.8434,1.1609) Bs = (4.5445,3.4662) By = (4.8338,5.9291)
(5.9875,0.9329) By, = (6.7920,2.7908) Biy = (7.6883,4.7095)
(8.3023,0.5506) Byy = (8.9461,1.9273) Bi5 = (9.3805, 3.8287).
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Figura 3.8: Malha onde B; representa o baricentro de cada elemento ¢

III - Agora, usando minimos quadrados para os nds de cada elemento, encontramos as circun-
feréncias que melhor se aproximam dos nds, Figura 3.9. As coordenadas dos centros sao
dadas por:

C, = (0.3284,1.6544) C, = (0.4321,4.8335)) C5 = (1.8747,8.3120)
Ciy = (1.5615,1.3387) Cs = (2.2766,4.2082) Cg = (1.6816,7.2876)
C: = (3.7666,1.1660) Cs = (4.5106,3.5555) Cy = (4.8952,6.5651)
Cio = (5.9475,0.9244) Cy; = (6.7655,2.8096) Cio = (7.7069, 4.7453)
Ci3 = (8.3635,0.1017) Cyy = (8.9313,1.7697) Ci5 = (9.5381, 3.7926).

Encontrados os baricentros e os centros das circunferéncias, o proximo passo € calcular as
distancias entre eles usando (3.14). Na Figura 3.10, os segmentos vermelhos representam

essas distancias.

A distancia entre o baricentro B; e o centro da circunferéncia C; do elemento 1, sera:

d(Cy, By) = 1/(0.3288 — 0.4813)2 + (1.6544 — 1.9816)2 = 1/0.0232 4 0.1070 = 0.3608 .
Procedendo de forma andloga para todos os elementos, obteremos o conjunto

d = {0.3608, 0, 2901, 1.5017,0.1915, 0.1685, 0.3147,0.0770, 0.0955, 0.6389,
0.0408, 0.0325, 0.0404, 0.4531,0.1582,0.1617} . (3.17)
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o 0

o 1
Cg

Figura 3.9: Malha com a cirfunferéncia que melhor se aproxima dos nés de cada elemento

Figura 3.10: Distancia entre o baricentro e o centro da circunferéncia

IV - O pfoximo passo consiste em encontrar as dreas das circunferéncias que melhor se apro-

ximam dos nds. Pelo método dos minimos quadrados temos os raios das circunferéncias,



que sao dadas por:

™
T4
7
10

13

1.6785
1.8099
1.6185
1.5107
1.6612
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ro = 1.8786 173 = 2.3603

rs = 1.7485  rg = 2.2699
rg = 1.6703 rg = 2.3722
ry; = 1.5536 1y = 1.6431
ri4 = 1.5173 115 = 1.3536.

A area da circunferéncia do elemento 1 considerando 7w = 3.1415 seré:

ae, = mr? = 3.1415 x 1.6785% = 8.8507.

Repetindo o processo para todas as circunferéncias temos:

Qe

Qcyg

8.8507 a,, = 11.0870 a,, = 17.5020
10.2910 a., = 9.6046 a., = 16.1870
8.2296 a,, = 8.7647 a., = 17.6790
7.1697 a., = 7.5827 a,,, = 8.4815
8.6692 a,, =7.2324 1., = 5.7557,

onde a,, representa a drea da circunferéncia do k-ésimo elemento. Agora vamos calcular

a area do elemento 1 através de (3.4),

ae, = (0.7697—0.0000)(3.1081—0.0000)—(0.7179—0.0500)(1.4582—1.6499) = 2.5203.

Calculando a area de todos os elementos teremos:

Qeqg

Qe

2.5203
5.7874
4.9789
4.2574
3.1740

ae, = 4.9306  a., = 2.5302
Qes = 5.5368  ae, = 6.5099
Aeg = 5.4976  a., = 8.3712
Aey, = 4.7615  a,,, = 5.2898
ey, = 4.2556  71¢,, = 2.8133,

onde, a., representa a drea do k-€simo elemento. Encontramos as dreas das circunferén-

cias e dos elementos, o proximo passo € calcular as diferengas de dreas, como em (3.15),

assim a diferenca de 4rea do elemento 1 sera:
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DA, = [8.8507 — 2.5203| = 6.3304.

Repetindo os mesmos célculos para todos os elementos, obtemos o conjunto

DA = {6.3304,6.1564, 14.9718, 4.5036, 4.0678,9.6771, 3.2507, 3.2671, 9.3078,
2.9123,2.8212,3.1917,5.4952, 2.9768,2.9424} . (3.18)

V - Ordenando o conjunto (3.17) obtemos:

d’ = {1.5017,0.6389,0.4531, 0.3608, 0.3147,0.2901, 0.1915, 0.1685, 0.1617,
0.1582,0.0955,0.0770, 0.0408, 0.0404, 0.0325}  (3.19)

e agora ordenando o conjunto (3.18), temos:

DA’ = {14.9718,9.6771,9.3078, 6.3304, 6.1564, 5.4952, 4.5036, 4.0678, 3.2671,

3.2507,3.1917,2.9768,2.9424,2.9123,2.8212} .
(3.20)

Os elementos da malha da Figura 3.7 que originaram os conjuntos d’ ¢ DA’ acima sao

respectivamente as listas 1 e 2 como segue

Ls=1[3,9,13,1,6,2,4,5,15,14,7,8,10,11,12] (3.21)
Lpa=3,6,9,1,2,13,4,5,8,7,12,14,15,10, 11] (3.22)

VI - Com todos estes dados disponiveis, organizamos a Tabela 3.2. A primeira coluna refere-se
ao [, a segunda e terceira colunas as listas ordenadas (3.21) e (3.22) e a quarta coluna o
conjunto MA.
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Tabela 3.2: Tabela da analise de qualidade dos elementos

[ | Ly Lpa MA

1|3 3 3

2139 3,6 3,6,9
313913 3,6,9 3,6,9,13
4130913, 3,6,9.1 1,3,6,9,13
513913,1,6 |3,69]12 1,2,3,6,9,13
6 | 39,13,1,6,2 | 3,6,9,1,2,13 | 1,2,3,6,9,13

Pela Tabela 3.2 observamos que quando [ = 5 e [ = 6 ocorre a igualdade da conjectura
apresentada em (3.16), ou seja, o modelo de qualidade aponta que MA = {1,2,3,6,9, 13},
sdo os elementos menos adequados da malha. Podemos observar pela Figura 3.7 que os
elementos 1, 2, 3, 6, 9, 13 realmente sdo os mais disformes da malha semi-trapezoidal.
Agora obtido o modelo de qualidade de malhas, no préximo capitulo apresentaremos o
algoritmo bésico de geracdo de malha com parametros de qualidade, algumas aplicagcdes

e os resultados obtidos.



4 APLICACOES

Neste capitulo, apresentaremos o algoritmo bésico que representa o método
de geracdo de malha e também algumas aplica¢des e seus resultados

Com o intuido de validar o modelo tedrico exposto nos capitulos 2 e 3, apre-
sentaremos algumas simula¢des de geracdo de malha 2D em coordenadas generalizadas na
forma adimensional com parametros de qualidade.

Para o estudo da validagdo, analisaremos se 0 modelo apresentard bons resul-
tados comparados aos elementos de formas fundamentais (quadrado, retangulo).

As malhas foram geradas em coordenadas generalizadas, na forma adimen-
sional com comprimento de referéncia 1. Utilizamos o software Paraview para visualizacao
das malhas aqui geradas. As legendas estio representadas pela escala de cores nomeada pelo
software por Blue to red Rainbow. A cor vermelha representa o elemento cujo comprimento de
forma e a diferenca de drea s@o maiores, e conforme esses valores vao decrescendo, as cores vao
se alterando para tons de amarelo, verde, até chegar a cor azul, onde os valores do comprimento
de forma e diferenca de drea sdo menores, conforme a legenda. Para efeito didatico e melhor
compreensao as malhas foram geradas de forma pouco refinada e a numeracdo dos elementos

segue conforme o exemplo (Figura 3.7), apresentado na se¢do 3.4, capitulo 3.

4.1 MODELO NUMERICO DA GERACAO DE MALHAS 2D

O modelo numérico de geracdo de malhas foi implementado no FORTRAN
90. Como mensionado acima, para visualizacao das nossas malhas utilizamos o software Para-
view, em ambiente linux. A seguir expde-se o algoritmo representativo basico que caracteriza o

método de geracdo de malhas com parametros de qualidade.
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Algorithm 1 Algoritimo de geracdo de malha computacional 2D adimensional

Tome o conjunto de coordenadas da borda (dimensional) (x;,y;) comi =1,....n+ 1

Tome o comprimento de referéncia L

procedure ALOCACAO DE MEMORIA

end procedure

procedure LEITURA DAS COORDENADAS DOS PONTOS DA BORDA = (z;, ;)
Tabela 2.1

end procedure

procedure INTERPOLACAO SPLINE CUBICA PARAMETRIZADA ADIMENSIONAL
end procedure

procedure RESOLUCAO DAS EQUACOES DE GERACAO DE MALHA ADIMENSIO-
NAL

end procedure

procedure CALCULO DOS PARAMETROS DE QUALIDADE COMPRIMENTO DE
FORMA E DIFERENCA DE AREAS

end procedure

procedure GRAVACAO = (7;,7;)

end procedure

4.2 MALHA SEMI-TRAPEZOIDAL

A primeira simulacdo, refere-se ao exemplo mostrado na se¢do 3.4, capitulo
3. Construimos uma malha com 6 linhas na dire¢do £ e 4 na dire¢do 7, sendo uma malha com o
total de 15 elementos. Os parametros de qualidade comprimento de forma e diferenca de érea,
dessa malha pode ser visualizado na Figura 4.1.

Visualmente percebemos que o elemento 3 apresenta a cor vermelha segundo
os dois parametros mensionados, ou seja, ele é considerado o elemento menos adequado dessa
malha. Conforme apresentado na secdo 3.4 do capitulo 3, a igualdade da conjectura (3.16)
ocorre paral = 5 el = 6 e o conjunto MA = {1,2,3,6,9,13}, com 6 elementos. Segundo
nosso modelo de qualidade os elementos 1, 2, 3, 6, 9, 13 sdo os menos adequados da malha

semi-trapezoidal e devem ser remodelados.
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LENGTH_SHAPE
1.481e+00

1.497e+01

¥
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(a) Malha gerada com pardmetro comprimento de

forma. (b) Malha gerada com parametro diferenca de area.

Figura 4.1: Malha gerada com os pardmetros de qualidade comprimento de forma e diferenca
de érea.

4.3 MALHAS QUADRADA E RETANGULAR

Nessa secdo apresentamos uma malha quadrada e uma retangular, a primeira
malha quadrada foi discretizada com 8 linhas na direcdo £ e 8 em 77, com 49 elementos quadra-

dos.

LENGTH_SHAPE AREA
7415e 8 El,memo

Le-8

o

Je-8

Qe-8

3,796e-10 E
1,165e+00

Figura 4.2: Malha quadrada gerada com os parametros de qualidade comprimento de forma e
diferenca de érea.

M\\Hmm“mmuhm
w

Podemos observar na Tabela 4.1 a andlise do modelo de qualidade apresen-

tado pela conjectura (3.16).
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Tabela 4.1: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha quadrada.

l Ly Lpa MA

1 |42 6 6,42

2 | 42,49 6,5 5,6,42,49

3 | 42,4943 6,54 4,5,6,42,43,49

4 | 42494336 6,543 3,4,5,6,36,42,43,49

5 | 42,49,4336,7 6,5,4,3.2 2,3,4,5,6,7,36,42,43,49

6 |42,4943,36,7,14 6,5,4,3,2,13 2,3,4,5,6,7,13,14,36,42,43,49

7 | 42,49,43,36,7,14,44 6,54,3,2,13,1, 1,2,3,4,5,6,7,13,14,36,42,43,44,49

8 | 42,49,43,36,7,14,44,21 6,5,4,3,2,13,1,12 1,2,3,4,5,6,7,12,13,14,21,36,42,43,44,49

9 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37 6,5,4,3,2,13,1,12,11 1,2,3,4,5,6,7,11,12,13,14,21,36,37,42,43,44,49

10 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37, 6,5,4,3,2,13,1,12,11, 1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,21,36,37,41,42,43,
41 10 44,49

11 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37 41, 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10 1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,20,21,36,37,40,41,
40 20 42,43,44,49

12 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,19,20,21,36,37,38,
38 19 40,41,42,43,44,49

13 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,19,20,21,36,37,
38,39 19,9 38,39,40,41,42,43,44,49

14 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,18,19,20,21,28,36,
38,39,28, 19,9,18 37,38,39,40,41,42,43 44 49

15 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,18,19,20,21,27,28,
38,39,28,1 19,9,18,27 36,37,38,39,40,41,42,43 44 49

16 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,17,18,19,20,21,27,
38,39,28,1,45 19,9,18,27,17 28,36,37,38,39,40,41,42,43 44,45 49

17 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,17,18,19,20,21,26,
38,39,28,1,45,35 19,9,18,27,17,26 27,28,35,36,37,38,39,40,41,42,43 44 45 49

18 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,17,18,19,20,21,25,
38,39,28,1,45,35,2 19,9,18,27,17,26,25 26,27,28,35,36,37,38,39,40,41,42,43 44,45 49

19 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,17,18,19,20,21,
41,40,38,39,28,1,45,35,2, 19,9,18,27,17,26,25, 25,26,27,28,35,36,37,38,39,40,41,42,43 44 45,
9 8 49

20 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,17,18,19,20,21,
38,39,28,1,45,35,2,9 19,9,18,27,17,26,25,8 25,26,27,28,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43 44,
3 34 45,49

21 | 42,49.43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,
38,39,28,1,45,35,2,9,3, 19,9,18,27,17,26,25,8,34, 21,25,26,27,28,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,
8 16 44,4549

22 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,
41,40,38,39,28,1,45,35.2,9,.3,8, | 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16, 21,25,26,27,28,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,
46 33 43,44,45 46,49

23 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,54,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46, 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33, | 21,24,25,26,27,28,33,34,35,36,37,38,39,40,41,
10 24 42,4344 45 46,49

24 | 42,49.43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46, 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33, | 21,24,25,26,27,28,32,33,34,35,36,37,38,39,40,
10,4 2432 41,42,43,44,45,46,49

25 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,54,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,
38,39,28,1,45,35,2.,9,3,8,46, 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33, | 21,23,24,25,26,27,28,32,33,34,35,36,37,38,39,
10,4,11 24,32,23 40,41,42,43,44,45 46,49

26 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,

38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46,
10,4,11,5

19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23 .31

21,23,24,25,26,27,28,31,32,33,34,35,36,37,38,
39,40,41,42,43,44,45,46 49




62

27

42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46,
10,4,11,5,6

6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20,
19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23,31,15

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,23,24,25,26,27,28,31,32,33,34,35,36,37,
38,39,40,41,42,43,44,45,46,49

28

42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46,
10,4,11,5,6,17

6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20,
19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23,31,15,30

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,23,24,25,26,27,28,30,31,32,33,34,35,36,
37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,49

29

42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8.,46,
10,4,11,5,6,17,12

6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20,
19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23,31,15,30,22

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,22,23,24,25,26,27,28,30,31,32,33,34,35,
36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,49

30

42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46,
10,4,11,5,6,17,12,18

6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20,
19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23,31,15,30,22,29

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,
35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,49

31 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46, 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33, 20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,
10,4,11,5,6,17,12,18,16 24,32,23,31,15,30,22,29,48 35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,48,49

32 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
38,39,28,1,45,35,2,9,3,8.,46, 19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,  20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,
10,4,11,5,6,17,12,18,16,13, 24,32,23,31,15,30,22,29,48,47 35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49

33 | 42,49,43,36,7,14,44,21,37,41,40, | 6,5,4,3,2,13,1,12,11,10,20, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,

38,39,28,1,45,35,2,9,3,8,46,
10,4,11,5,6,17,12,18,16,13,19

19,9,18,27,17,26,25,8,34,16,33,
24,32,23,31,15,30,22,29,48,47,46

20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,
35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49

Nossa conjectura (3.16) acontece para [ = 32 e [ = 33, onde MA ¢é formado

por todos os elementos da malha. Podemos observar que em relagdo ao comprimento de forma

Figura 4.2 (a), existe uma variagdo na cor de alguns elementos, porém a legenda mostra que os

valores maximo e minimo sao muito proximos de zero, ou seja, a diferenca € insignificativa. No

caso da diferenca de area, Figura 4.2 (b), a legenda mostra que os valores maximo e minimo sao

as mesmas, porém existe uma pequena diferenca na cor em alguns elementos, isso ocorre devido

ao software truncar os valores da legenda, pois sdo diferencas que podem ser desconsideradas.

A malha retangular Figura 4.3 € formada por 4 linhas na direcdo £ e 5 em 7,

formadas por 12 elementos retangulares. Podemos observar que a andlise dos parametros sdao

analogas a malha quadrada anterior.
A conjectura (3.16) acontece paral = 4el = 5onde MA = {5,6,7,8,9,12},

com 6 elementos, Tabela 4.2, ou seja, obtemos todos os elementos.

Tabela 4.2: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha retangular.

[ | Lg Lpa MA

1] 12 7 7,12
21128 7,6 6,7,8,12
311289 7,6,9 6,7,8,9,12
412,895 7,6,9,12 | 5,6,7,8,9,12
5112,8,9,5,6 | 7,6,9,12,8 | 5,6,7,8,9,12
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LENGTH_SHAPE AREA

8,563e-09 3,194e+00

o

de9

4,3e09

0,000e+00 3.194e+00

Figura 4.3: Malha retangular gerada com os parametros de qualidade comprimento de forma e
diferenca de érea.

4.4 PLACA DE ORIFICIO

As placas de orificio dentre as diversas ferramentas de medi¢do de vazio, sdo
as mais utilizadas [10]. Para o estudo dessa regido, construimos uma malha com 21 linhas na

direcdo de £ e 3 na direcdo 7, totalizando 40 elementos, Figura 4.4.

Figura 4.4: Malha de uma placa de orificio com a numeracio dos elementos.

Na Figura 4.5 estdo apresentadas as simulagdes dos parametros comprimento

de forma e diferenca de 4rea.
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Figura 4.5: Malha de uma placa de orificio gerada com os parametros de qualidade compri-
mento de forma e diferenca de 4rea.

A andlise dos parametros de qualidade da malha da placa de orificio sdo apre-

sentadas na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha de uma placa de orificio.

I | Ly Lpa MA
1|15 16 15,16

2| 15,26 16,15 15,16,26

3] 15,26,16 16,15,25 15,16,25,26
4| 15,26,16,25 | 16,15,25,26 | 15,16,25,26

Nessa malha as cores avermelhadas estdo na regido do orificio, e a igualdade

da conjectura ocorre paral = 3 e[ = 4, e o conjunto que contém os elementos menos adequados

segundo o modelo de qualidade é dado por MA = {15, 16, 25,26}, com 4 elementos.

Sabemos que na pratica a geracdo de uma malha ndo € realizada de forma

tdo pouco refinada como nos exemplos, porém como comentado anteriormente, geramos ma-
lhas pouco refinadas para fim didatico. Na Figura 4.6 apresentamos a malha refinada da placa

de orificio. Podemos observar que os elementos mais disformes apresentam-se proximos ao

orificio como no caso da malha da Figura 4.5.
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LENGTH_SHAPE
§969e-08 0,029 0,057 0,086 1.145e01

AREA

4419040016 0,032 0,048 6,332e-02

Figura 4.6: Malha da placa de orificio refinada gerada com os parametros de qualidade compri-
mento de forma e diferenca de érea.

4.5 PLACAS PARALELAS COM CIRCULO OU QUADRADO IMERSO

No primeiro exemplo, a regido foi discretizada por multiblocos, contendo 2
blocos de 26 linhas na direcd@o £ e 26 na direcao 7). Porém a anélise dos parametros de qualidade

serd realizada considerando a malha da regido toda, que contém 1250 elementos, Figura 4.7.

625 650
\ /

sc!1 626 1226
Figura 4.7: Malha de placas paralelas com circulo imerso com 1250 elementos gerada por dois

blocos com a numeragdo de alguns elementos.

A regido discretizada com os parametros de qualidade podem ser visualizadas

na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Malha de placas paralelas com circulo imerso gerada com os pardmetros de quali-
dade comprimento de forma e diferenca de drea.

Primeiramente observamos que essa malha nao foi gerada de forma simétrica.

Nessa malha, as cores proximas do vermelho estdo na regido préximas ao circulo, onde ocorre

a deformacdo dos elementos. A Tabela 4.4 apresenta o modelo de qualidade dessa malha.

Tabela 4.4: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha de placas paralelas com

circulo imerso.

[ | Ly Lpa MA

1| 605 604 604,605

2 | 605,630 604,629 604,605,629,630
3 | 605,630,604 | 604,629,605 | 604,605,629,630

A igualdade (3.16) ocorre para valores de [ = 2 el = 3, e MA = {604, 605,

629,630}. Podemos observar que esses 4 elementos obtidos através do modelo de qualidade

sao mais distantes das formas fundamentais.

A préxima malha também foi discretizada pelo método de multiblocos. Cada

um dos quatro blocos foram construidos com 11 linhas na direcao ¢ e 4 na direcao 7, totalizando

200 elementos, Figura 4.9.
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51 \.56 \ 61 \ 66 k4l

46

41

36

31

26

21

Figura 4.9: Malha de placas paralelas com quadrado imerso com a numeragdo de alguns ele-
mentos.

Na Figura 4.10 estdo representados os parametros de qualidade comprimento

de forma e diferenca de area dessa regido.

AREA

LENGTH_SHAPE
2,505e-01

2,362e-01

0,1933

|
L
3

o

,1201

o
@
ks

0,062

o

,0788

3,965e-03 2,166e-02

Figura 4.10: Malha de placas paralelas com quadrado imerso gerada com os parametros de
qualidade comprimento de forma e diferenca de area.

Os parametros de qualidade mostram que os elementos avermelhados estao
nos quatro vértices da borda exterior, onde os elementos estdo mais distantes das formas funda-

mentais. Na Tabela 4.5 encontramos a andlise dos pardmetros de qualidade dessa malha.
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Tabela 4.5: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha quadrada com um buraco.

I | Ly Lpa MA

11|46 46 46

2 | 46,146 46,96 46,96,146

3] 46,146,41 46,96,146 41,46,96,146

4| 46,146,41,141 46,96,146,196 41,46,96,141,146,196

5| 46,146,41,141,1 46,96,146,196,51 1,41,46,51,96,141,146,196

6 | 46,146,41,141,1,101 46,96,146,196,51,101 1,41,46,51,96,101,141,146,196

7 | 46,146,41,141,1,101,196 46,96,146,196,51,101,151 1,41,46,51,96,101,141,146,151,196
8 | 46,146,41,141,1,101,196,96 | 46,96,146,196,51,101,151,1 | 1,41,46,51,96,101,141,146,151,196

Nesse exemplo a igualdade (3.16) ocorre para valores [ = 7e [ = 8, e segundo
nosso modelo de qualidade obtemos MA = {1,41, 46,51, 96,101, 141, 146,151,196}, com 10

elementos.

4.6 GARRAFA

Agora discretizamos uma garrafa de coca-cola em uma geometria 2D em seu
primeiro desenho, concebido em 1915 por Earl R. Dean. A garrafa foi construida com 5 linhas

na dire¢do £ e 25 na direcdo 7, totalizando 96 elementos, Figura 4.11.

Figura 4.11: Malha de uma garrafa com a numeracao de alguns elementos.

Os parametros de qualidade comprimento de forma e diferenca de drea sdo

apresentados na Figura 4.12.
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0,07

4,306e-02

Figura 4.12: Malha de uma garrafa gerada com os parametros de qualidade comprimento de
forma e diferenca de area.

Pode-se observar que de maneira geral, as cores avermelhadas estao no bordo.

O modelo de qualidade estd apresentada na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Tabela do modelo de qualidade dos elementos da malha do primeiro desenho de
uma garrafa de coca-cola.

1 | Ly Lpa MA

1 ]2 83 2.83

2 |23 83,11 2,3,11,83

3 |23,74 83,11,74 2,3,11,74,83

4 |273,7475 83,11,74,2 2,3,11,74,75,83

5 |23,74,754 83,11,74,2,82 2,3,4,11,74,75,82,83

6 |23,74,754,1 83,11,74,2,82,10 1,2,3,4,10,11,74,75,82,83

7 |23,74,75.4,1,76 83,11,74,2,82,10,12, 1,2,3,4,10,11,12,74,75,76,82.83

8 | 2,3,74,75,4,1,76,13, 83,11,74,2,82,10,12,84, 1,2,3,4,10,11,12,13,74,75,76,82,83,84,

9 | 23,74,75,4,1,76,13,85 83,11,74,2,82,10,12,84,75 1,2,3,4,10,11,12,13,74,75,76,82,83,84,85

10 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3 1,2,3,4,10,11,12,13,74,75,76,82,83,84,85,95

11| 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23 | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3.81 | 1,2,3,4,10,11,12,13,23,74,75,76,81,82,83,84,85,95

12 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,9,10,11,12,13,14,23,74,75,76,81,82,83,84,
14 9 85,95

13 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,9,10,11,12,13,14,23,35,74,75,76,80,81,82,
14,80 9,35 83,84.,85,95

14 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,9,10,11,12,13,14,22,23,35,59,74,75,76,80,
14,80,22 9,35,59 81,82,83,84,85,95

15 | 2,3,74,75,4,1,76,13, 85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,59,74,75,76,
14,80,22,79 9,35,59,34 79,80,81,82,83,84,85,95

16 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4.9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,58,59,74,75,76,
14,80,22,79,86 9,35,59,34,58 79,80,81,82,83,84,85,86,95

17 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3.81, | 1,2,3,4,8,9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,58,59,74,75,
14,80,22,79,86.8 9,35,59,34,58,85 76,79,80,81,82,83,84,85,86,95

18 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, | 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,8,9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,58,59,74.75,
14,80,22,79,86,8,94 9,35,59,34,58,85,13 76,79,80,81,82,83,84,85,86,94,95
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19 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,8,9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,36,58,59,74,75,
14,80,22,79,86,8,94,11 9,35,59,34,58,85,13,36 76,79,80,81,82,83,84,85,86,94,95

20 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,8,9,10,11,12,13,14,22,23,34,35,36,58,59,60,73,
14,80,22,79,86,8,94,11,73 9,35,59,34,58,85,13,36,60 74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,86,94,95

21 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,58,59,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33 60,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,86,94,95

22 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,37,57,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37 | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57 | 58,59,60,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,86,94,95

23 1 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,37,57,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 58,59,60,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,86,87,94,95
87 80

24 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,37,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 38,57,58,59,60,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,
87,38 80,8 86,87,94,95

251 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,37,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 38,57,58,59,60,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,
87,38,92 80,8,37 86,87,92,94,95

26 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,33,34,35,36,37,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 38,57,58,59,60,61,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,85,
87,38,92,96 80,8,37,61 86,87,92,94,95,96

27 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,32,33,34,35,36,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 37,38,57,58,59,60,61,73,74,75,76,79,80,81,82,83,84,
87,38,92,96,61 80,8,37,61,32 85,86,87,92,94,95,96

28 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,32,33,34,35,36,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 37,38,56,57,58,59,60,61,62,73,74,75,76,79,80,81,82,
87,38,92,96,61,62 80,8,37,61,32,56 83,84,85,86,87,92,94,95,96

29 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,22,23,24,32,33,34,35,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 36,37,38,56,57,58,59,60,61,62,73,74,75,76,79,80,81,
87,38,92,96,61,62,24 80,8,37,61,32,56,73 82,83,84,85,86,87,92,94,95,96

30 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,20,22,23,24,32,33,34,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 35,36,37,38,56,57,58,59,60,61,62,73,74,75,76,79,80,
87,38,92,96,61,62,24,20 80,8,37,61,32,56,73,1 81,82,83,84,85,86,87,92,94,95,96

31 | 2,3,74,75,4,1,76,13,85,95,23, 83,11,74,2,82,10,12,84,75,3,81, | 1,2,3,4,7,8,9,10,11,12,13,14,20,22,23,24,32,33,34,
14,80,22,79,86,8,94,11,73,7,37, | 9,35,59,34,58,85,13,36,60,33,57, | 35,36,37,38,56,57,58,59,60,61,62,73,74,75,76,79,80,
87,38,92,96,61,62,24,20,10 80,8,37,61,32,56,73,1,86 81,82,83,84,85,86,87,92,94,95,96

Nessa malha a conjectura (3.16) ocorre para [ = 30 e [ = 31, e o conjunto
MA = {1,2,3,4,7,8,9,10, 11, 12,13, 14, 20, 22, 23, 24, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 56, 57, 58, 59,
60,61,62,73,74,75,76,79,80, 81, 82,83, 84, 85,86, 87,92,94,95,96}, com 47 elementos. O

numero de elementos selecionados pelo modelo de qualidade foi significativamente maior que

nos demais exemplos apresentados até o momento.

4.7 GEOMETRIA CUSPIDE

A geometria cuspide é formada quando 3 ou mais cilindros sdo colocados em

contato, nosso exemplo é um quadricuspide. O escoamento nesses canais era muito estudado

por pesquisadores no passado, pois a geometria representa a situacdo de minima refrigeracao

em reatores nucleares [28].

Para a constru¢do da malha, utilizamos 19 linhas na direcdo £ e 19 na direcao
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7. A malha contém 324 elementos, Figura 4.13.

Figura 4.13: Malha quadrictspide com numeracdo de alguns de seus elementos.

Os parametros de qualidade comprimento de forma e diferenga de area podem

ser visualizados pela Figura 4.14.

LENGTH_SHAPE

. AREA
E] .107e-02 E] .1676-02
—-0,00832 —0,0091
.Eo,00557 E:0,0000
~0,00282 0004

6,655e-05 ? E 1.496e-03

Figura 4.14: Malha quadrictispide gerada com os parametros de qualidade comprimento de
forma e diferenca de area.

Na malha quadrictspide observa-se que os elementos que se aproximam do
vermelho estdo préximos do pontos que delimitam as fronteiras. Na Tabela 4.7 apresentamos o

modelo de qualidade dessa malha.
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Tabela 4.7: Tabela do modelo de qualidade dos elementos de uma malha quadricuispide.

[ | Ly Lpa MA

1| 307 324 307,324

21 307,1 324,18 1,18,307,324
31 307,1,324 | 324,18,307 | 1,18,307,324

Aigualdade (3.16) ocorre paral = 2 el = 3, e obtemos MA = {1, 18,307, 324},
com 4 elementos, que sdo exatamente os elementos que delimitam as fronteiras da quadricus-

pide.

4.8 LAGO LURUACO

O lago Luruaco encontra-se no departamento de Atlantico-Coldmbia, ocupa
uma regido de cerca de 420 hectares. Proximo as margens do rio estd situada a cidade de Lu-
ruaco, com uma populacdo de aproximadamente 28000, e essa populacdo depende diretamente
do lago, pois utilizam a dgua para atividades como agricultura, pecudria, pesca e consumo. Para
a construcao da malha, utiliza-se o0 método multibloco, a regido foi dividida em 13 blocos, € no
total possui 3112 elementos, Figura 4.15. As informacdes necessdrias para a discretizacao do

lago foram retiradas de [37].
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Figura 4.15: Malha do lago Luruaco gerada por multiblocos com a numeragdo de seus respec-
tivos blocos.

A Figura 4.16 apresenta os parametros de qualidade comprimento de forma e

diferenca de area do lago todo, porém a andlise serd realizada por blocos.
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E_] 0736+ E2,3<>Oe+02
—0,8006 —181.46
—§0,5337 12397
§-02609 66,478
5,424e- E
8,985e+00

Figura 4.16: Malha do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade comprimento de
forma e diferenca de area.

No primeiro bloco temos 10 linhas na dire¢do £ e 10 na direcao 7, num total
de 81 elementos, Figura 4.17.

Figura 4.17: Malha do bloco 1 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.

Os parametros comprimento de forma e diferenca de drea do bloco 1 estdo
apresentadas na Figura 4.18.
As cores que se aproximam do vermelho encontram-se proximo as bordas da

malha. O modelo de qualidade do bloco 1 apresenta-se na Tabela 4.8.
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Figura 4.18: Malha do bloco 1 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

Tabela 4.8: Tabela da analise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 1 do
lago Luruaco.

[ | Lq Lpa MA

1173 73 73

2 173,10 73,81 10,73,81

31 73,10,64 73,81,1 1,10,64,73,81

4 | 73,10,64,80 73,81,1,72 1,10,64,72,73,80,81

51 73,10,64,80,6 73,81,1,72,80 1,6,10,64,72,73,80,81

6 | 73,10,64,80,6,3 73,81,1,72,80,63 1,3,6,10,63,64,72,73,80,81

7 | 73,10,64,80,6,3,55 73,81,1,72,80,63,71 1,3,6,10,55,63,64,71,72,73,80,81
8 | 73,10,64,80,6,3,55,71 | 73,81,1,72,80,63,71,64 | 1,3,6,10,55,63,64,71,72,73,80,81

A igualdade ocorre paral = 7el = 8 e MA = {1, 3,6, 10, 55,63,64, 71,72,
73,80, 81},com 12 elementos.

No bloco 2 temos 18 linhas £ e 10 7, e 153 elementos, Figura 4.19.

Figura 4.19: Malha do bloco 2 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.
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A representacdo dos parametros de qualidade encontram-se na Figura 4.20.
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Figura 4.20: Malha do bloco 2 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferencga de area.

No bloco 2 observa-se que os elementos préximos da cor vermelha estdo na

vizinhanga do bordo, onde a regido apresenta uma geometria curva. A Tabela 4.9 apresenta o

modelo de qualidade do bloco 2.

Tabela 4.9: Tabela da andlise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 2 do
lago Luruaco.

I | Ly Lpa MA

1 | 145 145 145

2 | 145,136 145,136 136,145

3 | 145,136,146 145,136,146 136,145,146

4 | 145,136,146,147 145,136,146,137 136,137,145,146,147

5 | 145,136,146,147,127 145,136,146,137,127 127,136,137,145,146,147

6 | 145,136,146,147,127,137 145,136,146,137,127,64 64,127,136,137,145,146,147

7 | 145,136,146,147,127,137,128 145,136,146,137,127,64,118 64,118,127,128,136,137,145,146,147

8 | 145,136,146,147,127,137,128,118 | 145,136,146,137,127,64,118,73 | 64,73,118,127,128,136,137,145,146,147

9 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 55,64,73,118,127,128,136,137,145,146,
55 55 147

10 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 55,64,73,91,118,127,128,136,137,145,
55,149 55,128 146,147,149

11 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 55,64,73,91,118,119,127,128,136,137,
55,149,119 55128,91 145,146,147,149

12 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 46,55,64,73,91,118,119,127,128,136,
55,149,119,46 55,128,91,147 137,145,146,147,149
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13 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 46,55,64,73,91,109,118,119,127,128,
55,149,119,46,138 55,128,91,147,109 136,137,138,145,146,147,149

14 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 46,55,64,73,82,91,109,118,119,127,
55,149,119,46,138,151 55,128,91,147,109,82 128,136,137,138,145,146,147,149,151
15 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 46,55,64,73,82,91,100,109,118,119,127,
55,149,119,46,138,151,64 55,128,91,147,109,82,100 128,136,137,138,145,146,147,149,151
16 | 145,136,146,147,127,137,128,118, | 145,136,146,137,127,64,118,73, | 46,55,64,73,82,91,100,109,118,119,127,
55,149,119,46,138,151,64,73 55,128,91,147,109,82,100,119 128,136,137,138,145,146,147,149,151

No bloco 2 a igualdade ocorre para [ = 15 e [ = 16, e obtemos 0 conjunto
MA = {46, 55,64, 73,82,91, 100,109, 118,119, 127, 128, 136, 137, 138, 145, 146, 147,149, 151},
com 20 elementos.

O bloco 3 é formado por 16 linhas & e 21 7, possui 300 elementos, Figura
4.21.

Figura 4.21: Malha do bloco 3 do lago Luruaco com a numeracao de alguns elementos.

Na Figura 4.22 apresenta-se a representacao dos parametros de qualidade de
malha.

Nesse bloco pode-se observar que os elementos menos adequados também
estdo proximos ao bordo. A andlise do modelo de qualidade do bloco 3 estd apresentada na
Tabela 4.10
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Figura 4.22: Malha do bloco 3 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferencga de area.

Tabela 4.10: Tabela da anélise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 3 do
lago Luruaco.

[ | Lqg Lpa MA

1 | 200 200 200

2 200,280 200,280 200,280

3 | 200,280,288 200,280,220 200,220,280,288

4 | 200,280,288,60 200,280,220,199 60,199,200,220,280,288

5 ] 200,280,288,60,199 200,280,220,199,61 60,61,199,200,220,280,288

6 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,199,200,220,240,280,288

7 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,141,180,199,200,220,240,
141 180 280,288

8 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,81,141,180,199,200,220,
141,180 180,81 240,280,288

9 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,81,141,180,199,200,219,
141,180,61 180,81,219 220,240,280,288

10 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,81,120,141,180,199,200,
141,180,61,120 180,81,219,240 219,220,240,280,288

11 | 200,280,288,60,199,240 | 200,280,220,199,61,288 | 60,61,81,120,141,180,199,200,
141,180,61,120,81 180,81,219,240,60 219,220,240,280,288

A igualdade ocorre paral = 10e ! = 11, e o conjunto MA = {60, 61, 81, 120,
141,180, 199, 200, 219, 220, 240, 280, 288}, com 13 elementos sendo os menos adequados dessa
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malha.
O bloco 4 é formado por 20 linhas & e 13 7, possui 228 elementos, Figura
4.23.

Figura 4.23: Malha do bloco 4 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.

Os parametros de qualidade estdo apresentadas na Figura 4.24.
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Figura 4.24: Malha do bloco 4 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

Pode-se observar que os elementos menos adequados encontram-se proximas

do bordo. A anélise do modelo de qualidade do bloco 4 estd na Tabela 4.11.
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Tabela 4.11: Tabela da andlise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 4 do
lago Luruaco.

[ | Lg Lpa MA

11|61 61 61

2] 61,85 61,85 61,85
3161,85,13 61,85,109 13,61,85,109
4 | 61,85,13,109 | 61,85,109,13 | 13,61,85,109

Nesse bloco ocorre a igualdadeem | = 3 el = 4 e MA = {13,61, 85,109},
com 4 elementos.
O bloco 5 contém 24 linhas na direcdo & e 19 na direcdo 7, contendo 414

elementos, Figura 4.25.

Figura 4.25: Malha do bloco 5 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.

Na Figura 4.26 estdo relacionados os pardmetros de qualidade comprimento
de forma e diferenca de érea.
Observa-se que os elementos menos adequados encontram-se na vizinhanga

do bordo na regido mais curva. O modelo de qualidade estd na Tabela 4.12.
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Figura 4.26: Malha do bloco 5 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

Tabela 4.12: Tabela da anélise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 5 do
lago Luruaco.

1| Ly Loa MA

1]18 162 18,162

2| 18,198 162,180 18,162,180,198

3| 18,198,144 162,180,198 18,144,162,180,198

4 | 18,198,144,36 162,180,198,144 18,36,144,162,180,198

5| 18,198,144,36,162 162,180,198,144,126 18,36,126,144,162,180,198

6 | 18,198,144,36,162,90 162,180,198,144,126,216 18,36,90,126,144,162,180,198,216

7 | 18,198,144,36,162,90,35 162,180,198,144,126,216,90 18,35,36,90,126,144,162,180,198,216

8 | 18,198,144,36,162,90,35,72 162,180,198,144,126,216,90,108 | 18,35,36,72,90,108,126,144,162,180,198,216
9 | 18,198,144,36,162,90,35,72,126 | 162,180,198,144,126,216,90,108,18 | 18,35,36,72,90,108,126,144,162,180,198,216

Obtemos o conjunto MA = {18, 35, 36, 72,90, 108, 126, 144, 162, 180, 198, 216}
com 12 elementos, e a igualdade ocorre quando [ =8el = 9.

O bloco 6 é formado por 18 linhas & e 18 7, possui 306 elementos, Figura
4.27.

Os parametros comprimento de forma e diferenca de drea estdo representados

na Figura 4.28.
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Figura 4.27: Malha do bloco 6 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.
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Figura 4.28: Malha do bloco 6 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

Nessa malha observa-se que os elementos menos adequados, como no bloco
5 encontram-se na vizinhanca do bordo mais curvo. A Tabela 4.13 apresenta a andlise dos

parametros de qualidade do bloco 6
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Tabela 4.13: Tabela da anélise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 6 do
lago Luruaco.

I | Lyg Lpa MA

1 |54 252 54,252

2 | 54,252 252,234 54,234,252

3 | 54,252,234 252,234,180 54,180,234,252

4 | 54,252,234,180 252,234,180,144 54,144,180,234,252

5 | 54,252,234,180,251 252,234,180,144,198 54,144,180,198,234,251,252

6 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 54,72,144,162,180,198,234,251,252

7 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 54,72,126,144,162,180,198,234,251,
270 126 252,270

8 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 36,54,72,108,126,144,162,180,198,
270,36 126,108 234,251,252,270

9 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 36,54,72,90,108,126,144,162,180,
270,36,233 126,108,90 198,233,234,251,252,270

10 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 36,54,72,90,108,126,144,162,179,
270,36,233,144 126,108,90,179 180,198,233,234,251,252,270

11 | 54,252,234,180,251,72 | 252,234,180,144,198,162 | 36,54,72,90,108,126,144,162,179,
270,36,233,144,198 126,108,90,179,233 180,198,233,234,251,252,270

No bloco 6 a igualdade ocorre quando [ = 10 e [ = 11, e o conjunto MA =
{36,54,72,90, 108, 126, 144, 162, 179, 180, 198, 233, 234, 251, 252,270}, com 16 elementos.
O bloco 7 é formado por 10 £ e 19 7, contendo 162 elementos, Figura 4.29.

L/

]
’@

\
|
g

[ 17

[ 2

Figura 4.29: Malha do bloco 7 do lago Luruaco com a numeracgdo de alguns elementos.

A Figura 4.30 representa os parametros de qualidade dessa malha.
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Figura 4.30: Malha do bloco 7 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferencga de area.

Nessa malha os elementos menos adequados como no bloco 5 e 6 encontram-
se na vizinhanga do bordo mais curvo. O modelo de qualidade da malha do bloco 7 esta apre-
sentada na Tabela 4.14

Tabela 4.14: Tabela da anélise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 7 do
lago Luruaco.

! Ly Lpa MA

118 36 18,36

2] 18,36 36,72 18,36,72

3] 18,36,126 36,72,54 18,36,54,72,126

4| 18,36,126,54 36,72,54,90 18,36,54,72,90,126

5 18,36,126,54,17 36,72,54,90,108 | 17,18,36,54,72,90,108,126
6| 18,36,126,54,17,108 | 36,72,54,90,108,18 | 17,18,36,54,72,90,108,126

A igualdade ocorre paral = 5el = 6, assim MA = {17, 18, 36, 54, 72,90, 108,
126}, com 8 elementos.

O bloco 8 ¢ formado por 10 linhas £ e 13 7, possui 108 elementos, Figura
4.31.
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Figura 4.31: Malha do bloco 8 do lago Luruaco com a numeragdo de alguns elementos.

Os parametros de qualidade estdo representados pela Figura 4.32.
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Figura 4.32: Malha do bloco 8 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferencga de area.

Nesse bloco podemos observar que os elementos apresentam uma forma muito
proxima do quadrado, apresentando apenas elementos azuis. Realizando a andlise do modelo
de qualidade que nao foi exposto devido a quantidade de elementos, obtemos a igualdade (3.16)
paral = 51 el = 52, onde o conjunto MA = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13,14, 15, 16, 20,
21,22,23,24,25,26,27,34, 35, 36, 37, 38,39, 46,47, 48,49, 50, 51, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 66,
67,68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,79,78, 80,81, 82, 83, 84, 83, 86, 87, 88,89, 90, 91, 92, 93,
94,95,96, 97,98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, }, totalizando 86 elementos.

O bloco 9 contém 18 £ e 13 7, totalizando 204 elementos, Figura 4.33.
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Figura 4.33: Malha do bloco 9 do lago Luruaco, e a numeracdo de alguns elementos.

Os parametros de qualidade estdo representados pela Figura 4.34.
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Figura 4.34: Malha do bloco 9 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferencga de area.

A anélise do bloco 9 € andloga ao bloco 8, a conjectura (3.16) acontece para
[ =58el =59,onde MA = {10, 11,12, 21,22, 23,24, 33, 34, 35, 36, 45, 46, 47,48, 57, 58, 59, 60,
69,70,71,72,81,82,83,84,93,94, 95,96, 105, 106, 107,108, 117,118, 119, 120, 129, 130, 131, 132,
140, 141,142,143, 144, 151, 152,153, 154, 155, 156, 158, 159, 160, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 169,
170,171,172,173,174,175,176,177,178,179, 180, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191,
192,193,194, 195, 196, 197, 198, 199, 200, 201, 202, 203, 204}, com 98 elementos.

O bloco 10 é formado por 24 linhas na direcdo £ e 13 na direcdo 7, contendo
276 elementos, Figura 4.35.
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Figura 4.35: Malha do bloco 10 do lago Luruaco com a numeracao de alguns elementos.

Na Figura 4.36 estdo representados os parametros de qualidade dessa malha
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Figura 4.36: Malha do bloco 10 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-

primento de forma e diferenca de area.

Analogas ao bloco 8 € 9, nessa malha, a igualdade (3.16) acontece para [ = 42
el =43,onde MA = {1,2,3,10,11, 12,13, 22, 23, 24, 34, 35, 36, 47, 60, 84, 120, 168, 181, 205,
215,216, 217,218, 221, 222,225,226, 227, 228, 229, 230, 233, 234, 235, 236, 237, 238, 239, 240,
241,242, 245,246, 247, 248,249, 250, 251, 252, 253, 254, 255, 257, 258, 259, 260, 261, 262, 263,

264, 265, 266, 267, 268, 269, 270, 271, 272,273, 274, 275,276}, totalizando 73 elementos.
O bloco 11 contém 10 £ e 21 7, e possui 180 elementos, Figura 4.37.
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Figura 4.37: Malha do bloco 11 do lago Luruaco com a numeracao de alguns elementos.

Os parametros de qualidade da malha estdo representados na Figura 4.38.
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Figura 4.38: Malha do bloco 11 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de érea.

Pode-se observar que os elementos menos adequados estdao préximos do bordo

onde apresentam mais curvas. Na Tabela 4.15 encontra-se o modelo de qualidade do bloco 11.
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Tabela 4.15: Tabela da andlise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 11 do
lago Luruaco.

L | Lq Lpa MA

1 |5 10 5,10

2 15,10 10,12 5,10,12

3 15,10,20 10,12,11 5,10,11,12,20

4 |5,10,20,8 10,12,11,13 5,8,10,11,12,13,20

5 15,10,20,8,7 10,12,11,13,180 5,7,8,10,11,12,13,20,180

6 |5,10,20,8,7,2 10,12,11,13,180,14 2,5,7,8,10,11,12,13,14,20,180

7 15,10,20,8,7,2,180 10,12,11,13,180,14,31 2,5,7,8,10,11,12,13,14,20,31,180

8 |5,10,20,8,7,2,180,3 10,12,11,13,180,14,31,32 2,5,7,8,10,11,12,13,14,20,31,32,180

9 15,10,20,8,7,2,180,3,15 10,12,11,13,180,14,31,32,30 2,5,7,8,10,11,12,13,14,15,20,30,31,32,180

10 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33 2,5,7,8,10,11,12,13,14,15,20,30,31,32,33,180

11 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20 | 2,5,7,8,10,11,12,13,14,15,20,30,31,32,33,160,180

12 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,20,30,31,32,33,52,
6 52 160,180

13 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,20,30,31,32,33,
6,4 52,34 34,52,160,180

14 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,18,20,30,31,32,
6,4,18 52,34,51 33,34,51,52,160,180

15 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,30,31,
6,4,18,40 52,34,51,9 32,33,34,40,51,52,160,180

16 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,30,31,
6,4,18,40,9 52,34,51,9,53 32,33,34,40,51,52,53,160,180

17 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,29,30,
6,4,18,40,9,29 52,34,51,9,53,4 31,32,33,34,40,51,52,53,160,180

18 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,28,29,
6,4,18,40,9,29,28 52,34,51,9,53,4,54 30,31,32,33,34,40,51,52,53,54,160,180

19 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,28,29,
6,4,18,40,9,29,28,1 52,34,51,9,53,4,54,72 30,31,32,33,34,40,51,52,53,54,72,160,180

20 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,28,29,
6,4,18,40,9,29,28,1,50 52,34,51,9,53,4,54,72,160 30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,72,160,180

21 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,18,20,28,29
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73 30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,72,73,160,180

22 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,28,29
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50 30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,72,73,160,180

23 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,28,29
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12 | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74 | 30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,72,73,74,160,180

24 1 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,28,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 29,30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,71,72,73,74,
22 71 160,180

25 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,28,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 29,30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,71,72,73,74,
22,51 71,161 160,161,180

26 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 28,29,30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,71,72,73,
22,51,23 71,161,141 74,141,160,161,180




&9

27 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 26,28,29,30,31,32,33,34,40,50,51,52,53,54,71,72,
22,51,23,26 71,161,141,162 73,74,141,160,161,162,180

28 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 26,28,29,30,31,32,33,34,38,40,50,51,52,53,54,71,
22,51,23,26,38 71,161,141,162,179 72,73,74,141,179,160,161,162,180

29 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 25,26,28,29,30,31,32,33,34,38,40,50,51,52,53,54,
22,51,23,26,38,25 71,161,141,162,179,15 71,72,73,74,141,179,160,161,162,180

30 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, | 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, | 25,26,28,29,30,31,32,33,34,38,40,50,51,52,53,54,
22,51,23,26,38,25,140 71,161,141,162,179,15,121 71,72,73,74,121,140,141,179,160,161,162,180

31 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20,  1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, 25,26,28,29,30,31,32,33,34,38,40,49,50,51,52,53,
22,51,23,26,38,25,140,49 71,161,141,162,179,15,121,93 54,71,72,73,74,93,121,140,141,179,160,161,162,180
32 | 5,10,20,8,7,2,180,3,15,30,160, 10,12,11,13,180,14,31,32,30,33,20, 1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,22,23,
6,4,18,40,9,29,28,1,50,31,17,12, | 52,34,51,9,53,4,54,72,160,73,50,74, 25,26,28,29,30,31,32,33,34,38,40,49,50,51,52,53,
22,51,23,26,38,25,140,49,14 71,161,141,162,179,15,121,93,8 54,71,72,73,74,93,121,140,141,179,160,161,162,180

A igualdade ocorre paral = 31 el = 32,onde MA = {1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,
12,13,14,15,17, 18, 20, 22, 23, 25, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 38, 40, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 71, 72,
73,74,93,121, 140, 141, 179, 160, 161, 162, 180}, com 49 elementos.

O bloco 12 possui 18 linhas & e 21 7, totalizando 340 elementos, Figura 4.39.

Figura 4.39: Malha do bloco 12 do lago Luruaco com a numerac¢ao de alguns elementos.

Os parametros de qualidade estdo representados pela Figura 4.40.
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Figura 4.40: Malha do bloco 12 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

No bloco 12 a igualdade ocorre paral = 60 el = 61, onde MA = {1, 2, 3, 21,
22,23,41,42,61,81,101, 121,122,141, 142,161, 162, 163, 180, 181, 182, 183, 198, 199, 200,
201, 202, 203, 204, 217, 218, 219, 220, 221, 222, 223, 224, 236, 237, 238, 239, 240, 241, 242, 243,
244,245, 255, 256, 257, 258, 259, 260, 261, 262, 263, 264, 265, 266, 274,275,276, 277, 278, 279,
280, 281, 282, 283, 284, 285, 286, 287,293, 294, 295, 296, 297, 298, 299, 300, 301, 302, 303, 304,
305, 306, 307, 308, 313, 314, 315, 316, 317, 318, 319, 320, 321, 322, 323, 324, 325, 326, 327, 328,
329,330, 331, 333, 334, 335, 336, 337, 338, 339, 340} com 116 elementos.

Por fim o bloco 13 € formado por 24 linhas & e 21 7, contendo 460 elementos,
Figura 4.41.

20

Figura 4.41: Malha do bloco 13 do lago Luruaco com a numeracao de alguns elementos.

A Figura 4.42 representa os parametros de qualidade relacionados a essa ma-
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Figura 4.42: Malha do bloco 13 do lago Luruaco gerada com os parametros de qualidade com-
primento de forma e diferenca de area.

Observa-se que os elementos menos adequados encontram-se proximos do

bordo. A Tabela 4.16 apresenta o modelo de qualidade do bloco 13.

Tabela 4.16: Tabela da andlise do modelo de qualidade dos elementos da malha do bloco 13 do

lago Luruaco.

I | Lq dLpa MA

1 301 341 301,341

2 1301,401 341,301 301,341,401

3 | 301,401,381 341,301,361 301,341,361,381,401

4 | 301,401,381,421 341,301,361,321 301,321,341,361,381,401,421

5 301,401,381,421,221 341,301,361,321,381 221,301,321,341,361,381,401,421

6 | 301,401,381,421,221,281 | 341,301,361,321,381,401 | 221,281,301,321,341,361,381,401,421

7 |301,401,381,421,221,281, | 341,301,361,321,381,401, | 161,201,221,281,301,321,341,361,381,
161 201 401,421

8 |301,401,381,421,221,281, | 341,301,361,321,381,401, | 161,201,221,281,301,321,341,361,381,
161,441 201,281 401,421,441

9 |301,401,381,421,221,281, | 341,301,361,321,381,401, | 161,181,201,221,281,301,321,341,361,
161,441,341 201,281,181 381,401,421,441

10 | 301,401,381,421,221,281, | 341,301,361,321,381,401, | 161,181,201,221,281,301,321,341,361,
161,441,341,402 201,281,181,221 381,401,402,421,441

11 | 301,401,381,421,221,281, | 341,301,361,321,381,401, | 161,181,201,221,281,301,321,341,361,
161,441,341,402,361 201,281,181,221,161 381,401,402,421,441

Nessa malha igualdade ocorre paral = 10 e [ = 11, onde obtemos MA =
{161,181, 201, 221, 281, 301, 321, 341, 361, 381,401, 402, 421,441}, com 14 elementos.
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Apo6s completa a andlise dos blocos do lago Luruaco, observa-se que os ele-
mentos menos adequados encontram-se geralmente proximos dos bordos, onde as geometrias
apresentam-se irregulares. Observamos nas simulacdes que os parametros apresentaram os ele-
mentos mais disformes, e o modelo de qualidade apresentado identificou quais elementos em

cada malha necessitam ser remodelados.

49 MALHA NACA 64A 010

Nessa sec¢do apresentaremos uma malha inspirada em um artigo cientifico. O
artigo [24], trata de resolver as equagdes de Navier-Stokes com precisdo de tempo com custo
computacional reduzido, em turbomdquinas, especificamente de uma turbina completa com 9
fileiras de pas.

Geramos uma malha da parte interna de um NACA 64A 010, utilizando o
modelo apresentado nessa dissertagdo, ou seja em coordenadas generalizadas na forma adimen-
sional em multiblocos, onde cada bloco 1, 2, 3 e 4 sdo formados por 17 linhas na direcdo & e 10

na dire¢do 7, no total de 144 elementos cada, conforme Figura 4.43.
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Figura 4.43: Malha da parte interna de um NACA 64A 010.

Geramos a malha com os pardmetros comprimento de forma e diferenga de
area, como mostrados na Figura 4.44 e realizamos a andlise do modelo de qualidade por blocos.
No bloco 1, aigualdade (3.16) ocorre paral = 27 e [ = 28, obtemos MA = {2,6,7,8,9,10, 11, 15,
16,17,18,24, 25,26, 27, 28, 34, 35, 36, 37,43,44,45, 53,54, 62,63, 71, 72, 80, 81, 89, 90, 98, 99,
107,108,116, 117,125,126, 134, 135, 136, 137, 143, 144} com 47 elementos. No bloco 2 a con-
jectura (3.16) também acontece paral = 27el = 28e MA = {1,2,3,8,9,10, 11,17, 18, 26, 27, 35,
36, 37,44, 45,53,54,62,63,71, 72,80, 81,89, 90, 98, 99, 100, 107, 108, 117, 119, 120, 125, 126,
127,128,129, 133,134, 135,136, 137, 138, 139, 141, 142, 143, 144} com 50 elementos. No bloco

3 aconjectura (3.16) ocorre paral = 18 el = 19, onde MA = {1,9, 18,27, 36,44, 45, 53, 54, 62, 63,

71,72,80, 81,89, 90,99, 108, 117, 118, 119, 120, 126, 127, 128, 129, 134, 135, 136, 137, 138, 142,
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143,144} com 35 elementos. E no Bloco 4 a igualdade (3.16) ocorre para [ = 19 e [ = 20, ob-
tendo MA = {1,2,7,8,9,10,11, 16, 17, 18,19, 25, 26, 27, 35, 36, 45, 54, 62, 63, 71, 72, 80, 81, 89,
90, 98,99, 107,108, 117,126, 135, 144} com 34 elementos.

AREA

E 1,309e+00

LENGTH_SHAPE

ES,]OSe—D]

—0,2328

|
S
@

0,1553 09122

0,0777 0,7139

2,277e-04 5,1560-01

Figura 4.44: Malha da parte interna de um NACA 64A 010 gerada com os parametros de
qualidade comprimento de forma e diferenca de area.

4.10 MALHA DE UMA REGIAO ANELAR

Nossa préxima malha foi inspirada no artigo [11], que descreve um método
para resolver as equacgdes bidimensionais incompressiveis de Navier-Stokes em dominios fisi-
cos irregulares, usando malhas cartesianas uniformes. Seu método consiste em determinar uma
distribui¢do de fontes necessdrias para impor as condicdes de fluxo ndo-normal e ndo-tangencial
ao longo da fronteira embutida. A medida em que sdo determinadas a correta distribuicao das
fontes necessdrias para impor condi¢des de contorno, sdo resolvidos um pequeno e denso sis-
tema linear em cada passo de tempo. Na Figura 4.45 podemos observar a ma adequacdo na
fronteira do dominio no esboco do anel em malhas cartesianas uniformes obtidas do artigo [11].

Na Figura 4.46 apresentamos a malha de um anel utilizando o modelo numé-
rico aqui apresentado, ou seja, geramos uma malha em coordenadas generalizadas na forma
adimensional em multiblocos, onde problemas da mé adequacao da fronteira sio minimizados.

Cada bloco 1,2,3 e 4 sdo formados por 17 linhas £ e 10 linhas 7, totalizando
144 elementos cada. As malhas com os parametros de qualidade comprimento de forma e

diferenca de area podem ser visualizados na Figura 4.47
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Figura 4.45: Esbo¢o do dominio de uma regido anelar utilizando malha cartesiana. [11]

O Modelo de qualidade apresentado pela conjectura (3.16) foi realizada a
cada bloco. No bloco 1 a igualdade ocorreu para [ = 31 e [ = 32, e obtemos MA =
{1,2,7,8,9,10,11, 15,16, 17,18, 19, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36, 44, 45, 53, 54, 55,62, 63, 71, 72,
80, 81, 89,90, 97, 98,99, 106, 107,108,116, 117,118,119, 125,126, 127, 128, 134, 135, 136, 137,
143,144} com 52 elementos. No bloco 2 aigualdade (3.16) ocorre paral = 15el = 16 e MA =
{7,8,9,16,17, 18, 25, 26, 27, 35, 36, 54, 72,81, 90, 99, 108, 125, 126, 134, 135, 136, 141, 142, 143,
144} com 26 elementos. No bloco 3 a conjectura (3.16) acontece para [ = 23 e [ = 24 obtendo
MA = {1,2,8,9,10,11, 18,19, 26, 27, 35, 36,44, 45, 53, 54, 62,63, 71, 72, 80, 81, 89, 90, 98, 99,
108,117,124,125,126, 127,133,134, 135,136, 142, 143, 144} com 39 elementos. E finalmente
no bloco 4 a conjectura (3.16) acontece paral = 21 el = 22 onde MA = {1,5,6,7,8,9, 10, 16,
17,18,26,27,44,45,54,63,72,81,90, 98,99, 108,116, 117,123,124, 125, 126, 133, 134, 135,
141,142,143, 144} com 35 elementos.

Figura 4.46: Malha de um anel gerada em coordenadas generalizadas. [11]
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Figura 4.47: Malha de um anel gerada com os parametros de qualidade comprimento de forma
e diferenca de area.

4.11 MALHA COM DOIS CILINDROS

A ultima malha foi inspirada no artigo [38], onde as equagdes de Navier-
Stokes para cilindros do fluxo sdo resolvidas usando malhas estruturadas e malhas overset.
Foi empregado a técnica overset grid utilizando malhas ortogonais diferentes em subdominios
diferentes. Na Figura 4.48 podemos observar um sistema overset grid, onde uma malha polar ao
redor do cilindro circular € sobreposta em uma malha cartesiana de fundo. Na Figura 4.49 uma

malha com dois cilindros numa disposi¢do lado a lado utilizando o mesmo método overset grid.

Figura 4.48: Malha polar ao redor de um cilindro circular, malha cartesiana, € uma malha
sobreposta a outra. [38]
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Figura 4.49: Malha com dois cilindros lado a lado geradas pelo método overset grid. [38]

No nosso trabalho, geramos a malha com dois cilindros lado a lado utilizando
o médelo numérico apresentado nessa dissertagdo, ou seja, utilizando as equagdes em coordena-
das generalizadas na forma adimensional em multiblocos, com 2 blocos, onde o primeiro bloco
¢ formado por 25 linhas na dire¢do £ e 102 linhas na dire¢do 7, e o bloco 2 com 75 linhas na
direcdo & e 102 n, Figura 4.50.

101 2424 101 7474

2324 4

Figura 4.50: Malha com dois cilindros lado a lado gerada em coordenadas generalizadas.

A malha gerada com os parametros comprimento de forma e diferenca de
area podem ser vistas na Figura 4.51, a analise do modelo de qualidade foi realizada para cada
bloco, onde no bloco 1 e no bloco 2 a igualdade (3.16) ocorre paral = 3 el = 4 com MA =
{2364, 2365, 2383, 2384} do bloco 1 com 4 elementos, e MA = {41,42,60,61, } do bloco 2

com 4 elementos.
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Figura 4.51: Malha com dois cilindros lado a lado gerada com os parametros de qualidade
comprimento de forma e diferenca de area.



5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento e a aplicacdo de um método
numérico para a geracdo de malhas 2D em coordenadas generalizadas na forma adimensional,
além da criacdo de um modelo para determinagdo de parametro de qualidade de malha.

Conforme apresentado no capitulo 2, estudamos a modelagem numérica para
geracdo de malhas em coordenadas generalizadas na forma adimensional. Para esse fim, ca-
racterizamos uma malha, e foram apresentados seus elementos. Quando problemas fisicos sdo
tratados, o emprego do sistema de coordenadas generalizadas € muito importante para a adequa-
cdo da malha na fronteira da regido a ser discretizada, assim descrevemos a transformacao de
coordenadas das equacdes governantes de geracdo de malha, entre o sistema cartesiano e o de
coordenadas generalizadas. Para a construcio da borda foi utilizado o método de interpolagdo
polinomial, denominado spline cubico parametrizado. Ap6s desenvolver o modelo para gera-
cdo de malhas que se encontra na forma dimensional, realizamos a transformacdo das equagdes
para a forma adimensional.

A qualidade de uma malha é fundamental para se obter boas solu¢des. No
capitulo 3 estudamos algumas métricas fundamentais para a contru¢ao de um modelo de para-
metro de qualidade para identificar os elementos menos adequados de um malha. Utilizamos
métricas como o jacobiano que esté relacionado com a drea do elementos no dominio fisico, ba-
ricentro de quadrilateros (forma geométrica dos elementos), € método dos minimos quadrados
para encontrar uma circunferéncia que melhor se aproxima dos nés dos elementos. Primeira-
mente calculamos a distancia entre o baricentro do elemento e o centro da circunferéncia que
melhor se aproxima dos nds desse elemento, e a essa distdncia denominou-se comprimento de
forma. Calculamos também o mdédulo da diferenga entre a drea da circunferéncia com a 4rea
do elemento, e a esse valor denominou-se diferenca de drea. O modelo do paramétro de qua-
lidade foi desenvolvido através desses dois resultados, comprimento de forma e diferenca de
area, como mostrado.

As simulagdes e os resultados obtidos foram exibidos no capitulo 5, onde
algumas regides foram discretizadas, ou seja, as malhas foram geradas. Paralelamente foi re-
alizado a andlise dos parametros de qualidade e o modelo de qualidade apresentados nessa
dissertagao.

Quando a geometria da regido a ser discretizada é quadrada ou retangular, as
malhas possuem elementos quadrados e ou retangulos, onde os elementos podem ser inscritos
em uma circunferéncia e seu baricentro coincide com o centro dessa circunferéncia, nestes
casos nosso modelo de qualidade apresentou resultados de maneira correta. Na placa de orificio
observou-se que os elementos menos adequados aparecem préximas ao orificio. Na malha das
placas paralelas os problemas apareceram proximos a circunferéncia imersa, onde os elementos

apresentam formas mais distantes das formas fundamentais. Notou-se de maneira geral que os
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elementos menos adequados apresentam-se proximos a borda, onde a geometria € irregular.

Nas simulacdes efetuadas foi possivel observar que os parametros de com-
primento de forma e diferenca de drea acusam os elementos mais disformes. Em algumas
malhas como a placa de orificio, a quadricuspide, nos blocos 1,2,3,4,5,6,7 e 13 do lago Luruaco
o modelo apontou perfeitamente os elementos menos adequados e de forma répida e eficaz.
Observou-se que para as malhas que apresentam praticamente todos os seus elementos seme-
lhantes ao quadrado, ou seja, onde os elementos ja sdo considerados adequados, como a malha
quadrada, garrafa de coca-cola, os blocos 8, 9, 10, 11 e 12 do lago Luruaco, o modelo apre-
sentou uma quantidade grande de elementos, ou seja, chegamos a conclusdo de que quando a
malha é formada por elementos considerados adequados (malha de qualidade), o valor de [ é
grande.

De maneira geral, pelas simulagdes, os dois parametros apresentaram resul-
tados positivos que identificaram os elementos mais disformes da malha. E a conjectura para
o modelo de qualidade de malhas também apresentou resultados muito satisfatdrios, validando
nosso modelo.

Para estudos futuros, nosso objetivo serd criar um modelo para remodelar os
elementos selecionados pelo modelo de qualidade dessa dissertacdo, afim de obtermos uma

malha refinada que apresente solucdes numéricas com precisao.
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