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TAKAHASHI, FEiji Renan. Sistema de Bresse semilinear: existéncia global e estabilidade
exponencial. 2016. 72 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

Neste trabalho consideramos um sistema de Bresse semilinear com dissipacao do tipo fricci-
onal atuando em todas as trés equagdes. Investigamos a existéncia de solugdo local e global.
Na primeira parte obtemos o decaimento exponencial da solu¢do. Na segunda parte obtemos
dois tipos de decaimento uma polinomial e outra exponencial dependendo da ndo linearidade
considerado no termo de dissipacgao.

Palavras-chave: Sistema de Bresse. Sistema semilinear. Existéncia e unicidade. Decaimento
exponencial. Decaimento polinomial.



TAKAHASHI, FEiji Renan. Semilinear Bresse system: Global existence and exponential sta-
bility. 2016. 72 {. Dissertacao (Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Univer-
sidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

In this work, we consider a dissipative semilinear Bresse system with frictional damping acting
on all three equations. We investigated the existence of local and global solution. In the first
part, we obtain exponential decay of solution. In the second part, we obtain two types of decay
rates, namely, polynomial and exponential stability, depending on the nonlinearity considered
in the frictional damping term.

Keywords: Bresse System. Semi-linear system. Existence and uniqueness. Exponential decay.
Polynomial decay.
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LISTA DAS PRINCIPAIS NOTACOES
D(A) dominio do operador A;
p(A) conjunto resolvente do operador A;
R(A) conjunto imagem do operador A.
— inclusdo continua;
(-,+) dualidade;
C(Q) = {u:Q — R | uécontinua};
C'(Q) = {u: Q — R | u é diferencidvel e sua derivada é continua};
D(Q) := espago das fungdes teste;
LP(Q)) = {u : 0 — R | u é mensurdvel e /Q |u(z)|Pde < oo};

L¥(Q) = {u: Q — R| uémensurdvel e |u(z) < K q.s.em Q};

H™Q) ={ue L*(Q) | D*u e L*(Q), 0< |a| <m};

m sronE (@)
Ho (Q) = Co (Q) ’

T
LP(0,T;X) = {u :(0,T) = X | ué mensurdvel e/ [|u(t)||5dt < oo};
0

L*(0,T; X) ={u:(0,T) — X | uémensurdvel e |[u(t)||x <K qs.em(0,7)};
C([0,T],X) ={u:[0,T7] = X | ué continua de [0, 7] em X };
L(X,Y)={T:X — Y | T élinear e continua };
X'= L(X,R) dual de X;

1 1
IO 2 IHQ), 1<p<oe, b4t

q p
[H(Q)] = H™(Q), m €N;

[LP(0,T, X)] = L7(0,T,X"), 1< p < oo;

D/(0,T: X) = L(D(0,T), X);
— convergéncia forte;

— convergéncia fraca;



A convergéncia fraca estrela;
||| L» norma usual em LP(€2);

WmP(€)) espago Sobolev usual.



INTRODUCAO

O objeto de estudo neste trabalho € o sistema de Bresse, chamado assim de-
vido ao engenheiro civil Jacques Antoine Charles Bresse (1822-1883), no qual consiste de um
sistema de equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas que descreve as vibragdes de uma viga
arqueada fina. Mais especificamente, o sistema de Bresse linear é dada por trés equacgdes da

forma

prpw — k(e + ¥ + lw), — kol(w, —lp) =0 em (0, L) x (0, 00),
Py — by + k(e + 9 +lw) =0 em (0, L) x (0,00),
prwy — ko(wy — 1)y + kl(pr + 1 +lw) =0 em (0,L) x (0,00),

onde as fungdes , 1) e w descrevem, respectivamente, a oscilagao vertical, o angulo de cisa-
lhamento e a oscilacdo longitudinal. Os coeficientes p1, po, k, ko, b € [ sdo constantes positivas
relacionados com a composi¢do do material, k(p, + 1 + lw), ko(w, — lp) e b, representam
respectivamente a forca de atrito, for¢a axial e momento fletor.

O sistema de Bresse € conservativo, de modo que, para estudar questdes rela-
cionadas a estabilidade sdo necessdrios adicionar termos dissipativos. Existem varios trabalhos
dedicados a andlise matemdtica para o sistema de Bresse dissipativos. Destacamos, por exem-
plo, os seguintes termos dissipativos: dissipagdes friccionais, viscosas, viscoeldsticas, térmicas
e efeito de memoria.

No contexto de termoelasticidade, podemos citar os trabalhos de Liu e Rao
[13]; Fatori e Rivera [9] onde foram introduzidos duas e uma dissipa¢do térmica, respecti-
vamente, provando que o decaimento exponencial ocorre somente quando as velocidades de

propagacdo das ondas sdo iguais, isto é

pL_
P2

% e k=ko.
Com relagdo dissipacdo friccional, podemos citar os trabalhos de [2], [8] e [17]. Em [22] os
autores estudaram o sistema de Bresse com dissipacdo friccional indefinida. A hipdtese de
igualdade entre as velocidades de propagacdes das ondas foi utilizado para estabelecer a taxa
de decaimento exponencial. Recentemente, em [1], os autores estabeleceram que k = kj € uma
condicdo necessdria e suficiente para estabelecer o decaimento exponencial para o caso em que
ocorrem as dissipacdes friccionais na oscilacao vertical e no angulo de cisalhamento.

Todos os trabalhos acima mencionados sdo referentes a problemas lineares.
No entanto, quando se trata de problema nao lineares o cendrio € diferente, ou seja, existe muita

pouca referéncia. Dos trabalhos que temos conhecimento, podemos destacar os trabalho [6],
[11] e [14].



Em [6] foi considerado o sistema de Bresse dado por

P1Ptt — k(@z + 1/} + lw)z - k01<wa¢ - l(/)) + 041(1')91((,015) =0 em (0, L) X (07 00)7 (D
p2b — bbgg + k(s + 9 + lw) + ag(w)g2(yr) =0 em (0, L) x (0, 00), 2
P1Wt — kO(w;B - ZSO)LE + kl(‘pz + 1/) + lw) + a3(£)93(wt) =0 em (07 L) X (07 OO)? (3)

onde foram utilizados termos de amortecimento ndo lineares localizados, com as seguintes

condicdes: g; sdo continuas, mondtonas crescente e satisfazem
a; = a;(x) € L™(0,L) a;(x) > ¢ > 0;g:(s)s > 0 para s # 0,

kis < gi(s) < K;s para |s| > 1,

onde K; > k; e c sdo constantes positivas. Neste caso, os autores obtiveram taxas de decaimento
uniforme 6timas para a energia associada ao sistema sem que se imponha hipdtese sobre o
crescimento das ndo-linearidades na origem.

Ja em [11] também utilizando termos dissipativos ndo lineares localizados porém com as g;

satisfazendo
gi(s)s > 0 (s £0,)
Kymin {|s],[s|’} < g;(s) < Ko max {|s], ]3\1/”} , p>0.
Neste caso, os autores mostraram a estabilidade assintotica através do Método de Komornik.

Em [14] foram incorporados fontes externas e foi estudado a questdo relacionada a existéncia

de atrator global, ou seja, foi considerado o seguinte sistema dado em (0, L) x (0, c0) por

p1ow — k(e + 0 + lw), — kol(w, — 1) + f1(p, ¥, w) + ai(x)g1(pr) =0 4)
p2¢tt - b¢xw + k((px + ¢ + lw) + f2(§07 wv ’U)) + 042(55)92(%) =0 (5)
prwy — ko(w, — @), + kl(vr + ¥ + lw) + f3(o, 0, w) + as(z)gs(w,) =0 (6)

Nesta dissertacao, nosso foco serd o comportamento assintético da solugao do
sistema acima onde serdo consideradas «; constantes e com g; satisfazendo hip6teses conveni-
entes.

O contetddo e a organizacdo do presente trabalho estd dividido da seguinte
forma:

No Capitulo 1, serdo apresentados algumas defini¢des e resultados necessa-
rios para o desenvolvimento do trabalho. Neste capitulo, ndo faremos as demonstra¢des dos
resultados enunciados porém deixaremos as referéncias indicadas.

No Capitulo 2, estudaremos a existéncia e estabilidade de solugdo global para
o sistema de Bresse semilinear dados por (4)-(6). Mostraremos primeiramente que o problema

possui uma solucao local e posteriormente que esta solucdo pode ser estendida para uma solugao



global que decai exponencialmente.

No Capitulo 3, estudaremos o mesmo sistema porém desconsiderando os ter-
mos de forgas externas, entretanto, com nao linearidades dos termos dissipativos. Neste caso,
mostraremos a existéncia de solugdo global e diferentes tipos de decaimento, mais precisamente,

os decaimentos exponencial e o polinomial dependendo do caso considerado.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo enunciaremos os resultados necessarios para o nosso trabalho,

cujas demonstracdes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

1.1 DISTRIBUICOES

O espago C§°(£2) com a nogdo de convergéncia é denominado espago das
fungdes testes e serd representado por D(2).
Define-se distribuigdo sobre (2 a toda forma linear 7" sobre D(2) que é continua no sentido da
convergéncia definida sobre D(€2). O conjunto de todas as distribui¢cdes sobre {2 é um espaco
vetorial, o qual representa-se D’(2). Neste espaco vetorial diz-se que uma sucessdo (7),),en
em D’'(Q2) converge para T € D'(€2), quando a sequéncia numérica ({7, ¢)),en converge para
(T, ¢) em R, para toda ¢ € D(2).
Considere uma distribuicao 7" sobre {2 e « € N". A derivada de ordem « de 7', é a forma linear
DT definida por

(DT, ) = (=1)I*I(T, D), V¢ eD(Q).

Quando o € Ne z € R, denotaremos D*1" como T
T

Verifica-se que DT € uma distribui¢ao
sobre €2, e que a aplicagcao
D*:D'(Q) — D(Q)
T — DT

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’((2).
1.2 OS ESPACOS LP(Q2)

Representaremos por LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espago das fun¢des mensurdveis
u : ) — R, tais que |ul? é integrdavel a Lebesgue sobre €, e por L>({2) o espago das funcdes
mensuréveis u : {2 — R tal que existe uma constante ¢ com |u(z)| < ¢ quase sempre em 2. Os

espacos LP(€2) munido da norma

1
lullzr = [lullri@) = (/ IU(CU)V”dfv) , paral <p < oo,
Q

lul|Loe := ||ul| () = inf{c : |u(x)| < ¢ quase sempre em 2},

sd0 espagos de Banach. Em particular, o espago L*((2), cuja norma provém do produto interno

(u,v) :/Qu(x)v(x) dx,



¢ um espaco de Hilbert.

1.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Seja © um aberto do R", 1 < p < oo e m € N. Representa-se por W"™P((QQ)
o0 espago vetorial de todas as fungdes u € LP({2) tais que para todo || < m, D®u pertence a
LP(£2), sendo D*u a derivada no sentido das distribui¢des.

O espago WP () munido da norma

1
Z / | D%u(x)|? dm) , paral <p < oo,
Q

laj<m

[ullwme = l[ullwms@) = (

[ullwmee == [[ullwmee@) = Z sup ess | D% u(z)|,
la|<m z€Q

¢ um espaco de Banach e ¢ denominado espaco de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o
espaco W™ 2(Q2) é um espaco de Hilbert, representado por H™((2), com o produto interno dado
por
(u, V) pm(Q) = Z (D%u, D*v) 1200y, YV u, v,€ H"(Q),
|o]<m

e ¢ denominado espago de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H™(f?) identifica-se com
L*(Q).

Define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de C§°(€2) em W™P(Q).
Quando (2 é limitado em alguma diregdo z; de R" e 1 < p < oo, entdo a norma em W;""(Q)
dada por

> [ ipratr dx> g

lal=m

[ullwgrr = llullwgr @) = (
¢ equivalente a norma induzida por WP ((2).

1.4 RESULTADOS AUXILIARES

Definicao 1.1 (Imersdo Continua). Sejam X e Y espacos de Hilbert, sendo X um subespagco
de Y. Dizemos que X estd continuamente imerso em Y, e denotaremos X — Y, se existe uma
constante positiva C tal que

lully < |lullx, VueX.

Além dos resultados acima, temos que
i) D(Q2) é denso em LP(Q) e D(Q2) — LP(Q), paratodo 1 < p < +o0;

i) Se Q2 ¢ limitadoe 1 < p < g < 400, entdo LI(2) — LP(12).



Proposicao 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaco vetorial munido do

produto interno (-, ). Entdo, dadas u, v € H, temos que

[(w, v)| < ullg [[o]|a,
onde || - || = (-,)-
Demonstragdo. Ver [10]. ]

1 1
Proposicao 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tal que — + — =1ea,b > 0.
P q

Entdo,
a? bl
ab < — + —.
p q
Demonstragdo. Ver Teorema I1V.6 de [3]. L]

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que $) seja um aberto limitado de

R"™. Entdo, para todo 1 < p < 00, existe uma constante c,, tal que
||u||WO1,p(Q) < || Vullr), YV u € WyP(Q).

Demonstracdo. Ver Corolério 1X.19 de [3] O

Teorema 1.5. (Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet) Seja H um espaco de Hilbert

com produto interno (.,.) e norma || - ||. Dado ¢ € H', existe um tinico f € H tal que

<(‘0”U>H’,H = (f,U), YveH.

Além disso,

If1l = llell -
Demonstracdo. Ver [5], Pag. 171, Teorema 4.10. [

Lema 1.6. (Lema de Gronwall) Sejam m € L*(a,b) tal que m > 0 q.s em (a,b) e seja ¢ > 0.

Consideremos ¢ : a,b] — R continua verificando

o)<+ [ m(€)p(e)de Vi€ (b

Entao
o(t) < celam®k i a, b].

Demonstragdo. Ver [21], Pag. 16, Corolario 1.5.1. L]

Proposicao 1.7 (Imersdo de Sobolev). Seja €2 um subconjunto aberto do R". Entdo

H™(Q) — C*(Q), sem > g + k.



Demonstragcdo. Ver [15]. O

Proposicio 1.8. Seja (uy)neny C L], (), 1 < p < o0, tal que w,, — wem L] (), entdo
Up, — uem D'(Q).

Demonstragdo. Ver [16]. L]

1.5 ESPACOS FUNCIONAIS A VALORES VETORIAIS

Dados X um espago de Banach, 7" € R com 7" > 0. O espago LP(0,T; X),
1 < p < +o0, consiste das fungdes (classes) mensurdveis sobre [0, 7] com imagem em X, ou
seja as funcdes u : (0,7) — X, tais que

1
T »
lulloorory = ( / ||u<t>w;(dt) < .
0

O espago L>°(0, T'; X) consiste das fungdes (classes) mensuraveis sobre [0, 7]
com imagem em X, as fun¢des u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (0,7"). A norma

neste espacgo € dada por
||| oo 0,7;x) := sup {c > 0; [Ju(t)||x < ¢ ,q.5.}.

O espagco  C™([a,b]; X), consiste de todas as fungdes continuas

u : [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [0,7]. A norma é

dada por
[ullom (a1, x) 20 |t (8)] x
O espago das distribui¢cdes sobre (0,7") com imagem em X, serd denotado
por

D'(0,T; X).

Logo, D'(0,T; X) = L(D(0,T); X), ou seja, é o conjunto de todas as apli-
cacdes lineares e continuas de D(0,7") em X.

Para f € D'(0,T; X), sua derivada de ordem n no sentido das distribuicdes
vetoriais € definida por

af o\ d"p
<W’9"> = (—1) <f, T > Vo eD(,T). (1.1)

Além disso, se f € derivdvel no sentido das distribuicdes vetoriais, entdo podemos enxergar j—’;
como um elemento de D’(0,T'; X ), valendo a relagdo (1.1).

Agorase f € LP(0,T; X), entdo pode-se identificar f com uma distribui¢ao



vetorial (que aqui denotaremos por f), de modo que

(f.g) = / F()e(t)dt, Y € DO, T).

Com isto, podemos dizer com um certo abuso de notagcdo que
LP(0,T; X) — D'(0,T; X).

1.6 TOPOLOGIA FRACA o(F, E’') E TOPOLOGIA FRACO ESTRELA o(E' E)

Definicdo 1.9. Seja E um espago de Banach reflexivo e considere (u,,),en uma sucessdo sobre
E. Dizemos que x,, converge fraco para x e denotamos x,, — x em E, quando (f, z,) — (f,x),
paratodo f € F'.

Proposicao 1.10. Seja (x,,),en uma sequéncia em E. Entdo se verifica:
i) x, — v em E, se, e somente se, (f,r,) — (f,x),V f € E".
ii) Se x,, > v em E, entdo x,, — x em E.
iii) Se x,, — x em E, entdo ||x,|| é limitada e ||x||p < liminf||z,||s.
iv) Sex, ~xemEef,— femFE entdo (fn,r,) = (f,x).
Demonstragdo. Ver proposicao II1.5 em [3]. [l

Definicao 1.11. Seja (f,)nen uma sequéncia sobre E'. Dizemos que f,, converge fraco estrela

para f e denotamos f, = f em E', quando (f,,x) — (f,x), para todo x € E.
Proposicao 1.12. Seja ( f,,)nen uma sequéncia em E'. Entdo se verifica:
i) fo— femE, se, e somente se, (f,,x) — (f,z),Va € E.
ii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.
iii) Se f, = f em E', entdo || f,||z € limitada e || ||z < liminf ||f,||z.
iv) Se f, > fem E' ex, — xemE, entdo (f,,x,) — {f,x).
Demonstracdo. Ver proposi¢ao II1.12 em [3]. [

Teorema 1.13. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja (x,,)nen uma sequéncia limitada

em E. Entdo existem uma subsequéncia (x,, )ken € © € E tais que x,, — .
Demonstracdo. Corolario I11.27 em [3]. O

Teorema 1.14. Seja E um espago de Banach separdvel e seja ( f,,)nen uma sequéncia limitada

em E'. Entdo existem uma subsequéncia (f,, )ren € f € E' tais que f,, = f.



Demonstragdo. Corolario II1.26 em [3]. O

Lema 1.15 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilberte a : H x H — R uma forma bilinear,

para a qual, existem constantes positivas cy e co, tais que
afu, ]| < crllullmlvlle e elulll < aluu], wve H
Seja L : H — R, um funcional linear e limitado em H. Entdo, existe um unico w € H tal que
alw,v] = L(v), Vv e H.

Demonstragcdo. Ver Corolério V8.16 de [3]. O

Dado um conjunto aberto 2 C RY¥*!, no qual seus elementos sio denotados
por (t,z),t € R, z € RV, seja f : Q — RY uma fungdo. Consideremos o problema de valor
inicial

'(t) = f(t, z(1)),

ZL‘(to) = Xy,

(1.2)
diremos que f : 2 — RY satisfaz as condi¢cdes de Carathéodory sobre () se:

(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,x) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C 2, existe uma fung¢do real mg (t), integravel, tal que

| f(t, ) ||lgy < mg(t), V(tz) € K.

Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) Seja f : Q — RY satisfazendo as condicoes de

Carathéodory sobre Q). Entdo existe uma solu¢do x = x(t) de (1.2) sobre algum intervalo

Demonstragdo. Ver [7], Pag. 43, Teorema 1.1. O]

Teorema 1.17 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (u,), oy uma sequéncia de fungoes
integrdveis a Lebesgue num aberto (), convergente quase sempre para uma fungdo u. Se existir

uma funcdo ug € L' () tal que |u,| < ug quase sempre em 2,V v € N entdo u é integrdvel e

w= lim [ w,.
Q V—00 Q

Demonstracdo. Ver [15]. O

tem-se
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Lema 1.18 (Regularidade Elitica). Seja Q@ C R™ um aberto de classe C? com fronteira I’
limitada. Seja f € L*()) e u € H(Q) satisfazendo

/VquO—l—/ugo:/f(p, Vo € Hy(Q).
Q Q Q

Entdo, uw € H*(Q) e ||ul|p2) < ¢l fll12(«), onde ¢ é uma constante que s6 depende de Q). Além
disso, se () é de classe C™ 2 e f € H™(Q) entdo

= Hm-‘rz(Q) com Hu”Hm+2(Q) S CHfHHm(Q)

Em particular, se m > 3 temos u € C%(2). Se Q) é de classe C™ e f € C™(Q), temos

u e C™(Q).
Demonstragcdo. Ver [4]. O

Lema 1.19. Seja S : X — X um operador linear e continuo com inversa continua. Seja
B € L(X) tal que

1
1B < 7o
S]]

entdo S + B é linear continuo e inversivel.
Demonstracdo. Ver Lema 2.12.1 de [20]. O

Teorema 1.20. Seja X um espago de Hilbert e B : D(B) C X — X um operador linear
dissipativo.
(a) Se R(\oI — B) = X para algum \y > 0, entdo R(A\] — B) = X para todo \ > 0

(b) Se R(I — B) = X, entdo D(B) = X.
Demonstracdo. Ver Teoremas 4.5 ¢ 4.6 em [19]. ]

Lema 1.21 (Lema de Nakao). Seja ¢ : R — R wuma funcdo limitada e ndo negativa satisfa-

zendo:

sup  [o(s)]"T? < Colo(t) — o(t + 1)

t<s<t+1

parat > 0, onde Cy > 0 e f > 0. Entdo:
(i) Se B = 0, existem Co,6 > 0 tais que ¢(t) < Cre™® ¥t > 0.
(ii) Se 8 > 0, existe C > 0 tal que ¢(t) < C(1 +t)"/8 Vit > 0.

Demonstragdo. Ver apéndice de [18] U

1.7 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta se¢do, apresentamos a definicdo de semigrupo de classe Cj, algumas

propriedades, bem como a caracteriza¢ido dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para
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isto, considere X um espago de Banach real ou complexo e por
L(X) ={S: X — X : S¢élinear e continuo}

denotaremos o espaco dos operadores lineares continuos de X em X com a norma usual

Szt
I8lleco = sup { 1341 2 0}
FAS

||570||X

Definicdo 1.22. Seja X um espago de Banach real. Uma familia {S(t)}:>¢ de operadores
lineares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades

(i) SO)w=w, welX,

(ii) S+ s)w=S8(t)S(s)w=S(s)S(t)w, s,t>0, weX.

Definicao 1.23. Um semigrupo de operadores lineares {S(t) }1>o € dito ser de classe Cy, ou de

fortemente continuo, se para todo x € X a fungdo t — S(t)x é continua.

Definicao 1.24. Seja {S(t)}i>o um semigrupo de classe Cy de operadores lineares em X. Di-
zemos {S(t) }+>0 € um semigrupo de contragoes se ||S(t)||zcx) < 1 para todo t > 0.

Definicao 1.25. Considere o operador A : D(A) — X, dado por

Stu —u

Au = lim , u€ D(A),
t—0+
onde St
D(A):{UEX: lim () = u existeemX}.
t—0t

Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}+>0 e D(A) é o dominio de A.

Definicao 1.26. Seja A um operador linear definido em um espago de Banach B,
A:D(A) C B — B. Separatodo x,y € D(A) e qualquer \ > 0,

[z =yl <z —y+ M(Az — Ay)]],

entdo A é dito ser um operador acretivo.
Mais ainda, se A é um operador acretivo e densamente definito, e I + A é sobrejetivo, isto é,

R(I + A) = B, entdo A é dito ser operador acretivo maximal, em resumo, m-acretivo.

Lema 1.27. Suponha que H é um espaco de Hilbert. Entdo, as condigcoes necessdrias e sufici-
entes para A ser m-acretivo sdo:

(i) Re(Ax,z) > 0 para todo x € D(A),

(i1) R(I+ A) = H.

Demonstracdo. Ver Lema 2.2.3 de [23]. U]
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1.8 CARACTERIZACAO DOS GERADORES DE SEMIGRUPOS DE CLASSE ()

Nesta secdo, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips,

os quais caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cj.

Definicao 1.28. Se A é um operador linear em X, ndo necessariamente limitado, o conjunto
resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os niimeros complexos \, tais que, o operador
R(X\, A) = (M — A)~! existe e é limitado em X. O operador R(\, A) é chamado de operador

resolvente.

Teorema 1.29 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragoes de classe Cy se, e somente se
(i) A é um operador fechado e D(A) = X,

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém o conjunto R™ e para todo \ > 0

IO = A) Ml <

> =

Demonstragcdo. Ver Teorema 3.1 em [19]. O

Definicao 1.30. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que um operador A : D(A) C H - H
é dissipativo se
Re(Au,u)y < 0,Yu € D(A).

Teorema 1.31 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em um es-
paco de Hilbert H

(i) Se A € dissipativo e existe \ tal que Im(N — A) = H, entdo A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragéoes de classe Cy.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe

Cy sobre o espago H, entdo R(A\] — A) = H para todo \ > 0 e A é um operador dissipativo.
Demonstracdo. Ver Teorema 4.3 em [19]. ]

Corolario 1.32. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € p(A),

entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe C.

Demonstragdo. Ver Teorema 2.12.3 em [20]. L]

1.9 PROBLEMAS SEMILINEARES

Dado o seguinte problema de valor inicial

d
EU_AUZ F(u), (1.3)

u(0) = wp.
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onde A é um operador m-acretivo de um subconjunto D(A) denso num espago de Banach B

em B e F' é um operador ndo linear de B em B.

Definicdo 1.33 (solucdo forte). A aplicacdo v : [0,T] — B é chamada solugcdo forte (ou
cldssica) do problema (1.3) se u é continua em [0, T, continuamente diferencidvel com u(t) €
D(A) parat € (0,T) e (1.3) é satisfeita em [0, T| quase sempre.

Definicao 1.34 (solu¢io mild). Uma aplica¢do u € C ([0,T], B) satisfazendo a equagdo inte-
gral

t
u(t) = S(t)up + / S(t —7)F(r)dr,
0
é dita solugdo mild do problema de valor inicial (1.3) sobre [0, T]

Definicao 1.35. Suponha que F é um operador ndo linear de um espaco de Banach B em B.
Dizemos que F satisfaz a condigcdo de localmente Lipschitz se para toda constante positiva
M > 0, existe uma constante positiva Ly, dependendo de M tal que quando u,v € B, ||u]| <
M e ||v|| < M tivermos que

[1F(u) = F(u)|| < Lallu — .

Teorema 1.36. Suponha que A é m-acretivo e F' é um operador ndo linear de um espaco de
Banach de B em B satisfazendo a condicdo de localmente Lipschitz. Entdo para todo ug € B,
existe uma constante positiva T > 0 dependendo de ||uy|| tal que o problema (1.3) em [0, T

admite uma tinica solu¢do mild local uw € C ([0, T}, B) tal que
t
u(t) = S(t)uo + / S(t—71)F(u(r))dr, Vtel0,T].
0

Além disso, se ug € D(A), entdo u é continuamente Lipschitz em t € [0,T]. Se B é um espaco

de Banach reflexivo, entdo u é uma solugdo forte.
Demonstracdo. Ver Teorema 2.5.4 de [23]. O

Teorema 1.37. Assumindo as mesmas hipoteses do Teorema 1.36, a solucdo u pode ser esten-
dida para uma solugdo mild maximal em [0, T,,..) tal que uma das possibilidades ocorre:
(1) Thnae = +00, isto é, o problema admite uma solugédo mild global, ou
(77) Tiax < 00 €
lim [[U(t)[]3 = +oo, (1.4)

t—=Tmax

isto €, a solucdo explode em um tempo finito T, .

Demonstracdo. Ver Teorema 2.5.5 de [23]. O
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2 SISTEMA DE BRESSE SEMILINEAR COM DISSIPACAO FRICCIONAL

Neste capitulo, estudaremos a boa colocacdo e o comportamento assintético de um modelo de

Bresse semilinear com dissipacdo friccional dada pelo seguinte sistema de equagdes diferenci-
ais

prow — k(pg + 1+ lw), — kol(wy — L) + fi(e, ¥, w) + g1(pe) =0 em (0,L) x (0,00), (2.1)

p2'¢tt — 0y + k((px +¢+ lw) + f2(§07 ¥, w) + 92(1%) =0 em (Oa L) X (07 OO), (2.2)

prwy — ko(wy — 19)e + k(@ + 9 + lw) + f3(@, ¥, w) + g3(wy) =0 em (0, L) x (0,00), (2.3)

com condic¢des de fronteira
2(0,8) = @(Ly1) = 0(0,1) = W(L,t) = w(0,) =w(L,t) =0, ¥i>0  (24)

e condicdes iniciais

w(vo) = wO(')v wt('vo) = ¢1() (2.5)

As funcdes ¢, 1) e w descrevem, respectivamente, a oscilacdo vertical, o angulo de rotacdo da
secdo transversal e a oscilagdo longitudinal, os coeficientes p1, po, k, ko, b € [ sdo constantes
positivas, as fungdes fi, fo e f3 representam os termos nao lineares do sistema e g, g2 € g3

representam termos dissipativos nao lineares satisfazendo com as seguintes hipdteses.

Hipétese 1
As fungdes f; para¢ = 1,2 e 3 s@o localmente Lipschitz em cada argumento, isto é, existe uma

constante 7; > 1 e func¢des continuas o; : R? — R tais que,

51— S|, Y (s1,7,t),(s9,7,t) € R?
7“1—7’2‘7 V(S>T17t>7(sar27t) E:|R37
ty — t2|7 V(S,T, t1)7 (S7T7 t2) € R?)'

[FiCsr ) = filsa,m, O] < ol (L + [
[Fils.rast) = fils,ra, )] < oul[sl, ) (L4 [ra] + [ra

i + |52

’Yz')
’Yi)
’Yi)

Hipoétese 2

As fungdes g; : R — R, ¢ = 1,2, 3; sdo funcdes continuas, satisfazendo as seguintes condicoes:
(A1) 4:(0) =0;

(A2) |gi(s) — gi(r)| < Bils —r| V¥ s,r € R, para alguma constate 3; > 0;

(A3) Existe uma constante positiva «, tal que, g;(s)s > a|s|>.
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Hipoétese 3
Existe uma aplica¢do I : R? — R tal que

oF OF oOF
%(‘97.7') _f1(57'7')7 E('vru') —f2(',T,‘), 8_q('7'7q>_f3<'7'JQ>7 (26)
e que para todo (s,7,q) € R? tem-se

0 < F(87T7 Q) < f1<S,T‘, q)S + fQ(Sar7 Q)r + fg(S,’f‘, q)q+ 91|5|2 +M1|"ﬂ|2 +"71|C]|27 (27)

onde 6, 11 e 71 sdo constantes positivas tais que

0 < ,
1+ p1+m 4c§a2

onde a, serd explicitado no Lema 2.1.

Este capitulo estd dividido da seguinte forma. Na Secdo 2.1, apresentaremos
a formulacdo do semigrupo associado ao problema. Na Secdo 2.2, mostraremos a existéncia
e a unicidade de solucdo para o problema. Por fim na Secdo 2.3, analisaremos a estabilidade

exponencial do sistema.

2.1 FORMULACAO DO SEMIGRUPO

Nesta secdo, iremos apresentar a formulagdo abstrata associada ao sistema de
Bresse (2.1)-(2.5). Para isto, inicialmente consideremos o espago de fase adequado.

Devido as condig¢des de fronteira (2.4) consideremos o espaco de fase
H = H}(0,L) x L*(0,L) x H3(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L*(0, L),
munido do produto interno,

(2.8)
+ k((px + ¢ + lw: ‘70; + W + lw*) + kO(wx - l% w; - ZQD*)?

para todo

U = (@7 ®7¢7 qj7w7 W)7 U* = (S0*7®*7w*7\11*7w*7w*) cm H

(u,v) = /OLu(a:)v(x)d$,

representa o produto interno usual em L?(0, L).

Assumiremos, doravante, que Ll # n, para todo n € Z de modo que (2.8)
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seja de fato um produto interno. Maiores detalhes ver Observacao 3.2 em [12].

A norma induzida pelo produto interno acima € dada por

1015 =pill@NL2 + p2ll B2 + prlIWIIZ2 + Bllvp 22

(2.9)
+ k|| 0r + ¥ 4 lw||3s + kol|lwe — 10|32,

onde || - || 2 denota a norma usual em L?(0, L).
Agora, reescreveremos o sistema (2.1) - (2.5) como um problema de valor
inicial. Denotemos por U = (p, ®, 4, ¥, w, W) onde ® = ¢;, ¥ = 1, e W = w;. Assim,

podemos escrever o sistema (2.1) - (2.5) na seguinte forma matricial.

Pt ®
o || Eloe 40t i)+ Biw, — 1) — L i, 0, w) — 8O
v=| Y| = X )
t _ _ )
v, e — g (r U+ 1w) — Lo, w) — 2
Wt w
W) B o) — Bl ) — L fap ) — 0
ou ainda,
U, = AU + F(U),

onde A : D(A) C ‘H — # é o operador linear dado por

0 I 0 0 0 0

ﬁag_ko_lzj 0 ~9, 0 M@C 0

P1 P1 P1 P1

. 0 0 0 I 0 0 (2.10)
B ] I

0 0 0 0 0 1

_lktko)ly g _ Kkl 0 @ag_ﬁj 0
P1 P1 P1 p1

cujo dominio é dado por

D(A) = [(H} (0, L) N H*(0, L)) x HL(0,L)]°,
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e J : H — H é a aplicagdo ndo linear definida por

0
~=(filpv,w) + 91 (@)
0
~ 0 (fz(sa, U, w) + gz(\I/)> ’
0
—p%(f:a(%w,w) +g3(W)>

(2.11)

onde por P! denotaremos o transposto da matriz P. Com estas nota¢des, o problema (2.1) -

(2.5) pode ser reescrito da forma

U =AU + F(U),
(2.12)

com Uy = (o, ¢1, Yo, P1, wo, wr)".
Observagio. De acordo com a Secdo 1.2, em H} (0, L) a norma é dada por

Jull g = lluallze,
o qual é equivalente & norma induzida por H*(0, L).
Denotaremos por | - | a norma usual em H, ou seja,

U = 19117 + 1117 + W72 + llellz + 117 + lwllz
= M7 + 1NZ + W2 + lpallzz + 1vellZ + llwallze.

Assim, temos:
Lema 2.1. A norma || - ||3 definida pelo produto interno (2.8) e a norma | - | usual sdo

equivalentes, desde que | < % ou seja, existem constantes ai, as tais que,
P

Bl a0+ 1wl + Rollu — 13 + blldalZs < ar (Il + 10l + lwlZy) @13)

ol + 2 + el < aa (k1 s 6+ s + Rollw, — Tl + B 22)- @.14)
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Demonstracao: Note que, utilizando a Desigualdade Triangular obtemos

k| o+ + w72 < 2k @o + 9|72 + 2k w]|7-
< 2k (2||@z |72 + 2)10)|72) + 2k w7
= 4kl |72 + 4k|0]|72 + 2k w3

kollws — Lol 72 < 2kollwe |z + 2kol*||oZ--

Somando membro a membro as inequagdes acima e usando a Desigualdade de Poincaré, temos,

Bl o+ + lolZs + kollw, — lolZ < AkllgallZe + ARI|2: + 2KE2]|w]2.
2o s 22 + 2kl ]2

Ak l2 + 4k |2 + 2k02 o, 2
2k ]l + kol s 2

IN

onde ¢, representa a constante de Poincar€.

Somando o termo b||¢),||7, em ambos os lados da desigualdade acima, temos

kIl @z + 9 + w72 + kollwe — Lo 72 + bl
< (4k + 2kol’cy) Il + (4kcp +0) [Wall2e + (2K1%c + 2ko) [[w]|7,

< ar (Nl + Il + el )
onde a; = max { (4k + 2kol>c2) , (4kc2 +b) , (2kI*c2 + 2ko) } > 0. O que prova (2.13).

Resta mostrar a desigualdade (2.14). Observe que, usando as desigualdades Triangular e de

Poincaré, temos

I2all2e = || o + ¥ + lw — (¥ + lw) ||2
< 2| o+ + lw|2z + 2] + lw| 2
< 2| ¢ + ¥ + w7z + 4¢[|72 + 42w 72
< 2|+ + lw|| T2 + A [P l|72 + 4P |Jw, 17

lwellZz = lwe =l + lpll7
< 2llws — Lz + 207l 72
< 2|lw, — Ll 72 + 20¢; a2
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Somando as duas desigualdades acima, membro a membro, obtemos,

leallZe + llwallze < 2l o + ¥ + lwlize + degllvallze + 417wz |72
+2||lwy — Lol 72 + 2% | allZ-

Além disso, somando o termo ||, ||%2 em ambos os lados da desigualdade acima, temos,

lpallZe + lwallZe + [¥allze < 20 o+ + lwlZ + (4, + 1) ltall7> + 476 [lws 172
+2llwe — lpllz> + 207l Z2,

donde, temos que,

(1 —20%¢) llpalfz + (1 = 4%6)) w72 + [¥all7e <20 wu + 4 + lol72 + (45 + 1) [[9|72

+2||we — I35
2.15)

Da hipétese, | < %, segue que 1 — 41°c; > 0 e como
0<1-— 4l2012, <1- ZZQCIQ,,

entdo tomando m = 1 — 41°c segue de (2.15) que

(lulls + Nl + [912) <20 g4 64 ol + B2 D0,
+ 2, — tp]
Logo,
2
el + el + hale S]] o+ 4+ ol + anmniz
+ 2, — g2

<ax (K[l o + 9 + lwll7> + kollws — Lol 72 + bllllz2)

o (4+1) L} > (), mostrando assim a desigualdade (2.14).

Em> bm 7 kom

onde a; = max

Portanto, as normas || - || e | - | s@o equivalentes. O

2.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta secdo, usando a teoria de semigrupos, mostraremos que o problema
(2.12) admite uma tdnica solu¢do. Com isso, concluiremos o mesmo para o problema (2.1) -

(2.5). Primeiramente, iremos mostrar que o operador A definido em (2.10) é gerador infinitesi-
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mal de um semigrupo de classe C de contracdes em H.

Teorema 2.2. O operador A definido em (2.10), é gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cy S(t) sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstracao: Do Corolario 1.32, devemos mostrar que o operador A satisfaz as seguintes
condicoes:

(1) A é dissipativo em H,

(77) 0 € p(A), onde p(A) é o conjunto resolvente de A,

(1i1) D(A) é denso em H.

Prova de (7).
Note que para todo U = (¢, ®, 1, U, w, W) € D(A) temos

d
p_kl((poc + ¢ + lw)z + ];_?l(wx - l‘p)
\
AU =
p%l/}xr - p%(gpx + ID + lw)
|14

k—o(wx — o), — pﬁll(goz + Y + lw)

P1

Assim,

(AU, U)y = k(e + ¥ + lw),, ) +kol(wy — lip, @) + b(1)y, V)
~~ ——

. J/

— k(pe + ¢ + 1w, V) + ko((we = 1), W) =kl(ps + ) + lw, W)

-~

+0(Wy, ) + k(Pp + W +IW, 0p + 0 + lw) + ko(Wy — 1P, w, — ).

Fazendo integracao por partes nos termos destacados e notando que os termos de fronteira se
anulam, temos que
(AU, U)y = — k(ps + 0 + lw, @) + kol(w, — Lo, P) — b(h,, V,)
— k(e + 0 + 1w, W) — ko(w, — lo, Wo) — kl(pg + ¢ + lw, W)
+0(Vy, ) + k(Pp + W +IW, 0p + 0 + lw) + ko(Wy — 1P, w, — ).

Rearranjando os termos, tem-se

(AU, U)y = — k(e + ¥ + lw, @, + U + W) — ko(w, — lp, Wy — IP) — b, V)

ou seja,
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Portanto, o operador A é dissipativo de acordo com a Defini¢do 1.30.

Prova de (7).

Devemos mostrar que A € invertivel e que sua inversa A~' : H — D(A) € limitada.

e A é invertivel.

De fato, dado J = (j1, J2, 3, ja, Js, J6) € H, queremos mostrar que existe um tnico
U= (p,® ¢, ¥, w W) e D(A) tal que AU = J*, ou seja,

P J1

pﬁl(‘;@x + 1+ lw), + l;_(l)l(wx —lp) J2

U .

AU = i ) ===

o Vae = o (02 + 9+ lw) Ja

w Js

l;—(l)(wx —1p), — pﬁll(gox + 1 + lw) J6

Desta forma, consideramos
®=j, € Hy(0,L), V=33 H;0,L)eW=j5¢€Hy0,L). (2.17)

Resta mostrar que existem p, 1 e w em Hj (0, L) N H?(0, L) satisfazendo,

E(pr + ¢ 4 lw)y + kol(we — lp) = prj2 = —h, (2.18)
bye — k(0 + ¥ +lw) = pajs = —hy, (2.19)
]{Jo(wx — lgO)m — /{:l(g&x + w + lw) = p1j6 = —h3. (220)

Agora vamos analisar a equagdo variacional relacionada ao sistema (2.18)-(2.20).
Consideremos V = H; (0, L) x H}(0,L) x Hg(0, L) o espago de Hilbert munido da norma

(o, 0, w)ly = llellmg + 191y + llwllay = leallz + 1Yellze + [lwell 22, (221

Afirmamos que existe uma unica terna (i, 1, w) € V satisfazendo a equaco variacional

L _ L L
k/ (Pz + 9 +lw)(Pe + ¢ + l0)dx + b/ Vpedr + ko/ (wy — lp)(Wy — l@)dx
0 0 0

L ~
_ / (@ + ha + hyib)d,
0

para toda (¢, 0, w) € V.
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De fato, considere agora a seguinte forma bilinear a[-, -] : VV x V — R dada por,

~ L ~ L ~
al(p, ¥, w), (¢, ¢, w)] = k/o (2 + ¢ +lw)(Pr + ¢ + lb)dz + b/o Vp)pd

L
+ ko /0 (e — lp) (e — I@)dz (2.22)

= k((0g + ¥ + W), (8 + O + UD)) + b(thy, 1)
+ kO((wx - ZSO)7 (ﬁ)x - l@))

e seja A : V — R o funcional linear dado por,

L
A((@, P, w)) = /0 (hi + hoth + haw)dz. (2.23)

Agora, iremos mostrar que a e A satisfazem as hipdteses do Lema de Lax-Milgram.

(a) al-,-] é continua.
De fato, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular temos

lal(0, &, w),(#,, @)
<kl gs + ¥ + lwl g2 l|6s + O + 1]| 22 + B[ || c2l[1) |2
+ kollwe — lol| e[|, — 15| 2
<k(lleallre + 11l 2 + 1wl z2) (ol 2 + (19122 + [[10]] 2)
+ 0l 2 [ Wallz2 + ko(llwallze + Ll 2) (| @]l 2 + 1G] 2)
=k(l@allz2 |Gz llz2 + lloall 2912 + Ulpall 2 @]l 2 + ]| 22l Gel 2
+ 10l 21l 2 + Ul 2 0] 22 + Hwl| 2 |Gl 2 + Ulw] g2 19 2
+ Pllwll 2 || 2) + bllwoall 2 ([P 22
+ ko(l[we 2 ||| 2 + Ulws | 2|2l 2 + Ulpll 2|zl 2 + Pl @l 22|21l 22)-

Usando a Desigualdade de Poincaré, temos que

lal(p, v, w), (@,, D))
<c(llallzellGallzz + lloall 2 a2 + eallz2llds 2 + 1¢all 2l ol 22
+ 1@l cllell e + [0l 2102l 2 + llwall 2 | Gall 2 + llwall 2]z | 2
+ [Jwe| 2 ||, || £2)
=c(|lpzllz2 + 1¥ollzz + lwellz2) (1G]l +22 Wollz2 + (14| 22)
=cl(p, ¥, W)y |(&, ¥, @)y,

onde ¢ = ¢(l, ¢, ko, k,b) > 0.
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Logo,
]a[(<p, w: w)7 ((157 @Ev UN])” < C’(Spa wa w)|V|(¢7 ~7 U~})’V7

para todo (¢, 1, w), (@, 1, @) em V, ou seja, a ¢ limitada.

() al-,] é coerciva.

Observe que, da Desigualdade Triangular

(0, 0, w)ly = ez + a2 + [lws]| 2
< lpe + 9 + lwll gz + 19 + lwl| 22 + [[9all 22 + Jwe = Lol 2 + [llp]| 22
< lpe + 9 + w2 + |9 2 + Uwllzz + Yl z2 + lwe = lellz + @]l 22

Pela Desigualdade de Poincaré segue que

’(@,w,w”v
< llpe + ¥+ lwl[rz + (¢p + Dl[Yoall2 + lepllwallr2 + [we — Lol 2 + lepllpal| 2.

Logo,

(1= lep)llellee + [[Pallz + (1= lep) [lwal| 22
< lpe + 9+ 1wz + (¢ + D[vallz + [[we = ol 2.

Tomando ¢ = 1 — lc, > 0, pois | < ﬁ
c(llpzllzz + lI¥zllz2 + lJwzllr2)
< [z + ¢ +lwllrz + (¢p + Dvallz2 + [we — lg|| 22

Logo
1@allzz + ez + [Jwe | 2
(cp+1)
c

1 1
< EHgoererleLer WxHHJFEsz—l(PHL?

1 (cp+1) 1
= —k||¢z [ ~P—0b||y —ko||lw, — :
Skl 0 il + 220l + kol — ol
Considerando ¢; = max {i, (C”;l), %}, obtemos

lpellze + allaz + lewalloz < 6 (Kllpe + 0 + bwllze + blldsllae + kollwe — lpllzz ). 2:24)
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Elevando ao quadrado ambos os termos de (2.24), temos

(0,0, W = (l@allze + 9allz2 + [lwzl22)”
< E(kllpr + 0 + lwll g2 + bllvell 2 + kollw. — lpl|2)?
< (AR [ w + ¢ + lwl[T2 + 401z 172 + 2K lwe — lpl|72)
< &o(kll e + 4 +lwl[72 + bllvbz 72 + kollwe — lpl|72)
< Gal(e, ¥, w), (¢, %, w)],

onde ¢, = ¢?mdx {4k, 4b, 2k} > 0. Logo,

1
(0,90, w) 3,

Co

al(p, ¥, w), (g, 1, w)] >

0 que mostra que a € coercivo.
Note que A € limitado, pois usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

L L L
]A((@,@z),m))‘g/o h G /Ohgwd:v /Ohgwdx
< Al 181152 + all e Nlce + ol o 1l
<C (I8l e + I19lls + Il 2)

<C|@d.0)| . V(@b eV,

Poincaré, temos que

- -

onde C' = max {||h1HL27 ||h2||L27 thHLZ} Cp.
Portanto, pelo Lema de Lax-Milgran existe uma tnica terna, (p, 1, w) € V tal que,

al(, ¥, w), (@, 0, )] = AN@, 9, 0), ¥V (3,9,0) €V, (2.25)

onde a e A sdo dados em (2.22) e (2.23).
Agora mostraremos que de fato, (¢, 1, w) € (HE(0,L)N H2(0,L))’ e que satisfaz (2.18)-
(2.20).

Tomando em particular ¢ = 0, » = 0ew = £ € C§°(0, L) em (2.25) temos

L L L
/ k(p, + ¢+ lw)(l&)dx + / ko(w, — lp) (&) dr = / hsédz, V€& e C5(0, L),
0 0 0
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ou seja,

L L L
/ ko(w, — lp)(&)dx = —/ k(pe + 1 + lw)(l§)dx + / hs&dx
0 0 0
L
—— [ ltea v+ 1w) ~ hafeda, Ve € CR0.L),
0
Logo da defini¢do de derivada fraca, temos
ko(wy — lp)e = kl(@y + 9 + lw) — hg,

ou seja,
1
=

Assim (2.20) € satisfeita e w também pertence a H?(0, L).
Portanto, w € H}(0, L) N H*(0, L).

Wi (kolw + Kl(py + 1 + lw) — hg) € L*(0,L).

Agora, para g =0, 1) = ( € C(0,L) e w = 0, em (2.25) temos,

L

L L
/ kE(pe + 1 + lw)(dx + / b, Cpdr = / holdx, Y (¢ e C5e(0,L),
0 0 0

ou seja,

L L
| bgade == [ k(on 04 1) - ha)ide, ¥ G CF0.L),
0 0
Assim, da definicao de derivada fraca, temos,
Wpw = k(0 + 9 +1w) —hy em L*(0,L),

isto &, (2.19) € satisfeita e além disso, ¥» também pertence a H2(0, L). Portanto, ¢» € H} (0, L)N
H?(0, L).

Finalmente, fazendo ¢ = 0 € C§°(0, L), ¥ = 0 e w = 0 em (2.25), temos

L L L
/ k(or + 9+ lw)o,dr — / ko(w, — ly)(lo)dx = / hyodzx, Yo e C5(0,L),
0 0 0

ou seja,

L L
/ k(e + 1 +lw)oyde = / [kol(wy, — lp) + hy]odx, Vo e C5°(0,L).
0 0
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Assim,
k(p + 1) + lw)y, = —kol(wy — lp) —hy, em L0, L),

isto é, (2.18) é satisfeita. Além disso,

1
Oow = E(—k% — klw, — kol(w, — lo) — hy) € L*(0, L).

Logo, ¢ também pertence a H?(0, L). Portanto p € H; (0, L) N H*(0, L).

Assim, concluimos que existe uma dnica terna (¢, 1, w) com ¢ € (H}(0,L) N H?*(0,L)),
Y € (HY0,L) N H*(0,L)) e w € (H{(0,L) N H*(0, L)), satisfazendo o sistema (2.18) -
(2.20).

Portanto, existe uma dnica U = (p, ®, ¢, ¥, w, W) € D(A) tal que AU = J*, o que prova que

o operador A~ existe.

Agora, mostraremos que o operador A~ é limitado, ou seja, paratodo J = (1, j2, J3, ja, J5, J6 )",
existe ¢ > 0 tal que ||[A~1J|)3, < ¢|| |3,

Seja J = (j1, jo, J3, Ja, J5, Js) € H. Entdo, pelo que mostramos anteriormente existe U € D(A)
tal que AU = J, ou seja, em termos de suas componentes

o= j (2.26)

k(pe + 1 + lw)y + kol(w, — lp) = p1ja (2.27)
U = js (2.28)

bipos — k(0o + 0 + lw) = pajs (2.29)

W = js (2.30)

ko(we — lp)e — kl(z + ¢ + lw) = p1Je. (2.31)

Multiplicando (2.27) por ¢, (2.29) por %, (2.31) por w, e integrando sobre o intervalo [0, L],

temos

L L L
k/ (pz + ¥ + lw)pdx —I—krol/ (wy — lp)pdx = py / Jopdx
0 0 0

L L L
b _ - |

/0 Yypthda k/o (pz + U + lw)hdx ,02/0 Jabdx
—— —

L L L
ko/ (wy — lp)wdz —kl/ (o + ¥ + lw)wdzx = py / jewdz.
_ Jo . 0 0

-~

Somando membro a membro, fazendo integracdo por partes nos termos destacados e notando



que os termos de fronteira se anulam, temos

—kll o+ + lw||L2 — kollws — Ll 72 — bllve |z =

L L L
/ p1japda +/ p2jabd +/ p1jewdz,
0 0 0

ou seja,

kll o+ + w72 + Kollwe — lpll7> + bllvallz =

L L L
—/ PlszOde—/ P2j4¢d95—/ p1jewdm.
0 0 0

27

Da tltima igualdade e considerando ® = j;, ¥ = j3, W = j5 na definicdo da norma em H

(2.9),
obtemos

L
U5 =pallirllz> + pallgsllze + pulldsl72 — / prjapdz
0

L L
—/ P2j4¢d9’3—/ p1jewdz.
0 0

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

U153, <prllinllZe + pellislizz + pallslZe + pall gzl 2l e
+ p2lljallz2ll€ll 2 + palldell L2 l|wl] 2

Da Desigualdade de Poincaré segue que

U5, <pilljrallie + p2llisellie + pillsallie + prcillell rzllex |l 22
+ P20120Hj4|\L2 e L2 + PleJijsHLQ [|we || L2

ou seja, existe C' = C(py, p2, ¢,) > 0 tal que
U115 < ClI + ClU ] T
Mas como |U|y e ||U]|y s@o equivalentes, entdo
U113 < CllIN5 + CIUll T 13-
Pela Desigualdade de Young, temos

U5 < CITIE, + CN TG, + ellU -
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Tomando ¢ suficientemente pequeno, temos que
1AL IR, = U5, < CellJIIE, VT € A

Portanto, concluimos que A~! € limitado, o que conclui a prova de que 0 € p(A).

Prova de (7iz). Vamos mostrar que D(A) é denso em H.

De fato, da Teoria de espagos de Sobolev, sabemos que Hj(0,L) é denso em L*(0,L) e
que H?*(0, L) é denso em H}(0, L), com isso, temos que (H} (0, L) N H?*(0,L)) é denso em
H{ (0, L). Portanto

D(A) = (Hy N H?) x Hy x (HyN H*) x Hy x (Hy N H?) x Hy,
¢ denso em
H = Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0,L).
O que conclui a prova do Teorema 2.2. 0

No que segue, tendo em vista o Teorema 1.36 mostraremos agora que F defi-

nida em (2.11) € localmente lipschitziana em .
Lema 2.3. A aplicacdo F : H — H definida em (2.11) é localmente Lipschitziana.

Demonstracio: Sejam U = (o, ®, 1), U, w, W) e U = (4, , 1, ¥, w, W) em H. Considere-
mos R > 0 tais que
Ul <R e [Uly <R

Vamos mostrar que existe uma constante C' = C'(R) > 0 tal que
IF(U) = FO)3 < CIU = Ul (2.32)

Da definicao de F em (2.11) temos que

IF0) = FOV = | - ) = Fi(300) + (@)~ 1(8))|
|l to) = ol 5. ) 4 (o) = ()|
|| Ul ) = (0 0) + - (0s0V) = aa(0T)]|
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Denotando por Af; = fi(¢, 1, w) — f;(p,4),w) parai = 1,2, 3 temos

IF(©) = FON < I8l +— Al +— ALl
12 [or(@) - @)
P1

+— [ (g2(®) — 2(9)

2
(2.33)

1.2
2 2

o o || W) = g5 (7)

2

L2’
Agora, note que para cada ¢+ = 1, 2, 3 podemos escrever

assim, da Desigualdade Triangular temos

L L
%/O |Afi]2dx :i/ \(fi(g, 0, w) — fi(p, ¥, @) + (fi(p, 1, D)
— filp, ¥, @) + (filp, &, @) — f1(, 9, @) dx
—_/ | file, ¥, w) = fip, ¥, @) Pdx

+_/ |fl<(107¢aw) _fl((p)'l/;vw”zdx
P1 Jo
4 [F - -
+_/ |f1(%?/)a“7) _fl((ﬁvwvw)Fdl‘
P1 Jo
Usando a Hipétese 1
1 [t 4 [
= [V1afipde <= [ bl D+l + 0P - oPds
P1 Jo P1 Jo
4 [t 2 ~ " 7712 5|2
+E or(lel [0 (1 + [ + [") | — ¥ *dx
0
4 r 2005 147 1 ~171)2 ~|2
+E i or([Y] [@) (X + o™ + 12") e — ¢l da.
De H}(0,L) < L=(0,L), |Ullx < Re||U|lx < R temos que existe ¢, > 0 tal que,

HSOHOO < iR, ||S‘~7||oo < iR, ||¢||oo < iR, H?EHOO < iR,

[W]loo < CooRy [[10]loo < CaoR.
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Assim, como o, é continua em R?, entdo existe uma constate K ]1% > ( tal que

yLoo

ar(lel, [9]) < max ]af(|T|, ) < K},
ﬁﬂﬂJ@DSTgﬁgfﬁﬂﬂJM)SA%,

o) < max of(Ir] IN) < K

sCoo

Assim,
1 L 4K1 L
—/ |Afy|*d g—R/ (14 [w™ + @) |w — | dz
P1 Jo P1 Jo
AKL F N2 -
#2007 (1 o+ () - e
P1 Jo
4KL [ 5 B
+ 208 [T ol 4 160 o - pPda,
P1 Jo
Da desigualdade
(1+ |af +0]")* < 4 (1+|a/* + b|*) VYa,bpeR,
temos L . I
1 16K B 5
[T anPdr <SR (1 o 1) o - e
P1 Jo P1 0

16K [ - .
1S [ (o ) o - G
P1 0

16KL [
+ R/ (14w + |6 o — @Pda,
P1 0

ede H}(0,L) — L>=(0, L),

1 [k 16 B .
;;/\AﬁWMSE%%O+MM@“HWMHHw—M@
0

16 ~ -
+ 2K (1 12+ 1012 Il = B2
p1 (2.34)
16 _ -
+ EK}% L+ wll 2 + @122 lhw — @72
<K% (o = Iz + 10 = B3 + o — @l3:)
onde K} = 2K} (143 (5. R)™) > 0.
Utilizando o mesmo raciocinio, temos que existem constantes K3, K% > 0, tais que
L[t 2 3 112 T2 =112
| 18Rl < K3 (o = @l + I~ + e —ali), @39
0
1 L D) 4 ~112 T2 ~ 112
— [ 1afslde < K (o= @li3a + 10 = 913 + lw—a]3:) . @36)

P1 Jo
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De (2.34)-(2.36) e tomando K?% = 2max { K%, K3, K4} temos

2 2 2 - ~ -
CIARIP+ AR+ AR < KF (e = Bl 1~ Fl + o — 1)

N R L A A |
1@ = B3 + [0 = B3 + W - W)
< KU -UJ5

< GERIU-Ull:
devido a equivaléncia das normas | - |3 e || - ||%-

Substituindo em (2.33) a desigualdade acima, obtemos,

2

- . - 9 -
I7(0) = FO) e <6 RpaallU — Tl + || (51(®) — 01(#)

L2
2

+ % H(%(‘If} — g2(¥))

L 2’

2 2 -
+ (s W) = gs(1))]
P1
Além disso, utilizando a Hipétese 2 — (A,) temos que,
IF(U) = FO)I3, < KellU = U3,

A~ 2 2 2
onde Kp = méx {CIQ)K 2, 2%, 2%, %} > (0 € uma constante que depende de R > (. Portanto
1 2 1

F € uma fungdo localmente Lipschitziana. OJ

Agora estamos em condi¢des de obter o resultado de existéncia de solucdo

local dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.4. Suponhamos que as Hipoteses 1 e 2 sejam satisfeitas. Entdo, para todo U, €
D(A), existe uma constante T,,,, > 0 tal que o problema (2.12) em [0, T},4.) admite uma tinica

solugdo forte local U da forma
t
U(t) = S(t)Uo + / S(t—s)F(U(s))ds, Yt€[0,Thnas).
0

Demonstracao: Do Teorema 2.2 segue que o operador A é gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contragdes de classe Cy S(t). Assim, pelo Teorema 1.31 segue que R(I + A) = H e
de (2.16) temos que Re(AU,U) = 0 paratodo U € D(A).

Logo pelo Lema 1.27 segue que A é m-acretivo. Assim, usando o Lema 2.3, A m-acretivo e o

Teorema 1.36 segue o resultado desejado. U

Agora mostraremos que podemos estender a solucao local dada no Teorema

2.4 , para uma solucao forte e global.
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Teorema 2.5. Suponhamos que as Hipoteses 1, 2 e 3 sejam vdlidas e seja U solug¢do local em
um intevalo [0, T,ax) do problema (2.12), entdo Tr,.x = +00, ou seja, dado Uy € D(A) o

problema (2.12) admite uma tinica solugdo global.

Demonstracdo: Do Teorema 2.4, que dado U, € D(A) existe uma tdnica solucdo local U em

um intervalo [0, T}, ). Do Teorema 1.37 temos que se Tpax < 00 entéo,

lim [|U(t)||3 = +o0. (2.37)
t—=Thax
Assim, para mostrar que U € uma solugdo global, vamos mostrar que (2.37) ndo ocorre.
No que se segue ¢ € [0, Tyax) € 0 Omitiremos para uma questdo de simplificagdo de notagao.
Multiplicando a equagdo (2.1) por ¢, e integrando de 0 a L em relagdo a x,

obtemos

L L L
1 / O pedx —k/ (pz + U + lw)pedr —k:ol/ (wy — lp)prdx
0 0 | 0

-~

L L
= —/ fl(%w,w)%dw—/ 91(pe) prda.
0 0

Fazendo integragao por partes no termo destacado, obtemos

d L ’
Bl 4k [ (or+ v lw)pudo — kol [ (s~ looda
0 0 (2.38)

L L
=—/ fl(w,ww)sotdx—/ 91(p1)ped.
0 0

Agora, multiplicando a equacdo (2.2) por v, e integrando de 0 a L em relacdo
a x, obtemos
L
0

L L

L L
= —/ f2(%¢;w>¢td1’ —/ 92(¢t)¢td13-
0 0

Fazendo integragdo por partes no termo destacado, obtemos

pd

L L
5 7 el +b/0 wx(wx)tdwrk/o (0 + ¥ + lw)rda

i . (2.39)
. / fols by w)nda — / gaibn)tnd.
0 0
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Por ultimo, multiplicando a equacao (2.3) por w; e integrando de 0 a L em

relacdo a z, obtemos,

L L L
p1 / wywdr — ko/ (wy — lp)pwidx +kl/ (pz + U + lw)wydx
0 0 0

g

L L
= _/ f3(<107¢7 w)wtdx - / g3<wt>wtd$'
0 0

Fazendo integragdo por partes no termo destacado, obtemos

d L -
Ol ko [ G~ 1) (w4 K[ (a0 4 lo)unds
0 0 (2.40)

L L
= _/ f3(907 1/]’ w)wtdx - / g3(wt)wtdw‘
0 0

Somando (2.38), (2.39) e (2.40) membro a membro, temos,

d |1 L L
dt [§||U||3{+/0 F(%@b’w)dx} = _/0 (g1(p) e + g2(V)h + gs(w)wy)dr  (2.41)

Da Hipétese 2 — (A3) segue que

L +/LF( o w)dz| <0
dt 2 H 0 907 ) —= Yy

ou seja,

1 L 1 L
SR+ [ Flgvwyds < 5100+ [ Flansin,wn)ds
0 0

Mas como F'(s,r,q) > 0, pelo lado direito da hipétese (2.7), da desigualdade de Holder, da
Hipétese 1 e considerando f;(0,0,0) = 0 segue que

IUDN5 < C Vit e[0 Tnax)

onde C = [|Up||%, + 2 Ji F(0, o, wo)dz.
Assim,
lim [|U(t)|x < +oc.

t—Tmaz

Portanto pelo Teorema 1.37 segue que T1,.x = +00 0 que completa a demonstragdo da existén-

cia da solugao € global. U
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2.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Nesta se¢do iremos mostrar que a solucdo do problema de Cauchy (2.12), ou
equivalentemente, o sistema de Bresse (2.1) - (2.5) é exponencialmente estdvel.

Para isto, utilizaremos o método da energia perturbada, ou seja, mostrando
que existe um funcional £ (funcional de Lyapunov) equivalente a energia associada ao pro-
blema, o qual decai exponencialmente.

Inicialmente definimos a energia F'(t) associada ao sistema (2.1) - (2.5) por

P
2

) alt) 4 000 + 1O + 22 st) 140

" / Flo(t), (), w(t))d.

b
E@) =Slei®) 3 + 03 + Sllw®lz + 5101

Por simplificacdo, omitiremos do parametro ¢ nas normas e integrais.

Note que da defini¢do da energia temos a seguinte relacao:
U115 < 2B(). (2.42)

Lema 2.6. A derivada da energia satisfaz

d

EE@) = _/0 (91(%)%& + g2<1/1t)1pt —+ gB(wt>wt)dI.

Demonstracao: Multiplicando (2.1), (2.2), (2.3) por ¢y, ¥y e w;, respectivamente, segue a
desigualdade desejada (vide (2.41)). ]
Agora vamos determinar o funcional £ (funcional de Lyapunov) que usare-

mos para demonstrar o decaimento exponencial de energia.

Lema 2.7. Seja R(t) o funcional definido por

Entdo,

L L L
SR = [ etk [on+ v+ tu)ede ol [ (- 1o)ods
OL 0 . 0
- [ sitevwiede— [ geede.
0 0

Demonstracao: Multiplicando a equacdo (2.1) por ¢ e integrando de 0 a L em relacdo a =,
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temos que

L L
01 / oppdr =k (pz + U + lw)pdx + kol/ (wy — lp)pdx
0 0

/ L
’ L I (2.43)
—/ fl(%l/),w)@dx—/ g1 () da.

0 0

Note que,

d L L d L
pr (Pl/ sotsodm) = pl/ pr (prp) dz = py \¢t| dw+pl/ oupde,
0 0 0

de (2.43), temos que,

L

d L L L
pr (p1 / gotgadx) =p ]cpt\zdx + k/ (pz + U + lw)pdx + kol/ (wy — ly)pdx
0 0 0

0

L L
- fl(%w,w)wdx—/ 91(¢r)pdz,
0 0

o que conclui a prova do Lema 2.7. U

Lema 2.8. Seja T'(t) o funcional definido por

ps / Gyt d

/ |94 dw+b/ Veuhdr — k / (0z + U + lw)pdx

Entdo,

/ Folip, 6wy — /0 0o ().

Demonstracao: Multiplicando equagao (2.2) por ¢ e integrando de 0 a L. em relacdo a x, temos

que

L L L
pg/ Yypdr = b/ Ypupthdr — k‘/ (e + ¢ + lw)pdx
0 0 0 (2.44)

L L
0 0

Note que,

d L L d L L
E (Pz/o 1/1t¢d$) =p2/0 E(?/th) dx :Pz/o |¢t|2d5€+ﬂ2/0 Yyrpda.
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Utilizando a igualdade anterior em (2.44), temos que,

d L L L L
— d = 2d b 2aeWdr — k - [ d
dt(m/o wth) p2/0 P + / Yuspde /0«0 4+ lw)pde

L L
- / Falips b, w)bd — / aath ).
0 0

Isto completa a prova do Lema. U

Lema 2.9. Seja Q(t) o funcional definido por,

Entdo,

d L L L
%Q(t) =p1 / \wt|2dx + ko/ (wy — L) wdr — k;l/ (0r + ¥ + lw)wdz
0 0 0
L L
- / f3(§0, wv w)wda: - / gg(wt)wda:
0 0

Demonstracao: Multiplicando a equagado (2.3) por w e integrando de 0 a L em relacdo a =,

temos que

L L L
1 / wywdz :kg/ (w, — lp)wdr — k’l/ (pz + ¥ + lw)wdz
0 0 0 (2.45)

L L
- / f3(()07 ¢7 w>wtd~r - / gg(wt)UJdLU
0 0

Note que,

d L L d L L
7 <p1/ wtwd$> = pl/ p (ww) dx = Pl/ |w, |*dx + p1/ wywd.
0 0 0 0

De (2.45), obtemos

d L L L L
pr (pl / wtwdaz) =p1 / |wy|?dx + ko/ (wy — o) wdr — k‘l/ (pz + ¥ + lw)wdx
0 0 0 0

L L
- / f3(()07 wv 'IU)’lUd.CL’ - / gg(wt)wdx
0 0

O que mostra o resultado desejado. 0

Consideremos o funcional £ definido por,

L(t)=R(t)+T(t)+ Q(t) + NE(t) (2.46)
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onde NV é uma constante, que serd escolhida posteriormente.

Lema 2.10. Existe uma constante positiva vy, tal que

L 2) < —08(0).

Demonstracao: Dos Lemas 2.6, 2.7, 2.8 € 2.9 segue que

d

L L L L
GO =1 [Clodn k[ tv st twpde kol [ (wo = loeds — [ filou)eds
0 0 0 0

~~

L L L L
. /0 pr[2dz + b /0 ot —k /0 (0 + 1 + lw)pdz — /O Folip, v, w)bde

L L L L
+ p1 / ]thde + ko / (wy — lp)zwdx —kl/ (pz + ¢ + lw)wdz — / f3(e, ¥, w)wdz
0 0 0 0

(- I T (s

L L L
—/0 91(80t)90d$—/0 92(¢t)¢d$—/0 g3(wy)wdz.

Integrando por partes os termos destacados, usando as condi¢des de fronteira (2.4) e utilizando

as hipéteses (A;) e (As) nos dltimos termos, temos que

d
— L) <pilledlze + palltullzz + prllwellze = kllow + &+ bwlle = Kollws = Ipl72 = bl
L

L L
. d 4 d . d
m/o |90H90|1’+52/0 |w||w|x+@3/o fwelwldz
L L L
_/ f1(¢7¢7w)¢dx_/ f2(90>¢7w)¢dx_/ f3(gp7waw>wdl’
0 0 0
L L L
N - t td - t td - t td .
" ( [ st = [ mtwinde— [ sy )

Pela Desigualdade de Young e usando a hipétese (2.7), temos

d
— L) <pillenllze + palltullze + prllwellze = kllow + & + bl = Kollws — Loz = bl |72

+ CeBilleillie + ellells + CeBillvellzz + ell$lze + Cepsllwilze + ellwllz:

L
- / Flou,w)da + 01 l2e + pulll2a + m ]2
0

N (— / e / " i — / ng<wt>wtdas) .
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Utilizando a Desigualdade de Poincaré e reagrupando os termos, obtemos

d
L) <(p1+ CB)eellzz + (o2 + CB) Lz + (o1 + CoB5) w22

L
— kllps + ¢ + lwll7> — kollws — lpllze — bllvba]|7> — / F(e, ¢, w)dz
0

2.47)
+ (0 + o) lleelz + (1 + &) Sllvelzz + (m + &) S llwall 72
L L L
+ N (—/ 91(pt)pedr — / G2 (Ve )hydx — / gs(wt)wtdl') :
0 0 0
Aplicando a hipétese (A3) temos que g (¢s)r > aylpe]?. Logo,
L L
/ 91(r)pedz > 041/ lpil?de = au |72,
0 0
assim,
L
N [ aiedods < ~Naalloe (248)
0
Analogamente, obtemos
L
—N/ G2 (V) rdr < —Naw||[]]32, (2.49)
0
L
—N/ gs(w)wdzr < —Nag||lw|7-. (2.50)
0

Utilizando (2.48), (2.49) e (2.50) em (2.47), temos que

d
£ (o + CeBt — Now)llell7> + (p2 + Cof3 — Nao)[¢el72 + (p1 + CoB5 — Nog)|lwe 72

L
— kllgs + ¢ + lwl72 — kollws — lollz> — bllvall. — / F(e, ¢, w)dx
0
+ (01 +€) llwallze + (1 + ) pllvallze + (m + ) llwal|Z2

Agora, do Lema 2.1, temos que
d
L) <(or+ €5 = Naw)llalie + (pa + B} = Naw)[alF + (o1 + C.B3 — Naw)luw
L
= kllgr + 6+l — ol — Lol ~ Ululfe — [ Plowu)da
0

+ (11 +¢) Gaz (k|| @o + 9 + lwl|7> + kollwe — 1] 72 + bl[¥a|72)
+ (61 + ¢) Caz (k]| po + ¢ + lw|7 + kollwe — L] + bl ¥z ]|72)
+ (m +¢) Gaz (k|| o + 1 + w72 + kollwe — lo|l72 + bllthall7-) -
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Reagrupando os termos,

d
—L(1) <(pr+ CoBL = Naw)l@ullzz + (o2 + CoBy — Naw)[[dell7z + (pr + Co5 — Nag)[[w |72

-/ " Pl o w)de

+ (61 +¢) Cag + (m +€) cag + (u1 + €) ciag — 1) k| o + ¢ + lw]|7
+ ((01—}-6 C CL2+(771+€)C CL2+(M1+€>C ag — 1) b||¢a¢”L2
+ ((01 +€ C CL2+ (771+6)C as + (Hq +€)C as — 1) k0||wx lQDH%Q,

ou melhor,

d
Eﬁ(t) < — (Nay = p1 = C-5) lgillz2 — (Naz — pa — C3) ||4l7
(41) (i2)
L
- (Vas = pr = Gl ~ [ Flobws
~~ 0
(i3)
— (1= (01 +m + p1 + 3¢) haz) k|| o + 0 + lwl|7-
(ia)
— (10)bl|vz (172 — (ia)kol|we — L2z

Tomando 0 < ¢ <

>— ¢ usando a hipétese (2.7) temos
CpCL2

0 3e <
(01 +m1 + py) + 3¢ 20

e portanto

. 1
24:1—(01+n1+u1+3€)c§a22§

como agora C. estd fixado tomemos N suficientemente grande de modo que (1), (i2) e (i3)
sejam positivos.

Logo, existe um o = min { (i) : k =1,2,3,4} tal que

SL() <~ ().

o que conclui a demonstragdo do lema. U

Lema 2.11. O funcional L(t) defino em (2.46) é equivalente a energia E(t), ou seja, existem

constantes positivas ¢ e ¢ tais que,

CE(t) < L(t) < EE(t). (2.51)
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Demonstracao: De (2.46),

L L L
L(t) =m / wrpdr + py | Ypdx + py / wywdr + NE(t).
0 0 0
Assim, utilizando as desigualdades de Cauchy Schwarz e Young, obtemos
P1 P1 P2 P2 P1 P1
£) <21l + Ll + 21wl + 21w + 2wl + 2wl + NE)

Aplicando a Desigualdade de Poincaré e a definicdo da energia E(t), temos

P1 /)1
L(t) (1+N)—Hsot||Lz+(1+N)—\|¢t|le+(1+N)2H wyl|7z + - p L= lpa 72

P2 Pl
22 3+ L

b k L
+N(§H ot bt 5100+ Pl — 16l + [ Flovoie).
0

Novamente utilizando o Lema 2.1, temos que

p
L) <(1+ N)—HsotHLz +(1+N) ZHM%z +(1+ N)gll\thiz

c2a _ +
1722/)1 (Kl @z + ¢ + lw]|72 + kollwe — lpl|72 + bl[l|72)
2a — +
p22 (Kl @0 + 9+ lwlZ2 + Kollwe — 1ol 72 + blleba|72)
c2a _ +
1022p1 (|l o + ¢ + lw|)32 + kollwe — Lol|72 + bllthal|72)

k b k
# 8 (Sl e+ 01wl + S0l + 2

L
||wr lol|72 +/ F(gp,w,w)dx).
0
Organizando os termos, temos
L) <(1+ N2 + N2 + (14 N2 )2
(1) <(1+ ) llellze + (14 )5 1%allze + (14 N) [l |72
k 2
+ ((2p1 + p2) cas + N) EH 0z + U+ |72
b
+ (201 + p2) cpaz + N) —||%||%2

+ ((2p +P2)C az + N) —||w$ lol7-

+N/ (¢, ¢, w

Tomando ¢ = max {(1+ N), ((2p1 + p2) a2 + N) } , segue que

L(t) < EE(1). (2.52)



Primeiramente, note que, pela Desigualdade de Young, temos que

2
u u
Ue 2
2‘—p“t A

|pugu| = 2| puy|

Portanto,
2

2
— pQuf + & < pugu < p2uf + u_‘
4 4
Assim, de (2.53) e da Desigualdade de Poincaré temos

L 2
1 c
| mreweds = =gl - el = =l = Zlgall
0

L 2
1 c
/ pabybdr > —p3||v) 7. — ZWH%z > —p3llell7e — Zpll%lliz
0

2

L
1
| ovwwds = =il =l > =l - 2o

Assim, de (2.54)-(2.56) concluimos

1 1 1
L(t) == pillellz: - ZCZH%H%Q — pallelze — ZC?;H%H% — pillwell7> — 4 <
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(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

cpllwllZ:

P1 P2 P1 k
# 8 (Dl + 2100 + Lol + 5l a+ 0+ 1l + el

k L
0, = gl + [ (e vwie).
0

Novamente pelo Lema 2.1, temos

L(t) =(N - 201)—||90t||L2 (N—2P2)—||1/)t||L2 (N - 2p1)_||wt||L2

1
ZCf;az (Kl @z + ¥ + lwllZz + kollwe — lllZ> + bllal72)
1
ZCﬁaz (Bll @z + ¥ + twlZe + kollwe — |72 + bllal72)
1

- 10}5@ kll o+ + 1w + Kol lws — l80||2L2 +bl[ez72)

_|_
=

Reagrupando os termos, temos

L(t) =(N — 291)—H90t||L2 +(N - 2P2)—|I¢t||m +(N - 2p1)_||wt||L2

9 s, le%z)

3 k
v (- 5) (5ot 0+ e+ S+ 2

+ N/ F(p, ¥, w)dx
0

k L
e 0 bl + Sl + 2 — i+ [ F(so,w,md:c).
0
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Tomando N suficientemente grande e ¢ = min { (N — 2p1), (N — 2p2), (N — 3c2as) }, temos
que

¢E(t) < L(t). (2.57)
Logo, de (2.52) e (2.57) a prova do Lema 2.11 estd completa. [

Agora estamos em condicdes de enunciar o resultado de decaimento. Mais

precisamente, provaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.12. Suponha que as Hipdteses 1, 2 e 3 sejam satisfeitas. Entdo, o sistema (2.1)
- (2.5) é exponencialmente estdvel. Mais precisamente, se U = (@, o4, 0, 0y, w,wy) € uma

solucdo de (2.1) - (2.5), entdo existem constantes positivas Cy e 7y tais que
E(t) < CoE(0)e .

Demonstracao: Dos Lemas 2.10 e 2.11 temos que

SL(0) < ~L(H),

onde 7 = 2. Multiplicando a desigualdade acima por e, e depois integrando, obtemos,
L(t) < L(0)e ™™,
Novamente utilizando (2.51), concluimos que,

¢E(t) < ¢E(0)e ",

¢
é

Portanto, tomando Cj = £, temos
E(t) < CoE(0)e ™,
como queriamos demonstrar. Com isso, da relacdo Energia Solugdo (2.42) segue que

IU®15 < CoE(0)e™,

0 que mostra que a solucdo de (2.1) - (2.5) € exponencialmente estdvel, ou seja o sistema (2.1)

- (2.5) é exponencialmente estavel. ]
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3 SISTEMA DE BRESSE COM DISSIPACOES FRICCIONAIS NAO LINEARES

Neste capitulo estudaremos o mesmo sistema do capitulo anterior conside-
rando as f;’s nulas e com hipdteses ndo lineares para as fungdes g;. Assim o sistema estudado

sera
P1Ptt — k((px + w + lw)l‘ - kol(wx - ZSO) + gl(@t) =0 em (07 L) X (07 00)7 (31)
p2'¢tt - bwzx + k(‘ﬁx + w + lw) + g2(wt) =0 em (07 L) X (07 OO), (32)
prwy — ko(wy — o)y + kl(py + ¥ + lw) + g3(wy) =0 em (0, L) x (0,00), 3.3)

com as mesmas condicdes iniciais e de fronteira utilizadas no capitulo anterior, ou seja,

com condig¢des de fronteira
©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) = w(0,t) =w(L,t) =0, Vt>0, (3.4)

e condicdes iniciais

10(70) = ¢o(')7 wt('vo) = ?/)1(')7 (3.5)

Neste capitulo serdo consideradas as seguintes hipéteses:

Hipotese 1

As fungdes g; : R — R, i = 1,2,3, sdo fungdes de classe C'(R), satisfazendo as seguintes
condicoes:

(A4) g:(0) =0,

(A5) existem constantes positivas m; € m? e y > 0 tais que

mbls]” < gi(s) <m?(1+]s]"), Vs € R.

Da hipétese (As) concluimos que as g; satisfazem
(As) 1gi(s)] < Bi(]s| +[s|"™!), Vs € R e paraalguma constante 3; > 0,7 = 1,2, 3.
(As)" Existe uma constante positiva o, tal que g;(s)s > a;|s|7*2, 1 =1,2,3.

3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Nesta se¢do utilizando o método de Faedo-Galerkin, mostraremos a existén-

cia e unicidade de solucdo para o sistema (3.1)-(3.5). Mais especificamente, temos o seguinte
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resultado:

Teorema 3.1. Sejam g, 1o, wy € HJ(0,L) N H*(0,L) e @1, 1, wy € H(0,L), assu-
mindo que a Hipotese 1 é satisfeita, entdo o sistema (3.1)-(3.5) admite uma vinica solucdo forte

o, w e L0, T, HYO, L) 1 HP0, 1)); o, th, w, € L0, T3 HY(0, L) N I3(0, L);
ity Ui, wy € L(0,T Lz(OaL))‘

A demonstracdo serd dividida em vérias etapas.
Observacao. Por simplificacdo, omitiremos eventualmente o parametro ¢ e utilizaremos a mesma
constante ¢ > 0 para diferentes constantes.

O problema aproximado. Seja {v;},_ uma base ortogonal de 3(0, L) N H*(0, L) e ortonor-

mal em L?(0, L) dada por autofungdes do problema

—Vjge = )‘jvj em [0, L], (36)
v;(0) = v;(L) = 0.
Para cada m € N, seja V},, o espaco vetorial de dimensdo finita
Vin = [v1, 09, ..., 0] € Hy(0, L) N H?(0, L).
Procuraremos por solugdes da seguinte forma
) =Y Fimv; ) = b w () =D rjm (b (3.7)
j=1 j=1 j=1
do seguinte problema aproximado
pr(et s vg) + k(g + 4™+ 1w™, vje) = kol(wg' —1p™, v5) + (g1(¢1"), vj) = 0, (3.8)
p2(Vit' s 05) + bW, vja) + k(" + 0™ +1w™, v)) + (92(¥4"), v5) = 0, (3.9)
pr(wit's v;) + ko(wy" — 1™, vja) + KI(@5" + 9™ + 1w™, vj) + (g3(wi"), vj) = 0, (3.10)
7 =1,...,m, com condi¢des iniciais
©"™(0) = gty ¥™(0) = Y, w™(0) = wy', (3.11)
i (0) = @1, " (0) = 41", wi(0) = wi, (3.12)
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onde

oo — Qo, Yyt — Yo, W — wy, (forte)em  Hy(0,L) N H*(0,L), (3.13)
O — @1, YT — by, W — wy  (forte)em  Hy(0, L), (3.14)

quando m — oo. Observe que, por (3.7), (3.11) e (3.12),

eo = ¢"(0) = ifjm(o)vg i(soo ,v;)v; — wo em Hy(0, L) N H*(0, L),
p P

o= (0) = ilf;mm)v] im )0y — rem HE(0,1) N H2(0, ),
p p

Y =™ (0 f; Bjm (0 Zm;(zpo L v;)v; — b em HE(0, L) N H?(0, L),

Y7 =P (0) = zm;h;m(O)v] i(zpl ,vj)v; — by em Hy (0, L) N H?(0, L),

w = w™(0) = irjm(())v] = i(wo ,vj)v; — wo em Hy (0, L) N H*(0, L)
j=1 i=1

wit = w(0) = ir;m(())v] = i(w1 ,v;)v; — wy em Hy (0, L) N H?(0, L)
j=1 i=1

(wff0) ) = (Z r;;<t>vi,vj> =3 60 ) = 0
(3 (t), vja) = (Z fzm(t)vm,vjx) = Zflm(t)(vmvjx) aj fim(t)
(V' (), vjz) = (Z Pim () Vi, Ujﬂﬁ) = Z him () Wiz, Vi) = ajhjm ()

i=1

onde a; = (’ij, ij).
Deste modo, podemos reescrever o sistema (3.8)-(3.12) no seguinte sistema
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de Equagdes Diferenciais Ordindrias de segunda ordem

/ kol? .
m®+%wwwzwmjzuwm (3.15)
y k kl )
hgm<t> -+ —hjm<t> + —ij<t) = Hj(t), ] = 1, NN IS (316)
P2 P2
p kl? kl )
rjm(t) + —rjm(t) + —hm(t) = R;(t), j=1,...,m, (3.17)
P1 P1
onde
Fit) = % —ka; fi"(t) +Z(—khim(t) — klrim (t) — kolrim (1)) (vi, vjz) — <91 (Z fi/m(t)vi> a%‘)] ;
L 7 1=1
H,(t) = % —ba;hT +Zkfzm )(vis vj2) — (gz (Z h’im(t)vi> wj)] ;
L =1 =1
R;(t) = % —koa;rT"(t) + Z kol fim (£) + kL fim (£)) (Vi vj2) — (93 (Z rém(t>vi> w)] ;
L =1 =1

Com condicdes iniciais

ij(O) = (SOSnvvj)> f]/m(o) = (90717177]]')? hjm(()) = (wgn,?}j), h;m(O) = (winvvj)a

Agora, vamos encontrar uma solugdo para o sistema de E.D.O’s acima. Para

isto, usaremos o Teorema de Carathéodory. Reescrevendo o sistema acima na forma matricial,

temos
im(t) BE0 0T [fim(®) Fi(t)
WL+ 0 Zﬁz g him@) | = |H;(t)|, j=1,...,m,
T (1) 0 2 T-] Lrim(?) R;(t)
A ~ g N ~- NS ~~ J N /
Z'(t) A Z(t) W(Z(t))
((Po a’Uj) ¥1 77)])
Z0) = | (g, v;)| €Z'(0) = | (W) |, F=1,....m,
(wg', v;) (wi*, v))
ou seja,
Z"(t Z(t)=W(Z({
(t)+ AZ(t) = W(Z(0), .
Z(0) = Zy, Z'(0) = Z.
Definindo

Yi(t)

N =20, ¥t) = ZWeve) = |

Y
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tem-se
vy [HO] Z[Z0] _ Ya(t)
Y3 (1) Z"(t) —AYi(t) + W(Yi(t))
o 1] me L] oo
—A 0 [Ya(t)] (W)
B o (1)
o ] - ro] -

Assim podemos reescrever o sistema acima como o seguinte Problema de Valor Inicial de pri-

meira ordem

{ Y'(t) = BY (t) + C(Y(t)), (3.19)

Y (0) = Y,.

No que segue, vamos mostrar que a func¢ao

D :[0,T] x R®™ — RO™
(t,Y) = D(t,Y) = BY + C(Y),

satisfaz as condi¢Oes do Teorema de Carathéodory.
(i) D é mensuravel em relacdo a varidvel ¢, para cada Y fixado.
De fato, observe que D(¢,Y) = BY + C(Y') ndo depende de ¢, logo D satisfaz a condig@o (i).

(ii) D € continua em relacdo a Y, para cada ¢ fixado.
De fato, basta observar que a continuidade de C' é proveniente da continuidade das funcdes ¢g.s

e como BY € continua segue que D é continua.

(iii) Dado um compacto K C [0, 7] x R%™, existe uma fungdo real m,, Lebesgue-integravel tal
que
”D(t,Y)HRGm S mk(t), V(t,Y) € K

De fato, como C' e B sdo continuas existem constantes C'; e Cyy, tais que



D, Y )||rem < [|BY |[gom + ||C(Y)||rem
< |IBIIY [lrem + |C(Y")||rem
< Chy + Oy, = C,,

para todo (¢,Y") € k. Pondo my(t) = C}, a condigdo (iii) € satisfeita.
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Assim, em virtude do Teorema de Carathéodory o sistema (3.8)-(3.14) possui uma solucgdo local

em algum intervalo [0, ,,).

Serdo realizadas trés estimativas a priori.

Estimativa a priori 1. Multiplicando (3.8) por f; (t) , (3.9) por &}, (t), (3.10) por },.(t) e

somando de 7 = 1 até m, obtemos

pileti i) + k(py' + 9™ +1w™, o) — kol(wy® —10™, ¢0f") + (91(#1"), ¢i") = 0
p2(Vits i) + b(W5" i) + k(" + 9™ + w™ ") + (g92(47"), ¥1") = 0,
pr(wys wi) + ko(wy" — o™, wiy) + k(5" + 9™ + 1™, wi) + (g3(wy"), wi) = 0.

Somando membro a membro e reagrupando os termos obtemos

t L
Eult) + / / (91 ()T + G + galwf ) dads = Ep(0),

onde

En(t) = Zler i + 217 Ol + lwi @12 + slvr @l
+5 1 @ () + ¢ () + ™ (0172 + Flwi () — L™ (112

De (3.23) e (A5)” temos que

En(t) < En(0) = &llol7: + BllvrlZe + 5 1wlg: + slvglz.

51 e + U5+ w17 + Sllwgs — leg 7.
Das convergéncias (3.13) e (3.14), existe ¢ > 0 tal que
En(t) < En(0) <c.
Do Lema 2.1 e da desigualdade acima segue que

I Oz + [ 17 + [ (@)l < Co.

(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Assim, de (3.24) e (3.25) concluimos que

(©™), (™), (w™) sdo limitadasem L>°(0,T; Hy(0, L)), (3.26)
(@), (™), (w) sdo limitadasem L*°(0,T; L*(0, L)), (3.27)
(@ + 4™ + lw™) ¢ limitada em  L(0,T; L2(0, L)), (3.28)

(W™ — ™) & limitada em L(0,T;L%(0, L)) (3.29)

Para a segunda estimativa vamos estimar os seguintes termos ¢};(0), ;7(0) e wy;(0).
Multiplicando (3.8) por f7,(t) , (3.9) por h7,,(t), (3.10) por 7. (¢) e somando de j = 1 até m,
obtemos

p1(eit> oi) + k(ey + 9™ +1w™, o) — kol(wy" — 1™, @) + (g1(0f"), o) =0, (3.30)
P2 (VI YY) 4+ b, P ) + k(@™ + ™ 4 lw™, Pm) + (g2 (¥M), ) =0,  (3.31)
pr(wgy, wiy) + ko(wy' — 1™, wip,.) + kl(@y" + 9™ 4+ 1lw™, wiy') + (g3(wi"), wiy) = 0 (3.32)

Fazendo ¢ = 0 em (3.30) e aplicando integracdo por partes temos

ol O] — & / (7 (0) + 4 (0) + L™ (0))g (0)dx
kol / (w(0) — 1™ (0)) g2 (0) e + / 01 (0 (0)) g (0)d = 0,

0

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

pullei (0)]172 < Kllel(0) + 97 (0) + lwi (0)] 2l (0) | 2
+ kol[[w;(0) = 1™ (0) |2 [l (0} 22 + llga (7" (OD] 2l 0z (O) ] 22,

e da Desigualdade de Young obtemos
pillei (0)[72 < Keellel, (0) + 9 (0) + 1w (0)II72 + ell@if (0)[72 + kolee [w(0) — 1™ (0) |72
+ el (0)[72 + cellgr (7 (0))II72 + ellf (017
Logo,

(p1 = 3e) [0 (0)[|72 < kel (0) -+ 92(0) + lwi*(0) |72 + kolee[[wl(0) — 1™ (0) 13-
+ cellg1(7(0)) 122

Tomando ¢ = £ e usando que g satisfaz (A5)', Hy — L9(0,L) ¥ ¢ > 1, segue das conver-
géncias (3.13) e (3.14) que

1o (0)]172 < c, (3.33)

para alguma constante ¢ > 0.

De modo andlogo, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young em
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t = 0 nas equagdes (3.31) e (3.32) obtemos,
I3 )12 < e, iz (0)lIZ: < e, (3.34)
para alguma constante ¢ > 0.

Estimativa a priori 2. Derivando o problema aproximado em relacdo a ¢, depois multiplicando
a primeira equagéo obtida por f}(t) , a segunda por h7,,(t), a terceira por r7},,(t) e somando
de 7 = 1 até m, obtemos

pL(@t, o) + k(@h + 0 + lwi, iy, ) — kol(wiy — 1o, oit) + (g1 ()it pit) = 0, (3.35)
p2(Vig, Vi) + bW, i) + k(@ + i + lwi™, ¥ ) + (g2 (Vi) i) = 0, (3.36)
pr(wity, wiy) + ko(wiy — 1T wit,) + kl(ep + " + lwi™, wit) + (g3 (wiwiy, wiy) = 0. (3.37)

Somando (3.35), (3.36), (3.37), reagrupando os termos e considerando

F(t) =pilleilie + p2llilli + pullwip] 3z + bllwkll7
+ k|| o 4 o 4 w172 + kollwih — 1o} |17,

d k /(. m m\2 o g / m m\2 . g / m m\2
33P0 == [ alenenra = [ gomenia - | gwrie <o

Segue da Hipétese (As)

1d
——F(t) <0.
2dt (=0

Integrando de 0 a ¢ a desigualdade anterior, obtemos

F(t) < F(0). (3.38)

Além disso, de (3.33), (3.34) e (3.14) segue que F'(0) < c.
Utilizando (3.38), segue que

pillet Lz + p2llvy (ONZ2 + pullwit (D172 + bllog ()22
+ k[l i (t) + 0 () + lw" ()72 + kollwi(t) — e (DL < c.

Pelo Lema 2.1 temos

pillelt (DN72 + p2ll i I + prllwi (D72 + lleiz (DN + I ON72 + lwi @l < C,
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onde C depende dos dados iniciais. Com isso, concluimos que

("), (™), (w) sdo limitadas em L>(0,T’; HS(O, L)),

(3.39)
(i), (), (wi}) sdo limitadas em L>°(0, T'; [/2(07 L)).

Estimativa a priori 3. Multiplicando (3.8) por \; f;,,,(t), (3.9) por ;1 (t) € (3.10) por A;7%,, (t),

usando (3.6) e aplicando a integracao por partes temos
+ ((91(05"))z f]/'mvjw> =0,

2<¢ZLx7 h;mvjw) + b<¢x:p7 jmvjfx) + k(@:px + w + lwx ) h’;mv]x)
+ ((92(¥1")) s jmvj$) =0,

P1 (wtt$7 r]mvjx) + k’o( lgpz 7ijvjl’ﬂ»‘> + kjl(()O:Bx + ¢m + lwz ) ]mvjx)
+ ((gs(w)” ))xﬂ“jm?fja:) = 0.

Somando de 7 = 1 até m, obtemos

P1(Pites Pin) + k(soZ; + wm + lw;", Ploz) — kol( l% ,wm) + ((91(#}"))as 1z) = 0,
P1 (wttaw wt:p) + ko( lng 7wt:m:) + kl(%Qx:t + wm + lwx 7wtx) + ((93(11)?))%“);2) =0.

Assim reagrupando os termos, segue que

1d

5@ pl"@tz||L2 + p2|‘¢tzHL2 + p1||wt:1:||L2 + b“¢ ||L2 + kH Sozz + ,(/)m + lmeL2 + kOszcc l<p;n||%2

F(t)
L L L
:—/O g'l(tp?“)(w?i)de—/o b (V1) (Vi) d /0 g5 (wi™) (wip)?de <0

Novamente da Hipétese (Aj), temos que

d

7=

Assim, integrando a desigualdade acima, obtemos que
F(t) < F(0).
De (3.13) e (3.14) segue que F(0) < c. Assim
F(t) < C < o,

onde C' depende dos dados iniciais.
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Da desigualdade acima e do Lema 2.1 segue que

e (0)l72 + [V )l72 + Jwi (D)7 < C.
Portanto

(©™), (™), (w™) sdo limitadasem L>(0,7; H*(0,L) N Hy(0, L)),
(@™ + ™ + (w™) ¢é limitada em L>(0,T; L*(0, L)), (3.40)
(w™ — Io™)  é limitada em L>(0,T; L*(0, L)).

Vamos mostrar que (g1(¢}")), (g2(¢¥")) e (g3(w)™)) s@o limitados em L%(O, T; L%(O, L)).
De fato, como ¢1(0) = 0, pelo Teorema do Valor Médio, temos que para algum 6 € (0, 1)

9100 = lgr (") — 91(0)] = |95 (02" [l
Da hipétese (As)” temos
91001 < mi(1+ e M| = milel + e ™).
Como ¢} é limitado em L>°(0,T’; H}(0, L)) e além disso, vale as imersdes
L>(0,T; Hy (0, 1)) = LY7(0, T L7*(0, L)), (3.41)

segue que

T L 2 T L 42 L )
| [ateniFHaa<e [ ([ leriaes [errei)
0 0 0 0 0

Aplicando a Desigualdade de Holder temos que

T L 4o 3 T I ﬁ T L
[ [ et <t [ [Cirrcan) " anee [ [ jerrta,
0 0 0 0 0 0

e de (3.41) concluimos que

Tt 2
| [t <c.
0 0

Analogamente obtemos que

T L 42 T L .
/ / g2 (") dadt < C e / / |gs(w™) |+ dadt < C
0 0 0 0
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Portanto

(91(©1"), (g2(¥7™)) e (g3(wy™)) sdo limitados em L%(O, T; L%(O, L)). (3.42)

Passagem ao limite. De (3.26), (3.39), (3.40) e do Teorema 1.14, existem subsequéncias que
serdo denotadas igualmente a sequéncia de tal forma que

P B, ™ B w™ S w em L>(0,T;L*0,L)),
OF = pr, Y s wit 2wy em L>(0,T;L%0,L)),
O = ut, VT by, Wiy = wy em L>(0,7;L*0,L)),
e + P ™ D g+ + lw em L*(0,T;L%0, L)), )
PP L S o+ + lw,  em L°(0,T; L2(0, L)),
w™ — ™ 5w, — lp em L>(0,T;L*0,L))
Wiy, — P = wep — Loy em L>(0,T;L?(0,L)),
ve — Yoz em L%(0,T5L(0,L)) = [L'(0, T3 L*(0, L))]

0

T L
/ / o+ + lwl)ndedt —
0 0

/
/
/OT/OL%mew yndedt — /OT
/
/
/

(e + ¢ + lw)ndzxdt,

/

T L

/ (o 4+ ) ndedt,
0

/

T L
/ / —lpMndxdt — /(wm—lgox)ndazdt,
0

/OT/O e"Mndxdt, —
/ / Drndrdt —

(wy — lp)ndxdt.

De (3.42) temos que,

g1(@") = g1(pe), g2(V") = ga (), ga(wi™) — gs(wy),

em L+ (0, T; L3+ (0, L)) = (L72(0, T; L72(0, L)), isto é, paratodon € L7+2(0, TL12(0, L))
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tem-se

T L
/ / oo ndedt —» / / o1 ndadt,
0 0
T L
/ / (i ndedt —s / / ga(tb)dadt,
0 0
/ / golwndedt —> / / gs ) ndadt.
0 0 0 0

Sejam j,m € N, com j < m fixando j, tomando em particular n = v;6, com § € D(0,7T).

Entao,

T T
| wroppwae — [ (oo
0 0
T T
/(¢?§7Uj>9(t)dt—> /(¢tt,vj)‘9(t)dt7
0 0
T T
/ (W v,)0()dt — / (wn, v;)0(8)dt,
0
T
/(gom—i—w + 1w}, v;)0(t)dt — / (Paz + Vo + lw,, v;)0(t)dt,
’ T
| et — / (oo 0,)6(0) L,
0
T
/(@?+¢m+lwm,vj)9(t)dt—> /((px+w+lw,vj)9(t)dt, (3.44)
0 0

/O S 1m0t —s OT(wm o )60
/OT(w;”—lsom, t)dt —» / I, v0;)0(t)dt,
/OT(gl(Spgn)»Uﬂe(t)dt—) /0 (01(o0). 0,)6(8) L
/OT(gz(w?"‘),vj)e(t)dt — /OT(92(¢t)>Uj>9(t)dt,
[ oo — [ o mo

Da integragdo por partes temos que o problema aproximado € dado por

p1(egy,vj) — k(@h + 00 + 1w, vj) — kol(wy' — 1™, v5) + (g1(¢f"),v;) =0, (3.45)
(¢;?’Uj) _b( xz?vj)—i_k:((px +¢m+lw )+(92(¢Zn)avj) :Oa (346)

Agora multiplicando (3.45)-(3.47) por 6 € D(0,T) e integrando de [0, T'], tem-se
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T T

T
(wﬁﬂweawt—k/"@ﬂ;+wy+4w?ﬂwe@Mt—kd/”mﬁﬁ—zwﬁvﬁeth
0 0

S—

Pl

+ [ (i), v5)0(t)dt = 0,

>~
35

T T T
(¢, v)0(t)dt — b/ (s, v;)0(t)dt + k/ (rr + ™ +1lw™, v;)0(t)dt
0 0

S~

P2

+ [ (92094), v5)0()dt = 0,

S—
3

T

T T
p1 | (wif,vy)0(t)dt — ko / (wys — lon',v5)0(t)dt + k:l/ (P + ™ +1lw™, v;)0(t)dt
0 0

S—

T
434 (g3(wi™), v,)0(t)dt = 0,

fazendo m — oo, das convergéncias (3.44), obtemos

T T T
p1 /0 (pue, v5)0(t)dt — k/o (Pza + VY + lwy, v;)0(t)dt — k:ol/o (wg — lp,v;)0(t)dt
T
+ [ @ten vt =o,
0

T

T T
pg/o (wtt,vj)ﬁ(t)dt—b/o (wm,vj)ﬁ(t)dt—i-k/o (00 + 1 + Lw, 0;)0(0)dt

T
—1—/0 (g3(wy),v)0(t)dt =0, .

Como {v;} . é base de H (0, L) N H?(0, L), assim para todo v € Hg(0, L) N H?(0, L) tem-se

T T T
o’ /0 (o, 0)0(E)dE — /0 (Gnn + b + lirg, 0)0(E)E — kol /O (ws — Lo, v)0(t)dt

(91(pe),0)0(t)dt = 0,
T

T
(¢tt,v)9(t)dt—b/ (@Z)M,U)H(t)dtJrk/ (0o + 1 + lw, v)0(t)dt
0 0 (3.48)

T T
(wee, v)0(t)dt — ko/o (Wae — lipg, v)0(t)dt + kl/o (pz + 1 +lw,v)0(t)dt

|

I
+Aﬂwmeﬂmﬁ=&

|

|

(g3(wy),v)0(t)dt = 0.
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Podemos reescrever o sistema (3.48) da forma

(1ot — k(Pax + Yo + lwy) — kol(we — 1) + g1(01), 0())v)
((pather — bbaw + k(02 + 9 + lw) + g2(31), 0(1))v)

(1w — ko(Wez — o) + kl(@s + 1 + lw) + gs(wy), 0(t))v)
Vo e Hy0,L)Nn H*(0,L)eVY 0 € D(0,T).

lp)
)

I
o o o

Isto significa que

prw — k(pe + 10 +1w), — kol(we — lp) + g1(¢) =0,
92¢tt - bdjxx + k(gp:v + 1/1 + lw) + 92(¢t) = 07
prwy — ko(we — l@)x + kl(0e + ¢ + lw) + g3(we) = 0,

em D'(0,T, H}(0, L) N H*(0,L)). Como
Git, k(e + 10+ 1wy, kol(w, — lp) € L°(0,T; L*(0, L)),

segue que g1() € L=(0, T; L2(0, L)).
De modo andlogo temos que go(¢;), gs3(w;) € L*°(0,T; L*(0, L)).

Com isso concluimos que

prow — k(0z + 19 + lw)e — kol(we — lp) + g1(er) = 0,
P1Wst — ko(wx - l‘P):v + kl(‘:px + 9+ lw) + 93(wt)

N
o \'O

em L>(0,T; L*(0, L)).
Condicades Iniciais. Devemos mostrar as seguintes igualdades

90(0) = %o> ¢(O) - %7 w(O) = Wy,
©:(0) = @1, ,(0) = ¥y, w,(0) = w;.

Primeiramente mostraremos que ¢ (0) = ¢,. De fato, seja § € C([0,T]), de modo que 6(0) =
1ef(T) = 0. Como ¢" = ¢, em L>®(0,T; H}(0, L)) e v;60 € L*(0,T; H1(0, L)), temos que

T T
/ (o), v;)0(t)dt — / (o1, v;)0(t)dt quando m — oo.
0 0

Integrando por partes, segue que

(™ (0),v;) — / (o™ 0)8'(B)dt —> —(2(0), v;) — / (.00 (1)d.
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De maneira andloga, da convergéncia o™ — ¢ em L>(0,7; H}(0,L) N H?(0,L)) e como
v € L0, T; H2(0, L) N HL(0, L))

T T
/ (o™, ;)0 (£)dt — / (¢,0;)0 (t)dt quando m —» oo,
0 0

Deste modo,

) = ("0 — [ (0@t )+ [ () O — ~(0),),
quando m — oo. Como {v;} ., é uma base de H; (0, L) N H*(0, L), segue que
(¢™(0),v) — (¢(0),v), Vv € Hy(0,L) N H*(0, L).
Logo, ¢ (0) — ¢(0). De (3.13) sabemos que
©™(0) — o em Hy(0,L) N H*(0, L),

assim, ¢™(0) — o em H} (0, L) N H?(0, L). Portanto, pela unicidade do limite fraco conclui-
mos que ¢(0) = ¢,. De maneira andloga temos que v (0) = v, e (0) = w,. Agora vamos
mostrar que ¢,(0) = ¢,, ¥,(0) = 9;, w,(0) = w,. Novamente seja § € C'([0,77]), tal que
0(0) =1e6(T) = 0esejam j, m € N tais que j < m. Multiplicando (3.45) por 6 e integrando
sobre [0, T, tem-se

T T T
m/ (90?2703')9(?5)6575—%/ (w22+w3‘+lw;",vj)9(t)dt—kol/ (wy" — 1™, v;)0(t)dt
0 0 0

T
+/ (1), v;)0(t)dt = 0.
0 (3.49)

Da integragdo por partes, segue que

A(ﬁmw@w=4wmmw—éwﬂwww%

substituindo em (3.49), tomando o limite lm — oo e lembrando que {vj}jEN ¢ base de
H{(0,L) N H*(0, L), temos que

T T
~ o100 — py /0 (on,0)0 (D)t — k /0 (Gon + s + Ly, 0)0()dt

— kol/o (wy — lp,v)0(t)dt + /0 (91(01),v)0(t)dt = 0,
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paratodo v € H}(0, L) N H?(0, L). Novamente da integragiio por partes, obtemos

/0 (901577})9/@)6% = _<90t<0)7v) _/0 (@tt,v)e(t)dt.

Logo,

T T
= p1(o1,0) + i 0)0) [ 000~ [ (ot 4l 0B
0 0

T T

- kol/ (w, — lp,v)0(t)dt + / (91(p1),0)0(t)dt = 0,

0 0
De (3.48); e da equac@o acima segue que
(¢1,v) = (¢:(0),v), Vv e Hy(0,L) N H*0,L) — L*0,L).

Logo, ¢,(0) = ¢y
Multiplicando (3.46) por 6 e integrando sobre [0, T'], tem-se

T T T
pg/ (wff,vj)e(t)dt—b/ (w;’;,vj)Q(t)dt—l—k/ (@™ 4 0™ 4 L™, 0,)0(0)dt
0 0 0 (3.50)

T
+ [ ator).vpi =o
0
Da integracao por partes, segue que
T T
| e = ~wro).0) - [ wrvena,
substituindo em (3.50), tomando o limite m — oo e lembrando que {Uj}jeN ¢ base de
Hi(0, L) N H*(0, L), temos que
T T
- p2(¢1a U) - PQ/ (¢ta U)Ql(t)dt - b/ (%x, U)9<t)dt
0 0
T T
b [ at v w00+ [ (gal). 000 o
0 0

para todo v € H}(0, L) N H?(0, L). Novamente da integragiio por partes, obtemos
T
0

/0(%,v)Q'(t)dt:—(wt(()),v)—/ (Y, 0)0(t)dL,
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logo, . .
— a1, ) + pa(te(0),v) + o / (i, 0)0(0)dE — b / (bamy 0)0(0)dt

+ k/o (0a+ 1+ lw,v)e(t)dt+/0 (ga(ebr),0)0(t)dt = 0

De (3.48), e da equacdo acima segue que
(Y1,v) = (1,(0),v) Vv € Hy(0,L) N H*(0,L) — L*(0,L).

Logo, 1,(0) = 1,
Finalmente, multiplicando (3.47) por 6 e integrando sobre [0, T, tem-se

T T T
01 / (wyy,v;)0(t)dt — ko/ (wie — 1ol vy)0(t)dt + kl/ (@ + ™ +lw™, v;)0(t)dt
0 0 0

T
+/ (g3(w}™),v;)0(t)dt = 0.
0 (3.51)

Da integragdo por partes, segue que

/0 (Wl v))8(t)dt = —(w™(0), v;) — / (wl”, v))8 (),

substituindo em (3.51), tomando o limite m — oo e lembrando que {vj}jeN ¢ base de
H{(0,L) N H%*(0, L), temos que

— p1(w(0),v;) — ,01/0 (wy, vy)0' (t)dt — ko/o (Wep — lipy, v)0(t)dt
+ ki /T(SOQ: + ¢+ lw,v)0(t)dt + /T(gg(wt), v)0(t)dt =0,

para todo v € H}(0, L) N H?(0, L). Novamente da integragiio por partes, obtemos

/0 (wy, )8 (t)dt = —(w(0),v) —/0 (wyg, 0)0(t)dt;

logo,

T T
— p1(wy,v) + p1(we(0),v) + pl/ (W, v)0(t)dt — k‘o/ (Wer — Loy, v)0(t)dt
0 0
T T
[ pat v w060+ [ (o). )60t = 0.
0 0
Portanto (3.48)3 e da equacdo acima

(wy,v) = (w,(0),v) Yv € Hy(0,L) N H*0,L) — L*(0, L).
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Logo, w,(0) = w,.

Isto conclui a prova de que (¢, ¥, w) é uma solugdo forte de (3.1)-(3.5).

Unicidade. Sejam (o, 1), w) e (@, 1, w) solugdes de (3.1)-(3.4) com as mesmas condigdes ini-
ciais. Entéo (®, ¥, W) dado por

O=p—¢ V=0 — W=w—adeL>0,T; Hy(0,L) N H*(0, L))
€ solucdo do seguinte problema

P2V — 0Woy + k(Py + U+ IW) + ga (1) — g2(¢r) = 0, (3.53)
0

com condig¢des iniciais
O(,0)=0, Dy-,0)=0,
U(-,0) =0, Wy(-,0)=0, (3.55)
W(,0)=0, W(,0)=0
e condicdes de fronteira
®(0,t) = (L, t) =W(0,t) = U(L,t) =W(0,t) = W(L,t) =0. (3.56)

Multiplicando (3.52) por ®;, (3.53) por ¥, e (3.54) por W, e integrando de 0 a L, temos

L L L
1 / Oy dyda —k / (O + U + IW),®,dx —kol / (W, — 1®)Dyda
0 0 0

g

+/0 (91(¢1) — g1(@1)) @rdx = 0,

L L L
0 0 0

J

v~

T /0 (02000 — () Wida =0,

L L L
p1 / WuW,dx — kO/ (W, —19),Wdx +kl/ (D, + U + W)W, dx
0 0 | 0

N

-

+ / (gs(tr) — go()) Wadax = 0,
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Integrando por partes os termos destacados, obtemos
L L L
0 0 0

+/0 (91(01) — g1(@1)) Prdx = 0,

L L L
0 0 0 . )
+ [ (9000 = 9200)) wide =0,
0
L L L
0 0 0

" / (go(er) — ga(@)) Widax = 0,

Somando as equagdes acima e reagrupando os termos, obtemos

d

L L R
GEO+ [0 - @@+ [ ()= ids .

L
+/ (93(we) — g3(@y))Widx = 0,
0
onde
Et) = (ol @ellZ2 + p2l| Pl 72 + pr Wil T2 + B[ Va7 + K| @t W+ IW]| T2+ K[ W — 1D |72).
Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio existe § € (0, 1) tal que
1
[91(01) — 91(0)| D0 = / 91 (0e + (1 — 0)e)dOD;.
0
Da hipétese da g; (As) temos que
1 1
/ 91 (0 + (1 — 0) ) D7dO > m%/ 1000 + (1 — 0) 2" D7 > 0,
0 0
assim,
L L 1
/ 91(pr) = 91(fe) Prdz = m%/ / 000 + (1 — 0) | D dfda: > 0.
0 0 0

Analogamente,

/OL <92(7pt> - 92(1/;15)) U, dr > m% /OL /01 0e, + (1 — Q)qztl'y\p?dedm > 0,
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L L 1
/ (g93(wy) — gs(wy)) Widx > mé/ / |Ow; + (1 — O)d}tPWEdea: > 0.
0 o Jo

Substituindo os resultados acima em (3.57), temos

d L ~ L _
GEO +Cogy [l + 160 Coy [l + 147 W2
0 0

dt L (3.58)
+Cge [ iy < 0.
Logo,
d
—E(t 0
dtg< ) <
Assim,
_P1 2 P2 N 2 P1 2 b N 2
0<E&(t) < E(0) =7 [12:(0) 172 + S [[W(0) 172 + S [[We(0)[[72 + SV (0)[|72
2 2 2 2 3.59)

ol D2(0) + W(0) + IW(0) 3 + 2 TV.(0) — 19(0) 3
Das condig¢des iniciais e da desigualdade acima, concluimos que
E(t) =0.
Logo,
L@l + L1003 + WO + 512013
@)+ (1) + OV @)+ W (0) — 19(0) 3 = 0.
Do Lema 2.1, tem-se que
122 ()72 + (12 (0172 + [Wa(t)][72 < 0.
Assim da Desigualdade de Poincaré, segue que
12 (t)][72 < cll@a(t)[[72 < 0

e portanto & = 0. Analogamente temos que ¥ = 0 e W = 0. (p,¢,w) = (¢, 1, %) o que
finaliza a prova do teorema. U
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3.2 DECAIMENTO DA ENERGIA

Nesta se¢ao estudaremos o decaimento da energia referente ao problema (3.1)-
(3.5) definido por

P1 P2 P1 b
() =2 )3 + 2 n®) 132 + 2 lwn Iz + 5l ®) 32
k ko
+ 5l ea(t) +0(t) + lw(t)||7: + 5 lws(t) = Lo(t)|72-
Utilizando o método de Nakao (ver Lema 1.21) temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Assumindo que a Hipotese 1 seja satisfeita, entdo a energia correspondente a
solugdo do problema (3.1)-(3.5) satisfaz:

e Sevy > 0em(As), entdo existe uma constante positiva C' tal que
E()<C(1+t)7, Yt>D0. (3.60)
o Sery =0em(As), entdo existem constantes positivas C' e 3 tais que
E(t)<Ce ™ Vt>0. (3.61)

Demonstracao: Da mesma forma como provado no Lema 2.6, temos que

th( ) _A (gl(¢t)80t + gg(tﬁt)@/)t + 93(wt)wt)dx.

Utilizando (A;)”, temos que

d L L L
th( ) + oq/ 0|72 da + ag/ |92 da + ag/ lw,|"2dx < 0. (3.62)
0 0 0

Integrando (3.62) de t at + 1, segue-se

t+1 t+1 t+1
a1/ / o[ P2dds + 042/ / [ [T dds + Oég/ / |w, | 2dzds

Et+1):=

Tomando o = min {ay, ay, ag} > 0, temos que

(/ / |7 2 dads —l—/ / || 2 dads —|—/ / |wy |7+2dxds) 3.63)

E(t+1):=



De (3.63), temos

t+1 L 1
/ / |g0t|7+2d:vds < —Z(t)z,
t 0 «Q
t+1 L 1
[ wiedsds < Sz
t 0 «Q
t+1 L 1
/ / \w, | dxds < = Z(t)%
t 0 «Q

De (3.64)-(3.66), utilizando a Desigualdade de Holder, com — > +2 5 +2

t+1 L ., t+1 L 13 1535

/ / |pe|*dwds < L7+ (/ / |gat|7+2dxds) < S Z(t)7e;
t 0 t 0 a2

/ / [ *dads < L7+ ( / / thﬂd:cds) < S Z(t)
t 0 t 0 Q2
t+1 L . 41 oL & h

/ / |wy|*dxds < L7+2 (/ / |wt"y+2dxds) < ——Z(t)7+2.

Somando (3.67), (3.68) e (3.69) membro a membro segue que,

0
3L+ 4
p)

a+2

t+1
/t (lee(s)IZ2 + ()22 + Nwels)llZz) ds <

Defina H (s) = [lpe(s)lI7> + 92 (s) 172 + llwi(s) 172
Assim de (3.70) segue-se

L+
/ H(s ds<3 +Z()Wi2.

a2

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existem ¢; € [t, ¢ + %1] e
ts € [t + 3, + 1], tais que
t+% 1
/ H(S)dS = H(tl)z_l
t

H(s)ds = H(tQ)}l.

t+3

Como H(s) > 0ety,ty € [t,t+ 1] e usando (3.71) temos

+ —=- =1, obtemos

64

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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3Lz
/ H(s)ds = H t1 / H(s)ds < 222 Z(t)7+

a2
e
t1 3142
H(s)ds = / H(s)ds < Z(t )v+2,
t+% avi
ou seja,
0l
12L5+2 a4 .
etz + Iee(t)72 + lhwoet)ll7: < —=—Z(1)72, i=1,2. (3.72)
a+2

Agora, multiplicando (3.1) por ¢, (3.2) por ¢ e (3.3) por w integrando de 0 a L e da integragao

por partes, obtemos

d

L L L L
g / prpdr — p1 | |pide = — /f/ (0o + ¥ + lw)p.dr + kol/ (wy — lp)pdz
0 0 0 0

L
- / a()pdz,
0

s / bepde — py / e = — b / Yotbodz — k / (6o + ¥ + lw)pds

- / 0o (V)0

0

d L L L L
—p1 / wywdr — py / |w, |*dz = — ko/ (wy — lp)w,dr — kl/ (pz + U + lw)wdz
0 0 0

dt
L
— / g3(wy)wdz.
0

Somando membro a membro e organizando os termos, obtemos,
k|| oz + ¢ + |72 + k0||wx — o2 + bll¢p |72
d L L L
i <P1 /o prpdr + pa ?ﬂtwdl’ + p1 /0 wtwdl’) - /0 g1(pe)pdx (3.73)

L L
- [ stwiwds - | o+ s s s
0 0

Somando (p1]|¢¢]|22 + pal[te]|%2 + p1llwe]|32) em ambos os lados de (3.73), temos

d

L L
2E(t) = % (,01/0 prpdx + pa wt¢dx+p1/o wtwdx> I,

+2 (pulledl 72 + p2lloellz + prllwell72)



onde [, = — fOL(gl(got)godx — fOL g2 (U )hdx — fOL g3(wy)wdz.

Integrando de ¢; a t, a desigualdade anterior, segue-se

to
2/ E(s)ds=[1+]2+13.

t1

onde

za:—p3A %@ﬁwbﬂw+paé<%@0ﬂhﬂw
—Pz/o ¢t(t2)¢(t2)d$+P2/0 Ye(t)Y(ty)dx

— P /OL wy(t2)w(t2)dr + py /OL wy(t)w(tr)dz,
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(3.74)

to to L to L to L
I, :/ I,ds = —/ / g1(¢)pdads —/ / g2 (W )hdxds —/ / g3(wy)wdzxds,
t1 t1 0 t1 0 t1 0

t
B=2 [ (pullalls + palbulls + pllwd]) ds

t1

Como a energia € decrescente e utilizando Lema 2.1 tem-se

Il < sup lp(s)lle <ep sup |lpa(s)| L2
t<s<t+1 t<s<t+1

<¢, sup va2E(s) <c/arE(t) i=1,2.

t<s<t+1

Analogamente, temos que

[0z < epv/aE(t) e Jlwti)lz < cpvaE() i=1,2.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

L] < pllec(t) e lo(t) 2 + prllee ()] 2 llo(t) || 22
+ pal[te(t2) 21| (t2) | 22 + palltbe(t) || L2 ([ (#1) | 22
+ prlwe(t2) 2 |lw(t2) || 2 + prllwe(t) || L2 l[w ()| 2

De (3.72), (3.75) e (3.76) resulta que

1252078
1] < (4pr+2p0) | ———2(6)77 | (/@ B()).

o+2

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Aplicando a Desigualdade de Young em (3.77) tem-se para todo € > 0 existe C. > 0 tal que
L] < C.Z()7 + gE(t). (3.78)

Agora, observe que,

to L to L to L
L] < / / g1 (00)l ol dads + / / ga(4be) [ s + / / (g5 (wn) || dzds.
t1 0 t1 0 t1 0

Da condi¢do (A5)’ temos que

to L to L
LI< A / / o7 pldads + By / / oellldads
t1 0 t1 0
to L to L
8, / / [ el deds + B / / ||| dxds
t1 0 t1 0
to L to L
—l—ﬁg/ / |wt\7+1|wldmds—|—ﬁg/ / |we||w|dzds.
t1 0 t1 0

Aplicando a Desigualdade de Holder, com Y;; + m = 1 e tomando = max {f, B2, 53},

obtemos X

FENIA /OLWHM) ( /wwxds)w
[ i) ([ o)
[ o) (] frreas)’
[ frore) ([ foroe)
[ o) ([ f o)
([ [t ([ f o)

Como t1,ty € [t,t + 1] temos que fttf uds < f:H uds Y u > 0 Assim, de (3.67), (3.68) e
(3.69) existem constantes positivas C e (5 tais que

2(v+1)

2
|| <C1Z(t) >+ sup  |lo(s)||pa+2 + CoZ(t)7+2 sup |lo(s)||L2

t<s<t+1 t<s<t+1
2(v+1)

+C Z(t) 7 sup [[(s) || e + CoZ(8)72 sup [b(s)]| 2

t1<s<t+1 t<s<t+1

2(y+1) 2
+ C1Z(t) N2 sup ||w(s)||py+2 + CoZ(t)7+2 sup  |Jw(s)||z.
t<s<t+1 t<s<t+1
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Da imersdo Hj (0, L) < L72(0, L) e pela Desigualdade de Poincaré, segue-se que

2(v+1) 2
|| <C32(t) 7+ sup |[pu(s)|lr2 + CaZ(t)7+2 sup ||pa(s)| 2
t<s<t+1 t<s<t+1
2(v+1) 2
+C3Z(t) 7+ sup |[[Yha(s)||r2 + CaZ(t)7#2 sup ||vu(s)l|r2
t<s<t+1 t<s<t+1
2(v+1) 2
+C3Z(t) 772 sup |lwy(s)|[r2 + CaZ(t)7+2 sup [Jwy(s)]|r2,
t<s<t+1 t<s<t+1

onde Cj5 e Cy sdo constantes positivas.

Do Lema 2.1 segue que

sup la(s)llze, sup [[vu(s)llzz, sup Jwo(s)zz < sup VaxE(s) = Vaz B(t).

t<s<t+1 t<s<t+1 t<s<t+1 t<s<t+1

Assim,

L] < 3C52(t) 5% \JapE(t) + 3C1Z(t) 72 \/as B (2).

Logo, da Desigualdade de Young, para cada ¢ > 0 existe C. = C'(C3,Cy, ) > 0 tal que

| < C. (Z(t)LJIz” + Z(t)ﬁ) T eE(®1). (3.79)

Finalmente de (3.67)-(3.69), existe uma constante ¢ > 0 onde

4

I3 < cZ(t)7. (3.80)

Para simplificar a notagao, usaremos C; para diferentes constantes que dependem de €.
Substituindo (3.78), (3.79) e (3.80) em (3.74), tem-se

t2 4(y+1 4
2/‘E@msga(zwiwﬁ+ﬂwwﬂ+fE@. (3.81)

t1

Novamente pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe 7 € [¢1, 5] tal que

E(t+1),

DN | —

/ ® Bls)ds = E(r) (s — 1)) >

t1

pois a energia é decrescente. Assim,

2/t2 E(s)ds > E(t + 1).

t1
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Como E(t) — E(t+ 1) = Z(t)* entdo
) / * Bls)ds > B(t) — 2(t)?

t1

ou seja,

Et) < Z(t)*+2 / : E(s)ds.

t1

De (3.81) a desigualdade acima fica

4(y+1)

B(t) < Z() + C. (2(0) 57 + 2(6)772 ) +E(@),

ou seja,

(1-2)E(t) < Z(t)? + C. (Z(t)‘%” n Z@)ﬁ) ,

Tomando € = 3, existe C. > 0 tal que

que é equivalente a

E(t) < Z(t)7 | 2C. + 2C.Z(t)7% + 2Z(t)72

1y

Note que
Z(t)? =E({)— E(t+1) < E(t) < E(0),

donde segue que existe K = ¢(C., @0, 1o, Wo, 1, %1, w1) > 0 tal que
I, < 2C. + 2C.E(0)7 + 2E(0)7= < K.

Logo,
E(t) < KZ(t)7+.

Elevando ambos os lados da desigualdade acima por %’2, concluimos que,

E®)'*3 <CZ(t)? =C(B{t)— E{t+1)).

Portanto, pelo Lema de Nakao, (ver Lema 1.21) obtemos (3.60) e (3.61). Isto completa a
demonstracdo do teorema. U
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos um sistema de Bresse com condi¢des de contorno
do tipo Dirichlet. Foi considerado um sistema de Bresse semilinear com dissipagcdo do tipo
friccional e fonte externa atuando nas trés equagdes com acoplamento do tipo gradiente. Esta-
belecemos a existéncia e unicidade de solugdo através da teoria de semigrupos. Com relagcao
ao decaimento utilizamos técnicas multiplicativas e ndo foi necessdrio assumir condi¢cdes em
relacdo aos coeficientes do sistema. Como a ideia inicial era utilizar o termo dissipativo mais
geral, do tipo ndo linear, foi estudado no ultimo capitulo o sistema de Bresse porém sem forgas
externas, as f;. Através do método de Faedo-Galerkin foram mostrados a existéncia e unicidade
de solucdo e com respeito aos resultados de decaimento utilizamos o método de Nakao. Com
este trabalho obtivemos os mesmos resultados que em [11] utilizando métodos distintos, ou
seja, foram obtidos dois tipos de decaimento polinomial e o exponencial da energia associado

ao sistema dependendo do caso considerado.
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