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RESUMO 
 
 
O objetivo deste trabalho é estudar um sistema de Bresse não linear dissipativo. A 
não linearidade está presente na equação do movimento vertical e o mecanismo 
dissipativo é dado por uma dissipação térmica agindo na equação do cisalhamento. 
A existência de uma solução local para o problema e a existência de uma solução 
global exponencialmente estável serão ambas investigadas.  
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ABSTRACT 
 
 
The aim of this work is to study a dissipative nonlinear Bresse system. The 
nonlinearity is present in the vertical motion equation and the dissipative mechanism 
is given by a thermal dissipation acting on the shear equation. The existence of a 
local solution for the problem and the existence of an exponentially stable global 
solution will be both investigated. 
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1 INTRODUÇÃO

O sistema de Bresse, assim chamado em referência ao engenheiro francês Jacques Antoine
Charles Bresse (1822-1883), é um sistema de equações diferenciais parciais que descreve o
comportamento de uma viga arqueada fina.

Figura 1.1 – Jacques Antoine Charles Bresse (Fonte: [14], p. 719).

Em sua forma isotérmica (isto é, que despreza a variação de temperatura), o sistema de
Bresse leva em conta três variáveis - o deslocamento vertical ϕ, o ângulo de rotação da seção
transversal ψ e o deslocamento longitudinal w - todas elas funções dependentes do tempo t ≥ 0

e da posição x ∈ [0, `], onde ` é o comprimento de uma linha de referência que atravessa o
centro da viga. Neste caso, as leis constitutivas do sistema são dadas por

ρ0Aϕtt = Qx + lN,

ρ0Iψtt = Mx −Q,

ρ0Awtt = Nx − lQ,

(1.1)

onde Q = Gh(ϕx + ψ + lw), N = Eh(wx − lϕ) e M = EIψx descrevem, respectivamente, a
força de cisalhamento, a força axial e o momento fletor, ρ0 é a densidade, A é a área da seção
transversal, l é a curvatura inicial, I é o momento de inércia da seção transversal (com respeito
ao eixo vertical), G é o módulo de cisalhamento, h é o coeficiente de cisalhamento e E é o
módulo de elasticidade (ver [2, 16]).

Figura 1.2 – Viga arqueada fina. Após a deformação, uma partícula P
da linha de referência ocupa a posição P ′ (Fonte: Elaborada pelo autor).
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O sistema (1.1) foi, primeiramente, obtido por Bresse em [3] e, mais recentemente, por
Lagnese, Leugering e Schmidt em [15] como um caso particular de um sistema mais geral que
rege a movimentação de uma viga arqueada considerando uma quarta variável: a variação de
temperatura θ. Utilizando este modelo mais geral, pode-se deduzir o sistema de Bresse termo-

elástico que consiste no sistema (1.1) com uma (ou mais de uma) equação do calor acoplada.
No caso em que se considera o fluxo de calor agindo apenas no ângulo de rotação, o sistema
termoelástico se escreve da seguinte maneira:

ρ0Aϕtt = Qx + lN,

ρ0Iψtt = Mx −Q,

ρ0Awtt = Nx − lQ,

ρ0cνθt = qx − γT0ψtx,

(1.2)

onde M = EIψx − γθ, q representa o fluxo de calor, cν é a capacidade térmica, T0 é a tem-
peratura de referência, γ é uma constante de acoplamento e as demais notações são as mesmas
que anteriormente. Nos casos em que se utiliza a Lei de Fourier de condução do calor (como
originalmente feito em [15]), a função q é dada por q = 1

ρ0cν
θx. Por outro lado, quando se utiliza

a Lei de Cattaneo, o fluxo de calor q é tal que τqt + βq + θx = 0, onde τ e β são constantes
positivas.

O sistema de Bresse termoelástico vem sendo estudado por diversos autores. Em [17],
Liu e Rao estudaram um sistema baseado na Lei de Fourier com dois mecanismos dissipati-
vos. Eles deram condições suficientes para garantir tanto o decaimento exponencial da solução
quanto o seu decaimento polinomial. Este mesmo resultado foi obtido por Fatori e Rivera em
[10] para o sistema (1.2), com o fluxo de calor também sendo dado pela Lei de Fourier. Fatori
e Rivera mostraram, ainda, que a condição suficiente para o decaimento exponencial também é
necessária. Em [20], Najdi e Wehbe estenderam os resultados obtidos por Fatori e Rivera, con-
siderando uma dissipação térmica localizada. Em [11], Han e Xu deram condições suficientes
para garantir o decaimento exponencial de um sistema de Bresse termoelástico baseado na Lei
de Cattaneo e possuindo coeficientes variáveis (nos trabalhos anteriormente mencionados, os
coeficientes do sistema foram todos considerados constantes).

Outro sistema que também pode ser obtido a partir do modelo mais geral apresentado
em [15] é o sistema de Timoshenko - assim chamado em referência ao engenheiro ucraniano
Stephen Prokofievich Timoshenko (1878-1972).

Figura 1.3 – Stephen Prokofievich Timoshenko (Fonte: [14], p. 769).
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O sistema de Timoshenko pode ser visto como um caso particular do sistema de Bresse.
Especificamente, o caso no qual a curvatura inicial é nula e o deslocamento longitudinal é
desprezado. Por exemplo, considerando a Lei de Fourier e tomando l = w = 0 no sistema
(1.2), obtém-se o sistema de Timoshenko termoelástico linear:

ρ0Aϕtt = Gh(ϕx + ψ)x,

ρ0Iψtt = EIψxx −Gh(ϕx + ψ)− γθx,

ρ0cνθt = θxx − γT0ψtx.

(1.3)

Se, no sistema (1.3), a força de cisalhamento Q = Gh(ϕx + ψ) for substituída por uma não
linearidade Q = σ(ϕx, ψ), obtém-se o seguinte sistema de Timoshenko não linear:

ρ0Aϕtt = [σ(ϕx, ψ)]x,

ρ0Iψtt = EIψxx −Gh(ϕx + ψ)− γθx,

ρ0cνθt = θxx − γT0ψtx.

(1.4)

Ambos os sistemas, (1.3) e (1.4), foram estudados em [25] por Rivera e Racke. Para o sistema
não linear (1.4), eles deram uma condição suficiente para garantir a existência de uma solução
global exponencialmente estável. O objetivo do presente trabalho é estender este resultado
para um sistema de Bresse termoelástico não linear, também baseado na Lei de Fourier. Por
simplicidade, serão utilizadas as seguintes notações: ρ0A = ρ1, Gh = k, Eh = k0, ρ0I = ρ2,
EI = b, k1 = 1

ρ0cν
e m = γ

ρ0cν
. Assim sendo, o sistema estudado será o seguinte:

ρ1ϕtt − [σ(ϕx, ψ, w)]x − k0l(wx − lϕ) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0,

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0,

θt − k1θxx +mψtx = 0.

(1.5)

A exposição será organizada conforme segue. No Capítulo 2 serão enunciados os prin-
cipais resultados necessários para o desenvolvimento dos capítulos seguintes; neste capítulo, a
maioria das demonstrações serão omitidas, porém, referências serão indicadas. No Capítulo 3
serão apresentadas demonstrações detalhadas da existência de solução global para o problema
(1.2) e de sua estabilidade exponencial - resultado originalmente provado em [10] e que será de
fundamental importância para o tratamento do sistema não linear (1.5). Por fim, no Capítulo
4, serão demonstradas existência e estabilidade de solução global para o problema (1.5); este
capítulo se dividirá em duas partes: na primeira, será mostrado que o problema (1.5) possui uma
solução local e, na segunda, que a solução local pode ser estendida para uma solução global que
decai exponencialmente.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capítulo é apresentar algumas definições e os principais resultados que
serão necessários para o desenvolvimento do trabalho. Os conceitos relativos à análise funcional
e à teoria da medida que forem utilizados sem serem definidos são os usuais e podem, por
exemplo, ser consultados em [13] e [26].

2.1 ALGUNS RESULTADOS DE ANÁLISE FUNCIONAL

Definição 2.1 (Sequências convergentes e de Cauchy). Uma sequência {xn}n∈N em um espaço
métrico (X, d ) é chamada de

• convergente quando existe x ∈ X satisfazendo a seguinte condição: para todo ε > 0,
existe n0 ∈ N tal que d (xn, x) < ε sempre que n > n0;

• sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que d (xn, xm) < ε

sempre que n,m > n0.

Observação 2.2. Uma sequência em um espaço normado (X, ‖ · ‖X) é chamada de sequência

de Cauchy (respect. convergente) quando é uma sequência de Cauchy (respect. convergente)
em (X, d ), onde d é a métrica dada por d (x, y) = ‖x − y‖X . A métrica d assim definida é
chamada de métrica induzida pela norma ‖ · ‖X .

Definição 2.3 (Espaço completo). Diz-se que um espaço métrico (X, d ) é completo quando
toda sequência de Cauchy em X é convergente.

Definição 2.4 (Contração). Seja (X, d ) um espaço métrico. Uma aplicação B : X → X é
chamada de contração quando existe λ ∈ (0, 1) tal que d (Bx,By) ≤ λd (x, y) quaisquer que
sejam x, y ∈ X .

Teorema 2.5 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d ) um espaço métrico completo

não vazio. Se B : X → X é uma contração, então existe x ∈ X tal que Bx = x.

Demonstração: Ver Teorema 5.1-2 em [13].

Definição 2.6 (Espaço de Banach). Um espaço vetorial normado (X, ‖ · ‖X) é chamado de
espaço de Banach quando (X, d ) é completo, onde d é a métrica induzida pela norma ‖ · ‖X .

Definição 2.7 (Espaço reflexivo). Um espaço normado X é chamado de espaço de reflexivo

quando a aplicação canônica
C : X −→ X ′′

x 7−→ gx

é sobrejetiva, onde gx : X ′ → K é dado por gx(f) = f(x).
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Definição 2.8 (Convergência fraca). Diz-se que uma sequência {xn}n∈N num espaço normado
X converge fracamente em X quando existe x ∈ X tal que

lim
n→∞

f(xn) = f(x), ∀ f ∈ X ′.

No caso afirmativo, diz-se que x é o limite fraco da sequência e escreve-se xn ⇀ x.

Proposição 2.9. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Toda sequência limitada {xn}n∈N em

X possui uma subsequência que converge fracamente em X .

Demonstração: Ver Proposição 11 (página 501) em [7].

Definição 2.10 (Espaço separável). Um espaço normado X é chamado de espaço de separável

quando possui um subconjunto enumerável que é denso em X .

Definição 2.11 (Convergência fraca estrela). Seja X um espaço normado. Diz-se que uma
sequência {fn}n∈N em X ′ converge fraco estrala em X ′ quando existe f ∈ X ′ tal que

lim
n→∞

fn(x) = f(x), ∀ x ∈ X.

No caso afirmativo, diz-se que f é o limite fraco estrela da sequência e escreve-se fn
∗
⇀ f .

Proposição 2.12. Seja X um espaço normado separável. Toda sequência limitada {fn}n∈N em

X ′ possui uma subsequência que converge fraco estrela em X ′.

Demonstração: Ver Proposição 11∗ (página 502) em [7].

Definição 2.13 (Resolvente e espectro). Sejam X um espaço de Banach complexo e B :

D(B) ⊂ X → X um operador linear. O conjunto resolvente de B é representado por ρ(B) e
consiste no conjunto formado por todos os λ ∈ C para os quais o operador (λI − B)−1 existe,
é limitado e tem domínio denso em X . O espectro de B é o conjunto σ(B) = C \ ρ(B).
Os elementos de ρ(B) são chamados de valores regulares de B e os elementos de σ(B) são
chamados de valores espectrais de B.

Cabe salientar que o espectro de um operador B pode se ser decomposto em três partes
disjuntas:

• Espectro pontual - é representado por σp(B) e consiste no conjunto dos λ ∈ C tais que
(λI −B) não é invertível. Os elementos de σp(B) são chamados de autovalores de B;

• Espectro contínuo - é representado por σc(B) e consiste no conjunto dos λ ∈ C tais que
(λI −B) é invertível, tem domínio denso mas não é limitado;

• Espectro residual - é representado por σr(B) e consiste no conjunto dos λ ∈ C tais que
(λI −B) é invertível mas não tem domínio denso.
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Definição 2.14 (Operador limitado). Sejam (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) espaços normados e B :

D(B) ⊂ X → Y um operador linear. Diz-se que B é limitado (ou contínuo) quando existe
uma constante C > 0 tal que ‖Bx‖Y ≤ C‖x‖X para todo x ∈ D(B).

Observação 2.15. Seja (X, ‖ ·‖X) um espaço normado. O espaço vetorial de todos os operado-
res lineares limitados B : X → X será representado por L(X). Este espaço será munido com
a norma ‖ · ‖L dada por ‖B‖L = sup{‖Bx‖X ; x ∈ X e ‖x‖X = 1}.

Proposição 2.16. Sejam X um espaço de Banach e B1 ∈ L(X) um operador invertível tal que

B−1
1 ∈ L(X). Se B2 ∈ L(X) é tal que ‖B2‖L < ‖B−1

1 ‖−1
L , então o operador B1 +B2 é linear,

limitado e invertível.

Demonstração: Ver Lema 2.12.1 em [24].

Teorema 2.17. Sejam X, Y espaços de Banach e B : X → Y um operador linear limitado. Se

B é bijetivo, então seu inverso B−1 : Y → X é um operador linear limitado.

Demonstração: Ver Teorema 4.12-2 em [13].

Proposição 2.18. Sejam X1 = (X, ‖ · ‖1) e X2 = (X, ‖ · ‖2) espaços de Banach. Se existe

uma constante C tal que ‖x‖1 ≤ C‖x‖2 para todo x ∈ X , então as normas ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 são

equivalentes.

Demonstração: Defina B : X2 → X1 colocando Bx = x para todo x ∈ X2. É imediato que B
é linear e bijetivo. Além disso, B é limitado, pois por hipótese tem-se

‖Bx‖1 = ‖x‖1 ≤ C‖x‖2 ∀ x ∈ X2.

Segue-se do Teorema 2.17 que o operador B−1 : X1 → X2 é limitado, ou seja, existe K > 0

tal que
‖x‖2 = ‖B−1x‖2 ≤ K‖x‖1 ∀ x ∈ X2.

Isto mostra que as normas são equivalentes.

Definição 2.19 (Forma sesquilinear, produto interno). Sejam X e Y espaços vetoriais, ambos
definidos sobre o mesmo corpo K. Uma forma sesquilinear em X × Y é uma aplicação a[·, ·] :

X × Y → K tal que

• a[x1 + x2, y] = a[x1, y] + a[x2, y],

• a[x, y1 + y2] = a[x, y1] + a[x, y2],

• a[αx, y] = α[x, y],

• a[x, βy] = βa[x, y],
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sejam quais forem x, x1, x2 ∈ X , y, y1, y2 ∈ Y e α, β ∈ K. No caso em que K = R, diz-se
bilinear em vez de sesquilinear. No caso em que X = Y e valem as propriedades adicionais

• a[x, y] = a[y, x] para todo (x, y) ∈ X ×X ,

• a[x, x] ≥ 0 para todo x ∈ X ,

• a[x, x] = 0⇒ x = 0,

a forma sesquilinear a[·, ·] é chamada de produto interno e representada por (·, ·)X .

Definição 2.20 (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam (X, ‖·‖X) e (Y, ‖·‖Y ) espaços
normados e a[·, ·] uma forma sesquilinear em X ×Y . Diz-se que a[·, ·] é contínua (ou limitada)
quando |a[x, y]| ≤ ‖x‖X‖y‖Y para todo par (x, y) ∈ X × Y .

Definição 2.21 (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam (X, ‖ · ‖X) um espaço nor-
mado e a[·, ·] uma forma sesquilinear em X × X . Diz-se que a[·, ·] é coerciva quando existe
uma constante positiva C tal que R(a[x, x]) > C‖x‖2

X para todo x ∈ X .

Definição 2.22 (Norma proveniente do produto interno). Sejam X um espaço vetorial e (·, ·)X
um produto interno em X ×X . Diz-se que a norma definida por ‖x‖X =

√
(x, x)X provém do

(ou é induzida pelo) produto interno (·, ·)X .

Definição 2.23 (Espaço de Hilbert). Um espaço de Banach (X, ‖ · ‖X) é chamado de espaço de

Hilbert quando a norma ‖ · ‖X provém de um produto interno (·, ·)X .

Proposição 2.24 (Lema de Lax-Milgram). Sejam X um espaço de Hilbert (real) e a[·, ·] :

X ×X → R uma forma bilinear contínua coerciva. Então, dado um funcional linear limitado

Λ : X → R, existe um único u ∈ X satisfazendo

a[u, v] = Λ(v), ∀ v ∈ X.

Demonstração: Ver Corolário 5.8 em [4].

Observação 2.25. Substituindo, nas hipóteses da última proposição, X real por X complexo,
Λ : X → R por Λ : X → C e a[·, ·] : X × X → R bilinear por a[·, ·] : X × X → C
sesquilinear, a conclusão permanece válida (ver Teorema 1, página 376, em [6]).

Definição 2.26 (Operador dissipativo). Seja (X, ‖ · ‖X) um espaço de Hilbert. Diz-se que
um operador linear B : D(B) ⊂ X → X é dissipativo quando R(Bx, x)X ≤ 0 para todo
x ∈ D(B).

Teorema 2.27. Sejam X um espaço de Hilbert e B : D(B) ⊂ X → X um operador linear

dissipativo.

(a) Se Im(λ0I −B) = X para algum λ0 > 0, então Im(λI −B) = X para todo λ > 0;
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(b) Se Im(I −B) = X , então D(B) = X .

Demonstração: Ver Teoremas 4.5 e 4.6 (páginas 15 e 16) em [22].

Definição 2.28 (Operador compacto). Sejam X e Y espaços normados e B : X → Y um
operador linear. Diz-se que B é compacto quando, para todo conjunto limitado X1 ⊂ X , o
conjunto B(X1) é relativamente compacto em Y (ou seja, quando X1 ⊂ X limitado implica
B(X1)

Y
⊂ Y compacto).

Teorema 2.29. Sejam X e Y espaços normados e B : X → Y um operador linear. Então,

B é compacto se, e somente se, para toda sequência limitada {xn}n∈N em X a sequência

{Bxn}n∈N possui uma subsequência convergente em Y .

Demonstração: Ver Teorema 8.1-3 em [13].

Definição 2.30 (Operador com resolvente compacto). Sejam X um espaço de Banach e B :

D(B) ⊂ X → X um operador linear. Diz-se que B tem resolvente compacto quando existe
λ ∈ ρ(B) tal que (λI −B)−1 é compacto.

Proposição 2.31. Sejam (X, ‖·‖X) um espaço de Banach eB : D(B) ⊂ X → X um operador

linear com resolvente não vazio. Então, B tem resolvente compacto se, e somente, a aplicação

inclusão i : (D(B), ‖ · ‖D(B))→ (X, ‖ · ‖X) é compacta.

Demonstração: Ver Proposição 5.8 em [8].

Proposição 2.32. Seja X um espaço de Banach. Se B : D(B) ⊂ X → X é um operador

linear com resolvente compacto, então σ(B) = σp(B).

Demonstração: Ver Corolário 1.15 em [8].

2.2 ESPAÇOS Lp(Ω) E Lp(0,T; X)

Definição 2.33 (Espaço Lp(Ω)). Sejam 1 ≤ p <∞ e Ω ⊂ RN um aberto. O espaço Lp(Ω) é o
espaço vetorial da classe de funções u : Ω→ K, mensuráveis à Lebesgue, que satisfazem∫

Ω

|u(x)|p dx <∞.

No espaço Lp(Ω) defini-se uma norma ‖ · ‖Lp colocando

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.
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Definição 2.34 (Espaço L∞(Ω)). Seja Ω ⊂ RN um aberto. O espaço L∞(Ω) é o espaço vetorial
da classe de funções u : Ω → K, mensuráveis à Lebesgue, que são essencialmente limitadas

em Ω, ou seja, existe uma constante K tal que |u(x)| ≤ K para quase todo x ∈ Ω. O número

inf {K; |u(x)| ≤ K para quase todo x ∈ Ω}

é chamado de supremo essencial de u em Ω e representado por sup ess
x∈Ω

|u(x)|.

No espaço L∞(Ω) defini-se uma norma ‖ · ‖L∞ colocando

‖u‖L∞ = sup ess
x∈Ω

|u(x)|.

Teorema 2.35. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço (Lp(Ω), ‖ · ‖Lp) é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver Teorema 2.16 em [1].

Observação 2.36. Segue-se do Teorema 2.35 que o espaço (L2(Ω), ‖ · ‖L2) é um espaço de
Hilbert cujo produto interno é dada por

(u, v)L2 =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Proposição 2.37 (Desigualdade de Young). Sejam p e q expoentes conjugados com 1 < p <∞.

Se a, b ≥ 0, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração: Ver página 622 em [9].

Teorema 2.38 (Desigualdade de Hölder). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e p, q expoentes conjugados

com 1 ≤ p ≤ ∞. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq .

Demonstração: Ver Teorema 2.4 em [1].

Teorema 2.39 (Desigualdade de Clarkson). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e 2 ≤ p < ∞. Se

u, v ∈ Lp(Ω), então ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2
‖u‖pp +

1

2
‖v‖pp.

Demonstração: Ver Teorema 2.38 em [1].
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Teorema 2.40 (Desigualdade de Gronwall). Sejam φ ∈ C([0, T ]), u ∈ L1(0, T ) funções não

negativas e K > 0 uma constante. Se

φ(t) ≤ K +

∫ t

0

u(s)φ(s) ds, ∀ t ∈ [0, T ],

então

φ(t) ≤ Ke
∫ t
0 u(s) ds, ∀ t ∈ [0, T ].

Demonstração: Ver Corolário 1.5.1 em [23].

Definição 2.41 (Espaço Lploc(Ω)). Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ RN um aberto. O espaço Lploc(Ω),
chamado de espaço das funções localmente integráveis em Ω, é o espaço vetorial da classe de
funções u : Ω→ K, mensuráveis à Lebesgue, que satisfazem∫

K

|u(x)|p dx <∞

para todo compacto K ⊂ Ω.

Definição 2.42 (EspaçoC∞0 (Ω)). Seja Ω ⊂ RN um aberto. O espaçoC∞0 (Ω) é o espaço vetorial
de todas as funções u : Ω→ K infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto.

Proposição 2.43 (Lema de Du Bois-Raymond). Sejam Ω ⊂ RN um aberto e u ∈ L1
loc(Ω). Se∫

Ω

u(x)φ(x) dx = 0,

para toda φ ∈ C∞0 (Ω), então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver Proposição 4 (página 20) em [5].

Proposição 2.44. Sejam Ω ⊂ R um aberto e u ∈ L1
loc(Ω). Se∫

Ω

u(x)φx(x) dx = 0

para toda φ ∈ C∞0 (Ω), então existe uma constante C tal que u = C quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver Lema 8.1 em [4].

Definição 2.45 (Espaço Lp(0, T ;X)). Sejam 1 ≤ p ≤ ∞, T > 0 e (X, ‖ · ‖X) um espaço
de Banach. O espaço Lp(0, T ;X) é o espaço vetorial das classes de funções u : (0, T ) → X ,
fortemente mensuráveis, tais que ‖u(·)‖X ∈ Lp(0, T ). O espaço L∞(0, T ;X) é munido com a
norma

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈(0,T )

‖u(t)‖X := inf {K; ‖u(t)‖X ≤ K para quase todo t ∈ (0, T )}
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e, para 1 ≤ p <∞, o espaço Lp(0, T ;X) é munido com a norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt

) 1
p

.

Proposição 2.46. Seja X um espaço de Banach. O espaço
(
Lp(0, T ;X), ‖ · ‖Lp(0,T ;X)

)
é um

espaço de Banach para todo p satisfazendo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração: Ver Proposição 1 (página 469) em [7].

Proposição 2.47. Sejam X, Y espaços de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Se X ↪→ Y , então

Lp(0, T ;X) ↪→ Lp(0, T ;Y ).

Demonstração: Ver página 471 em [7].

Proposição 2.48. Seja X um espaço de Banach.

(a) [L1(0, T ;X)]′ ∼= L∞(0, T ;X ′);

(b) Se X é reflexivo separável e 1 < p <∞, então Lp(0, T ;X) é reflexivo e

[Lp(0, T ;X)]′ ∼= Lq(0, T ;X ′),
1

p
+

1

q
= 1.

Demonstração: Ver Exemplo 4 (páginas 500-501) em [7].

2.3 DISTRIBUIÇÕES A VALORES REAIS E A VALORES VETORIAIS

Definição 2.49 (Espaço das funções teste). Seja Ω ⊂ RN um aberto. O espaço D(Ω), chamado
de espaço das funções teste, é o espaço vetorial formado por todas as funções infinitamente
diferenciáveis com suporte compacto.

Definição 2.50 (Convergência em D(Ω)). Considere uma sequência {φn}n∈N e uma função φ,
ambas em D(Ω). Diz-se que {φn}n∈N converge para φ em D(Ω) quando existe um conjunto
compacto K ⊂ Ω tal que

• supp(φn) ⊂ K para todo n ∈ N e supp(φ) ⊂ K;

• Para todo multi-índice α ∈ NN , Dαφn converge para Dαφ uniformemente sobre K.

Definição 2.51 (Distribuição). Seja Ω ⊂ RN um aberto. Uma distribuição sobre Ω é uma
aplicação linearB : D(Ω)→ R que é contínua no sentido da convergência deD(Ω), ou seja: se
φn → 0 emD(Ω), entãoB(φn)→ 0 em R. O espaço vetorial formado por todas as distribuições
sobre Ω é representado por D′(Ω).
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Definição 2.52 (Derivada de uma distribuição). Sejam Ω ⊂ RN um aberto, α = (α1, ..., αN) ∈
NN um multi-índice e ‖α‖ = α1 + · · · + αN . A derivada de ordem α de uma distribuição
B ∈ D′(Ω) é a distribuição

DαB : D(Ω) −→ R

φ 7−→ (−1)‖α‖B(Dαφ).

Proposição 2.53. Sejam Ω ⊂ RN um aberto e α ∈ NN um multi-índice. O operador derivação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω) é contínuo, ou seja: se Bn → B em D′(Ω), então DαBn → DαB em

D′(Ω).

Demonstração: Ver página 29 em [5].

Observação 2.54. Dada u ∈ L1
loc(Ω), a aplicação

Bu : D(Ω) −→ R

φ 7−→
∫

Ω

u(x)φ(x) dx

defini uma distribuição sobre Ω. Além disso, a aplicação

B : L1
loc(Ω) −→ D′(Ω)

u 7−→ Bu

é linear, injetiva e contínua (ver páginas 25-26 em [5]). Por esta razão, identifica-se u com Bu,
escreve-se L1

loc(Ω) ↪→ D′(Ω), diz-se que u é uma distribuição sobre Ω e que DαBu é a derivada

distribucional de ordem α de u. Se u ∈ Ck(Ω), então a derivada distribucional de ordem α de
u coincide com sua derivada clássica de ordem α, para todo α satisfazendo ‖α‖ ≤ k.

Definição 2.55 (Distribuição a valores vetoriais). Seja X um espaço de Banach. Uma distribui-

ção com valores em X é uma aplicação linear B : D(0, T ) → X que é contínua no sentido da
convergência de D(0, T ), ou seja: se φn → 0 em D(0, T ), então B(φn) → 0 em X . O espaço
vetorial formado por todas as distribuições com valores em X é representado por D′(0, T ;X).

Definição 2.56 (Derivada de uma distribuição a valores vetoriais). Seja m um inteiro não nega-
tivo. A derivada de ordem m de uma distribuição B ∈ D′(0, T ;X) é a distribuição

dmB

dtm
: D(0, T ) −→ X

φ 7−→ (−1)mB

(
dmφ

dtm

)
.
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Observação 2.57. Dada u ∈ Lp(0, T ;X), a aplicação

Bu : D(0, T ) −→ X

φ 7−→
∫ T

0

u(s)φ(s) ds

defini uma distribuição com valores em X . Analogamente ao caso real (ver página 6 em [18]),
identifica-se u com Bu, escreve-se Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X), diz-se que u é uma distribuição
com valores em X e que dmBu

dtm
é a derivada distribucional de ordem m de u.

Proposição 2.58. Sejam X e Y espaços de Banach satisfazendo X ↪→ Y . Se u ∈ L1(0, T ;X)

e du
dt
∈ L1(0, T ;Y ), então u ∈ C([0, T ], Y ).

Demonstração: Ver Corolário 1 em [18].

2.4 ESPAÇOS DE SOBOLEV

Definição 2.59 (Derivada fraca). Sejam Ω ⊂ RN um aberto, α = (α1, · · · , αN) ∈ NN um
multi-índice, ‖α‖ = α1 + · · · + αN , 1 ≤ p ≤ ∞ e u ∈ L1

loc(Ω). Diz-se que uma função
g ∈ L1

loc(Ω) é derivada parcial fraca de ordem α de u quando∫
Ω

u(x)Dαφ(x) dx = (−1)‖α‖
∫

Ω

g(x)φ(x) dx, ∀ φ ∈ C∞0 (Ω).

No caso em que N = 1, as derivadas fracas de ordens um e dois de u (quando existirem) serão
representadas, respectivamente, por ux e uxx.

Observação 2.60. Se u ∈ Ck(Ω), então u possui derivada parcial fraca de ordem α e esta
coincide com sua derivada parcial clássica de ordem α, para todo α satisfazendo ‖α‖ ≤ k.

Definição 2.61 (Espaço de Sobolev Wm,p). Sejam Ω um aberto do RN , 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N.
O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o subespaço vetorial de Lp(Ω) formado pela classe de funções
u ∈ Lp(Ω) tais que, para todo multi-índice α com ‖α‖ ≤ m, Dαu existe (no sentido fraco) e
está em Lp(Ω).

Observação 2.62. Se u ∈ Wm,p(Ω), então u possui derivada distribucional de ordem α e esta
coincide com sua derivada parcial fraca de ordem α, para todo α satisfazendo ‖α‖ ≤ m.

No espaço Wm,p(Ω) defini-se uma norma | · |Wm,p colocando

|u|Wm,p =
∑
‖α‖≤m

‖Dαu‖Lp .

Teorema 2.63. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço (Wm,p(Ω), | · |Wm,p) é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver Teorema 3.3 em [1].
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Observação 2.64. Quando 1 ≤ p < ∞ pode-se definir em Wm,p(Ω) uma norma ‖ · ‖Wm,p

equivalente à norma | · |Wm,p através da igualdade

‖u‖Wm,p =

 ∑
‖α‖≤m

‖Dαu‖pLp

 1
p

.

O espaçoWm,2(Ω) munido com a norma ‖·‖Wm,2 é um espaço de Hilbert que será representado
por Hm(Ω) e no qual o produto interno é dado por

(u, v)Hm =
∑
‖α‖≤m

(Dαu,Dαv)L2 .

Definição 2.65 (Espaço Wm,p
0 ). Sejam Ω ⊂ RN um aberto e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço Wm,p

0 (Ω) é
o espaço vetorial formado pelo fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

Observação 2.66. Quando o conjunto Ω é limitado, pode-se definir em Wm,p
0 (Ω) uma norma

‖ · ‖Wm,p
0

equivalente à norma ‖ · ‖Wm,p colocando

‖u‖Wm,p
0

=

 ∑
‖α‖=m

‖Dαu‖pLp

 1
p

.

De modo mais geral, ‖ · ‖Wm,p
0

e ‖ · ‖Wm,p são equivalentes sempre que Ω tem largura finita,
ou seja, está contido entre dois planos paralelos, cada um possuindo dimensão N − 1 (ver [1],
corolário 6.31).

Observação 2.67. Segue-se da própria definição de Wm,p
0 (Ω) que (Wm,p

0 (Ω), ‖ · ‖Wm,p) é um
espaço de Banach.

Teorema 2.68 (Desigualdades de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um aberto.

• Se 1 ≤ p <∞ e Ω é limitado, então existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

• Se 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω é conexo com fronteira de classe C1, então existe uma constante

C > 0 tal que

‖u− (u)Ω‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀ u ∈ W 1,p(Ω),

onde

(u)Ω = média de u sobre Ω =
1

med Ω

∫
Ω

u dx.
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Demonstração: Ver Corolário 9.19 em [4] e Teorema 1 (página 275) em [9].

Teorema 2.69. Sejam Ω ⊂ R um intervalo e 1 ≤ p ≤ ∞. Se u ∈ W 1,p(Ω), então existe uma

função ũ ∈ C(Ω) tal que u = ũ quase sempre em Ω. Além disso,∫ β

α

ux(t) dt = ũ(β)− ũ(α),

sejam quais forem α, β ∈ Ω.

Demonstração: Ver Teorema 8.2 em [4].

Observação 2.70. Segue-se do Teorema 2.69 que, para um domínio unidimensional Ω, as fun-
ções de W 1,p(Ω) sempre possuem um representante contínuo. Assim, ao se tomar uma função
deW 1,p(Ω), pode-se sempre considerar que é um representante contínuo que está sendo tomado.

Proposição 2.71 (Desigualdade de interpolação de Gagliardo-Nirenberg). Sejam Ω ⊂ R um

intervalo limitado, 1 ≤ r ≤ ∞ e 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖Lp ≤ C‖u‖1−a
Lq ‖u‖

a
W 1,r , ∀ u ∈ W 1,r(Ω),

onde a ∈ [0, 1] é definido por a
(

1
q
− 1

r
+ 1
)

= 1
q
− 1

p
.

Demonstração: Ver página 233 em [4].

Proposição 2.72 (Integração por partes). Sejam Ω ⊂ R um intervalo e 1 ≤ p ≤ ∞. Se

u, v ∈ W 1,p(Ω), então uv ∈ W 1,p(Ω). Além disso, (uv)x = uxv + uvx e∫ β

α

ux(x)v(x) dx = u(β)v(β)− u(α)v(α)−
∫ β

α

u(x)vx(x) dx

quaisquer que sejam α, β ∈ Ω.

Demonstração: Ver Corolário 8.10 em [4].

Proposição 2.73. Sejam Ω ⊂ R um intervalo, g ∈ L1
loc(Ω) e α ∈ Ω. Se v é a função dada por

v(x) =

∫ x

α

g(t) dt, ∀ x ∈ Ω,

então v ∈ C(Ω) e ∫
Ω

v(x)φx(x) dx =

∫
Ω

g(x)φ(x) dx, ∀ φ ∈ C∞0 (Ω).

Demonstração: Ver Lema 8.2 em [4].
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Teorema 2.74. Se u ∈ W 1,p(α, β), então

u ∈ W 1,p
0 (α, β) ⇔ ũ(α) = ũ(β) = 0,

onde ũ é o representante contínuo cuja existência foi assegurada no Teorema 2.69.

Demonstração: Ver Teorema 8.12 em [4].

Observação 2.75. Segue-se do Teorema 2.74 e da Observação 2.70 que, ao se tomar uma
função de W 1,p

0 (Ω), pode-se sempre considerar que se trata de um representante contínuo, o
qual se anula na fronteira de Ω.

Teorema 2.76. Sejam Ω ⊂ R um intervalo limitado, m ≥ 1, j ≥ 0 inteiros e 1 ≤ p, q < ∞.

Então, as seguintes inclusões são compactas (e, consequentemente, contínuas):

i :
(
W j+m,p(Ω), ‖ · ‖W j+m,p

)
→
(
W j,q(Ω), ‖ · ‖W j,q

)
, se mp > 1;

i :
(
W j+m,p(Ω), ‖ · ‖W j+m,p

)
→
(
Cj(Ω), ‖ · ‖j,∞

)
, se p > 1.

Demonstração: Ver Teorema 6.3 em [1].

2.5 ALGUNS PVIS

O objetivo desta seção é apresentar alguns resultados sobre existência e unicidade de
solução para alguns problemas com condições iniciais e condições de fronteira, os quais serão
utilizados nos capítulos seguintes.

Proposição 2.77. Dados K ≥ 0 e g ∈ L2(0, `), a equação −θxx + Kθ = g possui uma única

solução θ ∈ H2(0, `) ∩H1
0 (0, `).

Demonstração: Considere o espaço H1
0 (0, `) munido com a norma ‖ · ‖H1

0
e defina a aplicação

a[·, ·] : H1
0 (0, `)×H1

0 (0, `)→ C colocando

a[θ, θ∗] = K

∫ `

0

θθ∗ dx+

∫ `

0

θxθ∗x dx.

Segue-se imediatamente da definição que a[·, ·] é uma forma sesquilinear. Além disso, a[·, ·] é
contínua. Com efeito, pela desigualdade de Hölder,

|a[θ, θ∗]| ≤ K‖θ‖L2‖θ∗‖L2 + ‖θx‖L2‖θ∗x‖L2 ≤ (K + 1)‖θ‖H1‖θ∗‖H1 ≤ C‖θ‖H1
0
‖θ∗‖H1

0
.

A aplicação a[·, ·] também é coerciva. De fato,

a[θ, θ] = K‖θ‖2
L2 + ‖θx‖2

L2 ≥ ‖θx‖2
L2 = ‖θ‖2

H1
0
.
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Agora, defina Λ : H1
0 (0, `)→ C colocando

Λ(θ∗) =

∫ `

0

gθ∗ dx.

É imediato que Λ é linear. Além disso, Λ é limitado, pois, pelas desigualdades de Hölder e de
Poincaré, |Λ(θ∗)| ≤ C‖θ∗‖H1

0
, onde C = cp‖g‖L2 .

Deste modo, como H1
0 (0, `) é um espaço de Hilbert, pode-se aplicar o Lema de Lax-

Milgram e concluir que existe um único θ ∈ H1
0 (0, `) tal que

K

∫ `

0

θθ∗ dx+

∫ `

0

θxθ∗x dx =

∫ `

0

gθ∗ dx ∀ θ∗ ∈ H1
0 (0, `).

Segue-se que ∫ `

0

θxφx dx = −
∫ `

0

(Kθ − g)φ dx ∀ φ ∈ C∞0 (0, `).

Tendo em vista a definição de derivada fraca, resulta da última igualdade que θ ∈ H2(0, `) e
θxx = Kθ − g, o que conclui a demonstração.

Proposição 2.78. Sejam λ1, λ2 ∈ R com λ1λ2 > 0 e f, g ∈ L2(0, `). Então, existem v ∈
H1

0 (0, `) e u ∈ H1(0, `) tais que {
ux + λ1v = f,

vx − λ2u = g.
(2.1)

Além disso:

Se
∫ `

0

g(x) dx = 0, então
∫ `

0

u(x) dx = 0. (2.2)

Demonstração: Defina

h(x) = g(x) + λ2

∫ x

0

f(z) dz.

Observe que a equação
yxx(x) + λ1λ2y(x) = h(x)

admite uma solução y ∈ H2(0, `) com yx ∈ H1
0 (0, `). De fato, basta tomar

y(x) = c1 cos
(√

λ1λ2 x
)

+ sin
(√

λ1λ2 x
) ∫ x

0

h(z) cos
(√

λ1λ2 z
)

√
λ1λ2

dz

− cos
(√

λ1λ2 x
) ∫ x

0

h(z) sin
(√

λ1λ2 z
)

√
λ1λ2

dz,
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onde

c1 =
cos
(√

λ1λ2 `
)

√
λ1λ2 sin

(√
λ1λ2 `

) ∫ `

0

h(z) cos
(√

λ1λ2z
)
dz

+
sin
(√

λ1λ2 `
)

√
λ1λ2 sin

(√
λ1λ2 `

) ∫ `

0

h(z) sin(
√
λ1λ2z) dz.

Agora, defina u e v colocando

v(x) = yx(x), u(x) =

∫ x

0

f(z) dz − λ1

∫ x

0

v(z) dz.

É imediato que v ∈ H1
0 (0, `) e u ∈ H1(0, `). Além disso:

ux(x) + λ1v(x) = f(x)− λ1v(x) + λ1v(x) = f(x),

vx(x)− λ2u(x) = yxx(x)− λ2u = h(x)− λ1λ2y(x)− λ2u(x) = g(x).

Isto mostra que o sistema (2.1) é satisfeito. Por fim, integrando a segunda equação do sistema,
vê-se que (2.2 se verifica.

Teorema 2.79. Sejam T > 0, Ω ⊂ R3 um domínio limitado (ou ilimitado com complementar

limitado) com fronteira suave, U = (U1, U2, U3) e s ≥ 4. Suponha que, para i, j, k, l ∈
{1, 2, 3},

1. Cijkl ∈ C
(
[0, T ]× Ω

)
∩ L∞

(
[0, T ], L∞(Ω)

)
,

∂xCijkl ∈ L∞
(
[0, T ], Hs−2(Ω)

)
,

∂mt Cijkl ∈ L∞
(
[0, T ], Hs−1−m(Ω)

)
para m = 1, 2, ..., s− 1;

2. Cijkl(t, x) = Cklij(t, x) para todo (t, x) ∈ [0, T ] × Ω e existe uma constante positiva γ0 tal

que, para t ∈ [0, T ] e U(t, ·) ∈ [H1
0 (Ω)]3,

‖U(t, ·)‖2
[H1]3 ≤ γ0

(
3∑

i,j,k,l=1

(
Cijkl(t, ·)

∂Uk
∂xl

(t, ·), ∂Ui
∂xj

(t, ·)
)
L2

+ ‖U(t, ·)‖2
[L2]3

)
;

3. Existe uma constante γ1 tal que, para quase todo t ∈ [0, T ], se Cijkl(t, ·) ∂2Uk
∂xj∂xl

(t, ·) ∈
Hm(Ω) e U(t, ·) ∈ [H1

0 (Ω)]3, então U(t, ·) ∈ [Hm+2(Ω)]3 e

‖U(t, ·)‖[Hm+2]3 ≤ γ1

∥∥∥∥∥
3∑

i,j,k,l=1

Cijkl(t, ·)
∂2Uk
∂xj∂xl

∥∥∥∥∥
Hm

+ ‖U(t, ·)‖[L2]3

 , m = 0, 1, ...s−2;

4. ∂mt fi ∈ C
(
[0, T ], Hs−2−m(Ω)

)
(0 ≤ m ≤ s− 2) e ∂s−1

t fi ∈ L2
(
[0, T ], L2(Ω)

)
;
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5. Um
i ∈ [Hs−m(Ω) ∩ H1

0 (Ω)]3 (0 ≤ m ≤ s − 1) e U s
i ∈ L2(Ω), onde U0

i e U1
i são dados

inicias e, para m = 2, ..., s,

Um
i (x) =

m−2∑
n=0

(
m− 2

n

) 3∑
i,j,k,l=1

∂nt Cijkl(0, x)
∂2Um−2−n

k

∂xj∂xl
(x) + ∂m−2

t fi(0, x).

Então, o problema

∂2
tUi −

3∑
i,j,k,l=1

Cijkl
∂2Uk
∂xj∂xl

= fi em (0, T )× Ω, i = 1, 2, 3

com condições de fronteira

Ui(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, i = 1, 2, 3

e condições iniciais

Ui(0, x) = U0
i (x), ∂tUi(0, x) = U1

i (x), x ∈ Ω, i = 1, 2, 3,

possui uma única solução (U1, U2, U3) satisfazendo

∂mt Ui ∈ C
(
[0, T ], Hs−m(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
, i = 1, 2, 3, m = 0, 1, ..., s− 1;

∂stUi ∈ C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
, i = 1, 2, 3.

Demonstração: Ver Teorema A.11 em [12].

Teorema 2.80. Sejam T > 0, Ω ⊂ R3 um domínio limitado (ou ilimitado com complementar

limitado) com fronteira suave e s ≥ 4. Suponha que, para i, j ∈ {1, 2, 3},

1. aij ∈ C
(
[0, T ]× Ω

)
∩ L∞

(
[0, T ], L∞(Ω)

)
,

∂xaij ∈ L∞
(
[0, T ], Hs−2(Ω)

)
,

∂mt aij ∈ L∞
(
[0, T ], Hs−1−m(Ω)

)
para m = 1, 2, ..., s− 2,

∂s−1
t aij ∈ L2

(
[0, T ], L2(Ω)

)
;

2. Existe uma constante γ3 tal que, para todo t ∈ [0, T ], se aij(t, ·) ∂2θ
∂xi∂xj

(t, ·) ∈ Hm(Ω) e

θ(t, ·) ∈ H1
0 (Ω), então θ(t, ·) ∈ Hm+2(Ω) e

‖θ(t, ·)‖Hm+2 ≤ γ1

∥∥∥∥∥
3∑

i,j=1

aij(t, ·)
∂2θ

∂xi∂xj

∥∥∥∥∥
Hm

+ ‖θ(t, ·)‖L2

 , m = 0, 1, ...s− 2;

3. ∂mt g ∈ C
(
[0, T ], Hs−2−m(Ω)

)
(0 ≤ m ≤ s− 2) e ∂s−1

t g ∈ L2
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
;
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4. θm ∈ Hs−m(Ω) ∩ H1
0 (Ω) (0 ≤ m ≤ s − 2) e θs−1 ∈ L2(Ω), onde θ0 é um dado inicial e,

para m = 2, ..., s− 1,

θm(x) =
m−1∑
n=0

(
m− 1

n

) 3∑
i,j=1

∂nt aij(0, x)
∂2θm−1−n

∂xi∂xj
(x) + ∂m−1

t g(0, x).

Então, o problema

θt −
3∑

i,j=1

aij
∂2θ

∂xi∂xj
= g em (0, T )× Ω

com condição de fronteira

θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω

e condição inicial

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω,

possui uma única solução θ satisfazendo

∂mt θ ∈ C
(
[0, T ], Hs−m(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
, m = 0, 1, ..., s− 2;

∂s−1
t θ ∈ C

(
[0, T ], L2(Ω)

)
, ∂s−1

t ∇θ ∈ L2
(
[0, T ], L2(Ω)

)
.

Demonstração: Ver Teorema A.15 em [12].

Observação 2.81. Devido à imersão H1(0, `) ↪→ L∞(0, `), nas versões unidimensionais dos
teorema 2.79 e 2.80, a hipótese s ≥ 4 pode ser enfraquecida para s ≥ 3. Além disso, o Teorema
2.79 permanece válido com condições de fronteira dadas por

U1(t, x) = ∂xU2(t, x) = ∂xU3(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

A seguir serão enunciadas as versões adaptadas dos teoremas acima, que serão utilizadas
posteriormente.

Teorema 2.82. Sejam T, ` > 0. Suponha que, para i, k ∈ {1, 2, 3},

1. Cik ∈ C
(
[0, T ]× [0, `]

)
∩ L∞

(
[0, T ], L∞(0, `)

)
,

∂xCik ∈ L∞
(
[0, T ], H1(0, `)

)
,

∂jtCik ∈ L∞
(
[0, T ], H2−j(0, `)

)
para j = 1, 2;

2. Cik(t, x) = Cki(t, x) para todo (t, x) ∈ [0, T ]× [0, `] e existe uma constante positiva γ0 tal

que, para t ∈ [0, T ] e U(t, ·) ∈ [H1
0 (0, `)]3,

‖U(t, ·)‖2
[H1]3 ≤ γ0

(
3∑

i,k=1

(
Cik(t, ·)∂xUk(t, ·), ∂xUi(t, ·)

)
L2 + ‖U(t, ·)‖2

[L2]3

)
;
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3. Existe uma constante γ1 tal que, para quase todo t ∈ [0, T ], se Cik(t, ·)∂2
xUk(t, ·) ∈ Hj(0, `)

e U(t, ·) ∈ [H1
0 (0, `)]3, então U(t, ·) ∈ [Hj+2(0, `)]3 e

‖U(t, ·)‖[Hj+2]3 ≤ γ1

∥∥∥∥∥
3∑

i,k=1

Cik(t, ·)∂2
xUk

∥∥∥∥∥
Hj

+ ‖U(t, ·)‖[L2]3

 , j = 0, 1;

4. ∂jt fi ∈ C
(
[0, T ], H1−j(0, `)

)
(0 ≤ j ≤ 1) e ∂2

t fi ∈ L2
(
[0, T ], L2(0, `)

)
;

5. U j
i ∈ [H3−j(0, `) ∩ H1

0 (0, `)] × [H3−j(0, `) ∩ H1
∗ (0, `)]

2 para 0 ≤ j ≤ 2, ∂xU
j
2 , ∂xU

j
3 ∈

H1
0 (0, `) para j = 0, 1 e U3

i ∈ L2(0, `), onde U0
i e U1

i são dados inicias e, para j = 2, 3,

U j
i (x) =

j−2∑
n=0

(
j − 2

n

) 3∑
i,k=1

∂nt Cik(0, x)∂2
xU

j−2−n
k (x) + ∂j−2

t fi(0, x).

Então, o problema

∂2
tU1 − (C11∂

2
xU1 + C12∂

2
xU2 + C13∂

2
xU3) = f1 em (0, T )× (0, `),

∂2
tU2 − (C21∂

2
xU1 + C22∂

2
xU2 + C23∂

2
xU3) = f2 em (0, T )× (0, `),

∂2
tU3 − (C31∂

2
xU1 + C32∂

2
xU2 + C33∂

2
xU3) = f3 em (0, T )× (0, `),

com condições de fronteira

U1(·, 0) = U1(·, `) = ∂xU2(·, 0) = ∂xU2(·, `) = ∂xU3(·, 0) = ∂xU3(·, `) = 0

e condições iniciais

U1(0, ·) = U0
1 , ∂tU1(0, ·) = U1

1 , U2(0, ·) = U0
2 , ∂tU

2(0, ·) = U1
2 ,

U3(0, ·) = U0
3 , ∂tU

3(0, ·) = U1
3 ,

possui uma única solução (U1, U2, U3) satisfazendo

∂jtU1 ∈ C0
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
, j = 0, 1, 2;

∂jtUi ∈ C0
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

∗ (0, `)
)
, j = 0, 1, 2, i = 2, 3;

∂xUi(t), ∂t∂xUi(t) ∈ H1
0 (0, `), t ∈ [0, T ], i = 2, 3;

∂3
tUi ∈ C0

(
[0, T ], L2(0, `)

)
, i = 1, 2, 3.

Teorema 2.83. Sejam T, ` > 0. Suponha que

1. a ∈ C
(
[0, T ]× [0, `]

)
∩ L∞

(
[0, T ], L∞(0, `)

)
,
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∂xa, ∂ta ∈ L∞
(
[0, T ], H1(0, `)

)
,

∂2
t a ∈ L2

(
[0, T ], L2(0, `)

)
;

2. Existe uma constante γ3 tal que, para todo t ∈ [0, T ], se a(t, ·)∂2
xθ(t, ·) ∈ Hj(0, `) e θ(t, ·) ∈

H1
0 (0, `), então θ(t, ·) ∈ Hj+2(0, `) e

‖θ(t, ·)‖Hj+2 ≤ γ1

(∥∥a(t, ·)∂2
xθ
∥∥
Hj + ‖θ(t, ·)‖L2

)
, j = 0, 1;

3. ∂jt g ∈ C
(
[0, T ], H1−j(0, `)

)
(0 ≤ j ≤ 1) e ∂2

t g ∈ L2
(
[0, T ], H−1(0, `)

)
;

4. θj ∈ Hs−j(0, `) ∩H1
0 (0, `) (0 ≤ j ≤ 1) e θ2 ∈ L2(0, `), onde θ0 é um dado inicial e, para

j = 1, 2,

θj(x) =

j−1∑
n=0

(
j − 1

n

)
∂nt a(0, x)∂2

xθ
j−1−n(x) + ∂j−1

t g(0, x).

Então, o problema

θt − a∂2
xθ = g em (0, T )× (0, `)

com condição de fronteira

θ(t, 0) = θ(t, `) = 0, t ∈ [0, T ]

e condição inicial

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ (0, `),

possui uma única solução θ satisfazendo

∂jt θ ∈ C
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
, j = 0, 1;

∂2
t θ ∈ C

(
[0, T ], L2(0, `)

)
, ∂2

t θx ∈ L2
(
[0, T ], L2(0, `)

)
.

2.6 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definição 2.84 (Semigrupo). Seja X um espaço de Banach. Um semigrupo sobre X é uma
família {S(t)}t≥0 de operadores lineares contínuos S(t) : X → X que satisfaz as seguintes
condições:

• S(0) = I;

• S(s)S(t) = S(s+ t), quaisquer que sejam s, t ≥ 0.

Definição 2.85 (Semigrupo fortemente contínuo). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo sobre um es-
paço de Banach X . Diz-se que {S(t)}t≥0 é fortemente contínuo (ou C0) quando, para todo
x ∈ X ,

lim
t→0+
‖S(t)x− x‖X = 0.
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Definição 2.86 (Semigrupo de contrações). Diz-se que {S(t)}t≥0 é um semigrupo de contra-

ções quando ‖S(t)‖L ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Definição 2.87 (Gerador infinitesimal). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo sobre um espaço de Ba-
nach X . O gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0 é o operador

A : D(A) −→ X

x 7−→ Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

,

onde
D(A) =

{
x ∈ X; o limite lim

t→0+

S(t)x− x
t

existe
}
.

Teorema 2.88. Sejam X um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear dis-

sipativo com domínio denso. Se 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

C0 de contrações.

Demonstração: Ver Teorema 2.12.3 em [24].

Observação 2.89. O semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A será chamado de
semigrupo gerado por A e representado por {etA}t≥0.

Teorema 2.90. Sejam X um espaço de Banach e {etA}t≥0 um semigrupo C0 sobre X . Então,

para todo x ∈ D(A) e todo t ≥ 0, etAx ∈ D(A) e

A
(
etAx

)
= etA(Ax) =

d

dt
etAx.

Demonstração: Ver Teorema 2.4 (página 4) em [22].

Teorema 2.91. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal

de um semigrupo C0 sobre X . Se U0 ∈ D(A), então o problema{
Ut = AU, t > 0

U(0) = U0

possui uma única solução U satisfazendo

U ∈ C
(
[0,∞), D(A)

)
∩ C1

(
[0,∞), X

)
.

Além disso, esta solução é dada por U(t) = etAU0.

Demonstração: Ver Teorema 2.2.2 em [27].
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Proposição 2.92. SejamX um espaço de Banach,A : D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal

de um semigrupo C0 sobre X e F : X → X uma aplicação contínua. Se U0 ∈ D(A), então

qualquer solução clássica do problema{
Ut = AU + F (U), 0 < t < T

U(0) = U0

é da forma

U(t) = etAU0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (U(s)) ds.

Demonstração: Ver página 183 em [22].

Definição 2.93 (Semigrupo exponencialmente estável). Diz-se que um semigrupo {T (t)}t≥0 é
exponencialmente estável quando existem constantes α > 0 e M ≥ 1 satisfazendo

‖T (t)‖L ≤Me−αt ∀ t ≥ 0.

Teorema 2.94. Um semigrupo fortemente contínuo {etA}t≥0 é exponencialmente estável se, e

somente se, ambas as condições abaixo se verificam.

(i) iR ⊂ ρ(A);

(ii) lim
|β|→∞

‖(iβI − A)−1‖L <∞.

Demonstração: Ver Teorema 3.5.5 em [24].
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3 SISTEMA DE BRESSE TERMOELÁSTICO LINEAR

O objetivo deste capítulo é fazer uma apresentação detalhada de um resultado demons-
trado em [10], o qual será necessário nas demonstrações dos resultados contidos no capítulo
seguinte. Especificamente, serão estabelecidas a existência e a unicidade de solução para o
problema

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = 0 em (0,∞)× (0, `),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0 em (0,∞)× (0, `),

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0 em (0,∞)× (0, `),

θt − k1θxx +mψxt = 0 em (0,∞)× (0, `),

(3.1)

com condições de fronteira

ϕ(·, 0) = ϕ(·, `) = ψx(·, 0) = ψx(·, `) = wx(·, 0) = wx(·, `) = θ(·, 0) = θ(·, `) = 0 (3.2)

e condições iniciais

ϕ(0, ·) = ϕ0, ϕt(0, ·) = ϕ1, ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1,

w(0, ·) = w0, wt(0, ·) = w1, θ(0, ·) = θ0,
(3.3)

onde os coeficientes ρ1, k, l, k0, ρ2, b, γ, k1 e m são constantes positivas e as funções ϕ, ψ, w
e θ descrevem, respectivamente, a oscilação vertical, o ângulo de rotação da seção transversal,
a oscilação longitudinal e a variação temperatura de uma viga arqueada fina de comprimento `.
Também será mostrado que se bρ1 = kρ2 e k = k0, então a solução obtida possui decaimento
exponencial. Alguns detalhes que não se encontram explícitos em [10] foram feitos com base
nos cálculos que se pode encontrar em [19].

3.1 FORMULAÇÃO ABSTRATA

O objetivo desta seção é reformular o problema (3.1)-(3.3) como um problema de Cauchy
abstrato homogêneo. Inicialmente, considere os espaços

H1
∗ (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω);

∫ `

0

u(x) dx = 0

}
, L2

∗(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω);

∫ `

0

u(x) dx = 0

}
.

Observação 3.1. Segue-se do Teorema 2.68 que, para uma função u em qualquer destes dois
espaços, a desigualdade ‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp se verifica. Quando Ω tem medida finita, estes
espaços munidos com as normas ‖ ·‖H1 e ‖ ·‖L2 , respectivamente, são espaços de Banach. Com
efeito, seja {un} uma sequência de Cauchy em (H1

∗ (Ω), ‖ · ‖H1). Então, {un} é de Cauchy em
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(H1(Ω), ‖ · ‖H1), o qual é completo. Segue-se que existe u ∈ H1(Ω) tal que ‖un − u‖H1 → 0.
Além disso, pela desigualdade de Hölder, para todo natural n tem-se

0 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

un dx−
∫

Ω

u dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

1 · |un − u| dx ≤ med(Ω)‖un − u‖L2 ≤ med(Ω)‖un − u‖H1 .

Tomando o limite, resulta que ∫
Ω

u = lim
n→∞

∫
Ω

un = lim
n→∞

0 = 0,

de onde se deduz que u ∈ H1
∗ (Ω). Isto mostra que {un} converge em (H1

∗ (Ω), ‖ · ‖H1) e que,
portanto, este espaço é completo. Um argumento análogo se aplica ao espaço (L2

∗(Ω), ‖ · ‖L2).

Agora, considere o espaço

H = H1
0 (0, `)× L2(0, `)×H1

∗ (0, `)× L2
∗(0, `)×H1

∗ (0, `)× L2
∗(0, `)× L2(0, `).

No que se segue, dois elementos (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ) e (ϕ∗,Φ∗, ψ∗,Ψ∗, w∗,W ∗, θ∗) deH serão
representados de forma abreviada pelas notações U e U∗, respectivamente. Considere também
o subespaço

D(A) =
{
U ∈ H; ϕ, ψ,w, θ ∈ H2(0, `), Φ, ψx, wx, θ ∈ H1

0 (0, `), Ψ,W ∈ H1
∗ (0, `)

}
e o operador A : D(A) ⊂ H → H definido por

AU =



0 1 0 0 0 0 0
k
ρ1
∂2
x − k0l2

ρ1
I 0 k

ρ1
∂x 0 l(k+k0)

ρ1
∂x 0 0

0 0 0 1 0 0 0

− k
ρ2
∂x 0 b

ρ2
∂2
x − k

ρ2
I 0 − kl

ρ2
I 0 − γ

ρ2
∂x

0 0 0 0 0 1 0

− l(k0+k)
ρ1

∂x 0 − lk
ρ1
I 0 k0

ρ1
∂2
x − l2k

ρ1
I 0 0

0 0 0 −m∂x 0 0 k1∂
2
x





ϕ

Φ

ψ

Ψ

w

W

θ



=



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0l
ρ1

(wx − lϕ)

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)− γ

ρ2
θx

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − kl
ρ1

(ϕx + ψ + lw)

k1θxx −mΨx


,
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para todo U ∈ D(A). Com estas definições, o problema (3.1)-(3.3) pode ser reescrito como{
Ut = AU, t > 0,

U(0) = U0,
(3.4)

onde Ut = (ϕt,Φt, ψt,Ψt, wt,Wt, θt) e U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0). Deste modo, o estudo
do problema original se reduz ao estudo de um problema de valor inicial, o que será feito por
meio da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados.

No espaço H serão consideradas duas normas, as quais serão representadas por | · |H e
‖ · ‖H. A norma | · |H será a norma induzida pelo produto interno usual

(U,U∗)H =

∫ `

0

ϕϕ∗ dx+

∫ `

0

ϕxϕ∗x dx+

∫ `

0

ΦΦ∗ dx+

∫ `

0

ψψ∗ dx

+

∫ `

0

ψxψ∗x dx+

∫ `

0

ΨΨ∗ dx+

∫ `

0

ww∗ dx+

∫ `

0

wxw∗x dx

+

∫ `

0

WW ∗ dx+

∫ `

0

θθ∗ dx

(3.5)

e a norma ‖ · ‖H será a norma induzida pelo produto interno

((U,U∗))H = ρ1

∫ `

0

ΦΦ∗ dx+ ρ2

∫ `

0

ΨΨ∗ dx+ ρ1

∫ `

0

WW ∗ dx

+ b

∫ `

0

ψxψ∗x dx+ k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗) dx

+ k0

∫ `

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗) dx+
γ

m

∫ `

0

θθ∗ dx.

(3.6)

Assim, para todo U ∈ H, tem-se

|U |2H = ‖ϕ‖2
H1 + ‖Φ‖2

L2 + ‖ψ‖2
H1 + ‖Ψ‖2

L2 + ‖w‖2
H1 + ‖W‖2

L2 + ‖θ‖2
L2

e

‖U‖2
H = ρ1‖Φ‖2

L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 + ρ1‖W‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2

+ k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 +
γ

m
‖θ‖2

L2 .

Note que, relativamente à aplicação ((·, ·))H, a única propriedade de produto interno que
não pode ser deduzida imediatamente a partir da definição é aquela segundo a qual ((U,U))H = 0

acarreta U = 0. Na verdade, para que esta propriedade se verifique, precisa-se supor que l` não
seja um múltiplo inteiro de π. Sob esta hipótese, que será assumida em toda a exposição que se
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segue, a justificativa pode ser feita do seguinte modo: se ((U,U))H = 0, então

Φ = Ψ = W = ψx = (ϕx + ψ + lw) = (wx − lϕ) = θ = 0. (3.7)

Como ψx = 0, segue-se que∫ `

0

ψφx dx = −
∫ `

0

ψxφ dx = −
∫ `

0

0 dx = 0, ∀ φ ∈ C∞0 (0, `).

Pela Proposição 2.44, conclui-se que ψ = C para alguma constante C. Mas ψ ∈ H1
∗ (0, `), logo

C =
C

`

∫ `

0

1 dx =
1

`

∫ `

0

C dx =
1

`

∫ `

0

ψ dx = 0.

Segue-se que ψ = 0. Substituindo este resultado em (3.7), obtém-se

(ϕx + lw) = 0 = (wx − lϕ). (3.8)

Da primeira igualdade conclui-se que lwx = −ϕxx e, da segunda, que lwx = l2ϕ. Portanto,
ϕxx = −l2ϕ. Como ϕ ∈ H1

0 (0, `), para mostrar que ϕ = 0, basta mostrar que o problema{
l2ϕ+ ϕxx = 0,

ϕ(0) = ϕ(`) = 0,
(3.9)

admite apenas a solução nula, onde l` 6= nπ para todo n ∈ N. Considere, então, uma solução
ϕ ∈ H2(0, `)∩H1

0 (0, `) do problema (3.9). Pelo Teorema 2.69 pode-se considerar ϕ ∈ C(0, `),
o que implica ϕ ∈ C2(0, `) (ver nota 6, página 204, em [4]). Mas, de acordo com a teoria
clássica das equações diferenciais ordinárias, qualquer solução ϕ ∈ C2(0, `) do problema (3.9)
é da forma ϕ(x) = c sen(lx) com c constante. Como ϕ(`) = c sen(l`) = 0 e l 6= nπ

`
, conclui-se

que c = 0 e, consequentemente, ϕ é a função nula. Utilizando (3.8), segue-se que w = 0.

Observação 3.2. A condição l` 6= nπ, n ∈ Z, também é necessária para que ((U,U))H = 0

acarrete U = 0. De fato, considere U =
(

sen(lx), 0, 0, 0,− cos(lx), 0, 0
)
, onde l` = nπ com n

inteiro. Então, U ∈ H, U 6= 0 mas ((U,U))H = 0.

Sabe-se que (H, | · |H) é um espaço de Hilbert (o que, na realidade, decorre da Observação
2.67, da Observação 3.1 e do Teorema 2.35). O lema a seguir estabelece uma condição suficiente
para que (H, ‖ · ‖H) também seja um espaço de Hilbert. Entretanto, conforme pode ser visto no
Apêndice A, esta condição não é necessária.

Lema 3.3. Se l < 1√
2`

, então as normas | · |H e ‖ · ‖H são equivalentes. Consequentemente, o

espaço (H, ‖ · ‖H) é completo e, portanto, de Hilbert.
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Demonstração: Para simplificar a notação, escreva

P (ϕ, ψ, w) =
√
‖ϕ‖2

H1 + ‖ψ‖2
H1 + ‖w‖2

H1

e
Q(ϕ, ψ, w) =

√
k‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2 .

Então,
|U |2L2 = ‖Φ‖2

L2 + ‖Ψ‖2
L2 + ‖W‖2

L2 + ‖θ‖2
L2 + P (ϕ, ψ,w)2

e

‖U‖2
H = ρ1‖Φ‖2

L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 + ρ1‖W‖2

L2 +
γ

m
‖θ‖2

L2 +Q(ϕ, ψ,w)2. (3.10)

Assim, para se obter a equivalência desejada, basta mostrar que existem constantes positivas c1

e c2 tais que

Q(ϕ, ψ,w) ≤ c1P (ϕ, ψ,w), ∀ (ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
∗ (0, `) (3.11)

e

P (ϕ, ψ,w) ≤ c2Q(ϕ, ψ,w), ∀ (ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
∗ (0, `). (3.12)

Note que, pela desigualdade de Clarkson,

k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 ≤ k‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k‖ϕx + ψ − lw‖2
L2

≤ 2k‖ϕx + ψ‖2
L2 + 2kl2‖w‖2

L2

≤ 2k‖ϕx + ψ‖2
L2 + 2k‖ϕx − ψ‖2

L2 + 2kl2‖w‖2
L2

≤ 4k‖ϕx‖2
L2 + 4k‖ψ‖2

L2 + 2kl2‖w‖2
L2 .

(3.13)

e

k0‖wx − lϕ‖2
L2 ≤ k0‖wx + lϕ‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 ≤ 2k0‖wx‖2

L2 + 2k0l‖ϕ‖2
L2 (3.14)

Somando (3.13) e (3.14) membro a membro, conclui-se que a desigualdade (3.11) se verifica
com c1 =

√
max{4k, 2kl2, 2k0, 2k0l, b}. Observe que, até aqui, não foi necessário utilizar a

hipótese.
A fim de demonstrar (3.12), note que para toda função u em H1

0 (0, `) ou em H1
∗ (0, `),
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tem-se ‖u‖2
L2 ≤ `2

2
‖ux‖2

L2 (ver Proposição 1, página 125, em [6] e página 1 em [21]). Portanto,

‖ϕx‖2
L2 ≤ 2‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + 2‖ψ + lw‖2
L2

≤ 2‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 4‖ψ‖2

L2 + 4‖lw‖2
L2

≤ 2‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + 2`2‖ψx‖2

L2 + 2l2`2‖wx‖2
L2

e

‖wx‖2
L2 ≤ 2‖wx − lϕ‖2

L2 + 2‖lϕ‖2
L2

≤ 2‖wx − lϕ‖2
L2 + l2`2‖ϕx‖2

L2 .

Somando as últimas duas desigualdades membro a membro, obtém-se

(1− l2`2)‖ϕx‖2
L2 + (1− 2l2`2)‖wx‖L2 ≤ 2‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + 2`2‖ψx‖2
L2 + 2‖wx − lϕ‖2

L2 .

Assim, utilizando a hipótese,

‖ϕx‖2
L2 + ‖ψx‖2 + ‖wx‖2

L2 ≤
2

(1− 2l2`2)
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 +

(
2`2

(1− 2l2`2)
+ 1

)
‖ψx‖2

L2

+
2

(1− 2l2`2)
‖wx − lϕ‖2

L2

e, consequentemente, a desigualdade (3.12) se verifica com

c2
2 = min

{
2

k(1− 2l2`2)
,

2

k0(1− 2l2`2)
,

(
2`2

(1− 2l2`2)
+ 1

)
1

b

}
.

Isto mostra que as normas ‖ · ‖H e | · |H são equivalentes. Como (H, | · |H) é completo,
resulta que (H, ‖ · ‖H) também é. E como ‖ · ‖H provém de um produto interno, resulta que
(H, ‖ · ‖H) é um espaço de Hilbert.

3.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

O objetivo desta seção é mostrar que o problema (3.4) admite uma única solução (esta
conclusão se estenderá ao problema (3.1)-(3.3)). Com vistas à aplicação do Teorema 2.91, o
primeiro passo será verificar que o operador A, acima definido, é o gerador infinitesimal de um
semigrupo C0 de contrações. Para este propósito, um lema será necessário.



43

Lema 3.4. Dadas g1 ∈ L2(0, `) e g2, g3 ∈ L2
∗(0, `), o sistema

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = g1, (3.15)

bψxx − k(ϕx + ψ + lw) = g2, (3.16)

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = g3, (3.17)

possui uma única solução (ϕ, ψ,w) ∈ [H2(0, `) ∩ H1
0 (0, `)] × [H2(0, `) ∩ H1

∗ (0, `)]
2 com

ψx, wx ∈ H1
0 (0, `).

Demonstração:

• Existência

Pelo Lema 2.78, existem v ∈ H1
0 (0, `) e u ∈ H1

∗ (0, `) tais que{
kux + k0lv = g1,

k0vx − klu = g3.

Defina

ψ(x) =
1

b

∫ x

0

∫ z

0

(
g2(s) + ku(s)

)
ds dz − 1

b`

∫ `

0

∫ r

0

∫ z

0

(
g2(s) + ku(s)

)
ds dz dr.

Observe que ψ ∈ H2(0, `)∩H1
∗ (0, `) com ψx ∈ H1

0 (0, `). Novamente pelo Lema 2.78, existem
ϕ ∈ H1

0 (0, `) e w ∈ H1
∗ (0, `) tais que{

wx − lϕ = v,

ϕx + lw = u− ψ.
(3.18)

Consequentemente,

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = kux + k0lv = g1,

bψxx − k(ϕx + ψ + lw) = bψxx − ku = g2,

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = k0vx − klu = g3.

Da primeira equação do sistema (3.18), resulta que w ∈ H2(0, `) com wx ∈ H1
0 (0, `). E, pela

segunda equação do mesmo sistema, resulta que ϕ ∈ H2(0, `). Logo, o sistema (3.15)-(3.16)
possui uma solução (ϕ, ψ,w) com a regularidade mencionada.

• Unicidade

Considere o espaço V = H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
∗ (0, `) munido com as normas

|(ϕ, ψ,w)|2V = ‖ϕ‖2
H1 + ‖ψ‖2

H1 + ‖w‖2
H1 , ‖(ϕ, ψ,w)‖V = ‖ϕ‖H1 + ‖ψ‖H1 + ‖w‖H1 .
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Como (H1
0 (0, `), | · |H1) e (H1

∗ (0, `), | · |H1) são completos, (V , | · |V) e (V , ‖ · ‖V) também são.
Consequentemente, (V , | · |V) é um espaço de Hilbert. Além disso, para todo (ϕ, ψ,w) ∈ V ,
tem-se

‖(ϕ, ψ,w)‖2
V = (‖ϕ‖H1 + ‖ψ‖H1 + ‖w‖H1)2 ≥ ‖ϕ‖2

H1 + ‖ψ‖2
H1 + ‖w‖2

H1 = |(ϕ, ψ,w)|2V .

Portanto, pela Proposição 2.18, as normas | · |V e ‖ · ‖V são equivalentes. Dito isto, defina
a[·, ·] : V × V → C colocando

a[(ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w∗)] = k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗) dx

+ k0

∫ `

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗) dx+ b

∫ `

0

ψxψ∗x dx.

Segue-se da definição que a[·, ·] é sesquilinear. Além disso, por (3.11) e por (3.12), a[·, ·] é
contínua e coerciva. Defina, também, Λ : V → C colocando

Λ(ϕ∗, ψ∗, w∗) = −
∫ `

0

g1ϕ∗ dx−
∫ `

0

g2ψ∗ dx−
∫ `

0

g3w∗ dx.

A linearidade de Λ segue-se da definição e a limitação segue-se da equivalência entre | · |V e
‖ · ‖V . Deste modo, pode-se aplicar o Lema de Lax-Milgram e concluir que existe um único
(ϕ̂, ψ̂, ŵ) ∈ V tal que

a[(ϕ̂, ψ̂, ŵ), (ϕ∗, ψ∗, w∗)] = Λ(ϕ∗, ψ∗, w∗), ∀ (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ V .

Mas, multiplicando (3.15) por ϕ∗ ∈ H1
0 (0, `), (3.16) por ψ∗ ∈ H1

∗ (0, `) e (3.15) por w∗ ∈
H1
∗ (0, `), concui-se que

a[(ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w∗)] = Λ(ϕ∗, ψ∗, w∗), ∀ (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ V .

Logo, (ϕ, ψ, w) = (ϕ̂, ψ̂, ŵ) e isso mostra que a solução do sistema (3.15)-(3.17) é única.

Teorema 3.5. O operador A, definido na Seção 3.1, é o gerador infinitesimal de um semigrupo

C0 de contrações sobreH.

Demonstração: O objetivo é verificar que as hipóteses do Teorema 2.88 são satisfeitas. A
linearidade de A é imediata. Resta verificar que A é dissipativo, que 0 ∈ ρ(A) e que D(A)

é denso em H. A verificação de que 0 ∈ ρ(A) se dividirá em duas partes: mostrar que A é
invertível e que seu inverso A−1 é limitado.

• O operador A é dissipativo.
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Note que

AU =



Φ
k
ρ1
ϕxx + k0l2

ρ1
ϕ+ k

ρ1
ψx + l(k+k0)

ρ1
wx

Ψ

− k
ρ2
ϕx + b

ρ2
ψxx − k

ρ2
ψ − kl

ρ2
w − γ

ρ2
θx

W

− l(k+k0)
ρ1

ϕx − lk
ρ1
ψ + k0

ρ1
wxx − l2k

ρ1
w

−mΨx + k1θxx


. (3.19)

Portanto,

((AU,U))H =

∫ `

0

(
kϕxx + k0l

2ϕ+ kψx + l(k + k0)wx

)
Φ dx+

∫ `

0

(
−γΨx +

k1γ

m
θxx

)
θ dx

+

∫ `

0

(
− kϕx + bψxx − kψ − klw − γθx

)
Ψ dx+

∫ `

0

k0(Wx − lΦ)(wx − lϕ) dx

+

∫ `

0

(
− l(k + k0)ϕx − lkψ + k0wxx − l2kw

)
W dx+

∫ `

0

bΨxψx dx

+

∫ `

0

k(Φx + Ψ + lW )(ϕx + ψ + lw) dx.

Rearranjando, conclui-se que

((AU,U))H = k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)xΦ dx+ k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)Φx dx+ k0

∫ `

0

(wx − lϕ)xW dx

+ k0

∫ `

0

(wx − lϕ)Wx dx+ b

∫ `

0

ψxxΨ dx+ b

∫ `

0

ψxΨx dx− γ
∫ `

0

Ψθx dx

+ kl

∫ `

0

(
(ϕx + ψ + lw)W − (ϕx + ψ + lw)W

)
dx− γ

∫ `

0

Ψxθ dx

+ k0l

∫ `

0

(
(wx − lϕ)Φ− (wx − lϕ)Φ

)
dx+

γk1

m

∫ `

0

θxxθ dx

+ k

∫ `

0

(
(ϕx + ψ + lw)Ψ− (ϕx + ψ + lw)Ψ

)
dx.
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Aplicando integração por partes, resulta que

((AU,U))H = k

∫ `

0

(
(ϕx + ψ + lw)Φx − (ϕx + ψ + lw)Φx

)
dx+ b

∫ `

0

(
ψxΨx − ψxΨ

)
dx

+ k

∫ `

0

(
(ϕx + ψ + lw)Ψ− (ϕx + ψ + lw)Ψ

)
dx− γ

∫ `

0

(
Ψθx −Ψθx

)
dx

+ k0

∫ `

0

(
(wx − lϕ)Wx − (wx − lϕ)Wx

)
dx− γk1

m
‖θx‖2

L2

+ kl

∫ `

0

(
(ϕx + ψ + lw)W − (ϕx + ψ + lw)W

)
dx

+ k0l

∫ `

0

(
(wx − lϕ)Φ− (wx − lϕ)Φ

)
dx.

Observe que, nas integrais da última igualdade, os integrandos são nulos ou da forma z − z =

2iI(z). Portanto, tomando a parte real, segue-se que

R ((AU,U))H = −γk1

m
‖θx‖2

L2 ≤ 0. (3.20)

Como U ∈ D(A) foi tomado arbitrário, isto mostra que o operador A é dissipativo.

• O operador A é invertível.

Seja F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∈ H. Tome Φ = f1, Ψ = f3 e W = f5. Pela Proposição
2.77 existe uma única função θ ∈ H2(0, `) ∩H1

0 (0, `) tal que

−mΨx + k1θxx = f7.

De fato, basta tomar K = 0 e g = − 1
k1

(f7 + mΨx). Além disso, existe um único (ϕ, ψ,w) ∈
[H2(0, `) ∩H1

0 (0, `)]× [H2(0, `) ∩ ×H1
∗ (0, `)]

2 satisfazendo

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = ρ1f2,

bψxx − k(ϕx + ψ + lw)− γθx = ρ2f4,

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1f6,

com ψx, wx ∈ H1
0 (0, `). De fato, basta tomar g1 = ρ1f2, g2 = ρ2f4 + γθx e g3 = ρ1f6 no Lema
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3.4. Em resumo: existe um único U ∈ D(A) tal que

AU =



Φ
k
ρ1
ϕxx − k0l2

ρ1
ϕ+ k

ρ1
ψx + l(k+k0)

ρ1
wx

Ψ

− k
ρ2
ϕx + b

ρ2
ψxx − k

ρ2
ψ − kl

ρ2
w − γ

ρ2
θx

W

− l(k+k0)
ρ1

ϕx − lk
ρ1
ψ + k0

ρ1
wxx − l2k

ρ1
w

−mΨx + k1θxx


=



f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7


= F.

Isto mostra que A é bijetivo e, portanto, invertível.

• O operador A−1 : H → D(A) é limitado.

Seja F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∈ H. Então, existe U ∈ D(A) tal que AU = F . Segue-se
que

Φ = f1 (3.21)

k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ) = ρ1f2 (3.22)

Ψ = f3 (3.23)

bψxx − k(ϕx + ψ + lw)− γθx = ρ2f4 (3.24)

W = f5 (3.25)

k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1f6 (3.26)

k1θxx −mΨx = f7 (3.27)

Multiplicando (3.22) por ϕ, (3.24) por ψ e (3.26) por w, integrando cada uma das três equações
resultantes sobre (0, `) e somando membro a membro, conclui-se que

k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2 =−

∫ `

0

(ρ2f4 + γθx)ψ dx

−
∫ `

0

ρ1f2ϕ dx−
∫ `

0

ρ1f6w dx.

Segue-se da definição de ‖ · ‖H que

‖U‖2
H = ρ1‖Φ‖2

L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 + ρ1‖W‖2

L2 +
γ

m
‖θ‖2

L2

−
∫ `

0

ρ1f2ϕ dx−
∫ `

0

ρ2f4ψ dx−
∫ `

0

ρ1f6w dx−
∫ `

0

γθxψ dx.

A seguir, cada termo do lado direito da igualdade acima será estimado. Por (3.21), (3.23) e
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(3.25), deduz-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + ρ1‖W‖2
L2 ≤ c5|F |2H,

onde c5 = max{ρ1, ρ2}. Utilizando (3.23), (3.27) e as desigualdades de Young e Poincaré,
segue-se

γ

m
‖θ‖2

L2 ≤ c6|F |H|U |H

para alguma constante positiva c6. Pelas desigualdades triangular e de Hölder, obtém-se∣∣∣∣−∫ `

0

ρ1f2ϕ dx−
∫ `

0

ρ2f4ψ dx−
∫ `

0

ρ1f6w dx

∣∣∣∣ ≤ 3c5|F |H|U |H.

Pela desigualdade de Hölder, pela desigualdade de Poincaré e por (3.27),∣∣∣∣−∫ `

0

γθxψ dx

∣∣∣∣ ≤ c7|F |H|U |H

para alguma constante positiva c7. Logo, tomando c8 = max{c5, c6 + 3c5 + c7} e utilizando o
Lema 3.3, vê-se que

‖U‖2
H ≤ c8|F |2H + c8|F |H|U |H ≤ c8d

2
4‖F‖2

H + c8d
2
4‖F‖H‖U‖H.

Aplicando a desigualdade de Young na última parcela, segue-se que existe uma constante posi-
tiva c9 = 3c8d

2
4/2 tal que

‖A−1F‖H = ‖U‖H ≤ c9‖F‖H.

Como F ∈ H foi tomado arbitrário, isto mostra que o operador A−1 é limitado.

• O espaço D(A) é denso emH.

Note que (λ0I − A) : D(A) → H pode ser escrito como composição dos operadores A :

D(A)→ H e (λ0A
−1 − I) : D(A)→ D(A), ou seja,

(λ0I − A) = A(λ0A
−1 − I).

Como A−1 é limitado, pode-se tomar B1 = −I e B2 = λ0A
−1 (para λ0 pequeno o bastante) na

Proposição 2.16 e concluir que B1 + B2 = λ0A
−1 − I é invertível. Sendo assim, λ0I − A é

invertível (por se tratar de uma composição de operadores invertíveis) e, portanto, sobrejetivo.
Pelo item (a) do Teorema 2.27, λI − A é sobrejetivo para todo λ > 0 e, em particular, para
λ = 1. Como A é dissipativo, segue-se do Lema 3.3 e do item (b) do Teorema 2.27 que D(A)

é denso emH.
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Teorema 3.6. Para cada vetor U0 ∈ D(A), o problema (3.4) possui uma única solução

U ∈ C
(
[0,∞), D(A)

)
∩ C1

(
[0,∞),H

)
dada por U(t) = etAU0.

Demonstração: Segue-se do Teorema 3.5 e do Teorema 2.91.

3.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

O objetivo desta seção é apresentar uma condição suficiente para que o semigrupo associ-
ado ao problema (3.1)-(3.3) tenha decaimento exponencial. A demonstração será feita mediante
a verificação dos itens (i) e (ii) do Teorema 2.94. Para tanto, serão demonstrados uma série de
lemas.

Dados λ ∈ C e F ∈ H, considere a equação resolvente

λU − AU = F (3.28)

a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

λϕ− Φ = f1 (3.29)

ρ1λΦ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = ρ1f2 (3.30)

λψ −Ψ = f3 (3.31)

ρ2λΨ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γθx = ρ2f4 (3.32)

λw −W = f5 (3.33)

ρ1λW − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1f6 (3.34)

λθ − k1θxx +mΨx = f7 (3.35)

Lema 3.7. Se U ∈ D(A) é uma solução da equação resolvente (3.28), então

γk1

m
‖θx‖2

L2 = R ((F,U))H ≤ ‖F‖H‖U‖H.

Demonstração: Tomando o produto interno de ambos os lados de (3.28) com U , obtém-se

λ‖U‖2
H − ((AU,U))H = ((F,U))H .

Assim, tomando λ ∈ iR e calculando a parte real, o resultado desejado segue-se de (3.20).

Lema 3.8. Sejam λ ∈ iR e U ∈ D(A) uma solução da equação resolvente (3.28). Se |λ| ≥ 1,
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então existe uma constante positiva C tal que

‖Ψ‖2
L2 ≤ C‖θx‖L2‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H.

Demonstração: Defina uma função auxiliar p colocando, para cada t fixado,

p(x, t) =

∫ x

0

Ψ(y, t) dy ∀x ∈ [0, `].

Como Ψ ∈ L2
∗(0, `), tem-se p ∈ H1

0 (0, `) e, além disso, px = Ψ (ver Proposição 2.73 e Teorema
2.74). Multiplicando (3.35) por p e integrando de 0 até `, resulta que∫ `

0

λθp dx− k1

∫ `

0

θxxp dx+m

∫ `

0

Ψxp dx =

∫ `

0

f7p dx.

Mas, integrando por partes, vê-se que

− k1

∫ `

0

θxxp dx = k1

∫ `

0

θxΨ dx

e

m

∫ `

0

Ψxp dx = − m

∫ `

0

|Ψ|2 dx

de onde segue que

m

∫ `

0

|Ψ|2 dx =

∫ `

0

λθp dx+ k1

∫ `

0

θxΨ dx−
∫ `

0

f7p dx. (3.36)

Considere, agora, mais uma função auxiliar q que satisfaça qxx = θ e q(0) = q(`) = 0 (a
existência de uma função com tal propriedade é assegurada pela Proposição 2.77). Então, inte-
grando por partes e usando a igualdade (3.32), deduz-se que∫ `

0

λθp dx =

∫ `

0

λqxxp dx = −
∫ `

0

λqxΨ

=
b

ρ2

∫ `

0

qxψxx dx−
k

ρ2

∫ `

0

qx(ϕx + ψ + lw) dx− γ

ρ2

∫ `

0

qxθx dx+

∫ `

0

qxf4 dx

= − b

ρ2

∫ `

0

θψx dx−
k

ρ2

∫ `

0

qx(ϕx + ψ + lw) dx+
γ

ρ2

∫ `

0

|θ|2 dx+

∫ `

0

qxf4 dx.

Além disso, pela igualdade (3.31), tem-se que

b

ρ2

∫ `

0

θψx dx =
b

λρ2

∫ `

0

θf3,x dx−
b

λρ2

∫ `

0

θxΨ dx.



51

Assim,∫ `

0

λθp dx =− b

λρ2

∫ `

0

θf3,x dx+
b

λρ2

∫ `

0

θxΨ dx− k

ρ2

∫ `

0

qx(ϕx + ψ + lw) dx

+
γ

ρ2

∫ `

0

|θ|2 dx+

∫ `

0

qxf4 dx.

Substituindo este resultado em (3.36), obtém-se

m

∫ `

0

|Ψ|2 dx =− b

λρ2

∫ `

0

θf3,x dx+
b

λρ2

∫ `

0

θxΨ dx− k

ρ2

∫ `

0

qx(ϕx + ψ + lw) dx

+
γ

ρ2

∫ `

0

|θ|2 dx+

∫ `

0

qxf4 dx+ k1

∫ `

0

θxΨ dx−
∫ `

0

f7p dx.

Tomando a parte real de ambos os lados da última igualdade, aplicando a desigualdade de
Hölder e utilizando que |λ| ≥ 1, conclui-se que

m‖Ψ‖2
L2 ≤

b

|λ|ρ2

‖θ‖L2‖f3,x‖L2 +
b

|λ|ρ2

‖θx‖L2‖Ψ‖L2 +
k

ρ2

‖qx‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+
γ

ρ2

‖θ‖2
L2 + ‖qx‖L2‖f4‖L2 + k1‖θx‖L2‖Ψ‖L2 + ‖f7‖L2‖p‖L2

≤ b

ρ2

‖θ‖L2‖f3,x‖L2 +
b

ρ2

‖θx‖L2‖Ψ‖L2 +
k

ρ2

‖qx‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+
γ

ρ2

‖θ‖2
L2 + ‖qx‖L2‖f4‖L2 + k1‖θx‖L2‖Ψ‖L2 + ‖f7‖L2‖p‖L2 .

Aplicando a desigualdade de Poincaré, utilizando o Lema 3.7 e a definição da norma ‖ · ‖H,
resulta que

m‖Ψ‖2
L2 ≤

b

ρ2

‖θ‖L2‖f3,x‖L2 +
b

ρ2

‖θx‖L2‖Ψ‖L2 +
cpk

ρ2

‖qxx‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+
cpγ

ρ2

‖θx‖2
L2 + cp‖qxx‖L2‖f4‖L2 + k1‖θx‖L2‖Ψ‖L2 + cp‖f7‖L2‖px‖L2

=
b

ρ2

‖θ‖L2‖f3,x‖L2 +
b

ρ2

‖θx‖L2‖Ψ‖L2 +
cpk

ρ2

‖θ‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+
cpγ

ρ2

‖θx‖2
L2 + cp‖θ‖L2‖f4‖L2 + k1‖θx‖L2‖Ψ‖L2 + cp‖f7‖L2‖Ψ‖L2

≤ b
√
m

ρ2
√
γ
√
b
‖U‖H‖F‖H +

b

ρ2
√
ρ2

‖θx‖L2‖U‖H +
cpcpk

ρ2

√
k
‖θx‖L2‖U‖H

+
cpγm

ρ2γk1

‖F‖H‖U‖H +
cp
√
m

√
γ
√
ρ2

‖U‖H‖F‖H +
k1√
ρ2

‖θx‖L2‖U‖H

+
cp
√
m

√
γ
√
ρ2

‖F‖H‖U‖H.

Portanto, tem-se
‖Ψ‖2

L2 ≤ C‖θx‖L2‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H,
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onde

C =
1

m
max

{√
bm

ρ2
√
γ

+
cpm

ρ2k1

+
cp
√
m

√
γρ2

+
cp
√
m

√
γρ2

,
b√
ρ3

2

+
c2
p

√
k

ρ2

+
k1√
ρ2

}
.

Lema 3.9. Sejam λ = iβ ∈ iR e U ∈ D(A) uma solução da equação resolvente (3.28). Se

|λ| ≥ 1, então existe uma constante positiva C tal que

‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 ≤ Cβ2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C‖Ψ‖H‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H.

Demonstração: Multiplicando (3.32) por (ϕx + ψ + lw) e integrando sobre o intervalo [0, `],
obtém-se

k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx = b

∫ `

0

ψxx(ϕx + ψ + lw) dx︸ ︷︷ ︸
i1

−λρ2

∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx

− γ
∫ `

0

θx(ϕx + ψ + lw) dx+ ρ2

∫ `

0

f4(ϕx + ψ + lw) dx.

Integrando por partes o termo i1 e usando a igualdade (3.30) resulta que

k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx =
bk0l

k

∫ `

0

ψx(wx − lϕ) dx︸ ︷︷ ︸
i2

+
bρ1

k

∫ `

0

ψxf2 dx+
λbρ1

k

∫ `

0

ψxΦ dx

− λρ2

∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx− γ
∫ `

0

θx(ϕx + ψ + lw) dx+ ρ2

∫ `

0

f4(ϕx + ψ + lw) dx.

Integrando por partes o termo i2 e usando a igualdade (3.34) deduz-se que

k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx = −λρ2

∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx︸ ︷︷ ︸
i3

+
λbρ1

k

∫ `

0

ψxΦ dx︸ ︷︷ ︸
i4

+
λbρ1l

k

∫ `

0

ψW dx︸ ︷︷ ︸
i5

−bl2
∫ `

0

ψx(ϕx + ψ + lw) dx︸ ︷︷ ︸
i6

+
bρ1l

k

∫ `

0

ψf6 dx

+
bρ1

k

∫ `

0

ψxf2 dx− γ
∫ `

0

θx(ϕx + ψ + lw) dx+ ρ2

∫ `

0

f4(ϕx + ψ + lw) dx.

Reescrevendo o termo i3 através das igualdades (3.29), (3.31) e (3.33), reescrevendo i4, i5 e i6
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através de (3.31) e integrando i4 por partes, conclui-se que

k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx =

(
ρ2 −

bρ1

k

)∫ `

0

ΨΦx dx︸ ︷︷ ︸
i7

+ρ2

∫ `

0

Ψ(f1,x + f3 + lf5) dx

+ ρ2l

∫ `

0

ΨW dx+ ρ2

∫ `

0

|Ψ|2 dx+
bρ1

k

∫ `

0

f3,xΦ dx+
bρ1l

k

∫ `

0

f3W dx+
bρ1l

k

∫ `

0

ΨW dx

− bl2

λ

∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx− bl2

λ

∫ `

0

f3(ϕx + ψ + lw) dx+
bρ1l

k

∫ `

0

ψf6 dx

+
bρ1

k

∫ `

0

ψxf2 dx− γ
∫ `

0

θx(ϕx + ψ + lw) dx+ ρ2

∫ `

0

f4(ϕx + ψ + lw) dx.

Reescrevendo o termo i7 através das igualdades (3.29), (3.31) e (3.33), segue-se que

k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx = λ

(
bρ1

k
− ρ2

)∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx

+ ρ2

∫ `

0

Ψ(f1,x + f3 + lf5) dx+ ρ2l

∫ `

0

ΨW dx+ ρ2

∫ `

0

|Ψ|2 dx+
bρ1

k

∫ `

0

f3,xΦ dx

+
bρ1l

k

∫ `

0

f3W dx+
bρ1l

k

∫ `

0

ΨW dx− bl2

λ

∫ `

0

Ψ(ϕx + ψ + lw) dx

− bl2

λ

∫ `

0

f3(ϕx + ψ + lw) dx+
bρ1l

k

∫ `

0

ψf6 dx+
bρ1

k

∫ `

0

ψxf2 dx

− γ
∫ `

0

θx(ϕx + ψ + lw) dx+ ρ2

∫ `

0

f4(ϕx + ψ + lw) dx.

Agora, tomando a parte real de ambos os lados, aplicando a desigualdade de Hölder e usando
que |λ| ≥ 1, resulta que

k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 ≤ |β|

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣ ‖Ψ‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2︸ ︷︷ ︸
i8

+ρ2‖Ψ‖L2‖f1,x + f3 + lf5‖L2

+ ρ2l‖Ψ‖L2‖W‖L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 +

bρ1

k
‖f3,x‖L2‖Φ‖L2 +

bρ1l

k
‖f3‖L2‖W‖L2 +

bρ1l

k
‖Ψ‖L2‖W‖L2

+ bl2‖Ψ‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + bl2‖f3‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 +
bρ1l

k
‖ψ‖L2‖f6‖L2

+
bρ1

k
‖ψx‖L2‖f2‖L2 + γ‖θx‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2︸ ︷︷ ︸

i9

+ρ2‖f4‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 .

Aplicando a desigualdade de Young nos termos i8 e i9 e a desigualdade de Poincaré nas funções
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f3 e ψ, obtém-se

k

2
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 ≤
β2

k

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖L2‖f1,x + f3 + lf5‖L2 + ρ2l‖Ψ‖L2‖W‖L2

+ ρ2‖Ψ‖2
L2 +

bρ1

k
‖f3,x‖L2‖Φ‖L2 +

cpbρ1l

k
‖f3,x‖L2‖W‖L2 +

bρ1l

k
‖Ψ‖L2‖W‖L2

+ bl2‖Ψ‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + cpbl
2‖f3,x‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 +

cpbρ1l

k
‖ψx‖L2‖f6‖L2

+
bρ1

k
‖ψx‖L2‖f2‖L2 +

γ2

k
‖θx‖2

L2 + ρ2‖f4‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 .

Da definição de ‖ · ‖H e do Lema 3.7, resulta que

k

2
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 ≤
β2

k

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 +

γ2m

kγk1

‖F‖H‖U‖H +
ρ2

√
ρ2

√
k
‖F‖H‖U‖H

+
ρ2

√
ρ2

√
k
‖U‖H‖F‖H +

ρ2l√
ρ1

‖Ψ‖L2‖U‖H +
ρ2√
ρ2

‖Ψ‖L2‖U‖H +
bρ1

k
√
b
√
ρ1

‖F‖H‖U‖H

+
cpbρ1l

k
√
b
√
ρ1

‖F‖H‖U‖H +
bρ1l

k
√
ρ1

‖Ψ‖L2‖U‖H +
bl2√
k
‖Ψ‖L2‖U‖H

+
cpbl

2

√
b
√
k
‖F‖H‖U‖H +

cpbρ1l

k
√
b
√
ρ1

‖U‖H‖F‖+
bρ1

k
√
b
√
ρ1

‖U‖L2‖F‖H

Portanto, tem-se

‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 ≤ Cβ2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C‖Ψ‖H‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H,

onde

C =
2

k
max

{
1

k
,

√
ρ2√
k

+
2
√
bρ1

k
+

cpl
√
bρ1

k
+

cpl
2
√
b√

k
+
cpl
√
bρ1

k
+

γm

kk1

+

√
ρ2√
k
,

ρ2l√
ρ1

+
√
ρ2 +

bl
√
ρ1

k
+
bl2√
k

}
.

Lema 3.10. Sejam λ ∈ iR e U ∈ D(A) uma solução da equação resolvente (3.28). Se |λ| ≥ 1,

então existe uma constante positiva C tal que

‖ψx‖2
L2 ≤ C‖Ψ‖2

L2 + C‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C‖F‖H‖U‖H.

Demonstração: Multiplicando (3.32) por ψ e integrando de 0 até ` segue-se que

b

∫ `

0

|ψx|2 dx = ρ2

∫ `

0

f4ψ dx− λρ2

∫ `

0

Ψψ dx︸ ︷︷ ︸
i1

−k
∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)ψ dx− γ
∫ `

0

θxψ dx.
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Usando (3.31) em i1, resulta que

b

∫ `

0

|ψx|2 dx = ρ2

∫ `

0

Ψf3 dx+ ρ2

∫ `

0

|Ψ|2 dx− k
∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)ψ dx +

− γ
∫ `

0

θxψ dx+ ρ2

∫ `

0

f4ψ dx.

Tomando a parte real de ambos os lados da última igualdade e aplicando a desigualdade de
Hölder, obtém-se

b‖ψx‖2
L2 ≤ ρ2‖Ψ‖L2‖f3‖L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + k‖ϕx + ψ + lw‖L2‖ψ‖L2

+ γ‖θx‖L2‖ψ‖L2 + ρ2‖f4‖L2‖ψ‖L2 .

Pela desigualdade de Poincaré, deduz-se que

b‖ψx‖2
L2 ≤ cpρ2‖Ψ‖L2‖f3,x‖L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + cpk‖ϕx + ψ + lw‖L2‖ψx‖L2

+ cpγ‖θx‖L2‖ψx‖L2 + cpρ2‖f4‖L2‖ψx‖L2 .

Da desigualdade de Young, conclui-se que

b

2
‖ψx‖2

L2 ≤ cpρ2‖Ψ‖L2‖f3,x‖L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 +

c2
pk

2

b
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2

+
c2
pγ

2

b
‖θx‖2

L2 + cpρ2‖f4‖L2‖ψx‖L2 .

Deste modo, pelo Lema 3.7 e pela definição de ‖ · ‖H,

b

2
‖ψx‖2

L2 ≤
cpρ2
√
ρ2

√
b
‖U‖H‖F‖H + ρ2‖Ψ‖2

L2 +
c2
pk

2

b
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2

+
mc2

pγ
2

γk1b
‖F‖H‖U‖H +

cpρ2
√
ρ2

√
b
‖F‖H‖U‖H.

Portanto,

‖ψx‖2
L2 ≤ C‖Ψ‖2

L2 + C‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C‖F‖H‖U‖H,

onde

C =
2

b
max

{
ρ2,

c2
pk

2

b
,
cp
√
ρ2√
b

+
mc2

pγ

k1b
+
cp
√
ρ2√
b

}
.

Lema 3.11. Sejam λ ∈ iR e U ∈ D(A) uma solução da equação resolvente (3.28). Se |λ|2 ≥
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max
{

1, k0,
2k0l2

ρ1

}
, então existe uma constante positiva C tal que

‖Φ‖2
L2 ≤ C(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + C‖ϕx + ψ + lw‖2

L2

+ C‖Ψ‖L2‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H + C‖F‖2
H.

Demonstração: Multiplicando (3.30) por ϕ = − 1
λ
(f1 + Φ), integrando sobre o intervalo [0, `]

e usando integração por partes, obtém-se

ρ1

∫ `

0

|Φ|2 dx = k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)ϕx dx︸ ︷︷ ︸
i1

+k0l

∫ `

0

wϕx dx︸ ︷︷ ︸
i2

+ k0l
2

∫ `

0

|ϕ|2 dx− ρ1

∫ `

0

Φf1 dx− ρ1

∫ `

0

f2ϕ dx.

Somando e subtraindo (ϕx + ψ + lw)(ψ + lw) aos integrandos de i1 e i2, conclui-se que

k

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)ϕx dx+ k0l

∫ `

0

wϕx dx = k0l

∫ `

0

w(ϕx + ψ + lw) dx− k0l
2

∫ `

0

|w|2 dx

+ k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− k
∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw) dx− k0l

∫ `

0

wψ dx.

Portanto,

ρ1

∫ `

0

|Φ|2 dx+ k0l
2

∫ `

0

|w|2 dx = k

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− k
∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)ψ dx

+ R

(
l(k0 − k)

∫ `

0

w(ϕx + ψ + lw) dx

)
− i I

(
l(k0 + k)

∫ `

0

w(ϕx + ψ + lw) dx

)
− k0l

∫ `

0

wψ dx+ k0l
2

∫ `

0

|ϕ|2 dx− ρ1

∫ `

0

Φf1 dx− ρ1

∫ `

0

f2ϕ dx.

Tomando a parte real de ambos os lados da igualdade acima e aplicando a desigualdade de
Hölder, segue-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + k0l

2‖w‖2
L2 ≤ k‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + k‖ϕx + ψ + lw‖L2‖ψ‖L2︸ ︷︷ ︸
i3

+ρ1‖f2‖L2‖ϕ‖L2

+ l(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + k0l‖w‖L2‖ψ‖L2︸ ︷︷ ︸
i4

+ k0l
2‖ϕ‖2

L2︸ ︷︷ ︸
i5

+ρ1‖Φ‖L2‖f1‖L2 .

Agora, usando (3.31) em conjunto com a desigualdade de Young em i3 e em i4, e usando (3.29)
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em i5, deduz-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + k0l

2‖w‖2
L2 ≤ k‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
k2

|λ|2
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 +
1

2
‖f3‖2

L2 +
1

2
‖Ψ‖2

L2

+ l(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 +
k2

0l
2

|λ|2
‖w‖2

L2 +
1

2
‖f3‖2

L2 +
1

2
‖Ψ‖2

L2 +
2k0l

2

|λ|2
‖f1‖2

L2

+
2k0l

2

|λ|2
‖Φ‖2

L2 + ρ1‖Φ‖L2‖f1‖L2 + ρ1‖f2‖L2‖ϕ‖L2 .

Usando a hipótese sobre λ, resulta que

ρ1

2
‖Φ‖2

L2 ≤
(
ρ1 −

k0l
2

|λ|2

)
‖Φ‖2

L2 +

(
k0l

2 − k2
0l

2

|λ|2

)
‖w‖2

L2

≤ k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k2‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + ‖f3‖2
L2 + ‖Ψ‖2

L2 + 2k0l
2‖f1‖2

L2

+ l(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + 2ρ1‖Φ‖L2‖f1‖L2 + ρ1‖f2‖L2‖ϕ‖L2 .

Usando as definições das normas | · |H e ‖ · ‖H bem como o fato de elas serem equivalentes,
obtém-se

ρ1

2
‖Φ‖2

L2 ≤ (k + k2)‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + c‖F‖2

H +
1
√
ρ2

‖Ψ‖L2‖U‖H + 2k0l
2‖F‖2

H

+ l(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 +
2
√
cρ1√
ρ1

‖U‖H‖F‖H +
√
c
√
cρ1‖F‖H‖U‖H

onde c é uma constante proveniente da equivalência mencionada. Deste modo,

‖Φ‖2
L2 ≤ C(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + C‖ϕx + ψ + lw‖2

L2

+ C‖Ψ‖L2‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H + C‖F‖2
H,

onde

C =
2

ρ1

max

{
l, k + k2,

1
√
ρ2

, 2
√
cρ1 + cρ1, c+ 2k0l

2

}
.

Lema 3.12. Seja λ = iβ ∈ iR. Se U ∈ D(A) é uma solução da equação resolvente (3.28),

então existe uma constante positiva C tal que

‖wx − lϕ‖2
L2 ≤ C

(
β2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 + 1

)
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + C‖Ψ‖L2‖U‖H + C‖F‖H‖U‖H

+ C‖Φ‖2
L2 .

Demonstração: Multiplicando (3.30) por (wx − lϕ) e integrando sobre o intervalo [0, `], obtém-
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se

k0l

∫ `

0

|wx − lϕ| dx = λρ1

∫ `

0

Φ(wx − lϕ) dx− k
∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)x(wx − lϕ) dx︸ ︷︷ ︸
i1

− ρ1

∫ `

0

f2(wx − lϕ) dx.

Integrando por partes o termo i1 e usando (3.34), resulta que

k0l

∫ `

0

|wx − lϕ| dx = λρ1

∫ `

0

Φ(wx − lϕ) dx︸ ︷︷ ︸
i2

−λkρ1

k0

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)W dx︸ ︷︷ ︸
i3

+
k2l

k0

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− kρ1

k0

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)f6 dx− ρ1

∫ `

0

f2(wx − lϕ) dx.

Usando (3.29), (3.31) e (3.33) para reescrever os integrando de i2 e i3, conclui-se que

k0l

∫ `

0

|wx − lϕ| dx = −ρ1

∫ `

0

ΦWx dx+ ρ1l

∫ `

0

|Φ|2 dx− ρ1

∫ `

0

Φ(f5,x − lf1) dx

− kρ1

k0

∫ `

0

ΦxW dx− kρ1

k0

∫ `

0

ΨW dx− kρ1l

k0

∫ `

0

|W |2 dx− kρ1

k0

∫ `

0

(f1,x + f3 + lf5)W dx

+
k2l

k0

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− kρ1

k0

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)f6 dx− ρ1

∫ `

0

f2(wx − lϕ) dx.

Integrando por partes a primeira integral do membro direito da última igualdade, segue-se que

k0l

∫ `

0

|wx − lϕ| dx+
kρ1l

k0

∫ `

0

|W |2 dx =

(
ρ1 −

kρ1

k0

)∫ `

0

ΦxW dx︸ ︷︷ ︸
i4

+ρ1l

∫ `

0

|Φ|2 dx

− ρ1

∫ `

0

Φ(f5,x − lf1) dx− kρ1

k0

∫ `

0

ΨW dx− kρ1

k0

∫ `

0

(f1,x + f3 + lf5)W dx

+
k2l

k0

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− kρ1

k0

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)f6 dx− ρ1

∫ `

0

f2(wx − lϕ) dx.

Note que por (3.29), (3.31) e (3.33), tem-se Φx+Ψ+ lW = λ(ϕx+ψ+ lw)− (f1,x+f3 + lf5).
Deste modo, somando e subtraindo (Ψ + lW )W ao integrando de i4, deduz-se que

k0l

∫ `

0

|wx − lϕ| dx+ ρ1l

∫ `

0

|W |2 dx = λρ1

(
1− k

k0

)∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)W dx

− ρ1

∫ `

0

(f1,x + f3 + lf5)W dx− ρ1

∫ `

0

ΨW dx+ ρ1l

∫ `

0

|Φ|2 dx− ρ1

∫ `

0

Φ(f5,x − lf1) dx

+
k2l

k0

∫ `

0

|ϕx + ψ + lw|2 dx− kρ1

k0

∫ `

0

(ϕx + ψ + lw)f6 dx− ρ1

∫ `

0

f2(wx − lϕ) dx.
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Tomando a parte real de ambos os lados da igualdade acima e aplicando a desigualdade de
Hölder, resulta que

k0l‖wx − lϕ‖2
L2 + ρ1l‖W‖2

L2 ≤
∣∣∣∣λρ1

(
1− k

k0

)∣∣∣∣ ‖ϕx + ψ + lw‖L2‖W‖L2

+ ρ1‖f1,x + f3 + lf5‖L2‖W‖L2 + ρ1‖Ψ‖L2‖W‖L2 + ρ1l‖Φ‖2
L2 + ρ1‖Φ‖L2‖f5,x − lf1‖L2

+
k2l

k0

‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 +

kρ1

k0

‖ϕx + ψ + lw‖L2‖f6‖L2 + ρ1‖f2‖L2‖wx − lϕ‖L2 .

Decorre da desigualdade de Young a da definição de ‖ · ‖H que

k0l‖wx − lϕ‖2
L2 +

ρ1l

2
‖W‖2

L2 ≤
β2ρ1

2l

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2

+
ρ1√
k
√
ρ1

‖F‖H‖U‖H +
ρ1√
ρ1

‖Ψ‖L2‖U‖H + ρ1l‖Φ‖2
L2 +

ρ1√
ρ1

√
k0

‖U‖H‖F‖H

+
k2l

k0

‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 +

kρ1

k0

√
k
√
ρ1

‖U‖H‖F‖H +
ρ1√
ρ1

√
k0

‖F‖H‖U‖H.

Portanto, vale a desigualdade desejada com

C =
1

k0l
max

{
ρ1

2l
,
k2l

k0

,
√
ρ1,

√
ρ1√
k

+

√
ρ1√
k0

+
k
√
ρ1

k0

√
k

+

√
ρ1√
k0

, ρ1l

}
.

Lema 3.13. Todos os valores espectrais de A são autovalores de A.

Demonstração: Em vista da Proposição 2.31 e da Proposição 2.32, basta mostrar que a aplica-
ção inclusão i : (D(A), ‖ ·‖D(A))→ (H, | · |H) é compacta. Considere, então, uma sequência de
vetores Un = (ϕ(n),Φ(n), ψ(n),Ψ(n), w(n),W (n), θ(n)) ∈ D(A) limitada (na norma do gráfico).
Em face do Teorema 2.29, o objetivo é mostrar que {Un} possui uma subsequência {Unk} que
converge em (H, | · |H). Inicialmente, observe que

‖Un‖D(A) = |Un|H + |AUn|H
=‖ϕ(n)‖2

H1 + ‖Φ(n)‖2
L2 + ‖ψ(n)‖2

H1 + ‖Ψ(n)‖2
L2 + ‖w(n)‖2

H1 + ‖W (n)‖2
L2 + ‖θ(n)‖2

L2

+ ‖Φ(n)‖2
H1 +

1

ρ1

‖k(ϕ(n)
x + ψ(n) + lw(n))x + k0l(w

(n)
x − lϕ(n))‖2

L2 + ‖Ψ(n)‖2
H1

+
1

ρ2

‖bψ(n)
xx − k(ϕ(n)

x + ψ(n) + lw(n))− γθ(n)
x ‖2

L2 + ‖W (n)‖2
H1

+
1

ρ1

‖k0(w(n)
x − lϕ(n))x − kl(ϕ(n)

x + ψ(n) + lw(n))‖2
L2 + ‖k1θ

(n)
xx −mΨ(n)

x ‖2
L2 .

Assim, pela desigualdade triangular e pela igualdade em (3.20), deduz-se que as sequências
{ϕ(n)

xx }, {ψ(n)
xx } e {θ(n)

x } são todas limitadas em L2(0, `). Portanto,
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(1) a sequência {ϕ(n)}n∈N é limitada em (H2(0, `), ‖ · ‖H2). Assim, uma vez que a aplicação
inclusão

i : (H2(0, `), ‖ · ‖H2)→ (H1(0, `), ‖ · ‖H1)

é compacta (pelo Teorema 2.76), existem uma subsequência {ϕ(nk)}nk∈N1⊂N e uma função
ϕ ∈ H1(0, `) tais que ‖ϕ(nk) − ϕ‖ → 0. Mas, como ϕ(nk) ∈ H1

0 (0, `) para todo k ∈ N e
como (H1

0 (0, `), ‖ · ‖H1) é completo, segue-se que ϕ ∈ H1
0 (0, `);

(2) a sequência {Φ(n)}n∈N1 é limitada em (H1(0, `), ‖ · ‖H1). E como a aplicação inclusão

i : (H1(0, `), ‖ · ‖H1)→ (C[0, `], ‖ · ‖∞)

é compacta (pelo Teorema 2.76), existem uma subsequência {Φ(nk)}nk∈N2⊂N1 e uma função
Φ ∈ C[0, `] tais que ‖Φ(nk) − Φ‖∞ → 0. Uma vez que

0 ≤ ‖Φ(nk) − Φ‖2
L2 =

∫ `

0

|Φ(nk) − Φ|2 dx ≤ `‖Φ(nk) − Φ‖2
∞,

segue-se que ‖Φ(nk) − Φ‖L2 → 0;

(3) a sequência {ψ(n)}n∈N2 é limitada em (H2(0, `), ‖ · ‖H2) e, analogamente ao item (a),
conclui-se que existem uma subsequência {ψ(nk)}nk∈N3⊂N2 e uma função ψ ∈ H1(0, `)

tais que ‖ψ(nk) − ψ‖H1 → 0. Mas, como ψ(nk) ∈ H1
∗ (0, `) para todo k ∈ N e como

H1
∗ (0, `) é completo, segue-se que ψ ∈ H1

∗ (0, `);

(4) a sequência {Ψ(n)}n∈N3 é limitada em (H1(0, `), ‖ · ‖H1) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequência {Ψ(nk)}nk∈N4⊂N3 e uma função Ψ ∈ L2(0, `)

tais que ‖Ψ(nk) − Ψ‖L2 → 0. Mas, como Ψ(nk) ∈ L2
∗(0, `) para todo k ∈ N e como

(L2
∗(0, `), ‖ · ‖L2) é completo, segue-se que Ψ ∈ L2

∗(0, `);

(5) a sequência {w(n)}n∈N4 é limitada em (H2(0, `), ‖ · ‖H2) e, analogamente ao item (c),
conclui-se que existem uma subsequência {w(nk)}nk∈N5⊂N4 e uma função w ∈ H1

∗ (0, `)

tais que ‖w(nk) − ψ‖H1 → 0;

(6) a sequência {W (n)}n∈N5 é limitada em (H1(0, `), ‖ · ‖H1) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequência {W (nk)}nk∈N6⊂N5 e uma função W ∈ L2(0, `)

tais que ‖W (nk) −W‖L2 → 0;

(7) a sequência {θ(n)}n∈N6 é limitada em (H1(0, `), ‖ · ‖H1) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequência {θ(nk)}nk∈N7⊂N6 e uma função θ ∈ L2(0, `) tais
que ‖θ(nk) − θ‖L2 → 0.

Considere, agora, o vetor U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ) e a subsequência {Unk}nk∈N7 . Pelos itens
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(1)-(7) tem-se U ∈ H e

|Unk − U |H = ‖ϕ(nk) − ϕ‖2
H1 + ‖Φ(nk) − Φ‖2

L2 + ‖ψ(nk) − ψ‖2
H1 + ‖Ψ(nk) −Ψ‖2

L2

+ ‖w(nk) − w‖2
H1 + ‖W (nk) −W‖2

L2 + ‖θ(nk) − θ‖2
L2 → 0.

Ou seja, {Unk}nk∈N7 converge para U em (H, | · |H).

Teorema 3.14. Se bρ1 = ρ2k e k = k0, então o semigrupo {etA}t≥0 associado ao problema

(3.1)-(3.3) é exponencialmente estável. Consequentemente, existem constantes α, κ > 0 tais

que, para todo t > 0 e todo U0 ∈ H,

‖etAU0‖H ≤ κ‖U0‖He−αt. (3.37)

Demonstração: O objetivo é mostrar que os itens (i) e (ii) do Teorema 2.94 se verificam. A
demonstração do item (i) será feita por redução ao absurdo e a demonstração do item (ii) será
feita de forma direta.

• Verificação do item (i)

Suponha que iR 6⊂ ρ(A). Então, existe λ ∈ iR tal que λ ∈ σ(A) (note que λ 6= 0, pois já foi
visto que 0 ∈ ρ(A)). Pelo Lema 3.13, conclui-se que λ é um autovalor deA. Consequentemente
existe um vetor não nulo U ∈ D(A) que satisfaz a equação (3.28) com F = 0. Deste modo, em
termos das componentes, tem-se

λϕ− Φ = 0 (3.38)

ρ1λΦ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = 0 (3.39)

λψ −Ψ = 0 (3.40)

ρ2λΨ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0 (3.41)

λw −W = 0 (3.42)

ρ1λW − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0 (3.43)

λθ − k1θxx +mΨx = 0 (3.44)

Resulta do Lema 3.7 que θx = 0. Por conseguinte, θ = c1 (constante) e θxx = 0. Substituindo
estes resultados em (3.44) deduz-se que Ψx = −m−1λc1 (constante) e, por conseguinte, que
Ψ = 0 (pois Ψ ∈ L2

∗(0, `)). Segue-se que θ = −λ−1mΨx = 0 e, de (3.40), que ψ = λ−1Ψ = 0.
Deste modo, as igualdades (3.41), (3.39) e (3.43) se reduzem a

k(ϕx + lw) = 0 (3.45)

ρ1λΦ− k0l(wx − lϕ) = 0 (3.46)

ρ1λW − k0(wx − lϕ)x = 0 (3.47)
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Substituindo (3.38) em (3.46) e (3.42) em (3.47) obtém-se, respectivamente,

lw =
k0l

ρ1λ2
(wx − lϕ)x

e
wx =

ρ1λ
2

k0l
ϕ+ lϕ. (3.48)

Portanto,

lw =
k0l

ρ1λ2

(
ρ1λ

2

k0l
ϕ+ lϕ− lϕ

)
x

= ϕx.

Segue-se que k(ϕx− lw) = 0. Somando isto com (3.45) resulta que ϕx = 0. Utilizando (3.45),
(3.48), (3.42) e (3.38) conclui-se que w = ϕ = W = Φ = 0. Logo U é o vetor nulo, o que é um
absurdo. Logo o item (i) se verifica. (Note que não foi necessário utilizar a hipótese do teorema
para demonstrar este item.)

• Verificação do item (ii)

Considere λ = iβ ∈ iR com |λ| ≥ max
{

1, k0,
2k0l2

ρ1

}
. Observe que, para todo vetor

F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∈ Im(λI − A),

existe U ∈ D(A) tal que (λI − A)U = F . Reescrevendo a última expressão em termos das
componentes obtém-se, novamente, as igualdades (3.29)-(3.35). Multiplicando (3.30) por ϕ,
(3.32) por ψ, (3.34) por w, somando os produtos resultantes e integrando sobre o intervalo [0, `]

resulta que

λρ1

∫ `

0

Φϕ dx+ λρ2

∫ `

0

Ψψ dx+ λρ1

∫ `

0

Ww dx+ k

∫ `

0

|ϕ+ ψ + lw|2 dx+ b

∫ `

0

|ψx|2 dx

+ k0

∫ `

0

|wx − lϕ|2 dx

= ρ1

∫ `

0

f2ϕ dx+ ρ2

∫ `

0

f4ψ dx+ ρ1

∫ `

0

f6w dx− γ
∫ `

0

θxψ dx.

Utilizando (3.29), (3.31) e (3.33) para substituir, respectivamente, ϕ, ψ e w nas três primeiras
integrais da última igualdade, obtém-se

ρ1

∫ `

0

|Φ|2 dx+ ρ2

∫ `

0

|Ψ|2 dx+ ρ1

∫ `

0

|W |2 dx = k

∫ `

0

|ϕ+ ψ + lw|2 dx+ b

∫ `

0

|ψx|2 dx

+ k0

∫ `

0

|wx − lϕ|2 dx− ρ1

∫ `

0

f2ϕ dx− ρ2

∫ `

0

f4ψ dx− ρ1

∫ `

0

f6w dx+ γ

∫ `

0

θxψ dx

− ρ1

∫ `

0

Φf1 dx− ρ2

∫ `

0

Ψf3 dx− ρ1

∫ `

0

Wf5 dx.

Tomando a parte real de ambos os lados da última igualdade e utilizando a desigualdade de
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Hölder, segue-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + ρ1‖W‖2
L2 ≤ k‖ϕ+ ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

+ ρ1‖f2‖L2‖ϕ‖L2 + ρ2‖f4‖L2‖ψ‖L2 + ρ1‖f6‖L2‖w‖L2 + γ‖θx‖L2‖ψ‖L2

+ ρ1‖Φ‖L2‖f1‖L2 + ρ2‖Ψ‖L2‖f3‖L2 + ρ1‖W‖L2‖f5‖L2 .

Pela definição da norma | · |H conclui-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + ρ1‖W‖2
L2 ≤ k‖ϕ+ ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

+ (4ρ1 + 2ρ2)|F |H|U |H + γ‖θx‖L2|U |H.

Pela equivalência das normas ‖ · ‖H e | · |H, deduz-se que

ρ1‖Φ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + ρ1‖W‖2
L2 ≤ k‖ϕ+ ψ + lw‖2

L2 + k0‖wx − lϕ‖2
L2 + b‖ψx‖2

L2

+ (4ρ1 + 2ρ2)c2‖F‖H‖U‖H + cγ‖θx‖L2‖U‖H︸ ︷︷ ︸
i1

,

onde c é a constante proveniente da equivalência mencionada. Deste modo, aplicando a desi-
gualdade de Young em i1 e notando que

ρ1‖Φ‖2
L2 + ρ2‖Ψ‖2

L2 + ρ1‖W‖2
L2 = ‖U‖2

H − b‖ψx‖2
L2 − k‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 − k0‖wx − lϕ‖2
L2

− γ

m
‖θ‖2

L2 ,

resulta que

1

2
‖U‖2

H ≤ 2k‖ϕ+ ψ + lw‖2
L2 + 2k0‖wx − lϕ‖2

L2 + 2b‖ψx‖2
L2 + (4ρ1 + 2ρ2)c2‖F‖H‖U‖H

+
c2γ2

2
‖θx‖2

L2 +
γ

m
‖θ‖2

L2 .

Assim, aplicando a desigualdade de Poincaré no último termo e, em seguida, usando o Lema
3.7, obtém-se

1

2
‖U‖2

H ≤ 2k‖ϕ+ ψ + lw‖2
L2 + 2k0‖wx − lϕ‖2

L2 + 2b‖ψx‖2
L2 + (4ρ1 + 2ρ2)c2‖F‖H‖U‖H

+
mc2γ2

2γk1

‖F‖H‖U‖H +
mc2

pγ

mγk1

‖F‖H‖U‖H.

Portanto,

‖U‖2
H ≤ Ĉ‖ϕ+ ψ + lw‖2

L2 + Ĉ‖wx − lϕ‖2
L2 + Ĉ‖ψx‖2

L2 + Ĉ‖F‖H‖U‖H,
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onde

Ĉ = 2 max

{
2k, 2k0, 2b,+(4ρ1 + 2ρ2)c2 +

mc2γ

2k1

+
c2
p

k1

}
.

Segue-se do Lema 3.12 que existe uma constante C̃1 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃1

(
β2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 + 1

)
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + C̃1‖Ψ‖L2‖U‖H + C̃1‖F‖H‖U‖H

+ C̃1‖Φ‖2
L2 + C̃1‖ψx‖2

L2 .

Segue-se do Lema 3.11 que existe uma constante C̃2 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃2

(
β2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 + 1

)
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + C̃2(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃2‖Ψ‖L2‖U‖H + C̃2‖F‖H‖U‖H + C̃2‖F‖2
H + C̃2‖ψx‖2

L2 .

Segue-se do Lema 3.10 que existe uma constante C̃3 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃3

(
β2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 + 1

)
‖ϕx + ψ + lw‖2

L2 + C̃3(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃3‖Ψ‖L2‖U‖H + C̃3‖F‖H‖U‖H + C̃3‖F‖2
H + C̃3‖Ψ‖2

L2 .

Segue-se do Lema 3.9 que existe uma constante C̃4 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃4β

2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C̃4(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2 + C̃4‖Ψ‖2

L2

+ C̃4β
2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C̃4‖Ψ‖L2‖U‖H + C̃4‖F‖H‖U‖H + C̃4‖F‖2

H.

Segue-se da desigualdade de Young que existe uma constante C̃5 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃5β

2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C̃5(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃5β
2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C̃5‖F‖2

H + C̃5‖Ψ‖2
L2 .

Segue-se do Lema 3.8 que existe uma constante C̃6 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃6β

2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C̃6(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃6β
2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C̃6‖F‖2

H + C̃6‖θx‖L2‖U‖H + C̃6‖F‖H‖U‖H.
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Segue-se da desigualdade de Young e do Lema 3.7 que existe uma constante C̃7 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃7β

2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C̃7(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃7β
2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C̃7‖F‖2

H + C̃7‖F‖H‖U‖H.

Segue-se da desigualdade de Young que existe uma constante C̃8 > 0 tal que

‖U‖2
H ≤ C̃8β

2

∣∣∣∣1− k

k0

∣∣∣∣2 ‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + C̃8(k0 − k)‖w‖L2‖ϕx + ψ + lw‖L2

+ C̃8β
2

∣∣∣∣bρ1

k
− ρ2

∣∣∣∣2 ‖Ψ‖2
L2 + C̃8‖F‖2

H.

Como bρ1 = ρ2k e k = k0, resulta que

‖(λI − A)−1F‖H = ‖U‖H ≤
√
C̃8‖F‖H.

Como F ∈ Im(λI − A) = D ((λI − A)−1) foi tomado arbitrário, conclui-se que existe uma
constante positiva C̃ =

√
C̃8 tal que

‖(λI − A)−1F‖H ≤ C̃‖F‖H ∀ F ∈ D
(
(λI − A)−1

)
,

de onde segue que ‖(λI − A)−1‖L ≤ C̃. Tendo em vista a escolha do λ, isto acarreta que

‖(iβI − A)−1‖L = ‖(λI − A)−1‖L ≤ C̃,

para todo β ∈ R satisfazendo |β| ≥ max
{

1, k0,
2k0l2

ρ1

}
. Deste modo,

lim
|β|→∞

‖(iβI − A)−1‖L ≤ C̃ <∞,

ou seja, o item (ii) também se verifica.
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4 SISTEMA DE BRESSE TERMOELÁSTICO NÃO LINEAR

O objetivo deste capítulo é estabelecer existência e unicidade de solução global para o
problema

ρ1ϕtt − [σ(ϕx, ψ, w)]x − k0l(wx − lϕ) = 0, (4.1)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0, (4.2)

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0, (4.3)

θt − k1θxx +mψtx = 0, (4.4)

com condições de fronteira

ϕ(·, 0) = ϕ(·, `) = ψx(·, 0) = ψx(·, `) = wx(·, 0) = wx(·, `) = θ(·, 0) = θ(·, `) = 0 (4.5)

e condições iniciais

ϕ(0, ·) = ϕ0, ϕt(0, ·) = ϕ1, ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1,

w(0, ·) = w0, wt(0, ·) = w1, θ(0, ·) = θ0,
(4.6)

onde σ : R3 → R é uma função de classe C3 satisfazendo

σz1(z1, z2, z3) ≥ β > 0, ∀ (z1, z2, z3) ∈ R3; (4.7)

σz1(0, 0, 0) = σz2(0, 0, 0) = k, σz3(0, 0, 0) = lk; (4.8)

σzrzj(0, 0, 0) = 0, r, j = 1, 2, 3. (4.9)

Como anteriormente, todos os coeficientes do sistema são constantes positivas. Note que se σ
for dada por σ(z1, z2, z3) = k(z1 + z2 + lz3), então o sistema não linear (4.1)-(4.4) reduz-se
ao sistema linear estudado no Capítulo 3. Um exemplo de função não linear satisfazendo as
condições exigidas (com β = k) é dado por

σ(z1, z2, z3) = z1

(
k +

z2
1

3

)
+ z2

(
k + ln

(
1 + z2

2

))
+ k sen(lz3).

A fim de resolver o referido problema, será necessário impor algumas condições sobre os dados
iniciais. Para tanto, defina

V j = (∂jtϕ(0, ·), ∂jtψ(0, ·), ∂jtw(0, ·)), j = 0, 1, 2, 3,

θj = ∂jt θ(0, ·), j = 0, 1, 2,
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onde V 0, V 1, θ0 são dados pelas igualdades em (4.6) e V 2, V 3, θ1, θ2 são calculados recursiva-
mente (em termos de V 0, V 1 e θ0) através das equações (4.1)-(4.4). No que se segue, assumi-se
que

V j ∈
(
H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
× [
(
H3−j(0, `) ∩H1

∗ (0, `)
)
]2, j = 0, 1, 2;

V 3 ∈ [L2(0, `)]3; ∂xψj, ∂xwj ∈ H1
0 (0, `), j = 0, 1;

θj ∈ H3−j(0, `) ∩H1
0 (0, `), j = 0, 1; θ2 ∈ L2(0, `).

(4.10)

4.1 EXISTÊNCIA LOCAL

O objetivo desta seção é demonstrar que o problema (4.1)-(4.6), sob as condições (4.7)-
(4.10), possui uma única solução local, ou seja, uma única solução definida sobre um intervalo
limitado (0, T ) (tal solução será estendida ao intervalo (0,∞) na Seção 4.2). Para este propó-
sito, o método do ponto fixo será utilizado. As seguintes notações serão empregadas:

V = (ϕ, ψ,w), Ṽ = (ϕ̃, ψ̃, w̃), V̂ = (ϕ̂, ψ̂, ŵ),

Z = (ϕx, ψ, w), Z̃ = (ϕ̃x, ψ̃, w̃), Ẑ = (ϕ̂x, ψ̂, ŵ).
(4.11)

Além disso, T < ∞ representará um número real positivo e, para um espaço normado H , o
produto cartesiano

[
L∞
(
0, T ;H

)]3 será representado por L∞
(
0, T ;H

)
e munido com a norma

‖V ‖2
L∞(0,T ;H) = ‖ϕ‖2

L∞(0,T ;H) + ‖ψ‖2
L∞(0,T ;H) + ‖w‖2

L∞(0,T ;H).

Seja Y o espaço formado por todos os vetores (Ṽ , θ̃) tais que

Ṽ ∈ L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
, Ṽt ∈ L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
,

θ̃ ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
, θ̃x ∈ L2

(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Considere em Y a métrica d dada por

d 2
(
(Ṽ , θ̃), (V̂ , θ̂)

)
=

1∑
j=0

‖∂jt (Ṽ − V̂ )‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Ṽx − V̂x‖2

L∞(0,T ;L2)

+ ‖θ̃ − θ̂‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖θ̃x − θ̂x‖2

L2(0,T ;L2).

Lema 4.1. O espaço (Y, d ) é completo.

Demonstração: Considere uma sequência de vetores y(n) = (ϕ(n), ψ(n), w(n), θ(n)) ∈ Y . Su-
ponha que (y(n)) seja uma sequência de Cauchy. Então, (ϕ(n)) e (ϕ

(n)
t ) são sequências de

Cauchy em L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
e L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
, respectivamente. Do fato dos últimos

dois espaços mencionados serem completos, resulta que existem ϕ ∈ L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
e
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Φ ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
tais que

ϕ(n) → ϕ em L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
,

ϕ
(n)
t → Φ em L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Tendo em vista que

L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
↪→ L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(0, `)

) ∼= L2(Q) ↪→ D′(Q),

onde Q = (0, T )× (0, `), conclui-se que

ϕ(n) → ϕ em D′(Q),

ϕ
(n)
t → Φ em D′(Q).

Pelo Proposição 2.53 e pela unicidade do limite, conclui-se que ϕt = Φ ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Um argumento inteiramente análogo mostra que existem ψ,w ∈ L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
, com

ψt, wt ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
, tais que

ψ(n) → ψ em L∞
(
0, T ;H1(0, `)

)
, w(n) → w em L∞

(
0, T ;H1(0, `)

)
,

ψ
(n)
t → ψt em L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
, w

(n)
t → wt em L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Ainda de (y(n)) ser de Cauchy em Y , resulta que (θ(n)) é de Cauchy tanto em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
quanto emL2

(
0, T ;H1(0, `)

)
, ambos completos. Consequentemente, existem θ ∈ L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
e Θ ∈ L2

(
0, T ;H1(0, `)

)
tais que

θ(n) → θ em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(0, `)

)
,

θ(n) → Θ em L2
(
0, T ;H1(0, `)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Da unicidade do limite em L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
, deduz-se que θ = Θ ∈ L2

(
0, T ;H1(0, `)

)
. De

todas as convergências mencionadas, conclui-se que (y(n)) converge para (ϕ, ψ,w, θ) em Y .
Logo Y é completo.

Agora, dada uma constante M > 0, defina X(M,T ) como sendo o conjunto de todos os
vetores (Ṽ , θ̃) que satisfazem

(a) ∂jt Ṽ ∈ L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
, j = 0, 1, 2, 3;

(b) ∂jt θ̃ ∈ L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
, j = 0, 1;

(c) ∂2
t θ̃ ∈ L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
, ∂2

t θ̃x ∈ L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
;

(d)
(
ϕ̃(t), ψ̃x(t), w̃x(t), θ̃(t)

)
∈ [H1

0 (0, `)]4 para todo t ∈ [0, T ];

(e) ∂jt Ṽ (0) = V j, j = 0, 1, 2;
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(f) ∂jt θ̃(0) = θj, j = 0, 1;

(g) ~Ṽ ~2
1 + ~θ̃~2

2 ≤M2, onde

~Ṽ ~2
1 =

3∑
j=0

‖∂jt Ṽ ‖2
L∞(0,T ;H3−j)

e

~θ̃~2
2 =

1∑
j=0

‖∂jt θ̃‖2
L∞(0,T ;H3−j) + ‖∂2

t θ̃‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖∂2

t θ̃x‖2
L2(0,T ;L2).

Lema 4.2. O espaço X(M,T ) é um subespaço fechado de Y e, portanto, é completo.

Demonstração: É imediato que X(M,T ) é um subespaço de Y . Para ver que ele é fechado,
considere uma sequência (Ṽ (n), θ̃(n)) em X(M,T ) tal que

(Ṽ (n), θ̃(n))→ (Ṽ , θ̃) em Y. (4.12)

No que se segue, será mostrado que (Ṽ , θ̃) está em X(M,T ), ou seja, que (Ṽ , θ̃) satisfaz as
condições (a)-(g) da definição de X(M,T ).

Verificação do item (a).

Seja j ∈ {0, 1, 2, 3}. Pelo item (g) da definição de X(M,T ) e pela Proposição 2.48,
conclui-se que

(∂jt ϕ̃
(n)) é limitada em L∞

(
0, T ;H3−j(0, `)

) ∼= [L1
(
0, T ; [H3−j(0, `)]′

)
]′.

Assim, pela Proposição 2.12, existem uma função Φ, com ∂jtΦ ∈ L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
, e uma

subsequência de (∂jt ϕ̃
(n)), que continuará sendo representada por (∂jt ϕ̃

(n)), tais que

∂jt ϕ̃
(n) ∗⇀ ∂jtΦ em L∞

(
0, T ;H3−j(0, `)

)
↪→ L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
. (4.13)

Por outro lado, da convergência (4.12) e da definição da métrica d resulta que

ϕ̃(n) → ϕ̃ em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Como convergência forte implica em convergência fraca estrela, então

ϕ̃(n) ∗⇀ ϕ̃ em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
. (4.14)

Da convergência (4.13) com j = 0, da convergência (4.14) e da unicidade do limite fraco estrela
em L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
, segue-se que ϕ̃ = Φ e, por conseguinte, ∂jt ϕ̃ ∈ L∞

(
0, T ;H3−j(0, `)

)
.
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Um argumento inteiramente análogo mostra que as funções ψ̃ e w̃ também satisfazem ∂jt ψ̃, ∂
j
t w̃ ∈

L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
. Logo, o item (a) da definição de X(M,T ) se verifica.

Verificação dos itens (b) e (c).

Seja j ∈ {0, 1}. Pelo item (g) da definição de X(M,T ), conclui-se que

(∂jt θ̃
(n)) é limitada em L∞

(
0, T ;H3−j(0, `)

) ∼= [L1
(
0, T ; [H3−j(0, `)]′

)
]′,

(∂2
t θ̃

(n)) é limitada em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

) ∼= [L1
(
0, T ;L2(0, `)

)
]′,

(∂2
t θ̃

(n)
x ) é limitada em L2

(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Assim, pelas proposições 2.9 e 2.12, existem uma função Θ, com

∂jtΘ ∈ L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
, ∂2

t Θ ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
, ∂2

t Θx ∈ L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
e uma subsequência de (∂jt θ̃

(n)), que continuará sendo representada por (∂jt θ̃
(n)), tais que

∂jt θ̃
(n) ∗⇀ ∂jtΘ em L∞

(
0, T ;H3−j(0, `)

)
↪→ D′(Q),

∂2
t θ̃

(n) ∗⇀ ∂2
t Θ em L∞

(
0, T ;L2(0, `)

)
↪→ D′(Q),

∂2
t θ̃

(n)
x ⇀ ∂2

t Θx em L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
↪→ D′(Q).

(4.15)

Por outro lado, da convergência (4.12) e da definição da métrica d , resulta que

θ̃(n) → θ̃ em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
↪→ D′(Q)

e, consequentemente,
θ̃(n) ∗⇀ θ̃ em D′(Q). (4.16)

Da convergência (4.15) com j = 0, da convergência (4.16) e da unicidade do limite fraco estrela
em D′(Q), segue-se que θ̃ = Θ e, por conseguinte,

∂jt θ̃ ∈ L∞
(
0, T ;H3−j(0, `)

)
, ∂2

t θ̃ ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
, ∂2

t θ̃x ∈ L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
.

Logo, os itens (b) e (c) da definição de X(M,T ) se verificam.

Verificação do item (d).

Seja t ∈ [0, T ]. Da convergência (4.12), conclui-se que

‖ϕ̃(n) − ϕ̃‖L2(0,T ;H1) → 0



71

de onde segue que
ϕ̃(n) ⇀ ϕ̃ em L2

(
0, T ;H1(0, `)

)
.

Por outro lado, como (ϕ̃(n)) é uma sequência limitada em L2
(
0, T ;H1

0 (0, `)
)
, conclui-se que

existe Φ neste último espaço tal que

ϕ̃(n) ⇀ Φ em L2
(
0, T ;H1

0 (0, `)
)
↪→ L2

(
0, T ;H1(0, `)

)
.

Das duas últimas convergências e da unicidade do limite fraco em L2
(
0, T ;H1(0, `)

)
, resulta

que ϕ̃ = Φ e, por conseguinte, ϕ̃(t) ∈ H1
0 (0, `). Um argumento inteiramente análogo mostra

que ψ̃x(t), w̃x(t), θ̃(t) ∈ H1
0 (0, `).

Verificação dos itens (e) e (f).

Seja j ∈ {0, 1, 2}. Segue-se do que foi visto na verificação do item (a) que

∂jt ϕ̃
(n) ∗⇀ ∂jt ϕ̃, ∂

j+1
t ϕ̃(n) ∗⇀ ∂j+1

t ϕ̃ em L∞
(
0, T ;L2(0, `)

)
,

ou seja, ∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃
(n)(t, x)η1(t) dx

)
dt→

∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃(t, x)η1(t) dx

)
dt,∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(n)(t, x)η2(t) dx

)
dt→

∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(t, x)η2(t) dx

)
dt,

quaisquer que sejam η1, η2 ∈ L1
(
0, T ;L2(0, `)

)
(ver exemplo 5, páginas 501-502, em [7]).

Assim,∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃
(n)(t, x)φ(x) dx

)
ηt(t) dt→

∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃(t, x)φ(x) dx

)
ηt(t) dt,∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(n)(t, x)φ(x) dx

)
η(t) dt→

∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(t, x)φ(x) dx

)
η(t) dt,

(4.17)

para toda função φ ∈ L2(0, `), onde η é uma função em C1([0, T ]) que satisfaz η(0) = 1

e η(T ) = 0 (de fato, basta tomar η1(t) = ηt(t)φ e η2(t) = η(t)φ). Integrando por partes,
conclui-se que∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(n)(t, x)φ(x) dx

)
η(t) dt =−

∫ `

0

∂jt ϕ̃
(n)(0, x)φ(x) dx

−
∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃
(n)(t, x)φ(x) dx

)
ηt(t) dt
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e ∫ T

0

(∫ `

0

∂j+1
t ϕ̃(t, x)φ(x) dx

)
η(t) dt =−

∫ `

0

∂jt ϕ̃(0, x)φ(x) dx

−
∫ T

0

(∫ `

0

∂jt ϕ̃(t, x)φ(x) dx

)
ηt(t) dt.

Das duas últimas igualdades e de (4.17), deduz-se que∫ `

0

∂jt ϕ̃
(n)(0, x)φ(x) dx→

∫ `

0

∂jt ϕ̃(0, x)φ(x) dx, ∀ φ ∈ L2(0, `),

ou seja,
∂jt ϕ̃

(n)(0, x) ⇀ ∂jt ϕ̃(0, x) em L2(0, `).

Por outro lado, ∂jt ϕ̃(n)(0, x) = ∂jtϕ(0, x) para todo n ∈ N. Assim, em virtude da última con-
vergência, resulta que ∂jt ϕ̃(0, x) = ∂jtϕ(0, x). Um argumento inteiramente análogo mostra que
∂jt ψ̃(0, x) = ∂jtψ(0, x) e ∂jt w̃(0, x) = ∂jtw(0, x). Portanto, o item (e) da definição de X(M,T )

se verifica. Um argumento similar, usando o que foi visto na verificação do item (b), mostra
que o item (f) também se verifica.

Verificação do item (g).

Basta observar que

~Ṽ ~2
1 + ~θ̃~2

2 ≤ lim(~Ṽ (n)~2
1 + ~θ̃(n)~2

2) ≤ lim M2 = M2,

o que conclui a demonstração.

Teorema 4.3. Se valem as condições (4.7) e (4.10), então existe T > 0 tal que o problema
(4.1)-(4.6) possui uma única solução local U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ), definida sobre [0, T ],
satisfazendo

(ϕ,ψ,w) ∈
2⋂
j=0

Cj
(
[0, T ], (H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `))× (H3−j(0, `) ∩H1
∗ (0, `))

2
)
∩ C3

(
[0, T ], L2(0, `)3

)
θ ∈

1⋂
j=0

Cj
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
∩ C2

(
[0, T ], L2(0, `)

)
,

com ψx(t), wx(t) ∈ H1
0 (0, `) para todo t ∈ [0, T ] e ∂2

t θx ∈ L2
(
[0, T ], L2(0, `)

)
.
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Demonstração: Seja (Ṽ , θ̃) ∈ X(M,T ). Tomando

C11 =
σϕx(Z̃)

ρ1

, C22 =
b

ρ2

, C33 =
k0

ρ1

,

C12 = C13 = C21 = C23 = C31 = C32 = 0,

f1 =
1

ρ1

(
σψ(Z̃)ψ̃x + σw(Z̃)w̃x + k0l(w̃x − lϕ̃)

)
f2 = − 1

ρ2

(
k(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃) + γθ̃x

)
, f3 = − 1

ρ1

(
kl(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃) + k0lϕ̃x

)
e escrevendo (U1, U2, U3) = (ϕ, ψ,w), resulta do Teorema 2.82 que o problema

ρ1ϕtt − σϕx(Z̃)ϕxx = σψ(Z̃)ψ̃x + σw(Z̃)w̃x + k0l(w̃x − lϕ̃) em (0, T )× (0, `) (4.18)

ρ2ψtt − bψxx = −k(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃)− γθ̃x em (0, T )× (0, `) (4.19)

ρ1wtt − k0wxx = −kl(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃)− k0lϕ̃x em (0, T )× (0, `) (4.20)

com condições de fronteira

ϕ(·, 0) = ϕ(·, `) = ψx(·, 0) = ψx(·, `) = wx(·, 0) = wx(·, `) = 0 (4.21)

e condições iniciais

ϕ(0, ·) = ϕ0, ϕt(0, ·) = ϕ1, ψ(0, ·) = ψ0, ψt(0, ·) = ψ1,

w(0, ·) = w0, wt(0, ·) = w1

(4.22)

possui uma única solução (ϕ, ψ, w) satisfazendo

∂jtϕ ∈ C0
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
, j = 0, 1, 2;

∂jtψ, ∂
j
tw ∈ C0

(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

∗ (0, `)
)
, j = 0, 1, 2;

ψx(t), wx(t), ψtx(t), wtx(t) ∈ H1
0 (0, `), t ∈ [0, T ],

∂3
t ϕ, ∂

3
t ψ, ∂

3
tw ∈ C0

(
[0, T ], L2(0, `)

)
.

(4.23)

Analogamente, tomando
a = k1, g = −mψtx

no Teorema 2.83, onde ψ é a função dada pela solução do problema (4.18)-(4.22), conclui-se
que o problema 

θt − k1θxx +mψtx = 0 em (0, T )× (0, `),

θ(·, 0) = θ(·, `) = 0 em [0, T ],

θ(0, ·) = θ0 em (0, `),

(4.24)
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admite uma única solução θ satisfazendo

∂jt θ ∈ C0
(
[0, T ], H3−j(0, `) ∩H1

0 (0, `)
)
, j = 0, 1;

∂2
t θ ∈ C0

(
[0, T ], L2(0, `)

)
; ∂2

t θx ∈ L2
(
0, T ;L2(0, `)

)
.

(4.25)

Pode-se, portanto, definir uma aplicação

B : X(M,T ) −→ Y

(Ṽ , θ̃) 7−→ B(Ṽ , θ̃) = (V, θ),

onde V é a solução do problema (4.18)-(4.22) e θ é a solução de (4.24). O passo seguinte será
verificar que, para T suficientemente pequeno e M suficientemente grande, a aplicação B sa-
tisfaz as hipóteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

(I) O conjunto X(M,T ) é invariante sob B.

Basta verificar que os itens (a)-(g) da definição de X(M,T ) são satisfeitos pelo vetor
B(Ṽ , θ̃) = (V, θ). Os itens (a)-(d) seguem-se diretamente de (4.23) e (4.25). Os itens (e) e (f)
seguem-se do fato de V satisfazer o problema (4.18)-(4.22) e de θ satisfazer o problema (4.24).

Para verificar o item (g) note que, pelo Teorema 2.76,

(H1(0, `), ‖ · ‖H1) ↪→ (C[0, `], ‖ · ‖∞).

Assim, existe uma constante c0 tal que ‖ · ‖∞ ≤ c0‖ · ‖H1 . Utilizando esta constante, defina

ν1 = max
j

sup
‖z‖R3≤c0M

|σzj(z)|,

ν2 = max
j,r

sup
‖z‖R3≤2c0M

|σzjzr(z)|,

ν3 = max
j,r,s

sup
‖z‖R3≤c0M

|σzjzrzs(z)|,

onde ‖ · ‖R3 representa a norma do máximo em R3 e j, r, s variam em {1, 2, 3}. Note que, como
(Ṽ , θ̃) ∈ X(M,T ),

|ϕ̃x(t, x)| ≤ ‖ϕ̃x(t, ·)‖∞ ≤ c0‖ϕ̃x(t, ·)‖H1 ≤ c0‖ϕ̃x‖L∞(0,T ;H1) ≤ c0~Ṽ ~1 ≤ c0M,

|ψ̃(t, x)| ≤ ‖ψ̃(t, ·)‖∞ ≤ c0‖ψ̃(t, ·)‖H1 ≤ c0‖ψ̃‖L∞(0,T ;H1) ≤ c0~Ṽ ~1 ≤ c0M,

|w̃(t, x)| ≤ ‖w̃(t, ·)‖∞ ≤ c0‖w̃(t, ·)‖H1 ≤ c0‖w̃‖L∞(0,T ;H1) ≤ c0~Ṽ ~1 ≤ c0M.

Como consequência, ‖Z̃‖R3 ≤ c0M ≤ 2c0M . Deste modo, as derivadas de primeira, segunda
e terceira ordem de σ (no ponto Z̃(t, x)) podem ser estimadas, respectivamente, por ν1, ν2 e ν3.
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Escrevendo |p(t, x)| = |p| conclui-se ainda, pelo mesmo argumento já empregado, que

|ϕ̃t|, |ψ̃t|, |w̃t|, |ψ̃x|, |w̃x|, |ϕ̃tx|, |w̃tx|, |ψ̃tx|, |ϕ̃xx|, |ψ̃xx|, |w̃xx| ≤ c0M.

O próximo passo será estimar ~V ~1 e ~θ~2. Para obter tais estimativas, será necessário estimar
as derivadas de primeira, segunda e terceira ordem das funções ϕ, ψ, w e θ.

Estimativa das derivadas de primeira ordem de ϕ, ψ e w.

Multiplicando (4.18) por ϕt e integrando sobre [0, `] resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

ρ1|ϕt|2 dx−
∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕxxϕt dx =

∫ `

0

h1ϕt dx (4.26)

onde Z̃ = (ϕ̃x, ψ̃, w̃) e h1 = σψ(Z̃)ψ̃x + σw(Z̃)w̃x + k0l(w̃x − lϕ̃). Mas, fazendo integração
por partes, conclui-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕxxϕt dx =
[
σϕx(Z̃)ϕtϕx

]`
0
−
∫ `

0

ϕx
d

dx

[
σϕx(Z̃)ϕt

]
dx

= 0−
∫ `

0

ϕx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕt dx−

∫ `

0

ϕxσϕx(Z̃)ϕtx dx

E, como
1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)|ϕx|2

]
=

1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕx|2 + σϕx(Z̃)ϕxϕtx,

segue-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕxxϕt dx =−
∫ `

0

ϕx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕx|2dx

− 1

2

d

dt

∫ `

0

σϕx(Z̃)|ϕx|2 dx.

Substituindo a última igualdade em (4.26), obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕt|2 + σϕx(Z̃)|ϕx|2

)
dx =

∫ `

0

h1ϕt dx−
∫ `

0

ϕx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕt dx

+
1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕx|2 dx.

(4.27)

Observe que
|h1| ≤ |σψ(Z̃)||ψ̃x|+ |σw(Z̃)||w̃x|+ k0l|w̃x|+ k0l

2|ϕ̃|

≤ ν1|ψ̃x|+ ν1|w̃x|+ k0l|w̃x|+ k0l
2|ϕ̃|

≤ c0ν1M + c0ν1M + c0k0lM + c0k0l
2M = J1M,
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onde J1 = 2c0ν1 + c0k0l + c0k0l
2,∣∣∣∣ ddx [σϕx(Z̃)

]∣∣∣∣ ≤ |σϕxϕx(Z̃)||ϕ̃xx|+ |σϕxψ(Z̃)||ψ̃x|+ |σϕxw(Z̃)||w̃x|

≤ ν2|ϕ̃xx|+ ν2|ψ̃x|+ ν2|w̃x|

≤ c0ν2M + c0ν2M + c0ν2M = J2M,

onde J2 = 3c0ν2 e∣∣∣∣ ddt [σϕx(Z̃)
]∣∣∣∣ ≤ |σϕxϕx(Z̃)||ϕ̃tx|+ |σϕxψ(Z̃)||ψ̃t|+ |σϕxw(Z̃)||w̃t|

≤ ν2|ϕ̃tx|+ ν2|ψ̃t|+ ν2|w̃t|

≤ c0ν2M + c0ν2M + c0ν2M = J2M.

Assim, de (4.27) deduz-se que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕt|2 + σϕx(Z̃)|ϕx|2

)
dx ≤

∫ `

0

|h1||ϕt| dx+ J2M

∫ `

0

|ϕx||ϕt| dx

+
J2M

2

∫ `

0

|ϕx|2 dx

Aplicando a desigualdade de Young, conclui-se que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕt|2 + σϕx(Z̃)|ϕx|2

)
dx ≤ J2

1M
2`

2
+

1

2

∫ `

0

|ϕt|2 dx+
J2M

2

∫ `

0

|ϕx|2 dx

+
J2M

2

∫ `

0

(
|ϕx|2 + |ϕt|2

)
dx

e, portanto,

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕt(τ, x)|2 + σϕx(Z̃(τ, x))|ϕx(τ, x)|2

)
dx ≤ J2

1M
2`

+ (1 + 3J2M)

∫ `

0

(
|ϕt(τ, x)|2 + |ϕx(τ, x)|2

)
dx

para todo τ ∈ [0, T ]. Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ], com respeito à variável
τ , resulta que∫ `

0

(
ρ1|ϕt(t, x)|2 + σϕx(Z̃(t, x))|ϕx(t, x)|2

)
dx ≤ E1(0) +

∫ T

0

J2
1M

2` dτ

+ (1 + 3J2M)

∫ t

0

∫ `

0

(
|ϕt(τ, x)|2 + |ϕx(τ, x)|2

)
dx dτ,
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onde

E1(0) =

∫ `

0

(
ρ1|ϕt(0, x)|2 + σϕx(Z̃(0, x))|ϕx(0, x)|2

)
dx.

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,∫ `

0

(
|ϕt(t, x)|2 + |ϕx(t, x)|2

)
dx ≤ E1(0) + J2

1M
2`T

min{ρ1, β}
exp

(
(1 + 3J2M)t

min{ρ1, β}

)
.

Assim, para

T < min

{
1

J2
1M

2`T
,
min{ρ1, β}
1 + 3J2M

}
:= T1

obtém-se

‖ϕt(t, ·)‖2
L2 + ‖ϕx(t, ·)‖2

L2 ≤
E1(0) + 1

min{ρ1, β}
exp(1) =

(E1(0) + 1)e

min{ρ1, β}
:= M1.

Tomando o supremo na desigualdade acima, com t variando em [0, T ], conclui-se que

‖ϕt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕx‖2

L∞(0,T ;L2) ≤M1. (4.28)

Agora, multiplicando (4.19) por ψt, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por partes
resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψt|2 + b|ψx|2

)
dx ≤

∫ `

0

|h2||ψt| dx,

onde h2 = −k(ϕ̃x + ψ̃ + lw̃) − γθ̃x. Assim, como |h2| ≤ (2k + kl + γ)c0M , segue-se da
desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψt|2 + b|ψx|2

)
dx ≤ (2k + kl + γ)2c2

0M
2`+

∫ `

0

|ψt|2 dx

≤ (2k + kl + γ)2c2
0M

2`+

∫ `

0

(
|ψt|2 + |ψx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ], resulta que∫ `

0

(
ρ2|ψt(t, x)|2 + b|ψx(t, x)|2

)
dx ≤ E2(0) + (2k + kl + γ)2c2

0M
2`T

+

∫ t

0

∫ `

0

(
|ψt(τ, x)|2 + |ψx(τ, x)|2

)
dx dτ,

onde

E2(0) =

∫ `

0

(
ρ2|ψt(0, x)|2 + b|ψx(0, x)|2

)
dx.
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Portanto, pela desigualdade de Gronwall,∫ `

0

(
|ψt(t, x)|2 + |ψx(t, x)|2

)
dx ≤ E2(0) + (2k + kl + γ)2c2

0M
2`T

min{ρ2, b}
exp

(
t

min{ρ2, b}

)
.

Assim, para

T < min

{
1

(2k + kl + γ)2c2
0M

2`
,min{ρ2, b}

}
:= T2

obtém-se
‖ψt‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ψx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E2(0) + 1)e

min{ρ2, b}
:= M2. (4.29)

Por fim, multiplicando (4.20) por wt, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por
partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wt|2 + k0|wx|2

)
dx ≤

∫ `

0

|h3||wt| dx,

onde h3 = −(kl+ k0l)ϕ̃x− klψ̃x− kl2w̃. Assim, como |h3| ≤ (2kl+ k0l+ kl2)c0M , segue-se
da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wt|2 + k0|wx|2

)
dx ≤ (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`+

∫ `

0

(
|wt|2 + |wx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|wt(t, x)|2 + |wx(t, x)|2

)
dx ≤ E3(0) + (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`T

min{ρ1, k0}
exp

(
t

min{ρ1, k0}

)
,

onde

E3(0) =

∫ `

0

(
ρ1|wt(0, x)|2 + k0|wx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T <

{
min{ρ1, k0},

1

(2kl + k0l + kl2)2c2
0M

2`

}
:= T3

obtém-se
‖wt‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖wx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E3(0) + 1)e

min{ρ1, k0}
:= M3. (4.30)

Estimativa das derivadas de segunda ordem de ϕ, ψ e w.
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Derivando (4.18) em t, multiplicando por ϕtt e integrando sobre [0, `] obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

ρ1|ϕtt|2 dx−
∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxxϕtt dx−

∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕtxxϕtt dx

=

∫ `

0

d

dt
[h1]ϕtt dx,

(4.31)

Mas, fazendo integração por partes, conclui-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕtxxϕtt dx =
[
σϕx(Z̃)ϕttϕtx

]`
0
−
∫ `

0

ϕtx
d

dx
[σϕx(Z̃)ϕtt] dx

= 0−
∫ `

0

ϕtx
d

dx
[σϕx(Z̃)]ϕtt dx−

∫ `

0

ϕtxσϕx(Z̃)ϕttx dx

E, como
1

2

d

dt
[σϕx(Z̃)|ϕtx|2] =

1

2

d

dt
[σϕx(Z̃)]|ϕtx|2 + σϕx(Z̃)ϕtxϕttx,

segue-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕtxxϕtt dx =−
∫ `

0

ϕtx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕtt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕtx|2dx

− 1

2

d

dt

∫ `

0

σϕx(Z̃)|ϕtx|2 dx.

Substituindo a última igualdade em (4.31), obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt|2 + σϕx(Z̃)|ϕtx|2

)
dx =

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxxϕtt dx

+
1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕtx|2 dx−

∫ `

0

ϕtx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕtt dx+

∫ `

0

d

dt
[h1]ϕtt dx.

(4.32)

Observe que ∣∣∣∣ ddt [σψ(Z̃)
]∣∣∣∣ ≤ J2M,

∣∣∣∣ ddt [σw(Z̃)
]∣∣∣∣ ≤ J2M,

e ∣∣∣∣ ddt [h1]

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ddt [σψ(Z̃)
]
ψ̃x + σψ(Z̃)ψ̃tx +

d

dt

[
σw(Z̃)

]
w̃x + σw(Z̃)w̃tx + k0l(w̃tx − lϕ̃t)

∣∣∣∣
≤ J2Mc0M + ν1|ψ̃tx|+ J2Mc0M + ν1|w̃tx|+ k0lc0M + k0l

2c0M

= 2c0J2M
2 + ν1|ψ̃txx|+ ν1|w̃txx|+ J3M,
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onde J3 = c0k0l + c0k0l
2. Assim, de (4.32) deduz-se que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt|2 + σϕx(Z̃)|ϕtx|2

)
dx ≤ J2M

∫ `

0

|ϕxx||ϕtt| dx+
J2M

2

∫ `

0

|ϕtx|2 dx

+ J2M

∫ `

0

|ϕtx||ϕtt| dx+

∫ `

0

2c0J2M
2|ϕtt| dx+ ν1

∫ `

0

|ψ̃txx||ϕtt| dx

+ ν1

∫ `

0

|w̃txx||ϕtt| dx+

∫ `

0

J3M |ϕtt| dx.

Aplicando a desigualdade de Young resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt|2 + σϕx(Z̃)|ϕtx|2

)
dx ≤ J2M

2

∫ `

0

(
|ϕxx|2 + |ϕtt|2

)
dx+

J2M

2

∫ `

0

|ϕtx|2 dx

+
J2M

2

∫ `

0

(
|ϕtx|2 + |ϕtt|2

)
dx+ 2c2

0J
2
2M

4`+
1

2

∫ `

0

|ϕtt|2 dx+
ν1

2
‖ψ̃txx(t, ·)‖2

L2

+
ν1

2

∫ `

0

|ϕtt|2 dx+
ν1

2
‖w̃txx(t, ·)‖2

L2 +
ν1

2

∫ `

0

|ϕtt|2 dx+
J2

3M
2`

2
+

1

2

∫ `

0

|ϕtt|2 dx

e, portanto,

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt|2 + σϕx(Z̃)|ϕtx|2

)
dx ≤ 4c2

0J
2
2M

4`+ J2
3M

2`+ ν1‖ψ̃txx‖2
L2(0,T ;L2)

+ ν1‖w̃txx‖2
L2(0,T ;L2) + (3J2M + 2ν1 + 2)

∫ `

0

(
|ϕxx|2 + |ϕtx|2 + |ϕtt|2

)
dx.

(4.33)

Multiplicando (4.18) por −ϕtxx, integrando sobre [0, `] e usando integração por partes resulta
que

1

2

d

dt

∫ `

0

ρ1|ϕtx|2 dx+

∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕxxϕtxx dx =

∫ `

0

d

dx
[h1]ϕtx dx.

Mas, como

1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)|ϕxx|2

]
=

1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕxx|2 + σϕx(Z̃)ϕxxϕtxx,

segue-se que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxx|2

)
dx =

∫ `

0

d

dx
[h1]ϕtx dx−

1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕxx|2 dx.

E, uma vez que ∣∣∣∣ ddx [h1]

∣∣∣∣ ≤ 2c0J2M
2 + ν1|ψ̃xxx|+ ν1|w̃xxx|+ J3M,
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conclui-se que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxx|2

)
dx ≤ 4c2

0J
2
2M

4`+ J2
3M

2`+ ν1‖ψ̃xxx‖2
L2(0,T ;L2)

+ ν1‖w̃xxx‖2
L2(0,T ;L2) + (3ν1 + 2)

∫ `

0

(
|ϕxx|2 + |ϕtx|2

)
dx.

(4.34)

Somando (4.33) com (4.34), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt|2 + (σϕx(Z̃) + ρ1)|ϕtx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxx|2

)
dx ≤ 8c2

0J
2
2M

4`+ 2J2
3M

2`

+ 4ν1M + (3J2M + 5ν1 + 4)

∫ `

0

(
|ϕxx|2 + |ϕtx|2 + |ϕtt|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ], resulta que

min{ρ1, β}
∫ `

0

(
|ϕtt(t, x)|2 + |ϕtx(t, x)|2 + |ϕxx(t, x)|2

)
dx ≤ E4(0)

+ (8c2
0J

2
2M

4`+ 2J2
3M

2`+ 4ν1M)T

+ (3J2M + 5ν1 + 4)

∫ t

0

∫ `

0

(
|ϕxx(τ, x)|2 + |ϕtx(τ, x)|2 + |ϕtt(τ, x)|2

)
dx dτ,

onde

E4(0) =

∫ `

0

(
ρ1|ϕtt(0, x)|2 + (σϕx(Z̃(0, x)) + ρ1)|ϕtx(0, x)|2

)
dx

+

∫ `

0

σϕx(Z̃(0, x))|ϕxx(0, x)|2 dx.

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,∫ `

0

(
|ϕtt(t, x)|2 + |ϕtx(t, x)|2 + |ϕxx(t, x)|2

)
dx

≤ E4(0) + (8c2
0J

2
2M

4`+ 2J2
3M

2`+ 4ν1M)T

min{ρ1, β}
exp

(
(3J2M + 5ν1 + 4)t

min{ρ1, β}

)
.

Assim, para

T < min

{
1

8c2
0J

2
2M

4`+ 2J2
3M

2`+ 4ν1M
,

min{ρ1, β}
3J2M + 5ν1 + 4

}
:= T4

obtém-se

‖ϕtt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕtx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕxx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E4(0) + 1)e

min{ρ1, β}
:= M4. (4.35)

Agora, derivando (4.19) em t, multiplicando por ψtt, integrando sobre [0, `] e fazendo
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integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtt|2 + b|ψtx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ ddt [h2]

∣∣∣∣ |ψtt| dx
Como ∣∣∣∣ ddt [h2]

∣∣∣∣ ≤ (2k + kl + γ)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtt|2 + b|ψtx|2

)
dx ≤ (2k + kl + γ)2c2

0M
2`+

∫ `

0

(
|ψtt|2 + |ψxx|2

)
dx. (4.36)

Multiplicando (4.19) por −ψtxx, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por partes resulta
que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtx|2 + b|ψxx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ ddx [h2]

∣∣∣∣ |ψtx| dx
Assim, como ∣∣∣∣ ddx [h2]

∣∣∣∣ ≤ (2k + kl + γ)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtx|2 + b|ψxx|2

)
dx ≤ (2k + kl + γ)2c2

0M
2`+

∫ `

0

|ψtx|2 dx. (4.37)

Somando (4.36) com (4.37), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtt|2 + (ρ2 + b)|ψtx|2 + b|ψxx|2

)
dx ≤ 2(2k + kl + γ)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|ψtt|2 + |ψtx|2 + |ψxx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|ψtt(t, x)|2 + |ψtx(t, x)|2 + |ψxx(t, x)|2

)
dx

≤ E5(0) + 2(2k + kl + γ)2c2
0M

2`T

min{ρ2, b}
exp

(
t

min{ρ2, b}

)
,

onde

E5(0) =

∫ `

0

(
ρ2|ψtt(0, x)|2 + (ρ2 + b)|ψtx(0, x)|2 + b|ψxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T < min

{
min{ρ2, b},

1

2(2k + kl + γ)2c2
0M

2`

}
:= T5
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obtém-se

‖ψtt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ψtx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ψxx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E5(0) + 1)e

min{ρ2, b}
:= M5. (4.38)

Por fim, derivando (4.20) em t, multiplicando por wtt, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtt|2 + k0|wtx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ ddt [h3]

∣∣∣∣ |wtt| dx.
Como ∣∣∣∣ ddx [h3]

∣∣∣∣ ≤ (2kl + k0l + kl2)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtt|2 + k0|wtx|2

)
dx ≤ (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|wtt|2 + |wxx|2

)
dx.

(4.39)

Multiplicando (4.19) por −wtxx, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por partes resulta
que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtx|2 + k0|wxx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ ddx [h3]

∣∣∣∣ |wtx| dx
Assim, como ∣∣∣∣ ddx [h3]

∣∣∣∣ ≤ (2kl + k0l + kl2)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtx|2 + k0|wxx|2

)
dx ≤ (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`+

∫ `

0

|wtx|2 dx. (4.40)

Somando (4.39) com (4.40), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtt|2 + (ρ1 + k0)|wtx|2 + k0|wxx|2

)
dx ≤ 2(2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|wtt|2 + |wtx|2 + |wxx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
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Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|wtt(t, x)|2 + |wtx(t, x)|2 + |wxx(t, x)|2

)
dx

≤ E6(0) + 2(2kl + k0l + kl2)2c2
0M

2`T

min{ρ1, k0}
exp

(
t

min{ρ1, k0}

)
,

onde

E6(0) =

∫ `

0

(
ρ1|wtt(0, x)|2 + (ρ1 + k0)|wtx(0, x)|2 + k0|wxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T <

{
min{ρ1, k0},

1

2(2kl + k0l + kl2)2c2
0M

2`

}
:= T6

obtém-se

‖wtt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖wtx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖wxx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E6(0) + 1)e

min{ρ1, k0}
:= M6. (4.41)

Estimativa das derivadas de terceira ordem de ϕ, ψ e w.

Derivando (4.18) em t duas vezes, multiplicando por ϕttt e integrando sobre [0, `] obtém-
se

1

2

d

dt

∫ `

0

ρ1|ϕttt|2 dx−
∫ `

0

d2

dt2

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxxϕttt dx− 2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
ϕtxxϕttt dx

−
∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕttxxϕttt dx =

∫ `

0

d2

dt2
[h1]ϕttt dx.

(4.42)

Mas, fazendo integração por partes, conclui-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕttxxϕttt dx =
[
σϕx(Z̃)ϕtttϕttx

]`
0
−
∫ `

0

ϕttx
d

dx

[
σϕx(Z̃)ϕttt

]
dx

= 0−
∫ `

0

ϕttx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕttt dx−

∫ `

0

ϕttxσϕx(Z̃)ϕtttx dx

E, como
1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)|ϕttx|2

]
=

1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕttx|2 + σϕx(Z̃)ϕttxϕtttx,

segue-se que∫ `

0

σϕx(Z̃)ϕttxxϕttt dx =−
∫ `

0

ϕttx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕttt dx+

∫ `

0

1

2

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕttx|2 dx

− 1

2

d

dt

∫ `

0

[
σϕx(Z̃)|ϕttx|2

]
dx.
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Substituindo a última igualdade em (4.42), obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕttt|2 + σϕx(Z̃)|ϕttx|2

)
dx =

∫ `

0

d2

dt2
[h1]ϕttt dx

+

∫ `

0

d2

dt2

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxxϕttt dx+ 2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
ϕtxxϕttt dx

−
∫ `

0

ϕttx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕttt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕttx|2 dx.

(4.43)

Observe que∣∣∣∣ d2

dt2

[
σϕx(Z̃)

]∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ d2

dt2

[
σψ(Z̃)

]∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ d2

dt2

[
σw(Z̃)

]∣∣∣∣ ≤ 9ν3c
2
0M

2 + J2M

e ∣∣∣∣ d2

dt2
[h1]

∣∣∣∣ ≤ 18ν3c
3
0M

3 + 6c0J2M
2 + J1M.

Assim, utilizando a desigualdade de Young em (4.43), deduz-se que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕttt|2 + σϕx(Z̃)|ϕttx|2

)
dx ≤ (18ν3c

3
0M

3 + 6J2c0M
2 + J1M)2`+ J2M

3

+ 9ν3c
2
0M

4 + (9ν3c
2
0M

2 + 6J2M + 1)

∫ `

0

(
|ϕttt|2 + |ϕttx|2 + |ϕtxx|2

)
dx.

(4.44)

Derivando (4.19) em x, multiplicando por −ϕtxxx, integrando sobre [0, `] e usando integração
por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtxx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxxx|2

)
dx = −1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|ϕxxx|2 dx

−
∫ `

0

ϕtxx
d2

dx2

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxx dx−

∫ `

0

ϕtxx
d

dx

[
σϕx(Z̃)

]
ϕxxx dx−

∫ `

0

d2

dx2
[h1]ϕtxx dx.

E, tendo em vista que ∣∣∣∣ d2

dx2
[h1]

∣∣∣∣ ≤ 18ν3c
3
0M

3 + 6c0J2M
2 + J1M,

conclui-se que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕtxx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxxx|2

)
dx ≤ (18ν3c

3
0M

3 + 6J2c0M
2 + J1M)2`

+ 9ν3c
2
0M

4 + J2M
3 + (9ν3c

2
0M

2 + 3J2M + 1)

∫ `

0

(
|ϕtxx|2 + |ϕxxx|2

)
dx.

(4.45)
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De (4.44) e (4.45), segue-se que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|ϕttt|2 + σϕx(Z̃)|ϕttx|2 + ρ1|ϕtxx|2 + σϕx(Z̃)|ϕxxx|2

)
dx ≤ 18ν3c

2
0M

4 + 2J2M
3

+ 2(18ν3c
3
0M

3 + 6J2c0M
2 + J1M)2`

+ (18ν3c
2
0M

2 + 9J2M + 2)

∫ `

0

(
|ϕttt|2 + |ϕttx|2 + |ϕtxx|2 + |ϕxxx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ], resulta que∫ `

0

(
|ϕttt(t, x)|2 + |ϕttx(t, x)|2 + |ϕtxx(t, x)|2 + |ϕxxx(t, x)|2

)
dx ≤ E7(0)

min{ρ1, β}

+K0T +K1

∫ t

0

∫ `

0

(
|ϕttt(τ, x)|2 + |ϕttx(τ, x)|2 + |ϕtxx(τ, x)|2 + |ϕxxx(τ, x)|2

)
dx dτ,

onde

E7(0) =

∫ `

0

(
ρ1|ϕttt(0, x)|2 + σϕx(Z̃(0, x))|ϕttx(0, x)|2

)
dx

+

∫ `

0

(
ρ1|ϕtxx(0, x)|2 + σϕx(Z̃)(0, x)|ϕxxx(0, x)|2

)
dx,

K0 =
1

min{ρ1, β}
(18ν3c

2
0M

4 + 2J2M
3 + 2(18ν3c

3
0M

3 + 6J2c0M
2 + J1M)2`)

e
K1 =

1

min{ρ1, β}
(18ν3c

2
0M

2 + 9J2M + 2).

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,∫ `

0

(
|ϕttt(t, x)|2 + |ϕttx(t, x)|2 + |ϕtxx(t, x)|2 + |ϕxxx(t, x)|2

)
dx

≤
(

E7(0)

min{ρ1, β}
+K0T

)
exp(K1t).

Assim, para

T < min

{
1

K1

,
1

min{ρ1, β}K0

}
:= T7

obtém-se

‖ϕttt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕttx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕtxx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕxxx‖2

L∞(0,T ;L2)

≤ (E7(0) + 1)e

min{ρ1, β}
:= M7.

(4.46)

Observação 4.4. Note que a função ϕ não possui derivadas de quarta ordem. Entretanto, é
possível obter uma sequência de funções mais regulares {ϕn}n∈N que converge para ϕ. Para os



87

termos desta sequência, os cálculos formais efetuados acima se aplicam de onde segue que

‖ϕ(n)
ttt ‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)
ttx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)
txx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)
xxx‖2

L∞(0,T ;L2) ≤M7

para todo n ∈ N. Resulta disto que tal estimativa também se verifica para a função ϕ, pois

‖ϕttt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕttx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ϕtxx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕxxx‖2

L∞(0,T ;L2)

≤ lim
n→∞

(
‖ϕ(n)

ttt ‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)

ttx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)

txx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ϕ(n)

xxx‖2
L∞(0,T ;L2)

)
≤ lim

n→∞
M7

= M7.

Isto justifica o procedimento utilizado. Um argumento análogo será empregado nas estimativas
seguintes.

Derivando (4.19) em t duas vezes, multiplicando por ψttt, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψttt|2 + b|ψttx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ d2

dt2
[h2]

∣∣∣∣ |ψttt| dx
Como ∣∣∣∣ d2

dt2
[h2]

∣∣∣∣ ≤ (2k + kl + γ)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψttt|2 + b|ψttx|2

)
dx ≤ (2k + kl + γ)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|ψttt|2 + |ψxxx|2

)
dx.

(4.47)

Agora, derivando (4.19) em x, multiplicando por −ψtxxx, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtxx|2 + b|ψxxx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ d2

dx2
[h2]

∣∣∣∣ |ψtxx| dx.
Assim, como ∣∣∣∣ d2

dx2
[h2]

∣∣∣∣ ≤ (2k + kl + γ)c0M,
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segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψtxx|2 + b|ψxxx|2

)
dx ≤ (2k + kl + γ)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|ψtxx|2 + |ψttx|2

)
dx.

(4.48)

Somando (4.47) com (4.48), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|ψttt|2 + b|ψttx|2 + ρ2|ψtxx|2 + b|ψxxx|2

)
dx ≤ 2(2k + kl + γ)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|ψttt|2 + |ψttx|2 + |ψtxx|2 + |ψxxx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|ψttt(t, x)|2 + |ψttx(t, x)|2 + |ψtxx(t, x)|2 + |ψxxx(t, x)|2

)
dx

≤ E8(0) + 2(2k + kl + γ)2c2
0M

2`T

min{ρ2, b}
exp

(
t

min{ρ2, b}

)
,

onde

E8(0) =

∫ `

0

(
ρ2|ψttt(0, x)|2 + b|ψttx(0, x)|2 + ρ2|ψtxx(0, x)|2 + b|ψxxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T < min

{
min{ρ2, b},

1

2(2k + kl + γ)2c2
0M

2`

}
:= T8

obtém-se

‖ψttt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ψttx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖ψtxx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖ψxxx‖2

L∞(0,T ;L2)

≤ (E8(0) + 1)e

min{ρ2, b}
:= M8.

(4.49)

Por fim, derivando (4.20) em t duas vezes, multiplicando por wttt, integrando sobre [0, `]

e fazendo integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wttt|2 + k0|wttx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ d2

dt2
[h3]

∣∣∣∣ |wttt| dx.
Como ∣∣∣∣ d2

dt2
[h3]

∣∣∣∣ ≤ (2kl + k0l + kl2)c0M,
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segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wttt|2 + k0|wttx|2

)
dx ≤ (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|wttt|2 + |wxxx|2

)
dx.

(4.50)

Agora, derivando (4.20) em x, multiplicando por −wtxxx, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtxx|2 + k0|wxxx|2

)
dx ≤

∫ `

0

∣∣∣∣ d2

dx2
[h3]

∣∣∣∣ |wtxx| dx
Assim, como ∣∣∣∣ d2

dx2
[h3]

∣∣∣∣ ≤ (2kl + k0l + kl2)c0M,

segue-se da desigualdade de Young que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wtxx|2 + k0|wxxx|2

)
dx ≤ (2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|wtxx|2 + |wttx|2

)
dx.

(4.51)

Somando (4.50) com (4.51), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|wttt|2 + k0|wttx|2 + ρ1|wtxx|2 + k0|wxxx|2

)
dx ≤ 2(2kl + k0l + kl2)2c2

0M
2`

+

∫ `

0

(
|wttt|2 + |wttx|2 + |wtxx|2 + |wxxx|2

)
dx.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|wttt(t, x)|2 + |wttx(t, x)|2 + |wtxx(t, x)|2 + |wxxx(t, x)|2

)
dx

≤ E9(0) + 2(2kl + k0l + kl2)2c2
0M

2`T

min{ρ1, b}
exp

(
t

min{ρ1, b}

)
,

onde

E9(0) =

∫ `

0

(
ρ1|wttt(0, x)|2 + k0|wttx(0, x)|2 + ρ1|wtxx(0, x)|2 + k0|wxxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T < min

{
min{ρ1, b},

1

2(2kl + k0l + kl2)2c2
0M

2`

}
:= T9
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obtém-se

‖wttt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖wttx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖wtxx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖wxxx‖2

L∞(0,T ;L2)

≤ (E9(0) + 1)e

min{ρ1, b}
:= M9.

(4.52)

Estimativa das derivadas de primeira e segunda ordem θ.

Multiplicando a equação de (4.24) por θt, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por
partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

k1|θx|2 dx = −m
∫ `

0

ψtxθt dx−
∫ `

0

|θt|2 dx.

Derivando a equação de (4.24) em t, multiplicando por θt, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

|θt|2 dx = −m
∫ `

0

ψttxθt dx− k1

∫ `

0

|θtx|2 dx.

Derivando a equação de (4.24) em x, multiplicando por θttx, integrando sobre [0, `] e fazendo
integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

|θtx|2 dx = −m
∫ `

0

ψtxxθttx dx+ k1

∫ `

0

θxxxθttx dx.

Multiplicando a equação de (4.24) por −θtxx, integrando sobre [0, `] e fazendo integração por
partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

k1|θxx|2 dx = −m
∫ `

0

ψtxθtxx dx−
∫ `

0

|θtx|2 dx.

Somando as últimas quatro igualdades membro a membro, aplicando a desigualdade Young e
utilizando (4.56), obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
|θt|2 + k1|θx|2 + |θtx|2 + k1|θxx|2

)
dx ≤

(
4m+

16m2

k1

)
M2 +

k1

4

∫ `

0

|θttx|2

+ (2m+ 2k1 + 4)

∫ `

0

(
|θt|2 + |θx|2 + |θtx|2 + |θxx|2

)
dx.

Derivando a equação de (4.24) em t duas vezes, multiplicando por θtt, integrando sobre [0, `],
fazendo integração por partes e utilizando a desigualdade e Young resulta que

d

dt

∫ `

0

k1|θtt|2 dx+ k1

∫ `

0

|θttx|2 dx ≤
4m2M2

k1

+
k1

4

∫ `

0

|θttx|2 dx. (4.53)
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Segue-se das duas últimas desigualdades que

d

dt

∫ `

0

(
|θt|2 + k1|θx|2 + k1|θtt|2 + |θtx|2 + k1|θxx|2

)
dx+

k1

2

∫ `

0

|θttx|2 dx

≤
(

4m+
20m2

k1

)
M2 + (2m+ 2k1 + 4)

∫ `

0

(
|θt|2 + |θx|2 + |θtx|2 + |θxx|2

)
dx

e, consequentemente,

d

dt

∫ `

0

(
|θt|2 + k1|θx|2 + k1|θtt|2 + |θtx|2 + k1|θxx|2

)
dx ≤

(
4m+

20m2

k1

)
M2

+ (2m+ 2k1 + 4)

∫ `

0

(
|θt|2 + |θx|2 + |θtt|+ |θtx|2 + |θxx|2

)
dx.

Integrando ambos os lados da última desigualdade de 0 até t ∈ [0, T ], utilizando (4.57) e, em
seguida, aplicando a desigualdade de Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|θt(t, x)|2 + |θx(t, x)|2 + |θtt(t, x)|2 + |θtx(t, x)|2 + |θxx(t, x)|2

)
dx

≤
E10(0) +

(
4m+ 20m2

k1

)
M2T

min{1, k1}
exp

(
(2m+ 2k1 + 4)t

min{1, k1}

)
,

onde

E10 =

∫ `

0

(
|θt(0, x)|2 + |θx(0, x)|2 + |θtt(0, x)|2 + |θtx(0, x)|2 + |θxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T < min

{
k1

(4mk1 + 20m2)M2
,

min{1, k1}
2m+ 2k1 + 4

}
:= T10

obtém-se

‖θt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖θx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖θtt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖θtx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖θxx‖2
L∞(0,T ;L2)

≤ (E10(0) + 1)e

min{1, k1}
:= M10.

(4.54)

Estimativa das derivadas de terceira ordem de θ.

Derivando a equação de (4.24) em t, multiplicando por −θttxx, integrando sobre [0, `] e
fazendo integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

k1|θtxx|2 dx = −
∫ `

0

|θtt|2 dx−m
∫ `

0

ψttxxθttx dx.

Derivando a equação de (4.24) em x, multiplicando por−θtxxx, integrando sobre [0, `] e fazendo
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integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

k1|θxxx|2 dx = −
∫ `

0

|θtxx|2 dx−m
∫ `

0

ψtxxθtxx dx.

Derivando a equação de (4.24) em t duas vezes, multiplicando por θtt, integrando sobre [0, `] e
fazendo integração por partes resulta que

1

2

d

dt

∫ `

0

k1|θtt|2 dx+ k1

∫ `

0

|θttx|2 dx = m

∫ `

0

ψtttθttx dx.

Somando as últimas três igualdades membro a membro, obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
k1|θtt|2 + k1|θtxx|2 + k1|θxxx|2

)
dx+ k1

∫ `

0

|θttx|2 dx = −
∫ `

0

|θtt|2 dx

−
∫ `

0

m

√
2√
k1

ψttxx

√
k1√
2
θttx dx−

∫ `

0

|θtxx|2 dx−m
∫ `

0

ψtxxθtxx dx

+

∫ `

0

m

√
2√
k1

ψttt

√
k1√
2
θttx dx.

Assim, pela desigualdade de Young,

d

dt

∫ `

0

(
k1|θtt|2 + k1|θtxx|2 + k1|θxxx|2

)
dx+ k1

∫ `

0

|θttx|2 dx ≤ m

∫ `

0

|ψtxx|2 dx

+
2m2

k1

∫ `

0

|ψttxx|2 dx+
2m2

k1

∫ `

0

|ψttt|2 dx+ (m+ 2)

∫ `

0

(
|θtt|2 + |θtxx|2

)
dx.

Deste modo, para T < T8 obtém-se

d

dt

∫ `

0

(
k1|θtt|2 + k1|θtxx|2 + k1|θxxx|2

)
dx+ k1

∫ `

0

|θttx|2 dx ≤
(
m+

4m2

k1

)
M8

+ (m+ 2)

∫ `

0

(
|θtt|2 + |θtxx|2

)
dx.

(4.55)

Decorre da última desigualdade que

d

dt

∫ `

0

(
k1|θtt|2 + k1|θtxx|2 + k1|θxxx|2

)
dx ≤ (m+ 2)

∫ `

0

(
|θtt|2 + |θtxx|2 + |θxxx|

)
dx

+

(
m+

4m2

k1

)
M8.

Integrando a última expressão de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
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Gronwall, resulta que∫ `

0

(
|θtt(t, x)|2 + |θtxx(t, x)|2 + |θxxx(t, x)|2

)
dx

≤ 1

k1

(
E11(0) +

(
m+

4m2

k1

)
M8T

)
exp

(
(m+ 2)t

k1

)
,

onde

E11 =

∫ `

0

(
k1|θtt(0, x)|2 + k1|θtxx(0, x)|2 + k1|θxxx(0, x)|2

)
dx.

Assim, para

T < min

{
T8,

k1

(k1m+ 4m2)M8

,
k1

m+ 2

}
:= T11

obtém-se

‖θtt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖θtxx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖θxxx‖2
L∞(0,T ;L2) ≤

(E11(0) + 1)e

k1

:= M11. (4.56)

Utilizando a última desigualdade em (4.55) e integrando com respeito a t sobre [0, T ], conclui-se
que ∫ `

0

(
k1|θtt|2 + k1|θtxx|2 + k1|θxxx|2

)
dx+ k1

∫ T

0

∫ `

0

|θttx|2 dx dt ≤ E11(0)

+

(
m+

4m2

k1

)
M8T + (m+ 2)M11T.

Assim, para

T <

{
k1

2(k1m+ 4m2)M8

,
1

2(m+ 2)M11

}
:= T12

obtém-se
‖θttx‖2

L2(0,T ;L2) ≤
(E11(0) + 1)

k1

:= M12. (4.57)

Segue-se de (4.28), (4.35), (4.46), (4.29), (4.38), (4.49), (4.30), (4.41), (4.52), (4.54),
(4.56) e (4.57) que tomando

T < min{Tj; j = 1, ..., 12} := T̂ , M2 > max{12(cp + 1)Mj; j = 1, ..., 12} := M̂,

obtém-se ~U~2
1 + ~θ~2

2 ≤ M2. Logo, para T suficientemente pequeno e M suficientemente
grande, o item (g) também se verifica.

(II) O operador B é uma contração

Mantendo as notações (4.11), o objetivo é mostrar que existe uma constante λ ∈ (0, 1) tal
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que, para quaisquer (Ṽ , θ̃), (V̂ , θ̂) ∈ X(M,T ),

d
(
B(Ṽ , θ̃), B(V̂ , θ̂)

)
≤ λd

(
(Ṽ , θ̃), (V̂ , θ̂)

)
.

Considere, então, (Ṽ , θ̃), (V̂ , θ̂) ∈ X(M,T ) e escreva

B(Ṽ , θ̃) = (ϕ, ψ,w, θ),

B(V̂ , θ̂) = (ϕ∗, ψ∗, w∗, θ∗),

(Ṽ , θ̃)− (V̂ , θ̂) = (Φ̃, Ψ̃, W̃ , Θ̃),

B(Ṽ , θ̃)−B(V̂ , θ̂) = (Φ,Ψ,W,Θ).

Em virtude da definição de B, conclui-se que

ρ1Φtt − σϕx(Z̃)ϕxx + σϕx(Ẑ)ϕ∗xx − k0l(W̃x − lΦ̃)− h = 0, (4.58)

ρ2Ψtt − bΨxx + k(Φ̃x + Ψ̃ + lW̃ ) + γΘ̃x = 0, (4.59)

ρ1Wtt − k0(Wx − lΦ̃)x + kl(Φ̃x + Ψ̃ + lW̃ ) = 0, (4.60)

Θt − k1Θxx +mΨtx = 0, (4.61)

onde

h =
[
σψ(Z̃)− σψ(Ẑ)

]
ψ̂x + σψ(Z̃)Ψ̃x +

[
σw(Z̃)− σw(Ẑ)

]
ŵx + σw(Z̃)W̃x.

Somando σϕx(Z̃)ϕ∗xx em ambos os membros de (4.58), resulta que

ρ1Φtt − σϕx(Z̃)Φxx − k0l(W̃x − lΦ̃)− h =
[
σϕx(Z̃)− σϕx(Ẑ)

]
ϕ∗xx.

Multiplicando por Φt e integrando sobre [0, `], obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

ρ1

(
|Φt|2 + σϕx(Z̃)|Φx|2

)
dx =

∫ `

0

[
σϕx(Z̃)− σϕx(Ẑ)

]
ϕ∗xxΦt dx+

∫ `

0

hΦt dx

+ k0l

∫ `

0

(W̃x − lΦ̃)Φt dx−
∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
ΦxΦt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
σϕx(Z̃)

]
|Φx|2 dx.

Mas, pelo Teorema do Valor Médio, existe ξ ∈ [0, 1) tal que

σϕx(Z̃)−σϕx(Ẑ) = σϕxϕx(Ẑ+ξ(Z̃− Ẑ))Φ̃x+σϕxψ(Ẑ+ξ(Z̃− Ẑ))Ψ̃+σϕxw(Ẑ+ξ(Z̃− Ẑ))W̃

de modo que |σϕx(Z̃) − σϕx(Ẑ)| ≤ ν2|Φ̃x| + ν2|Ψ̃| + ν2|W̃ |. Um uso similar do Teorema do
Valor Médio mostra que

|h| ≤ 2ν2c0M |Φ̃x|+ 2ν2c0M |Ψ̃|+ 2ν2c0M |W̃ |+ ν1|Ψ̃x|+ ν1|W̃x|.
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Assim, pela desigualdade de Young,

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|Φt|2 + σϕx(Z̃)|Φx|2

)
dx ≤ k0l

∫ `

0

(
|W̃x|2 + |Φt|2

)
dx

+ k0l
2

∫ `

0

(
|Φ̃|2 + |Φt|2

)
dx+

∫ `

0

(
2ν2c0M |Φ̃x|2 + |Φt|2 + (2ν2c0M)|Ψ̃|2

)
dx

+

∫ `

0

(
|Φt|2 + 2ν2c0M |W̃ |2 + |Φt|2 + ν1|W̃x|2 + |Φt|2

)
dx

+

∫ `

0

(
ν2|Φ̃x|2 + |Φt|2 + ν2|Ψ̃|2 + |Φt|2 + ν2|W̃x|2 + |Φt|2

)
dx

+ J2M

∫ `

0

(
|Φx|2 + |Φt|2

)
dx+ J2M

∫ `

0

|Φx|2 dx.

Portanto,

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|Φt|2 + σϕx(Z̃)|Φx|2

)
dx ≤ K +

(
J3

c0

+ 3J2M + 7

)∫ `

0

(
|Φt|2 + |Φx|2

)
dx,

onde

K = k0l
2‖Φ̃‖2

L∞(0,T ;L2) + (2ν2c0M + ν2)‖Φ̃x‖2
L∞(0,T ;L2) + (2ν2c0M + ν1 + ν2)‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2)

+ (2ν2c0M)‖W̃‖2
L∞(0,T ;L2) + (k0l + ν1 + ν2)‖W̃x‖2

L∞(0,T ;L2).

Integrando a última desigualdade de 0 até t ∈ [0, T ] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
Gronwall, conclui-se que∫ `

0

(
|Φt(t, x)|2 + |Φx(t, x)|2

)
dx ≤ E12(0) +KT

min{ρ1, β}
exp

(
(J3 + 3J2Mc0 + 7c0)t

c0 min{ρ1, β}

)
,

onde

E12(0) =

∫ `

0

(
|Φt(0, x)|2 + |Φx(0, x)|2

)
dx =

∫ `

0

0 dx = 0.

Deste modo, tomando

T < min

{
c0 min{ρ1, β}

J3 + 3J2Mc0 + 7c0

,
min{ρ1, β}
k0l2eM

,
min{ρ1, β}

(2ν2c0M + ν2)eM
,

min{ρ1, β}
(2ν2c0M + ν1 + ν2)eM

,
min{ρ1, β}
2ν2c0M2e

,
min{ρ1, β}

(k0l + ν1 + ν2)e

}
:= T13

resulta que∫ `

0

(
|Φt(t, x)|2 + |Φx(t, x)|2

)
dx ≤ 1

M

(
‖Φ̃‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖Φ̃x‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2)

)
+

1

M
‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖W̃x‖2

L∞(0,T ;L2)
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e, consequentemente,

‖Φt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Φx‖2

L∞(0,T ;L2) ≤
1

M
‖Φ̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2)

+
1

M
‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖W̃x‖2

L∞(0,T ;L2).
(4.62)

Multiplicando (4.59) por Ψt, integrando sobre [0, `] e utilizando integração por partes obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|Ψt|2 + b|Ψx|2

)
dx = −k

∫ `

0

(
Φ̃xΨt + Ψ̃Ψt + lW̃Ψt

)
dx− γ

∫ `

0

Θ̃Ψt dx.

Assim, pela desigualdade de Young,

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|Ψt|2 + b|Ψx|2

)
dx ≤ K1 + (2k + kl + γ)

∫ `

0

|Ψt|2 dx,

onde

K1 = k‖Φ̃x‖2
L∞(0,T ;L2) + k‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2) + kl‖W̃‖2
L∞(0,T ;L2) + γ‖Θ̃‖L∞(0,T ;L2).

Somando (2k + kl + γ)‖Ψx(t, ·)‖2
L2 ≥ 0 no lado direito da última desigualdade, resulta que

d

dt

∫ `

0

(
ρ2|Ψt|2 + b|Ψx|2

)
dx ≤ K1 + (2k + kl + γ)

∫ `

0

(
|Ψt|2 + |Ψx|2

)
dx.

Integrando de 0 até t ∈ [0, T ] e aplicando a desigualdade de Gronwall, segue-se que∫ `

0

(
|Ψt(t, x)|2 + |Ψx(t, x)|2

)
dx ≤ K1T

min{ρ2, b}
exp

(
(2k + kl + γ)t

min{ρ2, b}

)
.

Portanto, tomando

T <

{
min{ρ2, b}
2k + kl + γ

,
min{ρ2, b}
keM

,
min{ρ2, b}
kleM

,
min{ρ2, b}
γeM

}
:= T14

conclui-se que

‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Ψx‖2

L∞(0,T ;L2) ≤
1

M
‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2)

+
1

M
‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖Θ̃‖L∞(0,T ;L2).

(4.63)

Multiplicando (4.60) por Wt, integrando sobre [0, `] e utilizando integração por partes obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|Wt|2 + k0|Wx|2

)
dx = −k0l

∫ `

0

Φ̃xWt dx− kl
∫ `

0

(
Φ̃xWt + Ψ̃Wt + lW̃Wt

)
dx.
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Assim, pela desigualdade de Young,

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|Wt|2 + k0|Wx|2

)
dx ≤ K2 + (k0l + 2kl + kl2)

∫ `

0

|Wt|2 dx,

onde
K2 = (k0l + kl)‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) + kl‖Ψ̃‖2
L∞(0,T ;L2) + kl2‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2).

Somando a última desigualdade, membro a membro, com 0 ≤ (k0l + 2kl + kl2)‖Wx(t, ·)‖2
L2 ,

resulta que

d

dt

∫ `

0

(
ρ1|Wt|2 + k0|Wx|2

)
dx ≤ K2 + (k0l + 2kl + kl2)

∫ `

0

(
|Wt|2 + |Wx|2

)
dx,

Integrando de 0 até t ∈ [0, T ], com respeito à variável t, e aplicando a desigualdade de Gronwall,
segue-se que∫ `

0

(
|Wt(t, x)|2 + |Wx(t, x)|2

)
dx ≤ K2T

min{ρ1, k0}
exp

(
(k0l + 2kl + kl2)t

min{ρ1, k0}

)
.

Portanto, tomando

T <

{
min{ρ1, k0}

k0l + 2kl + kl2
,

min{ρ1, k0}
(k0l + kl)eM

,
min{ρ1, k0}
kleM

,
min{ρ1, k0}
kl2eM

}
:= T15

conclui-se que

‖Wt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Wx‖2

L∞(0,T ;L2) ≤
1

M
‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) +
1

M
‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2)

+
1

M
‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2).
(4.64)

Multiplicando (4.61) por Θ, integrando sobre [0, `] e utilizando integração por partes obtém-se

1

2

d

dt

∫ `

0

|Θ|2 dx+k1

∫ `

0

|Θx|2 dx ≤ m

∫ `

0

ΨtΘx dx ≤ m

∫ `

0

1√
k1

Ψt

√
k1Θx dx+

∫ `

0

|Θ|2 dx.

Assim, pela desigualdade de Young,

1

2

d

dt

∫ `

0

|Θ|2 dx+

(
k1 −

k1

2

)∫ `

0

|Θx|2 dx ≤
m

2k1

∫ `

0

|Ψt|2 dx+

∫ `

0

|Θ|2 dx. (4.65)

Consequentemente,

d

dt

∫ `

0

|Θ|2 dx ≤ m

k1

‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2) + 2

∫ `

0

|Θ|2 dx.
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Integrando de 0 até t ∈ [0, T ] e aplicando a desigualdade de Gronwall, segue-se que∫ `

0

|Θ(t, x)|2 dx ≤ m

k1

‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2)T exp(2y).

Portanto, tomando

T < min

{
1

2
,
k1

me

}
:= T16

deduz-se que

‖Θ‖2
L∞(0,T ;L2) ≤ ‖Ψt‖2

L∞(0,T ;L2). (4.66)

Usando (4.66) em (4.65) e integrando sobre [0, T ] conclui-se que

1

2

∫ `

0

|Θ(T, x)|2 dx+
k1

2

∫ T

0

∫ `

0

|Θx|2 dx dt ≤
m

2k1

∫ `

0

|Ψt|2 dx+ 2‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2)

de onde segue que

‖Θx‖2
L2(0,T ;L2) ≤

m+ 4k1

k2
1

T‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2).

Portanto, tomando

T <
k2

1

m+ 4k1

:= T17

resulta que

‖Θx‖2
L2(0,T ;L2) ≤ ‖Ψt‖2

L∞(0,T ;L2). (4.67)

Somando (4.66) com (4.67) e usando (4.63), obtém-se

‖Θ‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Θx‖2

L2(0,T ;L2) ≤
2

M
‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) +
2

M
‖Ψ̃‖2

L∞(0,T ;L2)

+
2

M
‖W̃‖2

L∞(0,T ;L2) +
2

M
‖Θ̃‖L∞(0,T ;L2).

(4.68)

Por fim, somando as desigualdades (4.62), (4.63), (4.64) e (4.68) conclui-se que

K3 ≤
5

M
K4 (4.69)

onde

K3 = ‖Φt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Φx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖Ψt‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Ψx‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖Wt‖2
L∞(0,T ;L2)

+ ‖Wx‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Θ‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖Θx‖2
L2(0,T ;L2).

e

K4 = ‖Φ̃‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Φ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖Ψ̃‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Ψ̃x‖2

L∞(0,T ;L2) + ‖W̃‖2
L∞(0,T ;L2)

+ ‖W̃x‖2
L∞(0,T ;L2) + ‖Θ̃‖2

L∞(0,T ;L2).
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Deste modo, pela desigualdade de Poincaré, para T < min{T13, T14, T15, T16, T17} := T̃ tem-se

d 2
(
T (Ṽ , θ̃), T (V̂ , θ̂)

)
≤ (1 + cp)K3 ≤ (1 + cp)

5

M
K4 ≤ (1 + cp)

5

M
d 2
(
(Ṽ , θ̃), (V̂ , θ̂)

)
.

Tomando, então, M2 > 25(1 + cp)
2 := M̃ obtém-se o resultado desejado com

λ =

√
5(1 + cp)√

M
.

Resulta de (I) e (II) que, para T < min{T̂ , T̃} e M2 > max{M̂, M̃}, o operador B :

X(M,T )→ X(M,T ) é uma contração. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe
um único (V, θ) ∈ X(M,T ) tal que B(V, θ) = (V, θ) e isso conclui a prova do Teorema 4.3.

Observação 4.5. Escrevendo

F (U) =



0

(σϕx(Z)− k)ϕxx + (σψ(Z)− k)ψx + (σw(Z)− kl)wx
0

0

0

0

0


,

vê-se que o problema tratado no Teorema 4.3 pode ser posto na forma{
Ut = AU + F (U), 0 < t < T,

U(0) = U0,

onde A é o operador definido na Seção 3.1. Além disso, pela Proposição 2.92, a solução local
obtida satisfaz

U(t) = etAU0 +

∫ t

0

e(t−r)AF (U(r)) dr, ∀ t ∈ [0, T ].

4.2 EXISTÊNCIA GLOBAL E DECAIMENTO EXPONENCIAL

O objetivo desta seção é mostrar que, sob algumas hipóteses, a solução local obtida no
Teorema 4.3 pode ser estendida para uma solução global que decai exponencialmente. Para
tanto, serão utilizadas as seguintes notações: H1 = H, ‖ · ‖H1 = ‖ · ‖H e, para j = 2, 3,

Hj = Hj(0, `)×Hj−1(0, `)×Hj(0, `)×Hj−1(0, `)×Hj(0, `)×Hj−1(0, `)×Hj(0, `),

‖U‖2
Hj = ‖ϕ‖2

Hj + ‖Φ‖2
Hj−1 + ‖ψ‖2

Hj + ‖Ψ‖2
Hj−1 + ‖w‖2

Hj + ‖W‖2
Hj−1 + ‖θ‖2

Hj .

A seguir, assumi-se que U0 é pequeno na norma de H2 podendo, porém, ser grande na
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norma de H3. Considere, então, δ < 1 (para ser fixado posteriormente) e µ > 1 tais que
‖U0‖H2 < δ e ‖U0‖H3 < µ. Pela continuidade de U , existem T0, T1 ≤ T tais que

‖U(t)‖H2 ≤ δ, ∀ t ∈ [0, T0],

‖U(t)‖H3 ≤ µ, ∀ t ∈ [0, T1].

Tome d0 >
1

2κ
e d > 1, também para serem fixados posteriormente, e defina

T 0
m = max {τ ∈ [0, T ]; ‖U(t)‖H2 ≤ 2κδd0 para todo t ∈ [0, τ ]} ,

T 1
m = max {τ ∈ [0, T ]; ‖U(t)‖H3 ≤ dµ para todo t ∈ [0, τ ]} ,

onde κ é a constante proveniente do Teorema 3.14. Observe que a equação (4.1) pode ser
reescrita como

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = b̃(Z)ϕxx + c̃(Z)ψx + d̃(Z)wx, (4.70)

onde

b̃(Z) = σϕx(Z)− σϕx(0, 0, 0), c̃(Z) = σψ(Z)− σψ(0, 0, 0), d̃(Z) = σw(Z)− σw(0, 0, 0).

Lema 4.6. Existe uma constante positiva C tal que a solução local U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ)

dada pelo Teorema 4.3 satisfaz, para todo t ∈ [0, T 0
m],

(a) ‖Ut(t)‖2
H1
≤ C‖U(t)‖2

H2
;

(b) ‖Utt(t)‖2
H1
≤ C‖U(t)‖2

H3
;

(c) ‖U(t)‖2
H2
≤ C‖U(t)‖2

H1
+ C‖Ut(t)‖2

H1
;

(d) ‖U(t)‖2
H3
≤ C‖U(t)‖2

H2
+ C‖Utt(t)‖2

H1
.

Demonstração: Por simplicidade, escreva U(t) = U . Note que

‖Ut‖2
H1
≤ ‖U‖2

H2
+ ‖ϕtt‖2

L2 + ‖ψtt‖2
L2 + ‖wtt‖2

L2 + ‖θt‖2
L2 . (4.71)

Além disso, pela igualdade (4.70),

‖ϕtt‖2
L2 =

1

ρ1

‖b̃(Z)ϕxx + c̃(Z)ψx + d̃(Z)wx + k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ)‖2
L2

≤ C
(
‖ϕxx‖2

L2 + ‖ψx‖2
L2 + ‖wx‖2

L2 + ‖ϕ‖2
L2

)
≤ C‖U‖2

H2
.

Utilizando as igualdades (4.2), (4.3) e (4.4) e empregando um argumento análogo, conclui-se
que os termos ‖ψtt‖2

L2 , ‖wtt‖2
L2 e ‖θt‖2

L2 também podem ser estimados por C‖U‖2
H2

. Substi-
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tuindo estas estimativas em (4.71), obtém-se o item (a). Agora, pelo item (a),

‖Utt‖2
H1
≤ C‖U‖2

H3
+ ‖ϕttt‖2

L2 + ‖ϕttx‖2
L2 + ‖ψttx‖2

L2 + ‖ψttx‖2
L2

+ ‖wttt‖2
L2 + ‖wttx‖2

L2 + ‖θtt‖2
L2 .

(4.72)

Derivando a igualdade (4.70) em t, obtém-se

ρ1ϕttt =
d

dt

[
b̃(Z)ϕxx + c̃(Z)ψx + d̃(Z)wx

]
+ k(ϕx + ψ + lw)tx + k0l(wx − lϕ)t

= b̃ϕx(Z)ϕtxϕxx + b̃ψ(Z)ψtϕxx + b̃w(Z)wtϕxx + c̃ϕx(Z)ϕtxψx + c̃ψ(Z)ψtψx

+ c̃w(Z)wtψx + d̃ϕx(Z)ϕtxwx + d̃ψ(Z)ψtwx + d̃w(Z)wtwx + b̃(Z)ϕtxx

+ c̃(Z)ψtx + d̃(Z)wtx + kϕtxx + kψtx + klwtx + k0lwtx + k0l
2ϕt

:= I1 + · · ·+ I17.

Note que

‖I1‖2
L2 ≤ C‖ϕtxϕxx‖2

L2 ≤ C‖ϕtx‖2
L∞‖ϕxx‖2

L2 ≤ C‖ϕtx‖L2‖ϕtx‖H1‖ϕxx‖2
L2

≤ C‖U‖3
H2
‖U‖H3 ≤ C‖U‖6

H2
+ C‖U‖2

H3
≤ C‖U‖2

H2
+ C‖U‖2

H3
≤ C‖U‖2

H3
.

Pelo mesmo argumento,
‖I2‖2

L2 , · · · , ‖I9‖2
L2 ≤ C‖U‖2

H3
.

Observe ainda que

‖I10 + · · ·+ I17‖2
L2 ≤ C

(
‖ϕtxx‖2

L2 + ‖ψtx‖2
L2 + ‖wtx‖2

L2 + ‖ϕt‖2
L2

)
≤ C‖U‖2

H3
.

Portanto,
‖ϕttt‖2

L2 ≤ C‖U‖2
H3
.

Um argumento análogo mostra que os demais termos que aparecem em (4.72) também podem
ser estimados por C‖U‖H3 . Assim, o item (b) também se verifica. Os itens (c) e (d) podem ser
obtidos de maneira semelhante.

Observação 4.7. Tome um dado inicial U0 que satisfaz as condições (4.10), considere o caso
em que σ(ϕx, ψ, w) = k(ϕx + ψ + lw) e suponha bρ1 = ρ2k e k = k0. Sejam U1 a solução
global do problema (3.1)-(3.3) e U2 a solução local do problema (4.1)-(4.6). Pelo Teorema 3.6,
U1 é dada por U1(t) = etAU0. Por outro lado, na Observação 4.5, tem-se F (U) = 0 de onde
segue que U2 também é dada por U2(t) = etAU0. Sendo assim, U1 e U2 coincidem sobre [0, T ].
Consequentemente, pelo Lema 4.6,

‖etAU0‖2
H2

= ‖U2(t)‖2
H2
≤ ‖U2(t)‖2

H1
+ ‖U2

t (t)‖2
H1

= ‖U1(t)‖2
H1

+ ‖AU1(t)‖2
H1

(4.73)
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para todo t ∈ [0, T 0
m]. Mas, pelos teoremas 3.14 e 2.90,

‖U1(t)‖2
H1

= ‖etAU0‖2
H1
≤
(
κ‖U0‖H1e

−αt
)2

≤ ĉ
(
κ‖U0‖H2e

−αt
)2

.

e

‖AU1(t)‖2
H1

= ‖A(etAU0)‖2
H1

= ‖etA(AU0)‖2
H1
≤
(
κ‖AU0‖H1e

−αt
)2

≤ ĉ
(
κ‖U0‖H2e

−αt
)2

.

Substituindo as últimas duas estimativas em (4.73), conclui-se que

‖etAU0‖H2 ≤ ĉκ‖U0‖H2e
−αt, ∀ t ∈ [0, T 0

m].

Observe que a constante ĉ pode ser escolhida maior do que 1/κ.

Lema 4.8. Se valem (4.7)-(4.9) com β = k, então existe uma constante c > 0 independente de

T tal que, para ‖U0‖H3 ≤ µ, a solução local U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ) dada pelo Teorema

4.3 satisfaz

‖U(t)‖2
H3
≤ c‖U0‖2

H3
e

(
cd̂
∫ t
0 ‖U(τ)‖1/2H2

dτ
)
, 0 ≤ t ≤ min{T 0

m, T
1
m},

onde d̂ =
√
dµ

3.

Demonstração: Multiplicando, respectivamente, (4.70), (4.2), (4.3) e (4.4) por ϕt, ψt, wt e
θ, somando as igualdades resultantes, integrando sobre [0, `] e aplicando integração por partes,
resulta que

1

2

d

dt
‖U‖2

H1
+
γk1

m

∫ `

0

|θx|2 dx = −
∫ `

0

d

dx

[
b̃(Z)

]
ϕxϕt dx−

∫ `

0

d

dx
[c̃(Z)]ψϕt dx

−
∫ `

0

d

dx

[
d̃(Z)

]
wϕt dx−

∫ `

0

b̃(Z)ϕxϕtx dx+

∫ `

0

c̃(Z)ψxϕt dx+

∫ `

0

d̃(Z)wxϕt dx.

Reescrevendo a antepenúltima integral, resulta que

1

2

d

dt

(
‖U‖2

H1
+

∫ `

0

b̃(Z)|ϕx|2 dx
)

+
γk1

m

∫ `

0

|θx|2 dx = −
∫ `

0

d

dx

[
b̃(Z)

]
ϕxϕt dx

−
∫ `

0

d

dx
[c̃(Z)]ψϕt dx−

∫ `

0

d

dx

[
d̃(Z)

]
wϕt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
b̃(Z)

]
|ϕx|2 dx

+

∫ `

0

c̃(Z)ψxϕt dx+

∫ `

0

d̃(Z)wxϕt dx

:= I1 + · · ·+ I6.

A seguir, todas as integrais da última igualdade serão estimadas. Utilizando a Proposição 2.71
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e as desigualdades triangular e de Young, resulta que

I1 ≤ ‖b̃ϕx(Z)ϕxx + b̃ψ(Z)ψx + b̃w(Z)wx‖L∞
∫ `

0

|ϕx||ϕt| dx

≤ C(‖ϕxx‖L∞ + ‖ψx‖L∞ + ‖wx‖L∞)

∫ `

0

|ϕx||ϕt| dx

≤ C
(
‖ϕxx‖1/2

L2 ‖ϕxx‖1/2

H1 + ‖ψx‖1/2

L2 ‖ψx‖1/2

H1 + ‖wx‖1/2

L2 ‖wx‖1/2

H1

)∫ `

0

|ϕx||ϕt| dx

≤ C
(
‖ϕ‖1/2

H2 ‖ϕ‖1/2

H3 + ‖ψ‖1/2

H2 ‖ψ‖1/2

H3 + ‖w‖1/2

H2 ‖w‖1/2

H3

)∫ `

0

|ϕx||ϕt| dx

≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ϕx|2 + |ϕt|2

)
dx.

Um cálculo inteiramente análogo mostra que

I2 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ψ|2 + |ϕt|2

)
dx,

I3 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|w|2 + |ϕt|2

)
dx,

I4 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

|ϕx|2 dx.

Agora, utilizando o Teorema do Valor Médio, conclui-se que existe ξ ∈ [0, 1) tal que

I5 ≤ ‖c̃(Z)‖L∞
∫ `

0

ψxϕt dx

≤
(
‖σψϕx(ξZ)ϕx‖L∞ + ‖σψψ(ξZ)ψ‖L∞ + ‖σψw(ξZ)w‖L∞

)∫ `

0

|ψx||ϕt| dx

≤ C
(
‖ϕx‖L∞ + ‖ψ‖L∞ + ‖w‖L∞

)∫ `

0

(
|ψx|2 + |ϕt|2

)
dx

≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ψx|2 + |ϕt|2

)
dx.

Aplicando um argumento similar, deduz-se que

I6 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|wx|2 + |ϕt|2

)
dx.

Decorre das estimativas que acabam de ser feitas que

I1 + · · ·+ I6 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3
‖U‖2

H1
.
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Consequentemente,

1

2

d

dt

(
‖U(τ)‖2

H1
+

∫ `

0

b̃(Z(τ, x))|ϕx(τ, x)|2 dx
)

+
γk1

m

∫ `

0

|θx(τ, x)|2 dx

≤ C‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H1
.

Integrando ambos os lados da última desigualdade sobre [0, t], com respeito à variavável τ ,
segue-se que

‖U(t)‖2
H1

+

∫ `

0

b̃(Z(t, x))|ϕx(t, x)|2 dx+
2γk1

m

∫ t

0

∫ `

0

|θx(τ, x)|2 dx dτ

≤ ‖U(0)‖2
H1

+

∫ `

0

b̃(Z(0, x))|ϕx(0, x)|2 dx+ C

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H1
dτ

≤ C‖U(0)‖2
H1

+ C

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H1
dτ.

e, portanto,

‖U(t)‖2
H1
≤ C‖U0‖2

H1
+ C

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H1
dτ. (4.74)

Agora, derivando as equações (4.70), (4.2), (4.3) e (4.4) com respeito a t e multiplicando,
respectivamente, por ϕtt, ψtt, wtt e θt resulta que

1

2

d

dt
‖Ut‖2

H1
+
γk1

m

∫ `

0

|θtx|2 dx =

∫ `

0

d

dt

[
b̃(Z)

]
ϕxxϕtt dx+

∫ `

0

d

dt

[
c̃(Z)

]
ψxϕtt dx

+

∫ `

0

d

dt

[
d̃(Z)

]
wxϕtt dx−

∫ `

0

b̃(Z)ϕtxϕttx dx+

∫ `

0

c̃(Z)ψtxϕtt dx+

∫ `

0

d̃(Z)wtxϕtt dx.

Reescrevendo a antepenúltima integral, obtém-se

1

2

d

dt

(
‖Ut‖2

H1
+

∫ `

0

b̃(Z)|ϕtx|2 dx
)

+
γk1

m

∫ `

0

|θtx|2 dx =

∫ `

0

d

dt

[
b̃(Z)

]
ϕxxϕtt dx

+

∫ `

0

d

dt

[
c̃(Z)

]
ψxϕtt dx+

∫ `

0

d

dt

[
d̃(Z)

]
wxϕtt dx+

1

2

∫ `

0

d

dt

[
b̃(Z)

]
|ϕtx|2 dx

+

∫ `

0

c̃(Z)ψtxϕtt dx+

∫ `

0

d̃(Z)wtxϕtt dx

:= I7 + · · ·+ I12.

(4.75)
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Um cálculo análogo ao que já foi feito mostra que

I7 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ϕxx|2 + |ϕtt|2

)
dx,

I8 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ψx|2 + |ϕtt|2

)
dx,

I9 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|wx|2 + |ϕtt|2

)
dx,

I10 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

|ϕtx|2 dx,

I11 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ψtx|2 + |ϕtt|2

)
dx,

I12 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|wtx|2 + |ϕtt|2

)
dx.

Portanto, I7 + · · ·+ I12 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

(
‖U‖2

H2
+ ‖Ut‖2

H1

)
. Substituindo este resultado em

(4.75) e integrando sobre [0, t] obtém-se

‖Ut(t)‖2
H1
≤ C‖Ut(0)‖2

H1
+ C

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3

(
‖U‖2

H2
+ ‖Ut‖2

H1

)
dτ. (4.76)

Em virtude do Lema 4.6, segue-se de (4.74) e (4.76) que

‖U(t)‖2
H2
≤ C‖U0‖2

H2
+ C

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H2
dτ. (4.77)

Por fim, derivando duas vezes as equações (4.70), (4.2), (4.3) e (4.4) com respeito a t e
multiplicando, respectivamente, por ϕttt, ψttt, wttt e θtt resulta que

1

2

d

dt
‖Utt‖2

H1
=

∫ `

0

d2

dt2

[
b̃(Z)

]
ϕxxϕttt dx+

∫ `

0

d2

dt2

[
c̃(Z)

]
ψxϕttt dx+

∫ `

0

d2

dt2

[
d̃(Z)

]
wxϕttt dx

+

∫ `

0

d̃(Z)wttxϕttt dx−
∫ `

0

b̃(Z)ϕttxϕtttx dx+

∫ `

0

c̃(Z)ψttxϕttt dx−
γk1

m

∫ `

0

|θttx|2 dx.

Reescrevendo a antepenúltima integral, obtém-se

1

2

d

dt

(
‖Utt‖2

H1
+

∫ `

0

b̃(Z)|ϕttx|2 dx
)

+
γk1

m

∫ `

0

|θttx|2 dx =

∫ `

0

d2

dt2

[
b̃(Z)

]
ϕxxϕttt dx

+

∫ `

0

d2

dt2

[
c̃(Z)

]
ψxϕttt dx+

∫ `

0

d2

dt2

[
d̃(Z)

]
wxϕttt dx

+
1

2

∫ `

0

d

dt

[
b̃(Z)

]
|ϕttx|2 dx+

∫ `

0

c̃(Z)ψttxϕttt dx+

∫ `

0

d̃(Z)wttxϕttt dx

:= I13 + · · ·+ I18.
(4.78)
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Um cálculo análogo ao que já foi feito mostra que

I16 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

|ϕttx|2 dx,

I17 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|ψttx|2 + |ϕttt|2

)
dx,

I18 ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
|wttx|2 + |ϕttt|2

)
dx.

Sendo assim,
I16 + I17 + I18 ≤ C‖U‖1/2

H2
‖U‖1/2

H3
‖Utt‖2

H1
. (4.79)

Para estimar I13 note que

I13 =

∫ `

0

d

dt

[
b̃ϕx(Z)

]
ϕtxϕxxϕttt dx+

∫ `

0

b̃ϕx(Z)ϕttxϕxxϕttt dx+

∫ `

0

d

dt

[
b̃ψ(Z)

]
ψtϕxxϕttt dx

+

∫ `

0

b̃ψ(Z)ψttϕxxϕttt dx+

∫ `

0

d

dt

[
b̃w(Z)

]
wtϕxxϕttt dx+

∫ `

0

b̃w(Z)wttϕxxϕttt dx

:= I13.1 + · · ·+ I13.6.

Para estimar I13.1 observe que∥∥∥∥ ddt[b̃ϕx(Z)
]∥∥∥∥

L∞
≤ ‖b̃ϕxϕx(Z)ϕtx‖L∞ + ‖b̃ϕxψ(Z)ψt‖L∞ + ‖b̃ϕxw(Z)wt‖L∞

≤ C
[
‖ϕtx‖H1 + ‖ψt‖H1 + ‖wt‖H1

]
≤ C‖U‖H3

≤ Cdµ.

Portanto,

I13.1 ≤ C

∥∥∥∥ ddt[b̃ϕx(Z)
]∥∥∥∥

L∞
‖ϕxx‖L∞

∫ `

0

(
ϕ2
tx + ϕ2

ttt

)
dx

≤ Cdµ‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
ϕ2
tx + ϕ2

ttt

)
dx.

O termo I13.2 pode ser tratado com o mesmo argumento utilizado na estimativa do termo I1:

I13.2 ≤ ‖b̃ϕx(Z)ϕxx‖L∞
∫ `

0

ϕttxϕttt dx ≤ C‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

∫ `

0

(
ϕ2
ttx + ϕ2

ttt

)
dx.

O mesmo raciocínio pode ser aplicado aos termos I13.3, ..., I13.6. Assim obtém-se

I13 ≤ Cdµ‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

(
‖U‖2

H2
+ ‖Utt‖2

H1

)
.
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Similarmente, a mesma estimativa pode ser obtida para os termos I14 e I15 de modo que

I13 + I14 + I15 ≤ Cdµ‖U‖1/2
H2
‖U‖1/2

H3

(
‖U‖2

H2
+ ‖Utt‖2

H1

)
. (4.80)

Substituindo (4.79) e (4.80) em (4.78) e integrando sobre [0, t] conclui-se que

‖Utt(t)‖2
H1
≤ C‖Utt(0)‖2

H1

+ Cdµ

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3

(
‖U(τ)‖2

H2
+ ‖Utt(τ)‖2

H1

)
dτ.

(4.81)

Novamente pelo Lema 4.6, segue-se de (4.77) e (4.81) que

‖U(t)‖2
H3
≤ C‖U0‖2

H3
+ Cdµ

∫ t

0

‖U(τ)‖1/2
H2
‖U(τ)‖1/2

H3
‖U(τ)‖2

H3
dτ.

Assim, o resultado desejado é obtido pela desigualdade de Gronwall.

Lema 4.9. Seja U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ) a solução local dada pelo Teorema 4.3. Se bρ1 =

ρ2k, k = k0 e valem (4.8) e (4.9), então existe uma constante c > 1 tal que

‖U(t)‖H2 ≤ ĉκ‖U0‖H2e
−αt + c

∫ t

0

e−α(t−r)‖U(r)‖2
H2
‖U(r)‖H3 dr, ∀ t ∈ [0, T 0

m],

onde ĉ é a constante proveniente da Observação 4.7.

Demonstração: Resulta da Observação 4.5 que

‖U(t)‖H2 ≤ ‖etAU0‖H2 +

∫ t

0

‖e(t−r)AF (U(r))‖H2 dr.

E, como U0, F (U(r)) ∈ D(A), segue-se da Observação 4.7 que

‖U(t)‖H2 ≤ ĉκe−αt‖U0‖H2 + ĉκ

∫ t

0

e−α(t−r)‖F (U(r))‖H2 dr. (4.82)

Agora, note que

‖F (U)‖H2 = ‖b̃(Z)ϕxx + c̃(Z)ψx + d̃(Z)wx‖H1

≤ ‖b̃(Z)ϕxx‖L2 + ‖c̃(Z)ψx‖L2 + ‖d̃(Z)wx‖L2 + ‖b̃(Z)ϕxxx‖L2

+ ‖b̃ϕx(Z)ϕ2
xx‖L2 + ‖b̃ψ(Z)ψxϕxx‖L2 + ‖b̃w(Z)wxϕxx‖L2

+ ‖c̃(Z)ψxx‖L2 + ‖c̃ϕx(Z)ϕxxψx‖L2 + ‖c̃ψ(Z)ψ2
x‖L2

+ ‖c̃w(Z)wxψx‖L2 + ‖d̃(Z)wxx‖L2 + ‖d̃ϕx(Z)ϕxxwx‖L2

+ ‖d̃ψ(Z)ψxwx‖L2 + ‖d̃w(Z)w2
x‖L2

:= I1 + · · ·+ I15.

(4.83)
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Observe que, pelo Teorema do Valor Médio e pela Proposição 2.71,

I1 ≤ ‖b̃(Z)‖L∞‖ϕxx‖L2

≤
(
‖σϕxϕx(ξ1Z)ϕx‖L∞ + ‖σϕxψ(ξ1Z)ψ‖L∞ + ‖σϕxw(ξ1Z)w‖L∞

)
‖ϕxx‖L2

≤
(
‖σϕxϕx(ξ1Z)‖L∞‖ϕx‖L∞ + ‖σϕxψ(ξ1Z)‖L∞‖ψ‖L∞ + ‖σϕxw(ξ1Z)‖L∞‖w‖L∞

)
‖U‖H3

≤
(
‖σϕxϕx(ξ1Z)‖L∞ + ‖σϕxψ(ξ1Z)‖L∞ + ‖σϕxw(ξ1Z)‖L∞

)
‖U‖H2‖U‖H3

:=
(
I1.1 + I1.2 + I1.3

)
‖U‖H2‖U‖H3 .

Mas,

I1.1 = ‖σϕxϕx(ξ1Z)− σϕxϕx(0, 0, 0)‖L∞

≤ ‖σϕxϕxϕx(ξ2ξ1Z)(ξ1ϕx)‖L∞ + ‖σϕxϕxψ(ξ2ξ1Z)(ξ1ψ)‖L∞ + ‖σϕxϕxw(ξ2ξ1Z)(ξ1w)‖L∞

≤ C
(
‖ϕx‖L∞ + ‖ψ‖L∞ + ‖w‖L∞

)
≤ C‖U‖H2 .

Com o mesmo argumento vê-se que I1.2, I1.3 ≤ C‖U‖H2 e, portanto,

I1 ≤ C‖U‖2
H2
‖U‖H3 .

Analogamente,
I2, I3, I4, I8, I12 ≤ C‖U‖2

H2
‖U‖H3 .

Agora, observe que

I5 ≤ ‖b̃ϕx(Z)‖L∞‖ϕxx‖L∞‖ϕxx‖L2

≤ ‖b̃ϕx(Z)‖L∞‖ϕxx‖1/2

L2 ‖ϕxx‖1/2

H1 ‖ϕxx‖L2

≤ ‖b̃ϕx(Z)‖L∞‖U‖1/2
H3
‖U‖1/2

H3
‖U‖H2

≤
(
‖σϕxϕxϕx(ξ3Z)ϕx‖L∞ + ‖σϕxϕxψ(ξ3Z)ψ‖L∞ + ‖σϕxϕxw(ξ3Z)w‖L∞

)
‖U‖H3‖U‖H2

≤ C
(
‖ϕx‖L∞ + ‖ψ‖L∞ + ‖w‖L∞

)
‖U‖H3‖U‖H2

≤ C‖U‖2
H2
‖U‖H3 .

De modo similar, conclui-se que

I6, I7, I9, I10, I11, I13, I14, I15 ≤ C‖U‖2
H2
‖U‖H3 .

Assim, de (4.83) resulta que

‖F (U)‖H2 ≤ c‖U‖2
H2
‖U‖H3 . (4.84)
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Substituindo (4.84) em (4.82), obtém-se o resultado desejado.

Dado t ∈ [0, T ], defina

M2(t) := sup
0≤s≤t

(eαs‖U(s)‖H2) .

Note que ‖U(s)‖H2 ≤M2(t)e−αs para todo s ∈ [0, t] e, consequentemente,∫ t

0

‖U(s)‖1/2
H2

ds ≤
∫ t

0

√
M2(t)e−ατ/2 dτ ≤

2
√
M2(t)

α
. (4.85)

Lema 4.10. Seja U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ) a solução local dada pelo Teorema 4.3. Se bρ1 =

ρ2k, k = k0 e valem (4.7)-(4.9) com β = k, então existem M0, δ > 0 (independentes de T ) tais

que, para ‖U0‖H2 ≤ δ, tem-se

M2(t) ≤M0, ∀ t ∈ [0, T 1
m].

Demonstração: Decorre do Lema 4.8 e do Lema 4.9 que, para 0 ≤ s ≤ t ≤ min{T 0
m, T

1
m},

‖U(s)‖H2 ≤ ĉκ‖U0‖H2e
−αs + c

∫ s

0

e−α(s−r)‖U(r)‖2
H2
‖U0‖H3e

(
cd̂
∫ r
0 ‖U(τ)‖1/2H2

dτ
)
dr.

Assim, para ‖U0‖H2 ≤ δ (δ a ser determinado posteriormente), obtém-se

‖U(s)‖H2 ≤ ĉκ‖U0‖H2e
−αs + c

∫ s

0

e−α(s−r)‖U(r)‖1/2
H2
‖U(r)‖3/2

H2
‖U0‖H3e

(
cd̂
∫ r
0 ‖U(τ)‖1/2H2

dτ
)
dr

≤ ĉκδe−αs + cδ1/2µe

(
cd̂
∫ s
0 ‖U(τ)‖1/2H2

dτ
) ∫ s

0

e−α(s−r)‖U(r)‖3/2
H2

dr.

Tendo em vista (4.85), resulta que

‖U(s)‖H2 ≤ ĉκδe−αs + cδ1/2µe

(
cd̂
√
M2(s)

)
M2(s)3/2

∫ s

0

e−α(s−r)e−3αr/2 dr.

Multiplicando a última desigualdade por eαs e tomando o supremo, com s variando em [0, t],
segue-se que

M2(t) ≤ ĉκδ + cδ1/2µe

(
cd̂
√
M2(t)

)
M2(t)3/2 sup

0≤s≤t

(
eαs
∫ s

0

e−α(s−r)e−3αr/2 dr

)
< ĉκδ + cδ1/2µe

(
cd̂
√
M2(t)

)
M2(t)3/2 sup

0≤s<∞

(
eαs
∫ s

0

e−α(s−r)e−3αr/2 dr

)
.

Assim, como

sup
0≤s<∞

(
eαs
∫ s

0

e−α(s−r)e−3αr/2 dr

)
= lim

s→∞

(∫ s

0

e−αr/2 dr

)
≤ 2e

α
<∞,
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conclui-se que

M2(t) < ĉκδ + cδ1/2µe

(
cd̂
√
M2(t)

)
M2(t)3/2 (4.86)

para todo t satisfazendo 0 ≤ t ≤ min{T 0
m, T

1
m}.

Defina f : [0,∞)→ R colocando f(x) = ĉ2κδ + cĉδ1/2µecd̂
√
xx3/2 − ĉx. Note que, para

δ suficientemente pequeno, f possui uma raiz positiva. De fato, f(0) > 0 e, tomando

δ <
1(

ĉκ+ cµecd̂
)2 ,

obtém-se f(1) < 0 de modo que, pelo Teorema do Valor Intermediário (TVI), existe x0 > 0 tal
que f(x0) = 0. E como o conjunto das raízes de f é fechado (contendo, portanto, seu ínfimo)
existe uma raiz M0 que é a menor de todas. Observe que M2(0) ≤ M0. De fato, como δ < 1 e
f(M0) = 0 tem-se

ĉ2κδ + cĉδµecd̂
√
M0M

3/2
0 ≤ ĉ2κδ + cĉδ1/2µecd̂

√
M0M

3/2
0 = ĉM0.

Logo, como ĉ > 1/κ,

M2(0) = ‖U0‖H2 ≤ δ ≤ ĉM0

ĉ2κ+ cĉµecd̂
√
M0M

3/2
0

≤M0.

Afirmação: M2(t) ≤ M0 para todo t satisfazendo 0 ≤ t ≤ min{T 0
m, T

1
m}. Com efeito, pela

continuidade da aplicação t 7→ M2(t), se existe t0 entre 0 e min{T 0
m, T

1
m} com M2(t0) > M0

então (novamente pelo TVI) existe t1 entre 0 e min{T 0
m, T

1
m} tal que M0 = M2(t1). Mas isto

contradiz o fato de M0 ser raiz de f , pois a desigualdade (4.86) acarreta que f
(
M2(t1)

)
> 0.

Assim, para concluir a demonstração basta mostrar que T 1
m ≤ T 0

m. Suponha T 1
m > T 0

m.
Fixando d0 = ĉ e tomando δ tal que

δecd̂
√

2κδĉ <
ĉ2κ

(2κ)3/2ĉ5/2cµ
,

conclui-se que f(2κδd0) < 0. Consequentemente, M0 < 2κδd0 (pois, como M0 é a menor raiz
de f e f(0) > 0, f é positiva à esquerda de M0). Segue-se disto e da afirmação acima que

‖U(T 0
m)‖H2 ≤M2(T 0

m)e−αT
0
m ≤M2(T 0

m) ≤M0 < 2κδd0.

Utilizando a permanência de sinal da aplicação contínua t 7→
(
‖U(t)‖H2 − 2κδd0

)
, conclui-se

que existe ε > 0 tal que

‖U(t)‖H2 ≤ 2κδd0, ∀ t ∈ [0, T 0
m + ε].

Mas isto contraria a maximalidade de T 0
m. Logo T 1

m ≤ T 0
m e a demonstração está completa.
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Teorema 4.11. Se bρ1 = ρ2k, k = k0 e as condições (4.7)-(4.10) se verificam com β = k,

então existe δ > 0 tal que, para ‖U0‖H2 < δ, o problema (4.1)-(4.4) com condições de fronteira

(3.2) e condições iniciais (3.3) possui uma única solução global U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ)

satisfazendo

ϕ, ψ,w ∈
3⋂
j=0

Cj
(
[0,∞), H3−j(0, `)

)
,

θ ∈
1⋂
j=0

Cj
(
[0,∞), H3−j(0, `)

)
∩ C2

(
[0,∞), L2(0, `)

)
.

Além disso, existe uma constante C0 tal que ‖U(t)‖H2 ≤ C0e−αt para todo t ≥ 0 (onde α é a

constante proveniente do Teorema 3.14).

Demonstração: Seja U = (ϕ, ϕt, ψ, ψt, w, wt, θ) a solução local dada pelo Teorema 4.3. Do
Lema 4.8, de (4.85) e do Lema 4.10, obtém-se

‖U(t)‖H3 ≤ c‖U0‖H3e

(
c1d̂
√
M2(t)

)
≤ cµe(c1d̂

√
M0), ∀ t ∈ [0, T 1

m].

Tome δ suficientemente pequeno de modo que se tenha f
(

1

c21d̂
6

)
< 0. Então, M0 <

1

c21d̂
6

de

onde segue que c1d̂
√
M0 < 1. Assim,

‖U(t)‖H3 < cµe, ∀ t ∈ [0, T 1
m]. (4.87)

Fixando d = 2ce > 1, deduz-se que T 1
m é o maior número satisfazendo

‖U(t)‖H3 ≤ 2cµe, ∀ t ∈ [0, T 1
m].

Isto acarreta que T 1
m = T . De fato, suponha T 1

m < T . Então, pela continuidade da aplicação
t 7→

(
‖U(t)‖H3 − cµe

)
e pela desigualdade (4.87) conclui-se (via permanência de sinal) que

existe ε > 0 tal que
‖U(t)‖H3 < cµe < 2cµe, ∀ t ∈ [0, T 1

m + ε].

Mas isto contraria a maximalidade de T 1
m. Logo T 1

m = T e, portanto,

‖U(t)‖H3 < C, ∀ t ∈ [0, T ],

onde C = cµe independe de T . Isto mostra que a solução local pode ser estendida para uma
solução global. Por fim, o decaimento exponencial de ‖U(t)‖H2 é uma consequência imediata
do Lema 4.10.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho, estudou-se um sistema de Bresse com uma não linearidade presente na
equação do movimento vertical, uma dissipação térmica agindo na equação do cisalhamento,
condições de Neumann nulas para os deslocamentos angular e longitudinal e condições de Di-
richlet nulas para o deslocamento vertical e para a variação de temperatura.

A principal contribuição deste trabalho (Teorema 4.11) foi estabelecer uma condição su-
ficiente, dependente tanto dos dados inicias quanto dos coeficientes do sistema, para garantir a
existência de uma solução global exponencialmente estável.

Em trabalhos futuros, pode-se investigar se é possível estender tal resultado para um sis-
tema de Bresse termoelástico com não linearidades presentes nas demais equações. Pode-se,
também, estudar sistemas de Bresse não lineares com outros tipos de dissipações ou outras
condições de fronteira.
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A APÊNDICE

Na Seção 3.1 foi mostrado que se l < 1√
2`

, então as normas ‖ · ‖H e | · |H são equiva-
lentes. Como consequência, concluiu-se que o espaço (H, ‖ · ‖H) é completo. A seguir será
mostrado que isto é verdade em geral, independentemente da relação entre l e `. Entretanto,
o caminho percorrido será inverso: inicialmente será mostrado que (H, ‖ · ‖H) é completo e,
como consequência, resultará que as normas são equivalentes.

Lema A.1. Dadas F,G ∈ L2(0, `) e H ∈ L2
∗(0, `), o sistema

ϕx + ψ + lw = H,

wx − lϕ = F,

ψx = G,

possui uma solução (ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
∗ (0, `).

Demonstração: Defina

ψ(x) =

∫ x

0

G(s) ds− 1

`

∫ `

0

∫ s

0

G(r) dr ds.

Note que ∫ `

0

ψ(x) dx =

∫ `

0

∫ x

0

G(s) ds dx− 1

`

∫ `

0

∫ `

0

∫ s

0

G(r) dr ds dx = 0.

Além disso, ψ ∈ H1(0, `) com

ψx(x) = G(x)− 0 = G(x), ∀ x ∈ [0, `]. (A.1)

Pelo Lema 2.78, existem ϕ ∈ H1
0 (0, `) e w ∈ H1

∗ (0, `) tais que

wx + (−l)ϕ = F (A.2)

ϕx − (−l)w = H − ψ. (A.3)

Decorre de (A.1)-(A.3) que (ϕ, ψ,w) é a solução desejada.
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Lema A.2. O espaço

H = H1
0 (0, `)× L2(0, `)×H1

∗ (0, `)× L2
∗(0, `)×H1

∗ (0, `)× L2
∗(0, `)× L2(0, `)

munido com a norma

‖U‖2
H = ρ1‖Φ‖2

L2 + ρ2‖Ψ‖2
L2 + ρ1‖W‖2

L2 + b‖ψx‖2
L2

+ k‖ϕx + ψ + lw‖2
L2 + k0‖wx − lϕ‖2

L2 +
γ

m
‖θ‖2

L2 .

é completo.

Demonstração: Considere uma sequência de Cauchy (Un) emH e escreva

Un = (ϕn,Φn, ψn,Ψn, wn,W n, θn).

Resulta da definição da norma ‖ · ‖H que

• (Φn), (ψnx), (wnx − lϕn) e (θn) são de Cauchy em (L2(0, `), ‖ · ‖L2);

• (Ψn), (W n) e (ϕnx + ψn + lwn) são de Cauchy em (L2
∗(0, `), ‖ · ‖L2).

Como (L2(0, `), ‖ · ‖L2) e (L2
∗(0, `), ‖ · ‖L2) são ambos completos, resulta que existem Φ, F , G,

θ ∈ L2(0, `) e Ψ, W , H ∈ L2
∗(0, `) tais que

(a) ‖Φn − Φ‖L2 → 0;

(b) ‖Ψn −Ψ‖L2 → 0;

(c) ‖W n −W‖L2 → 0;

(d) ‖ψnx − F‖L2 → 0;

(e) ‖ϕnx + ψn + lwn −H‖L2 → 0;

(f) ‖wnx − lϕn −G‖L2 → 0;

(g) ‖θn − θ‖L2 → 0.

Pelo Lema A.1, existe (ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, `)×H1

∗ (0, `)×H1
∗ (0, `) tal que

ϕx + ψ + lw = H,

wx − lϕ = F,

ψx = G.

Assim U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ) ∈ H e, em virtude de (a)-(g), satisfaz

‖Un − U‖H → 0.
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Ou seja, (Un) converge emH. Isto mostra que (H, ‖ · ‖H) é completo.

Observação A.3. Utilizando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young vê-se que
existe uma constante C > 0 tal que

‖U‖H ≤ C|U |H, ∀ U ∈ H.

Portanto, pela Proposição 2.18 e pelo Lema A.2, as normas ‖ · ‖H e | · |H são equivalentes.
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