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RESUMO

O objetivo deste trabalho € estudar um sistema de Bresse ndo linear dissipativo. A
nao linearidade esta presente na equacdo do movimento vertical e 0 mecanismo
dissipativo é dado por uma dissipacao térmica agindo na equacao do cisalhamento.
A existéncia de uma solucéo local para o problema e a existéncia de uma solucéo
global exponencialmente estavel serdo ambas investigadas.

Palavras-chave: Sistema de Bresse. Sistema ndo linear. Dissipacdo térmica.
Existéncia e unicidade. Decaimento exponencial.



DE LIMA, Pedro Roberto. Nonlinear thermoelastic Bresse system: global
existence and exponential stability. 2015. 117 p. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2015.

ABSTRACT

The aim of this work is to study a dissipative nonlinear Bresse system. The
nonlinearity is present in the vertical motion equation and the dissipative mechanism
is given by a thermal dissipation acting on the shear equation. The existence of a
local solution for the problem and the existence of an exponentially stable global
solution will be both investigated.

Keywords: Bresse system. Nonlinear system. Thermal dissipation. Existence and
uniqueness. Exponential decay.
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1 INTRODUCAO
O sistema de Bresse, assim chamado em referéncia ao engenheiro francés Jacques Antoine

Charles Bresse (1822-1883), é um sistema de equagdes diferenciais parciais que descreve o

comportamento de uma viga arqueada fina.

Figura 1.1 — Jacques Antoine Charles Bresse (Fonte: [14], p. 719).

Em sua forma isotérmica (isto é, que despreza a variacdo de temperatura), o sistema de
Bresse leva em conta trés varidveis - o deslocamento vertical ¢, o dngulo de rotacdo da secdo
transversal ¢ e o deslocamento longitudinal w - todas elas fun¢des dependentes do tempo ¢ > 0
e da posi¢io = € [0, /], onde ¢ é o comprimento de uma linha de referéncia que atravessa o

centro da viga. Neste caso, as leis constitutivas do sistema sdo dadas por

pOASDtt = QJ: + lN;
poltpy = M, — Q, (L.1)
pOAwtt = Nx - lQa

onde Q) = Gh(p, + ¢ + lw), N = Eh(w, — lp) e M = EI, descrevem, respectivamente, a
forca de cisalhamento, a forca axial e o momento fletor, py é a densidade, A é a drea da secdo
transversal, [ € a curvatura inicial, / ¢ o momento de inércia da se¢ao transversal (com respeito
ao eixo vertical), G é o mddulo de cisalhamento, h é o coeficiente de cisalhamento e £ € o
moédulo de elasticidade (ver [2, [16]]).

L

Figura 1.2 — Viga arqueada fina. Apés a deformagéo, uma particula P
da linha de referéncia ocupa a posi¢do P’ (Fonte: Elaborada pelo autor).
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O sistema foi, primeiramente, obtido por Bresse em [3] e, mais recentemente, por
Lagnese, Leugering e Schmidt em [15] como um caso particular de um sistema mais geral que
rege a movimentagdo de uma viga arqueada considerando uma quarta varidvel: a variacio de
temperatura 0. Utilizando este modelo mais geral, pode-se deduzir o sistema de Bresse termo-
eldstico que consiste no sistema (I.I)) com uma (ou mais de uma) equagdo do calor acoplada.
No caso em que se considera o fluxo de calor agindo apenas no angulo de rotacdo, o sistema

termoeldstico se escreve da seguinte maneira:

,OOAQOtt = Qa) + lNa
pOtht = MJ: - Qv
Pkott = Nac - lQ7

(1.2)

IOOCuet =z — ’YTowm

onde M = EIv, — 0, q representa o fluxo de calor, ¢, € a capacidade térmica, T € a tem-
peratura de referéncia, v € uma constante de acoplamento e as demais notagdes sao as mesmas
que anteriormente. Nos casos em que se utiliza a Lei de Fourier de conducio do calor (como
originalmente feito em [[15]]), a funcdo ¢ é dada por ¢ = p(%cy@x. Por outro lado, quando se utiliza
a Lei de Cattaneo, o fluxo de calor ¢ é tal que 7¢; + Bq + 6, = 0, onde 7 e 3 s@o constantes
positivas.

O sistema de Bresse termoeldstico vem sendo estudado por diversos autores. Em [17],
Liu e Rao estudaram um sistema baseado na Lei de Fourier com dois mecanismos dissipati-
vos. Eles deram condig¢des suficientes para garantir tanto o decaimento exponencial da solugdo
quanto o seu decaimento polinomial. Este mesmo resultado foi obtido por Fatori e Rivera em
[10] para o sistema (I.2)), com o fluxo de calor também sendo dado pela Lei de Fourier. Fatori
e Rivera mostraram, ainda, que a condi¢@o suficiente para o decaimento exponencial também ¢é
necessaria. Em [20], Najdi e Wehbe estenderam os resultados obtidos por Fatori e Rivera, con-
siderando uma dissipacdo térmica localizada. Em [11], Han e Xu deram condi¢des suficientes
para garantir o decaimento exponencial de um sistema de Bresse termoeldstico baseado na Lei
de Cattaneo e possuindo coeficientes varidveis (nos trabalhos anteriormente mencionados, 0s
coeficientes do sistema foram todos considerados constantes).

Outro sistema que também pode ser obtido a partir do modelo mais geral apresentado
em [[13] € o sistema de Timoshenko - assim chamado em referéncia ao engenheiro ucraniano
Stephen Prokofievich Timoshenko (1878-1972).

Figura 1.3 — Stephen Prokofievich Timoshenko (Fonte: [14], p. 769).
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O sistema de Timoshenko pode ser visto como um caso particular do sistema de Bresse.
Especificamente, o caso no qual a curvatura inicial € nula e o deslocamento longitudinal é
desprezado. Por exemplo, considerando a Lei de Fourier e tomando | = w = 0 no sistema

(1.2), obtém-se o sistema de Timoshenko termoelastico linear:

poApy = Gh(ps + 1),
pol Yy = Eltpyy — Gh(p, + ) — v0,, (1.3)
pﬂcuet = exx - P)/Towt:r;-

Se, no sistema (1.3), a forca de cisalhamento ) = Gh(p, + ¢) for substituida por uma néo

linearidade ) = o (., 1), obtém-se o seguinte sistema de Timoshenko néo linear:

IOOA(Ptt = [U((P:ra w>]xa
pol oy = Eltpyy — Gh(py + ) — v0,, (1.4)
p()cuet - er - ’YTowtz‘

Ambos os sistemas, e ([.4), foram estudados em [25] por Rivera e Racke. Para o sistema
no linear (1.4), eles deram uma condig@o suficiente para garantir a existéncia de uma solugdo
global exponencialmente estavel. O objetivo do presente trabalho é estender este resultado
para um sistema de Bresse termoeldstico ndo linear, também baseado na Lei de Fourier. Por

simplicidade, serdo utilizadas as seguintes notac¢des: pgA = p1, Gh = k, Eh = ko, pol = po,

ElI=0bk = pﬂlc em = poic. Assim sendo, o sistema estudado serd o seguinte:

P11 — [0(0e, ¥, w)]e — kol (w, — lp) =0,
P20 — Dy + k(00 + 9 + lw) + 70, = 0,
prwee — ko(we — 1p)s + kl(ps + 1 + lw) = 0,
0; — k104 + mabyy = 0.

(1.5)

A exposic¢do serd organizada conforme segue. No Capitulo |2 serdo enunciados os prin-
cipais resultados necessarios para o desenvolvimento dos capitulos seguintes; neste capitulo, a
maioria das demonstragdes serdo omitidas, porém, referéncias serdo indicadas. No Capitulo 3]
serdo apresentadas demonstra¢des detalhadas da existéncia de solugdo global para o problema
(1.2) e de sua estabilidade exponencial - resultado originalmente provado em [10] e que serd de
fundamental importéncia para o tratamento do sistema ndo linear (I.5). Por fim, no Capitulo
M] serdao demonstradas existéncia e estabilidade de solugdo global para o problema (I.5)); este
capitulo se dividird em duas partes: na primeira, serd mostrado que o problema possui uma
solugdo local e, na segunda, que a solucao local pode ser estendida para uma solugdo global que

decai exponencialmente.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € apresentar algumas defini¢des e os principais resultados que
serdo necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Os conceitos relativos a andlise funcional
e a teoria da medida que forem utilizados sem serem definidos sdo os usuais e podem, por

exemplo, ser consultados em [[13]] e [26]].

2.1 ALGUNS RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

Definicao 2.1 (Sequéncias convergentes e de Cauchy). Uma sequéncia {z,, },cy em um espago

métrico (X, 4) é chamada de

e convergente quando existe x € X satisfazendo a seguinte condicdo: para todo € > 0,

existe ng € N tal que 4 (x,,r) < £ sempre que n > ng;

e sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que d(z,,z,,) < €

sempre que n, m > nyg.

Observacdo 2.2. Uma sequéncia em um espaco normado (X, || - ||x) é chamada de sequéncia
de Cauchy (respect. convergente) quando € uma sequéncia de Cauchy (respect. convergente)
em (X, d), onde 4 é a métrica dada por 4(z,y) = || — y||x. A métrica 4 assim definida é

chamada de métrica induzida pela norma || - || x.

Definicdo 2.3 (Espaco completo). Diz-se que um espago métrico (X, &) é completo quando

toda sequéncia de Cauchy em X € convergente.

Definicao 2.4 (Contragdo). Seja (X, ) um espaco métrico. Uma aplicagdo B : X — X ¢é
chamada de contracdo quando existe A € (0, 1) tal que 4 (Bz, By) < Ad(z,y) quaisquer que
sejam x,y € X.

Teorema 2.5 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) um espagco métrico completo

ndo vazio. Se B : X — X é uma contragdo, entdo existe x € X tal que Bx = x.

Demonstracao: Ver Teorema 5.1-2 em [[13]]. [ |
Defini¢ao 2.6 (Espaco de Banach). Um espago vetorial normado (X, || - ||x) € chamado de
espaco de Banach quando (X, 4) é completo, onde 4 é a métrica induzida pela norma || - || x.

Definicao 2.7 (Espaco reflexivo). Um espaco normado X € chamado de espaco de reflexivo

quando a aplica¢io candnica
C: X — X"

T — gy

¢ sobrejetiva, onde g, : X’ — K é dado por g.(f) = f(z).
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Definicio 2.8 (Convergéncia fraca). Diz-se que uma sequéncia {z,, },eny num espago normado

X converge fracamente em X quando existe x € X tal que

lim f(z,) = f(x), VfeX.

n—oo
No caso afirmativo, diz-se que x € o limite fraco da sequéncia e escreve-se r,, — .

Proposicao 2.9. Seja X um espago de Banach reflexivo. Toda sequéncia limitada {x,,},cn em

X possui uma subsequéncia que converge fracamente em X.

Demonstracao: Ver Proposi¢do 11 (pagina 501) em [[7]]. ]
Definicao 2.10 (Espaco separavel). Um espaco normado X € chamado de espaco de separdvel
quando possui um subconjunto enumeravel que é denso em X.

Definicao 2.11 (Convergéncia fraca estrela). Seja X um espaco normado. Diz-se que uma

sequéncia { f, }neny em X’ converge fraco estrala em X' quando existe f € X' tal que
lim f,(x) = f(z), VzelX.

. . ~ . . A . *
No caso afirmativo, diz-se que f € o limite fraco estrela da sequéncia e escreve-se f, — f.

Proposicao 2.12. Seja X um espagco normado separdvel. Toda sequéncia limitada { f,, },en em

X' possui uma subsequéncia que converge fraco estrela em X'.

Demonstracao: Ver Proposicao 11* (pdgina 502) em [[7]. ]

Definicao 2.13 (Resolvente e espectro). Sejam X um espaco de Banach complexo e B :
D(B) ¢ X — X um operador linear. O conjunto resolvente de B é representado por p(B) e
consiste no conjunto formado por todos os A € C para os quais o operador (A\] — B)~! existe,
¢ limitado e tem dominio denso em X. O espectro de B é o conjunto o(B) = C \ p(B).
Os elementos de p(B) sdo chamados de valores regulares de B e os elementos de o(B) sdo

chamados de valores espectrais de B.

Cabe salientar que o espectro de um operador B pode se ser decomposto em trés partes

disjuntas:

e Espectro pontual - ¢ representado por o,(B) e consiste no conjunto dos A € C tais que

(A — B) nao ¢ invertivel. Os elementos de o, (B) sdo chamados de autovalores de B;

e Espectro continuo - é representado por o.(B) e consiste no conjunto dos A € C tais que

(M — B) é invertivel, tem dominio denso mas ndo ¢ limitado;

e Espectro residual - é representado por o,.(B) e consiste no conjunto dos A € C tais que

(M — B) é invertivel mas ndo tem dominio denso.



18

Defini¢do 2.14 (Operador limitado). Sejam (X, || - ||x), (Y, | - ||y) espagos normados e B :
D(B) C X — Y um operador linear. Diz-se que B é limitado (ou continuo) quando existe
uma constante C' > 0 tal que || Bzx||y < C||z||x paratodo z € D(B).

Observacdo 2.15. Seja (X, || - || x) um espago normado. O espago vetorial de todos os operado-
res lineares limitados B : X — X serd representado por £(X). Este espaco serd munido com
anorma || - | dada por ||B||z = sup{||Bz||x; * € X e ||z|x = 1}.

Proposicdo 2.16. Sejam X um espago de Banach e By € L(X ) um operador invertivel tal que
Byl € L(X). Se By € L(X) étal que | Bs|z < | By ||z, entdo o operador By + By é linear,

limitado e invertivel.

Demonstraciao: Ver Lema 2.12.1 em [24]]. [ ]

Teorema 2.17. Sejam X,Y espacos de Banach e B : X — Y um operador linear limitado. Se

B é bijetivo, entdo seu inverso B™' : Y — X é um operador linear limitado.

Demonstracao: Ver Teorema 4.12-2 em [13]]. [ ]

Proposicao 2.18. Sejam X, = (X, | - |[1) e Xo = (X, || - ||2) espagos de Banach. Se existe
uma constante C' tal que ||x|; < C||z||2 para todo x € X, entdo as normas || - ||y e || - ||2 sdo

equivalentes.

Demonstracao: Defina B : X, — X colocando Bx = x para todo = € Xo. E imediato que B

¢ linear e bijetivo. Além disso, B € limitado, pois por hipdtese tem-se
Bzl = [zl < Cllzlla ¥z € X

Segue-se do Teorema que o operador B~! : X| — X, é limitado, ou seja, existe K > 0
tal que
|zl = |B 2| < K||zlli V€ Xo.

Isto mostra que as normas sao equivalentes. ]

Definicao 2.19 (Forma sesquilinear, produto interno). Sejam X e Y espacgos vetoriais, ambos
definidos sobre o mesmo corpo K. Uma forma sesquilinear em X x Y é uma aplicacéo a[-, | :
X xY — Ktal que

o alzy + @2, y] = alzy, y] + alz, Y,
o a[r,y1 +y2] = alz, yi] + alz, yal,
e alax,y] = afz,y],

o alz, By] = Balz,yl,
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sejam quais forem x,x1, 20 € X, y,y1,%2 € Y e a, 8 € K. No caso em que K = R, diz-se

bilinear em vez de sesquilinear. No caso em que X = Y e valem as propriedades adicionais

e alx,y|] = aly,z] paratodo (z,y) € X x X,
e a[z,z] > 0 paratodoz € X,
e alr,x]=0=2=0,
a forma sesquilinear a[-, -] é chamada de produto interno e representada por (-, ) x.

Definicao 2.20 (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam (X, ||-||x) e (Y, ||-||v) espagos
normados e a|-, -] uma forma sesquilinear em X x Y. Diz-se que al-, -] é continua (ou limitada)

quando |a[z, y]| < ||z||x]||y||y para todo par (x,y) € X x Y.

Definicao 2.21 (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam (X, || - || x) um espago nor-
mado e a[, -] uma forma sesquilinear em X x X. Diz-se que al-, -] é coerciva quando existe

uma constante positiva C' tal que R(a[z, z]) > C||z||% paratodo z € X.

Definicdo 2.22 (Norma proveniente do produto interno). Sejam X um espaco vetorial e (-, ) x
um produto interno em X X X. Diz-se que a norma definida por ||z||x = +/(z, x)x provém do

(ou € induzida pelo) produto interno (-, -) x.

Definicao 2.23 (Espago de Hilbert). Um espago de Banach (X, || - || x) é chamado de espago de

Hilbert quando a norma || - || x provém de um produto interno (-, -) x.

Proposicio 2.24 (Lema de Lax-Milgram). Sejam X um espaco de Hilbert (real) e al-,-] :
X X X — R uma forma bilinear continua coerciva. Entdo, dado um funcional linear limitado

A X — R, existe um tinico u € X satisfazendo
alu,v] = A(v), VwveX.
Demonstracao: Ver Coroldrio 5.8 em [4]. [ |

Observacao 2.25. Substituindo, nas hipéteses da ultima proposi¢ao, X real por X complexo,
A: X - RporA: X = Ceal,|: X xX — R bilinear por af-,-] : X x X — C

sesquilinear, a conclusdao permanece valida (ver Teorema 1, pdgina 376, em [6]).

Definiciao 2.26 (Operador dissipativo). Seja (X, || - ||x) um espago de Hilbert. Diz-se que
um operador linear B : D(B) C X — X é dissipativo quando R(Bz,z)x < 0 para todo
xz € D(B).

Teorema 2.27. Sejam X um espago de Hilbert e B : D(B) C X — X um operador linear

dissipativo.

(a) Selm(A\gl — B) = X para algum )y > 0, entdo Im(\ — B) = X para todo A > 0;
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(b) Selm(l — B) = X, entdo D(B) = X.

Demonstracao: Ver Teoremas 4.5 e 4.6 (paginas 15 e 16) em [22]. [ |

Definicao 2.28 (Operador compacto). Sejam X e Y espagos normados e B : X — Y um
operador linear. Diz-se que B é compacto quando, para todo conjunto limitado X; C X, o
conjunto B(X) é relativamente compacto em Y (ou seja, quando X; C X limitado implica
B(X 1)Y C Y compacto).

Teorema 2.29. Sejam X e Y espacos normados e B : X — Y um operador linear. Entdo,
B é compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada {x,},eny em X a sequéncia

{Bx,}nen possui uma subsequéncia convergente em'Y .

Demonstracao: Ver Teorema 8.1-3 em [[13]]. [ |

Definicao 2.30 (Operador com resolvente compacto). Sejam X um espago de Banach e B :
D(B) ¢ X — X um operador linear. Diz-se que B tem resolvente compacto quando existe
A € p(B) tal que (A — B)~! € compacto.

Proposicdo 2.31. Sejam (X, ||-||x) um espaco de Banach e B : D(B) C X — X um operador
linear com resolvente ndo vazio. Entdo, B tem resolvente compacto se, e somente, a aplicacdo

inclusdo i : (D(B), || - o) = (X, | - || x) € compacta.

Demonstracao: Ver Proposicao 5.8 em [8]]. ]

Proposicao 2.32. Seja X um espago de Banach. Se B : D(B) C X — X ¢é um operador

linear com resolvente compacto, entdo o(B) = o,(B).

Demonstracao: Ver Corolério 1.15 em [8].

2.2 EspAacos LP(€2) E LP(0, T; X)

Definicao 2.33 (Espago LP(€2)). Sejam 1 < p < co e Q C RY um aberto. O espago LP(£2) é o

espaco vetorial da classe de fungdes u : {2 — K, mensurdveis a Lebesgue, que satisfazem

/Q|u(x)]p dr < 0.

No espago LP(2) defini-se uma norma || - || z» colocando

ol = ([ o dm); |
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Defini¢ao 2.34 (Espaco L>(£2)). Seja 2 C RY um aberto. O espago L>(2) é o espago vetorial
da classe de fungdes u : 2 — K, mensuraveis a Lebesgue, que sdo essencialmente limitadas

em ), ou seja, existe uma constante K tal que |u(x)| < K para quase todo z € (). O nimero
inf {K; |u(x)| < K para quase todo = € Q}
¢ chamado de supremo essencial de u em 2 e representado por sup Sss|u(a:) .
e
No espago L>°(f2) defini-se uma norma || - ||z colocando

||u|| L = sup ess|u(z)].
e

Teorema 2.35. Seja 1 < p < co. O espago (LP(Q), || - ||1») € um espago de Banach.

Demonstracao: Ver Teorema 2.16 em [1]. [ ]

Observacio 2.36. Segue-se do Teorema que o espago (L*(Q), || - ||z2) € um espago de

Hilbert cujo produto interno € dada por

(u,v) e :/Qu(a:)m dx.

Proposicao 2.37 (Desigualdade de Young). Sejam p e q expoentes conjugados com 1 < p < oo.
Se a,b > 0, entdo
a? b
ab < —+ —
p q

Demonstracao: Ver pagina 622 em [9]. |

Teorema 2.38 (Desigualdade de Holder). Sejam 2 C R™ um aberto e p, q expoentes conjugados
com1 <p<oo. Seue LP(N)eve LYN), entdo uv € L'(Q) e

[ @@l de < lulls o]
Demonstracao: Ver Teorema 2.4 em [1]]. [ |

Teorema 2.39 (Desigualdade de Clarkson). Sejam ) C R™ um aberto e 2 < p < oco. Se

u,v € LP(Q2), entdo
P

u+vl|? 1
< 2l + 1l

2

U—v
2

p

Demonstracao: Ver Teorema 2.38 em [1]. [ |
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Teorema 2.40 (Desigualdade de Gronwall). Sejam ¢ € C([0,T]), u € L*(0,T) fungdes ndo

negativas e K > 0 uma constante. Se

o(t) < K +/ u(s)p(s) ds, Vtel0,T],
0
entdo
o(t) < Kelou®ds ¢ eo,T].

Demonstracao: Ver Coroldrio 1.5.1 em [23]. [ |

Defini¢do 2.41 (Espaco LY (2)). Sejam 1 < p < oo e Q C RY um aberto. O espago L (),

loc loc

chamado de espago das fungdes localmente integrdveis em €2, é o espaco vetorial da classe de

funcdes u : 2 — K, mensurdveis a Lebesgue, que satisfazem

/K ()P dz < oo

para todo compacto K C ().

Defini¢iio 2.42 (Espago C5°(€2)). Seja Q C RY um aberto. O espago C5°(£2) € o espago vetorial
de todas as funcdes u : {2 — K infinitamente diferencidveis e com suporte compacto.

Proposicao 2.43 (Lema de Du Bois-Raymond). Sejam Q@ C RY um aberto e u € L (). Se

loc

para toda ¢ € C§°(R2), entdo v = 0 quase sempre em ).

Demonstracao: Ver Proposicado 4 (pagina 20) em [3]]. ]

Proposi¢iio 2.44. Sejam Q) C R um aberto e u € Li (). Se

loc

/Qu(x)qﬁx(ac) dex =0

para toda ¢ € C§°(S), entdo existe uma constante C' tal que u = C quase sempre em Q.

Demonstracao: Ver Lema 8.1 em [4]. [ ]

Definicao 2.45 (Espaco LP(0,7;X)). Sejam 1 < p < o0, T" > 0 e (X,] - ||x) um espago
de Banach. O espago LP(0,7; X) é o espago vetorial das classes de fungdes u : (0,7) — X,
fortemente mensuraveis, tais que ||u(-)||x € LP(0,T"). O espago L*>(0,7"; X') é munido com a

norma

l|lw|| oo 0,7 x) = sup ess|lu(t)||x = inf {K; ||u(t)||x < K para quase todot € (0,7}
te(0,T)
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e, para 1 < p < 00, 0 espago LP(0,7T; X') € munido com a norma

. .
P ( | o dt)
0

Proposico 2.46. Seja X um espago de Banach. O espago (LP(0,T;X), || - || eo1:x)) € um
espaco de Banach para todo p satisfazendo 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver Proposi¢do 1 (pagina 469) em [7]]. [ ]

Proposicao 2.47. Sejam X,Y espacos de Banache 1 < p < oo. Se X — Y, entdo
LP(0,T; X) — LP(0,T;Y).

Demonstracao: Ver pagina 471 em [[7]. [ ]

Proposicao 2.48. Seja X um espaco de Banach.
(a) [L'(0,T; X)) = L=(0,T: X');

(b) Se X é reflexivo separdvel e 1 < p < oo, entdo LP(0,T; X) ¢ reflexivo e

1 1
L0, T: X)) = L9(0, T; X), ~+-=1.
P q

Demonstracao: Ver Exemplo 4 (paginas 500-501) em [7]]. ]

2.3 DISTRIBUICOES A VALORES REAIS E A VALORES VETORIAIS

Defini¢ao 2.49 (Espaco das fungdes teste). Seja 2 C RY um aberto. O espago D(2), chamado
de espaco das funcoes teste, € o espaco vetorial formado por todas as fungdes infinitamente

diferencidveis com suporte compacto.

Definicao 2.50 (Convergéncia em D((2)). Considere uma sequéncia {¢, }nen € uma fungio ¢,
ambas em D(f2). Diz-se que {¢,, tnen converge para ¢ em D(2) quando existe um conjunto
compacto K C () tal que

e supp(¢,) C K paratodon € Nesupp(¢) C K;
e Para todo multi-indice o € N, D%¢,, converge para D¢ uniformemente sobre K.

Defini¢io 2.51 (Distribuicdo). Seja  C RY um aberto. Uma distribuicdo sobre () é uma
aplicagdo linear B : D(§2) — R que é continua no sentido da convergéncia de D(2), ou seja: se
on — 0em D(Q2), entdo B(¢,) — 0em R. O espaco vetorial formado por todas as distribui¢des
sobre () é representado por D’(12).
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Defini¢ao 2.52 (Derivada de uma distribui¢do). Sejam Q C RY um aberto, o = (a, ..., ay) €
NY um multi-indice € ||| = a1 + -+ + an. A derivada de ordem o de uma distribuigdo
B € D'(Q2) é a distribui¢do
D*B:D(Q) — R
¢ — (=1)I"IB(D"¢).
Proposicao 2.53. Sejam Q C RY um aberto e o € NN um multi-indice. O operador derivagdo

D> : D'(Q) — D'(Q) é continuo, ou seja: se B, — B em D'(QY), entdo D*B,, — D*B em
D'(Q).

Demonstracao: Ver pagina 29 em [3]. [ ]

Observacio 2.54. Dadau € L] (), a aplicagdo

loc
B, :D(Q) —

R
Q
defini uma distribui¢do sobre (2. Além disso, a aplicagdo

B: L . (Q) — D'(Q)

u+— B,

¢ linear, injetiva e continua (ver paginas 25-26 em [3]]). Por esta razdo, identifica-se u com B,
escreve-se Li _

distribucional de ordem o de u. Se u € C*((Q), entdo a derivada distribucional de ordem « de

(Q) — D'(Q), diz-se que u € uma distribuigdo sobre 2 e que D*B,, é a derivada

u coincide com sua derivada cldssica de ordem «, para todo « satisfazendo ||a|| < k.

Definicao 2.55 (Distribuicdo a valores vetoriais). Seja X um espaco de Banach. Uma distribui-
¢do com valores em X é uma aplicagdo linear B : D(0,7") — X que é continua no sentido da
convergéncia de D(0,T), ou seja: se ¢, — 0 em D(0,T), entdo B(¢,) — 0 em X. O espaco

vetorial formado por todas as distribui¢des com valores em X é representado por D'(0,7T; X).

Definicao 2.56 (Derivada de uma distribuicdo a valores vetoriais). Seja m um inteiro ndo nega-

tivo. A derivada de ordem m de uma distribui¢do B € D’'(0,T; X) é a distribui¢do

d"B
i ST X
dtm 0,7) —

¢p+— (—1)"B (%) :
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Observacio 2.57. Dada v € LP(0,T; X)), a aplicagdo
B, :D(0,T) —

X
gb»—)/o u(s)p(s) ds

defini uma distribui¢do com valores em X. Analogamente ao caso real (ver pagina 6 em [18]]),

identifica-se u com B,, escreve-se LP(0,7; X) C D'(0,T; X), diz-se que u é uma distribui¢do

d™ By

L € aderivada distribucional de ordem m de u.

com valores em X e que

Proposicdo 2.58. Sejam X e Y espagos de Banach satisfazendo X — Y. Seu € L'(0,T; X)
e e LY(0,T;Y), entdo u € C([0,T],Y).

Demonstracao: Ver Coroldrio 1 em [18]]. [ |

2.4 ESPACOS DE SOBOLEV

Defini¢sio 2.59 (Derivada fraca). Sejam Q C RY um aberto, o = (ay, - ,ay) € NY¥ um

multi-indice, |laf| = a; + -+ ay, 1 < p < ccewu € L (). Diz-se que uma fungdo

g € L} .(Q) é derivada parcial fraca de ordem o de u quando
[ u@p26(w) do = (1) [ g@)o(w) do, voe Cr@).
Q Q

No caso em que N = 1, as derivadas fracas de ordens um e dois de v (quando existirem) serdo

representadas, respectivamente, por u; € Us,.

Observacao 2.60. Se u € C*(Q), entdo u possui derivada parcial fraca de ordem « e esta

coincide com sua derivada parcial cldssica de ordem «, para todo « satisfazendo ||| < k.

Defini¢do 2.61 (Espaco de Sobolev W™?). Sejam € um aberto do R, 1 < p < coem € N.
O espaco de Sobolev WP () é o subespago vetorial de L?(€2) formado pela classe de fungdes
u € LP(2) tais que, para todo multi-indice o com ||a|| < m, D®u existe (no sentido fraco) e
estd em LP(().

Observacao 2.62. Se u € W"™P((2), entdo u possui derivada distribucional de ordem « e esta

coincide com sua derivada parcial fraca de ordem «, para todo « satisfazendo ||| < m.

No espago W™P(€2) defini-se uma norma | - |ym.» colocando

ubwes = 37 1Dl

el <m

Teorema 2.63. Seja 1 < p < oo. O espago (W™P(QQ),| - |wm») é um espago de Banach.

Demonstracao: Ver Teorema 3.3 em [1]]. [
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Observacio 2.64. Quando 1 < p < oo pode-se definir em W™P(Q2) uma norma || - |yym.»

equivalente a norma | - |yym.» através da igualdade

B =

lallwms = | > D%l

el <m

O espago W™ 2(2) munido com a norma || - ||1-m.2 é um espago de Hilbert que sera representado

por H™()) e no qual o produto interno é dado por

(u,v)gm = Z (D%u, D) 2.

el <m.

Defini¢fio 2.65 (Espago W,"7). Sejam 2 C RY um aberto e 1 < p < oo. O espago W;"F(Q) é

o espago vetorial formado pelo fecho de C5°(€2) em W™P(2), ou seja,

m e W ()
W (Q) = G (@)

Observacio 2.66. Quando o conjunto 2 é limitado, pode-se definir em W;"*(€2) uma norma

| - [lw» equivalente a norma | - [|yym.» colocando

3 =

lullwges = | D 1Dl

lall=m

De modo mais geral,

“Nlwgr € || - [[wms sdo equivalentes sempre que 2 tem largura finita,
ou seja, estd contido entre dois planos paralelos, cada um possuindo dimensdao N — 1 (ver [1],

coroldrio 6.31).

Observacio 2.67. Segue-se da prépria definigdo de WJ™""(Q) que (WP (Q), || - ||[wm»r) é um

espaco de Banach.
Teorema 2.68 (Desigualdades de Poincaré). Seja 0 C RY um aberto.

e Sel < p < ooefélimitado, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

lullr < C|Vulle, YVueWP(Q).

e Sel < p < ocoeéconexo com fronteira de classe C*, entdo existe uma constante
C > 0 tal que
lu— @eallze < CllVullze, VueWH(Q),

onde

(u)q = média de u sobre ) =

1
medQ/ﬂudaj.
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Demonstracao: Ver Corolério 9.19 em [4] e Teorema 1 (pdgina 275) em [9]. [ ]

Teorema 2.69. Sejam ) C R um intervalo e 1 < p < oo. Se u € WP(Q), entdo existe uma

fungdo u € C(X2) tal que u = U quase sempre em ). Além disso,

B
[ty e = (9) e,
sejam quais forem ., B € Q.
Demonstracao: Ver Teorema 8.2 em [4]]. [

Observacao 2.70. Segue-se do Teorema que, para um dominio unidimensional (2, as fun-
¢oes de WHP(Q) sempre possuem um representante continuo. Assim, ao se tomar uma fungdo

de WP(Q), pode-se sempre considerar que é um representante continuo que estd sendo tomado.

Proposicao 2.71 (Desigualdade de interpolagdo de Gagliardo-Nirenberg). Sejam 2 C R um

intervalo limitado, 1 <r < el < g < p < oo. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que
[ulle < Cllullzz lullfyrr, ¥V ue W (),

onde a € |0, 1] é definido por a(% — % + 1) = % — zlf

Demonstracao: Ver pagina 233 em [4]. ]

Proposicao 2.72 (Integracio por partes). Sejam €2 C R um intervalo e 1 < p < oco. Se
u,v € WHP(Q), entdo uv € WP(Q). Além disso, (uv), = uzv + uv, e

B8
/ ws(@)o(z) dz = u(B)o(B) — u(a)o(a) — / u(z)u(z) dz

quaisquer que sejam o, 3 € .

Demonstracao: Ver Corolério 8.10 em [4]. [ |

Proposi¢io 2.73. Sejam Q2 C R um intervalo, g € L}, (Q) e a € Q. Se v é a fungdo dada por

v(x) = /Ig(t) dt, Ve,

entdov € C(Q) e

[ v@on(o) de = [ g@ofo) e, Vo€ @)

Q

Demonstracao: Ver Lema 8.2 em [4]. [ |
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Teorema 2.74. Se u € WP («a, 3), entdo
ueWo™(a.f) & ala)=u(B) =0,

onde T € o representante continuo cuja existéncia foi assegurada no Teorema

Demonstracao: Ver Teorema 8.12 em [4]. [ |

Observacao 2.75. Segue-se do Teorema e da Observacdo que, ao se tomar uma
funcdo de VVO1 P(Q)), pode-se sempre considerar que se trata de um representante continuo, o

qual se anula na fronteira de (2.

Teorema 2.76. Sejam 2 C R um intervalo limitado, m > 1, j > 0 inteiros e 1 < p,q < oc.

Entdo, as seguintes inclusoes sdo compactas (e, consequentemente, continuas):

s (Witme(Q), || - lwitms) = (WHQ), || - lwia), se mp>1;
i (W (@), || lwsens) = (C7Q), - o), s p>1.

Demonstracao: Ver Teorema 6.3 em [[1]]. [ |

2.5 ALGUNS PVIs

O objetivo desta secdo é apresentar alguns resultados sobre existéncia e unicidade de
solucdo para alguns problemas com condicdes iniciais e condi¢cdes de fronteira, os quais serao

utilizados nos capitulos seguintes.

Proposi¢ao 2.77. Dados K > 0e g € L?(0,¢), a equagdo —0,, + KO = g possui uma tinica
solugdo 6 € H?(0,¢) N H}(0, 7).

Demonstracio: Considere o espago H; (0, ¢) munido com a norma || - || 1 e defina a aplicagdo
al-,+] - H3(0,¢) x H}(0,¢) — C colocando

¢ l
alf, 0] :K/ 00+ dm+/ 0,07 dx.
0 0

Segue-se imediatamente da defini¢do que af-, -] é uma forma sesquilinear. Além disso, al-, -] é

continua. Com efeito, pela desigualdade de Holder,
|a[0, 67)] < K01l 21107 2 + 1102l 21071 2 < (K + D10 s 67 < CHON g 167 1y -
A aplicagdo af-, -] também € coerciva. De fato,

al0, 0] = K|0][72 + 102]172 = 10117 = 161/,



29

Agora, defina A : Hj(0,¢) — C colocando
¢
A(O%) = / g0* dx.
0
E imediato que A é linear. Além disso, A é limitado, pois, pelas desigualdades de Holder e de

A(07)] < C|07[ g7z, onde C' = ¢, |g]| 2

Deste modo, como H} (0, ) é um espago de Hilbert, pode-se aplicar o Lema de Lax-

Poincaré,

Milgram e concluir que existe um dnico § € H} (0, () tal que

¢ ¢ ¢
K/ emH/ Hm@dx:/ G dz V0" € HY0,0).
0 0 0
Segue-se que
¢ ¢
/ 0,0, d:v:—/ (KO —g)pdx V¢ e C5°(0,7).
0 0

Tendo em vista a defini¢do de derivada fraca, resulta da dltima igualdade que 0 € H?(0,/) e

0., = K8 — g, o que conclui a demonstragdo. |

Proposi¢io 2.78. Sejam A1,y € R com M\ > 0e f,g € L?(0,(). Entdo, existem v €
H}(0,0) e u € HY(0,4) tais que

Uy + M = f,
w=] 2.1)

Vp — Aol = ¢.

Aléem disso: , ,
Se / g(x) dx =0, entdo / u(z) de = 0. (2.2)

0 0

Demonstracao: Defina
ba) = gla) + [ 1)
0

Observe que a equagao
Yo () + M A2y(x) = h(2)

admite uma solugio y € H?(0,¢) com y, € H} (0, ). De fato, basta tomar

y(x) = ¢ cos (\/)\1)\2 93) + sin (\/)\1)\2 x) /Ox hz) COS( Ak Z) dz

A1As

T h(z)sin (VA1 2
— coS (\/)\1)\2 x)/o (2) \/ﬁ ) dz,
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onde

B cos (\/m E) ¢
c = s (\/m 6) /0 h(z) cos (\/)\1)\22) dz

sin (\/m €) ¢ .
+ s sin (Vs 0) /0 h(z)sin(y/A1Ae2) dz.

Agora, defina u e v colocando

v(x) = y.(2), u(z) = / f(z) dz— )\1/ v(2) dz.
0 0
E imediato que v € H}(0,¢) e u € H'(0, (). Além disso:

uz(z) + Mo(z) = f(2) — Av(z) + Mo(z) = f(z),
V() — Aou(x) = Yuu(z) — Xou = h(x) — M Aoy(x) — Aou(x) = g(x).

Isto mostra que o sistema (2.1) € satisfeito. Por fim, integrando a segunda equag@o do sistema,

vé-se que (2.2]se verifica. [

Teorema 2.79. Sejam T > 0, Q@ C R3 um dominio limitado (ou ilimitado com complementar
limitado) com fronteira suave, U = (Uy,U,,Us) e s > 4. Suponha que, para i,j,k,| €
{1,2,3},

1. Cyja € C([0,T] x Q) N L>([0,T], L=(%)),
(‘LC’UM e L> ([0 T , H°™ 2 )),
Oy Ciji € L= ([0, T], H==™(Q)) param = 1,2, ..., s — 1;

2. Ciju(t,z) = Chy;(t, z) para todo (t,z) € [0,T] x ) e existe uma constante positiva ~y, tal
que, parat € [0, T) e U(t,-) € [HL(Q)]?,

3

Uy, oU;
0 s m( 5 (a-jm(t,-)a—m(t,-),a—%a,-))m+HU<t,->H%L2]3>;

iv.j’k’lzl

3. Existe uma constante v, tal que, para quase todo t € [0,T], se Cyin(t,-) 8‘3;%’;1 (t,-) €
H™Q) eUl(t,-) € [H(Q)]?, entdo U(t,-) € [H™(Q)]? e

HU(t7‘>||[Hm+2}3 <m + HU(t,')H[Lz]s , m=0,1,..5s-2;

i,k =1

4. 07 f € C([0,T), H=27™(Q)) (0 <m < s—2)ed;~ f; € L2([0,T], L*(Q));
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5.0 € [H™(Q)NHY QP (0 <m < s—1)eU € L*(Q), onde U? e U} sdo dados
inicias e, para m = 2, ..., s,
m—2—n

m—2 3
m—2 n 82Uk m—2

n=0 i,k l=1

Entdo, o problema

92U
Z Ciim——=f; em (0,T)x€Q, i=1723
i,7,k,0=1 8 8l

com condigoes de fronteira
U(t,z) =0, (t,z)€[0,T] x99, i=1,2,3
e condigoes iniciais
Ui(0,2) = UX(x), O,U(0,2) =Uj(z), €, i=1,23,
possui uma tinica solugdo (Uy, Uy, Us) satisfazendo

U € C([0, T, H™(Q) N Hy (), i=1,2,3, m=0,1,...,5s—1;
U, € C([0,T),L*(Q)), i=1,2,3.

Demonstracao: Ver Teorema A.11 em [12]. ]

Teorema 2.80. Sejam T > 0, Q C R3 um dominio limitado (ou ilimitado com complementar

limitado) com fronteira suave e s > 4. Suponha que, para i, j € {1,2,3},

1. a;; € C([0,T] x Q) N L>=([0,T], L>(%)),
dyai; € L2([0,T), H2(R)),
Ora;; € L>([0,T], H*1=™(Q)) param = 1,2,...,s — 2,
O ray; € L2([0,T), L*(2));

2. Existe uma constante 73 tal que, para todo t € [0,T], se a;;(t, ~)6§289x, (t,-) € H™(Q) e
(t,) € H (), entdo 0(t,-) € H™2(Q) e

3

020
Z aij J@x@m
10T

ij=1

16CE, M me <m

Hm™

3.0mgeC([0,T],H*™(Q) (0<m < s—2)edy g e L2([0,T], H1(Q));
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4. 0™ e H™(Q)NHIQ) (0<m <s—2) e € L*(Q), onde 0° é um dado inicial e,

param =2,...,5 — 1,

m—1 aQem 1-n .
( ) Z 07a;;(0, ) Db, ——(z) + 0" g(0,x).
n=0 i,j=1
Entdo, o problema
i 020
Qt—Zawng em (O,T)XQ

,j=1

com condicdo de fronteira
O(t,x) =0, (t,x)€[0,T] % 0N
e condicdo inicial
0(0,z) = 0°(x), z€Q,

possui uma tinica solucdo 0 satisfazendo

070 € C([0,T), H ™) N Hy(), m=0,1,..,5—2;
;0 € C([0,T],L*(), 9;7'Ve e L*([0,T],L*(2)).

Demonstracao: Ver Teorema A.15 em [12]. [ |

Observacio 2.81. Devido 2 imersdo H'(0,¢) < L>(0, /), nas versdes unidimensionais dos
teorema[2.79]e[2.80] a hipétese s > 4 pode ser enfraquecida para s > 3. Além disso, o Teorema

2.79| permanece valido com condi¢Oes de fronteira dadas por
Ui(t,x) = 0,Us(t, x) = 0,Us(t,z) =0, (t,z) € [0,T] x 0.

A seguir serdo enunciadas as versdes adaptadas dos teoremas acima, que serao utilizadas

posteriormente.
Teorema 2.82. Sejam T, ¢ > 0. Suponha que, para i, k € {1,2,3},

1. Cy € C([0,T] x [0,4]) n L=([0,T7], L>=(0,¢)),
9.Cir, € L ([0, T7], HY(0,0)),
0] Cy € L=([0,T), H>79(0,¢)) para j = 1,2;

2. Cy(t,x) = Cyi(t, x) para todo (t,z) € [0,T] x [0, (] e existe uma constante positiva 7y, tal
que, parat € [0, T) e U(t,-) € [H(0,0)]?,

1Tt )i < 70 (Z (Cir(t, )DUk(t, ), DUi(t, ) 1o + U2, .)||[2L2}3> :

ik=1
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3. Existe uma constante , tal que, para quase todo t € [0,T), se Cyp.(t,-)0?Uy(t,-) € HI(0,¢)
eU(t,-) € [H}(0,0)]3 entao U(t,-) € [H2(0,0)]® e

3

> Calt,) 02Uy,

ik=1

1O, g2 < ( + U(t,-)[m}s) , J=0L

HI

4. 0] f; € C([0,T), H*79(0,0)) (0 < j < 1) e 2 f; € L2([0,T], L*(0,£));

5. U7 € [H*77(0,0) N HE(0,0)] x [H*(0,0) N HY0,0)) para 0 < j < 2, 9,U},0,U] €
H}(0,0) para j = 0,1 e U? € L*(0,(), onde U e U} s@o dados inicias e, para j = 2,3,

j—2 . 3
Ul(x) =) (] ; 2) > 07 Ci(0,2)02UL (@) + o2 £:(0, ).

n ;
n=0 i,k=1

Entdo, o problema

Oty — (CLO2U, + C1202Us + C1302U3)
Q?Uz — (02152U1 + 022851]2 + 0238§U3)
Ong — (C’glﬁgUl + 03285(]2 + ng@%Ug)

fi em (0,T)x(0,0),
fo em (0,T) x(0,0),
fs em (0,T)x(0,0),

com condigoes de fronteira
Ui(-,0) = Ui(+, £) = 0,Us(+,0) = 0, Us(+, £) = 9,Us(+,0) = 9,Us(+,¢) = 0
e condigoes iniciais
Ui(0,-) =07, 9U.(0,-) =U!, U*0,-)=U3, aU*0,-) =10y,
Us(0,) = U3, aU*0,-) = Us,

possui uma tinica solucdo (U', U?, U?) satisfazendo

dlUy € C°([0,T], H*(0,0) N Hy(0,0)), j=0,1,2;
0lU; € C°([0,T], H*(0,0) N HX(0,0)), j=0,1,2, i=2,3;
0,Ui(t), 0,0,U;(t) € H(0,0), te[0,T], i=23;
d}U; € C°(0,T],L*(0,0)), i=1,2,3.

Teorema 2.83. Sejam T, ¢ > 0. Suponha que

1. a € C([0,T] x [0,4]) N L=([0,T], L>(0, 1)),
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8,a, da € L=([0,T), H'(0, 1)),
dta € L*([0,T], L*(0,4));

2. Existe uma constante 73 tal que, para todo t € 0, T, se a(t,-)0%0(t,-) € H'(0,0) e 0(t,-) €
HZ(0,¢), entdo 0(t,-) € HT2(0,0) e

160G, a2 < 2 ([lalt, 1020 + 10 ) z2) 5 =0,1;

3. 0lg e C([0,T), H9(0,0)) (0 < j <1)ed?g e L*([0,T], H1(0,0));

4. 7 € H9(0,0) N H}(0,£) (0 < j < 1)eb* e L*0,(), onde 6° é um dado inicial e, para
J=12

<.

0 (2) = _ (j_l)afa(o,x)agej1”(x)+aglg(o,x).

n

Il
o

n

Entdo, o problema
0, —ad*0 =g em (0,T) x (0,¢)

com condicdo de fronteira
0(t,0) =0(t,0) =0, te€l0,T]
e condicdo inicial
0(0,2) = 0°(x), =€ (0,0),

possui uma tinica solucdo 0 satisfazendo

00 € C([0,T), H*7(0,0) N Hy(0,0)), j=0,1;
970 € C([0,T],L*(0,0)), 876, € L*([0,T), L*(0,0)).

2.6 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definicao 2.84 (Semigrupo). Seja X um espagco de Banach. Um semigrupo sobre X € uma
familia {S(t)}+>0 de operadores lineares continuos S(t) : X — X que satisfaz as seguintes

condicoes:
e S(0)=1;
e S(s)S(t) = S(s+t), quaisquer que sejam s, t > 0.

Definicao 2.85 (Semigrupo fortemente continuo). Seja {S(t)}:>o um semigrupo sobre um es-
paco de Banach X. Diz-se que {S(t)}:>0 € fortemente continuo (ou Cy) quando, para todo
Tz e X,

lim ||S(t)z — z||x = 0.

t—0t
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Definicdo 2.86 (Semigrupo de contragdes). Diz-se que {S(¢)}:>o é um semigrupo de contra-

¢oes quando || S(t)||z < 1 paratodo ¢t > 0.

Definicdo 2.87 (Gerador infinitesimal). Seja {S() };>¢ um semigrupo sobre um espago de Ba-
nach X. O gerador infinitesimal de {S(t)}:>o € o operador
A:D(A) — X

r+— Axr = lim M,
t—0+ t

onde

D(A) = {x € X; olimite lim w existe} .

t—0+

Teorema 2.88. Sejam X um espago de Hilberte A : D(A) C X — X um operador linear dis-
sipativo com dominio denso. Se 0 € p(A), entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragaes.

Demonstracao: Ver Teorema 2.12.3 em [24]. [

Observacao 2.89. O semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A serd chamado de

semigrupo gerado por A e representado por {e'} .

Teorema 2.90. Sejam X um espago de Banach e {¢'*},>o um semigrupo Cy sobre X. Entdo,
para todo x € D(A) etodot > 0, ez € D(A) e

d
A(ez) = e (Ax) = %emx.

Demonstracao: Ver Teorema 2.4 (pagina 4) em [22]. [ |

Teorema 2.91. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy sobre X. Se Uy € D(A), entdo o problema

Ut:AU, t>0
U(0) = Uo

possui uma tnica solucdo U satisfazendo
U € C([0,00), D(A)) N C*([0, 00), X).

Além disso, esta solugdo é dada por U(t) = e*AUj.

Demonstracao: Ver Teorema 2.2.2 em [27]]. [ |
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Proposicdo 2.92. Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy sobre X e F' : X — X uma aplica¢do continua. Se Uy € D(A), entdo

qualquer solugdo cldssica do problema

{Ut:AU+F(U), 0<t<T

€ da forma
t
U(t) = U, —|—/ UDAR(U(s)) ds.
0
Demonstracao: Ver pagina 183 em [22]. [ ]

Definicdo 2.93 (Semigrupo exponencialmente estavel). Diz-se que um semigrupo {7°(t) }+>o €

exponencialmente estdvel quando existem constantes o > 0 e M > 1 satisfazendo
IT(t)|lc < Me™" Vt>0.

Teorema 2.94. Um semigrupo fortemente continuo {e'},~( é exponencialmente estdvel se, e

somente se, ambas as condigcoes abaixo se verificam.
(i) iR C p(A);
(i) Tim [|(i81 — A)~"||z < oo.
|8]—00

Demonstracao: Ver Teorema 3.5.5 em [24]]. [ |
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3 SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO LINEAR

O objetivo deste capitulo € fazer uma apresentacao detalhada de um resultado demons-

trado em [10], o qual serd necessario nas demonstracdes dos resultados contidos no capitulo

seguinte. Especificamente, serdo estabelecidas a existéncia e a unicidade de solug¢do para o

problema
prpw — k(e + ¥ +lw), — kol(w, —lp) =0 em (0,00) x (0,4),
p277z}tt - b¢xw + k(gpz + ¢ + lw) + ’79;3 = O cm (O, OO) X (07 €>7 (3 1)
prvg — ko(wy — 19)s + kl(p, +1 +1w) =0 em  (0,00) x (0,0), '
91& — k’lem + mth =0 em (O, OO) X (O, €)7

com condig¢des de fronteira

e condicdes iniciais

()0(07 ) = ¥o, §0t<07 ) = 1, 7/1(07 ) = %, W(O, ) = wb

3.3)
'lU(O, ) = Wo, wt(oa ) = Wh, 0(07 ) = 907

onde os coeficientes p1, k, [, ko, p2, b, v, k1 € m s@o constantes positivas e as fungdes ¢, 1, w
e 6 descrevem, respectivamente, a oscilacdo vertical, o angulo de rotacdo da secdo transversal,
a oscilagdo longitudinal e a variacdo temperatura de uma viga arqueada fina de comprimento /.
Também serd mostrado que se bp; = kps e k = kg, entdo a solucao obtida possui decaimento
exponencial. Alguns detalhes que ndo se encontram explicitos em [10] foram feitos com base

nos célculos que se pode encontrar em [19].

3.1 FORMULACAO ABSTRATA

O objetivo desta se¢ao é reformular o problema (3.1)-(3.3) como um problema de Cauchy

abstrato homogéneo. Inicialmente, considere os espagos

HYQ) = {u € H'(Q); /Oéu(x) dr = o} , LA(Q) = {u € L*(Q); /Oeu(x) dx = o} :

Observacao 3.1. Segue-se do Teorema que, para uma fun¢do u em qualquer destes dois
espacos, a desigualdade ||u||» < C||Vu|r» se verifica. Quando 2 tem medida finita, estes
espagos munidos com as normas || - || 1 € || - | 2, respectivamente, sdo espagos de Banach. Com

efeito, seja {u, } uma sequéncia de Cauchy em (H}(Q),| - ||z ). Entdo, {u,} é de Cauchy em
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(HY(2),] - [|z1), 0 qual é completo. Segue-se que existe u € H'(Q) tal que |lu,, — u|| g — 0.

Além disso, pela desigualdade de Holder, para todo natural n tem-se

/undm—/udx
Q Q

Tomando o limite, resulta que

0<

< / L Ju, — u| de < med(Q)||u, — u|rz < med(Q)||u, — ul|g1.
Q

/u:lim u, = lim 0 =0,
Q

n—oo 0] n—oo
de onde se deduz que u € H(). Isto mostra que {u, } converge em (H(Q),| - [|1) € que,
portanto, este espaco é completo. Um argumento andlogo se aplica ao espago (L2(2), | - ||z2).

Agora, considere o espago
H = Hy(0,0) x L*(0,£) x H:(0,0) x L(0,¢) x HX(0,¢) x L(0,¢) x L*(0, ).
No que se segue, dois elementos (i, P, 1, U, w, W, 0) e (¢*, ®*, *, U* w*, W* 0*) de H serdo

representados de forma abreviada pelas notagdes U e U™, respectivamente. Considere também

o subespaco
D(A) ={U e H; p,v,w,0 € H*(0,0), ®,¢,,w,,0€ Hy(0,0), ¥, W e H(0,0)}

e o operador A : D(A) C H — H definido por

0 1 0 0 0 0 0 ©
kg2 —BEp o L9 0o MRy 0 0 o
p1- T p1 p1 p1 z
0 0 0 1 0 0 0 P
AU = ~*9, 0 LR-E1 0 M0 2o, [ | v
P2 P2 P2 P2 P2
0 0 0 0 0 1 0 w
o) R— 0 kg2 Lkr g 0 114
P1 x P1 p1- T P1
0 0 0 —mO0O, 0 0 k02 0
P
%(@x + ¢ + lw)x + %(waz - lgo)
\VJ
_ | » k
= p_277/}xa: - ,)_2(9033 + ¢+ lw) — plQex )
w
%(wx — o), — %(g@x + 1 + lw)

klemﬁ — m\le
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para todo U € D(A). Com estas defini¢des, o problema (3.1)-(3.3)) pode ser reescrito como

Ut = AU, t > O,
(3.4)

U(0) = U,

onde U; = (¢, §y, 0y, Wi, wy, Wy, 0;) € Uy = (@0, 1, Yo, 1, wo, Wy, Bp). Deste modo, o estudo
do problema original se reduz ao estudo de um problema de valor inicial, o que serd feito por
meio da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados.

No espaco H serdo consideradas duas normas, as quais serdo representadas por | - |3 e

|| - ||2.- A norma | - |5 serd a norma induzida pelo produto interno usual
¢ ¢ ¢ ¢
(UaU*)H:/ @?dw%—/g&xgo_;da:—l—/@@*dx—i—/dex
0 0 0 0
e ¢ ¢ ¢
+/ PPk dx —l—/ U+ dx —|—/ ww* dx —|—/ wyw® dr (3.5)
0 0 0 0
¢ ¢
—i—/ WW+* dx —i—/ 00* dx
0 0
e anorma || - || serd a norma induzida pelo produto interno

¢ ¢ ¢
((U,U*))H:pl/ @@dajjtpg/ \If@d:ﬂ—i-pl/ WW* dz
0 0 0

¢ ¢
+b/ bat) da:+k/ (e + ¥ + lw)(pr + * + lw*) dx (3.6)
0 0
l ~ ¢ o
T ko/ (wy — L) (s — I7) da + —/ 07 .
0 m Jo
Assim, para todo U € H, tem-se

UR = llellin + 12072 + 19l + 1072 + lwlzn + WL + 11017

U5 = prll@IZz + 2l WIIZ2 + pal WL + bllebal72

2
+ kllw + ¢ + w72 + kollwe = lplz2 + —[6]]72-

Note que, relativamente a aplicacdo ((, -),;, a unica propriedade de produto interno que
nao pode ser deduzida imediatamente a partir da defini¢do é aquela segundo a qual (U, ), = 0
acarreta U = 0. Na verdade, para que esta propriedade se verifique, precisa-se supor que /¢ nao

seja um multiplo inteiro de 7. Sob esta hipdtese, que serd assumida em toda a exposi¢do que se
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segue, a justificativa pode ser feita do seguinte modo: se (U, U)),, = 0, entdo
C=U=W=1, =(p: +9+1lw) = (w, —lp) =60=0. 3.7
Como v, = 0, segue-se que
¢ ¢ ¢
/ WV, da::—/ %@dazz—/ 0de =0, Vo¢eC5(0,7).
0 0 0
Pela Proposi¢do [2.44] conclui-se que ¢ = C' para alguma constante C. Mas ¢ € H)(0, (), logo

c [t I 1/t

Segue-se que ¢ = 0. Substituindo este resultado em (3.7)), obtém-se

(QD;,; + lw) =0= (wz - lg&) (3.8)
Da primeira igualdade conclui-se que lw, = —@,, €, da segunda, que lw, = [?yp. Portanto,
ez = —1*¢. Como ¢ € H}(0, ), para mostrar que ¢ = 0, basta mostrar que o problema
I? + Yz =0,
{¢ i (3.9)
p(0) = ¢(f) =0,

admite apenas a solug@o nula, onde [/ # n7 para todo n € N. Considere, entdo, uma solucio
¢ € H*(0,0)N HE(0,¢) do problema (3.9). Pelo Teorema 2.69 pode-se considerar ¢ € C(0, (),
o que implica ¢ € C?*(0,/) (ver nota 6, pagina 204, em [4]). Mas, de acordo com a teoria
cldssica das equagdes diferenciais ordindrias, qualquer solucdo ¢ € C?(0, ) do problema
¢ da forma ¢(x) = csen(lz) com c constante. Como ¢(¢) = csen(lf) = 0 el # ™, conclui-se

que ¢ = 0 e, consequentemente, ¢ ¢ a fungdo nula. Utilizando (3.8)), segue-se que w = 0.

Observacdo 3.2. A condigdo I/ # nm, n € 7Z, também € necessdria para que (U, U),, = 0
acarrete U = 0. De fato, considere U = (sen(lz),0,0,0, — cos(lz),0,0), onde I{ = nt com n
inteiro. Entdo, U € H, U # 0 mas (U, U)), = 0.

Sabe-se que (H, | - |%) é um espago de Hilbert (o que, na realidade, decorre da Observagio
da Observagado[3.T]e do Teorema[2.35)). O lema a seguir estabelece uma condi¢ao suficiente
para que (H, || - ||3) também seja um espago de Hilbert. Entretanto, conforme pode ser visto no

Apéndice[A] esta condi¢do ndo é necessdria.

Lema 3.3. Sel < ﬁ, entdo as normas | - |y e || - |1 sd@o equivalentes. Consequentemente, o

espaco (H,|| - ||i) é completo e, portanto, de Hilbert.
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Demonstracao: Para simplificar a notacdo, escreva

P,y w) = \[lpllB + 113 + o3

€
Qo th,w) = \[kllgs + 1+ T2 + hollws — |20 + bl 22
Entao,
U = 0] + [WI3: + W13 + 161132 + Plp, 6, w)?
€

gl
U5 = prll@l172 + p2ll Pl + oo W7 + E”QHQLQ +Q(p, 9, w)*. (3.10)

Assim, para se obter a equivaléncia desejada, basta mostrar que existem constantes positivas c;

e co tais que

Qe, ¥, w) < erP(p, v, w), VY (,9,w) € Hy(0,0) x H (0,) x H,(0,0)  (3.11)

P(p,v,w) < c2Q(p,9,w), ¥ (9,9, w) € Hy(0,0) x H(0,0) x H.(0,¢). (3.12)
Note que, pela desigualdade de Clarkson,

Ellos + 0 + w72 < Ellps + ¢ + lw]|32 + Ellos + ¢ — w3,
< 2k[|l@s + P72 + 2k |w]|72
< 2kl + |72 + 2kl — V|72 + 2k17|w]|72
< 4k|lplI72 + 4kI[Q172 + 2k ][w]| 72

(3.13)

kollws = lpll7> < kollws + Lol + Kollws — lollze < 2kollwallze + 2kollloll7  (3.14)

Somando (3.13) e (3.14) membro a membro, conclui-se que a desigualdade (3.11)) se verifica

com ¢, = \/ max{4k, 2kl?, 2ky, 2kol, b}. Observe que, até aqui, ndo foi necessdrio utilizar a

hipétese.
A fim de demonstrar (3.12), note que para toda fun¢do v em H} (0, /) ou em H}(0, ),
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tem-se [|ul|3, < %HumH%Q (ver Proposicéo 1, pagina 125, em [6] e pagina 1 em [21]). Portanto,

lpallZe < 200w + ¥ + lw|)e + 2|9 + w2
<2lps + ¥ + w72 + 40172 + 4 lw]|72
< 2|y + ¢+ w72 + 207|072 + 2026 ||w, |7

lwellZ> < 2llwe —lolZ2 + 20z
< 2wy — Ll 72 + Pl |22

Somando as dltimas duas desigualdades membro a membro, obtém-se
(1 =2 lpallz> + (1 = 202 Jwall 2 < 2lls + ¥ + lw||7> + 26 [[YallZ2 + 2llws — Lol 7.

Assim, utilizando a hipétese,

2 202
el el + el < r—aagllen + -+ tolls + ( gy + 1) Il
2
- —lol?,

e, consequentemente, a desigualdade (3.12) se verifica com

2 — min 2 2 2 +1 1
2= k(1 — 21202) k(1 — 2i22) \ (1 — 2i22) b

Isto mostra que as normas || - || e | - |3 sdo equivalentes. Como (H, | - |¢) é completo,
resulta que (H, || - ||3) também é. E como || - ||3; provém de um produto interno, resulta que
(H, || - l22) é um espago de Hilbert. n

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

O objetivo desta secio é mostrar que o problema (3.4) admite uma tnica solugdo (esta
conclusdo se estenderd ao problema (3.1))-(3.3)). Com vistas a aplicacdo do Teorema [2.91] o
primeiro passo serd verificar que o operador A, acima definido, é o gerador infinitesimal de um

semigrupo Cj de contracdes. Para este propdsito, um lema serd necessario.
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Lema 3.4. Dadas g, € L*(0,/) e g2, g3 € L2(0,), o sistema

k(pe + 1 + lw), + kol(w, — lp) = g1, (3.15)
kO(wx _190>:1c —kl(%erJrlw) = 93, (3.17)

possui uma tnica solucdo (¢,v,w) € [H?(0,£) N H(0,0)] x [H*(0,¢) N H(0,0)]* com
Ve, w, € HY(0, ).

Demonstracao:
¢ Existéncia

Pelo Lema[2.78} existem v € HJ(0,4) e u € H!(0, /) tais que

kuy + kolv = g1,
kovy — klu = g3.

Defina

P(z) = %/Ox /OZ (92(8) + ku(s)> ds dz — b_lg/oé /07‘ /OZ <g2(5) + ku(s)) ds dz dr.

Observe que ¢ € H?(0,¢)N H(0,¢) com v, € H}(0, (). Novamente pelo Lema[2.78] existem
¢ € H}(0,0) e w € HL(0, ) tais que

W, — lp =0,
i (3.18)
Yr +lw=u—1.

Consequentemente,

by — k(pe + 0 +1lw) = by —ku = go,
ko(wx - lQO)x - kl(gpw +9+ lw) = kv, —klu = gs.

Da primeira equagio do sistema (3.18), resulta que w € H?(0,¢) com w, € H}(0,¢). E, pela
segunda equagdo do mesmo sistema, resulta que p € H?(0,/). Logo, o sistema (3.15)-(3.16)
possui uma solugdo (¢, 1, w) com a regularidade mencionada.

e Unicidade

Considere o espago V = HJ(0,¢) x HL(0,¢) x H!(0,¢) munido com as normas

(e, )5 = llellin + 1915 + lwllzn, 1o, v, w)lly = lella + 1¥lla + lwll:



44

Como (H3(0,0),| - |m) e (HX0,0),] - |g1) sdo completos, (V,|-]y) e (V,]| - |ly) também sio.
Consequentemente, (), | - |,) é um espago de Hilbert. Além disso, para todo (¢, 9, w) € V,

tem-se

2
1o, v, w)l = (el + (¢l + lwllem)” = el + 1015 + lwllE = (e, ¢, w)l

Portanto, pela Proposi¢do 2.18, as normas | - |y e || - ||y sdo equivalentes. Dito isto, defina
al-,-] : ¥V x ¥V — C colocando

V4
al(p, 1, w), (", ¥*,w")] = k/o (2 + ¢ +lw)(ps +P* + lw*) dx

¢ ¢
+ kzo/ (wy — lp)(wt — lo*) do + b/ Y% de.
0 0

7z

Segue-se da definicdo que af-, | é sesquilinear. Além disso, por (3.11) e por (3.12), af-, -] é

continua e coerciva. Defina, também, A : YV — C colocando
¢ e a
Alp™, ™ w*) = —/ g1p* dx —/ gb* dx —/ gzw* dx.
0 0 0

A linearidade de A segue-se da definicdo e a limitagdo segue-se da equivaléncia entre | - |y e
|| - [[v. Deste modo, pode-se aplicar o Lema de Lax-Milgram e concluir que existe um tnico
(¢, 0, W) € V tal que

al(, ¥, ), (", ¥, w)] = A", %, w"), Y (g%, %", w*) € V.

Mas, multiplicando (3.15) por ¢* € H}(0,£), (3.16) por v* € HL(0,¢) e (3.15) por w* €

H(0,£), concui-se que
a’[(gp’ ,[7z)7 w)? (90*7 ¢*7 w*)] = A(¢*7 w*7 w*)’ v (()0*7 ,l/}*7 w*) 6 V'
Logo, (, ¥, w) = (¢, 0, w) e isso mostra que a solugdo do sistema 1Hi é Gnica. m

Teorema 3.5. O operador A, definido na Secdo 3.1} é o gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragoes sobre H.

Demonstracdo: O objetivo ¢ verificar que as hipéteses do Teorema [2.88] sdo satisfeitas. A
linearidade de A é imediata. Resta verificar que A € dissipativo, que 0 € p(A) e que D(A)
¢ denso em H. A verificagdo de que 0 € p(A) se dividird em duas partes: mostrar que A é

invertivel e que seu inverso A~! é limitado.

e O operador A é dissipativo.
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Note que
)
k kol? I(k+Fko)
pl(P:m‘i‘ o 90+ % plowx
\IJ
- | k& _ kKL, O
AU = s P + @Z)M W= 0, 1| - (3.19)
W
1(k+ko) lk k 1’k
_TO - _I/J + -2 Tr p_lw
Portanto,

l l
_ k _
(AU, U),, = / (k:gom + kol2p + kb, + (K + ko)wx><1> dz + / (—'y\Px + %em) 7 dx
0 0
l o l -
+/ ( — kpy + by — ktp — Klw — ww)\p dx +/ ko(W, — 10)(wy — 1) dz
0 0
l o 4 o
+ / ( — (k4 ko) e — lktp + kowey — Pkw)w dx + / bV 1), dx
0 0
l
+ / k(O + Y+ IW) (g, + ¢ + lw) da.
0

Rearranjando, conclui-se que

¢ ¢
AUU))H—k gom—i—w—i-lw) @dx—l—k/o (<px+1/1+lw)<1>mdx+ko/0(wx—lgo)dex
¢ ¢ ¢ ¢
—I—krg/ (wx—lgo)Wmda:—l—b/ 1/Jxx\11dx—|—b/ ¢x\11xd:p—7/ Vo, dr
0 0 0 0
¢, o ¢
—l—kl/ <(¢x+¢+lw)W (¢z+¢+lw)W>dx— /\IIde
0
e p—
—l—k:gl/ ((wx—hp)fb (w, — lp)® da:—l——/ 0,0 dx
0

+k/e (oo + 0 T)¥ — (oo + 0 + )T ).
0
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Aplicando integracdo por partes, resulta que
¢, L ¢, -
(AU, Uy, = k / (o 0+ 10)®, = (00 + ¥+ 1)) do+b / (0o, = )da
0 . B 0 o B
+k/ ((%Jrszw)fo— (goz+z/1+lw)\lf> d:c—’y/ (\Ifem—qfex) dz
0 0
¢
I - vk
who [ (G0 =TaWe = (s = 1) )ao = Z20,1
¢ e -
+ kl/ <(90z + )+ lw)W — (op + 1) + lw)W) dz
0 , -
+ kol/ ((wx — 1) — (w, — lgo)q)) dx.
0

Observe que, nas integrais da ultima igualdade, os integrandos sdo nulos ou da forma z — 2z =

2iJ(z). Portanto, tomando a parte real, segue-se que

k
RAU, D)y, = =26, 7 < 0. (3.20)
Como U € D(A) foi tomado arbitrario, isto mostra que o operador A é dissipativo.

e O operador A é invertivel.

Seja F = <f17f27f37f47f57f67f7) € H. Tome & = fla U = f3 eW = f5' Pela Proposigﬁo
existe uma tnica fungdo 0 € H*(0,¢) N H}(0, () tal que

_m\ij + klexx = f7'

De fato, basta tomar K = 0e g = —%(f7 + mW¥,). Além disso, existe um unico (¢, ¥, w) €
[H2(0,0) N H}(0,0)] x [H*(0,€) N xH(0, £)]* satisfazendo

E(pr + 10+ lw), + kol(w, — L) = p1 fa,
ko(wy —lp) s — kl(pz + 0 + lw) = p1 [,

com 1, w, € H}(0, /). De fato, basta tomar g; = py fo, g2 = pafs + V0, € g3 = p1 fs no Lema
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3.4 Em resumo: existe um tnico U € D(A) tal que

s fi
k kol? k I(k+ko)
E(;O:c:c - %90 + p_ldjx + Towx f2
v E
_ k b k kl _ _
AU = _p_290m+p_21/)rx_p_2 _p_Qw_p%Ox - f4 = F.

w Is

_Uktko) , _ Uk ko _ Bk
1 Px m?ﬂ + p?wazx p1 w f6
_m\Ij:c + klecﬁaz f7

Isto mostra que A € bijetivo e, portanto, invertivel.
e O operador A~': H — D(A) é limitado.

Seja F' = (f1, fa, f3, fa, [5, f6, fz) € H. Entdo, existe U € D(A) tal que AU = F. Segue-se

que

o= (3.21)

k(oo + 0 + lw), + kol(we — lp) = p1 fa (3.22)
U= f (3.23)

brw — k(@ + ¥ +lw) — 40, = pafs (3.24)
W = fs (3.25)

ko(wy — 1p)e — kl(px + 1 + lw) = p1 fo (3.26)
k10ze —mV, = fr (3.27)

Multiplicando li por ©, ll por 1) e li por w, integrando cada uma das trés equagoes
resultantes sobre (0, ¢) e somando membro a membro, conclui-se que

l
klla + 1 + lwllf> + kollwe — lpll7> + bllvallz. = — / (p2.fs+0:)¢ dx
0

¢ ¢
—/ p1f2p dx—/ p1few d.
0 0

Segue-se da defini¢do de || - ||3 que

Y
U115 = prll@IZ2 + p2ll W22 + o1 WZ2 + — 16172

YA l / l
- / o fop di — / pfi di — / o fo i — / 20,7 do.
0 0 0 0

A seguir, cada termo do lado direito da igualdade acima serd estimado. Por (3.21)), (3.23) e
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(3.25)), deduz-se que
pull @Iz + pallNZe + oW 172 < o5 F5,

onde ¢5 = max{p, p2}. Utilizando (3.23), (3.27) e as desigualdades de Young e Poincaré,
segue-se
L6117 < col Flul Ul

para alguma constante positiva cg. Pelas desigualdades triangular e de Holder, obtém-se

¢ ¢ ‘
’—/ P1f2@d$—/ p2fa) dx—/ p1feWw dx
0 0 0

Pela desigualdade de Holder, pela desigualdade de Poincaré e por (3.27),

L
’_/ 'YGxE dx
0

para alguma constante positiva ¢;. Logo, tomando c¢g = max{cs, ¢g + 3¢5 + ¢7} e utilizando o

< 3¢s| Fla|Ul -

< 7| Fly|Un

Lema[3.3] vé-se que
U3, < csl FIF + es|Flal Ul < esdil| FIl3, + esdill Fllal|U |-

Aplicando a desigualdade de Young na ultima parcela, segue-se que existe uma constante posi-
tiva cg = 3cgd3 /2 tal que
AT Flly = Ul < coll Fll-

Como F € H foi tomado arbitrario, isto mostra que o operador A~ ¢ limitado.
e O espaco D(A) é denso em H.

Note que (Al — A) : D(A) — H pode ser escrito como composi¢do dos operadores A :
D(A) — He (MA™1 —1): D(A) — D(A), ou seja,

(Mol —A) = ANA™T = TI).

Como A~! é limitado, pode-se tomar B, = —I e B, = \gA~! (para )\, pequeno o bastante) na
Proposi¢ado e concluir que By + By = M\A~! — I é invertivel. Sendo assim, \g/ — A é
invertivel (por se tratar de uma composicao de operadores invertiveis) e, portanto, sobrejetivo.
Pelo item (a) do Teorema Al — A € sobrejetivo para todo A > 0 e, em particular, para
A = 1. Como A ¢ dissipativo, segue-se do Lema [3.3]e do item (b) do Teorema[2.27]que D(A)

é denso em H. ]
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Teorema 3.6. Para cada vetor Uy € D(A), o problema possui uma tinica solu¢do
U € C([0,00), D(A)) N C'([0,00), H)

dada por U (t) = e,

Demonstracgio: Segue-se do Teorema [3.5/e do Teorema[2.91 ]

3.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

O objetivo desta secao € apresentar uma condi¢do suficiente para que o semigrupo associ-
ado ao problema (3.1)-(3.3) tenha decaimento exponencial. A demonstragdo serd feita mediante
a verificagdo dos itens (i) e (ii) do Teorema [2.94] Para tanto, serdo demonstrados uma série de
lemas.

Dados A € C e F' € H, considere a equacdo resolvente
AU — AU = F (3.28)

a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

Ap—d=fi (3.29)

PIAR — E(pz + 0 +lw)y — kol(wy, — lp) = p1fo (3.30)
) — U = f (3.31)

P2V — bty + k(0p + 0 + lw) + 0, = pafs (3.32)
Aw— W = fs (3.33)

PIAW — ko(wy — 1)y + kl(py + 1 + lw) = p1 fs (3.34)
AN — E10pp + MV, = fr (3.35)

Lema 3.7. Se U € D(A) é uma solucdo da equagdo resolvente , entdo

7h
m

10272 = R(E, Uy < [ Fll| U]l

Demonstracao: Tomando o produto interno de ambos os lados de (3.28)) com U, obtém-se

MU, = (AU, Uy, = (F, U)y,

Assim, tomando A € iR e calculando a parte real, o resultado desejado segue-se de (3.20). m

Lema 3.8. Sejam A € iR e U € D(A) uma solugdo da equagdo resolvente . Se || > 1,
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entdo existe uma constante positiva C' tal que
1911z < CllOull 21Tl + CUF 3l Ul

Demonstracao: Defina uma func¢do auxiliar p colocando, para cada ¢ fixado,

plz,t) = /Ox\If(y,t) dy Yz e€|0,/].

Como ¥ € L%(0,/), tem-se p € H}(0, () e, além disso, p, = ¥ (ver Proposi¢do e Teorema
2.74). Multiplicando (3.35)) por p e integrando de 0 até ¢, resulta que

¢ ¢ ¢ ¢
/ AOD dx — ky / 0.p dx + m/ U, pdr = / frp dex.
0 0 0 0

Mas, integrando por partes, vé-se que

L l
0 0

¢ ¢
m/ \Ifx]_)dz:—m/ |W|? da
0 0

¢ ¢ ¢ ¢
m/ (W|? dr = / A0p dx + Ky / 0, W dx — / fp dx. (3.36)
0 0 0 0

de onde segue que

Considere, agora, mais uma func¢o auxiliar ¢ que satisfaca ¢,, = 6 e ¢(0) = ¢(¢) = 0 (a
existéncia de uma fungdo com tal propriedade ¢ assegurada pela Proposi¢do[2.77). Entdo, inte-

grando por partes e usando a igualdade (3.32)), deduz-se que

‘ ¢ .
/ A0p dx = / AQzzD dx = —/ AV
0 0 0

b 4 o 4 o Y4 .

b - Z
= p medx——/qmgom—i—wn%w)dx—k—/|9|2dx+/qu4dx
2 0

Além disso, pela igualdade (3.31), tem-se que

bt b bo[f —
2 o, de = - 0f3$d:13—— 0,7 dz.
P2 Jo Ap2 Jo Ap2 Jo
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Assim,

b -
/Aepdx——— Qfgzdx—i-—/G\I’dx——/(h@m"i_w_'_lw)
0 Ap2

+—/ 6> dx—i—/ Qo fa do.
P2 Jo 0

Substituindo este resultado em (3.36)), obtém-se
l b ‘e b e k L
m/ |W|? da::——/ 0fs.4 dw+—/ 0,V da:——/ Gz (P + U + lw) dx
0 Ap2 Jo Ap2 Jo P2 Jo

N [t e . ¢
P2 Jo 0 0 0

Tomando a parte real de ambos os lados da udltima igualdade, aplicando a desigualdade de

Holder e utilizando que |A| > 1, conclui-se que

k
mlPl|7e < =100l c2ll foall e + 102 22l P e +EllquL2H%+¢+ZWIIL2

b

B |)\| [Mp2

+ Ellﬁlliz Fllgellzll fall 2 + Kal0c] 22| l| 2 + [] foll 2 Il 22

b b k
< —[0ll2ll fowllze + —N10all21Wl 22 + —llgell2ll e + ¢ + L] 2

P2 P2 P2

g
+ EHGH%Q +ldollzzll fallez + FallOcl 2191 22 + (| ol 2l 22

Aplicando a desigualdade de Poincaré, utilizando o Lema [3.7| e a defini¢do da norma || - ||3,

resulta que

b b cpk
m|[ ¥z < —H9HL2Hf3,xHL2 + —H9xHL2H‘IfHL2 + pLquHmH% + 9+ lw|

C Y
== ||9 172 + cpll@oall 2 | fall 2 + Ko llOull 22 1%l 22 + cpll foll L2 ]|pa | 22

= —H9HL2Hfs,xHL2 20 0@+ 26l + 6 + o]
P2 P2 P2

g
LHGzHiz + 60l 2l fall 2 + FallOall 2l W] 22 + coll f7 1|2 1] 2

b\/_ b cpCpk
1O Fllae + —= 10l 21U |2 + =

P2/ p2v/P2 p2vV'k

co/m

||F||H||U||H+ 2 ||UHHHFHH+—||9 21U |
ViV Nz

Cpym

\/—\/—HFHH“U”H

1621 22 [U 134

cpfym

Portanto, tem-se
19172 < CllOl 21Ul + CNF [T 131,
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onde

b
C' = —max 4+ \/_, + +
P2/ p2ki P2 P2 /Pl P2 VP2

m

1 { Vbm LM cp/m Ak ky }

Lema 3.9. Sejam A\ = i € iR e U € D(A) uma solucdo da equagdo resolvente (3.28). Se

|A| > 1, entdo existe uma constante positiva C' tal que

e + 1+ lw]|72 < cp? |2 - P2 ||‘1’||%2 + Ol [l + CUE 3N Ul

Demonstraciio: Multiplicando (3.32) por (¢, + ¢ + lw) e integrando sobre o intervalo [0, £],

obtém-se

¢ ¢ ¢
k/ s + ¢+ lw]? d:c:b/ Yo (2 + ¢ + lw) da:—Apg/ U(py + 1)+ lw) dx
0 Jo ) 0

~~
11

¢ ¢
—’y/ 0. (pr + 1 + lw) d:c—l—pg/ fale + 0 + lw) dx
0 0

Integrando por partes o termo i, e usando a igualdade (3.30) resulta que

¢ bk
0

¢ ¢
—)\pg/ U(p, + 9+ lw) dx—y/ 0. (0r + 0+ lw) dx+p2/ falpz + ¥ + lw) dx
0 0 0

Integrando por partes o termo i, e usando a igualdade (3.34) deduz-se que

¢ ¢
k;/ |g0w+¢+lw|2dx:—/\p2/ (g, + U+ lw) dm—{— /@Dxcbd
0 0

~~
i3

)\bpll

/@Z)de bZQ/% Pz + U+ lw) d:c+ /wﬁdx

vV
i6

14 14 14
+%/%ﬁdﬂf—v/9x(¢x+¢+lw)d$+02/ e 07 ) d.
0 0 0

Reescrevendo o termo i3 através das igualdades (3.29), (3.31) e (3.33)), reescrevendo iy, i5 € ig
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através de (3.31)) e integrando 7, por partes, conclui-se que

b e L
[ et vs it ae= (=) [0 dob [V
0 0

4 l l
— b — bpil bpyl —
+p2l/ \IJde+p2/ |qf|2dx+ﬂ/ f5.® do + 221 /fngx+ o W da
0

bi?

- l
_T U(p, + 10+ lw) :z;——/ fa( <px+w—|—lw dx—i—ﬂ/ U fs do

bpl/%fm— / <%+w+m>dx+p2/ e T 0 T Tw) de.

Reescrevendo o termo i através das igualdades (3.29), (3.31)) e (3.33), segue-se que

V4 V4
b _
k/ |gox+1/z+lw|2dm:)\(—gl—p2)/ W, + 0 1 Iw) de
0 0

¢ ¢ ¢
_ b
—i—pg/ \I/(fl,m+f3+lf5)dx+p2l/ \I/de+p2/ |U|? do + '01/ fgxq)d.f
0

b bp1l —_—
pl/fngx+ p \Idex——/ (e + 0+ lw) dx

2
bl /fs 0r + ¢ +lw) dx +—/wf6d —i-%/@bxﬁdiﬂ
_7/0 gxmdwpg/o Files + 0+ w) do

Agora, tomando a parte real de ambos os lados, aplicando a desigualdade de Holder e usando

que |A| > 1, resulta que

W z2llpe + o + lwl[ 2 +p2 |V 2 | fre + f5 + L5 2

J/

Hle v+ s <19 \— i

8
bp1l bpll kY

bp1
+ ol [P 2 [W ez + pal|Wlz2 + ==l faallz @z + == fsllea Wz +

||2/1|!L2||f6||L2

(W2 Wz

b
+ B0 2l + 0 + Tw]| g2 + B2 fsll 2 [l px + 00 + Zwup + f”

P1
+ el follz + 10l 2]l 0w + ¢ + Lwll 12 +pof| full 2 Hsom w2

19

Aplicando a desigualdade de Young nos termos g € ig € a desigualdade de Poincaré nas funcdes
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f3 e 1, obtém-se

k 82 | bp 2
et 0t bl < 2| ol Wl o f Ul ol eV
bp c bp bp
+ pa| W72 + 1||f39c||L2||<1>||L2+ = el WLz 4+ == e W 2
l
+ 0|0 2 lps + 0 + ]| e +CpleHfagc||L2||90m+@/)+lw||L2 p1 [Pl 221 fol 22
bpl
& a2l follze + —||9 172 + p2ll fall2llps + 4 + lw|l 2.
Da defini¢do de || - ||3; e do Lema 3.7, resulta que
k 6 bp1
§||90x+w+lw\|i2— 21— | 0+ o+ PV
+ 1Ol Fll + L2 10 2 [ Ul + 2= 1 [+ — 2 F U
L L Ht [ [ul|U]n
NG f a VP2 kVby/pr
cpbpil bp1l bl
—HF”HHUHH+ H‘I’||L2||U||v1mL i Gl
cpbl2 cpbpll bp1
I E Nl Ul + 2= = Ul Pl + ||U|2|F|

Portanto, tem-se

oz + 9 + w32 < OB

——p2 II‘I’II%Q+C||\I’||H||U||H+C||F||H||U||H7
onde
2 24/ v/ 2 v/
0= Zmax [ L VP2 200 GV GI*Vh | oIV Loam Ve
2 K VE 2 k NG k kki k|
Pl bl\/_ }
\/_ VRS

Lema 3.10. Sejam A € iR e U € D(A) uma solucdo da equacdo resolvente .Se |A| > 1,

entdo existe uma constante positiva C' tal que
19272 < CI¥72 + Cllge + ¢+ lw|7e + ClIF || U 13-

Demonstracio: Multiplicando (3.32) por 1) e integrando de 0 até ¢ segue-se que

4 ¥4 4 V4 4
b 2?2 dr = o dr — \ Ui de —Fk . lw) dx — ) dx.
/OWJ! x Pz/ofwx /)2/0 Y dx /O(w + 1 + lw)y dw ’y/oewdx
N——

i1
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Usando (3.31)) em iy, resulta que

l YA ¥/ /
b/ |wx|2d:v:p2/ \I/ﬁdx—i—pg/|\I’|2d:v—k/(90x+¢+lw)@dx+
0 0 , B 0 , B 0
—’Y/emwdx‘f'M/ 147 de.
0 0

Tomando a parte real de ambos os lados da tltima igualdade e aplicando a desigualdade de

Holder, obtém-se

bllvellze < pallWlell fsllzz + P2l WIIL2 + Kllow + 9 + lwl| e[| ]] 2
+ 110zl 221912 + pall fall 22191l 22

Pela desigualdade de Poincaré, deduz-se que

bllvellze < copal|Wllell foallze + P2l Pl + cokllow + 1 + lwl| e[z 2
+ V0]l 22|Vl 22 + cppzll fall L2 |90z 22

Da desigualdade de Young, conclui-se que

CQ 2
—II%HLz < cppal| Wllezl foall ez + p2l|Ulze + F=llpw + ¢ + Ll

a
p 1021172 + copall fal z2lloll e

Deste modo, pelo Lema[3.7]e pela definigdo de || - ||,

b Copa Cz 2
allze < ——= Ul Fllae + poll ¥l + == llpw + ¥ + lo][72

\/—\f

Pfy H CppP2
FllallUll2 + E [T |-
N
Portanto,
12|72 < CI¥[|7> + Cllx + ¥ + lw|l72 + C|Fll2]|U]2,
onde

2 { cZk’2 Cpr/P2 mc?ﬁ Cp\/P2 }
P2, ) + + .
b Vb kb Vb

Lema 3.11. Sejam \ € iR e U € D(A) uma solu¢do da equagdo resolvente . Se |\ >
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2 ~ . .o, .
max {1, ko, 2’;‘11 } entdo existe uma constante positiva C' tal que

[®)172 < Clho — k) llwllzllpe + ¢ + lwll 2 + Cllow + ¢ + lw||72
+ CN N 21Ul + CUF 3l Ul + CIE .

Demonstracao: Multiplicando 1} por p = —1(f1 + @), integrando sobre o intervalo [0, /]

e usando integracao por partes, obtém-se

¢ ¢ ¢
pl/ || dor = k:/ (e + 0 +lw)p, dx —l—k:ol/ wy, dr
0 0 0

Vo
’i1 i2

¢ ¢ ¢
+k012/ o] dI—Pl/ 1 diU—Pl/ f2p dx.
0 0 0

Somando e subtraindo (¢, + ¥ + lw)(¢) 4 lw) aos integrandos de i € i5, conclui-se que

¢ ¢ c ¢
k:/ (pe + ¥+ lw)p, dx+k0l/ WP, dx:krgl/ w(pe + ¥ + lw) dx—kOZZ/ lw|? da
0 0 0 0
¢ ¢ - ¢
+/~c/ ](px+w+lw]2dx—k/(cp;,;—i—iﬂ—i—lu;)(iﬁ%—lw)dx—kol/ wy) dx.
0 0 0

Portanto,

¢ ¢ ¢ ¢
pl/ |<I>\2dx+k:0l2/ |w|2dx:k/ |gom+¢+lw|2dx—k;/(<pw+w+zwmdx

0 0 0 0

¢ ¢
+S)%(l(k0—k:)/ w(e + ¥ + lw) dx) —i3<l(k0+k:)/ Wy + ¢ + lw) d:p)

0 0
¢ ¢ e ¢
—kol/ w d;t:+/<:0l2/ || d:c—pl/ dfy da:—pl/ foip dz.
0 0 0 0

Tomando a parte real de ambos os lados da igualdade acima e aplicando a desigualdade de

Holder, segue-se que

pill@lZe + kol*|lwllZ> < Kllgs + ¢ + lwllZz + Ellps + ¢ + lwllz2[9llz2 +pull foll 22 [l ol 2
i
+1(ko — K)[wlzalls + 9 + lwllzz + kolllwl|z2[l¢l 2 + kol* [l 0llz> +p1l| @]l 22l full e

is is

Agora, usando (3.31)) em conjunto com a desigualdade de Young em i3 e em 74, e usando (3.29)
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em 75, deduz-se que

2

pull @7 + kol*llwliZe < Kllps + 1 + lwl|7e + wpslles + ¢+ lwllz + 5 ||f3||L2 +5 H‘I’IILz

A2
k21 1 1 2k012
+ (ko = K)l[wlr2llpz + 4 + lwl[r2 + =5 e lwllze + Sl sz + 11172 + e 120122
2k:012
T Q1172 + pall@llzz [l fillz2 + prll follc2llspl o

Usando a hipétese sobre A, resulta que

P1 k?()l2 k?2l2
D2l < (o1 - 1z )19l + (ko - 22 Lol

< kllge + ¥+ lwl|72 + B lloe + 0 4+ lwl|72 + || f5ll72 + 11972 + 2kol?| f1])72
+ (ko — k)||wl| 2 ||z + ¢ + 1wl g2 + 201 | @ L2 || f1ll 2 + o1l fol 2|2l 22

Usando as defini¢des das normas | - |3 e || - ||z bem como o fato de elas serem equivalentes,
obtém-se

%H@Ilé < (k+E)llps + 1 + lwllz + cllFI5 + —= ¥l |U I + 2kol*[|F3,

1
VP2
2/cp1
0

ko = B)llwllzzllr + ¢ + twlle + === || Ulll| Flo + Vevep [Pl Ul

onde ¢ é uma constante proveniente da equivaléncia mencionada. Deste modo,

1®[172 < Clho — k) llwllz2lpe + ¢ + lwll 2 + Cllow + ¢ + lw||72
+ O 21Ul + CUF 3l Ul + CIE I,

onde

2 1
C = "max<lk+k* —, 2/cp; +c ,c+2kl2}.
) { NG P1 P1 0

Lema 3.12. Seja A\ = i € iR. Se U € D(A) é uma solugdo da equagdo resolvente (3.28),

entdo existe uma constante positiva C' tal que

Lk 2
lwe — 72 < C (52 =%l 1) e+ + lwl|z> + CI| 2| Ul + CIFl2 U1
+ C|®||72.

Demonstracio: Multiplicando (3.30) por (w, — l¢) e integrando sobre o intervalo [0, /], obtém-
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S€

¢ ¢ ¢
kol/ lw, — lp| dx = Apy / O (w, — lp) dx — k/ (pz + U+ lw)(w, — lp) dx
0 0 0

e —_—
—Pl/ fa(wy — lp) dx
0

Integrando por partes o termo 7; e usando (3.34)), resulta que

i1

¢ c )\kpl l e
kol | |wy —lo|de = Npy | ®(w, —lp) dx — . (pz + 0 + lw)W dx
0 0 / o Jo

k2l l ) kpl ¢ . /¢
/ |§0x+¢+lw| dr — (¢x+w+lw)f6 dx_pl/ fQ(U)x—lSO) dz.
ko ko Jo 0

J/

Usando (3.29)), (3.31) e (3.33) para reescrever os integrando de i, € i3, conclui-se que

¢ ¢ ‘ ¢
kol/ lw, — lp| dx:—pl/ OW, dx—i—pll/ \<I>|2 dx—p1/ (f5x lfy) dx
0 0 0
¢

4

. k _ ko [* k —
B e Wode — PP 9 W de — EPY [ W e - B2 (fl,x+f3+lf5)W da
/fo 0 ko Jo ko Jo ko

T <¢x+w+5w>f6dx—p1/f2 i7) d.

Integrando por partes a primeira integral do membro direito da dltima igualdade, segue-se que

4 kol k 4 . l
k:oz/ w, — ly| do + L1 / W2 dx—(pl kpl)/ CIJdo$+p1l/ B2 da
0 0 0 0

14

b kpy [f — kp,
—Pl/ O(f5. —1f1) dl'—k— i Jf—k— (f1x+f3+lf5)Wdﬂf
0

0 JoO 0

2l 4 /{Z
—i—k—/\@z—i—w%—lw\zdx—% (@x—i-w—i—lw)f(;dx—pl/fg lp) dx.
0o Jo

0

Note que por (3.29), (3.31) e (3.33)), tem-se ®, + VU +IW = A(@, + ¢ +1w) — (fr.+ fs+1f5).
Deste modo, somando e subtraindo (¥ + (W)W ao integrando de 44, deduz-se que

¢ ¢ ¢
k —
k’ol/ |w, — lp| d:z:—l—pll/ W |? dz = Ap <1—k—>/(@x+¢+lw)w dx
0 0 0/ Jo
¢

¢ ¢ ¢
_pl/(fl,x+f3+lf5)WdZL‘—p1/ VW dx + pql ](13]2 dx—pl/ O(f5,. —1Uf1) do
0

21t k .
+k_/‘@x+¢+lw’2 55_% (90x+¢+lw>f6d$—/?1/f2 lp) dx.
0o Jo
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Tomando a parte real de ambos os lados da igualdade acima e aplicando a desigualdade de

Holder, resulta que

k
il = s + I < 3on (1= )| w0+ ol W

+ ol e+ 3+ Usll2 Wz + o 19| 2 W |z + o1l || @72 + prl| |2 ]| fe — Lfall 2
k21 kp
o lles + 0+ lw||7: + k—olllsoz + 1+ w2l fell 2 + pull foll 2wz — D] 2

Decorre da desigualdade de Young a da definigdo de || - ||3 que

l B2y
kol lw, — |3 + S [WIE < 52

FllalUlly + -2 10 2 |U 1y + 10| @122 +

f\/_H 21U |2 \/EH [l 22| ||H pul|| @7
2
Hsox+w+leL2+

+¢+Z’LUHL2

\/—\/—HUHHHFHH

U3l £l + [ E ][ U 13-

0\/_\/_ \/_\/_‘

Portanto, vale a desigualdade desejada com

T O R Y S R/
“- R f+\/k_o’p1l}'

Lema 3.13. Todos os valores espectrais de A sdo autovalores de A.

Demonstracdo: Em vista da Proposi¢do[2.31]e da Proposicdo [2.32] basta mostrar que a aplica-
¢doinclusdo i : (D(A), | -|pcay) — (7—[ | |21) é compacta. Considere, entdo, uma sequéncia de
vetores U, = (™, &M 3h™ y®) o) r) gy e D(A) limitada (na norma do grafico).
Em face do Teorema[2.29 o Ob_]ethO ¢ mostrar que {U,, } possui uma subsequéncia {U,, } que

converge em (#, | - |3 ). Inicialmente, observe que

|Unllpeay = |Unla + [AUn|n
=[l™|3 + ||‘1>(”)||% + [ 3+ T + (w20 + W7 + (077

+ (| @M F + —Hkr< 0+ ™ 1w, + kol(w(™ — 1™)]72 + 013
1

—+;M%@—kwﬁ+¢W+MW%—v%W%+MW“W%
2

1
ko =10 — k(e + 4+ o™l + kbl = m Tl
1

Assim, pela desigualdade triangular e pela igualdade em (3.20), deduz-se que as sequéncias
{tpm)} {dzm e {6 ")} sdo todas limitadas em L?(0, ¢). Portanto,



(1
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4
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(6)

(7)
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a sequéncia {¢(™}, oy € limitada em (H?(0,¢), || - ||z2). Assim, uma vez que a aplicagdo
inclusdo
i (H2(07£)7 ” ’ ||H2) - (Hl(ovg)a || ’ ||H1)

€ compacta (pelo Teorema[2.76)), existem uma subsequéncia {go(”k)}nkeNlcN e uma fungao
¢ € HY(0,/) tais que ||¢™) — || — 0. Mas, como ¢™) € H}(0,/) paratodo k € Ne
como (HY(0,0), || - ||z) é completo, segue-se que ¢ € H}(0,£);

a sequéncia {®™},cn, € limitada em (H'(0,£), || - ||z1). E como a aplicagdo inclusdo

€ compacta (pelo Teorema , existem uma subsequéncia {®™*)}, y,cn, e uma fungio
® € C[0, /] tais que ||®™) — ®||o, — 0. Uma vez que

/
0< 3 — B2, = / B — B dr < €™ — P2,
0

segue-se que || ®™) — @[> — 0;

a sequéncia {¢™},cy, é limitada em (H?(0,¢),| - ||z2) e, analogamente ao item (a),
conclui-se que existem uma subsequéncia {1/}, cn,cn, € uma fungdo v € H'(0, /)
tais que |[1)™) — || — 0. Mas, como ™) € H(0, () para todo k¥ € N e como
HL(0,¢) é completo, segue-se que 1p € H1(0,();

a sequéncia {U™}, o, € limitada em (H'(0,7),| - ||z) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequéncia {U™¥)}, n.cn, € uma fungio ¥ € L2(0, /)
tais que || U™ — WU||;» — 0. Mas, como U(™) ¢ [2(0,¢) para todo & € N e como
(L2(0,0), | - |lz2) é completo, segue-se que ¥ € L2(0, ¢);

a sequéncia {w™},cy, é limitada em (H2(0,£),|| - ||#2) e, analogamente ao item (c),
conclui-se que existem uma subsequéncia {w(™)}, cn.cn, € uma fungdo w € HL(0,/)

tais que ||w™) — ||z — 0;

a sequéncia {W ™}, oy, é limitada em (H'(0,¢),] - ||z) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequéncia {W )}, _y n. e uma fungio W € L2(0, /)
tais que ||[W ) — W |2 — 0;

a sequéncia {0}, oy, € limitada em (H'(0,¢),]| - ||z) e, analogamente ao item (b),
conclui-se que existem uma subsequéncia {6")},, cn.cn, € uma fungdo 6 € L?(0, /) tais

que [|0™) — 0|2 — 0.

Considere, agora, o vetor U = (p, ®, 1, U, w, W, 0) e a subsequéncia {U,, },, en,. Pelos itens
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(D-(7)tem-se U € H e

Une = Ul = 6™ = gl + 18 — |3+ 6 — g3 + 2 — W,
™) — w4+ WO = R, + 6% — 6][2: — 0.

Ou seja, {Up, }n,en, converge para U em (H, | - |%). n

Teorema 3.14. Se bp; = pok e k = ko, entdo o semigrupo {e'*};>q associado ao problema
(3-1)-(3-3) é exponencialmente estdvel. Consequentemente, existem constantes o, r > 0 tais

que, para todo t > 0 e todo Uy € H,
e Ul < K| Ug|lge™. (3.37)

Demonstracao: O objetivo € mostrar que os itens (i) e (ii) do Teorema [2.94] se verificam. A
demonstracdo do item (i) serd feita por reducio ao absurdo e a demonstracdo do item (ii) serd

feita de forma direta.
e Verificacao do item (i)

Suponha que iR ¢ p(A). Entéo, existe A € iR tal que A € o(A) (note que A # 0, pois ja foi
visto que 0 € p(A)). Pelo Lema|3.13| conclui-se que A é um autovalor de A. Consequentemente
existe um vetor ndo nulo U € D(A) que satisfaz a equagdo (3.28) com F' = 0. Deste modo, em

termos das componentes, tem-se

Ap—® =0 (3.38)

PIA® — k(pr + ¢ + lw), — kol(w, —lp) =0 (3.39)
M — W =0 (3.40)

P2 AV — bty + k(o + ¥ + lw) + 96, =0 (3.41)
Aw—W =0 (3.42)

P AW — ko(w, — @), + kl(or + 0+ lw) =0 (3.43)
N — k10, + mVU, =0 (3.44)

Resulta do Lema|[3.7|que 6, = 0. Por conseguinte, § = c; (constante) e 0,, = 0. Substituindo
estes resultados em deduz-se que ¥, = —m~!\c; (constante) e, por conseguinte, que
U =0 (pois ¥ € L2(0,/)). Segue-se que = —A"'m¥, = 0 e, de (3.40), que ¢ = A1V = 0.
Deste modo, as igualdades (3.41)), (3.39) e (3.43)) se reduzem a

k(pp + lw) =0 (3.45)
P AP — kol(w, —lp) =0 (3.46)
P AW — ko(w, — lp), =0 (3.47)



62

Substituindo (3.38) em (3.46) ¢ (3.42) em obtém-se, respectivamente,

kol

lw = pl/\2 (wm — lQO)m
e
)\2
Wy = PL © ~+ lp. (3.48)
kol
Portanto, )
kol pl)\
lw = lo—1 = Qg
w pl)\Q(kol<P+90 <P>x ¥

Segue-se que k(p, — lw) = 0. Somando isto com (3.45)) resulta que ¢, = 0. Utilizando (3.43),
(3.48)), (3.42) e (3.38)) conclui-se que w = ¢ = W = & = 0. Logo U € o vetor nulo, o que € um
absurdo. Logo o item (i) se verifica. (Note que nao foi necessario utilizar a hipétese do teorema

para demonstrar este item.) ]

e Verificacao do item (ii)

Considere A = if € iR com |\| > max {1, ko, 2’2[2 } Observe que, para todo vetor

F = (f1, f2, f3, fa, f5, fo, f7) € Im(A] — A),

existe U € D(A) tal que (A\] — A)U = F. Reescrevendo a tltima expressdo em termos das
componentes obtém-se, novamente, as igualdades (3.29)-(3.35)). Multiplicando (3.30) por o,
(3.32)) por v, (3.34) por w, somando os produtos resultantes e integrando sobre o intervalo [0, /]

resulta que

YA Y/ l YA ¥/
Apl/q)@dx—i-)\pg/ \Ilﬂdx—l-)\pl/Wwdx—i-k/ |g0+¢+lw\2dx+b/ || do
0 0 0 0 0
14
—|—k;0/ lw, — lo|? do
0
¢ ¢ ¢ ¢
:pl/ fz@derpz/ f4wda:+p1/ fﬁwda:—v/mda:.
0 0 0 0

Utilizando (3.29), (3.31) e (3.33) para substituir, respectivamente, ¢, ¥ € w nas trés primeiras
integrais da ultima igualdade, obtém-se

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
pl/ || dm+p2/ |2 da:—l—p1/ W ? dx:k/ lo + v + lw|? dm+b/ .|? d
0 0 0 0 0
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
o [ue—teP do—py [ fipde—py [ G do—p [ fwdorr [ 05 ds
0 0 0 0 0
¢ ¢ e
—Pl/ P dx—/)z/ U fs diU—,Ol/ W fs dx.
0 0 0

Tomando a parte real de ambos os lados da udltima igualdade e utilizando a desigualdade de
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Holder, segue-se que

pil| @72 + p2l| W72 + pr W72 < Kl 4+ ¢ + L2 + kollwe — L7 + bl|e. |7
+ pill foll 2 lloll 2 + pall fall L2 |0 ] 22 + pull fsl 2 [|wl| 2 + Y10z || 22 ||| 22
+ o1l @l 2 (| fill 2 + o2l |2 || f3ll 22 + pr W 22| f5]] 22

Pela defini¢do da norma | - |3 conclui-se que

pLll@lz2 + P2l W72 + prl W72 < Kll + 4 + lwlZ2 + kollwe — lp||72 + blle ]2
+ (4p1 + 202) [ F3|U 3 + 3110z 22 |U 51

Pela equivaléncia das normas || - |3 e | - |3, deduz-se que

pil| @172 + pol| W72 + pr W72 < kllo 4+ ¢ + lw||72 + kollwe — Lp||72 + bl |7
+ (4p1 + 202) | Fllal U2 + e |0l 221U 24,
—_—

11

onde c € a constante proveniente da equivaléncia mencionada. Deste modo, aplicando a desi-

gualdade de Young em 7; e notando que

pill@IZ + pall Nz + oW 72 = U5, = 0llvallze — llos + ¢ + lwllZe — Kollws — lpll7:

= 61,
resulta que
1
SO < 2klp + ¢ + w7z + 2kollws — lpll72 + 26l1ellZz + (401 + 202)* [ F 21U |3
ey gl
+ S0 + Lol

Assim, aplicando a desigualdade de Poincaré no dltimo termo e, em seguida, usando o Lema

obtém-se

1
§||UH?H < 2kll¢ + b + lwl[7> + 2kollws — lpll7> + 2b[100s 72 + (41 + 2p2)¢ | F ll3l| Ul
2

mesy
Fl»||U PN F U2
L M Ly e S T

me~?

Portanto,

U135, < Clig + ¥ + lwlfz + Cllw, = lell72 + Cllvellz2 + CIF |l
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onde

. 2 2
C = 2max { 2k, 2ko, 2b, +(4p1 + 2p2)c* + mey + 23
2ky ky

Segue-se do Lema que existe uma constante Cy > 0tal que

1— =
ko

10113, < Gy <B2

E|? - -
+ 1) oz + ¢ + lw||72 + CL[| | 12]|U]l + Cil| Fll3||U |5

+ G| @72 + Cille 2.

Segue-se do Lema que existe uma constante C, > 0tal que

2

ok

U1, < G <62 ;
0

+ 1) 0w + 0 + twlfF2 + Colko — k) [[wll2llps + ¢ + bl 2
+ Col| |2 U3 + Coll Fllacl| Ul + Coll F I3, + CollthallZ-.

Segue-se do Lema que existe uma constante Cs > 0 tal que

2

k
1— =

1U115, < Cs (52 2
0

+ 1) |z + ¥ + lwuiz + ég(ko — E)||w||rz|lpzs + ¥ + lw)| L2
+ G392 |U s + Csl| Fllc|U s + Csl| F I3, + Csl[ |35

Segue-se do Lema que existe uma constante Cy > 0 tal que

2

U113, < CuB? |1 — T e + 1 + lwl|72 + Ca(ko — k)|Jw]| 2|0 + ¥ + lw]| 12 + Cal| V|13
~ bpl 2 ~ ~ ~
+ Cy3? = 7 19122 + Cal| 9| 22 ||U |2 + Call Flll| Ul + Cal| F I3,

Segue-se da desigualdade de Young que existe uma constante Cs > 0 tal que

2

10117, < G562 s + 0 + LwlfF2 + Cs(ko — k) l[wll 2l + ¢ + Ll 2

1— =

ko
bor
2 P2

2

+ G587 1[I + G5l I3, + Csll Pl

Segue-se do Lema que existe uma constante Cs > 0 tal que

2
U3, < Cop® |1 = T| ety lwl[zz + Co(ko — k)l[wllr2lle + 1 + fw]| 2
~ bpl 2 ~ ~ ~
+ Cof8” | == = 2| 1152 + GllFIl5, + Coll6a ] 21Ul + Col F o |U [l
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Segue-se da desigualdade de Young e do Lema que existe uma constante C; > 0 tal que

2

U113, < C7p° e + 4 + lwl[Z2 + Crlko — k)l[wll 22l gz + 4 + lwl| 2

1— =

Ko
bor
2 P2

2
+ G5 1122 + CoI I3, + CrllE Nl 50

Segue-se da desigualdade de Young que existe uma constante Cs > 0 tal que

2
U3, < CsB% |1 — T oz + ¢ + lw||72 + Cs(ko — k) |Jwl| 2|l ¢a + ¢ + lw]| 2
- bpl 2 .
+ Cyf3? - 107> + Cs||F I3

Como bp; = pok e k = ky, resulta que
1AL = A)7'Flla = [Uls < \/ Csl| Flla-

Como F € Im(A — A) = D ((M — A)™') foi tomado arbitrério, conclui-se que existe uma
constante positiva C' = v/Cy tal que

IAM = A) ' Flly < C||Fllu Y FeD((M—A4)7"),
de onde segue que ||(A\] — A)~"||; < C. Tendo em vista a escolha do ), isto acarreta que

1GBI = A) e = (M = A) Y|z < C,

para todo ( € R satisfazendo || > max {1, ko, 2’;01l2 } Deste modo,

ml‘i_m 1GBT = A) "Mz < C < o0,

ou seja, o item (i1) também se verifica. [
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4 SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO NAO LINEAR

O objetivo deste capitulo é estabelecer existéncia e unicidade de soluc¢ao global para o

problema
P1Ptt — [0-<<)0$7 ¢7 w)]$ - kol(wI - ZSO) - 07 (41)
prwy — ko(wy — 1p)s + k(v + ¢ + lw) =0, 4.3)
et - klea:x + mwta: = Oa (44)

com condi¢des de fronteira
e condi¢des iniciais

90(0’ ) = ¥o, 90t<07 ) = ¥1, w(()? ) = 77@0, ¢t(07 ) = ¢1’

(4.6)
UJ(O, ) = Wo, wt(oa ) = Wy, 0(07 ) = 907
onde o : R* — R é uma funcdo de classe C* satisfazendo
0'21(21,22,23) > ﬁ > 0, V(Zl,ZQ,Zg) ERS; (47)
0,,(0,0,0) = 0,,(0,0,0) =k, 0,(0,0,0) = lk; (4.8)
Oz (0,0,0)=0, rj=1,23. 4.9)

Como anteriormente, todos os coeficientes do sistema sdo constantes positivas. Note que se o
for dada por o(z1, 22, 23) = k(21 + 22 + lz3), entdo o sistema ndo linear (4.1)-(4.4) reduz-se
ao sistema linear estudado no Capitulo 3] Um exemplo de func¢o ndo linear satisfazendo as
condi¢des exigidas (com [ = k) é dado por

2

o(z1,29,23) = 21 (k: + %) + 29 (k +1n (1 + z%)) + ksen(lz3).

A fim de resolver o referido problema, serd necessario impor algumas condi¢des sobre os dados

iniciais. Para tanto, defina

Vj = (ag(p(ov)vagw(ov)781211)(07))7 .7 = 07172737
¢ =96(0,-), j=0,1,2,
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onde V0, V1, 9° sdo dados pelas igualdades em (4.6) e V2, V3, 6%, 62 sdo calculados recursiva-
mente (em termos de V', V! e 0°) através das equagdes (4.1)-(4.4). No que se segue, assumi-se
que

V7e (H>79(0,0) N Hy(0,0)) x [(H*7(0,0) N H(0,0))], j =0,1,2;
V3 e [L2(0, 0 9uty, aw; € Hy(0,0), j=0,1; (4.10)
67 € H*7(0,0) N Hy(0,6), j =0,1; 6% € L*0,¢).

4.1 EXISTENCIA LOCAL

O objetivo desta se¢do é demonstrar que o problema (4.1)-(.6), sob as condi¢des ({.7)-
(4.10), possui uma tnica solugao local, ou seja, uma tnica solugdo definida sobre um intervalo
limitado (0, 7") (tal solugéo sera estendida ao intervalo (0, co) na Secéo (4.2)). Para este prop6-

sito, o método do ponto fixo serd utilizado. As seguintes notacdes serdo empregadas:

V = ((P,w,UJ)p V= (@7¢7w)7 V= <¢7¢7Aw)7 4.11)

7z = (gpz,@/),w), Z = (95957?;,@)7 Z = (@Iad)?w)

Além disso, T' < oo representard um nimero real positivo e, para um espaco normado H, o

produto cartesiano [LOO (O, T:H )} ? serd representado por L>° (0, T H ) e munido com a norma

HVH%OO(O,T;H) = HSOH%OO(O,T;H) + HwH%OO(O,T;H) + HwHQLOO(O,T;H)'

Seja Y o espaco formado por todos os vetores (\7, 0~) tais que

V eL>®(0,T; H'(0,0)), V,eL>(0,T;L*0,¢)),
0 € L=(0,T;L*0,0)), 6, € L*(0,T;L*0,0)).

Considere em Y a métrica 4 dada por

1
((V,0),(V.0) = > _10/(V = V)lEworize) + Ve = VallEe o122

J=0

+ 1|6 — QH%OO(O,T;L?) + (|0, — QIH%?(O,T;LQ)'
Lema 4.1. O espaco (Y, d) é completo.

Demonstraciio: Considere uma sequéncia de vetores y™ = (cp(”),w(”),w(”),&(")) €Y. Su-
ponha que (y™) seja uma sequéncia de Cauchy. Entdo, (™) e (gogn)) sdo sequéncias de
Cauchy em L*° (0, T; Hl(O,E)) e L™ (O, T; LQ(O,E)), respectivamente. Do fato dos tltimos

dois espacos mencionados serem completos, resulta que existem ¢ € L™ (O,T; H 1(0,6)) e
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® € L>(0,T; L*(0,0)) tais que

S0(”)_>90 em LOO(O,T;Hl(O’@)’
o =@ em  L*(0,T;L(0,0)).

Tendo em vista que
L*(0,T; H(0,0)) < L>(0,T; L*(0,£)) — L*(0,T; L*(0,0)) = L*(Q) — D'(Q),
onde Q) = (0,7") x (0, ¢), conclui-se que

P = em D(Q),
o 5 d em D'(Q).
Pelo Proposicao e pela unicidade do limite, conclui-se que p; = ¢ € L™ (O, T; L*(0, 6))

Um argumento inteiramente andlogo mostra que existem ¢, w € L™ (O,T; H 1(O,E)), com
Yy, wy € L(0,T; L*(0,0)), tais que

™ =y em L*(0,T;H'0,0)), w™ —w em L>(0,T;H0,¢)),
Wy em L2(0,T;L20,0)),  w™ —w, em L%(0,T;L*0,0)).
Ainda de (y™) ser de Cauchy em Y, resulta que (/™)) é de Cauchy tanto em L*° (0, T; L(0, ()
quanto em L? (O, T; H'(0, E)) ambos completos. Consequentemente, existem 6 € L> (07 T; L*(0, 6))
e© € L*(0,T; H'(0,0)) tais que
0" — 0 em L>*(0,T;L%0,¢)) < L*(0,T; L*(0,0)),
0" -0 em L*(0,T;H'(0,0)) — L*(0,T;L*(0,¢)).
Da unicidade do limite em L?(0,T’; L*(0,¢)), deduz-se que § = © € L?(0,T; H'(0,¢)). De

todas as convergéncias mencionadas, conclui-se que (y™) converge para (i, 1), w,0) em Y.
Logo Y é completo. ]

Agora, dada uma constante M > 0, defina X (M, T') como sendo o conjunto de todos os

vetores (V, §) que satisfazem

(@ oV € L=(0,T; H*(0,0)), j=0,1,2,3;

(b) &6 € L=(0,T; H*77(0,0)), j=0,1;

() 920 € L=(0,T;L2(0,0)), 920, € L*(0,T; L*0,¢));

(d) (B(t),Pu(t), w,(t),0(t)) € [HI(0,£)]* para todo t € [0,T7;

) HV()=VI j=0,1,2
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(f) 9/0(0) =67, j=0,1;

@ lIVIIF + ll6)3 < M?, onde

3
‘HV‘H% - Z ||agv||i°°(0,T;H3*j)

Jj=0

1
16115 = D 1187611 < o7,z05-5) + 197011 00,712y + 105021 Z20,:12)-

j=0
Lema 4.2. O espaco X (M, T) é um subespaco fechado de Y e, portanto, é completo.

Demonstracio: E imediato que X (M, T') é um subespaco de Y. Para ver que ele é fechado,

considere uma sequéncia (V™ () em X (M, T) tal que
(V™ g™y 5 (V,8) em Y. (4.12)

No que se segue, serd mostrado que (V,0) estd em X (M, T), ou seja, que (V,6) satisfaz as
condi¢des (a)-(g) da definicdo de X (M, T).

Verificacao do item (a).

Seja j € {0,1,2,3}. Pelo item (g) da definicdo de X (M, T) e pela Proposigdo

conclui-se que
(0]3™) élimitadaem L>(0,T; H*7(0,0)) = [L*(0, T3 [H*7(0,0)])]'.

Assim, pela Proposicao , existem uma fungio ®, com &/® € L™ (0, T; H379(0, é)), e uma

subsequéncia de (85 ¢(™), que continuaré sendo representada por (ag @), tais que
A 2 9le em L>®(0,T;H*7(0,0)) — L>=(0,T;L*(0,0)). (4.13)
Por outro lado, da convergéncia e da definicdo da métrica 4 resulta que
¢ — ¢ em L>(0,T;L*0,()).
Como convergéncia forte implica em convergéncia fraca estrela, entdo
P ¢ em  L™(0,T;L%0,0)). (4.14)

Da convergéncia (4.13) com j = 0, da convergéncia (4.14) e da unicidade do limite fraco estrela
em L= (0,T; L*(0,()), segue-se que ¢ = & e, por conseguinte, 3} € L>(0,T; H>79(0,()).



70

Um argumento inteiramente andlogo mostra que as funcoes 1/; e w também satisfazem 8tj 1/;, (9? w e
L>(0,T; H¥79(0,¢)). Logo, o item (a) da defini¢do de X (M, T) se verifica.

Verificacao dos itens (b) e (c).

Seja j € {0, 1}. Pelo item (g) da definicdo de X (M, T'), conclui-se que

(8/6™)  élimitadaem L*(0,T; H*79(0,¢)) = [L*(0,T; [H*(0,0))],
(9260™) ¢ limitada em L>(0,T; L*(0, )) =~ [L*(0,T; L*(0,0))],
(020™)  élimitadaem L2(0,T;L*(0,¢)).

Assim, pelas proposi¢des[2.9)e [2.12] existem uma fun¢do ©, com
010 € L=(0,T; H*7(0,0)), 00 € L=(0,T;L*(0,¢)), 970, € L*(0,T;L*(0,0))
e uma subsequéncia de (8/0(), que continuaré sendo representada por (9/6("), tais que

910" = 0] em L*(0,T;H*(0,0)) — D'(Q),
020" 5 920 em  L*(0,T;L(0,0)) — D'(Q), (4.15)
020 — 920, em L*(0,T;L*0,0)) — D'(Q).

Por outro lado, da convergéncia (4.12) e da defini¢cdo da métrica &, resulta que
0" =6 em L>(0,T;L%0,0)) = D'(Q)

c, consequentemente,
6" 29 em D(Q). (4.16)

Da convergéncia (4.15) com j = 0, da convergéncia (4.16) e da unicidade do limite fraco estrela

em D'(Q), segue-se que f = O e, por conseguinte,
810 € L>=(0,T; H>9(0,0)), 820 € L>=(0,T; L*(0,0)), 820, € L*(0,T;L*(0,0)).
Logo, os itens (b) e (c¢) da defini¢do de X (M, T') se verificam.
Verificacao do item (d).
Seja t € [0,T]. Da convergéncia (@.12), conclui-se que

16" — Gl 2oz = 0
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de onde segue que
S5(”) N ()5 em L2(O,T, H1<07€>)

Por outro lado, como (¢™)) ¢ uma sequéncia limitada em L*(0,T; H} (0, ¢)), conclui-se que

existe ¢ neste ultimo espaco tal que
P —~ & em L*(0,T;Hy(0,0)) — L*(0,T; H(0,)).

Das duas dltimas convergéncias e da unicidade do limite fraco em L2 (O, T; HY(0, 6)), resulta

que » = @ e, por conseguinte, p(t) € H}(0,¢). Um argumento inteiramente andlogo mostra
que P, (1), 0, (1), 0(t) € HL(0,¢).

Verificacao dos itens (e) e (f).
Seja j € {0,1,2}. Segue-se do que foi visto na verificagio do item (a) que
AR =0, oG S 9T em L%(0,T;L2(0,0)),

ou seja,

[ ([ aeramo )i [ ([ orote.ame ) a
/OT (/OZ M (t, 2)ma(t) dx) dt — /OT (/OZ OBt )ma(t) da:) i,

quaisquer que sejam 7,7, € L' (O,T; LQ(O,K)) (ver exemplo 5, paginas 501-502, em [7]).

Assim,

[ ([ ottt an)utey i~ [ ( [ otote.arote) ) a,
/OT (/Oé @Mt x)p(x) d:c) n(t) dt — /OT (/05 N p(t, z) () dx) n(t) dt,

para toda fun¢do ¢ € L*(0,¢), onde n é uma funcdo em C'([0,T]) que satisfaz n(0) = 1

(4.17)

e n(T") = 0 (de fato, basta tomar 7;(t) = n:(t)o e n2(t) = n(t)¢). Integrando por partes,

conclui-se que

/OT (/OE NG (t, 2) () d:r) n(t) dt = — /Ogﬁfsé(”)(o,x)gb(x) dx
- /OT ( Oeafsfj(”)(tax)ﬁb(fﬁ) dw) m(t) dt
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/OT (/0Z N p(t, ) () dx) n(t) dt = — /Oéazﬁ(o,x)qﬁ(x) do

- [ ([ wstanroe) a)ui

Das duas ultimas igualdades e de (4.17)), deduz-se que

Y/ Y/
/ 815" (0, 2)(x) dx — / 5i5(0,2)6(x) dz, ¥ ¢ € L2(0,0),
0 0

ou seja,

e (0,x) = 0{3(0,2) em L*(0,0).
Por outro lado, /3™ (0,z) = &/ ¢(0, z) para todo n € N. Assim, em virtude da tltima con-
vergéncia, resulta que &/ $(0, 2) = 0/ ¢(0, z). Um argumento inteiramente andlogo mostra que
HN(0,2) = 3p(0,x) e dw(0, z) = & w(0, z). Portanto, o item (e) da defini¢io de X (M, T)
se verifica. Um argumento similar, usando o que foi visto na verificagdo do item (b), mostra

que o item (f) também se verifica.
Verificacao do item (g).

Basta observar que

VIR + 16015 < L (V1T + 16)13) < lim M = M2,

o que conclui a demonstragao. ]

Teorema 4.3. Se valem as condicoes e (4.10), entdo existe T > 0 tal que o problema
- 1)-(.6) possui uma iinica solugdo local U = (p, ¢y, 1, Yy, w, wy, 0), definida sobre [0, T),

satisfazendo

2
(.9, w) € () C7([0, T, (H*(0,0) N Hy(0,£0)) x (H*79(0,£) N H(0,£))*) N C3([0,T], L*(0,£)*)
j=0
1
0 () C([0,T], H*(0,0) N Hy(0,£)) N C* ([0, 7], L*(0, ),
j=0

com Y, (t), wy(t) € Hi(0,0) para todo t € [0,T] e 976, € L*([0,T], L*(0,)).
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Demonstracio: Seja (V,6) € X (M, T). Tomando

o, (2 b k
Cn:M 022:—, C33:—07

Y

P1 P2 P1

Cra = Ci3=Cy = Cy = C3 = U3 = 0,

1 ~ o~ ~ - -

fi= (20 + 0ul(2)ie + hal(n ~ 19))
1 . - ~ 1 _ S N
fo= (Kt b 10) £00).fy= - (RiG+ + 0) + ol )
e escrevendo (Uy, Us, Us) = (¢, 1, w), resulta do Teorema[2.82|que o problema

P10 — O (2)0uw = 04 (Z) 0 + 0u(Z) iy + kol(i0, — 1@) em  (0,T) x (0,£) (4.18)
Pty = Wouw = —k(Gy + 0 +10) =20, em (0,T) x (0,4) (4.19)
pry — kowsy = —kl(Pe + 0 +10) = kolp, em  (0,T) x (0,4)  (4.20)

com condi¢des de fronteira
90('7 O) = 90('76) = ¢x(’ O) = wﬂ:(?@ = wx('» O) = wx('?@ =0 (4.21)
e condi¢des iniciais

90(07 ) = ¥o, Spt(()v ) = ¥1, ¢(0> ) = @Z}o, ¢t(07 ) = 77Z)17

(4.22)
U}(O, ) = Wo, wt(oa ) = w1
possui uma tnica solucdo (¢, 1, w) satisfazendo
8l € C°([0,T), H7(0,6) N Hy(0,0)), j =0,1,2;
O, ofw € C°([0, T, H¥(0,0) N HL(0,0)), j=0,1,2; 423

%(t)a w$<t>7 1/}t$(t)7 wtﬂﬁ(t) € H&(07€)7 te [07T]’
B0, 004, 0w € C°([0,T7, L*(0,0)).

Analogamente, tomando
a = kl) g = _m¢t$
no Teorema [2.83] onde ¢ é a funcdo dada pela solugdo do problema (.18)-(#.22), conclui-se

que o problema
0 — k10p0 + miyy, =0 em  (0,7) x (0,4),

0(,0)=0(-.0)=0  em [0,7T), (4.24)
6(0,-) =6 em (0,¢),
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admite uma tunica solucao ¢ satisfazendo

8]0 € C°([0,T], H*77(0,€) N Hy(0,0)), j =0,1;

(4.25)
970 € C°(0,T1,L*(0,0)); 070, € L*(0,T; L*(0,0)).

Pode-se, portanto, definir uma aplicagao

B:X(M,T) —Y
(V.0) —s B(V,0) = (V,0),

onde V' € a solugdo do problema (4.18])-(4.22) e 6 € a solugdo de (4.24). O passo seguinte serd
verificar que, para 1" suficientemente pequeno e )M suficientemente grande, a aplicagdo B sa-

tisfaz as hipéteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
() O conjunto X (M, T) é invariante sob B.

Basta verificar que os itens (a)-(g) da definicdo de X (M, T) sdo satisfeitos pelo vetor

B (f/, 9~) = (V,0). Os itens (a)-(d) seguem-se diretamente de li e |b Os itens (e) e (f)
seguem-se do fato de V' satisfazer o problema (4.18)-(4.22) e de 0 satisfazer o problema (4.24]).
Para verificar o item (g) note que, pelo Teorema [2.76]

Assim, existe uma constante ¢ tal que || - || < ¢o|| - ||z Utilizando esta constante, defina
p=max  sup o (2))

I |l2llgs <coM

vy = max sup |0'sz1~ (2)‘7
T |zllgs <200M

I8 |z gz <coM

onde || - ||rs representa a norma do méximo em R? e j, 7, s variam em {1, 2, 3}. Note que, como
(‘7’ é) E X(M7 T)’

() los < col|Ba(t, ) < collallpeorsmy < col V|11 < o,
t,)loo < colld(t, )| < COW||L°°(0,T;H1) < cof|[Vlx € coM,
t, Moo < coll@(t, )i < col|@| ooy < ol |V < oM.

Como consequéncia, ||Z]||gs < coM < 2¢oM. Deste modo, as derivadas de primeira, segunda

e terceira ordem de o (no ponto Z(t, x)) podem ser estimadas, respectivamente, por vy, V5 € V3.
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Escrevendo |p(t, z)| = |p| conclui-se ainda, pelo mesmo argumento ji empregado, que

|95t|> |7;t|> |lbt‘v W;a:’a ‘w:c|7 ’@toc|> ’wtx|> |7;tx|7 ’@xz‘a Wzm‘a |wxa¢| < COM'

O préximo passo serd estimar || V]|, e [|0||2. Para obter tais estimativas, serd necessdrio estimar

as derivadas de primeira, segunda e terceira ordem das fungdes ¢, ¥, w e 6.
Estimativa das derivadas de primeira ordem de ¢, v e w.

Multiplicando (4.18)) por ¢, e integrando sobre [0, /] resulta que

1d [*

¢ ¢
—— pl\gotIQ dx — / O (Z) paaipr dx = / hip; dx (4.26)
2dt J, 0 0

onde Z = (pg, 1, W) € hy = 04(Z)hy + 00 (Z)0, + kol(0, — 1p). Mas, fazendo integragdo

por partes, conclui-se que

l 5 5 ¢ l d N
) 0prppp do = Z o = e Z d
/0 O-SDI ( )SO Spt X |:O-4Pm ( )QOtQO :| 0 /D QO dl’ |:O-<Pz ( )Soti| T
l d 5 l 5
=0-—- /O @x% [U%(Z)} o dx — /0 (,O;CJ%(Z)QOW dx

E, como ; ]
1 ~ ;] 1 N ) R
531 |70 Dlesl| = 5.3 (00 (D] eal + 00, (D)putpun

segue-se que

l B L d B 1 Zd B
Z)uwi0s dx = — — Z do+ = | — | o,2d
/O%z( )Pazpy d /Oso o [%( )} ©t $+2/0 o [%( )] |a|“dz
1d [* N
B Doo.|? de.

Substituindo a dltima igualdade em (4.26)), obtém-se

1d [* . ¢ £ od .
23 | (el 4o Dlenl) do= [ hpide= [ gui[on(D)] 60 do
) (4.27)

¥/
d ~ 2
+§/0 7 [%I(Z)] 2| da.

Observe que
(] < Jow(2)| e + low(2)|[z] + koll D, | + kol?|2]
< || + valde| + Kol .| + kol*|@|
< coi M + cory M + cokol M + cokol>M = J, M,



onde .J; = 2cov1 + cokol + cokol?,

d

i [ow(2)] ] < 10pue (D)[Basl + 100 (2) 1] + o 2) i

S V2‘¢zm| + V2’1;m| + V2|7“D$|
S Col/QM + Col/QM + C()VQM = JQM,
onde Jy = 3cgin €
d . o - o
o0 2)]| < 0 D160+l DN + 0l D)1

< vs|Gral + volth] + val ]
S COVQM + CQVQM + CQVQM = JQM

Assim, de (4.27) deduz-se que

1d l 5 0 0
23 | (ol 4o Dlen) do < [ il o+ 21 [ lenlion da
th 0 0 0

JM [t
e / oul? da
2 0

Aplicando a desigualdade de Young, conclui-se que

1d [* ) . JAM 1 [t JoM [t
La A I2> < _/ 2 / e
2t ), (m!sot\ + 00, (Z)|pal”) dv < —5—+ 3 i |al” d + =5 i |pal” da

JoM ("
+ 22 [ (jouf + loiP)
0

€, portanto,

d [* >
i | (pledma)P + o, (Zra)lea(r,)P) de < S0
0

+ (1 +3JoM) /04 (\got(T, 2)|? + e (T, x)\z) dx

76

para todo 7 € [0, 7. Integrando a tdltima expressdo de 0 até ¢ € [0, T, com respeito a varidvel

T, resulta que

[ (o0 + 0,202 leult, ) do < B1(0) 4 [ i

(14 31,M) /Ot /Oé (ler(r. )P + lia(r,2)?) da dr.
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onde
4
B0 = [ (nler0.0F + 0 (Z(0.0) 0.0 do.

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,

/e (|sot(t,w)|2 . m(t’x)'Q) i < EL(0) + JEM*(T ((1 - 3J2M)t) |

min{plv 5} min{pla 6}
Assim, para
: 1 min{p,, 5}
T < =T
. { TEM2T 1+ 31,M :
obtém-se

Ei(0)+1

ox B (E1(0) + 1)e _
min{py, 5}

p(l) = = M.

t, )2 ot )]72 < ‘min{p,. BY
e (t, ) z2 + loe(t, )][z2 < min{p;, 5}

Tomando o supremo na desigualdade acima, com ¢ variando em [0, 7|, conclui-se que

leellZoe o.ir2) + 190l T 0.2y < M. (4.28)

Agora, multiplicando (4.19) por v, integrando sobre [0, /] e fazendo integragéo por partes

resulta que
1d [*

l
ia 2 2 <
s | (ol +00u) do < [ hall e

onde hy = —k(P, + D+ lw) — 70,. Assim, como \ho| < (2k + Kkl + )coM, segue-se da
desigualdade de Young que

d l Y/
pn (pzyzm? + b\wz|2> dr < (2k + kl + )3 M>( + / [ ]? da
0 0

¢
< (2k + Kkl +7)* g M0 + / (I%IQ + |wzy2> dx.
0
Integrando a ultima expressdo de 0 até ¢ € [0, T, resulta que
¢
/ (olt(t @) + blua(t,2) ) da < E5(0) + (2K + KL+ 7)2cEM2(T
0

+ /Ot /04 (Wt(T, 2) ]2 + | (T, :U)|2) dz dr,

onde

50) = [ (0.0 + 502 0,)F) d
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Portanto, pela desigualdade de Gronwall,

4
/0 (th(t,x)IQJr !%(t,x)IQ) dr < E»(0) + (2k+kl+7)zch2eTe p( t )

min{p,, b} min{ps, b}

Assim, para
1

i bt » =T
O kil + y)pc g e }} 2

T<min{

obtém-se .00 .
E0)+ e 0 (4.29)
min{ s, b}

Por fim, multiplicando (4.20) por w;, integrando sobre [0, /] e fazendo integra¢do por

Hth%OO(O,T;L% + ‘|¢$|’%°°(O,T;L2) <

partes resulta que

1d [* ) ) ¢
el prlwe|” + k wx>dx§/ hs||wy| dx,
2dt/0 ( 1’ t‘ 0‘ ’ o | 3” t|

onde hy = —(kl + kol) @, — klth, — klI%w. Assim, como || < (2ki + kol + kl?)co M, segue-se
da desigualdade de Young que
d 4 4
— (p1|wt|2 + ko\wm|2) dz < (2Kl + kol + KI2)22M2( +/ <|wt|2 + |wm|2) dz.
0 0
Integrando a dltima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de

Gronwall, resulta que

/e <|wt(t P + o x)|2> e < E3(0) + (2Kl + kol —|—kl2)2ch2€Te ( t )
0

min{p1, ko} m
onde ,
E5(0) = /0 (o110, )1+ olus(0.2)]) de
Assim, para
I {mm{pl’ b k! +1kz2)2ch2e} =1
obtém-se

E3(0)+1
EsO) + e (4.30)
min{py, ko}
Estimativa das derivadas de segunda ordem de ¢, 1) e w.

Hwtm:oo(o,T;L?) + waH%N(O,T;LQ) >
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Derivando (4.18)) em ¢, multiplicando por ;; e integrando sobre [0, ¢] obtém-se

4 [ el e [ (502 punn o [ 00Dt
Sdt Pl Pre|” ax di O, PaaPit AT ; Oy, PtaaPit AT

td
_ / =l dr,

Mas, fazendo integracao por partes, conclui-se que

(4.31)

L B B ¢ l d
/ 0, (Z)Practpr dv = [UWI(Z)SDttSOtx]O _/ Sotacd [U@Z(Z)Sptt] dx
0
14 d B l B
~0- [ putlon Dlowds - [ puon(Dpu da
0 0

E, como p
~ 1
06, (2)|wal*] = 5

5 7100 (ONlewl’ + 00, (2)prapra

N | —
SRS

segue-se que

4 B l d 1 4 d B )
. O (Z)Praspu do = — : @tw@ [U%(Z)] Py dx + % [Uwz(z)} | o1z | “d
1d [* -
-5 | o Dleul da

Substituindo a tltima igualdade em (4.31)), obtém-se

LT (end + 0 Dipul) o= [ 2 [0,2)] ucind
2dt 0 P1|Ptt Oy, Pta T = o dt Oy PrxPtt AT

, (4.32)

1 [td . ‘£ od > d
+ 5/0 dt [U%(Z)} |ptal® da _/0 Sptx% |:U<PI(Z):| Pt d:v+/ dt[h 1] pre de.

Observe que

% [%@)H < M, ‘d% [aw@)]’ < LM,
€
‘%[hl] _ % @(Z)} Bo + 0 (2)r + % [aw(Z)] Wy + (21 + Kol (g — 15,)

S JQMC()M + V1|77/~th| + JQMCOM + V1|1Z)t$| + k?()lCOM + k’olQCOM
= 2601]2]\42 + V1|12thx‘ + V1|?I]t1‘x‘ + J3M
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onde J5 = cokol + cokol?. Assim, de (4.32) deduz-se que

1d
2dt

V4 B V4 JQM l
(sl + oo (Dleul) do < 2 [ lowlipul do+ 25 [ o da
0 0 0
¢ ; ¢
+ JzM/ |Otal[n| da +/ 2COJ2M2|(Ptt‘ dz + Vl/ (Vtaa|[Pue] d
0 0 0
¢ )
-+ 7/1/ |U~}tmm||§0tt| dﬂ? +/ JgM’gOtt| d.T
0 0

Aplicando a desigualdade de Young resulta que

1d

Jo M
T (ool + on (D leul?) do < 22 [ (1ol + o) da
0
JoM -
+ = / “PmF + “Ptt’2> dx+20(2)J22M4€+ 5/ “Ptt|2 dx + —1|th(ta )H%2
0 0
‘ ¢ 2
v 28 v J2 M E
e T
0 0
€, portanto,
d [* 2 Z 2 2 727 74 27 72 T2
at (P1|S0tt| + 00, (Z)|ptal > dr < dcgJ; M7+ J3M €+V1H¢th”L2(0,T;L2)
0
(4.33)

L
+ vl @aalli20.2) + (32M + 201 +2) / (102l + ol + loul?) do
0

Multiplicando (4.18)) por —¢y.., integrando sobre [0, /] e usando integragdo por partes resulta

que
Ld | |d+/£ (2) d /éd[h] d
T X Oy, zxPter AT = - z AT.
Zdt pl SDt P SO Spt 0 dﬂf 180t
Mas, como
1d 1d

- 2 7
5o |00 (2)ewl?] = 52 |00 (D) 10wl + 00 (2)Praprae,
segue-se que

L (oloul +0n Do) dr = [ Lo e = [ Lo 2)]fpral o
9 dt o P1|Ptx Uapz Pz - o dx 1Ptz 9 o dt O-(Pz Prx .

E, uma vez que

d
%[hl]

S 260<]2]\42 + V1|1/~Ja::cz| + V1|'J)a:a:z| + J3M
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conclui-se que

d [* - -

it <P1|‘Ptm’2 + Usaz(Z)lwxocP) du < 40(2)J22M4€ + J??Mzg + VlH@Dx:cxH%?(O,T;L?)
0

(4.34)

4
+ Wl @aaallz20:02) + (31 +2) / (192l + lpul?) da.
0

Somando (#.33) com (@.34)), obtém-se

d [* ~ ~
at <P1|<Ptt|2 + (0-<P:c(Z> + p1)|90tm|2 + Ugax(Z)|§0m|2> dr < 8CSJ22M4€ + 2J§M2£
0

£
+ 4I/1M + (3J2M + 5V1 + 4)/ <|90x:v|2 + |90tx|2 + |90tt|2> dx.
0

Integrando a ultima expressdo de 0 até ¢ € [0, T'], resulta que
¢
min{p1, 5} / (Iput ) + ot ) + [pa(t, 2)) do < Ei(0)
0
+ (82 JZM™ 0 4 2J2M?0 + 4v, M)T

t pl
+<3J2M+5V1+4>// (1227, 2) 2 + lua(, @) 2 + pulr, ) 2) d i,
0 JO

onde

¢ ~
EA(0) = / (1leu(0, @) + (0. (Z(0,2)) + po)lpua 0, 2) )
l
+ [ 0 20.0)lur0.0)F o

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,

l
| (leut. o) + ot o) + loun(t.)?) da
0
< Ba(0) + BGEM Y + 2J5M0 + 4 M)T ((3J2M + 501 + 4)t>
N min{pla 6} P min{pb B} '

Assim, para

. 1 min{p;, 8}
T < =T,
o { 82 JZMA( + 2J2M20 + din M’ 3JoM + b1y + 4 :

obtém-se

E40)+1)e
[paell7, o1;r2) T [ or;r2) T o2z ll7 (0,7;L2) = min{p1, B} 4 ( )

Agora, derivando (4.19) em ¢, multiplicando por v, integrando sobre [0, /] e fazendo
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integracdo por partes resulta que

1d [*

5% ; [hZ] |¢tt| dx

¥4
d
2 2 <
<p?|'¢}tt’ + b|1| > dz _/0 i

Como

d
0] < R,

segue-se da desigualdade de Young que

d [* ¢
= | (palul® + blea?) da < (2K + ki +5)2c M0+ / (1l + [Yeal?) . (4.36)
0 0

Multiplicando (4.19) por —t),., integrando sobre [0, ¢] e fazendo integragdo por partes resulta

que

LT (el ) o < [l 4
9 dt o P2|Vtx TT T > o dx 2 tz| AT
Assim, como
d
Iz [ha]| < (2k + Kl +v)coM,
segue-se da desigualdade de Young que
d ¢ 4
7 (pzwthQ + bywmﬁ) dr < (2k + Kkl +v)?cA M0 + / i) da. (4.37)
0 0
Somando (#.36) com @.37)), obtém-se
d ¢

i (p2|¢tt|2 + (p2 + b)Y |* + b|2/1m|2) dr <22k + kl + 7)203M2£
0

-/ (10 + 4l + )

Integrando a dltima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de

Gronwall, resulta que

l
/(; <th(tal’)|2 + ’wtz(taxH? + ’wmz@ax)‘Z) dx

< E5(0) +2(2k + kI + V)2 AMHT . t
- min{py, b} min{py, b} )’

onde
¢
B0 = [ (rlta(0.2)F + (a4 Dl 0.0 + Blts(0,0)) o

Assim, para
1

Okt T v)%%M?é} =

T < min {min{pg, b}, 5



83

obtém-se

(B5(0) + e _

= Ms. 4.
min{p, b} ° (4.38)

||¢tt||2Loo(o,T;L2) + ||¢t56||%°°(0,T;L2) + ||¢m||%oo(o,T;L2) <

Por fim, derivando (4.20) em ¢, multiplicando por wy, integrando sobre [0, /] e fazendo

integragcdo por partes resulta que

1d [* d
—— h
2dt J, 3

%[ |’LUtt| dl'

0
(il + kafu?) do < [
0

Como

'%[hg] < (2Kl 4 kol + kl*)coM,

segue-se da desigualdade de Young que

d l
il <p1|wtt|2 n k0|wm|2> dz < (2Kl + kol + KI2)2c2M2¢

dt J,
Y4

+/ (\wtt|2 -+ \wm]2> dx.
0

Multiplicando (4.19) por —wy,,, integrando sobre [0, /] e fazendo integrag@o por partes resulta

(4.39)

que
1d [*

d
St ), k)

|wie| dx

4
@mmf+%mmmdxs/
0

Assim, como

Dy

e < (2l + kol + kl*)coM,

segue-se da desigualdade de Young que

d Y4
dt Jy

Somando (4.39) com (4.40)), obtém-se

Y4
(,)1|wm|2 n k0|wm]2> dr < (2Kl + kol + K122 M2 + / wil? dv.  (4.40)
0

d ¥/
il (p1|wtt|2 + (o1 + ko) |wee|? + k0|wm]2> dr < 2(2K1 + kol + kI2)22M2(

l
+/ <|wtt|2 + |wm|2 + |wm|2> dil?
0

Integrando a dltima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
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Gronwall, resulta que

L
| (e o) + s ,0) + aa(t,2) ) do
0
E6(0) + 2(2kl + kol + kI*)?*cAM*(T ( t )

< -
- min{py, ko} min{py, ko }

onde ,
Es0) = [ (mlua(@.0)P + (o1 + k)lwe(0.0)P + koluss(0.2)) de
0

Assim, para
1

T in{py, k e
< {mm{pb 0} 22kl + kol + k:l2)203M2f} 6

obtém-se

(E6(0) + 1)e

——— = Ms. 4.41
min{pl, ko} 0 ( )

”wtt”%w(O,T;L?) + ||wtw||%°°(0,T;L2) + Hwﬂm”%w(O,T;L?) >
Estimativa das derivadas de terceira ordem de ¢, v e w.

Derivando (4.18) em ¢ duas vezes, multiplicando por ¢y, e integrando sobre [0, /] obtém-

Se€

1d [* ) £ £d .
p1’<,0ttt’ dx _/ @ |:USDZ (Z)] PrzxPrrr AT — 2/ % |:0.301(Z):| OreaPrer dx
0 0

24t J,

’ ) ¢ p (4.42)
- / U¢z<Z)90ttxx90ttt dr = / @[hl]%tt dzx.
0 0

Mas, fazendo integracao por partes, conclui-se que

14 N B ¢ L d 5
/ Usox(Z)SDtthOttt dr = |:0-<.0x(Z)90ttt90ttx} - / Ptte [Utpx(z)(pttt] dx
0 0 0 de'

¢ ¢
d ~ -
=0- / SOtm—d |:0<pz(Z):| Prr dx — / Sattx0¢z(Z)90tttx dx
0 X 0

E, como
1d

~ 1d ~ -
5% [0¢I(Z)|90tt:c|2] = 5% [UW(Z)} |90tt:c|2 +0¢I(Z)90ttx90tttx,

segue-se que
14 5 V4 d 5 4 1 d 5 )
; O-cpx(Z>Q0tt:v:c§0ttt de = — ; @ttw% [J%(Z)} Outr dr + ; 5% |:0-<P:c(Z)i| |<Pttx| dx

1d [* -
_§£/0 [U¢Z(Z)|90tt:c|2] dz.
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Substituindo a dltima igualdade em (4.42)), obtém-se

1 d ¢ -~ l d2
5@/0 <p1“10ttt‘2—|—U¢I(Z)|(Pttx‘2> dx:/o Tl dz
& ; Cdr
_'_ /0v % |:O-§0I(Z):| (pxxSOttt dCE + 2 ; % |:O-<PI(Z):| (Ptngottt d,fL' (4.43)
food > 1 [*d .
_/0 90“/%% [Um(z)] O dv + 5/0 7 [U%(Z)] |ua|? da.

Observe que

&> . &? . 22 _
i o] s ] [ ]| < o v
v
d2
T[] < 18usciMP + Geo LM + M.

Assim, utilizando a desigualdade de Young em (#.43)), deduz-se que

¢

d -
E <p1|<pttt|2 + 0-<px<Z)|§0tt:v|2> dx S (18V368M3 + 6JQCOM2 + JlM)2€ + J2M3

0
(4.44)

4
+ 91/363M4 + (91/363M2 + 6J2M + 1)/ <|30ttt|2 + |S0ttx|2 + |S0txx|2) d$
0

Derivando (4.19) em z, multiplicando por —;,.., integrando sobre [0, /] e usando integracdo

por partes resulta que

2

¢ d2 5 4 d B L

E, tendo em vista que

2

—[h]| < 18us@M? + 60 Sy M2 + J1 M,
da? 0

(]

conclui-se que

d [* N
= <p1|gotm|2 n a%(Z)mmP) dr < (1833 MP + 6.JacoM? + J, M)
0

(4.45)

¥/
+ QU2 M + Jo M + (9us2M? + 3J,M + 1) / (\gotm]2 n \gomy?) da.
0
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De {@.44) e (4.43), segue-se que

d [* - -
- (pl\sottt\z + 0o (2)|pual® + p1lrsl® + %Z(Z)IsomF) dr < 18vscgM* + 2J,M?
0

+ 2(18v3cg M? + 6.JocoM? + Jy M )¢

¢
+ (18uscg M? + 9Jo M + 2)/ <|Q0ttt|2 + |pual? + |Ptaa]® + |90mz|2> dz.
0

Integrando a ultima expressdo de 0 até ¢ € [0, T, resulta que

E4(0)
min{py, 5}

t pl
SET K [ [ (lowr )P+ ol o) + s 0) 4 ana(r0) ) do .
0 JO

4
| (ot 0P + o) + st ) + st 2)) do <
0

onde
é ~
E:0) = [ (o0 + 00 (Z0.0)lo0a(0.0)) do
0
l
4 [ (pios0.0)P + 00 (D00l ree(0.0))
0
1
= (1832 M* + 2J, M3 + 2(18u3¢3 M3 + 6 JycoM? + J,M)?(
min{pl,ﬁ}( V3Cy + 2 + ( V3Cy + 2Co + J1 ) )
© 1
K= —— (18032 M? + 9J,M + 2).
! min{p1,5}< S MG +)

Portanto, pela desigualdade de Gronwall,

4
/ (‘@ttt<t7x)|2 + |90tt:v(t7‘r)|2 + |90t:m:<t7 .I')|2 + |901xw(t7 l’)’2> dl’
0

—E7(O) ex
: (min{pl,ﬁ} ”(“T) p(Hat).

Assim, para

1 1
T <min{ —, ————— v =T
{m mm{,ol,ﬁ}Ko} '

obtém-se

||90ttt||%°°(0,T;L2) + ||90tt$||%°°(0,T;L2) + ||90tm||%oo(o,T;L2) + ||90:ca:a:||2Loo(o,T;L2)
- (E7(0) +1)e M (4.46)
<——F——v =M.
min{py, B}

Observacao 4.4. Note que a fungdo ¢ ndo possui derivadas de quarta ordem. Entretanto, é

possivel obter uma sequéncia de fungdes mais regulares {¢, } nen que converge para ¢. Para os
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termos desta sequéncia, os célculos formais efetuados acima se aplicam de onde segue que

s 200 iz + 108 1 0.z + b 2oy + 100 20722y < My

para todo n € N. Resulta disto que tal estimativa também se verifica para a fun¢io ¢, pois

‘|90tttH%°°(0,T;L2) + H@tt:cH%oo(o,T;B) + H@tm”%w(o,T;LZ) + H%m”%w(o,T;Lz)

< lim <||()0§Z)H%°°(O,T;L2) + HSOEZJBH%OO(O,T;LQ) + HSDEZB:”%OO(O,T;B) + ||‘P§CZ)IH%OO(0,T;L2))

n—oo

Isto justifica o procedimento utilizado. Um argumento andlogo serd empregado nas estimativas

seguintes.
Derivando (4.19) em ¢ duas vezes, multiplicando por 1), integrando sobre [0, ] e fazendo
integracdo por partes resulta que

L 2

L (bl ) e < [ |5 g1 ]
th 0 2| ¥ttt ttx = 0 dt2 2 tit
Como

d2

o (2] < (2k + KL+ 7)coM,

segue-se da desigualdade de Young que

d ¢
S| (Pl + D) e < (2K + K+ )22

dt Jo . (4.47)
+/ <|¢ttt|2 + |¢x:va:|2> d!E
0

Agora, derivando (4.19) em x, multiplicando por —;,.., integrando sobre [0, (] e fazendo
integracdo por partes resulta que
d2

E[hz]

1d [*

l

Assim, como
d2
—— [ha]

de S (2]€ —+ kl + ’Y)C()M,
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segue-se da desigualdade de Young que

d 0

at Jo E (4.48)
_'_/ (th’Q + |wttx‘2) dl’
0

Somando #.47) com (@.43)), obtém-se

d l
7 <P2|1/1ttt’2 + b|¢ttm|2 + PQthF + b|1/fa:x:c|2> dr <22k + kl + 7)203M2£
0

4
+ / <|77Z}ttt|2 + |wtt:c|2 + |77Z)taza:|2 + |¢$$J}|2> dSE
0

Integrando a dltima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de

Gronwall, resulta que

L
/O (|wttt(t7 x>’2 + ‘wtt:v(t7x>|2 + |1/}ta:ac<t7x)‘2 + |w:m:x<t>$)‘2> d&?

- E5(0) + 2(2k + kl + ~)?cAM*(T . t
X —_—
- min{po, b} min{py, b} )’

onde

¢
E8<O> = /0 (pQ‘wttt«)u SL’)|2 + b‘wtt:v((l QZ)P + p2|wtzm(07 x>’2 + b|1/}:r:m:(07 1:)|2> dx.

Assim, para
1

=T
(2k + kI + 7)2031\4212} s

T < min {min{pg,b}, 5

obtém-se

||¢ttt”2L°°(O,T;L2) + ||¢ttm||2L°°(O,T;L2) + ||¢t$$||%°°(O,T;L2) + ||¢wa||%°°(0,T;L2)
(B0 (4.49)
= . = 8-

min{p,, b}

Por fim, derivando (4.20) em ¢ duas vezes, multiplicando por w;,;, integrando sobre [0, /]

e fazendo integracdo por partes resulta que

2

d
@[h:ﬁ

1d [*

—— dzx.
2dt ), fwiae] dz

V4
(p1|wttt|2 + k0|wttx|2> dr < /
0

Como
Sl

o [ha]| < (KL + kol + ki%)co M,




&9

segue-se da desigualdade de Young que

d 0

7 <p1]wttt]2 + k‘o\wm|2> dr < (2kl + kol + kI*)2c2M?¢
0

¢
+/ <]wtttl2 + ‘wl‘xx’2) dx.
0

Agora, derivando (4.20) em z, multiplicando por —wy,,,, integrando sobre [0, /] e fazendo

(4.50)

integracdo por partes resulta que

1d ¢ L d2
5% 0 <p1|wth|2 + k0|wx:cx|2> de’ S A ﬁ[hi’)] |wt;m:| dCL’
Assim, como
d2
ﬁ [h3] < (2kl + kol + le)C(]M,
T

segue-se da desigualdade de Young que

d l

p <p1|wtm]2 + k0|wmz|2> dx < (2kl + kol + kI*)*ca M?(
0

l
b [ (el + furf?) e
0

4.51)

Somando (#.50) com (@.57]), obtém-se

d Y4
a (pl\wttt\2 + ko’wth + pl‘wtm’Q + ko\wmx!2> dx S 2(2kl + kol =+ kl2)203M2€
0

l
b [ (w4 Ll + ol + i) do
0

Integrando a dltima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de

Gronwall, resulta que

0
| (.0 + uat 2 + ot (,2) + ast,2) ) o
0

- Eg(0) + 2(2kl + kol + kl?)*c2M?(T t
- min{p;, b} min{p;,b} )’

onde

14
Es(0) = /0 (o1 lie 0,2) 2 + Kol (0, 2) + p [t (0, 2) + ol (0, 2) 2) dar

Assim, para

o 1
1< min {mm{”l’ " SR Tt kl2)2c§M2€} =T
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obtém-se

HwtttH%oo(o,T;m) + HwttIH%OO(O,T;LQ) + HwtimH%OO(O,T;LQ) + szmH%M(O,T;B)
(Eo(0) +1)e M (4.52)
min{p;,b}

Estimativa das derivadas de primeira e segunda ordem 6.

Multiplicando a equagao de (4.24) por 6,, integrando sobre [0, ¢] e fazendo integracdo por

partes resulta que

1d

S k1|9| da:——m/ Vi, dx—/ 10, da.

Derivando a equacdo de (4.24) em ¢, multiplicando por 6,, integrando sobre [0, ¢] e fazendo

integracdo por partes resulta que

th/ |9t|2 dr = —m/ wtmﬁt dr — /{?1/ |0tm| dz.

Derivando a equagdo de (4.24) em =, multiplicando por 6y, integrando sobre [0, /] e fazendo

integracdo por partes resulta que

9 dt/ |9tx|2 dr = _m/ ¢tx969ttx dx + kl/ ecc:rzacett:c dzx.

Multiplicando a equagdo de (4.24) por —6,,.,, integrando sobre [0, /] e fazendo integra¢do por

partes resulta que

1d l 4 4
5& ; k1|9xm|2 dx = —m/ov 1/)m9tm de’ — /0 |6tm|2 dl‘

Somando as dltimas quatro igualdades membro a membro, aplicando a desigualdade Young e
utilizando (4.56), obtém-se

d 16m?2 k
= (]9t|2+k1]9 |2+|9m|2+k1|9m|)dx§( T > M2+ 1/|9m|2

¢
+(2m + 2k, +4)/ (10 + 16217 + [Bes? +160]?) i
0
Derivando a equacdo de (4.24) em ¢ duas vezes, multiplicando por 6y, integrando sobre [0, ¢],

fazendo integracdo por partes e utilizando a desigualdade e Young resulta que

d
dt

4m?>M? k‘
kl‘ettl dx + ]{31/ |0tt$|2 dx < m]{; 1/ |0tt$| dx. (453)
1
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Segue-se das duas ultimas desigualdades que

d

L
p (\9t|2+k1|9 2 R0l + [0ra? + 0] +—/ (Orra|* d

20m? 2 ¢ 2 2 2 2
< (4m + . M?* + (2m + 2k; + 4) (W +10.)° + |01z +|9m\>d:v
1 0

e, consequentemente,

d l
dt

20m?
<19t\2+k1|9 2 4 K 0ul? + 0] + K10 |? ) dz < (4m—|— km >M2

1

l
+ (2m + 2k; + 4)/ <|0t|2 41027 4 04| + |0e]® + |€m|2) dx
0

Integrando ambos os lados da ultima desigualdade de 0 até ¢t € [0, T, utilizando (4.57) e, em

seguida, aplicando a desigualdade de Gronwall, resulta que

4
/ (1000, 2)1 + 102 (8,2) 2+ 100t 2) + Brat, 2) + [0 (8, 0)[)
0

m2
Ero(0) + (4m + 22°) A>T ((2m + 2k + 4)t)
exp s

<
- min{1, ky} min{1, k; }

onde
l
B = [ (10,00 + 18.0.00F +18u(0.0)F + |80, ) + 18.2(0,2) ) d
0

Assim, para

T < mln{ kl mln{l? kl} } = T10

(4mky + 20m2) M2’ 2m + 2k, + 4

obtém-se

101 oo 0 722y + N0sllZoe (0,7:22) + 10t Lo 0 i12) + 162l oo 0 2:02) + N0zallZoe (0,122
(E10(0) 4+ 1)e (4.54)
— = M.
min{1, k; }

Estimativa das derivadas de terceira ordem de 6.
Derivando a equagéo de (4.24) em ¢, multiplicando por —6,,, integrando sobre [0, /] e

fazendo integracdo por partes resulta que

1d

14 ¢ ‘
5% ; kl|0th|2 dx = —/0v |0tt|2 dx — Tn/ov djttzmettz dr.

Derivando a equacdo de (4.24)) em x, multiplicando por —6y,.,.., integrando sobre [0, /] e fazendo
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integracdo por partes resulta que

1d

4 4 4
5% ; k1|9xx:c|2 dr = _/0 |9tac:c|2 dz — m/() wtxacetxx dz.

Derivando a equagéo de (4.24) em ¢ duas vezes, multiplicando por 6y, integrando sobre [0, ¢] e
fazendo integracdo por partes resulta que

1d

2dt kl‘ettl dl“i‘kl/ |6ttm| dr = m/ Q/Jtttettz dr.

Somando as dltimas trés igualdades membro a membro, obtém-se

1d

¢ l l
e (k1|9tt|2+k1|0m|2+klrem|2) da b [ Pl do =~ [ (6uf da

l{? 4 4
/ m——= wtta:x ettx dl’ / |‘9t:r::1:’2 dl’ - m/ wtxxetxx dl’
0 0
/ m——= 77%&:: ettx dx.

Assim, pela desigualdade de Young,

d l l l
G | (bl Bl 4 ) s [0 d < [ i?
0 0 0

dt
2m2 l 2m2 l Y4
_/ |wttacac|2 dx + k‘_/ |¢ttt|2 dx + (m + 2)/ <|9tt|2 + |9ta;a:|2> dx
1 Jo 1 Jo 0

Deste modo, para T < T obtém-se

d [* 2 2 2 ¢ 2 4m?
@ (klwﬁy K |Orae |2 + 1 [Bse ) de+ ky [ (0uel? de < [m+ 225 ) My
4 Jo 0 ' (4.55)

¢
+(m+2) / (104] + 16122 da
0
Decorre da ultima desigualdade que

d 0 ¢
G | (R0 4 bl 4 a6 ) o < o +2) [ (18l + [ + 1620 )
0 0

dt
4 2
+ (m+ ﬂ) M8~
ki

Integrando a ultima expressdo de 0 até ¢t € [0,7] e, em seguida, aplicando a desigualdade de
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Gronwall, resulta que

0
/ (1001, ) + Brae (1.2 + [Bren(t, 2))
0

(s (o ) o (252)

onde ,
By = / (ka6 0, ) + FlBeaa 0, 2)2 + [ (0, 2)]2)

0

Assim, para
) k1 k1
T < T =T
mln{ 8 (k1m+4m2)M87m+2} 11

obtém-se

(Ell(o) + 1)6
100l 200 (0,72 + 0tz Foo (0,72 + 0z l|Z oo (0 1012y < T M. (4.56)

Utilizando a tltima desigualdade em (4.55)) e integrando com respeito a t sobre [0, 7], conclui-se

que
¢ T
/ (k1|9tt\2 4 B G|+ klyemy?> dz + k1/ / 0,00|? da dt < Ep,(0)
0 o Jo
4 2
+ (m + kﬁ) MT + (m + 2) M T.
1
Assim, para
kq 1
T < =T
{2(k1m+4m2)Mg’ 2(m+2)]\/[11} 12
obtém-se

F1(0)+1
||€ttm||%2(0,T;L2) < (11(}{# = M. (4.57)
1

Segue-se de (#.28), (@.35), @.46), (#.29), @.38), @.49), @.30). @.41), @.52), @.54),
#@.56) e @.57) que tomando

T <min{T}; j=1,..,12} =T, M? > max{12(c, + 1)M;; j=1,...,12} := M,

obtém-se ||U||? + ||0]|3 < M?. Logo, para T suficientemente pequeno e M suficientemente

grande, o item (g) também se verifica.
(IT) O operador B é uma contracio

Mantendo as notagdes (4.11)), o objetivo € mostrar que existe uma constante A € (0, 1) tal



que, para quaisquer (V,6), (V,0) € X(M,T),

Em virtude da defini¢do de B, conclui-se que
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P1®us — 0 () Puw + 0 (2) i, — kol(Wy — 1D) — h =0, (4.58)
P2 U — bW,y 4+ k(D + U + W) + 90, =0, (4.59)

Wiy — ko(Wy —1®), + k(D + T +1W) =0, (4.60)

O, — k10, + m¥y, = 0, (4.61)

onde

h=|o,(2) - %(Z)]«z?x +ou(2)T, + [ow(Z) - aw(z)} Wy + 0 (2)W,.

Somando o, (Z )¢, em ambos os membros de (4.58)), resulta que

p1Pu — Ucp;c(Z)(I)m - kOl(Wm - l(i)) —h= [U%(Z) - me(Z)] -

Multiplicando por ®, e integrando sobre [0, £], obtém-se

I e XD P
2dt 0 P1 t O'goz x — o

L L
06 (2) = 00, (2)] i1 da + / Wb, dx
0

+ k Z/Z(W D), d /Z d [ (Z)} O, P, dx + ! /1Z d [ (Z)} |, dx
— — — z = — |O z .
0 . T t AT ; dt 0-4,0.1 t Al 2 ; dt Do

Mas, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € [0, 1) tal que

~ A~ ~ A ~

00 (2) =0, (2) = 0 (24 E(Z— 2))B,y 40y B4 62— 2)) ¥+ 0 2462~ 2)W

de modo que |0, (Z) — U%(Z)| < 1y|®y| + 15| ¥| + 15| W]. Um uso similar do Teorema do

Valor Médio mostra que

|h| < 2V2€0M’éx’ + 21/200M|q1] + 21/200M|W] + I/l‘\ifx| + 1/1|V~VI].
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Assim, pela desigualdade de Young,

d ‘ 2 7 2 ‘ 112 2
S (g @2 + 0o, (2)|D,] d:)sgkl/ W2 + |®2) do
dt 0<1 ! g ) 0 0( | t)

¢ l
+k012/ <]®]2+\<I>t\2> da:+/ <2u200M\<1>x\2+]@t]2+(2y2c0]\/[)]\1/\2) dz
0 0
l
+/ (190f7 + 20sco MW P + @ 4 W+ (247 d
0
0
+/ (z/2|<1>35|2 + D + oW + |Dy|* + 0| Wo|* + |<I>t|2> dx
0
4 ¢
+ JQM/ (\@xﬁ + ]<I>t]2> dr + JQM/ 1D, [? da.
0 0

Portanto,

d 4 4

. J
- <p1|<I>t|2 +O—%(Z)|q>z|2) dr < K + < : +3J2M+7) / (|<I>t|2 + |<1>z|2) dx
0 0

onde

K= kOlZH&)H%W(O,T;LQ) + (2v2c0M + V2)||<i>xH%oo(o,T;L2) + (2rocoM + 11 + VZ)H@H%OO(O,T;LQ)
+ (2v2co M) W || oo 0,12y + (Kol + 11 + v2) [Wal| oo (0,712

Integrando a tltima desigualdade de 0 até t € [0, T e, em seguida, aplicando a desigualdade de

Gronwall, conclui-se que

VAN

é E KT +3J,M
/ (Ifl%(t,ﬂf)l2 + |<1>x(t,x)|2) e < B0 + KT ((J3 3JaMcy + 7co)t> |
0

min{p;, 8} comin{pi, f}

onde
¥/ l
Ey(0) = / (19:(0.2)]° +[@,(0.2)]7) dr = / 0 dx = 0.
0 0

Deste modo, tomando

T < min Co min{phﬁ} min{plaﬁ} min{pbﬁ}
J3 + 3J2MCO + 7C0’ kolzeM ’ (ZVQC()M —+ VQ)GM’

min{plvﬁ} min{phﬁ} min{plaﬂ} — T
(2uacoM + vy + 19)eM’ 2uacoM?2e ’ (kol + vy + 1o)e ) 13

resulta que

l
| (10t P +12:60P) do < 32 (190w + 18:llmoran + 1w rsn)
0

1 1
+ 3 IW e omi2) + 37 Well T 01,0
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€, consequentemente,

1 = 1 -
H‘DtH%w(o,T;m) + H(DIH%OO(O,T;B) < MH(I)H%OO(O,T;LQ) + M’@x”%w(o,:r;m)
1o 1o 1o (4.62)
+ MH‘I’“LOO(O,T;H) + MHW“L“(O,T;LQ) + MHWJJHLOO(O,T;LQ)'
Multiplicando (4.59) por ¥,, integrando sobre [0, /] e utilizando integrag@o por partes obtém-se

1d (* e, By 5 0

24t (P02 + 10 P) i = _k/ (@00, + D+ WY, do — 7/ OV, du.
0 0 ;

Assim, pela desigualdade de Young,

d [ ‘
- (p2|\lft’2+b|\1’$’2> d:ch1+(2k:+kl+v)/ |W|? d,
0 0

onde
Ky = kHci)ﬂC”%OO(O,T;LQ) + k”qJH%w(O,T;LQ) + leWH%OO(O,T;LQ) + 10| L (o.1:2)-
Somando (2k + kl + 7)||¥,(t, -)||72 > 0 no lado direito da dltima desigualdade, resulta que

d L 4
2 [ (Pl Wl 4 b [?) do < K+ (2K + R+ ’y)/ (192 + 1w, 2) do.
0 0

Integrando de 0 até ¢ € [0, T] e aplicando a desigualdade de Gronwall, segue-se que

¢ K,\T (2k 4+ Kkl + )t
Uy (t, x)|? + | W (t, 2)|?) do < - '
/o <| (&) + Wt ) > * = min{p,, b} exp( min{ps, b} )

Portanto, tomando

min{ps, b} min{py, b} min{py, b} min{ps, b} T
2%k +kl+~  keM ' kleM = ~yeM [ M

conclui-se que

1, 1=
el o,sn2) + 1l o2y < IR0,y + 7 1¥ e 0,:02) w6

1, .~ 1, ~
+ MHWH%OO(O,T;LQ) + MH@”L"O(O,T;LQ)'
Multiplicando (4.60) por W, integrando sobre [0, /] e utilizando integrag@o por partes obtém-se

1d [*

l l
il <p1|Wt]2 + ko|Wx|Q> dz = —kol/ b, W, da — kl/ ((I)IWt LW, +lWWt) dz.
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Assim, pela desigualdade de Young,

d l l
- (mwt\z + k:o|Wx|2> dr < Ky + (kol + 2kl + klz)/ W2 do,
0 0

onde
Ky = (kol + kl)H(I)SEH%OO(O,T;LQ) + le\I[H%OO(O,T;L?) + leHW”%OO(O,T;L?)‘

Somando a tltima desigualdade, membro a membro, com 0 < (kol + 2kl + ki?)||[W, (¢, )2,
resulta que
d [* 2 2 N 2 2
= (p1IWAI2 + kol Wal?) v < B + (kol + 2k + ki) [ (1WAl + [Wof?) da,
0 0
Integrando de 0 até t € [0, 7], com respeito a varidvel ¢, e aplicando a desigualdade de Gronwall,

segue-se que

¢ KT kol + 2kl + kI2)t
[ (Wt + 1wt e < L ((°+ : >)
0

—————exp -
min{py, ko } min{p1, ko}
Portanto, tomando

T < min{py, ko}  min{p1, ko} min{pi, ko} min{p, ko} 7
kol + 2kl + ki2" (kol + kD)eM ' kleM °  ki2eM [~ %

conclui-se que

1 . 1 -
HWtH%oo(o,T;B) + ‘|W$H%°°(O,T;L2) < MH(I)xH%w(O,T;LZ) + MH‘I’”%W(O,T;B)
(4.64)

1 .
+ M||W||%°°(O,T;L2)‘

Multiplicando (4.61)) por ©, integrando sobre [0, /] e utilizando integra¢do por partes obtém-se

1d £ £ ¢ l 1 Y
— 012 d +k;/ 0, dr < /qf@xd < / U\ k10, d +/ 02 dz.
th/o\lxlollx_mot x_momtﬁ x0||x

Assim, pela desigualdade de Young,

11/\@% Y /éy@ 24 <£/£1\D\2d +/£\6\2d 4.65)
2dt J, ST B A T M A - '

Consequentemente,

d [* m ¢
— | 10P dz < —||¥i|l7 o012 2/@%1.
G [ 168 v < TIlEnioran +2 [ 1OF da
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Integrando de 0 até ¢ € [0, T] e aplicando a desigualdade de Gronwall, segue-se que

¢
m
/0 O(t, z)|* dv < k—l||‘1ft||%oo(o,T;L2)TeXP(Q?J)-

1 k
T < min{—,—l} =T
2" me

10017 0722 < NWellZoo (0712 (4.66)

Portanto, tomando

deduz-se que

Usando (4.66) em (4.65)) e integrando sobre [0, 7’| conclui-se que

1 [t ke [T [ m [t
3 [1e@arde e [* [ et ot [0 dot 2l

de onde segue que
m —+ 4]{51
102720712y < TT||\I]7§||%°°(O,T;L2)‘
i

Portanto, tomando

T < —k% =T
m+ 4k,
resulta que
1821172 (07:22) < I1Well7e(o7s22)- (4.67)

Somando (4.66)) com (4.67) e usando (#.63), obtém-se

2 = 2 .
O sy + 1040y < ol Belliioany + ol ¥l
9 9 (4.68)
2
+ MHWHLN(O,T;LZ) + MH@HL“(O,T;LQ)'
Por fim, somando as desigualdades (#.62)), (4.63), (4.64) ¢ (@.68) conclui-se que
5)
Ky < 2Ky (4.69)
onde
Ky = || @4| 7 0,152 + 1Pall7o 0,0522) + 1WellZoe o2y + 1Pl T i) + IWell 2 07522

+ HWZ’H%OO(O,T;L?) + H@H%OO(O,T;L?) + ||@$||%2(0,T;L2)'

K, = ||(I)||%°°(0,T;L2) + ||CI)$||%°°(O,T;L2) + ||\Ij||%°°(0,T;L2) + ||‘I’a:||%oo(o,T;L2) + ||W||2L°°(O,T;L2)
+ ||Wz||%°°(0,T;L2) + ||@||%°°(O,T;L2)'
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Deste modo, pela desigualdade de Poincaré, para T < min{T}3, T14, T15, T16, T17} := T tem-se

dA2(T(V,0),T(V,0) <(1+c)K; < (1 +cp)%K4 <(1+ cp)%ﬁf?((v,é), (V,0)).

Tomando, entdo, M? > 25(1 + c,,)2 .= M obtém-se o resultado desejado com

_ 5(1+¢p)

N

Resulta de (I) e (II) que, para T' < min{T, T} e M? > max{M M }, o operador B :
X(M,T) — X(M,T) éuma contragdo. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe
um unico (V,0) € X (M, T) tal que B(V,8) = (V, 0) e isso conclui a prova do Teorema n

Observacao 4.5. Escrevendo

(00, (2) = k)puz + (04(Z) = k)by + (00(Z) — kl)w,

e
~—
-
SN—
|
o o o o o— o

vé-se que o problema tratado no Teorema 4.3 pode ser posto na forma

U =AU+ F{U), 0<t<T,
U(0) = Uy,

onde A é o operador definido na Secdo Além disso, pela Proposi¢do [2.92] a solugdo local

obtida satisfaz .
U(t) = e"Ug + / EARWU(r)) dr, Vit el0,T).
0
4.2 EXISTENCIA GLOBAL E DECAIMENTO EXPONENCIAL

O objetivo desta secao € mostrar que, sob algumas hipdteses, a solugdo local obtida no
Teorema [4.3] pode ser estendida para uma solugdo global que decai exponencialmente. Para

tanto, serdo utilizadas as seguintes notagdes: Hi = H, || - ||%, = || - ||% e, para j = 2,3,

H; = H'(0,0) x H7'(0,0) x H7(0,¢) x H'='(0,¢) x H’(0,€) x H~'(0,¢) x H?(0,¢),
U153, = lellz + 1@z + 1l + 11— + [lwllzs + W -+ 101

A seguir, assumi-se que Uy é pequeno na norma de H, podendo, porém, ser grande na
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norma de H3. Considere, entdo, 6 < 1 (para ser fixado posteriormente) e ;1 > 1 tais que

|Uoll3, < 9 € ||Upllns < . Pela continuidade de U, existem Tp, 77 < T tais que

Tome dy > i e d > 1, também para serem fixados posteriormente, e defina

T° =max {7 € [0,T]; ||U(t)||#, < 2kdd, paratodo t € [0,7]},
T} =max {7 € [0,T); |U(t)||3, < du paratodot € [0,7]},

onde s € a constante proveniente do Teorema [3.14] Observe que a equagdo (#.1I) pode ser

reescrita como
prow — k(s + 1 + 1wy — kol(wy — 1) = b(2) e + &(Z) by + d(Z)w,, (4.70)

onde

b(Z) = 0,.(Z) — 5,,(0,0,0), &Z) = 04(Z) — 04(0,0,0), d(Z) = 0u(Z) — 0u(0,0,0).

Lema 4.6. Existe uma constante positiva C' tal que a solucdo local U = (o, py, 1, Uy, w, wy, 0)
dada pelo Teoremasatisfaz, paratodot € [0,T°)],

(a) |U(t)|I3,, < CIU )3,
(b) ||Un(t)3, < CIIU®)|3s
(c) \ U5, < CNU®) 5, + CINULD)3,:

(d) U3, < CIUM 5, + CllU)13,-

Demonstracdo: Por simplicidade, escreva U(t) = U. Note que
Ul < NUNGs, + NorelZe + [aellZe + llweellZ2 + 116672 (4.71)
Além disso, pela igualdade (4.70)),

1 - 3 -
lpellze = o I(Z)wa + U Z) 0+ d(Z)we + Rlpw + 4+ lw0)e + kol (w0, = lo)llz

< CrallZe + el + lluwall3e + Il

Utilizando as igualdades (4.2), (4¢.3)) e (#.4) e empregando um argumento andlogo, conclui-se

que 0s termos ||y |72, |wyl/32 € [|6:]/3. também podem ser estimados por C||U||3,,. Substi-
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tuindo estas estimativas em (4.71)), obtém-se o item (a). Agora, pelo item (a),

Ul < CUU e, + lprelze + lpralze + lrelze + llne 2

, , , 4.72)
A w72 + [ weee|| 22 + [|0s| 22-

Derivando a igualdade (4.70) em ¢, obtém-se

Note que

H1IZ2 < Cllotatanlliz < Clleralieloaalle < Cllierallellrllm | alzs
< ClUI Ul < CllU N, + CllU Ny, < ClU G, + ClU G, < ClU -

Pelo mesmo argumento,
15l72, - Holl7e < CIUI,

Observe ainda que
1o+ + Tirl3s < O(lpwela + 6l + ol + lell32) < CIUIB,

Portanto,
||90ttt||%2 < OHUH?QLLS,-

Um argumento andlogo mostra que os demais termos que aparecem em também podem
ser estimados por C||U]||y,. Assim, o item (b) também se verifica. Os itens (c) e (d) podem ser

obtidos de maneira semelhante. ]

Observacio 4.7. Tome um dado inicial Uy que satisfaz as condi¢des (4.10), considere o caso
em que o (., Vv, w) = k(p, + 1 + lw) e suponha bp; = pok e k = ko. Sejam U a solugio
global do problema — e U? a solugdo local do problema —. Pelo Teorema
U' ¢ dada por U'(t) = e'Uj. Por outro lado, na Observagio tem-se F'(U) = 0 de onde
segue que U? também € dada por U?(t) = e'Uj. Sendo assim, U' e U? coincidem sobre [0, 7.

Consequentemente, pelo Lema[4.6]

le4oll3,, = 13, < NU*@)I3, + 1UZOF, = U O3, + [AT @), @73)
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para todo ¢ € [0, 7). Mas, pelos teoremas e[2.90,
1 2 tA 2 —at 2 A —at 2
I 0, = e Tolly, < (sl1Tollee™) " < &(slTollse™)
e
2 2
JAT O3, = IAE4U0) I, = e (AT, < (5l AUsllme ") < é(llUslawe™)
Substituindo as dltimas duas estimativas em (4./3)), conclui-se que
e ol < erillUllae™, V't € [0,T,).

Observe que a constante ¢ pode ser escolhida maior do que 1/x.

Lema 4.8. Se valem [{.7)-{.9) com 3 = k, entdo existe uma constante ¢ > 0 independente de
T tal que, para |Upl|n, < p, a solugdo local U = (i, @4, 1), ¢y, w, wy, 0) dada pelo Teorema

satisfaz

ch ¢ T 1/2 T .
IIU(t)Ilig §c||U0||%3e(df° U ( )||H2d)7 0<t<min{T° T},

m) - m

onde d = \/d,ug.

Demonstracao: Multiplicando, respectivamente, (4.70), (4.2), (4.3) e (4.4) por ¢, ¥y, wy €
6, somando as igualdades resultantes, integrando sobre [0, /] e aplicando integrago por partes,

resulta que

1d
2dt

_/0Z d [CZ(Z)} wer dx_/ogl?(Z)%sotx dx+/oéé(2)¢x¢t dm+/0£d(z)wxsot da.

) ’ykl l ) 4 d r- l d R
V1, + 0 16 de == | 62| o da = |12 vp do
dzx
Reescrevendo a antependltima integral, resulta que

1d ‘. vk ¢ Cd -
—— [ |IU)? b(Z)|pe]? d —/ 0,.1> d :—/—bZ 20 d
ot (10 + [ 5@ ao) + 72 [jopas=- [ 2 fi2)] pu o

d
[ v [ L a]wedes ) [ 4] el

¢ ¢
+/ A2y dx +/ d(Z)wypy dx
0 0

:]1++]6

8

A seguir, todas as integrais da dltima igualdade serdo estimadas. Utilizando a Proposi¢do
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e as desigualdades triangular e de Young, resulta que

L
s < B (200 + 5ol 200 + Bul Dl [ leallod da
0
l
< Clllgnallim + [l + sll=) [ leullon da
l
2 1/2 1/2 1/2
< C (w5 Neaalif? + Wal 20l + a5 377 / xllil d
1/2 1/2 1/2 1/2 1 2 1/2
< C (el el + NI 115 + ol w2 ) / [ullipe] da

l
< CIOIEIOIE [ (10e + 1) da

Um célculo inteiramente analogo mostra que

l
B < ORI [ (108 +1ak) do.
l
B < CIIEIONE [ (jof + leiF) de
L< AUV [ ol

Agora, utilizando o Teorema do Valor Médio, conclui-se que existe £ € [0, 1) tal que

¢
L <62 | vup da
’ l
< (17, €2)el1e + 00w (6201w + 00 (€20 1 ) / [l ]
l
<C x || L°° R i xz t2 d
< C(lpallm + e+l [ (1l + 1)

l
< CIVIEIVIE | (10 + 1) da

Aplicando um argumento similar, deduz-se que

¢
1o < CIVIEIONE [ (jol? + I da

Decorre das estimativas que acabam de ser feitas que

2
L+ + I < CIUINUNZNU N2, -



Consequentemente,

4
;;i (HU( )H?—[I +/0 b(Z(T )| (T, 7) |2 d:E) ’V/Cl/ 10,(, 2) ‘2 i
< U@ AT LT ) -

Integrando ambos os lados da tltima desigualdade sobre [0,¢], com respeito a variavavel
segue-se que

- t e
U2, + / ()t 2) dir 4+ 220 / / 0, (7, 2)? da dr

14
<NV, + [ 0zl 0.0 do+C / 1@ 1T @) 10, dr

< CIU(0)]%, +C / IUEZNTOIHNU (), dr.

e, portanto,

10N, < ClUsl, +C / BN NUE Gy . @74)

Agora, derivando as equagdes (.70, (4.2), (4.3) e (4.4) com respeito a t e multiplicando
respectivamente, por ¢, Uy, wy € 6, resulta que

1d “d
£ d U ¢
0 0 0 0
Reescrevendo a antependltima integral, obtém-se
1d ¢ vk [ ¢ R
5% (HUtH%-tl +/0 b<Z)|90t:c|2 d:(:) + W/O |0tr|2 dr = /0 [b<Z)} PozPre dx

+ /Oé c;lt[ ( )} Ve dx + /g(jt [J(Z)] W di 1 % /Og [B(Z)} ‘SOMP N

4.75)
/ Y R
T / A2 bpn dr + / AL i da
0 0
= [7+"'+112.

S
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Um calculo andlogo ao que j4 foi feito mostra que

1y < W [ (el + el
1 < WA [ (1ol + oul?) @
1o < CNRPIOIE [ (el + k) s,

0

o < ORI [ loul
< CIORLIOIE [ (1l + o) da

¢
o < CIORENI [ (ol + loul?) do

0

Portanto, I7 + - -+ I15 < C’||U||1/2||UH1/2 (||U||§_[2 + ||Ut||3{1> Substituindo este resultado em
(4.75) e integrando sobre [0, t] obtém-se

[0 l13, < CIUO)], +C / 10U @5 (108, + 100, ) dr. @.76)
Em virtude do Lema[4.6] segue-se de e que
U@, < ClTolly, +C / IO I N, dr. @77

Por fim, derivando duas vezes as equacdes (4.70), (@.2), @.3) e (4.4) com respeito a t e
multiplicando, respectivamente, por s, Ve, Wy € Oy resulta que

2 2

1d Cd? o “d “d
5 dt” tt“?—ll /0 a2 [b(Z)} Praprr dx +/ pre] [C( )}wac%@ttt dx +/ a2 [d(Z)} Wyt dx
¢ ¢ ¢
+ / d(Z)wtta:SOttt dx — / b(Z)QOthOttt:c dx + / ( )1/)ttz§0ttt dx — —/ |9ttac|2 dz.
0 0 0

Reescrevendo a antependltima integral, obtém-se

1d £ vk Cd? s
531 (10l + [ 6Dl o) + 22 / ol do = [ 2 [H2)] rvie da

2

—i—/of j:z[ (Z )} (e de’_|_/é 22 [j(Z)] We P AT

1 ¢ dr- ¢ 3 e
-+ 5 / % |:b(Z):| |S0ttx|2 dx + / C(Z)wtm%ttt dx + / d(Z)wtt:EQOttt dx
0 0

0
=Tl + -+ Ls.
(4.78)
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Um calculo andlogo ao que j4 foi feito mostra que
e < CIORLIORE [ lowl

1o < IO [ (Wal + bowl?)

l
i < CIOIEIVIE [ (sl + o) da

0

Sendo assim,
1/2 1/2
Lis + i+ Lis < C||U|4 HU|| ||UttHH1 (4.79)

Para estimar /3 note que

l l Y4
d - d
]13 - / 5, |:b (Z)] Ptz PrzPrit dlL’ + / blpx (Z)SpttzSozx(Pttt dlL’ + E >i| wthz@ttt dlE
0 0

dt

NO

4 V4
5 d -
+ / by (Z) 011 puaprn dx + / ai [b (Z )} WP Prer dv + bw VWit o Prer AT
0 0

= Ii31+ -+ L36.

Para estimar /;3; observe que

< Nbprp. (Z) 1l + 10p, 6 (2]l 2 + 1Bg, (2 )il 2=

|52

< C|llprell + el + lfw
< C|U
< Cdp.

Portanto,

Lz <C H%[gw(z)} . | @ae || Lo /O(Z <s0fx + @ftt) dx

l
< CaulUILIIE [ (¢ + k) do

O termo /35 pode ser tratado com o mesmo argumento utilizado na estimativa do termo /;:

¢ ¢
Ii32 < Hbgax(Z>90z1||L°°/ Orgprr dr < C'HUHI/QHUHI/Q/ (SOgtx + @?tt) dz.
0

O mesmo raciocinio pode ser aplicado aos termos /33, ..., [13¢. Assim obtém-se

L < Capl U0 (U, + 1Unl, ).
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Similarmente, a mesma estimativa pode ser obtida para os termos /14 € [15 de modo que
Im+uu43<cwww“wwwwvmfwwm;) (4.80)
Substituindo (4.79) e ) em (4.78)) e integrando sobre [0, ¢] conclui-se que

1V (®)]3, < ClIUw(0 )Hil

12 12 ) ) (4.81)
+Cd [ IO (10O, + 10, ) dr.
Novamente pelo Lema.6] segue-se de (4.77) e (4.81) que
1/2 1/2
WMM<mMmﬁcw/waWWm/wuﬁﬂr
Assim, o resultado desejado € obtido pela desigualdade de Gronwall. [ ]

Lema 4.9. Seja U = (p, ¢, ¥, Yy, w,wy, 0) a solugdo local dada pelo Teorema Se bp; =
ok, k = ko e valem e {.9), entdo existe uma constante ¢ > 1 tal que

t
IU@) 13 < exl|Ullpze™™ +C/O e N 31U ()l dr, Yt € [0, T3],

onde ¢ é a constante proveniente da Observacdo

Demonstracio: Resulta da Observagio[d.5|que

t
1Tz < Nl Unllae, +/O le® AR (1) [y dr

E, como Uy, F(U(r)) € D(A), segue-se da Observagdo[4.7|que

t
1T @)l < ére™|Uolla, + 6%/ " INEU(r) g dr (4.82)
0
Agora, note que

IF @)z = 16(Z) pre + EZ) 0 + d(Z)wy ||
< D(Z)paalliz + 1 Z) o]l 2 + 1A Z)well 2 + 1D(Z) a2
+ 196, (2)@2allz2 + 106 (Z2)8uusll 12 + 100 Z) el 12
+ 16(2) a2 + 1180, (Z) aatiall e + 118 (Z2) 83 2 (4.83)
+ llew(Z)watballz + 1d(Z)wasll 12 + 1o, (Z)aatws| 2
+ dy(Z)owell 2 + |du( Z)w? | 2
=L+ -+ Iss.
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Observe que, pelo Teorema do Valor Médio e pela Proposi¢io

I < B(2) e e
< (Ioppn (€ 22l + 00 €200 e + [0 (1 200 12 ) [ Pral 22
100 2 ll@u i + 061 2) L 0l e + (€12 oo e ) 10
10 0s € Z) i + Npsw(@ 2l + 100(E12) 1 ) N s 1 U
Tia+ Tz T ) U1 s

IN

IN
7/ N7 N7 N

Mas,

Ly = 104,0.(§&12) = 04,4,(0,0,0)| =
< 0 pupnp. (£2612)(E102) 120 + 1|0 pp000 (£261Z2) (E100) |1 + (04, 00w (6261 2) (§10) || Lo
< O(llealli= + ¥l + il )
< U] 3

Com o mesmo argumento vé-se que [1 2, 1.3 < C||U]|3, e, portanto,
I S CNU LI |l

Analogamente,
127 [3a I47 [87 112 S CHUH'?-[QHUHHJ

Agora, observe que

Is < by (2) || o | 0ae | o | 00| 2
7 1/2 1/2
< Nbou (Z) | 220 | |15 1| @l 1 10| 2
7 1/2 1/2
< g (D) e 1T N 521U 325

S <||O-<Px<Pa:4Px(€3Z)SD$||LOO + ||0-<Pa:¢’ac¢(£3z)¢||[/oo + ||U¢x@xw(€32)w”Lm> ||U||H3||U||H2

< C(llpellze + 1l + lwll 1T e 10 e
< Ol 1Vl

De modo similar, conclui-se que
Is, I, Iy, Lo, 111, L3, L1, 115 < C||U||3{2||U||H3.
Assim, de (4.83) resulta que

IF @), < U3, IT I3, (4.84)
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Substituindo (#.84) em (4.82)), obtém-se o resultado desejado. n

Dado t € [0, 7], defina

My(t) := sup (e**[[U(s)]|ns) -

0<s<t

Note que ||U(s)||2, < Ms(t)e~** para todo s € [0, t] e, consequentemente,

t t
/ |0 ()32 ds < / VG dr < 2R (4.85)
0 0

—
Lema 4.10. Seja U = (v, @1, ¥, ¥y, w, wy, ) a solugdo local dada pelo Teorema Se bp, =

pok, k = ko e valem (#7)-#-9) com B = k, entdo existem My, > 0 (independentes de T') tais
que, para | Up||3, < 0, tem-se

My(t) < My, Vtel[0,TL].
Demonstracio: Decorre do Lemae do Lemaque, para 0 < s <t < min{T°,T'},
0 < émllUollse + ¢ [ e U ) Uolle 4 1O )
0
Assim, para ||Up||, < ¢ (0 a ser determinado posteriormente), obtém-se
105 b < exlUollse + ¢ [ e NUEIITENEWolle 51O ) ar
0
< érbe ™ 4 81/ eI WO dr) / S I U 22 dr.
0
Tendo em vista @), resulta que

||U(8)||H2 S Crde™ s +051/2;1,6(6(1‘/M2(S)>M2(8)3/2/ e—a(s—r)e—Sar/Z dr.
0

Multiplicando a dltima desigualdade por e** e tomando o supremo, com s variando em [0, ¢],

segue-se que

Ma(t) < érd + 051/21“3(6(2' M2(t)>Mz(7f)3/2 sup (eas/ o~ ols—r) o —3ar/2 dT)
0

0<s<t

< CRO + 051/2,ue(6d Vin0) My(t)3? sup <ea5/ emalsr)gm3ar/2 dr) :
0

0<s<00

Assim, como

° s 2e
sup <eas/ efa(sfr)ef3ar/2 d?”) = lim (/ efar/2 d?”) <= < 0,
0<s<o0 0 §—00 0 (0%
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conclui-se que
Ma(t) < éxb + 62 pe GV 0) 32 (4.86)

para todo ¢ satisfazendo 0 < ¢ < min{7°, T }.

Defina f : [0, 00) — R colocando f(z) = é2k8 + cé8'/?pec®=23/2 — éx. Note que, para

J suficientemente pequeno, f possui uma raiz positiva. De fato, f(0) > 0 e, tomando
1

< ——=
(éli + c,ueCd)

obtém-se f(1) < 0 de modo que, pelo Teorema do Valor Intermedidrio (TVI), existe 2 > 0 tal
que f(zo) = 0. E como o conjunto das raizes de f é fechado (contendo, portanto, seu infimo)
existe uma raiz M, que é a menor de todas. Observe que M>(0) < M. De fato, como § < 1e
f(Mp) = 0 tem-se

&R + céé,uec‘i\/mMg/Q < ko + céélﬂuec‘j‘/ﬁoMg’/Q = ¢Mj.

Logo, como ¢ > 1/,

cM,
~2 21 1 acdy/ M 3/2
¢’k + ccle oM,

M(0) = |[Ugln, <6 < < M,.

Afirmagdo: My(t) < M, para todo ¢ satisfazendo 0 < ¢ < min{7?°,T!}. Com efeito, pela

m)—Tm

continuidade da aplicagdo ¢ — Ms(t), se existe ty entre 0 e min{7), 7L } com My(to) > M

m) T m

entdo (novamente pelo TVI) existe ¢; entre 0 e min{7", T} } tal que My = My(t1). Mas isto

m’ - m

contradiz o fato de M, ser raiz de f, pois a desigualdade ll acarreta que f (Mg(tl)) > 0.
Assim, para concluir a demonstragio basta mostrar que 7)), < 7°. Suponha T} > T?°.

Fixando dy = ¢ e tomando ¢ tal que

5eccz\/ 2Kk0¢ < 62’%
(2k)3/2¢52cp’

conclui-se que f(2rddy) < 0. Consequentemente, My < 2rddy (pois, como M, é a menor raiz

de fe f(0) > 0, f é positiva a esquerda de My). Segue-se disto e da afirmacdo acima que
1U(T2) |13, < Ma(T)e T < My(T2) < My < 2x0d.

Utilizando a permanéncia de sinal da aplicagdo continua ¢ — (||U(¢)||, — 2rddy), conclui-se

que existe € > 0 tal que
U (t)||22, < 266dy, Yt €[0,T + €.

Mas isto contraria a maximalidade de 7. Logo T} < T e a demonstra¢io estd completa. m
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Teorema 4.11. Se bpy = pok, k = ko e as condigoes {.7)-H.10) se verificam com = k,
entdo existe § > 0 tal que, para |Uy |, < 8, o problema ({#.1)-({.4) com condigdes de fronteira

e condicoes iniciais possui uma vnica solugdo global U = (@, oy, ¥, U, w, wy, 6)

satisfazendo
3
0,0, w e [ €7 ([0, 00), H*(0,0)) ,
j=0

0 € () C7([0,00), H(0,0)) N C*([0,00), L*(0,0)) .

J=0

Além disso, existe uma constante Cy tal que |U(t)||n, < Coe™® para todot > 0 (onde o é a
constante proveniente do Teorema 3.14).

Demonstracdo: Seja U = (@, ¢y, 1, ¥y, w, wy, 0) a solugdo local dada pelo Teorema Do
Lema[.8] de (4.85) e do Lema[.10} obtém-se

1Ty < ellTollaey eV 20) < cpe(1Vi) vy 0,71,

Tome ¢ suficientemente pequeno de modo que se tenha f <ﬁ> < 0. Entdo, M, < ﬁ de
1 1
onde segue que c1d+/ My < 1. Assim,

1U(#) 945 < cue, YVt e[0,T,]. (4.87)
Fixando d = 2ce > 1, deduz-se que 7.}, é o maior nimero satisfazendo
IU () llpes < 2cpe, V€ [0,T,].

Isto acarreta que 7)), = T'. De fato, suponha T}, < T. Entdo, pela continuidade da aplicagdo
t = (J|U(t)|ln; — cpe) e pela desigualdade conclui-se (via permanéncia de sinal) que
existe € > 0 tal que

U ) |lns < cue < 2cpe, Yt e[0,TL +¢].

Mas isto contraria a maximalidade de T'.. Logo T}, = T e, portanto,
||U(t)||7'13 < 07 Vie [OvTL

onde C' = cpue independe de T'. Isto mostra que a solugdo local pode ser estendida para uma
solucdo global. Por fim, o decaimento exponencial de ||U(t)]||3, ¢ uma consequéncia imediata
do Lema [
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudou-se um sistema de Bresse com uma ndo linearidade presente na
equacdo do movimento vertical, uma dissipacdo térmica agindo na equagdo do cisalhamento,
condicdes de Neumann nulas para os deslocamentos angular e longitudinal e condicdes de Di-
richlet nulas para o deslocamento vertical e para a variagdo de temperatura.

A principal contribui¢do deste trabalho (Teorema [4.11)) foi estabelecer uma condigdo su-
ficiente, dependente tanto dos dados inicias quanto dos coeficientes do sistema, para garantir a
existéncia de uma solug@o global exponencialmente estavel.

Em trabalhos futuros, pode-se investigar se é possivel estender tal resultado para um sis-
tema de Bresse termoeldstico com nao linearidades presentes nas demais equagdes. Pode-se,
também, estudar sistemas de Bresse ndo lineares com outros tipos de dissipacdes ou outras

condicdes de fronteira.
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A APENDICE

Na Secdo [3.1{ foi mostrado que se | < ﬁ, entdo as normas || - || e | - |3 sdo equiva-
lentes. Como consequéncia, concluiu-se que o espago (H, || - ||) é completo. A seguir serd

mostrado que isto é verdade em geral, independentemente da relacdo entre [ e ¢. Entretanto,
o caminho percorrido serd inverso: inicialmente serd mostrado que (H, || - ||3;) é completo e,

como consequéncia, resultard que as normas sio equivalentes.

Lema A.1. Dadas F,G € L?*(0,0) e H € L?(0, /), o sistema

w, —lp =F,
¢x:Ga

possui uma solucdo (p, v, w) € Hy(0,0) x HL(0,¢) x HL(0, ).

Demonstracao: Defina

Q/J(x)—/OxG(s) ds—%/OZ/OSG(r) dr ds.

/;Ww)df’f:/oe/:G(S)dsdx—%/OE/OK/OSG(r)drdsdx:o_

Além disso, 1 € H'(0,¢) com

Note que

Y. (z) = G(x) — 0 = G(x), vV el0,4]. (A.1)
Pelo Lemal2.78] existem ¢ € Hj(0,() e w € H!(0, () tais que

w, + (~D)p =F (A2)
o — (—l)w =H — . (A3)

Decorre de (A.T)-(A.3) que (¢, ¥, w) é a solugdo desejada. n
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Lema A.2. O espaco
H = H;(0,0) x L*(0,¢) x HX(0,¢) x L?(0,¢) x H(0,¢) x L(0,¢) x L*(0,¢)
munido com a norma

U153 = pill @Iz + pallWI[T2 + oI WL + bl l7:

2
+ Ellw + ¢ + w72 + ollwe = lplz2 + —[6]]72-

é completo.

Demonstracdo: Considere uma sequéncia de Cauchy (U™) em H e escreva
Un — (9077/7 @n’ wn7 \Ijn’ w’l’L’ W’I’L’ 977,)
Resulta da defini¢do da norma || - ||, que
o (@), (7). (w — lg") e (6") sdo de Cauchy em (L*(0, ), || - ||z2);

o (U™), (W™) e (p" + Y™ + lw") sdo de Cauchy em (L2(0,0), || - || z2)-

Como (L*(0,0), || - [|2) € (L2(0,£),] - || z2) sdo ambos completos, resulta que existem P, F', G,
0 € L*(0,0) eV, W, H € L%(0,/) tais que

(@) ||®" — ®||z2 — 0;

(b) [T — |12 — 0;

© [[W" = W2 — 0;

@ [[¢7 = Fllz2 = 0;

) ||k + 9™ +lw™ — Hl||2 — 05

@ [lwy —le" = Gllz2 = 0;

@ [|6" = 0l[> = 0.

Pelo LemalA.1] existe (i, v, w) € H(0,€) x HL(0,£) x HL(0,¢) tal que

Op + 1 +1lw = H,
wy, —lp = F,
v, = G.

Assim U = (¢, @, ¢, U, w, W, 0) € H e, em virtude de (a)-(g), satisfaz

U™ = Ull3¢ — 0.
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Ou seja, (U™) converge em H. Isto mostra que (#, || - ||3.) € completo. n

Observacao A.3. Utilizando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young vé-se que
existe uma constante C' > 0 tal que

[Ullse < ClUl, VUEMN.

Portanto, pela Proposi¢do e pelo Lema[A.2] as normas || - || e | - | s@o equivalentes.
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