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INAREJOS FILHO, Osvaldo. Sobre A nao-linearidade do problema da mochila
compartimentada. 2015. 145. Dissertacdo de Mestrado (Matemética Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2015.

RESUMO

O Problema da Mochila Compartimentada surge de problemas de corte em duas
fases, especialmente no corte de bobinas de ago. Em sua formulacéo original, trata-
se de um problema de otimizacéao inteira ndo-linear, e até entdo este problema tem
sido resolvido por meio de heuristicas de decomposi¢cdo. Esta dissertacdo tem por
objetivo mostrar que o Problema da Mochila Compartimentada Restrito € um
problema de Otimizag&o Linear, justificando novos estudos voltados a uma nova
abordagem do problema. Para isto, faz-se uma revisado dos problemas de mochila e
suas aplicacbes (em especial nos problemas de corte de estoque), analisa-se 0
Problema da Mochila Compartimentada Restrito em suas formula¢gdes anteriores a
este trabalho, e apresenta-se um novo modelo linear no qual organiza-se ensaios
numericos e prova-se ser um modelo equivalente ao original.

Palavras-chave: Corte de Estoque em Duas Fases. Otimizacdo Discreta.
Otimizagdo Linear. Problema da Mochila Compartimentada.
Problema de Corte de Estoque Unidimensional.



INAREJOS FILHO, Osvaldo. About the non-linearity of the compartmentalized
knapsack problem. 2015. 145. Dissertacdo de Mestrado (Matematica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2015.

ABSTRACT

The Compartmentalized Knapsack Problem arises from problems of cutting into two
phases, especially in cutting of steel rolls. In its original formulation, it is a non-linear
integer programming problem, and this problem has been solved by decomposition
heuristics. This paper aims to show that the Restricted Compartmentalised Knapsack
Problem is a linear optimization problem, justifying further studies aimed at a new
approach to the problem. For this, contains a review of the knapsack problems and
its applications (especially in cutting stock problems), a analysis of the Restricted
Compartmentalised Knapsack Problem in previous formulations to this work, and a
new linear model to which is organized numerical essays and a proof that it be
equivalent to the original model.

Key words: Compartmentalized Knapsack Problem. Discrete Optimization. Linear
Optimization. Two-fase Cutting Stock Problem. One-dimensional
Cutting Stock Problem.
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INTRODUCAO

Este trabalho apresenta um avanco tedrico no estudo do Problema
da Mochila Compartimentada. Problemas de mochila envolvem a escolha de itens a
serem incluidos em mochilas, e surgem como subproblema gerador de colunas em
problemas de corte de estoque. O Problema da Mochila Compartimentada surge no
Problema de Corte das Bobinas de Aco.

O Problema de Corte das Bobinas de Aco é parte de um conjunto
mais abrangente de problemas, os problemas de corte em duas fases (HAESSLER,
1979; JOHNSTON, KHAN, 1995; ZAK, 2000; CORREIA et al, 2004). Nestes
problemas, o corte de um determinado material é feito em duas fases por diferentes
condi¢des praticas impostas sobre o processo de corte. As bobinas de aco sao
sujeitas a uma laminacéo a frio entre a primeira e a segunda etapa de corte, sendo
gque a maquina laminadora possui restricbes na largura da sub-bobina a ser
laminada, o que requer um processo de corte em duas fases.

Alguns estudos (FERREIRA et al, 1990; VALERIO DE CARVALHO,
RODRIGUES, 1994; HOTO, 1996; MARQUES, 2000) propuseram modelos e
heuristicas para gerar padrées de corte no Problema de Corte das Bobinas de Aco.
Em Hoto (1996) € apresentado um modelo com a ideia de incluir “compartimentos”
no padrdo, que representam as sub-bobinas a serem laminadas. Estes
compartimentos sdo formados por itens que deverdo sofrer 0 mesmo processo de
laminacéo a frio.

Sendo assim, o Problema da Mochila Compartimentada pode ser
entendido como o de escolher itens a serem incluidos em uma mochila com a
necessidade de se compartimentar a mochila, de forma a inserir itens que possuem
determinada peculiaridade num mesmo compartimento.

No Capitulo 1, sdo apresentados problemas classicos de mochila,
com o propdsito de criar uma base para o contetdo a ser trabalhado. E discutida,
neste capitulo, a complexidade destes problemas e alguns métodos de solucao.

No Capitulo 2 sédo enunciadas varias aplicacdes desses problemas e
associados, com o objetivo de justificar o estudo desta classe de problemas. Da-se
énfase, nas aplicacdes, ao Problema de Corte de Estoque Unidimensional com
Estoque Homogéneo, considerado uma base para o entendimento de problemas de

corte em duas fases.
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No Capitulo 3, o Problema de Corte das Bobinas de Aco (um caso
especial de corte em duas fases) é utilizado para a formulacdo do modelo original
(n&o-linear) do Problema da Mochila Compartimentada e do Problema da Mochila
Compartimentada Restrito.

No Capitulo 4, apresenta-se o0 primeiro modelo linear proposto por
Hoto et al (2006) para o Problema da Mochila Compartimentada Restrito e prova-se
gque o mesmo possui falhas. Por meio de um contra-exemplo, justifica-se que a
formulacdo ndo € equivalente a original, de forma que o proprio contra-exemplo
aponta a mudanca que deve ser realizada no modelo.

No Capitulo 5, apresenta-se um novo modelo linear para o problema
e uma demonstracao de que ele é equivalente ao modelo original, juntamente com o
resultado de ensaios numericos.

A revisdo tedrica é disposta no trabalho de acordo com seu
conteudo especifico. A secdo 1.3 do Capitulo 1 apresenta uma breve revisédo
bibliografica da resolugdo de alguns problemas de mochila e do bin-packing,
juntamente com algoritmos para resolvé-los, onde um algoritmo branch-and-bound é
apresentado de maneira detalhada. No Capitulo 2 apresenta-se uma revisdo
bibliografica de aplicagbes de problemas de mochila. No Capitulo 3, se¢édo 3.2, h4
uma revisao dos trabalhos relacionados ao Problema da Mochila Compartimentada,
e de trabalhos anteriores que motivaram esta versado de mochila.

O trabalho foi escrito objetivando-se preencher os pré-requisitos
para a abordagem principal (0 Problema da Mochila Compartimentada), ou seja,
procurando-se deixa-lo completo e didatico para facilitar o entendimento de um
aluno de pos-graduacédo. Com este propoésito, problemas mais simples de mochila
sao descritos no Capitulo 1, o método de Geracao de Colunas € descrito no Capitulo
2, se¢do 2.2.1, e complementado no Apéndice A, além de ser feita uma revisdo
basica a respeito de complexidade computacional no Capitulo 1, secdo 1.2, e
descritas heuristicas com detalhes ao longo do trabalho.

O Apéndice B apresenta uma tentativa de remodelagem no
problema, por meio da teoria de grafos. O modelo foi construido durante a realizagédo
deste trabalho, e seu estudo n&o foi levado adiante por ter gerado tempos
computacionais inferiores ao modelo linear proposto no Capitulo 5 em alguns
ensaios numéricos realizados.

O Apéndice C contém ensaios de pesquisas futuras.
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Durante a realizacdo deste trabalho, um artigo foi escrito e a lingua
inglesa, com o proposito de ser submetido a uma revista internacional. A énfase do
artigo esta na prova de que o Problema da Mochila Compartimentada é Linear. O
esboco (em portugués) deste artigo encontra-se no Anexo A, formatado com as

normas da revista Mathematics of Operations Research, do instituto Informs®.
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CAPITULO 1

PROBLEMAS DE MOCHILA

Uma mochila é uma espécie de saco que serve para uma pessoa
carregar itens pessoais. Problemas de mochila envolvem a escolha de itens a serem
colocados em uma ou mais mochilas, buscando-se maximizar uma funcdo que
representa determinada utilidade (ARENALES et al, 2007).

Possivelmente, a primeira men¢do ao Problema da Mochila foi feita
por Dantzig (1957), que apresenta o seguinte exemplo: uma pessoa esta planejando
uma viagem e decidiu ndo carregar mais que 70 libras de diferentes itens, tais como
roupas de cama, latas de comida, etc. Cada item possui um peso e um valor de
utilidade determinado. O objetivo da pessoa é levar consigo itens numa mochila que
devera ser a “mais util possivel” (soma linear das utilidades dos itens selecionados).
Esta ideia ilustra o Problema da Mochila 0-1 que sera formalizado na subsecéo
1.1.1.

1.1 ALGUNS PROBLEMAS DE MOCHILA E AFINS

Conforme a ideia de problema de mochila apresentada por Dantzig
(1957), a qual cada item possui um valor e um peso, neste trabalho seréo usadas as
palavras utilidade e peso, que representam as quantidades na qual cada item ira
contribuir na fungéo-objetivo e ocupar no interior da mochila, respectivamente.

Alguns problemas classicos serdo abordados nesta secdo, com o
objetivo de introduzir o leitor ao Problema da Mochila Compartimentada, que pode
ser considerado um problema desta “familia” de problemas. O Problema de Multiplas
Mochilas 0-1 e o Problema da Designacdo Generalizada serdo explorados para
servir a este propésito.

Na secdo 1.3 e no Capitulo 2 estardo em evidéncia 0s outros
problemas aqui enunciados: O Problema da Mochila 0-1, o Problema da Mochila

Restrito (e Irrestrito), e o Bin-packing.

1.1.1 O Problema da Mochila 0-1

Conforme modelou Dantzig (1957), considere n itens, sendo |, o

peso (em libras) do j-ésimo item e u; o valor (utilidade) de tal item, e considere a
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variavel de decisdo x;, onde x;=1 se 0 j-esimo item € selecionado, € x; =0 no

caso contrario. Considere também L sendo a capacidade da mochila (que no
exemplo de Dantzig (1957) vale 70 libras). Assim, de acordo com a terminologia
apresentada em Martello e Toth (1997), o Problema da Mochila 0-1 consiste no
modelo (1.1)-(1.3):

Maximizar:
U, (1.1)
j=1

sujeito a:
lexj <L (1.2)
j=1
x; €{0,5. (1.3)

Uma vez que o objetivo do problema é maximizar a utilidade dos
itens a serem introduzidos na mochila, a equacdo (1.1) representa a soma das
utilidades de tais itens.

A equacado (1.2) é conhecida como restricdo fisica ou de mochila,
pois garante que a capacidade fisica da mochila ndo seja desrespeitada, ou seja, a
soma dos pesos dos itens a compor a mochila ndo deve ultrapassar o valor L.

n
Observe que se le <L, entdo a solucdo é trivial, x; =1 para todo
j=1

j=1...,n. Por isso é valido supor que le > L. Outra suposi¢cdo Obvia feita em
j=1
problemas de mochila € que o peso de cada item ndo ultrapassa a capacidade da

mochila, I; <L paratodo j=1,...,n.
O caso particular em que u; =1; para todo j=1,...,n € chamado de

Problema da Soma de Subconjuntos.

Segundo Martello e Toth (1997), o Problema da Mochila 0-1 é
importante porque pode ser considerado o problema mais simples de programagao
inteira, além de surgir como subproblema para problemas mais complexos, como o
PCE (GILMORE; GOMORY, 1961) e o bin-packing (MARTELLO; TOTH, 1997), e
representar diversas situacfes praticas, as quais algumas serdo descritas no

Capitulo 2.
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O Problema da Mochila 0-1 € um caso particular do Problema da
Mochila Restrito (que serd enunciado a seguir na subsecdo 1.1.2). Assim, se 0
problema binario for tratado como um problema de mochila restrito, este pode ser
resolvido utilizando-se o algoritmo Backtracking, a ser apresentado na subsecao
1.3.1.

1.1.2 O Problema da Mochila Restrito (e Irrestrito)

O Problema da Mochila 0-1 pode ser generalizado assumindo que

para cada j=1...,n, d, itens de utilidade u; e peso |, sdo considerados. A letra d

remete a demanda, uma vez que em algumas situacdes praticas, ha uma demanda
de cada item e é importante ndo escolher mais itens do que este valor para nao

causar superproducdo. Assim, o Problema da Mochila Restrito € definido por:

Maximizar:
DU (1.4)
j=1

sujeito a:
Dlx <L (1.5)
j=1
0<x;<d;, para j=1...,n, (1.6)
X; inteiro, para j=1,...,n. a.7)

A diferenca para o Problema da Mochila 0-1 esta na restrigcdo (1.6),

juntamente com a definicao das variaveis em [J, o que limita o valor de x; a valores
inteiros entre 0 e d;, ndo mais entre 0 e 1, logo a regido viavel € mais abrangente.

Caso ndo haja uma limitacdo para a quantidade de cada item, ou

seja, podem ser inseridos quantos itens forem desejados de cada indice j=1,...,n,

que também seria dizer que d;=c, tem-se o Problema da Mochila Irrestrito,

expresso por:

Maximizar:

2 U, (1.8)
-1



17

sujeito a:
2lx <L (1.9)
j=1
X; 20, para j=1...,n, (1.10)
X. inteiro, para j=1,...,n. (1.11)

]

7

Este caso é considerado quando ndo ha limitacdo para itens em

estoque, desde que respeitada a capacidade da mochila, ou seja, poderia ser

]

considerado d, { LI J pois a restricdo de mochila implica que nao podem ser

inseridos itens de peso |; em quantidade maior a esse valor.

O Problema da Mochila Irrestrito sera usado na construcdo do
algoritmo Backtracking, que pode ser modificado para resolver o Problema da
Mochila Restrito e também o Problema da Mochila 0-1.

1.1.3 O Problema com Multiplas Mochilas

Outra possivel generalizacdo do Problema da Mochila 0-1 ocorre
quando considera-se mais de uma mochila para alocar os itens. Nos problemas de
corte de estoque, € comum as barras disponiveis a serem cortadas em itens
menores terem larguras diferentes. Neste caso, um problema que gera “padrées de
corte” deve considerar padroes em diferentes barras, ao tempo que, um problema de
multiplas mochilas deve considerar alocacdes de itens em diferentes mochilas.

Se consideradas m mochilas de capacidade L, (i=1...,m), e n
itens de peso |, e utilidade u; (j=1...,n), o Problema de Multiplas Mochilas 0-1

consiste em maximizar a soma das utilidades dos itens a serem escolhidos,
respeitando as capacidades das mochilas. Para isso, considere as variaveis de

decisdo x; (i=1...,m;j=1...,n) com valor 1 se oitem j for incluido na mochila i, e

0 no caso contrario.

’ LXJ denota o maior nimero inteiro menor ou igual a X, que no caso de X ser positivo pode ser
entendido como a parte inteira de X.
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A soma das utilidades dos itens que serdo incluidos nas mochilas é

m n
dada pela expresséo ZZujxij. Para cada mochila, ha uma restricdo de
i=1 j=1

capacidade, pois na mochila de indice i a soma dos pesos dos itens que irdo

n
compo-la ndo pode ultrapassar L;, logo lexij <L, para cada i=1...,m. Também
j=L

um item pode compor apenas uma mochila, entdo para cada j=1,...,n deve valer

ixij <1.
i=1

Sendo assim, o modelo para o Problema de Multiplas Mochilas 0-1 &

0 seguinte:

Maximizar:
DU, (1.12)
i=1 j=1

sujeito a:

I;x; <L, parai=1...,m, (1.13)

j=1
Zl:xij <1, para j=1...,n, (1.14)
x; €{0,1}, parai=1...,m, j=1...,n. (1.15)

Assim como no Problema da Mochila 0-1, algumas suposi¢cdes séo
feitas no Problema de Mdltiplas Mochilas  0-1. Primeiramente,

max,, {l;}<max_ .{L}, pois todos os itens devem possuir peso menor ou igual

gue a capacidade de pelo menos uma mochila.

Outra suposicao feita € que min,_, {l,}<min_,  {L;}, isso garante

que todas as mochilas recebam ao menos um item. De fato, se alguma mochila
possui capacidade menor que o peso do menor item, e dessa forma possui
capacidade menor que o peso de cada item, nenhum item podera compor essa

mochila, e ela pode ser trivialmente descartada do problema.
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1.1.4 O Problema da Designacao Generalizada

Embora o Problema da Designacdo Generalizada nao seja
propriamente um problema de mochila, este incorpora similaridades com os
problemas de mochila, tal como sera discutido sua relagdo com o problema de
multiplas mochilas. Além disso, conforme coloca Martello e Toth (1997), problemas
de mochila compéem uma chave central para algoritmos que o resolvem. E ainda o
Problema da Designacdo Generalizada pode ser descrito com a terminologia
adotada neste trabalho para os problemas de mochila, como ser4 modelado a
seqguir.

Em uma possivel formulacdo para o problema, suponha que n

tarefas precisam ser realizadas, indexadas em {l,...,n}, e hA m pessoas disponiveis
para realizar as tarefas, indexadas em {l,...,m}. Precisa-se designar quais pessoas
fardo quais tarefas. Sao conhecidos valores que representam as vantagens de se
designar cada pessoa a cada tarefa, e o tempo necessario que cada pessoa precisa
para realizar cada tarefa. Considere u; a vantagem e |; o tempo que a pessoa de
indice i precisa para realizar a tarefa de indice j, e L, o tempo maximo disponivel a
pessoa de indice i para trabalhar nas tarefas, onde ie{l,....m} e je{l...,n}.

As incognitas do problema sdo x; (i=1...,m, j=1...,n), onde x; =1
se a tarefa de indice j foi designada a pessoa de indice i, e x; =0 no caso

contrario. Como cada tarefa deve ser designada a uma e somente uma pessoa,
m

dado j*e{l...,n} deve-se ter inj,,:l, garantindo assim que para algum
i=1

i*e{l...,m} vale x..=1e x.=0 para todo i=i*. Além disso, o tempo maximo

disponivel de cada pessoa deve ser respeitado, impondo que a soma dos tempos

gastos para realizar as tarefas designadas a determinada pessoa nao extrapole o

n
tempo disponivel da pessoa, assim Zlijxij <L, paratodo i=1,...,m.
=1

A melhor designacao € a que possui mais vantagens. Logo, deve-se

m n

maximizar ZZuijxij , a soma linear das vantagens de cada pessoa ao realizar as
i=1 j=1
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tarefas que lhe foram designadas. O modelo do Problema da Designacéo

Generalizada é estabelecido como:

Maximizar:
D> uX (1.16)
i=1 j=1

sujeito a:

Iijxij <L, parai=1...,m, (1.17)

j=1
D x; =1 para j=1...n, (1.18)
i=1
x; €{0,1}, parai=1...,m, j=1...,n. (1.19)

Observe a similaridade com o Problema de Mdltiplas Mochilas 0-1. O
Problema da Designagéo Generalizada pode ser entendido como um problema de
multiplas mochilas da seguinte forma: suponha que cada item (no problema de
multiplas mochilas) possua utilidades e pesos variaveis de acordo com a mochila na

qual sera inserido. Dessa forma, ao invés do item de indice j (j=1...,n) possuir
um peso |; independente da mochila a qual for inserido, ele tera um peso I; para

cada mochila de indice i=1,...,m. Isto modifica cada restricdo de mochila de
n n m n m n
Y Ix <L para ) I;x; <L; e afuncdo-objetivo de > > u,x, para > > u,x; . Sendo
=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1
assim, para que o problema com mdultiplas mochilas torne-se idéntico ao Problema
da Designacdo Generalizada, basta exigir que todos os itens sejam escolhidos e

supor que as capacidades das mochilas sejam suficientes para isso, exigindo assim

m
que a restricao inj <1 seja satisfeita com igualdade.
i=1

O Problema da Designacéo Generalizada pode ser interpretado para
dividir n trabalhos a m agentes de uma empresa, cuja realizacdo de um trabalho
gera um lucro e um recurso deve ser aplicado para determinado agente desenvolver
determinado trabalho, sendo que cada agente disp6e de um recurso maximo a ser
utilizado. O mesmo modelo aplica-se a situagdo de uma maquina que deve dividir n
tarefas a m processadores, e assim por diante.

Um caso similar ao Problema da Designacdo Generalizada é o
Problema da Alocacédo de Tarefas, que pode ser encontrado em Anton e Rorres
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(2008). Neste caso, a quantidade de tarefas é igual a quantidade de agentes, e as

utilidades u; valem o oposto dos pesos I, ou seja, 0 objetivo € minimizar a soma

ij ?
dos pesos, e, além de cada tarefa dever se realizada por um Unico agente, cada
agente deve realizar uma Unica tarefa. Uma aplicagdo pode ser dada pela seguinte
situacdo: uma empresa dispde de escavadeiras que estdo localizadas em n cidades

e devem ser utilizadas em outras n cidades. Os valores |; correspondem ao custo

de transporte da escavadeira de indice i a cidade de indice j. O objetivo é

minimizar o custo dos transportes, sendo que cada cidade deve ser atendida por

uma escavadeira, e cada escavadeira deve atender uma Unica cidade.

1.1.5 O Bin-packing

Nesta secdo sera descrita a modelagem classica do Bin-packing
Problem, problema que sera chamado de Bin-packing neste trabalho. Também sera
relacionado o Bin-packing com o Problema de Corte de Estoque Unidimensional,
gue sera mais bem detalhado no Capitulo 2, secéo 2.1.

O Bin-packing consiste em empacotar itens em mochilas (ou
pacotes), respeitando sua capacidade, porém com o objetivo de alocar todos os
itens, utilizando o menor numero de mochilas, diferente dos problemas de mochila,
gue possuem o objetivo de maximizar uma utilidade que dependera de cada item a
ser escolhido.

Sejam n itens e n mochilas, onde devem ser incluidos todos os
itens. Seja L a capacidade das mochilas (todas devem ter a mesma capacidade no

Bin-packing). As incognitas x; assumirdo valor 1 se o item j for colocado na

mochila i, e 0 no caso contrario.

Considere y, =1 se a mochila i for utilizada, e y,=0 no caso

contrario (MARTELLO; TOTH, 1997, p. 221). Como deseja-se a quantidade minima

n
de mochilas a serem utilizadas, deve-se minimizar Zyi. Cada item deve ser
i=1

n
incluido em uma e apenas uma mochila, logo ZX” =1 paracadaitem j=1,...,n.
i=1
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Para cada pacote ie{l,...,n} utilizado deve-se satisfazer a restricdo
n
de mochila lexij <L.Porém, se o pacote i ndo € utilizado, os elementos x; devem
j=1
ser nulos, pois nenhum item ird compor a mochila i. Pode-se combinar essas duas
n
exigéncias com a restricao lexij <Ly,, paracada ie{l,...,n}.

j=L

O modelo apresentado em Martello e Toth (1997) é:

Minimizar:
Dy, (1.20)
i=1

sujeito a:
> Ix; <Ly, parai=1...,n, (1.21)
j=1
D x; =1, para j=1...n, (1.22)
i=1
y; €{0,3}, para j=1...,n. (1.23)
x; €{0,1}, parai,j=1...,n. (1.24)

onde

1, se a mochila i é usada;
Yi = L, .
0, caso contrario.

{l, se o item j é colocado na mochila i;
X =
)

0, caso contrario.

Deve-se assumir que |; <L para todo j=1,...,n, pois caso algum
item de indice j viole esta desigualdade, o problema é infactivel, uma vez que a

restricdo de mochila ira impor x; =0 para todo i (0 que significa que o item em

n
questdo ndo entrara em nenhuma mochila), e torna-se impossivel inj assumir
i=1

valor 1 (que deveria ocorrer porque no Bin-packing todo item deve ser incluido a
alguma mochila).
O Bin-packing pode ser visto como um caso particular do modelo de

Kantorovich para o problema de corte de estoque, que serd desenvolvido e melhor
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delineado no Capitulo 2. O modelo atribuido & Kantorovich (1997 apud VALERIO DE
CARVALHO, 2002, p. 255) para o PCE é como exibido em (1.25)-(1.29).

Minimizar:
Dy, (1.25)
j=1

sujeito a:
D ILx; <ly,, para j=1...,n, (1.26)
i=1
D x; =d;, para i=1...,m, (1.27)
j=1
y; €{0,L}, para j=1,...,n, (1.28)
X; 20 e inteiro, para i=1,...,m, j=1...,n. (1.29)

As constantes d; indicam a demanda de um item no problema de

corte, e podem ser consideradas com valor 1 num caso particular. Além disso, tome
n

m=n. Observe também que substituir a restricao (1.27) por inj =d, ndo altera a
j=1

solugao do problema, pois zerar elementos x; nao invalida (1.26) e nao acrescenta

valores na funcao-objetivo (qQue deve ser minimizada). Isso transforma a restricdo
n

(1.27) em inj =1, fazendo com que x; €{0,1}. Basta entdo inverter a ordem da
j=1

indexagdo nas variaveis x; para que o caso particular do modelo de Kantorovich

construido dessa maneira torne-se exatamente o Bin-packing.
1.2 COMPLEXIDADE DOS PROBLEMAS DE MOCHILA

Nesta secdo faz-se um breve comentario a respeito da
complexidade computacional dos problemas apresentados, comecando por uma
revisdo basica dos conceitos utilizados para classificar os problemas, e
posteriormente apresentando a classificacdo. Para mais detalhes da teoria de
complexidade computacional recomenda-se a leitura de Nemhauser e Wolsey (1988,
p. 114-142), apenas no conceito de fortemente NP-dificil utilizou-se como referéncia
Goodrich (2002).
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O tempo de execucdo de um algoritmo é medido considerando-se o
namero de operacdes elementares necessarias para sua execucao na pior hipotese
(dependendo dos exemplares do problema) e o tamanho da entrada de dados
(quantidade de bits requeridos para descrever a entrada), assim a maquina usada

nao interfere na avaliacdo do algoritmo. Um algoritmo tem tempo O(f(n)) quando
existe uma constante positiva k e um instante n, e[l , tal que para todo inteiro n>n,
tem-se k-f(n)>T(n), onde T € uma funcdo que relaciona a cada tamanho de
entrada n o pior caso de tempo T(n) para determinado algoritmo. Essa definicao
considera o comportamento da funcdo apenas para valores com n—ow e
desconsidera constantes. Por exemplo, se o tempo requisitado por um algoritmo em
todas as entradas de tamanho n é no maximo 4n®+5n°+n, diz-se que o algoritmo
tem tempo O(n%).

Se o tempo de um algoritmo € O(f(n)) e f(n) é um polinébmio, diz-
se que o algoritmo possui tempo polinomial, se f(n) representa uma funcéo

exponencial, o algoritmo tem tempo exponencial, e analogamente, para outras
classes de funcfes. A rigor, um algoritmo dito de tempo exponencial possui tempo
controlado ao menos exponencialmente. Analogamente, um algoritmo dito de tempo
polinomial é controlado ao menos polinomialmente, logo também é controlado
exponencialmente e pode ser dito de tempo exponencial.

O conjunto P é formado pelos problemas que possuem um algoritmo
de tempo polinomial que o resolve ou verifica que ndo h& solugéo.

Definindo o conjunto NP de maneira breve, trata-se do conjunto de
problemas na qual a factibilidade de uma possivel solu¢cdo de um exemplar pode ser
verificada em tempo polinomial. Supondo que um problema esteja em NP, mas nao
em P, sua solugdo 6tima ndo pode ser encontrada em tempo polinomial, embora se
possa verificar se uma solucéo é factivel em tempo polinomial. O nome NP refere-se
a Nondeterministic Polynomial, sendo que um algoritmo néo-deterministico gera uma
solucdo num primeiro estagio e verifica se ela é factivel no segundo estagio, se for, a
saida do algoritmo diz que o problema é factivel. Este algoritmo sera polinomial se o
tempo de verificacdo no segundo estagio for polinomial.

O conjunto NP é importante porque constitui a maior parte dos
problemas comumente estudados, de fato, todos os problemas enunciados neste

trabalho pertencem a NP. Por exemplo, no Problema da Mochila Irrestrito, dados
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valores gerados aleatoriamente de x; €[], para j=1,...,n, verificar se tal solucao é

factivel (se satisfaz a restricdo de mochila, neste caso) requer n operacdes de
multiplicagdo, n-1 operagbes de soma e a comparacao do resultado com L, logo
iISso pode ser feito em tempo polinomial (e linear) O(n). A prova de que 0S outros
problemas mencionados estdo em NP é anéloga.

Todo problema em P pertence a NP, pois o algoritmo polinomial que
resolve um problema ou retorna que ndo ha solu¢do pode ser usado como nao-
deterministico. Ndo h& uma resposta satisfatoria na literatura para a questao se
P=NP. Woeginger (2015) fez uma lista de 107 trabalhos na literatura que tentaram (e
falharam em) mostrar a prova de que P=NP, P#NP ou que a questao € injustificavel.
Diante dessa indagacao, surge a ideia de pensar na classe dos problemas mais
dificeis de NP, os NP-completos, que possuem a propriedade de que se a0 menos
um problema NP-completo for polinomial (pertence a P), entdo P=NP. Caso P#NP, o

diagrama de Venn da Figura 1 ilustra a relacédo entre os conjuntos.

Figura 1: Caso P nao contenha NP

NP
NP-
Completos

Fonte: Nemhauser e Wolsey (1988, p. 138)

Para definir os problemas NP-completos é preciso o conceito de
reducd@o polinomial. Um problema X; € polinomialmente redutivel a outro problema

X, se existe uma funcdo g que relaciona a cada exemplar de X; um exemplar de Xo,
sendo que d e D(g) " é factivel em X; se, e somente se g(d) é factivel em X, e g

deve ser computavel em tempo polinomial. Isto significa que o problema X; pode ser

" D(g) denota o dominio da fungéo .
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resolvido resolvendo-se X, exigindo-se um tempo polinomial para a conversao, o
gue da a nocao intuitiva de que o problema X; nao é mais dificil que Xo.

Um problema X € NP-dificil se todos os problemas de NP séo
polinomialmente redutiveis a X, intuitivamente, todos os problemas de NP possuem
a propriedade de ndo serem mais dificeis do que X. O problema X € NP-completo se
pertence a NP e é NP-dificil. Ha ainda o caso particular dos problemas que séo
fortemente NP-dificeis, as quais permanecem NP-dificeis ainda que o valor de cada
entrada passe a ser limitado a um polinbmio do tamanho da entrada.

A ideia intuitiva da reducdo polinomial diz que os problemas em P
sdo os mais “faceis” de NP, os NP-completos mais “dificeis”, e os NP-completos que
séo também fortemente NP-dificeis sdo ainda mais. A menos que P=NP.

Considere o problema da particdo: dados n inteiros positivos

l,,...,1 , existe um subconjunto ScN ={1,...,n} tal que Zjeslj => . |,? Este é

jeN-s ']
um problema basico NP-completo, e que Martello e Toth (1997, p. 6) prova ser
polinomialmente redutivel ao Problema da Soma de Subconjuntos, caso particular do
Problema da Mochila 0-1 e do Problema da Mochila Restrito, logo esses problemas
sao todos NP-completos.

Analogamente, Martello e Toth (1997, p. 8) usa um problema de
particdo diferente, a qual é fortemente NP-dificil, e que prova ser pseudo-
polinomialmente redutivel ao Problema de Multiplas Mochilas 0-1, para provar que
este é também fortemente NP-dificil, juntamente com o caso mais geral do Problema
da Designacdo Generalizada. O problema de particdo em questdo é chamado de 3-

PARTITION, e pode ser descrito como: dados n=3m inteiros positivos |,...,1 ,
satisfazendo ZLllj/m=B inteiro e B/4<I; <B/2 para todo j=1...,n, existe uma
particio de N={l...,n} em m subconjuntos S,,...,S, (cada um contendo trés
elementos de N) tal que Zjeslj =B paratodo i=1...,m?

Foi usado que se um problema é fortemente NP-dificil e pode ser
reduzido pseudo-polinomialmente a outro, este outro também é fortemente NP-dificil,
sendo que um algoritmo pseudo-polinomial € um algoritmo executado com tempo
polinomial com relacédo ao valor das entradas, e ndo ao numero de bits requeridos

para descrevé-la.
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Para provar que o Bin-packing é fortemente NP-dificil, Martello e
Toth (1997, p. 9) considera o problema de decisdo R(Bin-packing), descrito por:

dados n+2 inteiros positivos 1,...,1.,c e a, existe uma particdo de N ={L...,n} em

LR

a subconjuntos S,,...,S, tal que Zjes_lj <c para todo i=1...,a? E facil ver que a

resolugdo do Bin-packing (problema de otimizagdo) resolve o R(Bin-packing)
(problema de decisdo), basta verificar se a é maior ou igual ao valor 6timo da
solucdo 6tima do Bin-packing. Agora, observe que um exemplar qualquer do 3-
PARTITION pode ser transformado pseudo-polinomialmente em um equivalente do
R(Bin-packing) simplesmente escolhendo c¢c=B e a=m, pois exigir que

Zjeslj <c=B para todo i=1...,a=m é 0 mesmo que exigir que zjes_lj =B para

todo i=1...,m, uma vez que se a desigualdade for estrita para algum ie{l,...,m},
tem-se 7" ;=2 "> . 1,<mB, 0queéum absurdo, pois >’ |, =mB. Portanto o

Bin-packing € um problema fortemente NP-dificil.

Sendo o Bin-packing um caso particular do problema de corte de
estoque, tal problema também é fortemente NP-dificil.

Considerando a complexidade dos problemas abordados, todos NP-
completos, € inesperado que haja algoritmos exatos que 0s resolvam em tempo
polinomial. Isso justifica alguns deles, tal como o Bin-packing, serem t&o estudados
por meio de heuristicas que buscam encontrar uma solucdo satisfatoriamente
proxima da 6tima, em um tempo viadvel de execucdo. O mesmo se aplica ao
Problema da Mochila Compartimentada, a ser enunciado no Capitulo 3, comumente
abordado por heuristicas.

1.3 SOLUCOES E ALGORITIMOS

Nesta secdo serdo abordadas algumas maneiras comumente
utilizadas para resolver o Problema da Mochila 0-1, o Problema da Mochila Restrito,
e 0 Problema da Mochila Irrestrito, e citadas heuristicas que se apresentam como
alternativa para encontrar solucbes aproximadas do Bin-packing. Ao discutir a
resolucdo de cada problema, serd feita uma reviséo teorica sobre seu estudo.

Primeiramente observe que alguns desses problemas podem ser
resolvidos sendo reduzidos a outros, apesar de ser preciso considerar um tempo

computacional para conversdo. Embora o Problema da Mochila 0-1 seja claramente
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um caso particular do Problema da Mochila Restrito, este segundo também pode ser
resolvido a partir de uma solucdo do primeiro. De fato, dado um exemplar do

Problema da Mochila Restrito, cada item i, que deve figurar no maximo d, vezes na

mochila, pode ser transformado em [Iogz(di +1ﬂ1 itens de utilidade e peso (u,l.),
2u,21), (4u,4l), .., (@"°%=%y 20%4ty e ((d =2 % L ayu., (d, —2"%% 1)),
todos com demanda igual a 1. A utilidade e peso do ultimo item da lista completa a

sequéncia de forma que a soma das utilidades e pesos dos itens gerados para o

Problema da Mochila 0-1 seja igual & u.d. e l.d., respectivamente.

Agora, focando no Problema da Mochila 0-1, sua resolugédo foi
inicialmente investigada por Dantzig (1957), que apresentou a solu¢céo do problema

relaxado (em que substitui-se x; €{0,5} por 0<x;<1) e um método que usa a

solucéo do problema relaxado e acrescenta restricbes para modifica-la e obter uma
solucgéo inteira.

O algoritmo de Dantzig (1957) ndo sera apresentado aqui, mas
quanto a solucéo do problema relaxado, foi apresentada uma resolucdo geométrica

u

) . . u
que é equivalente a reordenar os itens de forma a obter I—lz
1

u
2>...>-" (ver a
L, I

n

subsecao 1.3.1 para uma motivagédo da reordenacgéo) e encontrar o “item critico” de

indice k tal que k=min{jeD /Zijzlli >L}, fazendo x;=1 para j<k, x;=0 para

k-1
. L_Zizl Ii . . . .
n>j>k e x, = ou seja, inserem-se 0s k—1 primeiros itens na mochila e
k

a completa com o que ainda for possivel de x, .

Kolesar (1967) propés um algoritmo branch-and-bound para resolver
o Problema da Mochila 0-1, que consiste em separar as possiveis solucfes em
classes organizadas na forma de uma arvore (gerando “ramos”), e a cada estagio
dos ramos limitantes superiores sao calculados com o objetivo de se fazer “podas”

nos ramos onde ndo h& esperanca de encontrar uma solucdo melhor que as ja

¥ fx—| denota o menor nimero inteiro maior ou igual a X.
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analisadas. Esta ideia sera explorada no algoritmo Backtracking apresentado na
secdo 1.3.1 para resolver os problemas de mochila restrito e irrestrito.

Contudo, diferentemente do Backtracking a ser apresentado neste
trabalho, o algoritmo de Kolesar (1967) inicialmente ndo ordena as variaveis e
resolve um subproblema com algumas variaveis relaxadas para encontrar 0S
limitantes inferiores. No subproblema as variaveis sdo ordenadas. A cada “n¢” é
avaliado se um item entra ou n&do na mochila, e n&do ha o “backtrack” (volta) pelos
nés, pois uma vez avaliado, um ramo é podado e o outro segue sendo desenvolvido
na préxima iteracdo, ou seja, a busca € em largura e ndo em profundidade.

A poda num algoritmo evidencia a importancia do estudo de
limitantes superiores. A solugdo do problema relaxado dada em Dantzig (1957) é
obviamente um limitante superior para o problema, uma vez que 0 conjunto de
solucdes factiveis da relaxacdo é maior e o problema é de maximizacédo. Martello e
Toth (1977) apresentou o primeiro limitante superior melhor ou igual ao de Dantzig.

Balas e Zemel (1980) exploraram a observagdo de Dantzig (1957)
de que a solucdo do problema relaxado €, em geral, proxima da solucéo otima, e
elaboraram um algoritmo que busca em apenas alguns itens, com indices proximos
ao do item critico, encontrar a solucdo Otima apds obter a solucdo do problema
relaxado. Ao problema de otimizacdo reduzido a alguns itens foi dado o nome de
core problem.

Mais detalhadamente, considere que o problema esteja posto de

u u

u
forma que I—l >
1

I—Zz...zl—“, e seja C={j,,..., J,} 0 conjunto nomeado de core do
2 n

problema, onde j =min{j|x;=0} e j,=max{j|x;=1. Dessa forma, na solugao
tima do problema, se j< j, entdo x;=1ese j> j, entdo x; =0, logo basta decidir

o valor das variaveis entre j, e j,, o que significa resolver o problema:

Maximizar:

Doux, (1.30)

jeC
sujeito a:

-
lexj < |_—J_Zl:|j (1.31)
=

jeC
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X; €{0,5} para jeC. (1.32)

Assim reduz-se o problema inicial a um com menos variaveis. Na
verdade, para problemas de muitas variaveis, o core problem possui como
quantidade de variaveis uma parcela muito pequena de n (BALAS; ZEMEL, 1980, p.
1131; MARTELLO; TOTH, 1997, p. 58). Embora o conjunto C sO possa ser
determinado com a resolucdo do problema, Balas e Zemel (1980) afirmou que uma
aproximacédo satisfatoria pode ser encontrada resolvendo a relaxacdo linear, e
desenvolveu um algoritmo que encontra a solucdo do problema relaxado em tempo
linear, ou seja, mais rapido que a resolucédo de Dantzig (1957).

Uma vez que o core esta centrado no item critico, a resolu¢do do
problema relaxado, que encontra o item critico, é usada para determinar uma
aproximacédo do conjunto core relacionado ao problema, por meio de algum critério
adotado. Entdo o core problem é resolvido. Balas e Zemel (1980) o resolve com um
algoritmo que usa procedimentos heuristicos e de reducéo (que procura reduzir mais
0 numero de variaveis do problema).

Fayard e Plateau (1982, apud MARTELLO; TOTH, 1997, p. 22-23,
60-61) também desenvolveu um algoritmo para o core problem, além de propor um
limitante superior melhor ou igual que o de Martello e Toth (1977, apud MARTELLO;
TOTH, 1997, p. 20), obtido como o0 maximo entre dois casos da solu¢céo do problema

relaxado, um com a restricdo adicional x, =1 e o0 outro com a restricdo adicional
X, =0, onde k é o indice do item critico do problema original relaxado.

Muitos outros estudos importantes foram realizados para o Problema
da Mochila 0-1. Pode ser citado, por exemplo, Ingargiola e Korsh (1973, apud
MARTELLO; TOTH, 1997, p. 14, 45), que apresentou o primeiro procedimento de
reducdo, a qual busca reduzir o nimero de variaveis do problema, para isso procura
determinar itens que obrigatoriamente sdo inseridos na mochila na solugédo 6tima, e
itens que obrigatoriamente ndo sdo inseridos. Esta ideia pode ser usada numa
resolucao pelo core problem.

Considerando agora o Problema da Mochila Restrito, foi visto que
ele pode ser reduzido ao Problema de Mochila 0-1, todavia a literatura desses

problemas ndo é exatamente a mesma.
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Ingargiola e Korsh (1977, apud MARTELLO; TOTH, 1997, p. 88)
apresentou um procedimento de reducao para o Problema da Mochila Restrito tal
como o apresentado pelos mesmos autores para o Problema da Mochila 0-1.

Na busca por uma solugdo exata para o Problema da Mochila
Restrito e o Problema da Mochila Irrestrito, encontram-se estudos baseados em
programacao dinamica (resolver sub-rotinas recursivamente) e em métodos do tipo
branch-and-bound.

Para esbocar uma ideia da resolugcdo do Problema da Mochila

Restrito com programacao dinamica, seja fi(I:) o valor 6timo da sub-mochila

definida pelos itens 1...,i e capacidade da mochila L[, para i=1....ne L=0,1,...,L
(os pesos dos itens devem ser nameros inteiros). A relacédo de recursdo que justifica
a resolucéo por programacéo dinamica é:

f,(0) se [>0;

f (L—1)+u. se [-1>0;

f.(L) = max : (1.33)

f (C—dl)+du sel—dl >0.

Sendo assim, encontrado o valor de fifl(I:) paratodo L=0,1,....L, a

equacéao (1.33) fornece o valor de fi(I:) para todo L=0,1...,L em tempo O(Ld,),
lembrando-se que tem-se de inicio:

0 paralL=0,...,I -1

f, () = max U paraizll,...,ZIl—];
n= :

du, paraL=d,|[,...,L.
Este recurso foi aprimorado por Gilmore e Gomory (1966, apud
MARTELLO; TOTH, 1997, p. 88) e por Nemhauser e Ulimann (1969, apud
MARTELLO; TOTH, 1997, p. 88). No entanto ele n&o funciona para problemas de
tamanho grande. Nemhauser e Ullmann (1969, apud PISINGER, 1995, p. 134)

reportou que o exemplar de maior tamanho resolvido considerou n=50 e d. =2

paratodo i=1...,n.

Segundo Pisinger (1995), o problema desses algoritmos esta em
ndo haver uma estratégia de enumeracao eficiente. Pisinger propés uma recurséo a
qual sdo considerados apenas alguns itens proximos ao item critico, como no core

problem.



32

Horowitz e Sahni (1974), em um estudo de um problema de particdo
onde foram apresentadas aplicacdes no Problema da Mochila 0-1, apresentou um
algoritmo que usa suas ideias para o problema de particdo e programacao dinamica.
Também apresentou um algoritmo do tipo branch-and-bound, & qual chamou de
branch and scarch. Este algoritmo foi modificado por Martello e Toth (1977, apud
HOTO, 2001, p. 53), e dentre as modificacdes esta um diferente limitante superior.

Em outro artigo, Martello e Toth (1977, apud MARTELLO; TOTH;
1997, p. 88) fez uma adaptacdo de um algoritmo branch-and-bound da mochila 0-1
(que pode ser encontrado em Martello e Toth (1997, p. 34-36)) para o Problema da
Mochila Restrito.

No caso do Problema da Mochila Irrestrito, o limitante superior trivial,
dado pela resolugdo do problema relaxado, € dado por L-u/l,, caso o item de
indice 1 obtiver o maior valor u,/l; para i entre 1 e n (ocorre no caso de uma
ordenacdo das variaveis). Martello e Toth (1997) exibiu limitantes melhores ou
iguais aos estudados pelos mesmos autores, juntamente com um algoritmo guloso,
que insere itens na mochila, seguindo a ordem mencionada nesta secédo, até que
ndo caiba mais nenhum (qualquer item que for inserido ultrapassa a capacidade da
mochila).

Pensando em programacédo dinamica, uma recurséo imediata para

computar a fungdo f (L) (valor 6timo da sub-mochila definida pelos itens 1,...,i e

capacidade da mochila L) no Problema da Mochila Irrestrito é:

f. (L) :LEJU1 paral=0,...,L;
1
f_,(0), se [>0;
f(C=1)+u, se -1 >0;

f (L) = max{:

el mcffos

Com essa relagéo recursiva, o tempo para calcular f (L) é O(nL?).
Gilmore e Gomory (1965) propds que fosse usada como relagdo recursiva a
equacao (1.34):

fia(D)

» - , parai>1. (1.34)
f(L-1)+u,seL-1 >0

fi(I:):max{
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Para calcular f (L) com a relagdo recursiva dada em (1.34) é
necessario tempo O(nL). Ainda, conforme enfatiza Martello e Toth (1997), a

programacao dinamica é capaz de resolver apenas exemplares de tamanho
pequeno.

Gilmore e Gomory (1963), em um estudo de problemas de corte e
estoque, apresenta um algoritmo branch-and-bound para o Problema da Mochila
Irrestrito, usado na geracéo de colunas do problema de corte. Segundo os autores, o
novo procedimento mostra-se melhor que a programagéo dinamica, principalmente
com relacdo ao tempo, algo que 0s autores se preocuparam, por buscar uma
melhoraria no algoritmo do problema de corte que o permita ser computado em
mMAagquinas menores, mais comuns em empresas da época.

O algoritmo de Gilmore e Gomory (1963) é similar ao de Kolesar
(1967) para o Problema da Mochila 0-1, conforme cita o proprio Kolesar, ao qual
também se influenciou por um trabalho de Little et al (1963, apud KOLESAR, 1967,
p. 724) sobre o problema do caixeiro viajante.

Martello e Toth (1977, apud MARTELLO; TOTH; 1997, p. 96)
adaptou seu algoritmo branch-and-bound do Problema da Mochila 0-1 para o
irrestrito. Os mesmos autores (MARTELLO; TOTH, 1997) mostraram a extensao do
conceito de core problem ao Problema da Mochila Irrestrito, permitindo assim que
exemplares de tamanho grande possam ser resolvidos. Em alguns exemplares
testados, o algoritmo branch-and-bound sem a ideia de core problem foi considerado
impraticavel com n>1.000, em outros exemplares com 90.000. Com o core
problem, exemplares com 250.000 variaveis foram resolvidos em segundos.

Pisinger (1995) estudou procedimentos de reducao do Problema da
Mochila Irrestrito. Utilizou o conceito de dominancia entre itens, e diferentes formas
de reordena-los para, assim, criar um algoritmo melhor que os anteriores em termos
de tempo.

O Bin-packing Problem néo possui algoritmo exato satisfatorio (que
resolva grandes exemplares) para obtencdo da solucédo. Os primeiros algoritmos
exatos expostos na literatura sdo capazes de resolver apenas exemplares de
tamanho pequeno. Martello e Toth (1989, apud MARTELLO; TOTH, 1997) prop0s
um algoritmo exato chamado MTP, baseado na estratégia First-Fit Decreasing (ver
subsecao 1.3.2). Trata-se de um algoritmo branch-and-bound que, assim como na
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heuristica FFD, é ordenado pelos itens, colocando um a um na mochila escolhida, e
gue conta com procedimentos de poda e um critério de dominancia. Os mesmos
autores também apresentaram um procedimento de reducdo para o problema.
Porém, o algoritmo ndo resolve grandes exemplares, e heuristicas sdo necessarias
de serem incluidas para diminuir o numero de backtrackings.

Scholl, Klein e Jirgens (1997, apud ALVIM, 2004) criou um
algoritmo hibrido baseado nos procedimentos de reducdo de Martello e Toth,
combinando heuristicas e novos procedimentos de reducédo, além de mudar a busca
que, diferente do MTP, é ordenada pelas mochilas.

Quase toda a literatura do Bin-packing trata sobre heuristicas e suas
performances. Algumas das mais famosas heuristicas desse problema s&o descritas
na secado 1.3.2. Golden (1976, apud HOTO, 2001, p. 30) fez experimentos com
heuristicas e constatou que na maioria dos casos encontra-se uma solucao
considerada satisfatoria. Porém, em alguns exemplares a solucdo encontrada é
proxima do pior caso.

Valério de Carvalho (1999) propds um modelo para o bin-packing
que utiliza grafos na sua formulacéo, e desenvolveu um algoritmo branch-and-price
para resolvé-lo. Um modelo para o Problema da Mochila Compartimentada com esta
ideia de fluxo de arcos foi desenvolvido para esta dissertagéo, e pode ser visto no
Apéndice B. Nao foi dada continuidade ao estudo desta formulacdo por néo ter
oferecido bons resultados nos ensaios numeéricos, em termos de tempo

computacional.

1.3.1 O Algoritmo Backtracking

Nesta subsecédo sera descrito um algoritmo branch-and-bound para
resolver o Problema da Mochila Irrestrito, e adaptado para resolver o Problema da
Mochila Restrito, assim podendo também resolver o Problema da Mochila 0-1. Este
algoritmo foi descrito por Gilmore e Gomory (1963). Pretendeu-se fazer uma
descricéo longa e detalhada para que a limitacdo que permite a poda de um ramo da

arvore de solucdes viaveis seja desenvolvida de maneira intuitiva.
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Figura 2: Arvore sem podas.

xy=2 xp=0 x3=0 p~ x4,=0 je—z=10

x,=2 =13

Inicio

Xy =0

Fonte: préprio autor.

A fim de introduzir a estratégia do Backtracking, considere o
seguinte exemplo, extraido de (CHVATAL, 1983, p. 201):

Maximizar:
Z =5X, +4X, +2X, +5X, (1.35)

sujeito a:
51x, +33X, + 22X, +49x, <120 (1.36)

X, Xy, X5, X, €017 (1.37)
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Se for aplicado ao exemplo (1.35)-(1.37) um algoritmo de busca que
verifique (quase) todas as solucBes viaveis, tem-se a arvore de enumeracao
esbocada na Figura 2.

Uma observacdo importante € a ordem no qual a busca é feita.
Numa busca em profundidade, como esboca a Figura 2, 0S ramos Sao

desenvolvidos na ordem que estdo de cima para baixo. Primeiramente, x, €

L 120/ (= 5 i -
calculado como {/IIJ no caso L AlJ_Z’ e entdo para j>1 calcula-se

X; :L(L—Z:Iixi)/ljj, ou seja, seguindo a ordem das variaveis, cada item é inserido

na mochila na quantidade maxima suportada.

Depois de desenvolvido o ramo, faz-se a “volta”, escolhendo o maior
indice k tal que x, =0 e colocando x, =X, —1, nocasotem-se k=1e x =2-1=1,
e o restante do ramo € desenvolvido da mesma maneira. Depois, a volta ir& impor

k=2 e fazer x, =1, e assim a terceira linha € desenvolvida. O processo continua até
que a arvore esteja completa, quando x, =0 e k=1.

Determinada a ordem da busca, é necessario gravar a solucéo
corrente, e substitui-la sempre que se encontrada uma que melhora a funcéo-
objetivo. Desta forma, o algoritmo trabalha na busca de apenas uma solug¢éo étima
para o problema, descartando as equivalentes, embora em algumas situacdes
praticas possa ser mais interessante obter diferentes solucdes para que a empresa
ou industria que lida com o problema possa tomar a decisdo que Ihe for conveniente.
Também € o caso de, como subproblema, o problema de mochila precisar fornecer
uma quantidade “z” de melhores solugbes (ver a Heuristica dos “Z” Melhores
Compartimentos no Capitulo 3, secdo 3.1). Neste caso, no percorrer do algoritmo
branch-and-bound, uma solucédo encontrada € gravada se for melhor que uma das
“Z” melhores ja gravadas, e a pior dentre estas “z” que deve ser descartada.

Observe que nem todas as solucdes viaveis foram construidas na

Figura 2, pois nos ramos em que x, >0 nao foram exploradas outras opgdes para o
valor desta variavel. Por exemplo, quando x, =0, x,=0 e x,=1, podem ser
consideradas também as possibilidades x,=1 e x,=0. No entanto, estas

possibilidades trivialmente ndo melhorardo o valor da fung&o-objetivo. Por este

motivo, ndo € necessaria a reducdo gradativa dos valores da ultima variavel.
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Ainda nado construindo tais solucdes, o custo deste processo pode
ser muito alto, considerando um problema com muitas variaveis e também se a

capacidade da mochila for grande.

Observacdo 1. No pior caso, € necessario verificar no conjunto das partes dos itens

qual conjunto possui a maior utilidade, logo devem ser desenvolvidos 2" -1 ramos,
deixando claro que qualquer tentativa de resolucdo exaustiva € inviavel para

grandes exemplares.

Entdo, o objetivo é criar um algoritmo em que ndo seja necessario
buscar na arvore toda, ou seja, alguns ramos sado “podados” se nao houver
esperanca de encontrar a solucdo em seu desenvolvimento.

Para isso ser possivel, é necessario estimar o valor em que um ramo

pode alcangar na fungéo-objetivo. Considere na Figura 3 um ramo arbitrario X,...,X,,
onde k é o maior indice entre 1e n—1 maior que zero, X, recebera o valor X, -1 e
um novo ramo seria desenvolvido com os valores X,....X X -1%X,,...X. A

solucéo corrente € Z e a solucdo do novo ramo que seria construido sera chamada

de 7, tal como indica a Figura 3.

Figura 3: Novo ramo arbitrério

Xe+1 Kieg2 provwrnnennnns] Xy

fk+1 E:‘C+2 snnnannenna] Xy &Zl

Iniciop— *1 Xg  feennnns Xpoq

A AN NN AR AR AR R RN R AR AR A AA AR AR AR &ZZ

Fonte: Préprio autor.

Pretende-se estimar o valor de Z, sem desenvolver o ramo (sem
calcular X ,,,...X ) para compara-lo a solugdo corrente Z e verificar se o ramo pode
ser podado e ndo desenvolvido. Isso acontecera se for encontrado um limitante
superior para z,, denotado por M,, tal que M, <Z, e por transitividade isso implica
7, <17, garantido que o ramo ndo precisa ser desenvolvido, pois ndo constroi uma

solucéo melhor que a corrente.
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Defina M,como um limitante superior para z,, que por sua vez € a
solucdo para o ramo desenvolvido a partir de x, =X —2 (Figura 3), e assim

M,,M,,...,M, sdo definidos de forma analoga. E interessante também que ocorra

X
M;>M,>...2M,_, pois assim, se M,;<Z pode-se podar ndo s6é o ndé em que
X, =% —1, mas o n6 em que X, =X —2 e 0s outros também, podendo-se fazer a
volta na arvore (reduzir o valor de k).

Pretendendo-se entéo limitar Z, sem calcular X,_,,...X,, observe que:

i=1 i=k+1
1 n (1.38)
=D Uk +u (X -D+ D ux
i=1 i=k+1
valor conhecido desconhecido

n
O valor que precisa ser estimado é Z ux . A Unica restricdo aplicada a eventual
i=k+1

construcdo do ramo, além das variaveis serem inteiras positivas, € a capacidade da
n

mochila, Zliii <L, entéo é necessario usa-la para impor um limite a z, .
i=1

Observe que:

ilix + Zn: X <L
i=1

i=k+1

k-1 n
=YL+ R D+ DX <L,
i=1 i=k+1

conhecido desconhecido

entao:

Zn: Iiii S L_kz_lllif(i _Ik()’zk -1
i= i=1

i=k+1

ik+1 U i-1 (1.39)

valor conhecido

Agora, é necessario fazer uma andlise. Para limitar o valor

n |

desconhecido da inequacao (1.38), que é z u.X. , € necessario “retirar” a fragdo —
. u.

i=k+1 |
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. . . . . . no
na inequacao (1.39). Uma maneira de se fazer isso € tomando o minimo mk|rl{—' }
i=k+1 | .

minorando assim os valores dessas fraces e mantendo a desigualdade valida.
Outra maneira é reordenar as variaveis, o que ndo modifica o problema em sua
origem, e ha duas maneiras diferentes de fazer a reordenacéo:

I >...>I_k>|k_+1>...> n

I I
1) De forma que *>-2 -
U1 u2 uk uk+1 un

I | I
<< K< KL <

I
2) De forma que 1 <-% S
ul l"12 uk uk+l LIn

De imediato, a primeira maneira de reordenagdo nao oferece

I I
vantagens, pois nessa ordem mqu{ }:_n para todo k=1...,n. Enquanto que na
1=K+ u un

I |
segunda maneira tem-se m|n — kit
i=k+1 u uk+1

De (1.39) e (1.38) segue que:

Z I—iUiYi < I—_kz_%,lif(i - (% -1
i-1

i=k+1 Y

n I n _ k-1 . .
= 'mklﬂ{ui } > ux < L_glix‘ —1. (& -1

i=k+1

:Zn:uiiigrgé)l({l:—}(L kzhx, 1 (%, — 1)}

k-1 n
Z,=) UX+u (X -D+ Zuuii
=1 i=k+1
=
1

k-1 n k-1
Defina M, => ux +Uu, (% - 1)+n_1ax{%}(L—Zli>‘<i—Ik(kk—l)j, que

i=1

também pode ser definido como:

M, =2 u% ”.“E‘ff{l: }[L—Z:Ii‘ij.
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Analogamente, para r =2,...,x,, defina:

K-

. u = A
M, =D u% +u, (%, —r)+r|n&>§{r}(L—;Iixi—Ik(xk—r))

=

I
=

Segue que:

>

k-1 U k-1
=>» uX +u (xk—r)+max ¢ L=)> X =1, (% —r)
— i=k+1 |I =
=M,
Definidos os limitantes  M,M,,....,M, de 7,7,...,Z,,
k k

respectivamente, resta verificar a condicdo procurada de que M,>2M,>...>M,

Para isso, seja r arbitrario entre 1 e X, ,, observe que:

:guikﬁuk(xk r)+m3>§{ }[ i Ik(kk_r)j

STug U (R —r— 1))+max{ﬁ}(L—“|i>zi | (R~ — 1)}

i=k+1 |i

r+l imk+1

. n u.
Assim, tem-se que M, >M_ se, e somente se, U, —max{l—'}lk >0,
i

u, U, .
0 que e equwalente a |_ > mgx{l }, 0 que somente ocorrera para todo k =1...,n se
i=k+1
i

as variaveis estiverem ordenadas como em 2). Portanto, considere o problema com
as variaveis ordenadas como em (1.40), conforme proposto por Dantzig (1957) para

a resolucédo do problema relaxado:
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A>2>..>k>..>n (1.40)

P ¢ Ii Ik+l ; ui uk+1
Com isso, min{—+=—"= e maxq—;=—=,
i=k+1 | . u i=k+1 | |. |
i k+1 i k+1

A reordenacdo estd em conforme com a nocao intuitiva de que itens
com utilidade maior em relacdo ao peso sao preferiveis de serem escolhidos. Isso

. o A . . u,
motiva a definicdo de eficiéncia do item i como —.

Ii
Visto que Z <M, para todo r=1...x e M;2M,>...>M, , se
ocorre M, <7 entdo z, <7 para todo r=1...,%, € assim pode-se podar o ramo e

fazer a volta (backtrack) na arvore. Sendo assim, defina:

Kk

M =M1=2uix+‘:k+l[|_—zk:|izj, (1.41)

i=1 k+1

como um limitante superior para a utilidade do ramo a ser construido, podendo ser
utilizado como critério de poda. Na equacdo (1.41), X =% para ie{l...k-15 e
X =% —1.

Sintetizando, o Quadro 1 mostra os passos do algoritmo assim

construido.

Quadro 1: Algoritmo Backtracking

Algoritmo Backtracking
Entrada: n,u, I, L.
Saida: x, z.

Inicializacéo: faca z=0, k=0;

Quadro 2: Algoritmo Backtracking (continuacéo)

Passo 1 (desenvolvimento de um ramo):

Para j=k+1,...,n faca

X {(L—Zﬁ'i*ﬁ)/wi
e faca k=n;

Passo 2 (salvar solucao corrente):

n
Se > cX >z, entdo
i=1




42

faca z :Zn:cif(i ;

i=1
e para j=1...,n faca

X =X;
Passo 3 (backtrack):
a) Se k=1 entéo
pare!
caso contrério, faca
k=k-1,
b) Se x, =0 entao
volte ao passo a).
caso contrario, faca
X =% —1;
Passo 4 (poda):
k u k
Se > ux +ﬂ(L—ZIi>“(i] >z entdo
i=1 Ik+1 i=1
volte ao passo 1.

caso contrario, volte ao passo 3.

Fonte: Chvatal (1983, p. 206)

Aplicando o algoritmo Backtracking no exemplo (1.35)-(1.37), as

variaveis sao reordenadas de forma que o problema se resuma a:

Maximizar:
z=4y,+3Yy, +5y; +2y, (1.42)
sujeito a:
33y, +49y, +51y, + 22y, <120 (1.43)
Vi Y20 Yo Ya €17, (1.44)

4 5 _5_2 ) ) .
uma vez que —>—>—>—_ Ap0s efetuarem-se os calculos, pode-se verificar
33 49 51 22
que a arvore gerada pelo algoritmo é como na Figura 4.
A solugéo encontrada pelo algoritmo é x,=y,=0, X, =y, =2,

X=Y,=0, x,=y,=1e z=13.
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Figura 4: Arvore com podas

V1=3 1,=0 v3=0 V3=0f—z=12

Vo=1 1,=0 v,=0f—z=13

Inicio V172 a1 v, 0k—z=13
V= 1 |—poda = - 23 0 —poda

Fonte: Préprio autor.
Para resolver o Problema da Mochila Restrito com o Backtracking,
j-1
basta modificar no Passo 1 o calculo de X; por X;=min [L—Zlif(ij/j d;r, e
i=1

assim é garantido que a quantidade escolhida de cada item nédo ultrapassara sua

demanda. Analogamente, para resolver o Problema da Mochila 0-1, o Passo 1 conta
j-1 j-1

com o célculo de X; =min ML—ZL)@J/]JJ , ou ainda X,=1se L-Y Ix>le
i=1 i=1

X; =0 no caso contréario.

Observe que, ordenando os itens como em (1.40), o primeiro ramo
da arvore construido coloca 0 maximo de cada item nessa ordem na mochila, assim
como na resolugédo do problema relaxado, onde um ultimo entra com a quantidade
truncada. Sendo assim, a primeira solugdo viavel encontrada pode ser vista como

um arredondamento da resolucéo do problema relaxado.

1.3.2 Heuristicas para o Bin-packing

Algumas heuristicas utilizadas para resolver o Bin-packing podem
passar, da forma mais simples possivel, a ideia por tras de heuristicas que resolvem
problemas de corte de estoque.

A heuristica mais simples que aproxima a solucédo do Bin-packing é
a Next-Fit (NF), no qual o primeiro item é colocado na primeira mochila, e a partir do
segundo, insere-se o item corrente na mochila corrente se couber, caso nao caiba
toma-se a préxima mochila, onde o item é colocado. Para isso sdo necessarios dois

procedimentos basicos, um de incluir o item corrente k na mochila corrente q e
outro de inclui-lo na préxima mochila, sendo p a quantidade de mochilas ja

utilizadas. Seja B, o conjunto de indices dos itens que irdo compor a mochila q, e
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c(B,) a capacidade utilizada pela mochila q. Os dois procedimentos sao descritos

no Quadro 3.

Quadro 3: Procedimentos para heuristicas do Bin-packing
Procedimento Mochila Usada

Procedimento: MochilaUsada(B,, ¢(B,), I, ).
c(B,) =c(B,) +1,;
B, =B, +{k};

fim-procedimento

Procedimento Mochila Nova

Procedimento: MochilaNova( p, I, ).
p=p+1

c(B,) =1

B, ={k};

fim-procedimento

Fonte: Hoto (2001, p. 27)

7

Outra heuristica conhecida é a First-Fit (FF). Nela, cada item,
seguindo a ordem de indexacao, é colocado na primeira mochila que couber, e sé se
nao puder ser colocado em nenhuma que entrard em uma nova mochila. Ou seja,
diferente da Next-Fit, que verifica apenas se o item pode entrar na ultima mochila
usada, a First-Fit verifica se ele pode entrar nas mochilas ja usadas.

Dessa forma, a First-Fit coloca o item na primeira mochila que puder
ser colocado, mas pode-se pensar em preencher melhor as mochilas, colocando o
item na mochila que mais ficara cheia com a incluséo dele. E a ideia da heuristica
Best-Fit.

Nas notagbes anteriores, se L—c(B)) =1, entdo o item k pode ser
inserido na mochila i, e o espaco disponivel na mochila passara a ser
L—c(B)—-I, >0 (antes de atualizar c(B)=c(B)+l,). Uma vez que a Best-Fit

escolhe a mochila que mais pode ficar cheia com a inclusdo do item k, deve ser



escolhida a mochila r tal que L—c(Br)—Ik:r]2_i<n{L—c(Bi)—Ik20}.

mostra as heuristicas enunciadas.

Quadro 4: Heuristicas do Bin-packing
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O Quadro 4

Heuristica Next-Fit

Entrada: n, |, L.
Saida: B.
Inicializagdo: p=1; c(B)=1; B ={1};
Para k=2,...,n faca
Se L-c(B,)=|, entao
MochilaUsada (B, c(B,), I,);

Caso contrario, faga MochilaNova( p, |, );

Heuristica First-Fit

Entrada: n, I, L.
Saida: B,.
Inicializagdo: p=1; c¢(B)=1; B, ={1};
Para k=2,...,n faga
encontrou=0; q=1;

Enquanto g < p e encontrou =0 faca

Quadro 5: Heuristicas do Bin-packing (continuacdo)

Se L-c(B,))=l, entao
MochilaUsada(B,, c¢(B,), I, );
e encontrou =1;
caso contrario, faga q=q+1;
Se encontrou =0 entéo

MochilaNova( p, I, );

Heuristica Best-Fit

Entrada: n, |, L.

Saida: B,.
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Inicializacdo: p=1; c(B)=1,; B, ={L};
Para k=2,...,n faca

f, =min{f. =L —-c(B,) I, tal que f, >0},

I<i<p
Se f, >0 entéo
MochilaUsada(B,, ¢(B,), I, );

caso contrario, faga MochilaNova( p, 1, );

Fonte: Préprio autor.

Uma ideia para melhorar essas heuristicas € considerar os itens em
ordem decrescente de larguras, ou seja, |, >I,>--->| . Considerando essa
ordenacédo, as heuristicas NF, FF e BF recebem o nome de Next-Fit Decreasing
(NFD), First-Fit Decreasing (FFD) e Best-Fit Decreasing (BFD), respectivamente.

O tempo computacional do algoritmo NF € O(n), e dos outros cinco
mencionados € O(nlogn) .

Johnson (1973) provou que, para qualquer exemplar | do Bin-
packing, vale:

FFD(I)S%ll*+4,

onde FFD(I) é a solucdo do exemplar | encontrada pela heuristica FFD e 1™ ¢é a

solucéo 6tima do exemplar. Limitantes superiores para as outras heuristicas podem

ser encontrados em Martello e Toth (1997, p. 223).
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CAPITULO 2

APLICACOES

Além da descri¢do classica do problema da mochila, que traz uma
hipotética aplicacdo em escolher itens para compor a mochila, Martello e Toth (1997)
apresenta a seguinte aplicacdo para o Problema da Mochila 0-1: uma empresa
dispbe de um capital de L ddélares para fazer investimentos e possui n possiveis

investimentos, sendo que o j-€simo requer |; dolares, e u; € o lucro esperado com

a aplicacdo. Pretende-se maximizar a soma dos lucros de cada investimento feito,
investindo-se no maximo os L dolares disponiveis.

Antes mesmo de se estudar problemas de mochila, Lorie e Savage
(1955) apresentou um estudo do problema de investimento descrito no paragrafo
acima. Por ser um trabalho voltado a area de financas, os autores chamam a

atencao para a dificuldade de estimular o valor u;, neles podem ser consideradas

questbes como o0 interesse da empresa no investimento e comparacdes com
investimentos semelhantes efetuados com recorréncia pela empresa. Em sua
resolucdo, Lorie e Savage (1955) considerou os valores u; —pl;, como uma taxa do
lucro liquido esperado com a aplicagdo, sendo p inicialmente um valor

representativo tal como uma taxa de retorno minima da empresa.

7

O valor de p €& modificado de acordo com a necessidade do

problema, por exemplo, se ndo ha itens suficientes para completar a mochila (para

utilizar o recurso total) com essas novas “utilidades” positivas, entdo p é diminuido.
Encontrado o valor de p que ndo pode ser aumentado (se for o recurso necessario

para os investimentos com utilidade positiva ndo é totalmente aproveitado) nem
diminuido (assim os itens com utilidade positiva ultrapassam a capacidade de
investimento), pode-se selecionar os investimentos que devem ser escolhidos. Essa

heuristica é equivalente ao arredondamento pela resolucédo do problema da mochila

relaxado, uma vez que escolhe itens tal que u,—p-l >O©l%> p, embora seja
i

mais intuitiva numa abordagem econdmica, pois o valor p pode simbolizar uma

atratividade dos investimentos. Lorie e Savage (1955) considerou também o
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esperado de cada investimento em diversos intervalos de tempo, o que modifica o
valor de utilidade e requer uma adaptacéo na técnica de solucéo.

Vasquez e Hao (2001) modelou um problema de decidir quais fotos
um satélite deve tirar dentre as fotografias candidatas. E um problema que surge
quando um satélite que tira fotos diariamente (de 30 a 100 fotos aproximadamente)
deve tirar as mais vantajosas considerando aspectos como sua trajetdria e
condicdes de fotografar. A formulagdo matematica proposta € um problema de
mochila 0-1 generalizado, contando com restrigdes adicionais.

As possiveis fotografias (em alguns exemplares em torno de 2300)
sdo os itens a compor a mochila, cuja capacidade € a memodria disponivel para
armazenar as imagens. Os pesos das imagens sao os tamanhos de arquivos, e as
utilidades séo calculadas a partir de critérios como importancia dos clientes, urgéncia
e previsbes meteoroldgicas. As restricdes adicionadas séo lineares e consideram as
trés cameras disponiveis, que fotos estéreos precisam de duas cameras ao mesmo
tempo, dentre outros fatores. Para resolver o problema gerado pelo modelo,
Vasquez e Hao (2001) criou um algoritmo que procura sempre melhorar a solucéo,
utilizando véarios mecanismos acrescentados pelos autores, como de manuseios das
restricdes, intensificacao (direcionar a busca onde parece promissor) e diversificagao
(buscar em solugbes muito diferentes das ja percorridas).

Florentino e Spadotto (2006) aplicaram o Problema da Mochila
Restrito ao carregamento do palhico da cana-de-acucar.

A cana-de-agucar sofreu uma grande mudangca em sua producgdo
nos ultimos tempos. A colheita, que era realizada ap6s uma queimada na plantacéo,
passou a ser feita de forma mecanizada, produzindo biomassa residual (palhico),
que deve ser retirada do local da plantacéo, pois cria condi¢cdes favoraveis para o
aparecimento de parasitas e um atraso no broto da cana.

A legislacdo brasileira tem cada vez forgcado mais agricultores a
aderirem a colheita mecanizada. A queima é proibida em algumas cidades e
possivelmente em torno de 2017 sera totalmente proibida em alguns estados. A
colheita mecanizada possui vantagens em questdes ambientais, uma vez que a
gueima do canavial polui a atmosfera e pode causar incéndios descontrolados que
gueimam reservas e danificam instalacdes, ainda o palhico pode ser usado como

biomassa na geracdo de energia. A cana-de-acUcar tornou-se a maior fonte de
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biomassa do pais. Sendo assim, algumas usinas tem transportado o palhico, em
diversos tamanhos, diretamente do campo para o centro de processamento.

Um dos principais problemas neste processo € o custo do transporte
do palhico. Para ser retirado do campo, primeiro o palhico é enleirado por maquinas
enfardadoras que formam fardos cilindricos ou prisméaticos (em formato de prisma
retangular). Depois os fardos sao colocados em caminhdes para transporte. A
proposta de Florentino e Spadotto (2006) foi aplicar o Problema da Mochila Restrito
para maximizar o uso dos caminhdes no carregamento de fardos prismaticos,
carregando o maximo de biomassa possivel em cada viagem.

Considerando n maquinas enfardadoras, cuja i-ésima produz d.
fardos de volume u =l, e que a cacamba do caminhdo possua volume L,

maximizar o volume de palhico ocupado no caminhdo sujeito a respeitar a
capacidade do caminhéo e a producao de cada enfardadora € o mesmo que resolver

o Problema da Mochila Restrito proposto neste trabalho com u, =1, .

Chajakis e Guignard (2003) aplicou problemas de mochila a
distribuicdo de produtos em veiculos com multiplos compartimentos. Nesses
veiculos (geralmente navios ou caminhdes) pretende-se transportar produtos em
diferentes temperaturas e diferentes composi¢cdes, e por isso devem ficar em
compartimentos separados. Com relacdo as composi¢cdes, podem ser admitidos
produtos de origem do petrdleo, comida, itens de mercearia para lojas de
conveniéncia, etc. Apos definir quais veiculos efetuardo quais entregas, aplica-se um
problema de caixeiro viajante para determinar as rotas. Os autores criaram uma
heuristica que, com a relaxacao lagrangeana, decompde o problema em problemas
de mochila, procura uma solucdo factivel em cada iteracdo e aperfeicoa-a caso
encontre-a.

Outra aplicacdo bastante considerada na literatura foi feita por
Straszak et al (1993), no sistema de aprovacdo de votos restrito. A votacao por
aprovacao difere-se do tradicional sistema, em que cada eleitor vota em um
candidato (ou projeto) e os mais votados séo eleitos, sendo que nesse sistema cada
eleitor pode votar em quantos candidatos desejar, como se aprovasse alguns e
desaprovasse 0s outros. Entre as vantagens de uma eleicdo com essa normatizacao
enunciadas por Straszak et al (1993), ha maior flexibilidade para as opinides e

aumenta-se a participacéo dos eleitores.
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Acrescentam-se restricdes ao modelo de votacdo por aprovacao,
tornando-o o chamado modelo de votacdo por aprovacao restrito (possivel traducéo
para constrained approval voting). As restricbes em questdo consideram que
diferentes interesses devem ser representados no comité eleito. Dessa forma, sao
criadas categorias de candidatos, sendo que cada candidato pertence a diversas
categorias, e uma restricdo matematica garante que o niumero de candidatos por
categoria esteja na faixa determinada a ela (proporcional ao numero de votos
recebidos por candidatos desta categoria). Com estas condi¢cdes, Straszak et al
(1993) desenvolveu um modelo matematico que consiste num problema de mochila
com restricbes adicionais.

Para resolver esse modelo, os autores propéem um algoritmo
branch-and-bound aproximativo, que tem como sub-rotina a resolucao de problemas
de mochila 0-1, e conta com algumas relaxa¢cdes. Uma das preocupacdes para a
formulacéo do algoritmo foi o tempo computacional. Em um exemplo da eleicdo de
50 membros para o Committee for Organization and Management Sciences of the
Polish Academy of Sciences foram necessarios 5,27 segundos de execugao,
considerado um tempo satisfatério.

NELIBEN (1995) aplicou um problema de mochila para encontrar um
limitante superior para a area utilizavel de um pallet, em um estudo de logistica que
visa encontrar o melhor arranjo de caixas retangulares em um pallet retangular, cuja
importancia econbmica estda em reduzir os custos de distribuicdo e transporte.
Alocacédo de caixas em pallets, de itens em contéineres, de contéineres em navios, e
problemas do tipo sdo comuns de conterem aplicacbes do Bin-packing (HOTO,
2001, p. 30).

Xavier e Miyazawa (2008) aplicou uma generalizacédo do Bin-packing
(Class Constrained Bin Packing) a sistemas de video sob demanda (video on
demand), que também possuem uma aplicagdo ao proprio Bin-packing, caso tenha-
se por objetivo construir um server com o minimo de discos tal que todos os pedidos
sao satisfeitos, conforme enuncia Xavier e Miyazawa (2008, p. 4).

Para melhor esclarecimento, um sistema de video sob demanda
armazena arquivos de video em servidores para que estes possam ser assistidos
online, sem a necessidade de efetuar-se o download do video. Ha alguns anos esse
sistema basicamente se resumia ao YouTube, porém é um sistema cada vez mais

popular e explorado por outras empresas. No Brasil, destaca-se a Netflix, que cobra
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mensalidades dos clientes para que esses possam ter acesso ilimitado a séries e
filmes online. Um limite para o crescimento desse mercado no Brasil tem sido a
velocidade da internet, a qual muitos usuérios reclamam de ser uma das mais caras
e lentas do mundo. Mesmo assim este mercado tem crescido, oferecendo a cada
vez acervos maiores de filmes, maratonas, e inclusive seriados exclusivos.

O problema estudado por Xavier e Miyazawa (2008) consiste em
construir um server baseado nos pedidos esperados por filmes, que podem ser
estipulados pela popularidade de cada um, utilizando discos iguais (de mesma
capacidade de armazenamento e tempo de leitura). Vale mencionar que o autor faz
uso de uma heuristica FFD adaptada.

Van de Vel e Shijie (1991) aplicou o Bin-packing a resolucdo de um
problema de programacdo de producdo. No problema, n trabalhos devem ser
designados a m maquinas, sendo que o tempo de processamento do trabalho i é

l.. Pretende-se designar os trabalhos as maquinas de forma a minimizar o tempo

total para realiza-los, com as maquinas trabalhando juntas. Os autores propuseram
uma resolucédo do problema de designacédo de trabalho por meio de um problema
Bin-packing associado.

Ainda na programacao de producédo, Morihara et al (1983) enunciou

dois possiveis problemas. Neles, n maquinas diferentes M,,...,M_ sé@o usadas para

produzir n tipos de bens 1,,...,1,, respectivamente, sendo que a maquina M, produz

LR

um bem I, em um dia utilizando a, trabalhadores. Ainda considerou que o nimero
de magquinas disponiveis do tipo M, € m,, condi¢do conhecida como restricdo de

maquinas.

O primeiro problema proposto por Morihara et al (1983) assume que
a quantidade de trabalhadores por dia deve ser no maximo P, e busca minimizar a
quantidade de dias necessarios para produzir uma determinada demanda de bens.
O segundo problema assume que a quantidade de dias para produzir os bens
demandados € maximo T, e busca minimizar a quantidade de trabalhadores
necessarios por dia.

Sem a restricdo de maquinas, o primeiro problema é o Bin-packing,

onde as mochilas sdo os dias, os bens sao os itens, o peso |

vale a, e a

capacidade da mochila € P. O segundo problema, sem a restricdo de maquinas, é
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um problema de programacdo de producdo classico. Porém, com a adicdo das
restricbes de maquinas, o problema se torna diferente, ainda que heuristicas
similares as desses problemas classicos sejam propostas por Morihara et al (1983).

A proposito, algumas variacdes do Bin-packing necessarias em
certas aplicac6es sdo enumeradas por Malkevitch (2015), tais como: a) O numero de
itens por mochila deve ser limitado por certo valor. Essa restricdo pode aparecer em
problemas de carregamento de caminh&o; b) Alguns itens ndo devem ser colocados
na mesma mochila. Em certos carregamentos é necessario garantir que se uma
carga tiver problemas para chegar ao seu destino, outra com produtos idénticos
deve suprir a necessidade dos itens no local; ¢) HA uma ordenacdo que limita a
forma como os itens sdo inseridos na mochila. Por exemplo, ao considerar uma
coletinea de musicas que devem ser gravadas em cd’s, algumas musicas
“‘combinam” mais com umas do que com outras.

Como mencionado no Capitulo 1, secdo 1.1.5, o Bin-packing
também é um caso particular do problema de corte de estoque. Suponha que, ao
invés de colocar itens em pacotes, utilizando-se do menor numero de pacotes,
barras de mesma largura devam ser cortadas em itens menores, satisfazendo a
obtencao de todos os itens, com o objetivo de utilizar-se do menor nimero de barras
possiveis. No corte de uma barra, o fato da soma das larguras dos itens terem de
ser no maximo a largura total da barra torna-se a restricdo de mochila, e sendo
assim, essa formulac&o do Bin-packing é equivalente a exibida na secéao 1.1.5.

Espera-se com essas aplicacdes ter-se ilustrado a diversidade de
formas e situacbes em que os problemas de mochila podem aparecer na prética.
Além das aqui evidenciadas, existe uma série de aplicacdes desses problemas que
podem ser encontradas na literatura, tais como em criptografia, controle
orcamentério, orcamento de capital, fluxo de rede, simulacdo de recozimento,
selecdo de jornais para uma livraria e compartilhamento de memoéria (SALKIN; DE
KLUYVER, 1975; LAGOUDAKIS, 1996). A maior parte das aplicacbes desses
problemas estd em problemas mais complexos, tal como Problemas de Corte e

Empacotamento.
2.1 PROBLEMAS DE CORTE E EMPACOTAMENTO

Esta secdo concentra-se nos Problemas de Corte e

Empacotamento, que tanto constituem uma aplicacdo dos problemas de mochila
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quanto sdo importantes na formulacdo do Problema da Mochila Compartimentada
feita no Capitulo 3.

A classe de problemas conhecida como Problemas de Corte e
Empacotamento envolve problemas de cortar unidades maiores em unidades
menores ou empacotar unidades menores em unidades maiores. Problemas desses
dois tipos possuem formulacdo matematica equivalente. Se, por exemplo, o objetivo
€ minimizar a quantidade de unidades maiores para cortar as menores, 0 problema
tem a mesma formulacdo matematica de minimizar a quantidade de unidades
maiores as quais serdo empacotadas as unidades menores.

Os Problemas de Corte e Empacotamento podem ser classificados
quanto a dimensdéo, a selecdo e ao sortimento dos itens. No caso de problemas de
corte de estoque sao selecionados os itens maiores e demandados todos os itens
menores, sendo que 0 estoque pode ser homogéneo (itens grandes de mesma
largura, como abordado no Bin-packing) ou heterogéneo, e os itens pequenos sao
variados com muitos de cada largura (no Bin-packing h& apenas um item de cada
largura).

Quanto a dimensdo, um problema pode ser unidimensional, como
nos problemas de mochila apresentados. Um problema de corte de estoque
unidimensional consiste em cortar barras a qual apenas uma dimensdao é
considerada, por exemplo no corte de tubos ou canos, e também de rolos ou
bobinas de certo material (tecido, aco, aluminio, papel, entre outros), que sao
cortados em toda sua extenséo, caracterizando um corte unidimensional, tal como

llustra a Figura 5.
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Figura 5: Corte de uma bobina

3131048

Fonte: Rosa Neto (2015).

Em muitos processos de corte de bobinas, como em bobinas de aco
(HOTO, 2001), a bobina grande é desenrolada e passa por facas que a cortam em
varias tiras, enquanto tais tiras sdo novamente enroladas formando as bobinas
menores, como mostra a Figura 5, representando uma bobina sendo cortada em
guatro bobinas de largura menor e uma pequena sobra/perda de material.

Essa sobra/perda constitui motivo de estudo de muitos trabalhos,
que visam ndo so utlizar o minimo de barras em estoque, como minimizar as
“perdas” no processo, planejando os cortes de forma a concentrar “sobras” em um
namero menor de barras e gerando “retalhos” que poderao ser utilizados em futuras
demandas de itens. Como neste trabalho ndo serd abordado o Problema de Corte
de Estoque com Aproveitamento de Sobras (Cherri et al, 2009), ndo havera
preocupacdo com essa terminologia de sobras, residuos, retalhos e perdas. A
sobra/perda representa neste trabalho apenas o espaco da mochila ndo ocupado
pelos itens que foram escolhidos para compé-la. Para estudos do problema de
reaproveitamento de sobras, além de Cherri et al (2009), recomenda-se Rosa Neto
(2015), que descreveu o problema e as principais heuristicas estudadas por outros
autores, incluindo uma reformulada pelo préprio autor, apresenta um gerador de
problemas, faz simulag6es computacionais e comparacdes dessas heuristicas.

Um problema de corte de estoque pode também ser bidimensional,

onde uma placa é cortada em itens menores, geralmente retangulares, por exemplo,
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um compensado de madeira que sera usado para produzir méveis. Enquanto isso, o
problema de carregamento em um contéiner € tridimensional. Existem também
classificagBes intermediarias com relacdo a dimensdo de um problema, como o
problema de corte de estoque 1.5-dimensional, onde s&o cortados itens
retangulares, porém de um rolo em que ndo se considera limitacdo no comprimento,
apenas de largura, como um rolo de tecido. Neste caso, procura-se minimizar o
comprimento desenrolado para obter os itens demandados.

Nesta secao serd mais enfatizado o Problema de Corte de Estoque
Unidimensional (PCE) com estoque homogéneo. Neste problema, sdo consideradas
barras de estoque de largura L e | tipos de itens, sendo que o item de indice i

possui largura |, e demanda d,. A Figura 6 ilustra as barras de estoque e os itens,

onde, por hipotese, existem barras suficientes para atender a demanda de itens, ou
considera-se ilimitada a quantidade de barras de largura L. O objetivo é obter todos

0s itens cortando o minimo possivel de barras de estoque.

Figura 6: Estoque e itens.

. L . ehe 2, ol
J ) (O (I - O
| ) . (. ().
O ) . >itens . >itens . >itens
y (-J /
estoque itens

Fonte: préprio autor.

Uma possivel formulagéo para o problema € a de Kantorovich (1997
apud VALERIO DE CARVALHO, 2002, p. 255) exibida na secdo 1.1.5. No entanto,
essa formulacdo conta com muitas restricbes de mochila, o que dificulta o
arredondamento inteiro de uma solucdo. Serd apresentada uma formulacdo mais
explorada na literatura, principalmente por permitir a técnica de geragédo de colunas
proposta por Gilmore e Gomory (1961), que gera padrdes de corte (resolvendo um
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problema de mochila) com valores inteiros, o que facilita a resolucdo do problema
mestre. Vance (1998) aplicou a decomposicdo de Dantzig-Wolf para provar que o
modelo de Kantorovich € equivalente ao que serd enunciado a seguir.

Defina um padrao de corte como uma I-upla

a, :(am,azp,...,a,p)eD'+ tal que la, +1,a,, +...+l,a, <L. Esse nome e conveniente

porque os valores a,,,a,,,...,a, podem ser entendidos como as quantidades de itens

de largura |,1,,...,1,, respectivamente, a serem cortados de uma barra de estoque.

Assim o PCE pode ser formulado em duas etapas:
1) Defina todos os possiveis padrdes de corte. Suponha que
existam P padrdes.
2) Uma vez obtidos os padrbes de corte, deve-se decidir a
guantidade de vezes que cada padrdo é utilizado. Como cada
padrdo de corte corta uma barra de estoque, o problema é

minimizar a quantidade de padroes utilizados. Defina por x, a

guantidade de vezes que o padrao p deve ser utilizado.

Rosa Neto (2015) apresenta o seguinte exemplar: considere
L=170, 1=3, I,=30, I,=50, I,=55, d,=2, d,=4, e d,=3, como ilustra a

Figura 7. Os possiveis padrbes de corte para esse exemplo sdo descritos na Tabela
1.

Figura 7: Estoque e itens do exemplo.
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55

—
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estoque

Fonte: préprio autor.
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Tabela 1: Padrbes de corte do exemplo.

pl|l1]2|3|4(|5(6|7]|8]|9]|10(11(12|13|14
ap|5|(4]14|13|3|3(2(2]|2|2|2(2(1]1
ap(0l1]0|1|0f0Of2|21]1|0|0f0f2]|1
asp(0(0]0|0|11(0f(0}j1]0|2|1(0(0]1

p |15(16|17(18]19(20|21(22|23(24|25|26|27
ap|1|1|1(1({0(0|0|J0|0|0O|0O(O|DO
ap[l1]10]0|0[3f2(2|12]1]1|0(0{0O0

axp(0]2]1|10(0f(1]0]2]|1
Fonte: préprio autor.

Embora nem todos os padrbes de corte da Tabela 1 precisam ser
construidos se a demanda for considerada (por exemplo: (5,0,0), e apenas dois itens
de indice 1 sado requeridos), 27 € a quantidade de padrbes que podem ser gerados
com os dados a respeito das larguras das barras. Vale mencionar que os padrbes
(5,0,0), (0,3,0) e (0,0,3) sdo denominados padrdes de corte homogéneos maximais,
por serem formados por apenas um item inserido na mochila (a ser cortado de uma
barra) na quantidade méaxima possivel.

Para que apenas duas barras de largura 30 sejam produzidas, a
soma das quantidades em que cada item de largura 30 € cortado nos padrdes
utilizados deve ser igual a dois, ou seja, ZP:aipxp:Z. O mesmo vale para as

p=1

demandas das barras de largura 50 e de 55, logo o problema da etapa 2) é:

Minimizar:
27
2%
p=1
sujeito a:
P
Z%Xp =2
p=1
P
zaZpo =4
p=1
P
za3pxp =3

X, ell, para p=1...,P.
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A solucdo encontrada por um algoritmo branch-and-bound
associado ao Método Simplex (inserindo-se restricbes e ramificando novas
possibilidades para o problema até encontrar solugéo inteira) é 3 para a funcéo-
objetivo (3 barras devem ser cortadas) com x, = X, = X,; =1 € as outras variaveis de
decisédo anuladas, ou seja, em uma barra cortam-se dois itens de 30 e um de 50, em
outra cortam-se trés itens de 50 e na outra trés itens de 55. Outra solucao
equivalente é x, =X,, = X,, =1, € as outras variaveis com valor nulo.

Em forma matricial, as restricbes deste exemplo podem ser

expressas por.

onde as colunas de A sao os padrdes de corte da Tabela 1.
Generalizando, o Problema de Corte e Estoque Unidimensional com

estoque homogéneo e a satisfazer as demandas com igualdade possui a seguinte

formulacéo:
Minimizar:
P
2%,
p=1
sujeito a:
X 1
X2 d2
A|><F’ ’ = .
Xp d,

x, el para p=1...,P.

As colunas da matriz A séo todos os possiveis padrées de corte do
problema. A guestdo combinatoria sobre o numero de padrées de corte é a mesma
do nimero de ramos na arvore de possibilidades do Problema da Mochila Restrito,
inclusive na Tabela 1 os padrGes estdo ordenados seguindo a regra de ramificacao
descrita na secdo 1.3.1. Logo, esse numero pode crescer exponencialmente em

relacdo ao tamanho do problema. A estratégia de geracdo de colunas descrita na
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secdo 2.1.1 tem por objetivo contornar essa situacao, resolvendo o problema sem
gerar todos os padrdes de corte, apenas os mais “atrativos”.

Ainda sem gerar todos os padrdes de corte possiveis, a solu¢do do
PCE pode néo ser tdo simples como no exemplo dado, que por ser pequeno pbde
ser resolvido com um meétodo branch-and-bound associado ao Método Simplex. A
secdo 2.1.2 descreve alguns algoritmos de aproximacdo para o problema, para

serem utilizados no caso de exemplares grandes.

2.1.1 Geracao de Colunas

Observe que, no exemplo dado pela Figura 7, apenas 3 variaveis
geraram 27 possiveis padrbes de corte (Tabela 1). Agora, imagine em exemplares

de tamanho grande. De fato, se for considerado d, =1 para todo i N, escolher os

padrdes factiveis equivale a encontrar no conjunto das partes dos itens o0s
subconjuntos de itens que ndo somam em largura mais do que a barra de estoque,
logo, no pior caso, tem-se 2" -1 possibilidades de padrdes de corte. Isso significa
que, para grandes exemplares, a quantidade de colunas da matriz A das restricdes
pode ser demasiadamente grande, dificultando a resolucdo do problema. Por isso,
gerar todas as colunas da matriz A (padrbes de corte) previamente pode ser
inviavel, o que torna interessante um método que gera colunas apenas quando
necessario durante a resolucéo do problema.

No Método Simplex, as colunas da matriz A apenas sao

consultadas no passo em que decide-se qual coluna deve entrar na base. Como o

, e ~ T
problema € de minimizagdo, deve-se escolher uma coluna a, =(a,,,a,,,...,,) tal
que cBB‘lap —c, >0 (ver Apéndice A para mais detalhes), onde B € a base corrente,

e c representa os coeficientes da funcéo-objetivo. No PCE tem-se c=(11,...,1).

Defina y=(y,,...,y,) =Cc;B ™. Assim, deve-se escolher uma coluna de A (um padr&o

|
de corte) tal que » ya, >1.
i=1

7

Geralmente, o critério utilizado no Método Simplex é escolher a

coluna com maior valor de custo reduzido (para problema de minimizacao), ou seja,
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|
- _1 7 ~ -
maior valor ¢c,B~a, —c, = E y;a, tal que a, € um padrdo de corte, o que equivale a
i=1

resolver o seguinte Problema da Mochila Irrestrito:

Maximizar:
Yidy, + Yoo, +. o+ Y@, (2.1)
sujeito a:
La, +La,, +...+la, <L (2.2)
a, €l parai=1...,1I. (2.3)

Se o valor encontrado na fungéo-objetivo for maior que 1, encontrou-
se uma coluna atrativa, caso contrario, hdo ha custo reduzido estritamente positivo e
h& garantia de solucao 6tima para o PCE relaxado.

A técnica de geracdo de colunas consiste, portanto, em a cada
iteracdo do Método Simplex, resolver um problema de otimizacdo, para construir a
coluna que entrara na base, evitando a avaliacdo de todos os padrdes de corte que
compdem a matriz A. Para dar inicio ao método, pode ser considerada como base a
matriz formada pelos padrées de corte homogéneos maximais. Um exemplo dessa
rotina é dado no Apéndice A.

Segundo, Gilmore e Gomory (1961), ndo € necessario encontrar o

méximo da funcdo-objetivo para o problema de mochila, apenas uma coluna que

| |
satisfaca Zyiaip >1 e Zliaip <L, sendo assim, pode-se resolver o problema de
i=1 i=1

mochila relaxado conforme faz Dantzig (1957), arredondar a solucao e verificar se a
coluna encontrada € atrativa, e apenas quando ndo se encontra colunas atrativas
com esse método que resolve-se o problema de mochila com exatiddo. Assim reduz-
se o0 esforgo computacional do processo.

Estudos computacionais apontam a uma conjectura de que o
Problema de Corte de Estoque Unidimensional pode ser bem resolvido por
relaxacdo e solucdo via geracdo de colunas seguida por um arredondamento da
solugéo, se os itens tiverem demanda alta e ndo muitas larguras diferentes. Porém,
se o problema tiver demanda baixa e muitos itens, o arredondamento pode néo
apresentar uma boa solugcdo, sendo necessaria a utilizacdo de heuristicas para
resolvé-lo (CHVATAL, 1983, p. 198; POLDI; ARENALES, 2006, p. 474). E o caso do
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Bin-packing, que conta com um largo espectro de larguras de itens, ou seja, muitos

itens diferentes e demanda baixa (d, =1).

2.1.2 Heuristicas para o PCE

Caso o problema seja grande o suficiente para ndo ser viavel a
solugdo por um método brach-and-bound que calcula a solu¢éo exata, heuristicas
que fornecem uma solucdo aproximada podem dar uma resposta satisfatoria. As
heuristicas mais comuns se dividem entre construtivas e residuais. As heuristicas
construtivas consistem em escolher “bons” padroes de corte e usa-los o possivel,
enquanto que as heuristicas residuais constituem em resolver o problema relaxado
por meio da geracao de colunas, para encontrar uma solugdo aproximada que pode
nao cumprir exatamente a demanda, atualizar a demanda e resolver um problema
menor (residual). Como mencionado na sec¢ao 2.1.1, problemas com poucos itens e
demanda alta costumam ter boa aproximacdo, podendo ser resolvidos por
heuristicas residuais, enquanto que a problemas com demanda baixa e muitos itens
€ mais recomendada a tentativa por heuristicas construtivas.

Com relacdo as heuristicas construtivas, sdo famosas a FFD e a
Gulosa. A heuristica FFD para o PCE & como descrita para o Bin-packing,
consistindo em cortar-se os itens em ordem de largura decrescente da primeira barra
que for possivel. H4 duas maneiras de implementar essa heuristica. Em uma delas,
aloca-se o maior item num padréo de corte quantas vezes for possivel (até que ndo
haja mais espaco na barra para este item ou que sua demanda seja atendida), em
seguida, aloca-se o segundo maior item nessa barra quantas vezes for possivel, e
assim por diante, formando um padrao de corte. Faz-se o mesmo barra por barra até
que toda a demanda seja atendida. Na outra maneira, aloca-se 0 maior item na
primeira barra o quanto possivel e, se sua demanda néo é atendida, parte-se para a
segunda barra e continua-se inserindo o maior item em seu padrao de corte, e assim
em quantas barras forem necessarias para atender sua demanda. Entdo, faz-se o
mesmo para o segundo maior item, procurando alocé-lo no espaco restante das
primeiras barras ja utilizadas. Esta segunda maneira trabalha exatamente como foi
descrita a FFD do Bin-packing.

Ja a heuristica Gulosa procura melhorar a primeira maneira de se

implementar a heuristica FFD, em que um padrdo de corte é gerado em cada
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iteracdo. Ao invés de gerar tal padrdo de corte, colocando os itens em ordem
decrescente como na heuristica FFD, resolve-se um Problema de Mochila Restrito
para encontrar um padrdo de corte que preencha o maximo possivel da capacidade
da barra de estoque, sendo que neste problema os pesos e utilidades sao iguais
(como no problema de Soma de Subconjuntos), e a demanda é a demanda residual
do item, pois a cada iteracdo, o padréo de corte gerado deve descontar na demanda
os itens produzidos. Para a implementacdo da heuristica Gulosa costuma-se utilizar
0 padrao de corte gerado quantas vezes for possivel (enquanto ndo estiver
produzindo itens em excesso) e s6 depois gerar um novo padrao de corte.

A solucdo por heuristicas residuais, como mencionado, resolve o
problema com as variaveis relaxadas e encontra uma solugéo aproximada (é dificil
ocorrer de a solugcdo do problema relaxado ser inteira, mas caso ocorra, 0 algoritmo
deve parar e ha garantia de solucdo o6tima para o PCE). Uma maneira de aproximar
a solucéo é truncando (arredondando para baixo) as variaveis. Lembrando que cada
variavel representa um padrdo de corte, entdo ao truncé-las menos barras seréo
cortadas com relacéo a solucdo exata do problema relaxado. Sendo assim, faltaréo
itens a serem produzidos, e entdo a demanda € atualizada e um novo problema com
demanda menor, chamado problema residual, deve ser resolvido. Este novo
problema pode ser resolvido da mesma maneira, gerando um novo residuo, e
sucessivamente, até que a demanda residual se anule ou a solucdo aproximada seja
nula.

No caso da demanda residual se anular o problema foi resolvido e o
algoritmo para. Mas caso a solugcdo aproximada seja nula, o Ultimo problema
residual obtido deve ser resolvido de outra forma, entretanto, como a solugao
relaxada para esse problema ndo possui variaveis maiores do que 1, resta uma
baixa demanda a ser atendida. A forma como este Ultimo problema residual sera
resolvido designa diferentes heuristicas residuais.

Sendo assim, a Heuristica Residual FFD consiste em resolver o
problema residual final com a heuristica construtiva FFD. Analogamente, a
Heuristica Residual Gulosa consiste em resolver o problema residual final com a
heuristica construtiva Gulosa.

Outra alternativa é tentar encontrar uma solucdo exata para o
problema residual final com um algoritmo que combina geracdo de colunas (por

causa das muitas variaveis, o que nao foi necessario no exemplo ilustrado na Figura
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7) e branch-and-bound, inserindo-se restricbes e criando ramificacbes para o
problema até encontrar-se uma solucéo inteira.

Pode-se modificar também, em heuristicas residuais, a forma como
a solucao do PCE relaxado é arredondada. Uma possivel maneira é, de algum modo
ordenados os padrbes de corte escolhidos na solugcdo do problema relaxado
(decorrentes de variaveis béasicas da base 6tima), uma a uma cada variavel é
arredondada para cima e, caso viole a demanda (produza itens em excesso), seu
valor é diminuido em uma unidade até que nao haja violacdo. Assim, constréi-se
uma aproximacao que nao ultrapassa a demanda, mas também pode nao atendé-la,
deixando um problema residual a ser resolvido, que pode ser resolvido da mesma
maneira até que a demanda seja cumprida, ndo sendo necessaria, portanto, a
solucao de um ultimo problema residual por meio de uma heuristica construtiva. Os
modos como se ordena tais variaveis determinam diferentes heuristicas, mais

detalhes podem ser vistos em Poldi e Arenales (2006).
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CAPITULO 3

O PROBLEMA DA MOCHILA COMPARTIMENTADA

No capitulo anterior, foi vista a aplicabilidade dos problemas de
mochila em Problemas de Corte e Empacotamento, em especial, no Problema de
Corte de Estoque Unidimensional. A secdo 2.1.1 apresentou uma alternativa para a
resolucdo do PCE relaxado em que ndo é necessario computar todos os padrdes de
corte, mas resolver a cada iteracdo um problema de mochila a qual a restricdo de
mochila nada mais € do que a condicdo das variaveis comporem um padrdo de
corte. Logo, este subproblema, que visa gerar um padrédo de corte, depende da
forma como o corte deve ser executado. No caso exibido foi considerada apenas a
restricdo fisica da barra ter espaco para gerar os itens, mas outras condi¢cdes podem
surgir na pratica. Num caso especifico tem-se o Problema da Mochila
Compartimentada.

No Problema da Mochila Compartimentada os itens deverdo ser
inseridos na mochila organizados em classes disjuntas. A compartimentacédo de uma
mochila ocorre quando os itens devem ser agrupados no seu interior segundo
afinidades. Por exemplo, quando ndo se deseja misturar remédios, ferramentas e
comidas no interior de uma mochila, requerendo a constru¢cdo de compartimentos
distintos para que neles sejam alocados itens de mesma natureza. Esta
particularidade induz no conjunto de itens uma particdo matematica (classes de itens
com mesma afinidade).

A motivagdo desta versdo de mochila surgiu da necessidade de se
gerar padrdes de corte em duas fases. Hoto (2001) apresentou uma aplicacdo no
qual bobinas de a¢o séo cortadas numa primeira fase, e laminadas (para reduzir a
espessura do aco, de acordo com a finalidade dos itens, como para confeccéo de
bicicletas, industria automobilistica e construcéo civil) numa segunda fase, sendo
gue as bobinas cortadas sofrerdo diferentes laminacdes, o que torna necessario criar
no esquema de corte diferentes grupos de bobinas que serdo laminadas juntas.

A Figura 8 ilustra o processo de corte e laminag&o. A primeira fase
de corte produz as sub-bobinas a serem laminadas e a segunda fase produz fitas

(itens).
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Figura 8: Corte em duas fases.
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Fonte: Hoto (2001, p. 33).

Seguindo essa ideia, suponha que o conjunto de indice dos itens,

denotado por N esteja particionado em g classes N, (k=1...,q). Dessa forma
N=N,u...UN, e NnN;=0 se r=s. No problema de corte de bobinas de ago

pode-se entender uma classe como sendo o conjunto de indices dos itens que irdo
sofrer a mesma laminag&o entre a primeira e a segunda fase de corte.

Ainda no problema de corte de bobinas de acgo, itens devem ser
laminados juntos na segunda etapa, respeitando uma largura minima e uma maxima

aceita pela maquina para fazer a laminagéo. Para isso, deve-se construir no interior

da mochila compartimentos de capacidades limitadas entre um valor minimo L% e

min

um maximo LX_, onde os indices dos itens de um compartimento devem pertencer a

uma mesma classe N, .

Observacdo 2. A ideia original para formalizar o modelo matematico consiste em:
imaginar todos os compartimentos (sub-bobinas) viaveis construidos, para,
em seguida, selecionar os que deverao fazer parte da compartimentacdo da
mochila. Esta metodologia € idéntica a usada na geragcdo de colunas (GILMORE,
GOMORY, 1961).
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Com este enfoque, denote por V, o conjunto de indices de todos os
compartimentos viaveis com itens indexados em N,, sendo V=V,U...0V, 0
conjunto de indices de todos os compartimentos, onde V, "V, = se r #s, ou seja,
Vi,...,V, € uma particéo de V .

Seja L a capacidade da mochila (largura de cada bobina), u, a
utilidade (multiplicadores simplex vindos do problema mestre) e |, o peso do item de
indice i (largura da fita). Considere como variaveis de decisdo: a; que controlara a
quantidade de itens de indice i no compartimento de indice j, y; que definira a
quantidade de compartimentos de indice j utilizados, 5, =1 se o compartimento de
indice j foi construido e, 6,=0 no caso contrario. A formulagdo matematica

apresentada por Hoto (2001) consiste em:

Maximizar:

Z[Zuiaﬁjyi+--~+Z[Zuiaijjyj (3.1)

jevp \LieNg jevg \ ieNg

sujeito a:

Z{ZIiaﬁ}yj+---+Z[Zliaﬁjyj <L (3.2)

jevp \ieNg jevg \ ieNg

Sl <D hay <5k, jeVi, k=1...q (3.3)

ieN,

6;€{0,}eq;,y,=20einteiros,ieN ejeV. (3.4)

A restricdo (3.2) assegura que a soma dos espacos ocupados por
cada compartimento n&o ultrapassa a capacidade da mochila. As restricbes em
(3.3) garantem que cada compartimento tenha capacidade limitada entre o minimo e

0 maximo aceito para compartimentos da classe N,. Em (3.4) € determinado o

dominio das variaveis.

Exemplo 1. Considere apenas 2 classes e 5 itens, sendo 3 itens na primeira classe
e 2 itens na segunda classe. Neste caso, q = 2, N={1,2,3,4,5}, N,={12,3} e

N, ={4,5}. Suponha que os compartimentos da primeira classe devem ter de 8 a 10

uc (unidades de comprimento) e os compartimentos da segunda classe devem ter de
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7 al12uc, entdo L. =8uc, L>. =7uc, L =10uc, L’  =12uc. Considere também

in min ax
as larguras dos itens, como |, =2 uc, |, =3uc, I,=5uc, I, =5 uc e |, =6uc. Sendo
assim, um compartimento de indice j representado por a; =(a,;, a,;, a;;) pertence
a V, se 8<2a;+3a,;+5a,;<10 , onde a; & um inteiro positivo que representa a
quantidade de itens de indice i no compartimento de indice j. Analogamente, um

compartimento de indice j representado por a;=(a,;, a;) pertence a V, se
7 <5a,;+6a;; < 12.

Assim, os compartimentos possiveis de serem construidos sao:
8,=(500), 2,=(400), a=(310), a=(20, a=201, a = (€20),
a, =(11D), a=(030), a=(01), a,=0.072)), a,;=(20), a,=1) e
a,;=(0,2). Logo, pode-se definir V,={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e V,={11,12,13}. (A
subsecdo 5.2.1 exibe uma maneira de se enumerar todos 0s compartimentos
viaveis).

Note que, embora os itens de indice 3 e 4 possuam a mesma
largura, sao itens diferentes, uma vez que pertencem a classes diferentes, podendo
sofrer diferentes processos de laminacao ou qualquer processo entre a primeira e a

segunda fase de corte.

Numa primeira observagdo, se o0 conjunto V de todos os

compartimentos fosse previamente determinado, entdo os valores L, =Zliaij e
ieN,

U, =Zuiaij que representam a largura e a utilidade do compartimento jeV,,

ieN
respectivamente, estariam bem determinados, e a equacgao (3.3) seria satisfeita.

Logo, o problema (3.1)-(3.4) se resume a maximizar Zijj +---+Zijj sujeito a
jevp jevg

ZLJyj +---+Z L;y; <L ey, inteiro positivo para todo jeV, ou seja, um Problema
iV jeva

da Mochila Irrestrito. Todavia, gerar todo o conjunto V é computacionalmente
impossivel para certos exemplares, uma vez que em cada classe o conjunto de
compartimentos possiveis possui tantos elementos quanto sdo as possibilidades de
solucdo factivel para um problema de mochila, algo ja discutido nos capitulos

anteriores, especialmente na secdo 1.3.1. Com esta observacao, conforme discutido
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na secao 1.2, pode-se dizer que o PMC “nao é mais dificil do que” o Problema da
Mochila Irrestrito. Portanto, o PMC é NP-dificil.

Em outra observacéo importante a respeito do conjunto V , nota-se
que ele é “flexivel”, no sentido de que nado precisa estar bem definido com uma
quantidade determinada de elementos diferentes entre si. Esta é a Observacéo 3,

gue sera utilizada no Capitulo 5, e por este motivo € aqui colocada em destaque:

Observagdo 3. Nao ha uma unica maneira de definir o conjunto V =V, u...LV,. A

Unica exigéncia € que contenha os indices de todos os compartimentos possiveis de
serem construidos, mas a ordem na qual a indexacéao é feita pode ser diferente sem
alterar a solucédo 6tima do problema. Além disso, 0 conjunto V pode conter mais
indices do que o necessario, relacionados a compartimentos idénticos (compostos
pelas mesmas quantidades dos mesmos itens).

Por exemplo, no Exemplo 1, o conjunto V, poderia ser definido como

V,={11,12,13,14}, com a, =11, a,=(2,0), a,;=(0,2) e a, =(2,0).

Observe que tanto a funcao-objetivo quanto a restricdo de mochila,
no modelo de Hoto (2001), sdo nao-lineares, o que faz com que o Problema da
Mochila Compartimentada seja tratado como um problema né&o-linear. Cruz (2010)
desenvolveu simulagdes baseadas num modelo linear para o Problema da Mochila
Compartimentada Restrito, que consiste no problema como descrito acima,
adicionando algumas restricdes que costumam aparecer em problemas praticos.

Por exemplo, no corte de estoque em duas fases, ha uma demanda

a ser atendida para cada item. Considere d, a demanda do item de indice i. Assim,

para garantir que ndo sejam produzidos itens em excesso, deve-se impor a restricao
(3.5):

9
D> > ayy;<d,ieN=NU..UN, (3.5)

onde a soma das quantidades de um determinado item em cada compartimento que
o produz é limitada pela demanda desse item.
Outras restricdes podem estar relacionadas a maneira com que 0s

itens sdo alocados na mochila (ou cortados, no caso de um problema de corte).
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Considere, por exemplo, no problema de corte de bobinas de aco, conforme ilustra a
Figura 8, que a quantidade de facas que cortam 0 aco seja limitada, tanto no
primeiro como no segundo processo de corte. O primeiro processo de corte dard
origem a compartimentos (sub-bobinas a serem laminadas), o que implica que a

quantidade de compartimentos deve ser limitada por uma constante F,. Enquanto

que, no segundo processo de corte, cada compartimento (sub-bobina laminada) sera

separado nos diversos itens que o compde, portanto o numero de itens em cada

compartimento deve ser limitado por uma constante F,. Neste caso devem valer as

restricdes:
q
> Dy <k (3.6)
k=1 jeV,
> a, <F, parajeV =V,u...uV, k=1...,q (3.7)

ieN,
Com a adicao das restricdes (3.5)-(3.7) restricbes ao modelo (3.1)-

(3.4) obtém-se o Problema da Mochila Compartimentada Restrito:

Maximizar:

Z[Zuiau}y,-+---+Z[Zuiaujy,- (3.8)

jevy \LieN; jevg \ ieNg

sujeito a:

Z[Zlia”jyj+---+Z(Z|ia”}yj <L (3.9)

jevy \LieN; jevg \ ieNg

Silin < D L3 <Lk, jeVi. k=1...,q (3.10)
ieN,

q

D> > ay,<d,ieN=NU...UN, (3.11)
k=1 jeV,

q

>SSy <k (3.12)
k=1 jeVy

Y a;<F, parajeV =V,u...0V, k=1..,q (3.13)

ieN,

6,€{0,} e q;,y;>0einteiros,ieN ejeV. (3.14)
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O modelo (3.8)-(3.14) é mais fiel as condi¢cdes do Problema de Corte
das Bobinas de Aco Sujeitas a Laminacdo a Frio, sendo, portanto, empregado na
geracédo dos padrdes de corte. Trata-se da compartimentagédo de uma mochila ((3.1)-
(3.4)) com restri¢cdes adicionais, portanto, ainda uma Mochila Nao-linear.

3.1 ALGUMAS HEURISTICAS

O modelo (3.8)-(3.14) e a Observacdo 2 sugerem uma maneira de
relaxar o problema: considerar apenas uma parcela dos compartimentos viaveis.
Com isto, surgem heuristicas de decomposi¢ao, as quais as mais conhecidas sédo a

({1

Heuristica da Decomposigcdo, a Heuristica dos “z” Melhores Compartimentos e a

Heuristica das “w” Capacidades.

No modelo (3.8)-(3.14), para que as variaveis do tipo a; sejam
factiveis, independente das variaveis do tipo o, e y,;, devem satisfazer, para cada

jeV,, k=1...,q, as restri¢des:

D la; <L (3.15)
ieN,
in < > ka; <L, oua; =0 paratodo ieN (3.16)
ieN,
a; <d,ieN (3.17)
Z a; <F, (3.18)
ieN,
a; >0 e inteiro, i e N. (3.19)

Como L>L¢_ paratodo k=1...,q, a restricdo (3.15) é redundante
ao assumir (3.16)-(3.19). Ademais, se a; =0 para todo ie N, nada sera somado a

funcao-objetivo, e por isso compartimentos assim nao precisam ser gerados. Assim

considere:

. in < Z Iia‘ij < Llr(nax (320)
ieN,

e as restricées (3.17)-(3.20) definem todos os compartimentos viaveis. Com todos os
valores de a; possiveis, definidos, pode-se definir:

Uj=> uay,

ieN,
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Li=> la

ieN

e o problema (3.8)-(3.14) pode ser escrito como:

Maximizar:
Uy 2 Uy (3.21)
jevy IEY

sujeito a:
DLy ++> Ly, <L (3.22)
jevy ievg
q
D> > ay,<d,ieN=NU...UN, (3.23)
k=1 jeV,
9
Ty <K, (3.24)
k=1 jeV,
y, >0 einteiro, jeV, (3.25)

gue sera denominado Problema Mestre. Note que as restricdes (3.10) e (3.13) sdo
satisfeitas em (3.17)-(3.20), por isso ndo possuem anélogas em (3.21)-(3.25).

As heuristicas de decomposi¢cao visam gerar, ao invés de todos os
compartimentos viaveis (que satisfazem (3.17)-(3.20)), alguns compartimentos e
entdo fazer a compartimentacdo da mochila (resolver (3.21)-(3.25)). No Capitulo 5 é

mencionado um algoritmo que gera todos os valores a; que satisfazem (3.17)-

(3.20), utilizando um método de ramificagdo semelhante ao descrito na subsecéo
1.3.1, a fim de obter a solucéo 6tima de alguns exemplares.
Visando selecionar compartimentos dentre todos os viaveis, o0

seguinte Problema de Mochila Restrito é usado para gerar o “melhor” compartimento

J €V, de capacidade maxima L, < L

Maximizar:
D ua (3.26)
ieN,
sujeito a:
k
min < ZN: uia‘ij < Lcap (327)
a; < d,ieN (3.28)

> a;<F, (3.29)

ieNy
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a; >0 e inteiro, i e N. (3.30)

A Heuristica da Decomposicdo consiste em, para cada classe de
itens, gerar o “melhor” compartimento, utilizando-se do Problema de Mochila Restrito

(3.26)-(3.30), e em seguida resolver o problema (3.21)-(3.25), que define os

compartimentos a serem inseridos na mochila. A Heuristica dos “z” Melhores

Compartimentos segue a mesma ideia, porém com “z” compartimentos gerados em

cada classe e ndo somente um. O Quadro 6 descreve a Heuristica dos “z” Melhores

Compartimentos, e caso “z’=1, tem-se a Heuristica da Decomposicao.

Quadro 6: Heuristica dos “z” Melhores Compartimentos

Heuristica dos z Melhores Compartimentos
Entrada: N,u, I,d, L L ,LX z.
Saida: a,y; .
Inicializagdo: V =<, comp =1;
Para k=1,...,q faca
Leap = Lo
Calcule as z melhores solugdes do problema (3.26)-(3.30);
Para contador =1,...,z faca
j =comp +contador —1;
jevy;
Grave a;, U;, e L; de acordo com a contador-ésimamelhor solucao de
(3.26)-(3.30);
comp =comp +

Resolva (3.21)-(3.25);

Fonte: Le&o et al (2011)

A Heuristica do Melhor Compartimento visa eliminar a resolucdo do
problema (3.21)-(3.25), para isso sao escolhidos sucessivamente compartimentos a
compor a mochila e atualizada a demanda. Mais precisamente, define-se o “melhor”
compartimento de cada classe, como na Heuristica da Decomposicdo, e entao

escolhe-se o “melhor” entre todos de acordo com sua eficiéncia (UJ./Lj ), € 0 insere

na mochila, entdo a demanda é atualizada e o processo é repetido inserindo-se mais



73

um compartimento na mochila (o “melhor” dos “melhores” de cada classe), até que o
padrdo de corte esteja formado.

A Heuristica das “w” Capacidades calcula, para cada classe, o
melhor compartimento para “w” diferentes capacidades, ou seja, varia-se a largura

maxima L., para obter compartimentos de larguras diferentes, obtendo-se assim

gx”"w” compartimentos que irdo compor a compartimentacdo da mochila. Observe,

conforme o algoritmo descrito no Quadro 7, que se “w’=1, tem-se a Heuristica da

Decomposicao.

Quadro 7: Heuristica das “w” Capacidades

Heuristica das w Capacidades
Entrada: N,u, I,d L L* L% w.
Saida: a;,y; .
Inicializagdo: V =&, comp =1;
Para k=1,...,q faca
Leap = Lo
Para j=comp,...,comp+w-1 faca
Resolva (3.26)-(3.30);
JeVi:
Grave g;, U, eL;;
Lo =Ly —1;
comp = comp +Ww

Resolva (3.21)-(3.25);

Fonte: Ledo et al (2011)

Sado encontradas na literatura heuristicas de retro-alimentacao, que
geram compartimentos conforme uma das heuristicas descritas acima, e na
compartimentacdo da mochila contam com variaveis adicionais que geram um novo
compartimento (HOTO et al, 2006; CRUZ, 2010). Também encontram-se heuristicas

que exploram as ideias de mais de uma dessas heuristicas mencionadas.
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3.2 UMA REVISAO TEORICA

Como referido, o Problema da Mochila Compartimentada surge em
problemas de corte em que os itens sdo cortados em duas fases. Pode-se dizer que
0s problemas de corte em varias etapas sdo estudados desde a década de setenta

por Haessler.

3.2.1 Problemas de Corte de Estoque em Duas ou Mais Etapas

Haessler (1979) ressaltou que varios estudos com problemas de
corte unidimensionais e bidimensionais foram realizados, porém n&o havia discussao
do problema de corte em duas fases na literatura, ainda que problemas do tipo
aparecessem comumente na pratica, e nas mesmas ocasifes dos problemas de
corte unidimensionais e bidimensionais comumente discutidos, tais como a industria
do papel e filmes plasticos.

No mesmo trabalho (HAESSLER, 1979), foi apresentada a aplicacao
do estudo de problemas de corte em duas fases na industria de filmes plasticos.
Neste exemplo, os itens (bobinas de filmes finais) sdo produzidos em diferentes
didametros, e para isso a bobina mestre deve ser cortada em bobinas intermediérias.
Haessler (1979) propde, para resolver a modelagem deste problema, uma heuristica
que gera padrbes de corte, seguindo a ideia de Gilmore e Gomory (1961), porém
com algumas adaptacOes heuristicas.

Zak (2000) apresentou um estudo de problemas de corte em que a
necessidade de multiplos estdgios esta na limitacdo das facas. A modelagem
apresentada para problemas com dois estagios de corte utiliza uma matriz formada
por blocos, um definido por padrbes de corte do primeiro estagio, outro definido por
padrées de corte do segundo estagio, e um terceiro bloco definido por vetores que
conectam os outros dois. Para resolver este problema, foi proposto um algoritmo
baseado na geracao de colunas, porém que gera tanto colunas quanto linhas, sendo
as linhas os compartimentos gerados (bobinas intermediarias), e as colunas os
padrées de corte para a bobina mestre. Para isso, dois problemas de mochila e um
bin-packing com restricdes adicionais foram utilizados como subproblemas. O bin-
packing, por ser mais complicado, foi abordado com algumas hip6teses que o torna

um problema de mochila com uma restricdo adicional, a qual pode ser resolvido com
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pequenas modificacbes no algoritmo Backtracking apresentado na subsecdo 1.3.1
(Capitulo 1).

Como subproblema de um problema de corte de estoque em duas
etapas, € comum surgir o conhecido Nasted Knapsack Problem, que pode ser
traduzido como Problema da Mochila Encapsulada, provavelmente o problema mais
semelhante ao Problema da Mochila Compartimentada encontrado na literatura.
Nele, as “capsulas” possuem capacidade fixa, diferenciando o problema do PMC, em
que as larguras dos compartimentos séo variaveis.

Johnston e Khan (1995) abordou o Nasted Knapsack Problem e
citou o famoso exemplo do ladrdo usado para descrever o Problema da Mochila 0-1,
similar ao do viajante descrito nesta dissertacdo, porém o ladrdo quer separar em
sua mochila os itens de acordo com determinadas categorias, por exemplo: comida,
vestuario e outras. O problema néo se limita a dois niveis de mochilas, em alguns
casos constroi-se sub-mochilas dentro das sub-mochilas e sucessivamente. O
problema foi aplicado na producdo de cabos de fibra Otica, que precisam ser
coloridos, a efeito de identificacdo, fazendo necessarias duas etapas de corte, a
primeira corta 0os cabos que irdo passar por diferentes processos de coloracao,
entdo os cabos coloridos sdo agrupados, e a segunda produz os itens demandados.

Correia et al (2004) apresentou um estudo em uma industria de
papel portuguesa em que buscou-se minimizar as perdas no corte de bobinas de
papel. Os itens demandados séo folhas e bobinas de papel. A necessidade de corte
em duas fases se deu pela limitacdo no numero de facas, e cortes perpendiculares
sao efetuados posteriormente para que parte das bobinas produzam folhas. O
método de solucdo apresentado consiste em, primeiramente, gerar padrdoes de
forma semelhante a utilizada em Ferreira et al (1990), eliminando os que né&o
satisfazem condicbes como a largura maxima e minima para inserir 0os rolos nas
cortadoras, o numero de facas nas cortadoras e a necessidade de rolos com a
largura das folhas demandadas para produzi-las posteriormente. Depois esses
padrdes criados sdo usados como colunas no Método Simplex, e por fim faz-se uma

heuristica de arredondamento.
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3.2.2 O Problema de Corte das Bobinas de Aco

Além de problemas de corte em varias etapas e do Nasted
Knapsack Problem, estudos do Problema de Corte das Bobinas de Ago (PCBA)
foram fundamentais para a formulacdo do PMC. Ferreira et al (1990) descreveu que
varios processamentos podem ser feitos entre a primeira fase de corte e a segunda,
tais como temperamento, tensionamento, laminagéo e endurecimento.

Ferreira et al (1990) propds uma heuristica para o Problema de
Corte das Bobinas de Aco (algoritmo de Ferreira-Neves-Castro), a qual contraria a
usada na pratica, sendo que na industria € comum planejar-se a segunda fase de
corte (criar-se compartimentos) e depois verificar se os compartimentos podem ser
incluidos num plano de corte da primeira fase, entdo o plano criado € usado (uma ou
mais vezes), atualiza-se a demanda e cria-se, analogamente, um novo plano de
corte, até que a demanda seja satisfeita. Contrariamente, o algoritmo de Ferreira-
Neves-Castro consiste em, primeiramente, ordenar os itens de acordo com um fator
de prioridade (sua largura multiplicada pela demanda), selecionar alguns itens
utilizando-se dessa ordenacdo, fazer uso de uma heuristica pra criar padrdes de
corte com esses itens, testar se os padrfes criados séo factiveis, e caso sejam usar
o melhor padréo de corte factivel, e repete-se o procedimento até que a demanda
seja satisfeita.

No algoritmo de Ferreira-Neves-Castro os padrées de corte gerados
inicialmente podem ser infactiveis, por causar superproducdo quando combinados
ou por ndo respeitar a capacidade das bobinas intermediarias. Se isso acontecer, o
namero de itens considerados na geracdo dos padrdes e 0 numero de
compartimentos em um padréo sdo aumentados, e procura-se gerar novos padroes.
Assim, pode ocorrer de muitos padrbes terem de ser analisados, e possivelmente
nenhum satisfaca as condi¢oes de compartimentagéao.

Valério de Carvalho e Rodrigues (1994, apud Leao et al, 2011, p.
456) propuseram a resolucdo do PCBA com a estratégia de geracdo de colunas. No
entanto, para simplificar a geracdo de padrdes compartimentados, consideraram
apenas os padrdes formados por compartimentos homogéneos, ou seja, cada
compartimento sendo composto por apenas um tipo de item. Novamente, a
dificuldade encontrada no PCBA foi gerar padrdes compartimentados, o que motiva

o estudo do Problema da Mochila Compartimentada.
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3.2.3 O Problema da Mochila Compartimentada

Em Hoto (1996, apud HOTO, 2001, p. 119) sdo encontrados os
primeiros elementos matematicos que permitiram a definicho do PMC, como um
problema unidimensional sujeito a restricbes de agrupamento. Além disso, em tal
dissertacéo foi descrito um algoritmo heuristico para o PCBA mais elaborado que o
de algoritmo de Ferreira-Neves-Castro, uma vez que procura gerar padroes
compartimentados viaveis.

Marques (2000) apresentou trés heuristicas para gerar
compartimentos, a saber: a Heuristica da Decomposicdo, a Heuristica do Melhor
Compartimento e a Heuristica dos “z” Melhores Compartimentos. Neste trabalho é
considerado o caso restrito (PMCR).

Hoto (2001) apresentou, além da formulacdo concisa do Problema
da Mochila Compartimentada e de um estudo aprofundado do PCBA, um algoritmo
de compartimentacdo exata para o caso irrestrito (COMPEX), uma heuristica
(COMPMT), juntamente com uma comparacao de desempenho desses algoritmos
com a Heuristica da Decomposi¢cdo. Também descreveu o Problema da Mochila
Compartimentada 0-1, a qual calculou limitantes e determinou critérios de poda,
propondo assim um algoritmo branch-and-bound para resolvé-lo.

No caso irrestrito do PMC, ou seja, quando as demandas ndo séo
consideradas (pode-se inserir quanto for desejavel um item), Hoto (2001) considerou
0 conceito de compartimentos dominantes para excluir compartimentos que nao
fardo parte da solugcdo 6tima. Como exemplo, considere um compartimento com
utiidade 15 e largura 9, e outro compartimento com utilidade 13 e largura 10.
Certamente existe uma solugdo Otima do problema em que o segundo
compartimento mencionado néo faz parte. Diz-se que tal compartimento € dominado
pelo primeiro, e um compartimento € dito dominante se for viavel e nao for dominado
por nenhum outro.

Assim o algoritmo COMPEX define as possiveis larguras de
compartimentos (0os compartimentos viaveis) e a utilidade de cada compartimento,
construindo apenas compartimentos dominantes, e em seguida define a
compartimentacédo por um problema de mochila. Note que para cada compartimento
viavel, ou seja, cada tamanho possivel de compartimentos, um problema de mochila

precisou ser resolvido, e para isso ha um custo.
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Visando diminuir esse custo, Hoto (2001) apresentou o algoritmo
heuristico COMPMT, que usa os limitantes de Martello-Toth para estimar a utilidade
dos compartimentos, e ap0s escolher os que serdo inseridos nha mochila resolve-se o
problema de mochila que determina a real utilidade desses compartimentos, assim a
resolucdo desse subproblema se faz necessaria apenas nos compartimentos
escolhidos. Uma mudanca no algoritmo consiste em, apos atualizar as utilidades de
alguns compartimentos, calcular uma nova compartimentacdo, e repetir esse
processo até que ndo haja mais atualizagbes, ou seja, as utilidades dos
compartimentos escolhidos séo iguais as estimadas ou ja atualizadas. Embora essa
mudanca pareca melhorar a solucéo (ou pelo menos néo a piora), vale lembrar que,
no pior caso, a utilidade estimada de todos os compartimentos é atualizada para a
utilidade real, prejudicando o tempo computacional. Nas simulagbes descritas em
Hoto (2001), embora o COMPMT néo tenha alcancado solucdo exata em muitos
casos, a funcéo-objetivo ndo foi em muito alterada, o que mostra competitividade da
heuristica em relacéo ao algoritmo exato.

Na comparacdo com a Heuristica da Decomposi¢do, os algoritmos
COMPEX e COMPMT apresentaram solugcbes melhores em alguns casos,
lembrando que os exemplos gerados tenham sido para mochilas compartimentadas
irrestritas. Para resolver o PMCR, Hoto (2001) propds um algoritmo heuristico que
trata-se de uma modificacdo do COMPEX.

Marques e Arenales (2007) apresentou a Heuristica das “w”
Capacidades. Os autores relatam terem obtido melhor performance que a Heuristica
dos “zZ” Melhores Compartimentos em suas simulagdes. No mesmo trabalho também
encontra-se uma relaxacdo linear para o PMC, cuja solugcdo traz um limitante
superior. Em Ledo et al (2011), o limitante superior dado por esta relaxacdo foi
utilizado para verificar a otimalidade de solu¢do por algumas heuristicas, e o tempo
computacional de calculo desse limitante para os exemplares rodados foi em torno
de 0,01 segundos.

Outro limitante superior descrito em Ledo et al (2011) utiliza geracao
de colunas para resolver o problema mestre relaxado, onde a cada iteragdo simplex
g subproblemas (um para cada classe) sdo calculados. Esta heuristica obteve
tempo um pouco mais rapido que a relaxacdo do problema feita por Marques e
Arenales (2007), porém o limitante superior foi um pouco maior (ou seja, pior) na
maioria dos exemplares testados.
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Ledo et al (2011) também apresenta uma heuristica hibrida que
explora as ideias das heuristicas dos “zZ" melhores compartimentos e das “w”
capacidades, ou seja, para cada uma das “w” capacidades de cada compartimento,
guardam-se as “Z” melhores solugdes. Note que a Heuristica dos “Z” Melhores
Compartimentos € o caso particular da heuristica hibrida com “w”=1, e a Heuristica
das “w” capacidades é o caso particular da heuristica hibrida com “z’=1. Logo a
heuristica hibrida € melhor que as duas em termos de poder gerar solucdes
melhores. Os autores relataram que, além da solucdo melhorar quando “z” e “W”
aumentam, ocorre de a solucdo ter seu desempenho mais influenciado com o
aumento de “w” do que com o0 aumento de “Z".

Ledo (2013) apresentou um estudo de um caso bidimensional do
PMC, onde uma placa é dividida horizontalmente em compartimentos paralelos
(cada compartimento € visto como uma faixa da placa mestre, e a largura da faixa é
limitada entre um valor minimo e um maximo), e em cada compartimento itens
retangulares sao alocados. Foram apresentadas formula¢des para diferentes casos
e heuristicas. A autora também apresentou uma heuristica nova para o PMC
unidimensional, que usa geracao de colunas, e na geracao de compartimentos usa a
heuristica hibrida.

A primeira tentativa de eliminar a n&o-linearidade do modelo original
da compartimentacdo de uma mochila é expressa em Hoto et al (2006), que também
desenvolveu heuristicas de retro-alimentacdo. Cruz (2010) apresentou testes
baseados nessa ideia de eliminar a nao-linearidade, e Le&o et al (2011) usou estas
ideias para comparar os resultados de suas heuristicas. Foram estas simulacfes a
motivagdo da pesquisa apresentada no Capitulo 5, pois, nenhum desses trabalhos

provou que uma Mochila Compartimentada €, na realidade, um problema linear.
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CAPITULO 4

UMA MODELAGEM LINEAR PARA O PROBLEMA DA MOCHILA
COMPARTIMENTADA

Neste capitulo é apresentado o modelo linear do PMCR trabalhado
em Hoto et al (2006), e provado que este modelo ndo é equivalente ao original
apresentado no Capitulo 3. Esta prova permite uma analise do modelo com o intuito
de justificar mudancas necessarias para que seja equivalente ao modelo original.

Algumas dessas mudancas j& foram consideradas em Cruz (2010).
4.1 FORMULACAO DE UM MODELO LINEAR

A ideia para construcdo de um modelo linear surge do fato de que, a

cada classe N,, a quantidade de compartimentos que podem ser escolhidos nédo

ultrapassa F, nem [%_k J Assim limitado o numero de compartimentos utilizados,

min
incluindo-se repeti¢cdes implicitas, pode-se criar compartimentos repetidos de forma

a eliminar as variaveis y; do problema, sem ultrapassar um certo limitante para a

quantidade de compartimentos, que sera denotado por p, = min{Fl,[%_k J}
Observacao 4. Diferente da abordagem classica, que considera todos os
compartimentos viaveis (bem determinados) e determina quais devem ser
construidos (incluidos na mochila) e em quais quantidades, na abordagem linear

serdo construidos p, compartimentos para cada classe, sendo que estes

compartimentos ndo possuem determinacdo prévia nas quantidades de cada item
gue os compdem (essas serdo as variaveis), sendo que alguns desses
compartimentos serdo nulos, ou seja, a quantidade em que cada item sera incluido

no compartimento sera nula.
Sendo assim, embora teoricamente sejam construidos Z‘::lpk

compartimentos, alguns serdo nulos e, na pratica, ndo irdo compor a
compartimentacdo da mochila. Além disso, outros podem ser implicitamente

repetidos, ou seja, com mesmas quantidades de cada item.
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Nesta abordagem é feita uma modificacdo na indexacdo dos
compartimentos. No Exemplo 1 do Capitulo 3, foi esclarecido que tanto a indexacao
dos itens quanto a dos compartimentos na modelagem original do PMCR séo
globais. A maneira de indexar os itens (globalmente ou localmente) é teoricamente

irrelevante, pois apenas altera os elementos dos conjuntos N, e cada item continua

ligado com sua respectiva classe, por isso foi mantida uma indexacdo global,
facilitando a descricdo das demandas, uma vez que basta considerar o valor de

demanda d, para o item i, ao invés de haver necessidade de indexar a classe a

qual pertence o item i em seu valor de demanda. J4& a indexacdo dos
compartimentos foi considerada local, pois nesta abordagem (HOTO et al, 2006;

CRUZ, 2010), para cada classe k havera p, compartimentos a serem construidos,
e assim atribui-se indices variando de 1 a p, para tais compartimentos.

Devido a essa mudanca na indexacdo dos compartimentos, faz-se

necessario acrescentar o indice da classe nas variaveis. Dessa forma, a variavel aif
representa a quantidade de itens de indice i do compartimento j, onde o item i
pertence a N, e j € um compartimento referente também a classe k. Com a nova
indexagdo também foi necessario modificar a variavel &; para 5, a qual possui

valor 1 se o compartimento de indice j referente a classe k é ndo-nulo, e valor 0 no

caso contrario.

Exemplo 2. Considere 2 classes e 5 itens, sendo 3 itens na primeira classe e 2 itens
na segunda classe. Neste caso, q=2, N={12,3,4,5}, N,={1,2,3} e N,={4,5}.

Suponha L, =8uc, L2, =7uc, L' =10uc, L2 =12uc. Considere também L =22
e F,=3. Assimtem-se p,=min{3,| 22/8 }=2 e p, =min{3,| 22/7 [} =3. Significa que
no maximo 2 compartimentos da classe N, e no maximo 3 compartimentos da
classe N, seréo inseridos na mochila. Teoricamente, serdo construidos (na nova
abordagem) 5 compartimentos, mas alguns desses podem ser nulos (aif =0 para
todo ieN, onde j=1...,p,).

Agora, os indices dos compartimentos construidos com itens

indexados em N, pertencem a {1,2} e os indices dos compartimentos com itens
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indexados em N, estdo em {1,2,3}, observe que a indexacdo dos compartimentos

nao € mais global como foi tratada no Exemplo 1 do Capitulo 3.
Além disso, os compartimentos ndo podem mais ser todos
previamente construidos e indexados, o que é irrelevante, pois, como ja mencionado

no Capitulo 3, na prética é inviavel criar todos os possiveis compartimentos.

Seguindo estas ideias, o primeiro modelo linear (HOTO et al, 2006)

formulado para o PMCR foi:

Maximizar:
9 P
ZZZUiaﬁ- (4.1)
sujeito a:

quzliail; <L (4.2)

5jk km_ZI,aIJ <5k L, i=L...,p.k=1...,q (4.3)
ieN,

q Pk

D D aj<d,ieN=NuU--UN, (4.4)

k=1 j=1

2. 2.5 <R (4.5)

> e <P, jeV =V, U UV, k=1... (4.6)
ieN,

ZN:Iiai'; Z.ZN: I‘a"k(iﬂ)’ 1=1....p-L k=1....9 (4.7)
st {0, e & >0 einteiros, ie N, j=1...,p, (4.8)
ek=1...,q.

A funcao-objetivo apresentada em (4.1) representa a soma das
utilidades de todos os itens escolhidos em cada compartimento. A restricdo (4.2)
garante que a soma das larguras dos itens escolhidos é limitada pela capacidade da

mochila. As restricdes em (4.3) limitam a largura dos compartimentos n&o-nulos e

anula os coeficientes dos compartimentos que nao serdo utilizados, sendo 5}‘ =1 se

o compartimento de indice j da classe N, for ndo-nulo e 5J.k =0 no caso contrario.
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As restricdes em (4.4) restringem a quantidade de cada item por sua respectiva
demanda. A restricdo (4.5) limita a quantidade de compartimentos ndo-nulos e em
(4.6) sao restringidas as quantidades de itens em cada compartimento. As restricbes
em (4.7) eliminam solugbes simétricas. As restricbes em (4.8) estabelecem o

dominio das variaveis.

4.2 O MODELO (4.1)-(4.8) NAO E EQUIVALENTE AO ORIGINAL

Nesta secdo é analisado o modelo (4.1)-(4.8) e discutidas suas
falhas, justificando as mudancas apresentadas em Cruz (2010) e nesta dissertacéo
(Capitulo 5).

Teorema 1. Os modelos (3.8)-(3.14) e (4.1)-(4.8) nao sao equivalentes.

Prova: Considere o exemplar que possui 0os seguintes coeficientes: q=2, N, ={1},
N,={2,3}, ,=2, I,=3, I,=5, u,=1, u,=1, u,=2, d, =2, d, =2, d, =1, L, =1,
1L =3, 12 =2, 1> =6, F=2, F,=3 e L=10.

Construindo todos os compartimentos viaveis, obtém-se (em uma
das possibilidades) V,={} e V,={2,3,4}, com a,=1, a, =0, a; =0, a,=0,
a,=1, a,,=0, a,=0, a,,=0, a,;=1, a,=0, a,=2 e a,, =0. Satisfazendo as
restricbes (3.9)-(3.14), ha 10 possibilidades para as variaveis y,, y,, ¥, € y,. De
fato, (y,V, V¥sY,) pode ser (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0),
(2,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (2,0,0,0) ou (0,2,0,0), e os valores da fungéo-objetivo
(3.8), dentro dessas possibilidades, séo respectivamente 1, 1, 2, 2, 2, 3,3, 3,2 e 2.
Portanto, y, =1, y,=0, y,=0 e y, =1 € uma solugdo 6tima do modelo (3.8)-(3.14)
para o exemplar escolhido, cujo valor 6timo da funcéo-objetivo (3.8) é 3.

Por outro lado, p,=min{2,|10/1}=2 e p,=min{2,[10/3[}=2.
Assim, as varidveis do modelo (4.1)-(4.8) sd0 aj,, a},, &, O,, &, Ay, A5ys Op, Ay
2 2

61221, a§11 512’ A, Ay, a§2 € 522- Tome a111:a;1:aé1:51121 e ailzzazlzzaézza'ﬁ:

:a§1:a§12a32:a§2:a§2:521:512:522:0-
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Sera provado que esses valores definidos estdo na regido factivel do

2
modelo (4.1)-(4.8). Tem-se ZZZI, i =2-1+3-1+5-1=10, e assim a restrigéo (4.2)

ieN k=1 j=1

é satisfeita. Para j=1e k=1, ) la;=2-1=2 e L, =1<2<3=L], caso contrario

ieN;
a; =6 =0 paratodo i e N,, logo a restrigéo (4.3) é satisfeita.

Agora, ZZa1J a;,=1<2=d,, iiagj:a;:lsZ:dz e

k=1 j=1 k=1 j=1

2 2
> > a; =a;=1=d,, logo a restricdo (4.4) ¢é satisfeita. Também

2

> > 6f=6=1<2=F, o que garante a restricdo (4.5). Para j=1 e k=1,
k=1 je{L2}

_Za.'f=3=F2, caso contrario » ai=0<F,, logo a restricio (4.6) também é

]
eN, ieN,

satisfeita. Por fim, > la;=3>0=> la, e > laj=> la’ =0, satisfazendo (4.7).

ieN; ieN; ieN, ieN,

Portanto a solug&o construida é factivel no modelo (4.1)-(4.8).
Nesta solucdo factivel a funcéo-objetivo assume o valor

2 2
ZZU, =1.1+1.1+2-1=4, logo a solucdo 6tima do modelo (4.1)-(4.8) para o
k=1

ieN j=1

exemplar escolhido € maior do que ou igual a 4, e como a solu¢ao 6tima do modelo

(3.8)-(3.14) é 3, segue que estes modelos ndo sao equivalentes.

Com esta demonstracao fica clara a falha no modelo (4.1)-(4.8) ao

definir aiﬁ para i¢N,. O modelo (3.8)-(3.14) também trabalha com a; para todo

ieN e jeV, porém o valor ua; (assim como la.) ndo é somado a fung&o-objetivo

i) i j
(nem la; arestricdo de mochila) se ieN e jeV,com r=s, r,s=1...,q

Por exemplo, caso fosse definido um quinto compartimento na
abordagem classica (similar ao compartimento construido com j=1 e k=1 na

abordagem linear), de forma que V, ={15} e a, =a,, =a,, =1, a restri¢cdo (4.3) seria
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satisfeita da mesma forma, visto que Zliai5 =2-1=2, mas os valores a,, e a,, que
ieN;

ndo foram contabilizados na capacidade do compartimento de indice 5, também néo

serdo na restricdo de mochila (3.9) e na fungéo-objetivo (3.8), pois 2,3eN, e 5€V,.
As incognitas a,, e a,, estdo inativas no modelo original.

Portanto, as funcdes-objetivo e as restricbes de mochila dos
modelos ndo se identificam. No préximo capitulo € formalizado um novo modelo

linear para o PMCR, e provado ser equivalente ao modelo original.
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CAPITULO 5

MOCHILAS COMPARTIMENTADAS SAO LINEARES: UMA DEMONSTRACAO

Neste capitulo é apresentado um novo modelo linear para o
Problema da Mochila Compartimentada Restrito, descritas simulacfes numéricas e
provado que este modelo é equivalente ao classico, permitindo-se afirmar que o

Problema da Mochila Compartimentada € linear.
5.1 UMA NOVA MODELAGEM LINEAR PARA O PROBLEMA DA MOCHILA COMPARTIMENTADA

A ideia de se trabalhar com p, compartimentos para cada classe

ainda é essencial para a construcdo de um modelo linear. Sendo assim, as
observacdes do Capitulo 4 sdo vélidas para o modelo a ser desenvolvido, incluindo

a indexagéao local dos compartimentos.

Nesta nova abordagem, as variaveis aﬁ serdo definidas apenas se 0

item i e o compartimento j sdo referentes a mesma classe N, . Isso gera pequenas

modificacbes em relacdo ao modelo (4.1)-(4.8), com destaque para a nao
necessidade de se incluir o conjunto V e os subconjuntos V, no modelo.

k

Na funcéo-objetivo (e na restricdo de mochila), u.a‘ i

a; (e laj) so sera

somado se i€ N, , entdo a funcdo-objetivo altera-se para:
q Py ‘
DIPIPITL
k=lieN, j=1

e a restricdo de mochila torna-se:

q Py

D > al<L.

k=lieN, j=1
A restricdo que delimita a capacidade de cada compartimento

permanece como em (4.3).

9 P Py
Dado ieN, existe k=1...,q tal que ieN,, entdo > > ai=>a;,

r=1 j=1 j=1

pois a; =0 para ig¢ N, r=1,...,q, logo pode-se substituir a restricao (4.4) por:

Py
Dai<d,ieN,k=1...q.
=
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A restricdo que limita a quantidade de compartimentos n&o-nulos
permanece como em (4.5), e na restricdo que limita a quantidade de itens em cada
compartimento ndo € necessario utilizar a notacdo V , entdo a restricdo (4.6) torna-

Se:

> ai<F,j=1..,p.k=1...q.

ieN,
N&o é necessario incluir uma restricdo analoga a (4.7), uma vez que
permitir a existéncia de solucbes simétricas ndo altera a solucdo 6tima do problema.
Desta forma, o modelo linear para o Problema da Mochila

Compartimentada Restrito proposto neste trabalho é:

Maximizar:
q Py

> D> uay (5.1)

k=1ieN, j=1

sujeito a:

q Py

> laj <L (5.2)
k=lieN, j=1

S < D> ey <5 L =1...,p. k=1...,q (5.3)

ieN,
Py
D ai<d,ieN,k=1...q (5.4)

=

Eq:iajk <k (5.5)

k=1 j=1

Y ai<F,j=1..p.k=1...q (5.6)
ieN,

5; e{0,} e af >0 e inteiros, i e N,, j=1...,p, (5.7)
ek=1...,q.

5.2 ENSAIOS NUMERICOS

A fim de avaliar a qualidade das solucdes provenientes do modelo
(5.1)-(5.7), foi implementado tal modelo e comparadas suas solu¢cbes com as da

Heuristica das “w” Capacidades (Sec¢ao 3.1) e com as solu¢cées de um algoritmo
exato (Algoritmo de Decomposicdo Exaustiva), que utiliza uma decomposi¢cdo
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exaustiva, proveniente da Observacao 2 (Capitulo 3), e fornece, portanto, a solucao
Otima de cada exemplar.

Foi escolhida a Heuristica das “w” Capacidades por ser reconhecida
em meio as heuristicas encontradas na literatura, lembrando que o objetivo desta
dissertacdo ndo € comparar heuristicas, mas observar a diferenca na qualidade das
solucbes provindas da modelagem linear em relacdo as solucBes heuristicas e
exatas. Foi utilizado “w”=5, por ser um valor recomendado na literatura.

Quanto ao Algoritmo de Decomposicéo Exaustiva, ele gera, por meio
de um método de ramificacdo, todos o0s compartimentos viaveis e, entdo, um
problema de programacdao inteira € resolvido para definir a compartimentacdo da
mochila. Este procedimento é, obviamente, inviavel para uso pratico (grandes
exemplares), conforme Observacéo 1 (se¢édo 1.3.1), mas, permite obter-se a solucao
Otima de exemplares de tamanho limitado, com a finalidade de testes tedricos. Com
base em testes iniciais, foi observado que 40 itens por classe € uma quantia maxima
adequada para a geracdo dos exemplares, uma vez que alguns exemplares de 45
itens por classe e todos os de 50 itens por classe testados obtiveram falha em sua
resolucao, pois geraram muitos compartimentos (milhdes) e exauriram a memoéria da
maquina durante a compartimentacdo. Enquanto isto, trabalhar com muitas classes
de poucos itens ndo exigiu tanta memoaria. Mais detalhes do algoritmo sdo dados na
subsecéao 5.2.1.

Foram organizadas sete categorias de exemplares: 5/10, 10/5,

10/10, 10/30, 30/10, 10/40 e 40/10, onde a categoria q/n € formada por exemplares
de g classes e n itens em cada classe.

Foi criado um gerador aleatério com referéncia em Gau e Washer
(1995), utilizando valores realisticos do problema de corte de bobinas de a¢o (onde
as larguras sdo medidas em milimetros), foi definido L=2200, F, =12, F,=8 e,

para toda classeN,, L. =375 e L =750. Além disso, as larguras dos itens

possuem valores aleatdrios entre 55 e 350, as utilidades entre 0 e 1 com trés casas
de arredondamento e convertidas a valores inteiros e, por fim, a demanda total
corresponde a trés vezes o numero total de itens, gerando as demandas dos itens
distribuidas aleatoriamente conforme sugerido em Gau e Washer (1995). Desta
maneira, foram gerados 200 exemplares para cada categoria, um total de 1400

exemplares.
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As implementacdes foram realizadas com o uso do solver FICO®
Xpress Optimizer, num Intel® Core™ i7 de 2,67 GHz com 12 GB de RAM. Os
resultados podem ser observados na Tabela 2, onde constam, para cada algoritmo
implementado, a média e o desvio padrédo (representado poro) aproximados dos

valores das func¢des-objetivo (Obj) e dos tempos computacionais (T ), em segundos,

dos exemplares de cada categoria.

Tabela 2: Resultados dos ensaios numéricos.
Categorias: 5/10 10/5 10/10 | 10/30 | 30/10 10/40 | 40/10

Obj 16,175 | 16,104 | 19,651 | 25,489 | 23,974 | 26,903 | 25,210
Algoritmo de

| o@bi) | 2483 | 2121| 2307 | 1,945| 1887 | 1675| 1,680
Decomposicéo

Exaustiva T 0,602 | 0,094 | 0,655 |91,803 | 1,695 | 834,620 | 2485

o(T) 1,471 1,138 | 0,289 | 34,768 | 0,362 | 564,060 | 0,469

Obj | 16,175 | 16,104 | 19,651 | 25,489 | 23,974 | 26,903 | 25,210

. o(©Obj) | 2483 | 2121 | 2307| 1,945| 1887 | 1.675| 1,680
Modelo Linear

T 0,321 | 0,213 | 0,339 | 1,153 | 0,541 0,875 | 0,680

a(T) 1,323 | 0,159 | 0,264 | 6,135 | 0,386 1,508 | 0,307

Obj 15,258 | 15,760 | 18,636 | 21,974 | 22,656 | 22,375 | 23,750

o(Ob)) | 2203 | 2050 | 2285| 1,852 | 1.850| 1,680 | 1.667
T 0,066 | 0,086 | 0141 | 0239| 0499| 0266| 0718

Heuristica

o(T) 0,012 | 0,013| 0,017 | 0,027 | 0,026 0,034 | 0,032

Fonte: préprio autor.

Em cada exemplar testado, os valores 6timos da funcdo-objetivo
obtidos com o Algoritmo de Decomposicédo Exaustiva e com a implementacdo do
modelo linear sdo idénticos, o que levantou a conjectura de que isto sempre

acontece, fato matematicamente comprovado na sec¢éo 5.3.

5.2.1 O Algoritmo de Decomposicao Exaustiva
O método de ramificacdo usado para gerar todos os compartimentos
viaveis é semelhante ao explorado pelo Backtracking. Para cada classe € gerada

uma Aarvore que enumera 0S compartimentos viaveis. A busca € feita em
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profundidade, conforme modifica-se os valores das variaveis a;, ieN,, onde
a; =(a;),y, CONstituirda um compartimento viavel da classe N, se:
k

Loin < D hay < Lo

i max
ieN,

a; <d;,ieN;
Zaijst;
ieN
a; >0 e inteiro, i € N.

Deste modo, no desenvolvimento de um ramo, € necessario
considerar o limitante superior para o tamanho de um compartimento, a demanda do
item e a quantidade maxima de itens no compartimento. Entdo, para criar um

compartimento de V,, 0 maximo que pode-se atribuir a a; eé:

a, =min{|| ..~ 14, | /A |.d,E},

neNy
n=i

onde F é a quantidade de itens que ainda podem ser inseridos no compartimento,

dada por F=F,—> oy & .

n=i

O ramo desenvolvido deve fornecer uma capacidade do
compartimento construido maior ou igual do que L. para ser viavel. Neste caso, a

solucdo deve ser salva (é criado o compartimento) e a construgdo da arvore

continua. Caso contrario, pode-se fazer a volta no nd, uma vez que, se

ZneN Ineinj<Lk entdo diminuir o valor da dltima variavel produzira um
k

min ?
compartimento cuja capacidade €, ainda, menor do que o minimo aceito. Com isto, a
cada ramo desenvolvido até a folha, a solucdo é testada e, se factivel, diminui-se o
valor da ultima variavel e faz-se novamente o teste, e isto se repete até que a
solucéo seja infactivel ou as possibilidades para a ultima variavel estejam esgotadas.
Quando o ramo produz um compartimento infactivel, faz-se a volta nos nés.

Visando diminuir a quantidade de ramos testados, com base em
ensaios numeéricos iniciais, considerou-se ordenar as variaveis por ordem
decrescente das larguras dos itens. Uma justificativa para o funcionamento desta
regra € dada ao final desta subsecdo, com o suporte de um exemplo. O Quadro 8

descreve o gerador de compartimentos.
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Quadro 8: Primeira Etapa do Algoritmo da Decomposicado Exaustiva
Gerador de Compartimentos

Entrada: N, LS X .1, d,F,.

Saida: V, g;.
Inicializacéo: faca j=1.
Para cada k=1,...,q faca

Ordene os itens em ordem decrescente de largura. Se |N,|=m, entdo

A A

considere os indices dos itens variando entre 1 e m, com I, >1.,, i=1...,m-1.
Faca r=0 e F=F,;

Passo 1 (desenvolvimento de um ramo):

Para i=r+1,...,m faca

e F=F-4;
Faca r=m;,
Passo 2 (salvar solucédo corrente):

min ?

Se > 4, >L,, entdo

neNy

salve o compartimento (jeV, e a;=4&. onde o item de indice i

corresponde ao indice i' na reordenacao);
efaca j=j+1;
caso contrario, va ao passo 4;
Passo 3 (ramifica):

Se & >0 entédo
faca 4, =4, —1;
faca F=F +1;
se r=m entao

volte ao passo 2;

Quadro 9: Primeira Etapa do Algoritmo da Decomposi¢cdo Exaustiva (continuacao)

caso contrario, volte ao passo 1;
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Passo 4 (volta):
Se r=1 entdo
pare!
caso contrario, faca
r=r-1,
F=F-4;

e volte ao passo 3;

Fonte: Préprio autor.

Considere, como exemplo, N=N,={1,2,3}, =2, I,=3, |,=5,
d, =4, d,=2, d,=2, LX =8, L' =10 e F,=3. Sera gerada uma arvore para
k=1, que construird os compartimentos de V =V,. Reordenando os itens obtém-se
l,=5,1,=3,,=2,d,=2,d,=2 e d,=4. De inicio r=0 e F=3. Assim, o primeiro
ramo construido no Passo 1 € dado por:

4 =min{|10/5|,2,3}=2;
4, =min{ (10-10)/3],2,1}=0;
&, =min{| (10-10)/2 |,4,1}=0.

O Passo 1 também faz F=1 e r=3. A capacidade do
compartimento construido é 10, entdo ele deve ser salvo (Passo 2), com a, =0,
a,,=0e a; =2.Como & =0, o Passo 3 (ramifica¢éo) é ignorado e faz-se o Passo 4
(volta). Entdo r=2 e como &, =0, retorna-se ao Passo 4 e faz-se r=1. Entdo o
Passo 3 faz:

& =1
e F=2. No Passo 1 s&o calculados:
4, =min{ (10-5)/3],2,2}=1;
4, =min{ (10-8)/2|,4,1}=1;
e r=3. O compartimento gerado possui capacidade 10>8, logo é salvo com a,, =1,

a,, =1 e a;, =1. No Passo 3, faz-se:

8, =0;
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e F=1. O compartimento gerado possui capacidade 8, logo é salvo com a, =0,
a,=1e a,=1. Como 4, =0, o Passo 3 ¢ ignorado, e o Passo 4 faz r=2. Entédo o

Passo 3 faz:

e F =2. Voltando-se ao Passo 1, tem-se:
4, =min{| (10-5)/2],4,2}=2;
e F=0. Isto cria um compartimento (Passo 2) de capacidade 9, fazendo a, =2,

a, =0 e a,, =1. No Passo 3 é feito:

A

a; =1;
e F =1. Volta-se ao Passo 2, mas a capacidade do possivel compartimento € 7, logo

ele ndo é gravado e o Passo 4 é chamado, fazendo r=2 e F=2. Como 4,=0, 0

Passo 4 torna a fazer r =1 e o Passo 3 faz:

A

a=0;
e F=3. 0 Passo 1 ento calcula:
4, =min{|10/3,2,3}=2;
4, =min{ (10-6)/2 |,4,1}=1;
Assim, obtém-se (Passo 2) um compartimento de capacidade 8 com

coeficientes a; =1, a,, =2 e a,; =0. Ramificando-se (Passo 3), faz-se:

a,=0;
e F=1. O minimo permitido para a capacidade de um compartimento é violado.
Entdo, faz-se a volta (Passo 4) com r =2, e uma nova ramificacdo (Passo 3) gera:

a, =1;
além de F =2. Entdo, no Passo 1 é calculado:

4, =min{ (10-3)/2,4,2}=2;
Novamente o compartimento € inviavel. O Passo 4 torna r=2 e 0

Passo 3 faz:

a,=0;
e F =3. Entdo, do Passo 1, obtém-se:

4, =min{{10/2 |,4,3}=3;
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gerando um compartimento de capacidade 6, logo inviavel. E ent&o feita a volta, mas

4, =0, entdo o Passo 4 é novamente chamado e faz r=1. Como 4 =0, o Passo 3

leva novamente ao Passo 4, e o algoritmo é encerrado. Assim obtém-se a arvore

esbocada na Figura 9.

Figura 9: Construcédo de compartimentos.

;=2 d,=0}—d,=0|=8
" d3=1 28

a2=1 - g
— d;=0[=8

a.=
_ : 0,-2]2 8
Inicio d,=0

d;=11<8
d;=1128

d2=2 2 g
i,=0[/< 8

3 ~J
W OR—{a=1}—{d;=2) < 8
G,=0—d,=3|< 8

Fonte: Préprio autor.

No canto direito da Figura 9, sdo marcados os compartimentos

factiveis (capacidade >8) e infactiveis (capacidade <8) ramificados. Assim
V=V, ={12345} com (a,;a,,a,)=(002), (a,a,8;,)=LLY), (a; 8y a;)=
(011’1)1 (814,824,6\34):(2,0,1) € (815,825,335):(1,2,0).

Observe que 9 ramos foram construidos para a obtencdo dos 5
compartimentos factiveis. Sem ordenar as variaveis, seriam desenvolvidos 13
ramos. A justificativa para que menos ramos precisem ser desenvolvidos com as
varidveis ordenadas vem da regra de fazer-se a volta quando um compartimento
inviavel & encontrado, ao invés de ramificar diminuindo o valor da ultima variavel.
Com itens pequenos nas folhas, é possivel um compartimento ser infactivel mesmo
com uma quantidade razoavel desses itens incluidos, como pode ser visualizado no
final da ramificagdo mostrada na Figura 9. Com itens grandes, é mais comum que a
entrada ou ndo de uma unidade no compartimento o torne factivel ou ndo. Logo
itens grandes no final da arvore ndo dardo muita vantagem nesta “poda” que o

Passo 2 faz ao chamar diretamente o Passo 4 em caso de inviabilidade.
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Apoés a geracao de todos os compartimentos viaveis, o Algoritmo da

Decomposicdo Exaustiva consiste na resolucéo do problema (3.21)-(3.25).
5.3 MocCHILAS COMPARTIMENTADAS SAO LINEARES

Esta secdo contém uma prova de que o modelo do PMCR
formalizado neste capitulo possui a mesma solu¢do do modelo original (HOTO,
2001) formalizado no Capitulo 3. A demonstracdo sera dividida em trés partes,
comecando por um lema e, entdo, dividindo a prova do resultado principal em duas

partes.

5.3.1 Uma Relacdo Entre os Modelos e a Construcdo da Notacao a Ser Utilizada
O Lema 1 estabelece uma relacdo entre os modelos (3.8)-(3.14) e
(5.2)-(5.7).

Lema 1. Dada uma solucao
y= Z(Z“iaijjyj +"'+Z(Z“iaﬁjyj
jevy \ieNg jeva \ieNqg

k

do modelo (3.8)-(3.14), existem valores g;, com ieN,, j=1...,p e k=1...,q tais

que:

P
> B =>4y, paratodoieN,, k=1,...,q.
j=1

jeVi

Analogamente, dada uma solugao

e 77;‘ e{0,% (j=1...,p, k=1...,q) do modelo (5.1)-(5.7), existem valores ¢; € z;,

comieN e jeV tais que:

Pk
D> bf=> ez, paratodoieN,, k=1...,q.
=

eV

Prova: Para cada k=1...,q, sera mostrado que Zngpk, onde
eV

p, =min{F, | /L%, [}, uma vez que Zq:ZyjsFl, e como Y la>Lf, se o

k=1 jeVy ieNy

compartimento de indice j é ndo-nulo, tem-se:
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LZZ[Zliaij]yj+---+Z(Zliaij)yj

jevy \LieN; jevg \ ieNg

=3[ Tia

jeVi \ieN,

2 Ll:ninz ij

jev

e porisso » y; <| /LY, |, pois Y y; é um namero inteiro.

ieVk jeVi
Agora, para cada item de indice i e N tem-se que:

z Y =Yg T Y, te & Y
jevy

=ag +...ta +a ...+ Fo A Fo

Vo v
Ys, Vezes Ys, Vezes Vs, Vezes

onde assume-se que V, ={s,,...,S,}.

Umavez que y, +y, +...+Y, <p,, pode-se definir

—k —k —k
(B Bizse-s Bip ) = Qg sev s B 18, ve s B yees g -8 5 0,..,0 ).

ys, Vezes Ys, Vezes Ys, Vezes pk’Z yj vezes
I3

Observagdo 5. Observe que fixado j=1...,p,, existe j'eV, tal que B =a;, ou
seja, 0s elementos ﬂijk podem também ser entendidos como o0s coeficientes do

compartimento de indice j da abordagem linear, que sdo os mesmos coeficientes

do compartimento de indice ' da abordagem néo-linear. Excecdo a essa
observacédo faz-se apenas no caso em que ,Bijk foi definido com valor nulo para todo

ieN,.

Além disso, como desejado, a construcdo feita garante que

Py
> B = a,y, paracada item de indice ie N,, k=1...,q.
j=1

jevk

Agora, considere os conjuntos:
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W, ={L....,p}
W2 :{p1+1’~~-’ P+ pz}

W, ={p,+ -+ P +tL..., P+ + P}

W, ={p, + 4 Py Loy Pt Py + P}
€
W :Wlu...qu,

Dado jeV, se jgW, defina z;=0. Se jeW,, para algum

k=1...,q, entdo defina z; =}, ., -
Da mesma forma, defina
0, sejeW, )
i =9k . ,VieN,,
| (o) S€ 1 EW,
ou seja,
(@ &y, y) = (B, b5, 0 ), Vie N,

(i aryr- -2 Ay py)) = (bii’biZZ""'biiz)! vieN,

(ai(pﬁ“,+pq4+l),ai2,...,ai(pﬁ,,,wq)) = (bﬂ,b,qz,...,bi‘gq), VieN,.

Como todos os compartimentos com indices em W, séo formados
por itens indexados em N,, em vista do que esta na Observagdo 3 (Capitulo 3),
pode-se admitir que W, cV, para todo k=1...,q, uma vez que ha uma maneira de
definir os indices de V, desta forma, sem alterar a solu¢éo 6tima do problema.

Tem-se > o;z,=) a;z;, pois se jeV,-W,, tanto «; quanto z
JEW, JjeVy

Py
foram definidos com valores nulos. Também tem-se que » bf=> «;z,, pois se
j=1 W

z;=0 é porque jgWou 77, ., ,=0 que implica por (5.3) que h, 0.

(Pt Pes)

Assim, pode-se estabelecer uma relacdo “um a um” de bﬁ. (j'=L...,p) com ¢z,

Py
(i=p++pP_y+L...,p, +--+ P+ P,) €concluir que bej‘ = Z oz,

j=1 JeW,
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Py
Portanto, por transitividade, vale > bf=>a;z;, para todo
j=1 jeVvi

ieN, k=1...,9.

Teorema 2. Os modelos (3.8)-(3.14) (ndo-linear) e (5.1)-(5.7) (linear) sao

equivalentes.

Prova: Sejam y o valor 6timo da funcdo-objetivo do modelo ndo-linear (3.8)-(3.14) e

z o valor 6timo da funcgéo-objetivo do modelo linear (5.1)-(5.7). Sendo assim, para
todo jeV eparatodo ie N, existem g;, y; e 5, tais que:
y:Z(Zuiaij}yj+"'+Z(Zuiaujyj'
jevp LieN; jevg \ ieNg

com os valores a;, y; e ¢, satisfazendo as condicoes (3.9)-(3.14), e y sendo o
maior valor com esta propriedade. Do mesmo modo, para todo k=1,...,q e para
todos ieN,, j=1...,p, existem b e 5/ tais que:

q Py

EDIIP A

k=lieN, j=1

com os valores bi‘j‘e nj.k satisfazendo as condigbes (5.2)-(5.7), e sendo z 0 maior

valor com esta propriedade.

Para provar que y=1z sera provado, separadamente, que y<z e
y >z. Para mostrar que y<z provar-se-a que existem, para cada ieN,, j=1...,p,

e k=1,...,q, valores ﬁi;‘ e g“J'.‘ na regido viavel do modelo linear tais que

q Py
> > >upB =y, ecomo z éo maximo com essa propriedade podera se concluir
k=lieN, j=1
que y<z.
Analogamente, para provar que z <Yy, serao construidos valores ¢,

z; e £, naregido viavel do modelo ndo-linear tais que:

jevy \LieNg jevg \ ieNg
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e como y é 0 maximo com essa propriedade, podera se concluir que y>z. Desta
forma, a demonstragéo se dividird em duas partes: Parte 1 e Parte 2.
A fim de prosseguir com clareza, apresenta-se no quadro a seguir a

notacao a ser utilizada.

Modelo: Nao-linear Linear
Valores ) )
definidos: Y: &, Y €6, | z,by, e
Valores ) )
Construidos: %, 2, € B € ¢

Na Parte 1 serdo definidos ﬂ“k e gf com base em a;,y,;, € §;, € na

Parte 2 serdo definidos o

k
i Zjs egj com base em b

k Z - -
i» € ;. E importante salientar

que ao fazer referéncia a uma restricdo de modelos anteriores que deva ser
satisfeita por certas variaveis, fica subentendido que ndo se pretende satisfazer a

restricdo exatamente como esta nos modelos, mas adaptada as varidveis em

questao. Por exemplo, dizer que os valores ,Bijk satisfazem (5.4) significara dizer que

Py
Z,Bijk <d,, paratodo ieN,, k=1...,q. Esta maneira de referenciar as equagdes do
j=1

problema sera utilizada para evitar que a demonstragdo torne-se muito carregada de

informacgéo.

5.3.2 Parte 1 da Demonstracéo

Pelo Lema 1, pode-se definir, para cada k =1,...,q, os valores ,Bi;‘ de

forma que valha a igualdade:
Py
> B =D ay; VieN,k=1...,q. (5.8)
j=1 jeVi
e que satisfacam também a Observacéo 5.
Imediatamente de (5.8) segue que:
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y:Z Zuiaij]yj+”'+Z(_Zuiaij]yj
=2 Zyjaujui+'-'+Z[Zyjaului
ieN; \jev, ieNg\ jev. (5.9)
Py
-2 Safurez S
"L 2200

q Py
Logo y=> > > up, como desejado. Agora sera provado que os valores definidos
k=lieN, j=1

estdo na regido viavel do modelo linear. A restricdo (5.4) segue de (5.8), pois se
D &y, <ZZa“yJ <d, entdo Zﬂ” <d,, para todo ieN,, etodok=1...,q. E, com
jeVy k=1 jeV,

um célculo analogo ao realizado em (5.9), mostra-se que

Z(Zlia”]yj S [Z Iiaij]yj = Zq: > iliﬂ; , donde (5.2) é satisfeito.

jev; \ieN; jevg \ ieNg k=L ieN, j=1

Pela Observagcdo 5 (Lema 1), dado j=1...,p,, se ﬂ;io para
algum ieN,, entdo existe j'eV, tal que S =a, paratodo ieN,. Caso g =0 para
todo ieN, tome ;f:o, caso contrario tome g“}‘zéj,. Em ambos os casos

Siboin <D k. <55, implica que &Ly, <D LB <Ly, logo a restricio (5.3)

ieN ieN,
também é satisfeita.

Ainda da Observagdo 5, tem-se > a.=> B, e como vale

ieN, ieN,

> a,<F,, tem-se > B‘<F,. Como j é geral (j=1...,p,, k=1...,q), pode-se

ieNy ieNy
concluir que a restricao (5.6) também é satisfeita.

Agora, para provar (5.5), observe que nomeando Z y, de R,, tem-
jevk

Se:
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Py Ry P

NS Wemt Y

j=1 j=1 =R+
=0

R
=24
j=1
<R,
=Yy, paracadak=1...,q.
jevk
q . . q P
Sendo assim, » > y,<F implica ) > ¢ <F, o que garante a
k=1 jeV, k=1 j=1
restricdo (5.5). Conclui-se que os elementos /3ijk e gjk definidos estdo na regiao
q Py
viavel do modelo linear, logo y=>'> > up <z.
k=lieN, j=1
5.3.3 Parte 2 da Demonstracéo

Agora, serdo construidos valores «;,z;,€¢; € provado que

satisfazem as restricdes (3.9)-(3.14), além de que Z:Z(Zuiaﬂjzj+---+

jevy \ieNg

jevg \ ieNg

q Py
Sendo z=) > > ub uma solugdo 6tima do modelo linear, com by
k=L ieN, j=1

e mk (ieN,;j=1...,p; k=1...,q) satisfazendo as condi¢des (5.2)-(5.7), segue do
Lema 1 que existem ¢; € z; tais que:
Py
Db => ez, VieN k=1...q (5.10)
j=1 jevy
Analogamente ao célculo em (5.9), que contou com 0 uso da

equacao (5.8), usando (5.10) pode-se concluir que:

k=lieN, j=1 jevp LieN; jeva \ ieNq

z(zuiau}j+...+z[zui%jzfi°’i _”zk.ib;‘?L_

jevy \LieN; jevg \ ieNg k=lieN, j=1
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Logo, a restrigao (3.9) € satisfeita para os elementos ¢; e z; definidos.

Agora, defina &, =z; para todo jeV, com z; (jeV) tal como foi
definido no Lema 1. Para provar a restricdo (3.10), seja jeV,, para algum
k=1...9.Se jeW, tem-se & =¢; =0 paratodo ie N, e ndo ha o que fazer. Caso

contrario, jeW,, e assim éj:njk_(pﬁ,__ww e =p" Como

I L =Pyt +Peq)

i-(p+-+p.)efl....p}, tem-se por (5.3):

k k
771'—(pl+---+pk 4) min = Z'- 1 j=(prt-+pya) —771 =(Pyt+ Py 1)LmaX’

ieNy

logo &Ly, < Z Lo < &L, . 0 que prova a condigéo (3.10).

ieNy
A condicéo (3.11) é consequéncia da (5.4) e (5.10), pois, se ieN_ e

jeV,,com m=n, nm=1,...,q, foi definido ¢; =0. Logo, dado ieN,, tem-se:

(5.10) P« (5.4)
S Y a2, =Y ez, = SbE < d.
m=1 jeV,, jeVk j=1
0, sejeW .
Agora, como z; =4 . , entao
Mi-(pyr+pea) S€) W,

dz,=> 1, —ZUJ,VK 1,...,q,

jeVvy jeW,
9 P v q .
logo kzznj <F se, e somente se, kzz z; <F, 0 que prova a restricao (3.12).
=1 j=1 =1 jeV,

Por fim, seja jeV, se jgW entdo ¢; =0 paratodo ie N, e segue
trivialmente a restricdo (3.13). Caso contrario, jeW, para algum kedfl...q} e

assim ¢ = =h*

K i-(pespy PAra todo ieN,. Como b . ., ,<F, pois

ieN,

J-(p+-+p.,)efL...,p.}, conclui-se que Zaij <F,, 0 que garante a restrigdo

ieN

(3.13).

Assim, os elementos «;, z;, € &; definidos estdo na regido viavel do

modelo n&o-linear, o que implica:

jevy \LieNy jevag \LieNq
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Mas na Parte 1 foi provado que y<z, logo y=z e, portanto, 0s

modelos sdo equivalentes, pois possuem o mesmo valor maximo para a funcao-

objetivo.
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CONCLUSAO

A prova da linearidade do Problema da Mochila Compartimentada é
um avango tedrico e justifica novos estudos do problema. Quanto a expansividade
da demonstracdo, foram efetuadas simplificacdes, desde que nao dificultasse seu
entendimento, mas podem haver maneiras mais imediatas de exibir a comprovacao
desejada. Simplificagcbes sado sempre bem-vindas, embora o essencial seja o
resultado validado.

Como o modelo matematico de um problema ndo é Unico, outros
modelos podem surgir, além dos formulados nesta dissertacdo. Por exemplo, para
este trabalho foi desenvolvido um modelo de fluxo de arcos para o Problema da
Mochila Compartimentada (Apéndice B), no entanto, apds a realizacdo de alguns
ensaios numeéricos, verificou-se que a implementacdo deste modelo causa muito
esforco computacional, inclusive, uma decomposicdo do modelo analoga a do
modelo original implementada com as heuristicas conhecidas usou mais tempo
computacional para encontrar a solugcdo do que as heuristicas de decomposicao do
modelo original. Por isto ndo houve motivacédo para aprofundar estudos no modelo,
como verificar se é equivalente ao original e desenvolver algoritmos com ele, mesmo
se tratando de um modelo linear.

Quanto ao novo modelo apresentado nesta dissertacdo (Capitulo 5),

foi considerada uma variagdo na abordagem trabalhada em Hoto et al (2006),

entendendo que os elementos ag néo fazem sentido pratico para i¢N,, 0o que

tornaria necessario igualar a zero esses elementos para obter-se um modelo linear
equivalente ao modelo original. No novo modelo apresentado, essas variaveis nao
sédo definidas (diferente de Cruz (2010) que as define, mas as mantém inativas),

além de que faz parte da descricdo deste modelo apenas os p, compartimentos

construidos para cada classe, sem a necessidade de usar os conjuntos de indices

de compartimentos V, aparentes no modelo original do problema e na primeira

proposta de modelagem linear.

Uma proposta de estudo posterior é verificar se as heuristicas de
trabalhos anteriores podem ser adaptadas ao novo modelo. Também pode ser
interessante verificar se outros modelos lineares podem melhorar o desempenho da

resolucdo, assim como verificar métodos heuristicos que possam tirar proveito das
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boas solucdes provindas da programacao linear sem, no entanto, causar demasiada
oscilacdo no tempo computacional. Outra proposta é estudar a possibilidade do novo
modelo induzir um algoritmo branch-and-bound para o problema, o que requer
pesquisas no calculo de limitantes superiores.

Com relacdo aos algoritmos heuristicos, trabalhos futuros podem
explorar técnicas de programacdo que visam um melhor aproveitamento do tempo
computacional, tal como usar teoria de congruéncia e otimizagao genética.

No momento, esta sendo estudada a complexidade do problema, e
em trabalhos a serem desenvolvidos em breve pretende-se exibir uma prova de que
o Problema da Mochila Compartimentada Restrito é fortemente NP-dificil. Essas e

outras ideias sao discutidas no Apéndice C.
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APENDICE A

O METODO SIMPLEX E A GERACAO DE COLUNAS

Este apéndice tem o objetivo de complementar a teoria em torno da
Geracdo de Colunas abordada na secdo 2.1.1 do Capitulo 2 desta dissertacao.
Entretanto, o0 Método Simplex € considerado um pré-requisito para a leitura deste
trabalho e ndo ser& explicada por completa sua fundamentacao.

A fim de definir a notacdo a ser utilizada, considere o seguinte

problema com variaveis continuas:

Minimizar:

c'x (A.1)
sujeito a:

Ax=d

xel"

onde ¢ é um vetor nx1, A uma matriz mxn, d um vetor mx1l e x o vetor das
varidveis de decisdo de tamanho nx1. Suponha que o problema tenha mais
variaveis do que restricbes, ou seja, n>m, tal como no problema de corte de
estoque, onde n>>m para n grande.

Seja B a base corrente no Método Simplex e N a matriz formada

pelas colunas de A que ndo estdo na base. Seja ¢, o vetor mx1 formado pelas
constantes do vetor ¢ relacionadas as variaveis basicas, e ¢, o vetor (n—m)x1
formado pelas constantes do vetor c relacionadas as varidveis n&o-basicas.
Analogamente, x; sera o vetor mx1 formado pelas variaveis basicas e x, 0 vetor

das variaveis ndo-basicas.

Nessas nota(;c”)es, tem-se que:

Ax=d < Bxg + Nx, =d <> x; =B™'d —B*Nx,,

7

lembrando-se que B é ndo-singular e procura-se uma base B em que cx seja
minimizado com x; =B™d e Xy =0, .4
No passo simplex pretende-se mudar a base de forma a diminuir o

valor de cx, que pode ser calculado como:
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CX = CgXg + Cy Xy

=Cy(B7'd —B7NX, ) +Cy X,

=CyB'd —c B'NX,, +Cy Xy

=c,B™'d +(c, —C,BN)x,.
Assim, tornar a j-ésima variavel ndo-basica (atualmente igualada a zero) em
variavel basica (valor maior ou igual que zero) nao ira diminuir a funcéo-objetivo se o
j-ésimo valor do vetor ¢, —c,B™N por positivo. E se todas as entradas desse vetor
forem positivas ha garantia de solucdo 6tima por ndo haver vértices adjacentes com
melhoria para a fung&o-objetivo.

Deste, modo, considerando que as entradas de x, sSao positivas,

para que alguma dessas varidveis torne-se ndo nula e diminua o valor da funcao-
objetivo, é necessario que a entrada respectiva no vetor ¢, —c,B™N seja negativa. E

comum entdo escolher a variavel cuja entrada neste vetor seja minima possivel, ou
seja:
Minimizar:
C; —VYa, (A.2)

sujeito a:
a, é colunade N,

onde y=c,B™. Observe que o j-ésimo valor do vetor ¢, —c,B*N é o j-ésimo valor
do vetor ¢, subtraido da multiplicagdo do vetor c,B™ pela j-ésima coluna de N .

Assim, gerar uma coluna é resolver o problema (A.2), a fim de encontrar a coluna de

N a entrar na base sem precisar calcular todo o vetor c,-c,B™N e

consecutivamente todas as colunas de N, que representam padrdoes de corte no
PCE. Se o valor da funcao-objetivo em (A.2) for maior ou igual a zero, nenhuma
coluna gerada e o problema (A.1) esta resolvido.

A garantia de que a resolugéo do problema (A.2) para o PCE néo
precisa calcular todas as colunas de N é que ele pode ser relaxado ao seguinte

problema de mochila:
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Minimizar:
C;—Ya, (A.3)

sujeito a:
a, é coluna de A,

pois as colunas de A que estdo em B e ndo em N possuem custo reduzido c; - ya,

igual a zero, entdo o critério garante que ndo sera gerada uma coluna gue ja esta na
base. Finalmente, no PCE com estoque homogéneo, o problema (A.3) € um
problema de mochila, porque equivale a:

Maximizar:
Vidy; + Yol +...+Ya, —1

sujeito a:
La; +La,; +...+la, <L

a; €l parai=1...,n,

onde y=[y,,...y,] e a,=[a;,...a;].

Pode-se entédo considerar o problema gerador de colunas como em

(A.4)-(A.6):
Maximizar:
Yidy + Y@, +.. 4+ Y4, (A.4)
sujeito a:
la +La,+...+la <L (A.5)
a ell parai=1...,n, (A.6)

e se a funcéo-objetivo encontrar um valor maior do que 1, uma coluna foi encontrada
para entrar na base, caso contrario, 0 método se encerra.

Sistematizando, tem-se o algoritmo apresentado no Quadro 10.

Quadro 10: Método Simplex com geracdo de colunas

Algoritmo
Entrada: n, I, d,, L.

Saida: B, c;Xg, X -




115

Quadro 11: Método Simplex com geracdo de colunas (continuacdo)
Inicializagéo: crie os padrdes de corte homogéneos maximais b,,...,b,

faca B=[b |---|b,];

e faga x, =B7d;

Passo 1 (célculo de y):
Faca y=c,B™;
Passo 2 (gerar colunas):

Resolva (A.4)-(A.6);

Se o valor da funcao-objetivo é maior que 1 entéo
tem-se nova coluna [ai,...,an]T;
caso contrario, pare!

Passo 3 (escolhe coluna para sair da base):

T -1 T.
Faca [r,...,r] =B [a,...,a,] ;
Sendo X, =[x,...,x']", compare os valores E% e o indice com menor razéo
i

positiva deixa a base.
Passo 4 (atualiza a base):

Substitua em B a coluna que foi escolhida para sair por [a,...,a,];
faca x, =B7'd;

e volte ao passo 1.

Fonte: Chvatal (1983, p. 199).
Considere um simples exemplo apresentado em Chvatal (1983, p.

199): o PCE com barras de estoque de 91 metros e os seguintes itens:

1) 78 de 25,5 metros;
2) 40 de 22,5 metros;
3) 30 de 20 metros;
4) 30 de 15 metros;
Iniciando a resolucdo, os padrdoes de corte homogéneos maximais

sdo [3,0,0,0]", [0,4,0,0]", [0,0,4,0]" e [0,0,0,6]". Logo:

3 000 78 26

0 400 , |40 10
B= e x;=B"- =

0 0 40 30 7,5

0O 0 0 6 30 5
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Passo 1)

y=cB"=| . Y0 10 %)

Passo 2)

Resolvendo-se:

Maximizar:

Ya+Yia+Ya+¥a,

25,54, +22,5a, + 20a, +15a, <91

sujeito a:
a, el parai=1...,4,

encontra-se um valor maior que 1 para a fungdo-objetivo com

[a,a,,a5.8,]" =[2,0,2.0]".

Passo 3)

[5,....rJ =B[2,0,2,0]" =[ 24,0, %,OT

Comparando—se §:39e E:15 segue-se que a terceira

% h

coluna deve deixar a base.

Passo 4)
3020 16
0 400 5 10
B= e Xz =B"d= :
00 20 15
0O 0 0 6 5
Passo 1)
— _1_
y=cB? = 15,70 %6 %6
Passo 2)

Resolvendo-se:

Maximizar:

Ya+Yia,+Ya+ Wa,

sujeito a:
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25,54, +22,5a, + 20a, +15a, <91

a, el parai=1...,4,

encontra-se um valor maior que 1 para a fungdo-objetivo com

[a,.a,,8,,8,]' =[2,1,0,1]".

Passo 3)

Il =B 2200724, 27,0, 3]

Comparando—se E:24 , E:40 e > =30 segue-se que a

% ho %

primeira coluna deve deixar a base.

Passo 4)

2 020 24

1400 4

B= e X, =B'd=

0 020 15

1 0 0 6 1
Passo 1)

—cB'=|7 5

y=csB" = 154 ¥4.%4 %)

Passo 2)

Resolvendo-se:

Maximizar:

7/24""1*%132*5/2433*%334

25,54, +22,5a, + 20a, +15a, <91

sujeito a:

a, el parai=1...,4,

encontra-se um valor menor que 1 para a funcéo-objetivo, logo ja se tem solucao
6tima com o corte de 24+4+15+1=44 barras, sendo [2,1,0,1]", [0,4,0,0]",
[2,0,2,0]' e [0,0,0,6]" os padrdes de corte que sdo feitos 24, 4, 15 e 1 vezes,

respectivamente.
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APENDICE B

UMA MODELAGEM COM FLUXO DE ARCOS

Neste apéndice é descrito um modelo diferente para o Problema da
Mochila Compartimentada Restrito, que utiliza dos conceitos de Teoria de Grafos
para ser formulado. Ele foi criado para esta dissertacdo, e foi estudado e
implementado em paralelo com as outras atividades descritas nos capitulos 4 e 5.

B.1 UMA MODELAGEM ARC-FLOW PARA O BIN-PACKING

A ideia para uma nova modelagem do PMCR por meio de grafos
surgiu de uma modelagem feita por Valério de Carvalho (1999) para o Bin-packing.
No trabalho de Valério de Carvalho, é considerado um grafo G(V,A) com
V={012...L} e A={(i,j):0<i<j<Lej-i=I paratodor=1...,n}, nas notagbes
desta dissertacdo. Também sdo considerados em A arcos adicionais de
comprimento unitario, ou seja, (k,k+1), para k=1,...L—1. Assim, um caminho entre

o vértice 0 e o vértice L representa uma maneira de se preencher uma mochila,

onde cada arco (i, j) de comprimento |, pertencente ao caminho representa um item

Figura 10: Exemplo de um grafo e um caminho.

[, 1 [, 1, I

el

S sobra 6

Fonte: Valério de Carvalho (1999).
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de indice i utilizado, e os arcos unitarios sdo usados para completar o caminho,
representando um espaco ndo utilizado da mochila.

Considere, por exemplo, L=6 e que os tamanhos dos itens séo 2 e
3. A Figura 10 exibe o grafo gerado, e uma maneira de completar a mochila, com um
item de cada largura, representada no grafo.

Seja x; a quantidade de vezes que o arco (i, j) € utilizado, e z a

quantidade de caminhos de 0 a L utilizados, correspondente a quantidade de

mochilas. O Bin-packing pode ser assim formulado como:

Minimizar:
7 (B.1)
sujeito a:
-z, sej=0;
Z X; — Z X, =40, sej=1..L-L (B.2)
(i,)eA (ik)=A 7, sej=L;
x; €{0,1}, para (i, j) € A, (B.3)

onde as restricbes em (B.2) sédo ditas restricoes de fluxo. O problema pode ser

generalizado de maneira a considerar d;, itens de indice i. Para isto, basta
considerar as variaveis inteiras positivas e as restrigdes:

D X, 2d parai=1...,n,

(K k+l;)eA
de forma a obter-se uma formulacdo para o Problema de Corte de Estoque
Unidimensional com Estoque Homogéneo. Neste sentido, cada caminho no grafo

representa um padrao de corte.
B.2 UMA FORMULACAO coM FLUXO DE ARCOS PARA GERAR COMPARTIMENTOS.

Ao invés de se considerar z como uma quantidade de caminhos de

0 a L, pode-se considerar z=X,, ou seja, um arco de feedback, e assim o objetivo

€ minimizar a quantidade de ciclos no grafo. Desta maneira, para criar

compartimentos de capacidade limitada no interior da mochila, pode ser considerado

k
o ax

um grafo que contenha arcos de feedback que vdo dos vértices L, , LS. +1,..

ao vértice 0. Desta forma, fixado k =1,...,q, seja V ={0,1,...,L%,,...L' _ } e
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A={(j,j+1):0<j<Lf ~-I,paratodoi=1...,n}

UG i+ L < i <L -3
v {(j,0): LK <j<LE T
O Grafo G(V,A) sera usado para representar compartimentos
viaveis por ciclos no grafo sujeitos a restricdes de demanda e facas. Desta forma, o

melhor compartimento de capacidade maxima L'~ é dado pela solugdo do

problema:
Maximizar:
2 %0, (B.4)
(i,j)eA
sujeito a:
> %— D X, =0, paraj=01,...L5, (B.5)
ir(i, j)eA ki(j,k)eA
> x;<d;, paraieN (B.6)
(i,))eA
j=1+l;
> x <F, (B.7)
(i,))eA
J>i
Xj>1
x; €ll,, para (i, j) € A, (B.8)

onde [ é a utilidade do arco (i, j), dada por T; =u,, sendo e N, o indice do item

de largura I, = j—i. A utilidade de um arco de feedback ou de comprimento unitario
usado para completar um ciclo é nula. As restricbes de fluxo em (B.5) garantem os
ciclos formados no grafo. As restricdes em (B.6) limitam a quantidade utilizada de
arcos que representam um mesmo item. A restricdo (B.7) limita a quantidade de
arcos que representam itens a serem utilizados, onde assume-se que nenhum item
possui largura unitaria. Em (B.8) é estabelecido o dominio das variaveis.

Note que, para criar compartimentos de capacidade maxima L

cap !
com L, =Ly...., i, , basta excluir do conjunto A os arcos de feedback (j,0) tais
que L, <j< L . e resolver o problema (B.4)-(B-8). Isto foi usado em

implementagdes da Heuristica das “w” Capacidades.
Nestes ensaios numeéricos, comparou-se o0 desempenho

computacional da heuristica estruturada no modelo com fluxo de arcos e da mesma
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heuristica no modelo original do problema, além de implementacfes mistas que
geram compartimentos segundo uma formulacdo e fazem a compartimentacdo da
mochila segundo outras. Como esperado, usar o modelo com fluxo de arcos gerou
solugdes equivalentes as obtidas do modelo original com a heuristica, porém o
tempo computacional foi um pouco maior.

Na proxima secao, sera exposto um modelo para o problema que
nao utiliza a ideia de decomposi¢do. Sua implementag¢do gerou tempos comparaveis
aos do Algoritmo da Decomposigdo Exaustiva, e muito distantes (para exemplares

de tamanho grande) aos do modelo linear formulado no Capitulo 5.
B.3 UmA NovA MODELAGEM PARA O PROBLEMA DA MOCHILA COMPARTIMENTADA

Objetivando-se em criar um modelo completo para o PMCR, sem

decomposicéo, considerou-se um grafo que seja a unido de q grafos similares ao

exposto na secao anterior. A “conecgao” entre estes grafos € dada pela origem: o

vertice 0. Dele surgem arcos que vao aos vertices | (ieN,,k=1...,q) em cada

subgrafo representando uma classe, e chegam arcos que vém dos pontos

L L+ 1., LS, paratodo k=1,...,q, como ilustrado na Figura 11.

Figura 11: Grafo para o Problema da Mochila Compartimentada.

Fonte: proprio autor.

q
Sejam A,  os arcos gerados na classe de indice k e A:UA&.
k=1

Considere xiﬁ a quantidade de arcos (i, j)e A, utilizados, e Ui}‘ a utilidade do arco
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(i, j) € A, dada por Uijk =u,, onde eeN, ¢é o indice do item de largura I, =j—i.

—k - - - .
Tem-se U; =0 se j=0 (arco de feedback) ou i+1=j (arco para completar o ciclo).

A formulacéo proposta consiste em:

Maximizar:

sujeito a:

D Xi— D, Xi=0, paraj=1,

(B.9)

(B.10)

X, k=1...,q(B.11)

eeey bmax

0, ))eA ej.e)eA,
q
D X-isL (B.12)
k=L j:(j.0)eA,
> xi<d, paraeeN, k=1...,q (B.13)
(i, ))eA
j=i+l,
q
DD X <R (B.14)
k=1 j:(0,)eA,
‘ .
x; €ll,, para (i,j)e A, k=1...,q, (B.15)

No modelo (B.9)-(B.15), ndo ha

restricio de itens por

compartimento, logo este modelo ndo é equivalente ao original do PMCR. No

entanto, na pratica, podem haver facas suficientes para o corte de sub-bobinas de

aco, o que pode tornar o modelo (B.9)-(B.15) viavel. A restricdo (B.10) garante o

fluxo no vértice 0. As restricdes em (B.11) estdo relacionadas ao fluxo nos outros

vértices do grafo. A restricdo (B.12) é uma restricdo de mochila, que limita a soma

das capacidades dos compartimentos construidos. Note que, em (B.12), embora |j

seja um indice, representa o comprimento do arco (j,0) € A , logo € uma constante

(pois o grafo deve estar previamente gerado), garantindo que a restricdo seja linear.

As restricdes em (B.13) limitam a quantidade utilizada de arcos que representam um

mesmo item. A restricdo (B.14) limita a quantidade de ciclos no grafo. E em (B.15) é

estabelecido o dominio das variaveis.



123

O modelo (B.9)-(B.15) é linear. Logo, para exemplares em que

q k
F2>r£1ilnﬂl‘y. { }J} trata-se de um novo modelo linear para o Problema da

Mochila Compartimentada Restrito.
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APENDICE C

PROJETO DE DOUTORADO

Este apéndice contém ideias e esbocos de pesquisas em
andamento, que constituem um projeto de doutorado em fase de construcao.

Algumas ideias sendo consideradas visam o uso de técnicas de
programacao consagradas na literatura que servem para um melhor aproveitamento

de tempo computacional na execucdo de algoritmos. Por exemplo, pode-se calcular

k

sem muito esfor¢o quais valores entre L. e L podem gerar compartimentos

viaveis. Além disso, h& outras técnicas, tais como otimizacdo genética, que podem
ser estudadas com o objetivo de verificar sua aplicabilidade no problema.

Durante a escrita da dissertagdo, criou-se a conjectura de que o
problema em foco é fortemente NP-dificil. Assim, buscou-se uma prova de que esta
conjectura € verdadeira. As pesquisas a respeito da complexidade do Problema da
Mochila Compartimentada estdo se desenvolvendo; porém, uma prova de que o
Problema da Mochila Compartimentada Restrito € fortemente NP-dificil foi

formulada, e € exibida na secéao C.1.
C.1 O PROBLEMA DA MoOCHILA COMPARTIMENTADA RESTRITO E FORTEMENTE NP-DIFiCIL

Para demonstrar que o PMCR é fortemente NP-dificil, considerou-se
um caso particular do problema, a qual foi provado ser pseudo-polinomialmente
redutivel ao 3-PARTITION.

O 3-PARTITION é o primeiro problema descoberto ser fortemente
NP-dificil (GAREY, JOHNSON, 1975). Sua formulacdo é dada por: dados n=3m

inteiros positivos /,,..., 7, satisfazendo Zﬁ: B inteiro e %<£i <g para i=1...,n,
i=1

existe uma particdo de N ={L...,n} em m subconjuntos S,,...,S, tal que Zfi =B

iESJ
paratodo j=1,...,m?
Note que, para que a resposta seja “sim”, cada conjunto S;, com
j=1...,m, deve conter exatamente trés elementos de N, justificando o nome do

problema.
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A ideia € mostrar que um caso particular do Problema da Mochila
Compartimentada Restrito (PMCR), denominado Problema da Mochila
Compartimentada Particular (PMCP), é fortemente NP-dificil, usando que cada
exemplar do 3-PARTITION pode ser pseudo-polinomialmente reduzido a um

exemplar do PMCP. O Problema da Mochila Compartimentada Particular assume

q=1, N=N,={l...n}, d;=1 para todo ieN, L/L,e0%, L, =min_/

ieN ~i?

FE=L/L_ eF, :Lleax /' min,_ fiJ . Assim, o PMCP consistem em:

Maximizar:
DD AUy, (C.1)
ieN jev
sujeito a:
22 aly; <L (C.2)
ieN jev
5; <D gyl <5, parajeV =V, (C.3)
ieN
Y ay;<d =1 paraieN (C.4)
jev
L
>y, <F= B (C.5)
jev max
Ll
D a; <F, ={¢J para jeV (C.6)
e min,_ 4,

6;€{0, 5} eq;,y; 20 e inteiros, paraieN, jeV. (C.7)

Observe que a restricdo (C.2) esta inativa, pois:
©3
2240y < Ly,
ieN jev jev

€5
< Lh

=L.

A restricdo (C.6) também esta inativa, pois, se o,=0, entdo

Zaij =0, e caso contrario:
ieN
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24 =MZ%

ieN mlnieN Ei ieN

Entédo, escrevendo o PMCP como um problema de deciséo, obtém-

se 0 R(PMCP), com a seguinte formulacéo: Dados Lt

max ?

U,..,U,, £,....0., F, re

sty

a inteiros, existem a;ell}, y, el e o,e{0,}, para ieN={L...n} e

jeV={L...r}, tais que §,<> a;, <5 L, paratodo jeV, > a;y,<1 para todo

ieN jev

ieN, Y y,<F e >auy=a?

jev ieN jev
Pretende-se reduzir pseudo-polinomialmente o 3-PARTITION ao
R(PMCP). Porém, ha uma diferenca na linguagem dos dois problemas. O 3-
PARTITION trabalha com a criagéo de conjuntos, enquanto que o R(PMCP) trabalha
com variaveis inteiras.

Para escrever o R(PMCP) numa linguagem compativel com o 3-

PARTITION, considere o R(PMCP-MOD), formulado por: Dados L}

max ?

u,...,U

n?

(y,...0,, F e a inteiros, existem S,,...,S. N disjuntos tais que > /<L

paratodo j=1..,F,e Zilzies u>a?
Lema C1. O R(PMCP-MOD) é pseudo-polinomialmente redutivel ao R(PMCP).

Prova: Tome r=F. Se a resposta do R(PMCP) é “sim”, entdo, para cada
jeV ={L...,R}, defina:
S; =0« 0;=00uy; =0.

Também, para cada ieN e jeV tal que 6; =1, defina:
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ieS; <aq; =1

Tem-se que, para cada ieN, vale ) a;y; <1. Logo, > a;y; =0 ou
jev jev

Zaijyj =1. Entdo a;y; =0, para todo jeV, ou existe j,eV tal que a;y, =1 e

jev
a;y; =0 para jeV —{j,}. No primeiro caso, ingeV S, . No segundo caso, ieS; e
ielJ,, S Logo:

S;N§ = sej=k, para j,keV. (C.8)

Agora, seja jeV. Tem-se &, sZa..é. <s Lt . Caso 6;=0, entao

ijvi j =max
ieN

S;=0 e > ¢,=0<Ly,..Ecaso § =1, tem-se:

ieS;

PIEDINE

ieSj ieN
ay=1
< Zaijfi
ieN
<L..
Em ambos os casos, vale:
Dt <L, paratodo j=1,...,F. (C.9)

Por fim, note que:

izui :Zzaijui =Zzaijuiy,- >a. (C.10)

j=lieS; jevies; ieN jev

Entédo, por (C.8), (C.9) e (C.10), a resposta do R(PMCP-MOD) é

Reciprocamente, suponha que a resposta do R(PMCP-MOD) seja
“sim”. Tome, para cada jeV ={1...,R}:
o0;=Yy;=0seS,;=9;
o;=y,=1seS§; =Y.
Também defina, paracada ieN e jeV:
a;=1lseies;;

a;=0seigs,.
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Seja jeV. Tem-se Z,éisLl para todo jeV. Caso S;=0,

max
ieS;

a; =0,=0 paratodo ieN. Entdo, 0=7; SZa..£.£5jL1maX:0. Caso S;2J, 6,=1e

ijvi
ieN

existe j,eV tal que a, =1, logo &,=1<) a;/,. Também > a(,=> /(<L .

ieN ieN ieSj
Portanto:

8, <D al; <5y, paratodojeV . (C.11)

ieN
Seja ieN. Se ieEUieVSj , entdo a; =0 para todo jeV, logo
Z\/:aijyj =0.Seie§, e ingeV—{jO}Sj , para algum j, eV, entdo a;y, =1le a;y;=0
j€
para jeV —{j,}. Assim:

> a,y; <1 paratodoieN. (C.12)

jev

Como V ={1,...,F}, obviamente:

>y, <F. (C.13)

jev

Por fim, para cada jeV, tem-se a;=y, =1 se ieS;, e a;=0 se

ieV -5, logo:
D> auy;=> > u >a. (C.14)
ieN jev jeVies;
Portanto, por (C.11), (C.12), (C.13) e (C.14), a resposta do R(PMCP)
é “sim”.

Lema C2. O 3-PARTITION é pseudo-polinomialmente redutivel ao R(PMCP-MOD).

Prova: De fato, dado um exemplar do 3-PARTITION, composto por n=3m inteiros

positivos /,,...,/,, satisfazendo ZQ:B inteiro e %<€i <§ para ieN={1,...,n},
i=1

tome u =1 paratodoieN, L =B, F=me a=n.
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Suponha que a resposta do R(PMCP-MOD) seja “sim”. Entao,
existem S,,...,S, =N disjuntos tais que Y ¢, <B, paratodo j=1...,m,e > >'1>n,

ie§; jeVies;

ou seja, ULSJ. =N, logo S,,...,S, particionam N .

Como Zﬁ =B, tem-se:

i=1
m

mB:ZKi:ZZKisiB:mB.

ieN j:lieSJ j

Assim, Zm:ZEi =iB, ecomo » ¢, <B paratodo j=1,...,m, segue que:

j=lieS; j=1 ie§;

Y (¢,=B, paratodoj=1,...,m.

ieSj
Logo, a resposta do 3-PARTITION é “sim”.
Reciprocamente, se a resposta do 3-PARTITION é “sim”, entdo

S,,...,S, particionam N e:

> ¢, =B=L,, paratodoj=1...,m.

ieSj
Além disso,
F m
D> u=>>1=>1=n=a,.
j:liESj j=1 ieSj ieN

Portanto, a resposta do R(PMCP-MOD) é “sim”.

Teorema C1. O Problema da Mochila Compartimentada Restrito é fortemente NP-
dificil.

Prova: Pelo Lema C2, o 3-PARTITION €& pseudo-polinomialmente redutivel ao
R(PMCP-MOD), logo o0 R(PMCP-MOD) ¢ fortemente NP-dificil. E, pelo Lema C1, o
R(PMCP-MOD) é pseudo-polinomialmente redutivel ao R(PMCP), logo o R(PMCP) é
também fortemente NP-dificil.

E 6bvio que o R(PMCP) é pseudo-polinomialmente redutivel ao
PMCP, uma vez que a solucdo do problema de otimizacdo respondera ao problema
de decisdo, com a mesma entrada. Sendo assim, o PMCP é fortemente NP-dificil.
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Mas o PMCP é um caso particular do PMCR, e, portanto, o

Problema da Mochila Compartimentada Restrito é fortemente NP-dificil.
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ANEXOS
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ANEXO A

ARTIGO "MOCHILAS COMPARTIMENTADAS SAO LINEARES: UMA
DEMONSTRACAO”

Neste anexo serd exibida uma versdo em portugués do artigo
“Mochilas Compartimentadas S&o Lineares: Uma Demonstracéo”, cuja tradugéo para
a lingua inglesa pretende-se submeter a uma revista internacional. Nesta verséo de
anexo, o artigo esta formatado com as normas da revista Mathematics of Operations

Research, do instituto Informs®.
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Inarejos Filho, O.
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Hoto, R. S. V.
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O Problema da Mochila Compartimentada surgiu de problemas de corte em duas fases, especialmente
no corte de bobinas de ago. Em sua formulacdo original, trata-se de um problema de otimiza¢ao inteira
nao-linear, e até entdo este problema tem sido resolvido por meio de heuristicas de decomposicdo. Neste
artigo temos por objetivo mostrar que o Problema da Mochila Compartimentada Restrita ¢ um problema de
Otimizacdo Linear. Para isto, nés consideramos o modelo néo-linear original e propomos um modelo linear
para o problema, exibindo uma demonstragao de que os dois sdo equivalentes.

Key words: Otimizacao Linear; Otimizacio Discreta; Problema da Mochila Compartimentada.
MSC2000 subject classification:

OR/MS subject classification: Primary: ; secondary:
History: Received...

1. Introdugao. Problemas de mochila sao geralmente simples de serem entendidos e de
grande aplicabilidade, mas nem sempre de facil resolucao. De maneira geral, estes problemas en-
volvem a escolha de itens a serem colocados em uma ou mais mochilas, buscando-se maximizar
uma funcao de utilidade [16, 12].

Possivelmente, a primeira men¢io ao Problema da Mochila foi feita por Dantzig [4], que apre-
sentou o seguinte exemplo: uma pessoa planeja acampar e decide nao carregar mais que 70 Ib de
diferentes itens, como roupas de cama, latas de comida, etc. Cada item possui um peso e uma
utilidade. O objetivo da pessoa é levar consigo itens numa mochila que devera ser a “mais ttil
possivel” (soma linear das utilidades dos itens selecionados). Obviamente, se o conjunto de itens
nao excede o peso de 70 1b, entdo a escolha é trivial.

REMARK 1. Podemos interpretar o problema como o de decidir, no conjunto das partes dos
itens, aquele que respeita a capacidade da mochila e fornece a maior soma linear de utilidades,
assim, sendo n a cardinalidade do conjunto de itens, o conjunto das partes terd cardinalidade 2",
deixando claro que qualquer tentativa de resolucao exaustiva do problema ¢é inviavel.

Um dos exemplos mais conhecidos da aplicagao de um problema de mochila é o Método Simplex
com geragao de colunas, para resolver o Problema de Corte de Estoque Unidimensional [7].

Existem variacdes do cldssico Problema da Mochila, algumas podem ser vistas em [16] e [12].
Neste artigo, abordaremos uma variagao em que é necessario construir compartimentos no iterior
de uma mochila. A compartimentagao de uma mochila [10] ocorre quando os itens devem ser
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agrupados no seu interior segundo afinidades. Por exemplo, quando nao se deseja misturar remédios,
ferramentas e comidas no interior de uma mochila, requerendo a construcao de compartimentos
distintos, para que neles sejam alocados itens de mesma natureza. Esta particularidade induz no
conjunto de itens uma particio matemdtica (classes de itens com mesma afinidade). A motivagao
desta versao de mochila, cujo modelo matematico original [9] é nao-linear, surgiu da necessidade
de se modelar “padroes de corte” em duas fases [8, 5, 1, 17, 2].

Possivelmente, o problema mais semelhante ao Problema da Mochila Compartimentada encon-
trado na literatura é o Nasted Knapsack Problem [11], aplicado na producao de cabos de fibra
otica.

Hoto [9] apresentou, além da formulagao concisa do Problema da Mochila Compartimentada,
um algoritmo de compartimentagio exata (para exemplares pequenos) e alguns procedimentos
heuristicos. Também descreveu o Problema da Mochila Compartimentada 0-1, para o qual calculou
limitantes e determinou critérios de poda, propondo assim, um algoritmo branch-and-bound para
resolvé-lo.

Marques e Arenales [14] apresentaram trés novas heuristicas, com destaque para a Heuristica
dos “z” Melhores Compartimentos.

Os mesmos autores [15] também apresentaram a Heuristica das “w” Capacidades, e relataram ter
obtido melhor performace que a Heuristica dos “z” Melhores Compartimentos. No mesmo trabalho,
encontra-se uma relaxacao linear para o Problema da Mochila Compartimentada, cuja solucao traz
wm limitante superior. Em [13] é usado o limitante superior dado por esta relaxagio para verificar
a otimalidade de solucao por algumas heuristicas.

Outro limitante superior abordado em [13] utiliza geracao de colunas para resolver o problema de
compartimentar mochilas, onde a cada iteragao simplex alguns subproblemas (um para cada classe)
sao calculados. Em termos de tempo computacional, esta heuristica foi um pouco mais rapida que
a relaxacio do problema feita por Marques e Arenales em [15], porém o limitante superior foi um
pouco maior na maioria dos exemplares testados.

Também ¢é apresentada em [13] uma heuristica hibrida que explora as ideias das heuristicas dos
melhores compartimentos e das “w” capacidades.

Em [3] s@o apresentados testes baseados na ideia de eliminar a nao-linearidade do modelo original
da compartimentagao de uma mochila, e em [13] estas ideias sao usadas para comparar resultados
de heuristicas. Foram estas simulagoes a motivacao da nossa pesquisa apresentada neste artigo,
pois, nenhum dos dois trabalhos foram capazes de provar que uma Mochila Compartimentada é,
na realidade, um problema linear.

Na secio 2 apresentaremos o Problema da Mochila Compartimentada tal como tem sido abor-
dado. Na se¢@o 3 apresentaremos a formalizagdo do modelo linear. Na sec¢ao 4 iremos expor ensaios
numeéricos que ilustram a motivagao em investigar, teoricamente, a equivaléncia dos modelos nao-
linear e linear. Na secao 5 exibiremos uma demonstragao de que o Problema da Mochila Compar-
timentada é linear.

A fim de facilitar a abstracao da formulagdo matematica do problema, usaremos a aplicagdo no
corte de bobinas de aco sujeitas a laminacao a frio como ilustragao.

i 13

HZJ

2. Aplicacao e formulagao matematica. O Problema da Mochila Compartimenta surge
como subproblema gerador de colunas do problema de corte de bobinas de ago (gerador de padroes
de corte), no qual bobinas de aco sao cortadas e laminadas para reduzir a espessura do ago, de
acordo com a finalidade dos itens, como para confecgdo de tubos para bicicletas, antomdveis,
construcao civil, etc, de modo que a primeira fase de corte produz as sub-bobinas a serem laminadas
e a segunda fase produz fitas (itens), conforme Figura 1. As fitas serdo soldadas em forma de
tubos (Figura 2), assim, fitas de largura e laminagao especifica dardo origem a tubos previamente
demandados.
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FicUure 1. Corte em duas fases: bobina, sub-bobinas e fitas.

Ficure 2. Tubo a ser produzido com fitas de ago.

Matematicamente, admita que o conjunto de indices dos itens, denotado por N, esteja parti-
cionado em g classes Ny, k=1,...,¢. Desta forma, N=N; U...UN, e N,N N, =0 se r # s,
r.s=1,...,q. No problema de corte de bobinas de aco pode-se entender uma classe como o con-
junto de indices dos itens que irao sofrer a mesma laminagao entre a primeira e a segunda fase de
corte.

Ainda, uma sub-bobina deve ter sua largura limitada entre um minimo e um maximo, visto que
na segunda etapa de corte a maquina possui limitagoes técnicas, bem como a maquina responsavel
pela laminagao. Em razao disto, deve-se construir no interior da mochila compartimentos de ca-
pacidades limitadas entre um valor minimo L¥ . e um méximo L% . onde os indices dos itens de
um compartimento devem pertencer a uma mesma classe Nj.

REMARK 2. A ideia original para formalizar o modelo matematico consiste em: #maginar to-
dos 0s compartimentos (sub-bobinas) vidveis construidos para, em seguida, selecionar
0s que deverao fazer parte da compartimentacao da mochila. Esta metodologia é idéntica
a usada na geragao de colunas [7].

Com este enfoque, denote por V. o conjunto de indices de todos os compartimentos vidveis com
itens indexados em Ny, sendo V' =V, U... UV, o conjunto de indices de todos os compartimentos,
onde V,NV,=0ser+#s,rs=1,...,q.
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Seja L a capacidade da mochila (largura de cada bobina), u; a utilidade (multiplicadores simplex
vindos do problema mestre) e £; o peso do item de indice i (largura da fita). Considere como
variaveis de decisao: a;; que controlara a quantidade de itens de indice ¢ no compartimento de indice
J, y; que definird a quantidade de compartimentos de indice j utilizados, d; = 1 se o compartimento
de indice j foi construido, e 4, =0 no caso contréirio. A formulacao matemética apresentada em [9]
consiste em:

maximizar: Z (Z Ui yj+---—|—z Zu.iaij Yj (1)

jeVi \ieN; JEVy \i€Ng
sujeito a: Z (Z &-aij) Y+t Z Z Ciay |y; <L (2)
JEVE \i€Ny JEVG \iENy
Lk, < liay <Lk, jEVik=1,....q (3)
1EN),
aij,y; > 0 e inteiros, d; € {0,1} i€ N, j€ V. (4)

A restrigao (2) assegura que a soma das larguras de cada compartimento construido nao ultrapassa
a capacidade da mochila. As restri¢oes em (3) garantem que cada compartimento construido tenha
capacidade limitada entre o0 minimo e o maximo aceito para compartimentos com itens indexados
na classe Ny. As restri¢oes em (4) determinam o dominio.

ExampLE 1. Considere apenas 2 classes e 5 itens, sendo 3 itens na primeira classe e 2 itens
na segunda classe. Neste caso, ¢ =2, N ={1,2,3,4,5}, N, = {1,2,3} e N, = {4,5}. Digamos que
os compartimentos da primeira classe devem ter de 8 a 10 uc (unidades de comprimento) e os
compartimentos da segunda classe devem ter de 7a 12 uc, entdao L} . =8ue, L2, =T7uc, L} =10
uc, L2, =12 uc. Considere também as larguras dos itens, como £; =2 uc, £y =3 uc, 3 =5uc, {4 =5
uc e {5 =6 uc. Sendo assim, um compartimento de indice j representado por a; = (ay;,as;,as;)
pertence a Vi se 8 < 2ay; + 3az; + Sag; < 10, onde a;; é um inteiro positivo que representa a
quantidade de itens de indice ¢ no compartimento de indice j. Analogamente, um compartimento
de indice j representado por a; = (ay;,as5;) pertence & Va se 7 < bay; + 6az; < 12.

Assim, os compartimentos possiveis de serem construidos sao: a; = (5,0,0), az = (4,0,0), a3 =
(3,1,0), as = (2,2,0), a5 = (2,0,1), ag = (1,2,0), a; = (1,1,1), as = (0,3,0), ag = (0,1,1), a;p =
(0,0,2), a3 =(2,0), a;a = (1,1) e ay3 = (0,2). Logo, podemos definir V; = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
e Va={11,12,13}.

Note que, embora os itens de indice 3 e 4 possuam a mesma largura, sao itens diferentes, uma vez
que pertencem a classes distintas, podendo sofrer diferentes processos de laminacio ou qualquer
processo entre a primeira e a segunda fase de corte.

REMARK 3. Nao ha uma tinica maneira de definir o conjunto V =V, U...UV,. A tinica exigéncia
¢ que contenha os indices de todos os compartimentos viaveis, mas a ordem na qual a indexagao é
feita pode ser diferente sem alterar a solugao étima do problema. Além disso, o conjunto V pode
conter mais indices do que o necessdrio, relacionados a compartimentos idénticos (compostos pelas
mesmas quantidades dos mesmos itens).

Vejamos, no Exemplo 1, poderfamos definir o conjunto V5 como Vi ={11,12,13,14}, com a;; =
(L,1), @12 =(2,0), a;3=(0,2), e a;4 = (2,0).

Observe que se todos os compartimentos estao previamente gerados, o modelo (1)-(4) se reduz
ao classico Problema da Mochila, porém, em problemas praticos € inviavel gerar todos os compar-
timentos tal como fizemos no Exemplo 1 (veja a Observagao 1 na Introdugao).
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2.1. Restrigoes adicionais. No modelo (1)-(4), podem surgir novas restricoes devido ao
contexto pratico, por exemplo, no corte de estoque em duas fases, hd uma demanda a ser atendida
para cada item, de acordo com pedidos de clientes. Considere d; a demanda do item de indice i.
Assim, para garantir que nao sejam produzidos itens em excesso, deve-se impor a restrigao (5):

q
ZzaijngdiaiEN:NIU---UNq: (5)

k=1 jeVy

onde a soma das quantidades de um determinado item em cada compartimento que o produz é
limitada pela demanda desse item.

No problema de corte de bobinas de aco, conforme ilustra a Figura 1, a quantidade de facas que
podem ser ajustadas na maquina ¢ limitada, tanto no primeiro como no segundo processo de corte.
No primeiro processo de corte, a quantidade de compartimentos (sub-bobinas a serem laminadas)
deve ser limitada por uma constante F}, j4 no segundo processo de corte, cada compartimento
(sub-bobina laminada) dard origem a itens (fitas de ago), portanto, o nimero de itens em cada
compartimento deve ser limitado por uma constante F,. Neste caso, devem valer as restrigoes (6)

e (7):

ZZ%‘SFl (6)

k=1 7V}

Zaa‘jiFm JeV=viu..uV,k=1,...q (M)

ieNy,

Com a adigao das restrigoes (5), (6) e (7) ao problema (1)-(4), obtém-se o Problema da Mochila
Compartimentada Restrito:

maximizar: Z (Z Ui yj+-“+z Zuiaij Y, (8)

JEVI \i€EN); JEVE \i€Ng
sujeito a: Z (Z &;aij) Y +-t+ Z Z Eiai_,- U; < L (9)
JEVI \i€EN; jeVy \ieNg
53:Lﬁ1m£ ZeiaijSé‘jLﬁzam’ jEI/-‘Nk:]-V":q (10)
1EN),
q
Y ayy;<di, ie N=N,U...UN, (11)
k=1jeVy
q
k=1 jeV,
Y a;<F, jeV=VU.. .UV, k=14 (13)
i€ Ny,
0, é {0,1} e a;;,y; > 0 e inteiros,i € N,je€ V. (14)

O modelo (8)-(14) é mais fiel as condigdes do problema de corte de bobinas de ago sujeitas a
laminacao a frio, sendo portanto, empregado na geracio dos padroes de corte. Trata-se da com-
partimentacao de uma mochila com restrigoes adicionais, portanto, uma Mochila Nao-linear.

Como ja indicamos, existem heuristicas para este problema relatadas na literatura, assim, na
proxima secao apresentaremos um modelo matemético no qual eliminamos a variavel y;.
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3. Uma nova modelagem da compartimentacao de mochilas. Agora, ao invés de abor-
darmos o problema pela Observacao 2 (segao 2), observamos que, para cada classe N, k=1,...,q,
ha uma limitagdo na quantidade de compartimentos a serem construidos, que dependerd do limi-
tante I} e do fator LL / Lf,mj. Assim, seja p; = min {F 1y LL / LfnmJ } o niimero méximo de compar-
timentos viaveis construidos com itens indexados na classe N,.

Dentro deste novo contexto, seja a,;; a quantidade de itens de indice i € N}, no compartimento
de indice j=1,...,p.

Muito bem, o modelo que compartimentara uma mochila, com as restrigdes adicionais ja menci-
onadas na subsecao 2.1 é:

Pr
maximizar: i: Z iuiaijk (15)

k=1ieNy j=1

q Pk
sujeito a: Z Z Zfiaijk <L (16)
k=1iEN,, j=1
Gin Ly < Z i <Ly 5= 100,k (17)
iEN),
ek=1,....q
Pk
Za’ijkgdis ?’GNhak:laq (18)
j=1
q Pk
YN su<h (19)
k=1 j=1
Y aip<Fy, j=1...puk=1...q (20)
=
dir €4{0,1} e a;j. > 0 e inteiros, i € Ny, (21)

i=1...,ppek=1,...,q

A fungao objetivo apresentada em (15) representa a soma das utilidades dos itens escolhidos
em cada compartimento. A restricao (16) garante que a soma das larguras dos itens escolhidos é
limitada pela capacidade da mochila. As restrigoes em (17) delimitam a largura dos compartimentos
nao-nulos e anulam os coeficientes dos compartimentos que nao serao utilizados, sendo d;, =1 se
o compartimento de indice j da classe NN, for nao-nulo, e d;;, =0 no caso contrario. As restrigoes
em (18) limitam a quantidade de cada item por sua respectiva demanda. Diferente de (11), a soma
das quantidades dos itens em (18) ocorre apenas nos compartimentos da classe correspondente,
pois neste novo modelo os elementos a;;;, s6 sao definidos para ¢ € Nj. A restricao (19) limita a
quantidade de compartimentos nao-nulos, e em (20) sdo restringidas as quantidades de itens em
cada compartimento. As restrigoes em (21) estabelecem o dominio.

ExamMpPLE 2. Considere os dados do Exemplo 1, além de L =22 e F; = 3. Temos p, =
min {3, |22/8|} =2 e p, =min{3, |22/7|} = 3. Significa que no maximo 2 compartimentos da classe
N; e no maximo 3 compartimentos da classe N, serdo inseridos na mochila. Teoricamente, serao
construidos (na nova abordagem) 5 compartimentos, mas alguns desses podem ser nulos (a;;;, =0
para todo i € Ny, onde j=1,...,p;).

Agora, os indices dos compartimentos construidos com itens indexados em N; pertencem a {1,2}
e os indices dos compartimentos com itens indexados em N, estdo em {1,2,3}, a indexagao dos
compartimentos nao é mais global como tratamos no Exemplo 1.

Além disso, os compartimentos nao podem mais ser todos previamente construidos e indexados,
0 que ¢ irrelevante, pois, como ja mencionamos, na pratica ¢ inviavel criar todos os possiveis
compartimentos.
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4. Ensaios numéricos: a motivagao. A fim de avaliar a qualidade das solucoes provenientes
do modelo (15)-(21), implementamos tal modelo e comparamos as solugées com um algoritmo
exato, que utiliza uma decomposicao exaustiva, proveniente da Observagao 2 (secao 2), e fornece,
portanto, a solucao 6tima de cada exemplar. Assim, o Algoritmo de Decomposicao Exaustiva gera,
por meio de um método de ramificacdo, todos os compartimentos vidveis e, entdo, um problema
de programacao inteira é resolvido para definir a compartimentacao da mochila.

Este procedimento é, obviamente, invidvel para uso pratico, conforme Observagao 1 (se¢ao 1),
mas, permite obtermos a solucio 6tima de exemplares com a finalidade de testes tedricos. Com
base em testes iniciais, percebemos que 40 itens por classe é uma quantia maxima adequada para a
geracao dos exemplares, uma vez que alguns exemplares de 45 itens por classe e todos os de 50 itens
por classe testados obtiveram falha em sua resolugao, por gerar muitos compartimentos (milhoes) e
exaurir a memoria da miquina durante a compartimentagao. Enquanto isto, trabalhar com muitas
classes de poucos itens nao exigiu tanta memdoria. Sendo assim, organizamos sete categorias de
exemplares: 5/10, 10/5, 10/10, 10/30, 30/10, 10/40 e 40/10, onde a categoria ¢/n é formada por
exemplares de ¢ classes e n itens em cada classe.

N6s criamos um gerador aleatério com referéncia em [6], utilizando valores realisticos do problema
de corte de bobinas de aco (onde as larguras sao medidas em milimetros), definimos L = 2200,
F, =12, F; =8 ¢, para toda classe Ny, LE . =375 ¢ Lt =750. Além disso, as larguras dos itens
possuem valores aleatorios entre 55 e 350, as utilidades entre 0 e 1 com trés casas de arredondamento
e convertidas a valores inteiros e, por fim, a demanda total corresponde a trés vezes o nimero
total de itens, gerando as demandas dos itens distribuidas aleatoriamente conforme sugerido em
[6]. Desta maneira, geramos 200 exemplares para cada categoria, um total de 1400 exemplares.

Nés realizamos as implementagoes, utilizando o solver FICO® Xpress Optimizer, num Intel®
Core™ i7 de 2,67 GHz com 12 GB de RAM. Os resultados podem ser observados na Tabela 1, onde
constam, para cada algoritmo, a média e o desvio padrao (representado por o) aproximados dos
valores das funcoes-ohjetivo (Obj) e dos tempos computacionais (T), em segundos, dos exemplares
de cada categoria.

TABLE 1. Resultados dos ensaios numéricos.

Algoritmo de Decomposi¢io Exaustiva Modelo Linear
Categorias | Obj | a(Obj) T a(T) Obj |a(0bj)| T |eo(T)
5/10 16,175 | 2,483 0,602 1,471 16,175 | 2,483 | 0,321 | 1,323
10/5 16,104 | 2,121 | 0,004 1138 | 16,104 | 2,121 |0,213 0,159
10/10 10,651 | 2,307 | 0,655 0,280 | 19,651 | 2,307 | 0,339 | 0,264
10/30 25,489 | 1,945 | 91.803 34,768 25489 | 1,945 | 1,153 | 6,135
30/10 23,974 | 1,887 1,695 0,362 23,974 | 1,887 | 0,541 [ 0,386
10/40 26,903 | 1,675 |834,623| 564,056 |26,903| 1,675 | 0,875 | 1,508
40/10 25,210 | 1,680 | 2,485 0,460 | 25,210 | 1,680 | 0,680 | 0,307

Em cada exemplar testado, os valores 6timos da funcaoc-objetivo obtidos com o Algoritmo de
Decomposigao Exaustiva e com a implementacao do modelo linear sao idénticos, o que nos levou
a acreditar que isto sempre acontece, fato matematicamente comprovado na préxima secao.

5. Mochilas Compartimentadas sao lineares. Nesta secio exibiremos uma prova de que
os dois modelos de Mochila Compartimentada Restrita formalizados nas se¢oes anteriores possuem
a mesma solugdo 6tima, ou seja, mesmo valor maximo para a funcao objetivo. Dividimos a demons-
tracao em trés partes, por questao de organizacao, comecando por um lema e, entao, dividindo a
prova em duas partes, que serao melhor explicadas ao final da subsegao 5.1.
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5.1. Uma relagao entre os modelos e a construcao da notacao a ser utilizada. Antes
de enunciar o principal resultado deste artigo, comecemos pelo Lema 1, que estabelece uma relagao
entre os modelos (8)-(14) e (15)-(21).

LEMMA 1. Dada uma solugio

y:Z Zuiaij yj+~~-+z Zuia-i,j Y

JEVT \ieEN; JEVy \iENg

do modelo (8)-(14), existem valores By, com i€ Ny, j=1,...,p, e k=1,...,q lais que:

Pk
Zﬂw: Z a;jy;, para todo 1 € Ny, k=1,...,q.

J=1 JeVy

Analogamente, dada uma solug¢do

Pk
z = E E uibijk

q
k=1ieN j=1

enis €{0,1} (7=1,...,pk, k=1,...,q) do modelo (15)-(21), existem valores cv;; e z;, com i1 € N
e jeV tais que:

Pk

Zbijk = Z o;;z;, para todo i € N, k=1,...,q.

j=1 eV,

Proof. Com efeito, para cada k = 1,...,¢q, vamos mostrar que Ejevk y; < pp, onde pp =

. k q k ;
min { £y, [L/L},, |}, uma vez que 37, Yjev, ¥i < i, ecomo Yoy fiai; > Ly, se o comparti-
mento de indice j € nao-nulo, temos:

LZ Z Zfz‘flij Tjj‘l“i‘z Zg?'aij Y

JEVY \i€EN; JEVy \i€ENg

2D D b |y,

JjeVi \ieNy

k
2 Lmin Z yj’

JeVE
. k - z ” - .
€ por isso Y oy, ¥ < |L/LE,, |, pois 3 v, Y; € um nimero inteiro.

Agora, para cada item de indice ¢ € N temos que:

z AijY; = Qis;Ys; + AisyYsy + ot Qs Ys,
JeVy
= Qs +"'+awl +ai32+"'+a’isg+"'+aiﬂr+"'+aiay-s
~ > —_—

W v
ys; VEZES ysy VEZES ys,. VEZES

onde assumimos que Vj, = {sy,...,5,}.
Uma vez que ys, +Ys, + -+ Ys, < px, podemos definir

(ﬁilkr i2ky s ﬁ?’pkk)

como

a‘i.?]u"'vaimvaisgv"'ﬂa'isgﬂ"'1ai3r1"'7aisr7 01"'10
N = —_——

-

~ ~ —
ys; vezes sy VEZES ysp VEZES  pp—3 ey, v; VOZES
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REMARK 4. Observe que fixado j =1,...p, existe j' € V}, tal que f;x = a;yr, ou seja, os
elementos (3;;, podem também ser entendidos como os coeficientes do compartimento de indice j
da abordagem linear, que sao os mesmos coeficientes do compartimento de indice j" da abordagem
nao-linear. Excessao & essa observacao faz-se apenas no caso em que 3, foi definido com valor
nulo para todo i € Nj.

Além disso, como desejado, a construgao feita garante que E?il Bijk = Zje\/k a;;y; para cada
item de indice i € N, k=1,...,q.

Agora, considere os conjuntos:

W1 = { 1,2,...,}01}
Wy = {p1+1v°"3p1+p2}

We={p++pa+tl....;pm++pm}

Wq:{p1+"'+Pq—1—I-l,...,p]—|---._|_pq}

9]

W =W,U...UW,.

Dado j €V, se j ¢ W, defina z; =0. Se j € W, para algum k =1,...,¢q, entdo defina z; =
N (p1+-tpp_,) k- Da mesma forma, defina

a“:{o’ se j ¢ Wi Vi e Ny
T Uit b S JEWR '

Como todos os compartimentos com indice em W), sao formados por itens indexados em Ny, em
vista do que estd na Observagao 3 (secdo 2), podemos admitir que W), C V}, para todo k=1,....q,
uma vez que hd uma maneira de definir os indices de V. desta forma, sem alterar a solugio dtima
do problema.

Temos que », y ij2; =)oy, @ijzj, Pois se j € Vi — Wi, tanto a;; quanto z; foram definidos
com valores nulos. Também temos que Zi;i L bijk = E,jewk a;;%;, pois se z; =0 ¢é porque j ¢ W ou
N (pr4-+pp_1)k = 0 0 que implica por (17) que b; ;—(p, 4...4p, )k = 0. Assim, podemos estabelecer
uma relagao “um a um” de by (' =1,....px) com ayz; (J=pr+-+pe o+ 1m0+ +
Pr—1+ pr) e concluir que Zfil bijk = Ea'ewk @iz

Portanto, por transitividade, vale Z?il biji = Zjevk a;;zj, paratodoie Ny, k=1,....,q. O
THEOREM 1.  Os modelos (8)-(14) e (15)-(21) sio equivalentes.

Proof. Sejam y o valor 6timo da fungao objetivo do modelo nao-linear (8)-(14) e z o valor 6timo
da fungao objetivo do modelo linear (15)-(21). Sendo assim, para todo j € V e para todo i € N,
existem a;;, y; e 0; tais que:

=3 (Z uia“) TR DN DI I
JEV] \ieN; JeVy \ieNy

com os valores a;;, y; e d; satisfazendo as condicoes (9)-(14), e y sendo o maior valor com esta
propriedade. Do mesmo modo, para todo k=1,...,q e para todos i € Ny, j=1,...,p; existem b,y

e n;, tais que:
q Pk
Z = 5 E E Uiszb

k=1ieNy j=1



142

Inarejos Filho and Hoto: Mochilas Compartimentadas Sdo Lineares
10 Mathematics of Operations Research 00(0), pp. 000-000, © 0000 INFORMS

com os valores b;j; e ;. satisfazendo as condi¢oes (16)-(21), e sendo z o maior valor com esta
propriedade.

Para provar que y = z provaremos, separadamente, que y < z e que y > z. Para mostrar que
y < z provaremos que existem, para cada i € Ny, j=1,....p, e k=1,...,q, valores 3, e (j; na

s .’ . ata q pk R s s o

regiao vidvel do modelo linear tais que >}, >, n D%, uiBijr =y, € como 2 € 0 méximo com essa
propriedade concluiremos que y < z.

Prosseguiremos de forma andloga para provar que y > z, construindo valores «;, z; e £; na regiao

viavel do modelo nao-linear tais que:

Z Zuiaij Zj+"‘+z Zu,‘,aij Z; =z,

jevi \ien; jevy \ieN,

e como y ¢ o maximo com essa propriedade concluiremos que y > z. Desta forma, a demonstragao
se dividird em duas partes: Parte 1 e Parte 2.

Antes de comecd-la, apresentamos no quadro a seguir a notacdo que sera usada, a fim de pros-
seguir com clareza.

Modelo: Nao-linear Linear
Valores definidos: |y, a;;, y; € 0; | 2, bijr € Nk
Valores construidos: | «;j, z; € §; Bijk € Gk

Na Parte 1 definiremos fJ;;; e (j, com base em a,j, y; e d;, e na Parte 2 definiremos «;, z; e §;
com base em b;;; e 7;,. Uma observagao importante é que nos referiremos as equacoes dos modelos
(8)-(21) as quais as varidveis construidas devam satisfazer e fica subentendido que nido queremos
verificar estritamente como estd a equacao referida nas se¢oes anteriores, mas adaptada as varidveis
que estamos trabalhando. Por exemplo, dizer que os valores ;. satisfazem (18) significard dizer
que Zi;il Bijr < d;, para todos i€ Ny e k=1,...,q.

5.2. Parte 1 da demonstragao. Pelo Lema 1, podemos definir, para cada k=1,...,q, os
valores 3;;;, de forma que valha a igualdade:

Pk
Zﬁijk:ZaijyijiENkak:la---aq: (22)
j=1

JEVE

e que satisfagam também a Observagao 4.
Imediatamente de (22) segue que:

yzz Z“a% y.f+"'+z Z“i%’ Yi

jevi \ieN; JEV, \iEN,
= E E Y Ui+"'+z E Yl | i
ieN; \jeW i€ENg \jeVy (*)
P1 Pq
= E Zﬁz‘jl Ui+ -+ Z Zﬁz’jq u;
ieNy \j=1 iEN, \j=1
q Pk
=220 B
k=1ieNy j=1
Logo y = 325 1 2 ien, 2oy WiBijk, como desejado. Agora provaremos que os valores definidos

estdo na regido vidvel do modelo linear. A restri¢ao (18) segue de (22), pois se }°, \ ai;y; <
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DO jev, @Yy < di, entdo Z};ilﬁijk < d; para todo i € Ny, e todo k=1,....q. E, com

um céleulo andlogo ao realizado em (%), podemos mostrar que Y iev, (Z; Ny {a; ) T

v, (zieNq E,;a,;j) Yi = D hey 2ieny 2oy LilBijn, donde (16) é satisfeito.

Pela Observagao 4 (Lema 1), dado j =1,....ps, se Bix # 0 para algum i € Ny, entao existe
J' €V tal que B = a; para todo i € Ny, Caso [3;;; = 0 para todo ¢ € Ny, tome (;, =0, caso
contrério tome (j; = d;. Em ambos os casos 6, LF . <> en, liagy <8pLE  implica que (j, LF
Ztef\k LiBijr < Gk LmM, logo a restrigao (17) tambem é satisfeita.

Ainda da Observacio 4, temos que Ny, Qij" = Zze N, Bijk, € como vale . N, Qi < F,, temos
ZieNk Biji < F5. Como j é geral (j=1,...,p; k =1,....q), podemos concluir que a restru;ao (20)
também é satisfeita.

Agora, para provar (19), observe que nomeando Z_, ev, Vi de Ry, temos:

ZCJk - ZCJK‘+ Z Cik

min —

j=R+1
0
Ry, B
=D Cn
j=
< Ry
= Z y;, paracada k=1,...,q.
JEVY

- q . . q pk . i~
Sendo assim, »;_, Z;‘evk y; < Fy implica Y, >0 G ? Fi, o que garante a restrigao (19).
Assim, concluimos que os elementos 3;;;. e ;) definidos estao na regiao vidvel do modelo linear,
N m
logo y=7 "1, ZieNk Ly uiPir < 2

5.3. Parte 2 da demonstragao. Agora, vamos construir valores «;;, z; e &;, e provar que

tais valores satisfazem as restrigoes (9)-(14), além de que z =3 . (> oy, witvij )z + - +

Zjevq (ZieNq u‘ia'f-j) Zje

Sendo z =31, Dic Ny Z?E_‘luibmk uma solugao otima do modelo linear, com by, e n;;, (i €
Ny j=1,....p; k=1,...,q) satisfazendo as condigoes (16)-(21), segue do Lema 1 que existem
o;; e z; tais que:

Zb% =) oz, YieNyk=1,... (23)

JEVY

Analogamente ao cilculo em (%), que contou com o uso da equagao (22), podemos usar (23)
para concluir que:

q Pk
Z Zu b,jk = Z (Z uzoz”) zj+---+z Zu,au Z;

k=1i€Ny, j JEVI \iEN jeVy \ien,

Z (Z €,;oz,;_,—) Zj++ Z Zgiaij Zj 2: i Z ka b?jk < L.

JEVL \iEN] jevy \ieN, c=1ieN, j=1

Logo, a restricdo (9) do modelo néo-linear ¢é satisfeita para os elementos a;; e z; definidos.
Defina §; = z; para todo j € V, com z; tal como foi definido no Lema 1.



144

Inarejos Filho and Hoto: Mochilas Compartimentadas Sdo Lineares
12 Mathematics of Operations Research 00(0), pp. 000-000, © 0000 INFORMS

Para provar a restricao (10), seja j € Vi, para algum k=1,....q. Se j & Wy, temos & =a;; =0
para todo i € Ni, e nao ha o que fazer. Caso contrario, j € Wi, e assim &; = 1j_(p,+tp,_,)k ©
;= bi o (py e tppy) k- COMO J = (py 4+ pp_1) €{1,....px}, temos por (17):

k k
Ni=(p1+-+pp-1) k Lmin < Z Eibij—(pr+tmi_1) ok S Mi=pr4++0x 1)k Lmas
iEN

logo &L}, < 3 iey, fictis € €Lk, 0 que prova a condicao (10).

A condigio (11) é consequéncia de (18) e de (23), pois, se i € N,,, e j €V, com m #£n, m,n=
1,...,q, foi definido a;; = 0. Logo, dado i € Ny, temos:

Z Z Oz = Zawzj 23)21)”;“ < d;.

m=1jEVn JEVL

,sejgWw
Ni—(p1++pp_1) k> se je Wy’

Z zj= Z zj= ka Vk=1,.

JEVE JEWY

Agora, como z; = { entao

logo Y7y, D7 mjr < Fi se, e somente se, )y, Ejevk z; < F, 0 que prova a restri¢io (12).

Por fim, seja j €V, se j ¢ W entdo «;; =0 para todo i € N e segue trivialmente a restricio
(13). Caso contrario, j € W, para algum k=1,...,q, e assim a;; = b; j_(p,4...+p,_,).& Para todo
i€ N Como )y bijpy sty < Fo, pois j— (14 +pr—1) €{1,...,p}, concluimos que
D e n, Qij < 5, 0 que garante a restrigao (13).

Assim, os elementos «;;, z; e §; definidos estao na regiao viavel do modelo nao-linear, o que
implica:

=Z Zuiaij Zj+°"+z Z%O&;j z; <.

JEVI \i€EN] J€EVE \1€Ng
Mas na Parte 1 demonstramos que y < z, logo y = z, e portanto os modelos sao equivalentes,
pois possuem o mesmo valor maximo para a fungao objetivo. [

Consideragoes finais. A prova da linearidade do Problema da Mochila Compartimentada ¢é
um avanco tedrico e justifica novos estudos do problema. Quanto & expansividade da demonstracao,
tentamos efetuar simplificacoes, desde que nao dificultasse seu entendimento, mas podem haver
maneiras mais imediatas de exibir a comprovacao desejada. Simplificagoes sao sempre bem-vindas,
embora o essencial seja o resultado validado.

Nos entendemos que o modelo matemético de um problema nao é 1inico, de fato, outros modelos
podem surgir.

Optamos neste trabalho por considerar uma variagdo na abordagem trabalhada em [3], por
entendermos que os elementos a;;;, nao fazem sentido pratico para i ¢ N, o que tornaria necessario
ignalar a zero esses elementos. No modelo apresentado, essas varidveis nao sao definidas e nao
é necessario iguald-las a zero, além de que faz parte da descricao do nosso modelo apenas os py
compartimentos construidos, sem a necessidade de usar os conjuntos de indices de compartimentos
V}. aparentes no modelo original do problema e no modelo linear apresentado em [3].

Uma possibilidade de estudo posterior é verificar se as heuristicas de trabalhos anteriores podem
ser adaptadas ao novo modelo. Também pode ser interessante verificar se outros modelos lineares
podem melhorar o desempenho da resolucio, assim como verificar métodos heuristicos que possam
tirar proveito das boas solugoes provindas da programacao linear sem, no entanto, causar demasiada
oscilacao no tempo computacional. No momento, nossas pesquisas estao concentradas no calculo de
limitantes superiores para auxiliarem na construcao de um algortimo branch-and-bound eficiente.
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