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MENDES, Gizelli Renata. Uso dos métodos de otimizacio na determina¢io de

solucdo para uma equacdo de m-pontos de fronteira. 2015. 79f. Dissertacdo
(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) - Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2015.

RESUMO

Neste trabalho exploramos o estudo de métodos de otimizacdo ndo linear na
determinacdo de solugdo numérica para uma equacado diferencial de segunda ordem
com mdltiplos pontos de fronteira, em geral este problema é solucionado utilizando
métodos baseados no teorema de ponto fixo de Banach ver [2]. O uso de métodos de
otimizacdo nao linear mostrou-se vantajoso por permitir uma analise qualitativa dos
problemas, além de ndo depender de que o operador integral seja uma contracdo na
vizinhanca da solugdo. Deste modo apresentamos duas abordagens baseadas em
métodos de otimizagdo ndo linear para o problema na primeira analisamos uma
estratégia baseada no método de Gauss-Newton com a equagdo discretizada, na
segunda além da equacdo discretizada utilizamos como nos métodos baseados no
teorema de Banach a equagdo integral associada a equacdo diferencial e aplicamos
um método de otimizacio ndo linear com restri¢des.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais. Otimizagdo ndo linear.



MENDES,Gizelli Renata. Using optimization methods for the determination of

solution a border m-points of the equation. 79p. 2015. Dissertation (Masters in
Mathematics Applied and Computational) - State University of Londrina, 2015.

ABSTRACT

In this paper we explore the study of nonlinear optimization methods for the
determination of numerical solution to a differential equation of second order with
multiple border points, in general this problem is solved using methods based on
fixed-point theorem of Banach see [2]. The use of nonlinear optimization methods
proved to be advantageous to allow a qualitative analysis of the problems, and does
not depend on the integral operator is a contraction in the vicinity of the solution.
Therefore we present two approaches based nonlinear optimization methods to the
problem in the first analyzed a strategy based on Gauss-Newton method with the
discretized equation, the second addition of discretized equation used like in the
methods based on the Banach theorem integral equation associated with differential
equation and apply a non-linear optimization method with constraints.

Keywords: Differential equations. Nonlinear optimization.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho vamos apresentar métodos de otimizacdo nao linear para encontrar a so-
lucdo do problema 1.1. Este problema é conhecido na literatura como problema de segunda

ordem com multiplos pontos de fronteira, ou simplesmente, com m-pontos.

w(0) =0 u(l) = g(ulm),w(nz), ... u(nm—2))

onde g :R™? R, f:[0,]]x RxR — Regq: R, — Rsio continuas € 7y, ..., 2
€ (0,1). Esta classe de problema foi proposta pela escola soviética [24] e é aplicado em varias
areas da ciéncia matemadtica. De acordo com [27], equag¢es com miiltiplos pontos surgem em
problemas que modelam fluxos visco elésticos, ineldsticos e deformacao de vigas. A maioria
dos estudos para este problema sdao em relacao a existéncia de solugdes. Os estudos para a exis-
téncia de solucdo sdo variadas. Entre eles, mencionamos os primeiros resultados apresentados

por II’in e Moiseev [25] e [24] , onde a equacdo considerada foi:

u" + f(t,u,u’) =0,
m—2 (1.2)
w(0) =0 u(l) =) u(m)
k=1
Duas das classes do problema 1.2 t€ém aplica¢des importantes, além disso muitos auto-
res desenvolvem estudos considerando variacdes e generalizacdes do problema 1.2. Além dos
estudos de existéncia também costumam apresentar existéncia de multiplas solugdes. As téc-
nicas para obter resultados de existéncia sdo variadas. Por exemplo, Gupta [15] e [7], obteve
as condi¢des de existéncia usando argumentos de teorias do grau. Ma [22], usou alternativa de
Leray-Schauder’s, o qual demonstrou existéncia de solugdo considerando o seguinte problema

com m-pontos de fronteira:

u'(t) = ft,u,u’) + e(t),

m=2 (1.3)
w(0) =0 wu(l) =) ayuln)

onde f: [0,1] xR? —» Ree: [0,1] — R sdo fungdes continuas e a; € R com os a; tendo
mesmo sinal. Recentemente, Sun obteve solucdo positiva usando o teorema Krasnoselskii’s

para o seguinte problema
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i=2
, (1.4)
u'(0)=0; wu(l) =) ku(n)="b
m—2
com as seguintes condicoes:
m—2 m—2

¢ ki>0(i=1,...m—2),0<m <N < ... <Tms < 1’Zki< 1e2kmi;
e ae f sdo fungdes continuas com a(t) # 0 para algum ¢ € [0, 1];

Uma das vantagens de usar teorema de Krasnoselskii’s é que podemos explorar aspectos
qualitativos da solu¢do como concavidade e positividade.

No artigo [14] foi mostrado a existéncia de solu¢do para o problema 4.1 usando a alter-
nativa de Leray-Schauder. Neste mesmo artigo foi aplicado o teorema de krasnoselskii’s a fim
de obter solugdes positivas, também foi mostrado existéncia de solu¢do positiva impondo mais
restricdes sobre a f, e outras vezes impondo mais restricdes sobre a g.

. Enquanto existem muitos estudos voltados a existéncia de solucdes, ainda sdo poucos
os estudos em relacdo a solugdo numérica e quando estes existem sdo baseados no teorema do
ponto fixo de Banach.

Entre alguns estudos numéricos realizados para encontrar solucao do problema 1.1 pode-
mos citar o método iterativo [10], onde ele considera que a solu¢do u do problema 1.1 é dada

pela equacdo:

!

e = [ 41 =)ttt )i+ [ 1= 0010 ule) O)at

+ 9(“(771)7 cee >u<77m*2))x

Assim o método iterativo considera o proximo iterando dado por:

/

ut i (z) = /Oxt(l - x)Q(t)f(tu'“(t),uk/(t))dﬂr/ (1 = )q(t)f (L u" (1), u” (t))dt

+ g(u(nl)a cee >u(77m*2))w

Outro método numérico que podemos citar € o método de tiros, também apresentado em
[10]. Este método consiste em transformamos o problema 4.1 com fronteira em um problema
de valor inicial onde o vetor velocidade inicial deste novo problema é determinado de maneira
que a solucao dos dois problemas se coincidam. Este método consiste em resolver o seguinte

problema de valor inicial:
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w(0) =0 (1.5)

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar duas alternativas que resolve o problema
1.1 usando métodos de otimizagdo ndo linear. A primeira alternativa se resume em discreti-
zarmos o problema 1.1 e aplicarmos o método de Gauss Newton combinado com spline. A
segunda alternativa leva em consideragao que o problema 1.1 pode ser modelado como uma
equacao integral e devido a este fato podemos aplicar o teorema do ponto fixo de Banach. Além
desta informag@o consideramos o sistema nao linear r(u) = 0 discretizado como restri¢do de

igualdade. Assim o novo problema resume em resolvermos o seguinte problema:

min || 7(u) - ul}3
Ujr1 — 2u5 + Uj_q Uil — Uj—1)
. B2 AT A
sujeito a uy — g(u(m), w(nz), .., u(nm-2)) =0
Q(u) =0

A motivacdo para definirmos os Algoritmo 1 e 2 consiste no fato de que métodos numé-
ricos baseados em ponto fixo ndo permitem a inclusdo de analise qualitativa da solugdo, além
disso estes métodos apresentam forte tendéncia de convergir para a solu¢do de menor norma,
quando o problema possui multiplas solu¢des, mesmo utilizando variedade de aproximacoes
iniciais.

O nosso trabalho esta dividido da seguinte forma: O segundo capitulo iniciamos fazendo
uma introducdo a problemas de otimizacdo nado linear. Neste capitulo apresentamos trés pro-
blemas ndo lineares, sao eles: minimiza¢ao de uma fungao, solucio para um sistema ndo linear
e solugdo para problemas de minimos quadrados. Para cada problema apresentamos métodos
numéricos, implementamos estes métodos e testamos alguns exemplos.

No terceiro capitulo apresentamos conceitos de otimizagao restrita, este capitulo se de-
dica em resolver um problema com restri¢cdes de igualdade e desigualdade. Damos énfase as
equacgoes de KKT os quais sdo condi¢des necessdrias de otimalidade para problemas restritos.
Os exemplos que apresentamos foram resolvidos de maneira analitica.

No quarto capitulo apresentamos o objetivo principal do nosso trabalho e concluimos
este capitulo efetuando testes em dez exemplares a fim de validarmos e compararmos as duas

alternativas que resolveram o problema 1.1.
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2 METODOS NUMERICOS PARA PROBLEMAS NAO LINEARES

Neste capitulo apresentamos algoritmos que resolvem trés importantes problemas nao

lineares, sao eles:

1) Resolver um problema de minimizagao irrestrita ;
i1) Resolver problemas de minimos quadrados nao lineares e

iii) Resolver um sistema de equacgdes ndo lineares.

Na primeira se¢do apresentamos métodos que resolva problemas do tipo 2.1 ou seja, ma-
ximizar, minimizar uma funcdo sobre um conjunto €2. Este tipo de problema surge em diversas
dreas como na matemadtica, engenharia, quimica entre outras.

Representamos um problema de otimizacao da seguinte maneira:

min  f(z) (2.1)

sujeito a x e

onde f € a funglo objetivo, = é o vetor de varidveis, e {2 é o subconjunto do R” . Quando
2 = R", dizemos que o problema ¢ irrestrito .

Na segunda se¢do apresentamos métodos que resolva problemas de minimos quadrados
ndo lineares. Este tipo de problema surge em diversas aplicagdes, principalmente em ajustes de
curvas, mas pode ocorrer no caso mais geral : em um sistema de equacdes ndo lineares com
mais equagdes do que incdgnitas. Para resolver problemas de quadrados minimos ndo lineares,

usaremos o método de Gauss Newton. Este problema pode ser escrito da seguinte forma

min  f(x) =

N | —

> ria)

Por tltimo apresentamos métodos que resolva um sistema de equagdes nao lineares com

n incognitas e n equacgdes. Primeiramente, temos por objetivo resolver o seguinte problema:

Encontrar x, € R" talque F(z.)=0 (2.2)

onde ' : R" — R™ & continua e diferencidvel. Para resolver este tipo de problema foram
apresentados dois métodos: o método de Newton onde construimos um modelo linear para F'

nas proximidades de um ponto zy € 0 método de Broyden.
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2.1 PROBLEMAS DE MINIMIZACAO IRRESTRITA

2.1.1 Resultados Preliminares

Teorema 2.1 (Teorema de Taylor). Suponha que [ : R® — R é continuamente diferencidvel e
que p € R™. Entdo existe t € (0, 1) tal que

fle+p) = f(@)+Vflz+tp)p (2.3)

Entretanto se f € duas vezes continuamente diferencidvel, temos que

1
Vflx+p) =Vf(z)+ /o V2f(x + tp)pdt 2.4)

flx+p) = flx) +Vf(x)p+ %pTVQf (z +tp)p (2.5)
para algumt € (0,1)

Definicao 2.2. Uma funcdo H : R" — R é dita de forma quadrdtica se H aplicado em v =
(v1,...,v,) € R" indicado por Hv? é dada por

n
2 __ E
Hv* = hijvivj

1,j=1

onde h;; é uma matriz m X n simétrica hj; = h;; 1,7 = 1...,n.
a) Uma forma quadrética € dita positiva se Hv? > 0 Vo € R™ v # 0;
b) Uma forma quadratica € dita negativa se Hv? < 0V v € R?/0;

¢) Uma forma quadrética ¢ dita indefinida se existem v e w € R"/0 tais que Hv?> > O e
Huw? < 0.

Definicao 2.3. Considere uma funcdo vetorial f : R" — R™. Sua derivada chamada de

Jacobiana, é uma matiz m X n escrita da seguinte maneira

0f: of:
o ok

J@y=| + . (2.6)
Ofm O frm
dry 01, ) em

Definicao 2.4. Seja f : U C R™ — R duas vezes diferencidvel em a. A matriz

0*f(a)
(81’1’8@ ) ij=1,...n

-----

€ chamada matriz Hessiana de f em a onde 1 € a linha e j é a coluna.
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Definicao 2.5. Seja f : U C R" — R duas vezes diferencidvel em a. O ponto critico a diz-se

ndo degenerado quando a matriz neste ponto é invertivel isto é

0*f(a)
et (8xi8xj>i,j:1 n 70

,,,,,

Definicao 2.6. Seja f : R™ — R diferencidvel. Um ponto x* € U é dito ponto critico de [ se
df (x*) = 0 isto é

= (0,0...0)

Vf(z*) =df(a*) = <8£E:1*), 825;2*), . 8‘(7;(;*))

Definicao 2.7. Sejam U C R™,V C R" abertose f : U — R", g :V — RP diferencidveis nos

pontos a € U, b= f(a) € V,com f(U) C V. Entdo gof : U — RP ¢ diferencidvel no ponto a

e

’

(gof) (a) = g (b).f (a) : R™ = R?

Outras notagoes:
dgi - 9gi Oy

Oz, p Oy, Ox;
Diferencas Finitas

O método por diferencas finitas baseia no principio da série de Taylor em que um ponto

qualquer pode ser expresso em funcdo dos seus pontos préximos ou seja:

df(x), df(x)h®  df(x) 1’
flx+h)=flzx)+ - h+ ge2 o T s a T (2.7)

Vamos considerar h a distdncia entre f(z;) e f(x;,1) e usar a série de Taylor para escrever

uma aproximagao para a fungdo no ponto f(x;.1). Analogamente escrevemos a aproximagao

para f(z;-1).

of (x; d2f ;) h? d3f ;) 3
flxiv1) = f(x) + 3(;@ >h + dx(f )5 + dx(f )y (2.8)
fwi) = @) = =5 =h+ —p ot s 3 29)

No caso das aproximagdes acima se utilizarmos até o termo de primeira ordem, cada uma

pode resultar em aproximagdes para a primeira derivada ou seja,
Of () _ f(@:) = f(@im1)

A férmula acima € conhecida como aproximacao para a derivada avancada e a férmula

(2.10)

abaixo € conhecida como aproximacao para a derivada recuada.
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af(xi) _ f(xz'+1> - f(%)
o, . (2.11)

Estas duas expressdes sdo aproximagdes de primeira ordem, a expressdo para a primeira

derivada considerando os termos de até segunda ordem pode ser obtida fazendo a subtracdo

entre as equacoes 2.8 e 2.9 assim obtemos.

f’(x) _ f($i+1)2_hf<$il)

Como estamos trabalhando com os termos de até segunda ordem podemos obter também

(2.12)

uma expressdo para a segunda derivada. Isto € possivel fazendo a soma das equagdes 2.8 € 2.9

obtendo

2

Flean) + Faim) = 27 (x) + 21 () (2.13)

Rearranjando na forma desejada resulta em

£ (z) = f(@it1) — Qf}gi) + f(ziz1)

Esta secao foi baseada em [4].

(2.14)

2.1.2 Condicoes de Otimalidade para Problemas Irrestritos

Teorema 2.8. (Condicoes necessdrias de 1° ordem). Seja f : R" — R diferencidvel no ponto

a € R™. Se a é um minimo local de f, entdo a é ponto critico de f. Ou seja:

Vf(a)=0 (2.15)
Demontracao

Considere d € R™\0 arbitrario. Como f tem minimo local em a temos que existe um § > 0 tal

que

fla) < fla+te:)

para todo ||t|| < d. Paracadai € 1, ..., n defina ¢; e A(t) respectivamente como

iR — R
i = fla+te)

AR —» R
A = a+te;
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Note, que para todo [|t|| < ¢ temos que
@i = (foA)(t)
Observe que
a+te; = (ay,as,...,a;...a,)+t(0,0,0,1,...,0,0...0) = (ay,a9,a3,...,a; +1t,...a,)

Note que ¢ € diferenciavel, pois f € diferenciavel por hipétese e A € diferenciavel , e a

derivada de ¢ é dada por

1) = (fon) =3 2Ly < X

= Ox;
= 0 fat te Nt + 2 fla e o) 4 D Flat te)N () + =2 Fla+ te) X (1)
- O0ny o 0z v - O v Oz, v
0 d 0 d 0 d 0 d
= 8_931 (a+ tei)aal + a—@f(a + t@i)aag + ... axif(a + tei)%(ai +1)... 8$nf(a + tei)%an

Por outro lado temos que

wi(t) = fla+te) > fa) = ¢i(0)

t €(0,9)
Logo zero € um ponto de minimo local para a funcdo ¢. Como a fun¢do ¢ esta definida

de R em R temos que

3@-
para todo ¢ = {1, ..., n}. Concluindo assim que
Vi(a)=0

Teorema 2.9. (Condicdes necessdrias de 2° ordem) Se x, é minimo local de f e V?f existe e
é continua numa vizinhanga de ., entdo V f (z*) = 0 e V?f(x*) é semi definita positiva, ou
seja hT'N? f(z,)h > 0.

Ver demonstracdo [17] pagina 16.
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Teorema 2.10. (Condicoes Suficientes de 2° Ordem) Seja f : U C R® — R de classe C?
x, € U ponto critico de [ e H = V? f(x,) (matriz hessiana). Assim,

i) Se H ¢ definida positiva entdo x, é ponto de minimo local ndo degenerado;
ii) Se H é definida negativa entdo x, é ponto de mdximo local ndo degenerado;
iii) Se H ¢ indefinida entdo x. é dito ponto de sela, ndo é nem de mdximo nem de minimo.
Demonstracao

i) Seja B(x,,d) C U. Pela férmula de Taylor com resto infinitesimal tem-se V v € R", x, +

v € U, vale

flze +v) = fze) + Vf(z)v+ %V2f(x*)1)2 + r(v)

onde
r(v)

v=0 ]2

Mas z, € ponto critico V f(z,)v = 0 e H = V? f(x,) matriz hessiana logo

Lo\ r@ ) o
2HQMO_WM4””

1 . g
A func¢do continua 5]—! sendo positiva em todos os pontos da esfera unitdria de R"”, a

floe ) = F@) + S +1(0) = f(z.) +

. . 1
qual € um conjunto compacto entdo existe € > 0 tal que §H u® > € para todo u € R"de

1 2
norma 1. Entdo §H <“U—H) > ¢ para todo v # 0 em R”. Ora, pela formula de Taylor
v

[7(v)] € —€ r(v) €
< —-= — < — < =, L
W2 27 2 S T2 O

infinitesimal 3 6 > Otal que 0 < [jv|| < § =

obtemos,

fxe +v) — f(zy) = %H <||Z_||>2 + ﬁf}i}’l > (6 — —) [o]]> > 0

Concluindo assim que f(x, +v) > f(z.) Vv € R", 2, +v € U,v # 0, ||v|| < 0. Ou seja
x, € ponto de minimo.

i1) A demonstracdo € semelhante a anterior.

iii) Se H ¢ indefinida, existem vetores v,w € R" tais que Hv? > 0 e Hw? < 0. Entdo para
todo ¢ # 0 real, temos H (tv)? = t*Hv? > 0 e H(tw)? < 0. A igualdade acima implica
entdo que f(z, + tv) > f(x.) e f(z. + tw) < f(z,) paratodo ¢t # 0 suficientemente

pequeno, logo x, ndo é ponto de minimo local nem de maximo local para f.
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Estes resultados sdo as bases para os algoritmos de otimizacgdo irrestrita. Esta secdo foi

baseada em [9].

2.1.3 Existéncia de solucao

Antes de encontrarmos a solu¢@o do problema 2.1 é importante verificarmos a existéncia
de solugdo, assim evitamos procurar por solugdes que nao existem. Podemos encontrar em [1]

as demonstragdes dos teoremas sobre existéncia.

Teorema 2.11. (Weierstrass) Sejam f : R — R continua e () C R"™ compacto ndo vazio.

Entdo f atinge seu valor de mdximo e minimo em pontos de §). Ou seja, existem xg, x1 € )
tais que f(z0) < f(z) < f(x2).

demonstracao Ver teorema 2.2, pagina 27, em [1]

Definicdo 2.12. A funcdo f : R" — R é coerciva quando lim  f(x) = oo, ou seja, quando

[|]| —>o0

para todo M > 0, existe r > 0 tal que f(x) > M sempre que ||x|| > r.

Teorema 2.13. Seja f : R” — R uma funcdo continua e coerciva. Entdo, f tem um minimiza-

dor global.
demontracao Ver teorema 2.6, pagina 28, em [1]

Teorema 2.14. Seja f uma funcdo convexa definida sobre um conjunto convexo (). Entdo o
conjunto onde a | atinge seu minimo é convexo e qualquer minimo relativo de f é um minimo

global.
demonstracao Ver teorema 1, pagina 197, em [8]

Para o problema 2.1 temos dois tipos de solucdes: O minimizador global e 0 minimizador

local.

Definicao 2.15. Considere uma funcdao f : R" — R e x* € Q C R". Dizemos que x* é
um minimizador local de f em Q quando existe § > 0, tal que f(xz*) < f(z), para todo
x € B(z*,0) N Q. Caso f(z*) < f(x), para todo x € ), z* é dito minimizador global de f

em S).

O melhor ponto que podemos encontrar como solu¢do é o minimo global, mas isto pode
ser dificil pois o conhecimento da f geralmente é local [17] (pdginas 12 e 14). De acordo
com a definicdo 2.15 temos que a maneira de determinar se um ponto x* € um minimizador
local € examinar todos os pontos na sua vizinhanga e verificar se nenhum dele possui valor
de funcdo menor. No entanto, quando a fun¢do € suave ou seja, duas vezes diferencidvel,
podemos dizer que z* é um minimo local examinando apenas o gradiente V f(x*) e a hessiana
V2 f(x*). As condigdes necessdrias e suficientes que o gradiente € a hessiana devem satisfazer

para caracterizar um minimizador sdo conhecidas como condi¢des de otimalidade.
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2.1.4 Algoritmos de Otimizacao

As solugdes para problemas de otimizagdo ndo linear geralmente sdo encontradas através
de processos iterativos. Ou seja, a partir de um ponto inicial x,, obtemos um ponto melhor x4
dado por 7341 = g + td; onde x;, € RP, ¢, € RT define o tamanho do passo na dire¢cdo
dj, € RP. Para decidir como mover do ponto z, para o ponto x, € utilizada duas estratégias:
busca linear e regides de confianga. NOs vamos apresentar neste trabalho apenas a busca linear.
Na busca linear o algoritmo escolhe uma direcao dj de descida e busca ao longo desta direcao, a
partir de x(, um ponto x;; onde a fung¢do decresce. A distancia a se mover (t;) ao longo de dj
serd calculada de forma a satisfazer a condicdo de Armijo ou através do algoritmo backtraking.
Os algoritmos de busca linear geralmente se diferenciam pela direcao dy, .

Um dos critérios de parada para o algoritmo é parar quando V f(z*) for suficientemente
pequeno ou seja quando V f(z*) tender a zero [17].

Todo bom algoritmo de otimizag¢ao possue as seguintes caracteristicas [17]:

vii) Robustez: Significa que o algoritmo funciona bem em uma grande variedade de proble-

mas;

viii) Eficiéncia: ndo deve exigir muito tempo computacional ou espaco em memoria para ser

executado e;

ix) Precisdo: deve ser capaz de identificar uma solug@o com precisdo, sem ser muito sensivel

a erros nos dados ou a erros de arredondamento.

algoritmo 2.16. Algoritmo bdsico
Passo 1 Dado zo € R"”
Passo 2 Repita enquanto V f(zy) # 0;
Passo 3 Calcule dj, tal que V f ()T d* < 0;
Passo 4 Escolha ¢, > 0 tal que f(xy + tpdy) < f(xk)
Passo 5 faca: xy 1 = xp + trpdy;

Passo6 =k +1
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2.1.5 Calculo do passo ;.
Condicoes de Armijo e de Wolfe

No célculo de ¢, procuramos um passo que reduz suficientemente a funcao

t>0

mas ao mesmo tempo ndo queremos gastar muito tempo fazendo esta escolha. Encontrar o
minimo da fun¢do 2.16 geralmente requer muitas avaliacdes da fung@o objetivo e possivelmente
do gradiente da f. Na pratica a estratégia é fazer uma busca linear inexata para encontrar ¢; que
atinge reducdes adequadas para f a um custo minimo. Tipicamente algoritmos de busca linear
testam uma sequéncia de candidatos para valores de ¢, parando quando certas condi¢des sao
satisfeitas.

A simples condi¢c@o imposta sobre ¢, que requer a redugdo da f isto é

f(xk + tkdk) < f(:lj'k)

, ndo garanti a convergéncia para o minimo x*. De fato, considere f : R — R dada por

S Gl Ol
i A St A

podem ser produzidas pelo algoritmo 2.16 mas nenhuma converge para zero.

f(x) = 2% e as sequéncias zF = 1 + -

. Ambas as sequéncias

A insuficiéncia redug¢do da f em cada passo causa uma falha na convergéncia para o
minimo da fun¢@o convexa. Para evitarmos este comportamento necessitamos aplicar uma con-
dicdo suficiente de decrescimento, as condicdes apresentadas neste trabalho sdo as condig¢des
de Armijo e de Wolfe.
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Figura 2.1: O algoritmo 2.16 pode ndo encontrar um ponto estacionario

Uma popular pesquisa de busca linear inexata estipula que ¢; deve antes de tudo estipular

um decrescimento da funcio objetivo f como medido pela desigualdade.

para uma constante ¢; € (0,1). Em outras palavras, a reducdo da f deve ser proporcional ao
comprimento de passo t; € a derivada direcional V f(x))?d. Esta primeira desigualdade é
conhecida como condi¢do de Armijo. Seja (t1,) = f(zx) + 1tV f(z1)T dy, entdo a condi¢do
de Armijo pode ser expressa como f(zy + trdy) < [(tx). Note que a fungdo [(t)) é uma fungdo
decrescente e linear em t;.

A condicdo de Armijo ndo € suficiente para garantir que o algoritmo tenha um progresso,
pois esta condi¢ao € satisfeita para todos valores de ¢, suficientemente pequeno.

Para eliminar tamanhos de passos inaceitavelmente pequenos, introduzimos uma segunda

condicdo, chamada condi¢do de curvatura, o qual requer que ¢, satisfaca :

Vf(l‘k + tkdk)T > Cgi(:Ek)Tdk

para uma constante ¢, € (¢q, 1), onde ¢; é a constante de 2.17.
A condi¢do de Armijo juntamente com a condi¢do de curvatura sdo conhecidas como
condi¢des de Wolfe 2.18.
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fxn +trdy) < flag) + ety Vf(a) dy
Vf(z + tedp)” > oV f (z) " d (2.18)

Reducao Suficiente e Backtracking

Utilizando-se o chamado método de retrocesso, podemos encontrar um passo t; que

satisfaz as condi¢des de Wolfe 2.18 sem considerar a segunda condicao.
algoritmo 2.17. Retrocesso
Passo 1 Inicializar com i < 0, to, ¢ € (0,1) e p > 0;
Passo 2 Enquanto f(zy + t;dy) > f(zx) + ct;V f(xy) T dy,
tiv1 = pti;

Passo3 1+ 1+1
Usualmente t = 1,p = 0.5ec = 10714

Para o método de Newton e Quase-Newton o passo inicial escolhido serd 1. O tamanho
de passo t; serd aceito somente quando a desigualdade do passo 2 for satisfeita. Na prética a
cada iterac@o o fator de contragdo p pode variar , a tnica exigéncia é garantir que p € [p1, p2]

para constantes fixadas 0 < p; < py < 1.

2.1.6 Convergéncia

Dado um processo iterativo que produz uma sequéncia de pontos () a partir de
um ponto inicial x(, nds estamos interessados em determinar se esta sequéncia converge para a
solucdo x, e ainda quao rapidamente. Se nds assumirmos que esta converge, entdo as seguintes

defini¢Oes caracterizam as propriedades que serdo necessdrias.

Definicao 2.18. Seja x, € R", e x, € R" ,k = 0,1, 2, ... Entdo a sequéncia xj, = xg, 1, Ta, ...

é dita convergente a ., se

lim ||z — 2| =0
k—o0

Definicao 2.19. Dizemos que a sequéncia (xy) C R"™ converge linearmente para x, € R", com

razdo de convergéncia r € [0, 1), quando

[2x41 — 2.

<r
|z — .|

para todo k suficientemente grande.
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Definicio 2.20. A sequéncia () C R™ converge superlinearmente para x* € R" quando

ka—i—l _x*H

= =150
Ja* — ||

Definicdo 2.21. A sequéncia (x;) C R"™ converge quadraticamente para z* € R" quando

x¥ — x* e existe uma constante M > 0 tal que

[2p41 — 27|
[l — 2]

<M

para todo k suficientemente grande. M é uma constante positiva, ndo necessariamente menor

do que 1.
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2.1.7 Direcoes Para o Método de Busca Linear
Direcoes de Descida

Vimos anteriormente como encontrar o tamanho do passo ¢; para caminharmos em uma
certa direcao d;. Agora estudaremos sobre esta direcao dj.

Os algoritmos de pesquisa linear requer que dj. seja uma dire¢ao de descida afim de garan-
tir que a fungdo f seja reduzida ao longo desta dire¢do. Geralmente o vetor direcio de descida

d; tem a forma

d, = —B; 'V (), (2.19)

onde Bj, é uma matriz simétrica e nio singular (determinante diferente de zero). No método do
gradiente, B, é simplesmente a matriz identidade, o método de Newton, B, € a matriz hessiana
V2 f(x1), no método de quase Newton, By, é aproximagdo da Hessiana que € atualizada a cada

iteracdo por meio de uma férmula.

Definicao 2.22. Considere uma fungdo f : R™ — R um ponto x* € R"™ e uma dire¢do d € R"\0
. Dizemos que d é uma direcdo de descida para f, a partir de x*, quando existe 6 > 0 tal que
f(z* +td) < f(x*) para todo t € (0,0).

Teorema 2.23. Se V f(2*)Td < 0, entdo d é uma direcdo de descida para f, a partir de z*.

Demonstracao Sabemos que

Vf(ayTd = O () = g LD = @)

od t—0 t

Pela hipétese e pela preservacio do sinal, existe o > 0 tal que

Fa* +td) — f(o)
t
patatodo || ¢ ||< d,t # 0. Portanto, f(z* + td) < f(z*), paratodo t € (0, ), o que completa a

demonstracao.

<0

Quando dy, = —B;; 'V f(x) e By, é definida positiva, nés temos

iV f(@r) = Vf ()" By 'V f(ar) <0

concluindo que dj é uma direcdo de descida. Desta forma € possivel conseguirmos sempre
uma diregdo de descida, basta considerarmos d* = —B, 'V f(z*). Dependendo do método

escolhido alteramos o valor de Bj,.
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M¢étodo do Gradiente

O método do gradiente é o método de busca linear que move ao longo de

di = —V f (1) (2.20)

a cada passo. Esta escolha se justifica com a observacao de que, localmente, essa € a direcao na
qual a fun¢do f decresce mais rapidamente.

De fato,

Sed=—Vf(z)eveR"étal que ||v| = |d

, entao

of

O () = V()T d = V@) = V1@l < Vi) = 2 @)

ov

Uma vantagem deste método é que ele requer o calculo do gradiente da f mas ndo re-
quer o célculo da segunda derivada. A desvantagem € que este método pode ser lento para
problemas dificeis. O algoritmo do método gradiente serd o0 mesmo que o algoritmo 2.16 basta
considerarmos By, igual a identidade.

A figura 4.20 mostra 4 iteragdes do algoritmo com busca exata aplicado para minimizar
uma fun¢do quadratica convexa. Conforme podemos ver temos que duas dire¢des consecutivas

s@o0 ortogonais e a convergéncia € linear.

v

Figura 2.2: Convergéncia do método gradiente

Método de Newton

O método que vamos estudar foi proposto por Isaac Newton. Este € um processo itera-
tivo de fundamental importancia no desenvolvimento de muitos algoritmos de programagdo nao
linear. Quando o problema é de minimizacdo irrestrita a ideia bdsica para resolvé-lo é aproxi-
marmos a fungdo f(zy,1) pela série de Taylor de segunda ordem em torno do ponto . Esta

aproximacdo € dada da seguinte forma:

f(xrgr) = flay) +d"V f(a) + %dTVQ f(zp)d (2.21)
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A fim de que 7, seja 0 minimo da aproximac¢do temos que este ponto deve satisfazer a

condicdo necessdria de primeira ordem. Ou seja

Vf(xr) = 0= Vf(xr) + V2f (@) (@ —2x) =0 (2.22)

di, = (V2 f(z) 'V f(x) (2.23)

O método de Newton se baseia na busca de um ponto para o qual o gradiente de f(xy1)
¢ nulo. Este método ndo garanti que o processo iterativo convirja para um ponto de minimo,
podendo divergir ser atraido para um ponto de inflexdo ou um ponto de méximo. No caso em
que a fun¢do € quadratica o algoritmo do método de Newton , considerando 2.23, converge para
a solu¢do em apenas uma iteracdo. Mas geralmente as funcdes nao sdo quadréticas, embora
sejam duas vezes diferencidveis para aplicabilidade do método.

Lembramos que as condicdes necessdrias e suficientes (minimizagdo de fungdes) para que
xk, seja minimo local sdo:

Condigdes Necessdrias: V f(z;) = 0e V2 f(zx) > 0 (semi definida positiva).

Condigdes Suficientes: V f(xy,) = 0e V2 f(x;,) > 0 (definida positiva)

Logo se V2 f(zy,) € definida positiva x;, serd um ponto de minimo da fungio 2.21.

Quando V?f(x;,) ndo € definida positiva, a dire¢do de Newton pode ndo ser uma dire¢io
de descidae (V2 f(x)) ! pode ndo existir, neste caso € necessdrio modificarmos a diregéo dj, de
modo que a hessiana V2 f(x},) seja definida positiva garantindo assim que dj, = x4 — T, seja
uma direcao de descida. Para garantir que o algoritmo produza a diminui¢ao do valor da fungdo
objetivo, € empregada uma variagdo do algoritmo de Newton : minimizacao unidimensional em
cada direcao, ou seja:

Encontramos t;, que minimiza a fun¢do unidimensional

gl;% f(zy + trdy)

onde

Thpr = T — b(V2 f ()T V f (23 (2.24)

Para todo x na vizinhanga da solugdo z, tal que V2 f(z,) € definida positiva, a hessiana
V2 f(x) também serd definida positiva. O método de Newton serd bem definido nesta regido e
convergird quadraticamente, com a condi¢do de que o comprimento de passo t; seja sempre 1.
A desvantagem de usarmos o método de Newton € a necessidade de calcularmos a hes-
siana V2 f(x). O célculo da segunda derivada algumas vezes pode ser caro, ter alguns erros e
ser trabalhoso. Diferengas finitas e técnicas automdtica de diferenciacdo podem ser uteis para

evitarmos o calculo da hessiana.
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Teorema 2.24. Suponha que f é duas vezes diferencidvel e que a hessiana V? f(x) é Lipschi-
tiziana continua numa vizinhanca da solucdo x, o qual a condicdo suficiente 2.10 é satisfeita.

Considere a iteracdo xy1 = vy + dy, onde dy. € dado por 2.24. Entdo

1) Se o ponto inicial esta suficientemente préximo da solugdo z,, a sequéncia de iteracoes

converge para x;
1) a taxa de convergéncia de x;, € quadratica e;
iii) a sequéncia da norma do gradiente ||V f(xzy)|| converge quadraticamente para zero.
Demonstracao Ver demonstracdo em [17]
algoritmo 2.25. Newton
Passo 1 Dadozg € R" k=0
Passo 2 Repita enquanto V f () # 0
Passo 3 Defina d, = (—=V2f(x3)) 'V f(z)
Passo 4 Determine o tamanho de passo t;, > 0 através do backtracking ;
Passo 5 faga: xy 1 = xp + trpdy;

Passo6 k=k+1;

Figura 2.3: Iteragdo método de Newton
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Método Newton Corrigido

Para pontos distantes da solugfo a matriz hessiana V2 f(x) pode ndo ser definida posi-
tiva, assim ndo podemos garantir que a dire¢do de Newton definida por 2.24 € uma direcdo de
descida. Para solucionarmos este tipo de problema aplicamos um processo de positivacdo da
matriz. O método mais simples € obtida somando uma matriz diagonal positiva junto a matriz

hessiana V2 f (). Neste caso a nova matriz pode ser escrita da seguinte forma:
VQf(LCk) -+ GkI

Para testar a positividade tentamos escrever esta nova matriz na forma fatorada de Cho-

leski. Caso for possivel esta nova matriz serd definida positiva.
el + V2 f(zy) = GGT

Assim usamos esta matriz para encontrar a direcdo di. Ou seja dj agora € calculado a

partir da férmula

(el + V2 f (")) dy = =V f () (2.25)

Caso ¢;,] + V2 f(x*) continuar negativo aumentamos o valor de € e calculamos novamente
até conseguirmos uma matriz definida positiva.

No método que foi implementado consideramos o valor de €, = 1 e caso a matriz continue
negativa realizamos a soma da matriz identidade junto a matriz hessiana até conseguirmos uma

matriz definida positiva. Segue abaixo o algoritmo que implementamos para Newton corrigido.

algoritmo 2.26. (Newton Corrigido)

Passo 1 Entradas: Dado f, gf,hf,tol e xo;

Passo 2 Fatore a matriz hessiana V2 f(x;,) na forma de cholesky. Caso for possivel resolve
V2 f(ar)dy = =V f (k)

Se nido for possivel faga V2 f(x)dy + I e tente a fatoragdo outra vez até conseguir uma
matriz definida positiva;

Passo 3 Determine o tamanho de passo ¢, através do backtracking ;
Passo 4 Faca: z.1 = xp + tidy

Passo 5 Faca k =k + 1;
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Método Quase Newton

Este método foi escrito baseado na referéncia [17]. O método de Quase Newton provi-
dencia uma dire¢do alternativa ao método de Newton o qual ndo requer o cdlculo da matriz
Hessiana mantendo uma convergéncia superlinear . Este método € eficiente para problemas
grandes e ndo € muito eficiente para problemas pequenos (1 mil,2 mil varidveis).

No lugar da verdadeira matriz hessiana V2 f (), € usado uma aproximagio By, o qual é
necessario apenas o gradiente da funcao objetivo. N6s escolhemos a nova matriz (aproximacgao

da Hessiana) Bj; de maneira que satisfaca a propriedade 2.26.

V2 f () (@par — 21) = V f(2ps1) — V(22 (2.26)

Satisfazer a condicdo 2.26 € equivalente satisfazer a seguinte condi¢cdo, conhecida como

equacao secante:

Bry15k = Y

onde

Sk = Tpy1 — Tk e yr = Vf(2r41) — Vfxg)

O método proposto por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno € um dos mais conhecidos
entre os métodos secantes. Segue abaixo a férmula:

BisgstBr iyt
By = By — b b

2.27)
st By.sg YL sk

A direcdo do método quase newton é obtida usando Bj no lugar da verdadeira matriz

hessiana,ou seja:

dy, = =B, 'V f(x1)

Para implementarmos o método de quase newton evitamos fatorar By em cada iteracao,
atualizamos assim a inversa de By, em vez da prépria Bj. De fato, a férmula equivalente para

2.27 considerando a aproximagdo da matriz inversa B; ' como Hj, é

Hypp = (I - PkskykT)Hk([ - Pkyksg) + PkSksga (2.28)
1
pk ygSk

Assim podemos redefinir a direcdo BFGS como:

Antes de apresentar o algoritmo do método BFGS € necessario definir a aproximacao inicial H,.
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Note que nao temos uma aproximacgao inicial que funcione bem em todos os casos. Algumas

alternativas sdo:

e Utilizar informac¢do do problema, por exemplo , H, pode ser definida como a inversa da

aproximacao por diferencas finitas da hessiana de f em xg;

e Utilizar a matriz identidade ou multiplo da matriz identidade Hy = /1.
algoritmo 2.27. (Quase Newton BFGS)
Passo 1 k «— 0, By = V2f(xq) ou By = I,
Passo 2 Enquanto || V f(zx) ||> €;

Passo 3 Determinar d;, tal que

Bydy, = =V f(xy) oudy = —HiV f(xy,)
Passo 4 Encontre o valor para ¢, através do algoritmo retrocesso;

Passo 5 Faca xp,1 = o + tid.

Verifica o passo 2, caso ainda ndo for verdade atualiza a matriz By,

Passo 7 Faca k <— k + 1 e volte para o passo 3.
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2.1.8 Testes realizados com os Algoritmos Implementados

Realizamos testes em trés funcdes quadraticas descritas nos exemplos 1, 2 e 3 . Para
estes testes foram considerados quatro algoritmos : Gradiente , Newton, Newton-Corrigido e
Quase-Newton-BFGS. Nas tabelas 2.1 e 2.2 podemos verificar os seguintes resultados: Para
o primeiro exemplo, considerando os quatro métodos, obtemos a solu¢do em duas iteracdes
, 0 ponto minimo encontrado foi [—0.5, —0.5] e o valor da func¢do neste ponto foi —1. Para
o segundo exemplo , considerando os métodos de Newton e Newton-Corrigido, obtemos a
solu¢do em duas iteracdes e 20 iteracdes com os métodos do Gradiente e Quase-Newton-BFGS.
O ponto minimo foi 0.6667 e o valor da funcdo neste ponto foi 2.6667. Para o ultimo exemplo
obtemos a solu¢dao em duas iteragdes considerando o método de Newton e dezessete iteragdes
considerando o método de Quase-Newton-BFGS, ja com os outros dois métodos ndo tivemos
bom desempenho. O ponto minimo encontrado para este dltimo exemplo foi [—0.333, —0.5] e
o valor da func¢do neste ponto foi —0.333. Através da informacdo na tabela concluimos que a

velocidade de convergéncia foi rdpida para a maioria dos casos.

Exemplo 1. f(y) = 2y? + 2y3 + 2y + 2u»

Tabela 2.1: Exemplo 1

Rotina n° iteracdes | tempo(ms) | f(x) X o
Gradiente 2 0.745593 -1 | [-0.5,-0.5] | [0,0]
Newton 2 0.004630 | -1 | [-0.5,-0.5] | [0,0]
Newton-Corrigido 2 0.004486 -1 | [-0.5,-0.5] | [0,0]
Quase-Newton-BFGS 2 0.019491 -1 | [-0.5,-0.5] | [0,0]

Exemplo 2. f(y) = 12y7 — 16y, + 8

Tabela 2.2: Exemplo 2

Rotina n° iteracdes | tempo(ms) f(x) X To
Gradiente 22 0.002747 | 2.6667 | 0.6667 | 0
Newton 2 0.000565 | 2.6667 | 0.6667 | O
Newton-Corrigido 2 0.000691 | 2.6667 | 0.6667 | O
Quase-Newton-BFGS 18 0.002936 | 2.6667 | 0.6667 | O




Exemplo 3. f(y1,y2) = 12y7 + 4y3 — 12p192 + 21

Tabela 2.3: Exemplo 3

Rotina n° iteracdes | tempo(ms) f(x) X o
Gradiente 118 0.698897 | -0.333 | [-0.333,-0.5] | O
Newton 2 0.004880 | -0.333 | [-0.3333,-0.5] | O
Newton-Corrigido divergiu - - - 0
Quase-Newton-BFGS 17 0.016002 | -0.3333 | [-0.3333,-0.5] | O
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2.2 PROBLEMAS DE MINIMOS QUADRADOS

Nesta secao apresentamos a solu¢do de problemas de minimos quadrados ndo linear. Este
problema esta relacionado com problemas de minimizacao irrestrita e problemas de equacdes
nao lineares. Vamos explorar duas diferentes aproximacdes para resolver este tipo de problema:
O primeiro estd relacionado a resolver um sistema de equagdes ndo linear o qual utilizamos o
método de Gauss Newton e o segundo estd relacionado com problema de minimizacao irrestrita
o qual utilizamos o método de Newton, os dois métodos estao relacionados entre si.

O problema de minimo quadrado nao linear é

m

[\

min  f(z) = %R(I)TR(:C) ~ IS (2.30)

N —

i=1

onde cada m > n, a fungdo residuo R : R" — R™ & ndo linear em z, e 7;(x) denota cada fungio
componente de R(x). O problema de minimo quadrado ndo linear aparece mais comumente nas
aplicacdes onde adequamos os dados observados (t;,;), ¢ = 1, ..., m com uma fun¢do modelo
m(z,t) que é ndo linear em x . Neste caso r;(x) = m(x,t;) — y; e o problema de minimo
quadrado consiste na escolha de x de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja

minima. E claro se a soma

m m

ri(x) = Z(m(% ti) — yi)?

i=1 i=1
é minima, teremos que cada parcela (m(x, t;)—y;)* é pequena, donde cada desvio (m(z,t;)—1;)
€ pequeno.

Observe que se o modelo ajustar exatamente os dados, o minimo da fun¢do acima sera
zero. Quando m = n temos um caso especial de um problema de sistema de equacdes ndo
linear, para o caso em que m > n temos um problema de minimizagdo irrestrita. A principal
razdo de ndo resolvermos este tipo de problema pelo método geral de minimizacao irrestrita é
devido a estrutura da da fun¢do dada por 2.30.

Sabemos que para obter um ponto minimo de 2.30 temos de inicialmente encontrar seus
pontos criticos, ou seja precisamos inicialmente encontrar as derivadas de R(x) e de f(x) =
%R(a:)TR(x) |

A primeira derivada de R(x) é simplesmente a matriz Jacobiana € R™*" onde

e[

Um modelo afim de R(x) ao redor do ponto xy é

M(gi1) = Rlz) + J(@n) (2h1 — )
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Esta é a generalizag¢do para o caso m # n do modelo afim para sistema de equagdes nao
lineares. Este modelo serd a base para o método de Gauss Newton o qual relaciona o problema
de minimo quadrado com um sistema de equacdes sobre determinado.

A primeira derivada de f(z) = %R(m)TR(x) é

m

Z 2)Vri(z) = J(z)" R(x) (2.31)

=1

Similarmente, a segunda derivada é

Z Vri(z)Vri(x Ty Z ri(x)Vor(

= J(x) J(x)+ S(x)

(2.32)

onde S(z Z r:(x)V*r;(x) denota a informacdo de segunda ordem em V2f(z). Assim o

modelo quadrat;co de f(x) ao redor de zy, é

i) = J(a) + V@) (@~ ) + 3 (& = 2) V2 )@ — )
_ %R(a:k)TR(xk) b R (@) (@ — ) + %(x e ()T ()

+ S(zg)(z — x1))

Este modelo quadrético da série de Taylor € utilizado para minimizar funcao objetivo do

tipo 2.30. De 2.33 o0 método de Newton aplicado para 2.30 é

Tppl = Tp — (J(xk))TJ(xk) + Z ri(z)V2r; (xk)> J(zp) r(a) (2.33)

j=1

Certamente deveria ser o método mais rdpido para resolver problemas de minimos quadra-
dos, desde que a funcdo fosse quadraticamente convergente . O problema com a aproximagao
de Newton € que S(x) € usualmente invidvel ou inconveniente e aproximar por diferencgas finitas
também € caro. Embora na pratica costumam aproximar a matriz hessiana pelo método da se-
cante aqui € indesejdvel porque a porgio de .J(x)T J(z) ja seré avaliada, sendo J(z) calculada
analiticamente ou por diferencas finitas a fim de obtermos o gradiente da f. Os termos zero
residuo, pequeno residuo ou largo residuo refere aos termos de R(x) ou f(x) no minimo de

2.30. O problema para o qual R(z*) = 0 é chamado um problema de zero-residual.

Exemplo 4. Suponha que desejamos adequar os dados (t;,4;), ¢ = 1,...,4 com o modelo

m(z,t;) = " + e'*2, usando minimos quadrados ndo linear. Entdo R : R* — R, ri(z) =
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eli®t 4 eli®2 — g4 = 1,...,4 e o problema de minimo quadrado ndo linear é minimizar
1 )
f(x) = §R(x)TR(x). Assim nés temos J(z) € R1*2

tletlxl tleth

t2€t2x1 t2€t2x2
J(z) =
( ) t3€t3$1 tgetsxz
t4€t4zl t4€t412

Também V f(z) € R?

4

V()" =R(x)"J(z) = (Z ri(z)te Zm(x)tieti“>

i=1

e
Vif(z) € R**2.
Usando
t2etiv1 0
V2r; = !
ri(z) [ 0 e ]

e

4

V2 f(w) = J(2)"J(x) + Y ri(@)VPri(x)

i=1

nds temos

4 4

Z t?etixl (Ti ((E) + etixl) Z tieti(m-i-:cz)

_ | = i=1

4 4
St )+ )
=1 i=1

2.2.1 Método de Gauss Newton

O segundo método que consideramos para resolver o problema de minimo quadrado usa

o modelo afim de R(x) ao redor de x) dado por

Mk(ZE;H_l) = R(l’k) + J(ZEk)(ZEk+1 — ZEk) (234)
onde
M, : R" — R™

em > n.
N6s podemos em geral esperar encontrar um x 1 para o qual My (zx,1) = 0, desde que

o sistema de equac¢do ndo linear seja sobre determinado. Entretanto um caminho para usar 2.34
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para resolver um problema de minimo quadrado ndo linear € escolher o préximo iterando xy
como solugdo do problema de minimo quadrado linear
1 24 -
min — || Mg(z) 3= mg(x) (2.35)
zeR™ 2

Assuma agora que J () tenha coluna posto completo. Entdo a soluc¢do para 2.35 é

Thy1 = T — (J(iL'k)TJ({L'k))ilJ(l’k)TR<£IZ'k) (236)

O método iterativo que usa 2.36 é chamado de método de Gauss Newton. Note que a tinica
diferenca entre as equagdes 2.36 ¢ 2.33 é o termo S(z) incluido pelo método de Newton na
segunda derivada da matriz J(z;)" J(x) + S(z)) mas omitido pelo método de Gauss Newton.
Desde que o método de Newton € localmente quadraticamente convergente o método de Gauss
Newton vai convergir quadradicamente se S(z.) = 0. Isto ocorre quando R(x) é linear ou
quando temos um problema de zero residual. Se S(z.) é pequeno relativo a J(z,)TJ(x,) o
método de Gauss Newton converge localmente linearmente. Entretanto, se S(x,) é grande, o

método de Gauss Newton pode ndo ser localmente convergente.

1
Teorema 2.28. Seja R : R — R™, e seja f(x) = §R(x)TR(x) duas vezes diferencidvel
continua num subconjunto aberto D C R™. Assuma que J(x) € Lip,(D) com || J(z) ||2< «
para todo x € D, e que existe v, € D e Ao > 0, tal que J(x.)' R(z,) = 0, \ é 0 menor

autovalor de J(x,)" J(x,), e

(T (@) = J(@)) R(z) o< o || 2 — 2 12

A
para todo x € D. Se o < A entdo para algum c € (1, —), existe € > 0 tal que para todo xy €
o

N(z.,€) a sequéncia gerada pelo método de Gauss Newton

Tro1 = 2 — (J () T(2)) " T (21) " R(2) (2.37)

esta bem definida convege para x., e obedece

co cory
[Trs1 — 22 < Tka—x*ngLﬁka—x*H% (2.38)
e também

co+ A
2\

[@ps1 — 242 < [z = zill2 < [[zr — 242 (2.39)

Corolario 2.29. Suponha que as hipéteses do teorema 2.28 sejam satisfeitas. Se R(x,) = 0
entdo existe € > 0 tal que para todo xy € N(x,,¢€) a sequéncia x;, gerada pelo método de

Gauss Newton estd bem definida e converge quadraticamente para ..

Demonstracao Ver demonstracdo em [16]
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Vantagens do método Gauss Newton

- Naorealiza o cdlculo da matriz hessiana da fun¢do ou das componentes da fungao residuo,

o que diminui o esfor¢o computacional necessario;
- Convergéncia rdpida e linear em problemas que ndo sao linear e t€m pequenos residuos;
- Convergéncia local e rdpida com ordem linear em problemas linear e com residuo-pequeno;

- Resolve problemas de quadrados minimos lineares em uma iteragao;

Desvantagens do método Gauss Newton
- Nao podemos garantir sua convergéncia global;
- Nao estd bem definido quando a matriz Jacobiana ndo tem posto completo;

- Converge lentamente com ordem linear em problemas com residuos grandes ou que sio

suficientemente ndo lineares;

- Nao converge localmente sobre problemas que nio sao lineares e tém residuo grande;

Esta secdo foi baseada no livro [16].
algoritmo 2.30. Newton

Passo 1 Dadoxy € R" k=0

Passo 2 Repita enquanto J(zy) # 0

Passo 3 Defina dj, = —(J (z)T J (zx)) "1 (2)T f (1)

Passo 4 Determine o tamanho de passo ¢, > 0 através do backtracking ;
Passo 5 faca: xy 1 = xy + trpdy;

Passo6 k=k+1;



41

2.3 EQUACOES NAO LINEARES

Nesta se¢do vamos estudar o problema de encontrar a solu¢do de um sistema de equacao

ndo linear:

dado F': R" — R" encontre x, tal que F'(z,) =0 (2.40)

onde F' € assumida ser continua diferencidvel. Para resolver o problema 2.40 vamos usar o mé-
todo de Newton. A ideia do método de Newton para sistema ndo linear € construir um modelo
linear nas proximidades de um ponto xj, e calcular a raiz deste modelo, que serd usado como
novo ponto central para outro modelo afim assim fazemos este procedimento sucessivamente
até encontrar a solucao.

Suponha que F' : R" — R" seja diferenciavelmente continua num subconjunto convexo

D e que x e x + d s@o vetores em D. Pelo teorema fundamental do cdlculo temos

F(z) = F(x) + /m J(2)dz (2.41)

Tk
Podemos aproximar F'(x) por uma fungdo linear M) resolvendo o segundo termo da
equacao 2.41. De fato,
Pelo Teorema do Valor Médio, existe d € [z, z] tal que

F(x) — F(xy) = J(d)(x — xy) (2.42)

Considerando que z, esta convergindo para x temos também que z, esta se aproximando

de d, devido a continuidade de J temos que J(d) ~ J (), de onde segue que

/I J(2)dz = J(xg)(z — xx) (2.43)

Tk

Assim, podemos escrever a F'(x) como aproximagio linear dada por,

F(z) = My(zp + d) = F(a) + J (@) * d (2.44)

onde d = x — xy, J(x) é a matriz Jacobiana de r e d € R" é a dire¢@o. Para obtermos a dire¢ido

dy, consideramos My, (xy + di) = 0. Assim, temos

My(zp +d) =0 < (2.45)
F(xy) + J(xg) xdp =0 (2.46)
dp = —J(z) " F(xy) (2.47)
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Este € o passo do método de Newton para sistemas ndo lineares. Assim podemos definir

0 processo iterativo considerando

Tyl = T + trdy (2.48)
algoritmo 2.31. (Método de Newton para Equacdes Nao Linear )
Passo1 Dadoxzg € R" k=0
Passo 2 Repita enquanto J(zy) # 0
Passo 3 Defina J(zy)dy = —F(zy)
Passo 4 Determine o tamanho de passo t;, > 0 através do backtracking ;
Passo 5 faca: xy 1 = xp + trpdy;
Passo6 k=k+1;

Passo 7 Fim;

Exemplo S.

F(z) =

$1+SL’2—3]

2 2
i +a5—9

o qual tem as raizes (3,0)7 e (0,3)7, e seja xo = (1,5)T. Entdo as duas primeiras iteragdes do

método de Newton sao:

~13
11 3 —
J(20)dy = —F (o) dy = — cdo=| _8
(zo)do (0)[21010 [17] A Rl
8
x) = 1o + dy = (—0.625,3.625)"
11 0 o
J(z1)dy = —F(zy): 029 dy=—1 145 |,d1 = 2{25
4 4 32 279

Ty =2y +dy = (—0.625,3.625)"

Note que o método de Newton funcionou bem para este exemplo, pois x5 obtido na se-
gunda iteragdo se aproximou bem da raiz. Esta € a vantagem do método de Newton. Se z esta
préximo suficiente da solucéo z, e J(z.) é ndo singular x; gerado pelo algoritmo 2.31 converge

quadradicamente para x,.
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Vantagens
e Convergéncia quadratica quando o ponto inicial estd proximo da solucdo ;
e Exata solucdo em uma unica itera¢do para uma fungdo afim de F’;
Desvantagens
e Naio é globalmente convergente;
e Requer J(z}) em cada iteracdo;

e (Cada iteracdo requer a solugdo do sistema de equacdes lineares que pode ser singular ou

mal condicionado;

Esta secdo foi baseada em [16].

Os exemplos a seguir descevem quatro sistemas nio lineares. Vamos encontrar a solu¢ao

destes exemplos através do método de Gauss Newton e Newton para sistema ndo-linear.

1° Exemplo
2 2 _ 4
Flz) = x; + x; ]
2° Exemplo
T2 4 39 — 2
F(x) = 2
23— T 1
9
3° Exemplo
2 _22-02
F(x) = [ le x2
x5 —x;+ 1
4° Exemplo
62I1+x2 — x4
F(z) = )

Realizamos testes em quatro exemplos os quais encontramos a solugdo através dos mé-
todos de Gauss Newton e Newton para Sistema Nao Linear. Considerando os dois métodos
observamos os seguintes resultados nas tabelas 2.4 e 2.5: A solu¢do para o 1° exemplo foi
obtida em cinco iteragdes e o ponto minimo encontrado foi [1.5811,1.2247] . Para o 2° exem-
plo a solug@o foi obtida em trés iteragdes e o ponto minimo encontrado foi [3.0244, —0.9954].
Para o 3° exemplo a solucdo foi obtida em trés iteracdes e o ponto minimo encontrado foi
[0.5130,0.4678]. Para o 4° exemplo a solug@o foi obtida em quatorze iteragdes considerando o
método de Gauss Newton , a solu¢do encontrada com este método foi [—0.0142, —0.6504]. J4

com o método de Newton nio encontramos solugao.



Tabela 2.4: Método Gauss Newton

Problemas | n° iteracdes | tempo(ms) | Ponto inicial solucdo

exl 5 2 [1,1] [1.5811,1.2247]

ex2 3 2 [1,1] [3.0244,-0.9954]

ex3 3 3 [1,1] [0.5130,0.4678]

ex4 14 15 [1,1] [-0.0142,-0.6504]

Tabela 2.5: Método Newton para sistema ndo linear

Problemas n° iteragdes tempo(ms) | Ponto inicial solucao
exl 5 5 [1,1] [1.5811,1.2247]
ex2 3 6 [1,1] [3.0244,-0.9954]
exr3 3 6 [1,1] [0.5130,0.4678]
exd estourou as iteragdes 666 [1,1] [-0.0142,-0.6504]

44
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3 PROBLEMAS COM RESTRICOES

3.1 INTRODUCAO

Nesta secdo apresentamos problema sujeito a restri¢ao de igualdade e desigualdade sobre

as varidveis. Segue abaixo o problema:

min  f(x)
<
sujeito a 9s() <0
hg(x) =0

onde f : R* - R, g;: R* - Reh; : R® =+ Re,i € £Uf, sdo fungdes de classes C2. O

conjunto
Q={zeR": hz)=0,i € egzr) <0,i €[}

¢ chamado conjunto vidvel.

A suavidade da funcdo objetivo e as restri¢des sdo caracteristicas importantes na solucao,
justamente como no caso irrestrito. Isto garante que a fun¢@o objetivo e as restrigdes todas se
comportam de uma forma previsivel, pelo menos localmente, permitindo desta forma que os
algoritmos tomem decisdes corretas com respeito as direcdes de busca. Tipicamente, fronteiras
ndo suaves podem ser escritas por uma colecdo de restri¢cdes suaves. A regido factivel {2 pode

ser escrita por uma tUnica restricao nao suave:

[l =[] + |ao] <1

(2 também pode ser escrita pelas seguintes restricdes suaves:

T+ 29 <1 3.1)
xl—x2§1
—l‘l—i‘l’gfl

—ZE1—1’2S1
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3.2 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PROBLEMAS RESTRITOS

Definicao 3.1. Seja x, um ponto satisfazendo as restrigoes

h(z,) =0
g(x.) <0 (3.2)

e seja J o conjunto de indices j para o qual g;(x.) = 0. Entdo x. € dito ser um ponto re-
gular das restrigdes se os vetores gradientes Vh;(z,) paral < i < me Vg;(z,) j € J sdo

linearmente independente.

Lema 3.2. Seja x, um ponto regular das restricoes e um minimo local da [ sujeita a estas

restricoes. Entdo para todo y € E™ temos

Vh(z)y =0 (3.3)
mas também satisfaz

Vf(z)y =0 (3.4)
Demonstracao ver [8] pagina 326.

Teorema 3.3. (Condicdo Necessdria de 1° Ordem) Seja x, minimo local (mdximo local) de f
sujeita as restri¢cées h(x) = 0. Considere que x, é um ponto regular destas restri¢oes. Entdo

existe um \ € E™ tal que

Vf(z,) +A'Vh(z,) =0 (3.5)
Demonstracao ver [8] pagina 327.

Podemos enunciar as condicdes necessdrias de primeira ordem definindo a funcdo La-

grangiana da seguinte forma:

l(z,\) = f(z) + ATh(z) (3.6)

Assim a condi¢do necessdria de primeira ordem passa a ser definida da seguinte maneira:

Vil(z,A\) =0 3.7
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Esta observacgdo sugere que podemos pesquisar por solugdes procurando por pontos esta-
ciondrios da funcdo Lagrangiana.

Abaixo seguem alguns exemplos de problemas de otimizacdo com restricdes ativas.

Exemplo 6. Considere o problema

min T129 + Toxs + T123

sujeito a 1+ To+2x3=3
Substituindo na funcao de Lagrange 3.6 obtemos:

I(2,\) = 2129 + T93 + 2125 + N (2] + 29 + 23) (3.8)

Aplicando a condi¢do de otimalidade, temos:

le(x,)\) = ($2+$3—|—)\,l’1 +l’3+/\,l’2+$1 +)\> =0
A solugdo para este problemaé r; = 1o =23 =1,e A = —2

Exemplo 7. (Volume Maximo) Considere um problema que buscamos construir uma caixa de
papeldo de volume méximo, dado uma determinada area de papeldo. Denotando as dimensdes

da caixa por x,y € z o problema pode ser expresso como

max  TYz

C
sujeito a (xy +yz + x2) = 3

onde ¢ > 0 € a area do papeldo. Substituindo na fungdo de Lagrange obtemos:

Iz, ) = vyz + N (vy + yz + 22) (3.9)
Aplicando a condi¢do de otimalidade obtemos
Vi(z,\) = (yz2+ X' (y+ 2), 2z + X'(z + 2), 2y + A (z + y)) (3.10)

. . c .. ~
Resolvendo o sistema abaixo, temos que x = y = 2z = \/g ¢ a tunica solucdo para a

condi¢do necessdria.
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3.2.1 Condicoes Necessaria de Primeira Ordem Com Restri¢oes De Igualdade e Desigual-

dade

Agora vamos voltar ao problema original, ou seja considerar o problema abaixo

min  f(z)

g(z) <0
( 0

sujeito a
h(z) =

Também vamos assumir que as dimensdes para f, g e h sdo as mesmas consideradas anterior-

mente, e vamos considerar que estas fungdes sdo de classe C?.

Teorema 3.4 (Karush-Kuhn-Tucker Condi¢des). Seja x. um minimo relativo para o problema

min  f(z)

r) <
sujeito a g(() -

>

e suponha que x, é um ponto regular para a restricdo. Entdo existe um vetor A\ € E™ e um

vetor |1 € EP com i > 0 tal que

(3.11)
(3.12)

Vf(z,)+ A 'Vh(z,) + p' ' Vg(z,)

0
plg(e.) =0

Demonstracao: Ver pigina [8] 342.

Exemplo 8. Considere o problema

min 2x% + 2x120 + :1:% — 10271 — 10z4
24+ 123 <5

sujeito a
31‘1 + T S 6

A condig¢do necessdria de primeira ordem, em adi¢do com as restri¢des sao:
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dxy + 229 — 10 + 2121 4+ 30 = 0
201 4+ 229 — 10 4+ 2129 + 1o = 0
p1 > 0,02 20

pr (23 + a5 —5) =0

p2(3x1 + 29 —6) =0

Para encontrar a solucdo definimos vérias combinagdes das restricdes ativas. Para este
problema podemos tentar definir nenhuma, uma ou duas restricdes ativas. Assumindo que a

primeira restri¢do € ativa e a segunda € inativa rende as seguintes equacoes:

2$1 + 2372 — 10 + 2,&11‘2 =0 (314)
z}+75=5 (3.15)

oqualtemasolucioz; = 1,29 =2, 3 =1

3.2.2 Condicao de Qualificacao

Definicao 3.5 (LICQ). Dizemos que a condi¢do de qualificagcdo de independéncia linear (LICQ)
é satisfeita em x, quando o conjunto formado pelos gradientes das restricoes de igualdade e

das restricoes de desigualdade ativas sdo linearmente independente, isto é,

{Vgi(z.)]i € eUI(x,)}
é linearmente independente.

Exemplo 9. Considere duas restri¢cdes de desigualdades definidas por Ay, hy : R? — R, onde

hi(x) = 2% — 22y — x9 € hy = 23 — 231 + xo. Verifique que o ponto z, = 0 cumpre LICQ.

As duas restrigdes sdo ativas em x, = () e os vetores

Vhy(z,) = ( _12 )

sao linearmente independentes.
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Apesar desta simplicidade , LICQ tem a desvantagem de ser uma hipétese muito forte para

garantir KKT. Existem muitos problemas em que temos KKT sem que LICQ seja satisfeita.

Exemplo 10. Considere o problema

hi(x) =22 — 21y — 25 <0
sujeito a ho(z) = 2% — 221 + 22 < 0
hg([lf) = —I <0

O ponto x, = 0 é o minimizador deste problema, cumpre as condi¢cdes de KKT mas nao
satisfaz LICQ.

De fato, as trés restricdes sdo ativas em x, € 0s vetores

Vhs(w,) = ( _01 )

sdo linearmente dependente. Além disso,

ou seja, vale KKT.
Este exemplo motiva o estudo de hipdteses mais fracas mas que ainda sejam facilmente

verificadas. Uma delas é a condi¢do de Mangasarian e Fromovitz.

Definicao 3.6. A condicdo de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) é satisfeita em x, quando os
gradientes das restricoes de igualdade sdo linearmente independentes e se existir um vetor

d € R" tal que

Vhi(z.)"d =0

ng (a:*)Td <0
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paratodosi € e e j € I(x,)

As restrigdes do exemplo 10 cumprem M C'F'() no ponto z, = 0, pois o vetor

(1)

satisfaz Vh;(z,)Td < 0,i=1,2,3.

Também € importante notar que a condi¢aio de MCFQ, apesar de ser uma hipdtese mais

fraca, ndo € necessdria para termos KKT, conforme ocorre no seguinte exemplo.

Exemplo 11. Considere o problema

min  f(z) =14

gi(x) = —23 + 25 <0
sujeito a go(x) = =3 — 29 <0
g3(x) = —21 <0

O ponto z, = 0 € o minimizador e satisfaz KKT, mas ndo cumpre a condicao MFCQ.
De fato, as trés restri¢des sdo ativasem z, = 0 e

Vg (x,) = ( ? ) e Vgo(x,) = ( _01 ) e Vgs(r,) = ( _01 )

Note que ndo existe um vetor d € R? tal que Vh;(2,)Td < 0 parai = 1,2, 3. Além disso,
temos KKT, pois

—Vf(z,) = < _01 ) = Vgs(z.)



52

4 METODOS DE OTIMIZACAO APLICADOS EM UMA EQUACAO DIFERENCIAL
COM MULTIPLOS PONTOS DE FRONTEIRA

Neste capitulo analisamos algumas perspectivas na determinacdo de solu¢do numérica
para uma equacdo diferencial de segunda ordem com multiplos pontos de fronteira definida

como:

{u” +q(t)f(t,u,u) =0 (4.1)

w(0) =0 wu(l) = g(ulm), uli), -, ulthm-2))

ondeg: R™2? - R, f:[0,1] x Rx R— Req: R, — R sio continuas e, possivelmente,
ndo lineares, 7y, ..., 2 € (0,1).

Este problema € conhecido na literatura como problema de segunda ordem com multiplos
pontos de fronteira, ou simplesmente, m-pontos. Os primeiros resultados de existéncia de solu-
cdo foram apresentados por [23]. Segundo [27] varia¢des deste problema surgem no contexto
de modelos de fluxo elastico e viscoelastico, aplicagdes relacionadas com designe de pontes sdo
apresentadas por [28].

Devido a importancia dessa classe de problemas em diversas aplicagdes, muitos autores
tém desenvolvido estudos considerando variagdes e generalizacdes. A maior parte desses estu-
dos sdo relacionados a existéncia de solu¢do, recomendamos as referéncias [15]; [7]; [20] e [26]
. Diversos trabalhos despontaram tratando da obten¢do de solucdo numérica, recomendamos
([5], [19] e [21]), os resultados numéricos geralmente ndo caminham como a existéncia de solu-
coOes e na sua maioria consideram apenas métodos baseados no teorema de ponto fixo de Banach,
uma excecao € o trabalho de [6], no qual os autores exploram o uso de métodos de otimizagao
na determinac¢do de solu¢do numérica, neste trabalho a equacao diferencial de (4.1) € discreti-
zada e esta da origem ao conjunto de restricdes para o problema de programacdo nio linear e
utiliza-se como fungdo objetivo uma variagdo da condigdo u(1) = g(u(m ), w(n2), -.-s w(Nm—2)),
neste capitulo trabalhamos com a equacao discretizada e aplicamos o método de Gauss-Newton
também utilizamos o fato de que esta classe de problemas pode ser representada por uma equa-
cdo integral para utilizar um método de programacado nado linear com restricoes. Este trabalho

motiva explorarmos alternativas que podem ser aplicadas a outras equacdes.

4.1 METODOS NUMERICOS

Nesta secdo apresentamos duas alternativas para determinacdo de solu¢do numérica para
o problema (1), a primeira alternativa se baseia na resolu¢do do sistema nao linear obtido com
a discretizacao do problema, na segunda alternativa a equagao discretizada forma o conjunto de

restri¢des e utilizamos uma fun¢do objetivo baseada na representacdo integral do problema.
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4.1.1 Algoritmo 1

Em nossa primeira alternativa, basicamente utilizamos o método de Gauss-Newton reco-
mendamos [18] , combinando com interpolagdo spline. Vamos considerar {¢;}, j = 0,1,...,n
uma particdo de [0,1], com tj 41 —t; = h = % paratodo j = 0,1,...,n — 1, denotaremos por
u; uma aproximagdo para u(t;). Utilizando diferencgas finitas obtemos uma discretiza¢do para

aequacdo u” = f(t,u, ). Definimos a seguir o sistema néo linear r(u) = 0:

Uj+1 — QUJ‘ + Uj—1 Ujt1 — Uj—1
toou,;, 7L}
r(u) = n IR T

uy — g(u(m), u(n2), ., w(Nm—2)) =0

4.2)

Um algoritmo para resolver o problema (4.1) € apresentado a seguir.
ALGORITMO 1

Passo 1 Definir uniformemente a malha espagada {¢;}, j =1, ..., n;

Passo 2 Escolher a aproximagdo inicial u) = u°(t;);
Passo 3 Discretizar o problema (1) por diferenga finita, e computar para j = 2,...,n — 1

dK(E) = uF(tj) — 2“22%‘) + Uk(%‘—l)) WK(t) = “k(tj+1)2—huk(tj—1)

Calcular u*(n), n = (91, ..., Nm_2) usando interpolagdo por Spline Cubica.
Passo 4 Para k =1, 2, 3, ...(Gauss-Newton para o sistema r(u) = 0, r foi definida em (4.1)).
a) Compute r* = (ry, 79, ...,7,)7 € A = (aij)nxn, 1i = ri(uf), a;; = Vri(uF)
b) Encontre dy, tal que (A7 Ay)d), = —Alr*
¢) Determine oy, tal que a condi¢do de Armijo seja satisfeita
d) Compute u**+! = u* + ayd;,

Passo 5 Teste a convergéncia.

4.1.2 Algoritmo 2

Na segunda alternativa, basicamente utilizamos um método de programacao ndo linear
para problemas com restri¢des. Assim como no algoritmo 1 consideramos {t;}, j = 0,1,...,n
uma parti¢do de [0, 1], com ¢;,, —t; = h = % paratodo j = 0,1,...,n — 1, denotaremos
por u; uma aproximagdo para u(t;). Consideremos como no algoritmo 1 o sistema nao linear

r(u) = 0 para compor o conjunto das restri¢des do problema. Definimos uma fungio objetivo
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que explora algumas propriedades do problema (4.1) utilizado nos métodos numéricos baseados
em ponto fixo.
O problema definido em (4.1) pode ser modelado como uma equagdo integral, para isto

basta observar que as solucdes do problema (4.1) sdo pontos fixos do operador

(TU)(w)Z/O Gla, ) f(t ult),u (8))dt + g(u(m), .., u(nm—2))z (4.3)

onde G € uma fun¢do de Green dada por

_Jt(l—2), t<uz
G(x,t) = { d(1—1), z<t 4.4)

Métodos numéricos baseados em ponto fixo, definem uma aproximacao inicial para a solug¢ao
discretizada de (4.1), u°, entdo a sequéncia do método fica determinada como uFtt = Tk, a
convergencia desta classe de métodos se baseia no Teorema de Ponto Fixo de Banach, ou seja,
converge se I’ € uma contracdo em uma vizinhanga da solucao.

Observe que determinar u que satisfaz 7'(u) = u é equivalente a determinar v que mini-
miza ||T'(u)—ul|3, deste modo uma solugdo de (4.1) € uma solugdo do problema de programagio

nao linear abaixo:

min ||T(u) — ul)?
Ujp1 — 2Uj + Ujq Yl — W1 )
. e I\ T ) =0
sujerto a ur — g(u(m), u(n2), ..., u(Nm-2)) = 0
Qu) =0

onde a restricdo ()(u) = 0 representa a possibilidade de inclusdo de analise qualitativa do pro-
blema, ou seja, esta restricdo permite a inclusdo de restricdes com relacdo a norma, positividade,
concavidade da solucdo a ser determinada, caso tenhamos esta informagdo. Definimos como
ALGORITMO 2 a resolucdo do problema de programacao nao linear (5) pela fung¢do fmincon

do MatLab (www.mathworks.com).
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ALGORITMO 2
Passo 1 Definir uniformemente a malha espagada {¢;}, j =1, ..., n;
Passo 2 Escolher a aproximago inicial u) = u°(t;);
Passo 3 Discretizar o problema (4.1) por diferenca finita, e computar para j = 2,....,.n — 1

uuk"(t‘j) _ uk(t]_;’_]_) - 2U:Lgt]) _I_ uk(tj_1)7 ulk<tj) _ uk(t]+1)2—huk(t]_1)

Calcular u*(n), n = (01, ..., Nm_2) usando interpolagdo por Spline Ciibica.

Passo 4 Aplique a fun¢do fmincon para o problema,

min ||T(u) — ul)?
Ujp1 — 25 + uj—y Yt 1)
. 12 +f bt =g -
syjeito a uy — g(u(m), w(nz), ., u(nm—2)) =0
Qu) =0

calcule as integrais do operador 7' com o método dos trapézios e u*(n) utilizando Spline

Cubica.
Passo 5 Teste a convergéncia.

Uma motivacdo para definirmos os Algoritmo 1 e 2 consiste no fato de que métodos nu-
méricos baseados em ponto fixo ndo permitem a inclusdo de analise qualitativa da solugdo, além
disso estes métodos apresentam forte tendéncia de convergir para a solu¢do de menor norma,
quando o problema possui multiplas solu¢des, mesmo utilizando variedade de aproximacgdes

iniciais.
4.2 TESTES NUMERICOS

4.2.1 Testes realizados com 1° Algoritmo

Em seguida consta dez exemplos os quais realizamos testes. Estes exemplres foram retira-
dos dos seguintes artigos: [12], [14], [11],[13]. Dos exemplares testados oito possuem solucdes

analiticas os demais possuem apenas limitacdes para existéncia de solugdo.
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e Exemplo 1 retirado do artigo [12].

fltuu) = —u—2u
-1

e
g(s1, 82,83) = 645‘1l + 953 + s§ + o

111
n= (7]17"727773) = 17575

A solu¢@o numérica para o exemplo 1 foi obtida em cinco iteragdes com um tempo
de 2.42s. As solugdes analiticas para este problema foram u(x) = ze™ e u(x) =
0.176534437xe™".

L L L L L L I L L
01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 4.1: Solucao exata exemplo 1

() = {u”’%m+q<tj>f<tj,uk<tj> W) =0 j=2n-1
(L) = gl (o), 1) 0 (—2)) = O
u(tj+1) — 2u(ty) + u(tjpr) —ultj—1)
r(u) = h? ( 2h )_0 (4.6)
u(1) = glulm). ulns), u(ns)) = 0
ultyon) = 2ult) + ulty) + 0 |l - D]
r(u) = - 4.7)
u(1) = 64(u(0,25))* — 9(u(0,33))" — (u(0,5))* — = =0

ultyer) = 2u(ty) + ulty 1) — Bulty) — hu(tis) + hulty1) =
r(u) = , el (4.8)
u(1) — 64(u(0,25))* — 9(u(0,33))% — (u(0,5)) —?:0
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Como citamos anteriormente, o método de Gauss Newton exige apenas a primeira

derivada de r(u), ou seja a matriz Jacobiana . Somente para visualizarmos vamos escrever

ar(u) = (ro(u), rs(u), ra(u), rs(u), r¢(u)) na forma matricial e escrever a sua Jacobiana

considerando t; = 2, ..., 6. Substituindo os valores de (r(u), 73(u), .., 76(u)) obtemos

ro(u)
r3(u)
r4(u) 4.9)
75(w)
76(u)
u(ts) — 2u(te) + u(ty) — h2u(ty) — hu(ts) + hu(ty)
12
u(ty) — 2u(ts) + ulte) — h2u(ts) — hu(ty) + hu(ts)
12
u(ts) — 2u(ty) + u(ts) — h2u(ts) — hu(ts) + hu(ts) (4.10)
72
u(te) — 2u(ts) + u(ts) — h2u(ts) — hu(te) + hu(ty)
h2
u(ty) — 2u(te) + ults) — h*u(ts) — hu(ts) + hu(ts)
12
1+h —2—h? 1—h
- = w0 0 0 0
1+ h —2—h 1—h
0 e = w0 0 0
B 1+h —2-h2 1—h
= 0 0 3 3 T 0 0 4.11)
h+1 —-2—h 1—nh
0 0 0 - = w0
1+ h —2—h" 1—h
0 0 0 0 e = =
considerando A = 0.1 obtemos
110 —201 90 0 0 0
0 110 —-201 90 0 0 0
= 0 0 110 —-201 90 0 0 4.12)
0 0 0 110 —-201 90 0
0 0 0 0 110 —201 90
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e Exemplo 2 retirado do artigo [12] .

u' = —4u — 2tu’

-1
e

= 155 + —

g9(s) S+ 16

n=20.5

A soluc@o numérica para o exemplo 2 foi obtida em cinco itera¢cdes com um tempo
de 2.11s. As solucdes analiticas encontradas para este problema foram u(z) = ze~ (@) ¢
u(r) = 0.062514318227981ze~ ("),

045

04 o]

0351

03

0251

02

0151

01 <

005}

0

! ! L ! L ! I ! !
01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 4.2: Solugdo exata exemplo 2

ultyer) = 2ulty) +ulty 1) | (, o ) —ult))
r(u) = j = — (tﬂ’“(m’ T ) =0 413
u(l) = g(u(m), u(nz), .-, u(Nm—2)) =
Substituindo o valor da f e da g obtemos :
wltyn) — 2ulty) + ulty1) + h? {—4u(tj) _ g, ) - ““ﬂ'—l)} 0
r(u) = _1 (2.14)
u(1) — 15(u(0.5))* — 61—6 =0

u(tjpr) — 2u(ty) + u(tj—1) — 4h*u(ty) — tjhu(t;r) + tihu(tj—,) =0
r(u) = e (4.15)
u(l) — 15(u(0.5))* — 6= 0
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e Exemplo 3 retirado do artigo [14].

flt,u,u) N2 —w?+2tu + 1 -2t + 1

9(y)
n

q(t)

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 3

(u
2y
0.

5

foi obtida em seis iteracdes com um tempo de 6.21s. A solugdo analitica foi u(z) = x.

0

-0.05
01 o
015} o
02 o
025+ o]
03} @

035+
[¢]

04
0

L L 1 L 1 L L L L
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.3: Solugdo exata exemplo 3
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e Exemplo 4 retirado do artigo [11].

ftuu) = () —u? +2tu +* -2t + 1

4
9(y) = Y
B 3
=7
q(t) = -1
0 o —
002} o
-0.04 1 2
-0.06 o
01 o

012}
0141
016}

018} 4

U,‘1 U,IZ [],‘3 U,‘&l [],‘5 U,‘B U,IT U,‘ﬂ U,IB 1

Figura 4.4: Solucdo exata exemplo 4
Considerando o ponto nulo a solu¢do numérica para o exemplo 4 foi obtida em quatro
iteragdes com um tempo de 7.06s. A solucdo analitica foi u(x) = x.

e Exemplo 5 retirado do artigo [14].

ftu,u) = (W) —u® +2tu +* — 2t + 1
a(y) = y(1) +y(2) +y(3) + (y(4))”
n [1/6 1/4,1/3,1/2]
q(t)

Considerando o ponto nulo a solu¢do numérica para o exemplo 5 foi obtida em quatro

iteracdes com um tempo de 6.12s. A solucdo analitica foi u(z) = x.



-0.051

0151

-0.25

L ! ! L
] 01 02 03 04

L ! L
05 06 07

L !
08 09 1

Figura 4.5: Solucao exata exemplo 5

e Exemplo 6 retirado do artigo [13].

flt,u,v) = u(u® + u2/)
g(y) = 0.591470984807897 + (u(n/6))?
n = [r/6]

! L ! L
0 01 02 03 04

! ! L ! L
05 06 07 08 08

1

Figura 4.6: Solucao exata exemplo 6
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Considerando zero como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 6 foi

obtida em cinco iteragdes com um tempo de 6.98s. A solucdo analitica encontrada para

este problema foi u(x) = sen(z) .

r(u)

u(tj1) — 2u(t;) + u(t;-1)

h2

+ f (twu(tj),

u(tjr1) — u(tj-1)

2h

u(1) — g(u(n), u(nz), ..., u(Mm—2)) = 0

Substituindo o valor da f da g da v’ e dau” obtemos:

):

(4.16)
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u(tjer) — 2u(ty) +u(t; 1) o uP(tip) —uP(ti—q)
() = 2 + u(t;) * (U(tj) + e >(4‘17)
U(l) - g<u(771)7 u<772>7 SES) u(nme)) =0

Au(tjr) — Bu(t;) +4u(t;—1) Ah?u(t;)? + v’ (tj41) — w?(tj-1)
() = s Fulty) * ( el )(4.18)

u<1) - 9(“(771)7u(772)> ) U(Umfz)) =0

e Exemplo 7 retirado do artigo [13].

ft,u,v) = u(u2 + 1}2)
g(y) = 0.420735492403948 + 0.392943630388474(u(1/3)) + 0.472478473157369(u(2/3))
n=1[1/3,2/3]

0.8

07+

061

051

041 o]

031

02 o

01r

0

-01

I L I L I I L I L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.7: Solucdo exata exemplo 7

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 7 foi
obtida em quatro iteracdes com um tempo de 8.10s. A solugdo analitica encontrada para

este problema foi u(z) = sen(z) .
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Exemplos sem respostas analiticas

e Exemplo 8 retirado do artigo [12].

2

24 v\ 2
f(t,u,v) = t+ 20+ (g), 0<u<3

1 1<
g<y>:§+E;%

e}
0.05+ o

o
| L I I I I L I L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 4.8: Solugdo exata exemplo 8

Considerando a nulo como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 8 foi obtida

em quatro iteragcdes com um tempo de 9.6s.

e Exemplo 9 retirado do artigo [14].

3 1
t =2+ —u+ —v?

9(y(1),y(2),y(3)) = % (y(1) +y(2) +y(3))

n=1[1/3,1/2,3/4]

Considerando o ponto nulo como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 9 foi

obtida em trés iteracdes com um tempo de 7.05s.
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-0.05F

01k

0151

02

025f ©

03}

-0.35
0

L I L L L L I L I
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.9: Solucao exata exemplo 9

e Exemplo 10 retirado do artigo [14].

ft u,v) = gt + %UM + %|v| sin®(u)
q(t) =€
9(y(1),y(2),y(3)) = sin(y(1),y(2), y(3)) + %y@) + 1—10

n=1[1/3,1/2,3/4]

0.1

0.05 -

005+

01F o

o <

. . . . Lo . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

015

Figura 4.10: Solucdo exata exemplo 10

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 10 foi

obtida em cinco iteracdes com um tempo de 7.55s.
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4.2.2 Testes realizados com 2° Algoritmo

Repetimos os testes utilizando o 2° algoritmo, a seguir apresentamos os detalhes:

e Exemplo 1

fltuu) = —u—2u
o1

6

111
n=(m,n2,m3) = 133

g(s1, S2,83) = 6451l + 93% + s% +

1 L 1 1 1 1 L 1 L
0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1

Figura 4.11: Solucdo exata exemplo 1

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 1
foi obtida em seis iteragdes com um tempo de 1.28s. As solugdes analiticas sdo u(x) =
ze *etu(x) =0.176534437xe™".
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e Exemplo 2
u' = —4u — 2t
—1
— 155t 4+ ——
g(s) = 155" + = T
n=20.5

035

031

0.25¢

02

0.15¢

01r o]

005}

U.‘1 O.IZ U.‘E 0.‘4 U.‘E 0.‘8 Of? U.‘E O.IB 1
Figura 4.12: Solugdo exata exemplo 2

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 2 foi

obtida em seis itera¢cdes com um tempo de 1.66s. As solugdes analiticas sdo u(z) = xe™*

e u(xr) = 0.0062514318227981xe~".

e Exemplo 3 retirado do artigo [14].

f(t u,u) N2 — - 2tu + 1 -2t + 1

9(y)
n

q(t)

Considerando o ponto nulo como ponto inicial a solu¢ao numérica para o exemplo 3

(u
2y
0.

5

foi obtida em sete iteragdes com um tempo de 2.15s. A solugdo analitica é u(x) = z.
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005
01} o

015 o
02 o

025 o
,[]3 -

035+

04
0

Figura 4.13: Solucdo exata exemplo 3

e Exemplo 4 retirado do artigo [11].

ftuu) = (W) —u? +2tu +* -2t + 1

4
9(y) = Y
B 3
T
q(t) =—1
0 o
002} o
-0.04 | @
-0.06 o
-008F o)
01k o

012}
0441
016}

018+ ke

Figura 4.14: Solugdo exata exemplo 4

Considerando o zero como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 4 foi obtida

em cinco iteragdes com um tempo de 2.44s. A solug@o analitica é u(x) = x.
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68

2t+1

fltu, ) = () —u? + 2t + 12 —
a(y) = y(1) +y(2) +y(3) + (y(4))*
n= [1/6 1/4,1/3,1/2]
q(t) = —

0051

0151

025

0

L
01

L L L L L L
02 03 04 05 06 07

L L
08 09

Figura 4.15: Solugdo exata exemplo 5

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 5 foi

obtida em seis iteragdes com um tempo de 2.22s. A solugdo analitica é u(x) = z.

e Exemplo 6 retirado do artigo [13].

08

(y

(u2 + uzl)

,0)
) =0

n = [r/6]

.591470984807897 + (u(7/6))?

07

061

051

041

031

02

01r

0

-01

0

I
0.1

L I L I I L I
02 03 04 05 06 07 08

L
0.9

1

Figura 4.16: Solugdo exata exemplo 6

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 6 foi

obtida em sete iteragdes com um tempo de 1.79s. A soluc@o analitica é u(x) = sen(z).
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e Exemplo 7 retirado do artigo [13].

ft,u,v) = u(u2 + v2)
g(y) = 0.420735492403948 + 0.392943630388474(u(1/3)) + 0.472478473157369 (u(2/3))
n=1[1/3,2/3]

Figura 4.17: Solugdo exata exemplo 7

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 7

foi obtida em seis iteragcdes com um tempo de 2.59s. A solugdo analitica é u(x) = sen(z).

Exemplos sem respostas analiticas

e Exemplo 8
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04

0.35F q

0251 < B

02 o B

0.15F q

01 B

005 B

Figura 4.18: Solugdo exata exemplo 8

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 8 foi

obtida em quatro iteragdes com um tempo de 2.18s.

e Exemplo 9 retirado do artigo [14]

[t u,0) =2t + ou %UQ
q(t) = ¢’
o(y(1),9(2),4(3)) = 75 (u(1) + y(2) + y(3))

n=1[1/3,1/2,3/4]

035 L L L L ! ! L L !
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.19: Solu¢do exata exemplo 9

Considerando a identidade como ponto inicial a solu¢do numérica para o exemplo 9 foi

obtida em cinco iteracdes com um tempo de 2.42s.
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e Exemplo 10 retirado do artigo [14]

5 1 1
f(ta u,v) =st+ %U|U| + §|U| SiHQ(U)

3
q(t) = ¢'
9(y(1),y(2),y(3)) = sin(y(1),y(2),y(3)) + %y@) + %

n=1[1/3,1/2,3/4]

01

0.05 -

0.05-

01t o

[e] <

0.15

. . . . LB . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 089 1

Figura 4.20: Solugdo exata exemplo 10

Considerando a identidade como ponto inicial a solugdo numérica para o exemplo 10 foi

obtida em seis iteracOes com um tempo de 1.69s.
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4.2.3 Comparativo

Com intuito de comparar os Algoritmo 1 e 2, realizamos testes nos quais ndo inclui-
mos a restricdes qualitativas no Algoritmo 2. Utilizamos a fun¢do fmincom do MatLab
(www.mathworks.com) para aplicar tanto o Algoritmo 1 quanto o Algoritmo 2, especificamente
no caso do Algoritmo 1 consideramos uma funcdo constante como fun¢do objetivo na fungdo
fmincon e implementamos 7(u) = 0 como restri¢do de igualdade, deste modo consideramos o
tempo gasto por cada algoritmo nos problemas como um parametro de comparacao.

Apresentamos resultados apds realizar testes com dez problemas utilizando os algoritmos
1 e 2. Primeiramente detalharemos o exemplo 8, no qual as fun¢des componentes do problema

(4.1) sdo apresentadas a seguir:

t+ 20 + (&)

t,u,v) =
A ) t+24+u—3+(

[\
Th
SN—
(Y]
(UV)
AN
IS

9(y) =

1 k
t R

/1123
"= \10'5'31

Pode-se mostrar utilizando o teorema de Avery-Peterson, recomendamos [3], que o problema

COIH

acima possui no minimo trés solugdes no espago de Banach ' = C'*[0, 1] das fungdes continu-

amente diferencidveis em [0, 1] com norma

lulle = max{]|ulloc, [[u/[oo}-

Segundo o teorema podemos ainda caracterizar as solu¢cdes como concavas, positivas e com
|lul|z < 80. Deste modo podemos incluir no Algoritmo 2 fungdo () afim de explorar estas

caracteristicas qualitativas do problema, deste modo obtemos as seguintes restricdes adicionais

IN

—Uj O,Vj = 1,...,71
wj < 80,¥j=1,...n

Aplicamos os Algoritmos 1 e 2, utilizamos dez aproximagdes iniciais diferentes, definidas pela
equacao
u’(z) = 2(n, +1—2),

onde n, ¢ um nimero randémico no intervalo [0, 10].
Naturalmente, este processo pode retornar multiplas respostas. Assim precisamos estabe-
lecer um critério afim de comparar solucdes para estabelecer quais seriam distintas. Note que a

amplitude das solu¢des podem ser diferentes. Neste sentido dizemos que solugdes u* e u** s@o
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equivalentes se
Ju' — | < max {107, 10~ min |, []u™[1}}.

Os resultados obtidos pelos algoritmos 1 e 2 foram equivalentes, utilizando o critério acima
para comparar as solucdes obtidas, concluimos que pelo menos cinco solucdes sdo diferentes
(ver Figura 4.21).

e
0
[als)
filel
oD
L

o
o0

Figura 4.21: Solu¢des numéricas obtidas.

Podemos observar que as solu¢do encontradas sdo possivelmente concavas, positivas e
com ||ul|g < 80, como era esperado.

Para este problema também aplicamos o Algoritmo 2 do artigo [21], baseado no teorema
de Ponto Fixo de Banach, aplicamos as mesmas condi¢des anteriores utilizando 10 aproxima-
coes iniciais diferentes. O método convergiu apenas para uma solugdo distinta, possivelmente a
de menor norma (ver Figura 4.21).

Ambos os algoritmos convergiram nos onze problemas testados, esperdvamos que o Al-
goritmo 2 fosse consideravelmente mais lento, pois o custo do calculo de || Tu — u||3 deveria
implicar em um nimero maior de operagdes, porém o tempo gasto entre os algoritmos foi equi-
librado como podemos observar na Tabela 4.1, isto se deve principalmente ao fato de que o

Algoritmo 2 consumiu um niimero menor de iteracdes internas.



Tabela 4.1: Testes comparativos

t (1 ° Problema )

t (2° Problema )

ponto inicial

exl 242 s 2,34 s identidade
ex2 2,11 s 2,76 s identidade
ex4 1,75 s 1,67 s nulo
ex5S 1,59 s 1,95 s nulo
ex6 2,16 s 2,06 s nulo
ex7 2,07 s 1,90 s identidade
ex8 249 s 2,33 s identidade
ex9 1,67 s 1,62 s nulo
ex10 1,79 s 1,79 s nulo
ex11 1,82 s 2,11 s identidade
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho realizamos uma breve revisao bibliografica sobre otimizacao nao linear a
fim de aplicarmos métodos de otimiza¢@o nao linear para resolver o problema 1.1. Iniciamos
a revisdo bibliografica no capitulo dois, no qual focamos em problemas irrestritos. O primeiro
problema foi maximizar, minimizar uma fung@o sobre um conjunto €2 que é o proprio R". Para
este problema apresentamos quatro algoritmos os quais diferem pela direcdo dj. As direcdes
que consideramos foram a do gradiente 2.21, a de newton 2.23 a de newton corrigido 2.25 e do
método BFGS dada pela equacao 2.29. Com os testes que realizamos, apesar de serem poucos
exemplos, chegamos a seguinte conclusao: O método baseado na direcao do gradiente apesar
de ndo exigir o cdlculo da matriz hessiana mostrou ser mais lento e o nimero de itera¢des foi
maior comparado com os outros métodos . O método baseado na direcdo de Newton apresentou
melhor desempenho, isto por que o ponto inicial estd proximo da solucdo e as funcdes sao qua-
dréticas. O segundo problema que estudamos foi de minimos quadrados, este problema consiste
em encontrar  que minimiza o problema 2.30. O método que utilizamos para este problema
foi de Gauss Newton. Realizamos testes em quatro exemplos dos quais apresentaram uma con-
vergéncia rdpida com um nimero de iteragdo pequeno. O dltimo problema que estudamos foi
encontrar a solucido de um sistema nao linear 2.40. Para este problema consideramos a dire¢ao
dj, dada pelo método de Newton para sistema ndo linear 2.47. Usamos os mesmos exemplos os
quais testamos o método de Gauss Newton. O resultado em relagdo ao ndmero de iteragcdo foi
bem semelhante ao método anterior mas o tempo de convergéncia foi maior. Concluimos assim
que é melhor optarmos pelo método de Gauss Newtonnos casos que pudermos utilizar os dois
métodos.

No capitulo trés apresentamos uma breve revisdo bibliografica a respeito de problemas
com restri¢cdes, neste capitulo concentramos na apresentacdo das condi¢des de KKT (apresen-
tadas na equagdo 3.13) para um problema geral de programacdo ndo linear (problema 3.3).

No tltimo capitulo apresentamos duas alternativas para encontrar a solu¢ao do problema
1.1. A primeira alternativa considera o problema original o qual discretizamos obtendo assim
um sistema ndo linear 7(u) = 0. Para resolver este sistema r(u) = 0 utilizamos o algoritmo
baseado no método de Gauss Newton combinado com interpolagdo spline. A segunda alterna-
tiva considera o sistema n@o linear 7(u) = 0 como restri¢do de igualdade e a funcéo objetivo
definida se baseia nos resultados do teorema do ponto fixo de Banach. Para resolver este pro-
blema usamos um algoritmo do matlab o qual resolve problemas ndo lineares com restricoes.
Os resultados obtidos foram promissores, pois os dois algoritmos apresentaram bom desem-
penho visto que para os dez exemplares encontramos solu¢des com um nimero de iteracdes
pequena. Observe que esperdvamos que o algoritmo 2 fosse consideravelmente mais lento,
porém o tempo gasto entre os algoritmos foi equilibrado, isto se deve principalmente ao fato

de que o Algoritmo 2 consumiu um nimero menor de iteragdes internas. Como perspectivas
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futuras pretendemos explorar a efici€ncia destes algoritmos com outras equagdes diferenciais
que permitem representacdo através de uma equagdo integral, bem como explorar as possiveis
vantagens de se considerar o Algoritmo 2 realizando mais testes. Podemos ressaltar que quando
comparamos os Algoritmos 1 e 2 com métodos numéricos baseados em ponto fixo, uma grande
vantagem € que em problemas com multiplas solu¢cdes podemos determinar todas as solugdes e

ndo ficamos necessariamente restritos a solucao de menor norma como ocorreu no exemplo 8.
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