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TOSTI, Altair Santos de Oliveira. Taxas de decaimento para um modelo viscoelastico de
placas. 2015. 104. Dissertagdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Computacional) — Uni-
versidade Estadual de Londrina, Londrina, 2015.

RESUMO

Neste trabalho estudamos questdes relativas a existéncia, unicidade, dependéncia continua e
taxas de decaimento de solucdes para uma classe de equagdes viscoeldsticas de placas. A de-
monstracdo do resultado de existéncia de solucdes € feita via método de Faedo-Galerkin. Prova-
mos a estabilidade geral da energia por meio de multiplicadores e energia perturbada. O ultimo
capitulo apresenta alguns resultados tedricos em andlise funcional e equagdes diferenciais que
foram utilizados nesta dissertagao.

Palavras-chave: Equacgdes de placas. Equagdes viscoelasticas. Existéncia e unicidade. Decai-
mento geral de energia. Estabilidade assintética.



TOSTI, Altair Santos de Oliveira. Decay Rates for a Model of Viscoelastic Plates. 2015. 104.
Dissertagdao (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2015.

ABSTRACT

In this work we study the existence, uniqueness, continuous dependence and decay rates of
solutions to a class of viscoelastic plate equations. The existence of solutions is given by Faedo-
Galerkin method. We proof the general stability of energy by using multipliers and perturbed
energy. The last chapter brings up some theoretical results on functional analysis and differential
equations which are used in this dissertation.

Keywords: Plate equations. Viscoelastic equations. Existence and uniqueness. General decay
of energy. Asymptotic stability.
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LISTA DE SIMBOLOS

|| := medida de Lebesgue de Q2 C RY;
0f) := fronteira de ) C RY;

— 1inclusao continua;

<% inclusdo compacta;

(-,-) dualidade;

(X, || - ||x) espago de Banach;

ou ou
VU— (a—xl,...,%>,

N
0*u

Au = Z RISk
=1 77

A%y = A(Au);

C(Q) = {u:Q — R |uécontinua};
CH(Q) = {u: Q — R | u é diferencidvel e sua derivada é continua};
D(Q) := espago das funcdes teste;
LP(Q2) = {u : Q — R | u é mensurdvel e /Q |u(z)|Pde < oo};
L=Q)={u:Q— R| u é mensurdvel e |u(z)| < K g.s. em Q};
H™(Q) = {ue L*(Q) | D*u € L*(), 0< |a] <m};
Hy (@) = Cr@) s
T
LP(0,T;X) = {u :(0,7) = X | u é mensurével e/O [|w(t)|[5dt < oo};

L=(0,T; X) ={u:(0,T) = X | ué mensurdvel e |[u(t)||x <K qs.em(0,7)};
C ([0,T],X) ={u:[0,7] - X | ué continua de [0,7] em X };

L(X,Y)={T:X =Y | T élinear e continua };

X'= L(X,R) dual de X;

1 1
L@ = L9(Q), 1<p<os, 4 =1



[H ()] = H™(Q), meN;

[LP(0, T, X)]" = L4(0,T,X'), 1 <p< oo

D(0,T; X) = L(D(0,T), X);
— convergéncia forte;
— convergéncia fraca;

* N
— convergéncia fraca estrela;

(gxu)(t) = /o g(t — s)u(x, s)ds;

(¢gOu)(t) = /0 g(t —s) /Q lu(x,t) — u(z, s)|*dzds;

lully = ([ latoyac) "

T 1/p
lullozi) = ( / Hu(t)\rézdt) ,

l|ul|oo = supess|u(z)];
=9
|uf|zooorix) = supess [[u(t)|]x.

te(0,T)
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho abordaremos questdes relativas a existéncia, unicidade e de-
pendéncia continua de solugdes e o comportamento assintético de energia associada a um pro-
blema viscoelasticos de placas, anteriormente abordado em Cavalcanti et al. [6]. Um trabalho
pioneiro para sistemas viscoeldsticos foi introduzido por Dafermos [10], o qual mostrou que a
solucdo para o sistema viscoeldstico tende para zero ao longo do tempo, mas sem fornecer a
taxa de decaimento explicitamente. J4 em [6] os autores mostraram que o sistema € exponen-
cialmente estdvel quando submetido as dissipagdes friccional (dissipagdo fraca) e viscoelastica
(termo de memoria) com nicleo da memoria decaindo de forma exponencial.

Recentemente, varios trabalhos abordaram equagdes viscoeldsticas com dissipagdo
apenas dado pelo termo de memdria, como por exemplo em Messaoudi [18, 19]. Em tais
trabalhos o intuito foi exibir taxas de decaimento para a energia correspondente ao problema
conforme a taxa de amortecimento do nicleo da memoria. Tais taxas de decaimento constituem
um decaimento geral de energia, incluindo decaimentos como exponencial e polinomial, entre
outros. Tal resultado ja era previamente conhecido, como pode-se ver em Barreto et al. [21],
onde mostrou-se que a taxa de decaimento da solucao depende da taxa de decaimento do nicleo
da memoria.

O principal objetivo deste trabalho € generalizar os resultados apresentados em [6]
em dominios limitados. Mais precisamente, serdo apresentados resultados sobre a boa coloca-

¢do e o comportamento assintdtico para a seguinte equacdo viscoeldstica da placa
t
Uy + A?u —/ g(t — s)A%u(s) ds + M (||Vu(®)|]3) ue + f(u) =0 em Q x (0,00), (1.1)
0

com condi¢des de fronteira

u=Au =0 sobre 092 x [0,00), (1.2)
ou a
w= a—“ — 0 sobre 99 x [0, 00), (1.3)
1%

e com as seguintes condicdes iniciais
u(+,0) = ug, w(+,0) =wu; em €, (1.4)

onde 2 é um dominio limitado de R™ com fronteira 92 bem regular e v € o vetor normal unitario
exterior a 0€). Assumiremos hipéteses menos restritivas sobre as fungdes g e M, determinando

qual entre estas mais influencia o decaimento e, também, considerando uma perturbagcdo ndo
linear f(u).
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Em [6] os autores estabeleceram a existéncia e unicidade de solucdes fracas para
(1.1) com f = 0 e condigao de fronteira (1.3), considerando hipéteses sobre g, ¢’ € ¢ e com
M € C*([0,00)) tal que M(s) > 0 para todo s € [0,00). Além disso, para o decaimento
exponencial de energia foi assumido que o niicleo da memdria g é da forma g(t) ~ =%t > 0,

para algum £ > 0, e ainda que
M(s)>X>0,Vs>0, (1.5)

isto é, o termo M (||Vu(t)||3)u; representa uma dissipagdo friccional que atua na equagdo da
placa. Ja no trabalho de dissertacdo [5] foi mostrado resultados andlogos com respeito da exis-
téncia e decaimento de energia para a equagdo (1.1), mas com condi¢do de fronteira (1.2) e
considerando condigdes sobre g, ¢’ (e condi¢do de decaimento mais geral), M > 0 e com
f = 0, mas sem a impor a condicdo (1.5). Isto permite afirmar que o termo de meméria do
problema (1.1)-(1.4) é suficiente para estabilizar o funcional energia.

Mediante aos trabalhos supracitados, os Capitulos 2 e 3 desta dissertagdo t€ém o pro-
posito de generalizar todos os resultados obtidos em [6] em dominios limitados, considerando
as duas condig¢des de fronteira (1.2)-(1.3) ao mesmo tempo, hipéteses menos restritivas sobre as
funcdes g e M e levando em consideragdo uma perturbagdo ndo linear f(u). Neste caso, para
determinadas fung¢des ndo lineares f(u) o decaimento de energia também dependera dos dados
iniciais.

Esta dissertacdo estd organizada como segue. No Capitulo 2, determinamos a exis-
téncia e unicidade de solucdo para (1.1)-(1.4) via método de Faedo-Galerkin, assim como feito
em [2, 5, 6, 14]. Primeiro provamos a existéncia e unicidade de solugdo forte e, em seguida, a
existéncia de solugdo fraca é dada por argumentos de densidade. No Capitulo 3, determinamos
o decaimento geral do funcional energia associado ao problema (1.1)-(1.4). Para tanto, usamos
as ideias introduzidas em [18, 19] primeiramente aplicadas em equagdes lineares viscoeldsticas
de segunda ordem. Finalmente, no Capitulo 4 ressaltamos as contribui¢des deste trabalho e no
Capitulo 5 resumimos alguns resultados em anélise funcional para tornar esta dissertacao mais

autossuficiente possivel.
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2 BOA COLOCACAO

2.1 O PROBLEMA

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia e unicidade de solucdes forte e fraca

da seguinte equacao
t
Uy + A%u — / g(t — s)A%u(s)ds + M(||Vu(t)|[3)us + f(u) =0 em Q x (0,00), (2.1)
0

sendo {2 um conjunto aberto e limitado de RN, N > 1 natural, com fronteira 02 bem regular,
onde A? = A(A) denota o operador biharmdnico, g uma fungdo real chamada de niicleo da
memdria, M e f(u) fungdes ndo lineares € || - ||o a norma em L?*(Q)). Consideraremos as

condicdes de fronteira

u = Au =0 sobre 99 x [0,00), (2.2)
ou a
u= a—“ — 0 sobre 99 x [0, 00), 2.3)
1%

onde v € vetor normal unitdrio exterior a 0S2, e condi¢des iniciais
u(+,0) = ug, w(+,0) =uy em Q. (2.4)

Definamos, inicialmente, os espacos de Hilbert que serdo utilizados no decorrer deste trabalho:
Vo := L), Vi == H} (),

)

U H?(Q) N H (), sob a condig¢do (2.2)
2 HE(2), sob a condigdo (2.3)

) uwe HYQ); u= Au = 0 sobre 99, sob a condi¢do (2.2)
T H*(Q) N HZ(£2), sob a condigdo (2.3) 7

munidos com os seguintes produtos internos e normas, respectivamente,

(w,v) = /Qu(:c)v(:c)dx

1/2
e Ml = ([ utras)
Q
o = (VuVo) e ful = [Vals
(w,0)y, = (Au, Av) e |ulh, = [Aul2,
(o, = (@) e v = 8%l
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Todas as imersdes utilizadas no decorrer deste trabalho sdo garantidas pelos Teoremas 5.10,

5.11 e 5.12. Em particular, temos as seguintes imersoes:
e V) < V), sendo 1y > 0 a constante de imersdo tal que i ||ull5 < || Vul)3;
e V), <5 V), sendo 1y > 0 a constante de imersdo tal que ju [|u|3 < || Awul|2;
e V, < V), onde 1y > 0 é a constante de imersio de modo que ys || Vul|3 < || Aul
o Vy — LPT2(Q), sendo j1, > 0 tal que [|ul| ,,, < s, [|Aull,.

Serdo considerados ainda os seguintes espacos de fase
H =V, xVy e V:=Vy, XV,
que também sao espagos de Hilbert, munidos com as seguintes normas, respectivamente,
e, )13, = 1A%ul3 + [ A0l3 e 1w, o)l = [ Aul3 + (o],
No que segue, apresentaremos as hipéteses sobre g, M e f(u).

Nicleo da meméria g. Suponhamos que g : [0,00) — [0, 00) é uma fungéo de classe C"*

tal que
l:zl—/ g(s)ds >0 e ¢'(t) <0, Vt>0. (2.5)
0

Termo nao local M. Suponhamos que M : [0,00) — R, com M € C', tal que
M(s) >0, Vs> 0. (2.6)
Perturbacdo nio linear f(u). Consideraremos f : R — R de classe C'* de tal forma que
F0)=0el|f'(s)] <k (1+]s]”?), VseER, 2.7)

sendo k£ > 0 e p satisfazendo

p>O,se1§N§4eO<p<N 4,seN25. (2.8)
Suponhamos ainda que
T!s] < f(s):= [ f(r)ydr < f(s)s+ 5\s| , Vs eR, (2.9)
0

com 3 € [0, tq).
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Observacao 2.1. Exemplos de funcgdes satisfazendo as hipéteses (2.7) e (2.9) serdo expostos na
Secdo 2.4.

Observacao 2.2. Note que de (2.7), pelo Teorema do Valor Médio segue que
1£(51) = f(s2)] < a1+ |s1|7/% + |52]”/?) |51 — 82|, V 51,52 € R, (2.10)

em que ko > 0.

Note ainda que

8 ::z(1—£> > 0. 2.11)

Observacio 2.3. Fazendo uso do Teorema 5.10 e de (2.8), segue que V, — LP2(Q), qualquer

que seja a dimensdo N.

Tendo estes espagos, hipdteses e observacdes em mente, nas proximas duas se¢oes
apresentaremos os resultados sobre existéncia e unicidade de solucdes forte e fraca do problema
(2.1)-(2.4). No decorrer deste trabalho, C' > 0 denotard vdrias constantes que dependem dos

dados iniciais.

2.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO FORTE

Nesta secdo estabeleceremos a existéncia e unicidade de solucdo forte para o pro-
blema (2.1)-(2.4) via método de Faedo-Galerkin.

Definicdo 2.1. Uma fungdo u : Q x (0,T) — R na classe
we L% (0,T;V0), w € L= ([0,T];Vs), uy € L ([0,T]; W), 2.12)

satisfazendo (2.1) quase sempre em Q2 x (0, T) e as condi¢des iniciais (2.4) quase sempre sobre
Q) ¢ dita solucgdo forte do problema (2.1)-(2.4).

Teorema 2.2. Seja T' > 0 arbitrdrio e considere as hipdteses (2.5)-(2.9). Se (ug, u1) € H, entdo
existe uma vnica solugdo forte para o problema (2.1)-(2.4). Além disso, tal solugcdo depende
continuamente dos dados iniciais em V. Mais precisamente, se z* = (u,u;), 22 = (v,v;) sdo
duas solugées do problema (2.1)-(2.4) correspondentes aos dados iniciais 2z} = (ug,uy), 2o =

(vo,v1) € H, respectivamente, entdo existe uma constante Ct = Cr(T, ||z} |y, ||22||v) tal que
21 (t) — 22(#)|ly < Crllzy — 28y, ¥V t€][0,T). (2.13)

Demonstragdo. A demonstracdo de tal resultado sera dividida em vérias etapas.

Problema Aproximado: Seja (w;) ey uma base de V), dada por autofungdes do problema

A%w = \w em £,

w=Aw=0 ou w:a—w:O sobre 0f2,

ov
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tal que (w;),en seja ortogonal em V;, Vs e Vy e seja ortonormal V. Denotando por ();) en a

sequéncia de autovalores correspondentes, temos

O<)\1SA2§"'S)\]'§"'COITI)\]‘;OO

e
A2U)j = )\jwj cm Q, (214)
w; = Aw; =0 sobre 012,
sob a condic¢do (2.2), ou
A2’LU]' = )\jwj cm Q,
ow; (2.15)
w; = % =0 sobre 0f)
v
sob a condi¢do (2.3), com j € N.
Consideremos W,, = [wy, . . ., w,,] 0 subespago gerado pelas m primeiras autofun-
coes. Procuraremos por solugdes da forma
u"(t) = yim(tw; em Wi, t €[0,T] (2.16)
j=1
do seguinte problema aproximado
t
(uzi (£), w;) + (Au™(t), Aw;) — / g(t = 5)(Au™(s), Aw;)ds
0 (2.17)
+M ([Vu™(@)]3) (" (t), wy) + (f(u™ (), w;) = 0,
sob condig¢des iniciais
u™(0) =ug' e u(0) = uy, (2.18)
as quais
uy — up em Vye uyl' — u; em Vs, (2.19)
quando m — oo. Observe que, por (2.16) e (2.18),
ug' = u"(0) =D yim (0)w; = > (ug, wy)wy,
= = (2.20)

NE

(UT7 wj>wj'

ul' = u"(0) = > o/, (0)w; =
j=1

1

<.
I

Além disso,

m

CHONE (Z y;;<t>wi,wj> = > v wiw) = 4 (0,

1=1
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Zyim(t)Awi, ij) = Zyzm( )(Aw“Aw]) = A]yjm( )

<i 1 =1
m 2 m
[Vu™ @), = ||V (Zyz‘m(t)wz) =D yimlt sz Zyzm Vw3,
=1 2 =1
(u;"(t),w]) = <Z y;m wl?w]) Zyzm wl?w] = y]m(t)
=1

Deste modo, podemos reescrever (2.17)-(2.18) como o seguinte sistema de Equacdes Diferen-

ciais Ordindrias (E.D.O.’s) de segunda ordem

(

V() + Ay (6) — A, / g(t — 8)ypmls) ds

< M (Z y?m(t)IIVwA@) Vo) + f(yjm(t)) = 0, 2.21)
i=1
\ yjm(o) = (ugz,wj>7 y;m(O) = (UT,U)J-), j=1---,m,
sendo
Fyimlt)) = <f (z yim@)wi) ,wj> |
i=1
com j = 1,---,m. Mais ainda,

m

m
E (ug', wj)w; — up em Vy,
1

<.
Il

(2.22)

(ul", wj)w; — uy em Vy,

NE

1

<.
Il

para m —» 00.
Provaremos que o sistema de E.D.O’s (2.21) possui a0 menos uma solu¢do local em

algum intervalo [0, ¢,,), com t¢,, < T. Reescrevendo o sistema (2.21) sob a forma matricial,
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obtemos
Y(1) 1 Y (1) Ci - -
v®] o 0] Jum®] Mo 0 /09<t—8>%m<5>d8
o= o I :
t
!
ymm(t) _0 )\m ymm(t) 0 )\m /g(t—s)ymm(s)ds
LJO i
M Ui O IVwill3 | - 0
(Z ’ Yim (1)
m ’ ¢
0 M(nymu)nwu%) Vi ()
L i=1 ]
G(Y (1))
| f (Y (1))
—_——
F(Y (1))
Y1m (0) (ug', wr) Yim(0) (u", wr)
ymm(o) (ugna wm) y;nmm) (ugn’ wm)

Podemos, ainda, reduzir nossos estudos ao seguinte sistema nao linear de E.D.O.’s,

Y'(t) = C, (—Y(t) + /0 t gt — S)Y(s)ds) —GY(1))Y'(t) + F(Y (1)), (2.23)

com condig¢des iniciais

Y(0)=Y,, Y'(0)=Y, (2.24)
sendo
(ug', wr) (uf", wy)
Yy = : eY =
(ugszm) (uTawm)
Definindo
Y (1)
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por (2.23) obtemos
[y X(t
20— [0 t Q
| X'(1) 4 (—Y(t) +/0 g(t — s)Y(s)ds) —GY@®)Y'(t)+ F(Y(t))
o1 [re . t 0
EINED q/gpﬂw@m—aw@mm+FW@)
\“C,_/ R 0 v

(. Z(1))

Com isso em vista, podemos reescrever o sistema (2.23)-(2.24) como o seguinte Problema de

Valor Inicial (P.V.I.) de primeira ordem

{Zﬁﬁﬁﬁ@+¢@2@%0<t§f (2.25)

Z(0) = Zy.

Com o intuito de aplicar o Teorema de Carathéodory (ver Apéndice, Teorema 5.25), em (2.25),

mostraremos que a funcdo dada por

h:[0,T] x R* —s R*™
(t,Z) — h(t, Z) =CZ + o(t, Z)

satisfaz as condi¢des de tal resultado. Com efeito:

e Primeira Condigdo: h é mensurdvel em relacdo a varidvel ¢, para cada Z fixado.

De fato, observe que para cada ¢t € [0,77], g é continua e, por conseguinte, mensuravel.

Deste modo, h(-, Z) é mensuravel.

e Segunda Condigdo: h é continua em relacdo a Z, para cada ¢ fixado.

Com efeito, para todo ¢ fixado, a aplica¢do h(t, Z) é continua em Z, pois a continuidade
de (t, Z) provém do fato de que, por hipétese, g, M € C'(RT) e f € C'(R) e, também,

temos que Z +— CZ é continua.

e Terceira Condicdo: Dado um retAngulo compacto K C [0, 7] x R?™, existe uma fungio

real my Lebesgue-integrdvel tal que
\h(t, Z)||gem < mg(t), ¥V (t,2) € K.

De fato, pela continuidade de C e o em R?™, temos que existem constantes M K1 € Mgo
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tais que, para cada (¢, Z) € [0,T] x R*™,

| (t, Z)||gem < [|[CZ||R2m + (¢, Z)|R2m
< [|Cllrem | Z]|R2m + [l (t, Z) || rem
< Mg + Mg o.

Definindo m (t) := My 1 + Mg o, paracada t € [0, T], segue que

h(t, Z)|[gm < m(t), ¥ (t,Z) € K.

Pelo exposto acima, todas as condi¢des do Teorema 5.25 sdo satisfeitas por h. Logo,
existe uma solugdo local Z(t) para o sistema dado em (2.25) em algum intervalo [0, ¢,,), com
0 < t, <T,tal que Z(t) é absolutamente continua e Z'(t) existe quase sempre em [0, Z,,,).

Assim o sistema (2.23)-(2.24) tem solugdo local Y (¢) no mesmo intervalo (0, t,,)
e as fungdes Y'(t) e Y'(t) sdo absolutamente continuas com Y () existindo quase sempre em
[0,%,,). Consequentemente as fungdes y,,,,(t), com j = 1, ..., m, sdo solugdes locais do sistema
(2.21) em [0, t,,,), como queriamos.

Portanto, o problema aproximado (2.17) possui uma solugio local u™(t), com m €
N, em [0,%,,), da forma (2.16), com w;"(t) absolutamente continua e wj;(t) existindo quase
sempre em [0, t,, ).

Estimativas a priori: No que segue, faremos estimativas com o intuito de prolongar a solucao

aproximada u™ para todo intervalo [0, 7] e passar o limite no problema aproximado.

e Estimativa a priori I: Multiplicando a equagio aproximada (2.17) por v, (t) e

somando de 7 = 1 até m, obtemos

(U?Z(tMT(t))+(Aum(t)7AUT(t))—/0 g(t = s)(Au™(s), Au/"(t))ds

HM([[Vu (@0)15) (u” (1), uy () + (f (™ (), u" (£)) = 0,

(2.26)

quase sempre em [0, t,,,), com t,,, < T, sendo

ug"(t) = % (Z ?ij(t>wj> = Zyg»m(t)wj-
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Afirmamos que sdo vélidas as seguintes identidades
1d

m(y m(y 2

(uge (1), ug" (1)) = thH (O3,

(A1), A (1)) = 5 A (03 27)

(e, o) =5 [ e

em D'(0,t,,), sendo fdeﬁnida como em (2.9). De fato, dada fungio teste § € D(0,t,,), temos

((ugg (1), u" (1)), 0) = </ u ()l () da, 9>

/ " / () (4)0(8) ddt
//tm;jt ))26(t)dtdz
/[wxm%w?—éwg PP ] do
/ " / ™ (1))26'(t)dadt
-——<—ut<wwa>
= (Gl 0IEe).

(s (6), (1)) = 5 i 1)

Isto prova que
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(Au™ (1), Aul (1)), 6) = </§2Aum £ A (¢ d:v,9>
" / A () Au™ (£)0(t) dwdt

(t)
[ (Aum(8)20(0)| — /0 " @ (028 ()it dr

tm
/ / (Au™(t))*0' (t)dxdt
- (Glaw o)
~ (GlarOIe).

(D), A (1) = 2 S Aam (D)3

(
y
//t %% Au™(1))20(t)dtda
/ u

O que prova que

Fazendo uso da Regra da Cadeia,

4 Fum = iAum T = u"(t))uw" (t)dr = (f (u™ uy”
G | Far@ae = [ S @nas = [ o = gae). o).

Note também que € vdlida a seguinte igualdade

[ ottty surnas = - 55 {0 ( [ otris) 1o}
(0w (6) — Zg(t) | A (1) (2.28)

Com efeito, por defini¢do, temos que

(90U (t) = / g(t — 8[| Aum(t) — Aum(s)||2ds,

Diferenciando, segue pela Regra de Leibniz que

d

GO0 = [ (= ) a0 = M) s+ [ gt =) (A (0). S (0)ds

—2/0 g(t — s)(Au™(s), Au}*(t))ds.
(2.29)
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Por outro lado, pela Regra de Leibniz,

/Otg( )CZ(AU (), Au™(t))dr = % { (/Otg(f)df) ||Aum(t)\|§} glAam ()2,

Logo, podemos reescrever (2.29) como

di Lomawnyo) - ([ otrrar) 12w}

(9/T8u™) (1) — Sgt)| S (1)

/0 gt — $)(Aum(s), Au(t))ds — —

L\JI»—t N | =

0 que mostra o desejado.
Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), obtemos

1d

SN @I+ 5 A DI+ 5 (9 T Aw(0) + Sgl0)]| Au (1)

_%(g’DAum)(t) — %% { (/ g(s)ds) HAum(t)H%} (2.30)

MR @1 + 5 [ Far@s=o.

ou ainda,
d m 1 / m 1 2 m 2 m 2
S E"(6) = 5(g U Au™)(t) — 59| Au™ (@)l = MIVe™ @) ][w" O]z, 23D
sendo
1 2
g0 = gl + 5 - ([ of )}nAu )13
1 (2.32)
5 (¢ O Au™) /f dx

a energia associada a solucdo aproximada u™ ().

Deste modo, pelas hipdteses (2.5) e (2.6), segue que

d m
ZE"() < 0. (2.33)

Integrando a expressdo anterior sobre [0, ¢], com ¢ < t,,,, obtemos que

E™(t) < E™(0). (2.34)

Por (2.32) e (¢gCJAu™) () > 0, pelas hipéteses (2.5) e (2.9), pela imersdo Vs, < V, e por (2.11),
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segue que
m 1 m 2 l m 2 T/ om
E™(t) 2 5l @l + SllAu™ )]z + f(u (t))dx
1 m l m
z§mmm@+4m I - /W O ds
1 m m
2 5l )5 + —HA Ol H )3
1 l s
Zﬂm@%+§@—u\muwﬁ
1 m /B m
> Sl @1 + Sl Aum @],
Deste modo,
lug* ()53 + | Au™(1)]3 < CLE™ (1), (2.35)
2
sendo '] = m Por outro lado, temos que

B™(0) = gl + Sl Aug | + /f% . (2.36)

Pela convergéncia (2.19), devido as imersdes Vy; — Vs e Vo — V), temos que existe uma
constante C' > 0 tal que
[ (|5 + [|Aug]l3 < C. (2.37)

Estimemos a ultima parcela de (2.36). Por (2.9), pelas desigualdades de Holder e de Young (ver

Apéndice, Proposi¢des 5.3 e 5.1, respectivamente) e pela imersdao V, — V), temos

/fuo dx</| ™|
S/Q S (ugug' +

gt/'(uxu$>u$|+lﬂrmjﬁ)

/u%uwm+5/mﬁm

< 1@ Nallg e+ I
141
< s+ P

1
< S + Co [l Aug 5,



sendo Cy = ﬂ;;iﬂ) Fazendo uso de (2.10) e do Lema 5.29, segue que
)= [ e < [ (1 + o)) do
<20 [ (P o+ ) da
< 4k [lug' [l
Deste modo,

/Q Flum)dz < 2k2|ug 722 + Oy | A |2,

ou ainda, considerando 1, > 0 a constante referente a imersdo V, < LF+%(Q),

[ P )do < aku | g + a3
)
Logo, por (2.37), existe uma constante C' > 0 tal que
/ Flumdz < C.
Q
Combinando (2.36) com (2.37) e (2.39),

E™0) < C.
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(2.38)

(2.39)

(2.40)

Deste modo, por (2.34), (2.35) e (2.40) existe uma constante /<; > 0, que depende dos dados

iniciais, tal que
[u" (@)]15 + [[Au™(1)]13 < K,

para todo t € [0,%,,), qualquer que seja m € N, onde Ky = K (||Aug||2, [|u1]]2)-

Agora observe que

o (Ol = (" (8), (1)) = <Z Vi (£ Zy;m<t>wi)

= 3 D O (e ) = Sl (0

]:1 1=1 =1

(2.41)
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[ @)z = (@™ (1), u™(t)) = <Z Yim ()05, Z yim(t)wi>

- Z : Yim () (D) (w5, 03) = > [yim (1))

]:1 =1 =1

Como V, — V), segue por (2.41) que existe uma constante C'3 > 0 tal que

[u™(t)|I3 < Cs, (2.42)

K : .
sendo (5 = -t Assim, existe uma constante Cy > 0 de modo que
M1

[l )15 + [lu™ @)1 < Ci,

para cada t € [0,t,,) e m € N. Portanto, a solugdo Z(t) do P.V.I. (2.25) é limitada em R*™,

visto que

m m

1Z (@) Ien = D Wi OF + D) = laf"@)]I3 + [u™(@)]15 < Cu, (2.43)

i=1 i=1
com Cj independente de ¢ e m. Pelo Corolario 5.26, podemos prolongar Z(t) a todo o intervalo
[0, T, o mesmo ocorrendo com y;m(t) € ¥, (t), j = 1,...,m. Por (2.16), podemos estender
u™(t) a todo o intervalo [0,7]. Mais ainda, repetindo tal procedimento, obtemos que (2.41)

permanece vélida para todo ¢t € [0, 7] e m € N, ou seja,
" (O)1Iz + [1Au™ ()] < Ko, (2.44)

paracadat € [0,T] e m € N, com K; = K;(||Aug||2, [[u1|]2) > 0 independente de t > 0 e

m € N. Além disso, a estimativa (2.44) nos fornece que

(u™) élimitadaem L>°(0,T;)Vs)
(u™) ¢élimitadaem L°°(0,7; V)

(L0, T; V3],

2.45
0.7 W) 24

e Estimativa a priori II: Fazendo uso do Teorema de Green (ver Apéndice, Teorema

5.13), podemos reescrever (2.17) como

(W (t), wy) + (A2um (1), w;) — / gt — $)(A2um(s), w;)ds

HM([[Vu™ (@)]3) (uy” (1), wy) + (f (™ (t)), w;) =0,



29

Ao multiplicarmos a equagdo anterior por )\jy;m(t) e somarmos de j = 1 até m, obtemos

(UZL(t),AQUI”(t))+(A2um(t),A2u§”(t))—/O g(t — s)(A%u™(t), A%uy(1))ds
HM([[Vu™ (@0)3) (uf” (8), A%y () + (f (™ (1)), A%y (t)) = 0,

sendo
APuj'(t) = A (Z yém(t)wj> = YO w; =y, (DA w;.
j:l j:l j:l

Aplicando novamente o Teorema 5.13,

(Augf (1), Aug" (1)) + (A%u™(t), A%y (1)) — /0 g(t — s)(A%u™(t), A% (t))ds (2.46)

M ([[Vu™ (0)[15) (A" (), Auy™ () + (f (W™ (1)), A%u"(t)) = 0.

Note que, de modo andlogo ao feito para provarmos (2.27) e (2.28), obtemos, com excecao da

pendltima identidade, que provém de regras de derivagao,

_1d
S 2dt
(AP (1), A%u™(t)) =5 — || A%u™(1)]|3;

(Augg (t), Auf" (1)) 1A (#)]15;

(Fm(0), A% (1) = 4 (1)), 2% ()] 47
(PO (0. A1)
[ ate =it o) srupoyas = - 4 f oy - ([ otsias) 184012}

(6 TA%") (1) — 50| A% (1)

em D’'(0,T). Logo, por (2.47), a igualdade (2.46) pode ser reescrita como

CPm(r) = 5 (60A") (1) ~ Zo(t)| ()]

= M([Vum @) Au |15 + Ty,

sendo

P = glaar @i+ 5 (1- [ o) 180l

+ % (g0A%u™) (1) + (F(u™(£)), A%u™ (1))
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Ty = (f'(u™ )y (), A*u™ (1)) -
Desta forma, das hipéteses (2.5) e (2.6), segue que

d o
ZF() < Ty, (2.48)

Estimemos o termo J;. Segue, usando (2.7), que
[l = | (' (@™ ()uf" (), A*u™ (1))
P () A" (1) dt
/|f )| Juy(8)] | A%u™(t) | dt
< kl/Q(H ™ (1)

) |ui (t)] | A%u™ (t)] dt.

1 1
Aplicando a desigualdade de Holder generalizada com P + + — =1, temos
20p0+2) p+2 2

[Tyl < Rallt+ Ium(t)|5!|2<p+z> [ ()] 2| A%u™ () |2

<k (121755 + [um (1)1 7,2) [ ()l ps2ll A% ()]

Da imersdo V, — LPT2(), temos que

L L
la" ()15 < 13 1AW @3 & N ®)llpra < ol A D]

Deste modo, fazendo uso de (2.44) e da desigualdade de Young,

o g m g m m
5] < k(19075 + g A 115 ) oll e (]2 A% B
<k (19075 + C) | 8 (1) | A% ()]

-

c

1 m 1 m
< C[SI8ur @I + 5la%m @l

De (2.48), temos

d
S ET @0 < CllAuy @ + 1A% @)15] (2.49)
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Integrando (2.49) sobre [0, t], com ¢ < T, temos

F™() < F™(0) 4 C / (A ()| + [ A% (5)]2] ds

Como ) .
Fr(0) = SlAup 3 + S 1A% 3 + (), A%p)

e por (2.38), pela desigualdade de Young e pela imersdo V, — LP72((2), temos

(f (ug?), A%ugh) < |(f (ug'), Aug')|

< /f(ugl)AQUE”daz

/|f ug’ ||A2 |dx

<5 1 s + a2y ]
1
< 5[4 33 + 2%y )]
< % :4k§u2+2llﬁu p+2+ HAz mH ]

segue, pela imersdao V; — Vs, que
F™(0) < C,

onde C' = C (|| A%u"||2, || Auy]2) > 0. Deste modo,
t
P < 0 C [ (Il + 18t )] ds, .50
0

com C' = C (||A%ull]]2, [[Auy]|2) > 0
Por outro lado, pela hipétese (2.5) e por (gDAQUm) (t) >0,

F7 () = %HAHT(t)H% + éHAzum(t)H% + (f(u™ (), A*u™(1)). (2.51)

Agora, pela hipétese (2.2), pela desigualdade de Holder generalizada, pela imersdao V, —
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LP2(Q), pela estimativa (2.44) e pela de Young com € = — segue que

AN

~(Fm(0), A2 ()] < |(F (1)), A% (1))
RGO
< [ epiiaten s

< /gg/Q (14 1) fum(0)] | A% (1)

< ko (19155 + u” ()]1352) [0 (1) 0 | A% (1),

< ka (1755 4 pug [ Au @113 ) 1A ()], | a2 @),

<

< O A",

l NIE:
<O+ a2
Assim, existe uma constante C' = C' (k, 1, K1) > 0 tal que
[
—(f(u"()), A% () < C + 2 A% (1)]]3-

Portanto, l
(f(u™(t)), A*u™(t)) > —C — ZHAQum(t)H%-

Assim, em (2.51),
(1) 2 S aur O] + A% 03 - 0 — a0
> LIP3+ 1AM 0l - C
Logo, existe uma constante C' = C' (ks, p,, /1) > 0 de tal modo que
LA @l + LAz (@) < P + C. (2.52)
5 t 27Ty 2 =
Assim, por (2.50) e (2.52),
1 M2 L b A2 m 2 ' meoy 2 2, m(.\)2
Slau @z + 1A% (@)l < C+C/O 2w ()13 + 1A% (5)]12] ds.
Entdo, existe uma constante C' > 0, independente de m € N et > 0, tal que

t
1Au ()15 + |A%™ (#)]]5 < C+C/O [Au(s)]l3 + [ A% (s)]13] ds.
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Pela desigualdade de Gronwall,
| Au @13 + A" (#)[3 < Celo @ < Ce™
Como t < T, segue que
1Au (@13 + A% ()3 < Ce”
Deste modo, definindo K, = Ce®”, temos que para todo ¢ € [0, 7] e para cada m € N
1Au (@)]5 + A% (#)]l5 < K>, (2.53)
sendo Ky = Ky(||Auyll2, ||A%ug||2, |2], T) > 0. Em particular, a estimativa (2.53) implica que

(u™) € limitadaem L°°(0,T;V,) = [LY(0,T; Vlll)]/7

. ) (2.54)
(uf) élimitadaem L°(0,T;V,) = [L'(0,T;V5)] .

Passagem ao Limite: Com o intuito de proceder o limite no problema aproximado e determi-

nar a existéncia de solucdo forte, consideremos j,m € N, tais que j < m, e 6 € D(0,7T).

Multiplicando (2.17) por 6 e integrando sobre [0, T'], obtemos

/0 (u;g(z>,wj>e(t)dt+/ (Au™(t), Aw; )0 dt—/ / (t = 8)(A2u™(s), w;)dsb(t)dt
v [ AT @R 0,00+ [ o) uena =0

0

Integrando por partes, segue que

- /0 S (), )0 (1)t + /0 C (A (1), A o)t
- / ' / gl — ) (A (s), A, )dsO(E)dt (2.55)
n / M[Tum () |[2) (w2 (1), wy)0(2)dt + / (Fa™ (1)), w;)6(t)dt = 0.

Em face das estimativas (2.45) e (2.54), segue, pelo Lema da Compacidade Fraca Estrela (ver
Apéndice, Lema 5.24), que existe uma subsequéncia de (u™), que também serd denotada por

(u™), tal que

u™ > u em L°(0,T; V),
u™ >, em L0, T V),
u™ > u em L®(0,T;V),
u™ o, em L(0,T5 V).

(2.56)
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Pelas duas primeiras convergéncias de (2.56), temos que

/ (W™ (1), n(t))dt "F / (w(t)n(t)dt, ¥ n € L'(0,T; V),
0 0 (2.57)

/0 (). 0(0)dt " /0 ). 90t Y 9 € LNO0.T: Vo).

Afirmamos que A*w;0 € L'(0,T;V}) e w6 € L*(0,T;V,). Com efeito, sejam ¢ € Vi e

o € ), entdao

[(A%w;0(t), )| = [0(t)] [(A%w;, 0)]
= 10(0)] [(Aw;, Au)

< max 0| Awl2[| Aclla-
e
[(w;0'(t), o) = |0'(t)| |{w;, o)
< s (0(2)] o, 1]
Logo,
2
870,00l < ma 10O [1wl, e g0, < mavs O] ],

Definindo D, := trerf&% 0(t)| | Aw,||, e Fj := trerf&% 16 (t)] ||w;

9» temos

T T
/O |A%w;0(t)]],, dt g/o Djdt = D;T < oo

T T
/ (1) odt g/ Fudt = F,T < oo,
0 0

o que mostra o desejado. Logo, se em particular tomarmos = A%w;6, ¥ = w;#’, segue que

/T(Aum(t), Aw;)0(t)dt "= /T(Au(t), Aw;)0(t)dt,
0 0 (2.58)

/0 (W (1), w8 (1)t " / (un(t). w;)B'(E) di.

Entretanto, para passarmos o limite em (2.55) devemos analisar o termo de memo-

ria, o termo ndo local e o termo de perturbacdo ndo linear. Afirmamos que existem subsequén-
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cias de (u"™), que ainda denotaremos por (u™), de modo que

/0 /Otg(t—s)(Aum(s>,ij)e(t)dsdtw° /0 /Otg(t—s)(Au(s),ij)Q(t)dsdt,
(2.59)

| A (9 @) (o, wowa ™= [ M(Va@B ). 000 @60
| oy wpowa=s [ (), wo @.61)
De fato, pelo Teorema 5.16 segue que

/0 (= s)um(s)ds

(g u™)(0)z = ]

2

< / gt — $)um(s) [ads
< / 9t — 9)| | (5)]|ds

t
< ™ e / 9(t — $)|ds
0

< Ju™ | o000 19l 2 @4,
para cada ¢t € [0, T]. Deste modo, por (2.44), obtemos que
[(g *u™) ()]l < C,
para todo t € [0, 7], sendo C' = C(||Augl|2, ||u1]|2, g) > 0 uma constante. Logo,
(g*u™) élimitadaem L*>(0,T;V,) = [L'(0,T; V)] (2.62)

Assim, pelo Lema 5.24, existe uma subsequéncia de (g * u™), que continuard sendo denotada

por (g * u™), e uma fungdo v € L>(0,T; V), tais que
gxu™ > vem L*(0,T; V), (2.63)
quando m — oo. Provemos que
v=gxuem L>(0,T;Vp).
Consideremos o espaco reflexivo

W = {ue L*0,T;Vs);u € L*(0,T; Vo) } (2.64)



36

munido da norma

[ullw = [Jullzz0.rm) + lwellL20.0v0)- (2.65)

Pela estimativa (2.45), segue que (u™) é limitada em tal espago. Logo, pelo Lema da Compa-
cidade Fraca (ver Apéndice, Lema 5.23), existe uma subsequéncia de (u™), também denotada
por (u™), tal que

u™ — wem W quando m — oo.

Como V, <= W, segue pelo Teorema de Aubin-Lions (ver Apéndice, Teorema 5.14) que

W S L20,T; V).

Deste modo,
w23 4 em L*(0,T; V). (2.66)
Provaremos que
g *u™ — g * UH%Z(O,T;VO) < ”9”%1(R+)|’Um - UH%%O,T;VO)' (2.67)

De fato, para cada t € [0, T], temos que

/Ot /OTg(t — s)[|u™(s) — u(s)||3dtds = /Ot (/OT gt — s)dt> ™ (s) — u(s)||3ds
< lgllzr @+ /Ot |u™(s) — u(s)||3ds

< lgllr@nllu™ = ulliz. 1) < o0
Logo,
T
[t = s)ns) = uts) e < o
0
Pelo Teorema de Fubini,

T t
/Q/g@—@Wﬁ@»—w@%wﬁsnwﬂmﬂmm—uﬁmmm
0 0

Assim, a fungdo h(s) = \/g(t — s)||u™(s) — u(s)||2 € L?(0,t). Pela desigualdade de Holder e
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pelo Teorema 5.16, temos

(g u™)(t) = (g% u)(B)]l2 = /Og(t—S)(um(S)—U(S))dS

2

< / g(t — ) [um(s) — u(s)lads

< [ Vo= al= sl s) = us)ads

<(/ gl s) ds)% (/ glt— )m(s) — ulo) s )

L t 1/2
< lgllEs ( [ st =9lum) - w2 ds) .

1/2

Logo, elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado e integrando sobre [0, 77,

T t
o+ = g " gy < ol [ [ ot = 9l (s) — u(s) s
0 0

< Mgl (ol ol = ullZagrmn )

< ||g||%1(R+)HUm - UH%Q(O,T;VOV

0 que prova (2.67).
Por (2.66) e (2.67), temos que

gxu™ "= gxu em L2(0,T;V,).

Por conseguinte,
gxu™ > gxu em L*(0,T; V),

quando m — oo. Contudo, pela imersdo L>°(0,T;V,) < L*(0,T;V,) € por (2.63),
gxu™ > v em L*0,T;V),

quando m — oo. Assim, pela unicidade do limite fraco estrela, segue que v = ¢ * u em

L?(0,T;Vy). O que implica que
gxu™ > gxu em L>(0,T;V,),

quando m — oo, ou seja,

/0 (g * ™) (1), £8)) dt "5 / (g% w)(t). EB) dt, ¥ € € L0, T; Vo).
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Afirmamos que A%w;0 € L*(0,T; V). De fato, seja o € V, entdo

(A%w;(t), o) | = 0()]] (A%wj,0) |
< max]\G(t)!HijHzHaHz-

te[0,T

Logo,

2
. < s
1A%w;0()ll2 < mas [0(¢)][|w;l2

Definindo G; := Hféi%(] 10(t)]]|w;||2, temos
te|0,

T T
/0 | A%w;0(t) | odt g/o Gjdt = G;T < oo,

provando o desejado. Deste modo, se em particular tomarmos &(t) = A2w;6(t), temos que

/0 ((g*u™)(t), A%wy) O(t)dt =5 /0 ((g*u)(t), A%w;) O(t)dt,
isto é,
/0 /0 g(t —s) (u™(s), A%w;) O(t)dsdt s o /0 /0 g(t — s) (u(s), A%w;) 0(t)dsdt.

Pelo Teorema 5.13,

/OT /Otg(t — 8) (Au™(s), Aw;) O(t)dsdt =5 /OT /Otg(t — 5) (Au(s), Aw;) O(t)dsdt.

O que demonstra (2.59).
Para provarmos (2.60), vamos considerar o espago de Banach )V definido em (2.64),
munido da norma (2.65). Pelo mesmo argumento, existe uma subsequéncia de (u™), ainda

denotada por (u™), tal que
u™ — wem W quando m — oc.
Como V, <5 Vi < W, segue pelo Teorema 5.14 que
W S L20,T; V).

Deste modo,
u™ "5 wem L2(0,T; V), (2.68)
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isto €,
T
/ |Vu™(t) — Vu(t)]|2dt "=3 0. (2.69)
0

Observe que,

9™ @) 13 = IVua®)l3] = (Ve 0]l + [Fu®)l,) (V" @, — [Vu()],)P
= [IVa™ (@), + [Vu@®) [l [IVu™ (@), = V)],
< (IVu™ @), + IVa@®)],)* Ve (t) = V(b))
<2([Vum(@®)3 + [IVu®)3) Ve () — Vu(b)l;
< C|Vu™(t) = Vu(t)|3 -

onde, pela Estimativa a priori I, C = C(||Aug||2, ||u1]]2) > 0. Logo,
T ) T
| e @l = 1vuiEf i< v - vuolga,
onde C' = C(||Aug||z, [|u1]|]2) > 0. Entdo, por (2.69),
T 2 m—00
| e @l = 1vuteE i = o

Deste modo,

IVu™(@®)]3 =% [[Vu(t)ll3 em L*(0,T). (2.70)
Afirmamos que
M ([Vu™(®)]3) == M ([[Vu(t)[|5) em L*(0,T). 2.71)

Com efeito, pela imersdo V, — V) e por pela estimativa (2.44), como M € C*([0,00)), para
quase todo t € [0, 7] temos que

IVu™ (813
M (I ©)3) - M (IVa(ol) = | M/(s)ds. @.72)
Vu(®)3
Sendo M’ € C (]0,00)), existe L > 0 tal que |M’(s)| < L para todo s € [0, K;], sendo K;
como em (2.44). Logo, da equacdo (2.72) resulta que
(M ((IVa™(®)]13) = M([Vu@®)[D)] < L{IVa™@®)]5 = [Vu®)l3],

para todo m € Net € [0,7]. Ou ainda, como a fun¢do quadrdtica é crescente para valores



40

positivos,
IM(([Vum(#)]13) = M([Vu@®)|3)]* < L2 |[Vum(#)]3 - [Vu(t)]3 (2.73)

Integrando a expressdo anterior sobre [0, 7], temos

/O IM(HVU’"(t)Hi)—M(!\VU(t)\I§)|2dt§LQ/[) I3 = [IVu(@)]3] dt.

Logo, por (2.70),
r 2 —
/ | M([Vu™(#)]I5) = M([Vu(®)]l5)|” dt == 0.
0
O que demonstra a (2.71).
Por outro lado, como convergéncia forte implica em convergéncia fraca, por (2.68)
temos que
u™ — wem L*(0,7T;V)), quando m — oo. (2.74)
Deste modo,
(,w™) "= (u, ), paratodo p € [L*(0,T; V)] = L*(0,T; V). (2.75)

Seja pu; = w;6'. Observe que u; € L*(0,T;V;). Com efeito, dada ¢ € Vi,

{1 (£), @) = 10" (0)[[{w;, &) < max |67 (F)|[|wyll2 [0l

te[0,T]

sMO(nmxw%w0|wgmuv¢m.

t€[0,T]
Logo,
nmwMSW(mmwm)mm

t€[0,T]

Definindo C; := py (max \9’(t)|) ||w;]|2, temos
t€[0,T]

T T
/0 1125 (£) I3, dt g/o Cidt = C3T < oo,

provando o desejado.

Deste modo, por (2.75), para cada j € N fixado, j < m,

m—00

<:uj7 um> — <,le, U>,



41
isto €,

/0 (W™ (1), w8 ()t " / (u(t), )0 ()i,

Integrando por partes,

/0 (W (t), w))B(t)dt "F / (ue(£), w,)B(8)dt,

ou seja, dado € > 0, existe my € N tal que se m > m, entdo

/0 (U (t) — wy(t), w;) O(t) dt| < 5

Considere ¢ € [L*(0,T)] = L?*(0,T). Por D(0,T) ser denso em L?(0,T), dado & > 0, existe
0 € D(0,T) de modo que

llp — 9||L2(0,T) <

&
AK VT |wyls

Assim, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Holder e por (2.44),

/0 (Ué”(t)—ut(t),wj)(w(t)—f)(t))dt‘ S/O |(uf"(2) = wi(t), w;)| [(t) — 6(2)] dt

< Jlwls / " (t) = w ()], [o(t) — 6(1)| it
< Jluwls / 2K, [ () — (1) dt

1
T 2
< lhwyll ( / 4c2dt) T

< will, (20VT) — 5 - E
Jewslls ( )40”%”2 =<3

Portanto, dado € > 0, existe m tal que, se m > my,

/ <u?<t>—ut<t>,wj>eo<t>dt\— / w(t)—ut@),wj)(so(t)—9<t>+e<t>>dt'
0) = ult) ) o) = 000 ]+ | [ 6) — o) 0 e<t>dt]

isto &,
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para toda ¢ € L?(0,T). O que implica que
(ugn(t)aw]) - (ut(t)’ ’LU]') em LQ(OaT)a (276)

quando m — o0.
Agora, considere w € L>(0,7"). Por (2.71) e (2.76), segue pelo item (i), do Lema
5.28, que

(wM ([T (B)2) . (@ (6), wy)) "5 (M ([Vult)|2) . (ue(t), wy)) . ¥ w € L(0.T).
Em particular, se tomarmos w = 6 € D(0,T), obtemos
(OM (IVu™ )2, (™ (1), wy)) "=F (OM (IVu@)Z) , (u(t), w;) , ¥ 0 € D(O,T),
isto €,
/0 M [T (8)|2) (e (£), wy)o ()t "5 / M(Vu(®)]2) (e t), w)0(@)dt,  2.77)

provando (2.60), como desejado.

Para mostrarmos (2.61), consideremos ¢ € V. Segue de (2.10) (Observacdo 2.2),

da desigualdade de Holder generalizada com

LP2(Q) que

p . ~
4+ -+ —— =1edaimersio Vy, —
2p+2) 2 p+2 ’

|(f(™(2)) = f(u(®), )| S/Qlf(um(t))—f(U(t))Hw!dw

<o [ (14 O + O™ (0~ ulb)lolda
< all L+ [ ()] (D) st [0 (1) = (8 o ol 2
< by (90755 + | (0) o + ()52 ) 17 (8) = w()lall 12

<T (1217 + [ au™ )5 + 1au()3 ) [w(t) = u(t)a] Apla,

com C' = kyC, > 0, sendo C, = p, max{1l, y1,}. Entretanto, pela convergéncia fraco estrela

(2.56),, existe uma constante C' > ( tal que
(12175 + [|aw" ()] + Au(®)]$ ) < C.
Ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que

|(f (™ (2)) = f(u®), p)| < Cllu™ () = u(®)]l2l|A¢ll2, ¥ € [0,T]. (2.78)
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Logo, por (2.78), temos para 6 € D(0,T)

/0(f(um(t))—f(u(t)%wj)@(t)dt‘S/O [(F (™ () = f(ult), wy)| [6(2)]dt

< max (|6t )I)/0 Cllu™(t) = u(t)|2l| Aw;||2dt

t€[0,T]

<c / e (t) — ()| adt.

O que, devido a imersdo L?(0,7T;V,) < L'(0,7;V,) e a convergéncia (2.66), demonstra o
limite (2.61).
Em posse das convergéncias (2.58)-(2.61), estamos aptos a proceder o limite em

(2.55), quando m — oo, 0 que resulta em
_ /0 (s (8), ;)0 ()t + /O (Au(t), Aw;)6(t)dt — /0 /0 ot — 5)(Au(s), Aw;)dso(t)dt
+ / M|V u(t)2) (e(8), w))0(2) dt + / (F(u(t)), w,)0(t) dt = 0.

Integrando a primeira parcela por partes, segue que

T

| Gt wpeie+ [ o, auppod
// (t — s)(Au(s), Aw;)dsb(t)dt (2.79)
/ MUITu) ) (8), w,)o(E)dt + / (Fu(t)). w;)0(E)dt = 0,

paratodo j € Ne # € D(0,T). Como (w;) é base ortogonal para V,, temos que

/0 %((ut(t),v))ﬁ(t)dwr/ (Au(t), Av)o(t dt—/ / (t — 5)(Au(s), Av)dsO(t)dt

/ M|V u(t)[3) (ue(t), 0)0(0)dt + / (f(u(t)), )0(t)dt = 0.
ou ainda, aplicando o Teorema 5.13
| Gt oear+ / (A%u(r), v)6(e)dt
// (t — s)(A2u(s), v)dsO(t)dt (2.80)

+/O M([[Vu(t)][2) (ue(t), v)0 ()dt+/0 (f(u(t), v)8(t)dt = 0,



paracadav € Vye 0 € D(0,T). Deste modo, dadas v € Vy e 6 € D(0,T), temos que

<%(ut(t)av)’9> + <(A2U(t),2}),0> - </0 g(t - S)(AQU(S),U)dS,9>
— (M (IVu(®)||2) w(t),v) ,0) + ((f(u(t)),v),0) = 0.

isso implica que a fun¢do
u € L>0,T;Vy), u € L=(0,7T5Vs)

satisfaz, para cada v € V,, a equacdo

%(ut(t), v) + (A%u(t),v) — /0 g(t — s)(A%u(s),v)ds

+ (M ([IVu(®)12) ue(t), v) + (f(u(t),v) =0,

paratoda d € D'(0,7).

44

Como V; < V) — Vy — V| — V), cada termo de (2.80) pode ser reescrito como

segue
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[ommn=(f mon

u(t)), 0),v) .
Assim, podemos reescrever (2.80) como

({un(t),6),v) + <<A2 0),v) — ({(g * A%)(?),0),v)
+ (M (IVa()llz) we(t), 6), v) + {(f (u(t)), 0),v) = 0

ou seja,
<<utt(t) + A%y — /0 g(t — s)A%u(s) ds + M (||Vu(t)||§) w(t) + fu(t)), 9(t)> ,v> =0

paracadav € Vye 0 € D(0,T). Assim,

u () + Au — /0 g(t — $)A%u(s) ds + M (|[Vu(®)]]3) ue(t) + fu(t)) =0, (2.81)

em D'(0,T; V).

Temos que,
APu, M ([[Vu(t)]) s, g% A%, fu) € L*(0,T5 V). (2.82)

De fato, pela segunda desigualdade de (2.10) e pelas imersdes V, — Vy e V, — LPH2(Q),

£ = [ o) do
< /Q [, <1+|u(t)|p/2) u(t)]” da
< 9k, /Q (@) + [u()]"*?) da

< 2k, (Jlu®) 5 + u(®)1713)
< O (|a%a®f; + [[a%u®)];) < oo.

temos que

ou seja, f(u) € L*(0,T;V,). A limitagdo dos demais termos segue diretamente.
De (2.81) e (2.82), temos que uy; € L>(0,7T; V) e, por conseguinte,

t
Uy + A% — / g(t — s)A%u(s) ds + M(||Vu(t)|3)u + f(u) =0 em L=(0,T;V,),
0
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com
we€ L>0,T;Vy), u € L=(0,T5Vs), uy € L=(0,T;Vy). (2.83)
Ou ainda, por (2.83) e pelo Lema 5.15, temos que
u € L>(0,T;Vy) N C([0,T]; V2) N CH([0, T); Vo).

Dados Iniciais: Mostremos que u(0) = ug e u;(0) = u;. Primeiramente, vejamos que u(0) =
ug. De fato, seja § € C'([0,T]), de tal modo que #(0) = 1 e 6(T) = 0. Como u}* = u, em
L>(0,T;V,) ev; = w;f € L'(0,T; V), temos que

(v, u(£)) =3 vy, (1)),

ou ainda, . .
| o= [ wo.w)o

Integrando por partes, segue que
T m—o0 r
—(0)w) = [ 0. 0" (w0~ [ @) 0
0

De maneira andloga, da convergéncia u™ = u em L>®(0,T; V), comon; = w;¢' € L'(0,T;V}),

temos que
/0 (™ (1), ) ()t " / (u(t), ;)0 ()it

Deste modo,

T T
o)) = (@) + [ w80~ [0 0= 00) )
Por hipétese, temos que (w;)jen € base ortogonal de Vy, temos que
(u™(0),v) =5 (u(0),v), Vv € V4.

Logo, u™(0) — u(0) em Vy.

Por outro lado, pela convergéncia dos dados iniciais, sabemos que

u™(0) =5 uy em V.
O que implica que u™(0) — wup em V,, quando m — oo. Pela unicidade do limite fraco,
obtemos que u(0) = uo.

Agora, mostremos que u;(0) = u;. Seja 0 € C*(]0,T]) definida anteriormente e
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sejam j,m € N tais que j < m. Multiplicando (2.17) por 6 e integrando sobre [0, 7’|, temos

que

/O (W (1), w;)6(t)dt + /0 (A2u™ (1), w,)0(t)dt— /0 /O ot — $)(A2u™(s), w;)dsO(¢)dt
+ [ MR OB, oo+ [ o) w60 =0

Integrando a primeira parcela por partes, segue que

| o, wote = e wenly - [ e pp o
=) ) = [ 0w

Assim, substituindo na equagao anterior, tomando o limite quando m — oo, utilizando (2.19)

e que (w;);en € base de V,, temos que

—(ul,v)—/o (ut(t),v)el(t)dt+/0 (A2u(t),v)0(t)dt— i /0g(t—s)(AQU(s),v)dSQ(t)dt
+ [ MOV OB .00+ [ Gty =o, ¥ e,

Note que, fazendo uso da integragdo por partes,

/0 (ws(), )0 ()t = —(w(0), ) —/O %((ut(t),v))e(t)dt, VeV

Logo,

—(ul,v)+(ut(0),v)+/0 %((ut(t),v))e(t)dH/O (A2u(t), v)0(t)dt
T / / g(t — )(A%u(s), v)dsb(t)dt + / MV u()|3) (u(t), 0)6(t)dt

para cada v € V. Logo, por (2.80),
(ur,v) = (ut(0),v), Yv € V.
Como V), € denso em V%, segue pela continuidade do produto interno que

(u1,v) = (ut(0),v), Yv € V.
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Portanto, u(0) = u;.

Dependéncia Continua e Unicidade: Consideremos z' = (u,u;) e 2> = (v,v;) como sendo

duas solugdes fortes para o problema (2.1)-(2.4), com dados iniciais correspondentes 2§ =
(ug,uy) € 22 = (vo, v1), respectivamente. Definindo w(t) = u(t) — v(t), entdo 2'(¢) — 22(t) =

(w(t), wy(t)) e w é solugdo forte do problema

wy (1) + A%w(t) — /0 g(t — 8)A%w(s)ds + M (||Vu(t)||§) wy ()

(2.84)
=M ([[Vo(t)[I2) ve(t) + f (u(t)) = f (v(t)) =0,
com dados iniciais (w(0), w:(0)) = (up — vo, u; — v1) := (wp, wy).
Multiplicando (2.84) por w; e integrando sobre 2, temos
(Wi (t), wi(t)) + (A%w(t), wi(t)) — /0 g(t = s)(A%w(s), wi(t))ds
(2.85)

+M ([[Vu(t)]12) (ue(t), we(t)) — M ([Vo(t)]12) (ve(t), we(?))
+(f (), wi (1)) = (f (v(t)) , wi(t)) = 0.

Como as seguintes identidades sdo validas

(1), (1)) = 5 (D)3
(Dut), Aw(1)) = 5 S Aw(,

podemos reescrever (2.85) como segue

& @1 + 18w} = [ (e = 9)(du(s), Aw(0)ds

) = M(I[Vu(®)[13) (w(t), we(t) + (f () = f (u(t)) , w(t)).

| —

= M(|[Vo)[3)(ve(t), we(t

~—

Ao somarmos e subtrairmos M (||Vu(t)||3)(us(t), w:(t)) na expressdo anterior e também utili-
zando (2.28), obtemos

s Lo + ootz - (| tg(s)ds) 2w} + GOAu)0 |

— M(||Vu@®)|3)] (w(t),we(t)) — (2-86)

(¢ T8w)() — So(t) | Aw(t) 3

= M ([Vo(®) [l2w: @)z + [M (V)]
H( (w(0) = f (ult), wilt)) +

o= B

Pela imersao V, — V), e pela estimativa (2.44), segue que

IVo@)ll; < C.
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Entretanto, temos por hipétese que M € C*(]0, 00)). Entdo,

IVe(t)I3
| M([Vo®)]3) = MIVut)]2)] = /”V o M(€) dg

Vo(®)|13
M’ d€.
< 4 M(©)] de

Vu(t)|I3

< max [M'(©)] (IVe@)llz = [IVu(®)ll2) -

Como,

IVo@)]3 = IVu@®)lz = (Vo2 + [Vu@®) ) (Vo2 = [[Vu(t)]2),

segue

[M([Vo@)[3) = MIVu®)D)] < Cs(IVo@)ll2 + V@) [l2) (IVo@)ll2 — [[Vu(t)]2)
< Co([Vo@)lls + [IVu@®)ll2)([[Vo(t) = Vu(t)]2)
< Go([Vo@)llz + IVu®)l2) [[Vw(t)]s,

com Cg = max |[M'(§)]. Com isso e a imersdo V, < )V em mente, ¢ lembrando que
0<g<C

|Vu(t)||3 < C, temos
[ M([Vo@)]3) = M([Vu®)5)] < Cllaw(t)].. (2.87)

Pela hipétese (2.5),
1, 1
(gBAw)(t) — S9(t) ]| Aw(t )iz <0.

Disto, e substituindo (2.87) em (2.86), segue que

o (g + 120013 - ([ o661 ds) hwtolp + 0500 |

< M ([IVo@)[I3) w115 + CllAw(b) |2 |(ue(t), wi(#))]
+(f (w(t) = f (u(t), wi(t)).

(2.88)

Agora, fazendo uso da hipétese (2.10), note que
(f (W(®)) = f (u(t)), wi (X)) < |(f (v(t) = f(u(t), we(t))]

(f
< [ire ) llwe()|dz
< ky / (1 T u(t)[5 + |u<t>|5) [w(t)] Jewi(1))] do
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1

)

_|_
20p+2) p+2
imersdo V, — LF2(Q),

1
Além disso, como + 5= 1, pela desigualdade de Holder generalizada e pela

(f () = f (u(®)) , wi(t))

< ky

L+ ()] + u(®)[2|[, ) 0], 1w )],

P
P P
2

o (190755 + 0@ 342 + i3z ) 104 e,

< ks 190755 + 3 ([ Av(®)]F + 18u@)7 ) | A0, i),

IA

com k3 = kopi,. No entanto, pela estimativa (2.41) e pela desigualdade de Young, temos
P L
(f (1) = F (ut)) ,wi(®)) < ks (10755 + 203 C) [[Aw(®)], o (8))],
< CllAw@) |y [lwe )l
1 1
<0 (FIauE + 5 luo1E)

< C ([lAw(®)]l5 + lwe(®)]3) -

Em tempo, como [0, C] € compactoe M € C", existe uma constante C7 > 0 tal que M (s) < C
para todo s € [0, C]. Deste modo, por (2.87), a desigualdade (2.88) pode ser reescrita como

o L@l + ol - ([ at1as ) 18w013 + w000

< Crllwi()]I3 + CllAw(E)]|2|(ue (1), wi(6))] + C (| Aw(@)]5 + [we(D)]]3) -

ou ainda,
s {1+ (1= [ ote)as) 12w + D200}
< CollwB)3 + 1w o (1), )] +C (13wl + (D)

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Scwhartz e, novamente, pela desigualdade de Young e

da estimativa (2.41), segue que

30 (8, 1)) <C w0l 1) )
<ClAw)lalu )l
<C (G181 + 5l )

<C ([Aw®)5 + [lw®)]3) -
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Deste modo,

@+ (1= [ ae)ds) 1801 + G080} < € (18wl + ).
(2.89)

Integrando (2.89) sobre [0, t], obtemos

t
lw: ()]l + (1 —/0 g(S)dS) [Aw(t)]|5 4 (90Aw)(t) < [[we(0)[13 + [|Aw(0)]]3
t
<0 [ (18wl + fui()1) ds
ou ainda, pela hipotese (2.5),

@13 + U Aw @) + (9DAw)(E) < [lwi]l3 + | Awoll3

t
0 [ (18w + (o)) ds.
Como (g0Aw)(t) > 0el < 1, segue que
t
L([lwe ()13 + [[Aw(®)]3) < [Jwil + ||Awo||3+0/0 (1Aw(s)]I3 + [lwe(s)]I3) ds.

Logo,

wil|? || Awol|? t
o)+ ey < P22 4 IS0 o 7o) + o)) s

Pelo Lema 5.5, existe uma constante C > 0 tal que

lwe(@)]]2 + [[Aw(@)3 < Cr (o]l + [[Awoll3) , ¥ ¢ € [0,T],
cT
sendo Cp = e > () uma constante que independe de m € N, mas dependente de 7" e dos
dados iniciais em V. Lembrando que w = u — v e (wp, wy) = (ug — vg, u1 — v1), temos que
lue(t) = w3 + | Au(t) = Av(®)3 < Cr([lur — vl + [[Aug — Awol3), ¥ ¢ € [0, 71,
ou ainda,

I28(t) = 2*(®)llv < Crllzg — 25 llv, ¥ t €0, 7],

onde Cr = Cr (T, || 24|y, |28]lyv) > 0. Em particular, se consideramos duas solugdes fortes, 2!

e 22, com mesmos dados iniciais, isto €, z} = 22, segue a unicidade da solugdo.
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Isto encerra a demonstra¢ao do Teorema 2.2. [

2.3 EXISTENCIA E DEPENDENCIA CONTINUA DE SOLUCAO FRACA

Nesta secdo estabeleceremos a existéncia e dependéncia continua de solugdo fraca
para o problema (2.1)-(2.4), utilizando a existéncia de solucdes fortes e argumentos de densi-
dade.

Definicao 2.3. Uma fungdo v : 2 x (0,7) — R na classe
u€ L®(0,T;Vy) NC(0,T;Vy) NC*(0,T;Vy),

satisfazendo, para cada v € Vs, a equagdo

t
G (0).0) + (8u(0), 80) — [ gt =) (u(s), Av) ds
0
+M ([[Vu(t)3) (ue(t), v) + (f(u(t),v) =0
em D'(0,T) e as condicdes iniciais (2.4) € dita solugdo fraca do problema (2.1)-(2.4).

Teorema 2.4. Sob as hipéteses (2.5)-(2.9), dado T > 0, se (ug,u1) € V, entdo existe uma so-
lucdo fraca para o problema (2.1)-(2.4). Além disso, tal solugdo fraca depende continuamente
dos dados iniciais em V. Mais precisamente, se z' = (u,u;) e 2> = (v,v;) sdo duas solugées
fracas do problema (2.1)-(2.4) correspondentes aos dados iniciais 2} = (ug,u;) e 22 = (vg,v1),

entdo existe uma constante K+ = Kr(T, ||z} |lv, ||22||v) tal que
12 (t) = 2% () llv < Krllzg — 2gllv, paratodot € [0, T).

Demonstragdo. Seja (ug, u1) € V. Como H é denso em V, existe uma sequéncia (ug, u}) € H

tal que

m—oo

(ug,uy) — (ug,uy) em V. (2.90)

Entretanto, para cada n € N fixado, segue pelo Teorema 2.2 que existe uma Unica solucdo forte

(u™, uy) € H que satisfaz o problema

t
upy + Au" — / g(t — s)A*u"(s)ds + M(||Vu"(t)||3)u? + f(u™) = 0em Q x (0,00)
0
(2.91)

com condig¢des de fronteira (2.2) ou (2.3) e condig¢des iniciais

u"(0) =uy e uy(0) =uy em €.
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Dadot € [0,T] e j € N, consideremos o seguinte problema aproximado

Wmeﬂ+UMW&Awﬂ—Ag@—ﬁUMW%A%MS

HM([[Vu™ ()112) (uf (), w5) + (f (u"(8)),w;) = 0.

(2.92)

Estimativas a priori: A seguir, faremos estimativas para procedermos o limite na equagado (2.92).

e Estimativa a priori I: De maneira andloga a utilizada para obter a Estimativa a

priori I do Teorema 2.2 (ver (2.44)), segue que
lAu (I + w2 < C, Ve 0,T] e YneN, (293)

onde C' = C (|| Augl|3, [Ju1]]3) > 0.

e Estimativa a priori II: Sejam m,n € N, tais que m < n, e considere duas solu-

¢oes 2" = (u™,u)") e 2" = (u",u}) do problema (2.92), com dados iniciais correspondentes
m m m n n n 1 1 R n m
2 = (uf',u") e zi = (ufl,ul), respectivamente. Definindo w = u" — u™, procedendo de

forma semelhante as etapas (2.84)-(2.2), segue que

1Aw@®)3 + lwe(®)]13 < Cr ([Aw(O)I[3 + lwe(0)]3) , ¥ ¢ € [0, T], (2.94)

sendo O = C7r (|| Aug||3, ||u1]|3,T) > 0. Deste modo,
12°(8) = 2" (D)llv < Crllzg — =" lv, V€ [0,T].
Considerando a norma do supremo,
12" = 2" loqov) < Crllzg — 20" [lv- (2.95)

Note que, pela convergéngia (2.90), (z{') € uma sequéncia de Cauchy em V. Logo, por (2.95),
(2™) também é uma sequéncia de Cauchy em C'([0, T']; V). Por conseguinte, como C([0,7]; V)
¢ completo com esta norma, (z") é uma sequéncia convergente neste espago, isto é, existe
z = (u,u) € C([0,T); V) tal que

22X 2 em C([0,T]; V).
Ou seja,

(u™, u") =3 (u,u) em C([0,T); V). (2.96)

Agora provaremos que (u, u;) € uma solug@o fraca de (2.1)-(2.4).

Passagem ao Limite: Por (2.93), (2.96) e pelos Lemas 5.23 e 5.24, existe uma subsequéncia de
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(u™), também denotada por (u"), tal que

u > u em L2(0,T; V),
ul > u, em L=(0,T; V),
u —u em C([0,T];Vs),
u? = uy em C([0,T]; V).

(2.97)

As convergéncias em (2.97) s@o suficientes para passarmos o limite no problema aproximado
(2.92). De fato, procedendo de maneira andloga ao feito entre as etapas (2.56)-(2.79), temos
que, paratodo j € Ne § € D(0,T), é valida a igualdade

/O < un(t) w00yt + /0 (Au(t), Aw;)0(t)dt — /0 /0 g(t — 5)(Auls), Auwy)0(t)dsdt
= [ MUTuOR) (0. w0+ [ (o). w)oie) de =0,

Como (w;);en € uma base para Vs, entdo

/0 %(W(ﬁm)@(t)dt%—/ (Au(t), Av)d(t dt—/ / (t — s)(Au(s), Av)0(t)dsdt
/ M([[Vu(t)]|3) (us(t), )()dt+/0 (f(u(t)),v)0(t)dt = 0,

(2.98)
paracadav € Vy e 0 € D(0,T). Reescrevendo (2.98), obtemos que
d t
—(ue(t),v),0 ) + ((Au(t), Av), 0 —</gt—s Aus,Avds,0>
(50,0, ) + (@t 80,0 = ( [ g(e - )8ut), a0 .
+ (M (IVu@)[12) ui®), v) . 0) + ((f(u(t)),v) . 6) = 0.
O que implica que a funcdo u pertencente a classe
u € L>0,T; V) N C([0,T]; Vo)
satisfaz, para cada v € V,, a equacdo
d t
—ut,v+Aut,Av—/ t — s)(Au(s), Av)ds
G0m(0).0) + (8u(t), &) — [ g(t — 9)(u(s). A 0100

+ (M ([Vu(®)]l2) uelt), v) + (f (u(t)), v) = 0,

para toda 6 € D'(0, 7).

Por outro lado, uma vez que Vo — V; — V) — V| — V), podemos reescrever
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cada termo de (2.98) como

</0 g(t — s)(Au(s), Av)ds, 9> = /0 g(t — s)(Au(s), Av)dsO(t)dt
(M(IVu()[3)(w(t),v),0) = /0 M([[Vu(t)][3)(w(t), v)0(t)dt

Assim, podemos reescrever (2.98) como

<<utt(t)’9>7v> + <<A2u(t)79>’v> - <<<g * AQU
+ (M ([[Vu®)3) w(t).0),v) + {(f(u(t)),0),v) =0,

S~—
—~
~~
SN—
)
~
<
~—



56

ou seja,
<<utt(t) + A%y — /o g(t — s)A%u(s) ds + M ([|[Vu(®)|3) w(t) + f(u(t)), 9(t)> ,v> =0,
paratodav € Vyecada® € D(0,7). Assim,
ug (t) + Au — /Otg(t — $)A%u(s) ds+ M (| Vu(t)||3) w(t) + f(u(t)) =0 (2.101)

em D'(0,7;V3).

Provaremos que
Au, M (||Vu(t)|) w, g% A%u, f(u) € L=(0,T;V5). (2.102)
Com efeito, seja ¢ € V,. Temos que
(A%u(t), ¢) = (Au(t), Ad) < |Au(t)ll;y |8l < [ull oo o,y 1A
Deste modo,

| A2u(t)|

Vi < HUHLOO(O,T;VQ) < o0, Vite [O,T] :
Fazendo uso do Teorema 5.16, também temos que

(g A%) (1), 0) = (A (g Au) (1), )
< (g Au) (1), Ap)
/0 g(t — s)Au(s)ds

S ‘

1A,
2
t
< [ ot =) 18u)l, ds 12,
< HQHLl(R+) HUHLOO(O,T;]/g) AP
Logo,
H (g * Azu) (t)”vé < HQHLI(RJr) HU’HLOO(O,T;VQ) < oo, Vte[0,T].

Portanto,
APu, g A*u € L*°(0,T; V).
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Além disso,

M ([Vu(t)l]) u € (0, T; Vo) < L=(0,T; V),
f(u) € L®(0,T; Vo) = L(0,T; V).

De (2.101) e (2.102), concluimos que
t
Uy + A — / g(t — 8)A%u(s)ds + M(||Vu(t)||3)u: + f (u) = 0 em L=(0,T; V),
0

(2.103)

com
we L>®0,T;Vs), us € L=(0,T;Vy), uy € L=(0,T; V).

Finalmente, pelas duas primeiras convergéncias em (2.97), por (2.103) e pelo Lema 5.15, temos

que
U € LOO(O, T'7 VQ) N O(O, T, Vg) N CI(O, T, Vo)

Dados Iniciais: A demonstragdo € andloga a feita no Teorema 2.2.

Dependéncia Continua: Sejam z1 o = (ug,u1),220 = (vo,v1) € V, respectivamente. Pela

densidade de H em V), existem sequéncias (z7) = (ug,uy) e (25,) = (vg,v) em H tais que

n \ N—0oo
4 — Z
(210) 1o (2.104)

n—oo

(Zg,o) — 220-

Dado n € N, sejam z" = (u",u}) e 2§ = (v",v}]') duas sequéncias de solugdes fortes do

problema (2.1)-(2.4), associadas aos dados iniciais (z7) € (23 ), respectivamente, satisfazendo

n—oo
u", uy) — (u,uy) em C(|0,T];V),
(i) =5 () em (0.7 o108
(v",v) — (v,v) em C([0,T];V).
Pelo Teorema 2.2,
27 (t) = 23 (t)|lv < Krll2lg — 250llv, YVt €1[0,T] eV neN, (2.106)

com K7 = Kp(T, ||27|lv, [|250]lv) > 0. Entretanto,

1210 = 250llv = lz10 — 220llv| <ll2T0 — 250 — 210 + 2200]lv

<210 — 210llv + ll220 — 220]lv-
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Pelas convergéncias (2.104), temos que

1210 = 250lly — 210 — 220lly| =5 0

O que implica que
1270 = 250llv = llz10 = 220llv-

Procedendo de maneira andloga,

W21 () = 25 (Olly = [[21(8) = 22Ol < [[21'(1) = 20Ol = [l22(8) = 22()[lv

< [l = zlleqomy) = 122 = 22lleqomiv,
para cada ¢t € [0, T]. Pelas convergéncias (2.105), segue que
127(t) = 25 (Ol = lz1(t) = z2(B)llv] =30, ¥ ¢ € [0, 7],
ou seja,
122(t) = 25 () lly == [21(t) = 22(t)llv, ¥ ¢ € [0,T].
Deste modo, procedendo o limite quando n — oo em (2.106), temos que

|21(t) — z2(t)[lv < Krll210 — 220llv,, VT €[0,T].

O que demonstra a dependéncia continua de solugdes fracas em ) e encerra a demonstragcdo

deste resultado. O]

2.4 EXEMPLOS DE f

Nesta se¢do iremos exemplificar fungdes que satisfacam as condi¢des (2.7) e (2.9).

De maneira mais geral, serdo expostos alguns exemplos de funcdes tais que

1f(s) <k (1+]s]"), VseR, (2.107)
—a18° < f(s < f(s)s +ags®, VseR, (2.108)

para constantes k,q > 0 e aj,as > 0. Sem perda de generalidade, consideraremos f(0) = 0.
Do contrario, se f(0) = fo # 0, basta definirmos f;(s) = f(s)— fo e, assim, teremos f;(0) = 0.
Note ainda que | f(s)| = | f'(s)| e fi(s) = f(s) — s/o.



Exemplo 2.1. A func¢ao

f: R—R

s f(s) = |sl"s, ¢>0,

satisfaz as hipoteses (2.107) e (2.108) para qualquer s € R.
De fato, como f'(s) = (¢ + 1) |s|?, considerando k£ = ¢ + 1 > 0, temos

|f'(s)] =k |s|*
<k(1+]s|%), VseR.

N 1
Por f(s) = —— |s|"* > 0, temos
q+2

~

—a15* < f(s), Yap >0 e VseER.

<1,

Por outro lado, como

q+

fls) < Js|"*?
< s[*]s]*
< |s|?s?
< f(s)s
< f(s)s+ass®, Yay >0 e VseER.

O que mostra que as condicdes (2.107) e (2.108) sdo satisfeitas.

Exemplo 2.2. Consideremos a fungdo

fR—R
s— f(s)=als|"s+bs, a,q>0 e beR.

Mostraremos que as hipéteses (2.107) e (2.108) sao satisfeitas.

Com efeito, por f'(s) = a(q+ 1) |s|? + b, temos que

[f'(s)] < alg+1)s|"+ |b]
< max{a(qg+1),[bl}(|s| +1)
<Ek(1+]s]Y), VseR,

sendo k = max {a (¢ +1),]b|} > 0, ou seja, a condigdo (2.107) é satisfeita.

59
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Agora, observe que A(s) = qf‘y |s]qu2 + 232 > (. Assim,
—a1s2 < f(s), Vay, >0 e Vs€ER. (2.109)
Por outro lado,
F(s) < als|”s® + bs?
< (a|s|"s+bs)s (2.110)

< f(s)s
gf(s)s+a232, Var, >0 e VseRR.

Logo, por (2.109) e (2.110), a condi¢do (2.108) ¢ satisfeita.

Exemplo 2.3. Consideremos

f:R— R
s
s— f(s) =
(s) Is]” +1
Temos que
1 —s2 ~ 1
f'(s) = — i 2€f8)251n(82+1).
(Js|" +1)
Note que
3
1 1+ |s|”
F(s) < 2§( s )231+|s|2.
2 2
(1+]s]%) (1+1s]%)

Isto &, f satisfaz a condicfio (2.107), com k = 1 e ¢ = 2. Como In (|s|2 +1) > 0 para todo

s € R, entdo

~

—a15° < f(s), Yap >0 e VseR.
Por outro lado, para provarmos a segunda desigualdade de (2.108), definamos

fliR—>R
2

1
s — h(s) = §ln (s°+1) - 323—1—1 — 5

Como
s (2s* 4+ 3s* + 3)

1(s) =~ (s2 + 1)2

)
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temos que

fi(s) >0, se s <0;
f{(8>207 se s = 0;
fi(s) <0, se s> 0.

Consequentemente, pelo Teste da Primeira Derivada, s = 0 € um méximo local
de fi. Além disso, f; é crescente em (—o0,0), uma vez que possui derivada positiva neste
intervalo, e decrescente em (0, 00), pois possui derivada negativa neste intervalo. Portanto,

s = 0 é um maximo global de f;. Assim,

2

%ln(s2—|—1)—s2— S h(s)< A(0)=0, VsER,

241
ou ainda, ,
—In(|s|* +1) < | |28 ] + 5%, VseR.
Deste modo,
2

1
§1n(|s|2—|—1) +ags®, Vay>1e VseR

P —
T s+

Portanto, f satisfaz a condi¢do (2.108) paracadaa; > Oeay > 1.
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3 ESTABILIDADE DE ENERGIA

Neste capitulo mostraremos que o funcional energia associado ao problema (2.1)-

(2.4) decai de forma geral, incluindo taxas como exponencial e polinomial, entre outras.

3.1 O FUNCIONAL DE ENERGIA

Seja u uma solugao forte de (2.1)-(2.4) com dados iniciais (ug, u;). Multiplicando

(2.1) por u; e integrando sobre (2, temos

(e (1), (1)) + (A%u(t), ue(t)) — /O g(t — s)(A%u(s), u(t))ds

+M ([Vu®3) @)l + (f (u®), u(t)) = 0.

3.1

Definindo o funcional energia correspondente ao problema (2.1)-(2.4) por

£t = 3 {0l + (1= [ o(o)as) 18u 3 + 000 0} + [ Futinas, 62

podemos reescrever (3.1) como

CE)+ M (IVu)I2) )2 = 1 (Od) (1) — o) |DuE. G

Entretanto, sabemos que
1 1
M ([Vu®)[5) llu ()5 > 0, 59(t) [Au(®)]; > 0e 5 (9'DAw) (1) <0, V>0,
temos
d
aé:(f) <0,Vt>0, (3.4)

ou seja, £(t) é decrescente.
Antes de prosseguirmos, vejamos um resultado que nos garante que £(t) > 0 para
todot > 0.

Lema 3.1. O funcional energia £(t) satisfaz

1 1 E(t
@+ s15ueiz < 52, vezo 6.5
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Demonstragdo. Pelas hipoteses (2.5), (2.9) e pela imersao V, — V),

1 1 t 1 N
) =glutl + 5 (1= [ o(o)as) 12uoIf + 5 6O8uw) + [ Fruto)as
1 1 ! 1 !
>l + 5 (1= [ ato)as ) 18uol} + 5 (a0mute) - Jlatol
1 l [
>3 lhu6)13 + 51 8u() 1 — 5 Au(o)
1 1
>l + 5 (1- 2 ) jauo
1
> u0)3 + 2 (o)
1 1
261 (ol + 5180012,
ou seja,
1 1 E(t
S+ 5laug < 52, vezo,
como desejado. [

Nas préximas duas se¢des, mostraremos que o funcional energia £(t) associado ao
problema (2.1)-(2.4) decai ao menos a uma de taxa de decaimento exponencial analisando os
casos em que

g(0)=0e M(s) >0, Vs>0

ou
g(0) >0 e M(s)>0, Vs=>0.

3.2 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO 1

Nesta secdo, analisaremos o decaimento geral de energia quando ¢g(0) = 0e M(s) >
0 para todo s € [0, 00).

Primeiramente, note que se g(0) = 0, entdo g = 0, uma vez que por hipdtese g
¢ uma funcdo ndo negativa e decrescente. Como consequéncias, na hipdtese (2.5) temos que
[ = 1eoproblema (2.1)-(2.4) se reduz a

wy + A%u A+ M(|[Vu®)||3)u + f(u) =0em Q x (0,00), (3.6)
sujeita a uma das seguintes condi¢des de fronteira

u = Au = 0 sobre I' x [0, c0) (3.7)
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ou

u= du _ 0 sobre I' x [0, c0), (3.8)
ov

sendo v vetor unitdrio normal, com as seguintes condi¢des iniciais
u(+,0) = ug, u(+,0) = uq em . (3.9)
Definicdo 3.2. Uma fungdo u : Q x (0,T) — R na classe
we C([0,T)Ve) NCH([0,T]; Vo) N L= (0,75 V),

satisfazendo (3.6) quase sempre em Q x (0,T) e as condi¢des iniciais (3.9) quase sempre sobre
Q) ¢ dita solucgdo forte do problema (3.6)-(3.9).

Definicao 3.3. Uma fungdo u : Q x (0,T) — R na classe
u e C([0,T]; V) NCH([0,T]; Vo) N L™= (0,T; V),

satisfazendo, para cada v € Vs, a equagdo

d

= (w(1),v) + (Au(t), Av) + M ([Vu(@)llz) (w(), v) + (f(u(t)),v) = 0

em D'(0,T) é dita solugdo fraca do problema (3.6)-(3.9).

Teorema 3.4. Dado T' > 0 arbitrdrio, sob as hipdteses (2.6)-(2.9), se (ug,u1) € H, entdo
existe uma solugdo forte u para o problema (3.6)-(3.9). Além disso, tal solucdo depende conti-

1 2

nuamente dos dados iniciais em V. Mais precisamente, se z' = (u,u;) e z* = (v, v;) sdo duas

solugdes do problema (3.6) correspondentes aos dados iniciais 2} = (ug,u1) e 22 = (v, v1),

respectivamente, entdo existe uma constante Cy = Cp(T, ||z v, ||28]v) tal que
I28(t) = 2*(t)llv < Crllz — zllv.

Em particular, a solugdo forte é tinica.

Demonstracdo. A prova segue de maneira andloga a do Teorema 2.2, considerando a funcao

nicleo da memoéria g = 0. O

Note que podemos reescrever (3.1) e o funcional energia (3.2) como segue

(uae (£), (1)) + (A%u(t), we(t)) + M([Vu()l[3) u(@)]5 + (f (), w(t)) =0, (3.10)

&) = 3l (Ol + 515 + | Flute)de (.11
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Deste modo, podemos reduzir (3.10) a
d
ZEN + M (IVu(®) 1) ()2 =0, ¥t > 0. (3.12)

Por M (||Vu(®)|)3) |lu(t)||5 > 0 para cada t € (0, 00), temos que (3.4) continua vélida, isto &,

%5@) <0,Vt>0. (3.13)

Logo, como o Lema 3.1 continua valido mesmo quando g = 0, temos que
0 < E&(t) < &£(0). (3.14)

Por outro lado, pelas hipoteses (2.10) e (2.9), pelas desigualdades de Holder e de
Young e pelas imersdes Vo < Vg e Vo — LPT2(Q),

1 1 ~
&0 = zlull+ 51wl + | fluds

1 1 18

< llall + 5l + | |fun)ulde + 3 uol3
2 2 o 2
1 1 18

< §||U1||§ + §||AU0||§ + [1f (uo)l2]luoll2 + §||U0||3

( ) (3.15)

1 1 2+ 18

< gl + 51l + S A

1 1
< Slhll3 + 51 Aug 5™ +

(2+15)
2

M1

1A f3

<C

sendo C' = C' (||(ug, u1)l|,,) > 0.
Antes de enunciarmos o principal resultado desta se¢do, vejamos um lema que nos

auxiliara a demonstra-lo.

Lema 3.5. Existe uma constante my > 0 tal que o funcional energia &(t) satisfaz

d
d_tg(t) < —my|lus()||3, V¢ > 0.

Demonstracdo. Como V, — V), pelo Lema 3.1 temos

1 2 2
Vu®)||2 < —||Au()|]? < —E&(t) <
| (>||2_#2|| ()||2_u251 ()_#251

£(0), Vit>0,

2
isto é, existe uma constante L := A > 0 tal que ||Vu(t)]]3 € [0, LE(0)], qualquer que seja
201

t € (0,00). Como M(s) > 0, para cada s € [0,00), e M é uma fun¢io de classe C, existe



uma constante m, > 0 tal que

M (||[Vu(®)]?) > in M(s)> > 0.
(IVu()|3) > fnin (s) > my

Portanto, por (3.12),

d
%S(t) < —my|ju ()3, YVt > 0.

Finalmente, vamos enunciar e provar o principal resultado desta se¢@o.

Teorema 3.6. Sob as hipoteses do Teorema 3.4, o funcional energia satisfaz
E(t) <3E(0)e™, Vit >0,

sendo
m

1
co + C1Mg2(0)

~

, com cg, c1,my > 0.

Demonstracdo. A demonstracdo serd dada em vdrias etapas, como segue.

Etapa I - Definindo Funcionais. Vamos definir a energia perturbada

E(t) = E(t) + £y (1), Yt > 0,

sendo £ > 0 a ser fixado posteriormente e

Dy () :/ﬂut(t)u(t)dm.
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

Etapa 2 - Estimativas. A respeito do funcional energia perturbada definido na Etapa 1, existe

1
uma constante Cg > 0 tal que se ¢ < T temos
8

1
SE() < (1) < ge@), Vi 0.

De fato, dado ¢ € [0, o0),

E(t) = E@)] = e[ P1(1)] = & [(ue(t), u(t))] -

(3.19)
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Pelas desigualdades de Holder e de Young, pela imersdo V, — V) e pelo Lema 3.1

.0 — )] < < ), (o),
<< (5 lulol} + 3 luol2)

1 1
<< (5 hul0l} + 5 1au)?)

1 1 1
< emac {1 L (Lol + J hauo)

<eCg€(t), Vit >0,
1 1
onde (s := — max {1, —} > (. Logo,
B M1

(1—eCe)E() < E() < (1+C)E(F), VE>0eVe> 0.

. 1
Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno de tal modo que ¢ < o temos
8

1

55(75) < 86(t> < 8<t>, Vit > 0.

[\ V]

Etapa 3 - Derivada de ®,. Existem constantes cq, ¢; > 0, que independem dos dados iniciais,

tais que
d 2 2 ﬁ2 2
7 81(0) < (o + eaMe) lu(@)ll; = 5 [Au@)ll; = E(F), VE>0,  (3.20)
de M) := M ﬁl
onde Mg = max (s)efr == >0,

De fato, diferenciando o func1ona1 ®,, fazendo uso da equacgdo (3.6) e do Teorema

5.13, temos que

d

Z®1(0) = [u(@)llz = [|Au(@)]l3 = (u(®), f () + Ly, (3:21)

sendo

Ly = —M (|Vu(®)3) (u(t). w(1)).

Temos que M (|| Vu(t)]|3) < Mgy, paratodo ¢ € [0,00). Segue pelas desigualdades de Holder,
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de Young e pela imersao V, — V), que

(L] < Meo) |(ul(t), wi(t))|
< [lu(®)ll; Meo Hut(t)Hg

u(t)]l;

2
<nlu@®)lz+

< Lau))? + Mgy e (£)]12.
= 2 4y ?

Deste modo, por (3.21),

M:‘,Z'O 2 2
Lot < (1 n W”) a8+ (22~ 1) 8utol?
~ (ult). £ (u(t)) + £(8) — £(2),

ou ainda, de (2.9),

2

M 0 2 2 2
St < -£() + (2 n T”) o1+ (2 = 3 ) NAu(e + Sl

Como V, — V), segue que

d 3 M 1
Lot < £ + <§ " ;;”) o+ (2 + 5o = 5 ) A,

ou ainda,

d 3 Mg, 9 n b 2
Eq)l( ) < =E(t) + (5 + Iy [[ue ()| + (E - 3) [Au(t)l, V> 0.

Se tomarmos 7 < % temos que

d B
S(1) < —E(t) + (e + a MEg) @)} — 2 [Au(®)3, ¥t >0,
3 1
sendo 35 = ﬁ;,co =3 ec; = %

Etapa 4 - Derivada de E.. Existe €1 > 0 tal que

%Sg(t) < —e€(t), Vi>0eVee (0,e]. (3.22)
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Com efeito, por (3.17), pelo Lema 3.5 e por (3.20), temos que

d d
TED) = SEW0) + e i1

< —mulug(t)[|3 = €€(t) + e (co + 1t ME(g)) lue(t)]]5 — 5— 1Au(®)];
< —e€(t) + [ (co + 1M (g)) — mu] lus(t)]]3 — 5%||Au(t)||za vVit>0,

ou ainda,

5#5 () < —<€(t) — [m1 — & (co + 1 MZ)] Jun(t) 3, ¥ > 0.

my

(C() + ClMg(0)>

Definindo ¢, := , segue que para todo £ < £ vale

d
— < — .
—Ee(t) < —€€(1), V>0

1
2Cs’
(3.19) permanece vilida, qualquer que seja t € [0, 00).

Etapa 5 - Conclusdo. Definindo € := min { €1 } entdo, para todo € < ¢, a desigualdade

Por outro lado, uma vez que £ < €1, se € < g, por (3.22) obtemos que
d
agg(t) < —88<t), vVit>0.

Ou ainda, por (3.19),

d 2¢e
—E.(t) < —=&.(t), V>0,
SE() S —TE), V>
isto €,
d 2e
—&(t < t
dtf()+38() 0, Vt>D0.
Logo,
d 25t
TEe(t)e’ 42 8() L <0, V> 0.
Dai,
i(sg(t)e%”)m V>0,
dt -

Deste modo, integrando a expressédo anterior sobre [0, t],

E(t)e! < E.(0), V> 0.
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Entao,

E.(t) < E(0)e 5!, Vi > 0. (3.23)

Novamente, por (3.19), segue de (3.23) que

1

SE(1) < E(0)e™ %", Vi >0,

DO | o

ou seja,
E(t) < 3E(0)e T, Vi > 0.
Portanto, existe v > 0 tal que

E(t) <3E(0)e M, V>0, (3.24)

2
sendo v = g > () independente de M, porém

my

Co + clMg‘(o)

v~ >0,

com cg, c1,my > 0. [

3.3 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO I1

Nesta se¢do analisaremos o decaimento geral de energia para o caso em que g(0) >
0e M(s) > 0 paratodo s € [0,00).

Neste caso, por (3.4) temos que
E(t) <&(0), Vi>0.

Por outro lado, sabemos que
£(0) <C < 0,

sendo C' = C (||(ug, u1)||%) > 0. Por hipétese, M(s) > 0, para todo s € [0,00). Logo, por
(3.3),

Lew) < %(g'DAU) (), V10, (3.25)

uma vez que podemos ter M = 0. Sendo assim, consideramos a seguinte hipétese adicional g.
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Decaimento do nicleo da meméria. Sejam ¢ : [0,00) — R uma fungdo de classe C' e

&1 > 0 uma constante tais que

g t) < —&(t)g(t), Vit >0; (G1)
£'(t)

1) >0, €0 <0, |55

‘S&, vVit=0. (G2)

Note que pela hipétese (G1)
g (1) €O 1 g(1)g(t)el € <o,

ou ainda,

% (g(t)efffﬁ(S)dS) <0.

Logo,

g(t)elo €4 < g(0) = g(t) < e~ hE€sg(0), Vi > 0.

Teorema 3.7. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, juntamente com as adicionais (G1) e (G2)

sobre a fungdo g, o funcional energia satisfaz
E(t) < Keh&@ids i > (3.26)

sendo K = 35(0)e7f015(8)d8 >0e

Cq

o (1 + Mz, + 8(0)5)

, para algum cy > 0. (3.27)

Demonstracdo. A demonstracdo serd dada em etapas, como feito na sec@o anterior.

Etapa 1 - Definindo Funcionais. Primeiramente, vamos definir o funcional energia perturbada

por
F(t) == E(t) +e1®(t) + e2W(t), V>0, (3.28)

sendo €1, 9 > 0 fixados posteriormente e

O(t) = (1) /Q w(t)u(t)dz (3.29)

B(E) = —£(1) /Q w(?) ( /0 gl — ) [ult) — u(s)] dt) da. (3.30)
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Etapa 2 - Estimativa. Dos funcionais definidos acima, temos que existe uma constante C;; > 0

tal que se ¢ €9 < ——,
q 1+ 2_2011

%S(t) < Fl) < ;5(15), Wi 0. (331)

Com efeito, inicialmente note que

1 1 ! 1 l
e = glul+ g (1= [ alas) 1aul + 5 (GO2u0) - Tl

1 [ 1 l

> )13+ AU + 3 6O80(0) - o |
1 1 1

> Sl + 5 (1= 2 ) 18uOIR + 5 (O8u(e)
1 1

> L3+ 2 jau) + | (0.

Logo,
1 5 P 5 1

£(t) = Sl + Z1Au@l} + 5 (g0Au(r), V>0, (3.32)

Observe também que, pelas desigualdades de Holder e de Young e pela hipétes (G2),

[@(0)] < @) (w(t), u(t)) |
< SO @)]2][u(®)]2
1
o Sollu®) 2| Aullz

IN

IN

1 1
& (Sl + 51au0lR)

1 1
< G (I + 518001 . ¥e >0,

onde Cy := 5—0, sendo &y := £(0) < (t), paratodo ¢t > 0. Como pela hipétese (2.5) temos
Ha

t 00
/ g(t —s)ds < / g(t—s)ds <1,
0 0
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segue, pelas desigualdades de Holder e de Young, que

Deste modo,

[F(t) = E@)] < ea| ()] + £2] U (1)]

< &0 (IR + 5180018 ) + oG (Gl + 5 (020 (1))

<6 (B2 il + L2801 + 2 G080 )

< Co(ey +&9) (%Hut(t)H% + f—éluma)ng + % (g0Au) (t)) , Vt>0,

1
ou ainda, definindo Cy = max {1, 5_ },
1

70~ €01 < i e +23) (Sl + 212001+ (020 0)

isto é,

< C(er+e2)&(t), V>0,

[1 — 011 (81 + 52)] g(t) < F(t) < [1 + 011 (61 + 52)] g(t), Vit>0.

Considerando €1, 5 > 0 tais que

temos que

€1 +¢e2 < )
1 2_2011
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Etapa 3 - Derivada da ®. Existem constantes ¢, ¢y, co > 0, que ndo dependem dos dados ini-

ciais, tais que

—®(t) < — EM)E) + (co + M) (1) un(t)5

dt
F et (r) (g0w) (1) — 2260 [ Aud), v £ > 0

(3.33)

onde Mg (g € definido como na se¢do anterior.

De fato, diferenciando (3.29), fazendo uso da equagdo (2.1) e do Teorema 5.13, temos que

%Qb(t) =& lw ()] = EONAu®)]l = §(#) (ut), f (u(t))) + €' (1) (ult), w(t))

+€(t)/0 g(t — ) (Au(t), Au(s)) ds — ()M ([[Vu(t)[[2) (u(t), u(t)) -

Mais ainda, somando e subtraindo £(¢)E(t), obtemos

i S § U 2—@ t s)as u(t)|3
500 = €00 + Seu - < (14 [ gas) 1 -
+5(2_t) (g0AW) () + I + £ T + £ s + (D).

onde
Iy = €(0) (ult), (1))
= [ ot =) utt). Su(s) s
Iy = =M (IVu(®)) (ult), ui(1)):
1= [ (Flu) = sautn) e
Vamos estimar Iy, I», I e I.

e Estimativa de /;. Segue pelas desigualdades de Holder e de Young, com 1 > 0, pela

imersao Vy — V) e pela hipotese (G2) que

1] < €O [a®lallea )]
< el (n||u<t>u§ ; %nut@)ns)

1
< qet) (ﬁnAu(t)nz ; @nut@)né) Vo,
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e Estimativa de /. Pela desigualdade de Holder, também temos,

L] < / g(t - ) |(Au(t), Au(s)] ds
< / ot — ) [|Au(®)ll, [|Au(s)]|, ds
< / gt — 5) [ Du()], (1 5u(s) ], — 1Du®)], + |Du®)l,) ds
< / g(t — 5) || Au(t) |2 ds + / g(t — 5) [|Au(t) ], | dus) — Au(t)], ds.
Deste modo, pela desigualdade de Young, com 1 > 0,
L] < ||Au(t)|2 / g(r)dr + / olt - 5) (mmwwu%%rmu(s) —Au(t)|\§> s
2 t 2 t 1
< [ Au(t)|2 / g(r)dr + | Au(b)| / o)+ - (g080) (1)

t
1
< HAU(t)Hg/ g(r)dr +n || Au(t)]l; + 1y WHAW (1), V>0
0

e Estimativa de J5. Para estimarmos I3, temos que M (|| Vu(t)||3) < Mg (), paratodot > 0,

onde
M, = max M .
£0) s€[0,LE(0)] (8)

Assim, pelas desigualdades de Holder e de Young, com 7 > 0, e por Vo — ),

[ < [u(®)]ly Me) [[us(t)]]

2 Mg(o) 2
< nflul®ll; + == llu®llz

M?2
n 2 £(0) 2
< — ||Au(t —_— t Vit>0.
< o 1Au®ll + == )z

e Estimativa de /y. Agora, pela hipdtese (2.9) e pela imersdo Vs, — V), temos que

Iy < —llu®)l;

< 2 Au@)3, vi>o.
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Substituindo tais estimativas em (3.34),
d

M2
Cb(t) <~ (M) + (2 #5400 fulol + (5 + ) 60 (0080 (@)

w1+ £ = 2 (1= [ atar) + 2] st 1auto

Pela hipétese (2.5) temos

o que implica que

Mg 0 2
Do) <~ ewe) + (2 5 T”) Ol + (3 + 3) €0 D20
& +1 l p 2
w1+ 250 L (1= D) e 1auwls. veso
ou ainda,
d

La(1) <~ €WEWD + (0 + bB) €0 el + (1) (9020) (1)
£ +1 B 2
# [ (14 252) - 2 e 18wl

< — E(BE() + (co + erMEg)) €(1) lue(t)l5 + e2é () (90Aw) (2)

p §i+1 p
- Zlé(t) IAu(®)]5+ 01+ > - j @) [|Au(®)])3, V>0,
1
3 1 1 1
sendo ¢cg = = + é, c1 = —ecy=—+ —. Se tomarmos 1 < frpi
2 4n 4dn 4n

5 , temos que

4(m+1+&)

%@(t) < —EMER) + (co + c1MZg) E() lue(t) I3

k() (60w) (1) — 260 | Au(o)2, 1> 0

B 3 & 1 1 1
onde B = —,cp=—+ >, c;,=—¢€Cp = — + —.
bo=na=gta=pea=p g
Etapa 4 - Derivada da W. Dado 6 > 0, existem constantes a;, ¢s,1,Cs2,Cs3 > 0, que ndo de-

pendem dos dados iniciais, tais que

00 < (da = [ o(6)ds ) €0ue I} + 30EOIAUOIE + e (gD (1)

+ [esa + e (M) + €5(0)) | €(6) (902w (1), V¢ >0,

sendo Mg gy definido como anteriormente.

(3.35)
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Com efeito, diferenciando (3.30), utilizando (2.1) e o Teorema 5.13, obtemos

d

V0= €O IO [ o+ (330

onde

5= [l ( [ gt — ) (u(t) — u(s)) is) .

5= —60) [uto( =9 ult) — ) ds )

n=g [ suo (| glt — ) (Au(t) — Au(s)) is) d,

= —£(t) /Q ( /0 "ol — S)Au(s)ds) ( /0 gt — ) (Ault) — Au(r) dT) iz,

=01 (19)) [ o) ([ ot =) ()~ u(o)as )

5=ew [ s ( [ gt — ) (u(t) — u(s)) is) o
Vamos estimar .J;, com: =1, ..., 6:

e Estimativa de .J;. Pelas desigualdades de Holder, de Young com § > 0, por (G2) e pela

imersao V, < V), temos que

€°(1)] '
[A] < |§(t)|£(t)/0 g(t = ) [(us(t), u(t) — u(s))| ds

< &e() / gt — 5) ()], lu(t) — u(s)|l, ds

< Q00 ul0); [ ol = s+ E556(0) [ (e =) ) = (o) s

451u15(t)/0 g(t = s) [ Au(t) — Au(s)], ds

£(t) (gOAu) (t), Vit >0.

< €466 (8) [lur(8)] / (DT 16,

1
4011

< &OE(t) [Jue(B)]f5 + &



e Estimativa de .J,. Analogamente, segue que

| <€) / (—g/(t — ) (e (t), u(t) — u(s))] ds
< &) / (—g/(t = 9)) eIl u(t) — u(s)] ds

t
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<60 w12 [ (-9t = ) ds €160 [ (50— ) ) —u(o)2 s
< 0) w012 [ (~o/()dr + 60 (gD (0, 7>,
ou seja,
151 < 9(O)3E) a0+ 1 b) (~g 080 (1), ¥ > 0.
e Estimativa de .J3. De modo andlogo,
1 < €60) [ o= 5) (30, 8ute) — Aus))] s
< €lt) [ oft =) 13u(Ol |3u() — Su(o) b
<60 1800l [ ryir+ 1o60) [ ot = o) 13000 - duts) s

< BE(0) | AuD)3 + 156(1) (DAu) (1), 1> 0.

e Estimativa de Jy.

ol (]

ol [([ [

gg(t)/o/og(t—s (t — 7) (Au(s), Au(t) — Au(r)) dsdr
/Ot (t—7)
<co [

c\c\

0

/0 g(t —s)g(t — Au(s), Au(t) — Au(r))| dsdr

0

gt — $)Au(s ) (/Otg(t — 1) (Au(t) — Aum)m) dx

g(t — s)g(t — 7)Au(s) (Au(t) — Au(r)) deT) dx

/ g(t —9)g(t — 1) || Au(t) — Au(7)], [|Au(s)||, dsdr, ¥Vt >0,
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ou ainda, pela desigualdade triangular,

| Ja < §(t)/0 /0 g(t = s)g(t = 7) [[Au(t) = Au(T)l, [|Auls) = Au(t)|, dsdr

/

wet) [ [ ott=s)att =) 130t0) — Au(r) (e dsir
2 : 4,2
<ac(o) [Auo)l + (54 35 ) €0 WOBW 0, V>0

uma vez que

Iia <6) [ [t = 9190t =) |8u(0) = Au(s) [ dsar
3560 [ [ ot = s)gtt =) 1800) = dur) [ dsar
<oe(t) [ att=r)ar [ gt =) |Ault) = a3 ds
+ 3560 [ att=s)as [ gt =) 18utt) = dutr)ar
<B€(t) (g00) (1) + 1560) (08 (1) < (4 55 ) €0 GOB0) (), V1> 0.
Do <660 [ [ gtt = s)att =) | 8u) [ dsdr
3560 [ [ ate = 9)a(t =) 18utt) = dur) [ asar
<66t 8wt} [ ott—s)ds [ g(e—ryar
3560 [ att=9)s [ gt =) |au(e) - du)ar

<OE(1) |u(h) 3 + §E0) (6080) (1), ¥t > 0.

e Estimativa de J5. Considerando Mgy como anteriormente e aplicando a Desigualdade
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de Young, temos

| <Me€ () / g(t — ) |(un(t), u(t) — u(s))| ds
<¢(1) / glt = 8) (D)l Moy [[ut) — u(s)]|, ds

t M2 t
<6¢(0) [l [ o(t = s)ds + = 260) [ gt = 5) Julo) — u(s) s

2

! M, 0 ! 2
<6¢(0) [0 | atryir+ 1 2e(0) [ glt =) 1 au(t) - Au(s) s

2

2 ME(O)
<OE(H) (1)1} + 5 E(8) (90Aw) 1), Yt > 0.

e Estimativa de Jz. Pela hipdtese (2.10), pela desigualdade de Holder generalizada com

p 1 1
+ + = 1 e pelo Lema 5.29,
p+2 p+2 p+2 b

DI = [ (o)l da
/Q{/gg(um ) ] d
§k2/<1+]u ®18) Ju(®)] [ut)| dz
§2/€2/ (14 [u(®)]”) fu()] |u(t)] dz

<25 [T+ [u@®)lles2 [u)l] g 0]z

ou ainda, pela imersdo V, — L*12(Q) e pelo Lema 3.1, temos

L ()13 <2k3m, (194752 + u®)l}2) I Au(®) I3
<2k3p, 19177 + (Ju()l242)* | I Au()]3

<2kp, |Q|P+2+(up|Au 13)%] a3

<22, 19175 + (1,08 ( ]I!Au I3
(

<20 (19075 + mE0)F) [ Au(o),



sendo kg = k31, € k1 = (,upC’g)g. Deste modo,

| <€() / g(t — 5) | (F (u(t)), u(t) — u(s))| ds
<£(t) / g(t — 3) | F ()], lut) — u(s)]], ds

<¢(t) / glt - SW“O (12177 + mEO)F) 1A@) lu(t) = u(s)ll, ds

<3¢ (1) | Au(t) 2 / g(r)dr

Ko |Q|$+li15(0)§ ¢
" ( 26 >5<t)/0 gt — ) [lu(t) — u(s)|l5 ds

<66 (t) || Au() 2 / g(r)dr

Ko (|mﬁ +H15(0)%)

" 2011

(1) / gt — s) | Au(t) — Au(s)|2 ds

ko <|Q|riz + mg(o)%)

<SE(t) | Au(t)]? + 2011,

§(t) (90Aw) (t).

Logo, em (3.36),

(0 < €0) w013 | glrdr + €00 o) + 61 55600) (600 (1)

dt
+ 90)3€(0) a0 + 15— (~9/0w) (1) + 6500 | Au(0
3560 G080) (0 + 360 12u01 + (5-+ 55 ) €6) (600 (1)

2

2 ME(O) 2
+06(8) lun (D) + o §(t) (gBAw) (1) + 68(t) | Au(t)]l;

2k0r1E(0)%
4011

§(t) (90Aw) (1),

ou ainda,

GVO <56+ 90+ 1)~ [ g(r)ar] €01 + 30500) 1w

G o1 1wl MZg) + 2k0m1£(0)2
w1 5% OA
(45 Tt T s T o £(t) (g0Aw) (¢)
1
+ (—¢g'0OAu) (t), Vt>0.

40411
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Tomando
= 0 1 =
ai 51 + g( ) + , €81 45,“1’
P
&1 1 kol2P+2 B 1 KoKy
Cr= s Tas TOT o5t g, C s T 5 20, J
temos que
d

00 < (s~ [ atrar) €)1t + 3560 1800 + s (~g'T80) ()

+ [05,2 +ess (Mg(o) + 5(0)%)] £(t) (g0AW) (1), ¥t > 0.

Etapa 5 - Derivada de F. Para qualquer t, > 0 fixado, temos que

%]—"(t) < —e€(t)E(L), V>, (3.37)

C3

(1 + M2, + 5(0)%)

para alguma constante positiva €1 ~ , com c3 > 0 independente dos da-

dos iniciais.
De fato, por (3.28), (3.33) e (3.35) segue que

G0 <~ £ + (5 - 2aens ) (080 (0 + (3220 - 2 2 ) e Auto
+ {glcg Yoy [cm + 53 (Mg(o) n 5(0)%)] } £(t) (gOAw) (¢) (3.38)

t
+ [51 (co+ clMg(O)) + e ((5@1 —/ g(T)dT):| E()||u(t)||3, ¥ 6,e1,80 > 0.
0

Fixando ¢y > 0, note que

t to
/ g(T)dr > / g(T)dr :=go >0, V>t
0 0

Deste modo, podemos reescrever (3.38) como

L F(t) < —aiEE) - [—e1 (co + e1Mz(g)) + 22 (90 — dan)] E(B)l|ue(t)]]3

di
— <€1% — 382(5) §(t)||Au(t)||g + (% — 8205@) (QIDAU) (t)
+ [elcg + €952 + £2C53 (Mg(o) v 5(0)%)} £(t) (g0AW) (1), V1> to,

quaisquer que sejam ¢, &1, 5 > 0. Pela hipdtese (G1) e por (3.14) termos que £(0) > 0, segue



que

G0 <~ a6 (0) — (22 - 3200 ) (0 ()

~ a1 (co+ M2y + EO)%) + 2 (g0 — )] £(0) (1)

2
Definindo ¢5 := min {cs1 + ¢s2, Cs3}

d

GF0 < - a0 - (22 - 320) clAuol?

= o1 (eo + exME) + E(0)F) + 2 (g0 — )] (8) un (V)11

i[5 - eres = s (1 M2+ £00%)] /0380 0.

Seja 0 < § < min &, Gol%2 . Entéo,

2a1° 94 (co + Mg + 5(0)%)

9o
1 (co + 1M gy + E(0)F)

—6a1>%e35<

1 2 /
+ {— — E€1C2 — €9 [6571 + Cs2 + Cs.3 (Mg(o) + 5(0)§>} } (g DAU) (t)
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(3.39)

(3.40)

Uma vez que § > 0 seja fixado, podemos escolher €1, 5 > 0 suficientemente pequenos tais que

gJo 90
—Ey < g < —¢
402 1 202

. 1 1
0 <eq,e9 <minq —,

dey’ g4 (1 + M2 + 5(0)%)

As condigdes (3.40), (3.41) e (3.42) implicam que

—£1 (co +ClMS +&(0 )5) + &5 (g0 — day) > 0, 51% —3e20 >0
1

5 — £1C2 — E9C§ <1 + Mg(o) + 5(0)§> > 0.

Portanto, de (3.39),

ST () < —el(DER), V t = to,

(3.41)

(3.42)
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C3 90
, sendo c3 1=

para alguma constante positiva €1 ~ .
(1 + M2 + 5(0)5) 8cocs

> ( indepen-

dente dos dados iniciais.

Etapa 6 - Conclusdo. Primeiramente, vamos fixar t, = 1 e considerar €1, > 0 suficiente-

mente pequenos tais que (3.31) e (3.37) sejam satisfeitas. Entdo,

d 2
_ < = >
SFW) < -2agF@), Vi1,
ou ainda,
L rpest I e o 2 L[ ()
—F(t)es s < ——g 1 £(8) F(t)es J1 599,
dt 3
isto €,

% ( F(t)es ffa<s>ds> <0,

Logo, integrando sobre [1, ],

2eq

Ft)es He&d < F(1), vi>1.
Ou seja,
F(t) < F(1)e " He0ds wp>1q,
261 Cy
onde v = 5 "~ ; —» para algum ¢4 > 0.
(1 + Mz + S(O)z)
Novamente por (3.31), pelo fato de que o funcional £ € ndo-crescente e £ ser conti-
nua,
E(t) < 3E(1)e i El)s
< 3E(0)e i §()ds=y [y §()dsty [y €(s)ds
< <35(0)e7f01 5(8)d5> e*’ont f(S)ds’ Vi>1.
Entao,

E(t) < Ke o8& gy >, (3.43)

sendo K = 35(0)(37]015(5)(18 > 0.
Por outro lado, definindo £(0) := &, segue da hipdtese (G2) que 0 < £(t) < & para
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todo ¢ € [0, 00). Logo,

1 < o0 Ji €o)ds _ <evf01 E(S)d8> o= Jo E(s)ds <@ =¥ < 0, Ve 0,1].

Logo,
E(t) < £(0) < (5(0)evfolﬁ<s>ds) e Iyt e 0,1],
ou ainda,
E(t) < Ke 1 h&&)s i eo,1].
Portanto,

E(t) < Ke " h&@ds vy >

sendo K = 35(0)6”015(5)‘13 >0e

Cq

o (14 M2 + £(0)F)

, paraalgum c4 > 0,

como desejado. [

O préximo resultado nos fornece o caso particular em que existe £&; > 0 tal que
&(t) > & paratodo t € [0, 00).

Corolario 3.8. Sob as hipdteses do Teorema 3.7, se £(t) > &, para alguma constante £, > 0 e
todo t € [0,00), por (3.26), segue que o funcional energia decai a uma taxa melhor, ou igual,

que a taxa exponencial.

Demonstracdo. De fato, primeiramente note que —&(t) < —& para cada t € [0,00). Em

particular, essa desigualdade permanece vilida para todo s € [0, t]. Logo, em (3.26), temos
Ke—wfot £(s)ds < e—”/f(f &ads < 8—752157 V>0,
ou seja,
Et) < Ke ™M, Vt>0,

sendo K = 3€(0)e" 0 €9 5 0 4 =& > 0e

Cs

T B
(14 M2y +£(0)%)

, para algum c;5 = &ocq > 0.
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]

Observacao 3.1. Vale notar que (3.26)-(3.27), além de nos mostrar que o decaimento geral de
energia associado ao problema (2.1)-(2.4) depende dos dados iniciais, também nos mostra de
que maneira ocorre essa dependéncia. Por exemplo, se os dados iniciais forem muito grandes,
a desigualdade (3.26) indica que a energia decaird lentamente, mesmo se o nucleo de memoria
decair muito rapido. Ou ainda o contrério, se os dados iniciais forem pequenos, podendo ser a

taxa de decaimento melhor do que exponencial.

Agora, vamos analisar o caso particular em que M (s) > 0 para todo s € [0, 00).
Neste caso, vamos relembrar que por V, — V; e pelo Lema 3.1 temos
2 2

1
Vu®)||2 < —||Au()|]? < —E&(t) <
V(o) < A0 < =) < =

£(0), V>0,

2
isto é, existe uma constante L := ol > 0 tal que | Vu(t)||? € [0, LE(0)], qualquer que seja
H2P1
t € (0, 00). Deste modo, se, em particular, tivermos M (s) > 0 para cada s € [0, 00), por M ser

uma fungdo de classe C!, existe uma constante m; > 0 tal que

M HIE) > in M(s)>m; >0, Vt>D0.
([[Vu(®)]3) > oitin (s) >my >0,

Assim, por (3.3),

d 1
E5(15) < —myju(t)||3 + 3 (¢OAw) (t), Ytelo, L] (3.44)

Com estas consideracdoes em mente, o seguinte resultado nos mostra que (3.26)
independe de M.

Corolario 3.9. Sob as hipoteses do Teorema 3.7, a desigualdade (3.26) permanece vdlida

mesmo quando M (s) > 0 para todo s € [0, c0).

Demonstragdo. A demonstracdo deste Corolério serd feita em etapas.

Etapa 1 - Definindo Funcionais. Vamos definir o seguinte funcional

Fo(t) = E(t) + eP(t), (3.45)
sendoe > 0e
O(t) = f(t)/ut(t)u(t)da:. (3.46)
Q
1
Etapa 2 - Estimativas. Existe uma constante Co > 0 tal que se ¢ < 5C
12
1 3
§€(t) < F(t) < 55(1&), Vit>0. (3.47)
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De fato, note que, dado ¢ > 0

[F=(t) = E@)] = e[ @) = e [€(O)] |(ue(t), u(t))] = e€(t) [(wi(t), u(t))]

Pela hipétese (G2), temos que &(t) < & para todo ¢ > 0. Logo, pelas desigualdades de Holder
e de Young, pela imersdo V, — 1), e pelo Lema 3.1,

| Fe(t) = E@)] < 8o lue(®)l, lu@)]l,

< 2 i), (o)l
1
1 1
< S (L0l + 5 hauo)?)
6o
= H151€(t)

€o
s

onde (', := > (. Logo,

(1 —5012>g(t) < fs(t) < (1 —|—6012) g(t), Vt>0ee>0.

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno tal que € < , temos
12
1 3
55(75) < Fo(t) < 55(1?), Vi>0. (3.48)

Etapa 3 - Derivada da ®. Na demonstragdo do Teorema 3.7 foi provado em (3.33) que existem

constantes ¢y, ¢1, ca > 0, que ndo dependem dos dados iniciais, tais que

d
C(1) <~ EWEW + (0 + M) £ (1) (3.49)
+ (1) (g08) (1) — 260 | Au)3, ¥t >0 (3.50)
Etapa 4 - Derivada de F.. Existe €1 > 0 tal que
i]—}(t) < —e€(t)E(t), Yt >0ee € (0,e]. (3.51)

dt
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De fato, por (3.44) e (3.49), temos que

d d d
Efa(t) :Eg(t) + Es@(t)
< — mn 03 + 5 (608w (8) — €W + < (o + 1M ) €66) 1)
et (1) (908w) (1) — < 2600 | Au(r)

Pag

ou ainda, pelas hipoteses (G1) e (G2) e como > > 0,

d
) < = 6OEE) i [0} + =€) (o + M) (O

+ eest(r) (g0w) (1) — SE(1) (s0Aw) (1)

< — €(DE) — €W )3 + €8 (co + 1 MEg)) (B3

€o
+ et (t)es (900w) (1) = SE(0) (60w) (1)

< et - [ < o+ aiZ)] €0 ol

- E - 502} £(t) (gOAu) (t), Yt > 0.

my

. . 1
Definindo £, := min { , —} > (), temos que para todo € < e
Co

fo <CO + ClMg(o)) 2

1
@—g(co—l—clMg(o)) >0 e §—€Cg>0.

€o

Portanto, existe £; > 0 tal que

d

E]—}(t) < —e€(t)F(t), Ve <e, Vt>0.

como queriamos.
1

YR
201
dade (3.48) permanece valida, qualquer que seja ¢t > 0. Entretanto, se ¢ < g9 < &1, obtemos de

(3.51) que

Etapa 6 - Conclusdo. Definindo £y := min { }, entdo, para todo ¢ < g, a desigual-

%;e(t) < _ct(EW), Vi 0.

Ou ainda, por (3.48),

d 2¢
%fa@) S _Eg(t)"ra(t)a Vit> O,



&9

isto €,

2
%]—"a(t) F R <0, Vi 0

Logo,

%fa(t)e"’:f Joee)ds %&t)ﬁ(t)e%f Jostats < g,

o que implica que

d .
o (Fg(t)e’yfo 5<S>d5> <0, Vt>0,

onde 2e my
v= =~
3 &) (CO + 01M§(0)>

. Deste modo, integrando a expressao anterior sobre [0, ],

Fo(t)er los@ds < F.(0), Vit > 0.
Entao,
Fo(t) < F(0)e 7 o €& g 5, (3.52)

Novamente, por (3.48), segue de (3.52) que

%5(15) < gS(O)e‘m €ds g5,
ou seja,
E(t) < Ke 7 h&@ids vy
ondeK:35(O)>067:%~ m > 0. O

&o (CO + 01M3(0)>

3.4 ALGUMAS TAXAS DE DECAIMENTO

Nesta se¢do, veremos exemplos de taxas de decaimento. Para este intuito, conside-

raremos o Caso II, visto que € o caso mais geral, com v > 0 e K > 0 como em (3.26).

Exemplo 3.1. Seja £(t) = E, com x > 0. Entdo, é facil ver que £(t) > 0 e satisfaz (G2), visto
Y

que

‘:0<£1,
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qualquer que seja & > 0, para todo ¢t > (. Neste caso, de (3.26), obtemos

E(t) < Ke 3% = e v ¢ > 0.

Exemplo 3.2. Consideremos a fun¢fo racional £(t) = ﬁ’ com r > 0. Assim, para todo
Y
t>0,
K £'(t) Sy 1
£(t)>0, g’(t): <O c ': - — <]_::§17
(t+1)7 O g | t+1

ou seja, a condi¢do (G2) € satisfeita. De (3.26), temos

E(t) < Ke b 5w = Ko b i = gt ™ Z K (t41)7", ¥V £ > 0.

Exemplo 3.3. Seja £(t) = v 'sxIn(a + 1), onde a > 0 e k > 0. Segue que £(¢) > 0 e também
satisfaz (G2), pois

’—0<§1, Vt>0, V & >0.
Mais ainda, de (3.26),

E(t) S Ke_7f577lnln(a+l)ds — Keln(a+1)*m _ K(a + 1)—Iit’ vt Z 0.

K
E lo 3.4. Seja ((t) = > 0. Entao, dat >0,
xemplo eja &(t) Tl mite) com K ntdo, para cada ¢ >

_kln(t+e)+(t+e)/(t+e)] k[n(t+e)+1]

v[(t+ e)In (t +e))? oyt +e)n(t+e)?

§(t) >0, &(t) =

5’(t)‘: k[n(t+e)+1] ~v(t+e)ln(t+e)
EO1  y[(t+e)n(t+e) K
1 1
(t+e)ln(t+e) +t+e
1 1 1
(t+e)ln(t+e) +t+e
1 1

< +
t+e t+e

1 1 2
<—+—:—<22251.
(6] (§] (§]
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Portanto, £(t) satisfaz a condigdo (G2). De (3.26) obtemos

- o Y(s+e)ln(s+e)
1
< Kex ( ds)
o (s+e)ln(s+e)
< Kex (ln (t+e)) “)
K
<————, Vt>0.
[In (t + e)]

Exemplo 3.5. Consideremos, agora, £(t) = sy 'cotgh (t +6), com t > 0, onde x > 0 e
¢ =In (1 + v/2). Entdo,

E(t) >0, €(t) = —ry *[cossech (t + 6)]> < 0

40 —ky~ ! [cossech (¢ + 6)]?
ry~tecotgh (t + 6)

— h i
[cossech (t + 0)] coteh (£ 1 0) ’

B 1 senh (t + 0)
* |[senh (¢ + )] cosh (¢ + 6) ‘
1
~ |senh (t 4+ 6) cosh (t + 0) ‘

1

= 1:=
senh (¢ + 6) cosh (t + 0) < &

para todo ¢ > 0, ou seja, £(¢) satisfaz a condi¢do (G2). Além disso, de (3.26) obtemos

t
E(t) < Kexp (—7/ k7 ‘cotgh (t + 6) ds>
0

t
< Kexp (—/{/ cotgh (¢t + ) ds)
0

< Kexp (In|senh (¢ + )| " + In |senh (6)[")

< K Vt>0
~ [senh (¢t + 6)]" -

Kle+2In(t +1)]

,t >0, comk > 0. Temos que &(t
ST que £(t)

Exemplo 3.6. Seja, agora, £(t) =
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satisfaz a condic@o (G2), pois £(t) > O paratodot > 0 e

K\ o (E+1 e+2In(t+1
g@):()wﬂﬂ (e + 2 (i + 1))

gl (t+1)°
_k[2—e—2In(t+1)] <0 Yi>0.
v [(t+1)?] - -
Além disso,
5’(15)‘: K[2—e—2n(t+1)] y(t+1)
§(t) v[(t+1)%] kle+2In(t+1)]

1 2
- (1-—
t+1( e+mn@+m)

< ——<1:= Vit>0.
_t+1_ 517

—_

De (3.26), temos ainda que

£t) < ( N /-;e+2ln t+1)]d8)

< Kex ( - e+21n t+ >]ds)
0

(t+1)
< Kexp (ln (t+1)" n[e+ln(t+1)}>

K
— (t + 1)n[e+1n(t+1)]’

N

Vit>0.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado um modelo viscoeldstico de placas no que diz respeito
a existéncia, dependéncia continua e taxas de decaimento de solu¢des. No Capitulo 2 obtemos a
existéncia de solucdes forte e fraca via método de Faedo-Galerkin, sendo a solucdo fraca obtida
por argumentos de densidade. No Capitulo 3, determinamos taxas de decaimento de solucdes
por perturbacdo da energia (funcionais de Lyapunov) e método dos multiplicadores.

A principal contribui¢do deste trabalho foi estudar o problema (1.1)-(1.4) conside-
rando duas condicdes de fronteira, hipteses menos restritivas sobre g e M e uma perturbagdo
ndo linear f(u), complementando os resultados obtidos em [6]. Ao analisarmos o primeiro caso
do decaimento, em que ¢g(0) = 0 e M(s) > 0 para todo s > 0, concluimos que tal termo de
dissipagdo friccional fez com que a taxa de decaimento dependesse dos dados iniciais. Ja no
segundo caso, g(0) > 0 e M (s) > 0 paratodo s > 0, constatamos que o decaimento de energia
independe da dissipagdo friccional, sendo o niicleo da memdria o fator que determina a taxa de
decaimento do funcional energia mesmo quando M (s) > 0 para todo s > 0, ou seja, provamos

que o termo M (|| Vu(t) Hg) u; ndo é necessdrio para obter o decaimento exponencial, como em

[6].
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5 APENDICE

5.1 DISTRIBUICOES E ESPACOS FUNCIONAIS

5.1.1 Espacos das Funcoes Testes

Dado um multi-indice o = (o, as, ..., ay) € NY eumpontoz = (21,79, ...,7N)
N C
€ RY, define-se |a| = >_;_; a; a ordem do multi-indice e representaremos por D* operador de

Derivagao de ordem «, definido por

olal

D% =
aq (o) an -’
0x"' 0y ... 0y

Para o = (0, ...,0), temos por defini¢io D°p = ¢ para toda fungio ¢.

Seja 2 um aberto do RY. Denotaremos por C5°(€2) o conjunto das fungdes ¢ :
2 — K (onde K = R ou K = C) que sdo infinitamente diferencidveis em {2 e que tem
suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;p(x) # 0} em €, ou seja,
supp () = (o € Qi) £ 0} -

Dizemos que uma sequéncia {¢, } C C5°(€2) converge para zero, denotando ,, —

0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de (2, tal que
i) supp (¢n) C K,Vn €N;
i) D%p, — D%y uniformemente sobre K,V o € N".

O espago C§°(£2), munido desta nogdo de convergéncia, ¢ denominado espago das
fungdes testes, e denotado por D(2).

Com o intuito de generalizar o conceito de funcdes sobre () define-se o conceito de
distribuicdes a valores reais sobre €2 a toda forma linear 7" sobre D(f2) e continua no sentido
da convergéncia definida em D(£2). O conjunto de todas as distribui¢cdes sobre €2 é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (€2), chamado espago das distribui¢des sobre €2, munido da
seguinte nocio de convergéncia: Seja (7),) uma sucessio em D (Q) e T € D'(Q). Diremos que
T,, — T em D'(Q) se a sequéncia (T},¢) converge para (T, ) em R,V o € D(Q).

Seja T" uma distribuicao sobre {2 e &« € N". A derivada de ordem « de 7', no sentido

das distribuicdes, € definida por:
(DT, ) = (=1)*NT, D*); ¥ p € D(Q).
Verifica-se que DT € ainda um distribuicao e que o operador

D°:D(Q) — D'(Q),
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associa cada 7" € D'(2) uma forma linear e continua D*7T" € D'(12).

5.1.2 Os Espacos L”(f2)

Seja 2 um aberto do RY. Denotamos por LP(Q2), 1 < p < 400, 0 espago das
funcgdes u : 0 — R, mensuraveis a Lebesgue e tais que |u|? sdo Lebesgue integraveis em (2.

O Espaco LP(€2), é um espago de Banach com a norma

1/p
|l r @) = (/ |ul|? d:v) , paral <p < +oo,
Q

|w|l o) = sugess|u(x)\, para p = +00.
BAS

No caso p = 2, L*(2) é um espago de Hilbert com produto interno,

(u,v) :/Qu(:c)v(:c) dx.

Proposicao 5.1. (Desigualde de Young) Se a, b sdo niimeros reais ndo negativos, entdo

ab bl
ab < — + —.
p q
1 1
sempre que 1 <p<ooe—+ — = 1.
P q
Demonstragcdo. Ver [17], p. 85, Proposicao 4.4. [

Observacao 5.1. No caso particular em que p = ¢ = 2, a desigualdade de Young com ¢ > 0 se
resume em .
ab < ea® + —b*, Va,b>0,
4e

Teorema 5.2. (Desigualdade de Poincaré) Seja ) C RY um dominio limitado e 1 < p < oo.
Entdo, existe um constante C' = C(p, |Q2]) > 0 tal que

lully < ClIVully, ¥ u € Wy (€2).

Demonstragdo. Ver [?], p. 290, Corolario 9.19. O

Proposicio 5.3. (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q) e v € LI(R2), entdo uv € L'(Q)
e tem-se a desigualdade
[ tuol < lelblol
Q

Demonstracdo. Ver [17], p. 85, Proposicao 4.5. [

onde 1 < p < oc.
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Teorema 5.4. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet) Seja H um espaco de Hilbert

com produto interno (.,.) e norma || - ||. Dado ¢ € H', existe um vnico f € H tal que

<<P=U>H/,H = (f,v), Yve H.

Além disso,

IFIF= Nl

Demonstragdo. Ver [8], p. 171, Teorema 4.10. [

Lema 5.5. (Lema de Gronwall) Sejam m € L'(a,b) tal que m > 0 g.s em (a,b) e seja c > 0.

Consideremos ¢ : [a,b] — R continua verificando

o)<+ | m(E)p(e)d Vit € [0,

Entdo
o(t) < celam@de ¢ ¢ la, b].

Demonstracao: Ver [20], p. 16, Corolario 1.5.1.

Lema 5.6. Seja 2 um dominio de RYN. Se 1 < p < oo, entdo LP(SY) é reflexivo. Entretanto,
LY () e L>=(Q) ndo sdo reflexivos.

Demonstragdo. Ver [4], p. 95, Teorema 4.10. U]

Lema 5.7. Seja Q um dominio de RY. Se 1 < p < oo, entdo LP(Q) é separdvel. No entanto,

L>(Q) ndo é separdvel.
Demonstragdo. Ver [4], p. 98, Teorema 4.13. [l

Definicdo 5.8. Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY), com 1 < p < +o00. Definimos a convolugdo
de f por g por
(fxg)(z)= [ flz—y)gly)dy.
R

Teorema 5.9. Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY), com 1 < p < +o0. Entdo
(fxg) € LPRY) e |If=gl, < I fllllgll,. (5.1)

Demonstracdo. Ver [4], p. 104, Teorema 4.15. [

5.1.3 Espaco de Sobolev

Seja um aberto do RY, 1 < p < +ooem € N. Se u € LP(Q2) sabemos que u
possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢des, mas ndo € verdade, em geral,
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que D“u seja uma distribui¢do definida por uma fungéo de L?(2). Quando D“u é definida por
uma fung¢io de LP(£2) define-se um novo espago denominado espacgo de Sobolev. Representa-se
por W™P(Q)) o espago vetorial de todas as fun¢des u € LP((2), tais que para todo |a| < m,
D®u pertence a LP(€2), sendo D*u a derivada no sentido das distribui¢des. O espago W"™P(2)

munido da norma
1/p

[l = Z | D%ul[h para 1< p < o0

0<|er|<m

[t .00 = Z supess|D%/| para p= o0
e

o <m €
¢ um espago de Banach. Além disso, definimos o conjunto W;"*(£2) como o subespago de

WP () constituido pelo fecho de C3°(2) em WP (), ou seja,

m ey raen
WP () = C3°(Q)

Representa-se W™2(Q2) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, 0s espagos

H™(2) sdo espacos de Hilbert. Neste caso a estrutura do produto interno vem dada por

(u, V) pm(Q) = Z (D%u, D) 2.

jaf<m
Além disso, H(Q) = W™ (Q).

Teorema 5.10. (Imersdo de Sobolev) Seja 2 um aberto limitado bem regular do RY ou do
Rf . Para N > 2, temos

1
(i) Se mp < N, W™P(Q) — L1(2), com p =

(ii) Se mp = N, entdo W™P(Q) — L1(Q) para todo q € [p, +00);

m-
N’

D=

(i) Semp > N e k € Ntal que k < m — g < k+1, entdo W™P(Q) — C** (Q).

Demonstragdo. Ver [7], p. 208, Teorema 1. [

Teorema 5.11. Seja Q) um aberto limitado bem regular do R, com N > 2. Entdo as seguintes

imersoes sdo compactas:

Np

(i) Semp < N, Wm™P(Q) < LUQ), com1 < q < N——mp

(ii) Semp = N, WmP(Q) < LI(Q), com 1 < q < +00;

N c _
(iii) Semp>Nek€Ntalquek<m—;§k+1, Wme(Q) < C* (Q).
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Demonstragdo. Ver [7], p. 217, Teorema 4. O]

Teorema 5.12. Seja Q) um subconjunto aberto limitado bem regular do R, N > 2. Entdo, as

seguintes imersoes sdo compactas

c N
(i) Sep < N, WmTbr(Q) — W™4(Q), com1 < g < I P ;

- P

(i) Sep =N, W™Hr(Q) < Wm™(Q), com 1 < q < +o0;
(iii) Se p > N, Wm+2(Q) < ™ (Q).
Demonstracdo. Ver [7], p. 214, Corolario 1. O]

Teorema 5.13. (Férmula de Green) Seja Q2 C RY aberto e limitado. Se u,v € H*(Q), entdo

—/(Au)vdx:/Vu.Vvdx—/%vdS,
Q Q r Ov

o . ou _
onde v representa o vetor normal unitdrio exterior a I' e 5 := Vu - v a derivada normal de
v
u.
Demonstrag¢do. Ver [?], p. 316, propriedade (i77). O

5.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Considere um intervalo aberto |0, 7', com 7' > 0, da reta real R e um espaco de
Banach X. O espago vetorial representado por LP(0,7; X), 1 < p < 400, consiste das fungdes
(classes) mensurdveis v : |0, 7] — X tais que, para todo s € 10,7, ||u(s)||x € LP(0,7T). Em

tal espago, definimos a norma

T
[/ / ()]s,
0

paral < p < 400, €

[ll oo oixy == sup_ess]lu(s)]x-
0<s<T

Com esta norma, LP(0,7; X)) é um espago de Banach, qualquer que seja 1 < p < +oo. O
espaco C"™([a,b]; X), consiste de todas as fungdes continuas u : [a,b] — X que possuem

derivadas continuas até a ordem m sobre [0, 7). A norma é dada por

m

. (4)
m(la = ma t)|x.
[[llem (fa0,x) £ te[a?bi] [ut ()] x

O espago das distribui¢des sobre (0,7") com imagem em X, serd denotado por

D'(0,T; X).
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Logo, D'(0,7;X) = L(D(0,T); X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicagdes lineares e
continuas de D(0,7) em X. Para f € D’'(0,T; X), sua derivada de ordem n no sentido das

distribui¢Oes vetoriais € definida por

d"f _ %
<W7¢> =(-1) <f,W>, V€ D0,T). (5.2)

Além disso, se f € derivavel no sentido das distribuicdes vetoriais, entdo podemos enxergar %

como um elemento de D’(0,7"; X), valendo a relagdo (5.2). Agorase f € LP(0,T; X), entdo

pode-se identificar f com uma distribuicao vetorial (que aqui denotaremos por f), de modo que

T
(oh= [ fOpdr, Yo e DO.T),
0
Com isso, podemos dizer com um certo abuso de notagao que
LP(0,T; X) — D'(0,T; X).

Teorema 5.14. (Teorema de Aubin-Lions) Sejam By, B, B, trés espacos de Banach tais que
By <% B By, onde By e By sdo reflexivos. Definamos

W =A{v;v e L”(0,T; By), v, € LP*(0,T; By)},
onde 1 < py, p1 < o0, e consideremos VV munido da norma

vllw = l[v]|Lro0,7:80) + 1Vell o1 (0,781

o0 que o torna um espago de Banach. Entdo, a imersdo de VW em L (0,T; B) é compacta.
Demonstracdo. Ver [14], p. 57. [

Lema 5.15. Sejam X e Y dois espacos de Banach, tais que X — Y. Se
1 du 1
we L (0,T;X) e p e L'(0,T;Y),

entdo v € C([0,T];Y).
Demonstracdo. Ver [15], p. 11, Corolario 1. O]

Teorema 5.16. Seja X um espago de Banach. Uma funcdo [ : [0, T| — X fortemente mensu-

rdvel é Bochner-integrdvel se, e somente se, t — || f(t)||x € Lebesgue-integrdvel. Sdo vdlidas,

/0 ' f(t)dt

T
Xélﬂﬂm&%
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<u*,/OTf(t)dt> :/OT () dt

para cada u* € X'

Demonstragdo. Ver [23], p. 133, Teorema 1 e Corolarios 1 e 2. O]

5.2 TOPOLOGIA FRACA o(E, E') E TOPOLOGIA FRACO ESTRELA o(E', E)

Seja ' um espaco de Banach, £’ o seu dual topoldgico e consideremos f € E'.
Designaremos por ¢ : £ — R, a aplicacdo dada por ps(z) = (f,x), para todo z € E.

Conforme f percorre E’, obtemos uma familia {¢} re s de aplicagdes de E' em R.

Definicdo 5.17. Seja E um espaco de Banach. A topologia fraca o(E, E') sobre E é a topologia

menos fina sobre E para a qual sdo continuas todas as aplicagoes ¢y, [ € E'.

Definicao 5.18. Diremos que uma sequéncia (x,),en C E converge fraco para x € E quando

() converge a x na topologia fraca o(E, E"), isto é, para todo funcional f € E' temos

(fsan) = (f, ).
Denotaremos a convergéncia fraca de (x,,) a « por x,, — .
Proposicdo 5.19. Seja (x,,),en uma sucessdo de elementos de E. Entdo:
(i) x, = xemo(E, E') se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € L.

(ii) Se x,, > v em E, entdo x,, — x em E.

(iii) Se x, =~ x em o(E, E'), entdo ||x,| g € limitada e || x| g < liminf ||z,||.

(iv) Se v, =~ xemo(E,E") e se f, — [ fortemente em E', entdo (f,,x,) — (f,z) em R.
Demonstragdo. Ver [8], p. 112, Proposi¢ao 3.12. [l

Seja F um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : £’ — R por

(Je, [) = (f, ).

As aplicagdes J, sdo lineares e continuas, portanto J, € E”, Vz € E. Definamos, agora,
J:E — E"talque J(z) = J,.

Definicao 5.20. A ropologia fraco estrela também designada por o (E', E), é a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicacoes J,.
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Definicdo 5.21. Diremos que uma sequéncia ( f,,)nen C E' converge fraco estrela para f € E’

quando (f,) converge a f na topologia fraca estrela o(E', E), isto é, para todo x € E temos

(fn,x) = (f, ).
Proposicdo 5.22. Seja (f,,)nen uma sequéncia em E', entdo:
(i) fo— femo(E' E) se, e somente se, (f,,x) — (f,x), Vo € E.

(ii) Se f, — f forte em E', entdo f, — f emo(E', E").
Se f, — fema(E' E"), entdo f, = f emo(E', E).

(iii) Se f, = femo(E', E), entdo || f,| g € limitada e || f| z < liminf || f, |z
(iv) Se f, > femo(E', E) e x, — x forte em E, entdo (f,,x,) — (f,z).
Demonstracdo. Ver [8], p. 123, Proposi¢ao 3.30. [

Lema 5.23. (Compacidade Fraca) Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (x,,)nen uma
sequéncia limitada de E. Entdo, existe uma subsequéncia (T, )ren de (Tn)nen € € E, tal
que

—zxemkFE.

Ly,

Demonstragdo. Ver [8], p. 153, Teorema 3.63. O

Lema 5.24. (Compacidade Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach separdvel e ( f,,)nen
uma sequéncia limitada de E'. Entdo, existe uma subsequéncia ( fy, )xen de (fn)nen € f € £,
tal que

fon, = femE'.

Demonstragdo. Ver [8], p. 152, Corolério 3.61. L]

5.3 TEOREMA DE CARATHEODORY

Dado um conjunto aberto 2 C RV*!, no qual seus elementos sio denotados por
(t,z),t € R, v € RY, seja f : © — RY uma fungdo. Consideremos o problema de valor
inicial
#'(t) = f(t,2(1)),

ZL’(to) = Ty,

(5.3)

diremos que f : Q — R¥ satisfaz as condi¢des de Carathéodory sobre ) se:

(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
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(ii) f(t,z) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C 2, existe uma fung¢do real mg(t), integravel, tal que

| f(t, ) ||lgy < mg(t), V(tz)€ K.

Teorema 5.25. (Teorema de Carathéodory) Seja f : Q — RY satisfazendo as condicoes de
Carathéodory sobre Q). Entdo existe uma solu¢do x = x(t) de (5.3) sobre algum intervalo

Demonstragdo. Ver [9], p. 43, Teorema 1.1. [

Corolario 5.26. Sejam Q! = [0,T) x Bcom T > 0, B = {x € RN;|z| < b} onde b > 0
e f: Q — RY nas condicoes de Carathéodory sobre ). Suponhamos que x = z(t) é uma
solugdo de (5.3) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se
tenha |x(t)| < M, para todot € I, M independente de I e M < b. Entdo x(t) possui um
prolongamento a todo [0, T.

Demonstragdo. Ver [9], p. 47, Teorema 1.3. 0

5.4 RESULTADOS AUXILIARES

n—oo

Lema 5.27. Sejam (H, (-, -), || - ||) um espaco de Hilbert e (u,,), (¢,) C H. Se u, — uwemH

n—oo

e o, — ¢ em H, entdo (u,, ¢p,) — (u, ).

Demonstracdo. Como H € um espago de Hilbert, segue do Teorema de Representacdo de Riesz

que ¢, — ¢ implica

n—oo

(an - ¢7 U) — 07

para todo v € H, quando n tende para infinito. Mais ainda, existe uma constante positiva C' tal
que

lénll < C,

para cada n € N. Logo,

|(tn; @n) = (4, @)| = |(tn, Pn) = (u, Pn) + (u, ¢n) — (u, @)|
< [(un = u, én)| + [(u, ¢n — 0]
< Jun = ulll[@nll + [(u, ¢ — )
< Cllup —ull + [(u, ¢ — ¢)| = 0.

n—oo
]

Portanto, (u,, ¢,) — (u, @).

Lema 5.28. Seja Q) C RY um conjunto aberto e considere o espaco L*(S)) com produto interno
n—oo

(-,-)2 enorma || - ||2. Sew € L®(Q), u,, — uem L*(Q) e ¢, — ¢ em L*(Q), entdo:
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(i) wu, = wu em L*(R).
n—oo

(”) (wunagbn)Q — ('lUU, ¢>2

Demonstracdo. (i) Primeiramente, note que
/Q w(@)un(2) — w(z)u(@)|* dr < /Q (@) (un(z) — u(z)) [* do
< [ Wo@Plu(e) = @) da
< ol | (o) = ula) o — o0
quando n — oo, visso que u,, — u em L?(Q2). Logo, wu,, — wu em L?(2).

(i1) Pelo item (i) temos que wu,, — wu em L*(Q)) e, por hipétese, ¢, — ¢ em L?(Q). Pelo

Lema 5.27, segue o desejado. O
Lema 5.29. Para quaisquer a,b € R, a seguinte desigualdade é vdlida (a + b)? < 2(a® + b?).

Demonstragdo. Trivial. [
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