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placas. 2015. 104. Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) – Uni-
versidade Estadual de Londrina, Londrina, 2015.

RESUMO

Neste trabalho estudamos questões relativas a existência, unicidade, dependência contínua e
taxas de decaimento de soluções para uma classe de equações viscoelásticas de placas. A de-
monstração do resultado de existência de soluções é feita via método de Faedo-Galerkin. Prova-
mos a estabilidade geral da energia por meio de multiplicadores e energia perturbada. O último
capítulo apresenta alguns resultados teóricos em análise funcional e equações diferenciais que
foram utilizados nesta dissertação.

Palavras-chave: Equações de placas. Equações viscoelásticas. Existência e unicidade. Decai-
mento geral de energia. Estabilidade assintótica.
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Dissertação (Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) – Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2015.

ABSTRACT

In this work we study the existence, uniqueness, continuous dependence and decay rates of
solutions to a class of viscoelastic plate equations. The existence of solutions is given by Faedo-
Galerkin method. We proof the general stability of energy by using multipliers and perturbed
energy. The last chapter brings up some theoretical results on functional analysis and differential
equations which are used in this dissertation.

Keywords: Plate equations. Viscoelastic equations. Existence and uniqueness. General decay
of energy. Asymptotic stability.
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LISTA DE SÍMBOLOS

|Ω| := medida de Lebesgue de Ω ⊂ RN ;

∂Ω := fronteira de Ω ⊂ RN ;

↪→ inclusão contínua;

c
↪→ inclusão compacta;

〈·, ·〉 dualidade;

(X, || · ||X) espaço de Banach;

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
;

∆u =
N∑
j=1

∂2u

∂x2
j

;

∆2u = ∆(∆u);

C(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é contínua
}

;

C1(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é diferenciável e sua derivada é contínua
}

;

D(Ω) := espaço das funções teste;

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R

∣∣ u é mensurável e
∫

Ω

|u(x)|pdx <∞
}

;

L∞(Ω) =
{
u : Ω→ R

∣∣ u é mensurável e |u(x)| ≤ K q.s. em Ω
}

;

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ Dαu ∈ L2(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m
}

;

Hm
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Hm(Ω)
;

Lp(0, T ;X) =

{
u : (0, T )→ X

∣∣ u é mensurável e
∫ T

0

||u(t)||pXdt <∞
}

;

L∞(0, T ;X) =
{
u : (0, T )→ X

∣∣ u é mensurável e ||u(t)||X ≤ K q.s. em (0, T )
}

;

C ([0, T ], X) =
{
u : [0, T ]→ X

∣∣ u é contínua de [0, T ] em X
}

;

L(X, Y ) =
{
T : X → Y

∣∣ T é linear e contínua
}

;

X ′ = L(X,R) dual de X;

[Lp(Ω)]′ ∼= Lq(Ω), 1 ≤ p <∞, 1

q
+

1

p
= 1;



12

[Hm
0 (Ω)]′ ∼= H−m(Ω), m ∈ N;

[Lp(0, T,X)]′ ∼= Lq (0, T,X ′) , 1 ≤ p <∞;

D′(Ω) = L(D(Ω),R);

D′(0, T ;X) = L(D(0, T ), X);

→ convergência forte;

⇀ convergência fraca;

∗
⇀ convergência fraca estrela;

(g ∗ u)(t) =

∫ t

0

g(t− s)u(x, s)ds;

(g�u)(t) =

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

|u(x, t)− u(x, s)|2dxds;

||u||p =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p

, ||u||∞ = sup
x∈Ω

ess |u(x)|;

||u||Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

||u(t)||pXdt
)1/p

, ||u||L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess ||u(t)||X .
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1 INTRODUÇÃO

No presente trabalho abordaremos questões relativas a existência, unicidade e de-
pendência contínua de soluções e o comportamento assintótico de energia associada a um pro-
blema viscoelásticos de placas, anteriormente abordado em Cavalcanti et al. [6]. Um trabalho
pioneiro para sistemas viscoelásticos foi introduzido por Dafermos [10], o qual mostrou que a
solução para o sistema viscoelástico tende para zero ao longo do tempo, mas sem fornecer a
taxa de decaimento explicitamente. Já em [6] os autores mostraram que o sistema é exponen-
cialmente estável quando submetido às dissipações friccional (dissipação fraca) e viscoelástica
(termo de memória) com núcleo da memória decaindo de forma exponencial.

Recentemente, vários trabalhos abordaram equações viscoelásticas com dissipação
apenas dado pelo termo de memória, como por exemplo em Messaoudi [18, 19]. Em tais
trabalhos o intuito foi exibir taxas de decaimento para a energia correspondente ao problema
conforme a taxa de amortecimento do núcleo da memória. Tais taxas de decaimento constituem
um decaimento geral de energia, incluindo decaimentos como exponencial e polinomial, entre
outros. Tal resultado já era previamente conhecido, como pode-se ver em Barreto et al. [21],
onde mostrou-se que a taxa de decaimento da solução depende da taxa de decaimento do núcleo
da memória.

O principal objetivo deste trabalho é generalizar os resultados apresentados em [6]
em domínios limitados. Mais precisamente, serão apresentados resultados sobre a boa coloca-
ção e o comportamento assintótico para a seguinte equação viscoelástica da placa

utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut + f(u) = 0 em Ω× (0,∞), (1.1)

com condições de fronteira

u = ∆u = 0 sobre ∂Ω× [0,∞), (1.2)

ou
u =

∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Ω× [0,∞), (1.3)

e com as seguintes condições iniciais

u(·, 0) = u0, ut(·, 0) = u1 em Ω, (1.4)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira ∂Ω bem regular e ν é o vetor normal unitário
exterior a ∂Ω. Assumiremos hipóteses menos restritivas sobre as funções g e M , determinando
qual entre estas mais influencia o decaimento e, também, considerando uma perturbação não
linear f(u).
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Em [6] os autores estabeleceram a existência e unicidade de soluções fracas para
(1.1) com f ≡ 0 e condição de fronteira (1.3), considerando hipóteses sobre g, g′ e g′′ e com
M ∈ C1([0,∞)) tal que M(s) ≥ 0 para todo s ∈ [0,∞). Além disso, para o decaimento
exponencial de energia foi assumido que o núcleo da memória g é da forma g(t) ≈ e−kt, t ≥ 0,

para algum k > 0, e ainda que

M(s) ≥ λ0 > 0, ∀ s ≥ 0, (1.5)

isto é, o termo M(‖∇u(t)‖2
2)ut representa uma dissipação friccional que atua na equação da

placa. Já no trabalho de dissertação [5] foi mostrado resultados análogos com respeito da exis-
tência e decaimento de energia para a equação (1.1), mas com condição de fronteira (1.2) e
considerando condições sobre g, g′ (e condição de decaimento mais geral), M ≥ 0 e com
f ≡ 0, mas sem a impor a condição (1.5). Isto permite afirmar que o termo de memória do
problema (1.1)-(1.4) é suficiente para estabilizar o funcional energia.

Mediante aos trabalhos supracitados, os Capítulos 2 e 3 desta dissertação têm o pro-
pósito de generalizar todos os resultados obtidos em [6] em domínios limitados, considerando
as duas condições de fronteira (1.2)-(1.3) ao mesmo tempo, hipóteses menos restritivas sobre as
funções g e M e levando em consideração uma perturbação não linear f(u). Neste caso, para
determinadas funções não lineares f(u) o decaimento de energia também dependerá dos dados
iniciais.

Esta dissertação está organizada como segue. No Capítulo 2, determinamos a exis-
tência e unicidade de solução para (1.1)-(1.4) via método de Faedo-Galerkin, assim como feito
em [2, 5, 6, 14]. Primeiro provamos a existência e unicidade de solução forte e, em seguida, a
existência de solução fraca é dada por argumentos de densidade. No Capítulo 3, determinamos
o decaimento geral do funcional energia associado ao problema (1.1)-(1.4). Para tanto, usamos
as ideias introduzidas em [18, 19] primeiramente aplicadas em equações lineares viscoelásticas
de segunda ordem. Finalmente, no Capítulo 4 ressaltamos as contribuições deste trabalho e no
Capítulo 5 resumimos alguns resultados em análise funcional para tornar esta dissertação mais
autossuficiente possível.
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2 BOA COLOCAÇÃO

2.1 O PROBLEMA

O objetivo deste capítulo é estudar a existência e unicidade de soluções forte e fraca
da seguinte equação

utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds+M(‖∇u(t)‖2
2)ut + f(u) = 0 em Ω× (0,∞), (2.1)

sendo Ω um conjunto aberto e limitado de RN , N ≥ 1 natural, com fronteira ∂Ω bem regular,
onde ∆2 = ∆(∆) denota o operador biharmônico, g uma função real chamada de núcleo da

memória, M e f(u) funções não lineares e ‖ · ‖2 a norma em L2(Ω). Consideraremos as
condições de fronteira

u = ∆u = 0 sobre ∂Ω× [0,∞), (2.2)

ou
u =

∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Ω× [0,∞), (2.3)

onde ν é vetor normal unitário exterior a ∂Ω, e condições iniciais

u(·, 0) = u0, ut(·, 0) = u1 em Ω. (2.4)

Definamos, inicialmente, os espaços de Hilbert que serão utilizados no decorrer deste trabalho:
V0 := L2(Ω), V1 := H1

0 (Ω),

V2 :=

{
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), sob a condição (2.2)
H2

0 (Ω), sob a condição (2.3)
,

e

V4 :=

{
u ∈ H4(Ω); u = ∆u = 0 sobre ∂Ω, sob a condição (2.2)
H4(Ω) ∩H2

0 (Ω), sob a condição (2.3)
,

munidos com os seguintes produtos internos e normas, respectivamente,

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx e ‖u‖2 =

(∫
Ω

|u(x)|2dx
)1/2

,

(u, v)V1 = (∇u,∇v) e ‖u‖V1 = ‖∇u‖2,

(u, v)V2 = (∆u,∆v) e ‖u‖V2 = ‖∆u‖2,

(u, v)V4 = (∆2u,∆2v) e ‖u‖V4 = ‖∆2u‖2.
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Todas as imersões utilizadas no decorrer deste trabalho são garantidas pelos Teoremas 5.10,
5.11 e 5.12. Em particular, temos as seguintes imersões:

• V1 ↪→ V0, sendo µ0 > 0 a constante de imersão tal que µ0 ‖u‖2
2 ≤ ‖∇u‖

2
2;

• V2
c
↪→ V0, sendo µ1 > 0 a constante de imersão tal que µ1‖u‖2

2 ≤ ‖∆u‖2
2;

• V2 ↪→ V1, onde µ2 > 0 é a constante de imersão de modo que µ2 ‖∇u‖2
2 ≤ ‖∆u‖

2
2

• V2 ↪→ Lρ+2(Ω), sendo µρ > 0 tal que ‖u‖ρ+2 ≤ µρ ‖∆u‖2.

Serão considerados ainda os seguintes espaços de fase

H := V4 × V2 e V := V2 × V0,

que também são espaços de Hilbert, munidos com as seguintes normas, respectivamente,

‖(u, v)‖2
H = ‖∆2u‖2

2 + ‖∆v‖2
2 e ‖(u, v)‖2

V = ‖∆u‖2
2 + ‖v‖2

2,

No que segue, apresentaremos as hipóteses sobre g, M e f(u).

Núcleo da memória g. Suponhamos que g : [0,∞) −→ [0,∞) é uma função de classe C1

tal que

l := 1−
∫ ∞

0

g(s)ds > 0 e g′(t) ≤ 0, ∀ t ≥ 0. (2.5)

Termo não local M . Suponhamos que M : [0,∞) −→ R, com M ∈ C1, tal que

M(s) ≥ 0, ∀ s ≥ 0. (2.6)

Perturbação não linear f(u). Consideraremos f : R −→ R de classe C1 de tal forma que

f(0) = 0 e |f ′(s)| ≤ k1(1 + |s|ρ/2), ∀ s ∈ R, (2.7)

sendo k1 > 0 e ρ satisfazendo

ρ > 0, se 1 ≤ N ≤ 4 e 0 < ρ <
8

N − 4
, se N ≥ 5. (2.8)

Suponhamos ainda que

−lβ
2
|s|2 ≤ f̂(s) :=

∫ s

0

f(τ)dτ ≤ f(s)s+
lβ

2
|s|2, ∀ s ∈ R, (2.9)

com β ∈ [0, µ1).
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Observação 2.1. Exemplos de funções satisfazendo as hipóteses (2.7) e (2.9) serão expostos na
Seção 2.4.

Observação 2.2. Note que de (2.7), pelo Teorema do Valor Médio segue que

|f(s1)− f(s2)| ≤ k2(1 + |s1|ρ/2 + |s2|ρ/2)|s1 − s2|, ∀ s1, s2 ∈ R, (2.10)

em que k2 > 0.
Note ainda que

β1 := l

(
1− β

µ1

)
> 0. (2.11)

Observação 2.3. Fazendo uso do Teorema 5.10 e de (2.8), segue que V2 ↪→ Lρ+2(Ω), qualquer
que seja a dimensão N .

Tendo estes espaços, hipóteses e observações em mente, nas próximas duas seções
apresentaremos os resultados sobre existência e unicidade de soluções forte e fraca do problema
(2.1)-(2.4). No decorrer deste trabalho, C > 0 denotará várias constantes que dependem dos
dados iniciais.

2.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO FORTE

Nesta seção estabeleceremos a existência e unicidade de solução forte para o pro-
blema (2.1)-(2.4) via método de Faedo-Galerkin.

Definição 2.1. Uma função u : Ω× (0, T )→ R na classe

u ∈ L∞ (0, T ;V4) , ut ∈ L∞ ([0, T ];V2) , utt ∈ L∞ ([0, T ];V0) , (2.12)

satisfazendo (2.1) quase sempre em Ω× (0, T ) e as condições iniciais (2.4) quase sempre sobre

Ω é dita solução forte do problema (2.1)-(2.4).

Teorema 2.2. Seja T > 0 arbitrário e considere as hipóteses (2.5)-(2.9). Se (u0, u1) ∈ H, então

existe uma única solução forte para o problema (2.1)-(2.4). Além disso, tal solução depende

continuamente dos dados iniciais em V . Mais precisamente, se z1 = (u, ut), z2 = (v, vt) são

duas soluções do problema (2.1)-(2.4) correspondentes aos dados iniciais z1
0 = (u0, u1), z2

0 =

(v0, v1) ∈ H, respectivamente, então existe uma constante CT = CT (T, ‖z1
0‖V , ‖z2

0‖V) tal que

‖z1(t)− z2(t)‖V ≤ CT‖z1
0 − z2

0‖V , ∀ t ∈ [0, T ]. (2.13)

Demonstração. A demonstração de tal resultado será dividida em várias etapas.
Problema Aproximado: Seja (wj)j∈N uma base de V4 dada por autofunções do problema ∆2w = λw em Ω,

w = ∆w = 0 ou w =
∂w

∂ν
= 0 sobre ∂Ω,
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tal que (wj)j∈N seja ortogonal em V1, V2 e V4 e seja ortonormal V0. Denotando por (λj)j∈N a
sequência de autovalores correspondentes, temos

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λj ≤ · · · com λj
j→∞−→ ∞

e {
∆2wj = λjwj em Ω,

wj = ∆wj = 0 sobre ∂Ω,
(2.14)

sob a condição (2.2), ou  ∆2wj = λjwj em Ω,

wj =
∂wj
∂ν

= 0 sobre ∂Ω
(2.15)

sob a condição (2.3), com j ∈ N.
ConsideremosWm = [w1, . . . , wm] o subespaço gerado pelas m primeiras autofun-

ções. Procuraremos por soluções da forma

um(t) =
m∑
j=1

yjm(t)wj em Wm, t ∈ [0, T ] (2.16)

do seguinte problema aproximado

(umtt (t), wj) + (∆um(t),∆wj)−
∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆wj)ds

+M
(
‖∇um(t)‖2

2

)
(umt (t), wj) + (f(um(t)), wj) = 0,

(2.17)

sob condições iniciais
um(0) = um0 e umt (0) = um1 , (2.18)

as quais
um0 −→ u0 em V4 e um1 −→ u1 em V2, (2.19)

quando m −→∞. Observe que, por (2.16) e (2.18),

um0 = um(0) =
m∑
j=1

yjm(0)wj =
m∑
j=1

(um0 , wj)wj,

um1 = umt (0) =
m∑
j=1

y′jm(0)wj =
m∑
j=1

(um1 , wj)wj.

(2.20)

Além disso,

(umtt (t), wj) =

(
m∑
i=1

y′′im(t)wi, wj

)
=

m∑
i=1

y′′im(t)(wi, wj) = y′′jm(t),
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(∆um(t),∆wj) =

(
m∑
i=1

yim(t)∆wi,∆wj

)
=

m∑
i=1

yim(t)(∆wi,∆wj) = λjyjm(t),

‖∇um(t)‖2
2 =

∥∥∥∥∥∇
(

m∑
i=1

yim(t)wi

)∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

yim(t)∇wi

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

y2
im(t)‖∇wi‖2

2,

(umt (t), wj) =

(
m∑
i=1

y′im(t)wi, wj

)
=

m∑
i=1

y′im(t)(wi, wj) = y′jm(t).

Deste modo, podemos reescrever (2.17)-(2.18) como o seguinte sistema de Equações Diferen-
ciais Ordinárias (E.D.O.’s) de segunda ordem

y′′jm(t) + λjyjm(t)− λj
∫ t

0

g(t− s)yjm(s) ds

+M

(
m∑
i=1

y2
im(t)‖∇wi‖2

2

)
y′jm(t) + f(yjm(t)) = 0,

yjm(0) = (um0 , wj), y
′
jm(0) = (um1 , wj), j = 1, · · · ,m,

(2.21)

sendo

f(yjm(t)) =

(
f

(
m∑
i=1

yim(t)wi

)
, wj

)
,

com j = 1, · · · ,m. Mais ainda,

m∑
j=1

(um0 , wj)wj → u0 em V4,

m∑
j=1

(um1 , wj)wj → u1 em V2,

(2.22)

para m −→∞.
Provaremos que o sistema de E.D.O’s (2.21) possui ao menos uma solução local em

algum intervalo [0, tm), com tm < T . Reescrevendo o sistema (2.21) sob a forma matricial,
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obtemos

Y ′′(t)︷ ︸︸ ︷
y′′1m(t)

...
y′′mm(t)

 =−

C1︷ ︸︸ ︷
λ1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . λm


Y (t)︷ ︸︸ ︷
y1m(t)

...
ymm(t)

+

C1︷ ︸︸ ︷
λ1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . λm



∫ t

0

g(t− s)y1m(s)ds

...∫ t

0

g(t− s)ymm(s)ds



−


M

(
m∑
i=1

y2
im(t)‖∇wi‖2

2

)
. . . 0

... . . . ...

0 . . . M

(
m∑
i=1

y2
im(t)‖∇wi‖2

2

)


︸ ︷︷ ︸

G(Y (t))


y′1m(t)

...
y′mm(t)



−


f(y1m(t))

...
f(ymm(t))


︸ ︷︷ ︸

F (Y (t))

,


y1m(0)

...
ymm(0)

 =


(um0 , w1)

...
(um0 , wm)

 ,

y′1m(0)

...
y′mm(0)

 =


(um1 , w1)

...
(um1 , wm)

 .
Podemos, ainda, reduzir nossos estudos ao seguinte sistema não linear de E.D.O.’s,

Y ′′(t) = C1

(
−Y (t) +

∫ t

0

g(t− s)Y (s)ds

)
−G(Y (t))Y ′(t) + F (Y (t)), (2.23)

com condições iniciais
Y (0) = Y0, Y ′(0) = Y1, (2.24)

sendo

Y0 =


(um0 , w1)

...
(um0 , wm)

 e Y1 =


(um1 , w1)

...
(um1 , wm)

 .
Definindo

X(t) = Y ′(t) e Z(t) =

[
Y (t)

X(t)

]
,
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por (2.23) obtemos

Z ′(t) =

[
Y ′(t)

X ′(t)

]
=

 X(t)

C1

(
−Y (t) +

∫ t

0

g(t− s)Y (s)ds

)
−G(Y (t))Y ′(t) + F (Y (t))


=

[
0 I

−C1 0

]
︸ ︷︷ ︸

C

.

[
Y (t)

X(t)

]
+

 0

C1

∫ t

0

g(t− s)Y (s)ds−G(Y (t))X(t) + F (Y (t))

 .
︸ ︷︷ ︸

ϕ(t,Z(t))

Com isso em vista, podemos reescrever o sistema (2.23)-(2.24) como o seguinte Problema de
Valor Inicial (P.V.I.) de primeira ordem{

Z ′(t) = CZ(t) + ϕ(t, Z(t)), 0 < t ≤ T,

Z(0) = Z0.
(2.25)

Com o intuito de aplicar o Teorema de Carathéodory (ver Apêndice, Teorema 5.25), em (2.25),
mostraremos que a função dada por

h : [0, T ]× R2m −→ R2m

(t, Z) 7−→ h(t, Z) = CZ + ϕ(t, Z)

satisfaz as condições de tal resultado. Com efeito:

• Primeira Condição: h é mensurável em relação a variável t, para cada Z fixado.

De fato, observe que para cada t ∈ [0, T ], g é contínua e, por conseguinte, mensurável.
Deste modo, h(·, Z) é mensurável.

• Segunda Condição: h é contínua em relação a Z, para cada t fixado.

Com efeito, para todo t fixado, a aplicação h(t, Z) é contínua em Z, pois a continuidade
de ϕ(t, Z) provém do fato de que, por hipótese, g,M ∈ C1(R+) e f ∈ C1(R) e, também,
temos que Z 7→ CZ é contínua.

• Terceira Condição: Dado um retângulo compacto K ⊂ [0, T ]× R2m, existe uma função
real mK Lebesgue-integrável tal que

‖h(t, Z)‖R2m ≤ mK(t), ∀ (t, Z) ∈ K.

De fato, pela continuidade de C e ϕ em R2m, temos que existem constantes MK,1 e MK,2
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tais que, para cada (t, Z) ∈ [0, T ]× R2m,

‖h(t, Z)‖R2m ≤ ‖CZ‖R2m + ‖ϕ(t, Z)‖R2m

≤ ‖C‖R2m‖Z‖R2m + ‖ϕ(t, Z)‖R2m

≤MK,1 +MK,2.

Definindo mK(t) := MK,1 +MK,2, para cada t ∈ [0, T ], segue que

‖h(t, Z)‖R2m ≤ mK(t), ∀ (t, Z) ∈ K.

Pelo exposto acima, todas as condições do Teorema 5.25 são satisfeitas por h. Logo,
existe uma solução local Z(t) para o sistema dado em (2.25) em algum intervalo [0, tm), com
0 < tm ≤ T , tal que Z(t) é absolutamente contínua e Z ′(t) existe quase sempre em [0, tm).

Assim o sistema (2.23)-(2.24) tem solução local Y (t) no mesmo intervalo (0, tm)

e as funções Y (t) e Y ′(t) são absolutamente contínuas com Y ′′(t) existindo quase sempre em
[0, tm). Consequentemente as funções yjm(t), com j = 1, ...,m, são soluções locais do sistema
(2.21) em [0, tm), como queríamos.

Portanto, o problema aproximado (2.17) possui uma solução local um(t), com m ∈
N, em [0, tm), da forma (2.16), com umt (t) absolutamente contínua e umtt (t) existindo quase
sempre em [0, tm).
Estimativas a priori: No que segue, faremos estimativas com o intuito de prolongar a solução
aproximada um para todo intervalo [0, T ] e passar o limite no problema aproximado.

• Estimativa a priori I: Multiplicando a equação aproximada (2.17) por y′jm(t) e
somando de j = 1 até m, obtemos

(umtt (t), u
m
t (t)) + (∆um(t),∆umt (t))−

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds

+M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), umt (t)) + (f(um(t)), umt (t)) = 0,

(2.26)

quase sempre em [0, tm), com tm ≤ T , sendo

umt (t) =
∂

∂t

(
m∑
j=1

yjm(t)wj

)
=

m∑
j=1

y′jm(t)wj.
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Afirmamos que são válidas as seguintes identidades

(umtt (t), u
m
t (t)) =

1

2

d

dt
‖umt (t)‖2

2,

(∆um(t),∆umt (t)) =
1

2

d

dt
‖∆um(t)‖2

2, (2.27)

(f(um(t)), umt (t)) =
d

dt

∫
Ω

f̂(um(t))dx,

em D′(0, tm), sendo f̂ definida como em (2.9). De fato, dada função teste θ ∈ D(0, tm), temos

〈(umtt (t), umt (t)), θ〉 =

〈∫
Ω

umtt (t)u
m
t (t) dx, θ

〉
=

∫ tm

0

∫
Ω

umtt (t)u
m
t (t)θ(t)dxdt

=

∫
Ω

∫ tm

0

1

2

d

dt
(umt (t))2θ(t)dtdx

=

∫
Ω

[
1

2
(umt (t))2θ(t)

∣∣tm
0
−
∫ tm

0

1

2
(umt (t))2θ′(t) dt

]
dx

= −
∫ tm

0

∫
Ω

1

2
(umt (t))2θ′(t)dxdt

= −
〈

1

2
‖umt (t)‖2

2, θ
′
〉

=

〈
1

2

d

dt
‖umt (t)‖2

2, θ

〉
.

Isto prova que

(umtt (t), u
m
t (t)) =

1

2

d

dt
‖umt (t)‖2

2.



24

〈(∆um(t),∆umt (t)), θ〉 =

〈∫
Ω

∆um(t)∆umt (t)dx, θ

〉
=

∫ tm

0

∫
Ω

∆um(t)∆umt (t)θ(t)dxdt

=

∫
Ω

∫ tm

0

1

2

d

dt
(∆um(t))2θ(t)dtdx

=

∫
Ω

[
1

2
(∆um(t))2θ(t)

∣∣tm
0
−
∫ tm

0

1

2
(∆um(t))2θ′(t)dt

]
dx

= −
∫ tm

0

∫
Ω

1

2
(∆um(t))2θ′(t)dxdt

= −
〈

1

2
‖∆um(t)‖2

2, θ
′
〉

=

〈
1

2

d

dt
‖∆um(t)‖2

2, θ

〉
.

O que prova que

(∆um(t),∆umt (t)) =
1

2

d

dt
‖∆um(t)‖2

2.

Fazendo uso da Regra da Cadeia,

d

dt

∫
Ω

f̂(um(t))dx =

∫
Ω

d

dt
f̂(um(t))dx =

∫
Ω

f(um(t))umt (t)dx = (f(um(t)), umt (t)) .

Note também que é válida a seguinte igualdade∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds =− 1

2

d

dt

{
(g�∆um)(t)−

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆um(t)‖2

2

}
+

1

2
(g′�∆um)(t)− 1

2
g(t)‖∆um(t)‖2

2. (2.28)

Com efeito, por definição, temos que

(g�∆um)(t) =

∫ t

0

g(t− s)‖∆um(t)−∆um(s)‖2
2ds,

Diferenciando, segue pela Regra de Leibniz que

d

dt
(g�∆um)(t) =

∫ t

0

g′(t− s)‖∆um(t)−∆um(s)‖2
2ds+

∫ t

0

g(t− s) d
dt

(∆um(t),∆um(t))ds

−2

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds.

(2.29)
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Por outro lado, pela Regra de Leibniz,∫ t

0

g(τ)
d

dt
(∆um(t),∆um(t))dτ =

d

dt

{(∫ t

0

g(τ)dτ

)
‖∆um(t)‖2

2

}
− g(t)‖∆um(t)‖2

2.

Logo, podemos reescrever (2.29) como∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds =− 1

2

d

dt

{
(g�∆um)(t)−

(∫ t

0

g(τ)dτ

)
‖∆um(t)‖2

2

}
+

1

2
(g′�∆um)(t)− 1

2
g(t)‖∆um(t)‖2

2,

o que mostra o desejado.
Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), obtemos

1

2

d

dt
‖umt (t)‖2

2 +
1

2

d

dt
‖∆um(t)‖2

2 +
1

2

d

dt
(g � ∆um)(t) +

1

2
g(t)‖∆um(t)‖2

2

−1

2
(g′�∆um)(t)− 1

2

d

dt

{(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆um(t)‖2

2

}
+M(‖∇um(t)‖2

2)‖umt (t)‖2
2 +

d

dt

∫
Ω

f̂(um(t))dx = 0,

(2.30)

ou ainda,

d

dt
Em(t) =

1

2
(g′ � ∆um)(t)− 1

2
g(t)‖∆um(t)‖2

2 −M(‖∇um(t)‖2
2)‖umt (t)‖2

2, (2.31)

sendo

Em(t) =
1

2
‖umt (t)‖2

2 +
1

2

{
1−

(∫ t

0

g(s)ds

)}
‖∆um(t)‖2

2

+
1

2
(g � ∆um)(t) +

∫
Ω

f̂(um(t))dx

(2.32)

a energia associada à solução aproximada um(t).
Deste modo, pelas hipóteses (2.5) e (2.6), segue que

d

dt
Em(t) ≤ 0. (2.33)

Integrando a expressão anterior sobre [0, t], com t < tm, obtemos que

Em(t) ≤ Em(0). (2.34)

Por (2.32) e (g�∆um) (t) ≥ 0, pelas hipóteses (2.5) e (2.9), pela imersão V2 ↪→ V0 e por (2.11),
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segue que

Em(t) ≥ 1

2
‖umt (t)‖2

2 +
l

2
‖∆um(t)‖2

2 +

∫
Ω

f̂(um(t))dx

≥ 1

2
‖umt (t)‖2

2 +
l

2
‖∆um(t)‖2

2 −
lβ

2

∫
Ω

|um(t)|2dx

≥ 1

2
‖umt (t)‖2

2 +
l

2
‖∆um(t)‖2

2 −
lβ

2
‖um(t)‖2

2

≥ 1

2
‖umt (t)‖2

2 +
l

2

(
1− β

µ1

)
‖∆um(t)‖2

2

≥ 1

2
‖umt (t)‖2

2 +
β1

2
‖∆um(t)‖2

2.

Deste modo,
‖umt (t)‖2

2 + ‖∆um(t)‖2
2 ≤ C1E

m(t), (2.35)

sendo C1 =
2

min {1, β1}
. Por outro lado, temos que

Em(0) =
1

2
‖um1 ‖2

2 +
1

2
‖∆um0 ‖2

2 +

∫
Ω

f̂(um0 )dx. (2.36)

Pela convergência (2.19), devido às imersões V4 ↪→ V2 e V2 ↪→ V0, temos que existe uma
constante C > 0 tal que

‖um1 ‖2
2 + ‖∆um0 ‖2

2 ≤ C. (2.37)

Estimemos a última parcela de (2.36). Por (2.9), pelas desigualdades de Hölder e de Young (ver
Apêndice, Proposições 5.3 e 5.1, respectivamente) e pela imersão V2 ↪→ V0, temos∫

Ω

f̂(um0 )dx ≤
∫

Ω

|f̂(um0 )|dx

≤
∫

Ω

∣∣∣∣f(um0 )um0 +
lβ

2
|um0 |2

∣∣∣∣ dx
≤
∫

Ω

(
|f(um0 )um0 |+

lβ

2
|um0 |2

)
dx

≤
∫

Ω

|f(um0 )||um0 |dx+
lβ

2

∫
Ω

|um0 |2dx

≤ ‖f(um0 )‖2‖um0 ‖2 +
lβ

2
‖um0 ‖

2
2

≤ 1

2
‖f(um0 )‖2

2 +
(1 + lβ)

2
‖um0 ‖

2
2

≤ 1

2
‖f(um0 )‖2

2 + C2 ‖∆um0 ‖
2
2,
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sendo C2 =
(1 + lβ)

2µ1

. Fazendo uso de (2.10) e do Lema 5.29, segue que

‖f(um0 )‖2
2 =

∫
Ω

|f(um0 )|2dx ≤ k2
2

∫
Ω

(
|um0 |+ |um0 |

ρ+2
2

)2

dx

≤ 2k2
2

∫
Ω

(
|um0 |2 + |um0 |ρ+2

)
dx (2.38)

≤ 4k2
2‖um0 ‖

ρ+2
ρ+2.

Deste modo, ∫
Ω

f̂(um0 )dx ≤ 2k2
2‖um0 ‖

ρ+2
ρ+2 + C2 ‖∆um0 ‖

2
2 ,

ou ainda, considerando µρ > 0 a constante referente à imersão V2 ↪→ Lρ+2(Ω),∫
Ω

f̂(um0 )dx ≤ 4k2
2µ

ρ+2
ρ ‖∆um0 ‖

ρ+2
2 + C2 ‖∆um0 ‖

2
2 .

Logo, por (2.37), existe uma constante C > 0 tal que∫
Ω

f̂(um0 )dx ≤ C. (2.39)

Combinando (2.36) com (2.37) e (2.39),

Em(0) ≤ C. (2.40)

Deste modo, por (2.34), (2.35) e (2.40) existe uma constante K1 > 0, que depende dos dados
iniciais, tal que

‖umt (t)‖2
2 + ‖∆um(t)‖2

2 ≤ K1, (2.41)

para todo t ∈ [0, tm), qualquer que seja m ∈ N, onde K1 = K1 (‖∆u0‖2, ‖u1‖2).
Agora observe que

‖umt (t)‖2
2 = (umt (t), umt (t)) =

(
m∑
j=1

y′jm(t)wj,
m∑
i=1

y′im(t)wi

)

=
m∑
j=1

m∑
i=1

y′im(t)y′jm(t)(wj, wi) =
m∑
i=1

[y′im(t)]2
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e

‖um(t)‖2
2 = (um(t), um(t)) =

(
m∑
j=1

yjm(t)wj,
m∑
i=1

yim(t)wi

)

=
m∑
j=1

m∑
i=1

yim(t)yjm(t)(wj, wi) =
m∑
i=1

[yim(t)]2.

Como V2 ↪→ V0, segue por (2.41) que existe uma constante C3 > 0 tal que

‖um(t)‖2
2 ≤ C3, (2.42)

sendo C3 =
K1

µ1

. Assim, existe uma constante C4 > 0 de modo que

‖umt (t)‖2
2 + ‖um(t)‖2

2 ≤ C4,

para cada t ∈ [0, tm) e m ∈ N. Portanto, a solução Z(t) do P.V.I. (2.25) é limitada em R2m,
visto que

‖Z(t)‖2
R2m =

m∑
i=1

[y′im(t)]2 +
m∑
i=1

[yim(t)]2 = ‖umt (t)‖2
2 + ‖um(t)‖2

2 ≤ C4, (2.43)

com C4 independente de t e m. Pelo Corolário 5.26, podemos prolongar Z(t) a todo o intervalo
[0, T ], o mesmo ocorrendo com yjm(t) e y′jm(t), j = 1, . . . ,m. Por (2.16), podemos estender
um(t) a todo o intervalo [0, T ]. Mais ainda, repetindo tal procedimento, obtemos que (2.41)
permanece válida para todo t ∈ [0, T ] e m ∈ N, ou seja,

‖umt (t)‖2
2 + ‖∆um(t)‖2

2 ≤ K1, (2.44)

para cada t ∈ [0, T ] e m ∈ N, com K1 = K1(‖∆u0‖2, ‖u1‖2) > 0 independente de t > 0 e
m ∈ N. Além disso, a estimativa (2.44) nos fornece que

(um) é limitada em L∞(0, T ;V2) = [L1(0, T ;V ′2)]
′
,

(umt ) é limitada em L∞(0, T ;V0) = [L1(0, T ;V0)]
′
.

(2.45)

• Estimativa a priori II: Fazendo uso do Teorema de Green (ver Apêndice, Teorema
5.13), podemos reescrever (2.17) como

(umtt (t), wj) + (∆2um(t), wj)−
∫ t

0

g(t− s)(∆2um(s), wj)ds

+M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), wj) + (f(um(t)), wj) = 0,
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Ao multiplicarmos a equação anterior por λjy′jm(t) e somarmos de j = 1 até m, obtemos

(umtt (t),∆
2umt (t)) + (∆2um(t),∆2umt (t))−

∫ t

0

g(t− s)(∆2um(t),∆2umt (t))ds

+M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t),∆2umt (t)) + (f(um(t)),∆2umt (t)) = 0,

sendo

∆2umt (t) = ∆2

(
m∑
j=1

y′jm(t)wj

)
=

m∑
j=1

y′jm(t)∆2wj =
m∑
j=1

y′jm(t)λjwj.

Aplicando novamente o Teorema 5.13,

(∆umtt (t),∆u
m
t (t)) + (∆2um(t),∆2umt (t))−

∫ t

0

g(t− s)(∆2um(t),∆2umt (t))ds

+M(‖∇um(t)‖2
2)(∆umt (t),∆umt (t)) + (f(um(t)),∆2umt (t)) = 0.

(2.46)

Note que, de modo análogo ao feito para provarmos (2.27) e (2.28), obtemos, com exceção da
penúltima identidade, que provém de regras de derivação,

(∆umtt (t),∆u
m
t (t)) =

1

2

d

dt
‖∆umt (t)‖2

2;

(∆2umt (t),∆2um(t)) =
1

2

d

dt
‖∆2um(t)‖2

2;

(f(um(t)),∆2umt (t)) =
d

dt

[
(f(um(t)),∆2um(t))

]
(2.47)

−(f ′(um(t))umt (t),∆2um(t));∫ t

0

g(t− s)(∆2um(s),∆2umt (t))ds =− 1

2

d

dt

{
(g�∆2um)(t)−

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆2um(t)‖2

2

}
+

1

2
(g′�∆2um)(t)− 1

2
g(t)‖∆2um(t)‖2

2,

em D′(0, T ). Logo, por (2.47), a igualdade (2.46) pode ser reescrita como

d

dt
Fm(t) =

1

2

(
g′�∆2um

)
(t)− 1

2
g(t)‖∆um(t)‖2

2

−M(‖∇um(t)‖2
2)‖∆umt ‖2

2 + Jf ,

sendo

Fm(t) : =
1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆2um(t)‖2

2

+
1

2

(
g�∆2um

)
(t) + (f(um(t)),∆2um(t))
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e

Jf :=
(
f ′(um(t)umt (t),∆2um(t)

)
.

Desta forma, das hipóteses (2.5) e (2.6), segue que

d

dt
Fm(t) ≤ Jf . (2.48)

Estimemos o termo Jf . Segue, usando (2.7), que

|Jf | =
∣∣(f ′(um(t)umt (t),∆2um(t)

)∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

f ′(um(t))umt (t)∆2um(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f ′(um(t))| |umt (t)|
∣∣∆2um(t)

∣∣ dt
≤ k1

∫
Ω

(1 + |um(t)|
ρ
2 ) |umt (t)|

∣∣∆2um(t)
∣∣ dt.

Aplicando a desigualdade de Hölder generalizada com
ρ

2(ρ+ 2)
+

1

ρ+ 2
+

1

2
= 1, temos

|Jf | ≤ k1‖1 + |um(t)| ρ2‖ 2(ρ+2)
ρ

‖umt (t)‖ρ+2‖∆2um(t)‖2

≤ k1

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + ‖um(t)‖

ρ
2
ρ+2

)
‖umt (t)‖ρ+2‖∆2um(t)‖2.

Da imersão V2 ↪→ Lρ+2(Ω), temos que

‖um(t)‖
ρ
2
ρ+2 ≤ µ

ρ
2
ρ ‖∆um(t)‖

ρ
2
2 e ‖umt (t)‖ρ+2 ≤ µρ‖∆umt (t)‖2.

Deste modo, fazendo uso de (2.44) e da desigualdade de Young,

|Jf | ≤ k1

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + µ

ρ
2
ρ ‖∆um(t)‖

ρ
2
2

)
µρ‖∆umt (t)‖2‖∆2um(t)‖2

≤ k1

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + C

)
µρ︸ ︷︷ ︸

C

‖∆umt (t)‖2‖∆2um(t)‖2

≤ C

[
1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
1

2
‖∆2um(t)‖2

2

]
.

De (2.48), temos

d

dt
Fm(t) ≤ C

[
‖∆umt (t)‖2

2 + ‖∆2um(t)‖2
2

]
. (2.49)
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Integrando (2.49) sobre [0, t], com t ≤ T , temos

Fm(t) ≤ Fm(0) + C

∫ t

0

[
‖∆umt (s)‖2

2 + ‖∆2um(s)‖2
2

]
ds.

Como
Fm(0) =

1

2
‖∆um1 ‖2

2 +
1

2
‖∆2um0 ‖2

2 +
(
f(um0 ),∆2um0

)
e por (2.38), pela desigualdade de Young e pela imersão V2 ↪→ Lρ+2(Ω), temos

(
f (um0 ) ,∆2um0

)
≤
∣∣(f (um0 ) ,∆2um0

)∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

f (um0 ) ∆2um0 dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f (um0 )|
∣∣∆2um0

∣∣ dx
≤ 1

2

[
‖f (um0 )‖2

2 +
∥∥∆2um0

∥∥2

2

]
≤ 1

2

[
4k2

2‖um0 ‖
ρ+2
ρ+2 +

∥∥∆2um0
∥∥2

2

]
≤ 1

2

[
4k2

2µ
ρ+2
ρ ‖∆um0 ‖

ρ+2
2 +

∥∥∆2um0
∥∥2

2

]
,

segue, pela imersão V4 ↪→ V2, que
Fm(0) ≤ C,

onde C = C (‖∆2um0 ‖2, ‖∆u1‖2) > 0. Deste modo,

Fm(t) ≤ C + C

∫ t

0

[
‖∆umt (s)‖2

2 + ‖∆2um(s)‖2
2

]
ds, (2.50)

com C = C (‖∆2um0 ‖2, ‖∆u1‖2) > 0.
Por outro lado, pela hipótese (2.5) e por

(
g�∆2um

)
(t) ≥ 0,

Fm(t) ≥ 1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
l

2
‖∆2um(t)‖2

2 + (f(um(t)),∆2um(t)). (2.51)

Agora, pela hipótese (2.2), pela desigualdade de Hölder generalizada, pela imersão V2 ↪→
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Lρ+2(Ω), pela estimativa (2.44) e pela de Young com ε =
l

4
segue que

−(f(um(t)),∆2um(t))| ≤
∣∣(f (um(t)) ,∆2um(t)

)∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

f (um(t)) ∆2um(t)dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f(um(t))||∆2um(t)|dx

≤ k2

∫
Ω

(
1 + |um(t)|

ρ
2

)
|um(t)|

∣∣∆2um(t)
∣∣ dx

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + ‖um(t)‖

ρ
2
ρ+2

)
‖um(t)‖ρ+2

∥∥∆2um(t)
∥∥

2

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + µ

ρ
2
ρ ‖∆um(t)‖

ρ
2
2

)
‖∆um(t)‖2

∥∥∆2um(t)
∥∥

2

≤ C
∥∥∆2um(t)

∥∥
2

≤ C +
l

4

∥∥∆2um(t)
∥∥2

2
.

Assim, existe uma constante C = C (k2, µρ, K1) > 0 tal que

−(f(um(t)),∆2um(t)) ≤ C +
l

4
‖∆2um(t)‖2

2.

Portanto,

(f(um(t)),∆2um(t)) ≥ −C − l

4
‖∆2um(t)‖2

2.

Assim, em (2.51),

Fm(t) ≥ 1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
l

2
‖∆2um(t)‖2

2 − C −
l

4
‖∆2um(t)‖2

2

≥ 1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
l

4
‖∆2um(t)‖2

2 − C.

Logo, existe uma constante C = C (k2, µρ, K1) > 0 de tal modo que

1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
l

4
‖∆2um(t)‖2

2 ≤ Fm(t) + C. (2.52)

Assim, por (2.50) e (2.52),

1

2
‖∆umt (t)‖2

2 +
l

4
‖∆2um(t)‖2

2 ≤ C + C

∫ t

0

[
‖∆umt (s)‖2

2 + ‖∆2um(s)‖2
2

]
ds.

Então, existe uma constante C > 0, independente de m ∈ N e t > 0, tal que

‖∆umt (t)‖2
2 + ‖∆2um(t)‖2

2 ≤ C + C

∫ t

0

[
‖∆umt (s)‖2

2 + ‖∆2um(s)‖2
2

]
ds.
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Pela desigualdade de Gronwall,

‖∆umt (t)‖2
2 + ‖∆2um(t)‖2

2 ≤ Ce
∫ t
0 Cds ≤ CeCt

Como t ≤ T , segue que

‖∆umt (t)‖2
2 + ‖∆2um(t)‖2

2 ≤ CeCT

Deste modo, definindo K2 = CeCT , temos que para todo t ∈ [0, T ] e para cada m ∈ N

‖∆umt (t)‖2
2 + ‖∆2um(t)‖2

2 ≤ K2, (2.53)

sendo K2 = K2(‖∆u1‖2, ‖∆2u0‖2, |Ω|, T ) > 0. Em particular, a estimativa (2.53) implica que

(um) é limitada em L∞(0, T ;V4) = [L1(0, T ;V ′4)]
′
,

(umt ) é limitada em L∞(0, T ;V2) = [L1(0, T ;V ′2)]
′
.

(2.54)

Passagem ao Limite: Com o intuito de proceder o limite no problema aproximado e determi-
nar a existência de solução forte, consideremos j,m ∈ N, tais que j ≤ m, e θ ∈ D(0, T ).
Multiplicando (2.17) por θ e integrando sobre [0, T ], obtemos∫ T

0

(umtt (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(∆um(t),∆wj)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2um(s), wj)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(um(t)), wj)θ(t)dt = 0.

Integrando por partes, segue que

−
∫ T

0

(umt (t), wj)θ
′(t)dt+

∫ T

0

(∆um(t),∆wj)θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆wj)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(um(t)), wj)θ(t)dt = 0.

(2.55)

Em face das estimativas (2.45) e (2.54), segue, pelo Lema da Compacidade Fraca Estrela (ver
Apêndice, Lema 5.24), que existe uma subsequência de (um), que também será denotada por
(um), tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V2),

umt
∗
⇀ ut em L∞(0, T ;V0),

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V4),

umt
∗
⇀ ut em L∞(0, T ;V2).

(2.56)
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Pelas duas primeiras convergências de (2.56), temos que∫ T

0

(um(t), η(t))dt
m→∞−→

∫ T

0

(u(t), η(t))dt, ∀ η ∈ L1(0, T ;V ′2),∫ T

0

(umt (t), ϑ(t))dt
m→∞−→

∫ T

0

(ut(t), ϑ(t))dt, ∀ ϑ ∈ L1(0, T ;V0).

(2.57)

Afirmamos que ∆2wjθ ∈ L1(0, T ;V ′2) e wjθ′ ∈ L1(0, T ;V0). Com efeito, sejam ι ∈ V ′2 e
σ ∈ V0, então

∣∣〈∆2wjθ(t), ι
〉∣∣ = |θ(t)|

∣∣〈∆2wj, ι
〉∣∣

= |θ(t)| |(∆wj,∆ι)|

≤ max
t∈[0,T ]

|θ(t)|‖∆wj‖2‖∆ι‖2.

e

|〈wjθ′(t), σ〉| = |θ′(t)| |〈wj, σ〉|

≤ max
t∈[0,T ]

|θ′(t)| ‖wj‖2 ‖σ‖2.

Logo,

∥∥∆2wjθ(t)
∥∥
V ′2
≤ max

t∈[0,T ]
|θ(t)| ‖∆wj‖2 e ‖wjθ′(t)‖2 ≤ max

t∈[0,T ]
|θ′(t)| ‖wj‖2 .

Definindo Dj := max
t∈[0,T ]

|θ(t)| ‖∆wj‖2 e Fj := max
t∈[0,T ]

|θ′(t)| ‖wj‖2, temos

∫ T

0

∥∥∆2wjθ(t)
∥∥
V ′2
dt ≤

∫ T

0

Djdt = DjT <∞∫ T

0

‖wjθ′(t)‖2dt ≤
∫ T

0

Fjdt = FjT <∞,

o que mostra o desejado. Logo, se em particular tomarmos η = ∆2wjθ, ϑ = wjθ
′, segue que∫ T

0

(∆um(t),∆wj)θ(t)dt
m→∞−→

∫ T

0

(∆u(t),∆wj)θ(t)dt,∫ T

0

(umt (t), wj)θ
′(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

(ut(t), wj)θ
′(t) dt.

(2.58)

Entretanto, para passarmos o limite em (2.55) devemos analisar o termo de memó-
ria, o termo não local e o termo de perturbação não linear. Afirmamos que existem subsequên-
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cias de (um), que ainda denotaremos por (um), de modo que∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆wj)θ(t)dsdt
m→∞−→

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆wj)θ(t)dsdt,

(2.59)∫ T

0

M
(
‖∇um(t)‖2

2

)
(umt (t), wj)θ(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), wj)θ(t)dt, (2.60)

∫ T

0

(f(umt)), wj)θ(t)dt
m→∞−→

∫ T

0

(f(u(t)), wj)θ(t)dt. (2.61)

De fato, pelo Teorema 5.16 segue que

‖(g ∗ um)(t)‖2 =

∥∥∥∥∫ t

0

g(t− s)um(s)ds

∥∥∥∥
2

≤
∫ t

0

‖g(t− s)um(s)‖2ds

≤
∫ t

0

|g(t− s)|‖um(s)‖2ds

≤ ‖um‖L∞(0,T ;V0)

∫ t

0

|g(t− s)|ds

≤ ‖um‖L∞(0,T ;V0)‖g‖L1(R+),

para cada t ∈ [0, T ]. Deste modo, por (2.44), obtemos que

‖(g ∗ um)(t)‖2 ≤ C,

para todo t ∈ [0, T ], sendo C = C(‖∆u0‖2, ‖u1‖2, g) > 0 uma constante. Logo,

(g ∗ um) é limitada em L∞(0, T ;V0) = [L1(0, T ;V ′0)]′. (2.62)

Assim, pelo Lema 5.24, existe uma subsequência de (g ∗ um), que continuará sendo denotada
por (g ∗ um), e uma função v ∈ L∞(0, T ;V0), tais que

g ∗ um ∗
⇀ v em L∞(0, T ;V0), (2.63)

quando m −→∞. Provemos que

v = g ∗ u em L∞(0, T ;V0).

Consideremos o espaço reflexivo

W =
{
u ∈ L2(0, T ;V2);ut ∈ L2(0, T ;V0)

}
, (2.64)
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munido da norma
‖u‖W = ‖u‖L2(0,T ;V2) + ‖ut‖L2(0,T ;V0). (2.65)

Pela estimativa (2.45), segue que (um) é limitada em tal espaço. Logo, pelo Lema da Compa-
cidade Fraca (ver Apêndice, Lema 5.23), existe uma subsequência de (um), também denotada
por (um), tal que

um ⇀ u emW quando m→∞.

Como V2
c
↪→ V0, segue pelo Teorema de Aubin-Lions (ver Apêndice, Teorema 5.14) que

W c
↪→ L2(0, T ;V0).

Deste modo,
um

m→∞−→ u em L2(0, T ;V0). (2.66)

Provaremos que

‖g ∗ um − g ∗ u‖2
L2(0,T ;V0) ≤ ‖g‖2

L1(R+)‖um − u‖2
L2(0,T ;V0). (2.67)

De fato, para cada t ∈ [0, T ], temos que∫ t

0

∫ T

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2dtds =

∫ t

0

(∫ T

0

g(t− s)dt
)
‖um(s)− u(s)‖2

2ds

≤ ‖g‖L1(R+)

∫ t

0

‖um(s)− u(s)‖2
2ds

≤ ‖g‖L1(R+)‖um − u‖2
L2(0,T ;V0) <∞.

Logo, ∫ T

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2dt <∞.

Pelo Teorema de Fubini,∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2dsdt ≤ ‖g‖L1(R+)‖um − u‖2

L2(0,T ;V0)

Assim, a função h(s) =
√
g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2 ∈ L2(0, t). Pela desigualdade de Hölder e
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pelo Teorema 5.16, temos

‖(g ∗ um)(t)− (g ∗ u)(t)‖2 =

∥∥∥∥∫ t

0

g(t− s)(um(s)− u(s))ds

∥∥∥∥
2

≤
∫ t

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2ds

≤
∫ t

0

√
g(t− s)

√
g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2ds

≤
(∫ t

0

g(t− s) ds
) 1

2
(∫ t

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2ds

)1/2

≤ ‖g‖
1
2

L1(R+)

(∫ t

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2 ds

)1/2

.

Logo, elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado e integrando sobre [0, T ],

‖g ∗ um − g ∗ um‖2
L2(0,T ;V0) ≤ ‖g‖L1(R+)

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)‖um(s)− u(s)‖2
2dsdt

≤ ‖g‖L1(R+)

(
‖g‖L1(R+)‖um − u‖2

L2(0,T ;V0)

)
≤ ‖g‖2

L1(R+)‖um − u‖2
L2(0,T ;V0),

o que prova (2.67).
Por (2.66) e (2.67), temos que

g ∗ um m→∞−→ g ∗ u em L2(0, T ;V0).

Por conseguinte,
g ∗ um ∗

⇀ g ∗ u em L2(0, T ;V0),

quando m→∞. Contudo, pela imersão L∞(0, T ;V0) ↪→ L2(0, T ;V0) e por (2.63),

g ∗ um ∗
⇀ v em L2(0, T ;V0),

quando m −→ ∞. Assim, pela unicidade do limite fraco estrela, segue que v = g ∗ u em
L2(0, T ;V0). O que implica que

g ∗ um ∗
⇀ g ∗ u em L∞(0, T ;V0),

quando m→∞, ou seja,∫ T

0

〈(g ∗ um)(t), ξ(t)〉 dt m→∞−→
∫ T

0

〈(g ∗ u)(t), ξ(t)〉 dt, ∀ ξ ∈ L1(0, T ;V0).
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Afirmamos que ∆2wjθ ∈ L1(0, T ;V0). De fato, seja σ ∈ V0, então

〈
∆2wjθ(t), σ

〉
| = |θ(t)||

〈
∆2wj, σ

〉
|

≤ max
t∈[0,T ]

|θ(t)|‖∆2wj‖2‖σ‖2.

Logo,
‖∆2wjθ(t)‖2 ≤ max

t∈[0,T ]
|θ(t)|‖wj‖2.

Definindo Gj := max
t∈[0,T ]

|θ(t)|‖wj‖2, temos

∫ T

0

‖∆2wjθ(t)‖2dt ≤
∫ T

0

Gjdt = GjT <∞,

provando o desejado. Deste modo, se em particular tomarmos ξ(t) = ∆2wjθ(t), temos que∫ T

0

(
(g ∗ um)(t),∆2wj

)
θ(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

(
(g ∗ u)(t),∆2wj

)
θ(t)dt,

isto é,∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)
(
um(s),∆2wj

)
θ(t)dsdt

m→∞−→
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)
(
u(s),∆2wj

)
θ(t)dsdt.

Pelo Teorema 5.13,∫ T

0

∫ t

0

g(t− s) (∆um(s),∆wj) θ(t)dsdt
m→∞−→

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s) (∆u(s),∆wj) θ(t)dsdt.

O que demonstra (2.59).
Para provarmos (2.60), vamos considerar o espaço de BanachW definido em (2.64),

munido da norma (2.65). Pelo mesmo argumento, existe uma subsequência de (um), ainda
denotada por (um), tal que

um ⇀ u emW quando m→∞.

Como V2
c
↪→ V1 ↪→ V0, segue pelo Teorema 5.14 que

W c
↪→ L2(0, T ;V1).

Deste modo,
um

m→∞−→ u em L2(0, T ;V1), (2.68)
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isto é, ∫ T

0

‖∇um(t)−∇u(t)‖2
2dt

m→∞−→ 0. (2.69)

Observe que,

∣∣‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2

∣∣2 = |(‖∇um(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2) (‖∇um(t)‖2 − ‖∇u(t)‖2)|2

= |‖∇um(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2|
2 |‖∇um(t)‖2 − ‖∇u(t)‖2|

2

≤ (‖∇um(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2)2 ‖∇um(t)−∇u(t)‖2
2

≤ 2
(
‖∇um(t)‖2

2 + ‖∇u(t)‖2
2

)
‖∇um(t)−∇u(t)‖2

2

≤ C ‖∇um(t)−∇u(t)‖2
2 .

onde, pela Estimativa a priori I, C = C(‖∆u0‖2, ‖u1‖2) > 0. Logo,∫ T

0

∣∣‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2

∣∣2 dt ≤ C

∫ T

0

‖∇um(t)−∇u(t)‖2
2dt,

onde C = C(‖∆u0‖2, ‖u1‖2) > 0. Então, por (2.69),∫ T

0

∣∣‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2

∣∣2 dt m→∞−→ 0.

Deste modo,
‖∇um(t)‖2

2
m→∞−→ ‖∇u(t)‖2

2 em L2(0, T ). (2.70)

Afirmamos que

M
(
‖∇um(t)‖2

2

) m→∞−→ M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
em L2(0, T ). (2.71)

Com efeito, pela imersão V2 ↪→ V1 e por pela estimativa (2.44), como M ∈ C1([0,∞)), para
quase todo t ∈ [0, T ] temos que

M
(
‖∇um(t)‖2

2

)
−M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
=

∫ ‖∇um(t)‖22

‖∇u(t)‖22
M ′(s)ds. (2.72)

Sendo M ′ ∈ C ([0,∞)), existe L > 0 tal que |M ′(s)| ≤ L para todo s ∈ [0, K1], sendo K1

como em (2.44). Logo, da equação (2.72) resulta que

|M(‖∇um(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)| ≤ L
∣∣‖∇um(t)‖2

2 − ‖∇u(t)‖2
2

∣∣ ,
para todo m ∈ N e t ∈ [0, T ]. Ou ainda, como a função quadrática é crescente para valores
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positivos,

|M(‖∇um(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)|2 ≤ L2 |‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2|
2 (2.73)

Integrando a expressão anterior sobre [0, T ], temos∫ T

0

∣∣M(‖∇um(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)
∣∣2 dt ≤ L2

∫ T

0

∣∣‖∇um(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2

∣∣2 dt.
Logo, por (2.70), ∫ T

0

∣∣M(‖∇um(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)
∣∣2 dt m→∞−→ 0.

O que demonstra a (2.71).
Por outro lado, como convergência forte implica em convergência fraca, por (2.68)

temos que
um ⇀ u em L2(0, T ;V1), quando m→∞. (2.74)

Deste modo,

〈µ, um〉 m→∞−→ 〈µ, u〉, para todo µ ∈ [L2(0, T ;V1)]′ = L2(0, T ;V ′1). (2.75)

Seja µj = wjθ
′. Observe que µj ∈ L2(0, T ;V ′1). Com efeito, dada φ ∈ V1,

|〈µj(t), φ〉| = |θ′(t)||〈wj, φ〉| ≤ max
t∈[0,T ]

|θ′(t)|‖wj‖2‖φ‖2

≤ µ0

(
max
t∈[0,T ]

|θ′(t)|
)
‖wj‖2‖∇φ‖2.

Logo,

‖µj(t)‖V ′1 ≤ µ0

(
max
t∈[0,T ]

|θ′(t)|
)
‖wj‖2.

Definindo Cj := µ0

(
max
t∈[0,T ]

|θ′(t)|
)
‖wj‖2, temos

∫ T

0

‖µj(t)‖2
V ′1
dt ≤

∫ T

0

C2
j dt = C2

j T <∞.

provando o desejado.
Deste modo, por (2.75), para cada j ∈ N fixado, j ≤ m,

〈µj, um〉
m→∞−→ 〈µj, u〉,
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isto é, ∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt.

Integrando por partes, ∫ T

0

(umt (t), wj)θ(t)dt
m→∞−→

∫ T

0

(ut(t), wj)θ(t)dt,

ou seja, dado ε > 0, existe m0 ∈ N tal que se m > m0, então∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj) θ(t) dt
∣∣∣∣ < ε

2
.

Considere ϕ ∈ [L2(0, T )]
′
= L2(0, T ). Por D(0, T ) ser denso em L2(0, T ), dado ε > 0, existe

θ ∈ D(0, T ) de modo que

‖ϕ− θ‖L2(0,T ) <
ε

4K1

√
T‖wj‖2

.

Assim, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Hölder e por (2.44),∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj) (ϕ(t)− θ(t)) dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|(umt (t)− ut(t), wj)| |ϕ(t)− θ(t)| dt

≤ ‖wj‖2

∫ T

0

‖umt (t)− ut(t)‖2 |ϕ(t)− θ(t)| dt

≤ ‖wj‖2

∫ T

0

2K1 |ϕ(t)− θ(t)| dt

≤ ‖wj‖2

(∫ T

0

4C2dt

) 1
2

‖ϕ− θ‖L2(0,T )

< ‖wj‖2

(
2C
√
T
) ε

4C‖wj‖2

√
T
<
ε

2
.

Portanto, dado ε > 0, existe m0 tal que, se m > m0,∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj)ϕ(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj) (ϕ(t)− θ(t) + θ(t)) dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj) (ϕ(t)− θ(t)) dt
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ T

0

(umt (t)− ut(t), wj) θ(t)dt
∣∣∣∣

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

isto é, ∫ T

0

(umt (t), wj)ϕ(t)dt
m→∞−→

∫ T

0

(ut(t), wj)ϕ(t)dt,
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para toda ϕ ∈ L2(0, T ). O que implica que

(umt (t), wj) ⇀ (ut(t), wj) em L2(0, T ), (2.76)

quando m→∞.
Agora, considere w ∈ L∞(0, T ). Por (2.71) e (2.76), segue pelo item (ii), do Lema

5.28, que

(
wM

(
‖∇um(t)‖2

2

)
, (umt (t), wj)

) m→∞−→ (
wM

(
‖∇u(t)‖2

2

)
, (ut(t), wj)

)
, ∀ w ∈ L∞(0, T ).

Em particular, se tomarmos w = θ ∈ D(0, T ), obtemos

(
θM

(
‖∇um(t)‖2

2

)
, (um(t), wj)

) m→∞−→ (
θM

(
‖∇u(t)‖2

2

)
, (u(t), wj)

)
, ∀ θ ∈ D(0, T ),

isto é,∫ T

0

M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), wj)θ(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), wj)θ(t)dt, (2.77)

provando (2.60), como desejado.
Para mostrarmos (2.61), consideremos ϕ ∈ V2. Segue de (2.10) (Observação 2.2),

da desigualdade de Hölder generalizada com
ρ

2(ρ+ 2)
+

1

2
+

1

ρ+ 2
= 1 e da imersão V2 ↪→

Lρ+2(Ω) que

|(f(um(t))− f(u(t)), ϕ)| ≤
∫

Ω

|f(um(t))− f(u(t))||ϕ|dx

≤ k2

∫
Ω

(1 + |um(t)|
ρ
2 + |u(t)|

ρ
2 )|um(t)− u(t)||ϕ|dx

≤ k2‖1 + |um(t)|
ρ
2 + |u(t)|

ρ
2‖ 2(ρ+2)

ρ

‖um(t)− u(t)‖2‖ϕ‖ρ+2

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + ‖um(t)‖

ρ
2
ρ+2 + ‖u(t)‖

ρ
2
ρ+2

)
‖um(t)− u(t)‖2‖ϕ‖ρ+2

≤ C
(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + ‖∆um(t)‖

ρ
2
2 + ‖∆u(t)‖

ρ
2
2

)
‖um(t)− u(t)‖2‖∆ϕ‖2,

com C = k2Cρ > 0, sendo Cρ = µρ max{1, µρ}. Entretanto, pela convergência fraco estrela
(2.56)1, existe uma constante C > 0 tal que(

|Ω|
ρ

2(ρ+2) + ‖∆um(t)‖
ρ
2
2 + ‖∆u(t)‖

ρ
2
2

)
≤ C.

Ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

|(f(um(t))− f(u(t)), ϕ)| ≤ C‖um(t)− u(t)‖2‖∆ϕ‖2, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.78)
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Logo, por (2.78), temos para θ ∈ D(0, T )∣∣∣∣∫ T

0

(f(um(t))− f(u(t)), wj) θ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|(f(um(t))− f(u(t)), wj)| |θ(t)|dt

≤ max
t∈[0,T ]

(|θ(t)|)
∫ T

0

C‖um(t)− u(t)‖2‖∆wj‖2dt

≤ C

∫ T

0

‖um(t)− u(t)‖2dt.

O que, devido à imersão L2(0, T ;V0) ↪→ L1(0, T ;V0) e à convergência (2.66), demonstra o
limite (2.61).

Em posse das convergências (2.58)-(2.61), estamos aptos a proceder o limite em
(2.55), quando m→∞, o que resulta em

−
∫ T

0

(ut(t), wj)θ
′(t)dt+

∫ T

0

(∆u(t),∆wj)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆wj)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(f(u(t)), wj)θ(t) dt = 0.

Integrando a primeira parcela por partes, segue que∫ T

0

d

dt
((ut(t), wj))θ(t)dt+

∫ T

0

(∆u(t),∆wj)θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆wj)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), wj)θ(t)dt = 0,

(2.79)

para todo j ∈ N e θ ∈ D(0, T ). Como (wj) é base ortogonal para V4, temos que∫ T

0

d

dt
((ut(t), v))θ(t)dt+

∫ T

0

(∆u(t),∆v)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt = 0,

ou ainda, aplicando o Teorema 5.13∫ T

0

d

dt
((ut(t), v))θ(t)dt+

∫ T

0

(∆2u(t), v)θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt = 0,

(2.80)
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para cada v ∈ V4 e θ ∈ D(0, T ). Deste modo, dadas v ∈ V4 e θ ∈ D(0, T ), temos que〈
d

dt
(ut(t), v), θ

〉
+
〈
(∆2u(t), v), θ

〉
−
〈∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)ds, θ

〉
−
〈(
M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t), v

)
, θ
〉

+ 〈(f(u(t)), v) , θ〉 = 0.

isso implica que a função

u ∈ L∞(0, T ;V4), ut ∈ L∞(0, T ;V2)

satisfaz, para cada v ∈ V4, a equação

d

dt
(ut(t), v) + (∆2u(t), v)−

∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)ds

+
(
M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t), v

)
+ (f(u(t)), v) = 0,

para toda θ ∈ D′(0, T ).
Como V4 ↪→ V1 ↪→ V0 ↪→ V ′1 ↪→ V ′4, cada termo de (2.80) pode ser reescrito como

segue ∫ T

0

d

dt
(ut(t), v)θ(t)dt = −

∫ T

0

(ut(t), v)θ′(t)dt

=

〈
−
∫ T

0

ut(t)θ
′(t)dt, v

〉
= 〈〈utt(t), θ〉, v〉 ,∫ T

0

(∆2u(t), v)θ(t)dt =

〈∫ T

0

∆2u(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈∆2u(t), θ〉, v

〉
,∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)dsθ(t)dt =

∫ T

0

(
(g ∗∆2u)(t), v

)
θ(t)dt

=

〈∫ T

0

(g ∗∆2u)(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈(g ∗∆2u)(t), θ〉, v

〉
,∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt =

∫ T

0

(M(‖∇u(t)‖2
2)ut(t), v)θ(t)dt

=

〈∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)ut(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈M(‖∇u(t)‖2

2)ut(t), θ〉, v
〉
,
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∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt =

〈∫ T

0

f(u(t))θ(t)dt, v

〉
= 〈〈f(u(t)), θ〉, v〉 .

Assim, podemos reescrever (2.80) como

〈〈utt(t), θ〉, v〉+
〈
〈∆2u(t), θ〉, v

〉
−
〈
〈(g ∗∆2u)(t), θ〉, v

〉
+
〈
〈M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t), θ〉, v

〉
+ 〈〈f(u(t)), θ〉, v〉 = 0

ou seja,〈〈
utt(t) + ∆2u−

∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t) + f(u(t)), θ(t)

〉
, v

〉
= 0

para cada v ∈ V4 e θ ∈ D(0, T ). Assim,

utt(t) + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t) + f(u(t)) = 0, (2.81)

em D′(0, T ;V ′4).
Temos que,

∆2u, M (‖∇u(t)‖)ut, g ∗∆2u, f(u) ∈ L∞(0, T ;V0). (2.82)

De fato, pela segunda desigualdade de (2.10) e pelas imersões V4 ↪→ V0 e V4 ↪→ Lρ+2 (Ω),
temos que

‖f(u(t))‖2
2 =

∫
Ω

|f(u(t))|2 dx

≤
∫

Ω

[
k2

(
1 + |u(t)|ρ/2

)
|u(t)|

]2

dx

≤ 2k2

∫
Ω

(
|u(t)|2 + |u(t)|ρ+2) dx

≤ 2k2

(
‖u(t)‖2

2 + ‖u(t)‖ρ+2
ρ+2

)
≤ C

(∥∥∆2u(t)
∥∥2

2
+
∥∥∆2u(t)

∥∥ρ+2

2

)
<∞,

ou seja, f(u) ∈ L∞(0, T ;V0). A limitação dos demais termos segue diretamente.
De (2.81) e (2.82), temos que utt ∈ L∞(0, T ;V0) e, por conseguinte,

utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M(‖∇u(t)‖2
2)ut + f(u) = 0 em L∞(0, T ;V0),
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com

u ∈ L∞(0, T ;V4), ut ∈ L∞(0, T ;V2), utt ∈ L∞(0, T ;V0). (2.83)

Ou ainda, por (2.83) e pelo Lema 5.15, temos que

u ∈ L∞(0, T ;V4) ∩ C([0, T ];V2) ∩ C1([0, T ];V0).

Dados Iniciais: Mostremos que u(0) = u0 e ut(0) = u1. Primeiramente, vejamos que u(0) =

u0. De fato, seja θ ∈ C1([0, T ]), de tal modo que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Como umt
∗
⇀ ut em

L∞(0, T ;V2) e νj = wjθ ∈ L1(0, T ;V ′2), temos que

〈νj, umt (t)〉 m→∞−→ 〈νj, ut(t)〉,

ou ainda, ∫ T

0

(umt (t), wj)θ(t)dt
m→∞−→

∫ T

0

(ut(t), wj)θ(t)dt.

Integrando por partes, segue que

−(um(0), wj)−
∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt

m→∞−→ −(u(0), wj)−
∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt.

De maneira análoga, da convergência um ∗
⇀ u em L∞(0, T ;V4), como ηj = wjθ

′ ∈ L1(0, T ;V ′4),
temos que ∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt

m→∞−→
∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t)dt.

Deste modo,

(um(0), wj) =

(
(um(0), wj) +

∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt

)
−
∫ T

0

(um(t), wj)θ
′(t)dt

m→∞−→ (u(0), wj).

Por hipótese, temos que (wj)j∈N é base ortogonal de V4, temos que

(um(0), v)
m→∞−→ (u(0), v), ∀ v ∈ V4.

Logo, um(0) ⇀ u(0) em V4.

Por outro lado, pela convergência dos dados iniciais, sabemos que

um(0)
m→∞−→ u0 em V4.

O que implica que um(0) ⇀ u0 em V4, quando m → ∞. Pela unicidade do limite fraco,
obtemos que u(0) = u0.

Agora, mostremos que ut(0) = u1. Seja θ ∈ C1([0, T ]) definida anteriormente e
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sejam j,m ∈ N tais que j ≤ m. Multiplicando (2.17) por θ e integrando sobre [0, T ], temos
que∫ T

0

(umtt (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(∆2um(t), wj)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2um(s), wj)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇um(t)‖2
2)(umt (t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(um(t)), wj)θ(t)dt = 0.

Integrando a primeira parcela por partes, segue que∫ T

0

(umtt (t), wj)θ(t)dt = (umt (t), wj)θ(t)
∣∣T
0
−
∫ T

0

(umt (t), wj)θ
′(t)dt

= −(umt (0), wj)−
∫ T

0

(umt (t), wj)θ
′(t)dt.

Assim, substituindo na equação anterior, tomando o limite quando m −→∞, utilizando (2.19)
e que (wj)j∈N é base de V4, temos que

−(u1, v)−
∫ T

0

(ut(t), v)θ′(t)dt+

∫ T

0

(∆2u(t), v)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)dsθ(t)dt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(u[t](t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt = 0, ∀ v ∈ V4.

Note que, fazendo uso da integração por partes,∫ T

0

(ut(t), v)θ′(t)dt = −(ut(0), v)−
∫ T

0

d

dt
((ut(t), v))θ(t)dt, ∀ v ∈ V4.

Logo,

−(u1, v) + (ut(0), v) +

∫ T

0

d

dt
((ut(t), v))θ(t)dt+

∫ T

0

(∆2u(t), v)θ(t)dt

+

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), v)dsθ(t)dt+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt

+

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt = 0,

para cada v ∈ V4. Logo, por (2.80),

(u1, v) = (ut(0), v), ∀ v ∈ V4.

Como V4 é denso em V2, segue pela continuidade do produto interno que

(u1, v) = (ut(0), v), ∀ v ∈ V2.
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Portanto, ut(0) = u1.
Dependência Contínua e Unicidade: Consideremos z1 = (u, ut) e z2 = (v, vt) como sendo
duas soluções fortes para o problema (2.1)-(2.4), com dados iniciais correspondentes z1

0 =

(u0, u1) e z2
0 = (v0, v1), respectivamente. Definindo w(t) = u(t)− v(t), então z1(t)− z2(t) =

(w(t), wt(t)) e w é solução forte do problema

wtt(t) + ∆2w(t)−
∫ t

0

g(t− s)∆2w(s)ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t)

−M
(
‖∇v(t)‖2

2

)
vt(t) + f (u(t))− f (v(t)) = 0,

(2.84)

com dados iniciais (w(0), wt(0)) = (u0 − v0, u1 − v1) := (w0, w1).
Multiplicando (2.84) por wt e integrando sobre Ω, temos

(wtt(t), wt(t)) + (∆2w(t), wt(t))−
∫ t

0

g(t− s)(∆2w(s), wt(t))ds

+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
(ut(t), wt(t))−M

(
‖∇v(t)‖2

2

)
(vt(t), wt(t))

+(f (u(t)) , wt(t))− (f (v(t)) , wt(t)) = 0.

(2.85)

Como as seguintes identidades são válidas

(wtt(t), wt(t)) =
1

2

d

dt
‖wt(t)‖2

2

(∆w(t),∆wt(t)) =
1

2

d

dt
‖∆w(t)‖2

2,

podemos reescrever (2.85) como segue

1

2

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 + ‖∆w(t)‖2
2

}
−
∫ t

0

g(t− s)(∆w(s),∆wt(t))ds

= M(‖∇v(t)‖2
2)(vt(t), wt(t))−M(‖∇u(t)‖2

2)(ut(t), wt(t)) + (f (v(t))− f (u(t)) , wt(t)).

Ao somarmos e subtrairmos M(‖∇v(t)‖2
2)(ut(t), wt(t)) na expressão anterior e também utili-

zando (2.28), obtemos

1

2

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 + ‖∆w(t)‖2
2 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t)

}
= M (‖∇v(t)) ‖2

2‖wt(t)‖2
2 +

[
M(‖∇v(t)‖2

2)−M(‖∇u(t)‖2
2)
]

(ut(t), wt(t))

+(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t)) +
1

2
(g′�∆w)(t)− 1

2
g(t)‖∆w(t)‖2

2.

(2.86)

Pela imersão V2 ↪→ V1 e pela estimativa (2.44), segue que

‖∇v(t)‖2
2 ≤ C.
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Entretanto, temos por hipótese que M ∈ C1([0,∞)). Então,

∣∣M(‖∇v(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ ‖∇v(t)‖22

‖∇u(t)‖22
M ′(ξ) dξ

∣∣∣∣∣
≤
∫ ‖∇v(t)‖22

‖∇u(t)‖22
|M ′(ξ)| dξ.

≤ max
0≤ξ≤C

|M ′(ξ)|
(
‖∇v(t)‖2

2 − ‖∇u(t)‖2
2

)
.

Como,

‖∇v(t)‖2
2 − ‖∇u(t)‖2

2 = (‖∇v(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2)(‖∇v(t)‖2 − ‖∇u(t)‖2),

segue

∣∣M(‖∇v(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)
∣∣ ≤ C6(‖∇v(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2)(‖∇v(t)‖2 − ‖∇u(t)‖2)

≤ C6(‖∇v(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2)(‖∇v(t)−∇u(t)‖2)

≤ C6(‖∇v(t)‖2 + ‖∇u(t)‖2)‖∇w(t)‖2,

com C6 = max
0≤ξ≤C

|M ′(ξ)|. Com isso e a imersão V2 ↪→ V1 em mente, e lembrando que

‖∇u(t)‖2
2 ≤ C, temos

∣∣M(‖∇v(t)‖2
2)−M(‖∇u(t)‖2

2)
∣∣ ≤ C‖∆w(t)‖2. (2.87)

Pela hipótese (2.5),
1

2
(g′�∆w)(t)− 1

2
g(t)‖∆w(t)‖2

2 ≤ 0.

Disto, e substituindo (2.87) em (2.86), segue que

1

2

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 + ‖∆w(t)‖2
2 −

(∫ t

0

g(s) ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t)

}
≤M

(
‖∇v(t)‖2

2

)
‖wt(t)‖2

2 + C‖∆w(t)‖2 |(ut(t), wt(t))|

+(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t)).

(2.88)

Agora, fazendo uso da hipótese (2.10), note que

(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t)) ≤ |(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t))|

≤
∫

Ω

|f (v(t))− f (u(t)) ||wt(t))|dx

≤ k2

∫
Ω

(
1 + |v(t)|

ρ
2 + |u(t)|

ρ
2

)
|w(t)| |wt(t))| dx
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Além disso, como
ρ

2(ρ+ 2)
+

1

ρ+ 2
+

1

2
= 1, pela desigualdade de Hölder generalizada e pela

imersão V2 ↪→ Lρ+2(Ω),

(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t))

≤ k2

∥∥∥1 + |v(t)|
ρ
2 + |u(t)|

ρ
2

∥∥∥
2(ρ+2)
ρ

‖w(t)‖ρ+2 ‖wt(t))‖2

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + ‖v(t)‖

ρ
2
ρ+2 + ‖u(t)‖

ρ
2
ρ+2

)
‖w(t)‖ρ+2 ‖wt(t))‖2

≤ k3

[
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + µ

ρ
2
ρ

(
‖∆v(t)‖

ρ
2
2 + ‖∆u(t)‖

ρ
2
2

)]
‖∆w(t)‖2 ‖wt(t))‖2 ,

com k3 = k2µρ. No entanto, pela estimativa (2.41) e pela desigualdade de Young, temos

(f (v(t))− f (u(t)) , wt(t)) ≤ k3

(
|Ω|

ρ
2(ρ+2) + 2µ

ρ
2
2C
)
‖∆w(t)‖2 ‖wt(t))‖2

≤ C ‖∆w(t)‖2 ‖wt(t))‖2

≤ C

(
1

2
‖∆w(t)‖2

2 +
1

2
‖wt(t)‖2

2

)
≤ C

(
‖∆w(t)‖2

2 + ‖wt(t)‖2
2

)
.

Em tempo, como [0, C] é compacto eM ∈ C1, existe uma constante C7 > 0 tal queM(s) ≤ C7

para todo s ∈ [0, C]. Deste modo, por (2.87), a desigualdade (2.88) pode ser reescrita como

1

2

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 + ‖∆w(t)‖2
2 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t)

}
≤ C7‖wt(t)‖2

2 + C‖∆w(t)‖2|(ut(t), wt(t))|+ C
(
‖∆w(t)‖2

2 + ‖wt(t)‖2
2

)
.

ou ainda,

1

2

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t)

}
≤ C7‖wt(t)‖2

2 + C‖∆w(t)‖2|(ut(t), wt(t))|+ C
(
‖∆w(t)‖2

2 + ‖wt(t)‖2
2

)
.

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Scwhartz e, novamente, pela desigualdade de Young e
da estimativa (2.41), segue que

C‖∆w(t)‖2|(ut(t), wt(t))| ≤C‖∆w(t)‖2‖ut(t)‖2‖wt(t)‖2

≤C‖∆w(t)‖2‖wt(t)‖2

≤C
(

1

2
‖∆w(t)‖2

2 +
1

2
‖wt(t)‖2

2

)
≤C

(
‖∆w(t)‖2

2 + ‖wt(t)‖2
2

)
.
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Deste modo,

d

dt

{
‖wt(t)‖2

2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t)

}
≤ C

(
‖∆w(t)‖2

2 + ‖wt(t)‖2
2

)
.

(2.89)

Integrando (2.89) sobre [0, t], obtemos

‖wt(t)‖2
2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t) ≤ ‖wt(0)‖2
2 + ‖∆w(0)‖2

2

+ C

∫ t

0

(
‖∆w(s)‖2

2 + ‖wt(s)‖2
2

)
ds.

ou ainda, pela hipótese (2.5),

‖wt(t)‖2
2 + l‖∆w(t)‖2

2 + (g�∆w)(t) ≤ ‖w1‖2
2 + ‖∆w0‖2

2

+ C

∫ t

0

(
‖∆w(s)‖2

2 + ‖wt(s)‖2
2

)
ds.

Como (g�∆w)(t) ≥ 0 e l < 1, segue que

l
(
‖wt(t)‖2

2 + ‖∆w(t)‖2
2

)
≤ ‖w1‖2

2 + ‖∆w0‖2
2 + C

∫ t

0

(
‖∆w(s)‖2

2 + ‖wt(s)‖2
2

)
ds.

Logo,

‖wt(t)‖2
2 + ‖∆w(t)‖2

2 ≤
‖w1‖2

2

l
+
‖∆w0‖2

2

l
+ C

∫ t

0

(
‖∆w(s)‖2

2 + ‖wt(s)‖2
2

)
ds.

Pelo Lema 5.5, existe uma constante CT > 0 tal que

‖wt(t)‖2
2 + ‖∆w(t)‖2

2 ≤ CT
(
‖w1‖2

2 + ‖∆w0‖2
2

)
, ∀ t ∈ [0, T ],

sendo CT =
eCT

l
> 0 uma constante que independe de m ∈ N, mas dependente de T e dos

dados iniciais em V . Lembrando que w = u− v e (w0, w1) = (u0 − v0, u1 − v1), temos que

‖ut(t)− vt(t)‖2
2 + ‖∆u(t)−∆v(t)‖2

2 ≤ CT (‖u1 − v1‖2
2 + ‖∆u0 −∆v0‖2

2), ∀ t ∈ [0, T ],

ou ainda,

‖z1(t)− z2(t)‖V ≤ CT‖z1
0 − z2

0‖V , ∀ t ∈ [0, T ],

onde CT = CT (T, ‖z1
0‖V , ‖z2

0‖V) > 0. Em particular, se consideramos duas soluções fortes, z1

e z2, com mesmos dados iniciais, isto é, z1
0 = z2

0 , segue a unicidade da solução.
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Isto encerra a demonstração do Teorema 2.2.

2.3 EXISTÊNCIA E DEPENDÊNCIA CONTÍNUA DE SOLUÇÃO FRACA

Nesta seção estabeleceremos a existência e dependência contínua de solução fraca
para o problema (2.1)-(2.4), utilizando a existência de soluções fortes e argumentos de densi-
dade.

Definição 2.3. Uma função u : Ω× (0, T )→ R na classe

u ∈ L∞ (0, T ;V2) ∩ C (0, T ;V2) ∩ C1 (0, T ;V0) ,

satisfazendo, para cada v ∈ V2, a equação

d

dt
(ut(t), v) + (∆u(t),∆v)−

∫ t

0

g(t− s) (∆u(s),∆v) ds

+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
(ut(t), v) + (f(u(t)), v) = 0

em D′(0, T ) e as condições iniciais (2.4) é dita solução fraca do problema (2.1)-(2.4).

Teorema 2.4. Sob as hipóteses (2.5)-(2.9), dado T > 0, se (u0, u1) ∈ V , então existe uma so-

lução fraca para o problema (2.1)-(2.4). Além disso, tal solução fraca depende continuamente

dos dados iniciais em V . Mais precisamente, se z1 = (u, ut) e z2 = (v, vt) são duas soluções

fracas do problema (2.1)-(2.4) correspondentes aos dados iniciais z1
0 = (u0, u1) e z2

0 = (v0, v1),

então existe uma constante KT = KT (T, ‖z1
0‖V , ‖z2

0‖V) tal que

‖z1(t)− z2(t)‖V ≤ KT‖z1
0 − z2

0‖V , para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Seja (u0, u1) ∈ V . ComoH é denso em V , existe uma sequência (un0 , u
n
1 ) ∈ H

tal que

(un0 , u
n
1 )

m→∞−→ (u0, u1) em V . (2.90)

Entretanto, para cada n ∈ N fixado, segue pelo Teorema 2.2 que existe uma única solução forte
(un, unt ) ∈ H que satisfaz o problema

untt + ∆un −
∫ t

0

g(t− s)∆2un(s)ds+M(‖∇un(t)‖2
2)unt + f(un) = 0 em Ω× (0,∞)

(2.91)

com condições de fronteira (2.2) ou (2.3) e condições iniciais

un(0) = un0 e unt (0) = un1 em Ω.
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Dado t ∈ [0, T ] e j ∈ N, consideremos o seguinte problema aproximado

(untt(t), wj) + (∆un(t),∆wj)−
∫ t

0

g(t− s)(∆un(s),∆wj)ds

+M(‖∇un(t)‖2
2)(unt (t), wj) + (f(un(t)), wj) = 0.

(2.92)

Estimativas a priori: A seguir, faremos estimativas para procedermos o limite na equação (2.92).
• Estimativa a priori I: De maneira análoga à utilizada para obter a Estimativa a

priori I do Teorema 2.2 (ver (2.44)), segue que

‖∆un(t)‖2
2 + ‖unt (t)‖2

2 ≤ C, ∀ t ∈ [0, T ] e ∀ n ∈ N, (2.93)

onde C = C (‖∆u0‖2
2, ‖u1‖2

2) > 0.
• Estimativa a priori II: Sejam m,n ∈ N, tais que m ≤ n, e considere duas solu-

ções zm = (um, umt ) e zn = (un, unt ) do problema (2.92), com dados iniciais correspondentes
zm0 = (um0 , u

m
1 ) e zn0 = (un0 , u

n
1 ), respectivamente. Definindo w = un − um, procedendo de

forma semelhante às etapas (2.84)-(2.2), segue que

‖∆w(t)‖2
2 + ‖wt(t)‖2

2 ≤ CT
(
‖∆w(0)‖2

2 + ‖wt(0)‖2
2

)
, ∀ t ∈ [0, T ], (2.94)

sendo CT = CT (‖∆u0‖2
2, ‖u1‖2

2, T ) > 0. Deste modo,

‖zn(t)− zm(t)‖V ≤ CT‖zn0 − zm0 ‖V , ∀ t ∈ [0, T ].

Considerando a norma do supremo,

‖zn − zm‖C([0,T ];V) ≤ CT‖zn0 − zm0 ‖V . (2.95)

Note que, pela convergêngia (2.90), (zn0 ) é uma sequência de Cauchy em V . Logo, por (2.95),
(zn) também é uma sequência de Cauchy em C([0, T ];V). Por conseguinte, como C([0, T ];V)

é completo com esta norma, (zn) é uma sequência convergente neste espaço, isto é, existe
z = (u, ut) ∈ C([0, T ];V) tal que

zn
n→∞−→ z em C([0, T ];V).

Ou seja,

(un, unt )
n→∞−→ (u, ut) em C([0, T ];V). (2.96)

Agora provaremos que (u, ut) é uma solução fraca de (2.1)-(2.4).
Passagem ao Limite: Por (2.93), (2.96) e pelos Lemas 5.23 e 5.24, existe uma subsequência de
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(un), também denotada por (un), tal que

un
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V2),

unt
∗
⇀ ut em L∞(0, T ;V0),

un → u em C([0, T ];V2),

unt → ut em C([0, T ];V0).

(2.97)

As convergências em (2.97) são suficientes para passarmos o limite no problema aproximado
(2.92). De fato, procedendo de maneira análoga ao feito entre as etapas (2.56)-(2.79), temos
que, para todo j ∈ N e θ ∈ D(0, T ), é válida a igualdade∫ T

0

d

dt
(ut(t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(∆u(t),∆wj)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆wj)θ(t)dsdt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), wj)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), wj)θ(t) dt = 0.

Como (wj)j∈N é uma base para V2, então∫ T

0

d

dt
(ut(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

(∆u(t),∆v)θ(t)dt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)θ(t)dsdt

+

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt = 0,

(2.98)

para cada v ∈ V2 e θ ∈ D(0, T ). Reescrevendo (2.98), obtemos que〈
d

dt
(ut(t), v), θ

〉
+ 〈(∆u(t),∆v), θ〉 −

〈∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)ds, θ

〉
+
〈(
M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t), v

)
, θ
〉

+ 〈(f(u(t)), v) , θ〉 = 0.

(2.99)

O que implica que a função u pertencente à classe

u ∈ L∞(0, T ;V2) ∩ C([0, T ];V0)

satisfaz, para cada v ∈ V2, a equação

d

dt
(ut(t), v) + (∆u(t),∆v)−

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)ds

+ (M (‖∇u(t)‖2)ut(t), v) + (f(u(t)), v) = 0,

(2.100)

para toda θ ∈ D′(0, T ).
Por outro lado, uma vez que V2 ↪→ V1 ↪→ V0 ↪→ V ′1 ↪→ V ′2, podemos reescrever
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cada termo de (2.98) como〈
d

dt
(ut(t), v) , θ

〉
=

∫ T

0

d

dt
(ut(t), v)θ(t)dt

= −
∫ T

0

(ut(t), v)θ′(t)dt

=

〈
−
∫ T

0

ut(t)θ
′(t)dt, v

〉
= 〈〈utt(t), θ〉, v〉 ,

〈(∆u(t),∆v) , θ〉 =

∫ T

0

(∆u(t),∆v)θ(t)dt

=

∫ T

0

〈
∆2u(t), v

〉
θ(t)dt

=

〈∫ T

0

∆2u(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈∆2u(t), θ〉, v

〉
,〈∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)ds, θ

〉
=

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆v)dsθ(t)dt

=

∫ T

0

(
(g ∗∆2u)(t), v

)
θ(t)dt

=

〈∫ T

0

(g ∗∆2u)(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈(g ∗∆2u)(t), θ〉, v

〉
,〈

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v), θ

〉
=

∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)(ut(t), v)θ(t)dt

=

∫ T

0

(M(‖∇u(t)‖2
2)ut(t), v)θ(t)dt

=

〈∫ T

0

M(‖∇u(t)‖2
2)ut(t)θ(t)dt, v

〉
=
〈
〈M(‖∇u(t)‖2

2)ut(t), θ〉, v
〉
,

〈(f(u(t)), v), θ〉 =

∫ T

0

(f(u(t)), v)θ(t)dt

=

〈∫ T

0

f(u(t))θ(t)dt, v

〉
= 〈〈f(u(t)), θ〉, v〉 .

Assim, podemos reescrever (2.98) como

〈〈utt(t), θ〉, v〉+
〈
〈∆2u(t), θ〉, v

〉
−
〈
〈(g ∗∆2u)(t), θ〉, v

〉
+
〈
〈M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t), θ〉, v

〉
+ 〈〈f(u(t)), θ〉, v〉 = 0,
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ou seja,〈〈
utt(t) + ∆2u−

∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t) + f(u(t)), θ(t)

〉
, v

〉
= 0,

para toda v ∈ V2 e cada θ ∈ D(0, T ). Assim,

utt(t) + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s) ds+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut(t) + f(u(t)) = 0 (2.101)

em D′(0, T ;V ′2).
Provaremos que

∆2u, M (‖∇u(t)‖)ut, g ∗∆2u, f(u) ∈ L∞(0, T ;V ′2). (2.102)

Com efeito, seja φ ∈ V2. Temos que

〈∆2u(t), φ〉 = (∆u(t),∆φ) ≤ ‖∆u(t)‖2 ‖∆φ‖2 ≤ ‖u‖L∞(0,T ;V2) ‖∆φ‖2 .

Deste modo,

∥∥∆2u(t)
∥∥
V ′2
≤ ‖u‖L∞(0,T ;V2) <∞, ∀ t ∈ [0, T ] .

Fazendo uso do Teorema 5.16, também temos que

〈
(
g ∗∆2u

)
(t), φ〉 = 〈∆ (g ∗∆u) (t), φ〉

≤ ((g ∗∆u) (t),∆φ)

≤
∥∥∥∥∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds

∥∥∥∥
2

‖∆φ‖2

≤
∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(s)‖2 ds ‖∆φ‖2

≤ ‖g‖L1(R+) ‖u‖L∞(0,T ;V2) ‖∆φ‖2 .

Logo,

∥∥(g ∗∆2u
)

(t)
∥∥
V ′2
≤ ‖g‖L1(R+) ‖u‖L∞(0,T ;V2) <∞, ∀ t ∈ [0, T ] .

Portanto,
∆2u, g ∗∆2u ∈ L∞(0, T ;V ′2).
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Além disso,

M (‖∇u(t)‖)ut ∈ L∞(0, T ;V0) ↪→ L∞(0, T ;V ′2),

f(u) ∈ L∞(0, T ;V0) ↪→ L∞(0, T ;V ′2).

De (2.101) e (2.102), concluímos que

utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds+M(‖∇u(t)‖2
2)ut + f (u) = 0 em L∞(0, T ;V ′2),

(2.103)

com
u ∈ L∞(0, T ;V2), ut ∈ L∞(0, T ;V0), utt ∈ L∞(0, T ;V ′2).

Finalmente, pelas duas primeiras convergências em (2.97), por (2.103) e pelo Lema 5.15, temos
que

u ∈ L∞(0, T ;V2) ∩ C(0, T ;V2) ∩ C1(0, T ;V0).

Dados Iniciais: A demonstração é análoga à feita no Teorema 2.2.
Dependência Contínua: Sejam z1,0 = (u0, u1), z2,0 = (v0, v1) ∈ V , respectivamente. Pela
densidade deH em V , existem sequências (zn1,0) = (un0 , u

n
1 ) e (zn2,0) = (vn0 , v

n
1 ) emH tais que

(zn1,0)
n→∞−→ z1,0

(zn2,0)
n→∞−→ z2,0.

(2.104)

Dado n ∈ N, sejam zn1 = (un, unt ) e zn2 = (vn, vnt ) duas sequências de soluções fortes do
problema (2.1)-(2.4), associadas aos dados iniciais (zn1,0) e (zn2,0), respectivamente, satisfazendo

(un, unt )
n→∞−→ (u, ut) em C([0, T ];V),

(vn, vnt )
n→∞−→ (v, vt) em C([0, T ];V).

(2.105)

Pelo Teorema 2.2,

‖zn1 (t)− zn2 (t)‖V ≤ KT‖zn1,0 − zn2,0‖V , ∀ t ∈ [0, T ] e ∀ n ∈ N, (2.106)

com KT = KT (T, ‖zn1,0‖V , ‖zn2,0‖V) > 0. Entretanto,

∣∣‖zn1,0 − zn2,0‖V − ‖z1,0 − z2,0‖V
∣∣ ≤‖zn1,0 − zn2,0 − z1,0 + z2,0‖V
≤‖zn1,0 − z1,0‖V + ‖zn2,0 − z2,0‖V .
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Pelas convergências (2.104), temos que

∣∣‖zn1,0 − zn2,0‖V − ‖z1,0 − z2,0‖V
∣∣ n→∞−→ 0

O que implica que

‖zn1,0 − zn2,0‖V
n→∞−→ ‖z1,0 − z2,0‖V .

Procedendo de maneira análoga,

|‖zn1 (t)− zn2 (t)‖V − ‖z1(t)− z2(t)‖V | ≤ ‖zn1 (t)− z1(t)‖V − ‖zn2 (t)− z2(t)‖V
≤ ‖zn1 − z1‖C([0,T ];V) − ‖zn2 − z2‖C([0,T ];V),

para cada t ∈ [0, T ]. Pelas convergências (2.105), segue que

|‖zn1 (t)− zn2 (t)‖V − ‖z1(t)− z2(t)‖V |
n→∞−→ 0, ∀ t ∈ [0, T ],

ou seja,

‖zn1 (t)− zn2 (t)‖V
n→∞−→ ‖z1(t)− z2(t)‖V , ∀ t ∈ [0, T ].

Deste modo, procedendo o limite quando n −→∞ em (2.106), temos que

‖z1(t)− z2(t)‖V ≤ KT‖z1,0 − z2,0‖V , , ∀ t ∈ [0, T ].

O que demonstra a dependência contínua de soluções fracas em V e encerra a demonstração
deste resultado.

2.4 EXEMPLOS DE f

Nesta seção iremos exemplificar funções que satisfaçam as condições (2.7) e (2.9).
De maneira mais geral, serão expostos alguns exemplos de funções tais que

|f ′(s)| ≤ k (1 + |s|q) , ∀ s ∈ R, (2.107)

−a1s
2 ≤ f̂(s) ≤ f(s)s+ a2s

2, ∀ s ∈ R, (2.108)

para constantes k, q > 0 e a1, a2 ≥ 0. Sem perda de generalidade, consideraremos f(0) = 0.
Do contrário, se f(0) = f0 6= 0, basta definirmos f1(s) = f(s)−f0 e, assim, teremos f1(0) = 0.
Note ainda que |f ′1(s)| = |f ′(s)| e f̂1(s) = f̂(s)− sf0.
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Exemplo 2.1. A função

f : R −→ R

s 7−→ f(s) = |s|q s, q > 0,

satisfaz as hipóteses (2.107) e (2.108) para qualquer s ∈ R.
De fato, como f ′(s) = (q + 1) |s|q, considerando k = q + 1 > 0, temos

|f ′(s)| = k |s|q

≤ k (1 + |s|q) , ∀ s ∈ R.

Por f̂(s) =
1

q + 2
|s|q+2 ≥ 0, temos

−a1s
2 ≤ f̂(s), ∀ a1 ≥ 0 e ∀ s ∈ R.

Por outro lado, como
1

q + 2
≤ 1,

f̂(s) ≤ |s|q+2

≤ |s|q |s|2

≤ |s|q s2

≤ f (s) s

≤ f (s) s+ a2s
2, ∀ a2 ≥ 0 e ∀ s ∈ R.

O que mostra que as condições (2.107) e (2.108) são satisfeitas.

Exemplo 2.2. Consideremos a função

f : R −→ R

s 7−→ f(s) = a |s|q s+ bs, a, q > 0 e b ∈ R.

Mostraremos que as hipóteses (2.107) e (2.108) são satisfeitas.
Com efeito, por f ′(s) = a (q + 1) |s|q + b, temos que

|f ′(s)| ≤ a (q + 1) |s|q + |b|

≤ max {a (q + 1) , |b|} (|s|q + 1)

≤ k (1 + |s|q) , ∀ s ∈ R,

sendo k = max {a (q + 1) , |b|} > 0, ou seja, a condição (2.107) é satisfeita.
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Agora, observe que f̂(s) =
a

q + 2
|s|q+2 +

b

2
s2 ≥ 0. Assim,

−a1s
2 ≤ f̂(s), ∀ a1 ≥ 0 e ∀ s ∈ R. (2.109)

Por outro lado,

f̂(s) ≤ a |s|q s2 + bs2

≤ (a |s|q s+ bs) s (2.110)

≤ f(s)s

≤ f(s)s+ a2s
2, ∀ a2 ≥ 0 e ∀ s ∈ R.

Logo, por (2.109) e (2.110), a condição (2.108) é satisfeita.

Exemplo 2.3. Consideremos

f : R −→ R

s 7−→ f(s) =
s

|s|2 + 1
.

Temos que

f ′(s) =
1− s2(
|s|2 + 1

)2 e f̂(s) =
1

2
ln
(
s2 + 1

)
.

Note que

f ′(s) ≤ 1(
1 + |s|2

)2 ≤
(
1 + |s|2

)3(
1 + |s|2

)2 ≤ 1 + |s|2 .

Isto é, f satisfaz a condição (2.107), com k = 1 e q = 2. Como ln
(
|s|2 + 1

)
≥ 0 para todo

s ∈ R, então

−a1s
2 ≤ f̂(s), ∀ a1 ≥ 0 e ∀ s ∈ R.

Por outro lado, para provarmos a segunda desigualdade de (2.108), definamos

f1 : R −→ R

s 7−→ h(s) =
1

2
ln
(
s2 + 1

)
− s2

s2 + 1
− s2

Como
f ′1(s) = −s (2s4 + 3s2 + 3)

(s2 + 1)2 ,
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temos que 
f ′1(s) > 0, se s < 0;

f ′1(s) = 0, se s = 0;

f ′1(s) < 0, se s > 0.

Consequentemente, pelo Teste da Primeira Derivada, s = 0 é um máximo local
de f1. Além disso, f1 é crescente em (−∞, 0), uma vez que possui derivada positiva neste
intervalo, e decrescente em (0,∞), pois possui derivada negativa neste intervalo. Portanto,
s = 0 é um máximo global de f1. Assim,

1

2
ln(s2 + 1)− s2 − s2

s2 + 1
= f1(s) ≤ f1(0) = 0, ∀ s ∈ R,

ou ainda,
1

2
ln(|s|2 + 1) ≤ s2

|s|2 + 1
+ s2, ∀ s ∈ R.

Deste modo,

1

2
ln(|s|2 + 1) ≤ s2

|s|2 + 1
+ a2s

2, ∀ a2 ≥ 1 e ∀ s ∈ R.

Portanto, f satisfaz a condição (2.108) para cada a1 ≥ 0 e a2 ≥ 1.
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3 ESTABILIDADE DE ENERGIA

Neste capítulo mostraremos que o funcional energia associado ao problema (2.1)-
(2.4) decai de forma geral, incluindo taxas como exponencial e polinomial, entre outras.

3.1 O FUNCIONAL DE ENERGIA

Seja u uma solução forte de (2.1)-(2.4) com dados iniciais (u0, u1). Multiplicando
(2.1) por ut e integrando sobre Ω, temos

(utt(t), ut(t)) + (∆2u(t), ut(t))−
∫ t

0

g(t− s)(∆2u(s), ut(t))ds

+M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
‖ut(t)‖2

2 + (f(u(t)), ut(t)) = 0.

(3.1)

Definindo o funcional energia correspondente ao problema (2.1)-(2.4) por

E(t) =
1

2

{
‖ut(t)‖2

2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u(t)‖2

2 + (g�∆u) (t)

}
+

∫
Ω

f̂(u(t))dx, (3.2)

podemos reescrever (3.1) como

d

dt
E(t) +M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
‖ut(t)‖2

2 =
1

2
(g′�∆u) (t)− 1

2
g(t) ‖∆u(t)‖2

2 . (3.3)

Entretanto, sabemos que

M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
‖ut(t)‖2

2 ≥ 0,
1

2
g(t) ‖∆u(t)‖2

2 > 0 e
1

2
(g′�∆u) (t) < 0, ∀ t > 0,

temos

d

dt
E(t) ≤ 0, ∀ t > 0, (3.4)

ou seja, E(t) é decrescente.
Antes de prosseguirmos, vejamos um resultado que nos garante que E(t) ≥ 0 para

todo t ≥ 0.

Lema 3.1. O funcional energia E(t) satisfaz

1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2 ≤
E(t)

β1

, ∀ t ≥ 0. (3.5)
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Demonstração. Pelas hipóteses (2.5), (2.9) e pela imersão V2 ↪→ V0,

E(t) =
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t)) +

∫
Ω

f̂(u(t))dx

≥1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t))− lβ

2
‖u(t)‖2

2

≥1

2
‖ut(t)‖2

2 +
l

2
‖∆u(t)‖2

2 −
lβ

2µ1

‖∆u(t)‖2
2

≥1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
l

(
1− β

µ1

)
‖∆u(t)‖2

2

≥1

2
‖ut(t)‖2

2 +
β1

2
‖∆u(t)‖2

2

≥β1

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
,

ou seja,

1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2 ≤
E(t)

β1

, ∀ t ≥ 0,

como desejado.

Nas próximas duas seções, mostraremos que o funcional energia E(t) associado ao
problema (2.1)-(2.4) decai ao menos a uma de taxa de decaimento exponencial analisando os
casos em que

g(0) = 0 e M(s) > 0, ∀ s ≥ 0

ou
g(0) > 0 e M(s) ≥ 0, ∀ s ≥ 0.

3.2 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO I

Nesta seção, analisaremos o decaimento geral de energia quando g(0) = 0 eM(s) >

0 para todo s ∈ [0,∞).
Primeiramente, note que se g(0) = 0, então g ≡ 0, uma vez que por hipótese g

é uma função não negativa e decrescente. Como consequências, na hipótese (2.5) temos que
l = 1 e o problema (2.1)-(2.4) se reduz a

utt + ∆2u+M(‖∇u(t)‖2
2)ut + f(u) = 0 em Ω× (0,∞), (3.6)

sujeita à uma das seguintes condições de fronteira

u = ∆u = 0 sobre Γ× [0,∞) (3.7)
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ou
u =

∂u

∂ν
= 0 sobre Γ× [0,∞), (3.8)

sendo ν vetor unitário normal, com as seguintes condições iniciais

u(·, 0) = u0, ut(·, 0) = u1 em Ω. (3.9)

Definição 3.2. Uma função u : Ω× (0, T )→ R na classe

u ∈ C ([0, T ];V2) ∩ C1 ([0, T ];V0) ∩ L∞ (0, T ;V4) ,

satisfazendo (3.6) quase sempre em Ω× (0, T ) e as condições iniciais (3.9) quase sempre sobre

Ω é dita solução forte do problema (3.6)-(3.9).

Definição 3.3. Uma função u : Ω× (0, T )→ R na classe

u ∈ C ([0, T ];V0) ∩ C1 ([0, T ];V0) ∩ L∞ (0, T ;V2) ,

satisfazendo, para cada v ∈ V2, a equação

d

dt
(ut(t), v) + (∆u(t),∆v) +M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
(ut(t), v) + (f(u(t)), v) = 0

em D′(0, T ) é dita solução fraca do problema (3.6)-(3.9).

Teorema 3.4. Dado T > 0 arbitrário, sob as hipóteses (2.6)-(2.9), se (u0, u1) ∈ H, então

existe uma solução forte u para o problema (3.6)-(3.9). Além disso, tal solução depende conti-

nuamente dos dados iniciais em V . Mais precisamente, se z1 = (u, ut) e z2 = (v, vt) são duas

soluções do problema (3.6) correspondentes aos dados iniciais z1
0 = (u0, u1) e z2

0 = (v0, v1),

respectivamente, então existe uma constante CT = CT (T, ‖z1
0‖V , ‖z2

0‖V) tal que

‖z1(t)− z2(t)‖V ≤ CT‖z1
0 − z2

0‖V .

Em particular, a solução forte é única.

Demonstração. A prova segue de maneira análoga à do Teorema 2.2, considerando a função
núcleo da memória g ≡ 0.

Note que podemos reescrever (3.1) e o funcional energia (3.2) como segue

(utt(t), ut(t)) + (∆2u(t), ut(t)) +M(‖∇u(t)‖2
2) ‖ut(t)‖2

2 + (f(u(t)), ut(t)) = 0, (3.10)

E(t) =
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2 +

∫
Ω

f̂(u(t))dx. (3.11)
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Deste modo, podemos reduzir (3.10) a

d

dt
E(t) +M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
‖ut(t)‖2

2 = 0, ∀ t > 0. (3.12)

Por M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
‖ut(t)‖2

2 > 0 para cada t ∈ (0,∞), temos que (3.4) continua válida, isto é,

d

dt
E(t) ≤ 0, ∀ t > 0. (3.13)

Logo, como o Lema 3.1 continua válido mesmo quando g ≡ 0, temos que

0 ≤ E(t) ≤ E(0). (3.14)

Por outro lado, pelas hipóteses (2.10) e (2.9), pelas desigualdades de Hölder e de
Young e pelas imersões V2 ↪→ V0 e V2 ↪→ Lρ+2(Ω),

E(0) =
1

2
‖u1‖2

2 +
1

2
‖∆u0‖2

2 +

∫
Ω

f̂(u0)dx

≤ 1

2
‖u1‖2

2 +
1

2
‖∆u0‖2

2 +

∫
Ω

|f(u0)u0|dx+
lβ

2
‖u0‖2

2

≤ 1

2
‖u1‖2

2 +
1

2
‖∆u0‖2

2 + ‖f(u0)‖2‖u0‖2 +
lβ

2
‖u0‖2

2

≤ 1

2
‖u1‖2

2 +
1

2
‖f(u0)‖2

2 +
(2 + lβ)

2µ1

‖∆u0‖2
2

≤ 1

2
‖u1‖2

2 +
1

2
‖∆u0‖ρ+2

2 +
(2 + lβ)

2µ1

‖∆u0‖2
2

≤ C

(3.15)

sendo C = C (‖(u0, u1)‖V) > 0.
Antes de enunciarmos o principal resultado desta seção, vejamos um lema que nos

auxiliará a demonstrá-lo.

Lema 3.5. Existe uma constante m1 > 0 tal que o funcional energia E(t) satisfaz

d

dt
E(t) ≤ −m1‖ut(t)‖2

2, ∀ t > 0.

Demonstração. Como V2 ↪→ V1, pelo Lema 3.1 temos

‖∇u(t)‖2
2 ≤

1

µ2

‖∆u(t)‖2
2 ≤

2

µ2β1

E(t) ≤ 2

µ2β1

E(0), ∀ t > 0,

isto é, existe uma constante L :=
2

µ2β1

> 0 tal que ‖∇u(t)‖2
2 ∈ [0, LE(0)], qualquer que seja

t ∈ (0,∞). Como M(s) > 0, para cada s ∈ [0,∞), e M é uma função de classe C1, existe
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uma constante m1 > 0 tal que

M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
≥ min

s∈[0,LE(0)]
M(s) ≥ m1 > 0.

Portanto, por (3.12),

d

dt
E(t) ≤ −m1‖ut(t)‖2

2, ∀ t > 0.

Finalmente, vamos enunciar e provar o principal resultado desta seção.

Teorema 3.6. Sob as hipóteses do Teorema 3.4, o funcional energia satisfaz

E(t) ≤ 3E(0)e−γt, ∀ t ≥ 0, (3.16)

sendo

γ ∼ m1

c0 + c1M2
E(0)

, com c0, c1,m1 > 0.

Demonstração. A demonstração será dada em várias etapas, como segue.
Etapa 1 - Definindo Funcionais. Vamos definir a energia perturbada

Eε(t) = E(t) + εΦ1(t), ∀ t ≥ 0, (3.17)

sendo ε > 0 a ser fixado posteriormente e

Φ1(t) =

∫
Ω

ut(t)u(t)dx. (3.18)

Etapa 2 - Estimativas. A respeito do funcional energia perturbada definido na Etapa 1, existe

uma constante C8 > 0 tal que se ε ≤ 1

2C8

, temos

1

2
E(t) ≤ Eε(t) ≤

3

2
E(t), ∀ t ≥ 0. (3.19)

De fato, dado t ∈ [0,∞),

|Eε(t)− E(t)| = ε |Φ1(t)| = ε |(ut(t), u(t))| .
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Pelas desigualdades de Hölder e de Young, pela imersão V2 ↪→ V0 e pelo Lema 3.1

|Eε(t)− E(t)| ≤ ε ‖ut(t)‖2 ‖u(t)‖2

≤ ε

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖u(t)‖2

2

)
≤ ε

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2µ1

‖∆u(t)‖2
2

)
≤ εmax

{
1,

1

µ1

}(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
≤ εC8E(t), ∀ t ≥ 0,

onde C8 :=
1

β1

max

{
1,

1

µ1

}
> 0. Logo,

(1− εC8) E(t) ≤ Eε(t) ≤ (1 + εC8) E(t), ∀ t ≥ 0 e ∀ ε > 0.

Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno de tal modo que ε ≤ 1

2C8

, temos

1

2
E(t) ≤ Eε(t) ≤

3

2
E(t), ∀ t ≥ 0.

Etapa 3 - Derivada de Φ1. Existem constantes c0, c1 > 0 , que independem dos dados iniciais,
tais que

d

dt
Φ1(t) ≤

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
‖ut(t)‖2

2 −
β2

2
‖∆u(t)‖2

2 − E(t), ∀ t > 0, (3.20)

onde ME(0) := max
s∈[0,LE(0)]

M(s) e β2 =
β1

2
> 0.

De fato, diferenciando o funcional Φ1, fazendo uso da equação (3.6) e do Teorema
5.13, temos que

d

dt
Φ1(t) = ‖ut(t)‖2

2 − ‖∆u(t)‖2
2 − (u(t), f (u(t))) + L1, (3.21)

sendo

L1 = −M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
(u(t), ut(t)) ,

Temos queM(‖∇u(t)‖2
2) ≤ME(0), para todo t ∈ [0,∞). Segue pelas desigualdades de Hölder,



68

de Young e pela imersão V2 ↪→ V0 que

|L1| ≤ME(0) |(u(t), ut(t))|

≤ ‖u(t)‖2ME(0) ‖ut(t)‖2

≤ η ‖u(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4η
‖ut(t)‖2

2

≤ η

µ1

‖∆u(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4η
‖ut(t)‖2

2 .

Deste modo, por (3.21),

d

dt
Φ1(t) ≤

(
1 +

M2
E(0)

4η

)
‖ut(t)‖2

2 +

(
η

µ1

− 1

)
‖∆u(t)‖2

2

− (u(t), f (u(t))) + E(t)− E(t),

ou ainda, de (2.9),

d

dt
Φ1(t) ≤ −E(t) +

(
3

2
+
M2
E(0)

4η

)
‖ut(t)‖2

2 +

(
η

µ1

− 1

2

)
‖∆u(t)‖2

2 +
β

2
‖u(t)‖2

2.

Como V2 ↪→ V0, segue que

d

dt
Φ1(t) ≤ −E(t) +

(
3

2
+
M2
E(0)

4η

)
‖ut(t)‖2

2 +

(
η

µ1

+
β

2µ1

− 1

2

)
‖∆u(t)‖2

2,

ou ainda,

d

dt
Φ1(t) ≤ −E(t) +

(
3

2
+
M2
E(0)

4η

)
‖ut(t)‖2

2 +

(
η

µ1

− β1

2

)
‖∆u(t)‖2

2, ∀ t > 0.

Se tomarmos η <
β1µ1

4
, temos que

d

dt
Φ1(t) ≤ −E(t) +

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
‖ut(t)‖2

2 −
β2

2
‖∆u(t)‖2

2 , ∀ t > 0,

sendo β2 =
β1

2
, c0 =

3

2
e c1 =

1

4η
.

Etapa 4 - Derivada de Eε. Existe ε1 > 0 tal que

d

dt
Eε(t) ≤ −εE(t), ∀ t > 0 e ∀ ε ∈ (0, ε1]. (3.22)
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Com efeito, por (3.17), pelo Lema 3.5 e por (3.20), temos que

d

dt
Eε(t) =

d

dt
E(t) + ε

d

dt
Φ1(t)

≤ −m1‖ut(t)‖2
2 − εE(t) + ε

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
‖ut(t)‖2

2 − ε
β2

2
‖∆u(t)‖2

2

≤ −εE(t) +
[
ε
(
c0 + c1M

2
E(0)

)
−m1

]
‖ut(t)‖2

2 − ε
β2

2
‖∆u(t)‖2

2, ∀ t > 0,

ou ainda,

d

dt
Eε(t) ≤ −εE(t)−

[
m1 − ε

(
c0 + c1M

2
E(0)

)]
‖ut(t)‖2

2, ∀ t > 0.

Definindo ε1 :=
m1(

c0 + c1M2
E(0)

) , segue que para todo ε < ε1 vale

d

dt
Eε(t) ≤ −εE(t), ∀ t > 0.

Etapa 5 - Conclusão. Definindo ε0 := min

{
1

2C8

, ε1

}
, então, para todo ε ≤ ε0, a desigualdade

(3.19) permanece válida, qualquer que seja t ∈ [0,∞).
Por outro lado, uma vez que ε0 ≤ ε1, se ε ≤ ε0, por (3.22) obtemos que

d

dt
Eε(t) ≤ −εE(t), ∀ t > 0.

Ou ainda, por (3.19),
d

dt
Eε(t) ≤ −

2ε

3
Eε(t), ∀ t > 0,

isto é,

d

dt
Eε(t) +

2ε

3
Eε(t) ≤ 0, ∀ t > 0.

Logo,

d

dt
Eε(t)e

2ε
3
t +

2ε

3
Eε(t)e

2ε
3
t ≤ 0, ∀ t > 0.

Daí,

d

dt

(
Eε(t)e

2ε
3
t
)
≤ 0, ∀ t > 0.

Deste modo, integrando a expressão anterior sobre [0, t],

Eε(t)e
2ε
3
t ≤ Eε(0), ∀ t > 0.
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Então,

Eε(t) ≤ Eε(0)e−
2ε
3
t, ∀ t > 0. (3.23)

Novamente, por (3.19), segue de (3.23) que

1

2
E(t) ≤ 3

2
E(0)e−

2ε
3
t, ∀ t > 0,

ou seja,

E(t) ≤ 3E(0)e−
2ε
3
t, ∀ t > 0.

Portanto, existe γ > 0 tal que

E(t) ≤ 3E(0)e−γt, ∀ t > 0, (3.24)

sendo γ =
2ε

3
> 0 independente de M , porém

γ ∼ m1

c0 + c1M2
E(0)

> 0,

com c0, c1,m1 > 0.

3.3 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO II

Nesta seção analisaremos o decaimento geral de energia para o caso em que g(0) >

0 e M(s) ≥ 0 para todo s ∈ [0,∞).
Neste caso, por (3.4) temos que

E(t) ≤ E(0), ∀ t > 0.

Por outro lado, sabemos que
E(0) ≤ C <∞,

sendo C = C (‖(u0, u1)‖H) > 0. Por hipótese, M(s) ≥ 0, para todo s ∈ [0,∞). Logo, por
(3.3),

d

dt
E(t) ≤ 1

2
(g′�∆u) (t), ∀ t > 0, (3.25)

uma vez que podemos ter M ≡ 0. Sendo assim, consideramos a seguinte hipótese adicional g.
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Decaimento do núcleo da memória. Sejam ξ : [0,∞) −→ R+ uma função de classe C1 e
ξ1 ≥ 0 uma constante tais que

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), ∀ t > 0; (G1)

ξ(t) > 0, ξ′(t) ≤ 0,

∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ ≤ ξ1, ∀ t ≥ 0. (G2)

Note que pela hipótese (G1)

g′(t)e
∫ t
0 ξ(s)ds + ξ(t)g(t)e

∫ t
0 ξ(s)ds ≤ 0,

ou ainda,

d

dt

(
g(t)e

∫ t
0 ξ(s)ds

)
≤ 0.

Logo,

g(t)e
∫ t
0 ξ(s)ds ≤ g(0) =⇒ g(t) ≤ e−

∫ t
0 ξ(s)dsg(0), ∀ t ≥ 0.

Teorema 3.7. Sob as hipóteses do Teorema 2.2, juntamente com as adicionais (G1) e (G2)

sobre a função g, o funcional energia satisfaz

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ≥ 0, (3.26)

sendo K = 3E(0)eγ
∫ 1
0 ξ(s)ds > 0 e

γ ∼ c4(
1 +M2

E(0) + E(0)
ρ
2

) , para algum c4 > 0. (3.27)

Demonstração. A demonstração será dada em etapas, como feito na seção anterior.
Etapa 1 - Definindo Funcionais. Primeiramente, vamos definir o funcional energia perturbada
por

F(t) := E(t) + ε1Φ(t) + ε2Ψ(t), ∀ t ≥ 0, (3.28)

sendo ε1, ε2 > 0 fixados posteriormente e

Φ(t) = ξ(t)

∫
Ω

ut(t)u(t)dx (3.29)

e

Ψ(t) = −ξ(t)
∫

Ω

ut(t)

(∫ t

0

g(t− s) [u(t)− u(s)] dt

)
dx. (3.30)
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Etapa 2 - Estimativa. Dos funcionais definidos acima, temos que existe uma constante C11 > 0

tal que se ε1 + ε2 ≤
1

2C11

,

1

2
E(t) ≤ F(t) ≤ 3

2
E(t), ∀ t > 0. (3.31)

Com efeito, inicialmente note que

E(t) ≥ 1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t))− lβ

2
‖u(t)‖2

2

≥ 1

2
‖ut(t)‖2

2 +
l

2
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t))− lβ

2µ1

‖∆u(t)‖2
2

≥ 1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
l

(
1− β

µ1

)
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t))

≥ 1

2
‖ut(t)‖2

2 +
β1

2
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t)) .

Logo,

E(t) ≥ 1

2
‖ut(t)‖2

2 +
β1

2
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u(t)) , ∀ t > 0. (3.32)

Observe também que, pelas desigualdades de Hölder e de Young e pela hipótes (G2),

|Φ(t)| ≤ ξ(t)| (ut(t), u(t)) |

≤ ξ(t)‖ut(t)‖2‖u(t)‖2

≤ 1

µ1

ξ0‖ut(t)‖2‖∆u(t)‖2

≤ ξ0

µ1

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
≤ C9

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
, ∀ t > 0,

onde C9 :=
ξ0

µ1

, sendo ξ0 := ξ(0) ≤ ξ(t), para todo t ≥ 0. Como pela hipótese (2.5) temos

∫ t

0

g(t− s)ds ≤
∫ ∞

0

g(t− s)ds ≤ 1,
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segue, pelas desigualdades de Hölder e de Young, que

|Ψ(t)| ≤ ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) |(ut(t), u(t)− u(s))| ds

≤ ξ0

∫ t

0

g(t− s)‖ut(t)‖2‖u(t)− u(s)‖2ds

≤ ξ0

µ1

∫ t

0

g(t− s)‖ut(t)‖2‖∆u(t)−∆u(s)‖2ds

≤ C9

∫ t

0

g(t− s)
(

1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)−∆u(s)‖2

2

)
ds

≤ C9

(
1

2
‖ut(t)‖2

2

∫ t

0

g(t− s)ds+
1

2

∫ t

0

g(t− s)‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2ds

)
≤ C9

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u) (t)

)
, ∀ t > 0.

Deste modo,

|F(t)− E(t)| ≤ ε1|Φ(t)|+ ε2|Ψ(t)|

≤ ε1C9

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
+ ε2C9

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u) (t)

)
≤ C9

(
(ε1 + ε2)

2
‖ut(t)‖2

2 +
ε1β1

2β1

‖∆u(t)‖2
2 +

ε2

2
(g�∆u) (t)

)
≤ C9(ε1 + ε2)

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
β1

2β1

‖∆u(t)‖2
2 +

1

2
(g�∆u) (t)

)
, ∀ t > 0,

ou ainda, definindo C10 = max

{
1,

1

β1

}
,

|F(t)− E(t)| ≤ C9C10 (ε1 + ε2)

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
β1

2
‖∆u(t)‖2

2 +
1

2
(g�∆u) (t)

)
≤ C11 (ε1 + ε2) E(t), ∀ t > 0,

isto é,

[1− C11 (ε1 + ε2)] E(t) ≤ F(t) ≤ [1 + C11 (ε1 + ε2)] E(t), ∀ t > 0.

Considerando ε1, ε2 > 0 tais que

ε1 + ε2 ≤
1

2C11

,

temos que

1

2
E(t) ≤ F(t) ≤ 3

2
E(t), ∀ t > 0.
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Etapa 3 - Derivada da Φ. Existem constantes c0, c1, c2 > 0, que não dependem dos dados ini-
ciais, tais que

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

+ c2ξ(t) (g�∆u) (t)− β2

2
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2 , ∀ t > 0.

(3.33)

onde ME(0) é definido como na seção anterior.
De fato, diferenciando (3.29), fazendo uso da equação (2.1) e do Teorema 5.13, temos que

d

dt
Φ(t) = ξ(t)‖ut(t)‖2

2 − ξ(t)‖∆u(t)‖2
2 − ξ(t) (u(t), f (u(t))) + ξ′(t) (u(t), ut(t))

+ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) (∆u(t),∆u(s)) ds− ξ(t)M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
(u(t), ut(t)) .

Mais ainda, somando e subtraindo ξ(t)E(t), obtemos

d

dt
Φ(t) = −ξ(t)E(t) +

3

2
ξ(t)‖ut(t)‖2

2 −
ξ(t)

2

(
1 +

∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u(t)‖2

2

+
ξ(t)

2
(g�∆u) (t) + I1 + ξ(t)I2 + ξ(t)I3 + ξ(t)If ,

(3.34)

onde

I1 = ξ′(t) (u(t), ut(t));

I2 =

∫ t

0

g(t− s) (∆u(t),∆u(s)) ds;

I3 = −M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
(u(t), ut(t));

If =

∫
Ω

(
f̂(u(t))− f(u(t))u(t)

)
dx.

Vamos estimar I1, I2, I3 e If .

• Estimativa de I1. Segue pelas desigualdades de Hölder e de Young, com η > 0, pela
imersão V2 ↪→ V0 e pela hipótese (G2) que

|I1| ≤ |ξ′(t)| ‖u(t)‖2‖ut(t)‖2

≤ ξ1ξ(t)

(
η‖u(t)‖2

2 +
1

4η
‖ut(t)‖2

2

)
≤ ξ1ξ(t)

(
η

µ1

‖∆u(t)‖2
2 +

1

4η
‖ut(t)‖2

2

)
, ∀ t > 0.
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• Estimativa de I2. Pela desigualdade de Hölder, também temos,

|I2| ≤
∫ t

0

g(t− s) |(∆u(t),∆u(s))| ds

≤
∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)‖2 ‖∆u(s)‖2 ds

≤
∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)‖2 (‖∆u(s)‖2 − ‖∆u(t)‖2 + ‖∆u(t)‖2) ds

≤
∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)‖2
2 ds+

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)‖2 ‖∆u(s)−∆u(t)‖2 ds.

Deste modo, pela desigualdade de Young, com η > 0,

|I2| ≤ ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ +

∫ t

0

g(t− s)
(
η ‖∆u(t)‖2

2 +
1

4η
‖∆u(s)−∆u(t)‖2

2

)
ds

≤ ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ + η ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ +
1

4η
(g�∆u) (t)

≤ ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ + η ‖∆u(t)‖2
2 +

1

4η
(g�∆u) (t), ∀ t > 0.

• Estimativa de I3. Para estimarmos I3, temos queM(‖∇u(t)‖2
2) ≤ME(0), para todo t ≥ 0,

onde
ME(0) := max

s∈[0,LE(0)]
M(s).

Assim, pelas desigualdades de Hölder e de Young, com η > 0, e por V2 ↪→ V0,

|I3| ≤ ‖u(t)‖2ME(0) ‖ut(t)‖2

≤ η ‖u(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4η
‖ut(t)‖2

2

≤ η

µ1

‖∆u(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4η
‖ut(t)‖2

2 , ∀ t > 0.

• Estimativa de If . Agora, pela hipótese (2.9) e pela imersão V2 ↪→ V0, temos que

If ≤
lβ

2
‖u(t)‖2

2

≤ lβ

2µ1

‖∆u(t)‖2
2, ∀ t > 0.
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Substituindo tais estimativas em (3.34),

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
3

2
+
ξ1

4η
+
M2
E(0)

4η

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 +

(
1

4η
+

1

2

)
ξ(t) (g�∆u) (t)

+

[
η

(
1 +

ξ1 + 1

µ1

)
− 1

2

(
1−

∫ t

0

g(τ)dτ

)
+

lβ

2µ1

]
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2.

Pela hipótese (2.5) temos

−
(

1−
∫ t

0

g(τ)dτ

)
≤ −l,

o que implica que

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
3

2
+
ξ1

4η
+
M2
E(0)

4η

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 +

(
1

4η
+

1

2

)
ξ(t) (g�∆u()(t)

+

[
η

(
1 +

ξ1 + 1

µ1

)
− l

2

(
1− β

µ1

)]
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2, ∀ t > 0,

ou ainda,

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 + c2ξ(t) (g�∆u) (t)

+

[
η

(
1 +

ξ1 + 1

µ1

)
− β1

2

]
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2

≤− ξ(t)E(t) +
(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 + c2ξ(t) (g�∆u) (t)

− β1

4
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2 +

[
η

(
1 +

ξ1 + 1

µ1

)
− β1

4

]
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2, ∀ t > 0,

sendo c0 =
3

2
+
ξ1

4η
, c1 =

1

4η
e c2 =

1

4η
+

1

2
. Se tomarmos η <

β1µ1

4 (µ1 + 1 + ξ1)
, temos que

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

+ c2ξ(t) (g�∆u) (t)− β2

2
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2 , ∀ t > 0,

onde β2 =
β1

2
, c0 =

3

2
+
ξ1

4η
, c1 =

1

4η
e c2 =

1

4η
+

1

2
.

Etapa 4 - Derivada da Ψ. Dado δ > 0, existem constantes a1, cδ,1, cδ,2, cδ,3 > 0, que não de-
pendem dos dados iniciais, tais que

d

dt
Ψ(t) ≤

(
δa1 −

∫ t

0

g(s)ds

)
ξ(t)‖ut(t)‖2

2 + 3δξ(t)‖∆u(t)‖2
2 + cδ,1 (−g′�∆u) (t)

+
[
cδ,2 + cδ,3

(
M2
E(0) + E

ρ
2 (0)

)]
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0,

(3.35)

sendo ME(0) definido como anteriormente.
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Com efeito, diferenciando (3.30), utilizando (2.1) e o Teorema 5.13, obtemos

d

dt
Ψ(t) = −ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

∫ t

0

g(τ)dτ +
6∑
i=1

Ji, (3.36)

onde

J1 = −ξ′(t)
∫

Ω

ut(t)

(∫ t

0

g(t− s) (u(t)− u(s)) ds

)
dx,

J2 = −ξ(t)
∫

Ω

ut(t)

(∫ t

0

g′(t− s) (u(t)− u(s)) ds

)
dx,

J3 = ξ(t)

∫
Ω

∆u(t)

(∫ t

0

g(t− s) (∆u(t)−∆u(s)) ds

)
dx,

J4 = −ξ(t)
∫

Ω

(∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds

)(∫ t

0

g(t− τ) (∆u(t)−∆u(τ)) dτ

)
dx,

J5 = ξ(t)M
(
‖∇u(t)‖2

2

) ∫
Ω

ut(t)

(∫ t

0

g(t− s) (u(t)− u(s)) ds

)
dx,

J6 = ξ(t)

∫
Ω

f(u(t))

(∫ t

0

g(t− s) (u(t)− u(s)) ds

)
dx.

Vamos estimar Ji, com i = 1, ..., 6:

• Estimativa de J1. Pelas desigualdades de Hölder, de Young com δ > 0, por (G2) e pela
imersão V2 ↪→ V0, temos que

|J1| ≤
|ξ′(t)|
|ξ(t)|

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) |(ut(t), u(t)− u(s))| ds

≤ ξ1ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖ut(t)‖2 ‖u(t)− u(s)‖2 ds

≤ ξ1δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

g(t− s)ds+ ξ1
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖u(t)− u(s)‖2
2 ds

≤ ξ1δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ + ξ1
1

4δµ1

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 ds

≤ ξ1δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 + ξ1

1

4δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.
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• Estimativa de J2. Analogamente, segue que

|J2| ≤ ξ(t)

∫ t

0

(−g′(t− s)) |(ut(t), u(t)− u(s))| ds

≤ ξ(t)

∫ t

0

(−g′(t− s)) ‖ut(t)‖2 ‖u(t)− u(s)‖2 ds

≤ δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

(−g′(t− s)) ds+ ξ1
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

(−g′(t− s)) ‖u(t)− u(s)‖2
2 ds

≤ δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

(−g′(τ)) dτ +
1

4δµ1

ξ(t) (−g′�∆u) (t), ∀ t > 0,

ou seja,

|J2| ≤ g(0)δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 +

1

4δµ1

ξ(t) (−g′�∆u) (t), ∀ t > 0.

• Estimativa de J3. De modo análogo,

|J3| ≤ ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) |(∆u(t),∆u(t)−∆u(s))| ds

≤ ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)‖2 ‖∆u(t)−∆u(s)‖2 ds

≤ δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ +
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 ds

≤ δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2 +

1

4δ
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

• Estimativa de J4.

|J4| ≤ ξ(t)

∣∣∣∣∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds

)(∫ t

0

g(t− τ) (∆u(t)−∆u(τ)) dτ

)
dx

∣∣∣∣
≤ ξ(t)

∣∣∣∣∫
Ω

(∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ)∆u(s) (∆u(t)−∆u(τ)) dsdτ

)
dx

∣∣∣∣
≤ ξ(t)

∣∣∣∣∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) (∆u(s),∆u(t)−∆u(τ)) dsdτ

∣∣∣∣
≤ ξ(t)

∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) |(∆u(s),∆u(t)−∆u(τ))| dsdτ

≤ ξ(t)

∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2 ‖∆u(s)‖2 dsdτ, ∀ t > 0,
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ou ainda, pela desigualdade triangular,

|J4| ≤ ξ(t)
∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2 ‖∆u(s)−∆u(t)‖2 dsdτ︸ ︷︷ ︸
J4,1

+ ξ(t)

∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2 ‖∆u(t)‖2 dsdτ︸ ︷︷ ︸
J4,2

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2 +

(
δ +

1

2δ

)
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0,

uma vez que

J4,1 ≤δξ(t)
∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 dsdτ

+
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2
2 dsdτ

≤δξ(t)
∫ t

0

g(t− τ)dτ

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 ds

+
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

g(t− s)ds
∫ t

0

g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2
2 dτ

≤δξ(t) (g�∆u) (t) +
1

4δ
ξ(t) (g�∆u) (t) ≤

(
δ +

1

4δ

)
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

e

J4,2 ≤δξ(t)
∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)‖2
2 dsdτ

+
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

∫ t

0

g(t− s)g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2
2 dsdτ

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(t− s)ds
∫ t

0

g(t− τ)dτ

+
1

4δ
ξ(t)

∫ t

0

g(t− s)ds
∫ t

0

g(t− τ) ‖∆u(t)−∆u(τ)‖2
2 dτ

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2 +

1

4δ
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

• Estimativa de J5. Considerando ME(0) como anteriormente e aplicando a Desigualdade
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de Young, temos

|J5| ≤ME(0)ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) |(ut(t), u(t)− u(s))| ds

≤ξ(t)
∫ t

0

g(t− s) ‖ut(t)‖2ME(0) ‖u(t)− u(s)‖2 ds

≤δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

g(t− s)ds+
M2
E(0)

4δ
ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖u(t)− u(s)‖2
2 ds

≤δξ(t) ‖ut(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ +
M2
E(0)

4δµ1

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 ds

≤δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

• Estimativa de J6. Pela hipótese (2.10), pela desigualdade de Hölder generalizada com
ρ

ρ+ 2
+

1

ρ+ 2
+

1

ρ+ 2
= 1 e pelo Lema 5.29,

‖f(u(t))‖2
2 =

∫
Ω

|f(u(t))|2 dx

≤
∫

Ω

[
k2

(
1 + |u(t)|

ρ
2

)
|u(t)|

]2

dx

≤k2
2

∫
Ω

(
1 + |u(t)|

ρ
2

)2

|u(t)| |u(t)| dx

≤2k2
2

∫
Ω

(1 + |u(t)|ρ) |u(t)| |u(t)| dx

≤2k2
2 ‖1 + |u(t)|ρ‖ ρ+2

ρ
‖u(t)‖ρ+2 ‖u(t)‖ρ+2 ,

ou ainda, pela imersão V2 ↪→ Lρ+2(Ω) e pelo Lema 3.1, temos

‖f(u(t))‖2
2 ≤2k2

2µρ

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + ‖u(t)‖ρρ+2

)
‖∆u(t)‖2

2

≤2k2
2µρ

[
|Ω|

ρ
ρ+2 +

(
‖u(t)‖2

ρ+2

) ρ
2

]
‖∆u(t)‖2

2

≤2k2
2µρ

[
|Ω|

ρ
ρ+2 +

(
µρ‖∆u(t)‖2

2

) ρ
2

]
‖∆u(t)‖2

2

≤2k2
2µρ

[
|Ω|

ρ
ρ+2 + (µρC2E(0))

ρ
2

]
‖∆u(t)‖2

2

≤2κ0

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + κ1E(0)

ρ
2

)
‖∆u(t)‖2

2,
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sendo κ0 = k2
2µρ e κ1 = (µρC2)

ρ
2 . Deste modo,

|J6| ≤ξ(t)
∫ t

0

g(t− s) |(f(u(t)), u(t)− u(s))| ds

≤ξ(t)
∫ t

0

g(t− s) ‖f(u(t))‖2 ‖u(t)− u(s)‖2 ds

≤ξ(t)
∫ t

0

g(t− s)
√

2κ0

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + κ1E(0)

ρ
2

)
‖∆(t)‖2 ‖u(t)− u(s)‖2 ds

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ

+
κ0

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + κ1E(0)

ρ
2

)
2δ

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖u(t)− u(s)‖2
2 ds

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

∫ t

0

g(τ)dτ

+
κ0

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + κ1E(0)

ρ
2

)
2δµ1

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u(t)−∆u(s)‖2
2 ds

≤δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2 +

κ0

(
|Ω|

ρ
ρ+2 + κ1E(0)

ρ
2

)
2δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t).

Logo, em (3.36),

d

dt
Ψ(t) ≤− ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

∫ t

0

g(τ)dτ + ξ1δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 + ξ1

1

4δ
ξ(t) (g�∆u) (t)

+ g(0)δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 +

1

4δµ1

(−g′�∆u) (t) + δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

+
1

4δ
ξ(t) (g�∆u) (t) + δξ(t) ‖∆u(t)‖2

2 +

(
δ +

1

2δ

)
ξ(t) (g�∆u) (t)

+ δξ(t) ‖ut(t)‖2
2 +

M2
E(0)

4δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t) + δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2

+
κ0|Ω|

ρ
ρ+2

2δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t) +
2κ0κ1E(0)

ρ
2

4δµ1

ξ(t) (g�∆u) (t),

ou ainda,

d

dt
Ψ(t) ≤

[
δ (ξ1 + g(0) + 1)−

∫ t

0

g(τ)dτ

]
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 + 3δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2(

ξ1

4δ
+

1

4δ
+ δ +

1

2δ
+
κ0|Ω|

ρ
ρ+2

2δµ1

+
M2
E(0) + 2κ0κ1E(0)

ρ
2

4δµ1

)
ξ(t) (g�∆u) (t)

+
1

4δµ1

(−g′�∆u) (t), ∀ t > 0.
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Tomando
a1 := ξ1 + g(0) + 1, cδ,1 =

1

4δµ1

,

cδ,2 =
ξ1

4δ
+

1

4δ
+ δ +

1

2δ
+
κ0|Ω|

ρ
ρ+2

2δµ1

e cδ,3 = max

{
1

4δµ1

,
κ0κ1

2δµ1

}
,

temos que

d

dt
Ψ(t) ≤

(
δa1 −

∫ t

0

g(τ)dτ

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 + 3δξ(t) ‖∆u(t)‖2
2 + cδ,1 (−g′�∆u) (t)

+
[
cδ,2 + cδ,3

(
M2
E(0) + E(0)

ρ
2

)]
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

Etapa 5 - Derivada de F . Para qualquer t0 > 0 fixado, temos que

d

dt
F(t) ≤ −ε1ξ(t)E(t), ∀ t > t0, (3.37)

para alguma constante positiva ε1 ∼
c3(

1 +M2
E(0) + E(0)

ρ
2

) , com c3 > 0 independente dos da-

dos iniciais.
De fato, por (3.28), (3.33) e (3.35) segue que

d

dt
F(t) ≤− ε1ξ(t)E(t) +

(
1

2
− ε2cδ,1

)
(g′�∆u) (t) +

(
3ε2δ − ε1

β2

2

)
ξ(t)‖∆u(t)‖2

2

+
{
ε1c2 + ε2

[
cδ,2 + cδ,3

(
M2
E(0) + E(0)

ρ
2

)]}
ξ(t) (g�∆u) (t) (3.38)

+

[
ε1

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
+ ε2

(
δa1 −

∫ t

0

g(τ)dτ

)]
ξ(t)‖ut(t)‖2

2, ∀ δ, ε1, ε2 > 0.

Fixando t0 > 0, note que∫ t

0

g(τ)dτ ≥
∫ t0

0

g(τ)dτ := g0 > 0, ∀ t ≥ t0.

Deste modo, podemos reescrever (3.38) como

d

dt
F(t) ≤− ε1ξ(t)E(t)−

[
−ε1

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
+ ε2 (g0 − δa1)

]
ξ(t)‖ut(t)‖2

2

−
(
ε1
β2

2
− 3ε2δ

)
ξ(t)‖∆u(t)‖2

2 +

(
1

2
− ε2cδ,1

)
(g′�∆u) (t)

+
[
ε1c2 + ε2cδ,2 + ε2cδ,3

(
M2
E(0) + E(0)

ρ
2

)]
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t ≥ t0,

quaisquer que sejam δ, ε1, ε2 > 0. Pela hipótese (G1) e por (3.14) termos que E(0) ≥ 0, segue
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que

d

dt
F(t) ≤− ε1ξ(t)E(t)−

(
ε1
β2

2
− 3ε2δ

)
ξ(t)‖∆u(t)‖2

2

−
[
−ε1

(
c0 + c1M

2
E(0) + E(0)

ρ
2

)
+ ε2 (g0 − δa1)

]
ξ(t)‖ut(t)‖2

2

+

{
1

2
− ε1c2 − ε2

[
cδ,1 + cδ,2 + cδ,3

(
M2
E(0) + E(0)

ρ
2

)]}
(g′�∆u) (t).

Definindo cδ := min {cδ,1 + cδ,2, cδ,3}

d

dt
F(t) ≤− ε1ξ(t)E(t)−

(
ε1
β2

2
− 3ε2δ

)
ξ(t)‖∆u(t)‖2

2

−
[
−ε1

(
c0 + c1M

2
E(0) + E(0)

ρ
2

)
+ ε2 (g0 − δa1)

]
ξ(t)‖ut(t)‖2

2 (3.39)

+

[
1

2
− ε1c2 − ε2cδ

(
1 +M2

E(0) + E(0)
ρ
2

)]
(g′�∆u) (t).

Seja 0 < δ < min

 g0

2a1

,
g0β2

24
(
c0 + c1M2

E(0) + E(0)
ρ
2

)
. Então,

g0 − δa1 >
g0

2
e 3δ <

g0β2

4
(
c0 + c1M2

E(0) + E(0)
ρ
2

) . (3.40)

Uma vez que δ > 0 seja fixado, podemos escolher ε1, ε2 > 0 suficientemente pequenos tais que

g0

4c0

ε2 < ε1 <
g0

2c0

ε2 (3.41)

e

0 < ε1, ε2 < min

 1

4c2

,
1

4cδ

(
1 +M2

E(0) + E(0)
ρ
2

)
 . (3.42)

As condições (3.40), (3.41) e (3.42) implicam que

−ε1

(
c0 + c1M

2
E(0) + E(0)

ρ
2

)
+ ε2 (g0 − δa1) > 0, ε1

β2

2
− 3ε2δ > 0

1

2
− ε1c2 − ε2cδ

(
1 +M2

E(0) + E(0)
ρ
2

)
> 0.

Portanto, de (3.39),

d

dt
F(t) ≤ −ε1ξ(t)E(t), ∀ t ≥ t0,
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para alguma constante positiva ε1 ∼
c3(

1 +M2
E(0) + E(0)

ρ
2

) , sendo c3 :=
g0

8c0cδ
> 0 indepen-

dente dos dados iniciais.
Etapa 6 - Conclusão. Primeiramente, vamos fixar t0 = 1 e considerar ε1, ε2 > 0 suficiente-
mente pequenos tais que (3.31) e (3.37) sejam satisfeitas. Então,

d

dt
F(t) ≤ −2

3
ε1ξ(t)F(t), ∀ t ≥ 1,

ou ainda,

d

dt
F(t)e

2ε1
3

∫ t
1 ξ(s)ds ≤ −2

3
ε1ξ(t)F(t)e

2ε1
3

∫ t
1 ξ(s)ds,

isto é,

d

dt

(
F(t)e

2ε1
3

∫ t
1 ξ(s)ds

)
≤ 0,

Logo, integrando sobre [1, t],

F(t)e
2ε1
3

∫ t
1 ξ(s)ds ≤ F(1), ∀ t ≥ 1.

Ou seja,

F(t) ≤ F(1)e−γ
∫ t
1 ξ(s)ds, ∀ t ≥ 1.

onde γ =
2ε1

3
∼ c4(

1 +M2
E(0) + E(0)

ρ
2

) , para algum c4 > 0.

Novamente por (3.31), pelo fato de que o funcional E é não-crescente e ξ ser contí-
nua,

E(t) ≤ 3E(1)e−γ
∫ t
1 ξ(s)ds

≤ 3E(0)e−γ
∫ t
1 ξ(s)ds−γ

∫ 1
0 ξ(s)ds+γ

∫ 1
0 ξ(s)ds

≤
(

3E(0)eγ
∫ 1
0 ξ(s)ds

)
e−γ

∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ≥ 1.

Então,

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ≥ 1, (3.43)

sendo K = 3E(0)eγ
∫ 1
0 ξ(s)ds > 0.

Por outro lado, definindo ξ(0) := ξ0, segue da hipótese (G2) que 0 ≤ ξ(t) ≤ ξ0 para
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todo t ∈ [0,∞). Logo,

1 < eγ
∫ 1
t ξ(s)ds =

(
eγ

∫ 1
0 ξ(s)ds

)
e−γ

∫ t
0 ξ(s)ds ≤ eγξ0e0 = eγξ0 <∞, ∀ t ∈ [0, 1].

Logo,

E(t) ≤ E(0) <
(
E(0)eγ

∫ 1
0 ξ(s)ds

)
e−γ

∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ∈ [0, 1],

ou ainda,

E(t) < Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ∈ [0, 1].

Portanto,

E(t) < Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t ≥ 0,

sendo K = 3E(0)eγ
∫ 1
0 ξ(s)ds > 0 e

γ ∼ c4(
1 +M2

E(0) + E(0)
ρ
2

) , para algum c4 > 0,

como desejado.

O próximo resultado nos fornece o caso particular em que existe ξ2 > 0 tal que
ξ(t) ≥ ξ2 para todo t ∈ [0,∞).

Corolário 3.8. Sob as hipóteses do Teorema 3.7, se ξ(t) ≥ ξ2, para alguma constante ξ2 > 0 e

todo t ∈ [0,∞), por (3.26), segue que o funcional energia decai a uma taxa melhor, ou igual,

que a taxa exponencial.

Demonstração. De fato, primeiramente note que −ξ(t) ≤ −ξ2 para cada t ∈ [0,∞). Em
particular, essa desigualdade permanece válida para todo s ∈ [0, t]. Logo, em (3.26), temos

Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds ≤ e−γ

∫ t
0 ξ2ds ≤ e−γξ2t, ∀ t ≥ 0,

ou seja,

E(t) ≤ Ke−γ1t, ∀ t ≥ 0,

sendo K = 3E(0)eγ
∫ 1
0 ξ(s)ds > 0, γ1 = γξ2 > 0 e

γ1 ∼
c5(

1 +M2
E(0) + E(0)

ρ
2

) , para algum c5 = ξ2c4 > 0.
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Observação 3.1. Vale notar que (3.26)-(3.27), além de nos mostrar que o decaimento geral de
energia associado ao problema (2.1)-(2.4) depende dos dados iniciais, também nos mostra de
que maneira ocorre essa dependência. Por exemplo, se os dados iniciais forem muito grandes,
a desigualdade (3.26) indica que a energia decairá lentamente, mesmo se o núcleo de memória
decair muito rápido. Ou ainda o contrário, se os dados iniciais forem pequenos, podendo ser a
taxa de decaimento melhor do que exponencial.

Agora, vamos analisar o caso particular em que M(s) > 0 para todo s ∈ [0,∞).
Neste caso, vamos relembrar que por V2 ↪→ V1 e pelo Lema 3.1 temos

‖∇u(t)‖2
2 ≤

1

µ2

‖∆u(t)‖2
2 ≤

2

µ2β1

E(t) ≤ 2

µ2β1

E(0), ∀ t > 0,

isto é, existe uma constante L :=
2

µ2β1

> 0 tal que ‖∇u(t)‖2
2 ∈ [0, LE(0)], qualquer que seja

t ∈ (0,∞). Deste modo, se, em particular, tivermos M(s) > 0 para cada s ∈ [0,∞), por M ser
uma função de classe C1, existe uma constante m1 > 0 tal que

M
(
‖∇u(t)‖2

2

)
≥ min

s∈[0,LE(0)]
M(s) ≥ m1 > 0, ∀ t > 0.

Assim, por (3.3),

d

dt
E(t) ≤ −m1‖ut(t)‖2

2 +
1

2
(g′�∆u) (t), ∀ t ∈ [0, L]. (3.44)

Com estas considerações em mente, o seguinte resultado nos mostra que (3.26)
independe de M .

Corolário 3.9. Sob as hipóteses do Teorema 3.7, a desigualdade (3.26) permanece válida

mesmo quando M(s) > 0 para todo s ∈ [0,∞).

Demonstração. A demonstração deste Corolário será feita em etapas.
Etapa 1 - Definindo Funcionais. Vamos definir o seguinte funcional

Fε(t) = E(t) + εΦ(t), (3.45)

sendo ε > 0 e
Φ(t) = ξ(t)

∫
Ω

ut(t)u(t)dx. (3.46)

Etapa 2 - Estimativas. Existe uma constante C12 > 0 tal que se ε ≤ 1

2C12

1

2
E(t) ≤ Fε(t) ≤

3

2
E(t), ∀ t ≥ 0. (3.47)
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De fato, note que, dado t ≥ 0

|Fε(t)− E(t)| = ε |Φ(t)| = ε |ξ(t)| |(ut(t), u(t))| = εξ(t) |(ut(t), u(t))|

Pela hipótese (G2), temos que ξ(t) ≤ ξ0 para todo t ≥ 0. Logo, pelas desigualdades de Hölder
e de Young, pela imersão V2 ↪→ V0 e pelo Lema 3.1,

|Fε(t)− E(t)| ≤ εξ0 ‖ut(t)‖2 ‖u(t)‖2

≤ εξ0

µ1

‖ut(t)‖2 ‖∆u(t)‖2

≤ εξ0

µ1

(
1

2
‖ut(t)‖2

2 +
1

2
‖∆u(t)‖2

2

)
≤ εξ0

µ1β1

E(t)

≤ εC12E(t), ∀ t ≥ 0.

onde C12 :=
ξ0

µ1β1

> 0. Logo,

(1− εC12) E(t) ≤ Fε(t) ≤ (1 + εC12) E(t), ∀ t ≥ 0 e ε > 0.

Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno tal que ε ≤ 1

2C12

, temos

1

2
E(t) ≤ Fε(t) ≤

3

2
E(t), ∀ t ≥ 0. (3.48)

Etapa 3 - Derivada da Φ. Na demonstração do Teorema 3.7 foi provado em (3.33) que existem
constantes c0, c1, c2 > 0, que não dependem dos dados iniciais, tais que

d

dt
Φ(t) ≤− ξ(t)E(t) +

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2 (3.49)

+ c2ξ(t) (g�∆u) (t)− β2

2
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2 , ∀ t > 0. (3.50)

Etapa 4 - Derivada de Fε. Existe ε1 > 0 tal que

d

dt
Fε(t) ≤ −εξ(t)E(t), ∀ t > 0 e ε ∈ (0, ε1]. (3.51)
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De fato, por (3.44) e (3.49), temos que

d

dt
Fε(t) =

d

dt
E(t) +

d

dt
εΦ(t)

≤−m1 ‖ut(t)‖2
2 +

1

2
(g′�∆u) (t)− εξ(t)E(t) + ε

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

+ εc2ξ(t) (g�∆u) (t)− εβ2

2
ξ(t) ‖∆u(t)‖2

2

ou ainda, pelas hipóteses (G1) e (G2) e como
β2ε

2
> 0,

d

dt
Fε(t) ≤− εξ(t)E(t)−m1

ξ0

ξ0

‖ut(t)‖2
2 + εξ(t)

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
‖ut(t)‖2

2

+ εc2ξ(t) (g�∆u) (t)− 1

2
ξ(t) (g�∆u) (t)

≤− εξ(t)E(t)− m1

ξ0

ξ(t) ‖ut(t)‖2
2 + εξ(t)

(
c0 + c1M

2
E(0)

)
‖ut(t)‖2

2

+ εξ(t)c2 (g�∆u) (t)− 1

2
ξ(t) (g�∆u) (t)

≤− εξ(t)E(t)−
[
m1

ξ0

− ε
(
c0 + c1M

2
E(0)

)]
ξ(t) ‖ut(t)‖2

2

−
[

1

2
− εc2

]
ξ(t) (g�∆u) (t), ∀ t > 0.

Definindo ε1 := min

 m1

ξ0

(
c0 + c1M2

E(0)

) , 1

2c2

 > 0, temos que para todo ε ≤ ε1

m1

ξ0

− ε
(
c0 + c1M

2
E(0)

)
> 0 e

1

2
− εc2 > 0.

Portanto, existe ε1 > 0 tal que

d

dt
Fε(t) ≤ −εξ(t)F(t), ∀ ε ≤ ε1, ∀ t > 0.

como queríamos.

Etapa 6 - Conclusão. Definindo ε0 := min

{
1

2C12

, ε1

}
, então, para todo ε ≤ ε0, a desigual-

dade (3.48) permanece válida, qualquer que seja t ≥ 0. Entretanto, se ε ≤ ε0 ≤ ε1, obtemos de
(3.51) que

d

dt
Fε(t) ≤ −εξ(t)E(t), ∀ t > 0.

Ou ainda, por (3.48),
d

dt
Fε(t) ≤ −

2ε

3
ξ(t)Fε(t), ∀ t > 0,



89

isto é,

d

dt
Fε(t) +

2ε

3
ξ(t)Fε(t) ≤ 0, ∀ t > 0.

Logo,

d

dt
Fε(t)e

2ε
3

∫ t
0 ξ(s)ds +

2ε

3
ξ(t)Fε(t)e

2ε
3

∫ t
0 ξ(s)ds ≤ 0,

o que implica que

d

dt

(
Fε(t)eγ

∫ t
0 ξ(s)ds

)
≤ 0, ∀ t > 0,

onde γ =
2ε

3
∼ m1

ξ0

(
c0 + c1M2

E(0)

) . Deste modo, integrando a expressão anterior sobre [0, t],

Fε(t)eγ
∫ t
0 ξ(s)ds ≤ Fε(0), ∀ t > 0.

Então,

Fε(t) ≤ Fε(0)e−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t > 0. (3.52)

Novamente, por (3.48), segue de (3.52) que

1

2
E(t) ≤ 3

2
E(0)e−γ

∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t > 0,

ou seja,

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀ t > 0,

onde K = 3E(0) > 0 e γ =
2ε

3
∼ m1

ξ0

(
c0 + c1M2

E(0)

) > 0.

3.4 ALGUMAS TAXAS DE DECAIMENTO

Nesta seção, veremos exemplos de taxas de decaimento. Para este intuito, conside-
raremos o Caso II, visto que é o caso mais geral, com γ > 0 e K > 0 como em (3.26).

Exemplo 3.1. Seja ξ(t) =
κ

γ
, com κ > 0. Então, é fácil ver que ξ(t) > 0 e satisfaz (G2), visto

que

ξ′(t) = 0,

∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ = 0 < ξ1,
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qualquer que seja ξ1 > 0, para todo t ≥ 0. Neste caso, de (3.26), obtemos

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0
κ
γ
ds = Ke−κt, ∀ t ≥ 0.

Exemplo 3.2. Consideremos a função racional ξ(t) =
κ

γ (t+ 1)
, comκ > 0. Assim, para todo

t ≥ 0,

ξ(t) > 0, ξ′(t) =
−κ

(t+ 1)2
≤ 0 e

∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
−κ

γ(t+1)2

κ
γ(t+1)

∣∣∣∣∣ =
1

t+ 1
< 1 := ξ1,

ou seja, a condição (G2) é satisfeita. De (3.26), temos

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0

κ
γ(s+1)

ds = Ke−κ
∫ t
0

1
(s+1)

ds = Keln(t+1)−κ = K (t+ 1)−κ , ∀ t ≥ 0.

Exemplo 3.3. Seja ξ(t) = γ−1κln(a+ 1), onde a > 0 e κ > 0. Segue que ξ(t) > 0 e também
satisfaz (G2), pois

ξ′(t) = 0,

∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ = 0 < ξ1, ∀ t ≥ 0, ∀ ξ1 > 0.

Mais ainda, de (3.26),

E(t) ≤ Ke−γ
∫ t
0 γ
−1κln(a+1)ds = Keln(a+1)−κt = K(a+ 1)−κt, ∀ t ≥ 0.

Exemplo 3.4. Seja ξ(t) =
κ

γ (t+ e) ln (t+ e)
, com κ > 0. Então, para cada t ≥ 0,

ξ(t) > 0, ξ′(t) = −κ [ln (t+ e) + (t+ e) / (t+ e)]

γ [(t+ e) ln (t+ e)]2
= − κ [ln (t+ e) + 1]

γ [(t+ e) ln (t+ e)]2
< 0

e ∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ =
κ [ln (t+ e) + 1]

γ [(t+ e) ln (t+ e)]2
γ (t+ e) ln (t+ e)

κ

=
1

(t+ e) ln (t+ e)
+

1

t+ e

=
1

(t+ e)

1

ln (t+ e)
+

1

t+ e

<
1

t+ e
+

1

t+ e

<
1

e
+

1

e
=

2

e
< 2 := ξ1.
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Portanto, ξ(t) satisfaz a condição (G2). De (3.26) obtemos

E(t) ≤ Kexp

(
−γ
∫ t

0

κ

γ (s+ e) ln (s+ e)
ds

)
≤ Kexp

(
−κ
∫ t

0

1

(s+ e) ln (s+ e)
ds

)
≤ Kexp

(
ln (ln (t+ e))−κ

)
≤ K

[ln (t+ e)]κ
, ∀ t ≥ 0.

Exemplo 3.5. Consideremos, agora, ξ(t) = κγ−1cotgh (t+ θ), com t ≥ 0, onde κ > 0 e
θ = ln

(
1 +
√

2
)
. Então,

ξ(t) > 0, ξ′(t) = −κγ−1 [cossech (t+ θ)]2 < 0

e ∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−κγ−1 [cossech (t+ θ)]2

κγ−1cotgh (t+ θ)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[cossech (t+ θ)]2
1

cotgh (t+ θ)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

[senh (t+ θ)]2
senh (t+ θ)

cosh (t+ θ)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

senh (t+ θ) cosh (t+ θ)

∣∣∣∣
=

1

senh (t+ θ) cosh (t+ θ)
< 1 := ξ1,

para todo t ≥ 0, ou seja, ξ(t) satisfaz a condição (G2). Além disso, de (3.26) obtemos

E(t) ≤ Kexp

(
−γ
∫ t

0

κγ−1cotgh (t+ θ) ds

)
≤ Kexp

(
−κ
∫ t

0

cotgh (t+ θ) ds

)
≤ Kexp

(
ln |senh (t+ θ)|−κ + ln |senh (θ)|κ

)
≤ K

[senh (t+ θ)]κ
, ∀ t ≥ 0.

Exemplo 3.6. Seja, agora, ξ(t) =
κ [e + 2ln (t+ 1)]

γ (t+ 1)
, t ≥ 0, com κ > 0. Temos que ξ(t)
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satisfaz a condição (G2), pois ξ(t) > 0 para todo t ≥ 0 e

ξ′(t) =

(
κ

γ

) 2
(t+1)

(t+ 1)− (e + 2ln (t+ 1))

(t+ 1)2

=
κ [2− e− 2ln (t+ 1)]

γ
[
(t+ 1)2] ≤ 0, ∀ t ≥ 0.

Além disso, ∣∣∣∣ξ′(t)ξ(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣κ [2− e− 2ln (t+ 1)]

γ
[
(t+ 1)2] γ (t+ 1)

κ [e + 2ln (t+ 1)]

∣∣∣∣∣
=

1

t+ 1

(
1− 2

e+ 2ln (t+ 1)

)
≤ 1

t+ 1
≤ 1 := ξ1, ∀ t ≥ 0.

De (3.26), temos ainda que

E(t) ≤ Kexp

(
−γ
∫ t

0

κ [e + 2ln (t+ 1)]

γ (t+ 1)
ds

)
≤ Kexp

(
−κ
∫ t

0

[e + 2ln (t+ 1)]

(t+ 1)
ds

)
≤ Kexp

(
ln (t+ 1)−κ[e+ln(t+1)]

)
≤ K

(t+ 1)κ[e+ln(t+1)]
, ∀ t ≥ 0.
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi estudado um modelo viscoelástico de placas no que diz respeito
a existência, dependência contínua e taxas de decaimento de soluções. No Capítulo 2 obtemos a
existência de soluções forte e fraca via método de Faedo-Galerkin, sendo a solução fraca obtida
por argumentos de densidade. No Capítulo 3, determinamos taxas de decaimento de soluções
por perturbação da energia (funcionais de Lyapunov) e método dos multiplicadores.

A principal contribuição deste trabalho foi estudar o problema (1.1)-(1.4) conside-
rando duas condições de fronteira, hipóteses menos restritivas sobre g e M e uma perturbação
não linear f(u), complementando os resultados obtidos em [6]. Ao analisarmos o primeiro caso
do decaimento, em que g(0) = 0 e M(s) > 0 para todo s ≥ 0, concluímos que tal termo de
dissipação friccional fez com que a taxa de decaimento dependesse dos dados iniciais. Já no
segundo caso, g(0) > 0 e M(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0, constatamos que o decaimento de energia
independe da dissipação friccional, sendo o núcleo da memória o fator que determina a taxa de
decaimento do funcional energia mesmo quando M(s) > 0 para todo s ≥ 0, ou seja, provamos
que o termo M

(
‖∇u(t)‖2

2

)
ut não é necessário para obter o decaimento exponencial, como em

[6].
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5 APÊNDICE

5.1 DISTRIBUIÇÕES E ESPAÇOS FUNCIONAIS

5.1.1 Espaços das Funções Testes

Dado um multi-índice α = (α1, α2, . . . , αN) ∈ NN e um ponto x = (x1, x2, . . . , xN)

∈ RN , define-se |α| =
∑N

i=1 αi a ordem do multi-índice e representaremos por Dα operador de
Derivação de ordem α, definido por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαNN

.

Para α = (0, . . . , 0), temos por definição D0ϕ = ϕ para toda função ϕ.
Seja Ω um aberto do RN . Denotaremos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções ϕ :

Ω → K (onde K = R ou K = C) que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que tem
suporte compacto, onde suporte ϕ é o fecho do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0} em Ω, ou seja,
supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}

Ω
.

Dizemos que uma sequência {ϕn} ⊂ C∞0 (Ω) converge para zero, denotando ϕn →
0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que

i) supp (ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N;

ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀ α ∈ Nn.

O espaço C∞0 (Ω), munido desta noção de convergência, é denominado espaço das
funções testes, e denotado por D(Ω).

Com o intuito de generalizar o conceito de funções sobre Ω define-se o conceito de
distribuições a valores reais sobre Ω a toda forma linear T sobre D(Ω) e contínua no sentido
da convergência definida em D(Ω). O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço
vetorial, o qual representa-se por D′(Ω), chamado espaço das distribuições sobre Ω, munido da
seguinte noção de convergência: Seja (Tn) uma sucessão em D′(Ω) e T ∈ D′(Ω). Diremos que
Tn → T em D′(Ω) se a sequência 〈Tnϕ〉 converge para 〈T, ϕ〉 em R, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nn. A derivada de ordem α de T , no sentido
das distribuições, é definida por:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉; ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é ainda um distribuição e que o operador

Dα : D′(Ω) −→ D′(Ω),
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associa cada T ∈ D′(Ω) uma forma linear e contínua DαT ∈ D′(Ω).

5.1.2 Os Espaços Lp(Ω)

Seja Ω um aberto do RN . Denotamos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, o espaço das
funções u : Ω −→ R, mensuráveis a Lebesgue e tais que |u|p são Lebesgue integráveis em Ω.
O Espaço Lp(Ω), é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

, para 1 ≤ p < +∞,

e
‖u‖L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u(x)|, para p = +∞.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno,

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Proposição 5.1. (Desigualde de Young) Se a, b são números reais não negativos, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

sempre que 1 < p <∞ e
1

p
+

1

q
= 1.

Demonstração. Ver [17], p. 85, Proposição 4.4.

Observação 5.1. No caso particular em que p = q = 2, a desigualdade de Young com ε > 0 se
resume em

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀ a, b ≥ 0,

Teorema 5.2. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e 1 ≤ p < ∞.

Então, existe um constante C = C(p, |Ω|) > 0 tal que

‖u‖p ≤ C‖∇u‖p, ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver [?], p. 290, Corolário 9.19.

Proposição 5.3. (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω)

e tem-se a desigualdade ∫
Ω

|uv| ≤ ‖u‖p‖v‖q.

onde 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Ver [17], p. 85, Proposição 4.5.
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Teorema 5.4. (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet) Seja H um espaço de Hilbert

com produto interno (., .) e norma ‖ · ‖. Dado ϕ ∈ H ′, existe um único f ∈ H tal que

〈ϕ, v〉H′,H = (f, v), ∀ v ∈ H.

Além disso,

‖f‖ = ‖ϕ‖H′ .

Demonstração. Ver [8], p. 171, Teorema 4.10.

Lema 5.5. (Lema de Gronwall) Sejam m ∈ L1(a, b) tal que m ≥ 0 q.s em (a, b) e seja c ≥ 0.

Consideremos ϕ : [a, b]→ R contínua verificando

ϕ(t) ≤ c+

∫ t

a

m(ξ)ϕ(ξ) dξ ∀ t ∈ [a, b].

Então

ϕ(t) ≤ ce
∫ t
a m(ξ) dξ, ∀ t ∈ [a, b].

Demonstração: Ver [20], p. 16, Corolário 1.5.1.

Lema 5.6. Seja Ω um domínio de RN . Se 1 < p < ∞, então Lp(Ω) é reflexivo. Entretanto,

L1(Ω) e L∞(Ω) não são reflexivos.

Demonstração. Ver [4], p. 95, Teorema 4.10.

Lema 5.7. Seja Ω um domínio de RN . Se 1 ≤ p < ∞, então Lp(Ω) é separável. No entanto,

L∞(Ω) não é separável.

Demonstração. Ver [4], p. 98, Teorema 4.13.

Definição 5.8. Sejam f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN), com 1 ≤ p ≤ +∞. Definimos a convolução

de f por g por

(f ∗ g)(x) =

∫
RN
f(x− y)g(y) dy.

Teorema 5.9. Sejam f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN), com 1 ≤ p ≤ +∞. Então

(f ∗ g) ∈ Lp(RN) e ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p. (5.1)

Demonstração. Ver [4], p. 104, Teorema 4.15.

5.1.3 Espaço de Sobolev

Seja um aberto do RN , 1 ≤ p < +∞ e m ∈ N. Se u ∈ Lp(Ω) sabemos que u
possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições, mas não é verdade, em geral,
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que Dαu seja uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω). Quando Dαu é definida por
uma função de Lp(Ω) define-se um novo espaço denominado espaço de Sobolev. Representa-se
por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m,
Dαu pertence à Lp(Ω), sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições. O espaço Wm,p(Ω)

munido da norma

‖u‖m,p =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pp

1/p

para 1 ≤ p <∞

e
‖u‖m,∞ =

∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu| para p =∞

é um espaço de Banach. Além disso, definimos o conjunto Wm,p
0 (Ω) como o subespaço de

Wm,p(Ω) constituído pelo fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p

.

Representa-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os espaços
Hm(Ω) são espaços de Hilbert. Neste caso a estrutura do produto interno vem dada por

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

Além disso, Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω) .

Teorema 5.10. (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado bem regular do RN ou do

RN
+ . Para N ≥ 2, temos

(i) Se mp < N , Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), com
1

q
=

1

p
− m

N
;

(ii) Se mp = N , então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,+∞);

(iii) Se mp > N e k ∈ N tal que k < m− n

p
≤ k + 1, então Wm,p(Ω) ↪→ Ck,λ

(
Ω
)
.

Demonstração. Ver [7], p. 208, Teorema 1.

Teorema 5.11. Seja Ω um aberto limitado bem regular do RN , com N ≥ 2. Então as seguintes

imersões são compactas:

(i) Se mp < N , Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), com 1 ≤ q <

Np

N −mp
;

(ii) Se mp = N , Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), com 1 ≤ q < +∞;

(iii) Se mp > N e k ∈ N tal que k < m− N

p
≤ k + 1, Wm,p(Ω)

c
↪→ Ck

(
Ω
)
.



98

Demonstração. Ver [7], p. 217, Teorema 4.

Teorema 5.12. Seja Ω um subconjunto aberto limitado bem regular do RN , N ≥ 2. Então, as

seguintes imersões são compactas

(i) Se p < N , Wm+1,p(Ω)
c
↪→ Wm,q(Ω), com 1 ≤ q <

Np

N − p
;

(ii) Se p = N , Wm+1,p(Ω)
c
↪→ Wm,q(Ω), com 1 ≤ q < +∞;

(iii) Se p > N , Wm+1,p(Ω)
c
↪→ Cm

(
Ω
)
.

Demonstração. Ver [7], p. 214, Corolário 1.

Teorema 5.13. (Fórmula de Green) Seja Ω ⊂ RN aberto e limitado. Se u, v ∈ H2(Ω), então

−
∫

Ω

(∆u)v dx =

∫
Ω

∇u.∇v dx−
∫

Γ

∂u

∂ν
v dS,

onde ν representa o vetor normal unitário exterior a Γ e
∂u

∂ν
:= ∇u · ν a derivada normal de

u.

Demonstração. Ver [?], p. 316, propriedade (iii).

5.1.4 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Considere um intervalo aberto ]0, T [, com T > 0, da reta real R e um espaço de
BanachX . O espaço vetorial representado por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ +∞, consiste das funções
(classes) mensuráveis u : ]0, T [ → X tais que, para todo s ∈ ]0, T [, ‖u(s)‖X ∈ Lp(0, T ). Em
tal espaço, definimos a norma

‖u‖pLp(0,T ;X) :=

∫ T

0

‖u(s)‖pXds,

para 1 ≤ p < +∞, e
‖u‖L∞(0,T ;X) := sup

0<s<T
ess‖u(s)‖X .

Com esta norma, Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach, qualquer que seja 1 ≤ p ≤ +∞. O
espaço Cm([a, b];X), consiste de todas as funções contínuas u : [a, b] → X que possuem
derivadas contínuas até a ordem m sobre [0, T ]. A norma é dada por

‖u‖Cm([a,b],X) :=
m∑
i=0

max
t∈[a,b]

|u(i)(t)|X .

O espaço das distribuições sobre (0, T ) com imagem em X , será denotado por

D′(0, T ;X).
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Logo, D′(0, T ;X) = L(D(0, T );X), ou seja, é o conjunto de todas as aplicações lineares e
contínuas de D(0, T ) em X . Para f ∈ D′(0, T ;X), sua derivada de ordem n no sentido das
distribuições vetoriais é definida por〈

dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D(0, T ). (5.2)

Além disso, se f é derivável no sentido das distribuições vetoriais, então podemos enxergar df
dt

como um elemento de D′(0, T ;X), valendo a relação (5.2). Agora se f ∈ Lp(0, T ;X), então
pode-se identificar f com uma distribuição vetorial (que aqui denotaremos por f ), de modo que

〈f, ϕ〉 =

∫ T

0

f(t)ϕ(t) dt, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Com isso, podemos dizer com um certo abuso de notação que

Lp(0, T ;X) ↪→ D′(0, T ;X).

Teorema 5.14. (Teorema de Aubin-Lions) Sejam B0, B,B1 três espaços de Banach tais que

B0
c
↪→ B ↪→ B1, onde B0 e B1 são reflexivos. Definamos

W = {v; v ∈ Lp0(0, T ;B0), vt ∈ Lp1(0, T ;B1)} ,

onde 1 < p0, p1 <∞, e consideremosW munido da norma

‖v‖W = ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖vt‖Lp1 (0,T ;B1),

o que o torna um espaço de Banach. Então, a imersão deW em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Demonstração. Ver [14], p. 57.

Lema 5.15. Sejam X e Y dois espaços de Banach, tais que X ↪→ Y . Se

u ∈ L1(0, T ;X) e
du

dt
∈ L1(0, T ;Y ),

então u ∈ C([0, T ];Y ).

Demonstração. Ver [15], p. 11, Corolário 1.

Teorema 5.16. Seja X um espaço de Banach. Uma função f : [0, T ] 7→ X fortemente mensu-

rável é Bochner-integrável se, e somente se, t 7→ ‖f(t)‖X é Lebesgue-integrável. São válidas,∥∥∥∥∫ T

0

f(t)dt

∥∥∥∥
X

≤
∫ T

0

‖f(t)‖X dt,
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e 〈
u∗,

∫ T

0

f(t)dt

〉
=

∫ T

0

〈u∗, f(t)〉 dt

para cada u∗ ∈ X ′.

Demonstração. Ver [23], p. 133, Teorema 1 e Corolários 1 e 2.

5.2 TOPOLOGIA FRACA σ(E,E ′) E TOPOLOGIA FRACO ESTRELA σ(E ′, E)

Seja E um espaço de Banach, E ′ o seu dual topológico e consideremos f ∈ E ′.
Designaremos por ϕf : E → R, a aplicação dada por ϕf (x) = 〈f, x〉, para todo x ∈ E.
Conforme f percorre E ′, obtemos uma família {ϕf}f∈E′ de aplicações de E em R.

Definição 5.17. SejaE um espaço de Banach. A topologia fraca σ(E,E ′) sobreE é a topologia

menos fina sobre E para a qual são contínuas todas as aplicações ϕf , f ∈ E ′.

Definição 5.18. Diremos que uma sequência (xn)n∈N ⊂ E converge fraco para x ∈ E quando

(xn) converge a x na topologia fraca σ(E,E
′
), isto é, para todo funcional f ∈ E ′ temos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉 .

Denotaremos a convergência fraca de (xn) a x por xn ⇀ x.

Proposição 5.19. Seja (xn)n∈N uma sucessão de elementos de E. Então:

(i) xn ⇀ x em σ(E,E ′) se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E.

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′), então ‖xn‖E é limitada e ‖x‖E ≤ lim inf ‖xn‖.

(iv) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 em R.

Demonstração. Ver [8], p. 112, Proposição 3.12.

Seja E um espaço de Banach e seja x ∈ E fixo. Definamos Jx : E ′ → R por

〈Jx, f〉 = 〈f, x〉.

As aplicações Jx são lineares e contínuas, portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E. Definamos, agora,
J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx.

Definição 5.20. A topologia fraco estrela também designada por σ(E ′, E), é a topologia menos

fina sobre E ′ que torna contínuas todas as aplicações Jx.
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Definição 5.21. Diremos que uma sequência (fn)n∈N ⊂ E ′ converge fraco estrela para f ∈ E ′

quando (fn) converge a f na topologia fraca estrela σ(E
′
, E), isto é, para todo x ∈ E temos

〈fn, x〉 → 〈f, x〉 .

Proposição 5.22. Seja (fn)n∈N uma sequência em E ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E) se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn → f forte em E ′, então fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′).

Se fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′), então fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E).

(iii) Se fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E), então ‖fn‖E′ é limitada e ‖f‖E′ ≤ lim inf ‖fn‖E′ .

(iv) Se fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E) e xn → x forte em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração. Ver [8], p. 123, Proposição 3.30.

Lema 5.23. (Compacidade Fraca) Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma

sequência limitada de E. Então, existe uma subsequência (xnk)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E, tal

que

xnk ⇀ x em E.

Demonstração. Ver [8], p. 153, Teorema 3.63.

Lema 5.24. (Compacidade Fraca Estrela) SejamE um espaço de Banach separável e (fn)n∈N

uma sequência limitada de E ′. Então, existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N e f ∈ E ′,
tal que

fnk
∗
⇀ f em E ′.

Demonstração. Ver [8], p. 152, Corolário 3.61.

5.3 TEOREMA DE CARATHÉODORY

Dado um conjunto aberto Ω ⊂ RN+1, no qual seus elementos são denotados por
(t, x), t ∈ R, x ∈ RN , seja f : Ω → RN uma função. Consideremos o problema de valor
inicial x′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0,
(5.3)

diremos que f : Ω→ RN satisfaz as condições de Carathéodory sobre Ω se:

(i) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;
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(ii) f(t, x) é contínua em x para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K ⊂ Ω, existe uma função real mK(t), integrável, tal que

‖f(t, x)‖RN ≤ mK(t), ∀ (t, x) ∈ K.

Teorema 5.25. (Teorema de Carathéodory) Seja f : Ω → RN satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre Ω. Então existe uma solução x = x(t) de (5.3) sobre algum intervalo

|t− t0| ≤ β, β > 0.

Demonstração. Ver [9], p. 43, Teorema 1.1.

Corolário 5.26. Sejam Ω = [0, T ) × B com T > 0, B =
{
x ∈ RN ; |x| ≤ b

}
onde b > 0

e f : Ω → RN nas condições de Carathéodory sobre Ω. Suponhamos que x = x(t) é uma

solução de (5.3) tal que |x0| ≤ b e que em qualquer intervalo I , onde x(t) está definida, se

tenha |x(t)| ≤ M , para todo t ∈ I , M independente de I e M < b. Então x(t) possui um

prolongamento à todo [0, T ].

Demonstração. Ver [9], p. 47, Teorema 1.3.

5.4 RESULTADOS AUXILIARES

Lema 5.27. Sejam (H, (·, ·), ‖ · ‖) um espaço de Hilbert e (un), (φn) ⊂ H. Se un
n→∞−→ u emH

e φn ⇀ φ emH, então (un, φn)
n→∞−→ (u, φ).

Demonstração. ComoH é um espaço de Hilbert, segue do Teorema de Representação de Riesz
que φn ⇀ φ implica

(φn − φ, v)
n→∞−→ 0,

para todo v ∈ H, quando n tende para infinito. Mais ainda, existe uma constante positiva C tal
que

‖φn‖ ≤ C,

para cada n ∈ N. Logo,

|(un, φn)− (u, φ)| = |(un, φn)− (u, φn) + (u, φn)− (u, φ)|

≤ |(un − u, φn)|+ |(u, φn − φ)|

≤ ‖un − u‖‖φn‖+ |(u, φn − φ)|

≤ C‖un − u‖+ |(u, φn − φ)| n→∞−→ 0.

Portanto, (un, φn)
n→∞−→ (u, φ).

Lema 5.28. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e considere o espaço L2(Ω) com produto interno

(·, ·)2 e norma ‖ · ‖2. Se w ∈ L∞(Ω), un
n→∞−→ u em L2(Ω) e φn ⇀ φ em L2(Ω), então:
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(i) wun
n→∞−→ wu em L2(Ω).

(ii) (wun, φn)2
n→∞−→ (wu, φ)2.

Demonstração. (i) Primeiramente, note que∫
Ω

|w(x)un(x)− w(x)u(x)|2 dx ≤
∫

Ω

|w(x) (un(x)− u(x)) |2 dx

≤
∫

Ω

|w(x)|2|un(x)− u(x)|2 dx

≤ ‖w‖2
L∞(Ω)

∫
Ω

|un(x)− u(x)|2 dx −→ 0,

quando n −→∞, visso que un −→ u em L2(Ω). Logo, wun −→ wu em L2(Ω).
(ii) Pelo item (i) temos que wun −→ wu em L2(Ω) e, por hipótese, φn ⇀ φ em L2(Ω). Pelo
Lema 5.27, segue o desejado.

Lema 5.29. Para quaisquer a, b ∈ R, a seguinte desigualdade é válida (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2).

Demonstração. Trivial.
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