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RESUMO

Desde a Antiguidade a humanidade sempre teve interesse em estudar o comportamento dos
fluidos, mas foi a partir do século XVIII, com os estudos desenvolvidos por Leonhard Euler,
Claude Navier, Simeon Poisson e George Stokes, é que as expressões matemáticas que regem
o movimento de fluidos foram deduzidas, sendo resolvidas de forma mais expressiva a partir
do desenvolvimento da computação científica, com o advento da área chamada de Dinâmica
dos Fluidos Computacional. No presente trabalho nosso objetivo é estudar o escoamento de
fluidos incompressíveis, sem superfície livre, utilizando o sistema de coordenadas generaliza-
das. Assim, abordaremos a geração de malhas e a representação das equações de Navier-Stokes
e da continuidade neste sistema de coordenadas. Discretizaremos as equações da quantidade
de movimento por meio do método de diferenças finitas e aplicaremos um esquema upwind
para aproximação dos termos convectivos. Dentre vários esquemas existentes, trabalharemos
com o de primeira ordem FOU (First Order Upwind). Por fim, será estabelecido um método
numérico – uma versão simplificada do método MAC (Marker and cell) – com o objetivo de
resolver problemas de escoamentos incompressíveis, comparando os resultados obtidos com os
apresentados na literatura.

Palavras-chave: Navier-Stokes. Upwind. Sistema de Coordenadas Generalizadas. Escoa-
mento Incompressível. Mecânica dos Fluidos.



BARBA, Alessandra Negrini Dalla. Study and implementation of upwind scheme in solving
a model of computational fluid dynamics in generalized coordinates. 2015. 114. Dissertação
(Mestrado em Matemática Aplicada e Computacional) – Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2015.

ABSTRACT

Since ancient times the humanity has always been interested in studying the behavior of fluids,
but it was from the eighteenth century, with studies developed by Leonhard Euler, Claude Na-
vier, Simeon Poisson and George Stokes, that the mathematical equations of the fluid dynamics
were deduced, being resolved more significantly from the development of scientific computing,
with the advent of the area called Computational Fluid Dynamics. In this work our objective
is to study the incompressible fluids flow, without free surface, using the curvilinear coordinate
system. Therefore, we’ll discuss the grid generation in this type of coordinate system and the
representation of the Navier-Stokes and continuity equations in this system. The discretization
of the momentum equations will be made by the finite difference method and apply a scheme
upwind to approximation of the convective terms. Among these schemes, we will work with the
first order scheme FOU (First Order Upwind). Finally, a numerical method will be established
- a simplified version of MAC (Marker and cell) method - in order to solve specific problems of
incompressible flows, comparing the results with those presented in the literature.

Keywords: Navier-Stokes. Upwind. Curvilinear Coordinate System. Incompressible Flow.
Fluid Mechanics.
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

O homem, desde a Antiguidade, interessou-se pelo comportamento dos fluidos. As
antigas civilizações, por meio de tentativa e erro, buscavam o desenvolvimento de sistemas de
distribuição de água, a construção de barcos e navios, a elaboração de dispositivos para serem
usados nas guerras, entre outros. Neste período, não existia uma grande preocupação com o
estudo e a aplicação de conceitos matemáticos ou da mecânica na elaboração destes projetos,
somente a partir da civilização Grega antiga e do Império Romano é que houve interesse em
estudar a mecânica dos fluidos como uma ciência, visando o desenvolvimento das civilizações
[58].

Com o Renascimento, ocorrido por volta do século XV, começou-se a fundamentar a
ciência da mecânica dos fluidos. Entre os séculos XVI e XVIII muitos cientistas desenvolveram
estudos que contribuíram para a estruturação desta área de conhecimento como ciência. Dentre
estes podemos citar Leonardo da Vinci (1452-1519), Galileu Galilei (1564-1642), Isaac Newton
(1642-1727) e Daniel Bernoulli (1700-1782).

A partir do século XVIII as equações que regem o movimento de fluidos come-
çaram a ser deduzidas. A formulação matemática para o escoamento de fluidos invíscidos1

foi atribuída a Leonard Euler (1707-1783) e as expressões deduzidas por ele foram chamadas
de equações de Euler. Os estudos de Claude Navier (1785-1836) e Simeon Poisson (1781-
1840), cujos objetivos eram incluir o efeito da viscosidade nas equações de Euler e analisar
as forças intermoleculares em um escoamento de fluido, no século XIX, impulsionaram o de-
senvolvimento de representações matemáticas para o escoamento de fluidos. George Stokes
(1819-1903) avaliou de forma macroscópica o movimento do fluido, inserindo os conceitos de
tensão de cisalhamento2 e pressão termodinâmica. Desta forma, obteve a equação vetorial que
descreve a conservação da quantidade de movimento e que origina as chamadas equações de
Navier-Stokes [6].

Dependendo das características do escoamento e do fluido estudados, as equações
de Navier-Stokes são apresentadas de diferentes formas. Podemos utilizá-las, por exemplo, na

1Fluidos com viscosidades teoricamente iguais a zero [56].
2A tensão de cisalhamento (força por unidade de área) surge quando uma força atua de modo tangencial a uma

superfície [58].
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descrição de escoamentos laminares ou turbulentos de fluidos compressíveis ou incompressí-
veis, sendo necessários alguns ajustes de acordo com o tipo de fenômeno estudado. Porém,
independente de quais as características consideradas, o fluido, que é definido como uma subs-
tância que pode ser deformada continuamente quando submetida a uma tensão de cisalhamento
de qualquer valor [58], sempre será considerado macroscopicamente como um contínuo, no
qual podem ser desprezados a estrutura discreta da matéria e os movimentos das moléculas
[10].

As equações de Navier-Stokes são classificadas como equações diferenciais parci-
ais (EDPs) não lineares. Pelo fato da teoria matemática relativa a esta área não estar suficien-
temente desenvolvida, não é possível encontrar soluções analíticas para estas equações quando
consideramos regiões arbitrárias e condições de fronteira genéricas [22]. No entanto, em alguns
casos, quando consideramos versões simplificadas para estas equações, com condições iniciais
e de contorno específicas, podemos encontrar soluções analíticas. Podemos citar, por exemplo,
a equação de Burgers 1D adimensional – uma simplificação das equações de Navier-Stokes –,
a qual possui solução analítica obtida por meio da aplicação da transformação de Hopf-Cole
[53] e também em alguns casos a partir das condições iniciais e de contorno consideradas [4].
Além desta, outros problemas envolvendo equações de Navier-Stokes que possuem soluções
analíticas podem ser encontrados em [39, 58, 66].

Nos casos em que não era possível encontrar soluções analíticas para as equações de
Navier-Stokes, os cientistas utilizavam-se de experimentos para simular o fenômeno estudado.
Porém, como não era possível reproduzir o fenômeno com exatidão nos laboratórios, nem re-
alizar medições em todos os pontos da região onde o fenômeno estudado ocorre naturalmente,
por limitações relativas a equipamentos, custo e tempo, geralmente os resultados experimentais
também não eram satisfatórios [6].

A partir da década de 1940, com o desenvolvimento dos computadores digitais,
começou-se a estudar a obtenção de solução numérica para as equações de Navier-Stokes a
partir de técnicas computacionais. A Dinâmica dos Fluidos Computacional3 (DFC), parte inte-
grante da computação científica, surgiu para complementar os estudos teóricos e experimentais
relacionados à dinâmica dos fluidos [62]. Sua função é estudar métodos computacionais que
podem ser utilizados na simulação de fenômenos que envolvem fluidos em movimento, consi-
derando ou não as trocas de calor, além de auxiliar no estudo de fenômenos que não poderiam
ser reproduzidos adequadamente em laboratórios e na redução da quantidade de experimentos
a serem realizados, quando estes fazem parte do estudo [22].

Para que uma solução numérica de um problema físico possa ser obtida é necessá-
rio, inicialmente, a criação de um modelo matemático que represente a situação estudada. Além
disso, as equações e o domínio físico do problema em questão devem ser expressos adequada-
mente. De acordo com Maliska [46], o modelo deve ser construído de tal forma que possa ser
resolvido em um tempo computacional adequado e que os resultados obtidos representem o

3Em inglês, Computational Fluids Dynamics (CFD)
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fenômeno físico adequadamente.
Ao trabalharmos com métodos numéricos devemos discretizar o domínio físico,

pois tais métodos não permitem que encontremos uma solução para todos os pontos do mesmo,
mas apenas para alguns pontos discretos. Ao conjunto dos pontos utilizados na discretização do
domínio damos o nome de malha [22], cuja unidade fundamental é a célula, limitada por faces
e contendo vértices chamados de nós, representando os pontos considerados na discretização
do domínio físico [50]. O estudo do processo de escolha dos pontos discretos é fundamental,
sendo realizado na subárea da DFC denominada geração de malhas.

As malhas podem ser classificadas como uniformes ou não uniformes, de acordo
com o espaçamento entre os pontos, e também em estruturada ou não estruturada, em função
da distribuição espacial dos mesmos. Em alguns casos a malha coincide com a fronteira do
domínio físico, mas, geralmente, para que isso ocorra, é necessário trabalhar com o sistema de
coordenadas generalizadas ou elementos finitos, porque a maioria dos problemas físicos são re-
presentados por meio de geometrias irregulares. Porém, independentemente das características
da malha, esta deve representar adequadamente o domínio para que a solução encontrada possa
estar de acordo com o fenômeno estudado [22].

O sistema de coordenadas generalizadas começou a ser empregado por volta de
1970, principalmente pelos pesquisadores do método de diferenças finitas, mas foi a partir
dos trabalhos desenvolvidos por Thompson e seus colaboradores [68, 69, 70] que este sistema
difundiu-se, pois os trabalhos pioneiros na área [2, 3, 28] não tiveram uma repercusão sufici-
ente entre os cientistas. Este sistema foi desenvolvido visando a representação de geometrias
complexas, nestes casos o sistema de coordenadas cartesianas não representa a fronteira adequa-
damente, pois o domínio físico não coincide com o domínio da malha [71]. Além de descrever
o domínio, as equações governantes também podem ser representadas neste mesmo sistema, o
que é fundamental para a resolução numérica dos problemas.

Para que seja possível encontrar solução numérica para uma equação diferencial,
é necessário discretizá-la por meio de uma metodologia matemática que possa ser operaciona-
lizada pelos computadores. Existem alguns métodos utilizados com este fim, dentre os quais
podemos citar volumes finitos, elementos finitos, SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics),
diferenças finitas e outros.

O método dos volumes finitos foi desenvolvido com a finalidade de tratar numerica-
mente os termos não-lineares das EDPs em geometrias coincidentes com a fronteira do domínio
físico do problema, com a possibilidade de utilizar malhas mais grossas na análise dos resulta-
dos, o que não é possível quando consideramos outros métodos [50].

Um método que permite aproximações com precisão aceitável é o de elementos fini-
tos, cujas ideias principais são a transformação da formulação diferencial para uma formulação
variacional ou fraca [64] e a divisão do domínio físico em um conjunto de pequenas regiões,
chamadas elementos finitos, o que permite convertê-lo em um domínio discreto [30]. Para a
resolução de um problema utilizando este método é necessária a construção de matrizes dos
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elementos utilizados na discretização do domínio e a geração de sistemas, geralmente esparsos,
de equações algébricas lineares e, a partir desse processo, é obtida a solução algébrica/numérica
do sistema resultante [60].

O método SPH foi desenvolvido visando a modelagem da interação entre fluidos
diferentes. São utilizadas partículas na representação de detalhes do fluido de tal forma que as
regiões podem ser refinadas ou compactadas de acordo com a quantidade de partículas utilizadas
para representação do fluido. Este método baseia-se na aproximação local de funções, e é
originário de dois tipos de aproximação: da função núcleo e de partículas [62].

Por fim, a aproximação por diferenças finitas, que é utilizada no desenvolvimento
deste trabalho, tem sido amplamente utilizada no estudo de fluidos, principalmente no que se
refere ao controle das não-linearidades de modelos e acoplamento das equações que são resolvi-
das separadamente [59]. De acordo com Fortuna [22], este tipo de aproximação pode ser obtida
de diversas formas, sendo as mais utilizadas a interpolação polinomial e a expansão em série
de Taylor, sendo esta última considerada no decorrer deste estudo. No entanto, por ser uma
aproximação, as equações obtidas por meio deste processo, as chamadas equações de diferen-
ças finitas, estão sujeitas a erros, dentre os quais podemos citar àqueles intrínsecos ao processo
de discretização, os de arredondamento nos cálculos feitos pelos computadores e os relativos à
aproximação numérica das condições auxiliares.

Quando EDPs são consideradas na formulação do modelo matemático de um pro-
blema específico, é relevante conhecermos os termos presentes nas equações. Tais termos po-
dem ser do tipo temporal, convectivo, difusivo e outros. A maneira adequada de se discretizar
tais termos, respeitando a física inerente ao problema, é necessária para o sucesso de obtenção
da solução numérica.

Em particular, o desenvolvimento de métodos aproximativos dos termos convecti-
vos tem sido objeto de estudo de pesquisas nos últimos anos. A precisão dos resultados obtidos
a partir das soluções numéricas é influenciada diretamente pela escolha do esquema de convec-
ção [61]. O esquema upwind é uma estratégia que pode ser utilizada na aproximação de termos
convectivos. A aproximação é feita de acordo com o sinal da velocidade de convecção local [8].

Os esquemas upwind são classificados como de primeira ordem ou de alta ordem.
Da primeira categoria podemos citar o esquema FOU (First Order Upwinding), que é estável in-
condicionalmente e produz um caráter difusivo que geralmente suavisa a solução. Dentre os de
alta ordem podemos citar o SOU (Second Order Upwinding), o QUICK (Quadratic Upstream

Interpolation for Convective Kinematics) e o CUBISTA (Convergent and Universally Bounded

Interpolation Scheme for the Treatment of Advection), que auxiliam no aumento da precisão do
método numérico, apesar da possibilidade de introduzirem oscilações não físicas que podem
comprometer a convergência [61].

Dentre os métodos disponíveis para a resolução numérica dos problemas envol-
vendo dinâmica dos fluidos, para este trabalho foi selecionado o chamado MAC (Marker and

cell), formulado por Harlow e Welch por volta de 1965 com o objetivo de simular escoamen-
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tos bidimensionais com superfície livre, mas podendo ser ajustado para aplicação no estudo de
outras situações [52]. Nesta dissertação apresentamos uma versão simplificada deste método,
uma vez que não consideramos escoamentos com superfície livre, tendo como base o sistema
de coordenadas generalizadas.

Nosso objetivo é expandir um pouco mais, na medida do possível, as fronteiras do
conhecimento da DFC, explorando a versatilidade de tratamento de geometrias não triviais, por
meio do sistema de coordenadas generalizadas, como descrito em [12, 57], aliado a uma varia-
ção do método MAC [52]. Consideramos a discretização via diferenças finitas com aplicação do
esquema upwind FOU, no estudo de problemas relacionados ao escoamento laminar, isotérmico
de fluidos Newtonianos incompressíveis.

Em resumo, o objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e a aplicação de um
método numérico – uma simplificação do MAC –, baseado no sistema de coordenadas gene-
ralizadas, cujas discretizações são obtidas por diferenças finitas e a aproximação dos termos
convectivos realizadas a partir da aplicação do esquema upwind FOU, visando a simulação de
escoamentos laminares, incompressíveis, isotérmicos, no caso bidimensional, de fluidos New-
tonianos, relacionados aos seguintes problemas: escoamento entre duas placas paralelas, es-
coamento em cavidade quadrada com parede superior em movimento, escoamento em duto
contendo placa de orifício e aterosclerose. Para este fim organizamos a dissertação como segue.

No capítulo 2 discutimos resumidamente sobre a geração de malhas em coordenadas
generalizadas. O capítulo 3 trata das EDPs que governam os problemas estudados considerando-
as também neste sistema de coordenadas, além das condições iniciais e de contorno. No capí-
tulo 4 apresentamos a discretização da equação de Navier-Stokes, destacando os pormenores
das aproximações para cada termo da equação em coordenadas cartesianas e por conseguinte
no sistema de coordenadas generalizadas. No capítulo 5 descrevemos a metodologia numérica,
apresentando uma versão simplificada para o método MAC. O capítulo 6 destina-se à apre-
sentação dos resultados numéricos obtidos para os problemas em estudo, visando a validação
do método numérico. A conclusão é apresentada no capítulo 7 com indicações para possíveis
trabalhos futuros tendo como base os estudos apresentados nesta dissertação.



Capítulo 2

GERAÇÃO DE MALHAS 2D

Em muitos casos, quando desejamos obter soluções analíticas para os problemas de
interesse são necessárias muitas simplificações, o que pode afastá-lo do fenômeno real. Quando
nosso objetivo é estudar um determinado fenômeno físico de forma mais realística possível
precisamos, inicialmente, modelar a física do problema. Como, geralmente, as equações obtidas
nesse processo de modelagem não possuem solução analítica, então são utilizados métodos
numéricos para a obtenção da solução do problema estudado.

De acordo com Maliska [46], para estudarmos o modelo por meio de métodos nu-
méricos é fundamental expressarmos adequadamente as equações e a região considerada, ou
também chamada de domínio físico. Como não é possível obter soluções numéricas sobre uma
região contínua, pois esta envolve infinitos pontos, devemos inicialmente discretizar o domínio,
isto é, dividi-lo em pontos e somente nestes é que encontraremos a solução do problema. O
conjunto destes pontos é denominado malha. É importante que os pontos estejam distribuídos
adequadamente para que a solução numérica represente de modo satisfatório os gradientes de
interesse do problema estudado.

Figura 2.1: Representação dos elementos de uma malha [50]

Outro aspecto importante a ser considerado é a quantidade de pontos utilizados na
discretização do domínio. Quanto maior a quantidade de pontos discretos selecionados, ou
seja, quanto mais fina for a malha, o resultado numérico deverá ser mais fiel ao modelo. Mas
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o custo computacional será maior, além de exigir maiores custos adicionais que envolvem o
armazenamento de dados em memória e em disco [22].

A unidade fundamental da malha é chamada de célula – região destacada em ama-
relo na Figura 2.1. Os limites de cada célula são denominados faces e os vértices representam
os nós, sendo estes os pontos considerados na discretização do domínio físico. Neste trabalho
estamos estudando apenas problemas bidimensionais, então a representação de uma célula pode
ser dada conforme a Figura 2.1 [50].

Podemos classificar as malhas segundo alguns aspectos. Se tivermos pontos unifor-
memente espaçados, a malha será chamada de uniforme – que pode ser observado na Figura
2.2(a) –, e quando o espaçamento entre os pontos for variável, ela será denominada não uni-
forme – conforme representado na Figura 2.2(b). Uma malha será dita estruturada quando
houver regularidade na disposição dos pontos – Figuras 2.2(a) e 2.2(b) –, e não estruturada
quando não possuir regularidade na distribuição espacial destes – Figura 2.2(c).

(a) Malha uniforme (b) Malha não uniforme

(c) Malha não estruturada

Figura 2.2: Exemplos de malhas

Geralmente, os problemas de nosso cotidiano não são estudados segundo malhas
retangulares, sendo, na maior parte dos casos, representados por geometrias irregulares. Por
causa desta peculiaridade foi desenvolvido o sistema de coordenadas generalizadas. Sua princi-
pal função é a representação de geometrias complexas, nestes casos o sistema de coordenadas
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cartesianas não representa a fronteira de forma adequada, já que o domínio físico não coincide
com o domínio da malha [71].

Por meio de uma transformação – neste trabalho, numérica – entre o sistema de
coordenadas cartesianas (x, y) e o de coordenadas generalizadas (ξ, η) podemos mapear um
domínio com geometria irregular ou regular escrito no sistema (x, y) para uma geometria re-
gular escrita em (ξ, η). O sistema (x, y) é denominado domínio físico enquanto que o (ξ, η) é
chamado de domínio transformado ou computacional.

(a) Domínio físico (b) Domínio computacional

Figura 2.3: Representação da região R

No caso 2D o domínio computacional é tomado em formato retangular. Admitindo
um domínio físico como o exibido na Figura 2.3(a), a sua representação computacional será con-
forme se observa na Figura 2.3(b). A fronteira irregular do domínio físico será transformada de
tal forma que no domínio computacional seja regular e linear. Uma vez discretizado o domínio,
por conveniência assume-se os volumes elementares com dimensões unitárias (∆ξ = ∆η = 1),
isto implica em importantes simplificações na programação de códigos computacionais. Por-
tanto, por mais que as linhas coordenadas assumam espaçamentos arbitrários no plano físico,
no computacional as dimensões ficam fixadas.

As coordenadas de um ponto arbitrário no sistema de coordenadas generalizadas
(ξ, η) estão relacionadas às coordenadas no sistema cartesiano (x, y) por meio de equações de
transformação da seguinte forma

ξ = ξ(x, y); η = η(x, y). (2.1)

De acordo com Maliska [46], as métricas de transformação de coordenadas são
dadas por

∂ξ

∂x
= J

∂y

∂η
,

∂ξ

∂y
= −J ∂x

∂η
,

∂η

∂x
= −J ∂y

∂ξ
,

∂η

∂y
= J

∂x

∂ξ
, (2.2)
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onde

J =

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

)−1
(2.3)

é o jacobiano da transformação.
Admitindo-se a existência de inversa para as equações apresentadas em (2.1), pode-

mos, por meio do teorema da função inversa, definir também as equações de transformação da
seguinte forma

x = x(ξ, η); y = y(ξ, η).

As equações utilizadas para a geração das linhas ξ e η no interior da malha, em
um caso bidimensional, considerando as métricas de transformação apresentadas em (2.2), são
dadas por

α
∂2x
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= 0, (2.4)
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onde

α =

(
∂x

∂η

)2

+

(
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(2.6)
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∂x

∂ξ
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∂η
+
∂y

∂ξ

∂y

∂η
(2.7)

γ =

(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2

(2.8)

representam os coeficientes de acoplamento entre as equações (2.4) e (2.5) [13].
As funções P (ξ, η) e Q(ξ, η) são responsáveis pelo aumento ou redução na concen-

tração de linhas coordenadas em um determinado ponto da malha de acordo com as caracterís-
ticas do problema estudado [55], sendo dadas por

P (ξ, η) = −
nj∑
j=1

ajsign(ξ − ξj)e−cj |ξ−ξj |

−
ni∑
i=1

bisign(ξ − ξi)e−di
√

(ξ−ξi)2+(η−ηi)2 ,
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Q(ξ, η) = −
nj∑
j=1

ajsign(η − ηj)e−cj |η−ηj |

−
ni∑
i=1

bisign(η − ηi)e−di
√

(ξ−ξi)2+(η−ηi)2 ,

onde os termos ni e nj , presentes nos somatórios, representam o número total de linhas nas
direções ξ e η respectivamente, e os números reais aj , bi, cj , di são ajustados via experimentação
numérica com a função de atrair as linhas ξ e η para ξi e ηi [7]. A dedução destas expressões,
utilizadas na geração das linhas ξ e η em uma malha computacional, podem ser encontradas em
Maliska [46].

As equações diferenciais parciais (2.4) e (2.5) são resolvidas quando submetidas
a condições de contorno, que consistem no conhecimento a priori da localização espacial do
bordo da malha, nomeado ∂R – ver Figura 2.3(a).

Existem inúmeras técnicas de construção/determinação de bordos de malhas. Um
método muito utilizado é a interpolação polinomial de Lagrange, pois tanto a implementação
quanto a matemática envolvida são relativamente simples. Porém, caso haja um aumento da
quantidade de pontos a serem interpolados podem surgir oscilações, afetando o contorno a ser
modelado de tal modo que o mesmo pode não representar o contorno real adequadamente. Uma
maneira de contornar esse problema é a utilização da interpolação polinomial spline cúbica pa-
rametrizada, pois as oscilações são minimizadas por meio da imposição de condições sobre o
polinômio interpolador, além de ser uma técnica relativamente simples, tanto do ponto de vista
matemático quanto da implementação computacional, capaz de representar adequadamente o
contorno desejado [7]. Outra vantagem é o fato dos polinômios de grau 3, considerados neste
tipo de interpolação, garantirem a continuidade da função de interpolação e de suas duas pri-
meiras derivadas [21].

Para o método de interpolação spline cúbica parametrizada consideramos inicial-
mente que são conhecidas as coordenadas de n + 1 pontos do contorno ∂R por meio de pares
ordenados (xl, yl), onde l = 1, 2, . . . , n, n + 1. A partir destes pontos, podemos construir a
Tabela 2.1.

l 1 2 3 · · · n n+ 1

x x1 x2 x3 · · · xn xn+1

y y1 y2 y3 · · · yn yn+1

Tabela 2.1: Coordenadas de n+ 1 pontos do contorno ∂R

Como as coordenadas x dos pontos que compõem o contorno são obtidas utilizando
apenas os valores conhecidos {x1, x2, ..., xn, xn+1}, e o mesmo ocorre com as coordenadas y,
obtidas com base apenas nos dados {y1, y2, ..., yn, yn+1}, então o cálculo de cada coordenada de
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um ponto de ∂R será obtida de forma independente a partir dos seguintes polinômios cúbicos
parametrizados em l

X(h) = m0l +m1l(h− l) +m2l(h− l)2 +m3l(h− l)3, (2.9)

Y (h) = n0l + n1l(h− l) + n2l(h− l)2 + n3l(h− l)3, (2.10)

onde h é um número real, ajustado de acordo com a necessidade de concentração de pontos nos
intervalos [k, k + 1], com k = 1, 2, ..., n, em torno de algum dos pontos utilizados como base.
Por exemplo, conforme apresentado na Figura 2.4, há concentração de pontos nos intervalos
[3, 4] e [4, 5] em torno do ponto 20 em comparação aos demais intervalos.

Figura 2.4: Contorno inferior obtido por spline cúbico parametrizado [7]

Conforme apresentado por Ruggiero e Lopes [63], de acordo com o método spline
cúbico, para determinarmos os coeficientes presentes nas expressões (2.9) e (2.10) devemos
resolver os seguintes sistemas lineares

gXr−1 + 4gXr + gXr+1 = 6 (xr+1 − 2xr + xr−1) ,

gYr−1 + 4gYr + gYr+1 = 6 (yr+1 − 2yr + yr−1) ,

para r = 2, ..., n. Assim, podemos obter que

m0r = xr,

m1r = xr − xr−1 +
1

3
gXr +

1

6
gXr−1,

m2r =
1

2
gXr ,

m3r =
1

6

(
gXr − gXr−1

)
,

n0r = yr,

n1r = yr − yr−1 +
1

3
gYr +

1

6
gYr−1,

n2r =
1

2
gYr ,

n3r =
1

6

(
gYr − gYr−1

)
.
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Uma vez que a malha computacional dos problemas a serem estudados são en-
contradas no sistema de coordenadas generalizadas, precisamos que as equações governantes
consideradas na modelagem dos problemas em estudo também estejam escritas neste mesmo
sistema. O próximo capítulo trata das equações governantes e dos detalhes referentes à trans-
formação entre os sistemas de coordenadas cartesianas e generalizadas, além das condições
auxiliares consideradas para a resolução dos problemas de interesse.



Capítulo 3

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS

3.1 EQUAÇÕES GOVERNANTES

As equações de Navier-Stokes são utilizadas para modelar o escoamento de fluidos,
e dependendo das características do fluido e do escoamento estudados as mesmas podem ser
simplificadas, facilitando a obtenção de solução numérica. Mais informações sobre fluidos,
escoamentos e suas propriedades podem ser encontradas no apêndice A.

Na descrição de escoamentos laminares, incompressíveis e isotérmicos, no caso bi-
dimensional, as equações de Navier-Stokes são dadas por

Direção x:

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x
(ρuu) +

∂

∂y
(ρuv) = −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+R1 (3.1)

Direção y:

∂

∂t
(ρv) +

∂

∂x
(ρuv) +

∂

∂y
(ρvv) = −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+R2 (3.2)

onde

• t representa o tempo;

• x e y correspondem às variáveis espaciais;

• u = u(x, y, t) e v = v(x, y, t) descrevem as componentes da velocidade em x e y, res-
pectivamente;

• ρ1 representa a massa específica;

• p = p(x, y, t) descreve a pressão em função de x, y e t;

1Como estamos trabalhando com fluidos incompressíveis, ρ é constante.

28
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• µ corresponde à viscosidade dinâmica;

• R1 e R2 são os termos fonte2 nas direções x e y, respectivamente.

Os escoamentos de fluidos podem ser uni-, bi- ou tridimensionais de acordo com
o número de coordenadas necessárias para a descrição do seu campo de velocidades. Quanto
maior o número de coordenadas consideradas, mais complexo se torna o estudo do escoamento
em questão. Dado um escoamento bidimensional, caso a velocidade seja constante em todos os
pontos da seção normal ao sentido do escoamento, o estudo pode ser restringido à uma única
dimensão, convertendo o problema original em um unidimensional. Analogamente podemos
simplificar o estudo de um problema tridimensional em um bidimensional desde que em uma
determinada seção o escoamento tenha velocidade constante [23]. Por isso, nesse trabalho,
estamos estudando problemas bidimensionais ao invés de tridimensionais, sem prejuízos às
situações apresentadas, mesmo estas sendo dadas originalmente em três dimensões. Com essa
hipótese, há uma redução do número de equações a serem consideradas [58].

Admitindo que não existam termos fonte, podemos reescrever as equações (3.1) e
(3.2) da seguinte forma

Direção x:
∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x

(
ρuu− µ∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
ρuv − µ∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
(3.3)

Direção y:
∂

∂t
(ρv) +

∂

∂x

(
ρuv − µ∂v

∂x

)
+

∂

∂y

(
ρvv − µ∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
(3.4)

que correspondem às versões conservativas para as equações (3.1) e (3.2), respectivamente, es-
critas em coordenadas cartesianas. Uma equação diferencial parcial é apresentada em sua forma
conservativa quando os coeficientes das derivadas são constantes ou quando os coeficientes são
apresentados em função de variáveis cujas derivadas não são representadas na equação. De
acordo com muitos pesquisadores da área de DFC, as versões conservativas das equações devem
ser usadas sempre que possível, pois a qualidade dos resultados numéricos obtidos são superi-
ores em relação às versões não-conservativas [22]. Por isso, apesar de no caso incompressível
a massa específica ρ ser constante e permitir simplificações, neste capítulo trabalhamos com as
equações em sua forma conservativa, ou seja, com ρ dentro do operador de derivação.

O princípio de conservação da massa, premissa física de extrema importância, afirma
que na ausência de fontes de massa (ou apenas fontes) ou de locais pelos quais a massa possa
desaparecer (sorvedouros), toda a massa que entra em um volume de controle deve sair e/ou se
acumular neste [22]. A equação de conservação da massa bidimensional é dada por

2Os termos fonte indicam, dentre outros aspectos, a perda ou ganho de determinada quantidade [9].
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∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0 (3.5)

sendo amplamente conhecida no meio científico como equação da continuidade. Tomando ρ
constante em (3.5), por causa da incompressibilidade do fluido, podemos simplificar a equação
da conservação da massa, obtendo

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (3.6)

Portanto se desejamos resolver, em coordenadas cartesianas, um problema de me-
cânica dos fluidos bidimensional, incompressível, Newtoniano, laminar, transiente, isotérmico,
sem termos fonte, as equações requeridas são (3.3), (3.4) e (3.6). Esta metodologia limita-nos
grandemente no desenvolvimento das pesquisas em DFC. Como já comentado anteriormente
estamos interessados em geometrias complexas, então passamos a descrição do procedimento
de transformação destas equações para o sistema de coordenadas generalizadas como segue.

3.2 TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS DAS EQUAÇÕES
GOVERNANTES

As coordenadas de um ponto arbitrário no sistema de coordenadas generalizadas
(ξ, η) estão relacionadas às coordenadas no sistema de coordenadas cartesianas (x, y) por meio
de equações de transformação da seguinte forma

ξ = ξ(x, y, t), η = η(x, y, t), τ = τ(t). (3.7)

Consideramos τ como uma função apenas de t, pois não estamos admitindo movimento de
malha3, assim τ = t.

Definamos as seguintes variáveis

A = ρu, B = ρuu− µ∂u
∂x
, C = ρuv − µ∂u

∂y
, Su = −∂p

∂x
, (3.8)

assim, substituindo (3.8) em (3.3) temos a seguinte igualdade

∂A

∂t
+
∂B

∂x
+
∂C

∂y
= Su. (3.9)

3Malhas móveis são àquelas nas quais existe movimento dos pontos da malha inicial no decorrer do tempo
[15].
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Temos

A = A(ξ(x, y, t), η(x, y, t), τ(t)),

B = B(ξ(x, y, t), η(x, y, t), τ(t)),

C = C(ξ(x, y, t), η(x, y, t), τ(t)),

mas como
∂τ

∂x
=
∂τ

∂y
= 0, pela regra da cadeia obtemos

∂A

∂t
=

∂A

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂A

∂η

∂η

∂t
+
∂A

∂τ

∂τ

∂t
=
∂A

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂A

∂η

∂η

∂t
+
∂A

∂τ
, (3.10)

∂B

∂x
=

∂B

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂B

∂η

∂η

∂x
+
∂B

∂τ

∂τ

∂x
=
∂B

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂B

∂η

∂η

∂x
, (3.11)

∂C

∂y
=

∂C

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂C

∂η

∂η

∂y
+
∂C

∂τ

∂τ

∂y
=
∂C

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂C

∂η

∂η

∂y
. (3.12)

Substituindo as expressões (3.10)-(3.12) em (3.9) segue que(
∂A

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂A

∂η

∂η

∂t
+
∂A

∂τ

)
+

(
∂B

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂B

∂η

∂η

∂x

)
+

(
∂C

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂C

∂η

∂η

∂y

)
= Su (3.13)

e multiplicando a equação (3.13) por
1

J
, onde J é dado pela expressão (2.3), obtemos

∂A

∂ξ

∂ξ

∂t

1

J
+
∂A

∂η

∂η

∂t

1

J
+
∂A

∂τ

1

J
+
∂B

∂ξ

∂ξ

∂x

1

J
+
∂B

∂η

∂η

∂x

1

J
+
∂C

∂ξ

∂ξ

∂y

1

J
+
∂C

∂η

∂η

∂y

1

J
=
Su

J
(3.14)

Observando o primeiro termo de (3.14) temos

∂

∂ξ

(
A
∂ξ

∂t

1

J

)
=
∂A

∂ξ

∂ξ

∂t

1

J
+ A

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

))
o que equivale a

∂A

∂ξ

∂ξ

∂t

1

J
=

∂

∂ξ

(
A
∂ξ

∂t

1

J

)
− A

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

))
. (3.15)

Procedendo de modo análogo com os demais termos de (3.14) obtemos

∂A

∂η

∂η

∂t

1

J
=

∂

∂η

(
A
∂η

∂t

1

J

)
− A

(
∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

))
, (3.16)

∂A

∂τ

1

J
=

∂

∂τ

(
A

1

J

)
− A

(
∂

∂τ

(
1

J

))
, (3.17)
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∂B

∂ξ

∂ξ

∂x

1

J
=

∂

∂ξ

(
B
∂ξ

∂x

1

J

)
−B

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

))
, (3.18)

∂B

∂η

∂η

∂x

1

J
=

∂

∂η

(
B
∂η

∂x

1

J

)
−B

(
∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

))
, (3.19)

∂C

∂ξ

∂ξ

∂y

1

J
=

∂

∂ξ

(
C
∂ξ

∂y

1

J

)
− C

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

))
, (3.20)

∂C

∂η

∂η

∂y

1

J
=

∂

∂η

(
C
∂η

∂y

1

J

)
− C

(
∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

))
. (3.21)

Substituindo os termos (3.15)-(3.21) na equação (3.14) obtemos

∂

∂ξ

(
A
∂ξ

∂t

1

J

)
− A

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

))
+

∂

∂η

(
A
∂η

∂t

1

J

)
− A

(
∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

))
+
∂

∂τ

(
A

1

J

)
− A

(
∂

∂τ

(
1

J

))
+

∂

∂ξ

(
B
∂ξ

∂x

1

J

)
−B

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

))
+
∂

∂η

(
B
∂η

∂x

1

J

)
−B

(
∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

))
+

∂

∂ξ

(
C
∂ξ

∂y

1

J

)
− C

(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

))
+
∂

∂η

(
C
∂η

∂y

1

J

)
− C

(
∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

))
=

Su

J
,

o que implica em

∂

∂ξ

(
A
∂ξ

∂t

1

J

)
+

∂

∂η

(
A
∂η

∂t

1

J

)
+

∂

∂τ

(
A

1

J

)
+
∂

∂ξ

(
B
∂ξ

∂x

1

J

)
+

∂

∂η

(
B
∂η

∂x

1

J

)
+

∂

∂ξ

(
C
∂ξ

∂y

1

J

)
+

∂

∂η

(
C
∂η

∂y

1

J

)
= A

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

))
+

(
∂

∂τ

(
1

J

))]
+ B

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

))]
+ C

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

))]
+
Su

J

ou ainda

∂

∂ξ

(
A

J

∂ξ

∂t
+
B

J

∂ξ

∂x
+
C

J

∂ξ

∂y

)
+

∂

∂η

(
A

J

∂η

∂t
+
B

J

∂η

∂x
+
C

J

∂η

∂y

)
+

∂

∂τ

(
A

J

)
= A

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

))
+

(
∂

∂τ

(
1

J

))]
+ B

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

))]
+ C

[(
∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

))
+

(
∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

))]
+
Su

J
. (3.22)
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Tendo em vista as expressões apresentadas em (3.7), pela regra da cadeia temos

∂ξ

∂τ
=

∂ξ

∂x

∂x

∂τ
+
∂ξ

∂y

∂y

∂τ
+
∂ξ

∂t

∂t

∂τ
, (3.23)

∂η

∂τ
=

∂η

∂x

∂x

∂τ
+
∂η

∂y

∂y

∂τ
+
∂η

∂t

∂t

∂τ
, (3.24)

mas
∂ξ

∂τ
=
∂η

∂τ
= 0, por não considerarmos malhas móveis, e

∂t

∂τ
= 1, então de (3.23) e (3.24)

segue que

∂ξ

∂x

∂x

∂τ
+
∂ξ

∂y

∂y

∂τ
+
∂ξ

∂t
= 0,

∂η

∂x

∂x

∂τ
+
∂η

∂y

∂y

∂τ
+
∂η

∂t
= 0,

ou ainda

∂ξ

∂t
= −∂ξ

∂x

∂x

∂τ
− ∂ξ

∂y

∂y

∂τ
, (3.25)

∂η

∂t
= −∂η

∂x

∂x

∂τ
− ∂η

∂y

∂y

∂τ
. (3.26)

Substituindo as métricas apresentadas em (2.2) nas expressões (3.25) e (3.26) temos

∂ξ

∂t
= −J ∂y

∂η

∂x

∂τ
+ J

∂x

∂η

∂y

∂τ
,

(3.27)
∂η

∂t
= J

∂y

∂ξ

∂x

∂τ
− J ∂x

∂ξ

∂y

∂τ
. (3.28)

Considerando novamente as métricas, (2.2), juntamente com (3.27), obtemos que

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

)
+

∂

∂τ

(
1

J

)
=

∂

∂ξ

(
−∂y
∂η

∂x

∂τ
+
∂x

∂η

∂y

∂τ

)
+

∂

∂η

(
∂y

∂ξ

∂x

∂τ
− ∂x

∂ξ

∂y

∂τ

)
+

∂

∂τ

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

)
= − ∂2y

∂ξ∂η

∂x

∂τ
− ∂2x

∂ξ∂τ

∂y

∂η
+

∂2x

∂ξ∂η

∂y

∂τ
+

∂2y

∂ξ∂τ

∂x

∂η
+

∂2y

∂η∂ξ

∂x

∂τ
+

∂2x

∂η∂τ

∂y

∂ξ

− ∂2x

∂η∂ξ

∂y

∂τ
− ∂2y

∂η∂τ

∂x

∂ξ
+

∂2x

∂τ∂ξ

∂y

∂η
+

∂2y

∂τ∂η

∂x

∂ξ
− ∂2x

∂τ∂η

∂y

∂ξ
− ∂2y

∂τ∂ξ

∂x

∂η
= 0

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

)
=

∂

∂ξ

(
∂y

∂η

)
+

∂

∂η

(
−∂y
∂ξ

)
=

∂2y

∂ξ∂η
− ∂2y

∂ξ∂η
= 0

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

)
=

∂

∂ξ

(
−∂x
∂η

)
+

∂

∂η

(
∂x

∂ξ

)
= − ∂2x

∂ξ∂η
+

∂2x

∂ξ∂η
= 0,
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isto é,

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂t

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂t

1

J

)
+

∂

∂τ

(
1

J

)
= 0 (3.29)

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂x

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂x

1

J

)
= 0 (3.30)

∂

∂ξ

(
∂ξ

∂y

1

J

)
+

∂

∂η

(
∂η

∂y

1

J

)
= 0. (3.31)

Substituindo (3.29)-(3.31) em (3.22) obtemos

∂

∂τ

(
A

J

)
+

∂

∂ξ

(
A

J

∂ξ

∂t
+
B

J

∂ξ

∂x
+
C

J

∂ξ

∂y

)
+

∂

∂η

(
A

J

∂η

∂t
+
B

J

∂η

∂x
+
C

J

∂η

∂y

)
=
Su

J
. (3.32)

Considerando as expressões definidas em (3.8) e substituindo-as em (3.32) segue
que

∂

∂τ

(ρu
J

)
+

∂

∂ξ

(
ρu

J

∂ξ

∂t
+

(
ρuu

J
− µ

J

∂u

∂x

)
∂ξ

∂x
+

(
ρuv

J
− µ

J

∂u

∂y

)
∂ξ

∂y

)
+

∂

∂η

(
ρu

J

∂η

∂t
+

(
ρuu

J
− µ

J

∂u

∂x

)
∂η

∂x
+

(
ρuv

J
− µ

J

∂u

∂y

)
∂η

∂y

)
= − 1

J

∂p

∂x
,

ou seja,

∂

∂τ

(ρu
J

)
+

∂

∂ξ

(
ρu

J

(
∂ξ

∂t
+ u

∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y

)
− µ

J

(
∂u

∂x

∂ξ

∂x
+
∂u

∂y

∂ξ

∂y

))
+

∂

∂η

(
ρu

J

(
∂η

∂t
+ u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y

)
− µ

J

(
∂u

∂x

∂η

∂x
+
∂u

∂y

∂η

∂y

))
= − 1

J

∂p

∂x
. (3.33)

Consideremos

U =
1

J

(
∂ξ

∂t
+ u

∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y

)
(3.34)

V =
1

J

(
∂η

∂t
+ u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y

)
(3.35)

definidas como componentes contravariantes do vetor velocidade.
Assim, de (3.33)-(3.35) temos

∂

∂τ

(ρu
J

)
+

∂

∂ξ
(ρUu) +

∂

∂η
(ρV u) = − 1

J

∂p

∂x
+

∂

∂ξ

(
µ

J

(
∂u

∂x

∂ξ

∂x
+
∂u

∂y

∂ξ

∂y

))
+

∂

∂η

(
µ

J

(
∂u

∂x

∂η

∂x
+
∂u

∂y

∂η

∂y

))
. (3.36)
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Sendo

u = u(x, y, t) = u(ξ(x, y, t), η(x, y, t), τ(t))

p = p(x, y, t) = p(ξ(x, y, t), η(x, y, t), τ(t))

pela regra da cadeia obtemos

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
+
∂u

∂τ

∂τ

∂x
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
+
∂u

∂τ

∂τ

∂y
∂p

∂x
=
∂p

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂p

∂η

∂η

∂x
+
∂p

∂τ

∂τ

∂x

mas como τ = τ(t), então
∂τ

∂x
=
∂τ

∂y
= 0, o que implica em

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
(3.37)

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
(3.38)

∂p

∂x
=
∂p

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂p

∂η

∂η

∂x
(3.39)

De (2.2), (3.37)-(3.39) temos

∂ξ

∂x

∂u

∂x
+
∂ξ

∂y

∂u

∂y
=

∂ξ

∂x

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
+
∂ξ

∂y

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
=

∂u

∂ξ

((
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2
)

+
∂u

∂η

(
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
(3.40)

∂η

∂x

∂u

∂x
+
∂η

∂y

∂u

∂y
=

∂η

∂x

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
+
∂η

∂y

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
=

∂u

∂ξ

(
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
+
∂u

∂η

((
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2
)

(3.41)

∂p

∂x
=
∂p

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂p

∂η

∂η

∂x
=

∂p

∂ξ

(
J
∂y

∂η

)
+
∂p

∂η

(
−J ∂y

∂ξ

)
= J

[
∂p

∂ξ

∂y

∂η
− ∂p

∂η

∂y

∂ξ

]
(3.42)

Pelas métricas de transformação apresentadas em (2.2) observe que

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

=

(
J
∂y

∂η

)2

+

(
−J ∂x

∂η

)2

= J2

[(
∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂η

)2
]
, (3.43)
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∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂ξ

∂y

∂η

∂y
=

(
J
∂y

∂η

)(
−J ∂y

∂ξ

)
+

(
−J ∂x

∂η

)(
J
∂x

∂ξ

)
= −J2

(
∂x

∂ξ

∂x

∂η
+
∂y

∂ξ

∂y

∂η

)
, (3.44)

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2

=

(
−J ∂y

∂ξ

)2

+

(
J
∂x

∂ξ

)2

= J2

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2
]
. (3.45)

Substituindo os coeficientes dados por (2.6)-(2.8) em (3.43)-(3.45) segue que(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

= J2α, (3.46)

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂ξ

∂y

∂η

∂y
= −J2β, (3.47)

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2

= J2γ. (3.48)

Assim, de (3.40), (3.41), (3.46)-(3.48) obtemos

∂ξ

∂x

∂u

∂x
+
∂ξ

∂y

∂u

∂y
= J2α

∂u

∂ξ
− J2β

∂u

∂η
(3.49)

∂η

∂x

∂u

∂x
+
∂η

∂y

∂u

∂y
= −J2β

∂u

∂ξ
+ J2γ

∂u

∂η
(3.50)

Logo, de (3.36), (3.42), (3.49) e (3.50) segue que

∂

∂τ

(ρu
J

)
+

∂

∂ξ
(ρUu) +

∂

∂η
(ρV u) = − 1

J
J

[
∂p

∂ξ

∂y

∂η
− ∂p

∂η

∂y

∂ξ

]
+

∂

∂ξ

(
µ

J

(
J2α

∂u

∂ξ
− J2β

∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
µ

J

(
−J2β

∂u

∂ξ
+ J2γ

∂u

∂η

))
,

ou ainda

∂

∂τ

(ρu
J

)
︸ ︷︷ ︸
termo temporal

+
∂

∂ξ
(ρUu) +

∂

∂η
(ρV u)︸ ︷︷ ︸

termo convectivo

=

[
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η

]
︸ ︷︷ ︸

termo de pressão

+ µ

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))]
︸ ︷︷ ︸

termo difusivo

, (3.51)

no qual a viscosidade µ é admitida constante. A equação (3.51) corresponde à equação de
Navier-Stokes na direção x escrita para o sistema de coordenadas generalizadas. Utilizando
o mesmo procedimento adotado para a obtenção da equação (3.51) a partir de (3.3), podemos
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reescrever a equação (3.4), em coordenadas generalizadas, da seguinte forma

∂

∂τ

(ρv
J

)
︸ ︷︷ ︸
termo temporal

+
∂

∂ξ
(ρUv) +

∂

∂η
(ρV v)︸ ︷︷ ︸

termo convectivo

=

[
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ

]
︸ ︷︷ ︸

termo de pressão

+ µ

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))]
︸ ︷︷ ︸

termo difusivo

. (3.52)

Logo, as equações de Navier-Stokes em coordenadas generalizadas são dadas por (3.51) e
(3.52), sendo apresentadas em função das componentes cartesianas da velocidade u e v, da
pressão p – assim como as equações em coordenadas cartesianas –, mas também em função das
componentes contravariantes U e V com as derivadas apresentadas em termos de ξ, η e τ . As
componentes contravariantes U e V tem um papel de destaque na formulação generalizada.

Inicialmente, considerando que em nosso modelo não exista movimento de malha,

então
∂ξ

∂t
= 0 e

∂η

∂t
= 0. Lembrando que a componente contravariante U é dada pela equação

(3.34) e substituindo as devidas métricas apresentadas em (2.2), obtemos

U =
1

J

(
u
∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y

)
=

1

J

(
u

(
J
∂y

∂η

)
+ v

(
−J ∂x

∂η

))
= u

∂y

∂η
− v∂x

∂η
. (3.53)

De modo análogo podemos verificar a partir de (2.2) e (3.35) que a componente contravariante
V pode ser transformada em

V = −u∂y
∂ξ

+ v
∂x

∂ξ
. (3.54)

Em um sistema coordenado podemos representar os vetores a partir de suas com-
ponentes contravariantes e covariantes. As componentes contravariantes são normais às linhas
coordenadas, enquanto que as covariantes tangenciam estas linhas [46].

Quando estamos trabalhando com um sistema ortogonal, como é o caso do sistema
de coordenadas cartesianas, as respectivas componentes cartesianas u, v e contravariantes U, V
do vetor velocidade possuem as mesmas direções. Para exemplificar, consideremos então este
sistema com a base canônica formada pelos vetores −→e1 = (1, 0) e −→e2 = (0, 1). A partir da
Figura 3.1 podemos calcular as componentes contravariantes do vetor velocidade tendo como
base os pontos A1 = (1, 0) e B1 = (1, 1) no cálculo de U , e B1 = (1, 1) e C1 = (0, 1) para o
cálculo de V . Logo considerando as expressões (3.53) e (3.54), e aproximações por diferenças



38

Figura 3.1: Componentes cartesianas do vetor velocidade em um sistema ortogonal

finitas centrais para as derivadas, temos

U = u

(
1− 0

∆η

)
− v

(
1− 1

∆η

)
= u

V = −u
(

1− 1

∆ξ

)
+ v

(
1− 0

∆ξ

)
= v

ou seja, as componentes cartesianas e contravariantes são coincidentes e, em particular, u e U
possuem mesmas direções, assim como v e V .

Por outro lado, consideremos um sistema de coordenadas não ortogonal – por exem-
plo, o apresentado pela Figura 3.2. Neste caso, os pontos A2 = (0.5, 0.2) e B2 = (0.1, 0.6) são
utilizados no cálculo de U , enquanto que B2 = (0.1, 0.6) e C2 = (−0.2, 0.35) são necessários
para o cálculo de V , logo

U = u

(
0.6− 0.2

∆η

)
− v

(
0.1− 0.5

∆η

)
= 0.4u+ 0.4v

V = −u
(

0.6− 0.35

∆ξ

)
+ v

(
0.1− (−0.2)

∆ξ

)
= −0.25u+ 0.3v

ou seja, as componentes cartesianas e contravariantes não coincidem (supondo que U = u e
V = v, com as expressões obtidas anteriormente, temos um sistema formado por duas equações
com duas incógnitas que não possui solução, o que nos mostra que U 6= u e V 6= v).

Assim, ao trabalharmos com sistemas de coordenadas sem caráter ortogonal, como
é o caso do sistema de coordenadas generalizadas4 – quando estamos tratando do seu domínio
físico e não do computacional, já que este último tem caráter ortogonal [55] –, as componentes

4Estamos considerando o caso em que este sistema não coincide com o sistema de coordenadas cartesianas, já
que este último pode ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas generalizadas.
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Figura 3.2: Componentes cartesianas do vetor velocidade em um sistema não-ortogonal

cartesianas e contravariantes do vetor velocidade podem não ser coincidentes.
No entanto, como as componentes contravariantes do vetor velocidade U e V são

normais às linhas coordenadas ξ e η, então estas são responsáveis pela modelagem da preserva-
ção de massa ao invés das cartesianas u e v [55].

Portanto, em coordenadas generalizadas, mantendo a mesma hipótese de incom-
pressibilidade do fluido, a equação de conservação da massa é escrita como

∂U

∂ξ
+
∂V

∂η
= 0, (3.55)

descrevendo, assim como em coordenadas cartesianas, o fato de que a quantidade de massa que
entra em um determinado volume de controle deve sair e/ou se acumular no mesmo.

3.3 CONDIÇÕES AUXILIARES

A seleção adequada das condições auxiliares é de fundamental importância para
a formulação de problemas modelados por equações diferenciais [22]. Como as equações de
Navier-Stokes podem ser utilizadas para descrever o escoamento de fluidos em diversas situa-
ções, é importante definir adequadamente as condições iniciais e de contorno do problema em
estudo.

As condições iniciais dizem respeito ao estado inicial do problema, indicando a
partir de qual valor a solução irá se propagar. Assim, tomamos um campo de velocidades – que
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deve ser especificado para todo o domínio – que satisfaça a equação da continuidade, sendo isto
necessário para que não haja prejuízos à convergência do método numérico utilizado [22].

As condições de contorno são responsáveis por retratar o comportamento da solução
no contorno da região onde está definido o problema e podem ser classificadas em

• condição de não escorregamento e impermeabilidade (CNEI);

• condição de livre escorregamento (CLES);

• condição de simetria (CSIM);

• condição de injeção prescrita (CIPR);

• condição de ejeção prescrita (CEPR);

• condição de ejeção contínua (CECO).

A condição de não escorregamento e impermeabilidade diz respeito ao fato de que
as fronteiras, em geral, são representadas por meio de paredes sólidas impermeáveis, ou seja,
paredes nas quais o fluido não pode penetrar, e não escorregadias, isto é, a camada de fluido
imediatamente adjacente à superfície da parede está em repouso em relação à mesma [22].

A condição de livre escorregamento está relacionada ao livre deslizamento do fluido
sobre a fronteira sólida, sem estar submetido às forças de atrito. Esta condição também é
aplicada nos problemas que envolvem eixos de simetria [18].

A condição de simetria é uma hipótese que impede que haja fluxo de massa através
da fronteira de simetria [22].

A condição de injeção prescrita é aplicada em fronteiras responsáveis pela injeção
de fluido no domínio e a condição de ejeção prescrita é utilizada para fronteiras pelas quais
existe a saída de fluido. Ambas são também denominadas condições de Dirichlet.

A condição de ejeção contínua diz respeito aos locais, pertencentes ao domínio da
solução, pelos quais o fluido pode sair de modo espontâneo do domínio computacional [51].

Para a pressão, tendo em vista o fato de que o fluido não pode escoar através das
fronteiras rígidas do domínio, a condição de contorno é tomada como

∂p

∂n
= 0,

ou seja, não existe evolução da pressão na parede.



Capítulo 4

DISCRETIZAÇÃO DOS TERMOS DAS
EQUAÇÕES GOVERNANTES

Neste momento apresentamos os detalhes relacionados à discretização das equações
governantes, tendo como principal objetivo a aproximação dos termos convectivos presentes nas
equações de Navier-Stokes, para posterior utilização de um método numérico – obtido a partir
de uma simplificação do MAC – de modo a obter soluções numéricas para as equações de
Navier-Stokes.

Neste trabalho consideramos malhas do tipo deslocada, nas quais as incógnitas são
armazenadas em posições diferentes umas das outras [22, 29]. O armazenamento deslocado,
para as componentes do vetor velocidade e pressão, tem impacto positivo no cálculo numérico
devido ao fato de reduzir a instabilidade numérica [19]. Desta forma, utilizamos esta abordagem
de armazenamento em nossas simulações.

(a) Nomenclatura derivada dos pontos cardeais (b) Armazenamento da pressão
e velocidade

Figura 4.1: Células

Considerando a Figura 4.1(a) temos que a malha é composta por células com faces

41
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de comprimento ∆x e ∆y, em que as relações topológicas são organizadas e rotuladas a partir
dos pontos cardeais. Os rótulos P , E, W , N , S, NE, SE, NW , SW significam centro,
leste, oeste, norte, sul, nordeste, sudeste, noroeste, sudoeste, respectivamente. As siglas em
minúsculo, posicionadas sobre as faces, são variações cardinais a partir do centro da célula
rotulada por P .

Conforme mostra a Figura 4.1(b), a pressão p é localizada no centro da célula1

e as componentes do vetor velocidade nos centros das faces, com u localizada na lateral,
distanciando-se ∆x/2 do centro, e v na face superior, distanciando-se ∆y/2 do centro. Esta
nomenclatura é consagradamente utilizada pela comunidade científica, logo mantivemos as
mesmas denominações. Ressaltamos ainda que para a resolução dos problemas em estudo,
em muitos casos, precisamos calcular o valor da componente cartesiana u, por exemplo, em
faces superiores. No entanto, como esta componente está armazenada apenas nas faces laterais,
é preciso fazer uma inferência, geralmente por meio de médias aritméticas, a partir dos valores
conhecidos em torno do ponto considerado. Assim, os valores de u, v e p são armazenados
nos locais já citados, mas podem ser realizadas aproximações para os valores destas em outros
pontos das células conforme a necessidade.

Para facilitar a compreensão, inicialmente discretizamos as equações de Navier-
Stokes (3.1) e (3.2), escritas em coordenadas cartesianas. O procedimento utilizado, tendo
como base a célula de centro P , é descrito como segue.

4.1 DISCRETIZAÇÃO EM COORDENADAS CARTESIANAS

Considere inicialmente as equações (3.1) e (3.2). Como estamos trabalhando com
fluido incompressível, ρ é constante. Além disso, foi admitido, no capítulo 3, que não existem
termos fonte, o que exclui R1 e R2 das referidas equações. Assim, podemos reescrevê-las da
seguinte forma

∂u

∂t
+

∂

∂x
(uu) +

∂

∂y
(uv) = −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(4.1)

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y
(vv) = −1

ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
(4.2)

onde ν =
µ

ρ
representa a viscosidade cinemática. O primeiro termo, do lado esquerdo da igual-

dade, é de característica temporal, para tanto faremos aproximações de primeira ordem para
os mesmos. Já para os segundo e terceiro termos do primeiro membro das mesmas equações,
de característica convectiva, aplicaremos aproximações upwind. Os termos de pressão do se-
gundo membro das equações governantes serão aproximados por diferenças centrais, que são

1É importante destacar que p refere-se à pressão e P ao centro da célula.
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aproximações de segunda ordem. Finalmente, os termos difusivos, àqueles multiplicados pela
viscosidade ν, serão aproximados também por diferenças centrais. As aproximações são dadas
a seguir.

4.1.1 Termo temporal

Iniciando com o tempo t = 0, condições iniciais são assumidas para a velocidade
e pressão. Incrementando o tempo por ∆t as variáveis serão calculadas para o novo tempo, e
o procedimento de avanço no tempo segue até que um tempo final seja alcançado. Ou seja,
conhecidas as variáveis no nível k, as mesmas são calculadas no nível k + 1.

(a) Aproximação na face e (b) Aproximação na face n

Figura 4.2: Discretização do termo temporal

As discretizações das derivadas parciais
∂u

∂t
e
∂v

∂t
nas faces e e n, nesta ordem

– conforme destacado nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b), respectivamente –, utilizando o método de
aproximação por diferenças finitas progressivas de primeira ordem, são dadas por

∂u

∂t

∣∣∣∣k
e

≈ u|k+1
e − u|ke

∆t
,

∂v

∂t

∣∣∣∣k
n

≈ v|k+1
n − v|kn

∆t
.

4.1.2 Termo convectivo

Uma das grandes dificuldades em se resolver numericamente as equações de Navier-
Stokes está na forma como se discretiza os termos convectivos, por serem os termos não-lineares
das EDPs. Muitos autores já mostraram que, adotando-se aproximações centradas, o método
numérico não fornecerá soluções consistentes com a física do problema ou muitas vezes o
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código computacional poderá não convergir. Para mais detalhes desta questão o leitor pode
consultar [14, 19].

Um modo de discretizar os termos convectivos das equações de Navier-Stokes baseia-
se na diferença entre as velocidades de convecção u e v, e a propriedade u ou v sendo transpor-
tada [22]. A concepção do esquema upwind de primeira ordem FOU (First Order Upwinding)
vai na linha de avaliação sobre a velocidade de convecção e a propriedade transportada, tendo
origem no comportamento de fluidos cujo transporte de propriedades físicas se dá predominan-
temente pelo mecanismo da convecção [20].

(a) Aproximação do termo
∂

∂x
(uu) na face e (b) Aproximação na termo

∂

∂y
(uv) na face e

Figura 4.3: Discretização do termo convectico C(u) na face e

Considerando as seguintes expressões

C(u) =
∂

∂x
(uu) +

∂

∂y
(uv), (4.3)

C(v) =
∂

∂x
(uv) +

∂

∂y
(vv), (4.4)

que correspondem aos termos convectivos das equações (4.1) e (4.2), respectivamente, a discre-
tização de C(u) por diferença central, na face e da célula hachurada – conforme destacado nas
figuras 4.3(a) e 4.3(b) –, no nível de tempo k, é
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C(u)|ke =
∂

∂x
(uu)

∣∣∣∣k
e

+
∂

∂y
(uv)

∣∣∣∣k
e

≈ (uu)|kE − (uu)|kP
2 (∆x/2)

+
(uv)|kne − (uv)|kse

2 (∆y/2)

=
u|kEu|kE − u|kPu|kP

∆x
+
v|kneu|kne − v|kseu|kse

∆y
. (4.5)

Na discretização do termo C(u) foi aplicada linearização ao termo (uu)|kE , por isso
houve mudança na notação pois é admitido por hipótese que (uu)|kE = u|kEu|kE (o mesmo ocorre
para os demais termos que compõem as expressões para C(u) e C(v) onde houver alteração na
notação). Além disto, usamos o símbolo de barra porque a aproximação efetuada é através de
média aritmética para a primeira variável – u|kE –, que corresponde à velocidade de convecção
–, enquanto que para a segunda – u|kE –, que representa a propriedade sendo transportada,
aplicamos o esquema FOU.

Analisando a discretização das derivadas separadamente em (4.5), considere o termo

∂

∂x
(uu)

∣∣∣∣k
e

≈ u|kEu|kE − u|kPu|kP
∆x

,

temos que o valor da velocidade de convecção u, calculada por meio de média aritmética sim-
ples, fica da seguinte forma

u|kE =
u|ke + u|keee

2
, u|kP =

u|kw + u|ke
2

.

Considerando agora Vf a velocidade de convecção, o esquema upwind FOU, para
uma variável genérica φ, calculada na face e de uma célula de centro P , é dada por

φ|e =

{
φ|P , Vf ≥ 0,

φ|E, Vf < 0.

Os valores assumidos por φ|e são selecionados de acordo o sinal da velocidade Vf que, por sua
vez, depende diretamente da orientação do sistema cartesiano. Sendo a função sinal dada por

Se =

{
1, Vf ≥ 0

−1, Vf < 0

podemos escrever a definição do esquema FOU da seguinte forma

φ|e =

(
1 + Se

2

)
φ|P +

(
1− Se

2

)
φ|E. (4.6)
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Ainda sobre a variável φ, sua expansão em série de Taylor em torno do ponto x|P ,
avaliada em x|e, é dada por

φ|e = φ|P +
(x|e − x|P )

1!

(
∂φ

∂x

)∣∣∣∣
P

+
(x|e − x|P )2

2!

(
∂2φ

∂x2

)∣∣∣∣
P

+H,

onde H denota os termos de ordem superior a 2. Desta forma, podemos observar que, indepen-
dente da malha, este esquema possui um erro de truncamento de primeira ordem [65], por ser
obtido do truncamento da série de Taylor após o primeiro termo.

Considerando a formulação para variáveis normalizadas, tratada no apêndice B, o
esquema FOU pode ser definido como

φ̂|f = φ̂|U ,

sendo f e U dados conforme a molécula computacional considerada na abordagem de variá-
veis normalizadas. Assim, o valor atribuido para a variável φ depende diretamente do sinal da
velocidade de convecção, pois este é responsável pela definição das posições D, f , U e R.

(a) Cálculo de u|E (b) Cálculo de u|P

Figura 4.4: Upwind

Tendo como base as Figuras 4.4(a) e 4.4(b), aplicando o esquema FOU – conforme
expressão (4.6) – na aproximação dos termos que envolvem a propriedade a ser transportada –
que neste caso é a velocidade u –, o esquema nos fornece as seguintes expressões

u|kE =

(
1 +Rk

E

2

)
u|ke +

(
1−Rk

E

2

)
u|keee, Rk

E =

{
1, u|kE ≥ 0

−1, u|kE < 0
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e

u|kP =

(
1 +Rk

P

2

)
u|kw +

(
1−Rk

P

2

)
u|ke , Rk

P =

{
1, u|kP ≥ 0

−1, u|kP < 0.

Da mesma forma para o segundo termo de C(u) em (4.5)

∂

∂y
(uv)

∣∣∣∣k
e

≈ v|kneu|kne − v|kseu|kse
∆y

,

segue que

v|kne =
v|kn + v|knee

2
; v|kse =

v|ks + v|ksee
2

e segundo o esquema FOU

u|kne =

(
1 +Rk

ne

2

)
u|ke +

(
1−Rk

ne

2

)
u|knne, Rk

ne =

{
1, v|kne ≥ 0

−1, v|kne < 0

e

u|kse =

(
1 +Rk

se

2

)
u|ksse +

(
1−Rk

se

2

)
u|ke , Rk

se =

{
1, v|kse ≥ 0

−1, v|kse < 0.

(a) Aproximação do termo
∂

∂x
(uv) na face n (b) Aproximação na termo

∂

∂y
(vv) na face n

Figura 4.5: Discretização do termo convectico C(v) na face n

Agora consideremos o termo convectivo da equação da expressão (4.2). A discreti-
zação de C(v) na face n, da célula hachurada – conforme Figuras 4.5(a) e 4.5(b) –, no nível de
tempo k, é
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C(v)|kn =
∂

∂x
(uv)

∣∣∣∣k
n

+
∂

∂y
(vv)

∣∣∣∣k
n

≈ (uv)kne − (uv)knw
2(∆x/2)

+
(vv)kN − (vv)kP

2(∆y/2)

=
u|knev|kne − u|knwv|knw

∆x
+
v|kNv|kN − v|kPv|kP

∆y
.

Utilizando um procedimento análogo podemos aproximar as velocidades de con-
vecção u e v da seguinte forma

u|kne =
u|ke + u|knne

2
, u|knw =

u|kw + u|knnw
2

, v|kN =
v|kn + v|knnn

2
, v|kP =

v|kn + v|ks
2

,

e do esquema FOU podemos obter as seguintes expressões

v|kne =

(
1 +Rk

ne

2

)
v|kn +

(
1−Rk

ne

2

)
v|knee, Rk

ne =

{
1, u|kne ≥ 0

−1, u|kne < 0,

v|knw =

(
1 +Rk

nw

2

)
v|knww +

(
1−Rk

nw

2

)
v|kn, Rk

nw =

{
1, u|knw ≥ 0

−1, u|knw < 0,

v|kN =

(
1 +Rk

N

2

)
v|kn +

(
1−Rk

N

2

)
v|knnn, Rk

N =

{
1, v|kN ≥ 0

−1, v|kN < 0,

v|kP =

(
1 +Rk

P

2

)
v|ks +

(
1−Rk

P

2

)
v|kn, Rk

P =

{
1, v|kP ≥ 0

−1, v|kP < 0.

4.1.3 Termo de pressão

Considere Pu =
∂p

∂x
e Pv =

∂p

∂y
, que correspondem aos termos de pressão das

equações (4.1) e (4.2), respectivamente.
A discretização dos termos de pressão nas faces e e n, respectivamente, – conforme

destacado, nesta ordem, nas Figuras 4.6(a) e 4.6(b) – em um nível de tempo k + 1, utilizando o
método de aproximação por diferenças finitas do tipo central é tal que

∂p

∂x

∣∣∣∣k+1

e

≈ p|k+1
E − p|k+1

P

2(∆x/2)
=
p|k+1
E − p|k+1

P

∆x
,

∂p

∂y

∣∣∣∣k+1

n

≈ p|k+1
N − p|k+1

P

2(∆y/2)
=
p|k+1
N − p|k+1

P

∆y
.
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(a) Aproximação na face e (b) Aproximação na face n

Figura 4.6: Discretização do termo de pressão

Logo,(
−1

ρ
Pu
)∣∣∣∣k+1

e

= −1

ρ

∂p

∂x

∣∣∣∣k+1

e

≈ −1

ρ

(
p|k+1
E − p|k+1

P

∆x

)
, (4.7)

(
−1

ρ
Pv
)∣∣∣∣k+1

n

= −1

ρ

∂p

∂y

∣∣∣∣k+1

n

≈ −1

ρ

(
p|k+1
N − p|k+1

P

∆y

)
. (4.8)

4.1.4 Termo difusivo

Considere as igualdades

V(u) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
,

V(v) =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
,

que correspondem aos termos difusivos das equações (4.1) e (4.2), respectivamente.
A discretização dos termos difusivos nas faces e e n, respectivamente, – destacada

nas Figuras 4.7(a) e 4.7(b), para V(u), e nas Figuras 4.8(a) e 4.8(b), para V(v) – no nível de
tempo k, utilizando o método de aproximação por diferenças finitas do tipo central, é obtida por

∂2u

∂x2

∣∣∣∣k
e

+
∂2u

∂y2

∣∣∣∣k
e

≈ u|kw − 2u|ke + u|keee
(∆x)2

+
u|ksse − 2u|ke + u|knne

(∆y)2

∂2v

∂x2

∣∣∣∣k
n

+
∂2v

∂y2

∣∣∣∣k
n

≈ v|knww − 2v|kn + v|knee
(∆x)2

+
v|ks − 2v|kn + v|knnn

(∆y)2
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(a) Aproximação do termo
∂2u

∂x2
na face e (b) Aproximação na termo

∂2u

∂y2
na face e

Figura 4.7: Discretização do termo difusivo V(u) na face e

(a) Aproximação do termo
∂2u

∂x2
na face n (b) Aproximação do termo

∂2u

∂x2
na face n

Figura 4.8: Discretização do termo difusivo V(v) na face n

Portanto,

(νV(u))|ke = ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)∣∣∣∣k
e

= ν

(
∂2u

∂x2

∣∣∣∣k
e

+
∂2u

∂y2

∣∣∣∣k
e

)

≈ ν

(
u|kw − 2u|ke + u|keee

(∆x)2
+
u|ksse − 2u|ke + u|knne

(∆y)2

)
,
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(νV(v))|kn = ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)∣∣∣∣k
n

= ν

(
∂2v

∂x2

∣∣∣∣k
n

+
∂2v

∂y2

∣∣∣∣k
n

)

≈ ν

(
v|knww − 2v|kn + v|knee

(∆x)2
+
v|ks − 2v|kn + v|knnn

(∆y)2

)
.

É importante ressaltar que as aproximações (4.7) e (4.8) utilizam valores de pressão
centrados nas células adjacentes à celula centrada no ponto cardinal P , ou seja, não necessita-
se de interpolações para o cálculo do gradiente de pressão. Analogamente, os termos viscosos
também são aproximados por variáveis de velocidade localizadas nas faces de células adjacentes
àquela centrada em P . Com este detalhe quanto às aproximações, temos ganhos numéricos
quanto a estabilidade do esquema aplicado sobre as equações governantes. Para mais detalhes
consultar [29].

Na próxima seção estudamos a discretização dos termos das equações de Navier-
Stokes no caso em que estas são escritas em coordenadas generalizadas.

4.2 DISCRETIZAÇÃO EM COORDENADAS GENERALIZADAS

Reportando-nos à Figura 2.3(a), uma vez que a geometria é referenciada no sistema
de coordenadas generalizadas, temos que a sua representação topológica no domínio computa-
cional é cartesiana. Desta forma, toda a abordagem matemática desenvolvida na seção anterior
com fins didáticos é aplicada nessa seção para as equações (3.51) e (3.52), equações de Navier-
Stokes em coordenadas generalizadas, com as métricas envolvidas no esquema numérico tendo
o papel de realizar as devidas compensações por conta da mudança do sistema de coordenadas.

Quando trabalhamos com o plano transformado, temos uma malha cujas células
podem ser representadas também pela Figura 4.1(a). A diferença é que, em coordenadas car-
tesianas, a dimensão das células é de ∆x por ∆y, enquanto que no sistema de coordenadas
generalizadas é de ∆ξ por ∆η. Por conveniência consideramos ∆ξ = ∆η = 1, assim como
foi estudado no capítulo 2. As figuras apresentadas na seção 4.1 podem ser utilizadas para me-
lhor compreensão das aproximações realizadas nesta seção, considerando a análise relativa às
dimensões das células.

Das equações (3.51) e (3.52), considerando fluidos incompressíveis, onde ρ é cons-
tante, obtemos

∂

∂τ

(u
J

)
+

∂

∂ξ
(Uu) +

∂

∂η
(V u) =

1

ρ

[
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η

]
+

µ

ρ

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))]
,
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∂

∂τ

( v
J

)
+

∂

∂ξ
(Uv) +

∂

∂η
(V v) =

1

ρ

[
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ

]
+

µ

ρ

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))]
,

ou ainda

∂

∂τ

(u
J

)
+

∂

∂ξ
(Uu) +

∂

∂η
(V u) =

1

ρ

[
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η

]
+ ν

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))]
, (4.9)

∂

∂τ

( v
J

)
+

∂

∂ξ
(Uv) +

∂

∂η
(V v) =

1

ρ

[
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ

]
+ ν

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))]
. (4.10)

As aproximações numéricas dos termos temporal, convectivo, de pressão e difusivo, tomando
por base a mesma nomenclatura apresentada na Figura 4.1(a), são apresentadas na sequência.

4.2.1 Termo temporal

Sejam
∂

∂τ

(u
J

)
e
∂

∂τ

( v
J

)
os termos temporais de (4.9) e (4.10), respectivamente.

A discretização dos mesmos nas faces e e n, nesta ordem, utilizando aproximação por diferenças
finitas progressivas de primeira ordem no nível de tempo k são

∂

∂τ

(u
J

)∣∣∣∣k
e

≈

(u
J

)∣∣∣k+1

e
−
(u
J

)∣∣∣k
e

∆τ
=

1

Je

(
u|k+1
e − u|ke

∆τ

)
, (4.11)

∂

∂τ

( v
J

)∣∣∣∣k
n

≈

( v
J

)∣∣∣k+1

n
−
( v
J

)∣∣∣k
n

∆τ
=

1

Jn

(
v|k+1
n − v|kn

∆τ

)
. (4.12)

4.2.2 Termo convectivo

Considere

C (u) =
∂

∂ξ
(Uu) +

∂

∂η
(V u) (4.13)

C (v) =
∂

∂ξ
(Uv) +

∂

∂η
(V v) (4.14)

como os termos convectivos das equações (4.9) e (4.10), respectivamente.
A discretização de C (u) – equação (4.13) – na face e da célula centrada no ponto
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cardinal P , de acordo com a Figura 4.1(a), em um nível de tempo k, utilizando diferenças
centrais, é

C (u)|ke =
∂

∂ξ
(Uu)

∣∣∣∣k
e

+
∂

∂η
(V u)

∣∣∣∣k
e

≈ (Uu)|kE − (Uu)|kP
∆ξ

+
(V u)|kne − (V u)|kse

∆η

= U |kEu|kE − U |kPu|kP + V |kneu|kne − V |kseu|kse

Uma vez que

∂

∂ξ
(Uu)

∣∣∣∣k
e

≈ U |kEu|kE − U |kPu|kP ,

as velocidades de convecção são as componentes contravariantes dadas na forma

U |kE =
U |ke + U |keee

2
, U |kP =

U |kw + U |ke
2

, (4.15)

e aplicando o esquema FOU na propriedade a ser transportada - no caso a velocidade u - obte-
mos

u|kE =

(
1 + SkE

2

)
u|ke +

(
1− SkE

2

)
u|keee, SkE =

{
1, U |kE ≥ 0

−1, U |kE < 0

e

u|kP =

(
1 + SkP

2

)
u|kw +

(
1− SkP

2

)
u|ke , SkP =

{
1, U |kP ≥ 0

−1, U |kP < 0.

Utilizando procedimento análogo para a outra derivada temos

∂

∂η
(V u)|ke ≈ V |kneu|kne − V |kseu|kse,

então as velocidades de convecção (componentes contravariantes) são dadas por

V |kne =
V |kn + V |knee

2
, V |kse =

V |ks + V |ksee
2

, (4.16)

e do esquema FOU obtemos

u|kne =

(
1 + Skne

2

)
u|ke +

(
1− Skne

2

)
u|knne, Skne =

{
1, V |kne ≥ 0

−1, V |kne < 0,
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u|kse =

(
1 + Skse

2

)
u|ksse +

(
1− Skse

2

)
u|ke , Skse =

{
1, V |kse ≥ 0

−1, V |kse < 0.

Agora consideremos a expressão (4.14), que corresponde ao termo convectivo da
equação (4.10). A discretização de C (v) na face n da célula centrada no ponto cardinal P no
nível de tempo k segue como

C (v)|kn =
∂

∂ξ
(Uv)

∣∣∣∣k
n

+
∂

∂η
(V v)

∣∣∣∣k
n

≈ (Uv)|kne − (Uv)|knw
∆ξ

+
(V v)|kN − (V v)|kP

∆η

= U |knev|kne − U |knwv|knw + V |kNv|kN − V |kPv|kP .

As velocidades de convecção ficam na forma

U |kne =
U |ke + U |knne

2
, U |knw =

U |kw + U |knnw
2

, V |kN =
V |kn + V |knnn

2
, V |kP =

V |kn + V |ks
2

,

e do esquema upwind obtemos

v|kne =

(
1 + Skne

2

)
v|kn +

(
1− Skne

2

)
v|knee, Skne =

{
1, U |kne ≥ 0

−1, U |kne < 0,

v|knw =

(
1 + Sknw

2

)
v|knww +

(
1− Sknw

2

)
v|kn, Sknw =

{
1, U |knw ≥ 0

−1, U |knw < 0,

v|kN =

(
1 + SkN

2

)
v|kn +

(
1− SkN

2

)
v|knnn, SkN =

{
1, V |kN ≥ 0

−1, V |kN < 0,

v|kP =

(
1 + SkP

2

)
v|ks +

(
1− SkP

2

)
v|kn, SkP =

{
1, V |kP ≥ 0

−1, V |kP < 0.

4.2.3 Termo de pressão

Sejam

Pu =
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η
(4.17)

Pv =
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ
(4.18)

os termos de pressão das equações (4.9) e (4.10), respectivamente. A discretização dos termos
nas faces e e n, respectivamente, no nível de tempo k + 1, utilizando o método de aproximação
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por diferenças finitas do tipo central, são realizadas da seguinte forma

∂p

∂η

∣∣∣∣k+1

e

≈ p|k+1
ne − p|k+1

se

2(∆η/2)
= p|k+1

ne − p|k+1
se ,

∂p

∂ξ

∣∣∣∣k+1

e

≈ p|k+1
E − p|k+1

P

2(∆ξ/2)
= p|k+1

E − p|k+1
P ,

∂p

∂ξ

∣∣∣∣k+1

n

≈ p|k+1
ne − p|k+1

nw

2(∆ξ/2)
= p|k+1

ne − p|k+1
nw ,

∂p

∂η

∣∣∣∣k+1

n

≈ p|k+1
N − p|k+1

P

2(∆η/2)
= p|k+1

N − p|k+1
P .

Note que p|k+1
ne , p|k+1

nw , p|k+1
se e p|k+1

sw não são conhecidas nos respectivos pontos cardinais, pois a
pressão é armazenada no centro da célula. Logo, temos que estes valores de pressão são dados
pelas respectivas médias

p|k+1
ne =

p|k+1
P + p|k+1

E + p|k+1
NE + p|k+1

N

4
, p|k+1

nw =
p|k+1
W + p|k+1

P + p|k+1
N + p|k+1

NW

4
,

p|k+1
se =

p|k+1
S + p|k+1

SE + p|k+1
E + p|k+1

P

4
, p|k+1

sw =
p|k+1
SW + p|k+1

S + p|k+1
P + p|k+1

W

4
.

Como não consideramos malhas móveis neste estudo, então as métricas ficam es-
pecificadas por

∂y

∂ξ

∣∣∣∣k+1

e

=
∂y

∂ξ

∣∣∣∣
e

,
∂y

∂η

∣∣∣∣k+1

e

=
∂y

∂η

∣∣∣∣
e

,
∂x

∂η

∣∣∣∣k+1

n

=
∂x

∂η

∣∣∣∣
n

,
∂x

∂ξ

∣∣∣∣k+1

n

=
∂x

∂ξ

∣∣∣∣
n

.
Sendo assim,(

1

ρ
Pu

)∣∣∣∣k+1

e

=
1

ρ

(
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η

)∣∣∣∣k+1

e

=
1

ρ

(
∂p

∂η

∣∣∣∣k+1

e

∂y

∂ξ

∣∣∣∣k+1

e

− ∂p

∂ξ

∣∣∣∣k+1

e

∂y

∂η

∣∣∣∣k+1

e

)

≈ 1

ρ

[(
p|k+1
ne − p|k+1

se

) ∂y
∂ξ

∣∣∣∣
e

−
(
p|k+1
E − p|k+1

P

) ∂y
∂η

∣∣∣∣
e

]
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(
1

ρ
Pv

)∣∣∣∣k+1

n

=
1

ρ

(
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ

)∣∣∣∣k+1

n

=
1

ρ

(
∂p

∂ξ

∣∣∣∣k+1

n

∂x

∂η

∣∣∣∣k+1

n

− ∂p

∂η

∣∣∣∣k+1

n

∂x

∂ξ

∣∣∣∣k+1

n

)

≈ 1

ρ

[(
p|k+1
ne − p|k+1

nw

) ∂x
∂η

∣∣∣∣
n

−
(
p|k+1
N − p|k+1

P

) ∂x
∂ξ

∣∣∣∣
n

]

4.2.4 Termo difusivo

Considere

V (u) =
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))
, (4.19)

V (v) =
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))
, (4.20)

que correspondem aos termos difusivos das equações (4.9) e (4.10), respectivamente. A dis-
cretização do primeiro termo de (4.19) na face e, no nível de tempo k, utilizando o método de
aproximação por diferenças finitas do tipo central, é dada por

∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))∣∣∣∣k
e

≈

(
J
(
α∂u
∂ξ
− β ∂u

∂η

))∣∣∣k
E
−
(
J
(
α∂u
∂ξ
− β ∂u

∂η

))∣∣∣k
P

∆ξ

=

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))∣∣∣∣k
E

−
(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))∣∣∣∣k
P

= JE

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

)∣∣∣∣k
E

− JP
(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

)∣∣∣∣k
P

= (Jα)|E
(
∂u

∂ξ

)∣∣∣∣k
E

− (Jβ)|E
(
∂u

∂η

)∣∣∣∣k
E

− (Jα)|P
(
∂u

∂ξ

)∣∣∣∣k
P

+ (Jβ)|P
(
∂u

∂η

)∣∣∣∣k
P

≈ (Jα)|E
(
u|keee − u|ke
2(∆ξ/2)

)
− (Jβ)|E

(
u|knee − u|ksee

2(∆η/2)

)

− (Jα)|P
(
u|ke − u|kw
2(∆ξ/2)

)
+ (Jβ)|P

(
u|kn − u|ks
2(∆η/2)

)
,
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isto é,

∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))∣∣∣∣k
e

≈ (Jα)|E
(
u|keee − u|ke

)
− (Jβ)|E

(
u|knee − u|ksee

)
− (Jα)|P

(
u|ke − u|kw

)
+ (Jβ)|P

(
u|kn − u|ks

)
(4.21)

onde

u|knee =
u|ke + u|keee + u|knneee + u|knne

4
, u|ksee =

u|ksse + u|ksseee + u|keee + u|ke
4

,

u|kn =
u|kw + u|ke + u|knne + u|knnw

4
, u|ks =

u|kssw + u|ksse + u|ke + u|kw
4

.

Utilizando o mesmo procedimento, a discretização do segundo termo de (4.19) na
face e e do primeiro e segundo termos de (4.20) na face n, ambos no nível de tempo k, são
dadas, respectivamente, por

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))∣∣∣∣k
e

≈ (Jγ)|kne
(
u|knne − u|ke

)
− (Jβ)|kne

(
u|knee − u|kn

)
− (Jγ)|kse

(
u|ke − u|ksse

)
+ (Jβ)|kse

(
u|ksee − u|ks

)
(4.22)

∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))∣∣∣∣k
n

≈ (Jα)|kne
(
v|knee − v|kn

)
− (Jβ)|kne

(
v|knne − v|ke

)
− (Jα)|knw

(
v|kn − v|knww

)
+ (Jβ)|knw

(
v|knnw − v|kw

)
(4.23)

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))∣∣∣∣k
n

≈ (Jγ)|kN
(
v|knnn − v|kn

)
− (Jβ)|kN

(
v|knne − v|knnw

)
− (Jγ)|kP

(
v|kn − v|ks

)
+ (Jβ)|kP

(
v|ke − v|kw

)
, (4.24)

onde

v|knne =
v|kn + v|knee + v|knnnee + v|knnn

4
, v|ke =

v|ks + v|ksee + v|knee + v|kn
4

,

v|knnw =
v|knww + v|kn + v|knnn + v|knnnww

4
, v|kw =

v|ksww + v|ks + v|kn + v|knww
4

.

Desta forma,

(νV (u))|ke = νe

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))]∣∣∣∣k
e

= νe

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))]∣∣∣∣k
e

+ νe

[
∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))]∣∣∣∣k
e

,
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(νV (v))|kn = νn

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))]∣∣∣∣k
n

= νn

[
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))]∣∣∣∣k
n

+ νn

[
∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))]∣∣∣∣k
n

,

considerando as aproximações apresentadas em (4.21)-(4.24), com as respectivas médias lista-
das.

4.3 CONDIÇÕES DE CONTORNO

As condições de contorno, tratadas na seção 3.4, também são discretizadas para sua
posterior aplicação na resolução dos problemas em estudo. Assim como foi observado na pá-
gina 51, o domínio computacional de uma geometria em coordenadas generalizadas possui sua
representação topológica cartesiana, por isso, para melhor compreensão, as figuras utilizadas
como base para a análise das condições de contorno, nesta seção, estão retratadas no sistema de
coordenadas cartesianas, pois referem-se ao domínio computacional de uma geometria escrita
no sistema de coordenadas generalizadas.

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.9: Condição CNEI

A condição de não escorregamento e impermeabilidade é definida pelas seguintes
expressões

velt = 0 e veln = 0, (4.25)

onde velt representa a velocidade tangencial à fronteira e veln a velocidade normal à fronteira.
Alguns dos casos possíveis de serem encontrados em uma malha são retratados na Figura 4.9
(as células de fundo amarelo,indicadas por um índice F , representam células de fronteira, en-
quanto que as de fundo branco, com índice C, representam células cheias de fluido). Assim, a
discretização, considerando os possíveis casos destacados na Figura 4.9, da condição CNEI é
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(a)

velt =
v|nww + v|n

2
= 0 ⇒ v|nww = −v|n

veln = u|w = 0 ⇒ u|w = 0

(b)

velt =
v|n + v|nee

2
= 0 ⇒ v|nee = −v|n

veln = u|e = 0 ⇒ u|e = 0

(c)

velt =
u|e + u|nne

2
= 0 ⇒ u|nne = −u|e

veln = v|n = 0 ⇒ v|n = 0

(d)

velt =
u|e + u|sse

2
= 0 ⇒ u|sse = −u|e

veln = v|s = 0 ⇒ v|s = 0

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.10: Condição CLES

A condição de livre escorregamento é definida pelas seguintes expressões

velt = vel• e veln = 0, (4.26)
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onde vel• representa a velocidade prescrita. Os casos possíveis observados para esta condição
são retratados na Figura 4.10, e a partir destes, a discretização da condição CLES é

(a)

velt =
v|nww + v|n

2
= vel• ⇒ v|nww = 2vel• − v|n

veln = u|w = 0 ⇒ u|w = 0

(b)

velt =
v|n + v|nee

2
= vel• ⇒ v|nee = 2vel• − v|n

veln = u|e = 0 ⇒ u|e = 0

(c)

velt =
u|e + u|nne

2
= vel• ⇒ u|nne = 2vel• − u|e

veln = v|n = 0 ⇒ v|n = 0

(d)

velt =
u|e + u|sse

2
= vel• ⇒ u|sse = 2vel• − ue

veln = v|s = 0 ⇒ v|s = 0

A condição de simetria é dada por

∂

∂n
(velt) = 0 e veln = 0. (4.27)

Na Figura 4.11 são apresentados os possíveis casos identificados para esta condição (T é a
fronteira de simetria). A discretização da condição CSIM, tendo em vista os casos retratados na
Figura 4.11, é
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.11: Condição CSIM

(a)

∂

∂n
(velt) =

v|nww − v|n
∆ξ

= 0 ⇒ v|nww = v|n

veln = u|w = 0 ⇒ u|w = 0

(b)

∂

∂n
(velt) =

v|nee − v|n
∆ξ

= 0 ⇒ v|nee = v|n

veln = u|e = 0 ⇒ u|e = 0

(c)

∂

∂n
(velt) =

u|nne − u|e
∆η

= 0 ⇒ u|nne = u|e

veln = v|n = 0 ⇒ v|n = 0

(d)

∂

∂n
(velt) =

u|sse − u|e
∆η

= 0 ⇒ u|sse = u|e

veln = v|s = 0 ⇒ v|s = 0

A condição de injeção prescrita é dada por

velt = 0 e veln = velI , (4.28)
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.12: Condição CIPR

onde velI representa a velocidade de injeção prescrita. As possíveis situações a serem obser-
vadas são apresentadas na Figura 4.12, e com base nestes, a discretização da condição CIPR
é

(a)

velt =
v|nww + v|n

2
= 0 ⇒ v|nww = −v|n

veln = u|w = velI ⇒ u|w = velI

(b)

velt =
v|n + v|nee

2
= 0 ⇒ v|nee = −v|n

veln = u|e = velI ⇒ u|e = velI

(c)

velt =
u|e + u|nne

2
= 0 ⇒ u|nne = −u|e

veln = v|n = velI ⇒ v|n = velI

(d)

velt =
u|e + u|sse

2
= 0 ⇒ u|sse = −u|e

veln = v|s = velI ⇒ v|s = velI
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A condição de ejeção prescrita é dada por

velt = 0 e veln = velE, (4.29)

com velE representando a velocidade de ejeção prescrita. Os casos possíveis são representados
na Figura 4.13. A discretização da condição CEPR é

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.13: Condição CEPR

(a)

velt =
v|nww + v|n

2
= 0 ⇒ v|nww = −v|n

veln = u|w = velE ⇒ u|w = velE

(b)

velt =
v|n + v|nee

2
= 0 ⇒ v|nee = −v|n

veln = u|e = velE ⇒ u|e = velE

(c)

velt =
u|e + u|nne

2
= 0 ⇒ u|nne = −u|e

veln = v|n = velE ⇒ v|n = velE
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(d)

velt =
u|e + u|sse

2
= 0 ⇒ u|sse = −u|e

veln = v|s = velE ⇒ v|s = velE

A condição de ejeção contínua é indicada por

∂

∂n
(velt) = 0 e

∂

∂n
(veln) = 0. (4.30)

Na Figura 4.14 são apresentados os possíveis casos identificados para esta condição.

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.14: Condição CECO

Assim, a discretização da condição CECO é dada por

(a)

∂

∂n
(velt) =

v|nww − v|n
∆ξ

= 0 ⇒ v|nww = v|n

∂

∂n
(veln) =

u|e − u|w
∆η

= 0 ⇒ u|e = u|w

(b)

∂

∂n
(velt) =

v|nee − v|n
∆ξ

= 0 ⇒ v|nee = v|n

∂

∂n
(veln) =

u|eee − u|e
∆η

= 0 ⇒ u|eee = u|w
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(c)

∂

∂n
(velt) =

u|nne − u|e
∆η

= 0 ⇒ u|nne = u|e

∂

∂n
(veln) =

v|nnn − v|n
∆ξ

= 0 ⇒ v|nnn = v|n

(d)

∂

∂n
(velt) =

u|sse − u|e
∆η

= 0 ⇒ u|sse = u|e

∂

∂n
(veln) =

v|n − v|s
∆ξ

= 0 ⇒ v|n = v|s

Para a pressão, a condição de contorno é tomada como

∂p

∂n
= 0, (4.31)

que, conforme apresentado na Figura 4.15, pode ser interpretada da seguinte forma

PW = PP em Γ1, PE = PP em Γ2, PS = PP em Γ3, PN = PP em Γ4.

Figura 4.15: Condição de contorno para a pressão



Capítulo 5

MODELO NUMÉRICO PARA
ESCOAMENTOS INCOMPRESSÍVEIS

Considerando as aproximações por diferenças finitas, efetuadas nos termos das
equações de Navier-Stokes – equações (4.9) e (4.10) –, dedicamos especial atenção nesse capí-
tulo ao procedimento numérico de cálculos do escoamento de fluidos incompressíveis.

Entre as várias técnicas numéricas existentes, tais como método dos painéis [34],
método de vórtices [37], formulação vorticidade-velocidade [54] e MAC, escolhemos esta úl-
tima – Marker and cell –, formulada por Harlow e Welch por volta de 1965. Originalmente esta
técnica foi desenvolvida para a simulação de escoamentos bidimensionais com superfície livre,
mas com a ressalva de poder ser utilizada no estudo de uma ampla variedade de problemas
bidimensionais em coordenadas cartesianas, com a possibilidade de ser adaptada para outros
sistemas de coordenadas e situações tridimensionais [52].

Em nosso trabalho deduzimos o método MAC simplificado para escoamentos con-
finados, ou seja, sem a existência de superfície livre. Com esta ação, desconsideramos toda a
dedução de movimento de partículas marcadoras inerentes ao método, o que resulta na simpli-
ficação dos cálculos numéricos. A dedução do método MAC é apresentada no que segue.

Partindo da equação de quantidade de movimento na direção ξ, equação (4.9), temos

∂

∂τ

(u
J

)
= −

{
∂

∂ξ
(Uu) +

∂

∂η
(V u)

}
︸ ︷︷ ︸

C (u)

+
1

ρ

{
∂p

∂η

∂y

∂ξ
− ∂p

∂ξ

∂y

∂η

}
︸ ︷︷ ︸

Pu

+ ν

{
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂u

∂ξ
− β∂u

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂u

∂η
− β∂u

∂ξ

))}
︸ ︷︷ ︸

V (u)

, (5.1)

então a discretização da mesma na aresta e, para toda célula no interior do domínio, no nível de
tempo k, tendo em vista a expressão (4.11), é dada por

66
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∂

∂τ

(u
J

)∣∣∣∣k
e

≈ 1

Je

(
u|k+1
e − u|ke

∆τ

)
= −C (u)|ke +

1

ρ
Pu|k+1

e + νV (u)|ke

ou seja, a componente cartesiana u do vetor velocidade fica

u|k+1
e = Je∆τ

[
−C (u)|ke + νV (u)|ke

]
+
Je∆τ

ρ
Pu|k+1

e + u|ke ,

que pode ser escrita por

u|k+1
e = F |ke +

Je∆τ

ρ
Pu|k+1

e (5.2)

onde

F |ke = Je∆τ
[
−C (u)|ke + νV (u)|ke

]
+ u|ke . (5.3)

Procedendo de modo análogo para as demais arestas, a discretização de (5.1) resulta
em

u|k+1
w = F |kw +

Jw∆τ

ρ
Pu|k+1

w , (5.4)

u|k+1
n = F |kn +

Jn∆τ

ρ
Pu|k+1

n , (5.5)

u|k+1
s = F |ks +

Js∆τ

ρ
Pu|k+1

s , (5.6)

com

F |kw = Jw∆τ
[
−C (u)|kw + νV (u)|kw

]
+ u|kw, (5.7)

F |kn = Jn∆τ
[
−C (u)|kn + νV (u)|kn

]
+ u|kn, (5.8)

F |ks = Js∆τ
[
−C (u)|ks + νV (u)|ks

]
+ u|ks . (5.9)

Analogamente, para a equação da quantidade de movimento na direção η, equação
(4.10), reescrita como
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∂

∂τ

( v
J

)
= −

{
∂

∂ξ
(Uv) +

∂

∂η
(V v)

}
︸ ︷︷ ︸

C (v)

+
1

ρ

{
∂p

∂ξ

∂x

∂η
− ∂p

∂η

∂x

∂ξ

}
︸ ︷︷ ︸

Pv

+ ν

{
∂

∂ξ

(
J

(
α
∂v

∂ξ
− β∂v

∂η

))
+

∂

∂η

(
J

(
γ
∂v

∂η
− β∂v

∂ξ

))}
︸ ︷︷ ︸

V (v)

(5.10)

a discretização na aresta n no nível de tempo k considerando a expressão (4.12) é dada por

∂

∂τ

( v
J

)∣∣∣∣k
n

=
1

Jn

(
v|k+1
n − v|kn

∆τ

)
= −C (v)|kn +

1

ρ
Pv|k+1

n + νV (v)|kn

de onde podemos escrever

v|k+1
n = Jn∆τ

[
−C (v)|kn + νV (v)|kn

]
+
Jn∆τ

ρ
Pv|k+1

n + v|kn,

que na forma compacta torna-se

v|k+1
n = G|kn +

Jn∆τ

ρ
Pv|k+1

n (5.11)

sendo

G|kn = Jn∆τ
[
−C (v)|kn + νV (v)|kn

]
+ v|kn. (5.12)

Da mesma forma, segue para as demais arestas que

v|k+1
s = G|ks +

Js∆τ

ρ
Pv|k+1

s , (5.13)

v|k+1
e = G|ke +

Je∆τ

ρ
Pv|k+1

e , (5.14)

v|k+1
w = G|kw +

Jw∆τ

ρ
Pv|k+1

w , (5.15)

sendo

G|ks = Js∆τ
[
−C (v)|ks + νV (v)|ks

]
+ v|ks , (5.16)

G|ke = Je∆τ
[
−C (v)|ke + νV (v)|ke

]
+ v|ke , (5.17)
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G|kw = Jw∆τ
[
−C (v)|kw + νV (v)|kw

]
+ v|kw. (5.18)

Neste trabalho o nosso foco não é o estudo de aproximações temporais, por isso
selecionamos o método Euler explícito para esse fim por ser eficiente e por sua implementação
ser mais simples, pois utiliza apenas soluções obtidas em um passo de tempo anterior para o
cálculo da solução no tempo atual [16].

Considerando as expressões (3.53) e (3.54) que caracterizam as componentes con-
travariantes U e V , respectivamente, e tendo em vista as expressões (5.2), (5.4)-(5.6), (5.11) e
(5.13)-(5.15), obtemos
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, (5.19)
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Destacamos que a formulação UV para a velocidade é dada pelo conjunto de equa-
ções (5.19)-(5.22), sendo necessária para que possamos fazer o balanço de massa para cada
célula do domínio. O balanço de massa decorre da equação da continuidade (3.55), com a
mesma estando escrita no sistema de coordenadas generalizadas.

Agora observe que do produto do termo de pressão pela métrica, encontrado no
segundo membro de (5.19), juntamente com as expressões (4.17) e (4.18), resulta que
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com α e β dados por (2.6) e (2.7), respectivamente. Para as demais arestas, considerando (2.6)-
(2.8) e (4.17)-(4.18), segue que
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Portanto, a forma compacta para as componentes contravariantes é dada por
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Considerando a equação da continuidade em coordenadas generalizadas, apresen-
tada em (3.55), e aproximando-a por diferenças finitas do tipo central no ponto cardinal P , da
célula hachurada da Figura 4.1(a), no nível de tempo k + 1, obtemos
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ou ainda

U |k+1
e − U |k+1

w + V |k+1
n − V |k+1

s = 0. (5.27)

Como as expressões para U |k+1
e , U |k+1

w , V k+1
n e V |k+1

s já foram obtidas – (5.23) à
(5.26) –, substituindo estas igualdades em (5.27) e agrupando os termos semelhantes em um
mesmo lado da igualdade, encontramos
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e denotando o segundo membro de (5.28) como
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A equação (5.29) é a equação da evolução da pressão. Esta equação satisfaz a
equação da continuidade (3.55) e, além disso, quando resolvida e inserida nas equações de
Navier-Stokes (5.1) e (5.10) permite que as equações do movimento sejam atualizadas.

A seguir é apresentado um algoritmo que caracteriza o método MAC utilizado neste
modelo numérico.
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Algorithm 1 Algoritmo do método MAC-Generalizado
Tome τ = 0, ∆τ , u = u0, v = v0, p = p0, U = U0, V = V0
procedure ALOCAÇÃO DE MEMÓRIA

end procedure
procedure LEITURA DOS PONTOS DA MALHA

end procedure
Inicializa k = 0
procedure CONDIÇÕES INICIAIS

end procedure
procedure CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

equações (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30)
end procedure
procedure GRAVAÇÃO = (u0, v0, p0)
end procedure
while τ < τfinal do

procedure CONVECTIVO = (C (u)|k , C (v)|k)
equações (4.13) e (4.14)

end procedure
procedure DIFUSIVO = (V (u)|k , V (v)|k)

equações (4.19) e (4.20)
end procedure
procedure FG = (F |k , G|k)

equações (5.3), (5.7), (5.8), (5.9), (5.12), (5.16), (5.17) e (5.18)
end procedure
τ = τ + ∆τ

procedure PRESSÃO = (p|k+1)
equação (5.29)
procedure CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA A PRESSÃO

equação (4.31)
end procedure

end procedure
procedure VELOCIDADE = (Pu|k+1 , Pv|k+1 , u|k+1 , v|k+1 , U |k+1 , V |k+1)

equações (4.17) e (4.18)
equações (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.11), (5.13), (5.14) e (5.15)
equações (5.19), (5.20), (5.21) e (5.22)

end procedure
procedure CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

equações (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30)
end procedure
procedure GRAVAÇÃO = (uk+1, vk+1, pk+1)
end procedure
k = k + 1

end while



Capítulo 6

RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir da versão sim-
plificada do método MAC – apresentada no capítulo 5 –, com base nas discretizações contidas
na seção 4.2 do capítulo 4. Para os problemas estudados consideramos escoamentos laminares,
incompressíveis e isotérmicos, de acordo com as expressões (3.51) e (3.52) determinadas no
capítulo 3.

O primeiro problema estudado refere-se ao escoamento entre duas placas paralelas,
o segundo trata sobre o escoamento em uma cavidade quadrada com parede superior em movi-
mento e o terceiro retrata o problema do escoamento em um duto contendo placas de orifício.
Além de validar o método, estes problemas também são utilizados na verificação da capacidade
do mesmo em representar situações verificadas teoricamente ou por meio de experimentos, além
de indicar que o método pode ser uma alternativa para a resolução de problemas que poderiam
ser resolvidos diretamente segundo o sistema de coordenadas cartesianas.

O quarto problema estudado refere-se à aterosclerose. Com este, nosso objetivo é
apresentar o funcionamento do método na resolução de problemas cujas geometrias não pode-
riam ser representadas adequadamente por meio do sistema de coordenadas cartesianas.

6.1 ESCOAMENTO ENTRE DUAS PLACAS PARALELAS

Neste problema consideramos uma geometria em formato retangular com altura de
medida H e comprimento L = 8H , conforme Figura 6.1.

Figura 6.1: Dimensões da geometria do problema do escoamento laminar entre duas placas
paralelas [5]

O fluido, com Re = 100, é injetado para o interior da geometria por meio da aresta
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AD com uma velocidade de injeção prescrita dada por velI = 1.0 m/s perpendicular à aresta,
as placas são indicadas pelas arestas AB e CD e há saída do fluido pela aresta BC. O obje-
tivo é comparar os resultados obtidos com os apresentados por [5] para verificação do método
numérico. Note que este problema poderia ser resolvido considerando um método baseado no
sistema de coordenadas cartesianas, no entanto utilizamos o método em coordenadas generali-
zadas para a verificação do funcionamento adequado do mesmo e para observar que ele também
pode ser empregado na resolução de problemas em coordenadas cartesianas, já que este pode
ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas cartesianas.

Como condições iniciais a velocidade e a pressão são tomadas nulas. As condições
de contorno consideradas são do tipo CIPR na aresta AD, CECO na aresta BC e CNEI nas
arestas AB e CD.

Para o estudo do problema em questão foram realizadas cinco simulações, tomando
H = 1m, entre as quais há variação da quantidade de linhas consideradas nas direções ξ e η, ou
seja, variação no refinamento das malhas utilizadas. As características consideradas na geração
de cada uma das malhas utilizadas são apresentadas na Tabela 6.1.

Malha Número de linhas na direção ξ Número de linhas na direção η

P1 9 5

P2 17 9

P3 33 17

P4 65 33

P5 129 65

Tabela 6.1: Descrição da quantidade de linhas consideradas na construção das malhas utilizadas

Na Figura 6.2 é apresentada a malha P1 como exemplo, sendo as demais construídas buscando
manter a mesma proporção entre a quantidade de células nas direções ξ e η em relação a esta.

Figura 6.2: Malha P1

Para a geração das malhas referentes à este problema foi estipulada a realização de, no máximo,
1000 iterações, considerando um erro inferior a 10−4.

Para as simulações, o tempo final assumido foi igual a 30 (tempo em que o re-
gime permanente foi atingido), considerando a realização de, no máximo, 106 iterações para
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a obtenção da solução, com um erro mínimo de 10−3. Na resolução dos sistemas lineares ob-
tidos utilizamos o método Gauss-Seidel. No estudo das malhas P1 à P3 foi considerado um
∆τ = 10−2, enquanto que para P4 e P5 o ∆τ tomado foi igual a 5.10−3 para que houvesse
convergência do método numérico e a solução pudesse ser obtida.

(a) τ = 0.0 (b) τ = 0.025

(c) τ = 0.05 (d) τ = 0.1

(e) τ = 0.25 (f) τ = 1.0

(g) τ = 2.5 (h) τ = 5.0

(i) τ = 12.5 (j) τ = 30.0

(k) Variação da velocidade

Figura 6.3: Perfis obtidos na resolução do problema de escoamento entre duas placas paralelas
para alguns valores de τ

Alguns dos perfis obtidos para o campo de velocidade durante a simulação referente
ao problema de escoamento entre duas placas paralelas, considerando a malha P5, podem ser
observados nas Figuras 6.3(a)-(j). Note que no tempo inicial a velocidade em todos os pontos do
domínio é igual a zero, por se tratar da condição inicial aplicada. Logo no início da simulação a
velocidade assume valores próximos de 1.5 m/s, porém, com o decorrer do tempo, nas regiões
próximas às placas, ela é reduzida e apenas no centro do duto aproxima-se do valor máximo
alcançado. Ao atingir o regime permanente podemos observar que a velocidade máxima é
atingida no centro do duto e próximo às fronteiras superior e inferior a velocidade é nula por
causa da condição de contorno imposta no início do estudo.

Nas Figuras 6.4(a) e 6.4(b) são apresentados os perfis de velocidade1 na seção de

1Neste caso estamos analisando apenas a componente u da velocidade por esta ser perpendicular à aresta por
onde há saída de fluído do domínio.
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(a) Obtido neste trabalho

(b) Apresentado por [5]

Figura 6.4: Perfil de velocidade na seção de saída para o escoamento entre duas placas paralelas

saída, na aresta BC, para as malhas consideradas na Tabela 6.1, pelo presente trabalho, e por
[5], respectivamente. É importante ressaltar que em [5] D = 1, logo y/D = y e assim, os
valores descritos no eixo das ordenadas em ambos os gráficos correspondem à mesma variável
y. Da mesma forma, como no trabalho tomado como referência ve = 1 e vl, que representa a
chamada velocidade da corrente livre, descreve a componente da velocidade na direção x – que
em nosso caso corresponde à componente u – então os eixos das abscissas também correspon-
dem à mesma variável. Assim, podemos comparar os gráficos apresentados nas figuras 6.4(a)
e 6.4(b), pois ambos descrevem uma mesma relação – entre a variação dos valores assumidos
pela componente u da velocidade e os valores assumidos por y.

A existência de solução analítica, neste caso, permite uma análise mais precisa do
funcionamento do método proposto neste trabalho. Analisando o gráfico 6.4(a) podemos obser-
var que quanto maior o refinamento da malha, melhores são os resultados obtidos. Na malha
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P5, por exemplo, o máximo valor encontrado para a velocidade é igual a 1.4814m/s, enquanto
que a máxima velocidade analítica encontrada em y = 0.5 é igual a 1.50 m/s [5]. Ao com-
pararmos os perfis obtidos pelo método proposto neste trabalho e por [5] é possível observar
que houve uma maior aproximação da solução analítica no presente do que em [5], pois neste
último a velocidade máxima encontrada foi de 1.4756 m/s.

Malhas Vlnum hx hy hx × hy Erro = |1.5− Vlnum|
P1 1.1999 1.0 0.25 0.25 0.3001

P2 1.3380 0.5 0.125 0.0625 0.1620

P3 1.4158 0.25 0.0625 0.015625 0.0842

P4 1.4498 0.125 0.03125 0.00390625 0.0502

P5 1.5068 0.0625 0.015625 0.0009765625 0.0068

Tabela 6.2: Indicativo de convergência via velocidade da corrente livre numérica Vlnum

Na Tabela 6.2 é mostrado que o refinamento da malha (hx e hy) implica em tomar-
mos cada vez mais elementos de menor área no domínio (hx×hy), que por sua vez, implica em
obter diferentes valores para a velocidade da corrente livre calculada numericamente2 (Vlnum).
Com refinamentos sucessivos o erro calculado entre as velocidades 1.5 e Vlnum tende a zero.
Então há evidentemente um processo de convergência para a velocidade teórica, ou seja, a ma-
lha não interfere na obtenção da solução, pois a redução na área dos elementos que compõem a
malha implica na diminuição do erro de forma monotônica.

6.2 ESCOAMENTO EM CAVIDADE COM PAREDE SUPERIOR

EM MOVIMENTO

O problema do escoamento de um fluido forçado pelo movimento de uma parede
em uma cavidade é muito utilizado para a avaliação de algoritmos numéricos para as equações
de Navier-Stokes [22].

Neste problema consideramos uma cavidade quadrada totalmente preenchida por
fluido na qual a parede superior está em movimento, com uma velocidade de 1m/s, e as demais
fixas. As dimensões da cavidade são iguais a 1 m e sua geometria pode ser observada na Figura
6.5(a). Para a construção da malha utilizada neste estudo consideramos a mesma quantidade de
linhas nas direções ξ e η, assim, as células que compõem a malha tem formato quadrado. Por
exemplo, para a construção da malha apresentada na Figura 6.5(b) consideramos os números
totais de linhas nas direções ξ e η iguais a 10. Os resultados obtidos para este problema são
comparados aos apresentados por [5] e [29].

2A velocidade da corrente livre é aquela presente na linha de centro do domínio, em torno de y = 0.5, sobre a
qual podemos considerar que não há influência das condições de contorno impostas sobre as fronteiras inferior e
superior.
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(a) Geometria e dimensões (b) Exemplo de malha

Figura 6.5: Escoamento em cavidade com parede superior em movimento

Neste problema o estudo foi desenvolvido a partir de uma malha com 129 linhas
nas direções ξ e η e, assim como no problema anterior, para a geração da mesma foi estipulada
a realização de, no máximo, 1000 iterações, considerando um erro inferior a 10−4.

Foram feitas três simulações considerando números de Reynolds iguais a 100, 400

e 1000. Os dados obtidos a partir dos dois primeiros casos são comparados numericamente aos
apresentados em [5] e para o terceiro, comparados graficamente aos obtidos por [29].

Como condições iniciais a velocidade e a pressão são tomadas nulas. As condições
de contorno consideradas são do tipo CLES na parede superior, considerando uma velocidade
de escorregamento igual a 1 m/s, e CNEI nas demais fronteiras.

Para as simulações o tempo final assumido foi igual a 50, considerando a realização
de, no máximo, 106 iterações para a obtenção da solução, com um erro mínimo de 10−3. Na
resolução dos sistemas lineares obtidos utilizamos o método Gauss-Seidel. Além disso, consi-
deramos ∆τ = 10−3 para que houvesse convergência do método numérico e a solução pudesse
ser obtida.

A variação dos módulos da velocidade, obtidos após o regime permanente ser atin-
gido, nas três simulações realizadas, podem ser observados nos campos de velocidades apre-
sentados nas Figuras 6.6(a)-(c). Nas figuras apresentadas podemos verificar a formação de uma
região na cor azul escuro próxima ao centro do domínio, na qual a velocidade é próxima ou
igual a zero. Ao redor desta, a velocidade atingida é maior que zero. Com a variação do nú-
mero de Reynolds utilizado há variação na localização da região. Após analisarmos o campo de
velocidades considerando a direção do escoamento por meio de vetores, conforme apresentado
nas Figuras 6.7(a)-(c), podemos observar que a região na cor azul escuro, próxima ao centro do
domínio, representa a formação de um vórtice primário3.

3Neste estudo estamos considerando o vórtice primário como sendo aquele que possui maiores dimensões,
formado próximo ao centro do domínio. Os demais vórtices formados são chamados de vórtices secundários.
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(a) Re = 100

(b) Re = 400

(c) Re = 1000

Figura 6.6: Campos de velocidades obtidos na resolução do problema da cavidade no regime
permanente
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(a) Re = 100

(b) Re = 400

(c) Re = 1000

Figura 6.7: Campos de velocidades, indicando o sentido do escoamento, obtidos na resolução
do problema da cavidade no regime permanente
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Além do vórtice primário, podemos observar a formação de outros dois vórtices
menores nas regiões inferiores, próximas às fronteiras esquerda e direita da cavidade. No pri-
meiro caso, onde Re = 100, há apenas um indício da formação destes vórtices secundários.
Para Re = 400 observamos uma melhor estruturação do vórtice do canto inferior direito e ape-
nas o início do vórtice identificado no canto esquerdo. Já no terceiro caso, onde Re = 1000, os
dois vórtices secundários estão mais definidos e há um indício da formação de outro vórtice no
canto superior esquerdo.

Referência Re = 100 Re = 400

Este trabalho (0.6109, 0.7335) (0.5699, 0.6033)

Bono et al. [5] (0.6157, 0.7373) (0.5613, 0.6123)

Ghia et al. [26] (0.6172, 0.7344) (0.5547, 0.6055)

Gupta e Kalita [31] (0.6125, 0.7375) (0.5500, 0.6125)

Hou et al. [35] (0.6196, 0.7373) (0.5608, 0.6078)

Marchi et al. [49] (0.6162, 0.7373) (0.5537, 0.6054)

Tabela 6.3: Comparações com resultados da literatura

A partir da captura dos vórtices em nosso trabalho, nosso interesse foi comparar as
coordenadas do centro dos vórtices primários obtidos nas simulações referentes à este problema
com outros trabalhos realizados. Na Tabela 6.3 apresentamos as coordenadas do centro do
vórtice primário obtido para os casos onde Re = 100 e Re = 400 em comparação com os
valores apresentados por outros pesquisadores – os dados obtidos por [26, 31, 35, 49] foram
obtidos a partir de [5]. Observe que nossos resultados estão em concordância com a literatura.

(a) Perfil obtido neste trabalho (b) Peril apresentado em [29]

Figura 6.8: Campos de velocidades, indicando o sentido do escoamento, para Re = 1000
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Para o estudo do caso onde Re = 1000 nosso objetivo foi apenas comparar grafica-
mente os resultados obtidos neste trabalho com os de [29], onde utilizamos os mesmos dados
de entrada desta literatura, visando uma análise qualitativa dos perfis obtidos por ambos. Na
Figuras 6.8(a) e 6.8(b) podemos observar que o padrão de escoamento é o mesmo em ambos os
trabalhos. As coordenadas do vórtice primário obtidas neste trabalho foram (0.5528, 0.5698).

6.3 ESCOAMENTO ENVOLVENDO PLACA DE ORIFÍCIO

As placas de orifício são as mais conhecidas tecnologias relacionadas à vazão. Elas
apresentam uma medição confiável e precisa para aplicações envolvendo líquidos, gases ou
vapor [48].

Figura 6.9: Variação da pressão de um fluido escoando em tubulação contendo placa de orifício
[47]

De acordo com Kempenich [38] quando há escoamento de fluido em um duto con-
tendo uma restrição, então ocorre um salto na pressão na região em torno da restrição. A partir
da Figura 6.9 podemos observar o que ocorre no escoamento em um duto envolvendo placa de
orifício. Ao ingressar na tubulação o fluido possui uma determinada pressão, mas ao aproximar-
se do orifício há um pequeno aumento seguido de uma queda brusca na pressão do mesmo. Na
sequência há um aumento gradual na pressão do fluido, atingindo um valor inferior ao obser-
vado na região anterior à placa de orifício [47].

Conhecendo esta informação, nosso objetivo foi verificar se nossa proposta neste
trabalho era capaz de captar esta variação na pressão durante o escoamento de um fluido em um
duto contendo uma placa de orifício.

Para o estudo do problema do escoamento em uma tubulação contendo a placa de
orifício consideramos a geometria com as dimensões apresentada na Figura 6.10. Estes dados
foram obtidos a partir da literatura [36].

Neste problema o fluido é injetado para o interior da geometria por meio da aresta
AD com uma velocidade de injeção prescrita dada por velI , perpendicular à aresta. A saída do
fluido ocorre através da aresta BC, e a uma distância de 1, 26 do segmento AD é instalada a
placa de orifício.
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Figura 6.10: Geometria e dimensões referente ao problema envolvendo placa de orifício

Como condições iniciais a velocidade e a pressão são tomadas nulas no interior do
domínio. As condições de contorno consideradas são do tipo CIPR na aresta AD, com velI já
citada anteriormente, CECO na aresta BC e CNEI nas fronteiras superior e inferior.

Para o estudo do problema em questão foram realizadas duas simulações. Na pri-
meira consideramos a malha apresentada na Figura 6.11, construída a partir das dimensões
citadas na Figura 6.10, contendo 49 linhas ξ e 13 η. Além disso, tomamos velI = 0.0025. No
segundo caso, consideramos um refinamento da primeira malha, contendo 65 ξ e 16 η, além de
uma velocidade 12% superior à considerada no caso anterior, ou seja, velI = 0.0028. De modo
análogo aos problemas anteriores, para a geração destas malhas foi estipulada a realização de,
no máximo, 1000 iterações, considerando um erro inferior a 10−4.

Figura 6.11: Malha considerada na primeira simulação referente ao problema envolvendo placa
de orifício

Para as simulações o tempo final assumido foi igual a 100, considerando a realização
de, no máximo, 106 iterações para a obtenção da solução, com um erro mínimo de 10−4. Além
disso, consideramos ∆τ = 3.10−3 na simulação envolvendo a malha 49x13 e ∆τ = 5.10−3 no
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caso da malha 65x16 para que houvesse convergência do método numérico e a solução pudesse
ser obtida.

(a) Malha com 49 linhas ξ e 13 η

(b) Malha com 65 linhas ξ e 16 η

Figura 6.12: Perfis obtidos para a pressão na resolução do problema envolvendo placa de orifício
no regime permanente

As Figuras 6.12(a) e 6.12(b) descrevem o campo de pressão obtido após o regime
permanente ser atingido para as malhas 49x13 e 65x16, respectivamente. Em ambos os casos
podemos observar que há uma queda na pressão do fluido ao aproximar-se da região onde está
localizado o orifício. A região com maior pressão encontra-se no início do duto, por onde
o fluido é injetado para o interior do domínio. Comparando as Figuras 6.12(a) e 6.12(b) é
possível verificar que com um aumento na velocidade e no refinamento da malha há uma grande
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alteração do valor da pressão, no primeiro caso estando em torno de 848 e no segundo, 1650.

(a) Malha com 49 linhas ξ e 13 η (b) Malha com 65 linhas ξ e 16 η

Figura 6.13: Gráfico relacionando o valor da pressão em função da coordenada espacial x

A variação da pressão pode ser melhor analisada a partir dos gráficos apresentados
nas Figuras 6.13(a) e 6.13(b). Para a construção do primeiro consideramos os valores da pressão
obtidos nos centros das células localizadas entre as linhas η = 7 e η = 8, representados no eixo
das ordenadas, em função de sua coordenada espacial x, descrita no eixo das abscissas. Analo-
gamente, no segundo caso, os valores da pressão referentes aos centros das células localizadas
entre as linhas η = 8 e η = 9 são apresentados no eixo das ordenadas também em função da
coordenada espacial x, descrita pelo eixo das abscissas – estas regiões foram selecionadas por
serem próximas do centro do domínio.

Note que em ambos há um decaimento da pressão, atingindo ponto de mínimo
em x = 1.3 para, em seguida, sofrer aumento e depois iniciar um decaimento novamente.
Esta região onde há essa maior variação da pressão corresponde ao local onde encontra-se o
orifício. Assim, podemos observar que o método proposto neste trabalho é capaz de captar
estas variações na pressão do fluido durante o escoamento, conforme verificado nos estudos
teóricos e experimentais.

Na sequência também fizemos uma análise do campo de velocidade obtido após o
regime permanente ser atingido. A variação dos módulos da velocidade podem ser observados
nos campos de velocidades apresentados nas Figuras 6.14(a) e 6.14(b). Em ambas as figuras
podemos verificar a formação de uma região na cor azul escuro nos cantos superior e inferior,
após o fluido atravessar a região contendo a placa de orifício. Neste local a velocidade é próxima
ou igual a zero, o que indica a formação de vórtices. Outro aspecto interessante a ser observado
é o fato de no centro da região contendo o orifício, em ambos os casos, existir um aumento e
depois uma redução progressiva na velocidade do fluido. Além disso, podemos verificar que na
malha mais refinada a aceleração ocorre por uma distância maior do que na malha com menor
refinamento.

O objetivo foi analisar a velocidade por meio de gráficos de modo análogo ao rea-
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(a) Malha com 49 linhas ξ e 13 η

(b) Malha com 65 linhas ξ e 16 η

Figura 6.14: Campos de velocidade obtidos na resolução do problema envolvendo placa de
orifício no regime permanente

lizado para a pressão. Assim, foram construídos os gráficos apresentados nas Figuras 6.15(a)
e 6.15(b). Na construção do primeiro consideramos os valores da componente u da velocidade
obtidos a partir das células localizadas entre as linhas η = 7 e η = 8, representados no eixo
das ordenadas, em função de sua coordenada espacial x, descrita no eixo das abscissas. Ana-
logamente, no segundo caso, os valores da componente u da velocidade referentes às células
localizadas entre as linhas η = 8 e η = 9 são apresentados no eixo das ordenadas também em
função da coordenada espacial x, descrita pelo eixo das abscissas.
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Em ambos os gráficos podemos observar um aumento na velocidade, atingindo
ponto de máximo em x = 1.29 seguido de um decaimento. Na sequência a velocidade torna-se
praticamente constante.

(a) Malha com 49 linhas ξ e 13 η (b) Malha com 65 linhas ξ e 16 η

Figura 6.15: Gráfico relacionando o valor da velocidade em função da coordenada espacial x

Observando novamente os gráficos apresentados nas Figuras 6.13(a) e 6.13(b) e
comparando-os com os gráficos contidos nas Figuras 6.15(a) e 6.15(b) é possível observar que
no local onde há um descrescimento seguido de um aumento na pressão também ocorre um
aumento e posteriormente um decréscimo na velocidade. Esse fenômeno é justificado pela
chamada equação de Bernoulli

p+ ρgy +
ρV 2

2
= constante

no caso incompressível – onde p é a pressão, ρ a massa específica, g a força gravitacional, y a
altura do duto e V a velocidade do fluido –, a qual afirma que se há um aumento na velocidade
de um fluido durante um escoamento horizontal ao longo de uma linha de fluxo então a pressão
do mesmo diminui e vice-versa [32]. Logo, podemos observar que o método também é capaz
de reproduzir este fenômeno, o que prova sua eficiência na simulação deste tipo de problema.

6.4 ATEROSCLEROSE

A aterosclerose é uma doença associada à acumulação de lipídios, carboidratos
complexos, componentes do sangue, células e outros elementos em artérias de grande e médio
calibre, sendo a principal causa de doenças cardíacas e acidentes vasculares cerebrais (AVCs)
[17]. Em geral, o desenvolvimento do problema tem início no acúmulo de colesterol do tipo
LDL nas paredes das artérias, o que pode ser maior ou menor dependendo da disponibilidade
desta substâncias no sangue [45]. O acúmulo dos compostos nas paredes de uma artéria causa
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um endurecimento na mesma por meio da formação de placas ateroscleróticas, o que pode gerar
estenose, ou seja, estreitamento no vaso sanguíneo, reduzindo o fluxo sanguíneo na artéria [24].

Nosso objetivo foi reproduzir um único caso de fluxo sanguíneo na região de uma
artéria de grande calibre contendo uma estenose tal que exista uma constrição na fronteira su-
perior e inferior, ambas com mesmas dimensões e localizadas em um mesmo ponto, conforme
apresentado pela Figura 6.16.

Figura 6.16: Dimensões da geometria considerada no problema referente à aterosclerose

Para o estudo consideramos um fluido com Re = 900. Ao fazermos esta conside-
ração é aceitável pela comunidade científica que podemos aproximar o sangue por um fluido
viscoso Newtoniano incompressível [40]. O fluido é injetado para o interior da geometria por
meio da aresta AD com uma velocidade de injeção prescrita dada por velI perpendicular à
aresta, e saída através de BC.

Figura 6.17: Malha considerada na resolução do problema referente à aterosclerose

Como condições iniciais a velocidade e a pressão são tomadas nulas. As condições



89

de contorno consideradas são do tipo CIPR na aresta AD, CECO na aresta BC e CNEI nas
fronteiras superior e inferior.

Para o estudo do problema em questão consideramos a malha apresentada na Fi-
gura 6.17, construída a partir das dimensões já citadas, contendo 129 linhas na direção ξ e 20
na direção η. Além disso, consideramos velI = 0.1467. De modo análogo aos problemas ante-
riores, para a geração destas malhas foi estipulada a realização de, no máximo, 1000 iterações,
considerando um erro inferior a 10−4

Para as simulações assumimos um tempo final igual a 50, considerando a realização
de, no máximo, 106 iterações para a obtenção da solução, com um erro mínimo de 10−3 e
∆τ = 5.10−3.

Figura 6.18: Campo de velocidades obtido a partir da simulação do problema referente à ate-
rosclerose

O campo de velocidade verificado após o regime permanente ser atingido pode ser
observado na Figura 6.18. A região próxima à estenose foi destacada na Figura 6.19.

Figura 6.19: Campo de velocidades com destaque para a região próxima à estenose

Note que há uma grande variação na velocidade do fluido ao longo do escoamento,
atingindo velocidade nula próximo às fronteiras superior e inferior, e no local onde há a estenose
a velocidade encontra-se próxima à 6,2026. Após a região contendo a estenose, próximo às
fronteiras superior e inferior, há regiões onde a velocidade aproxima-se de zero, indicando a
formação de vórtices.

Nas Figuras 6.20 e 6.21 podemos observar a variação das componentes u e v da
velocidade, respectivamente, ao longo da geometria considerada. Observe que a componente u
assume valor negativo próximo às fronteiras, o que indica que o fluido está escoando no sentido
contrário ao indicado por velI . Além disso, a componente v assume valor não nulo após a
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estenose. Estas duas informações indicam que o fluido, em determinada região, altera o sentido
do escoamento, ou seja, há a formação de vórtices próximos às fronteiras inferior e superior.

Figura 6.20: Campo de velocidades para a componente u

Figura 6.21: Campo de velocidades para a componente v

Ao compararmos os valores mínimos atingidos pelas componentes u e v da velo-
cidade nas Figuras 6.20 e 6.21 verificamos que na região superior os valores assumidos, em
módulo, são maiores que os da região inferior, o que demonstra que o vórtice formado na re-
gião superior é maior que o formado na região inferior, mesmo que as dimensões da constrição
em ambos os locais sejam iguais. Este fenômeno é também salientado no artigo [40] e pode ser
explicado pelo fato de que, considerando Re = 900 há um princípio de turbulência, e quando
há um aumento no valor de Reynolds há a formação desordenada de vórtices tanto na parte
superior quanto na inferior.

O estudo da formação desordenada e amplificada desses vórtices além das estenoses
é fundamental, pois os mesmos podem dificultar a continuidade do fluxo sanguíneo nas artérias
e assim, como captado nas simulações, pode-se agravar os problemas de saúde podendo levar
seus portadores à óbito.



Capítulo 7

CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento e aplicação de um método numérico
em coordenadas generalizadas para a simulação de escoamentos laminares, incompressíveis e
isotérmicos, no caso bidimensional. Para isto, foi necessário o estudo de determinados conceitos
e métodos numéricos necessários para a elaboração desta dissertação.

Conforme apresentado no capítulo 2, estudamos a modelagem numérica visando a
resolução de problemas físicos, com destaque para a geração de malhas. Assim, foi necessário
caracterizar o que é malha e quais são seus elementos. O estudo do sistema de coordenadas
generalizadas, sua importância na resolução de problemas físicos, principalmente no que diz
respeito à adequação da malha ao domínio físico dos problemas em questão, além das equações
e métricas consideradas na transformação entre este sistema e o de coordenadas cartesianas
também foi fundamental para a sequência do trabalho. Aliado a estes conceitos, também foi
necessário tratar sobre as equações de geração das malhas, juntamente com a interpolação poli-
nomial, mais especificamente o chamado spline cúbico parametrizado, utilizado na construção
do bordo.

A identificação das equações diferenciais parciais que governam os problemas estu-
dados, de acordo com o capítulo 3, fez parte da modelagem dos problemas que seriam tratados.
Inicialmente consideramos as equações de quantidade de movimento, também chamadas de
equações de Navier-Stokes, e a equação de conservação da massa, conhecida por equação da
continuidade, ambas no caso bidimensional, escritas no sistema de coordenadas cartesianas. No
entanto, como nosso objetivo era resolver problemas por meio do sistema de coordenadas gene-
ralizadas, foi realizada a transformação das equações para o sistema generalizado. Para melhor
compreensão das equações, relacionamos as componentes contravariantes do vetor velocidade
com as componentes cartesianas. Neste momento também apresentamos as condições iniciais
e os tipos de condições de contorno que seriam consideradas neste trabalho.

Para que fosse possível estabelecer o método numérico estudamos a discretização da
equação de Navier-Stokes, inicialmente no caso cartesiano para fins didáticos, visando melhor
compreensão dos procedimentos realizados, e, em seguida, no sistema de coordenadas generali-
zadas que era o objetivo. Esta opção foi feita para faciliar a compreensão da discretização neste
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último sistema. Em ambos os casos a discretização foi feita separadamente para cada um dos
termos das equações: temporal, convectivo, de pressão e difusivo. Aplicamos aproximações de
primeira ordem no termo temporal, upwind de primeira ordem FOU no convectivo e de segunda
ordem nos termos de pressão e difusivo.

O método numérico considerado, conforme apresentado no capítulo 5, é uma versão
simplificada para o método MAC, no caso onde não há superfícies livres. Também tratamos
sobre a formulação UV – com o objetivo de fazer o balanço de massa em todas as células do
domínio. Descrevemos o método MAC simplificado, com a dedução das expressões necessárias
e a obtenção da equação de evolução da pressão, que satisfaz a equação da continuidade.

Os resultados obtidos são apresentados no capítulo 6 e estão relacionados aos se-
guintes problemas: escoamento entre duas placas paralelas, escoamento em uma cavidade qua-
drada com parede superior em movimento, escoamento em um duto contendo placas de orifício
e aterosclerose, que corresponde ao escoamento em uma artéria contendo um estreitamento em
sua parede.

Assim como apresentado, os três primeiros problemas poderiam ser resolvidos por
meio de métodos baseados no sistema de coordenadas cartesianas, pois suas geometrias pode-
riam ser representadas adequadamente por meio deste sistema. No entanto, estes problemas
foram estudados para validação do método numérico elaborado, pois o sistema de coordenadas
cartesianas pode ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas generalizadas.
Desta forma, foi possível verificar a eficiência do método proposto, pois as soluções obtidas
com a aplicação do mesmo são boas aproximações para soluções analíticas – no caso do es-
coamento envolvendo placas paralelas –, quando comparadas às obtidas por outros métodos –
como é o caso do escoamento em uma cavidade – e também em relação à fundamentos teóri-
cos ou observações experimentais – quando consideramos o escoamento em duto com placa de
orifício.

Porém, no caso do quarto problema resolvido – o da aterosclerose – a geometria
considerada não pode ser ajustada adequadamente ao sistema de coordenadas cartesianas, o
que demonstra uma vantagem do método desenvolvido a partir do sistema de coordenadas ge-
neralizadas, pois ele pode ser aplicado na simulação de um conjunto maior de problemas do
que o cartesiano. Assim, apesar de serem necessários estudos relacionados à transformação de
coordenadas, o método proposto pode ser adaptado para diversos problemas, além da possibi-
lidade de ser estendido para casos tridimensionais [46], o que contribui para a elaboração de
outros métodos e para o próprio desenvolvimento da ciência da dinâmica dos fluidos.

Em nossas simulações foi possível obter resultados satisfatórios, quando compara-
dos a literatura, com o uso do esquema FOU. Mas ressaltamos que a medida em que procurá-
vamos aumentar o número de Reynolds em nossas simulações os resultados divergiam ou eram
inconsistentes com a física do problema. Sabemos que isto está fortemente relacionado a baixa
ordem de precisão do esquema uma vez que muitos pesquizadores já provaram a existência
deste fenômeno. Mas por outro lado lembramos também que a estratégia adotada na construção
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do algorítmo é eficiente, porque captou adequadamente o salto na pressão e velocidade quando
foi simulado o escoamento na placa de orifício. Localizou corretamente os vórtices na cavidade
e no problema da aterosclerose.

Como estamos motivados com o desenvolvimento deste trabalho, incluímos no
apêndice C a dedução matemática do esquema CUBISTA que é um esquema upwind – de
ordem maior que um – que inclui em sua fundamentação conceitos relacionados à variáveis
normalizadas (destacadas no apêndice B). Portanto como sugestão para trabalhos futuros reali-
zaremos a implementação do esquema CUBISTA para posterior comparação com os resultados
apresentados neste e em outros trabalhos.



Apêndice A

CONCEITOS BÁSICOS SOBRE
FLUIDOS

De acordo com Munson, Young e Okiishi [58], fluido é uma substância que se
deforma continuamente quando submetida à uma tensão de cisalhamento de qualquer valor,
sendo capaz de escoar e tal que seu volume se adequa ao formato do recipiente em que está
contido [27]. Os fluidos podem ser classificados como líquidos ou gases. Como um fluido é
composto por diversas moléculas e não é possível descrever seu comportamento por meio da
análise individual de cada uma delas, consideramos que o fluido é um meio contínuo [23].

A massa específica de um fluido, representada por ρ, é definida como a massa con-
tida em uma unidade de volume. A viscosidade do fluido é a propriedade que indica o seu
grau de resistência à tensão de cisalhamento. Essa viscosidade é devida, entre outros fatores, à
interação entre as moléculas do fluido em questão [58].

Um fluido pode ser classificado em Newtoniano ou não-Newtoniano. Quando um
elemento de fluido é submetido à um esforço tangencial ele sofre deformação à uma determi-
nada taxa. No caso em que as tensões tangenciais são diretamente proporcionais às respectivas
taxas de deformação então o fluido é considerado Newtoniano, e quando não existe essa pro-
porção o fluido é caracterizado como não-Newtoniano [27].

Quando estudamos fluidos em movimento nos interessamos, necessariamente, em

Figura A.1: Velocidade do fluido em um ponto C de um volume de controle dada a partir da
velocidade instantânea V de uma particula a
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descrever o campo de velocidades. Para este estudo podemos considerar a divisão do domínio
em regiões denominadas volumes de controle, que correspondem a um volume arbitrário do
espaço através do qual o fluido escoa. Dado um determinado ponto C em um volume de con-
trole, podemos definir a velocidade do fluido em C como sendo a velocidade instantânea V de
uma partícula a do fluido que, em um determinado momento, passa por C [23], o que pode ser
observado na Figura A.1.

O escoamento de fluidos pode ser classificado de diversas formas. Escoamentos nos
quais não há variação de temperatura no decorrer do tempo são denominados isotérmicos. Um
escoamento é dito laminar quando o movimento das partículas do fluido é dado em camadas
ou lâminas em uma trajetória reta e paralela - Figura A.2. Neste caso, macroscopicamente, não
se observa a mistura entre camadas de fluido adjacentes. O escoamento turbulento é àquele no
qual as partículas do fluido movem-se de modo confuso em todas as direções, sendo impossível
determinar o movimento de uma partícula individual [27].

Figura A.2: Esquema de um escoamento dito laminar [29]

Quando as variações da massa específica de um fluido são desprezíveis o escoa-
mento é chamado de incompressível, e quando não podemos desprezar essas variações o fluido
é denominado compressível. Ao estudarmos o escoamento de fluidos incompressíveis em du-
tos, a classificação em laminar ou turbulento é dada em função do número de Reynolds, um
parâmetro adimensional dado por

Re =
ρV d

µ

e que representa a razão das forças de inércia pelas de viscosidade [27], onde ρ é a massa espe-
cífica do fluido, V a velocidade média do escoamento, d o diâmetro do duto e µ a viscosidade
do fluido. O escoamento será dito laminar quando Re ≤ 2300 e para valores maiores, pode
tornar-se turbulento [23].



Apêndice B

FORMULAÇÃO DE VARIÁVEIS
NORMALIZADAS, CRITÉRIO CBC E
RESTRIÇÕES TVD

A formulação de variáveis normalizadas (NVF - Normalized Variable Formulation),
elaborada por Leonard [42], foi desenvolvida com o objetivo de se obter esquemas convectivos
com a capacidade de resolver gradientes elevados e manter a estabilidade nas soluções numéri-
cas [62].

Para a elaboração de um esquema upwind de alta ordem tendo como base a teoria de
variáveis normalizadas, o critério de limitação CBC (Convection Boundedness Criterion) e as
restrições TVD (Total Variation Diminishing), devemos considerar uma molécula computacio-
nal que envolva três pontos, a saber: D (Downstream), U (Upstream) e R (Remote-upstream),
definidos a partir da face f de um dado volume de controle. Estas posições dependem também
do sinal da velocidade Vf de uma variável convectada φ em f , representada por φf – ver Figura
B.1 –, em uma determinada direção [14].

Figura B.1: Representação dos pontos D, U e R em uma molécula computacional (Adaptada
de [14], p.16)

A variável φ, transformada em variável normalizada de Leonard [42], é dada por

φ̂ =
φ− φR
φD − φR

(B.1)

onde φD e φR são os valores não normalizados assumidos por φ em D e R, respectivamente
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[62]. Se considerarmos, por exemplo, a face f , teremos

φ̂f =
φf − φR
φD − φR

A partir de (B.1) podemos observar que φ̂R = 0 e φ̂D = 1. Além disso, se φ̂U = 0

então φU = φR e no caso em que φ̂U = 1 temos φU = φD.
Tendo como base essa normalização é possível obter uma relação funcional simples

entre o valor φ̂f na face de um volume de controle e o valor de φ no ponto U da seguinte forma

φ̂f = φ̂f (φ̂U) (B.2)

sendo esta responsável pela definição do esquema upwind de alta ordem desejado (LIMA,
2010).

Podemos visualizar o esquema upwind, definido a partir da relação funcional (B.2),
tendo como base a expressão (B.1), por meio de sua representação no diagrama de variáveis
normalizadas (NVD - Normalized Variable Diagram), proposto por Leonard [42]. A relação
funcional é apresentada no plano φ̂f ⊥ φ̂U . Por exemplo, podemos representar os esquemas
FOU [11] e QUICK [41], definidos, em variáveis normalizadas, da seguinte forma

FOU: φ̂f = φ̂U

QUICK: φ̂f = 0.75φ̂U + 0.375

por meio do diagrama apresentado na Figura B.2.

Figura B.2: Representação dos esquemas FOU (em verde) e QUICK (em vermelho) (Adaptada
de [8], p.17)

Após estudos e a realização de experimentos numéricos ([42, 43, 44, 72]), Leonard
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introduziu quatro condições para que a relação (B.2) defina um esquema upwind, no contexto
NVF, não-linear, livre de oscilações e difusão numéricas, sendo possível atingir até a terceira
ordem de precisão. Essas condições sobre o funcional dado em (B.2), definidas no intervalo
0 ≤ φ̂U ≤ 1, são dadas por [14]

(a) a relação funcional deve estar definida na origem O = (0, 0);

(b) a relação funcional deve estar definida em P = (1, 1);

(c) o esquema, dado por (B.2), deve estar definido em Q = (0.5, 0.75) para que possa atingir
segunda ordem de precisão;

(d) o esquema, definido por (B.2), deve ter inclinação 0.75 em Q = (0.5, 0.75) para que
possa atingir terceira ordem de precisão.

As condições (a) e (b) são necessárias, enquanto que (c) e (d) são necessárias e suficientes.
A recomendação de Leonard é que para φ̂U /∈ [0, 1] os esquemas devem ser cons-

truídos de tal forma que coincidam com o esquema FOU. E para evitar os problemas de conver-
gência em malhas grosseiras Lin e Cheng [44] aconselham que a relação funcional (B.2) seja
continuamente diferenciável em todo o domínio de φ̂U .

Figura B.3: Região determinada pelo critério CBC (Adaptada de [14], p.19)

As oscilações que não são originadas da física do problema e que influenciam a
solução deste podem ser evitadas se o valor de φU e, consequentemente, de φf forem limitados
pelos valores assumidos nos pontos adjacentes a eles, respeitando o critério CBC (Convection

Boundedness Criterion), proposto por Gaskell e Lau [25]. Segundo este critério, para que o
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esquema definido por (B.2) – que corresponde a uma função contínua ou contínua por partes –
seja limitado, devemos ter [62]

φ̂f ∈ [φ̂U , 1] se φ̂U ∈ [0, 1]

φ̂f = 0 se φ̂U = 0

φ̂f = 1 se φ̂U = 1

φ̂f = φ̂U se φ̂U /∈ [0, 1]

A região determinada pelo critério CBC pode ser observada na Figura B.3 [14]. O
esquema será limitado se a representação da relação funcional que o define estiver inteiramente
contida nessa região.

Como o critério CBC trata o problema de estabilidade de forma adequada, mas
não garante a convergência da solução numérica, é necessário considerar também as restrições
TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [33] para que sejam geradas soluções numéricas
convergentes e fisicamente aceitáveis [62]

As restrições TVD, no contexto de variáveis normalizadas, definidas a partir dos
conceitos introduzidos por Harten [33], são dadas por [62]{

φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1 φ̂U ∈ [0, 1]

φ̂f = φ̂U φ̂f /∈ [0, 1]

Figura B.4: Região determinada pelas restrições TVD (Adaptada de [14], p.21)

Assim, podemos expressar a região TVD conforme diagrama apresentado na Figura B.4 [14].
De acordo com Sweby (1884), o esquema definido por (B.2) será TVD se, e somente

se, sua representação estiver inteiramente contida na região TVD, representada pela região ha-
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churada da Figura B.4 juntamente com a reta φ̂f = φ̂U [14].
Após a determinação do esquema upwind, definido a partir das condições de Leo-

nard, no critério CBC e na restrição TVD, é preciso determinar o limitador de fluxo que carac-
teriza o esquema obtido.

A partir dos conceitos apresentados por Harten [33], Sweby [67] definiu o seguinte
conjunto de limitações para o comportamento das funções limitadoras de fluxo{

ψ(r) = 0, r ≤ 0

0 ≤ ψ(r) ≤ min{2, 2r}, r > 0

onde ψ(r) é o limitador de fluxo, que indica o nível de antidifusividade, e r a razão entre dois
gradientes consecutivos [14].

Figura B.5: Representação da região TVD no plano ψ ⊥ r (Adaptada de [8], p.21)

Podemos definir a região TVD no plano ψ ⊥ r, conforme Figura B.5. De acordo
com Sweby [67], o esquema será TVD se o limitador de fluxo ψ(r) estiver contido nessa região.



Apêndice C

ESQUEMA UPWIND CUBISTA

Para o estudo do esquema CUBISTA, proposto por Alves, Oliveira e Pinho [1],
precisamos considerar a formulação de variáveis normalizadas (NVF - Normalized Variable

Formulation), o critério CBC e as restrições TVD, apresentados no apêndice B.
A partir destes conceitos, o esquema CUBISTA foi construído no NVF pela união

dos segmentos de reta [1]

(i) na zona suave (onde φ̂U ≈ 0.5) considera-se o esquema QUICK onde φ̂f = 0.75φ̂U +

0.375;

(ii) na região de ligação com a origem, na qual φ̂f = 0 e φ̂U = 0, segue-se a restrição TVD,
com φ̂f = 1.75φ̂U ;

(iii) na região de ligação com o ponto φ̂f = 1 e φ̂U = 1 segue-se a restrição TVD, onde
φ̂f = 0.25φ̂U + 0.75;

(iv) para φ̂U < 0 ou φ̂U > 1 segue-se o esquema FOU, ou seja, φ̂f = φ̂U .

Portanto, o esquema CUBISTA pode ser apresentado da seguinte forma

φ̂f =


7
4
φ̂U , 0 < φ̂U <

3
8

3
4
φ̂U + 3

8
, 3

8
≤ φ̂U ≤ 3

4
1
4
φ̂U + 3

4
, 3

4
< φ̂U < 1

φ̂U , φ̂U ≤ 0 ou φ̂U ≥ 1

Substituindo a formulação para variáveis normalizadas na definição do esquema CUBISTA,
obtemos a definição deste esquema para variáveis não normalizadas da seguinte forma

φf =


7
4
φ̂U(φD − φR) + φR, 0 < φ̂U <

3
8

3
4
φ̂U(φD − φR) + 3

8
φD + 5

8
φR,

3
8
≤ φ̂U ≤ 3

4
1
4
φ̂U(φD − φR) + 3

4
φD + 1

4
φR,

3
4
< φ̂U < 1

φU , φ̂U ≤ 0 ou φ̂U ≥ 1
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Figura C.1: Representação do esquema CUBISTA, no diagrama de variáveis normalizadas,
contido na região TVD

Podemos observar, a partir da Figura C.1, que a representação do esquema CUBISTA está
contida na região TVD, como queríamos.

O limitador de fluxo para o esquema CUBISTA é dado por [62]

ψ(r) = max{0,min[1.5r, 0.75 + 0.25r, 1.5]}

Figura C.2: Representação do limitador de fluxo do esquema CUBISTA e da região TVD no
plano ψ ⊥ r
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A representação do limitador, em relação à região TVD, é dado conforme a Figura C.2. A partir
desta podemos observar que este esquema é TVD, pois a representação do seu limitador de
fluxo está inteiramente contida na região TVD no plano ψ ⊥ r.

A partir desta definição, podemos aplicar o esquema CUBISTA na aproximação dos
termos convectivos das equações (4.9) e (4.10).

Considere as expressões (4.13) e (4.14), que correspondem aos termos convectivos
das equações (4.9) e (4.10), respectivamente.

Figura C.3: Discretização do termo convectivo C (u) na face e

Temos que a discretização de C (u) na face e da célula centrada no ponto cardinal
P , de acordo com a Figura C.3, em um nível de tempo k, utilizando diferenças centrais, é

C (u)|ke ≈ U |kEu|kE − U |kEu|kE + V |kneu|kne − V |kseu|kse (C.1)

conforme observado anteriormente.
As velocidades de convecção U |kE , U |kP , V |kne e V |kse são dadas por (4.15) e (4.16).
O próximo objetivo é aplicar o esquema CUBISTA na aproximação de u|kE , u|kP ,

u|kne e u|kse, que são as propriedades a serem transportadas e que são destacadas em (C.1). Para
a aplicação deste esquema nos termos em questão iremos considerar um recorte da malha apre-
sentada na Figura C.3 na direção ξ – para os termos u|kE e u|kP – e na direção η – para u|kne e
u|kse – tendo como base a célula hachurada de centro P . A partir deste, destacamos os pontos
da malha, que são apresentados na cor preta, relacionando-os com os respectivos pontos consi-
derados na formulação para variáveis normalizadas, apresentados na cor azul, necessários para
aplicação do esquema CUBISTA.

Tomando como base a Figura C.4(a), quando tivermos U |kE ≥ 0, a aproximação
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(a) Para U |kE ≥ 0

(b) Para U |kE < 0

Figura C.4: Pontos da malha utilizados para a aproximação de u|kE por meio do esquema CU-
BISTA

para o termo u|kE será dada conforme segue

u|kE =


7
4
û|ke(u|keee − u|kw) + u|kw, 0 < û|ke < 3

8
3
4
û|ke(u|keee − u|kw) + 3

8
u|keee + 5

8
u|kw, 3

8
≤ û|ke ≤ 3

4
1
4
û|ke(u|keee − u|kw) + 3

4
u|keee + 1

4
u|kw, 3

4
< û|ke < 1

u|ke , û|ke ≤ 0 ou û|ke ≥ 1

mas quando U |kE < 0, de acordo com a Figura C.4(b), temos a seguinte aproximação

u|kE =


7
4
û|keee(u|ke − u|keeeee) + u|keeeee, 0 < û|keee < 3

8
3
4
û|keee(u|ke − u|keeeee) + 3

8
u|ke + 5

8
u|keeeee, 3

8
≤ û|keee ≤ 3

4
1
4
û|keee(u|ke − u|keeeee) + 3

4
u|ke + 1

4
u|keeeee, 3

4
< û|keee < 1

u|keee, û|keee ≤ 0 ou û|keee ≥ 1

No caso do termo u|kP , conforme apresentado na Figura C.5(a), se U |kP ≥ 0, sua
aproximação é

u|kP =


7
4
û|kw(u|ke − u|kwww) + u|kwww, 0 < û|kw < 3

8
3
4
û|kw(u|ke − u|kwww) + 3

8
u|ke + 5

8
u|kwww, 3

8
≤ û|kw ≤ 3

4
1
4
û|kw(u|ke − u|kwww) + 3

4
u|ke + 1

4
u|kwww, 3

4
< û|kw < 1

u|kw, û|kw ≤ 0 ou û|kw ≥ 1
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(a) Para U |kP ≥ 0

(b) Para U |kP < 0

Figura C.5: Pontos da malha utilizados para a aproximação de u|kP por meio do esquema CU-
BISTA

mas quando U |kP < 0, com base na Figura C.5(b),

u|kP =


7
4
û|ke(u|kw − u|keee) + u|keee, 0 < û|ke < 3

8
3
4
û|ke(u|kw − u|keee) + 3

8
u|kw + 5

8
u|keee, 3

8
≤ û|ke ≤ 3

4
1
4
û|ke(u|kw − u|keee) + 3

4
u|kw + 1

4
u|keee, 3

4
< û|ke < 1

u|ke , û|ke ≤ 0 ou û|e ≥ 1

Se V |kne ≥ 0 a aproximação para o termo u|kne, tendo como base a Figura C.6(a), é
dada por

u|kne =


7
4
û|ke(u|knne − u|ksse) + u|ksse, 0 < û|ke < 3

8
3
4
û|ke(u|knne − u|ksse) + 3

8
u|knne + 5

8
u|ksse, 3

8
≤ û|ke ≤ 3

4
1
4
û|ke(u|knne − u|ksse) + 3

4
u|knne + 1

4
u|ksse, 3

4
< û|ke < 1

u|ke , û|ke ≤ 0 ou û|ke ≥ 1

e se V |kne < 0, conforme Figura C.6(b),

u|kne =


7
4
û|knne(u|ke − u|knnnne) + u|knnnne, 0 < û|knne < 3

8
3
4
û|knne(u|ke − u|knnnne) + 3

8
u|ke + 5

8
u|knnnne, 3

8
≤ û|knne ≤ 3

4
1
4
û|knne(u|ke − u|knnnne) + 3

4
u|ke + 1

4
u|knnnne, 3

4
< û|knne < 1

u|knne, û|knne ≤ 0 ou û|knne ≥ 1
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(a) Para V |kne ≥ 0 (b) Para V |kne < 0

Figura C.6: Pontos da malha utilizados para a aproximação de u|kne por meio do esquema CU-
BISTA

Quando V |kse ≥ 0 a aproximação do termo u|kse, considerando a Figura C.7(a), é
dada por

u|kse =


7
4
û|ksse(u|ke − u|ksssse) + u|ksssse, 0 < û|ksse < 3

8
3
4
û|ksse(u|ke − u|ksssse) + 3

8
u|ke + 5

8
u|ksssse, 3

8
≤ û|ksse ≤ 3

4
1
4
û|ksse(u|ke − u|ksssse) + 3

4
u|ke + 1

4
u|ksssse, 3

4
< û|ksse < 1

u|ksse, û|ksse ≤ 0 ou û|ksse ≥ 1

e no caso em que V |kse < 0, conforme Figura C.7(b), temos

u|kse =


7
4
û|ke(u|ksse − u|knne) + u|knne, 0 < û|ke < 3

8
3
4
û|ke(u|ksse − u|knne) + 3

8
u|ksse + 5

8
u|knne, 3

8
≤ û|ke ≤ 3

4
1
4
û|ke(u|ksse − u|knne) + 3

4
u|ksse + 1

4
u|knne, 3

4
< û|ke < 1

u|ke , û|ke ≤ 0 ou û|ke ≥ 1

Agora, considerando a expressão (4.14), a discretização de C (v), por diferenças
finitas, na face n da célula centrada no ponto P , no nível de tempo k, é

C (v)|kn ≈ U |knev|kne − U |knwv|knw + V |kNv|kN − V |kPv|kP
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(a) Para V |kse ≥ 0 (b) Para V |kse < 0

Figura C.7: Pontos da malha utilizados para a aproximação de u|kse por meio do esquema CU-
BISTA

As velocidades de convecção U |kne, U |knw, V |kN e V |kP são calculadas por meio de
(4.17). As aproximações para v|kne, v|knw, v|kN e v|kP são obtidas a partir da definição do esquema
CUBISTA para variáveis não normalizadas.

Se U |kne ≥ 0 o termo v|kne pode ser aproximado da seguinte forma

v|kne =


7
4
v̂|kn(v|knee − v|knww) + v|knww, 0 < v̂|kn < 3

8
3
4
v̂|kn(v|knee − v|knww) + 3

8
v|knee + 5

8
v|knww, 3

8
≤ v̂|kn ≤ 3

4
1
4
v̂|kn(v|knee − v|knww) + 3

4
v|knee + 1

4
v|knww, 3

4
< v̂|kn < 1

v|kn, v̂|kn ≤ 0 ou v̂|kn ≥ 1

mas no caso em que U |kne < 0 temos

vkne =


7
4
v̂|knee(v|kn − v|kneeee) + v|kneeee, 0 < v̂|knee < 3

8
3
4
v̂|knee(v|kn − v|kneeee) + 3

8
v|kn + 5

8
v|kneeee, 3

8
≤ v̂|knee ≤ 3

4
1
4
v̂|knee(v|kn − v|kneeee) + 3

4
v|kn + 1

4
v|kneeee, 3

4
< v̂|knee < 1

v|knee, v̂|knee ≤ 0 ou v̂|knee ≥ 1
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A aproximação do termo v|knw, quando U |knw ≥ 0, é dada por

v|knw =


7
4
v̂|knww(v|kn − v|knwwww) + v|knwwww, 0 < v̂|knww < 3

8
3
4
v̂|knww(v|kn − v|knwwww) + 3

8
v|kn + 5

8
v|knwwww, 3

8
≤ v̂|knww ≤ 3

4
1
4
v̂|knww(v|kn − v|knwwww) + 3

4
v|kn + 1

4
v|knwwww, 3

4
< v̂|knww < 1

v|knww, v̂|knww ≤ 0 ou v̂|knww ≥ 1

mas se U |knw < 0,

v|knw =


7
4
v̂|kn(v|knww − v|knee) + v|knee, 0 < v̂|kn < 3

8
3
4
v̂|kn(v|knww − v|knee) + 3

8
v|knww + 5

8
v|knee, 3

8
≤ v̂|kn ≤ 3

4
1
4
v̂|kn(v|knww − v|knee) + 3

4
v|knww + 1

4
v|knee, 3

4
< v̂|kn < 1

v|kn, v̂|kn ≤ 0 ou v̂|kn ≥ 1

Quando V |kN ≥ 0 podemos calcular v|kN a partir da seguinte expressão

v|kN =


7
4
v̂|kn(v|knnn − v|ks) + v|ks , 0 < v̂|kn < 3

8
3
4
v̂|kn(v|knnn − v|ks) + 3

8
v|knnn + 5

8
v|ks , 3

8
≤ v̂|kn ≤ 3

4
1
4
v̂|kn(v|knnn − v|ks) + 3

4
v|knnn + 1

4
v|ks , 3

4
< v̂|kn < 1

v|kn, v̂|kn ≤ 0 ou v̂|kn ≥ 1

mas quando V |kN < 0, v|kN é aproximado por

v|kN =


7
4
v̂|knnn(v|kn − v|knnnnn) + v|knnnnn, 0 < v̂|knnn < 3

8
3
4
v̂|knnn(v|kn − v|knnnnn) + 3

8
v|kn + 5

8
v|knnnnn, 3

8
≤ v̂|knnn ≤ 3

4
1
4
v̂|knnn(v|kn − v|knnnnn) + 3

4
v|kn + 1

4
v|knnnnn, 3

4
< v̂|knnn < 1

v|knnn, v̂|knnn ≤ 0 ou v̂|knnn ≥ 1

Por fim, quando V |kP ≥ 0 temos

v|kP =


7
4
v̂|ks(v|kn − v|ksss) + v|ksss, 0 < v̂|ks < 3

8
3
4
v̂|ks(v|kn − v|ksss) + 3

8
v|kn + 5

8
v|ksss, 3

8
≤ v̂|ks ≤ 3

4
1
4
v̂|ks(v|kn − v|ksss) + 3

4
v|kn + 1

4
v|ksss, 3

4
< v̂|ks < 1

v|ks , v̂|ks ≤ 0 ou v̂|ks ≥ 1

mas se V
k

P < 0,

v|kP =


7
4
v̂|kn(v|ks − v|knnn) + v|knnn, 0 < v̂|kn < 3

8
3
4
v̂|kn(v|ks − v|knnn) + 3

8
v|ks + 5

8
v|knnn, 3

8
≤ v̂|kn ≤ 3

4
1
4
v̂|kn(v|ks − v|knnn) + 3

4
v|ks + 1

4
v|knnn, 3

4
< v̂|kn < 1

v|kn, v̂|kn ≤ 0 ou v̂|kn ≥ 1
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