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BARBA, Alessandra Negrini Dalla. Estudo e implementagdo de esquema upwind na resolucdo
de um modelo de dinamica dos fluidos computacional em coordenadas generalizadas. 2015.
114. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Esta-
dual de Londrina, Londrina, 2015.

RESUMO

Desde a Antiguidade a humanidade sempre teve interesse em estudar o comportamento dos
fluidos, mas foi a partir do século XVIII, com os estudos desenvolvidos por Leonhard Euler,
Claude Navier, Simeon Poisson e George Stokes, € que as expressdes matemdticas que regem
o movimento de fluidos foram deduzidas, sendo resolvidas de forma mais expressiva a partir
do desenvolvimento da computagdo cientifica, com o advento da drea chamada de Dindmica
dos Fluidos Computacional. No presente trabalho nosso objetivo é estudar o escoamento de
fluidos incompressiveis, sem superficie livre, utilizando o sistema de coordenadas generaliza-
das. Assim, abordaremos a geracdo de malhas e a representacao das equacdes de Navier-Stokes
e da continuidade neste sistema de coordenadas. Discretizaremos as equagdes da quantidade
de movimento por meio do método de diferencas finitas e aplicaremos um esquema upwind
para aproximac¢do dos termos convectivos. Dentre varios esquemas existentes, trabalharemos
com o de primeira ordem FOU (First Order Upwind). Por fim, seréd estabelecido um método
numérico — uma versao simplificada do método MAC (Marker and cell) — com o objetivo de
resolver problemas de escoamentos incompressiveis, comparando os resultados obtidos com os
apresentados na literatura.

Palavras-chave: Navier-Stokes. Upwind. Sistema de Coordenadas Generalizadas. Escoa-
mento Incompressivel. Mecanica dos Fluidos.



BARBA, Alessandra Negrini Dalla. Study and implementation of upwind scheme in solving
a model of computational fluid dynamics in generalized coordinates. 2015. 114. Dissertacao
(Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2015.

ABSTRACT

Since ancient times the humanity has always been interested in studying the behavior of fluids,
but it was from the eighteenth century, with studies developed by Leonhard Euler, Claude Na-
vier, Simeon Poisson and George Stokes, that the mathematical equations of the fluid dynamics
were deduced, being resolved more significantly from the development of scientific computing,
with the advent of the area called Computational Fluid Dynamics. In this work our objective
is to study the incompressible fluids flow, without free surface, using the curvilinear coordinate
system. Therefore, we’ll discuss the grid generation in this type of coordinate system and the
representation of the Navier-Stokes and continuity equations in this system. The discretization
of the momentum equations will be made by the finite difference method and apply a scheme
upwind to approximation of the convective terms. Among these schemes, we will work with the
first order scheme FOU (First Order Upwind). Finally, a numerical method will be established
- a simplified version of MAC (Marker and cell) method - in order to solve specific problems of
incompressible flows, comparing the results with those presented in the literature.

Keywords: Navier-Stokes. Upwind. Curvilinear Coordinate System. Incompressible Flow.
Fluid Mechanics.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

O homem, desde a Antiguidade, interessou-se pelo comportamento dos fluidos. As
antigas civilizagdes, por meio de tentativa e erro, buscavam o desenvolvimento de sistemas de
distribuicdo de dgua, a construcdo de barcos e navios, a elaborac@o de dispositivos para serem
usados nas guerras, entre outros. Neste periodo, ndo existia uma grande preocupagdo com o
estudo e a aplicacdo de conceitos matematicos ou da mecanica na elaboracdo destes projetos,
somente a partir da civilizacdo Grega antiga e do Império Romano € que houve interesse em
estudar a mecanica dos fluidos como uma ciéncia, visando o desenvolvimento das civiliza¢des
[58].

Com o Renascimento, ocorrido por volta do século XV, comegou-se a fundamentar a
ciéncia da mecanica dos fluidos. Entre os séculos XVI e XVIII muitos cientistas desenvolveram
estudos que contribuiram para a estruturacao desta drea de conhecimento como ciéncia. Dentre
estes podemos citar Leonardo da Vinci (1452-1519), Galileu Galilei (1564-1642), [saac Newton
(1642-1727) e Daniel Bernoulli (1700-1782).

A partir do século XVIII as equagdes que regem o movimento de fluidos come-
caram a ser deduzidas. A formula¢io matemdtica para o escoamento de fluidos inviscidos!
foi atribuida a Leonard Euler (1707-1783) e as expressoes deduzidas por ele foram chamadas
de equacdes de Euler. Os estudos de Claude Navier (1785-1836) e Simeon Poisson (1781-
1840), cujos objetivos eram incluir o efeito da viscosidade nas equacdes de Euler e analisar
as forcas intermoleculares em um escoamento de fluido, no século XIX, impulsionaram o de-
senvolvimento de representacdes matemdticas para o escoamento de fluidos. George Stokes
(1819-1903) avaliou de forma macroscépica o movimento do fluido, inserindo os conceitos de
tensdo de cisalhamento? e pressdo termodinimica. Desta forma, obteve a equagio vetorial que
descreve a conservacdo da quantidade de movimento e que origina as chamadas equagdes de
Navier-Stokes [6].

Dependendo das caracteristicas do escoamento e do fluido estudados, as equagdes

de Navier-Stokes sdo apresentadas de diferentes formas. Podemos utiliza-las, por exemplo, na

IFluidos com viscosidades teoricamente iguais a zero [56].
2A tensdo de cisalhamento (forca por unidade de drea) surge quando uma forca atua de modo tangencial a uma
superficie [58].
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descricao de escoamentos laminares ou turbulentos de fluidos compressiveis ou incompressi-
veis, sendo necessdrios alguns ajustes de acordo com o tipo de fenomeno estudado. Porém,
independente de quais as caracteristicas consideradas, o fluido, que é definido como uma subs-
tancia que pode ser deformada continuamente quando submetida a uma tensao de cisalhamento
de qualquer valor [58], sempre serd considerado macroscopicamente como um continuo, no
qual podem ser desprezados a estrutura discreta da matéria e os movimentos das moléculas
[10].

As equacdes de Navier-Stokes sdo classificadas como equacdes diferenciais parci-
ais (EDPs) nao lineares. Pelo fato da teoria matematica relativa a esta drea nao estar suficien-
temente desenvolvida, ndo € possivel encontrar solu¢des analiticas para estas equacdes quando
consideramos regides arbitrarias e condi¢cdes de fronteira genéricas [22]. No entanto, em alguns
casos, quando consideramos versdes simplificadas para estas equacdes, com condi¢des iniciais
e de contorno especificas, podemos encontrar solucdes analiticas. Podemos citar, por exemplo,
a equacao de Burgers 1D adimensional — uma simplificacdo das equagdes de Navier-Stokes —,
a qual possui solug@o analitica obtida por meio da aplicacdo da transformacdo de Hopf-Cole
[53] e também em alguns casos a partir das condi¢des iniciais e de contorno consideradas [4].
Além desta, outros problemas envolvendo equagdes de Navier-Stokes que possuem solucdes
analiticas podem ser encontrados em [39, 58, 66].

Nos casos em que nao era possivel encontrar solu¢des analiticas para as equacdes de
Navier-Stokes, os cientistas utilizavam-se de experimentos para simular o fendmeno estudado.
Porém, como néo era possivel reproduzir o fendmeno com exatidao nos laboratérios, nem re-
alizar medi¢des em todos os pontos da regido onde o fendmeno estudado ocorre naturalmente,
por limitagdes relativas a equipamentos, custo e tempo, geralmente os resultados experimentais
também nao eram satisfatorios [6].

A partir da década de 1940, com o desenvolvimento dos computadores digitais,
comecou-se a estudar a obten¢do de solucdo numérica para as equacdes de Navier-Stokes a
partir de técnicas computacionais. A Dindmica dos Fluidos Computacional® (DFC), parte inte-
grante da computacao cientifica, surgiu para complementar os estudos tedricos e experimentais
relacionados a dindmica dos fluidos [62]. Sua fun¢do é estudar métodos computacionais que
podem ser utilizados na simulagcdo de fendmenos que envolvem fluidos em movimento, consi-
derando ou ndo as trocas de calor, além de auxiliar no estudo de fendmenos que ndo poderiam
ser reproduzidos adequadamente em laboratérios e na reduciao da quantidade de experimentos
a serem realizados, quando estes fazem parte do estudo [22].

Para que uma solu¢do numérica de um problema fisico possa ser obtida € necessa-
rio, inicialmente, a criacdo de um modelo matematico que represente a situacao estudada. Além
disso, as equacdes e o dominio fisico do problema em questdo devem ser expressos adequada-
mente. De acordo com Maliska [46], o modelo deve ser construido de tal forma que possa ser

resolvido em um tempo computacional adequado e que os resultados obtidos representem o

SEm inglés, Computational Fluids Dynamics (CFD)
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fendmeno fisico adequadamente.

Ao trabalharmos com métodos numéricos devemos discretizar o dominio fisico,
pois tais métodos ndo permitem que encontremos uma solucao para todos os pontos do mesmo,
mas apenas para alguns pontos discretos. Ao conjunto dos pontos utilizados na discretiza¢ao do
dominio damos o nome de malha [22], cuja unidade fundamental € a célula, limitada por faces
e contendo vértices chamados de nds, representando os pontos considerados na discretizagdo
do dominio fisico [50]. O estudo do processo de escolha dos pontos discretos é fundamental,
sendo realizado na subdrea da DFC denominada geragao de malhas.

As malhas podem ser classificadas como uniformes ou nio uniformes, de acordo
com o espacamento entre os pontos, € também em estruturada ou ndo estruturada, em func¢do
da distribuicao espacial dos mesmos. Em alguns casos a malha coincide com a fronteira do
dominio fisico, mas, geralmente, para que isso ocorra, é necessdrio trabalhar com o sistema de
coordenadas generalizadas ou elementos finitos, porque a maioria dos problemas fisicos sao re-
presentados por meio de geometrias irregulares. Porém, independentemente das caracteristicas
da malha, esta deve representar adequadamente o dominio para que a solu¢ao encontrada possa
estar de acordo com o fendmeno estudado [22].

O sistema de coordenadas generalizadas comegou a ser empregado por volta de
1970, principalmente pelos pesquisadores do método de diferencas finitas, mas foi a partir
dos trabalhos desenvolvidos por Thompson e seus colaboradores [68, 69, 70] que este sistema
difundiu-se, pois os trabalhos pioneiros na édrea [2, 3, 28] ndo tiveram uma repercusdo sufici-
ente entre os cientistas. Este sistema foi desenvolvido visando a representacao de geometrias
complexas, nestes casos o sistema de coordenadas cartesianas ndo representa a fronteira adequa-
damente, pois o dominio fisico ndo coincide com o dominio da malha [71]. Além de descrever
o dominio, as equacdes governantes também podem ser representadas neste mesmo sistema, o
que € fundamental para a resolu¢do numérica dos problemas.

Para que seja possivel encontrar solu¢do numérica para uma equacdo diferencial,
€ necessdrio discretizd-la por meio de uma metodologia matemdtica que possa ser operaciona-
lizada pelos computadores. Existem alguns métodos utilizados com este fim, dentre os quais
podemos citar volumes finitos, elementos finitos, SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics),
diferencas finitas e outros.

O método dos volumes finitos foi desenvolvido com a finalidade de tratar numerica-
mente os termos ndo-lineares das EDPs em geometrias coincidentes com a fronteira do dominio
fisico do problema, com a possibilidade de utilizar malhas mais grossas na andlise dos resulta-
dos, o que ndo € possivel quando consideramos outros métodos [50].

Um método que permite aproximagdes com precisdo aceitavel € o de elementos fini-
tos, cujas ideias principais sdo a transformacdo da formulacdo diferencial para uma formulagdo
variacional ou fraca [64] e a divisdo do dominio fisico em um conjunto de pequenas regioes,
chamadas elementos finitos, o que permite converté-lo em um dominio discreto [30]. Para a

resolu¢cdo de um problema utilizando este método € necessdria a constru¢cdo de matrizes dos
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elementos utilizados na discretizagdo do dominio e a geracao de sistemas, geralmente esparsos,
de equagdes algébricas lineares e, a partir desse processo, € obtida a solugdo algébrica/numérica
do sistema resultante [60].

O método SPH foi desenvolvido visando a modelagem da interacao entre fluidos
diferentes. Sao utilizadas particulas na representacio de detalhes do fluido de tal forma que as
regides podem ser refinadas ou compactadas de acordo com a quantidade de particulas utilizadas
para representacdo do fluido. Este método baseia-se na aproximacgdo local de funcdes, e €
origindrio de dois tipos de aproximacdo: da funcao nicleo e de particulas [62].

Por fim, a aproximacdo por diferengas finitas, que € utilizada no desenvolvimento
deste trabalho, tem sido amplamente utilizada no estudo de fluidos, principalmente no que se
refere ao controle das nao-linearidades de modelos e acoplamento das equacgdes que sdo resolvi-
das separadamente [59]. De acordo com Fortuna [22], este tipo de aproximac¢do pode ser obtida
de diversas formas, sendo as mais utilizadas a interpolagcdo polinomial e a expansdo em série
de Taylor, sendo esta ultima considerada no decorrer deste estudo. No entanto, por ser uma
aproximacao, as equagdes obtidas por meio deste processo, as chamadas equacdes de diferen-
cas finitas, estdo sujeitas a erros, dentre os quais podemos citar aqueles intrinsecos ao processo
de discretizacao, os de arredondamento nos cdlculos feitos pelos computadores e os relativos a
aproximacao numérica das condicdes auxiliares.

Quando EDPs sdo consideradas na formulacdo do modelo matemaético de um pro-
blema especifico, € relevante conhecermos os termos presentes nas equagdes. Tais termos po-
dem ser do tipo temporal, convectivo, difusivo e outros. A maneira adequada de se discretizar
tais termos, respeitando a fisica inerente ao problema, é necessdria para o sucesso de obten¢ao
da solu¢@o numérica.

Em particular, o desenvolvimento de métodos aproximativos dos termos convecti-
vos tem sido objeto de estudo de pesquisas nos dltimos anos. A precisdo dos resultados obtidos
a partir das solugdes numéricas € influenciada diretamente pela escolha do esquema de convec-
cdo [61]. O esquema upwind é uma estratégia que pode ser utilizada na aproximag¢do de termos
convectivos. A aproximacao ¢ feita de acordo com o sinal da velocidade de convecg¢ao local [8].

Os esquemas upwind sao classificados como de primeira ordem ou de alta ordem.
Da primeira categoria podemos citar o esquema FOU (First Order Upwinding), que € estavel in-
condicionalmente e produz um carater difusivo que geralmente suavisa a solucdo. Dentre os de
alta ordem podemos citar o SOU (Second Order Upwinding), o QUICK (Quadratic Upstream
Interpolation for Convective Kinematics) e o CUBISTA (Convergent and Universally Bounded
Interpolation Scheme for the Treatment of Advection), que auxiliam no aumento da precisao do
método numérico, apesar da possibilidade de introduzirem oscilagcdes nado fisicas que podem
comprometer a convergéncia [61].

Dentre os métodos disponiveis para a resolu¢do numérica dos problemas envol-
vendo dinamica dos fluidos, para este trabalho foi selecionado o chamado MAC (Marker and

cell), formulado por Harlow e Welch por volta de 1965 com o objetivo de simular escoamen-
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tos bidimensionais com superficie livre, mas podendo ser ajustado para aplicagao no estudo de
outras situacdes [52]. Nesta dissertacdo apresentamos uma versao simplificada deste método,
uma vez que ndo consideramos escoamentos com superficie livre, tendo como base o sistema
de coordenadas generalizadas.

Nosso objetivo € expandir um pouco mais, na medida do possivel, as fronteiras do
conhecimento da DFC, explorando a versatilidade de tratamento de geometrias ndo triviais, por
meio do sistema de coordenadas generalizadas, como descrito em [12, 57], aliado a uma varia-
cdo do método MAC [52]. Consideramos a discretizagdo via diferengas finitas com aplicacdo do
esquema upwind FOU, no estudo de problemas relacionados ao escoamento laminar, isotérmico
de fluidos Newtonianos incompressiveis.

Em resumo, o objetivo deste trabalho € o desenvolvimento e a aplicagdo de um
método numérico — uma simplificacio do MAC —, baseado no sistema de coordenadas gene-
ralizadas, cujas discretizagOes sao obtidas por diferencas finitas e a aproximagdo dos termos
convectivos realizadas a partir da aplicagdo do esquema upwind FOU, visando a simulacado de
escoamentos laminares, incompressiveis, isotérmicos, no caso bidimensional, de fluidos New-
tonianos, relacionados aos seguintes problemas: escoamento entre duas placas paralelas, es-
coamento em cavidade quadrada com parede superior em movimento, escoamento em duto
contendo placa de orificio e aterosclerose. Para este fim organizamos a dissertacio como segue.

No capitulo 2 discutimos resumidamente sobre a geracao de malhas em coordenadas
generalizadas. O capitulo 3 trata das EDPs que governam os problemas estudados considerando-
as também neste sistema de coordenadas, além das condicdes iniciais e de contorno. No capi-
tulo 4 apresentamos a discretizacdo da equacao de Navier-Stokes, destacando os pormenores
das aproximagdes para cada termo da equagdo em coordenadas cartesianas e por conseguinte
no sistema de coordenadas generalizadas. No capitulo 5 descrevemos a metodologia numérica,
apresentando uma versao simplificada para o método MAC. O capitulo 6 destina-se a apre-
sentacdo dos resultados numéricos obtidos para os problemas em estudo, visando a validacao
do método numérico. A conclusdo € apresentada no capitulo 7 com indicagdes para possiveis

trabalhos futuros tendo como base os estudos apresentados nesta dissertacao.



Capitulo 2
GERACAO DE MALHAS 2D

Em muitos casos, quando desejamos obter solucdes analiticas para os problemas de
interesse sao necessarias muitas simplificacdes, o que pode afastd-lo do fendmeno real. Quando
nosso objetivo € estudar um determinado fendomeno fisico de forma mais realistica possivel
precisamos, inicialmente, modelar a fisica do problema. Como, geralmente, as equagdes obtidas
nesse processo de modelagem ndo possuem solucdo analitica, entdo sdo utilizados métodos
numéricos para a obtencao da solu¢do do problema estudado.

De acordo com Maliska [46], para estudarmos o modelo por meio de métodos nu-
méricos € fundamental expressarmos adequadamente as equagdes e a regido considerada, ou
também chamada de dominio fisico. Como nio € possivel obter solu¢des numéricas sobre uma
regido continua, pois esta envolve infinitos pontos, devemos inicialmente discretizar o dominio,
isto €, dividi-lo em pontos e somente nestes € que encontraremos a solu¢do do problema. O
conjunto destes pontos é denominado malha. E importante que os pontos estejam distribuidos
adequadamente para que a solu¢do numérica represente de modo satisfatério os gradientes de

interesse do problema estudado.

\4‘* face
N

Figura 2.1: Representacdo dos elementos de uma malha [50]

centro

Outro aspecto importante a ser considerado € a quantidade de pontos utilizados na
discretizacdo do dominio. Quanto maior a quantidade de pontos discretos selecionados, ou

seja, quanto mais fina for a malha, o resultado numérico deverd ser mais fiel ao modelo. Mas
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o custo computacional serd maior, além de exigir maiores custos adicionais que envolvem o
armazenamento de dados em memoria e em disco [22].

A unidade fundamental da malha é chamada de célula — regido destacada em ama-
relo na Figura 2.1. Os limites de cada célula sao denominados faces e os vértices representam
os nos, sendo estes os pontos considerados na discretizagdo do dominio fisico. Neste trabalho
estamos estudando apenas problemas bidimensionais, entio a representacdo de uma célula pode
ser dada conforme a Figura 2.1 [50].

Podemos classificar as malhas segundo alguns aspectos. Se tivermos pontos unifor-
memente espacados, a malha serd chamada de uniforme — que pode ser observado na Figura
2.2(a) —, e quando o espagamento entre os pontos for varidvel, ela serd denominada ndo uni-
forme — conforme representado na Figura 2.2(b). Uma malha sera dita estruturada quando
houver regularidade na disposi¢do dos pontos — Figuras 2.2(a) e 2.2(b) —, e ndo estruturada

quando ndo possuir regularidade na distribui¢do espacial destes — Figura 2.2(c).

(a) Malha uniforme (b) Malha nao uniforme

(c) Malha ndo estruturada

Figura 2.2: Exemplos de malhas

Geralmente, os problemas de nosso cotidiano ndo sdo estudados segundo malhas
retangulares, sendo, na maior parte dos casos, representados por geometrias irregulares. Por
causa desta peculiaridade foi desenvolvido o sistema de coordenadas generalizadas. Sua princi-

pal funcdo € a representacio de geometrias complexas, nestes casos o sistema de coordenadas
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cartesianas ndo representa a fronteira de forma adequada, ja que o dominio fisico ndo coincide
com o dominio da malha [71].

Por meio de uma transformacdo — neste trabalho, numérica — entre o sistema de
coordenadas cartesianas (x,y) e o de coordenadas generalizadas (£,7) podemos mapear um
dominio com geometria irregular ou regular escrito no sistema (x,y) para uma geometria re-
gular escrita em (£, 7). O sistema (z,y) é denominado dominio fisico enquanto que o (£, 7) é

chamado de dominio transformado ou computacional.

D C
(‘5: 7?)‘-‘_.____‘- IA?? 1
- g n Al B
(z,) AL=1
+* 3
(a) Dominio fisico (b) Dominio computacional

Figura 2.3: Representagdo da regido R

No caso 2D o dominio computacional é tomado em formato retangular. Admitindo
um dominio fisico como o exibido na Figura 2.3(a), a sua representacdo computacional serd con-
forme se observa na Figura 2.3(b). A fronteira irregular do dominio fisico serd transformada de
tal forma que no dominio computacional seja regular e linear. Uma vez discretizado o dominio,
por conveniéncia assume-se 0s volumes elementares com dimensdes unitdrias (A¢{ = Anp = 1),
isto implica em importantes simplificagdes na programacgdo de codigos computacionais. Por-
tanto, por mais que as linhas coordenadas assumam espacamentos arbitrarios no plano fisico,
no computacional as dimensdes ficam fixadas.

As coordenadas de um ponto arbitrdrio no sistema de coordenadas generalizadas
(&, m) estdo relacionadas as coordenadas no sistema cartesiano (z,y) por meio de equagdes de

transformacdo da seguinte forma

§=E&(n,y); n=nz,y). (2.1)

De acordo com Maliska [46], as métricas de transformacdo de coordenadas sdo

dadas por

9 _ ;% g0 _
oxr " 0n 0Oy on’ ox " 0¢

o or on_ oy o o .

oy o¢
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onde

_ (0xdy Ox0y !
= (Geon~ omae) -

€ o0 jacobiano da transformacao.
Admitindo-se a existéncia de inversa para as equacdes apresentadas em (2.1), pode-

mos, por meio do teorema da funcdo inversa, definir também as equagdes de transformacao da
seguinte forma

r=uxn); y=y&mn).

As equacdes utilizadas para a geracdo das linhas £ e 1 no interior da malha, em
um caso bidimensional, considerando as métricas de transformacao apresentadas em (2.2), sdo
dadas por

0%x 0%x 0%x 1 or or

gL _, NV (PZ L2 = 2.4
“oe2 P ocon P lap (J ) ( O +Q0n) b .

0%y 0%y 82 1 oy oy

9Y ~“V(pPY 0% = .
252 ~ P 3g0 + 15 (J ) ( o6 +Q377) b ()

onde

x> dy 2
o = (8_77> + (8_7]) (2.6)
Oxrdx Oy dy

g = 8_58_77+8£877 2.7

([ Ox dy 2
T (a‘g) *(a—J 28

representam os coeficientes de acoplamento entre as equacdes (2.4) e (2.5) [13].

As fungdes P(£,1) e Q(&, n) sdo responsaveis pelo aumento ou reducdo na concen-
tracdo de linhas coordenadas em um determinado ponto da malha de acordo com as caracteris-
ticas do problema estudado [55], sendo dadas por

P(&n) = —2%529”5 £;)ecilé=¢l
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n;
Q& n) = — Z ajsign(n — nj)e_cj|77_7lj|
j=1

=1

onde os termos n; € n;, presentes nos somatorios, representam o nimero total de linhas nas
dire¢des § e 7 respectivamente, € 0s nimeros reais a;, b;, ¢;, d; sdo ajustados via experimentagdo
numérica com a funcdo de atrair as linhas £ e 1 para &; e n; [7]. A deducdo destas expressoes,
utilizadas na geracao das linhas £ e 7 em uma malha computacional, podem ser encontradas em
Maliska [46].

As equacdes diferenciais parciais (2.4) e (2.5) s@o resolvidas quando submetidas
a condicdes de contorno, que consistem no conhecimento a priori da localiza¢do espacial do
bordo da malha, nomeado OR — ver Figura 2.3(a).

Existem inimeras técnicas de construcao/determinacdo de bordos de malhas. Um
método muito utilizado € a interpolacdo polinomial de Lagrange, pois tanto a implementacdo
quanto a matemdtica envolvida s@o relativamente simples. Porém, caso haja um aumento da
quantidade de pontos a serem interpolados podem surgir oscila¢des, afetando o contorno a ser
modelado de tal modo que o mesmo pode nao representar o contorno real adequadamente. Uma
maneira de contornar esse problema € a utilizacdo da interpolac¢do polinomial spline cibica pa-
rametrizada, pois as oscilacdes sao minimizadas por meio da imposi¢cdo de condi¢gdes sobre o
polindmio interpolador, além de ser uma técnica relativamente simples, tanto do ponto de vista
matemadtico quanto da implementacdo computacional, capaz de representar adequadamente o
contorno desejado [7]. Outra vantagem € o fato dos polindmios de grau 3, considerados neste
tipo de interpolagdo, garantirem a continuidade da fun¢do de interpolacao e de suas duas pri-
meiras derivadas [21].

Para o método de interpolagdo spline cibica parametrizada consideramos inicial-

mente que sdo conhecidas as coordenadas de n + 1 pontos do contorno OR por meio de pares

ordenados (z,1;), onde [ = 1,2,...,n,n + 1. A partir destes pontos, podemos construir a
Tabela 2.1.

Il 1 123 |--|n | n+l

T | Ty | X2 | X3y | - | Tp | Tpil

Y91 | Y2 | Ys | | Yn | Ynt1

Tabela 2.1: Coordenadas de n + 1 pontos do contorno OR

Como as coordenadas x dos pontos que compdem o contorno sdo obtidas utilizando
apenas os valores conhecidos {z1, z, ..., T, ;11 }, € 0 mesmo ocorre com as coordenadas v,

obtidas com base apenas nos dados {y1, y2, ..., Yn, Yn+1}, entdo o cdlculo de cada coordenada de
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um ponto de IR sera obtida de forma independente a partir dos seguintes polindmios ctbicos

parametrizados em [

X(h) = mo, +my,(h—1)+mg,(h—1)*+ms (h—1)? 2.9)
Y(R) = ng +ny,(h—1)+ng(h—0>+ns(h—1)> (2.10)

onde h é um nimero real, ajustado de acordo com a necessidade de concentra¢ido de pontos nos
intervalos [k, k + 1], com k = 1,2, ..., n, em torno de algum dos pontos utilizados como base.
Por exemplo, conforme apresentado na Figura 2.4, ha concentracdo de pontos nos intervalos

[3,4] e [4, 5] em torno do ponto 20 em comparagio aos demais intervalos.

Figura 2.4: Contorno inferior obtido por spline ctbico parametrizado [7]

Conforme apresentado por Ruggiero e Lopes [63], de acordo com o método spline
cubico, para determinarmos os coeficientes presentes nas expressoes (2.9) e (2.10) devemos

resolver os seguintes sistemas lineares

95{—1 + 495( + gg{i—l = 6(zp41 — 22, +2,1),
gy +4gY + gl = 6 (W — 20 + Y1)

parar = 2, ...,n. Assim, podemos obter que

moy,. = Ip, o, = Yrs
B I v, 1 x _ Ly 1y
mi,, = Ty 1}»71—“397“ ‘|‘6g7n_17 ny, = Yr yr71+3gr +6gr—17
1
me, = 595( ) N2, = 593/ )
1
ms, = ¢ (F — ), s, = (o —9-1)
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Uma vez que a malha computacional dos problemas a serem estudados sdo en-
contradas no sistema de coordenadas generalizadas, precisamos que as equacdes governantes
consideradas na modelagem dos problemas em estudo também estejam escritas neste mesmo
sistema. O préximo capitulo trata das equagdes governantes e dos detalhes referentes a trans-
formacdo entre os sistemas de coordenadas cartesianas e generalizadas, além das condicdes

auxiliares consideradas para a resolu¢do dos problemas de interesse.



Capitulo 3
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

3.1 EQUACOES GOVERNANTES

As equacgdes de Navier-Stokes sdo utilizadas para modelar o escoamento de fluidos,
e dependendo das caracteristicas do fluido e do escoamento estudados as mesmas podem ser
simplificadas, facilitando a obtenc@o de solu¢do numérica. Mais informag¢des sobre fluidos,
escoamentos e suas propriedades podem ser encontradas no apéndice A.

Na descricdo de escoamentos laminares, incompressiveis e isotérmicos, no caso bi-

dimensional, as equagdes de Navier-Stokes sdo dadas por

Direcao x:

0 0 0 op Pu  Ou

E(pu) + %(puu) + a—y(puv) = "o + 1 <@ + 8_y2) + Ry 3.1
Direcao y:

0 0 0 Op v 0%

E(pv)—k%(puv)—i-a—y(pvv) —a—y+u (W—i— 5 2) + Ry (3.2)
onde

e { representa o tempo;

e 1 ey correspondem as varidveis espaciais;

u = u(z,y,t) e v = v(z,y,t) descrevem as componentes da velocidade em z e y, res-

pectivamente;
e p! representa a massa especifica;

e p = p(z,y,t) descreve a pressdo em fungdo de z, y e t;

1Como estamos trabalhando com fluidos incompressiveis, p é constante.

28
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e, corresponde a viscosidade dinamica;
o Rie Rysa fonte? direcod i
1 € fip sa0 os termos fonte” nas direcoes x € Yy, respectivamente.

Os escoamentos de fluidos podem ser uni-, bi- ou tridimensionais de acordo com
o numero de coordenadas necessdrias para a descri¢do do seu campo de velocidades. Quanto
maior o nimero de coordenadas consideradas, mais complexo se torna o estudo do escoamento
em questdo. Dado um escoamento bidimensional, caso a velocidade seja constante em todos os
pontos da se¢do normal ao sentido do escoamento, o estudo pode ser restringido a uma tnica
dimensao, convertendo o problema original em um unidimensional. Analogamente podemos
simplificar o estudo de um problema tridimensional em um bidimensional desde que em uma
determinada se¢do o escoamento tenha velocidade constante [23]. Por isso, nesse trabalho,
estamos estudando problemas bidimensionais ao invés de tridimensionais, sem prejuizos as
situacOes apresentadas, mesmo estas sendo dadas originalmente em trés dimensdes. Com essa
hipétese, ha uma redugdo do nimero de equacdes a serem consideradas [58].

Admitindo que ndo existam termos fonte, podemos reescrever as equacgdes (3.1) e

(3.2) da seguinte forma

Direcao x:

0 0 ou 0 du\  Op

g(pU) t o (puu - M%) + ) (puv - Ma—y) = " ar (3.3)
Direcdo y:

0 0 ov 0 ov dp

a(pv) + E <puv - ,u%> + ay (pvv — ,ua—y> =3 (3.4)

que correspondem as versdes conservativas para as equacoes (3.1) e (3.2), respectivamente, es-
critas em coordenadas cartesianas. Uma equacao diferencial parcial é apresentada em sua forma
conservativa quando os coeficientes das derivadas sdo constantes ou quando os coeficientes sdo
apresentados em func¢do de varidveis cujas derivadas ndo sdo representadas na equacdo. De
acordo com muitos pesquisadores da drea de DFC, as versdes conservativas das equacdes devem
ser usadas sempre que possivel, pois a qualidade dos resultados numéricos obtidos sdo superi-
ores em relacdo as versdes ndo-conservativas [22]. Por isso, apesar de no caso incompressivel
a massa especifica p ser constante e permitir simplificacdes, neste capitulo trabalhamos com as
equacgdes em sua forma conservativa, ou seja, com p dentro do operador de derivacao.

O principio de conservacdo da massa, premissa fisica de extrema importancia, afirma
que na auséncia de fontes de massa (ou apenas fontes) ou de locais pelos quais a massa possa
desaparecer (sorvedouros), toda a massa que entra em um volume de controle deve sair e/ou se

acumular neste [22]. A equacdo de conservacao da massa bidimensional € dada por

20s termos fonte indicam, dentre outros aspectos, a perda ou ganho de determinada quantidade [9].
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0
o

0 0
a7 a5 (pw) + 5 (pv) = 0 (3.5)

dy

sendo amplamente conhecida no meio cientifico como equacio da continuidade. Tomando p
constante em (3.5), por causa da incompressibilidade do fluido, podemos simplificar a equagdo

da conservagdo da massa, obtendo

@ + @ = 0. (3.6)

or Oy
Portanto se desejamos resolver, em coordenadas cartesianas, um problema de me-
canica dos fluidos bidimensional, incompressivel, Newtoniano, laminar, transiente, isotérmico,
sem termos fonte, as equagdes requeridas sdo (3.3), (3.4) e (3.6). Esta metodologia limita-nos
grandemente no desenvolvimento das pesquisas em DFC. Como j4 comentado anteriormente
estamos interessados em geometrias complexas, entdo passamos a descricdo do procedimento

de transformacdo destas equagdes para o sistema de coordenadas generalizadas como segue.

3.2 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS DAS EQUACOES
GOVERNANTES

As coordenadas de um ponto arbitrdrio no sistema de coordenadas generalizadas
(&,m) estdo relacionadas as coordenadas no sistema de coordenadas cartesianas (x, y) por meio

de equacgdes de transformacgdo da seguinte forma

§=E&(n,y,t), n=nlxyt), T7=1(). (3.7)

Consideramos 7 como uma funcao apenas de ¢, pois ndo estamos admitindo movimento de
malha3, assim 7 = ¢.

Definamos as seguintes varidveis

0 0 0
A = pu, B:puu—,u—u, C:puv—u—u, S“:——p, (3.8)
ox dy ox
assim, substituindo (3.8) em (3.3) temos a seguinte igualdade
0A 0B 0C
—+ — 4+ — =5 3.9
ot + ox + dy 39)

3Malhas méveis sdo aquelas nas quais existe movimento dos pontos da malha inicial no decorrer do tempo
[15].
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Temos
A = A(g('ZC?y? t)?n(x’y7 t)77_(t))’
B = B(f(m,y,t),n(w,y,t),T(t)),
C = CExyt),n(zyt),7(t)),
mas como 8_7' = & = 0, pela regra da cadeia obtemos
or 0Oy
0A  0AJE O0Adn O0AIT  O0AO§ O0AOn 0A
ot~ Ofot Tonot orot ocot ogot o (3-10)
oB  0Bo§ 0Bon 0BOr 0BO§ 0By
0 0¢0x onox  Oror  otoxr | onox G-10)

oC  09CoE 9Con  9Cor  aCoE  aC oy
oy — otoy Tonoy Toroy  ocoy  onoy (3.12)

Substituindo as expressoes (3.10)-(3.12) em (3.9) segue que

0A 0 0A 0 0A 0B 0 0B 0 oC 0 oC o
( 13 o )+( 3 n)+< 3 n

04 _ 5 (3.1
oot “anor or) "\ acar T o on 8§0y+37}3y) oGE)

1
e multiplicando a equagdo (3.13) por 7 onde J € dado pela expressao (2.3), obtemos

QA1 0AD)1 OAL DBOEL OBONL JCOEL DO Sy,
oEotJ omotJ orJ 0E0xJ OnoxJ OEoyJ ooy J

Observando o primeiro termo de (3.14) temos

9 (,0E1\ _oAdeL (0 (o1
o€ (“E?) ~ % aw”‘(ag (at J))

0 que equivale a

0A0§1 0 0¢ 1 0 [0€1

oc ot J  0¢ (Ac‘)tj) A(ag (8tj>)' (3.15)
Procedendo de modo andlogo com os demais termos de (3.14) obtemos

dAonl1 0 on 1 0 (onl

onotJ — 0On (A(?tJ) A(@n(@tJ))’ (3.16)

0A 1 0 1 0 (1
0T a(%)‘fl(a (3)) G.17)
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B ARG e
B A0 e
B - A e
A BG) e

Substituindo os termos (3.15)-(3.21) na equacao (3.14) obtemos

0 (WPELY (2 (LYY L 0 (1Y _ (0 (on1

8§<A8tJ) ‘4(ag(atJ)) * an(AatJ) ‘4<a (8tJ
0 1 0 (1
*E(%Q—A(E(j
0 on 1 0 (onl
o (#5) 2 (0 (5
0 on 1 0 (onl
Ton (Cay J) ¢ ((977 (3y J

o que implica em

0 0¢ 1 0
— (A== — A

o€ ( atb7> L™

9

on

o [ 91

N— —

% (7)) (5 (57))
- 2| (7)) + (5 (527))]
CAGED)-GEI 3

ou ainda

Ad¢  BoE  Cok

Jor T Ton

5,

o€ &]> d

) (2 (o

ot J on \ ot J
G,

8 (Ady By Coay\ 9 (A
: o\ Tt T, T +— (=

J Ox 78_y

()

(
-
[

(

(3.22)
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Tendo em vista as expressoes apresentadas em (3.7), pela regra da cadeia temos

segue que

ou ainda

(3.23)

(3.24)

(3.25)

2% _ ooy , o€ ot
or oyor  Otor’
on _ ondy | On ot
or oyor ot or’
o = @ = 0, por ndo considerarmos malhas moéveis, e ﬁ = 1, entdo de (3.23) e (3.24)
or 0r or
06 0 U
Ox Ot o 7
on 0x on
ovor Toyor T =
of _ _0c0r 080y
ot Ox Ot  Oyor’
on _ _omox_ ooy
ot Oxor  Oyor’

o8
ot

on
ot

o (o1 0 (on1
ac\at7) Tag\ar g
0 < Oy Ox 8x@>

~ 2\ ogor T anor

Py 0r  &Px Oy

T 9¢onor  9coTon
0%x oy 0%y Ox

COnoEor  Ondr O

9 (o061 9 (onl
o¢ <8xJ) T B (ax J>

a(ag1)+a (am)
oE\oyJ) " on\oyJ

Toear

Oy Ox

Substituindo as métricas apresentadas em (2.2) nas expressoes (3.25) e (3.26) temos

sy
0¢ ot

Considerando novamente as métricas, (2.2), juntamente com (3.27), obtemos que

Ox Oy
o0& Ot

o0& Ot

0%y Ox

dEOT On

0%y Ox

)+

or)
on

oron 8¢ oron o< 9TdE oy

dy
_a£>

(5) -

9
n

ondE or

= dcon  oeon "

(3.26)

(3.27)
(3.28)

oo~
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isto é,

o [O¢1 o (o1 o (1)

a‘g(@j)*%(@j)*@(i) =0 629
o (€1 o (on1\
a_g(%j)+a_n(%3> =0 530
0 (01 o (onl B
8_5(0_y3)+0_n<3_y3> - 30

Substituindo (3.29)-(3.31) em (3.22) obtemos

0 (A\ 0 [Ad¢é Boe Coc\ o (Ady Bog Con\ S
S (R LA (e N Y 291, 20 YO 2 332
E)T(J)+8§<J8t+J8x+J8y)+ (J8t+J8x+J6y) (3.32)

an g

Considerando as expressoes definidas em (3.8) e substituindo-as em (3.32) segue

que
3(@) L O (pudl  (puu pOu 05 (puv pou 0F
or \ J o0&\ J Ot J Jox ) Ox J Joy) Oy
L9 (pudn  (puw pOu)On - fpuv pOu On
on \ J ot J Jox ) Ox J Joy) Oy
_ 1o
- Jox’
ou seja,

w () ¢ (5 (i) 5 (5 505)
_ _%g_i_ (3.33)
Consideremos
U = % <% +ug—i +vg—§> (3.34)
V = % <% +u% +vg—Z) (3.35)

definidas como componentes contravariantes do vetor velocidade.
Assim, de (3.33)-(3.35) temos

d [pu 0 0 o 10p O [ (OudE OudE
aT<J)+ag(pU”>+an(pV“>_ Jor o€ <J(8x8x+8y8y>>

O ([ (Oudn Oudn
e () D PR



Sendo
p = plz,yt) =pE,y,t),n(z,yt),7(t))
pela regra da cadeia obtemos
Ou_0udg  oudy oudr
oxr  0£0x  Ondx  Orox
Ou_0ude  ouon  ouor
Jy 00y Ondy Oty
Op _Opog  Opon  Opor
oxr  060x  Ondr Or0x
or 0r o
mas como 7 = 7(t), entdio — = — = 0, o que implica em
or 0Oy

Ou  Ou 8§ ou 877

35

oz 0for | onox 3-37)
Ou  Ou (95 ou 87]
8y (% ay + — on 83/ (3.38)
Op _Opd§  Opon
dr  0Edxr | Onox (3-39)
De (2.2), (3.37)-(3.39) temos
55 ou 85 ou % ou (95 ou 077 n _{ ou 85 ou (377
Ox Ox 8y ay - Ox 85 8x 877 O y 8{ 6y 677 8y
B 85 877 86 817
= ag( >>+ aror ayay) 40
87) ou 877 ou @ ou 85 ou 877 +_77 @% 8u817
Ox Ox 8y 6y - Ox 85 890 877 o oy \ 0& 8y 87} 83/
_ Ou (0¢ (977 0¢ On Ou [ (On an
S (3:6 Oz 3y8y> "o <(3x) " <3y> ) (34D
Op Opdg opdn _ Op 5’9 p (. Oy\ _ . [Opdy Opdy
or ~ocor Tagor — ae \Tag) Tan\ "o ) = \aean ~ ayae| G4

Pelas métricas de transformacgdo apresentadas em (2.2) observe que

()

e\ ?
)

oy \ oz o | (O >
<?59'*QJ59 _J[(%)_+Q%)],@43
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don ocon _(Lou) (o0, (e (o
8:1:8:U+6y8y N (J577>< Jaf)+( Jan) (Jaf)
Ox dx Oy dy
- _ 72" —Z7<
- (86877+<9£8?7>’ G4

() () - () (8 -3 ()] oo

Substituindo os coeficientes dados por (2.6)-(2.8) em (3.43)-(3.45) segue que

AN S
() ¢ (5) - oo
ocon  oEam
8x8x+ay8y = —J°B, (3.47)
on ? on ? 72
)+ (3) -

Assim, de (3.40), (3.41), (3.46)-(3.48) obtemos

0Eou  O§du 5, Ou 2 ,0U
oror Tayay ) Yo ‘]5 (349
ondu  Ondu 5 0u 5 Ou
i Ty, = et T, (3.50)

Logo, de (3.36), (3.42), (3.49) e (3.50) segue que

0 [pu 0 0
37'< > + a€<pUU)+0_(PVU) jJ 8_58_77_5_773_5

0 , Ou 5 0 (1 7 , Ou
* as( (‘] “o¢ = oy ) +8—?7(J( 55” an))’

ou ainda

J /pu 0 0 dpdy  Opdy
aT< ) o€ (pU”)ian (pVu z [an o~ 9¢an)|
termo temporal termo convectivo termo (;:rpressao

[R0E5 ) 205 )] e

TV
termo difusivo

no qual a viscosidade p €é admitida constante. A equagdo (3.51) corresponde a equagdo de
Navier-Stokes na dire¢do x escrita para o sistema de coordenadas generalizadas. Utilizando

o mesmo procedimento adotado para a obten¢do da equagdo (3.51) a partir de (3.3), podemos
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reescrever a equacao (3.4), em coordenadas generalizadas, da seguinte forma

o [pv 0 0 Opdxr  OpOox

— [ == — — (V)= | —— — — —

or ( J) T % (pUv) + 5 (p ”z {agan anag}
termo temporal termo c:):wectivo termo d;r pressao

R0CE ) 305 o

/
-~

termo difusivo

Logo, as equacdes de Navier-Stokes em coordenadas generalizadas sdao dadas por (3.51) e
(3.52), sendo apresentadas em funcdo das componentes cartesianas da velocidade u e v, da
pressdo p — assim como as equagdes em coordenadas cartesianas —, mas também em funcao das
componentes contravariantes U e V' com as derivadas apresentadas em termos de &, e 7. As
componentes contravariantes U e V' tem um papel de destaque na formulacdo generalizada.
Inicialmente, considerando que em nosso modelo ndo exista movimento de malha,
entao % =0e @ = (. Lembrando que a componente contravariante U é dada pela equacao

(3.34) e substituindo as devidas métricas apresentadas em (2.2), obtemos

1 0& o€ 1 oy ox
U = —(uz=— — | == J == —J—
7 ) = () + (73)
dy ox
= u— —v—. 3.53
U an v n ( )
De modo andlogo podemos verificar a partir de (2.2) e (3.35) que a componente contravariante

V' pode ser transformada em
0
V=-u—=+v—. (3.54)

Em um sistema coordenado podemos representar os vetores a partir de suas com-
ponentes contravariantes e covariantes. As componentes contravariantes sao normais as linhas
coordenadas, enquanto que as covariantes tangenciam estas linhas [46].

Quando estamos trabalhando com um sistema ortogonal, como € o caso do sistema
de coordenadas cartesianas, as respectivas componentes cartesianas u, v € contravariantes U, V'
do vetor velocidade possuem as mesmas direcoes. Para exemplificar, consideremos entdo este
sistema com a base candnica formada pelos vetores & = (1,0) e & = (0,1). A partir da
Figura 3.1 podemos calcular as componentes contravariantes do vetor velocidade tendo como
base os pontos A; = (1,0) e B; = (1,1) no cdlculode U,e B; = (1,1) e C; = (0,1) para o

calculo de V. Logo considerando as expressoes (3.53) e (3.54), e aproximagdes por diferencas
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Yy
A
v
e T B
R
0 >
0 A,

Figura 3.1: Componentes cartesianas do vetor velocidade em um sistema ortogonal

finitas centrais para as derivadas, temos
1-0 1-1
U — _— — _— —
! < An ) ! ( A1 ) ¢
1-1 1-0
V et — _— _— e
“( A¢ >+( As) !

ou seja, as componentes cartesianas € contravariantes sao coincidentes e, em particular, v e U
possuem mesmas direcdes, assim como v e V.

Por outro lado, consideremos um sistema de coordenadas ndo ortogonal — por exem-
plo, o apresentado pela Figura 3.2. Neste caso, os pontos A, = (0.5,0.2) e By = (0.1,0.6) sdo
utilizados no célculo de U, enquanto que By = (0.1,0.6) e Cy = (—0.2,0.35) sdo necessarios

para o calculo de V, logo

0.6 —0.2 0.1-0.5
U U ( ; ) v ( » ) 0.4u + 0.4v

V = —u (06;—;35> +u (Ol_A—(gOQ)) — _0.25u+ 0.3v

ou seja, as componentes cartesianas € contravariantes nao coincidem (supondo que U = u e
V' = v, com as expressdes obtidas anteriormente, temos um sistema formado por duas equagdes
com duas incognitas que nao possui solucdo, o que nos mostra que U # ue V # v).

Assim, ao trabalharmos com sistemas de coordenadas sem cardter ortogonal, como
é o caso do sistema de coordenadas generalizadas* — quando estamos tratando do seu dominio

fisico e ndo do computacional, ja que este tltimo tem cardter ortogonal [55] —, as componentes

“Estamos considerando o caso em que este sistema niio coincide com o sistema de coordenadas cartesianas, ja
que este ultimo pode ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas generalizadas.
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Figura 3.2: Componentes cartesianas do vetor velocidade em um sistema nao-ortogonal

cartesianas e contravariantes do vetor velocidade podem nao ser coincidentes.

No entanto, como as componentes contravariantes do vetor velocidade U e V' s@o
normais as linhas coordenadas £ e 7, entdo estas sdo responsaveis pela modelagem da preserva-
cdo de massa ao invés das cartesianas u e v [55].

Portanto, em coordenadas generalizadas, mantendo a mesma hipétese de incom-

pressibilidade do fluido, a equacao de conservacido da massa € escrita como

oU oV

3 "o =0 (3.55)

descrevendo, assim como em coordenadas cartesianas, o fato de que a quantidade de massa que

entra em um determinado volume de controle deve sair e/ou se acumular no mesmo.

3.3 CONDICOES AUXILIARES

A selecdo adequada das condi¢des auxiliares € de fundamental importancia para
a formulagdo de problemas modelados por equagdes diferenciais [22]. Como as equagdes de
Navier-Stokes podem ser utilizadas para descrever o escoamento de fluidos em diversas situa-
coes, € importante definir adequadamente as condic¢des iniciais e de contorno do problema em
estudo.

As condicdes iniciais dizem respeito ao estado inicial do problema, indicando a

partir de qual valor a solucdo ird se propagar. Assim, tomamos um campo de velocidades — que
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deve ser especificado para todo o dominio — que satisfaca a equagao da continuidade, sendo isto
necessdrio para que ndo haja prejuizos a convergéncia do método numérico utilizado [22].
As condig¢des de contorno sao responsdveis por retratar o comportamento da solugdo

no contorno da regido onde esta definido o problema e podem ser classificadas em
e condic¢do de ndo escorregamento e impermeabilidade (CNEI);
e condicdo de livre escorregamento (CLES);
e condicdo de simetria (CSIM);
e condi¢do de injecdo prescrita (CIPR);
e condicao de ejecao prescrita (CEPR);
e condic¢do de ejecdo continua (CECO).

A condi¢do de ndo escorregamento e impermeabilidade diz respeito ao fato de que
as fronteiras, em geral, s@o representadas por meio de paredes s6lidas impermedveis, ou seja,
paredes nas quais o fluido nao pode penetrar, e ndo escorregadias, isto €, a camada de fluido
imediatamente adjacente a superficie da parede estd em repouso em relagdo a mesma [22].

A condicao de livre escorregamento estd relacionada ao livre deslizamento do fluido
sobre a fronteira sélida, sem estar submetido as forcas de atrito. Esta condi¢do também é
aplicada nos problemas que envolvem eixos de simetria [18].

A condig¢do de simetria € uma hipdtese que impede que haja fluxo de massa através
da fronteira de simetria [22].

A condig¢do de injecdo prescrita € aplicada em fronteiras responsaveis pela injecao
de fluido no dominio e a condi¢do de ejecdo prescrita € utilizada para fronteiras pelas quais
existe a saida de fluido. Ambas sao também denominadas condi¢des de Dirichlet.

A condi¢do de ejecdo continua diz respeito aos locais, pertencentes ao dominio da
solugdo, pelos quais o fluido pode sair de modo espontaneo do dominio computacional [51].

Para a pressdo, tendo em vista o fato de que o fluido ndo pode escoar através das

fronteiras rigidas do dominio, a condi¢cdo de contorno € tomada como

op

an =0

ou seja, nao existe evolucdo da pressdo na parede.



Capitulo 4

DISCRETIZACAO DOS TERMOS DAS
EQUACOES GOVERNANTES

Neste momento apresentamos os detalhes relacionados a discretizac@o das equagdes
governantes, tendo como principal objetivo a aproximacao dos termos convectivos presentes nas
equacdes de Navier-Stokes, para posterior utilizacdo de um método numérico — obtido a partir
de uma simplificacdo do MAC — de modo a obter solucdes numéricas para as equacdes de
Navier-Stokes.

Neste trabalho consideramos malhas do tipo deslocada, nas quais as incégnitas sao
armazenadas em posi¢des diferentes umas das outras [22, 29]. O armazenamento deslocado,
para as componentes do vetor velocidade e pressdo, tem impacto positivo no cdlculo numérico
devido ao fato de reduzir a instabilidade numérica [19]. Desta forma, utilizamos esta abordagem

de armazenamento em nossas simulacoes.

—T— HHAWW | Hnmnmn nnnee

NW mmw N nne NE I .
b R (IR
MWW N~ HEC——— \
:' Pl A » : U ‘..
www w’: w P o H E eee f ! '
I! ,: : p ’ 1
\ / ' ‘
——sww—sgw g Se—"—see—— '.‘ ‘al
Ay SW ssw S sse SE
S55T0W 588 555¢ee
| e —|
Az
(a) Nomenclatura derivada dos pontos cardeais (b) Armazenamento da pressao

e velocidade

Figura 4.1: Células

Considerando a Figura 4.1(a) temos que a malha é composta por células com faces

41
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de comprimento Az e Ay, em que as relagdes topoldgicas sdo organizadas e rotuladas a partir
dos pontos cardeais. Os rétulos P, £, W, N, S, NE, SE, NW, SW significam centro,
leste, oeste, norte, sul, nordeste, sudeste, noroeste, sudoeste, respectivamente. As siglas em
minusculo, posicionadas sobre as faces, sdo variagdes cardinais a partir do centro da célula
rotulada por P.

Conforme mostra a Figura 4.1(b), a pressdo p é localizada no centro da célula'
e as componentes do vetor velocidade nos centros das faces, com u localizada na lateral,
distanciando-se Az /2 do centro, e v na face superior, distanciando-se Ay/2 do centro. Esta
nomenclatura é consagradamente utilizada pela comunidade cientifica, logo mantivemos as
mesmas denominagdes. Ressaltamos ainda que para a resolu¢do dos problemas em estudo,
em muitos casos, precisamos calcular o valor da componente cartesiana u, por exemplo, em
faces superiores. No entanto, como esta componente estd armazenada apenas nas faces laterais,
€ preciso fazer uma inferéncia, geralmente por meio de médias aritméticas, a partir dos valores
conhecidos em torno do ponto considerado. Assim, os valores de u, v € p sdo armazenados
nos locais ja citados, mas podem ser realizadas aproximacdes para os valores destas em outros
pontos das células conforme a necessidade.

Para facilitar a compreensdo, inicialmente discretizamos as equacdes de Navier-
Stokes (3.1) e (3.2), escritas em coordenadas cartesianas. O procedimento utilizado, tendo

como base a célula de centro P, € descrito como segue.

4.1 DISCRETIZACAO EM COORDENADAS CARTESIANAS

Considere inicialmente as equagdes (3.1) e (3.2). Como estamos trabalhando com
fluido incompressivel, p é constante. Além disso, foi admitido, no capitulo 3, que nao existem
termos fonte, o que exclui 7, e R, das referidas equacdes. Assim, podemos reescrevé-las da

seguinte forma

ou 0 0 19p v 0*u
§+%(uu)+a_y(uv) = Tpaz Y (@jL@_y?) 1)
ov 0 o) 10p v 0%
a%—%(uv)—i—a—y(w) = —;a—y+V(w+a—:g2) (4.2)

onde v = K representa a viscosidade cinematica. O primeiro termo, do lado esquerdo da igual-
dade, é de caracteristica temporal, para tanto faremos aproximag¢des de primeira ordem para
os mesmos. J4 para os segundo e terceiro termos do primeiro membro das mesmas equacoes,
de caracteristica convectiva, aplicaremos aproximacoes upwind. Os termos de pressdo do se-

gundo membro das equagdes governantes serdo aproximados por diferengas centrais, que sao

'E importante destacar que p refere-se a pressio e P ao centro da célula.
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aproximacoes de segunda ordem. Finalmente, os termos difusivos, aqueles multiplicados pela
viscosidade v, serdo aproximados também por diferencgas centrais. As aproximagdes sdo dadas

a seguir.

4.1.1 Termo temporal

Iniciando com o tempo ¢ = 0, condi¢des iniciais sdo assumidas para a velocidade
e pressdo. Incrementando o tempo por At as variaveis serdo calculadas para o novo tempo, e
o procedimento de avanco no tempo segue até que um tempo final seja alcancado. Ou seja,

conhecidas as variaveis no nivel k, as mesmas sdo calculadas no nivel k + 1.

HHUNWW nnn nnnee ———nnnww nnn nnnee
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www W b P .::é' E eee www W7 P L E eee
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(a) Aproximacdo na face e (b) Aproximacdo na face n

Figura 4.2: Discretizacdo do termo temporal

. L . .. Ou Ov
As discretizagdes das derivadas parciais o e E nas faces e e n, nesta ordem

— conforme destacado nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b), respectivamente —, utilizando o método de

aproximacao por diferencas finitas progressivas de primeira ordem, sdo dadas por
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4.1.2 Termo convectivo

Uma das grandes dificuldades em se resolver numericamente as equacdes de Navier-
Stokes estd na forma como se discretiza os termos convectivos, por serem 0s termos ndo-lineares
das EDPs. Muitos autores ja mostraram que, adotando-se aproximacdes centradas, o método

numérico nao fornecerd solucdes consistentes com a fisica do problema ou muitas vezes o
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codigo computacional poderd ndo convergir. Para mais detalhes desta questdo o leitor pode
consultar [14, 19].

Um modo de discretizar os termos convectivos das equacdes de Navier-Stokes baseia-
se na diferenca entre as velocidades de conveccdo u e v, e a propriedade u ou v sendo transpor-
tada [22]. A concepcdo do esquema upwind de primeira ordem FOU (First Order Upwinding)
vai na linha de avaliacdo sobre a velocidade de convecgdo e a propriedade transportada, tendo
origem no comportamento de fluidos cujo transporte de propriedades fisicas se d4 predominan-

temente pelo mecanismo da conveccao [20].

HHRWW nnn HHnee nHRWW nnn | nnnee
NW nnw N nne NE NW nnw N nne NE
— Nww—Nw——#——He— nee—— nww—nw—u—He—nee——
" %
www W w (P ier (E) eee www W w P ie; E eee
— | SWW—st B 8p——spe—— ——Sww—sw—s—{'se:‘,-—see——
SW ssw S sse SE SW ssw S sle SE
SSSWW 558 sssee SSSWTW 555 | sssee
—
Az /2
(a) Aproximagdo do termo 3 (uu) na face e (b) Aproximac@o na termo a—(uv) na face e
Z Y
Figura 4.3: Discretizagdo do termo convectico C(u) na face e
Considerando as seguintes expressoes
0 0
Clu) = —(uu)+ —(uv 4.3)
() = o) + 5 ()
9, 0
Clv) = —(uv)+ —(vv 4.4)
() = golw)+ 5o (w)

que correspondem aos termos convectivos das equagdes (4.1) e (4.2), respectivamente, a discre-
tizacdo de C(u) por diferenga central, na face e da célula hachurada — conforme destacado nas

figuras 4.3(a) e 4.3(b) —, no nivel de tempo k, é
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5, oo g
ol = ot + o)
()| = ()b | (uo)li. — (wo)lk,
b 2(Az/2) 2(Ay/2)
- EVEU‘]Z‘ B ﬂlllgulllg’ U|Ir€wu|fw B U‘?eu’zje
= Ay + Ay . 4.5)

Na discretizagio do termo C(u) foi aplicada linearizagio ao termo (uu)|%,, por isso

houve mudanga na notagéo pois é admitido por hipétese que (uu) |5, = u|%ul% (0 mesmo ocorre

para os demais termos que compdem as expressoes para C(u) e C(v) onde houver alteragdo na
notacdo). Além disto, usamos o simbolo de barra porque a aproximacao efetuada é através de
média aritmética para a primeira varidvel — u|%, —, que corresponde & velocidade de convecgdo
—, enquanto que para a segunda — u|¥, —, que representa a propriedade sendo transportada,
aplicamos o esquema FOU.
Analisando a discretizacao das derivadas separadamente em (4.5), considere o termo
o, | aluly —alpuls

o (UU) Ar )

e

temos que o valor da velocidade de conveccao u, calculada por meio de média aritmética sim-
ples, fica da seguinte forma
k k k k
_ u’e + u’eee k ’LL’ + U|

uly = — 5 ulp =

Considerando agora V a velocidade de convecgio, o esquema upwind FOU, para

uma varidvel genérica ¢, calculada na face e de uma célula de centro P, é dada por

o, = élp, V>0,
‘ dlp, Vp<O.

Os valores assumidos por ¢|. sdo selecionados de acordo o sinal da velocidade V; que, por sua

vez, depende diretamente da orientag¢do do sistema cartesiano. Sendo a fung¢do sinal dada por

1, V;>0
Se =
-1, Vf <0

podemos escrever a definicdo do esquema FOU da seguinte forma

¢u=(1z&)mp+(1;&)w5 (4.6)
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Ainda sobre a varidvel ¢, sua expansdo em série de Taylor em torno do ponto z|p,

avaliada em z|., é dada por

ol = o|p + e =2lp) (8¢)

— H
1! oz +4,

P

el (%)

P 2! 0x?

onde H denota os termos de ordem superior a 2. Desta forma, podemos observar que, indepen-
dente da malha, este esquema possui um erro de truncamento de primeira ordem [65], por ser
obtido do truncamento da série de Taylor apds o primeiro termo.

Considerando a formulag@o para varidveis normalizadas, tratada no apéndice B, o

esquema FOU pode ser definido como
(%|f = (%|U7

sendo f e U dados conforme a molécula computacional considerada na abordagem de varia-
veis normalizadas. Assim, o valor atribuido para a varidvel ¢ depende diretamente do sinal da

velocidade de conveccao, pois este € responsavel pela definicio das posicdes D, f, U e R.

HRATOTW? | nnn HRRee —T— HHAnww | i nnnee
NW nnw N  nne NE NW nnw N nne NE
| | |
———HWW — W i He—Nnee—— —_— HIUEU—HIU—n—P e—Hnee———
WO Wt P =€: f‘iz '::‘fé%} www YA .'EU. .::E:‘: .:E;‘. E ece
—— SWW—s7p 3 se see ——SWW—s7p ) Se see
|
SW ssw § sse  SE SW ssw § sse SE
SS5T0TV 588 S55€€ SS5T0TV S58 555¢6¢
(a) Célculo de u|g (b) Cdlculo de u|p

Figura 4.4: Upwind

Tendo como base as Figuras 4.4(a) e 4.4(b), aplicando o esquema FOU — conforme
expressao (4.6) — na aproximagdo dos termos que envolvem a propriedade a ser transportada —

que neste caso € a velocidade u —, o esquema nos fornece as seguintes expressoes

1+ R 1- Rk 1,k > 0
= (B (ke mp={ MTEZY
—LHLUE
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c
P — w e’ P — —
2 2 —Lalh <0
Da mesma forma para o segundo termo de C(u) em (4.5)
=k k =k 5, |k
g(uv) ~ Ulneu|ne — v|seu|se
y . Ay ’
segue que
k k k k
—k U|n+v|nee, —|k __ U|s+v|see
Ulne = 9 ’ se 2
e segundo o esquema FOU
k k =k
kE 1+Rne |k+ 1_Rne k Rk _ 1’U|n620
Ulpe = 9 Ule 9 Ulpne> ne 1 —|k <0
? v ne
€
k k =k
kE _ 1+Rse k + 1_Rse k Rk o 17U|3620
Ulge = 9 Ulsse 9 Ules se —k
—1,7]%, < 0.
HHRWW HHmn HHnee HHRWW nnmn HHnee
NW me N une NE NW nnw (N} nne NE
— 1 nww-u G e —nee—|— nww—nw—{ah—xne— nee——
I . Iﬁy/ 2
www w w P P E eee www w w |: P:n o E eee
—— SWi—s70 5 se see——— —— SWW—s7P S se see——
SW ssw S sse SE SW ssw S sse SE
sssww $8s sssee SSST0TW sss sssee
—
Az/2

0
(a) Aproximagdo do termo — (uv) na face n

0
(b) Aproximagdo na termo — (vv) na face n
x

Y

Figura 4.5: Discretizagdo do termo convectico C(v) na face n

Agora consideremos o termo convectivo da equacao da expressao (4.2). A discreti-

zacdo de C(v) na face n, da célula hachurada — conforme Figuras 4.5(a) e 4.5(b) —, no nivel de
tempo k, é
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(wo)re = (uo)p, | (WO)§ — (V0)p
2(Ax/2) 2(Ay/2)

Q

ﬂ’fw”’fw _ ﬂmwvmw + EHCVUHCV _ EllIgUVIfD

Ax Ay

Utilizando um procedimento andlogo podemos aproximar as velocidades de con-

vecgdo u e v da seguinte forma

—k u|’<§ +u|fme —\k u|ﬁ) +u|fmw —k _ U|f:z +U|7I§nn —k _ U|§z +U|l;
afh, = e e qpp, = Mot gy U g U P2

e do esquema FOU podemos obter as seguintes expressoes

1— RF ) Lak, >0
ne k ne k k ) Ylne =—
v n + v nee’ Rne =
2 ) ( 2 | { ~1,7k, <0,

1+ RF 1 — Rk Laulk >0
e = (5 i (5t = 2

Ve =

1k
—1,al;, <0,

" ~1,30% <0,

vy =

1+ R" 1—R" Lok, >0
b = (Yo () o, = f T

4.1.3 Termo de pressao
dp dp

Considere P* = — e PV = —, que correspondem aos termos de pressdo das

ox dy
equacdes (4.1) e (4.2), respectivamente.

A discretizag@o dos termos de pressao nas faces e e n, respectivamente, — conforme
destacado, nesta ordem, nas Figuras 4.6(a) e 4.6(b) — em um nivel de tempo £ + 1, utilizando o

método de aproximacao por diferencas finitas do tipo central € tal que

k
-y e | e 1
oz |, 2(Az/2) Ax ’
k
] U ey | el U i
l, 2(Ay/2) Ay
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(a) Aproximacdo na face e

Logo,
1 k+1
()
p e

k+1

()

4.1.4 Termo difusivo

n

Considere as igualdades
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HRHWW | Hnmn HHHee
NW nnw 1'\-1 nne NE
B IAy/Q
nww—nw—{n'h—ie—nee——
YW W .:‘1'3.‘,. ¢ E eee
—— SW— 57 5 5€ see——1—
SW Ssw S sse SE
SS50T0 S58 555e¢
(b) Aproximacao na face n
Figura 4.6: Discretizacdo do termo de pressao
k+1 k+1 k+1
10p - 1 p‘EJr _p|P+
—— N —— , 4.7)
pox|, p Az
k+1 k+1 k+1
POy, p Ay
 Pu Pu
o 0x2 0 Oy’
0P 0w
o 0x2  Oy?’

que correspondem aos termos difusivos das equacdes (4.1) e (4.2), respectivamente.

A discretizacdo dos termos difusivos nas faces e e n, respectivamente, — destacada

nas Figuras 4.7(a) e 4.7(b), para V(u), e nas Figuras 4.8(a) e 4.8(b), para V(v) — no nivel de

tempo £k, utilizando o método de aproximagao por diferencas finitas do tipo central, € obtida por

@ ¢ + @ ’ ~ U|ﬁ — 2“"5 + u|eee U’|§se — 2u|le~C + u|l7€me
ox%|,  0y?|, - (Az)? (Ay)?

aQU ‘ (92@ ‘ U|5wa - 2U‘7]3 + U|I:Lee Ullsc - 2U‘7k; + U|I:mn
ox%|,  0y?|, (Az)? (Ay)2
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HRATET | nnn HRRee HRATOW | nnm | nnnee
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(a) Aproximacdo do termo 922 na face e (b) Aproximagdo na termo 67y2 na face e

Figura 4.7: Discretizagdo do termo difusivo V(u) na face e
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www w il P o E eee www w T P e E eee
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SWW—s7p
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SW ssw S sse SE SW ssw § sse SE

SSSWW | SS§ sssee SSSWW | 555 sssee
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L 2u o 0%u
(a) Aproximagdo do termo 922 na face n (b) Aproximacdo do termo 722 na face n
x z

Figura 4.8: Discretizagdo do termo difusivo V(v) na face n

Portanto,
?u  0u\|* 2ult  o2ul”
VaNF = o) =v | = -
(vV(u))l, v <5$2 + 5y2) . "\ o2 . + ay? |,
u|]1€u - 2u|leC + u|]r§ee u|]s€se - 2u|]eC + umne
~ U

(Az)? (Ay)? ’
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F N 0%v
. 0y

v 02\ |" 0%v F
ko ov 0% _ v
V@), = v <8$2 + 8y2) . v <8$2 n)

U’]:wa _ 2U|Z + U|I:Lee + U|I; _ 2U|1]2 + U|§mn
(Az)? (Ay)? .

Q

E importante ressaltar que as aproximacdes (4.7) e (4.8) utilizam valores de pressio
centrados nas células adjacentes a celula centrada no ponto cardinal P, ou seja, ndo necessita-
se de interpolagdes para o cdlculo do gradiente de pressdo. Analogamente, 0s termos viscosos
também sdo aproximados por varidveis de velocidade localizadas nas faces de células adjacentes
aquela centrada em P. Com este detalhe quanto as aproximagdes, temos ganhos numéricos
quanto a estabilidade do esquema aplicado sobre as equacdes governantes. Para mais detalhes
consultar [29].

Na préxima secdo estudamos a discretizacdo dos termos das equacdes de Navier-

Stokes no caso em que estas sdo escritas em coordenadas generalizadas.

4.2 DISCRETIZACAO EM COORDENADAS GENERALIZADAS

Reportando-nos a Figura 2.3(a), uma vez que a geometria € referenciada no sistema
de coordenadas generalizadas, temos que a sua representacdo topoldgica no dominio computa-
cional é cartesiana. Desta forma, toda a abordagem matemaética desenvolvida na se¢@o anterior
com fins didéticos € aplicada nessa se¢do para as equagdes (3.51) e (3.52), equacgdes de Navier-
Stokes em coordenadas generalizadas, com as métricas envolvidas no esquema numérico tendo
o papel de realizar as devidas compensacdes por conta da mudanca do sistema de coordenadas.

Quando trabalhamos com o plano transformado, temos uma malha cujas células
podem ser representadas também pela Figura 4.1(a). A diferenca é que, em coordenadas car-
tesianas, a dimensdo das células é de Ax por Ay, enquanto que no sistema de coordenadas
generalizadas é de A por An. Por conveniéncia consideramos A§ = An = 1, assim como
foi estudado no capitulo 2. As figuras apresentadas na secao 4.1 podem ser utilizadas para me-
lhor compreensao das aproximagdes realizadas nesta sec@o, considerando a andlise relativa as
dimensdes das células.

Das equacdes (3.51) e (3.52), considerando fluidos incompressiveis, onde p € cons-

tante, obtemos

o (u 0 %) _1[dpdy Opdy
5 (5) + geww s = 2|22 -2
L

1
p
S
) | o¢ o Yan)) Tan\"\Uay o) )|
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6p ox (9p ox
o 877 877 ¢

nlo dv _ ,0v 9 o _
* p{é’& (J(aaﬁ Ban)>+8n( (877 P 6))}
ou ainda
0= [ora
n
0 ou 0 0 ou
y ”{a—g(‘](aa—g‘ 7))*%@( a—n—%J)k (49

9 /v B )
—(—) g+ v = e

0 ov ov 0 ov
* ”[a—g (J<Q0_£_53_n))+3_?7( (a—n—%))l- (10

As aproximagcdes numéricas dos termos temporal, convectivo, de pressao e difusivo, tomando

blf—‘

por base a mesma nomenclatura apresentada na Figura 4.1(a), sdo apresentadas na sequéncia.

4.2.1 Termo temporal

0 0
Sejam — <E> e — (E) os termos temporais de (4.9) e (4.10), respectivamente.
or \J or \J

A discretizacdo dos mesmos nas faces e e n, nesta ordem, utilizando aproximacao por diferencas

finitas progressivas de primeira ordem no nivel de tempo & s@o

wy [k+1 L
- <E> e <3) — <3> e o L (e~ ule @.11)
8’7— J e - A’]’ o Je AT ’ ’
vy [+ L
3(2)’“ N (3>n ‘(3>n_i vlEtt — ol “412)
or \J/|, - AT J AT ' :
4.2.2 Termo convectivo
Considere
0 0
C(u) = ag(U“Ha_n(V“) (4.13)
C(v) = ;g(Uv)jLﬁ(Vv) (4.14)

como os termos convectivos das equacoes (4.9) e (4.10), respectivamente.

A discretiza¢do de €’ (u) — equagdo (4.13) — na face e da célula centrada no ponto
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cardinal P, de acordo com a Figura 4.1(a), em um nivel de tempo £, utilizando diferencas

centrais, é

0 g g
¢ (). = 3_§<UU>6+8_77(VU)6
Ul - W) (Vu)lr, = (Vu)lb,
~ Aé + An

= UVEU‘% - U|]I€3u|llg + V’ﬁeume - V|’s€eu‘ls€e

Uma vez que

) b _
a_g(U“) ~ Ulyully — Ulpulp,

as velocidades de conveccao sdo as componentes contravariantes dadas na forma

— Uf+Uk, = Uk +U|*

e aplicando o esquema FOU na propriedade a ser transportada - no caso a velocidade u - obte-

1+ 5% 1— 5% LUK >0
= (S ) (52 sy { 2
LTk

14 Sk 1— Sk LUk >0
u\’;;,:(. QP)U\Z+( 2P>u’;, S]";:{ 1’§|k—<0
~1,T% < 0.

Utilizando procedimento andlogo para a outra derivada temos

mos

0 — _
o (‘/u)”eC ~ V’ﬁeu‘fze - V‘I;eu‘];w
n

entdo as velocidades de convecc¢do (componentes contravariantes) sao dadas por

V|Ze — |n—i_2 |nee’ V|lsce —_ ’s z |see7 (416)

e do esquema FOU obtemos

k k 1/ |k
e = (F5 )l (R )l s:;:{ el
b ne <Y,
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1+ Sk 1— Gk 1LLVIE >0
ity = (55 (152, s {12
2 2 -1, V% <0.

Agora consideremos a expressao (4.14), que corresponde ao termo convectivo da
equacdo (4.10). A discretizagdo de €' (v) na face n da célula centrada no ponto cardinal P no

nivel de tempo k segue como

k k

9 9
€Ol = W) + 5
(U, = Ok, (Vo) = (Vo)lp
~ NG + An

= U|7]zev|fw - U|7]zwv|7’2w + V|]]€VUH€V - V|]]€3,U|’1€3
As velocidades de convecgdo ficam na forma

|e + |nne U”:Lw — ‘w +2 |nnw, V’IJCV — |n + ’nnn V’]; — |n + |s’

T, =
e 2 ’ 2 ’ 2

e do esquema upwind obtemos

1+ Sk 1— Sk LUK >0
k _ ne k ne k k __ ’ ne —
U|ne - (T) U|n + <T Ulnees Sne - —1,U|Ze < O,

1+ Sk 1— Sk LUk, >0
e = (Yt (S5 st { e

2 2 ~1,U}k, <0,
1+ Sk 1— 5k LV|k >0
it = (F52) o+ (B e sh=q DTBC
2 2 _17V‘]]€V<O7
14 Sk 1— Sk LVIE>0
i = (52 ) ot () ok sp=q TES
2 2 ~1,V]% <0

4.2.3 Termo de pressao

Sejam
w _ 9p0y _Opdy
P = an o€~ 9¢ an (4.17)
v _ Opdr Opox
P = ey~ o oe (4.18)

os termos de pressao das equacdes (4.9) e (4.10), respectivamente. A discretizacdo dos termos

nas faces e e n, respectivamente, no nivel de tempo £ + 1, utilizando o método de aproximagao
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por diferencas finitas do tipo central, sdo realizadas da seguinte forma

k+1
ap k+1 k+1

Plne — DPls p|k+1 k+1

onl, 2(An/2) o
k+1

@ + N p|k+1 |k+1 p|k+1 B p|k+1

o€, 2(A¢/2) ’
k+1

@ " ~ P Z:l —Pln kH _ p|k+1 k+1

o, 2(A¢/2) "
k+1

@ + . p|k+1 _ p|k+1 p|k+1 B p|k+1.

onl, 2(An/2)

Note que p|*+1, p|*+1, p|“+1 e p|*+1 ndo sdo conhecidas nos respectivos pontos cardinais, pois a

ne 2 TL’LU’

pressdo € armazenada no centro da célula. Logo, temos que estes valores de pressdo sdo dados

pelas respectivas médias

K _ p’k+1 +p|k+1 —l—p\kﬂ +p|k+1 el p|k+1 —l—p\kﬂ +p|k+1 _'_p|k+1
ne 4 ) p nw 4 )
R |k+1 +p|k+1 +p|k+1 +p|k+1 k1 _ |k+1 +p|k+1 +p|k+1 +p|k+1
pse 4 ? psw 4 :

Como nao consideramos malhas mdveis neste estudo, entdo as métricas ficam es-

pecificadas por

@k-&-l_@ @kﬂ_@ @kﬁ-l_a_x %k—i-l_a_x
ocl, ol oml, oml, oml,  oml, ogl,  ogl,
Sendo assim,
p . p \OnodE  0&an
B 1 @k+1@k+l_@k+1@k+l
p 8/’76 856 aé-e 0776
1 k+1 k+1 8y k+1 k+1 Jy ]
X = |(Ple —P p =
| =) 2| = Gl o) |
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k+1 1 (ap or  Op ax) k+1
p \OEdn  Onog

1{ op B+ gkt ap B+l g |kt
o 1 kel kb1y O k1 k1 9T
~ |kt ) G| - Gl ol )%n]
4.2.4 Termo difusivo

Considere
0 ou o ou

= (1% 05)) e U 05 0%)) e
0 Ov o O

7)) = a—g(J<8—§—6 ))*%(J(a_n_ﬁagw (4.20)

que correspondem aos termos difusivos das equagdes (4.9) e (4.10), respectivamente. A dis-
cretizag¢do do primeiro termo de (4.19) na face e, no nivel de tempo k, utilizando o método de

aproximacao por diferencas finitas do tipo central, € dada por

8 (s(e2s2))f - (7 (ot - 9%))[, - (7 (o - %)),
3 € 1

= wale (3)] - (3]
- walle (%) ';+ e (5) P
e (Bele) + sl (%) ,
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isto é,

~ (JO()| ( |eee _u| ) (J6)|E (u|nee |see)
= (Ja)lp (ule —uly) + (TB)|p (uly —uls) @2

onde
_ u|k+u|eee+u|nneee+u|nne k |sse+u|sseee +U’|eee+u|]z
’nee 4 ) u see ~ 4 )
k k k k
k U’ +u’ +u’nne+u’nnw k ‘ssw+u|sse+u’e +u’w
|n 4 Y u|S 4 °

Utilizando o mesmo procedimento, a discretiza¢do do segundo termo de (4.19) na
face e e do primeiro e segundo termos de (4.20) na face n, ambos no nivel de tempo k, sdo
dadas, respectivamente, por

(7073

k

Q

(‘]7>|]:Le (u|]:me - u|§) - (J6> Ze (U|I:Lee - u|’:L)
- (J’y)’ (u|k - u|sse) (‘]5) ls€ ( |see - U’];) (422)

~ (Ja)’fw (U‘];Lee - vlfl) - (Jﬂ)me (vlfme - U”;)
- (JO./) Zw (U|k - U'nww) (JB) . ( nnw U|ﬁ;) (4.23)

(J'7>|§€V (U ]:mn - U| ) (JB)|N ( nne U|nnw)

Q

— (N (ol = olf) + IB)E (vle —ols), (424
onde
‘ _ U‘k +v|nee+vlnnnee+v|nnn ’U’k _ U|k+v|see+v|nee+v‘ﬁ
nne ~ 4 9 e 4 )
k |nww+v‘k +’U’nnn+v|nnnww k ’sww+v|k+v|k +U‘nww
U|nnw - 4 ’ U|w - 4 .

Desta forma,

W ()]s = ve [a% (J( a—z—ﬁ n)) a%(‘] (W%_B%»]
o [ (1 (=N [ (o (- 559))]
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k

k= [2 (1(e2-2))+ 2 (5 (22— 52))

) R )

considerando as aproximacgoes apresentadas em (4.21)-(4.24), com as respectivas médias lista-

n

k

I
n

das.

4.3 CONDICOES DE CONTORNO

As condig¢des de contorno, tratadas na secdo 3.4, também sao discretizadas para sua
posterior aplica¢do na resolucdo dos problemas em estudo. Assim como foi observado na pa-
gina 51, o dominio computacional de uma geometria em coordenadas generalizadas possui sua
representacdo topoldgica cartesiana, por isso, para melhor compreensao, as figuras utilizadas
como base para a andlise das condi¢des de contorno, nesta se¢do, estdo retratadas no sistema de
coordenadas cartesianas, pois referem-se ao dominio computacional de uma geometria escrita

no sistema de coordenadas generalizadas.

Figura 4.9: Condi¢do CNEI

A condicdo de nao escorregamento e impermeabilidade € definida pelas seguintes

expressoes
vel, =0 e wel, =0, (4.25)

onde vel; representa a velocidade tangencial a fronteira e vel,, a velocidade normal a fronteira.
Alguns dos casos possiveis de serem encontrados em uma malha sdo retratados na Figura 4.9
(as células de fundo amarelo,indicadas por um indice F', representam células de fronteira, en-
quanto que as de fundo branco, com indice C, representam células cheias de fluido). Assim, a

discretizagdo, considerando os possiveis casos destacados na Figura 4.9, da condigao CNEI é



(a)

(b)

(c)

(d)

vel, = 5 =0
vel, = uly, =0
U n +/U nee
vel, = | 5 | =0
vel, = ul. =0
U e +unne
vel, = | 5 | =0
vel, =v|, =0
u e +u sse
vely = | 5 | =0
vel, =vl; =0
R .
= P —+—

U|nww
uly =0
U|nee
ule =0
u|nne
v, =0
u|sse
vls=0

Figura 4.10: Condi¢do CLES

A condicdo de livre escorregamento € definida pelas seguintes expressoes

vel, = vel,

€

vel,

=0,
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(4.26)
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onde vel, representa a velocidade prescrita. Os casos possiveis observados para esta condi¢ao

sdo retratados na Figura 4.10, e a partir destes, a discretizacdo da condi¢ao CLES ¢é

(a)
vel, = w = vel, = U|nww = 2uel, — U|n
vel, = uly, =0 = Uy =0
(b)
/Uelt = W = ’U@l. = ’U‘nee = 2Uel. —_ ’U|n
vel, =ul. =0 = ule =0
()
vely, = W = vel, = Ulpne = 2vely — ule
vel, = v|, =0 = V=0
d
'Uelt = % — U@l. = u’sse = 2’[)@[. — Ue
vel, =v|s =0 = vls =0

A condig¢do de simetria é dada por

%(velt) =0 e wel,=0. (4.27)

Na Figura 4.11 sdo apresentados os possiveis casos identificados para esta condicdo (1" € a
fronteira de simetria). A discretizacdo da condi¢ao CSIM, tendo em vista os casos retratados na
Figura4.11, é



e
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—+=

T T N
O w | |
W P 4 P > E > oo, | T 1_;' T
o] ™ e, P - s -4»
C E

(a) (b) (©

Figura 4.11: Condi¢ao CSIM

(a)
D ety = “'"wzg h_y o
vel, = uly =0 =

(b)
%(velt) = —U|n€eA; ln =0 =
vel, =ul. =0 =

()
a%(vezt) - —“|”"€A; ule _ g =
vel, = v|, =0 =

(d)
%(velt) = —u|8827_7 ue _ 0 =
vel, =v|s =0 =

A condig¢do de injecdo prescrita € dada por

vel, =0 e wel, =vely,

U|nww - U|n
Uy =0
Vlnee = V|n
ule =0

V|, =0
Ulsse = Ule
v[s =0

(d)

(4.28)
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W — P > P > E —— r —

vel vel
vel J t ! vel c F

"

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.12: Condicao CIPR

onde vel; representa a velocidade de injecdo prescrita. As possiveis situagdes a serem obser-
vadas sdo apresentadas na Figura 4.12, e com base nestes, a discretizacdo da condi¢cdo CIPR

é

(a)
vel, = w =0 Vlnww = —U|n
vel, = uly, = vely Ul = vely
(b)
vel, = U'"—i_Twme =0 Vlpee = —0n
vel, = u|, = vel; ule = vel;
(©
vel, = W =0 Ulpne = —ule
vel, = v|, = vel; V|, = vely
(d)
vel, = % =0 Ulsse = —ule
vel, = v|s = vel; v|s = vel;



63

A condicdo de ejecao prescrita € dada por
vely, =0 e wel, =velg, (4.29)
com velg representando a velocidade de ejecao prescrita. Os casos possiveis sao representados

na Figura 4.13. A discretizagcdo da condi¢ao CEPR ¢é

L]

N —
vel
F T C T CgtiF T t:ﬁ' T
W -+ P —t» P — E - P -
i)d"q_]r Ew! WF‘L EMF” c F

(d

(b) (©

Figura 4.13: Condi¢ao CEPR

(a)
vel, = w =0 = V|nww = —0n
vel, = ul, = velg = uly, = velg
(b)
vel, = W =0 = Vlnee = —0n
vel, = ul, = velg = ule = velg
(c)
vel, = W =0 = Ulpne = —Ule
vel, = vl|, = velg = v, = velg
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d
vel, = % =0 = Ulsse = —Ue
vel, = v|; = velg = v|s = velg

A condic¢do de ejecdo continua € indicada por

9, 0
—_— et —_— et . 4_
o (vely) =0 e o (vel,) =0 (4.30)

Na Figura 4.14 s3o apresentados os possiveis casos identificados para esta condi¢ao.

N —
vel
ST S S -t
W — P —_ P -— E - P T
z:d”-—tl oy l vel c F

(b) (©) (d)

Figura 4.14: Condi¢ao CECO

Assim, a discretizacdo da condi¢ao CECO € dada por

(@)
g(velt) U’ang e = Ulnww = Vln
(%(veln) = “'em;”“’ —0 = ule = uly
(b)
o-(vely) = W =0 = Vlnee = Vln
%(veln) = u‘eeeA—;u|e =0 = Uleee = Ulw
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(©
2 fuely “'””Zn e_o 5 ezl
a%(uezn) ”'"”"Af g s b=l
(d)
2 (vet, u'“Znu’e =0 = ule=al
%(veln) = U|nA—_£U|S =0 = Vln = s

Para a pressao, a condi¢@o de contorno € tomada como

dp
— =0 4.31
an Y ( )
que, conforme apresentado na Figura 4.15, pode ser interpretada da seguinte forma

PW:PPCth PE:PpemFQ, PS:PPCH]F?,, PN:PPCI'HF4.

N
r,
W| P P|E
r,
1-‘3 P
S

Figura 4.15: Condicao de contorno para a pressao



Capitulo 5

MODELO NUMERICO PARA
ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Considerando as aproximagdes por diferencas finitas, efetuadas nos termos das
equacgdes de Navier-Stokes — equacdes (4.9) e (4.10) —, dedicamos especial aten¢do nesse capi-
tulo ao procedimento numérico de cdlculos do escoamento de fluidos incompressiveis.

Entre as vdrias técnicas numéricas existentes, tais como método dos painéis [34],
método de vértices [37], formulacdo vorticidade-velocidade [54] e MAC, escolhemos esta ul-
tima — Marker and cell —, formulada por Harlow e Welch por volta de 1965. Originalmente esta
técnica foi desenvolvida para a simulagdo de escoamentos bidimensionais com superficie livre,
mas com a ressalva de poder ser utilizada no estudo de uma ampla variedade de problemas
bidimensionais em coordenadas cartesianas, com a possibilidade de ser adaptada para outros
sistemas de coordenadas e situagdes tridimensionais [52].

Em nosso trabalho deduzimos o método MAC simplificado para escoamentos con-
finados, ou seja, sem a existéncia de superficie livre. Com esta acdo, desconsideramos toda a
deducao de movimento de particulas marcadoras inerentes ao método, o que resulta na simpli-
ficagc@o dos célculos numéricos. A dedugao do método MAC ¢ apresentada no que segue.

Partindo da equacgdo de quantidade de movimento na direc¢do &, equacgao (4.9), temos

0 (uy _ 9 9 1[opdy 0Opdy
E(?) = _{05<U“)+an(vu)}+piana§ agan}
() u
0 ou ou 0 ou ou
! ”{a—g("(aa—g‘%—n))+a—n(‘7(”a—n‘%—g)>},’ G-
(u)

entdo a discretizacdo da mesma na aresta e, para toda célula no interior do dominio, no nivel de

tempo k, tendo em vista a expressao (4.11), é dada por
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: 1 u|k+1_u|k koL k+1 k
7\ T A Z—Cg(“)|e+;<@ e v (u);

ou seja, a componente cartesiana v do vetor velocidade fica

A
aF = LA G @)+ oY ()] + %@“\5“ uff,

que pode ser escrita por
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A
ufpt = Fff 4 5T g (5.2)
p
onde
Flf = JAT[-C )|l +vY (W)|E] + ulf (5.3)
Procedendo de modo andlogo para as demais arestas, a discretizacdo de (5.1) resulta
em
JuwA
e R (5.4)
P
A
uls™ = s+ 22T uiin, (5.5)
p
JsA
e (5.6)
p
com
Fly, = JuAT [=€ (W)l +v7 (u)ly] +ul, (5.7)
Fly = JuA7 [=€ ()]s +v7 ()] + uly, (5.8)
Flf = JAT[-CW)|f +v¥ (W)]E] + ult. (5.9)

Analogamente, para a equacdo da quantidade de movimento na dire¢do 7, equagdo

(4.10), reescrita como
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J (vy 0 0 1 (Opox Opox
o (5) = ‘i?g<U“)+%<V“)}+;iigan 87785}
%ﬂ‘(,v) ,@U
0 ov ov 0 ov
¥ ”ia—g(J<aa—g‘ﬁa—n>>+a—n(J< Yoy’ 5))} 10
¥ (v)

a discretizacdo na aresta n no nivel de tempo & considerando a expressdo (4.12) é dada por

k_l U’k+1_v|n — )|k+1{@v|k+1+ ¥( )|,€
-, AT N Yln p " YEn

de onde podemos escrever

WA
o = AT [E S + oY W] + 2O ol
que na forma compacta torna-se
=Gk + 1+ 2BT e bl (5.11)
p
sendo
Gl = LAT[-C )|k + vV (0)E] + vl (5.12)
Da mesma forma, segue para as demais arestas que
A
o = Gt 4 BT i, (5.13)
A
ot = Gt 4 LB g, (5.14)
A
‘k:-i—l G|k Jw T(@v ﬁ]—l-l’ (515)
sendo
Glf = JAT[-€ )5+ vV (v)|E] + vff, (5.16)

Gt = JAT[-C)|E+ vV (v)|F] + vff (5.17)

e e’
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Gli = JJAT[-C)E+ v (0)[E] + 0]k (5.18)

Neste trabalho o nosso foco ndo € o estudo de aproximacdes temporais, por iSso
selecionamos o método Euler explicito para esse fim por ser eficiente e por sua implementacao
ser mais simples, pois utiliza apenas solucdes obtidas em um passo de tempo anterior para o
célculo da solucdo no tempo atual [16].

Considerando as expressoes (3.53) e (3.54) que caracterizam as componentes con-
travariantes U e V, respectivamente, e tendo em vista as expressoes (5.2), (5.4)-(5.6), (5.11) e
(5.13)-(5.15), obtemos

dy ox
Ukt — k+1 YY k41 YL
e ule o, | anl.
= (pE g TR ) ) (g FAT o) 925 )
p on|, p onl.
oy ox
Uff,f’l T W4 k+1 YL
| | o). | anl.
A A
= () P (gl TS ) 9 (20
p on |y p on |y
dy ox
VIEL ket Y k41 YL
Jp AT dy J AT ox
= —(FF+ P k+1> = + (GZ P’ k+1) —| , (5.21)
( It p 3 | K|,
8y 895
k+1 k+1 k+1
= - (F\’; JPAT@“\’““) Qi (Gy’; + —JSfT@”\§+1> Z—Z (5.22)

Destacamos que a formulagdo UV para a velocidade é dada pelo conjunto de equa-
coes (5.19)-(5.22), sendo necessdria para que possamos fazer o balanco de massa para cada
célula do dominio. O balanco de massa decorre da equagdo da continuidade (3.55), com a
mesma estando escrita no sistema de coordenadas generalizadas.

Agora observe que do produto do termo de pressdo pela métrica, encontrado no

segundo membro de (5.19), juntamente com as expressoes (4.17) e (4.18), resulta que
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dy ox
ulk+1 ZJ v k+1
7 . 2¢ anl.,
ooy _opoy\[*oy|  [opdr opos) | o
877 9 9 on an|, o0& dn  On o€ an|,
_@k+1@2+@2+@k+1@@ o] Ox
onl. — onl. an|. e Onl. 0], Inl,
oy |FH ap|FH1
= __p a|e+a_p ﬂl&
e

com « e 3 dados por (2.6) e (2.7), respectivamente. Para as demais arestas, considerando (2.6)-
(2.8) e (4.17)-(4.18), segue que

P k+1 ay vk+1 Ox - _ ap ! | + ap k+1ﬁ|
ay o ap k+1 ap k+1
o ulk+1 ZJ v|k+1 7 — 2
ay O ap k+1 ap k+1
. u|k+1 v|k+1 — _ =
L —5—1—32]5 7| P | Bls ol |s-

Portanto, a forma compacta para as componentes contravariantes ¢ dada por

Uittt = FIf g—z ~ G gi JeAT { op[** aye + g_]; ]:Hﬁ\e}, (5.23)
Ukt — gk gz el . JWPAT {— g—g jla\w + g—f; ) B\w}, (5.24)
VI = —Fl gg +Gh 5| e {g—g iﬂmn - 2—5 iﬂm}, (5.25)
V;?H = —Ff; g‘g 8 +GJk gz LAT {@ Mﬁls -~ ? jﬂvls} . (520

Considerando a equacdo da continuidade em coordenadas generalizadas, apresen-
tada em (3.55), e aproximando-a por diferengas finitas do tipo central no ponto cardinal P, da

célula hachurada da Figura 4.1(a), no nivel de tempo k + 1, obtemos

ou Mt av

k+1 U|k+1 _ U|k:+1 V|k+1 _ V|kz+1
- _ :> e w n S
o | p on | p

=0 A A =0
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ou ainda
Ukt — gkt Lyt —y i = . (5.27)

Como as expressdes para UM, U|FFL VE+HL e Vk+1 j4 foram obtidas — (5.23) a
(5.26) —, substituindo estas igualdades em (5.27) e agrupando os termos semelhantes em um

mesmo lado da igualdade, encontramos

ap k+1 8p k+ ap k+1 ap k+1
JE{__ __'e |e‘+ 55 . 6| J@ 55 N OJw'_ 55 " Bhu
op k+1 ap k+1 ap k+1 ap k+1
+ &Lz{'__ql /ﬂn'_ 55 . VLZ Jé - EE . ﬁﬂs'+ 5; . 7%
dy 8x oy ox P
[ e ), Tl By, Tl By, wan]m
0 0
+ { - +G\’§8§ }i (5.28)
e denotando o segundo membro de (5.28) como
5’y 8x
—F|* + G + Pk -Gy =
; G P S e g
0 0
-G ) +al: az FGF
segue que
p k+1 ap k+1 ap E-+1 ap E+1
Jé  as a(z+'__' e +‘J@ A~ Oy w
{ 9|, | an|, ’ oE |, | M., ’

k+1 k+1
op

%—Jﬁ { EETH/ ﬁyn‘_

k+1 ap

o Vn ¢+ Js T o

A equacdo (5.29) € a equacdo da evolucdo da pressdao. Esta equacdo satisfaz a

_ kP
7|s} = FQG| A (529

S S

equacdo da continuidade (3.55) e, além disso, quando resolvida e inserida nas equagdes de
Navier-Stokes (5.1) e (5.10) permite que as equagdes do movimento sejam atualizadas.
A seguir € apresentado um algoritmo que caracteriza o método MAC utilizado neste

modelo numérico.
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Algorithm 1 Algoritmo do método MAC-Generalizado

Tome 7 = 0, AT, u = ug, v =09, p =po, U = Uy, V =V}
procedure ALOCACAO DE MEMORIA
end procedure
procedure LEITURA DOS PONTOS DA MALHA
end procedure
Inicializa k = 0
procedure CONDICOES INICIAIS
end procedure
procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE
equagoes (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30)
end procedure
procedure GRAVACAO = (u’, v°, p°)
end procedure
while 7 < Tfinal do
procedure CONVECTIVO = (%(u)[*, € (v)[")
equacoes (4.13) e (4.14)
end procedure
procedure DIFUSIVO = (¥ (u)[*, ¥ (v)|")
equacoes (4.19) e (4.20)
end procedure
procedure FG = (F|k , G|k)
equacoes (5.3), (5.7), (5.8), (5.9), (5.12), (5.16), (5.17) e (5.18)
end procedure
T=T+ AT
procedure PRESSAO = (p)|
equacdo (5.29)
procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A PRESSAO
equagdo (4.31)
end procedure
end procedure
procedure VELOCIDADE = ( #*
equacoes (4.17) e (4.18)
equacoes (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.11), (5.13), (5.14) e (5.15)
equagoes (5.19), (5.20), (5.21) e (5.22)
end procedure
procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE
equacoes (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30)
end procedure
procedure GRAVACAO = (uF*1 pktl phtl)
end procedure
E=k+1
end while

k1
)

|k+1 : :@U|k+1 7 u|k+1 |k+1 7 U|k+1 : V|k+1)

bl




Capitulo 6
RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir da versao sim-
plificada do método MAC — apresentada no capitulo 5 —, com base nas discretiza¢des contidas
na secao 4.2 do capitulo 4. Para os problemas estudados consideramos escoamentos laminares,
incompressiveis e isotérmicos, de acordo com as expressdes (3.51) e (3.52) determinadas no
capitulo 3.

O primeiro problema estudado refere-se ao escoamento entre duas placas paralelas,
o segundo trata sobre o escoamento em uma cavidade quadrada com parede superior em movi-
mento e o terceiro retrata o problema do escoamento em um duto contendo placas de orificio.
Além de validar o método, estes problemas também sao utilizados na verificagdo da capacidade
do mesmo em representar situacdes verificadas teoricamente ou por meio de experimentos, além
de indicar que o método pode ser uma alternativa para a resolucao de problemas que poderiam
ser resolvidos diretamente segundo o sistema de coordenadas cartesianas.

O quarto problema estudado refere-se a aterosclerose. Com este, nosso objetivo é
apresentar o funcionamento do método na resolugdo de problemas cujas geometrias ndo pode-

riam ser representadas adequadamente por meio do sistema de coordenadas cartesianas.

6.1 ESCOAMENTO ENTRE DUAS PLACAS PARALELAS

Neste problema consideramos uma geometria em formato retangular com altura de

medida H e comprimento L = 8 H, conforme Figura 6.1.

- D C
VEI,—» H
—
— A B

Figura 6.1: Dimensdes da geometria do problema do escoamento laminar entre duas placas
paralelas [5]

O fluido, com Re = 100, € injetado para o interior da geometria por meio da aresta
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AD com uma velocidade de inje¢@o prescrita dada por vel; = 1.0 m/s perpendicular a aresta,
as placas sdo indicadas pelas arestas AB e C'D e ha saida do fluido pela aresta BC'. O obje-
tivo € comparar os resultados obtidos com os apresentados por [5] para verificagdo do método
numérico. Note que este problema poderia ser resolvido considerando um método baseado no
sistema de coordenadas cartesianas, no entanto utilizamos o método em coordenadas generali-
zadas para a verifica¢do do funcionamento adequado do mesmo e para observar que ele também
pode ser empregado na resolugdo de problemas em coordenadas cartesianas, ja que este pode
ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas cartesianas.

Como condig¢des iniciais a velocidade e a pressdo sao tomadas nulas. As condi¢des
de contorno consideradas sdao do tipo CIPR na aresta AD, CECO na aresta BC' e CNEI nas
arestas ABe CD.

Para o estudo do problema em questao foram realizadas cinco simulac¢des, tomando
H = 1 m, entre as quais hd varia¢do da quantidade de linhas consideradas nas direcdes £ e 7, ou
seja, variacdo no refinamento das malhas utilizadas. As caracteristicas consideradas na geracao

de cada uma das malhas utilizadas s@o apresentadas na Tabela 6.1.

Malha | Ndmero de linhas na dire¢do ¢ | Numero de linhas na direcdo n
P1 9 5
P2 17 9
P3 33 17
P4 65 33
P5 129 65

Tabela 6.1: Descri¢do da quantidade de linhas consideradas na construcao das malhas utilizadas

Na Figura 6.2 € apresentada a malha P1 como exemplo, sendo as demais construidas buscando

manter a mesma proporcao entre a quantidade de células nas direcdes £ e 7 em relacdo a esta.

Figura 6.2: Malha P1

Para a geracdo das malhas referentes a este problema foi estipulada a realizacdo de, no maximo,
1000 iteragdes, considerando um erro inferior a 1074,
Para as simulacdes, o tempo final assumido foi igual a 30 (tempo em que o re-

gime permanente foi atingido), considerando a realizagdo de, no maximo, 10° iteragdes para
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a obtencdo da solu¢do, com um erro minimo de 103, Na resolucdo dos sistemas lineares ob-
tidos utilizamos o método Gauss-Seidel. No estudo das malhas P1 a P3 foi considerado um
A7 = 1072, enquanto que para P4 e P5 o A7 tomado foi igual a 5.1073 para que houvesse

convergéncia do método numérico e a solugdo pudesse ser obtida.

I

(@) 7=0.0 (b) 7 =0.025

0 2,282950569702665

(k) Variagao da velocidade

Figura 6.3: Perfis obtidos na resolu¢do do problema de escoamento entre duas placas paralelas
para alguns valores de 7

Alguns dos perfis obtidos para o campo de velocidade durante a simulacdo referente
ao problema de escoamento entre duas placas paralelas, considerando a malha P5, podem ser
observados nas Figuras 6.3(a)-(j). Note que no tempo inicial a velocidade em todos os pontos do
dominio € igual a zero, por se tratar da condicao inicial aplicada. L.ogo no inicio da simulacdo a
velocidade assume valores proximos de 1.5 m/s, porém, com o decorrer do tempo, nas regides
proximas as placas, ela é reduzida e apenas no centro do duto aproxima-se do valor maximo
alcancado. Ao atingir o regime permanente podemos observar que a velocidade maxima é
atingida no centro do duto e proximo as fronteiras superior e inferior a velocidade € nula por
causa da condi¢do de contorno imposta no inicio do estudo.

Nas Figuras 6.4(a) e 6.4(b) sido apresentados os perfis de velocidade' na secio de

Neste caso estamos analisando apenas a componente u da velocidade por esta ser perpendicular i aresta por
onde ha saida de fluido do dominio.
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(b) Apresentado por [5]

Figura 6.4: Perfil de velocidade na sec¢do de saida para o escoamento entre duas placas paralelas

saida, na aresta BC, para as malhas consideradas na Tabela 6.1, pelo presente trabalho, e por
[5], respectivamente. E importante ressaltar que em [5] D = 1, logo y/D = y e assim, 0s
valores descritos no eixo das ordenadas em ambos os gréaficos correspondem a mesma varidvel
y. Da mesma forma, como no trabalho tomado como referéncia v. = 1 e v;, que representa a
chamada velocidade da corrente livre, descreve a componente da velocidade na direcao x — que
em nosso caso corresponde a componente u — entdo os eixos das abscissas também correspon-
dem a mesma varidvel. Assim, podemos comparar os graficos apresentados nas figuras 6.4(a)
e 6.4(b), pois ambos descrevem uma mesma relacio — entre a variacdao dos valores assumidos
pela componente v da velocidade e os valores assumidos por .

A existéncia de solucdo analitica, neste caso, permite uma andlise mais precisa do
funcionamento do método proposto neste trabalho. Analisando o gréifico 6.4(a) podemos obser-

var que quanto maior o refinamento da malha, melhores sdo os resultados obtidos. Na malha
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P5, por exemplo, 0 mdximo valor encontrado para a velocidade é igual a 1.4814 m/s, enquanto
que a maxima velocidade analitica encontrada em y = 0.5 é igual a 1.50 m/s [5]. Ao com-
pararmos os perfis obtidos pelo método proposto neste trabalho e por [5] € possivel observar
que houve uma maior aproximacao da solu¢do analitica no presente do que em [5], pois neste

tltimo a velocidade maxima encontrada foi de 1.4756 m/s.

Malhas | Vi,um . hy hy X hy, Erro=1{1.5 = Viuml
Py 1.1999 1.0 0.25 0.25 0.3001
P 1.3380 0.5 0.125 0.0625 0.1620
P 1.4158 | 0.25 0.0625 0.015625 0.0842
P, 1.4498 | 0.125 0.03125 0.00390625 0.0502
P 1.5068 | 0.0625 | 0.015625 | 0.0009765625 0.0068

Tabela 6.2: Indicativo de convergéncia via velocidade da corrente livre numérica Vj,,,,,,

Na Tabela 6.2 € mostrado que o refinamento da malha (h, e h,) implica em tomar-
mos cada vez mais elementos de menor drea no dominio (h, x h,), que por sua vez, implica em
obter diferentes valores para a velocidade da corrente livre calculada numericamente? (V},,,,,,)-
Com refinamentos sucessivos o erro calculado entre as velocidades 1.5 e V},,,,,,, tende a zero.
Entao ha evidentemente um processo de convergéncia para a velocidade tedrica, ou seja, a ma-
lha ndo interfere na obten¢do da solucdo, pois a reducdo na drea dos elementos que compdem a

malha implica na diminui¢do do erro de forma monotdnica.

6.2 ESCOAMENTO EM CAVIDADE COM PAREDE SUPERIOR
EM MOVIMENTO

O problema do escoamento de um fluido forcado pelo movimento de uma parede
em uma cavidade € muito utilizado para a avalia¢do de algoritmos numéricos para as equacoes
de Navier-Stokes [22].

Neste problema consideramos uma cavidade quadrada totalmente preenchida por
fluido na qual a parede superior estd em movimento, com uma velocidade de 1 m/s, e as demais
fixas. As dimensdes da cavidade sdo iguais a 1 m e sua geometria pode ser observada na Figura
6.5(a). Para a constru¢do da malha utilizada neste estudo consideramos a mesma quantidade de
linhas nas direcdes £ e 7, assim, as células que compdem a malha tem formato quadrado. Por
exemplo, para a constru¢ao da malha apresentada na Figura 6.5(b) consideramos os numeros
totais de linhas nas dire¢des £ e 7 iguais a 10. Os resultados obtidos para este problema sao
comparados aos apresentados por [5] e [29].

2A velocidade da corrente livre é aquela presente na linha de centro do dominio, em torno de y = 0.5, sobre a
qual podemos considerar que ndo hd influéncia das condi¢des de contorno impostas sobre as fronteiras inferior e
superior.
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1.0

1.0

(a) Geometria e dimensoes (b) Exemplo de malha

Figura 6.5: Escoamento em cavidade com parede superior em movimento

Neste problema o estudo foi desenvolvido a partir de uma malha com 129 linhas
nas direcdes £ e 7 e, assim como no problema anterior, para a geracdo da mesma foi estipulada
a realizagio de, no maximo, 1000 iteragdes, considerando um erro inferior a 104,

Foram feitas trés simula¢des considerando niimeros de Reynolds iguais a 100, 400
e 1000. Os dados obtidos a partir dos dois primeiros casos sdo comparados numericamente aos
apresentados em [5] e para o terceiro, comparados graficamente aos obtidos por [29].

Como condig¢des iniciais a velocidade e a pressao sao tomadas nulas. As condigdes
de contorno consideradas s@o do tipo CLES na parede superior, considerando uma velocidade
de escorregamento igual a 1 m /s, e CNEI nas demais fronteiras.

Para as simula¢des o tempo final assumido foi igual a 50, considerando a realizagao
de, no méximo, 10° iteracdes para a obtencdo da solug¢do, com um erro minimo de 1073, Na
resolucdo dos sistemas lineares obtidos utilizamos o método Gauss-Seidel. Além disso, consi-
deramos A7 = 102 para que houvesse convergéncia do método numérico e a solu¢do pudesse
ser obtida.

A variac¢do dos médulos da velocidade, obtidos apds o regime permanente ser atin-
gido, nas trés simulagdes realizadas, podem ser observados nos campos de velocidades apre-
sentados nas Figuras 6.6(a)-(c). Nas figuras apresentadas podemos verificar a formacao de uma
regido na cor azul escuro préxima ao centro do dominio, na qual a velocidade é préxima ou
igual a zero. Ao redor desta, a velocidade atingida € maior que zero. Com a variacdo do nu-
mero de Reynolds utilizado ha variacio na localizagdo da regido. Apds analisarmos o campo de
velocidades considerando a dire¢do do escoamento por meio de vetores, conforme apresentado
nas Figuras 6.7(a)-(c), podemos observar que a regiao na cor azul escuro, préxima ao centro do

dominio, representa a formacdo de um vértice primario®.

3Neste estudo estamos considerando o vértice primdrio como sendo aquele que possui maiores dimensdes,
formado préximo ao centro do dominio. Os demais vortices formados sdo chamados de vértices secunddrios.
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Velocidade (m/s)
0,9596522
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(a) Re =100
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(b) Re =400

Velocidade (m/s)
0,9596522

0,8
0,6
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(c) Re = 1000

Figura 6.6: Campos de velocidades obtidos na resolu¢cdo do problema da cavidade no regime
permanente
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(¢) Re = 1000

Figura 6.7: Campos de velocidades, indicando o sentido do escoamento, obtidos na resoluc¢ao
do problema da cavidade no regime permanente
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Além do vortice primdrio, podemos observar a formacgao de outros dois vortices

menores nas regides inferiores, préximas as fronteiras esquerda e direita da cavidade. No pri-

meiro caso, onde Re = 100, ha apenas um indicio da formacdo destes vortices secundarios.
Para Re = 400 observamos uma melhor estruturacio do vortice do canto inferior direito e ape-
nas o inicio do vértice identificado no canto esquerdo. Ja no terceiro caso, onde Re = 1000, os
dois vortices secundarios estdo mais definidos e ha um indicio da formacdo de outro vortice no

canto superior esquerdo.

Referéncia

Re =100

Re =400

Este trabalho

0.6109, 0.7335

0.5699, 0.6033

Bono et al. [5]

0.6157,0.7373

0.5613,0.6123

Ghia et al. [26]

0.6172,0.7344

Gupta e Kalita [31]

0.6125,0.7375

0.5500, 0.6125

Hou et al. [35]

0.6196,0.7373

0.5608,0.6078

~—~ || |||
~— [ — [ — | — | — [ ~—
— | — |~ |~ [~ [ ~—

(
(
(0.5547,0.6055
(
(
(

Marchi et al. [49] 0.6162,0.7373 0.5537,0.6054

Tabela 6.3: Comparacdes com resultados da literatura

A partir da captura dos vortices em nosso trabalho, nosso interesse foi comparar as
coordenadas do centro dos vortices primdrios obtidos nas simulacdes referentes a este problema
com outros trabalhos realizados. Na Tabela 6.3 apresentamos as coordenadas do centro do
vortice primdrio obtido para os casos onde Re = 100 e Re = 400 em comparacdo com 0s
valores apresentados por outros pesquisadores — os dados obtidos por [26, 31, 35, 49] foram

obtidos a partir de [5]. Observe que nossos resultados estdo em concordancia com a literatura.
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(a) Perfil obtido neste trabalho

(b) Peril apresentado em [29]

Figura 6.8: Campos de velocidades, indicando o sentido do escoamento, para Re = 1000
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Para o estudo do caso onde Re = 1000 nosso objetivo foi apenas comparar grafica-
mente os resultados obtidos neste trabalho com os de [29], onde utilizamos os mesmos dados
de entrada desta literatura, visando uma andlise qualitativa dos perfis obtidos por ambos. Na
Figuras 6.8(a) e 6.8(b) podemos observar que o padriao de escoamento € o mesmo em ambos 0s

trabalhos. As coordenadas do vortice primdrio obtidas neste trabalho foram (0.5528, 0.5698).

6.3 ESCOAMENTO ENVOLVENDO PLACA DE ORIFICIO

As placas de orificio sdo as mais conhecidas tecnologias relacionadas a vazdo. Elas
apresentam uma medicdo confidvel e precisa para aplicacdes envolvendo liquidos, gases ou
vapor [48].

: : ]

PERMANENT

PRESSURE LOSS
DIFFERENTIAL £ P *P, -P,
®, -P) *

na000oaanaonnt

Figura 6.9: Variagdo da pressao de um fluido escoando em tubulagdo contendo placa de orificio
[47]

De acordo com Kempenich [38] quando hd escoamento de fluido em um duto con-
tendo uma restri¢ao, entdo ocorre um salto na pressao na regiao em torno da restri¢do. A partir
da Figura 6.9 podemos observar o que ocorre no escoamento em um duto envolvendo placa de
orificio. Ao ingressar na tubula¢do o fluido possui uma determinada pressao, mas ao aproximar-
se do orificio hd um pequeno aumento seguido de uma queda brusca na pressao do mesmo. Na
sequéncia hd um aumento gradual na pressdo do fluido, atingindo um valor inferior ao obser-
vado na regido anterior a placa de orificio [47].

Conhecendo esta informac¢do, nosso objetivo foi verificar se nossa proposta neste
trabalho era capaz de captar esta variacdo na pressao durante o escoamento de um fluido em um
duto contendo uma placa de orificio.

Para o estudo do problema do escoamento em uma tubulacdo contendo a placa de
orificio consideramos a geometria com as dimensdes apresentada na Figura 6.10. Estes dados
foram obtidos a partir da literatura [36].

Neste problema o fluido € injetado para o interior da geometria por meio da aresta
AD com uma velocidade de injecdo prescrita dada por vel;, perpendicular a aresta. A saida do
fluido ocorre através da aresta BC', e a uma distincia de 1,26 do segmento AD ¢ instalada a

placa de orificio.
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Figura 6.10: Geometria e dimensdes referente ao problema envolvendo placa de orificio

Como condig¢des iniciais a velocidade e a pressdo sdo tomadas nulas no interior do
dominio. As condicdes de contorno consideradas sdo do tipo CIPR na aresta AD, com vel; ja
citada anteriormente, CECO na aresta BC' e CNEI nas fronteiras superior e inferior.

Para o estudo do problema em questdo foram realizadas duas simulacdes. Na pri-
meira consideramos a malha apresentada na Figura 6.11, construida a partir das dimensdes
citadas na Figura 6.10, contendo 49 linhas £ e 13 1. Além disso, tomamos vel; = 0.0025. No
segundo caso, consideramos um refinamento da primeira malha, contendo 65 £ e 16 7, além de
uma velocidade 12% superior a considerada no caso anterior, ou seja, vel; = 0.0028. De modo

andlogo aos problemas anteriores, para a geracdo destas malhas foi estipulada a realizacdo de,
no maximo, 1000 itera¢gdes, considerando um erro inferior a 1074,

it

i

Figura 6.11: Malha considerada na primeira simulacdo referente ao problema envolvendo placa
de orificio

Para as simula¢des o tempo final assumido foi igual a 100, considerando a realizagao
de, no maximo, 10° iteracdes para a obtencio da solucio, com um erro minimo de 10~*. Além

disso, consideramos AT = 3.1073 na simulac¢@o envolvendo a malha 49x13 e A7 = 5.1073 no
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caso da malha 65x16 para que houvesse convergéncia do método numérico e a solugdo pudesse

ser obtida.
Pressao
847 .6 848 848 .4
847,4591 848,7549

(a) Malha com 49 linhas £ e 13 7

Pressao
1650 1650 1650 ‘1|651 1651

1649,285 1651,584

(b) Malha com 65 linhas £ e 16 1

Figura 6.12: Perfis obtidos para a pressdo na resolucio do problema envolvendo placa de orificio
no regime permanente

As Figuras 6.12(a) e 6.12(b) descrevem o campo de pressdo obtido apds o regime
permanente ser atingido para as malhas 49x13 e 65x16, respectivamente. Em ambos os casos
podemos observar que hd uma queda na pressao do fluido ao aproximar-se da regido onde esté
localizado o orificio. A regido com maior pressdo encontra-se no inicio do duto, por onde
o fluido € injetado para o interior do dominio. Comparando as Figuras 6.12(a) e 6.12(b) é

possivel verificar que com um aumento na velocidade e no refinamento da malha hd uma grande
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alteracdo do valor da pressdo, no primeiro caso estando em torno de 848 e no segundo, 1650.
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(a) Malha com 49 linhas £ e 13 (b) Malha com 65 linhas £ e 16 1

Figura 6.13: Gréfico relacionando o valor da pressdo em fungdo da coordenada espacial

A variacdo da pressdo pode ser melhor analisada a partir dos graficos apresentados
nas Figuras 6.13(a) e 6.13(b). Para a constru¢do do primeiro consideramos os valores da pressao
obtidos nos centros das células localizadas entre as linhas n = 7 e 7 = 8, representados no eixo
das ordenadas, em funcao de sua coordenada espacial x, descrita no eixo das abscissas. Analo-
gamente, no segundo caso, os valores da pressdo referentes aos centros das células localizadas
entre as linhas 7 = 8 e n = 9 sdo apresentados no eixo das ordenadas também em funcdo da
coordenada espacial x, descrita pelo eixo das abscissas — estas regides foram selecionadas por
serem proximas do centro do dominio.

Note que em ambos hd um decaimento da pressdo, atingindo ponto de minimo
em r = 1.3 para, em seguida, sofrer aumento e depois iniciar um decaimento novamente.
Esta regido onde hd essa maior variagdo da pressdao corresponde ao local onde encontra-se o
orificio. Assim, podemos observar que o método proposto neste trabalho é capaz de captar
estas variagdes na pressdo do fluido durante o escoamento, conforme verificado nos estudos
tedricos e experimentais.

Na sequéncia também fizemos uma andlise do campo de velocidade obtido apds o
regime permanente ser atingido. A variagdo dos médulos da velocidade podem ser observados
nos campos de velocidades apresentados nas Figuras 6.14(a) e 6.14(b). Em ambas as figuras
podemos verificar a formacao de uma regido na cor azul escuro nos cantos superior e inferior,
apos o fluido atravessar a regido contendo a placa de orificio. Neste local a velocidade € proxima
ou igual a zero, o que indica a formacao de vortices. Outro aspecto interessante a ser observado
€ o fato de no centro da regido contendo o orificio, em ambos 0s casos, existir um aumento e
depois uma reducgdo progressiva na velocidade do fluido. Além disso, podemos verificar que na
malha mais refinada a aceleracio ocorre por uma distdncia maior do que na malha com menor

refinamento.

O objetivo foi analisar a velocidade por meio de graficos de modo andlogo ao rea-
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Velocidade
0,1 0,2
0,004494 0,265226

-
.
v
“mamr

(a) Malha com 49 linhas £ e 13 )

Velocidade
0,1 0,2 0,3
0,000492 0,361799

(b) Malha com 65 linhas £ e 16 i

Figura 6.14: Campos de velocidade obtidos na resolu¢do do problema envolvendo placa de
orificio no regime permanente

lizado para a pressdo. Assim, foram construidos os graficos apresentados nas Figuras 6.15(a)
e 6.15(b). Na construg@o do primeiro consideramos os valores da componente u da velocidade
obtidos a partir das células localizadas entre as linhas n = 7 e n = 8, representados no eixo
das ordenadas, em funcdo de sua coordenada espacial z, descrita no eixo das abscissas. Ana-
logamente, no segundo caso, os valores da componente u da velocidade referentes as células
localizadas entre as linhas n = 8 e n = 9 sdo apresentados no eixo das ordenadas também em

func¢do da coordenada espacial x, descrita pelo eixo das abscissas.



87

Em ambos os graficos podemos observar um aumento na velocidade, atingindo

ponto de maximo em = = 1.29 seguido de um decaimento. Na sequéncia a velocidade torna-se
praticamente constante.
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(a) Malha com 49 linhas £ e 13 7 (b) Malha com 65 linhas £ e 16 1

Figura 6.15: Gréfico relacionando o valor da velocidade em fun¢do da coordenada espacial x

Observando novamente os graficos apresentados nas Figuras 6.13(a) e 6.13(b) e
comparando-os com os graficos contidos nas Figuras 6.15(a) e 6.15(b) € possivel observar que
no local onde ha um descrescimento seguido de um aumento na pressdao também ocorre um

aumento e posteriormente um decréscimo na velocidade. Esse fenomeno € justificado pela
chamada equac¢do de Bernoulli

V2

P+ pgy + pT = constante

no caso incompressivel — onde p é a pressao, p a massa especifica, g a forca gravitacional, y a
altura do duto e V' a velocidade do fluido —, a qual afirma que se hd um aumento na velocidade
de um fluido durante um escoamento horizontal ao longo de uma linha de fluxo entao a pressao
do mesmo diminui e vice-versa [32]. Logo, podemos observar que o método também € capaz

de reproduzir este fendmeno, o que prova sua eficiéncia na simulagdo deste tipo de problema.

6.4 ATEROSCLEROSE

A aterosclerose é uma doenca associada a acumulacdo de lipidios, carboidratos
complexos, componentes do sangue, células e outros elementos em artérias de grande e médio
calibre, sendo a principal causa de doencas cardiacas e acidentes vasculares cerebrais (AVCs)
[17]. Em geral, o desenvolvimento do problema tem inicio no acimulo de colesterol do tipo
LDL nas paredes das artérias, o que pode ser maior ou menor dependendo da disponibilidade

desta substincias no sangue [45]. O acimulo dos compostos nas paredes de uma artéria causa



88

um endurecimento na mesma por meio da formacao de placas ateroscleréticas, o que pode gerar
estenose, ou seja, estreitamento no vaso sanguineo, reduzindo o fluxo sanguineo na artéria [24].

Nosso objetivo foi reproduzir um unico caso de fluxo sanguineo na regido de uma
artéria de grande calibre contendo uma estenose tal que exista uma constricdo na fronteira su-

perior e inferior, ambas com mesmas dimensdes e localizadas em um mesmo ponto, conforme

apresentado pela Figura 6.16.

16.0 .

vel —=

10

Figura 6.16: Dimensodes da geometria considerada no problema referente a aterosclerose

Para o estudo consideramos um fluido com Re = 900. Ao fazermos esta conside-
racdo € aceitdvel pela comunidade cientifica que podemos aproximar o sangue por um fluido
viscoso Newtoniano incompressivel [40]. O fluido € injetado para o interior da geometria por
meio da aresta AD com uma velocidade de injecdo prescrita dada por vel; perpendicular a

aresta, e saida através de BC.

Figura 6.17: Malha considerada na resolucio do problema referente a aterosclerose

Como condig¢des iniciais a velocidade e a pressdo sao tomadas nulas. As condi¢des
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de contorno consideradas sdo do tipo CIPR na aresta AD, CECO na aresta BC' e CNEI nas
fronteiras superior e inferior.

Para o estudo do problema em questdo consideramos a malha apresentada na Fi-
gura 6.17, construida a partir das dimensdes ja citadas, contendo 129 linhas na dire¢do & e 20
na direcdo 7. Além disso, consideramos vel; = 0.1467. De modo andlogo aos problemas ante-
riores, para a geracdo destas malhas foi estipulada a realiza¢do de, no maximo, 1000 iteracoes,
considerando um erro inferior a 10~*

Para as simulag¢des assumimos um tempo final igual a 50, considerando a realizacdo
de, no maximo, 10° iteracdes para a obtencdo da solu¢do, com um erro minimo de 1072 e
AT =5.1073.

Velocidade

1||||H|%||||| 3
0

3,478689

Figura 6.18: Campo de velocidades obtido a partir da simula¢do do problema referente a ate-
rosclerose

O campo de velocidade verificado apds o regime permanente ser atingido pode ser

observado na Figura 6.18. A regido préxima a estenose foi destacada na Figura 6.19.

Figura 6.19: Campo de velocidades com destaque para a regido préxima a estenose

Note que ha uma grande variac¢do na velocidade do fluido ao longo do escoamento,
atingindo velocidade nula préximo as fronteiras superior e inferior, € no local onde ha a estenose
a velocidade encontra-se proxima a 6,2026. Apds a regido contendo a estenose, proximo as
fronteiras superior e inferior, ha regides onde a velocidade aproxima-se de zero, indicando a
formacao de vortices.

Nas Figuras 6.20 e 6.21 podemos observar a variagdo das componentes « € v da
velocidade, respectivamente, ao longo da geometria considerada. Observe que a componente
assume valor negativo préximo as fronteiras, o que indica que o fluido estd escoando no sentido

contrdrio ao indicado por vel;. Além disso, a componente v assume valor ndo nulo apds a
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estenose. Estas duas informagdes indicam que o fluido, em determinada regido, altera o sentido

do escoamento, ou seja, hd a formagdo de vortices proximos as fronteiras inferior e superior.

Componente u

0 2 4 6
L] WENEN

-0,388622 6,202564

Figura 6.20: Campo de velocidades para a componente

Componente v

0.4 _0’2||| 0 ||||||C|J1

-0,516111 0,505542

?. 0,4

N

Figura 6.21: Campo de velocidades para a componente v

Ao compararmos os valores minimos atingidos pelas componentes u e v da velo-
cidade nas Figuras 6.20 e 6.21 verificamos que na regido superior os valores assumidos, em
modulo, sdo maiores que os da regido inferior, o0 que demonstra que o voértice formado na re-
gido superior € maior que o formado na regido inferior, mesmo que as dimensodes da constricao
em ambos os locais sejam iguais. Este fendmeno é também salientado no artigo [40] e pode ser
explicado pelo fato de que, considerando e = 900 hd um principio de turbuléncia, e quando
ha um aumento no valor de Reynolds ha a formacdo desordenada de vortices tanto na parte
superior quanto na inferior.

O estudo da formacdo desordenada e amplificada desses vortices além das estenoses
¢é fundamental, pois 0os mesmos podem dificultar a continuidade do fluxo sanguineo nas artérias
e assim, como captado nas simulacdes, pode-se agravar os problemas de saide podendo levar

seus portadores a dbito.



Capitulo 7
CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento e aplicacdo de um método numérico
em coordenadas generalizadas para a simulacdo de escoamentos laminares, incompressiveis e
isotérmicos, no caso bidimensional. Para isto, foi necessario o estudo de determinados conceitos
e métodos numéricos necessdrios para a elaboracdo desta dissertacao.

Conforme apresentado no capitulo 2, estudamos a modelagem numérica visando a
resolucao de problemas fisicos, com destaque para a geracao de malhas. Assim, foi necessario
caracterizar o que ¢ malha e quais sdo seus elementos. O estudo do sistema de coordenadas
generalizadas, sua importancia na resolu¢do de problemas fisicos, principalmente no que diz
respeito a adequacdo da malha ao dominio fisico dos problemas em questdo, além das equacdes
e métricas consideradas na transformacdo entre este sistema e o de coordenadas cartesianas
também foi fundamental para a sequéncia do trabalho. Aliado a estes conceitos, também foi
necessdario tratar sobre as equagdes de geracdo das malhas, juntamente com a interpolacao poli-
nomial, mais especificamente o chamado spline cibico parametrizado, utilizado na constru¢ao
do bordo.

A identificacdo das equagdes diferenciais parciais que governam os problemas estu-
dados, de acordo com o capitulo 3, fez parte da modelagem dos problemas que seriam tratados.
Inicialmente consideramos as equacdes de quantidade de movimento, também chamadas de
equacgdes de Navier-Stokes, e a equacdo de conservagdo da massa, conhecida por equacdo da
continuidade, ambas no caso bidimensional, escritas no sistema de coordenadas cartesianas. No
entanto, como nosso objetivo era resolver problemas por meio do sistema de coordenadas gene-
ralizadas, foi realizada a transformacdo das equagdes para o sistema generalizado. Para melhor
compreensao das equacgdes, relacionamos as componentes contravariantes do vetor velocidade
com as componentes cartesianas. Neste momento também apresentamos as condic¢des iniciais
e os tipos de condicdes de contorno que seriam consideradas neste trabalho.

Para que fosse possivel estabelecer o método numérico estudamos a discretizacdo da
equacao de Navier-Stokes, inicialmente no caso cartesiano para fins didéticos, visando melhor
compreensao dos procedimentos realizados, e, em seguida, no sistema de coordenadas generali-

zadas que era o objetivo. Esta op¢do foi feita para faciliar a compreensao da discretizagdo neste
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ultimo sistema. Em ambos os casos a discretizagao foi feita separadamente para cada um dos
termos das equacdes: temporal, convectivo, de pressdo e difusivo. Aplicamos aproximacgdes de
primeira ordem no termo temporal, upwind de primeira ordem FOU no convectivo e de segunda
ordem nos termos de pressao e difusivo.

O método numérico considerado, conforme apresentado no capitulo 5, € uma versao
simplificada para o0 método MAC, no caso onde nao ha superficies livres. Também tratamos
sobre a formulacdo UV — com o objetivo de fazer o balango de massa em todas as células do
dominio. Descrevemos o método MAC simplificado, com a dedugdo das expressdes necessarias
e a obtencdo da equacdo de evolugdo da pressdo, que satisfaz a equacdo da continuidade.

Os resultados obtidos sdo apresentados no capitulo 6 e estdo relacionados aos se-
guintes problemas: escoamento entre duas placas paralelas, escoamento em uma cavidade qua-
drada com parede superior em movimento, escoamento em um duto contendo placas de orificio
e aterosclerose, que corresponde ao escoamento em uma artéria contendo um estreitamento em
sua parede.

Assim como apresentado, os trés primeiros problemas poderiam ser resolvidos por
meio de métodos baseados no sistema de coordenadas cartesianas, pois suas geometrias pode-
riam ser representadas adequadamente por meio deste sistema. No entanto, estes problemas
foram estudados para validagdo do método numérico elaborado, pois o sistema de coordenadas
cartesianas pode ser considerado um caso particular do sistema de coordenadas generalizadas.
Desta forma, foi possivel verificar a eficiéncia do método proposto, pois as solugdes obtidas
com a aplicacdo do mesmo sdo boas aproximagdes para solugdes analiticas — no caso do es-
coamento envolvendo placas paralelas —, quando comparadas as obtidas por outros métodos —
como € o caso do escoamento em uma cavidade — e também em relagdo a fundamentos tedri-
cos ou observacoes experimentais — quando consideramos o escoamento em duto com placa de
orificio.

Porém, no caso do quarto problema resolvido — o da aterosclerose — a geometria
considerada ndo pode ser ajustada adequadamente ao sistema de coordenadas cartesianas, o
que demonstra uma vantagem do método desenvolvido a partir do sistema de coordenadas ge-
neralizadas, pois ele pode ser aplicado na simulagdo de um conjunto maior de problemas do
que o cartesiano. Assim, apesar de serem necessarios estudos relacionados a transformacao de
coordenadas, o método proposto pode ser adaptado para diversos problemas, além da possibi-
lidade de ser estendido para casos tridimensionais [46], o que contribui para a elaboracdo de
outros métodos e para o proprio desenvolvimento da ciéncia da dindmica dos fluidos.

Em nossas simulagdes foi possivel obter resultados satisfatérios, quando compara-
dos a literatura, com o uso do esquema FOU. Mas ressaltamos que a medida em que procura-
vamos aumentar o nimero de Reynolds em nossas simulagdes os resultados divergiam ou eram
inconsistentes com a fisica do problema. Sabemos que isto estd fortemente relacionado a baixa
ordem de precisdo do esquema uma vez que muitos pesquizadores ja provaram a existéncia

deste fendbmeno. Mas por outro lado lembramos também que a estratégia adotada na constru¢@o
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do algoritmo € eficiente, porque captou adequadamente o salto na pressao e velocidade quando
foi simulado o escoamento na placa de orificio. Localizou corretamente os vortices na cavidade
e no problema da aterosclerose.

Como estamos motivados com o desenvolvimento deste trabalho, incluimos no
apéndice C a deducdo matematica do esquema CUBISTA que é um esquema upwind — de
ordem maior que um — que inclui em sua fundamentacio conceitos relacionados a varidveis
normalizadas (destacadas no apéndice B). Portanto como sugestdo para trabalhos futuros reali-
zaremos a implementacdo do esquema CUBISTA para posterior comparacao com os resultados

apresentados neste e em outros trabalhos.



Apéndice A

CONCEITOS BASICOS SOBRE
FLUIDOS

De acordo com Munson, Young e Okiishi [58], fluido é uma substancia que se
deforma continuamente quando submetida a uma tensdo de cisalhamento de qualquer valor,
sendo capaz de escoar e tal que seu volume se adequa ao formato do recipiente em que estd
contido [27]. Os fluidos podem ser classificados como liquidos ou gases. Como um fluido é
composto por diversas moléculas e nao € possivel descrever seu comportamento por meio da
andlise individual de cada uma delas, consideramos que o fluido € um meio continuo [23].

A massa especifica de um fluido, representada por p, € definida como a massa con-
tida em uma unidade de volume. A viscosidade do fluido é a propriedade que indica o seu
grau de resisténcia a tensdo de cisalhamento. Essa viscosidade é devida, entre outros fatores, a
interacao entre as moléculas do fluido em questao [58].

Um fluido pode ser classificado em Newtoniano ou ndo-Newtoniano. Quando um
elemento de fluido é submetido a um esforco tangencial ele sofre deformagdo a uma determi-
nada taxa. No caso em que as tensOes tangenciais sdo diretamente proporcionais as respectivas
taxas de deformacao entdo o fluido é considerado Newtoniano, e quando ndo existe essa pro-
por¢ao o fluido € caracterizado como ndo-Newtoniano [27].

Quando estudamos fluidos em movimento nos interessamos, necessariamente, em

Figura A.1: Velocidade do fluido em um ponto C' de um volume de controle dada a partir da
velocidade instantanea V' de uma particula a
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descrever o campo de velocidades. Para este estudo podemos considerar a divisdo do dominio
em regioes denominadas volumes de controle, que correspondem a um volume arbitrario do
espaco através do qual o fluido escoa. Dado um determinado ponto C' em um volume de con-
trole, podemos definir a velocidade do fluido em C' como sendo a velocidade instantanea V' de
uma particula a do fluido que, em um determinado momento, passa por C' [23], o que pode ser
observado na Figura A.1.

O escoamento de fluidos pode ser classificado de diversas formas. Escoamentos nos
quais ndo ha variacao de temperatura no decorrer do tempo sao denominados isotérmicos. Um
escoamento € dito laminar quando o movimento das particulas do fluido € dado em camadas
ou laminas em uma trajetoria reta e paralela - Figura A.2. Neste caso, macroscopicamente, ndo
se observa a mistura entre camadas de fluido adjacentes. O escoamento turbulento é aquele no
qual as particulas do fluido movem-se de modo confuso em todas as dire¢des, sendo impossivel

determinar o movimento de uma particula individual [27].

—
\ —_—

[ 1

Figura A.2: Esquema de um escoamento dito laminar [29]

Quando as variacdes da massa especifica de um fluido sdo despreziveis o escoa-
mento € chamado de incompressivel, e quando ndo podemos desprezar essas variagdes o fluido
¢ denominado compressivel. Ao estudarmos o escoamento de fluidos incompressiveis em du-
tos, a classificagdo em laminar ou turbulento é dada em fun¢do do nimero de Reynolds, um

parametro adimensional dado por

B de
1

Re

e que representa a razao das forcas de inércia pelas de viscosidade [27], onde p € a massa espe-
cifica do fluido, V a velocidade média do escoamento, d o didmetro do duto e 1 a viscosidade
do fluido. O escoamento serd dito laminar quando Re < 2300 e para valores maiores, pode

tornar-se turbulento [23].



Apéndice B

FORMULACAO DE VARIAVEIS
NORMALIZADAS, CRITERIO CBC E
RESTRICOES TVD

A formulagdo de varidveis normalizadas (NVF - Normalized Variable Formulation),
elaborada por Leonard [42], foi desenvolvida com o objetivo de se obter esquemas convectivos
com a capacidade de resolver gradientes elevados e manter a estabilidade nas solu¢des numéri-
cas [62].

Para a elaboracdo de um esquema upwind de alta ordem tendo como base a teoria de
variaveis normalizadas, o critério de limitacdo CBC (Convection Boundedness Criterion) e as
restricdes TVD (Total Variation Diminishing), devemos considerar uma molécula computacio-
nal que envolva trés pontos, a saber: D (Downstream), U (Upstream) e R (Remote-upstream),
definidos a partir da face f de um dado volume de controle. Estas posi¢des dependem também
do sinal da velocidade V; de uma varidvel convectada ¢ em f, representada por ¢, — ver Figura

B.1 —, em uma determinada direcdo [14].

e
Ce
w)

Figura B.1: Representacido dos pontos D, U e R em uma molécula computacional (Adaptada
de [14], p.16)

A varidvel ¢, transformada em varidvel normalizada de Leonard [42], é dada por

¢ — ¢r

T ®D

onde ¢p e ¢r sdo os valores ndo normalizados assumidos por ¢ em D e R, respectivamente
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[62]. Se considerarmos, por exemplo, a face f, teremos

. b —dn
= S —on

A partir de (B.1) podemos observar que QER =0e ¢ED = 1. Além disso, se ¢EU =0
entdo ¢y = ¢ € no caso em que ngSU = 1temos ¢y = ¢p.
Tendo como base essa normalizagdo é possivel obter uma relacao funcional simples

entre o valor (5 + na face de um volume de controle e o valor de ¢ no ponto U da seguinte forma

o = b7(dv) (B.2)

sendo esta responsdvel pela definicio do esquema upwind de alta ordem desejado (LIMA,
2010).

Podemos visualizar o esquema upwind, definido a partir da relacdo funcional (B.2),
tendo como base a expressdo (B.1), por meio de sua representacdo no diagrama de varidveis
normalizadas (NVD - Normalized Variable Diagram), proposto por Leonard [42]. A relagcdo
funcional é apresentada no plano ngS s L ngSU. Por exemplo, podemos representar os esquemas

FOU [11] e QUICK [41], definidos, em varidveis normalizadas, da seguinte forma
FOU: b = du
QUICK: ¢ = 0.75¢y + 0.375

por meio do diagrama apresentado na Figura B.2.

of

14

L QU

Figura B.2: Representacdo dos esquemas FOU (em verde) e QUICK (em vermelho) (Adaptada
de [8], p.17)

Ap0s estudos e a realizagdo de experimentos numéricos ([42, 43, 44, 72]), Leonard
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introduziu quatro condi¢des para que a relagdo (B.2) defina um esquema upwind, no contexto
NVF, nido-linear, livre de oscilagdes e difusdo numéricas, sendo possivel atingir até a terceira
ordem de precisdo. Essas condi¢des sobre o funcional dado em (B.2), definidas no intervalo
0< qu < 1, s3o dadas por [14]

(a) arelagdo funcional deve estar definida na origem O = (0, 0);
(b) arelagdo funcional deve estar definida em P = (1, 1);

(c) oesquema, dado por (B.2), deve estar definido em @) = (0.5,0.75) para que possa atingir
segunda ordem de precisao;

(d) o esquema, definido por (B.2), deve ter inclinacdo 0.75 em Q = (0.5,0.75) para que

possa atingir terceira ordem de precisao.

As condigdes (a) e (b) sdo necessarias, enquanto que (c) e (d) sdo necessdrias e suficientes.

A recomendacdo de Leonard é que para q%U ¢ [0, 1] os esquemas devem ser cons-
truidos de tal forma que coincidam com o esquema FOU. E para evitar os problemas de conver-
géncia em malhas grosseiras Lin e Cheng [44] aconselham que a relagdo funcional (B.2) seja

continuamente diferenciavel em todo o dominio de ¢y, .

du

Figura B.3: Regido determinada pelo critério CBC (Adaptada de [14], p.19)

As oscilagdes que ndo sdo originadas da fisica do problema e que influenciam a
solugdo deste podem ser evitadas se o valor de ¢y €, consequentemente, de ¢, forem limitados
pelos valores assumidos nos pontos adjacentes a eles, respeitando o critério CBC (Convection

Boundedness Criterion), proposto por Gaskell e Lau [25]. Segundo este critério, para que o
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esquema definido por (B.2) — que corresponde a uma fun¢@o continua ou continua por partes —

seja limitado, devemos ter [62]

(b:f € [(bAU, 1] se qﬁ:U € [0,1]
qSAf = se QSAU =0
¢f = Se qu =1

br=¢u  se du ¢ 0,1]

A regido determinada pelo critério CBC pode ser observada na Figura B.3 [14]. O
esquema serd limitado se a representacdo da relagao funcional que o define estiver inteiramente
contida nessa regiao.

Como o critério CBC trata o problema de estabilidade de forma adequada, mas
ndo garante a convergéncia da solu¢do numérica, € necessario considerar também as restricoes
TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [33] para que sejam geradas solu¢des numéricas
convergentes e fisicamente aceitaveis [62]

As restricoes TVD, no contexto de varidveis normalizadas, definidas a partir dos

conceitos introduzidos por Harten [33], sd@o dadas por [62]

{ d:)f S [éU;ZggU]e(%f S 1 (%U € [Oal]
o5 = du ¢y ¢ 10,1]

o5

ou

Figura B.4: Regiao determinada pelas restricdes TVD (Adaptada de [14], p.21)

Assim, podemos expressar a regido TVD conforme diagrama apresentado na Figura B.4 [14].
De acordo com Sweby (1884), o esquema definido por (B.2) serd TVD se, e somente

se, sua representacao estiver inteiramente contida na regido TVD, representada pela regido ha-
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churada da Figura B.4 juntamente com a reta qg F= éU [14].

Ap6s a determinacao do esquema upwind, definido a partir das condi¢des de Leo-
nard, no critério CBC e na restricdo TVD, é preciso determinar o limitador de fluxo que carac-
teriza o esquema obtido.

A partir dos conceitos apresentados por Harten [33], Sweby [67] definiu o seguinte

conjunto de limitagdes para o comportamento das fungdes limitadoras de fluxo

P(r) =0, r<0
0 <¢(r) <min{2,2r}, r>0

onde v (r) é o limitador de fluxo, que indica o nivel de antidifusividade, e r a razdo entre dois

gradientes consecutivos [14].

b

Figura B.5: Representacdo da regido TVD no plano ) | r (Adaptada de [8], p.21)

Podemos definir a regido TVD no plano ¢ L r, conforme Figura B.5. De acordo

com Sweby [67], 0 esquema serd TVD se o limitador de fluxo () estiver contido nessa regido.



Apéndice C

ESQUEMA UPWIND CUBISTA

Para o estudo do esquema CUBISTA, proposto por Alves, Oliveira e Pinho [1],
precisamos considerar a formulacdo de varidveis normalizadas (NVF - Normalized Variable

Formulation), o critério CBC e as restricdes TVD, apresentados no apéndice B.

A partir destes conceitos, o esquema CUBISTA foi construido no NVF pela unido
dos segmentos de reta [1]

(1) na zona suave (onde ngSU ~ (.5) considera-se o esquema QUICK onde qu F = 0.75QA5U +
0.375;

(i1) na regido de ligacdo com a origem, na qual gg r=0e gEU = 0, segue-se a restri¢ao TVD,
com ggf = 1.75$U;

~

(ii1) na regido de ligacdo com o ponto gﬁf = 1l e ¢y = 1 segue-se a restricdio TVD, onde

¢; = 0.25¢y + 0.75;
(iv) para <;§U < 0ou ngU > 1 segue-se o esquema FOU, ou seja, ngﬁ F= gEU.

Portanto, o esquema CUBISTA pode ser apresentado da seguinte forma

zicgU, 0<§£U<%
b= %qu%, %s v <

10v+4, 1<ov<l1

v, ¢u < 0ou gy > 1

Substituindo a formulacdo para varidveis normalizadas na definicdo do esquema CUBISTA,

obtemos a defini¢do deste esquema para varidveis ndo normalizadas da seguinte forma

ZQ}U(% — ¢r) + ¢r, 0< Q%U <3

5= ) 30000 —0n)+ 300+ 30n, $<du <}
iqﬁU((ﬁD - ¢R> + %(bD + %L¢R7 % <oy <1
¢U’ $U§00u$U21
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Figura C.1: Representacdo do esquema CUBISTA, no diagrama de varidveis normalizadas,
contido na regido TVD

Podemos observar, a partir da Figura C.1, que a representacdo do esquema CUBISTA estd
contida na regido TVD, como queriamos.
O limitador de fluxo para o esquema CUBISTA ¢é dado por [62]

¥ (r) = max{0, min[1.5r, 0.75 + 0.25r, 1.5]}

Figura C.2: Representacdo do limitador de fluxo do esquema CUBISTA e da regidao TVD no
plano ¢ L r
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A representagao do limitador, em relacao a regiao TVD, é dado conforme a Figura C.2. A partir
desta podemos observar que este esquema € TVD, pois a representacdo do seu limitador de
fluxo estd inteiramente contida na regido TVD no plano ¢ L r.

A partir desta defini¢do, podemos aplicar o esquema CUBISTA na aproximacgao dos
termos convectivos das equagdes (4.9) e (4.10).

Considere as expressoes (4.13) e (4.14), que correspondem aos termos convectivos

das equacoes (4.9) e (4.10), respectivamente.
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Figura C.3: Discretizagdo do termo convectivo ¢’(u) na face e

Temos que a discretizagdo de 4'(u) na face e da célula centrada no ponto cardinal

P, de acordo com a Figura C.3, em um nivel de tempo £, utilizando diferencas centrais, é
C(u)l ~ Ulpull — Ulhulh + Vikeulh, — Viiulk, (C.D

conforme observado anteriormente.

As velocidades de convecgdo U %, U|%, V| e V| sdo dadas por (4.15) e (4.16).

O préximo objetivo € aplicar o esquema CUBISTA na aproximagio de X, u|,
ul¥_ e u|*, que sdo as propriedades a serem transportadas e que sdo destacadas em (C.1). Para
a aplicacdo deste esquema nos termos em questao iremos considerar um recorte da malha apre-
sentada na Figura C.3 na diregdo £ — para os termos u|% e u|% — € na dire¢do 7 — para u|®_ e
u|* — tendo como base a célula hachurada de centro P. A partir deste, destacamos os pontos
da malha, que sao apresentados na cor preta, relacionando-os com 0s respectivos pontos consi-
derados na formulacdo para varidveis normalizadas, apresentados na cor azul, necessdrios para
aplicagdo do esquema CUBISTA.

Tomando como base a Figura C.4(a), quando tivermos U|% > 0, a aproximagio
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Figura C.4: Pontos da malha utilizados para a aproximagio de u|¥, por meio do esquema CU-
BISTA

para o termo u/|%, serd dada conforme segue

’z_i |lg(u‘eee - u‘k) + u|k 0< €L|Ie€ < g

ull = Saff(ult, —ulk) + 2ulf, + 2ulf, S<aff <3
Lalb(ult,, —ull) + 3ulk, + Lulk, 2 <alk <1
ulg, al* <Ooualf >1

mas quando U |% < 0, de acordo com a Figura C.4(b), temos a seguinte aproximagio

TEee (Ul = liecee) + Ulfucees 0 <lf, <3
alf = T (Wle = lucee) + JUlE + Fulfocces § < Ul <5
TlEee(ull = ulfeeee) + Full + Fulbeees § < UlEe <1
ulk al*, < 0oualt

eee —

No caso do termo u|’1%, conforme apresentado na Figura C.5(a), se U |’1% > 0, sua
aproximacao é

Zia|ﬁ(“|k - u|www) + u|www7 O < a“fu < g
p )l (ulf = ull) +Sull A gulh,, § <alh <3
ulp = 10k (o 1k k 3 Ak 1
Tl (ulf = ulf,,) + Julf + qull,., 7 <all <
uly, alk <0oudlt > 1
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Figura C.5: Pontos da malha utilizados para a aproximagdo de u|¥, por meio do esquema CU-
BISTA

mas quando U |¥ < 0, com base na Figura C.5(b),

%a,lg(u’k - u‘eee) + u‘eee’ 0< ’&‘]; < %
w ) qulCull —ulb) + Jull + Sult., §<all <3
Ulp = 1atk(, 1k k 3 oqalk <1
Tl (ull, — ulbe) + Jull + qulbe, §<alf <
uls, alf < 0oudl, > 1

Se V k . > 0 a aproximagdo para o termo ul® , tendo como base a Figura C.6(a), é
p €ao p ne g

dada por
z_zﬁ”]ec(ulnne |sse) + u|ssev 0< fb|’; < %
U k — %a’]g(q’dnne ‘sse) + u’nne + u‘sse’ % S aylef S %
" zllavg(u"rme - u|sse) + u|nne + u|sse7 z% < 7“A1’|]e€ <1
uls, a* <Ooudalk >1
e se V| ,’je < 0, conforme Figura C.6(b),
471@ fme(ulk - U|nnnne) + u|nnnne7 0< ﬁ’|£€m,e < g
k Zﬁ”nne(ulk - u‘nnnne) + u’k + u|nnnne7 % < 7:L|’:me = %
Ulne = 1s E_ k 3 ~k 1
4u’nne(u| u‘nnnne) + u’ + u‘nnnne? 1 < u‘nne <
Upes e < 00U, > 1
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nnne nnme---g
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SS  sssse S§S  sssse
(a) ParaV[k_ >0 (b) Para V|F, <0

Figura C.6: Pontos da malha utilizados para a aproximagdo de u|*_ por meio do esquema CU-
BISTA

Quando V'|¥, > 0 a aproximagdo do termo u|* , considerando a Figura C.7(a), é
dada por

k

TS (Ul = ullgsse) + ulissse 0 < fs, <3
ult = %@%W%—M%g+§@+?@m@§§?%§%
T00sse (uld = ulgosse) + Fule + FUlsssser 7 < Ul <1
ufser if§e < 0ouilfg, >1
e no caso em que V¥, < 0, conforme Figura C.7(b), temos
TUE (S0 = ulnne) + e, 0<ale <3
ulb = %@’;(uvzse = Ulne) + §Ulsse + 5l 5 <0G
FUE (S = ulnne) + Fullse + ulpne, 7 <l <1
ul, a* <Ooualf >1

Agora, considerando a expressdo (4.14), a discretizagdo de ¢'(v), por diferencas
finitas, na face n da célula centrada no ponto P, no nivel de tempo k, é

& _ _ _ _
%(U)ln ~ U‘fzev‘ﬁe - U‘]szwv‘ﬁw + V|§€V’UH€V - V‘IICD’UV;D
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(b) Para V |k, <0
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Figura C.7: Pontos da malha utilizados para a aproximagdo de u|* por meio do esquema CU-

BISTA

(4.17). As

As velocidades de convecgio U |F

ne’

k

ne’

aproximagdes para v|*_, v|F

CUBISTA para varidveis ndo normalizadas.

Se U|¥ > 0o termo v|*_ pode ser aproximado da seguinte forma
ne ne P p g

TR (Wlhee = Vlhww) + 0l
o) Bl — olk,) + ol
h T (Ve = Vi) + 3000e
|

mas no caso em que U|*, < 0 temos

Zﬁ‘fzee@)’ﬁ - U‘fzeeee) + U‘k

nee
%m?]zee(wﬁ - v|k

ee’

neeee) + %’UHCL + §U|k

zlir&|7k;ee(vm - /U|];:L€666> + %UV:L + zllv‘k

Uk, VIk e V% sdo calculadas por meio de

0<df <2

+ 50w 3 SOk <G

+ 1vf L, 3<i)f<1
o)F <OoudlF >1

0<d, <2

neeee? % S 0 fzee S %

neeee? % < /I/}|’Ik7i€€ < 1
QA}'Zee < 0 Ou fU|7I?Lee 2 1

k »vlk ewv|% sdo obtidas a partir da defini¢do do esquema



k

nw

mas se U]

A aproximagio do termo v|¥ . quando U|F

E@Inww( I —
k

U‘nw’w’
<0,
;1@‘7]2(” ’:wa |nee) + U|nee?
k — %QA}‘Z(U I:wa |nee)+ U‘nww—i_ U’nee’
" ilf}m(v fw)w |nee) + v|nww + v|nee7
k
Ul

» = 0, € dada por

~ |k 3
O<Unww<§
3 ~k 3
§§Unww—z_1
3 ~ 1k
Z<Unww<]‘
~ |k
0<olf <2
3 ~k 3
§§U‘n§1
S <ok <
oF <0oud)k >1

n — n —

Quando V%, > 0 podemos calcular v|%; a partir da seguinte expressio
N p N ap g p

101 (Wl — 0I8) + 0I5,
Uk _ %@V:L(U Znn_v| )+ 7‘}|nnn—i_gru|ls€7
N — ~
i“’ﬁ(v fmn - U| ) + v|nnn + iv‘lsc?
k

<

n’

mas quando V'|% < 0, v|%; é aproximado por

1 nnn( |k

U|nnn7

Por fim, quando V'|%, > 0 temos

015 (Wl = vlss) + vl 0
offs = %?I’i(vlk—vlsssH §00n + 5005 5
TSl = vlés) + ol + ol 3
vk, )
100n (015 = V) + 0l 0
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00n(0lS = vlin) + 3005 + 10lns
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