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CAPOBIANCO, Rodrigo Capobianco. Decaimento de Energia para um modelo
Viscoelastico de Placas. 2014. 77. Dissertagao (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2014.

RESUMO

O objetivo deste trabalho € provar a existéncia, unicidade e o comportamento
assintotico de solugdo para uma equacdo viscoelastica de placas com termo nao
local. A prova de existéncia é feita por meio do Método de Faedo-Galerkin. Para
obtermos o comportamento assintético da solugao utilizamos método da pertubagao
de energia.

Palavras-chave:Equacdo viscoelastica de placas. Existéncia e unicidade de
solugdes. Estabilizacdo uniforme.



CAPOBIANCO, Rodrigo Capobianco. Decay of Energy for plate model
viscoelastic. 2014. 77. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2014.

ABSTRACT

The purpose of this work is to prove the existence, uniqueness and asymptotic
behavior of solution for a viscoelastic plate equation with a nonlocal term. The proof
of the existence of solutions is made by Faedo-Galerkin method. To establish the
asymptotic behavior of the solution we use energy perturbation method.

Keywords: Viscoelastic plate equation. Existence and uniqueness of solutions.
Uniform stabilization.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos de forma detalhada os resultados sobre existéncia e estabilidade
de solugdes, baseados no artigo de Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Ma [7], para o seguinte
Problema de Valor Inicial e de Fronteira envolvendo a seguinte equacdo viscoeldstica da placa

com dissipa¢ao ndo local

g + Ay — fotg(t — 7)A%u(7)dT + M (|[Vu(®)||2) us =0 em Q x (0, 00),
u=Au =0 sobre 9 x [0, 00), (D

u(z,0) =up(x), w(z,0)=ui(z), z€l,

onde consideramos hip6teses menos restritivas sobre as fungdes g e M. Mais precisamente,
em [7] os autores estabeleceram existéncia e unicidade de solugdes fracas impondo restri¢des
ag, g eg’, etambém com M € C'([0,00)) tal que M(s) > 0 para todo s > 0. Além disso,

para determinar que tal solucdo decai de forma exponencial, foi assumido fortemente que
M(s) > X >0, Vs>0, (2)

ou seja, o termo M (|| Vu(t)||3)u; representa uma dissipago friccional que atua em toda placa.
Neste trabalho, os mesmos resultados sobre existéncia e decaimento foram obtidos utilizando
apenas hipéteses sobre g, ¢’ e M > 0, mas sem a necessidade de considerar a condi¢do (2).
Isto nos permite dizer que o termo de memdria no problema (1) € suficiente para estabilizar o
sistema.

Para ¢ = 0 temos o artigo de Lange e Perla Menzala [12] onde a seguinte

equacao foi considerada
uy + A%u+ M(||[Vu®)|3)us =0 em Q=R" 3)
Em [12] os autores observaram que a parte imaginaria da solu¢do da equagdo de Shrodinger
iwy = Aw + 1M (|[V(Imw)l|3) Rew,

¢ precisamente a solucdo de (3). Quando o nicleo da memdria € ndo nulo, isto é, para g # 0
existem varios resultados conhecidos que relatam o comportamento assintético da solugao do
sistema viscoeldstico de ondas. Um trabalho pioneiro para sistemas viscoeldsticos foi introdu-
zido por Dafermos [10], que mostrou que a solu¢do para o sistema viscoeldstico tende para zero
a medida que o tempo vai para infinito, mas sem dar taxa explicita de decaimento. Em 1996
Muiioz Rivera [18] obteve taxas uniforme de decaimento para solucdes de equacdes viscoelds-

ticas com memoria, onde ficou provado que a taxa de decaimento da solu¢do depende da taxa



de decaimento da fun¢do relaxacdo g, ou seja, se o nicleo da memoéria g decai exponencial-
mente entdo a solucdo decai exponencialmente, se a fun¢do g decai polinomialmente entdo a
solu¢do decai polinomialmente com a mesma taxa. Para sistemas viscoeldsticos de ondas com

dissipagdo friccional mencionamos o trabalho de Cavalcanti et al. [8] sob a condi¢do

Eig(t) < g'(t) < —&yg(t), t>0,

onde os autores obtiveram uma taxa de decaimento exponencial para a solu¢do do problema.
Berrimi e Messaoudi [3] melhoraram os resultados de Cavalcanti [8] e mostraram que a dissi-
pacdo viscoeldstica € suficiente para estabilizar o sistema. Para isso, em [3] os autores introdu-
ziram um novo funcional o qual lhes permitiram enfraquecer as condi¢des sobre g, bem como
sobre o dissipagdo localizado. Prosseguindo, nosso objetivo num segundo momento foi de es-
tender os conceitos estabelecidos em [7] ao utilizarmos o funcional andlogo a Berrimi [3], mas
aplicado agora a um sistema viscoeldstico de placas com um termo nao local. Neste caso, a dis-
sipagdo M (||Vu(t)||3)u; ndo se faz mais necessdria para obtermos o decaimento exponencial.
Por outro lado, o problema nao-linear torna-se um problema linear no caso em que M = 0. Em
Muiioz Rivera e Naso [19] estudou-se o comportamento assintético do sistema viscoeldstica
abstrato da forma
uy + Au(t) — (g * Au)(t) = 0,

onde (g * Au)(t) = fot g(t — 7)Au(T)dr e A é um operador linear auto-adjunto e positivo
definido. Neste ultimo trabalho foi estabelecido condicdes necessdrias e suficientes para obter
decaimento exponencial. Caso ndo ocorra decaimento exponencial, entdo um decaimento poli-
nomial foi provado. A nossa contribui¢do neste trabalho consiste em “generalizar” o resultado
de decaimento visto anteriormente em [7]. Mais precisamente, mostrar que a energia decai
com uma taxa de decaimento similar a da fun¢do relaxamento g, que ndo é necessariamente um
decaimento na forma exponencial ou polinomial.

A dissertacdo encontra-se organizada conforme segue. No primeiro capitulo
apresentaremos algumas defini¢des, notacdes e resultados basicos, necessdrios ao longo de todo
o trabalho. No segundo capitulo, provaremos a existéncia e unicidade de soluc¢do para o pro-
blema dado utilizando o método de Faedo-Galerkin e estabeleceremos taxas de decaimento para
a energia via método de energia perturbada. No terceiro capitulo, utilizando ideias andlogas a
Berrimi e Messaoudi [2], consideramos M = 0 em (1) e mostramos decaimento geral de solu-
cdo. Para equacgao viscoelasticas de ondas, 0 método aqui aplicado também pode ser encontrado
em Messaoudi [16].



1 PRELIMINARES

Destinamos este capitulo a fixacdo de notagdes que serdo utilizadas em toda a dissertacdo bem
como apresentar alguns dos resultados da teoria geral de andlise funcional, espacos de Sobolev
e equacdes diferenciais parciais que serdao usadas nos capitulos seguintes. Os resultados serdao
apresentados sem uma prova formal, porém em cada se¢do fornecemos as referéncias cldssicas

dentro da literatura para os conceitos e resultados citados.

1.1 DISTRIBUICOES E ESPACOS FUNCIONAIS

1.1.1 Espacos das Funcoes Testes

Dado um multi-indice o = (ay, aa,..., ;) € N" e um ponto x = (1, Ta,..., Tp)
€ R", define-se |a| = > | ; a ordem do multi-indice e representaremos por D operador de

Derivagao de ordem «, definido por

olel

D =
Dx {1 0xg?...0xon

Para o« = (0,...,0), temos por defini¢io D°p = ¢ para toda fungo ¢.

Seja €2 um aberto do R". Denotaremos por C§°(£2) o conjunto das fung¢des
¢ : 2 = K(onde K = R ou K = C) que sdo infinitamente diferencidveis em {2 e que tem
suporte compacto, onde suporte ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;p(x) # 0} em €, ou seja,
supp (¢2) = {o € Qi) £ 0} -

Dizemos que uma sequéncia {¢, } C C3°(2) converge para zero, denotando

©n — 0, se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de (2, tal que:
i) supp (p,) C K,¥n €N;
i) D%p,, = D%p uniformemente sobre K, Va € N".

O espago C5°(£2), munido desta nogdo de convergéncia, é denominado espago
das fungdes testes, e denotado por D(2).

Com o intuito de generalizar o conceito de func¢des sobre €2 define-se o con-
ceito de distribui¢Ges a valores reais sobre € a toda forma linear 7" sobre D({2) e continua no
sentido da convergéncia definida em D(2).

O conjunto de todas as distribuicdes sobre {2 é um espago vetorial, o qual
representa-se por D' (£2), chamado espaco das distribuicdes sobre €2, munido da seguinte nogéo
de convergéncia: Seja (7},) uma sucessdo em D' () e T € D'(). Diremos que 7}, — T em

D'(Q) se a sequéncia (T},, ) converge para (T, ) em R,V ¢ € D(Q).



Seja T uma distribuicdo sobre €2 e « € N". A derivada de ordem « de T, no

sentido das distribui¢des, € definida por:
(DT, ¢) = (=1)*UT, D*p); Ve € D(Q).

Verifica-se que DT é ainda um distribui¢do e que o operador D* : D'(Q}) —
D'(£2), associa cada T' € D’(€2) uma forma linear e continua D*T" € D’'(€2).

1.1.2 Os Espacos L?(12)

Seja 2 um aberto do R™. Denotamos por LP(£2), 1 < p < +00, 0 espago das
fungdes u : 0 — R, mensuraveis a Lebesgue e tais que |u|? sdo Lebesgue integraveis em (2.

O Espaco LF(€2), é um espago de Banach com a norma

1
P
||l o) = (/ |u\pdx) , para 1<p< +oo.
Q

|w|l o) = sugess]u(x)\, para p = +o0.
T€

No caso p = 2, L?(Q2) é um espago de Hilbert com produto interno,

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (u, ), cn uma sequén-
cia de fungoes integrdveis num aberto () € R", convergente quase sempre para uma funcdo u.

Se existir uma fungdo uy € L' (Q) tal que |u, | < ug quase sempre, Vv € N entdo u é integrdvel

u = lim Uy, .
Q V—r00 Q

e tem-se

Demonstracao: Ver [14] P4gina 49.

Proposicao 1.2. (Desigualde de Young) Sejam 1 < p, q < oo tal que
%+%:1ea,b>0. Entdo
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [4] pagina 92.

Observacao 1.3. No caso particular em que p = q = 2, a desigualdade de Young com ¢ > 0 se
resume em .
ab < ea® + 4—b2, Va,b>0,
€

esta desigualdade serd extremamente utilizada em todos os capitulos seguintes.



Teorema 1.4. (Desigualdade de Poincaré) Seja () C R" um dominio limitado e 1 < p < oc.

Entdo existe um constante C' = C(p, |$2|) > 0 tal que
lull, < ClIVully, Vu € Wy™(Q).

Demonstracao: Ver [4] pagina 218.
Proposicio 1.5. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q2) e g € LI(Q2) com1 <p < oo e
}D + % = 1. Entdo fg € L'(Q) e temos a desigualdade

/umswwmu
Q

Demontracao: Ver [4] pagina 92.

Teorema 1.6. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet) Seja (H, ||.||x, (., .)n) uma es-
paco de Hilbert. Para todo funcional ¢ € H', existe um unico f € H tal que

<¢>U>H/7H = (f,"U)H, Yv e H.

Al = 1f |l

Além disso,
Demonstracao: Ver [4] p4gina 135.

Lema 1.7. (Lema de Gronwall) Sejam m € L'(a,b) tal que m > 0 g.s em (a,b) e seja

¢ > 0.Consideremos ¢ : [a,b] — R continua verificando

¢@§cﬁ/m©w®%‘W€mw

Entdo
o(t) < celam(©de

— Y

vVt € la,b].

Demonstracao: Ver [15] pagina 198.

Lema 1.8. Seja () um dominio de R".

(i) Se 1l < p < oo, entdo LP(N2) é reflexivo. Entretando, L'(Q) e L*°(Q) ndo sdo reflexivos.
(i) Se 1 < p < oo, entdo LP(2) é separdvel. Entretando, L™ (S)) ndo é separdvel.
Demontracao: Ver [4] piginas 95 e 98 respectivamente.

Defini¢ao 1.9. Sejam f € L'(R") e g € LP(R"), com 1 < p < +o0. Definimos a convolugéo
de f por g por
(fxg)@)= | flz—y)g(y)dy.
Rn



Teorema 1.10. Sejam f € L'(R™) e g € L?(R"™), com 1 < p < 4o00. Entdo

(fxg)e LP(R) e |[|f+gl, < Fl:llgllp (1.1)

Demonstracao: Ver [4] pagina 104.

1.1.3 Espaco de Sobolev

Seja um aberto do R”, 1 < p < +o0oem € N. Se u € LP({2) sabemos que u
possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢des, mas ndo € verdade, em geral,
que D“u seja uma distribui¢do definida por uma fungéo de L?(2). Quando D“u é definida por
uma fung¢io de LP(2) define-se um novo espago denominado espaco de Sobolev. Representa-se
por WP(2) o espaco vetorial de todas as fungdes u € LP({2), tais que para todo |a| < m,
D®u pertence a LP(€2), sendo D“u a derivada no sentido das distribui¢des.

O espago W"™P(Q2) munido da norma

B =

[wllmp = Z | D%ulf? para 1<p< oo

0<]al<m

6] m,00 = Z supess|D%| para p= o0

la]<m FISY)

é um espago de Banach. Além disso, definimos o conjunto W;""(2) como o subespago de

Wm™P(Q) constituido pelo fecho de C§°(2) em W™P(Q)), ou seja,

m,p

Wg () = C52()

Representa-se W™2(Q) = H™ () devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja,
os espagos H™(£2) sdo espacos de Hilbert. Neste caso a estrutura do produto interno vem dada
por

() miy = ¥ (D%u, D*v)p2(q).

jal<m
Além disso, H* () = W°.

Teorema 1.11. (Imersao de Sobolev) Sejam (2 C R™ um dominio limitado com fronteira de

classe C™

(i) Se mp < n, entdo a seguinte inclusdo é continua
m 1
WmP(Q) — L), onde - =-——.

Além disso, a inclusdo é compacta para qualquer q*, com 1 < ¢* < q.



(ii) Se mp = n, entdo a seguinte inclusdo é continua e compacta

WmP(Q) — L1(Q) V1< p< .

Além disso, se p = 1 e m = n, entdo vale a mesma relagcdo acima para q = 0.

Demonstracao: Ver [1] pagina 85.

Teorema 1.12. (Férmula de Green) Seja 2 C R"™ um aberto com fronteira I" suave. Se
u,v € H*(Q), entdo

ou

_/(Au)vdx:/Vu.Vvdx— —uvdS,
o 0 r Ov

onde v representa o vetor normal unitdrio exterior a I’ e % := Vu - v a derivada normal de u.
Demonstracao: Ver [4] pagina 316.

Proposi¢io 1.13. (Regularidade dos problemas elipticos) Seja Q um aberto de classe C? com
fronteira T limitada. Sejam f € L?(Q) e u € H} (), verificando

/Vquo—i—/ugO:/fgo, Vi € Hy(S).
Q Q Q

Entdo, u € H*(Q) e ||ullp2) < c||f

disso, se Q ¢ de classe C™? e f € H™), entdo u € H™3(Q) com

lull grms2y < el fllam). Em particular, se m > % entdo u € C*(Q). Ainda, se Q é de

9, onde c é uma constante que so depende de (). Além

classe C>® e f € C*(N), entdo u € C*>(12).

Demonstracao: Ver [4] pagina 298.

1.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Dados X um espago de Banach, T € R com 7" > 0. O espaco LP(0,T; X),
1 < p < +o0, consiste das fungdes (classes) mensurdveis sobre [0, 7] com imagem em X, ou
seja as fungdes u : (0,7") — X, tais que

1
T b
|l zro,rix) = (/0 Hu(t)H%dt) < 00.

O espago L>°(0, T'; X) consiste das fungdes (classes) mensuraveis sobre [0, 7]
com imagem em X, as fung¢des u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (0,7"). A norma

neste espaco ¢ dada por

||| oo 0,7;x) := sup {c > 0; [Ju(t)||x < ¢ ,q.5.}.



O espaco  C™([a,b]; X), consiste de todas as fun¢des continuas

u : [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [0,7]. A norma é

dada por
. (1)
Ul om(lq = ma t)|x-
[ullom (a,b1,x) 2 mnax |u(t)]x
O espaco das distribui¢des sobre (0,7") com imagem em X, serd denotado
por

D'(0,T; X).

Logo, D'(0,T; X) = L(D(0,T); X), ou seja, € o conjunto de todas as apli-
cacoes lineares e continuas de D(0,7") em X.
Para f € D’(0,T; X), sua derivada de ordem n no sentido das distribui¢oes

vetoriais € definida por
af d"e
— = (-1 — D0,T). 1.2

Além disso, se f € derivavel no sentido das distribui¢des vetoriais, entdo podemos enxergar %
como um elemento de D’(0, T'; X ), valendo a relagdo (1.2).
Agorase f € LP(0,T; X), entdo pode-se identificar f com uma distribui¢do

vetorial (que aqui denotaremos por f), de modo que

T
(oh= [ fOpdr, Yo e DO.T),
0
Com isto, podemos dizer com um certo abuso de notacdo que
LP(0,T; X) — D'(0,T; X).

Teorema 1.14. (Teorema de Aubin-Lions) Sejam B, B, B; trés espacos de Banach tais que
By —— B — By, onde By e B, sdo reflexivos. Definamos

W = {’U;/U € LPO(O,T; BQ), Uy € LPI(O’T; Bl)} s
onde 1 < py,p1 < o0, e consideremos W munido da norma
[ollw = llvllzroo,1:80) + llvellor 0,709,

0 que o torna um espago de Banach. Entdo, a imersdo de W em L (0, T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [13] pagina 57.

Notac¢ao: — > indica imersdo compacta.



Lema 1.15. Sejam H e V espagos de Banach, tais que H — V. Seuw € L*(0,T;H) e
u' € LY0,T;V), entdo u € C°([0,T]; V).

Demonstracao: Ver [13] pagina 7.

1.2 TEOREMA DE CARATHEODORY

Nesta secdo enunciaremos o teorema de Carathéodory que serd utilizado no
Capitulo 2. A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em [9].

Seja 0 C R™™! um conjunto aberto cujos elementos sdo denotados por (¢, x),
teR, € R"eseja f: 2 — R”uma fungio.

Consideremos o problema de valor inicial

(1.3)

dizemos que f : {2 — R" satisfaz as condi¢des de Carathéodory sobre (2 se:
(i) f(t, =) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t, x) é continua em z para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C (2, existe uma fungao real mg (t), integravel, tal que
|f(t,2)||gn < mk(t), V(t,z) € K.

Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) Seja f : Q2 — R" satisfazendo as condicoes de
Carathéodory sobre (). Entdo existe uma solu¢do absolutamente continua x(t) de (1.3) sobre

algum intervalo |t — to| < 5, B > 0.
Demonstracao: Ver [9] pagina 45.

Coroléario 1.17. Sejam Q@ = [0,T7) x BcomT > 0, B = {x € R*;|z| < b} onde b > 0 e
f : Q — R"™ nas condi¢ées de Carathéodory sobre Q). Suponhamos que x(t) é uma solu¢do
de (1.3) tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha
|z(t)] < M, Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo x(t) possui um prolongamento a
todo [0, T.

Demonstracao: Ver [9] pagina 47.
1.3 TOPOLOGIA FRACA o(E, E') E TOPOLOGIA FRACO ESTRELA o(E', E)

Seja E/ um espago de Banach, £’ o seu dual topoldgico e consideremos [ €
E'. Designaremos por ¢ : E — R, a aplicagio dada por ¢;(r) = (f,z), paratodo x € E. A

medida que f percorre E’, obtemos uma familia {¢} re s de aplicagdes de E' em R.
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Definicao 1.18. Seja E um espaco de Banach. A topologia fraca o(E, E") sobre E é a topologia

menos fina sobre E para a qual sdo continuas todas as aplicagées ¢y, [ € E'.

Definicdo 1.19. Diremos que uma sequéncia (x,,),en C E converge fraco para x € E quando

(z,,) converge a x na topologia fraca o(E, E'), isto é, para todo funcional f € E' temos

(fsan) = (f, 7).
Denotaremos a convergéncia fraca de (x,,) a x por x,, — .
Proposicao 1.20. Seja (x,,),en uma sequéncia em E, entdo:
(i) x, — x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € FE.
(ii) Se x,, > x em E, entdo x,, — x em E.
(iii) Se x,, — x em E, entdo ||z, || é limitada e ||z| g < liminf ||z, || g.
(iv) Sex, =~ xem E e f, — fem E', entdo (f,,x,) — (f,z).

Demonstracao: Ver [4] pagina 58.
Seja E um espaco de Banach e seja x € E fixo. Definamos J, : £’ — R por

<Jx>f> = <f,$>

As aplicagdes J, sdo lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E. Definamos, agora,
J:E — E"talque J(z) = J,.

Definicao 1.21. A topologia fraco estrela também designada por o(E', E), é a topologia menos

fina sobre E' que torna continuas todas as aplicacoes J,.

Definicdo 1.22. Diremos que uma sequéncia ( f,,)nen C E' converge fraco estrela para f € E’

quando (f,) converge a f na topologia fraca estrela o(E', E), isto é, para todo x € E temos

(f,z) = (f,2) .
Denotaremos a convergéncia fraca de (f,,) a f por f,, — f.
Proposicao 1.23. Seja ( f,,)nen uma sequéncia em E', entdo:
(i) fo— femE' se, e somente se, (f,,x) — (f,z), Vo € E.
(ii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E.
(iii) Se f, — f em E', entdo f, = f em E'.

(iv) Se f, = f em E', entdo || fullEr € limitada e || f||p < liminf || f,|| -
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Demonstracao: Ver [4] pdgina 63.

Lema 1.24. (Compacidade fraca) Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (z,)nen uma

sequéncia limitada de E, entdo existe uma subsequéncia (z,, )ren de (Tn)nen € @ € E, tal que

Ty, — T em I,

Demonstracao: Ver [4] pdgina 69.

Lema 1.25. (Compacidade fraca Estrela) Sejam E um espaco de Banach separdvel e ( f,,)nen

uma sequéncia limitada de E', entdo existe uma subsequéncia (f,, )ren € f € E', tal que
fon, = femE'.

Demonstracao: Ver [4] pdgina 76.
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2 UM MODELO DE PLACAS COM MEMORIA

2.1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é mostrar a boa colocag@o e o comportamento assintético de solu-

coes fracas para o seguinte problema de placas com termo ndo local € memoria.

t
g + A%u — / g(t = )A%u(r)dr + M (|[Vu®)||3) ue =0 em Q x (0,00),
0

u=Au=0 sobre 99 x [0, 00), (2.1)

u(-,0) =ug, w(-,0) =wu; em £,

onde 2 € um conjunto aberto e limitado de R" com fronteira 02 bem regular,
A? = A(A) denota o operador biharmdnico, g é o niicleo da meméria e M €é uma fungio
nao linear. O resultado sobre existéncia de solucdes é dada via método de Faedo-Galerkin.
A estabilidade exponencial de solucdes via método de energia perturbada, segundo Berrimi e
Messaoudi [2].

As funcdes g e M devem satisfazer as seguintes hipéteses.

Nicleo da meméria g.

(G1) Sejag: RT™ — RT uma fungdo de classe C'! tal que
g(0) >0, 1- /OO g(t)ydr =1>0. 2.2)
0
(G2) Além disso, suponhamos que exista uma constante {; > 0 tal que
gt) < =&gt), Vt=>0. (2.3)
Termo néo local M. Seja M : [0,00) — R, com M € C*([0, c0)), tal que

M(s) >0, Vs>0. (2.4)

No que segue, fixaremos as notagdes que serdo usadas em todo trabalho. De-

notaremos em primeiro lugar, os espagos de Hilbert

L*(Q), Hy(Q), H*(Q) N Hy(Q)

H'(Q) ={ue H"(Q); u=Au=0 sobre 0}
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com m = 3,4, munidos dos respectivos produtos internos € normas

(o) = [ uleyo(e)ds e Jul= ( / ru<x>|2dx)l/2,

(w, V) my) = (Vu, Vo) e ullgyo) = [IVull2,
(%U)H?(Q)mHg(Q) = (Au,Av) e HUHH?(Q)mHg(Q) = || Aulls,
(v, v)pz) = (VAu, VAv) e ullgz = [[VAul,
(w0, 0) ) = (A%, A%) e lullgg = [|[A%lf2.

2.2 EXISTENCIA, DEPENDENCIA CONTINUA E UNICIDADE

De modo a resolver o problema (2.1), utilizaremos o método de Faedo-Galerkin,
o qual consiste em obter um problema de valor inicial aproximado equivalente a um sistema de
equacoes diferenciais ordindrias. Resolveremos primeiramente o problema com dados iniciais
fortes e a partir de argumentos de densidade, demonstraremos a existéncia de solucdo fraca para

o problema com dados fracos.

Definicao 2.1. Uma fungdo u : 2 x (0,7) — R na classe
we CO([0,T], H*(2) N Ho () N CH ([0, T], L*(2) (2.5)

é chamada solugdo fraca do problema (2.1), se para todo v € H*(2) N Hy (2) tem-se

d

a(ut(t),v) + (Au(t), Av) — /Otg(t — 7)(Au(T), Av) dr (2.6)

HM([[Vu(®)[13) (u(t), v) =0

em D'(0,T) e ainda

u(z,0) = ug(x) e u(z,0) =uy(x).

Definicao 2.2. Uma solugdo forte de (2.1) é uma fungdo u : 2 x (0,7) — R na classe
u € L0, T; HH(Q)), wu, € L®(0,T; H*(Q) N Hy(Q)), uy € L*(0,T; L*(Q)).  (2.7)

que satisfaz (2.1) g.s. em Q2 x (0,T) e as condigdes iniciais (2.1)3 q.s sobre .

Agora enunciaremos o principal resultado dessa sec¢do, o qual assegura que o

problema (2.1) é bem posto.
Teorema 2.3. Seja T' > 0 arbitrdrio. Sob as hipdteses (2.2)-(2.4), temos:

(i) Se (ug,u1) € HE(Q) x (H2(Q2) N HE (), entdo o problema (2.1) possui uma solucéo
forte.
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(ii) Se (ug,u1) € (H*(Q) N HF(Q)) x L*(Q), entdo o problema (2.1) possui uma solucédo
fraca.
Mais ainda, para os dados iniciais (ug,w;) € HE(Q) x H}(Q) a solugdo fraca tem mais

regularidade

u € L®(0,T; HX(Q)), wu, € L®(0,T; Hy(Q)), wuy € L*(0,T; H Q). (2.8)

(1ii) Nos trés casos, a solucdo (u,u;) depende continuamente dos dados iniciais em
H2(Q) N HI(Q) x L*(Q) := H. Mais precisamente, se z' = (u,uy), 22 = (v,v),
sdo duas solugdes do problema (2.1) correspondentes aos dados iniciais z} = (ug, uy),

22 = (vg, v1), entdo vale a seguinte estimativa:
121(t) = 22 (W)l < Crllzg — 25l V€ 10,T], (2.9)

para alguma constante positiva Cr = Cr(||z¢||ln, ||28]|#, T). Em particular;, o problema

(2.1) possui uma vinica solugdo.

A prova seré feita em vérias etapas conforme segue.

2.2.1 Problema Aproximado

Seja (w;);en a base hilbertiana dada por autofun¢des do problema Aw =
Aw em (2 com condigdes de fronteira w = Aw = 0 sobre Jf tal que (w;) seja uma base
ortogonal em HpE (L) e ortonormal L*(2). Denotando por (\;) ey a sequéncia de autovalores

correspondentes, temos também:

0<AM <A< <A< com) =5 oo

A2w]' = )\jwj em Q,
(2.10)
w; = Aw; =0 sobre 92 com j e N.

Mais ainda, devido a regularidade dos problemas elipticos e das imersdes de Sobolev temos

w; € (ﬂ Hm(Q)> NC®(Q) N H(Q), jeN.

meN
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Seja V,,, = [wy ... wy,] o subespago gerado pelas m primeiras autofungdes e consideremos em

V,» 0 problema aproximado

u"(t) € Vi © u™(t) = Y0 Yim (D) wi,
(ui, wy) + (Au™, Aw;) — /0 g(t = 7)(Au™(7), Awy) dr + M(|Vu™#)|I5) (uf", w;) = 0,

u™(0) = ut — up em HE(Q), uw™(0) =ul" — u; em H2(Q) N HL(Q).
(2.11)

Substituindo ©™ no problema aproximado (2.11),, podemos escrever o sis-

tema de equagdes da seguinte forma

t
Vi () = =Ajyjm (t) + Aj/ gt = 7)yjm(7) d7 — Z Yo O Vwi3)1),, (1), (2.12)
0
comj =1,---,mecom os dados iniciais

Yim(0) = (ug',wy), Y5 (0) = (ui", wj). (2.13)

Reescrevendo o sistema (2.12)-(2.13) na forma matricial, temos

Yim(t) Ao 0] [ yim(D)
yr o (t) 0 ... M| | Ymm(t)
&
)\1 Ce 0 fO y1m< ) dr
+1: e :
0 ... A\n fo (t — T)Ymm(T) dT
Cs
M2 Y OIVwill3) ... 0 Yim (1)
I 0 o MOZE i OIVwillD) || v (@)
Ym1(0) (ug', wi) Ym1(0) (uy", wi)
Ymm (0) (g’ wm) | | Y (0) (U, wim)

Pondo
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M v (OIVwill3) .. 0

M (3232 Yo (DI Vi 13)

reduzimos nossos estudos ao seguinte sistema matricial de EDO’s

t
Y'(t) = -CiY(t) + / gt = T)CY (1) dr — F(Y (£))Y'(¢), (2.14)
0
com condig¢des iniciais
Y(0) =Y,, Y'(0) =Y,
onde _
(ug', ws) (ug', wi)
(ug's W) _(u(r)nv Wy,
Além disso, considerando
(1)
X(t)=Y'(t) e Z(t) =
0=¥0 e 20)= |
temos
. X() o
—CLY () + [y g(t — 7)CoY (1) dr F(Y ()X ()
o 1] [xe . 0 - 0
—C 0] |V (1) Jy gt = T)CoY (1) dr FYt)X(@),|’
ou ainda, podemos escrever
Z'(t) = f(t, Z(t)),
(1) = £ 2(1) .
Z(O) == Zo,
onde f : [0, 7] x R*™ — R*™ ¢ definida por:
0 I 0 0
f(t,2) = Z4+ | - :
—01 —0 fO g(t — T)CQY dr F(Y)X
Cc(2) @(ZY)

Vamos mostrar que (2.15) satisfaz as condi¢des de Caratheodory (ver Teorema
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1.16 Cap.1), ou seja,
i) Para cada Z € R*™ fixo a aplicagdo f(t, Z) é mensurdvel em .

De fato, como ¢ é continua e toda fungdo continua é mensuravel, logo f(-, Z) é mensurdvel.
ii) Para cada t fixado a aplicacdo f(t, Z) é continua em Z.

Observe que a continuidade de F'(Y) X é proveniente do fato que F'(Y') é continua, pois resulta
do fato M € C'(R,) e a continuidade de ¢(t,Y") sai de g ser continua. Portanto a aplicagdo
f(t, Z) é continua.

iii) Seja K C [0, 7] x R*" um retdngulo compacto, existe uma fungio m(t) Lebesgue inte-

gravel [0, T, tal que,

Note que para todo (¢, Z) € K temos
1t Z)[e2m < N C(Z)lp2m + |1 F (V) l|r2e | X [[r2m + [[0(2, Y )| [2m.

Sendo F(Y) e ¢(t,Y) continuas em R?*™, bem como a aplicagio linear C, existe My > 0 tal
que
1f(t, Z)||gem < M.

Tomando mg (t) = Mg, YVt € [0,T], segue que
| f(t, Z)||gem < mi(t), V(t,y) € K.

Portanto pelo Teorema de Carathéodory 1.16 o sistema de EDO dado em (2.15) admite uma
solugdo local Z(t) em algum intervalo [0, %,,), tal que Z(¢) é absolutamente continua e Z'(t)
existe ¢.s. em [0, ¢,,,). Assim o sistema (2.14) tem solugdo local Y (¢) no mesmo intervalo (0, t,,,)
e as fungdes Y'(¢) e Y'(t) que sdo absolutamente continuas com Y () existindo ¢.s. em [0, t,,,).
Consequentemente as fungdes y;,,(t) sdo solu¢des locais de (2.12) com y;,,, absolutamente
continua e yj,, existindo ¢.s. em [0, £, ). Portanto concluimos que a fungo u,, () € uma solugdo
local para (2.11) com u,,(t), ul, (t) absolutamente continua e u!" (¢) existindo g.s. em [0, t,,,).
Nas subsecdes seguintes faremos estimativas com o intuito de prolongar a

solugdo aproximada definida para ¢t € [0, t,,,) para todo intervalo [0, 7.

2.2.2 Estimativa a priori 1

Considere o problema aproximado (2.11) com (uJ', uf") € H{(Q) x (H?(2) N H} () tal que

(up, ui™) — (o, wy) em (H?*(Q) N H(Q)) x L*(Q). (2.17)
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Trocando w; por u;" na equagdo aproximada (2.11), temos

(uzi (£), u" (1)) + (Au™ (1), Auf (1)) (2.18)
- /O g(t = 7)(Au™ (1), Au" (1)) dr + M(||Vu™ (#)]13) (" (1), ui" (1)) = 0.

Note que vale a seguinte identidade

1d

2
e A G] 219)

(uzy (2), u"(t)) =

De fato, para 6 € D(0,t,,) considere
(O O 00y = ([ a0 0) e>
D/(0,tm),D(0,tm)

_ /tm/utt Bl (H)0(t) dx dt

_ //tm;jt ))20(t) dt de

- [ {Gureyoor - [T juroreoa) e
_ /tm/ ™ (020 (1) da dt

- <\|t<>|12,9’>

= (5T ORe).

Da mesma forma prova-se que

(A1), D (1)) = 5 A (1) (220)

Substituindo as identidades (2.19) e (2.20) em (2.18) obtemos

th{llt )3+ lau™ (1)]15} (221)

M(IIVUm(t)IIS)IIUI”(t)H%:/0 g(t = 7)(Au™(7), Au" (1)) dr.

Por outro lado

[ ot amenir = 5 {smn - ([ o) 2ol

1 1
+5(¢DAu™) (1) = 59O Au™ (D)5 (2.22)
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Para mostrar a identidade acima basta diferenciar a expressao

(g0Au)(t) = /Otg(t — 1) Au(r) — Au(t) ||z dr, (2.23)

onde omitiremos o indice m para facilitar a notagdo. De fato, pela regra de Leibniz

d

7 WHAU)(?) :/0 g'(t = )| Au(r) — Au(t)|f dr (2.24)

+2/0 g(t — T)%(Aut(t), Au(t))dr — 2/0 g(t — 7)(Au(r), Au(t)) dr

observe que

/Ot g(s)%(Au(t), Au(t)) ds (2.25)

= % (/0 9(s) d8> 1Au@®)]1z — g1 Au®)]3-

Entao substituindo (2.25) em (2.24) segue (2.22).
Substituindo (2.22) em (2.21) temos

LB+ M (19O I (O] = (6 DA™)(0) — Zo® A (D), 226

onde
E™(t) = [lu* (0[5 + [|Au™®)]15 — (/0 9(7) dT) [AW™(#)]]5 + (9O0Au™)(t)

¢ a energia dada pela solugdo aproximada u™(t).
Pela condicdo (2.2) e do fato (¢CJAuw™)(t) > 0 deduzimos

lu" (11 + U Aw™ (t)]]3 < E™(t). (2.27)
Por outro lado, de (2.3)
(¢'OAu™)(t) < =& (gDAu™)(t) <0,

entao ) 1
i(g’DAum)(t) - §g(t)||Aum(t)||§ < 0.

Assim de (2.26) temos

1d
5 B0 + M (Ve (@)]3) w01z < 0. (2.28)



20

Integrando (2.28) de 0 a ¢ e usando a condi¢do (2.4) obtemos

E™(t) < E™(0),

deste modo pela estimativa (2.27) temos
[l ()15 + L Au™ ()] < E™(0). (2.29)
Das convergéncias dos dados iniciais (2.17), existe uma constante c¢; > 0 tal que
[ui* (0)][5 + U Au™(0)]15 < ¢1, VE€[0,t,) Vm €N, (2.30)
Como [ < 1 melhorando as desigualdades (2.29) e (2.30) concluimos
[ @)z + [Au™(@)]I2 < My, (2.31)

para todo t € [0,t,,) e m € N, onde My = M (||u1ll2,||Augll2). A estimativa (2.31) nos
permite estender as solu¢des u™(t) do problema aproximado (2.11) a todo intervalo [0, 7] via
Corolério 1.17. Além disso, repetindo o mesmo procedimento anterior segue que (2.31) vale
paratodo ¢ € [0,7] e m € N.

Portanto, a estimativa (2.31) implica que

(u™) é limitadaem L>(0,T; H*(Q) N H}(Q)), (2.32)
(u™) é limitada em L>(0,T; L*(Q)).

2.2.3 Estimativa a priori 2

Agora vamos considerar (u', u") € HE(Q) x (H*(2) N HE(S)) tal que
(up, ui) — (uo, u) € HR(Y) x Hy(S2). (2.33)
Trocando w,; por —Awu;"* na equagio aproximada (2.11), temos

—(ui (1), Au" (1)) — (Au™ (1), A(Aw (1)) (2.34)
+ /0 g(t = 7)(Au™(7), A(Aug" (1)) dr — M([[Vu™ (1) ]13) (ui (8), Auf" () = 0.

Note que aplicando a formula de Green em — / Au™(t)A(Auy*(t)) dx te-
Q

mos

VAU () VAW (L) dr — / OB W) Ny (4 dr. (2.35)

oo OV

_ /Q A(Au™ (1) Au™ () dz — /

Q
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Como vale a condicdo de fronteia v = Au™ = 0, obtemos a seguinte iden-
tidade
—(Au™ (1), A(Au*(t))) = (VAU (1), VAW (1)).

Além disso, também pela férmula de Green, temos
—(uig (1), Auf"(t)) = (Vugi (t), Vi (t)).
Logo a equacdo (2.34) pode ser escrita como

(Vug(t), Vui*(t)) + (VAu™(t), VAu(t)) (2.36)

- /O g(t = ) (VAU (1), V(Au}(t))) dr + M(|[Vu™ (0)|12) (Vi (), Vui' (1)) = 0.

Note que
(Vi (6), V(1)) = %diuwmtw%, @.37)
(V20 (1), VM (1)) = 5 7 8 (0)3
Entao substituindo (2.37) em (2.36) chegamos em
LIV ()1 + 19 2 1)} (2.38)

th
M (Y 0)|2) [V (1)]2 = / g(t — 7)(VAWT(r), VAGP(D)) dr.

Da mesma forma como obtido em (2.22), utilizando a identidade para memo-

ria em (2.38)
/0 g(t — 7)(VAu™(7), VAu(t)) dr = —%% {(QDVAum)(t) - ( /0 g(s) ds) HVAum(t)Hg}
5TV (1) — Sg(O| VA" (1), (2.39)
obtemos
1d

ST )+ M (190 IV (0) = 56TV Au)(0) — Jg(0) [V Au™ (1),

com

t

F™(t) = [Vu ()]l + VA (#)]]5 — (

S~

o(s) ds) IV A ()2 + (407 Au™) (1),

Note que (gOOVAu™)(t) > 0 e por (G2), (¢OVAu™)(t) < —&(¢gOVAu™)(t) < 0. Pela
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condi¢do (G'1) e de forma semelhante as consideracdes feitas em (2.28)-(2.29) segue que
IV ()13 + UV Au™ (1)]5 < F™(0). (2.40)
Das convergéncias em (2.33) existe uma constante c3 > 0 tal que
[Vu (0) |5 + I[[VAW™(0)||5 < s Vt€[0,T],Vm eN. (2.41)
Disto e de (2.40) segue que
[Vu (O3 + VA ()3 < Mo, (2.42)

paratodot € [0,7] e m € N, onde My = My(||Vuyl|a, ||[VAugl|2) independe de ¢ e m.
Em particular da estimativa (2.42) implica que

(u™) é limitadaem L>(0,T; H{(R)),
(u™) é limitada em L>(0,T; H}()). (2.43)

2.2.4 Estimativa a priori 3

Considere o problema aproximado (2.11) com
(ug, ul®) = (uo,wr) em HE(Q) x (H*(Q) N Hy(Q)). (2.44)
Usando a formula de Green podemos reescrever (2.11), como
t
(UIZ(t),ij(AQum(t%wj)—/o g(t = T) (A% (1), wy) dr+M([|[Vu™ (1)]15) (u)" (¢), w;) = 0.

Substituindo w; por A*u" na igualdade acima deduzimos que

(ugp (£), A%uf™ () 4+ (APu™(t), A%uf(t)) (2.45)
- /O g(t — 7)(A*u™ (1), A% () dr + M (| Vu™ () |I5) (u)* (t), A%uy"(t)) = 0.

Novamente pela formula de Green € possivel verificar que

(usi (), A% (1)) = (Augg (), A (1))
(uf" (8), A%up" () = (A" (), A" (1)) = [| A" (23
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logo podemos reescrever (2.45) como

(Augp (t), Aup (£)) (A%u™ (1), A%u(t)) (2.46)

—/0 g(t = T)(A%u™ (1), A% (1)) dr + M([[Vu™ (1) ]15) | Aug" ()] = 0.

Agora note que

(A%u™(t), A%uf"(t) = 2dtHAZ u™ ()3 (247)
(Du(6) D (1) = L SN
Substituindo (2.47), obtemos
th{llAut 013 + 1A% (@)]15} (2.48)

+ M ([Vu™ @)]I3) A ()] :/0 g(t = 7)(A%u™(7), A% (1)) dr.

Pela identidade sobre a memoria temos

[ ot =@ spear =~ 35 {@osreo - ([ o) ane o)
b ON @)~ soDIAT O 249)

Substituindo (2.49) em (2.48) temos

1d 1, . 1 .
SSPT(n) + M (Ve (0)) A (1) = S (9DAN™) (1) - 590 A%™(1)]B, 2:50)

onde
P (t) = [|Au®)]15 + A% (1)]5 — (/0 9(s) dS) [AZu™ ()| + (DA% ™) (2).

Novamente observando que (gCJA?u™)(t) > 0 e usando a condi¢do (G1)
temos
1Au(@)]12 + LA ™ ()]l < P™(1).

Integrando (2.50) de 0 a ¢ e usando o fato que (¢'OA%u™)(t) < 0 segue que
[Au ()13 + LA™ (t)])3 < P™(0) (2.51)
Pela convergéncia dos dados iniciais (2.44) existe uma constante M3 tal que

[ Au(8)]|3 + [|A%u™(2)]|5 < Ms, (2.52)
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onde M3 > 0 e depende dos dados iniciais, ou seja, M3 = Mz (|| Auy |2, [|A%ug||2). Consequen-
temente, obtemos que a desigualdade (2.52) é valida paratodo ¢t € [0,7] e m € N. A estimativa
(2.52) implica que

(u™) é limitadaem L>(0,T; HA(9)) (2.53)
(u") é limitadaem L>(0,T; H*(Q) N Hy(Q)).

2.2.5 Estimativa a priori 4

Sejam m > n,comm,n € N e considere duas solu¢des aproximadas (u", u}")
e (u™, uy) de (2.11) com dados iniciais correspondentes (u(', u}") e (u, ul'), respectivamente.

Seja z = u™ — u™ entdo a fungdo (z, z;) é solu¢do do problema

(ze(t), wy) + (A%2(t), wy) — /0 g(t — 7)(A%2(7), w;) dr (2.54)
= M ([[Vu"(®)l2) (uf', wy) = M ([Vu™ @)]12) (", w))

com dados iniciais (2(0), z,(0)) = (uf* — ug, u* — u}) := (29, 21).

Trocando w; por z; em (2.54) temos

337 1O+ 182018} = [ (e = 7)(8s(), Aste)) i
= M([Vu"®)lI2) (W (t), 2(t) — M([Vu™ (0)12) (" (t), 2 (1), (2.55)
somando e subtraindo M (||Vu™(¢)||2) (u*(t), z:(t)) em (2.55) € usando identidade para memo-
[ att=nasmaaimnar = - 35 {@0sa0 - ([ omar) jasons]

b OA) () — SlAzOI,

obtemos

3 {1+ 122012 = ([ ao)as) 10l + @020 0} 256
= M (|[Vu" () 112)]| 203 + [M(|Va™®)|12) — M(|Va™(#)]2)] (w(t), 2(t))

(DAL — Sg(0)|A=(0)3

Pela condigdo (2.4) temos M € C'([0,00)). Por outro lado, pela estimativa
(2.31) temos ||[Au™(t)||? < M, lembrando que M; = M (||u1s, ||Aug|l2). E pela imersdo
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IVu™ ()3 < CillAu™(B)])3 < M.

Logo, vale a seguinte estimativa

[M((IVu"@®)2) = M(Vu™(@0)]13)]

17 )13
/ M(€) de (2.57)
I7un 013
k [[IVa™(8)]5 = [Vu™ (8)]]3)
ky ([[Va™ (@) 2 + [Va™ (@) [|2) (IVu™ (@) ]ls = [V (2)]]2)

< k(IVe™ @)z + Ve @) ll2) ([[Vu™ () = Vu' ({@)]]2)
< 2k ME(Vz(t)]2
< kol Az(t)]l2,
onde ky = max |M'(§)|e ko = 2k M % 3o constantes positivas. Neste caso obtemos
0<E<My !
| M (V" (#)][5) = M([Vu™ (@)I2)] < kol Az(D)]]2, (2.58)

onde ko = ka(||ur |2, ||| Auol2)-

Substituindo (2.58) em (2.56) e usando o fato que (¢'00Az)(t) < 0 segue que

1
2
<

1B 182018 - ([ a)as) 12l + @Daan ) @9
M (1T OI) (013 + kal AxOllal (0 0) (0.

No que segue, denotaremos por C' varias constantes positivas. Note que pela desigualdade de

Young e pela estimativa (2.31) temos

kol Az(0) 2| (ui" (@), ze(0)] = kallAz(D)llallz (D)2 ]lw" (2)]l2 (2.60)

< C(lAz@®)13 + l=®)5)-

Substituindo (2.60) em (2.59) e usando que M ¢ limitada num intervalo com-
pacto, ou seja, M (&) < A\, V& € [0, M;]. Entdo segue que

1d
2dt

{2 @5 + HAz@)5 + (9DA2)(0) } < C(IAz®)]5 + lz(B)]]3). (2.61)

Integrando (2.61) de 0 a t e usando o fato que (g[JAz)(t) > 0 segue que

lze(®)13 + [Az(®)]]5 < ||Zt(0)||§+||AZ(O)”%+C/O (lze()113 + [Az(s)I[2) ds.
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Pelo Lema de Gronwall inferimos que
lz()3 + 1Az(0)5 < Cr(llalls + [[Azlf3), (2.62)

onde Cr = e“T > 0 é uma constante que depende de 7 e dos dados iniciais em
H = (H*Q) N H(Q)) x L*), mas ndo de m € N. Como z = u™ — u" e

(z0,21) = (uf® — ug, u* — ul), entdo
[l (8) — wf ()13 + 1Au™(8) — Au"(O) ]Iz < Cr(llu” — uillz + [|Aug" — Auglls).  (2.63)

Agora note que (ul') e (u}) sdo sequéncias de Cauchy em H?(Q) N H} () e L*(Q), respec-
tivamente, uma vez que sdo convergentes nestes espacgos. Pelas convergéncias de (2.11)3 vem

que
m n m m,n—0o0
[l (8) = uf (D112 + 1Au™ () — Au”(t)]; "
Pelas convergéncias acima temos

u™ —u em  C([0,T]; H*(Q) N H}(Q)), (2.64)
u* — v, em  C([0,T); L*(Q)).

2.2.6 Passagem ao Limite

Das estimativas (2.32), (2.43) e (2.53) juntamente com o Lema 1.25 deduzi-

mos que existem subsequéncias de (u), que ainda de denotaremos por (u™), tal que

u™ Suoem L0, T; H*(Q) N Hy(Q)), (2.65)
u S, oem  L(0,T; LA(Q)), (2.66)
u™ Suoem L0, T; HE(Q)), (2.67)
w > em  L(0,T; Hy(Q)), (2.68)
u™ S u em  L(0,T; HA(Q)), (2.69)
w” S, em  L(0,T; H*(Q) N HL(Q)). (2.70)

Com estas convergéncias podemos passar limite no problema aproximado (2.11) e obter a so-
lucdo forte para o problema (2.1). Seja j,m € N, tal que m > j e consideremos 6 € D(0,T).
Multiplicando (2.11), por 6 e integrando em [0, 7'], obtemos

/OT (uf(t), w;)0(t) dt + /OT (A%u™ w;)0(t) dt
—/0 /0g(t—T)(AQUm(T),wj)dTQ(t)dt—f—/0 M(HVum(t)Hg)(u?,wj)H(t)dt:0.
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Integrando por partes,

- [ o [ @tee.wo @71
// (t = 7)( A2 (r), w;) drb(t dt+/M\Vu ) (Ul (), w,)8(E) dt = 0.

Note que das convergéncias obtidas (2.69) e (2.70), segue que

/ ' (u™(t),n(t)) dt = / : ) dt, ¥n e L*0,T; (Hy) () (2.72)
/T (U?L(t)? dtm OO/T Ut dt Vi e Ll(O T <H2(Q) ﬂH&(Q)),)

Em particular, para
n = A*w;0, 9 =w;t

segue diretamente das convergéncias acima que
T T
/ (A2 (1), w,)0(t) dt "= / (A2u(t), w;)0(t) dt, 2.73)
0 0
T m—)oo T
| wro.wpna=s [ wourod

Antes de passarmos o limite em (2.71) analisaremos os termos M (||Vu™(t)||3) ul e

(g * A%u™)(t), conforme segue.

Analise do Termo néo linear M (||Vu™(t)||3) u}™

Levando em considerag@o (2.32) segue que (u™) também € limitada no espago
W = {u e L2(0,T; HX() N HA(Q): uy € L0, T; L))

munido da norma [[ullw = [[ullz20,r,52@nmi @) + [wllz20.1,L2(). Logo existe uma sub-

sequéncia de (u™), que continuaremos denotando por (u™), tal que
u™ —u em W.
Como H%(Q2) N HY(Q) —— HY(Q)) — L*(Q) pelo Teorema 1.14 (ver Cap. 1), temos
W s L*(0,T; Hy(Q)).

Logo
u™ —u em L*0,T; Hy(Q)), (2.74)
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ou seja,

T
/ |Vu™(t) — Vu(t)||3dt — 0 quando m — oo.
0

Entao
IVu™ ()15 = [[Vu(t)|3 em LY(0,T). (2.75)

Por outro lado, sendo M € C*(]0, c0)) temos que
M ([Vu”(1)3) = M ([u(D]3) em L3(0,T) 2.76)

De fato, como M € C*(]0, oo]) temos para quase todo ponto ¢ € [0, T

IVu™(®)]3

M ([[Vum@®)3) — M ([Vu(t)]l2) =/ M(§) d, (2.77)

IVu®)li3

sendo M’ € CY([0,0)), existe L > 0 tal que |[M'(§)| < L para todo & € [0, M;]. Logo da

equagdo acima resulta que:
IM([Vu™(®)[2) = M(IVu@®)ID)] < LITVa™ @) — [[Va(t)|[3] (2.78)
paratodo m € Net € [0,7T]. Assim, de (2.78) segue que

[M(|Vum@)3) = M(Vu@ D] < L[|V @) = IVa@l3]*

L2 |(IVu™ (t)]l2 = [Va@®)ll2) (Ve (@)lle + [ Vu(t) ||
L*[[Vu" Oz = [Vu@®)ll2]” (Ve (@)l + [IVu(?)]2)*
AMEL? |||V () ]l2 = [ Vu(®)]of’

ol|Vu™ () = Vu(®)|3,

IAN

IA

onde ¢ = 4M? L2, Integrando a tltima desigualdade de 0 a T' temos;

/0 [M(IVum (0)]3) = M| Vu@)|3)] de < c/O IVu™ () — Vu(t)|3 dt.

Mas de (2.74), temos que o lado direito da desigualdade acima converge para zero quando

m — +o00. Logo
r 2
/ }M(HVum(t)Hg) — M(HVu(t)Hgﬂ dt — 0 quando m — 0.
0

Por outro lado, de (2.74) temos também

u™ —wem L*(0,T; Hy(Q)).
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Assim
(pou™) = (p,u), Ype L*(0,T; HH(Q))

Em particular, se ;1 = w6’ resulta que
T T
| @@= [ .o
0 0

Integrando por partes temos

/0 (W (£), w,)B(8) dt "5 / (un(t), w;)8(t) .

Logo,
(u* (), w;) — (ue(t),w;) em L*(0,T). (2.79)

De (2.76) e (2.79) obtemos
(WM([Vu™(@)]3), (@™ (1), w;)) =% (wM([|Vu(®)]3), (ut), wy)), Yw € L=(0,T).

Em particular, para w = 6 € D(0,T) resulta que

/0 M (V™ (0)]2) (2 (£), w,)6(2) it — / MIVu(t)[2) (uelt), w)0(t) b, (2.80)

Convergéncia do termo (g * A%u)(t).
Pela estimativa (2.52) e pelo Teorema 1.10 (ver Cap.1) temos

(g # A%u™) (1) | oo sz = sup ess|[(gx A%u™) ()2 < [lglli[|A%u™ (#)]2 < oo

te(0,T)
Portanto
(g* A%u™) élimitado em L>(0,T; L*(52)), (2.81)
de onde segue que
g* Au™ > x em L™(0,T; L*(5)). (2.82)

Vamos mostrar que g * A%u™ = g A?u em L>(0,T; L*(Q2)). Com efeito, note que

/0 (g % Aua™)(t), (1)) dt — / (o) di, Ve L'(0,T; L2(Q)).

Afirmamos que y = g x Au q.s. em (0,7") x €.
De (2.69) e (2.70), aplicando o Teorema de Aubin Lions temos que, existe
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uma subsequéncia (Au™), que ainda denotaremos por (Au™), tal que
Au™ — Au em L*(0,T; L*()). (2.83)
De (2.83), podemos provar que
g* Au™ — gx Au em L*(0,T;L*(Q)). (2.84)

De fato,
g * Au™ — g * Au”%?(o,T;H(Q)) < HgH%HAum - AUH%Q(O,T;LQ(Q))'

Assim de (2.83) temos que ||g * Au™ — g * Au||%2(O7T;L2(Q)) — 0 quando m — oo 0 que prova
(2.84).
Por outro lado, de (2.82) temos

g* Au™ =y em L>(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(Q)). (2.85)
De (2.84), (2.85) e pela unicidade do limite fraco concluimos que
g* Au™ > gx Au em L®(0,T;L*(Q)). (2.86)

Notando que
g* A%u™ = A(g* Au™) em L>¥(0,T; L*(2)),

vem de (2.81) € (2.86), que existe uma subsequéncia de (g * A%u™) que manteremos a mesma

indexacao tal que
(g% A%u™)(t) > (g A%u)(t) em L>(0,T; L*(Q)), (2.87)

quando m — oc.

De onde segue

(g A%a™)(), (1)) — (g * A%)(1), (1)) ¥ € L'(0, T; L2()).

Tomando em particular n = w;6, 6 € D(0,T), obtemos

/0(<g*A2um)(t),wj))e(t)dt”ﬂ’>°/0 (9% A%u)(), wy)) O(t) dt. (2.88)

Finalmente pelas convergéncias (2.73), (2.80) e (2.88) podemos passar o li-
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mite em (2.71) quando m — oo. Assim obtemos

- /0 T (s (1), ;)0 () dt + /0 ' (A2u(t),w;)0(t) dt 2.89)
— [ [ ot =m@tutn) e drode+ [ D)) (o). )00 de =

Integrando por partes o primeiro termo temos

/Oé(ut(t),wj)e(t)dwr/o (A2u(t), w;)0(t) dt
_/0 /0g(t_7)(A2U(7’)7ij)dﬂ9(t)dt+/O M ([Vu(t)]3) (u(t), w;)0(t) dt = 0.

paratodo j € Ne# € D(0,7).
Como as combinagdes lineares finitas dos w;’s sdo densas em H{(12) a igual-

dade acima permanece vélida para toda v € Hf%(Q), isto €,

/0 %(ut(t),v)ﬁ(t) dt+/0 (A?u(t),v)0(t) dt (2.90)
—/0 /0g(t—T)(AQu(T),v)dTH(t)dt—l—/o M (||Vu(t)]|3) (ug, v)0(t) dt = 0.

Note que podemos reescrever (2.90) como

(Gt + @2u).0) = [ gt = @2t 0)dr + MOV 0. 0) =0

para todo v € H{ () e para todo § € D(0,T), de onde segue que

4
dt

(ue(t),v) + (A%u(t), v) — /Otg(t — T)(A%u(r), v) dr + M([[Vu(t)[[2) (ur, v) = 0

em D’'(0,T) paratodov € Hp (). Além disso, a identidade (2.90) também nos permite escrever
<<utt + A%u — g x A%u+ M(||Vu(t)||2)u, 0> ,v>

paratodo § € D(0,T) e v € Hi. Dai vem que

Uy + A*u — g x A%u A+ M(||Vu(t)|5)u; =0 em D'(0,T; (Hp) (2)). (2.91)
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Contudo, temos

APy € L™(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(2)), (2.92)
M ([[Vu)|l)u, € L*(0, T; L*(Q)),
g* A% € L(0,T; L*(2)) — L*(0,T; L*()).

De (2.91) e (2.92) concluimos que
Uy € LZ(O, T, L2<Q))

Portanto
Uy + A%u — g x A%u+ M(|Vu(®)|3)us =0 em L*(0,T; L*(2)),

com

u € L®0,T, HA (), u, € L=(0,T, H*(Q) N Hy(Q)), uy € L*(0,T; L*(Q)).  (2.93)

Para provar o item (i) do Teorema 2.3, isto é, que u é solugdo forte conforme Defini¢do 2.2

resta provar as condi¢des dos dados iniciais.

2.2.7 Dados Iniciais

Provemos em primeiro lugar que
(i) u(0) = ug

De fato, para j,m € N, comm > j vemde (2.72); comn = w,;6# e de (2.72),

com v = w;0, que

/0 (u™(t), w0 (t) dt =5 /O (u(t), w;)0'(t) dt, (2.94)
| wro.wewa=s [ .0,

respectivamente. Usando integra¢@o por partes em (2.94), resulta

(™ (£), w;)(0)|F / (W™ (£), )0 (1) dt " (ult), wy)O()|T — / (u(t), wy)6(t) dt.

Escolhendo # de modo que §(7") = 0, (0) = 1 e combinando com (2.94),
segue que
(u™(0), w;) = (u(0), w;) Vj €N,
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0 que implica na seguinte convergéncia
u™(0) — u(0) em L*(Q).
Por outro lado, da primeira convergéncia em (2.11)3 temos
u™(0) — uy em L*().
Pela unicidade do limite fraco, obtemos
u(0) = wuo.

Agora vamos mostrar que
(i) u(0) = uy

De fato, sejam 6 € C([0,7]) com #(0) = 1,60(T) = 0e j,m € N, com m > j. Multiplicando

o problema aproximado (2.11) por # e integrando sobre (0,7") temos

/0 . w;)0(t) dt + /0 "o, w,)0(t) dt 2.95)
_/0 /Og(t—T)(A2um(7'),wj)d79(t)dt+/0 M|Vu™ () ]|2) (™ (t), w;)0(t) dt = 0.

Note que

| wo.wpewa = [ Lo
= w0~ [ ) a
= .0 - [ w00

Substituindo em (2.95) e como #(0) = 1 entdo

T

T
(W (0), w;) — / (™ (), ;)0 (£) dt + / (A2u™ (1), w;)0(t) dt
T t T
- / / gt — ) (A2 (r), wy) dré(t) dt + / MV @) [2) (a2 (), w,)8(t) dt = 0.
0 0 0
Da convergéncia dos dados iniciais em (2.11)3, segue que

m— 00

(ug"(0),w;) — (u1,w;), VjeN.
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Logo, tomando limite quando m — oo e usando novamente as convergéncias (2.73), (2.80),
(2.88) e como as combinagdes lineares finitas dos w,’s sdo densas em H}(€2), entdo para toda
v € HA(Q), vem que

—(ul,v)—/o (ug(t),v)0'(¢) dt+/0 (A?u(t), v)0(t) dt
—/0 /0g(t—T)(A2u(7),v)d70(t)dt+/o M(||Vu(t)]|3) (u(t), v)0(t) dt = 0.

Novamente usando integracio por partes, vem que

(w1, 0) + (w(0),v) + /0 %(ut(t),v)ﬁ(t)dt—i— /0 (Au(t), Av)o(t) dt

T ot T
—/ /g(t—T)(Au(T),Av) aro 1) dt+/ M(IVa(t)|2) (s t), 0)0(E) dt = 0.
0o Jo 0
Comparando (2.90) com a igualdade acima, resulta que
(ue(0),v) = (u,v).

Portanto
u(0) = uy.

Isto conclui a prova do item (i) do Teorema 2.3. |

2.2.8 Solucao Fraca

Provaremos a existéncia de soluc@o fraca do problema (2.1) por meio de
aproximagd@o de solugdes regulares. De fato, sejam ug € HZ(Q) N Hi () e uy € L*(Q).
Como H é denso em H?(Q) N HY(Q) e H*(Q) N H} () € denso em L?(€2) entdo existem
(ul, ut) € Hp x (HZ(Q) N H(9)) tais que

(up, ul) — (ug,u1) em (H?(2) N HY(Q)) x L*(Q). (2.96)
Desta forma, temos que existe para cada n € N uma tnica solucdo regular v do problema

ult + A%y — fotg(t — 1) A% (1) dr + M (|[Vu™(@)||3) vl = 0 em Q x (0, 00),
u™ = Au™ =0 sobre 09 x [0, 00),

u™(0) = up € HE(Q),  ul(0) =uy € H*(Q) N H ().
(2.97)

Como anteriormente, das estimativas a priori 1 e 4 valem as seguintes conver-
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géncias
u" S em  L(0,T; H*(Q) N H (), (2.98)
ul >y, em  L®(0,T;L*(Q)), (2.99)
u" —u em C([0,T]; H*(Q) N Hy(Q)), (2.100)
u — u; em C([0,T]; L*(Q)). (2.101)

Com estas convergéncias podemos passar limite no problema aproximado
(2.97) e obter uma solugdo fraca para (2.1). De fato, consideremos uma fungio 6 € D(0,7) e

m,j € N comm > j. Multiplicando (2.97) por 6 e integrando sobre (0, 7") resulta que

/0 (1) w,)B(0) dt + /0 " A (t), Ay )0t di
— [ (o aunye dwoy e+ [ (1 ©I) w0, ) dt o

Integrando por partes

T T
— / (uy (t),w;)0'(t) dt + / (Au"(t), Aw;)0(t) dt (2.102)
0 0
T T
- [ o aunyo. suowy i+ [ 1 (e OIR) w2 0).;) (6) de = 0.
Note que das convergéncias obtidas em (2.98) e (2.99) segue que
T T
/ (W (1), (1)) dt " / (w(t), ) dt, v € L0, T: L2(Q),
0 0

/0 (" (t), n(t)) dt "5 / (ult),n(t)) dt, ¥ € L0, T; (HA(Q) N HY(Q))).

Em particular para v = w;#’' e n = A%w;60, segue diretamente das convergéncias acima que

/O "), s ()0 (0) d T /0 " Ct), )0 (8) (2.103)
/T (Au™(t), Aw;)(t) dt =3 /T (Au(t), Aw;)0(t) dt.

Avaliaremos as convergéncias dos demais termos presentes em (2.102). Mais

precisamente

/0 (g % Aum) (1), Aw; )B(t) dt "= /0 (g % Au)(t), Aw;)o(1) dt, (2.104)

/0 (M (Ja (1) |12)) 2 (0), ;) 6(2) dt ™5 / (M (u(t)|12)) we(t). w;) 6(2) d.
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sdo demonstrados de forma idéntica a Subsecdo 2.2.6 convergéncia do termo ndo local
M(||Vu(t)||2)us e g * A2u.
Diante das convergéncias obtidas em (2.103) e (2.104), fixando j e passando

limite em (2.102), obtemos

_/0 (ut(t),wj)e’(t)dH/o (Au(t), Aw;)6(t) dt

- / (g Au)(r), Aw,)o(t) dt + / (M (Jla(t)]2) we(t), wj) dt =0,

ou seja, para todo j e todo 6§ € D(0,T), vale que

/o%(Ut(t)7Wj)9(t)dt+/o (Au(t), Aw;)6(t) dt

- / (g * Au)(t), Aw))O(t) di + / (M (Jlu(®)]12) us(t). wy) dt =0,

como (w;);en constitui base de H?(2) N Hy(£2), entdo

/0 : © u(t), w)oe) di + /0 " (Ault), Aw)o(t) dt (2.105)

- [ s s swpydes [ (01 (@) wio) ) de =

para todo w € H*(Q) N H}(Q2) e § € D(0,T). Reescrevendo (2.105) como

<%(Ut(t),w),6> + ((Au(t), Aw), 6) (2.106)
" <‘ | o= r@u) dwyar 0> + (M) ) wi(t),w)) ,6) = 0.

segue que

%(ut(t), w) + (Au(t), Aw) — /Otg(t — 7)(Au(r), Aw) dr (2.107)

+M([[Vu(®)]3) (u(t), w) = 0

em D'(0,T),Vw € H*(Q) N H(Q).

Isto mostra que a fun¢do w satisfaz a Defini¢dao 2.1 com

u € L0, T; H*(Q) N H3(Q)) (2.108)
uy, € L*(0,T; L*(Q)).

Por outro lado identificando L?*(£2) com seu dual pelo Teorema de representagdo de Riesz-
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Fréchet temos as cadeias
H*(Q) N H(Q) — Hy (Q) — L*(Q) — H Q) — (H*(Q) N Hy ().

Em virtude da identificacdo acima e de (2.107) podemos reescrever (2.105)

como

<—/0Tut(t)9’(t) dt,w> + </TA2 (1)0(t) dt. w>
+{= [ oo i)+ { [ 3090 Buoe) i) <o

Novamente usando integragao por partes,

< /0 o (6(8) dt. w> + < /0 " A%ty dt w>
+<—/OT(9*AQU)() ) dt w> </ M(|[Vu(®)[2)u ()0 ()dt,w>:0.

para todo w € H%(Q) N H} ().

Portanto, concluimos que
Uy + A% — g A%u+ M(||Vu(®)|3)us =0 em D'(0,T; (H*(Q) N Hy(Q))). (2.109)
Afirmamos que
APu, g* A*u € L*(0,T; (H*(Q) N Hg(Q))). (2.110)
De fato, para ¢ € H?(Q) N H}(Q2), temos
[ (A%u(t), ¢) | = [(Au, Ag)| < [|Au(t)]|2]| Al (2.111)
Assim de (2.108) e usando (2.111) temos

1A%l ropnmyey = sup [(A%(t),¢)] < [|Aufls < oo gs. em [0,T].
PEH?NH,||A¢|l2<1

Por outro lado
[ (g% A%u)(2),0) | = |((g* Au)(t), AO)| < [[(g * Aw)()][2]] AD]|2.
De (2.108) temos que (g * Au) é limitada em L>°(0,T; L?(€2)). Portanto

(g * A*) ()| 2 nmg ey < (g * Au)(t)]|2 < oo
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Além disso,
M(IVu() B € 20, T; LAQ)) < 120, T (HXQ) N HYQ)).  @112)
Logo, combinando (2.109) com (2.110) e (2.112) temos
uy € L*(0,T; (H*(Q) N Hy(Q)))
o que implica que a igualdade em (2.109) vale em L?(0,T; (H%(Q2) N H(2))'), ou seja,
wy + A% — g x A%u 4+ M(|Vu(@)|)u, =0 em L*(0,T; (H*(2) N Hy())).

As condicdes inciais sdo provadas de forma andloga a Subsecdo 2.2.7. Isto conclui a prova de
que u é uma solucdo fraca para (2.1). Para concluir a prova do item (iz) do Teorema 2.3 resta

mostrar que a solugdo fraca € mais regular para dados mais regulares.

Agora dado (ug,u;) € HE(Q) x Hy(Q) entdo existe (uy, u}) € HEA(Q) x H*(Q) N HL(Q) tal
que
(ug, uf) = (uo,ur) € HY(Q) x Hy(€),

logo valem as estimativas a priori 1, 2, 4, isto é, valem (2.98), (2.99), (2.100), (2.101) e também

u" S ouem L(0,T; HA(Q), (2.113)
ul > ou, em L(0,T; HY(Q)). (2.114)

Assim podemos passar limite com maior razdo no problema (2.97); e obter uma solugéo fraca

mais regular, ou seja, que vale

%(ut(t),v) + (Au(t), Av) — /Otg(t — 7)(Au(T), Av) dr (2.115)
+HM([[Vu(®)[15) (u(t), v) =0

em D'(0,T), parav € H2(Q).
Usando o teorema de representagdo de Riesz-Fréchet, vale também as seguin-

tes cadeias de inclusdes continuas
HE(Q) — H*(Q)NH(Q) — Hy(Q) — L*(Q) — H HQ) — (H*(QNH () — (H(Q)).
O que nos permite deduzir que

Uy + A% — g A%u+ M(||Vu(®)||3)us =0 em D'(0,T; H(Q)). (2.116)
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Afirmamos que
APu, (g% A%u), M(|Vu(®)|3)u, € L0, T, H™). (2.117)
De fato, para ¢ € H}(f2), temos
[(A%u(t), 6)] = [(VAu(t), Vo)| < [[VAu(t)[|2]| Vo]
Assim,

[Au(t)lg— = sup  [(A%u(t),d)| < [[VAu(t)]]2 < oo q.sem [0,7].
SEHS,[Vol2<1

O mesmo se aplica a (g * A2u)(t), isto &,
[ {(g = A%u)(8),0) | = (g VAu)(t), VO)| < |[(g + VAu)(1)[2[[VO]>.
De (2.108) temos que (g * VAu) € limitada em L>°(0, T’; L*(2). Portanto
(g * A%u) ()| r2@nm @)y < (g% VAu)(t)]l2 < oo

Segue também que

M (|[Vu(t)||3) us € L*(0,T; L*(Q)) < L*(0,T; H (). (2.118)
Logo, combinando (2.116) com (2.117) obtemos

uy + A% — g A%u+ M(||Vu(®t)||3)us =0 em L*(0,T; H'(Q)).

Concluindo assim o item (ii) do Teorema 2.3. |

2.2.9 Dependéncia continua

Sejam 2! = (u,u;) e 22 = (v,v;) duas solugdes fortes do problema (2.1)
correspondentes aos dados iniciais 2} = (ug, u;) € 22 = (vo, v1) em HE(Q) x (H2(Q)NHE ().
Definindo w = u — v, entdo a fungdo z = (w,w;) = z' — 2? € uma solugdo

forte do seguinte problema
t
wy + A?w — / g(t = T)A%w(t) dt + M ([|[Vu(®)|)3) ue — M (|Vo(t)||3) v = 0, (2.119)
0

com dados iniciais
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Com esta regularidade, multiplicando a equagdo (2.119) por w; e integrando sobre €2, deduzimos

que

337 Ol + 18w} = [ glt = )(au(r), Aw (o) dr
= MOV OOIR @), we(£)) = MVu(t) ) (walt), wi())

Seguindo de forma semelhante os passos (2.56)-(2.62) feitos na Estimativa a

priori 4 temos
lwe @13 + [|Aw(®)]13 < Cr(|Aw(0)][5 + [lw: (0)]3), (2.120)

para alguma constante positiva Cr = Cr(||24 ||, || 28113, T') de onde segue a estimativa (2.9) do
Teorema 2.3. Isto garante a dependéncia continua em H para solucdes fortes com dados iniciais
mais regulares.

Agora considere sequéncias de solugdes fortes 2z} = (u™, ul') e 22 = (v, v}")
tais que

(2}, 22) = (24, 2% € C([0,T),H x H),

n»Tn

como mostrado na estimativa 4. Como a diferenca 2! — 22 = (w", w?) satisfaz (2.120) para

todo n € N. Entdo passando limite quando n — oo temos que a diferenca de solucdes fracas

2! — 22 satisfaz a estimativa (2.9) do Teorema 2.3. De forma anéloga tem-se o mesmo resultado

para solugdes fracas mais regulares.
Em particular temos unicidade para solucdes forte, fraca e fraca mais regular.

Isto prova o item (i7i) e portanto completa a prova do Teorema 2.3. [ |

2.3 DECAIMENTO DE ENERGIA

Sob as hipoteses do Teorema 2.3, considere uma solucao forte « do problema

wy + A% — [ g(t — 7)A%u(T) dr + M (| Vu(t)|3) us = 0 em Q x (0, 00),
u=Au=0, sobre 09 x [0,00), (2.121)

u(-,0) =up wu(-,0)=u; em €

Como (2.121); vale em L?(0, 00; L*(Q)) e u; € L>(0, 00, H*(Q) N H} (),

entdo multiplicando (2.121); por u; e integrando sobre €2 obtemos

/Qutt(t)ut(t) dx + /QAQU(t)ut(t) dex — /Q/Otg(t — 7)A2u(T)uy(t) dr dx (2.122)

+ /QM(Hvu(t)ng) w2(t) dz = 0.



Aplicando a formula de Green em (2.122) temos

AA%@MQMZ—LVMMWW@M+éj%?%ﬂmm

como u(t) € Hg (L), temos

/QAQu(t)ut(t) dx = —/QVAu(t)Vut(t) dzx.

Aplicando novamente Green

Ous(t)
Q aV

_ /Q V(Au(t))Vu(t) de = /QAu(t)Aut(t) d = /a

Como u(t) € HE(R), entdo

LNWM@MZAAWMMWM

O mesmo vale para
t
/ / g(t — 7)A*u(7)uy(t) dr d.
aJo
Assim podemos reescrever (2.122) como

d

Note que pela identidade para memoria (ver (2.22) na Estimativa a priori 1) segue que

= M (V)R a3 + 50800 ~ Zo(0)|Au(r)]3

Definindo
1 9, 1 2
Eo(t) = 5 llu®)[ + 5 1 Au(®) B,

B0 = @l + 5 (1= [ ate)ds ) 18u@E + 60200

Entdo, de (2.124) vem que

S B(t) = M (I9u(t)1) eI + 3 (6TAu) (1) — 2o(0) | Au(r) 3

Au(t) dz.

41

i {%Humu% - %HAu(t)u%} M ([Vu(®)[3) un0) 3 = / g(t — 7)(Au(r), Auy(t)) dr-

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)
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Pela hipétese (2.2) e (¢'OAu)(t) < —& (900A)u(t) < 0, entdo

d

SE() <0,

ou seja, F/(t) é decrescente e o sistema € dissipativo. Além disso como

B0 = lul+g (1= [ o) ds) 1u0]f + 500

1 l
S @3 + 51 Au()3

{5 ul + 5laulz)
_ IE(0).

v

v

Entdo, Fy(t) também é decrescente e a solugdo (em norma) decresce com o tempo. Neste caso
para avaliar o comportamento da solu¢do (u,u;) no espaco de fase
(H*(Q) N Hy(2)) x L*(Q), é suficiente, estudar o comportamento de E(t) uma vez que
Eo(t) < E(t).

O resultado a seguir estabelece que a energia E/(t) associada ao problema
(2.121) dada em (2.126) tem decaimento na mesma taxa que o nicleo da memoria, a qual tem
um comportamento do tipo exponencial desde que satisfaga a condi¢do (G2).

De fato, de (2.3) note que

g'(t) < —&ig(t)
= gt)+&g(t) <0
= g0 + &g(t)et <0
= % (9(t)e™") <.

Integrando de 0 a ¢ > 0 obtemos
g()ett —g(0) <0 = g(t) < g(0)e ™, ¢ >0.

Teorema 2.4. Sob as hipéteses do Teorema 2.3, seja u uma solucdo forte de (2.121). Entdo,

para cada ty > 0, existem constantes k > 0 e X\ > 0 tais que
E(t) < KE(tg)e 710Vt > ¢,

A demonstracgdo sera feita em vdrias etapas como segue.

Lema 2.5. A energia E(t) em (2.126), associada a solucdo de (2.121), satisfaz

E'(t) < =M ([[Vu()|3) lu )l + %(Q/DAU)(U-
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Demonstracao: Como provado em (2.127), temos

E'(t) = =M ([[Vu®)|3) lu )3 + %(Q’DAU)(O - %g(t)HAU(t)HS-

De onde segue
1

E'(t) < =M ([[Vu(®)|[2) [lue(®)|z + 5(9'DAu) (1),
uma vez que g(t) > 0. |
Agora definindo os funcionais
F(t) = E(t) + 61 B(t) + &0(t), (2.128)

onde ¢ e €5 S0 constantes positivas a serem escolhidas posteriormente e

(t) = /Q w(t)us(t) da, (2.129)
() = /Q w(®) /0 ot = 7)(u(t) — u(r)) dr de.
Lema 2.6. Parau € C([0,T]; H*(Q) N H(2)), temos
(i) 2
[ ([ e = ey —utenar) o < gl c3a0s0)
onde C, > 0 é a constante de Poincaré e

(i)

2

/Q (/Otg(t — 7)(Au(t) — Au(r)) dT) dz < ||g|l1 (¢OAw)(¢)

Demonstracao: Note que

/Q(/Otg(t—T)(U(t)—u(T))dT>2 dx:/ﬂ(/ot \/g(t—T)\/g(t—T)(u(t)—u(q—))d7—>2 da.

Pela desigualdade de Holder

2

/Q(/Otg(t—r)(u(t) —u(T))dT) do
< /Q </Otg(t—7') d7> (/Otg(t—T)(u(t)—u(T))2d7'> dz
< ([at=nar) ([ ot -l - utrar )
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pela desigualdade de Poincaré e pela imersdo H?(Q2) N HY(Q) < H}(2) temos
[u(t) = u(7)ll2 < Cpl|Au(t) = Au(T)[5

e sabendo que
t
(B8 = [ gt = 7)|Bult) - Au(r)dr,
0
entdo
t 2
L ([ ot =m0 - wryar) - as < gl Camano

0

Prova-se de forma andloga o item (i) |

Lema 2.7. Existem constantes oy, s > 0, tais que
a1 F(t) < E(t) < axF(t)
para €1, €5 > 0 suficientemente pequenos.
Demonstracao: De fato, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
Ft) < E@) +eal®@)] + e|V(1)

< E(t) + eau®)lallur®)]2 + / e (1) / g(t — )[ult) — u(r)| dr d,

pela desigualdade de Young 2ab < a® + b* e pelo Lema 2.6 item (i) segue que

Ft) < B+ D)l + 2 u) 3 + 2l
+2 Q(Ag@—Twmw—uunm>(m

+
< B0+ Seaum) + LD

€
< 2 )13 + ZC2 gl (gD0Au) 1),

substituindo (2.126) na desigualdade acima temos

1
onde —= max{e; + € + 1, [+ 6C2, e2C5| gll1 + 1}
1
Por outro lado,

Py > B(t) — )i - Slu) - )3 (2.130)

2

-2 tﬂ#wﬂﬂﬂ—MﬂMt dz.
2 Q</0 )
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Substituindo (2.126) em (2.130) e usando o Lema 2.6 item () temos

P 2 |5  IelB+ |5 - 56| lau + |5 - G2l woan)
1

> —E(t
> —E()

1
onde — =min{l — (e, + &), | —e;C;, 1 — e&,C>||g|l1} e €1, € sdo suficientemente pequenos

(&%)
tal que
1 (61 + EQ) { 2 1 €2 o
{2— 5 >0, 575 O 2—20p|]g|]1 > 0.
|
Lema 2.8. Seja u solugdo de (2.121),entdo
l
(1) < eallue(B)]3 = S AwB)I3 + c2(9DAu) (1), (2.131)
para algumas constantes cy, cy > 0.
Demonstracdo: Diferenciando ®(t), segue que
d'(t) = / wy (H)u(t) do + / ul(t) dz. (2.132)
Q Q
t
Substituindo wu; = —A%u + / g(t — 7)A*u(r)dr — M(||Vu(t)||3u; em
0

(2.132) temos

()= — /N d:c+// (t — 7)A%u(T)u(t) dr dw

/M 1Vu(t)|2) u (¢ )u<t)dx+/gut<t)dx.

Pela féormula de Green, temos

_/QA u(t)u(t) de = —/QAu(t)Au(t) dx

/Q /0 (- ) A2u(r)ult) dr d = /Q /0 "~ ) Au(r) Au(t) dr d.

Logo

D'(t) = — || Au(t)||3 + ||u()]|3 + J1 + Ja, (2.133)



onde

J = / g(t — 7)(Du(r), Au(t)) dr,
Jo = =M ([ Vu(®)2) (w(®), u(t)).

Vamos estimar .J; e J,. Em primeiro lugar, note que

Al < /Og(t—T)HAU(T)HzHAU(t)HzdT,

< / gt = Dl Au(®)lls | Au(r) — Au(t) + Au(t)]]s dr,

t

< /0g(lf—T)HAU(t)II%dTvLIIAU(ff)Ib/0 9(t = D)l Au(r) — Au(t)]|2 dr.

Pelas desigualdades de Young e Holder obtemos

Al < ||AU(75)H§/0 g(t—T)dTJrnHAU(t)H%Jr%(/O g(t—T)HAU(T)—AU(t)||sz>

IA

800l [ gte)ds +nlAuo] + ol Ay o)

4n

< (@=DlAu@®)]3 +nllAu@)]; + %Hng(gDAU)(t),

na estimativa acima usamos o fato de que

/Otg(f)dTg/Omg(T)dT:1—z.

Agora para estimar .J, usaremos as desigualdades de Young e Poincaré. De fato

| Jo]

IN

max M ([|Vu()|3) [ue(®)ll2]|u(t)]l2

0<[[Vu(t) || <My

< K lug() 2] u®)]2
< ﬁzuu (D13 + nCallAu(t)|3
= 1 t(U)|l2 T NLy, 2

Substituindo J; e J5 em (2.133) temos

2

(1) < 1l Au)]5 + (£ + 1) lue @15+ n(Cy + Dl Au®)]5 + %Hg!h(gDA)U(t),

considerando 1 <

4n

l
) obtemos

o(t) < —éIIAU(t)H% +erflu(t)3 + c2(90Au) (1)

46

2
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Lema 2.9. Seja u solugdo de (2.121), entdo
U'(t) < 4 {1 +2(1-1) } | Au(t)||3 + {25+ 45(2 + Cﬁ)} llg]l1 (gOAw)(¢)
t
+ %Cﬁ(( ¢ OAu)(t) + {5([(1 +1)— / g(s) ds} | (1) |3, (2.134)
0

onde 6,C,, K1 >0

Demonstracdo: Diferenciando V(t) e usando a regra de Leibniz em

/0 g(t — 7)(u(t) — u(7)) dT obtemos

V=~ [l /Otg@_ﬂ(u(t)_ u(r)) dr da 2.135)
- /Qut(t)/o gt —7)(u(t) —u(r dex—// (t — 7)ul(t) dr dx.
Substituindo ug (£) = —A2u(f)+ /Og(t—Tw (7) dr = M| Vu(t) | 2us(?)

em (2.135) e aplicando Green duas vezes temos

U'(t) = /QAu(t)/O g(t — 7)(Au(t) — Au(r)) dr dx

_/ (/tg(t—T)Au( ) dr ) (/Otg(t—T)(Au(t) —AU(T))dT) dz

/M IVu()I2) / ot — ) (u(t) — u(r)) dr da
/Qut(t)/o Gt — ) (ult) — ulr ))dex—/Qut(t) /Otg(t—T)ut(t)dez.

Logo,

t
V(1) < ]11]+]12]+]13]+|I4]—/ut(t)/ ot = 7Yug(t) dr da, (2.136)
Q 0
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onde
L - /Q Auft) ( /0 gl — ) (Aut) — Au(T))dT) iz,

L= —/Q (/Otg(t — 7)Au(r) dT) (/Otg(t — 7)(Au(t) — Au(r)) dT) dz,

L= [ 3 (19uO) wo) [ ot =)o) - ur) dras,

L= —/Qut(t) </0tg’(t—7)(u(t) —u(T))dT) dz.

Nas estimativas a seguir usaremos a desigualdade de Young ab < da? + 3 b2 com ¢ > 0.
Agora vamos estimar /1, I5, I3 e 1. De fato, usando demgualdade de Young e

o Lema 2.6 item (i7) obtemos

t 2
L] < 5\|Au(t)H§+4%/ (/ g(t—T)]Au(t)—Au(TﬂdT) dr  (2.137)
a \Jo

1
< O Au(®)3 + 5 llglh (gDAu)(E).

Novamente pela desigualdade de Young

t 2 t 2

L] < 6 g(t—T)Au(T)dT dm—i—% g(t—T)(AU(t)—Au(T))dT d
2
= 5/ (/ (t = 7)[Au(r )|d7> dw+4—5||9||1(gDAU>(t)~ (2.138)
P ’
Note que,

2
g(t — )| Au( )|d7’) dx,

O /(/

- /(/Ogt—T\Au T) - Au(t)+Au(t)\dT)2da:,
/(/0 g(t = ) Au(r) - U(t>|df+/0tg(t—T>!Au<t>|dr>2dx,
Q(/Ogt—ﬂAu r) - U(t)|d7>2dx,

w20 [ ([ ot misutotar) ao

IN

IN



49

t 00
Pelo Lema 2.6 item (77) e como / g(s)ds < / g(s)ds =1—1[temos
0 0

L(t) < 20|gll(g0Au)() +20(1 = D) Au(t)]3-
Substituindo 1 (¢) em (2.138) obtemos

Bl < 20(1 = D[ Au()ll; + (20 + 5 )HgH (g0Au)(2).

Com relagdo a I3 temos, simplesmente pela desigualdade de Young e pelo Lema 2.6 item (i),

que
SK 1 |Jus(t)]|3 + 4—15/ (/Otg(t — 7)|u(t) — u(r)| d7>2 dx (2.139)

< SR ()1 + 5C2lglh (60D 1),

|13

IN

onde K; = max |M(&)].

0<E<M,

il < s+ 35 ([ oe-nar) ([ =g - oigar).

Como ¢'(t) < —&(t)g(t) é menor que zero, entdo —g'(t) > £(t)g(t) é maior que zero. Assim

aplicando as desigualdades de Young e Holder resulta que

1

< 2
1< S+ 459

4(0)C?2 / (—g)(t — 1) Au(t) — Au(r)|2dr.  (2.140)

Inserindo as estimativas (2.137)-(2.140) em (2.136) e reorganizando os ter-

mos concluimos que

V() < 6{1+2(1—10)} || Au(t)|; + {25+45(2+C§)}Hng(gDAu)(t)

+ 20z )DAu)(t)+{5(K1+1)— / g(s)ds}nut(t)nz.

Lema 2.10. Existem constantes k1, ko, k3 > 0 tais que
F'(t) < —kallus(t)[15 — Rall Au(®) |3 — ka(9DAu)(t), Vit > to.

Demonstracdo: Lembre-se que F'(t) = E(t) + €;P(t) + €2V (¢). Como

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =go >0, YVt >t, (2.141)
0 0
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diferenciando o funcional F'(¢) e usando os Lemas 2.5, 2.8, 2.9 e a estimativa (2.141) obtemos

/ 1 ! l
F'(t) < §(g OAu)(t) + ercr||lug(t)]|3 — €1§HAU(15)H§ + e1c2(g0Aw) (t) (2.142)
1
+65,0 {1 +2(1—1) } |Au(t)||5 + € {25 + E(Z + CIZ)} 9]l (gOAu)(¢)

ral gm0 +a (K + 1 - [ o) dsf ol

< ~{alon 5K+ 1) - e ull - |exg — a1 +20 - 07 12w
+ leres + eallglls (25 + 41§<2+0§)>} (gOAW)(E) + (%— 2%02) (¢'TAw) (1),

Considerando ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

90—5(K1+1)>%

2 1

- —0(1+2(1-101)7°) < —

;00420 -1 < .

Assim fixando 6 > 0 e escolhendo duas constantes €; > 0 e €5 > 0 satisfazendo

&62 <6< QEQ (2.143)
4c C1 201

De modo que

A

2(g90 —0(K1+1)) >0
—e6(1+2(1—10)%) >0,

=~
[\3|=\.

2 €1

1 1
— 9(0 )02—— €162 + €] g|l1 (25+4 (2+C’§)) > 0.

1
ST Ty & 5

Entao podemos reescrever (2.142) como
F'(t) < —kallue(@®)]5 — Fall Au() 5 — ks(9DAu)(t), Vit = to.

|
Demonstracio do Teorema 2.4: Considerando 5, = %min{kl, ks, k3} e combinando com o

Lema 2.7, segue que
F'(t) < —fiE(R) < —fraa F(t). (2.144)

Integrando (2.144) sobre (%o, t), concluimos que

F(t) < F(tg)efrortoe=hont gy > ¢,
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Usando novamente o Lema 2.7 obtemos
E(t) < KE(tg)e M0 vt >t

Onde K = £2 e A = 1. Isto completa a prova do Teorema 2.4. [ |

Observacao 2.11. Das defini¢oes Ey(t) e E(t) em (2.125), (2.126) obtemos que
1 2 1 2
Eo(t) = 5 llu®)lz + 5 [ Au(t)ll2
satisfaz sob uma solugdo forte u do problema (2.121)

Ey(t) < -E(t) <

K
< (76)‘“) E(0)e™

KeMo
Fixando ty > 0 e tomando k;, = > 0, entdo

l

Eo(t) < ki Eo(0)e™, Vit >t

Observacio 2.12. Decaimento de solugdes fracas. Seja (ug,u;) € (H*(Q)NHI(Q)) x L*(Q),

entdo existem sequéncias de dados iniciais (ul,u}) € HA(Q) x (H*(Q) N H(Q)) tais que
(ul, ul) — (ug,uy) em (H*(Q)N H(Q)) x L*(Q),

de onde segue que

ARl =5 || Augl| (2.145)
e
Juflls = [lua2. (2.146)

Por outro lado, para cada n € N, o problema

ul + A%y — f(fg(t — 1) A%N (T dr + M (||[Vu(@)||3) ul = 0 em Q x (0, 00),
u" = Au" =0 sobre 09 x [0, 00),

ut(0) =ug,  u(0) = uf,
(2.147)
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possui uma tinica solucdo u"™ na classe
u € L0, T; HA(Q)), wu, € L0, T; H*(Q) N H(Q)), uy € L*(0,T; L*()),
a qual

u" — u € C([0,T), H*(Q) N Hy(Q)),
ul — u; € O([0,T], L*(Q)),

onde (u, u;) constitue uma solugdo fraca para (2.121), assim como no item (ii) do Teorema 2.3.

De onde segue que

[Au"(@)][2 = [[Au(t)]2, (2.148)
[ (D)]l2 = Nue@)]2- (2.149)

parat > 0. Definindo
B3 (1) = S (@) + 5l (t) B,

funcional energia associado a sequéncia de solucoes fortes e

1 1
Eoft) = 5l (B3 + 1 Au(t) 3

funcional energia associado a solucdo fraca. Obtemos da Observacdo 2.11 que
EJ(t) < Ky By (0)e ™.
Tomando o limite quando n — oo e usando (2.145), (2.146), (2.148) e (2.149) concluimos que
Ey(t) < Ky Eo(0)e™, Vit > tg.

Isto mostra que a solugdo fraca (u, u;) decai de forma exponencial em norma no espago de fase
(H*(Q) N HY(Q)) x L*(Q), quando t — oo como queriamos.
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3 DECAIMENTO GERAL DA SOLUCAO PARA UM PROBLEMA DE PLACAS COM
MEMORIA

3.1 INTRODUCAO

No capitulo 2 vimos que a solu¢do u do problema (2.1) decai a uma mesma
taxa que o nucleo da memoria g, ou seja, quando a fungdo g decai para zero exponencialmente
a solugfo u também decai na mesma taxa, qualquer que seja M > 0 de classe C'* dada. Este
capitulo estd organizado como segue.

Na Secdo 3.2 colocaremos o problema a ser estudado e o resultado de exis-
téncia com uma condi¢do mais geral sobre o nicleo da memoria g. Em seguida na Secao 3.3

mostraremos que a solucao decai de forma geral, conforme o decaimento de g.

3.2 BOA COLOCACAO DO PROBLEMA

Seja €2 C R™ um conjunto aberto limitado. Consideremos o seguinte pro-

blema de valor inicial e de Fronteira.

gy + APu — fotg(t — 7)A%u(r)dr =0 em Q x (0,00),
u=Au=0 em 09 x (0,00), (3.1

u(+,0) = ug, u(,0) =u; em €.

Nicleo da memoria g.

(H1) Sejag: Rt — R* uma fungéo diferenciével, tal que
g(0)>0, 1-— / g(t)dr =1>0. (3.2)
0

(H2) Além disso, suponhamos que exista uma fungdo &(t) satisfazendo

g'(t) < =€£(t)g(t), t=>0, (3.3)
i((tt;‘ <k E() >0, E(t) <0, V>0, (3.4)

para alguma constante k£ > 0.
Teorema 3.1. Seja T' > 0 arbitrdrio. Sob as hipdteses (H1)-(H2), temos:

(i) Se (up,u1) € HE(Q) x (H*(Q) N HY (), entdo o problema (3.1) possui uma tinica
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solugdo forte na classe

u€ L0, T; HA(Q)), u € L=0,T; H*(Q) N HY(Q)), wuy € L®(0,T; L*(Q)).
(3.5)

(i) Se (up,u1) € (H*(Q) N HY(Q)) x L*(Q), entdo o problema (3.1) possui uma tinica

solucdo fraca
u € C°([0, 7], H*(Q) N Hy () N CH([0, TIL*(2)), (3.6)
na classe

u € L®0,T; H*(Q)NHy (), uy € L0, T; L*()), uy € L*(0,T; (H*(Q)NHy(Q))).
(3.7
Mais ainda, se os dados iniciais (ug,u;) € H2(Q2) x H}(Q), entdo a solucdo fraca tem

mais regularidade na classe

u€ L0, T; HE(Q)), u € L®(0,T; Hy(Q)), uy € L*(0,T; H (). (3.8

(1ii) A solugdo  (u,u;) depende  continuamente dos dados iniciais em
H = H*(Q) N HYQ) x L*(Q). Mais precisamente, se z' = (u,u;), 2*> = (v,v),
sdo duas solugées (fraca ou forte) do problema (3.1) correspondentes aos dados iniciais

2t = (ug,u1), 22 = (vo,v1), entdo vale a seguinte estimativa
1) = 2* (@)l < Crllzg = zllae, V€ (0,77, (3.9)

para alguma constante positiva Cy = Cr(||2¢ ||, ||22|13, T). Em particular;, o problema

(3.1) possui uma tinica solugdo forte e fraca.

Demonstracao: A prova segue de forma similar ao do Teorema 2.3 no Capitulo 2. Note que
para determinarmos as estimativas a priori 1,2,3 e 4 do Teorema 3.1 usa-se fortemente as
condi¢des (H1), que é andlogo a (G'1). A condigdo ¢'(t) < —£(t)g(t), que contém de forma
implicita a condi¢do (G2) uma vez que em (H2) temos £(¢) > 0, é usada apenas para saber
o sinal de ¢’, a saber, que ¢ < 0. Omitiremos a prova aqui uma vez que a mesma segue ao

realizarmos as mesmas contas na prova do Teorema 2.3. [ ]

3.3 DECAIMENTO GERAL

Notemos inicialmente que a condi¢do (3.3) em (H2) implica que

gt) < —£(t)g(t) = g’(t)ef(ff(S)ds + g(t)g(t)efgﬁ(s)ds <0,
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ou seja,
d t
Integrando de 0 a ¢ temos
g()e €& ds < g(0) = g(t) < g(0)e~ b EW@ds ¢ > @, (3.10)

De acordo com (3.3) segue o decaimento do nicleo da memdria g, conforme a funcdo &(t)
satisfazendo (3.4). Ao final do capitulo faremos alguns exemplos de fungdes &() satisfazendo
(3.4) e o tipo de decaimento que obteremos para a energia associada ao problema (3.1). De
acordo com o exposto acima, espera-se que a solucao de (3.1) dada pelo Teorema 3.1 tenha um
decaimento conforme (3.10).

A energia F(t) associada a (3.1) é dada por

1 1

B0 = ylu@l+ 5 (1 [ a)ds) 1aul + 560800, G

Teorema 3.2. Sob as condicdes do Teorema 3.1, seja uw uma solucdo (fraca ou forte) do pro-
blema (3.1). Entdo para cada ty > 0 existem constantes «, 3 > 0 tais que a energia FE(t)
satisfaz

E(t) < aB(to)e ot@® v >y, (3.12)

A demonstra¢do do Teorema 3.2 sera feita em varias etapas conforme segue.

Lema 3.3. Sob a solugdo do problema (3.1), o funcional energia E(t) satisfaz

d

SE() < 5(gTAu0)

Demonstracao: Multiplicando a equagio (3.1) por u, e integrando em 2, obtemos

/Qutt(t)ut(t) dx+/QA2u(t)ut(t) dzx —/Q/Otg(t — 7)A*u(7)u(t) dr dx = 0.

Aplicando a formula de Green duas vezes temos

o LI+ oz} = [ ot - rautr), sut) o

Usando a identidade para memoria (ver (2.22) na estimativa 1) segue que

1d ! 2

3 e+ (1= [ ot ds ) NAud; + (g0) 1)
= (¢'0Au)(t) — g()[[Au(t)]3

L gonu ),

<
-2
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ou seja,

E'(t) < =(d'OAu)(t).

N | —

|
Como consequéncia do Lema 3.3 e as condigdes (H1) e (H2) temos
E'(t) <0, ou seja, E(t) é decrescente.

Agora definamos o seguinte funcional perturbado
F(t) = E(t) + e1P(t) + e2x (), (3.13)

onde €; € €2 s30 constantes positivas a serem escolhidas posteriormente e

O(t) = f(t)/u(t)ut(t) dx, (3.14)
Q
t
() = =€) [ ult) [ gt =)u(t) = utr) dr . (3.15)
Lema 3.4. Existem constantes o e ay > 0 tais que

para €1, € > 0 suficientemente pequenos.

Demonstracao: De fato,

F(1)

IN

E(t) + e[ ®(1)] + e2x(t)]

t
< EQ@) +ef()u@)ll2flu(b)ll2 + 625(?5)/ Iut(t)l/ g9(t = 7)|u(t) — u(7)| dr dz,
Q 0
pela desigualdade de Young 2ab < a? + b? e pelo Lema 2.6 segue que

F() < E(t)+ SOl + 560w (t)]3

+ 20l + 260 [ ([ at- o - unlar) ao
< B+ Sezaaum) + D+ 2oilgl (gnan )
< aiE(t).

1
onde M = max 1€(t)] e — = max{1 + elc’;M, 1+ (g +e)M, 1+ EQC’;MHng}.
aq
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Por outro lado,

€2

F() > E(t) = S6®lut)3 - S0 lu®l} - Zeb @l (.16)

2
~2e) | ( / gt — 7lult) — u(r) dr)2 d.

Substituindo (3.11) em (3.16) e usando o Lema 2.6 temos

P 2 |50 i+ |5 - S0 1auoi+ |5 - o] woswe
> (),

1

onde — = min{l — (e, + &2), | —e1C>, 1 — &2C7||g||1} para e; e e, suficientemente pequenos.
(€5)

|

Lema 3.5. Seja u solucdo do problema (3.1), entdo

(1) < esé(t)|ue(t)ll; — %&(f)IIAU(t)H% + cué (1) (90 Au) (1), (3.17)

onde k,n,C, > 0 sdo constantes independentes dos dados iniciais.

Demonstracdo: Derivando ®(¢) e usando a equagdo (3.1);, segue que

'(t) = —f(t)/QA%(t)dx—f—g(t)/ﬂ/og(t—T)Au(T)Au(t)dex (3.18)

et / w(tyut) de + €1 / WA (t) de
= A + OO + )L + € () Lo,

onde
L= /Q /0 () Au(r)Au(t) dr .
L= /Q w(t)uy(t) da.

Pela desigualdade de Young com 7 > 0 e como

[owrir< [oerir=1-1
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segue pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz, triangular e de Holder que

L] < / g(t — )| Au(r) | Aut) 1 dr,
- / gt — )| Aut) ol Aur) — Au(t) + Au()] dr
< / g(t — )| Au(®)2 (| Au(r) — Au()lls + |Au(b)]ls) dr

t

= /0g(t—T)I\AU(t)\|§dT+IIAU(t)Hz/Og(t—T)IIAU(T)—AU(t)szT

IN

/0 g(t—T>|\Au<t>\|§m+nuAu<t>u§+ﬁ ( / ot - 7)[| Au(r) —Au(t)\rzdr)

< Al [ tg(s)ds+nrmu<t>u%+%ugumgmuxw
< (1= DO + 1l AuO] + -l (aDAw)0)
c
Ll < Ju®)lslul:
< ) +nCHlAuol
Substituindo |L;| e | Lo| em (3.18) e usando a condigéo (3.4) obtemos
V(1) < €D IAub)E+ DI + 01 - DAu()]3

+E()nl| Au(t)]3 +£(t)ngH (gBAu) (1) + &'(¢ )%Hut( )Mz + € OnCollAu®)]3

< (145 ]—D i+ (n [1+[ S0 2] - 1) ewnaucns

0}
s()”g‘“( AW (1)
2 2 ||9||1
< <”W) SOOI + (0 [1+565] - 1) € 2ue + 12 gaau ),

tomando 7 suficientemente pequeno temos

®'(t) < cs€(t)]|ue ()15 — é& ONAu®)|3 + st (t) (gD Au) (1),

o que mostra (3.17). [ |
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Lema 3.6. Seja u solucdo do problema (3.1), entdo

X0 < 0|30+ 1)~ [ ote)ds] a1 + 0T+ 200 - D0 )
02
#] (204 55) + o0+ 0| @llal OB + €0 R~ DA0
onde k,C, > 0 qualquer que seja 6 > 0.

Demonstracao: Derivando (3.15) temos

X = =€ [ulo) [ o= r)u(t) - utr) drdo (3.19)
—&(t) /Q U (t) /0 tg(t—f)(uos) — (7)) dr dx
~€0) [ wlt) [/ = )06~ ) dr e
—{(t)/ﬂut(t) /Otg(t—T)ut(t) dr dx,
= =€) [ ) [ ot att) ~u(r) drds
(1) /Q Au(t) /O ot — 1) (Aut) — Au(r)) dr di

—{(t)/Q (/Otg(t — 7)Au(r) dT) (/Otg(t — 7)(Au(t) — Au(r)) dT) dx

—£(t) /Qut(t) /0 gt —7)(u(t) —u(r))dr dz

e un0)]1 / gt — 1) dr. (3.20)

0

Assim obtemos
X' (t) < =€)l (D)3 /Otg(t = 7)d7r 4+ [S1] + [So] + [S5| + |Sal, (3.21)
onde
$= =0 [ wl®) [ ot =)t~ utr)) dr
S, = £(1) /Q Au(t) /0 gt — P (Au(t) — Au(r) dr de,
Sy = —£(t) /Q ( /0 gt — 7y Au(r) dT) ( /0 gl — ) (Dult) — Au(r) dT) iz,

S = —€(t) / () / §(t — 7)(u(t) — u(r)) dr da.
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Estimando S;’s temos pela desigualdade de Young com § > 0 e pelo Lema

2.6

1< |y | O8I + | 752 | ewslalic? [ ot - nlau) - Autryigar

€

a1 < €A1 + SN2 [ ot = Dlldue) - Autrl o

Para estimar S5 e S; usamos argumentos andlogos aos feitos em I, e I, uma

vez que £(t) ndo influencia na estimativa. Neste caso obtemos

93] < £(1) {25(1 — Dl Au()ll3 + (20 + 5 )||9|| (g0Au)(t )}

1 < €3 + S 90)C2 [ (=gt = 7)du(t) - dulr)Ear.

Substituindo S;’s em (3.21) concluimos que
t
X'(t) < &) [(Wf +1) —/O 9(s) dé’] e ($)115 + O[1 4+ 2(1 — 1)*JE(1) | Au(t)][|3

#[ (204 35) + G20+ 0] €wlalh @00 + €0 LF (gD,

onde k, C,, > 0, como queriamos demonstrar. [ |

Lema 3.7. Existem constantes ky, ko, ks > 0 tais que o funcional F(t) em (3.13) satisfaz
F'(t) < —ka&()[ue (O[3 — ko€ () [ Au®) |3 — ka&(t) (g0Au) (2). (3.22)

Demonstracao: Usando os Lemas 3.3, 3.5 e 3.6 obtemos

Pt < Sg0aun0) +ace®lu®l - agh) b laum);
Ferea€(B)(gOA) (8) + e (D) [5(1« #0- [t ds} o (0)2
02
rago)| (204 55) + 200+ 1] lolh 0800 + et XD (0800
e (3 1+ 201 — 7] | Au(t)2
Como

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =go >0, Vit > t,
0 0
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temos

F'(t) < —[(g0—6(k+1))ea — eres] E()|Jue(t)]]3 (3.23)
[l L4+ 2(1—1) 1] £ Au(t) |2

2

Ly gy m] E®) gl (0Aw)(?)

[(2
+|:C461—|-€2 5+45 45

+ <§ — 62%2)]\402) (¢'OAu)(t).

Agora escolhendo 6 > 0 pequeno suficiente tal que

1
go—0(k+1) > 290, (3.24)

{
S[1+2(1-10)7? < —
Sendo assim, escolhemos ¢; > 0 e €5 > 0 tais que

&62 <6< £€2 (3.25)
403 203

Logo, temos que as seguintes constantes sao positivas

]{Zl = €9 [g() — 5(k’ —+ 1)] — €1C3 > 0,

l
ko = 161 —62(5 [1+2(1 —l)2] >0

Além disso, escolhendo ¢; e €, suficientemente pequenos de forma que permanecam validos
(3.4),(3.25) e

(L 90, 1, G G
k)g— <§— QEC ) <€1C4+€2[(25+ 45) 5(k3+1) €2k45 > 0.

Podemos reescrever (3.23) como

F'(t) < =ka&(0)lus(t)]]5 = kol (0) [ Aull3 = ks&(t)(9DAw) (1), (3.26)

CcOmo queriamos mostrar. n
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Demonstracao do Teorema 3.2: Pelas condi¢des anteriores, segue do Lema 3.7 que

A

F'(t) < —ki&@)lu(®)]3 — k(B[ Aull3 = ks&(t) (9DAu)(t)
< —ko€(O{ @l + | Aull; + (¢0Au)(t)}

< —koﬁ(t){\|ut(t)\|§+HAUH§+(gDAU)(t)}+koHAu(t)H§£(t)/O g(s) ds

@I+ (1 [ ots)ds) I8l + OB 0,
usando o Lema 3.7, a defini¢do de F/(t) em (3.3) e considerando kg = min{ky, k2, k3}, obtemos
F'(t) < —2ko&(t)E(t).
Pelo Lema 3.4 temos
FI(t) < =2k () E(t) < —2koon () F(1),
multiplicando por el €)% temos

F'(1)elo % 4 akga, (1) F(t)eho “O% <o,

ou ainda,

% (ot B (1)) <.

Integrando de ¢( a t obtemos:
t t
F(t)e’ o t@% < Ftg) = F(t) < F(to)e "o ®@® vt > 1,
usando novamente o Lema 3.4 temos

t
OégF(tg)e_ﬂ Jip 8(s) ds
< ZR(t)e O,
(631

E(t) < anF (1)

IA

de onde segue a prova do Teorema 3.2 com S 0e B = 2kga; > 0. [ |
aq

t
Observacio 3.8. Fixado t, > 0 0 Teorema 3.2 afirma que E(t) < aE(ty)e " Jig ()5 para todo
t > to. Sendo £(t) continua e E(t) decrescente (ver Lema 3.3) entdo para t suficientemente

grande concluimos que

E(t) < aB(ty)e 9% < qp(0)e i €0 8 i 600 s [0 o) d
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o que implica
E(t) < @E(O)efﬁfé §(s)ds =B [o° E(s)ds

Logo,
E(t) < aCy E(0)e P h&@ds vy > ¢ (3.27)

O que mostra o decaimento na mesma taxa que a desigualdade (3.10).

3.4 APLICACOES

No que segue aplicaremos o Teorema 3.2 para obter taxas de decaimento de
energia conforme a funcdo £(t) satisfaz a hipétese (3.4).
Caso 1. Seja £(t) = & = cte > 0. Entdo &(¢) satisfaz claramente (3.4) pois

£
5@'_O<h

qualquer que seja k > 0, por exemplo, k = &;. Neste caso, de (3.10) temos

§(t) >0, £t)=0,

g(t) < g(0)e~h&ds — g(0)e 81, Vit > 0.
De (3.27) existem constantes C', Cy > 0 tais que
E(t) < CLE(0)e™ Vit > t,.

Caso 2. Seja &(t) = 7 >0, t > 0. Entdo

e a condicdo (3.4) é satisfeita. De (3.10) temos

1

g(t) < g(0)eJo 55145 = g(0)e~ D =tn(1)

o implica
_In g(0
g(t) < g(0)e "D = ti—)l Vit > 0.

Além disso, de (3.27) existem constantes C', C'y > 0 tais que

1

m, Vit >tp.

E(t) < CLE(0)



Caso 3. Seja £(t) = gz > 05 ¢ > 0. Entdo

t+e)(In(t+e
€(t) = - In(t+e)+(t+e)/(t+e)]  [L+in(t+e)
[(t+e)ln(t+e)]? [(t+e)in(t +e)]?
) 1+in(t+e) B 1 1 1 1
() ‘ ~iromiror T = e T “e e

De fato, note que

<1§ L < L =1
t+e e In(t+e) " Inle)

t+e>e=

Portanto £(t) satisfaz a condic@o (3.4). De (3.10) temos

g(t) < g(0)e o8& = g(0)e™ Jo e 4 — g(0)e(In(in(t+e)~in(in(e)))

o que implica

g(t) < 90 oy

“In(t+e)
Além disso, de (3.27) existem constantes C', C'y > 0 tais que

E(t) < CLE(0) ———

= m, Vit >t

?

64



65

CONCLUSAO

Vimos pelas consideragdes feitas no Capitulo 2, que ao definirmos o funcional de Lyapunov
da mesma forma que Berrime e Messaoudi [2] o termo dissipativo M (|| Vul||3)u;, que foi im-
prescindivel para se obter decaimento exponencial em Cavalcanti et al. [7], ndo se faz mais
necessario. Além disso, mostramos que a taxa de decaimento da solu¢ao depende da fungdo
relaxamento ¢, isto é, quando a func@o g decai para zero exponencialmente a solucdo também
decai para zero exponencialmente. Isto mostra que o efeito da memoria € forte suficiente para
produzir estabilizacdo. Diante do que foi exposto, no Capitulo 3 concluimos que para certa
classe de funcdes relaxamento e certos dados iniciais, a energia decai com taxa semelhante
ao decaimento das funcdes relaxamento, que nao € necessariamente um decaimento da forma
polinomial ou exponencial. Portanto, nosso resultado permite uma maior classe de fungdes re-
laxamento e complementa o resultado de Cavalcanti et al. [7], em que apenas o decaimento

exponencial foi considerado.
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