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DIAS, Junior Francisco. Aplicacdo de Métodos Multiplo Estagio na Equacdo de
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RESUMO

Este trabalho ¢ dedicado ao estudo de uma discretizacdo para a varidvel temporal da equagao
de adveccao-difusdo-reagdo bidimensional. Essa equagdo ndo possui solugdo analitica
conhecida, fato que motiva a utilizacdo de métodos numéricos para aproximar a solucdo. Para
atingir esse objetivo foram estudadas aproximacgdes por diferengas finitas e os aproximantes
de Padé. Tais aproximantes deram origem aos métodos PADE/A, PADE/B (método de Crank-
Nicolson), PADE/C e PADE/D (método de Harten/Tal-Ezer), os quais foram testados em
problemas unidimensionais e bidimensionais. Nas simulacdes realizadas concluiu-se que os
métodos PADE/B, PADE/C e PADE/D apresentaram resultados semelhantes e melhores que
os do PADE/A. A maior diferenca observada para os métodos PADE/B, PADE/C e PADE/D
ocorreram para alguns valores particulares do coeficiente difusivo e em relagdo ao tempo
computacional, que foi menor para o PADE/C. Nas simulagdes bidimensionais, onde foram
comparados os resultados obtidos pelo método PADE/C e por um método de elementos
finitos na formulagdo espagotempo, concluiu-se que o método PADE/C forneceu resultados
semelhantes a um menor custo computacional.

Palavras-chave: Diferengas finitas. Equagdo de advecgdo-difusdo-reacdo bidimensional.
Aproximantes de Padé. Método de Crank-Nicolson. Método de Harten/Tal-
Ezer.
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Advection- Diffusion-Reaction Equation. 2014. 68 p. Dissertation (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2014.

ABSTRACT

This dissertation is dedicated to the study of a temporal variable discretization from
twodimensional advection-diffusion-reaction equation. This equation has no known analytical
solution and this fact motivates the use of numerical methods to approximate their solution.
To satisfy this objective finite difference approximations and Padé approximants were
studied. This approximants originated the PADE/A, PADE/B (Crank-Nicolson method),
PADE/C and PADE/D (Harten/Tal-Ezer method) methods that were tested in one-
dimensional and two dimensional problems. In the simulations it was concluded that the
PADE/B, PADE/C and PADE/D methods showed similar and better results than PADE/A.
The greatest difference between PADE/B, PADE/C and PADE/D occurred for certain
particular values of diffusion coefficient and the computational time lower for PADE/C. In
the two-dimensional simulations, where the results obtained by PADE/C method and by a
finite elements in the space-time formulation method were compared, it was concluded that
the PADE/C method provided similar results at a lower computational cost.

Keywords: Finite differences. Two-dimensional advection-diffusion-reaction equation. Padé
approximants. Crank-Nicolson method. Harten/Tal-Ezer method.
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1 INTRODUCAO

A 4gua € uma substancia essencial para a vida na Terra, onde pode ser
encontrada em abundancia, pois cobre cerca de 70% de sua superficie. Entretanto, a maior
parte dessa substancia € salgada e estd presente nos oceanos, sendo inadequada para o consumo
humano [32].

Segundo a ONU (Organizacao das Nagdes Unidas) [1],

a dgua potavel limpa, segura e adequada € vital para a sobrevivéncia de todos
0s organismos vivos e para o funcionamento dos ecossistemas, comunidades
e economias. Mas a qualidade da dgua em todo o mundo é cada vez mais
ameacada a medida que as populagdes humanas crescem, atividades agricolas
e industriais se expandem e as mudancas climdticas ameagam alterar o ciclo

hidrolégico global. [...]

Essa declaragdo, feita pela ONU no Dia Mundial da Agua em 2010, revela
como a contaminacdo desse recurso € um problema cada vez mais frequente e de grande
importancia, que deve ser foco da atencdo de todos. Para se ter uma ideia, em um relatério
elaborado também pela ONU em 2010, intitulado "Sick water" [12], € alertado que a polui¢cdo
e contaminacdo da dgua mata mais do que todas as formas de violéncia juntas, incluindo as
guerras, e que, no mundo, o indice de mortalidade infantil decorrente de doencas causadas pela
mad qualidade da dgua é de 17%. Além disso, de acordo com esse mesmo relatdrio, atualmente,
mais da metade dos leitos hospitalares sdo ocupados por pessoas com doencas ligadas a dgua
contaminada. Segundo [1], isso ocorre principalmente porque

a cada dia, milhdes de toneladas de esgoto tratado inadequadamente e residuos
agricolas e industriais sdo despejados nas dguas de todo o mundo. [...]
A contaminac¢do da dgua enfraquece ou destrdi 0s ecossistemas naturais que
sustentam a sadde humana, a producdo alimentar e a biodiversidade. [...]
A maioria da 4gua doce poluida acaba nos oceanos, prejudicando &reas

costeiras e a pesca. [...]

Nesse texto, de autoria da ONU, € perceptivel uma grande preocupacdo com
a qualidade da 4gua, pois esse recurso € um veiculador de doencas muito eficiente e de longo
alcance, visto que todos necessitam utiliza-lo. Em face disto, muitas pesquisas que tém sido
feitas para tentar minimizar o problema da poluicdo que afeta a qualidade da dgua. Em
vdrias ocasides, os métodos numéricos t€m se demonstrado uma ferramenta importante e muito
utilizada por vdérios pesquisadores [6, 13, 35]. Um exemplo da aplicacdo de tais métodos €
o trabalho de Chau et al. [10], onde € simulado um problema advectivo-difusivo na baia de
Tolo Harbor, a nordeste de Hong Kong. Os testes realizados mostraram que o modelo pode

ser considerado satisfatério na simulagdo do controle de qualidade da dgua. As condigdes
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de contorno flexiveis do modelo também possibilitam que o mesmo seja aplicado em outras
geometrias e ndo s6 a de Tolo Harbor, se mostrando uma opc¢éao vidvel.

O trabalho de Le Feng et al. [17] também € direcionado a simula¢do numérica
do controle da qualidade da dgua. Elaborado para o rio Suzhou, em Xangai, o0 modelo obteve
resultados para a concentragdo de amonia com erros na faixa de 15% a 13%, o que atendeu aos
requisitos de necessidades praticas.

Mais um trabalho que pode ser destacado € o de Myung Eun Lee e 11 Won
Seo [30] que foi realizado no rio Han, um dos mais importantes da Coreia. As simulagcdes
numéricas mostraram que as zonas de recirculacao do fluido provocava uma variacao periddica
da concentragdo de poluente.

Por fim, Pardo et al. [37, 38] defendem em seu trabalho que as simulacdes
numéricas também podem proporcionar melhor compreensdo sobre processos reativos. Por
meio de uma andlise qualitativa, foi feita uma descricdo da dinAmica dos processos envolvidos
no escoamento de espécies reativas, tais como a dindmica do processo de nitrificacdo, da
demanda bioquimica de oxigénio e do nivel de oxigénio dissolvido no corpo d’4dgua do lago
Igap6 I, um dos principais pontos turisticos da cidade de Londrina, localizada no estado do
Parana, Brasil.

Os trabalhos acima referenciados s@o apenas alguns exemplos das intimeras
pesquisas relacionadas a simulacdo numérica de transporte de poluentes. De acordo com
Bortoli [8],

[...] o uso de técnicas numéricas para a solu¢do de complexos problemas
de engenharia e da fisica é hoje uma realidade gracas ao desenvolvimento de
computadores de alta velocidade e grande capacidade de armazenamento. [...]
Os métodos analiticos t€ém a desvantagem de serem aplicados apenas a
problemas cujas hipéteses simplificativas os desviam demasiadamente do
fendmeno fisico real e, geralmente, s6 podem ser aplicados para geometrias
simples. Nem por isso as solugdes analiticas sdo descartadas, pois sdo muito

importantes para validar casos-limites de modelos numéricos. [...]

Uma alternativa para estudar problemas em que ndo se conhece a solugdo
analitica, além do tratamento numérico, € a experimentacdo pritica. Contudo, ensaios em
laboratério, mesmo em escala reduzida, podem ser caros ou até impossiveis, como a montagem
experimental de previsao do tempo [20].

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo a aplicacdo de métodos
multiplo estdgio [16] na discretizagdo temporal da equagdo de advecc¢do-difusdo-reagdo bidi-
mensional [4] e subsequente andlise da eficiéncia computacional de cada um. Para atingir esse
objetivo € necessdrio estudar aproximacdes por diferencas finitas [20, 23] e os aproximantes
de Padé [2, 39]. Para tanto, este trabalho estd organizado em cinco capitulos, dos quais:
o Capitulo 2 introduz o método de diferengas finitas; o Capitulo 3 apresenta a equagdo

de adveccao-difusdo-reacdo bidimensional e sua discretizac¢do utilizando os aproximantes de
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Padé; o Capitulo 4 simula problemas de transporte de poluentes; e o Capitulo 5 apresenta as

consideragdes finais sobre o trabalho.
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2 APROXIMACAO POR DIFERENCAS FINITAS

A aproximagdo de derivadas por diferencas finitas € uma técnica que tem
como base, principalmente, a série de Taylor. Essa técnica € bastante empregada em problemas
que envolvem aproximagdes de solucdes de equagdes diferenciais [27], as quais um computador
ndo é capaz de calcular os infinitos termos da série de Taylor ou mesmo lidar com processos
limites onde a abordagem ¢é tedrica [20]. Como um dos objetivos deste trabalho € aproximar o

operador diferencial presente nas EDPs, essa técnica serd utilizada.

2.1 DISCRETIZACAO

De acordo com Fortuna [20], obter a solucdo de uma equagdo diferencial
em um dominio €2, implica em determinar valores para a varidvel dependente em cada ponto
de 2. Se o conjunto 2 é uma regido continua é necessdrio determinar uma férmula analitica
que forneca os valores da varidvel dependente. Com essa férmula pode-se calcular os valores
desejados para qualquer ponto de §2. Mas, como nem sempre € possivel determinar uma férmula
e com o objetivo de obter a solu¢do da equacdo apenas para alguns pontos (discretos) do
dominio, selecionam-se esses pontos de maneira conveniente e calcula-se a solucao utilizando
métodos numéricos. Esse processo recebe o nome de discretizacdo e o conjunto de pontos
escolhidos é denominado malha computacional !, a qual denota-se por M.

Considerando um dominio ) retangular, com lados paralelos aos eixos co-
ordenados e um dos vértices na origem, pode-se construir uma malha para {2 tomando as

interse¢des de linhas horizontais e verticais, como apresentado na Figura 2.1.

YA

=Y

(a) (b)
Figura 2.1: (a) Dominio (£2) e (b) Malha computacional (M).

'Grid ou mesh, em inglés.
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Na Figura 2.1b as distancias entre dois pontos consecutivos, tanto na direcao
x como na direcdo ¥, sdo constantes > . Além disso, os indices i e j fornecem a localizacdo do
ponto na malha. O ponto (4, j), por exemplo, estd na i-ésima coluna e na j-ésima linha e possui
coordenadas (iAx, jAy).

Para trabalhar numericamente com as EDPs € preciso escrevé-las na forma
de operacgdes aritméticas, as quais possam ser executadas em um computador. Deste modo, é
necessdrio substituir os diferenciais que aparecem na equacao por expressoes algébricas. Essas
expressdes sdo calculadas computacionalmente de modo a relacionar os pontos de M. Tais
expressoes sao denominadas aproximagdes por diferencas finitas [33].

Ap0ds determinar as aproximagdes por diferengas finitas obtém-se equacoes
algébricas denominadas equagdes de diferencas finitas (EDFs), que quando resolvidas fornecem
a solugdo aproximada do problema [20], quando existe.

Para determinar aproximagdes por diferencas finitas, utiliza-se o conheci-

mento sobre o cdlculo da derivada de uma fun¢do f, dado por

G@) . feth) — f@)
)

dx h—0

2.1

No lado direito da equagdo (2.1), a expressdo (f(x + h) — f(x))/h € uma aproximagdo por
diferencas finitas para a derivada de f em relagdo a x. Teoricamente, quanto menor o valor de
h, h € R?, melhor a aproximagdo da derivada. Entretanto, na pratica, hd limitagdes numéricas
onde, dependendo do valor escolhido para h, a quantidade de operagdes aritméticas que devem
ser efetuadas computacionalmente é muito grande, "[...] isso sem contar os custos adicionais,
como armazenamento de uma quantidade maior de dados em memdria e em disco", como afirma
Fortuna [20].

As aproximagdes por diferencas finitas t€ém o objetivo de aproximar o ope-
rador diferencial continuo por uma expressao algébrica discreta. Neste caso, © + h e x
representardo pontos de uma malha computacional e o célculo do diferencial da fun¢do serd

aproximado pela Férmula de Taylor [28].

2.2 FORMULA DE TAYLOR

Precursor no célculo de diferencgas finitas e inventor da integragcdo por partes,
Brook Taylor (1685-1731) é também o responsavel pela deducdo da férmula conhecida hoje
como Férmula de Taylor . Essa férmula foi publicada pela primeira vez em seu livro Methodus
incrementorum directa et inversa, de 1715 [34]. O Teorema 2.1, cujo enunciado e respectiva
demonstracdo podem ser encontrados em [24], apresenta a Formula de Taylor com resto de

Lagrange.

2Quando Az e Ay sdo constantes, diz-se que a malha é uniforme.
3Também referenciada na literatura como Expansio de Taylor ou Série de Taylor.
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Teorema 2.1 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f uma funcdo derivdvel até
ordem n—+ 1 no intervalo I e sejam x,xy € 1. Entdo existe pelo menos um T no intervalo aberto

de extremos xq e x tal que

1 d™(@)

fw) = P(o) + oy gt @~ 0)" (2.2)
onde
P(&) = f(a0) + df{g” (x — z0) + %dzg;?) (z—20) 4+ .. + %dnﬂ?) (- z0)". (23)

Para entender como a férmula (2.3) serd utilizada, considere o problema de
aproximar a primeira derivada de f, df /dz, nos pontos z;, igualmente espacados em uma malha
unidimensional. Pode-se expandir f(z; + Ax) utilizando a Férmula de Taylor da seguinte

maneira,

df (z:) | (Ax)* &P f(x;) | (Ax)® & f(2:)
flz; + Az) = f(x;) + Ax I + 5 T2 + a0 T

(Ax)* d*f (i) (Az)™* a1 ()
T @t T e den

(2.4)

Note que, pelo Teorema 2.1, T, ndo pertence a malha. Isolando a primeira derivada de f em
(2.4), tem-se

df(zi) _ f(zi+Ax) — f(x)

dx Az

Axdf(ri)  (Ax)? df(z:)  (Ax)®d*f(x:) (Az)" d"*! f(7a) 55
2l dgz 3 de3 4l det (n+1)! dantlt |- 25

O conjunto de termos entre colchetes na equacdo (2.5) é denominado erro
local de truncamento (ELT) [20]. Este erro aparece devido ao truncamento da Férmula de
Taylor, visto que nao se pode computar os infinitos termos da mesma. O ELT gera informacdes
importantes acerca de como a diferenca entre a aproximacao da derivada e seu valor exato se
comporta a medida que se refina a malha. Por exemplo, sob certas condicdes, entre as quais
0 < Ax < 1, é possivel demonstrar que o ELT varia linearmente com a variagao de Ax [20].
Por esse motivo é comum representar o ELT, para esse caso, por O(Ax). A expressio O(Azx),
de ordem um, indica como o erro varia com refinamento da malha. Uma expressdo como
O(Axr)? indica que o ELT varia quadraticamente com a variagdo de Az, ou seja, ordem dois.
Se for considerado que, em geral, tem-se 0 < Ax < 1, quanto maior for a ordem, melhor sera
a aproximacio * .

Neste trabalho, para simplificar a notagéo, é escrito f; no lugar de f(z;) e fivx

*A expressio O(.) é conhecida como simbolo de Landau. Uma expressio do tipo O(Az)*, por exemplo,
representa uma série de poténcias em Az, iniciando com grau k = constante até k = +oo [11].
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no lugar de f(x &+ k Ax). Assim, a equagdo (2.5) pode ser reescrita da seguinte maneira,

dfl fH—l fz

=TT 0(An), (2.6)

A equacdo (2.6) € uma equacgao de diferencas finitas, a qual € uma aproxima-
¢do progressiva (ou avangada) de primeira ordem para df; /dx [33], pois o ELT possui ordem
um e para calcular a derivada em x; foi utilizado um ponto que estd adiante de x; na malha
computacional.

Outra maneira de se obter uma aproximagéo para df; /dx é utilizar a Expanséo
de Taylor de f(z; — Ax), dada por

Flas— A) = fla) — A (z:) | (Aa) Pf(w) (D) df(x:)

dx 21 dx? 3! da3
A 4 4 . Ax)"? n+1 (4
4! da* (n+ 1) daxnt!
que é equivalente a
df (;) _ fzi) — fz; — Ax)
dx Ax
Axdf(z;)  (Aw)?df(w:) N (Az)*d'fz;)  (Ax)" d""f(T) 2.8)
2! da? 31 dad 41 dzt T (n4+ 1! dant? '
ou, utilizando a notacdo simplificada,
dfl f’L fz 1
— A 2.
dr ~  Ax O(Az). 29

A equagdo (2.9) € uma equacdo de diferenca atrasada de primeira ordem para
df;/dz [33]. Além das aproximagdes apresentadadas, (2.6) e (2.9), pode-se obter uma terceira,

subtraindo (2.7) de (2.4) termo a termo, resultando em

. 3 i3 ) 5 5
ot Aa) = floi— ar) =280 L8 p AR EI) |5 Bl )
(Az)" T d™ 1 f(Ta) | (Ax)" T d" () (2.10)

(n+1)!  dant! (n+1)!  dant!

A equacdo (2.10) pode ser reescrita de maneira simplificada como

flx; + Az) — f(z; — Az) = 2 Az df(;:z) + O(Ax)? (2.11)
ou
df’L fz+1 fz 1 O(A.I')Q, (212)

dr  2Az
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que é denominada uma equacdo de diferenga central de segunda ordem para df; /dx [33]. Note
que, nesse caso, o ELT possui ordem dois e, portanto, essa formula gera melhores aproximagdes
que (2.6) e (2.9).

Para determinar uma aproximacgdo por diferencas finitas para a derivada de

segunda ordem de f, adiciona-se (2.4) e (2.7) termo a termo, de modo a obter

2 1200 4 74
flz; + Ax) + f(x; — Ax) =2 f(x;) + 2 (A;) d Z;fz) +2 (Aﬁ) d;;;(f)
(AJ,’)"+1 dn—Hf(fa) (Ax)n+1 dn+1f(fb) 513
(n+1)! dzntt (4 1) dantt (2.13)
que pode ser reescrito de maneira simplificada como
i+ Az) =2 f(z; i — A & f (;
R e o1
ou
2 £ - ) :
i _ Jin =2/ ¥ finr + O(Az)2. (2.15)

dz? (Ax)?

7z

Na préxima se¢do é apresentado um método iterativo para resolucdo de

sistemas lineares, os quais aparecem na discretizacdo das EDPs.

2.3 METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL

A equacdo de diferencas finitas de uma determinada EDP, quando calculada
em cada ponto do dominio computacional, gera um sistema de equagdes algébricas que podem
estar acopladas ou ndo. No caso de estarem acopladas, para obter a solu¢cdo numérica da EDP,
faz-se necessario resolver um sistema linear [20].

Existem vdrias técnicas para resolver sistemas lineares, podendo ser diretas
ou iterativas. Para Fortuna [20] "o termo métodos diretos se refere as técnicas que, na auséncia
de erros de arredondamento e apds um numero finito de passos, obtém a solu¢do exata do
sistema linear, caso ela exista [...]". J& os métodos iterativos, segundo Heath [26], "iniciam com
uma estimativa incial para a solu¢cdo e melhoram-na sucessivamente até que a solucdo seja tdao
precisa quanto desejada [...]".

Como exemplos de métodos diretos podem ser citados a Eliminacdo de
Gauss [42] e a Fatoragdo LU [9], e como exemplos de métodos iterativos, o de Jacobi [22]
e o de Gauss-Seidel [40]. Vérios métodos também podem ser encontrados em [9].

Neste trabalho optou-se por utilizar o método de Gauss-Seidel porque o
nimero de equagdes dos sistemas lineares gerados pelas discretizagdes € alto, dificultando a
utilizacdo de métodos diretos [20] e, além disso, este método converge mais rapido que o

método de Jacobi [26] e € de mais facil implementacdo que outros métodos mais robustos
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disponiveis na literatura.

Para ilustrar como serd aplicado o método de Gauss-Seidel na resolucdo

de sistemas lineares, assim como descrito por Fortuna [20], considere a equacdo de Laplace
bidimensional

0*f  O*f

527 T 0, (2.16)

com condi¢des de contorno do tipo Dirichlet °, cuja discretizacdo utilizando diferengas centrais

de segunda ordem, equacao (2.15), é dada por

Jiv1j =2 fij + ficj " fige1 =2 fig + fij—
(Azx)? (Ay)?

=0. (2.17)

Considere também que o dominio €2 é uma regido quadrada, discretizada por

M, onde Az e Ay sdo uniformes, como mostra a Figura 2.2.

yI Ax
| |
j:3 @ @ ®
j=2 ® ® ® ®
M Ay
j=1 o - - '3

j=0 —¢ = = = ?c
i=0 i=1 i=2 i=3

Figura 2.2: Malha computacional para a equacdo de Laplace [20].

A equacdo (2.17) pode ser reescrita de maneira simplificada como

A 2
Jivrij — 2 fig+ ficrj+ %(fi,j—l—l —2fij+ fij—1) =0 (2.18)

ou
fivrj+ fimry =2+ B2 fij + B° (fijor + fijo1) =0, (2.19)

em que 5 = Ax/Ay, e deve ser resolvida para os pontos no interior de 2, ou seja, para os

pontosem que 7 = 1, 2e 7 = 1, 2. Substituindo os valores de 7 e j na equagdo (2.19), tem-se o

3Condigdes de contorno do tipo Dirichlet sdo aquelas que especificam o valor da fungdo f(z,y) no bordo 9
da regido.
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seguinte sistema,

(f2,1 + fo1 =21+ B fi1+ B (fiz+ fi0) =0 (2.20)
f3,1‘|‘f1,1—2(1+5 )f2,1+52 (foo + f20) =0 (2.21)
foo+ fo2 =21+ B%) fia+ B (fiz+ fi1) =0 (2.22)
32+ fi2 =21+ B%) fao + B2 (fos + f21) =0 (2.23)
Pode-se reescrever (2.20)-(2.23) de forma matricial, dada por
v o1 /32 0 f1,1 —f1,0 52 - f0,1
1 0 p? — 2 —
; 0 B fa _ fa0 52 f31 (2.24)
g 0 v 1 f12 —f138° — foz
0 52 I v f2,2 —f2,3 52 - f3,2
-~ W—/ A ~ J
A X b
ou
Ax =b, (2.25)
onde v = —2(1 + 62), A € a matriz dos coeficientes, x é o vetor solu¢do e b é o vetor dos

termos independentes. Observe que os valores armazenados por b ndo sdo incégnitas, visto que
a solucdo do problema € conhecida na fronteira.
Para resolver o sistema (2.25) pelo método de Gauss-Seidel, isola-se uma

incégnita de cada equacdo,

(fr2+ f10) B* + fau + fou

fra= — (2.26)
for = 22+ fa0) i+ fsat i, 227)
frp = Qs t fur) 61+ far + Joa. (228)
fop = P23t fo1) 57+ faz+ fiz (229)

e, em seguida, a partir de um "chute" inicial x(9) ¢ constroi-se uma sequéncia x(k) = (f 1( 1),

féﬁ), fl(g), 2”2) ,k=20,1, 2, ..., que converge para a solucao do sistema. De acordo com Lima

[31], a sequéncia x (k) converge para x (denota-se x*) — x), se dado € > 0, existe k, € N tal

®Com excessdo dos casos em que é especificado seu valor, o vetor x(*) serd considerado como sendo o vetor
nulo.



que k > ko implica em ||x®) — x|| < e. A sequéncia x*) ¢ obtida de modo que

(k41) _ ( %+ f1,0> B+ fQ(,kl) + foa
f1,1 = )

-

(k:+1 ( +f20> 52+f31+f1k+1)
_ry )

(k k
k+1 (f13+f1 H) 52+f2(,2)+f0,2
(k:+1 <f23+f2k+1> 52+f32+f1k+1

Y

-
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(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

onde as equagdes (2.30)-(2.33) sdo as mesmas que (2.26)-(2.29), acrescidas dos indices itera-

tivos k e k + 1. Detalhes sobre a convergéncia e unicidade da solucdo de um sistema linear

utilizando o método de Gauss-Seidel podem ser encontrados em [9, 22, 40].

Na prética, implementa-se o método de Gauss-Seidel para o sistema (2.25)

isolando a incégnita f; ; na equagdo (2.19), obtendo

fix1j + ficrj + B2 (fijer + fij—1)

fis =
’ —

Em seguida, faz-se um "chute" inicial x(*) e executa-se o Algoritmo 2.2.

Algoritmo 2.2.
Define-se k = 0
Define-se um valor para a tolerdncia (neste trabalho adotou-se 107°)
Define-se um valor mdximo de iteragoes (k)
Define-se ¢ = 1
Enquanto k < kg e € > tolerancia
Xquz = XV
Para j =1até j =2

Parai=1até1 =2
fivrg+ ficig + B2 (fijor + fij—1)

fz,]
. -
Fim para
Fim para
€= ||x(k) — Xquz||
k=k+1

Fim enquanto

(2.34)

Observando o Algoritmo 2.2, hd dois critérios de parada, k= £k e

e = ||x*) — X,,.|| <tolerdncia. O primeiro critério é necessdrio, pois em caso de ndo haver
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convergéncia da sequéncia, evita que o computador fique iterando demasiadamente, enquanto
que o segundo tem como base o critério de Cauchy para convergéncia de sequéncias ’.

Os conceitos apresentados compdem a parte introdutéria do método de dife-
rencas finitas. Essas e outras ideias serdo aplicadas a discretizacdo e implementacao da equagao

de transporte utilizada neste trabalho.

"Critério de Cauchy: Segundo Lima [31], a sequéncia x(*) converge quando para todo € > 0 existe kg € N tal
que k, 7 > ko = [|[x*) —x"|| < e.
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3 EQUACAO DE TRANSPORTE

Uma das maneiras de simular a concentra¢ao de um determinado poluente em
um meio aquético € utilizar uma equacao de transporte. O modelo adotado para este trabalho é o
de advecg¢do-difusdo-reacdo bidimensional (2D) [4], em geral, utilizado quando a profundidade
do canal é bem menor que sua largura. Sua equagao é dada por

oC 0*C 0*C oC oC
o P

zxw + yya—yQ — Vg 8:1; Uya—y - /{ZC, (31)

onde C' € a concentragdo do poluente, D, e D,, sdo os coeficientes dos termos difusivos
nas direcdes x e y, respectivamente, v, € v, sdo os coeficientes dos termos advectivos e k é
o coeficiente de primeira ordem da taxa de reac¢do. Os coeficientes v, € v, sao denominados
também de velocidades de fluxo e sdo obtidos resolvendo as equagdes de Navier-Stokes no
dominio computacional [20] !.

Segundo a Lei de Fick [44], o processo difusivo de um poluente em um
fluido ocorre pela movimentacdo deste de regides de alta concentragdo para regides de baixa
concentracdo. A advec¢do de um fluido é o movimento devido ao escoamento hidrodinadmico.
Por fim, a taxa de reacdo descreve como ocorre a varia¢do da concentracdo de poluente devido
a processos quimicos e bioldgicos.

Nesse capitulo, para discretizar a varidvel temporal da equacao (3.1), € uti-
lizado um método descrito por Donea et al. [16] que tem como base os aproximantes de
Padé. Por meio desse método determina-se um sistema de equagdes que envolve a obtencdo da
solucdo da equacdo (3.1) em estdgios intermedidrios de tempo. A partir de algumas estratégias
descritas ainda nesse capitulo obtém-se quatro esquemas, a saber, 0o PADE/A, PADE/B, PADE/C
e PADE/D. A estratégia utilizada na obten¢ao do esquema PADE/B conduz as mesmas equagdes
que podem ser obtidas por meio do método de Crank-Nicolson e a estratégia geradora do
esquema PADE/D ¢ referenciada na literatura como método de Harten/Tal-Ezer [25]. Além
dos aproximantes de Padé, para discretizar a equagdo (3.1), optou-se por diferencas centrais de
segunda ordem nas derivadas segundas e diferencas atrasadas de primeira ordem para as deri-
vadas primeiras. Essas escolhas, apesar de estarem sujeitas ao critério de estabilidade v, > 0O e
vy, > 0 [4], tém como objetivo utilizar menor quantidade de pontos da malha computacional, o
que facilita os célculos na fronteira [18], além de diminuir a complexidade do sistema linear a
ser resolvido, reduzindo o tempo computacional [20].

Na préxima secdo € feita uma introducdo aos aproximantes de Padé.

"Para v, e v, constantes diz-se que o campo de velocidades é uniforme.
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3.1 APROXIMANTES DE PADE

Com os primeiros registros sobre o assunto datados do século XVIII, os
aproximantes de Padé foram estudados inicialmente pelos matematicos Johan Heinrich Lambert
(1728-1777) e Joseph Louis Lagrange (1736-1813), com contribui¢des também de Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851) [11].

Apesar de j4 estudados anteriormente, a andlise sistemdtica desses aproximan-
tes sO veio a ocorrer em 1892, quando foi publicada na revista parisiense Annales Scientifiques
Ecole Normale Supérieure uma tese em que eram discutidas representacdes de uma fungio por
fungdes racionais. Essa publicagdo foi de autoria do matemético francés Henri Eugene Padé
(1863-1953), mais conhecido como Henri Padé [36].

Segundo Aguilera-Navarro et al. [2],

entre outras vantagens, o método de Padé permite partir de uma série de
poténcias (por exemplo, aquela obtida de uma modelagem de um problema)
e obter muito mais informacdes do que a prépria série pode fornecer
diretamente. Pode-se afirmar que o método de Padé (seus aproximantes) é, em
muitos sentidos, superior ao método classico baseado nos desenvolvimentos
de Taylor. Sendo uma funcao racional, os aproximantes de Padé sao mais ricos
analiticamente do que as func¢des polinomiais resultantes de truncamentos
sucessivos das séries de Taylor. Além de tudo isso os aproximantes de Taylor

s80 casos particulares dos aproximantes de Padé.

De acordo com Press et al. [39] e Baker Jr. et al. [7], um aproximante de Padé

da série
fla)=>" fuat, (3.2)
k=0

¢ uma funcdo racional da forma

L
Zpk "
Rpn(z) = —=——) (3.3)
1+ Z Qi z*
k=1

que satisfaz

Z fk’ ﬂfk . ]fZOM =0 (ZEL+M+1) (34)
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quando x — 0. O nimero L + M € a ordem do aproximante de Padé.
Segundo Ladeia [29] e Coelho [11], uma maneira de determinar os coeficien-

tes px € g a partir de (3.4), € dada por

L L M
z}%ﬁ=<§:ﬁﬂ><1+§)%ﬁ>+0@“M“) (3.5)
k=0 k=0 k=1

ou, de forma mais explicita,

po+piatpai+ . +pal=
(fo+ fiz+ o + . fra") A+ qor+q@r*+ ... +qua™)+0 (xL+M+1). (3.6)

Desenvolvendo o lado direito da equacao (3.6) e utilizando a identidade de

polindmios [5], obtém-se o sistema

Po = fo (3.7)
p1=fi+aq fo (3.8)
p2=fot+q fi+qfo (3.9)
pr=fro+q fo-1+ ... +aqr fo (3.10)

O=fra+afo+ . +au fo—ms (3.11)

0= fryo+aqi foyr + o +qu fr—m+2 (3.12)
( 0= foym+ @ foom—1+ - +qu L (3.13)

Desde que o sistema admita solu¢do e L + M + 1 < N, o aproximante de
Padé existe e € tunico [2].
Para este trabalho, o estudo sobre aproximantes de Padé se limitard ao apro-

p k k ' '

A Tabela 3.1 apresenta alguns aproximantes de Padé para a funcido exponen-
cial, obtidos a partir de (3.14).
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Tabela 3.1: Alguns aproximantes de Padé para a fungdo exp(z) [3, 16].

Ri M=0 M=1 M =2 M=3
1 2 6
L=0 ! [~z 920142 6— 60 + 32— 27
-1 1+z 24z 6+ 2z 24 + 6z
1 2—x 6 — 4z + 22 24 — 18z + 622 — a3
I 9 2 + 2z + 22 6 + 4z + x* 12 + 62 + 22 60 + 24z + 322
2 6 — 2z 12 — 6z + 22 60 — 36x + 922 — 23
I _3 6 + 62 + 322 + 2 | 24 + 18z + 622 + 23 | 60 + 36z + 922 + 23 | 120 + 60z + 1222 + 23
6 24 — 6x 60 — 24z + 32 120 — 60x + 1222 — 23

A fim de comparar o desempenho dos aproximantes de Padé frente aos
polindmios obtidos a partir da Férmula de Taylor, sdo apresentados na Figura 3.1a os gra-
ficos de f(x) = exp(z), sua aproximagdo utilizando os polindmios de grau 2 e 4 obtidos a
partir da Férmula de Taylor (h(z) =1+z+2%/2 e g(x) =1+ 2z +2%/2 +23/6 + 21 /24)
e os aproximantes de Padé de grau 2 e 4 (Rii(z)=(2+2)/(2—1x) e
Ros = (12 + 62 + 2?) /(12 — 6z + 2?)). Além disso, na Figura 3.1b sdo apresentados os
graficos de abs(f(x) — h(z)), abs(f(x) — Ri1(x)), abs(f(x) — g(x)) e abs(f(z) — Rao(x)).

1 N ,,‘ | y N L |
| 4 '! I'-_\ 77 I .:.:l
\ ,.’ ' I i)
\ 1/ '- o
\ ; | s1 1
_____ . ‘ g
1(x) \ 54 l v 4 l :':"
- — g \ / - === [f(x) - h()| \'; ' s
- —R,® \ / - =gl VL 3 L
------ R,,(¥) \ | = —[f@)-R, Y, Y I
| \ /7 N ORI I
\ R A
______ 4 —— \ I ]
-------------- 7 X\ - = -~ . oy
i T T 7 e eeeaeanl., =N_. | L~ x}
-6 _ ’-4/ “ 22 0 8 6 4 2 0 2
() (b)

Figura 3.1: (a) Aproximagdes para a func¢do exponencial utilizando os polindmios h(z) e g(x)
obtidos a partir da Férmula de Taylor e os aproximantes de Padé 12, ; € Ry 5. (b) Erro absoluto

das aproximagdes da funcdo exponencial.

Uma andlise mais criteriosa do erro de aproximagdo da funcdo exponencial
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pode ser feita observando o maior erro absoluto cometido em alguns subintervalos, apresentado
na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Maior erro absoluto cometido ao aproximar a funcdo exponencial em alguns

subintervalos.

Intervalo [—0.25, 0.25] | [—0.50, 0.50] | [—0.75, 0.75] | [—1.00, 1.00]
max(abs(f(z) — h(z))) 0.002775 0.023721 0.085750 0.218280
max(abs(f(x) — g(x))) 0.000008 0.000284 0.002254 0.009949

mazx(abs(f(x) — Ry1(x))) 0.001689 0.017945 0.083000 0.281720
max(abs(f(x) — Roo(x))) 0.000002 0.000073 0.000721 0.003996

Observa-se na Figura 3.1 e na Tabela 3.2 que, nesse caso, os aproximantes de

e g(z),

respectivamente, resultados que também podem ser confirmados em [2]. Em geral, quando

Padé R, e Ry geraram melhores aproximagdes do que os polindmios de Taylor h(x)

comparado o aproximante de Padé 1?; ), (da Tabela 3.1) com a Férmula de Taylor (3.14) com
k = L + M, os resultados sdo muitos semelhantes ou, em alguns casos, mais vantajosos em
favor dos aproximantes de Padé.

Donea et al. [16] sugerem que o bom desempenho dos aproximantes de Padé
motiva a utilizacdo dos mesmos na discretizagdo de problemas transientes, como € o caso da
equacao de transporte bidimensional. Por essa razao o objetivo principal deste trabalho € utilizar
o aproximante [?5 5 na discretizagdo da derivada temporal presente na equagdo de transporte

bidimensional, procedimento que € apresentado na Secdo 3.2.

3.2 DISCRETIZACAO DA DERIVADA TEMPORAL

Nessa sec@o € apresentada uma aproximagao para a derivada temporal pre-
sente na equacgao (3.1), como proposto por Donea et al. [16], onde € utilizado o aproximante de
Padé R .

Considerando C™*!

= (n + 1) At, pode-se supor que C"! seja aproximada pela Expansdo de Taylor a partir

uma solucdo da equacdo de transporte para

tn—l—l

de C", uma solugdo da equagdo de transporte para t" = n At, ou seja,

0 0? 03 ot
n At— n At2— n At3— n At4 n
o™ + pm C + at?() + (91530 + at4c
0 0? 1 63 1 04
1+ At— At2— — AP — + A — n
( TR T e et g T e T )C

= exp <At%) cn,

tal como ilustrado na Figura 3.2.

Cn+1

(3.15)
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n+l __ a n
Cril= eXp(Ata—t) C
At

Cn

Figura 3.2: Niveis de temponen + 1.

Portanto, C™*! pode ser representada como exp (At 9/dt) C". Segundo
Argyris et al. [3], pode-se representar exp (At 0/0t) utilizando o aproximante de Padé R, -,

resultando em

2
1+ 1At2 + i Atﬁ
0 0 2 0Ot ot
exrp At— | ~ R2 2 At— | = R (316)
ot | ot 1 1At 0 L At 0
a1 ( &)
Substituindo (3.16) em (3.15), tem-se
2
Ll L (a2
C"t ~ S| C™, (3.17)
VA v
2 Ot ot
que é equivalente a escrever
1— —Atg 1 Atﬁ 2 C" o~ |1+ Atﬁ + i At2 : cn (3.18)
ot ot ot ot '
ou ainda,
0 0 ntl 0 0 .
1 da (1 2V eo s i b2 (s 2a2)] e o

Aproximacdes para os termos entre parénteses de (3.19) podem ser obtidas

utilizando a Expansio de Taylor a partir de C"*+%/% ¢ C"*1/6 da seguinte maneira,

n n 2 2 n

0! ot 1! 6 ot? 2!
At 80”

~C" 2

C 5 ; (3.20)

g L O (LAY DO AR e
0! ot 1! 6 otz 2|
n+1

~ Ot gac (3.21)

6 ot ’



como pode ser observado na Figura 3.3.

v Cu:‘l
At/6
[ C’”‘G/GZ Cznl _
At| 4At/6
| Cnsl/b’z Cu -+
At/6 o

30

g@Cus‘I
6 Ot

AtoC"

6 Ot

Figura 3.3: Niveis de tempo n,n + 1/6,n +5/6 e n + 1.

Agora, utilizando (3.20) e (3.21) reescreve-se a equagao (3.19) como

8cn+5/6 1
~ (" 4+ ZAt
g =

1
n+1l _At
¢ 2 ot

Similarmente, expandindo C"*'/? em série de Taylor, tem-se

n n 2 n
e _ O (BEY 9O (AR 92 Cn
0! 2 ) ot 1! 2 ot? 2!
_ Atocn
=0
. Atacn+1/6
~(C —i-? ETR

como representado na Figura 3.4.

- Cn+‘l
At/6
T Cn+‘5/6
2AL/6 enc
1 ntl/2~ n _t a "
At C C" + > ot
2At/6
1 Cne‘l/ﬁ
4 At/6__ Cn

8Cn+1/6

Figura 3.4: Niveis de tempo n,n +1/6,n+1/2,n+5/6en + 1.

A partir de (3.22) e (3.23), obtém-se

At ac«n+5/6

~ Cn+1/2.
2 ot

Cn+1 _

(3.22)

(3.23)
= C" + %8%1;1/6

(3.24)
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As equagdes (3.20), (3.23), (3.21) e (3.24) formam o sistema

(0n+1/6 ~ Cn—|— gaCn

5 o (3.25)
At TL+1/6
CnH2 ~ O 4 780& (3.26)
n+1
Cn+5/6 ~ CTL+1 _ %80815 (3.27)
n+1 n+1/2 At acn+5/6
\ crt ~(C 5 (3.28)

que envolve cinco estdgios de tempo, sendo trés intermedidrios, como proposto por
Donea et al. [16].
Substituindo C™ de (3.25) em (3.26), tem-se

At 9C™ At oCnHL/6

Cn+1/2 ~ Cm—l—l/fi . 3.29
6 Ot + 2 ot (3-29)
que ao ser substituida em (3.28) resulta em
At 9Cm+5/6 AtOC™  AtoCn /6
cntl - — N Gl — — : 3.30
> ot 6 ot 2 o (3.30)
Finalmente, incluindo a aproximagao (3.27) em (3.30), obtém-se
AtOC™ At 9C™HH/6 AtOC™  AtoCmH/6
Cn+5/6 =y = ~ Cn+1/6 = = ) 331
6 ot 2 o 6 ot 2 o 33D

Observe que o nivel de tempo n + 1/2 ndo estd presente na equagio (3.31).
Na Sec¢do 3.3 o sistema formado pelas equacdes (3.25)-(3.28) e a equagdo

(3.31) sdo utilizados para aproximar a derivada temporal da equacao (3.1).

3.3 TRATAMENTO DAS DERIVADAS ESPACIAIS

Para dar continuidade a discretiza¢do da equacao (3.1), deve-se reescrevé-la
acrescentando os indices temporais 1, n+1/6, n+5/6 e n+ 1, que aparecem na equacao (3.31).
Além disso, falta determinar aproximagdes por diferengas finitas para as derivadas 9*C'/0x?,
02C/0y?, 0C |0x e OC [ Dy.

Reescrevendo a equacdo (3.1) com a inclusdo dos indices temporais n,
n+1/6,n+5/6 en+ 1, obtém-se

oc o2cn o*cn oc" oc

ot oz2 T Pw g TV T gy

— kC™, (3.32)
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8Cn+1/6 820n+1/6 820n+1/6 ac«n—i-l/ﬁ ac«n—i—l/G
=Dyp—s—+D — v, — — kCm Y6, (333
ot 02 T PwT g T g T T gy » (3:39)
acn+5/6 a20n+5/6 820n+5/6 acn+5/6 acn+5/6
— Dy — v, - — kC™/5 (334
ot Ox? P oy? T o Yy dy 5 (3:34)
oC™+! grCm gremtt ottt gomtt
5 = Dee—gm + Dy TR i kO™ (3.35)

Substituindo as equagdes (3.32)-(3.35) em (3.31), segue que

2 n+1 2 n+1 n+1 n+1
Crols 4 % [Dm—a ac; —+p,? ng — v, 8%96 — v ac(;y - kcnﬂ
At 820n+5/6 820n+5/6 aCn+5/6 8C”+5/6 s

= - s o . n+5/6

8] [ B, B G GO
At 92Cn 92Cn ocm ocn

_ m+1/6 . = - o _ n
=C 5 [Dm—ax2 + Dy, By Vo~ ~ Uy By kC}

At 62071-1—1/6 620n+1/6 ac«n—i—l/ﬁ acn+1/6

7 |:Dxx Ox2 + Dyy 0y2 — Vg o — Uy ay - kcn+1/6:| . (336)

Para as derivadas espaciais de ordem dois utiliza-se diferencas centrais

0*C N Cip1; —2C;; + CZ’*LJ.

ox? (Ax)? ' (3.37)
820 C@ i+1 — 2017 + Oi, i—1
052 ~ (Ay)g I (3.38)
Enquanto, para as derivadas espaciais de ordem um, utiliza-se diferencas atrasadas
oC Cz j 01;1 j
— e 3.39
oz Ax ’ (3-39)
00 G = Cigmr. (3.40)

oy Ay

Substituindo as aproximacoes (3.37)-(3.40) na equagdo (3.36), segue que

1 1 1 1 1 1
crisro , A [ CERL =200 +CIRy - Ol = 201 + Oy
S (Ax)? " (By)?
crt — ontl crrl — ontt
_,Uz 2,J ? 17.7 — v 2,J 2,J 1 o kCZi]—i—l

Ax v Ay
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LA [, Gk el - acn o
2 - (Az)? " (Ay)?
n+5/6 n+5/6 n+5/6 n+5/6
0 Cij ' —Cioh _y, Ci; " — G B kcp{rs/G]
* Ax Ay “J
ntife _ AL Citay — 200+ Gy n Citipn — 203, + 7y
o 6 [ (Az)? " (Ay)?
cro—COn cno— O
—Uy vJ =15 v, »J J-1 kc«@njj|
Ax Ay ’
n+1/6 n+1/6 n+1/6 n+1/6 n+1/6 n+1/6
g Citry —2C; 7+ Gy Cijr1 —20; 7+ 0
M (Ao o (Ayy
n+1/6 n+1/6 n+1/6 n+1/6
v Cij 7 —Cilh o Ci; " —Cija _ ROV (3.41)
* Ax 4 Ay J '

A equacao (3.41) corresponde a uma discretizagdo da equacao de transporte (3.1).
Na préxima se¢io serd discutido como calcular os valores para C"*! sendo
conhecidos a priori apenas os valores para C".

3.4 NIVEIS DE TEMPO INTERMEDIARIOS

De inicio ndo hd como utilizar diretamente a equagdo (3.41) para resolver
um problema de transporte, pois a solu¢cdo nos niveis de tempo intermedidrios € desconhecida.
Por esse motivo, nesta secdo, sdo apresentadas algumas estratégias que podem ser utilizadas
para calcular a solu¢cdo da equacdo de transporte no nivel de tempo n + 1, considerando
conhecida apenas a solucdo no nivel de tempo n. Além da equacgdo (3.41), também sdo obtidas
solugcdes por meio do sistema formado pelas equacdes (3.25)-(3.28), assunto que serd discutido

na estratégia (D).

3.4.1 Estratégia A

Na estratégia (A) utiliza-se uma das mais simples aproximacgdes das solucdes
nos niveis n + 1/6 e n + 5/6, dadas por

Cn+5/6 ~ Cn+1’ (3.42)
/s ~ om, (3.43)

como ilustrado na Figura 3.5.
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Cufl
At/6 Cu 5/6 Cu 1
4AL/6
Cu 1/6 Cu
At/6 o

Figura 3.5: Esquema de aproximacdo dos tempos intermedidrios da estratégia (A).

Substituindo (3.42) e (3.43) na equagdo (3.31), tem-se

At oC™t At oCn At oC™  AtoC™
(G R — S — =C" - — — 44
R I A TR S (344)
ou ainda,
At 0C" At 0C™
n+l =" — n i 4
C 3 o c" + T (3.45)

Incluindo os indices espaciais em (3.45) e substituindo as equagdes (3.37)-(3.40), se obtém o

seguinte esquema,

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
ol H D Ci++1,j T 20@,;_ + Cz +1] + Oi,;_-i—l B 207,,;_ + Cz;_ 1
307 (Az)? " (Ay)?
n+1 n+1 n+1 n+1
—Uy Civj Ol Lj _ ?)yCiJ CZJ I kc«n+1
Ax Ay
At CRy,—208 + 08y Oy — 200+ CF
_ Cn 3 |:D:vx +1,5 X »J 1,5 + Dy, J+1 A ,]2 J—1
(Az)? (Ay)
o —Cf o —Cp
_UzlA—ZU _ UylA—”l _ kO”} ) (3.46)
T Yy

Isolando os coeficientes em (3.46) tem-se

At Dm At v,
3 (Ax)? 3 Az
2 At Dyy Atv, 2AtD,, Atv, Atk
1)t
( y)? 3Ay+3(A9:)2+3A93+ 3 +)

At Dm nt+1 At Dy, Atvy\ npa At Dyy \ np1
“(-5ia )C (5~ 5a) v (5iagp)

D,. Atvz "
(355 2,

Cn+1

1—1,7




(QAtDyy Atv, 2AtD,, Atv, Atk

— — — 1|Cr
3(Ay)?  3Ay  3(Az)?  3Ax 3 * ) "

At Dpo\ AtD,, Atv,)\ .. At D,
* (3 <Ax>2) Chag <3 (B2 "3 Ay) Clt (3 (A2 ) ©

Considerando as igualdades

mn
i,j+1"

?

. At D, . At v,
3(Az)?2 3 Az’
- 2At Dy, +Atvy +2AtDm +Atvm N Atk
3(Ay)2  3Ay  3(Az)?2 3 Az 3
At D,
BE (Ax)Q;
J— At Dy,  Atwv,
3(Ay)? 3 Ay’
_ At Dy,
‘T 3y

pode-se reescrever (3.47) na forma simplificada, dada por

n—+1 n+1 n+1 n n
—aCP L+ 0+ 1) —c O —d CF Y — e O T

i—1,j i+1,5 4,j—1

=aCly;+(=b+1) O +cCly; +d O +e Ty
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(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

A equacdo (3.53) estabelece uma relacdo entre uma matriz de um nivel de

tempo n e outra do nivel de tempon+ 1. Parai =1, 2, 3e j = 1, 2, 3, o sistema linear gerado

pela equacdo (3.53) € escrito de forma matricial dada por

b+1 — 0 —e 0 0 0 crit
—a b+1 —c 0 —e 0 0 Cf;l
0 —a b+1 0 0 —e 0 0 it
—d 0 0 b+1 — 0 - 0 0 et
O —-d 0 —-a b+l — 0 —e 0 cyst
0 0 —-d 0 —a b+1 0 0 —e | |C3!

0 0 —d 0 0 b+1 — 0 cyt!
0 0 0 —d 0 —a b+l —c ||C5f!
0 0 0 0 —-d 0 —a b+1) \C§3

N - —_—

M Ccn+l
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1-b ¢ 0 0 0 0 0 0 11
a 1-b ¢ e 0 0 0 0 12
0 a 1-—0 0 e 0 0 0 13
d 0 0 1-b ¢ 0 e 0 0 51
0 d 0 a 1-b ¢ 0 e 0 9o | +
0 0 d 0 a 1—-b 0 0 e Cy3
0 0 0 d 0 1-b ¢ 0 31
0 0 0 0 d 1-b ¢ 32
0 0 0 0 0 0 a 1-—0 33
N ~ JT
Clod+Ciya Cistd+Citta
o d cyitd
30d+Cpyc C;Brl d+ Cﬁ“l c
020 C’&;rl a
0 + 0 (3.54)
12 C C’ZJ{I c
Clye+Chza Cijle+0&§’la
Cye C;Zl e
C3 e+ Cisc C§116+ C’Z?{lc
ou ainda,
MC™ = NC™ + P" 4 P (3.55)

O sistema linear (3.55) é resolvido utilizando o método iterativo de Gauss-
Seidel, onde as matrizes M, N e C™ sdo conhecidas e os vetores P* e P"*! armazenam
valores fora do dominio computacional, pois ¢ = 1,2, 3e 5 = 1,2, 3. O "chute" inicial
para a resolugdo do sistema linear é copiado do estdgio anterior, ou seja, x(¥) = O™,

Os valores armazenados por P" sao calculados por meio da aplicacdo de
pontos fantasmas [18, 20, 43], onde atribui-se a cada ponto fora do dominio o mesmo valor
atribuido ao ponto mais proximo pertencente ao dominio. O ponto de coordenada ¢ = 1 e
j = 0, por exemplo, recebe 0 mesmo valor que € atribuido ao de coordenada? = le j = 1,
ou seja, C7'y = CF;. Como a matriz Cm™+1 ¢ desconhecida, ndo é possivel proceder da mesma
maneira para P""!, razdo pela qual convenciona-se utilizar P"*! = P" para k = 0, como
descrito na Secdo 2.3. A partir de k = 1 o vetor Pnt1 ¢ atualizado a cada nivel iterativo, k = 1,
2,3, ..., ko.

O método obtido por meio da estratégia (A) € denominado PADE/A.
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3.4.2 Estratégia B

Na tentativa de aprimorar a estratégia (A), pode-se considerar que a concen-
tracdo do poluente no nivel de tempo n + 1/6 é dependente das concentragdes nos niveis de
tempo n e n + 1. Como o nivel n + 1/6 estd mais préximo de n do que de n + 1, supde-se
que C™ possui uma maior influéncia sobre C"*1/6 do que C"*!. O mesmo raciocinio vale para
On+5/6.

Para relacionar C"*1/6 com C™ e C™*! utiliza-se a média ponderada. Obser-
vando atentamente, a estratégia (A) é um caso particular de média ponderada, em que um dos
pesos € 1 e o outro € 0. Entretanto, para haver alguma interag@o entre as concentragdes nos
diferentes niveis de tempo, os pesos sdo calculados considerando a distancia entre os niveis.
Desse modo, segue que

5 1

CmH5/6 6Cn+1 + Bcn; (3.56)
1

CmHL/6 ECnH + gcn’ (3.57)

aproximacoes que podem ser observadas na Figura 3.6.

Cnfl
At/6 Cuffj 6~ (5/6) C“il‘/’ (1/6) CU
5At/6
5At/6
Cnvl()‘: 1 6 Cn-l+ 5 6 Cn
At/6 (1/6) (5/6)

Cu
Figura 3.6: Esquema de aproximacdo dos tempos intermediarios da estratégia (B).

Substituindo as relagdes (3.56) e (3.57) na equagao (3.31), obtém-se

Semrty Lom)  ALOC™ ALD (5 L

<60 +6C)+6 ot 2o 69 o

(o B\ AtOCT AtO (1 5,

_(60 +6C) e 5 gl ") (3.58)

que € equivalente a

At oC™tt 5 AtoC™tE AtoCT !

6 ot 12 ot 12 ot
_gOn_lcn_gaC"+5Atam+gaC”
6 6 6 Ot 12 ot 12 ot

5 1
_Cn+1 . _Cm—i-l
6 6 *

(3.59)
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Simplificando a equagdo (3.59), tem-se

2 . AtoC™L 2 ALOC"
3C 3 Ot _30 + 3 Ot (3.60)

Acrescentando os indices espaciais em (3.60) e substituindo as equacdes

(3.32) e (3.35), obtém-se o seguinte esquema,

Cm—H - 20n+1 C«n—i—l

n+1 n+1 n+1
QCﬂfl—ﬁ D Cz++1]_20 Cz 1,5 Dyy i,j+1 3,j—1
3w T3 | (Aa)? (B)?
n+1 n+1 n+1 n+1
—’UZC x C’Z 1j v, O’i:j X C’LJ 1 kCZLj—&—l
x Yy ’
— _C’Vl D 1 5J 2] ? 2] + D [2¥) [2¥) i .7
3 (Az)? " (Ay)?
Czn Czn 1,7 Czn Czn] 1 n
_UxA—:L' — UyA—y — k’C :| . (361)

Isolando os coeficientes em (3.61), tem-se

At Dm At v, omt1
A:C) C 3Az =L

QAtD Atvy+2AtDw+Atvx+Atk: 2 o1
3Ay  3(Az)?  3Az 3 &

At Dm 1 ( AtD,, At vy) 1 < At D
ol — — crl 4 [ ———% ) onfl
( ) i+1,5 3 (Ay)2 3 Ay 2,j—1 3 (Ay)2 2,7+1

+

i—1,7

At
ICL’ Vg > Cm

+

2AtDyy Atvy 20t D, Ate, Atk 2Y
y)?  3Ay  3(Az)®  3Az 3 &

At D At D At v At D
4 Tx o + vy + y) C'Tl'_ + ( yy) coro 3.62
(—3 (Ax)2) i+1,5 (3 (Ay)Q 3 Ay i,j—1 3 (Ay>2 1,j+1 ( )

Utilizando as igualdades (3.48)-(3.52), reescreve-se a equacdo (3.62) da seguinte maneira,

i—1,5

2
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
—CLC <b+§>CZ,] _CCi+1j_dCZ]1_GCZ]+1

=a(C7

11]

2
< b+ ) Ol e Ol +d Ol +e Oy (3.63)

Novamente, a equacdo (3.63) estabelece uma relacdo entre duas matrizes de niveis de tempo

distintos. Para: =1, 2, 3e j = 1, 2, 3, o sistema linear gerado pela equacdo (3.63) ¢ escrito
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de forma matricial dada por

b+2 — 0 — 0 0 0 ot
—a b+32 —c —e 0 0 crst
0 —a b+32 0 0 —e 0 0 it
—d 0 0 b+2 — 0 — 0 0 ot
O —-d 0 —a b+ - 0 —e 0 cytt | =
0 0 —-d 0 —a b+2 0 0 —e | |3t
0 0 -d 0 0 b+3 —c¢ 0 it
0 0 0 —d —a b+2 —c || Oyt
0 0 0 —-d 0 —a b+3) \C53!
) M e
-b ¢ 0 e 0 0 0 0 0 Y
a % -b ¢ 0 e 0 0 0 0 CTy
0 a 2-b 0 0 e 0 0 0 Cyy
d 0 0 2-b ¢ 0 e 0 0 Cyy
0 d 0 a % -b c 0 e 0 C3qy | +
0 0 d 0 a 2-b 0 0 ¢ Cyy
0 0 0 d 0 0 2-b ¢ 0 cny
0 0 0 0 d 0 2-b ¢ Cyy
0 0 0 0 0 d 0 a 2-b) \Cy4
) N R
Clod+Ciya Cistd+Citta
Cyod Cyitd
Cyod+Cfyc Cygtd+Citte
C§qa Cisla
0 + 0 (3.64)
Cryc Cisle
Clie+Cgza Ciile+Ciita
Cyye Cyile
Cy e+ Cisc Citle+Ciite
) e - e
ou
MC" = NC" + P" + P (3.65)

Repetem-se aqui as mesmas observagodes feitas para o PADE/A. O método
obtido por meio da estratégia (B), denominado PADE/B, fornece as mesmas equacdes que

podem ser obtidas utilizando o método de Crank-Nicolson [14, 20].
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Cabe aqui observar que o método PADE/B também pode ser obtido subs-
tituindo exp (At 0/0t) pela aproximagio R, ;(At 0/0t) na equagdo (3.15). Em seguida, de
modo andlogo, repetem-se os passos executados na Secdo 3.2. Os cdlculos necessdrios para
obter o0 método PADE/B (ou Crank-Nicolson) a partir do aproximante de Padé ?; ; podem ser

encontrados em [16].

3.4.3 Estratégia C

A estratégia (C) é semelhante a (B). No entanto, no lugar de utilizar a média

ponderada para o nivel de tempo n + 1/6, utiliza-se a equagdo (3.25), como ilustrado na

Figura 3.7.
(jn+1
At/6
/ Cn+5;’62 (5/6) Cll+1+ (1/6) Cn
5At/6
N AtoC

C n

Figura 3.7: Esquema de aproximacgdo dos tempos intermedidrios da estratégia (C).

Substituindo (3.56) em (3.31) segue que

5 mi1 1 AtoC™ At (5 .. 1 .
<60 +6C)+6 ot 2 Ot 60 +6C

g ocn g acn+1/6

— ntl/6 _ N 3.66
6 ot 2 o (3:60)
que € equivalente a
5 i1 AtOC™H! 1 At 9C™HY6 At oC™
Sontl _ 20 =t/ _ Zom o 2 S — . 3.67
6 T ¢ T2 e 12a G067

Substituindo as equagdes (3.35), (3.32) e (3.33) em (3.67), tem-se

5omit _ AL Oy =200 + O Crin =207 + O
R (Ax)? o (Ay)?
n+1 n+1 n+1 n+1
_U Cij —Coy y Cij —Cijo pemit| — cmie _ Lom
‘ Ax Y Ay b 6
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At Ope — 200y ot e D O e — 2000 op
2 | (Ax) yy (Ay)
n+1/6 n+1/6 n+1/6 n+1/6
Lottt antt ot k0n+1/6]
v Ax Y Ay &
_AtY T Citay — 200+ Gy N Citipn — 200+ O
12 ” (Az)? yy (Ay)?
Ciy — Citay iy~ Yl kC (3.68)
Vg Ay Uy Ay . .

Isolando os coeficientes em (3.68), obtém-se

B At D, B At v, on+1
4 (Ax)2  4Ax )

AtDy  Atvy  AtDw  Atv. Atk 5 .
2(Ay)2  4Ay  2(Az)?2 4 Az 4 &
At Diz \ ~nta At Dy, Atvy\ At Dyy \ npa
+( 4 (Az)? )q“’ ( T(ay? ~ 1ay) St (Taay)e) G
o At D:c:c Atv:c n+1/6
A\ 2(Az)2 T 2Ag ) M
At Dyy At Vy At Da:a: At (% Atk n+1/6
_ _ _ _ — 1) o™
+( (Ay)2  2Ay  (Ax)2  2Ax 2 * )CZ’]
At Dy n+1/6 At Dyy At’Uy n+1/6 At Dyy n+1/6
i (Q(Al“)?) Ci \aayy aay ) ot T aagye) S
(- At D, B At v, n
12(Az)2 12Ax) M
L (AtDy | Atv,  AtDn  Ate, Atk 1Y o,
6(Ay)2  12Ay  6(Ax)2  12Ax 0 12 6) W

At D:B:v n At Dyy At Uy n At Dyy "
* ( 12 (Aa:)Q) Cig + ( 12(Ay)? 12 Ay) Ciioi+ ( 12(Ay)? Ciliq- (3.69)

Reescreve-se a equacgdo (3.69) de maneira simplificada utilizando as igualdades (3.48)-(3.52),

resultando em

(e () (e (B (e
3 nt1/6 n+1/6 3 n+1/6 n+1/6 3 /6
5 >Ci—1,g <_ b+1> G t13¢) Civry + +13¢) Cij

a
1 " n 1 n n
) City <4b - 6) Ciy+ <—4C) Ciyig+ ( ) ij—11 ( > Cijy1- (3.70)

Fazendo? = 1, 2,3 e 7 = 1, 2, 3 na equacdo (3.70), obtém-se um sistema

|
0



linear, cuja forma matricial é dada por

3b 5 3c 3e n+1
48 -3 0 —3¢ 0 0 0 0 0 cd
R e T A N G
3a 3b 5 3e n+1
0 ¢ T+3 0 0 —F 0 0 0 Ci's
3d 3b 5 3c 3e n+1
s 0 0 T+s -7 0 -7 0 0 C21
_3d _3a 3b 4 5 _ 3¢ _3e n+1
0 4 0 4 2t 6 4 0 4 0 C2,2
_3d _3a 3b 5 _3e n+1
0 0 1 0 1 7 T & 0 0 1 02,3
0 0 0 —32 0 0 F+i =% 0 it
3d 3a  3b , 5 3¢ n+1
0 0 0 0 s 0 % 4 ts TF Cs
3d 3a  3b, 5 n+1
0 0 0 0 0 -7 0 -7 Tt/ \Css
M Cn+1
3b 3e 3c n+1/6
13 3 0 3e 0 0 0 0 0 01711/6
3d 3b 3e 3¢ n+
5 11— 5 0 5 0 0 0 0 Cia /
3d 3b 3c n+1/6
0 5 11— 0 0 5 0 0 0 Cis /
3a 3b 3e 3c n+1/6
=5t 0 0 1-3 5 0 5 0 0 Cs1 /
3a 3d 3b 3e 3c n+1/6
0 5 0 7 =% % 0 Fl 0 Ca }
3a 3d 3b 3c n+1/6
0 0 2 0 7 =5 0 0 2 Cas /
3a 3b 3e n+1/6
0 0 0 3a 0 0 1-3 2 0 Cyi p
3a 3d 3b 3e n+1
0 0 0 0 2 0 2 1-3F % C3
1/6
0 0 0 0 0 3a 0 ad 3k ) \optt
Q Ccn+1/6
b 1 e c n
b1 e 0 —¢ 0 0 0 0 0 cry
d b 1 [ c n
i i —1 O -3 0 0 0 0 Cia
d b 1 c n
0 -1 17 % 0 0 -9 0 0 0 Cls
a b 1 e c n
-z 0 0 -5 -1 0 -5 O 0 C3a
_a _d b_ 1 _e _c n
0 1 0 i 1% 1 0 i 0 22 | T
_a _4d b _ 1 _c n
0 0 4 0 4 47 6 0 0 4 02’3
0 0 0 -4 0 o -1 ¢ 0 Cyy
a d b 1 e n
0 0 0 0 i 0 ~i 176 "1 C3o
a d b 1 n
0 0 0 0 0 -1 0 —1 15/ \Uis
——
N CTI,
n+1/6 n+1/6
o4 ona 3Cio d | 3Co, " a 3crttd n 3C51"a
_ =104 *oa 2 nil/6 2 4 4
4 C(JLZ a 4 300,2 a 30&;1 a
4 +1/6 +1/6 s g
Ciae Cosa 30;4 fe 308’13 a 30?,11 ¢ + 3C€,§1 a
——— - =7 2 1
crod 3Cy 8% d 3cpttd
T4 2 T4
0 + 0 + 0
_C;‘re 3Cpt/0e 3034 e
n n 2
7C340d . Ctil c SC;L’?;I/Gd SCZ,’TI/GC 3C§L7;r1 d N 3024{1 c
n 2 2 4 4
_Gige sonti/e, 30ptte
Cl,e Clac :
=i T i 3Cnit/Ce gonil/oc 3Cgi'e | 3013 ¢
3,4 4,3 i + i
, 2 2
Pn
Pn+1

pn+1/6
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(3.71)
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ou
MO = Q6 £ NC™ + P 4 Pt/ prt (3.72)

onde as matrizes M, (), N e C™ sdo conhecidas e os vetores P", Prtl/6 ¢ prtl armazenam
valores fora do dominio computacional, pois ¢ = 1, 2, 3e 5 = 1, 2, 3. Os valores armazenados
por P" sdo calculados por meio da aplicagio de pontos fantasmas [18, 20, 43]. A matriz C™+1/6

€ calculada por meio da relacdo (3.25), que se reescreve como

o1 _om AT G o 205+ Gy, G = 2635+ G
S ¥ SV
cr.—Ccn . cr. — "
%,] i—1,7 %,] 4,7—1 n
B vy v L1 (3.73)

em que 0C™ /0t foi aproximada pela equacgdo (3.32), juntamente com as discretizacdes das
derivadas espaciais (3.37)-(3.40).

De posse da relacdo (3.73) calcula-se, explicitamente, os valores para C"+1/6
e, em seguida, o vetor Pnt1/6 ¢ calculado de modo semelhante ao que foi feito para P". Por
fim, calcula-se os valores para C"*! resolvendo o sistema linear (3.72) por meio do método
de Gauss-Seidel. O "chute" inicial para a resolucdo do sistema linear é calculado por meio de
uma interpolagdo linear utilizando as concentragdes nos niveis de tempo n e n + 1/6, ou seja,
x(0 = 6 Cn*1/6 — 5C™. O célculo dos valores para P"+! sio feitos de maneira semelhante ao
executado para o vetor P! da estratégia (A).

O método obtido a partir da estratégia (C) € denominado PADE/C.

3.4.4 Estratégia D

Na estratégia (D) resolve-se o sistema formado pelas equagdes (3.25)-(3.28)
sem utilizar (3.41). Essa estratégia se assemelha ao raciocinio apresentado por Donea et al.
[16], em que sdo discutidos alguns métodos multiplo estagio utilizando aproximantes de Padé.
Tais métodos sdo atribuidos a Amiram Harten e Hillel Tal-Ezer e sdao denominados métodos de
Harten/Tal-Ezer [25].

Basicamente, para determinar a solucao no nivel de tempo n + 1, resolve-se
dois estdgios explicitos, dados pelas equacgdes (3.25) e (3.26) e dois estdgios implicitos, dados

pelas equacgdes (3.27) e (3.28), como mostra a Figura 3.8.



Estéagios implicitos

Estagios explicitos
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‘ o AtaCnr-’j/ﬁ
n+l~ n+1/2 =y
N T
., AtoC!
n+5/6 ~ n+1 _ =Y
¢ ¢ 6 Ot
L At a Cnf‘l/()’
nd/?z n =Y
C c" + > ot
1/ AtoC®
n+1/6 ~ n =v
C cn + T
Cn

Figura 3.8: Estigios de tempo do sistema formado pelas equacdes (3.25)-(3.28).

Sendo conhecidos os valores para C™ (concentra¢do de poluente no nivel de

tempo n), as equacgdes (3.25) e (3.26) sdo calculadas diretamente, nessa ordem, como mostra a

Figura 3.9.

22 passo

Cn+l
Cu+5/6
o Ata Cnr‘l/'b’
n+1/2 ~ n =Y
C cm + 2 ot

Cnf‘l/ﬁz Cn + &acn

1© passo

6 Ot
Cn

Figura 3.9: Célculo da concentragdo nos niveis de tempon + 1/6 e n + 1/2.

Para: =1, 2e j = 1, 2 nas equacdes (3.25) e (3.26), matricialmente, tem-se

n mn
Clod Cyya

n+1/6 b e ¢ n Clod
Cia =3 3 3 0 L1 I
+1/6 e a
C?Z / d 1 — b 0 c ?2 1,3 0,2
’ = 3 3 3 S+ 3 2 (3.74)
Cn+1/6 a 0 b e n C3od 4 Cgqic .
2,1 / 3 3 3 2,1 03 03
n+1/6 a d b n S3€ :§L,2C
Caz 05 5§ l-3 22 R
Cn+1/6 N cn pPn
e
n+1/2 n+1/6 n+1/6 n+1/6 "
Cig -b e ¢ O Ciy Cip " d+Cy; "a CT4
1/2 1/6 1/6 1/6
crit/ d b 0 ¢ ||cdY . critbe ot/ | s,
12| = 1/6 1/6 1/6 .
cyrY a 0 —b e ||cytY cyeCarcytte cy
n+1/2 n+1/6 n+1/6 n+1/6 n
Cyo 0 a d —=b) \Cyy Cyg e+ C3y ¢ C39
v N——
Cn+1/2 N Cn+1/6 Pn+1/6 cn
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ou, de maneira resumida,

ctl/6 — N o 4 pr (3.76)

On+1/2 — N0n+1/6 + Pn+1/6 + cmn. (377)

Os valores armazenados por P" e P"+'/ s3o calculados por meio da aplica-
¢do de pontos fantasmas [18, 20, 43]. Aproxima-se a concentra¢do no nivel de tempo n + 5/6
por meio de uma interpolagdo linear utilizando a concentragéo nos niveis de tempo n + 1/6 e

n + 1/2, tal como representado na Figura 3.10.

Cnr‘l

Cnr‘S/'()‘z 2 Cn+‘1/2 _ Cur‘l/b‘

Cn%l/?

32 passo

C“T‘l/ﬁj
Cn

Figura 3.10: Aproximag@o da concentragéo no nivel de tempo n+5/6, por meio de interpolagdo

linear.

Em seguida, como mostra a Figura 3.11, calcula-se a concentragdo no nivel

de tempo n + 1 utilizando a equacdo (3.28).

e s, ALOCM
n+l~ n+1/2 =z =

C C SR,
n+5/6

4° passo ¢

Cn%l/?

CHH/6

Cn

Figura 3.11: Célculo da concentragdo no nivel de tempo n + 1.

Por fim, utilizando as equacdes (3.27) e (3.28), recalcula-se a concentracdo
nos niveis de tempo n + 5/6 € n + 1 sucessivamente até obter convergéncia para C"!, como

ilustrado na Figura 3.12.



62 passo,
82 passo,
10° passo,

) n+5/6

le ~ C11+1/2 + %G%t

AtpCen ) D Dasso
Cn+5/6~ Cmtl — ?tagt ‘ 7° passo

9° passo

Cn +1/2 :
Cn +1/6
Cu
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Y
Y

Y

Figura 3.12: Célculo sucessivo das concentragdes nos niveis de tempo n + 5/6 e n + 1.

Vale observar que, parat = 1, 2e j = 1, 2, o procedimento realizado a partir

do 3¢ passo € equivalente a resolver o sistema linear

b e ¢ 0 0 0 0 0\ [
d b 0 ¢ 0 0 0 0o |[[cFf
a 0 b e 0 0 0 o0 [|cgr
0 a d b 0 0 0 0 ||c]
0 0 0 0 %+1 -¢& -¢£ 0 ot |
o o o o -4 f41 0o ¢ crs!
o 0 0 0 -% 0 t+1 ¢ cyi!
o 0o o o o -5 -4 41/ \copt
M X

cr 0 areSa v optta ot
0?31 0 0?35/6 et 0&55/6 a 03;1/2
ngl 0 0;1,35/6d+ C;Jlr5/6c C;Jlrlm
R I s e : o |
sl i B 0 0
ng5/6 cggl d n ngl ¢ 0 0
cya?le cpite | Ciite 0 0

y - - pris/s Cnt1/2

(3.78)
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pelo método iterativo de Gauss-Seidel, onde o "chute" inicial é dado por

0?7-11-5/6 Cﬁrl/Q Cﬁrl/(s
0?7-21-5/6 Ci;l/Q 0?31/6
C;TWG C;—li-l/Q C;TUG
x(0) = C;;S/G =2 C;;W - Cg;% . (3.79)
it 0 0
it 0 0
cyit 0 0
cyit 0 0

Além disso, a ordem de calculo dos elementos de x*) seria do tltimo para o primeiro. O

sistema linear (3.78) pode ser reescrito de maneira resumida, dada por
Mx =y+ Pt — pntd/6 _ omtl/2) (3.80)

Os vetores P"+! e P"*5/6 530 calculados de modo semelhante ao vetor P!
da estratégia (A). Denomina-se PADE/D o método obtido por meio da estratégia (D).

Como ndo ha solugdo analitica conhecida para a equagdo de transporte bi-
dimensional, para avaliar a qualidade da solucdo numérica e com a inten¢do de validar os
resultados obtidos pelos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D, no proximo capi-
tulo, sdo realizadas simplificacdes no modelo a fim de transformar o problema bidimensional
em unidimensional, que possui solu¢ao analitica conhecida e, portanto, pode ser comparado

diretamente com a solu¢cdo numérica.
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4 SIMULACAO COMPUTACIONAL

No Capitulo 3 foram apresentados os métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e
PADE/D que, neste capitulo, sdo utilizados para realizar algumas simulacdes. Inicialmente os
testes consideram problemas em que v, = 0 e D,,, = 0 na equagdo (3.1), transformando-os de
bidimensionais para unidimensionais. Tais problemas possuem solucdes analiticas conhecidas
permitindo, assim, comparar diretamente com as solugdes numéricas. Também sdo apresenta-
dos testes com v, e D,, ndo nulos, onde compara-se os resultados obtidos pelo método PADE/C
com os apresentados por Romeiro et al. [41].

Todas as simulagdes feitas neste capitulo foram escritas em linguagem Fortran
90 e compiladas com o programa GFortran. O computador utilizado possui 3.7 GB de memdria
RAM, processador Intel Core i5 CPU M 480 @ 2.67 GHz x 4, tipo de sistema de 64-bit e
sistema operacional Ubuntu 13.10.

A solugdo analitica da equacdo de advec¢ao-difusdo-reagdo unidimensional,

apresentada por Genuchten [21], é

C(z,t) = Co H(x,t) + M(x,t) 4.1)
onde
1 r — —ut
H(z,t) = 5 €aP [(1}2D—u)x1 erfc [ﬁ]
1 (v +u)x r+ut
ol ]
1 — vyt 1 v + vt
M(z,t) = —C;exp(—kt) {Eerfc [ﬁ} + 6% (Z—$> erfc [ﬁ} }
+ Cexp(—kt) (4.3)
e
U= Uy (1—|—4k?m). 4.4)
v$

Na equagdo (4.1) Cy € a concentracdo na fronteira, na equacio (4.3) C; é a
concentragdo inicial e o dominio considerado € [z, xf|. A sigla erfc denota a fungdo erro

complementar [15], dada por

erfc(x) = % /00 et dt. 4.5)

Resumidamente, o problema consiste em analisar a dispersao de determinado
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poluente langado constantemente na fronteira © = =z, em uma regido [zo, xf| X [yo, yy], de
modo que C(zo, y, t) = Cyparat > 0,y € [yo, ys] e C(z, y, 0) = C; para (z,y) € (zo, x| X
[Y0, Y¢], como ilustrado na Figura 4.1.

Co
Yy

(%

Yo
o Z g

Figura 4.1: Dominio do problema.

Para analisar os métodos apresentados no Capitulo 3, considera-se um campo
de velocidades uniforme, com v, = 1 e v, = 0, e quanto aos coeficientes de difusdo, tem-
se D,, = 0, enquanto que para D,, sdo considerados diferentes valores, condi¢des as quais
possibilitam comparar as solu¢cdes numéricas do modelo bidimensional com a analitica da

equagdo de transporte. Assim, o modelo considerado é

2

% = Dm% — vx% — kC. (4.6)

Os testes a serem apresentados se diferenciam, inicialmente, pelos valores

de D,,, o que corresponde a diferentes valores para o nimero adimensional Peg;4, conhe-

cido como numero de Péclet [20], calculado para todas as simulagdes por meio da férmula

Pegriq = v, Ax /D.... Pode-se dizer que o nimero de Péclet mede a razdo entre as intensidades

dos processos de advecc¢ao e de difusdao. Quanto maior o nimero de Péclet, maior a intensidade
de advecgdo [20].

Para uma analise mais criteriosa da eficacia dos métodos, referente aos resul-

tados a serem apresentados, utiliza-se o erro relativo percentual (ERP) que, no nivel de tempo

n, calcula-se da seguinte maneira,

1CC, Y = 90) /2,0 At) = Cal:, (Y — o) /2, n A)]]
1CC:, (yr = w0)/2,n At)]]

ERP = 4.7)
onde C(:, (yr — yo)/2,n At) e Ca(:, (yr — vo)/2,n At) correspondem, respectivamente, aos
vetores das solugdes exata e aproximada, a norma utilizada € a euclidiana e o simbolo (:) indica

que foram tomados todos os valores de x disponiveis na malha computacional.
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4.1 SIMULACAO DO MODELO UNIDIMENSIONAL

Dada a equagio (3.1), no dominio © = [0, 2] x [0, 2], considere o seguinte

problema, com condi¢des iniciais e de fronteira

2
8_O:Dw6_0_vz6_0_k07 zr e (0,2], t>0,
ot 0x? ox
C(z,y,0) = C; =0, z€(0,2), y €10,2], (4.8)
C(O,y,t):CQZL tZO

onde a fun¢do C' = C(x, y, t), para cada y fixo, corresponde a solugio da equag@o de transporte
unidimensional, com v, = 1, v, = 0, D,,, = 0, k = 0.001 e diferentes valores para o coeficiente
difusivo, a saber, D,, = 0.1, D,,, = 0.02, D,, = 0.005, D, = 0.001 e D,, = 0.0005.

Em particular, para v, = 1, Dy, = 0.1, k = 0.001 e t; = 0.9, a superficie da
solu¢do analitica do problema (4.8) € apresentada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Superficie da solug¢do analitica do problema (4.8) para v, =1, D,, = 0.1,
k=0.001,t; =0.9ey, € [0, 2.

Nas simulacdes cujos resultados sdo apresentados nas Figuras 4.3 e 4.4 os
esquemas sao testados apenas para v, = 0 e D,, = 0. Resultados semelhantes sdo obtidos nos
casos em que v, € D, ndo sdo nulos e v, € D,, sdo iguais a zero, podendo ser observada certa

simetria.
4.1.1 Teste 1: Resultados das simulacoes com diferentes valores para o coeficiente de
difusao na direcao x

Na Figura 4.3 sao apresentados os resultados das simulagdes para o tempo
final t; = 0.9, Az = 0.01, Ay = 0.1 e At = 0.0003.
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(@) Dyy = 0.1 € Pegrig = 0.1 (b) Dyp = 0.02 € Pegyiq = 0.5
O s T = leeeegesy
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Z Y [\ Ne2 ©
O a O
S 06t ¢ ) S 06f *
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= lesesegeey = lesesesese.
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£ 02t
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Figura 4.3: Perfis da solucdo analitica e solu¢des utilizando os métodos PADE/A, PADE/B,
PADE/C e PADE/D com diferentes valores de D,, e Peg,;q, em uma malha de 201 x 21 pontos.

Observa-se na Figura 4.3 que os resultados obtidos pelo método PADE/A
diferem da solugdo analitica independentemente do valor adotado para o coeficiente difusivo.
Além disso, com a diminui¢do de D,,, as solu¢des numéricas geradas pelos demais métodos
se distanciam da solugdo analitica. Isso ocorre porque passa a predominar na equagdo a parte
advectiva, cuja obtencdo de aproximacdes constitui um dos grandes desafios da dindmica de
fluidos computacional. Alguns métodos, incluindo o que foi utilizado, sdo conhecidos por

introduzir difusividade numérica para altos nimeros de Péclet [20]. O efeito da difusividade
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numeérica € indesejado, pois distancia a solu¢ao numérica da solucdo real do problema. Esse

afastamento pode ser confirmado observando a Figura 4.4.

(@) Dyy = 0.1 € Pegrig = 0.1

(b) Dy = 0.02 € Pegrig = 0.5

0
oo
05@ .oooooooooooooooooooooooooo.- -0.5F .ooo""""“"..'..... i
)
& % s
g S
st Z 15l T®9000000000000ann . . .
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(e) Dy = 0.0005 € Pegy,iqg = 20.0

0

g ......_ o

T Peeeeeeseee 200000000

54
L

0 0.2 0.4 0.6 0.8
eixo temporal (t)

S Pade/B » Pade/C

eixo temporal (L)

O Pade/D

Figura 4.4: ERP dos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D em cada nivel de tempo
para diferentes valores de D,, € Pegy.;q, em uma malha de 201 x 21 pontos.

Observa-se na Figura 4.4 que o método PADE/A apresenta ERP crescente e
que os métodos PADE/B, PADE/C e PADE/D apresentam ERPs decrescentes € muito seme-

lhantes entre si. Percebe-se ainda, para todos os métodos, que ha aumento no ERP quando ha

diminuicdo do coeficiente de difusdo e, consequentemente, aumento do nimero de Péclet.
Com o objetivo de comparar o ERP dos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C

e PADE/D, apresenta-se na Tabela 4.1 o ERP maximo obtido em cada simulacao.
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Tabela 4.1: Erros relativos percentuais maximos cometidos pelos métodos PADE/A, PADE/B,

PADE/C e PADE/D para £k = 0.001 e t; = 0.9, referentes as simulacOes apresentadas nas

Figuras 4.3 e 4.4.

Método | D,, =0.1| D,, =0.02 | D,, =0.005 | D,, =0.001 | D,, = 0.0005
PADE/A | 0.299036 0.39016 0.46176 0.50312 0.51124
PADE/B | 0.369891 0.12454 0.18855 0.34902 0.41566
PADE/C | 0.044437 0.10399 0.19059 0.35029 0.41680
PADE/D | 0.048092 0.10410 0.19037 0.34965 0.41606

Percebe-se na Tabela 4.1 que o método PADE/A apresenta maior ERP em
quatro das simulacdes e que os demais métodos, exceto para [, = 0.1, apresentam resultados
semelhantes, ou seja, todos sofrem aumento do ERP devido ao aumento do nimero de Péclet.

Outra andlise que pode ser realizada para comparar os métodos PADE/A,
PADE/B, PADE/C e PADE/D é em relacao ao tempo computacional, apresentado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Tempo de processamento, em segundos, para diferentes valores do coeficiente de

difusdo, com ¢y = 0.9, referente as simula¢des apresentadas nas Figuras 4.3 e 4.4.

Método | D,, =0.1 | D,, =0.02 | D,, =0.005 | D,, = 0.001 | D,, = 0.0005
PADE/A 21.3 21.7 20.3 19.2 18.3
PADE/B 21.7 21.6 20.3 19.3 18.5
PADE/C 18.9 19.8 19.9 19.3 18.6
PADE/D 20.1 21.0 214 20.5 19.8

Na Tabela 4.2 é possivel observar que o método PADE/C possui uma leve
vantagem em comparacdo com os demais métodos, entretanto o tempo de simulagdo ainda é

pequeno para se chegar a conclusdes acerca da velocidade de processamento.

4.1.2 Teste 2: Simulacdes com diferentes valores para o coeficiente de reacao

Nessa secao sao realizadas simulagdes com variagao do coeficiente de reacao,
cujos resultados sdo apresentados na Figura 4.5, onde o tempo final de simulagdo € t; = 0.9,
Az = 0.01, Ay = 0.1 e At = 0.0003.
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Figura 4.5: Perfis da solu¢do analitica e solucdes utilizando os métodos PADE/A, PADE/B,
PADE/C e PADE/D com diferentes valores de D, e k, em uma malha de 201 x 21 pontos.

Observe na Figura 4.5 que ao aumentar o coeficiente de reacdo de &£ = 1.0

para £ = 10.0 a solu¢do numérica ficou mais préxima da solug¢do analitica. Esse ganho na

qualidade da solugdo numérica pode ser observado inclusive para o método PADE/A, que ndo

apresentou bons resultados para as simula¢des onde o termo advectivo tem maior influéncia.

Isso ocorre, pois hd predominancia da parte reativa na equagao de transporte, efeito que somado

a difusdo mascara o efeito do termo advectivo, que € mais dificil de se aproximar.

Apesar de ndo ficar tdo claro como na Figura 4.3, os resultados apresentados

na Figura 4.5 também mostram que quando ha diminuicdo do valor de D,, as solucdes

numéricas se distanciam da solucao analitica, fato que pode ser confirmado observando a Figura

4.6, onde apresenta-se o ERP de cada método para todos os valores simulados para o coeficiente

difusivo e para o coeficiente reativo.
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Figura 4.6: ERP dos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D em cada nivel de tempo

para diferentes valores de D, e k, em uma malha de 201 x 21 pontos.

Para comparar o ERP dos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D

nas simulacdes anteriores, apresenta-se na Tabela 4.3 o ERP maximo obtido em cada simulagdo.

Tabela 4.3: Erros relativos percentuais maximos cometidos pelos métodos PADE/A, PADE/B,
PADE/C e PADE/D para diferentes coeficientes de difusdo e reagdo, com t; = 0.9, referentes
as simulagdes apresentadas nas Figuras 4.5 € 4.6.

k=10 k = 10.0
D,,=0.1| Dy =0.0005 | Dy, = 0.1 | Dy, = 0.0005
PADE/A | 0.266205 0.39742 0.267594 0.28124
PADE/B | 0.370107 0.41460 0.372050 0.40530
PADE/C | 0.044431 0.41579 0.044376 0.40685
PADE/D | 0.048093 0.41508 0.048107 0.40637

M¢étodo

Por fim, faz-se uma udltima comparacao entre os métodos PADE/A, PADE/B,
PADE/C e PADE/D na Tabela 4.4, em relagio ao tempo computacional.
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Tabela 4.4: Tempo de processamento, em segundos, para diferentes coeficientes de difusdo e

reagdo, com t; = 0.9, referente as simulagdes apresentadas nas Figuras 4.5 ¢ 4.6.

k=1.0 k=10.0
M¢étodo
D, =01]| D, =0.0005| D,, =0.1| D,, = 0.0005
PADE/A 214 21.2 21.8 21.3
PADE/B 219 21.6 22.2 21.7
PADE/C 19.0 18.7 19.9 18.8
PADE/D 20.2 20.0 20.3 19.8

Com base nas simulagdes realizadas, conclui-se que o método PADE/A apre-
senta ERP crescente ou, em alguns casos, com menor taxa de dacaimento que os demais
métodos testados, como pode ser observado nas Figuras 4.4 e 4.6, motivo pelo qual esse método
nao serd mais utilizado. Observa-se ainda que ha semelhancas entre os resultados obtidos pelos
métodos PADE/B, PADE/C e PADE/D em relacdo ao ERP. A maior diferenca entre esses trés
métodos é observada nas Tabelas 4.1 e 4.3 para o ERP maximo quando D,, = 0.1, que foi
maior para 0 PADE/B, e nas Tabelas 4.2 e 4.4, onde percebe-se que o tempo computacional das

simulagdes foi menor para o método PADE/C.

4.2 SIMULACAO DO MODELO BIDIMENSIONAL

Na Secdo 4.1 foram realizados testes unidimensionais onde concluiu-se que
os métodos PADE/B, PADE/C e PADE/D sao semelhantes em relacdo ao ERP. Além disso, foi
observado que o método PADE/C demandou menor tempo computacional que o PADE/B e o

PADE/D, motivo pelo qual, nessa secdo, opta-se por esse método para simular um problema

bidimensional.
Considere o seguinte problema,
oC 0*C 02C oC oC
— = — — —Up—— —Uy— — k -1,1 -1, 1), ¢
at Tr 61‘2 + vy ayg Uz ax Uy ay Ca YIS [ ) ]7 Yy € [ ) ]7 > 07
C(z,y,0) =0, rel[-1,1], ye[-1, 1],
C(0, —0.5, t) = C(0, 0.5, t) = 1.0, t>0,

4.9)

onde a fungdo C' = C(z,y,t) é a solugdo da equacdo de transporte bidimensional.

Apresenta-se na Figura 4.7 os resultados numéricos obtidos por meio do
método PADE/C, considerando At = 0.002 d (dia), D,, = D,, = 0.2m?*d™!, v, = 1 md ™,
v, =0md™!, Az =Ay=0.1m, k=0.001d"" e duas instancias de tempo, t; =0.2d e
ty=1.0d.
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Resultados do método PADE/C para a equagdo de transporte em uma malha

uniforme 21 x 21 pontos: (a)-(c) resultados para t; = 0.2 d; (d)-(f) resultados para t; = 1.0 d.

Os resultados apresentados na Figura 4.7 sdo semelhantes aos apresentados
em [41], onde utiliza-se um método de elementos finitos na formulagcdo espaco-tempo. Tais
resultados podem ser observados na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Resultados da equacdo de adveccdo-difusdo-reacdo bidimensional em um grid
uniforme 20 x 20 (400 elementos triangulares) apresentados em [41]: (a)-(c) resultados para
ty = 0.2 d; (d)-(f) resultados para t; = 1.0 d.
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Além dessa andlise qualitativa, pode-se comparar os resultados apresentados
nas Figuras 4.7 e 4.8 numericamente, utilizando o valor absoluto da diferenca entre as solucdes
obtidas pelo método PADE/C e as obtidas por [41], representadas, respectivamente, por C' e
(5. Na Figura 4.9 € apresentado o valor absoluto da diferenca entre as solu¢des para cada ponto

da malha computacional.

(a) Valor absoluto da diferenga para o tempo t=0.2 d (b) Valor absoluto da diferenga para o tempo t=1.0 d
0.03 0045
0.025 0.04 : : ' ’ 0.035
;.\N 0.02 5 0.03
S 0.025
;g 0.015 0.02
0.01 0.015
0.01

0.005
0

X (m) 141 y (m)

Figura 4.9: Valor absoluto da diferenca entre as solu¢des C; e Cs obtidas pelo método PADE/C

e pelo método apresentado em [41], respectivamente.

Para comparar as solucdes obtidas por meio de cada um dos métodos, além da

Figura 4.9, pode-se utilizar a Tabela 4.5, onde apresenta-se o valor maximo para abs(C; — Cy).

Tabela 4.5: Maior valor absoluto da diferenca entre as solugdes C; e Cl.

Tempo | Valor maximo para abs(C; — Cs)
t=20.2 0.032573
t=1.0 0.047220

Os valores apresentados na Tabela 4.5 mostram que a diferenca entre as
solucdes obtidas para o problema (4.9) pelo método PADE/C e pelo método de elementos
finitos na formulagdo espaco-tempo, apresentado em [41], € pequena levando em consideragcdo
o tamanho da malha utilizada. Esse fato motiva a utilizacdo do método PADE/C na avaliagcao
da dindmica de variacdo da concentracdo do modelo dado em (4.9), pois este método € de
mais simples aplicacdo que o método de elementos finitos que, na literatura, é reconhecido por
gerar melhores resultados que os métodos de diferencgas finitas, assim como observado em [41].
Além disso, o método PADE/C possui vantagem em relacdo ao tempo computacional, que €
apresentado na Tabela 4.6.
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Tabela 4.6: Tempo de processamento do método PADE/C e do método de elementos finitos na

formulagdo espaco tempo (EF), considerando uma malha uniforme 20 x 20 (21 x 21 pontos).

PADE/C EF
t=021]t=10 | t=02 | t=1.0
0.0232s | 0.0476 s | 3.2604 s | 16.2553 s

Outra andlise realizada para o método PADE/C é um teste de convergéncia

com refinamento de malha. A férmula do erro, para um certo tempo ¢, pode ser escrita como

_ ||O(’ :7t)_CA(:> :>t)||
e, =, vl ’

ERP (4.10)
onde C(:, :, t)e Cy(:, :, t) correspondem, respectivamente, as matrizes das solu¢des 6tima e
aproximada, a norma utilizada € a euclidiana e o simbolo (:) indica que foram tomados todos os
valores de x e y disponiveis na malha computacional, nos pontos em que as diferentes malhas
coincidem. A solugdo 6tima € adotada como sendo aquela obtida a partir da malha mais refinada
possivel. Fixada essa malha mais refinada, constroi-se uma sequéncia de malhas, cada uma
com espagamentos Ax e Ay iguais ao dobro da anterior. A solucio obtida em cada uma dessas
malhas € considerada aproximada. Essa técnica de refinamento de malha vem de encontro a
esséncia do método de diferencas finitas, que depende de boas aproximagdes para as derivadas
da equacao diferencial. Em parte, as aproximacdes das derivadas podem ser melhoradas com a
diminuicdo de Ax, Ay e At.

Na Tabela 4.7 e na Figura 4.10 s@o apresentados os valores dos erros, em
norma, adotando uma malha com 257 x 257 pontos (totalizando 66049 pontos) como so-
lugdo 6tima, At =0.0002d (dia), D,, = Dy, = 02m*d™!, v, =1md™, v,=0md™" e
k=0.001d".

Tabela 4.7: Norma do erro do método PADE/C com o refinamento da malha.

Nimero de pontos Norma do erro
Az (= Ay)
na malha t=0.2 t=1.0

0.5 25 0.3182623 | 0.360991
0.25 81 0.1693971 | 0.286163
0.125 289 0.0762965 | 0.221005
0.0625 1089 0.0393330 | 0.156705
0.03125 4225 0.0205061 | 0.098143
0.015625 16641 0.0086452 | 0.046186
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Figura 4.10: Norma do erro do método PADE/C com o refinamento da malha.

Pode ser observado na Figura 4.10 que o método PADE/C converge a medida
que se refina a malha. Além disso, essa convergéncia ocorre de maneira estavel, ou seja, ndo
apresenta oscilagdes, o que refor¢ca o0 bom comportamento do método, tornando seus resultados
mais confidveis. O tempo de processamento aumenta consideravelmente com o refinamento da

malha, como observa-se na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Tempo de processamento do método PADE/C com o refinamento da malha.

Numero de pontos Tempo
Az (= Ay)
na malha t=20.2 t=1.0

0.5 25 2.5640e-02 s | 7.2234e-02 s
0.25 81 4.5300e-02 s | 1.7523e-01 s
0.125 289 1.2999¢-01 s | 5.7045e-01 s
0.0625 1089 4.3612e-01 s | 2.1009e+00 s
0.03125 4225 2.4678e+00 s | 1.2320e+01 s
0.015625 16641 1.0812e+01 s | 4.9415e+01 s

Além do refinamento da malha, também pode-se observar a norma do erro

com a reduc¢@o do passo no tempo, ou seja, a medida que se reduz o valor de At. Na Tabela

4.9 e na Figura 4.11 sdo apresentados os valores dos erros, em norma, adotando uma malha
20 x 20 e At = 0.000125 d (dia) como solugdo 6tima, D,, = D, = 0.2m?d™ ', v, = 1 md™,
v,=0md'ek=0001d""



61

Tabela 4.9: Norma do erro do método PADE/C com a redugao de At.

At 0.008 | 0.004 | 0.002 | 0.001 | 0.0005 | 0.00025
t=0.21]0.0823 | 0.0438 | 0.0221 | 0.0105 | 0.0046 | 0.0015
Norma do erro
t=1.010.1568 | 0.0830 | 0.0417 | 0.0199 | 0.0086 | 0.0029
-0.5 ;
P £ = 0.2 .
e =10 e |
) o »
PR -
i U
5 o . >
I
- 2 o B
2.5t o .
3 ' s '
-4 35 -3 2.5 -2
log(A t)

Figura 4.11: Norma do erro do método PADE/C com a redugdo de At.

Pode ser observado Figura 4.11 um comportamento semelhante ao da Figura
4.10, entretanto com um ganho na taxa de convergéncia. Isso mostra que o método nao precisa
de um passo no tempo muito pequeno para gerar bons resultados. O tempo de processamento
também aumenta com a diminui¢do do passo no tempo, entretanto em uma velocidade menor

que com o refinamento da malha, como observa-se na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Tempo de processamento do método PADE/C com a redugdo de At.

At 0.008 0.004 0.002 0.001 0.0005 | 0.00025

T t=20.2]0.0091s | 0.0126s | 0.0190s | 0.0212s | 0.0377 s | 0.0623 s
empo

P t=1.0]0.0211s | 0.0372s | 0.0575s | 0.0759 s | 0.1466 s | 0.2706 s

Nas Figuras 4.10 e 4.11 observa-se que a taxa de convergéncia do método
PADE/C a medida que se diminui o passo no tempo € maior que a da convergéncia com o
refinamento da malha, pois 0 método PADE/C, assim como o PADE/A, PADE/B e PADE/D, da
énfase a aproximacao da derivada temporal da equacao de transporte. O refinamento da malha
influencia fortemente a aproximacgao dos termos advectivos e difusivos, o que nao € o foco deste
trabalho.

Uma ultima comparacdo entre os métodos PADE/C e o de elementos finitos
[41] pode ser feita observando a Tabela 4.11, onde € apresentado os valores correspondentes a

solucdo da equacao para alguns pontos da malha computacional.
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Tabela 4.11: Solucdes numéricas obtidas por meio dos métodos PADE/C e pelo método de

elementos finitos na formulagdo espago tempo (EF), apresentado por Romeiro et al. [41], para

y = 0.5 m e para alguns valores de x.

t—024d t—104d

v PADE/C EF | PADE/C EF
21,0 | 1.0000e+00 | 1.0000e+00 | 1.000000 | 1.000000
0.8 | 4.0917¢-01 | 3.7999¢-01 | 0.733579 | 0.722670
0.6 | 1.6804e-01 | 1.4453¢-01 | 0.594812 | 0.586670
204 | 5.75580-02 | 4.2189¢-02 | 0.482766 | 0.474740
202 | 1.5661e-02 | 8.4304¢-03 | 0.382227 | 0371790
0.0 | 3.35460-03 | 1.0414¢-03 | 0.291733 | 0.277810
0.2 | 5.6891c-04 | 6.5958¢-05 | 0.213077 | 0.196190
0.4 | 7.7261¢-05 | 6.7614¢-07 | 0.148226 | 0.130030
0.6 | 8.5144¢-06 | -1.2661¢-07 | 0.098174 | 0.080632
0.8 | 7.7187¢-07 | -3.4027¢-09 | 0.063199 | 0.047924
1.0 | 6.7264¢-08 | 1.8208¢-10 | 0.045202 | 0.034724

Observando a Tabela 4.11 pode-se verificar que a variacao entre os resultados

dos métodos PADE/C e EF € pequena.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse trabalho foi aplicar métodos multiplo estdgio na discretiza-
cdo temporal da equacao de transporte, cujo modelo utilizado foi o de adveccao-difusao-reacdo
bidimensional. Considerando certas condi¢Oes iniciais € de contorno, ao se resolver a equacao
de transporte obtém-se a concentragdo de determinado poluente em um meio fluido para cada
ponto do dominio computacional e para cada instante de tempo. Vale ressaltar que a motivagao
para resolver numericamente a equagdo (3.1) € que ndo ha solu¢do analitica conhecida. Para
alcancar o objetivo, foi necessario estudar diferengas finitas e os aproximantes de Padé.

Na discretizagdo da varidvel temporal da equacdo de transporte, discutida
no Capitulo 3, se fez uso de um método descrito por Donea et al. [16], o qual tem como
base os aproximantes de Padé. A utilizagdo do aproximante de Padé R,, para a fungdo
exponencial conduz ao sistema formado pelas equagdes (3.25)-(3.28), que envolve trés estagios
intermedidrios de tempo. Para resolver esse sistema foram consideradas as estratégias (A), (B),
(C) e (D), geradoras dos métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D, respectivamente. As
estratégias (A), (B) e (C) utilizam substitui¢des para eliminar a necessidade de se considerar os
estagios intermedidrios para resolver o sistema. Além disso, foi observado que a estratégia (B)
conduz as mesmas equagdes que podem ser obtidas por meio do método de Crank-Nicolson.
A estratégia (D), referenciada na literatura como método de Harten/Tal-Ezer, é a Unica que
considerou todos os estdgios intermedidrios de tempo. Ressalta-se neste momento que o método
PADE/B pode ser obtido de modo andlogo ao PADE/D, utilizando o aproximante de Padé R?; ;
no lugar do Ry 5.

Para avaliar a qualidade da solu¢do numérica da equacao de transporte foram
realizadas simplificagdes a fim de transformar o problema bidimensional em unidimensional,
que possui solucdo analitica conhecida. Concluiu-se a partir das simulacdes realizadas para
o problema unidimensional que o método PADE/A apresenta ERP crescente ou, em alguns
casos, com baixa taxa de dacaimento, o que fez com que esse método ndo fosse mais tes-
tado. Observou-se ainda que hd grande semelhanca entre os resultados obtidos pelos métodos
PADE/B, PADE/C e PADE/D em relacio ao ERP. As maiores diferencas entre esses trés
métodos é em relagdo ao ERP maximo quando D,, = 0.1 e em relagdo ao tempo computacional
das simulacdes, ambas favordveis ao PADE/C. Nas simulacdes realizadas, exceto para o caso
em que D,, = 0.1, os erros constatados nas Tabelas 4.1 e 4.3 ndo justificam a utilizagdo de
aproximantes de Padé de ordens elevadas na discretizagdo da derivada temporal, visto que ndo
ha ganhos significativos.

Nas simulacdes bidimensionais concluiu-se que os resultados obtidos por
meio do método PADE/C, cujo custo computacional é menor, sdo semelhantes aos obtidos
em [41], onde utiliza-se um método de elementos finitos na formulacio espago-tempo. Além

disso, foi observado que o método PADE/C apresentou convergéncia no teste de refinamento de
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malha e no de diminui¢do do passo no tempo, como mostra as Tabelas 4.7 e 4.9, e as Figuras
4.10 e 4.11, fato que aumenta a confiabilidade dos resultados.

A pesquisa descrita neste trabalho pode ser incrementada de varias maneiras.
Entre os temas que se apresentam como de maior interesse, elencam-se as seguintes possibili-
dades:

1. simular problemas com campos de velocidades ndo uniformes, gerados pelas equacoes

de Navier-Stokes;
2. simular problemas em regides nao retangulares;

3. utilizar um método mais apropriado para aproximar o termo advectivo, como o ADB-
QUICKEST [19].
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