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RAPOSO, Valter Henrique Biscaro. Expoentes Iniciais Criticos em Sequéncias Sturmia-
nas. 2013. 71 paginas. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Neste trabalho investigamos poténcias de prefixos de sequéncias Sturmianas. Deduzimos uma
férmula explicita para o expoente inicial critico de uma sequéncia Sturmiana w, definido como
o limite superior dos nimeros reais p, > 0, em que, se U é prefixo de w de comprimento
n, p, € o maior valor para o qual UP* também é um prefixo de w. Esta férmula é baseada
na representacdo S-ddica multiplicativa de w, que por sua vez estd relacionada com o sistema
de numeracao de Ostrowski. Mostramos que o expoente inicial critico de qualquer sequéncia
Sturmiana € no minimo 2. Além disso, caracterizamos os nimeros irracionais « para o qual
existe uma sequéncia Sturmiana w de inclinagdo « tal que seu expoente inicial critico € igual a
2.

Palavras-chave: Expoente Inicial Critico. Sequéncias Sturmianas. Oddometro de Ostrowski.
Dinamica Simbdlica. Sistemas Dindmicos.



RAPOSO, Valter Henrique Biscaro. Initial Critical Exponents in Sturmian Sequences. 2013.
71 pages. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

In this work we investigate powers of prefixes of Sturmian sequences. We deduce an explicit
formula for the initial critical exponent of a Sturmian sequence w, defined as the upper limit of
real numbers p,, > 0, where, if U is a prefix of w of length n, p,, is the largest value for which
UP is also a prefix of w. This formula is based on the multiplicative S-adic representation of w,
which in turn is related with the Ostrowski’s numbering system. We show that the initial critical
exponent of any Sturmian sequence is at least 2. Furthermore, we characterize the irrational
numbers « for which there exists a Sturmian sequence w of slope « such that its initial critical
exponent is equal to 2.

Keywords: Initial Critical Exponent. Sturmian Sequences. Ostrowski’s Odometer. Dynamical
Systems. Symbolic dynamics.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata poténcias de fatores que ocorrem no inicio de sequéncias
Sturmianas. H4 uma série de trabalhos recentes sobre poténcias de palavras que ocorrem em
sequéncias Sturmianas (veja por exemplo [5, 2, 15], usados na preparacdo desta monografia,
e sua extensa bibliografia). Grande parte destes trabalhos estudam o supremo das poténcias
de fatores de uma sequéncia (o indice ou expoente critico da sequéncia) e o limite superior de
poténcias dos fatores quando o comprimento destes fatores tendem ao infinito. E bem conhecido
que estes valores sdo finitos se, e somente se, 0s quocientes da expansao em fragdo continua da
inclinagdo da sequéncia Sturmiana sdo limitados (ver [14]). Uma férmula explicita para o indice
de uma sequéncia Sturmiana foi dada por Vandeth em termos dos quocientes de sua inclinagdo
(Teorema 16 em [15]).

O expoente inicial critico de uma sequéncia w em um alfabeto finito, denotado
por ice(w), é definido como o limite superior dos nimeros reais p, > 0, em que p, é o maior
valor para o qual, se 1 € o prefixo de w de comprimento n entdo I//P» também € um prefixo de
W. Obtemos uma férmula explicita para o expoente inicial critico de uma sequéncia Sturmiana
em termos de uma expansao de S-ddica especial. Para a sequéncia caracteristica a férmula para o
expoente inicial critico é conhecida desde [13], embora Hedlund e Morse nio tenham abordado
esta questdo especificamente. Pode-se também obter uma férmula para o ice da sequéncia
caracteristica, segundo a féormula de Cassaigne para os quocientes dos convergentes em [6].

Cada sequéncia Sturmiana w no alfabeto {0, 1} admite uma tnica representa-

¢do S-4ddica como uma composi¢do infinita na forma

al

w=o0"oT15' oo oT1?. ..,

onde 7y e 71 sdo morfismos definidos em {0, 1}* dados por
7'0(0) =0ce 7'0(1) =01

7(1) =1 e 7(0) = 10,

e para todo k& > 1 temos que 0 < ¢, < ag € se ¢x11 = g1 entdo ¢ = 0. A sequéncia (ay)r>1
na verdade € a sequéncia dos quocientes da inclina¢do de w (a densidade da simbolo 1 em w),
enquanto que a sequéncia (cx)x>1 € a sequéncia de digitos da expansdo aritmética de Ostrowski
do intercepto da sequéncia (ver por exemplo [4]). Embora esta expansdo de w seja apenas
uma das muitas expansdes possiveis como uma composi¢io de infinitos morfismos [3], ela é
particularmente 1til na determinacdo dos expoentes criticos. Em cada caso, estas expansoes
estdo intimamente ligados ao sistema de numeracao Ostrowski.

No Capitulo 4 é mostrado que cada sequéncia Sturmiana comega em infinitos
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quadrados, e portanto o expoente inicial critico de qualquer sequéncias Sturmiana € maior ou
igual a 2. Mostramos que o valor 2 € atingivel, e damos a seguinte caracterizacdo para a in-
clinagdo « para os quais existe uma sequéncia Sturmiana com expoente inicial critico igual a
2:

Teorema 1.1. Seja o = [0; a1+ 1, as, . . .| um irracional e X,, o conjunto de todas as sequéncias
Sturmianas de inclinacdo «. Entdo existe uma sequéncia w € X, comice(w) = 2 se, e somente
se, para cada par de inteiros (s,t) com s > 1, existe no mdximo um niimero finito de indices k

tal que

(ag, ag1) = (s,t) ou (ag, agi1, apy2) = (1,1,1).

Mostramos também como construir explicitamente uma sequéncia Sturmiana

w € X, caso exista, tal que ice(w) = 2. Provamos também o seguinte teorema

Teorema 1.2. Se w* é a sequéncia caracteristica de X, entdo
ice(w) = ind*(X,) — 1.
Em que ind*(X,) € o valor comum de

ind*(w) = limsup {sup{Wp ocorre em w com W € Ln(w)}} )

n—00 p>1
de qualquer w € X,,.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Apds uma primeira parte
tratando alguns fatos bdsicos sobre sequéncias Sturmianas, introduzimos no Capitulo 3 duas
representacOes S-adicas para sequéncias Sturmianas (versoes aditiva e multiplicativa) com base
no sistema de numeragio de Ostrowski. Obtemos uma férmula explicita para o expoente inicial
critico de uma sequéncia Sturmiana no Capitulo 4. Por fim, damos uma prova para o teorema
1.1 na Secdo 4.3.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos as notacdes e os resultados que dao base para o
desenvolvimento deste trabalho. Introduzimos alguns conceitos de dindmica, com énfase em

dindmica simbolica e definindo ainda as sequéncias Sturmianas.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

2.1.1 Recorréncia

Entendemos que um sistema dindmico consiste de um espago métrico com-
pacto X e um grupo ou semi-grupo G atuando em X via aplicacdes continuas. Denotamos
um sistema dindmico por (X, G). Neste trabalho teremos sempre G = N ou G = Z, e nestes
casos podemos também chamar (X, G) de sistema ciclico e denotd-lo por (X, T'), onde T esta

associado ao elemento 1 € (.

Definicao 2.1. Seja X um espago topologico el - X — X uma aplicagdo continua. Um ponto
x € X é dito recorrente por T (ou para o sistema (X, T)) se para toda vizinhangca V- C X de

x, existeumn > 1 tal que T"x € V.

Note que, se X € um espaco métrico podemos imergir V' em uma sequéncia
de vizinhangas com didmetro tendendo a zero, obtendo assim uma sequéncia (n) de nimeros

naturais tais que lim 7™z = .

Proposicao 2.2. Se X é compacto e T' : X — X ¢é continua, entdo o conjunto dos pontos

recorrentes por T em X é ndo-vazio.

Demonstracdo. Denote por F' o seguinte conjunto
F={YCX:Y #@, fechadoe TY C Y},

note que, F' # &, pois X € F' e que I’ € parcialmente ordenado por inclusdo. Dada uma cadeia
Fy C F,temos que Y =) rer, Fi € uma cota inferior de Fj pertencente a F', assim pelo lema
de Zorn, F' possui um elemento minimo, o qual denotaremos por A. Mostremos que todos 0s

elementos de A sdo recorrentes. Dado x € A seja

Ot(x) € {Tre :n>1}.

Note que O*(z) C A, pois A é fechado e invariante por T'. Por outro lado, temos que O+(z) €

F. Como A é minimo, segue que A C OF(z), donde A = OF(x), e podemos concluir que
todos os elementos de A sdo recorrentes. O]
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2.1.2 Conjugacao

Definicao 2.3. Sejam (X, G) e (Y, G) sistemas dindmicos sobre o mesmo grupo ou semi-grupo

de operadores. Uma semi-conjugacao é uma aplica¢do continua ¢ : X — 'Y tal que
(gop)(z) =(pog)(x), paratodo x € X e g€ G.

Note que no lado esquerdo da equacdo g € (' atua sobre X, enquanto no
lado direito g atua sobre Y. Por exemplo, sejam (X, T") e (Y, S) sistemas ciclicos, digamos que
G = N. Observe o diagrama
X

Assim uma aplicacdo continua ¢ : X — Y € uma semi-conjugacao se, € somente se,
(S"op)(x) =(poT")(x) paratodo z € X e n € N.

Definicao 2.4. Uma conjugacio entre dois sistemas dindmicos (X, G) e (Y, G) sobre o mesmo

grupo ou semi-grupo de operadores é uma semi-conjugagdo ¢ : X — Y bijetiva.

Proposicdo 2.5. Se ¢ : X — Y define uma semi-conjugacdo de um sistema ciclico (X,T) em

(Y, S) e x € X é recorrente por T, entdo p(x) € Y € recorrente por S.

Demonstracdo. Por hipétese, existe uma sequéncia (n;) de nimeros naturais tal que,
lim T =z,
k—o0

pela continuidade de ¢ temos que,

lim 5™ (p(z)) = lim (T (z))

k—o00 k—oo
= (lim T"(z)) = o(z).
—00
Logo ¢(x) é recorrente por S. O

Definicio 2.6. Sejam (X, G) e (Y, G) sistemas dindmicos sobre o mesmo grupo ou semi-grupo
de operadores. Dizemos que (Y,G) é um fator de (X,G), se existe uma semi-conjugagdo

sobrejetora ¢ : X — Y, neste caso dizemos ainda que (X, G) é uma extensdo de (Y, G).
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2.1.3 Minimalidade

Definicao 2.7. Seja G um grupo ou semi-grupo topoldgico abeliano, um subconjunto S C G é
dito sindético se existe um conjunto compacto K C G tal que, para todo g € G, existe k € K
tal que kg € S.

Exemplo: Um conjunto S = {s1,8s,...} C Ncom s; < s5 < ..., é sindé-
tico se, e somente se, existe [ € N tal que s; 11 —s; < [ paratodo ¢ € N. Para uma demonstragao
ver [8].

Definicao 2.8. Seja (X, G) um sistema dindmico. Um ponto x € X é dito uniformemente
recorrente para o sistema (X, G), se para toda vizinhangca V- C X de x, € sindético o seguinte

conjunto:

NV)={9eG:greV}.

Definicdo 2.9. Um sistema dindmico (X, G) é dito minimal se satisfaz uma e portanto todas as

condigoes equivalentes abaixo:
1) X ndo possui subconjunto préprio fechado e invariante sob a acdo de G.
2) Para todo aberto ndo-vazio V-C X existem g1, . .., g, € G tais que X = J;_, g V.
3) Toda érbita O(x) = {gx : g € G} é densa em X.

Mostremos a equivaléncia entre as trés propriedades.

1) = 2). Mostremos que para todo aberto V' C X temos que,

X=Y:=Jg'(v

geG

De fato, se existisse v € X — Y, que é fechado uma vez que Y é aberto, por (1) existiria g € G
tal que g(x) ¢ X — Y, ou seja, g(z) € Y, ou ainda, existe h € G tal que g(z) € h=1(V).
Segue que hg(x) € V e portanto x € (hg)~'(V'), uma contradi¢do. Concluindo, obtemos uma
cobertura de X por meio de abertos, e pela compacidade de X obtemos uma subcobertura finita,

ou seja existe um conjunto finito K = {g, ..., g,} de G tal que,

Xzogl
i=1

2) = 3). Suponha que exista z € X tal que O(z) ndo seja denso em X, ou seja, X — O(x) é
aberto e ndo-vazio, por hipdtese existem g1, ..., g, € G tais que,

X = Ug‘lX O(x)).
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Em particular existe i € {1,...,n} tal que z € g; (X — O(z)), ou seja, g;(r) € X — O(x),
uma contradi¢do.

3) = 1) Seja Y um subconjunto ndo-vazio, fechado e invariante pela a¢do de G. Dado y € Y,
por hipétese temos que

YCX=0(y) Y,
ou seja, o tnico subconjunto de X ndo-vazio, fechado e invarinte por G € o préprio X.
Teorema 2.10. Se (X, G) é minimal entdo todos os seus pontos sdo uniformemente recorrentes.

Demonstra¢do. Mostremos que, dado x € X o conjunto N (V') é sindético para todo aberto

ndo-vazio V' C X. Por hipétese, existem gy, ..., g, € G tais que

X = UQJI(V)

Para cada g € G temos que, existe 1 < i < n tal que g(z) € g; ' (V), ou seja,
g:g(x) € V. Concluindo, existe um conjunto finito K = {g1,...,9,} C G tal que, para todo
g € Gexiste g; € K tal que g;g € N(V). O

2.1.4 Sistemas de Bebutov

Considere G um grupo ou semi-grupo enumeravel e A um espaco métrico
compacto, denote por A“ o conjunto de todas as funcdes definidas em G' assumindo valores em

A. Se dg(, ) denota uma métricaem A e G = {g1, g2, . . .} € uma enumeragio de G, defina,

d: AxA — R

(f.h) — ZdG(f(ggi,h(gn))

n>1

E facil mostrar que d(, ) define uma métrica em A®, a partir das propriedades da métrica em A.

Definimos a aco regular de G em A%: dados f € A% e gy € G pomos

gof : G — A
g — f(g990)-

Feita estas considera¢des podemos definir um novo sistema.

Defini¢fio 2.11. Um sistema de Bebutov é um par (X, G), onde X é um subconjunto de A
fechado e invariante sobre a acdo regular de G. Denominamos por dindmica simbdlica um
sistema de Bebutov no qual \ ¢ finito com a métrica discreta e G = N ou G = 7, nestes casos,

A é denominado alfabeto da dindmica ou apenas alfabeto.

Exemplo: Seja A = {0,1} e G = N, entdo os elementos de A podem ser

vistos como sequéncias de zeros e uns, e também no caso geral de dindmicas simbdlicas, os
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elementos de AN podem ser vistos como sequéncias de simbolos do alfabeto A.
Vamos agora enfocar nosso estudo na dindmica simbdlica, considerado o
semi-grupo N = {0, 1,2, ...}. Definimos a aplicacdo de deslocamento (shiff) que serd usada no

decorrer deste trabalho,

o AN — AN
(ro,x1,...) —> (T1,22,...),

0 nosso proximo resultado garante a continuidade da aplicagdo o.
1
Proposicao 2.12. Seja AN uma dindmica simbdlica, se d(z,y) < on entdo x; = y; para

1
i =1,...,n. Poroutro lado se v; = y; parai =1, ... n entdo d(z,y) < TEEE

Demonstracdo. Suponha que z; # y; para algum ¢ < n entdo

1 1
d > — > —
(z,y) > 5 2 Gu
por outro lado se x; = y; parat = 1, ..., n entdo
da(wi, yi)
d = —_—
i>n+1
< 1 1+ + !
- 2 2n
1
- 1-— 1 (1 _ 2"+1)
2 (1-3)
1
o on+1

]

Definicao 2.13. Cada sequéncia finita de elementos de A, W = wy . .. wy, € denominada uma

] r / .
palavra. Dizemos que W ocorre em outra palavra W' = wy .. . wy, se para algum j tem-se
o o
Wy = Wy ..., W = W,y

Em particular, se j = 0 dizemos que W é um prefixo de W' e denotamos por W < W', Se
j+k = p, dizemos que W é um sufixo de W'. Se um sufixo de W é prefixo de W', dizemos que
W se sobrepde a W', ou que W e W' se sobrepdem.

A mesma nog¢do pode ser estendida para dizer que uma palavra I ocorre em

uma sequéncia infinita (w; );en.

Proposicio 2.14. Em uma dindmica simbélica, uma sequéncia w € AN é recorrente via a

aplicagdo o se, e somente se, cada palavra que ocorre em w ocorre uma segunda vez.
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Demonstragdo. Esta demonstracdo € simples e pode ser encontrada em [8]. [

E claro que nesse caso, cada palavra ocorre infinitas vezes, e um argumento
semelhante pode ser aplicado usando apenas palavras iniciais wy ... w ja que estas contém
todas palavras que ocorrem em w. Usando a proposi¢do anterior podemos descrever um for-
mato geral para sequéncias recorrentes, como toda palavra que ocorre em w ocorre novamente

infinitas vezes, temos que sequéncias recorrentes possuem o seguinte formato,
w = [(aWDa) WP (aWDa)]WS[(aW D)W (aWWDa)], ...

ondea € Ae W, W@ W sio palavras formadas por elementos de A.

Proposicao 2.15. Em uma dindmica simbélica, uma sequéncia w € AN é uniformemente re-
corrente se, e somente se, cada palavra que ocorre em w ocorre infinitas vezes em intervalos

limitados entre duas ocorréncias.

Demonstracdo. Esta demonstracgdo € tdo simples quanto a demonstragdo da proposicao 2.14 e

também se encontra em [8]. 0

2.2 SEQUENCIAS STURMIANAS

2.2.1 Funcao de Complexidade

Seja w uma sequéncia de simbolos em algum alfabeto finito. Denotemos por
L(w) o conjunto de todas as palavras finitas que ocorrem em w. O conjunto L(w) é denominado
a linguagem de w, e denotamos por L, (w) o conjunto de palavras de comprimento n ocorrendo

cm w.

Definicao 2.16. A funcdo
P : N — NU{+o0}
n +—— F#L,(w),

é denominada func¢do de complexidade de w.

Se estivermos com uma sequéncia w fixada, podemos simplificar a notacdo
para p(n), sem risco de confusdo. Dentre as sequéncias num alfabeto finito, destacam-se as

sequéncias periddicas, por sua simplicidade.

Defini¢do 2.17. Uma sequéncia w € AN é denominada pré-periddica se existem inteiros

p,no > 0 tais que wy,, = wy, para todo n > ny.

Observe que se w é pré-periddica entdo p € limitada. Reciprocamente, se
existe n > 1 tal que p(n) = p(n+ 1) entdo w é pré-periddica. Ou seja, se w ndo € pré-periddica

temos que p(n) > n + 1 pois p é crescente e p(1) > 2, caso contrario w seria constante.
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Decorre da defini¢do que sequéncias com fungdo de complexidade p(n) =
n+ 1 para todo n sdo sequéncias num alfabeto de duas letras, uma vez que p(1) = 2, neste caso

vamos assumir que A = {0, 1}.
Proposicao 2.18. Toda sequéncia com fungdo de complexidade p(n) = n + 1 € recorrente.

Demonstra¢do. Suponha que exista uma W € L, (w) que ocorra um ndmero finito de vezes e

que deixe de ocorrer apds um indice k£ > 0, deste modo a sequéncia v dada por
Up = Wyt com n > 0,

é tal que, L,(v) C L,(w) estritamente, mas W ¢ L,(v). Deste modo, p,(n) < n pois
pw(n) = n + 1, mas isto implica que v é pré-periddica for¢ando que w também o seja, o que
€ uma contradi¢ao. Concluindo, cada palavra que ocorre em w ocorre infinitas vezes, logo w €

recorrente. L

Proposicdo 2.19. Se w é uma sequéncia com fungdo de complexidade p(n) = n + 1, entdo 00

e 11 ndo ocorrem simultaneamente em w.

Demonstra¢do. Como p(2) = 3 existem exatamente trés palavras de tamanho dois, como 0 e
1 ocorrem infinitas vezes, depois de algum 0O deve ocorrer algum 1 e vice e versa, pois caso

contrdrio w seria pré-periddica, deste modo ou 00 ou 11 ndo pode ocorrer em w. [l

Definicao 2.20. Seja W = wy . . . w,, uma palavra em algum alfabeto A. Denotamos por |W | =
n + 1 o comprimento de palavra W, ou seja, o niimero de letras que ocorrem em W. E dado

a € A, denotemos por |W |, o niimero de vezes que a letra a ocorre em W.

Definicao 2.21. Uma sequéncia w em duas letras é dita balanceada se, para qualquer par de

palavras W e V' de mesmo tamanho que ocorrem em w tem-se,
W =V < 1.

Lema 2.22. Se w ndo ¢é balanceada entdo existe uma palavra W possivelmente vazia tal que
0WO0 e 1W1 ocorrem em w.

Demonstragcdo. Se w ndo € balanceada existem duas palavras /' e V' de mesmo tamanho tais
que
(W= [V]i =2

Afirmagdo: Podemos supor que |WW|; — |V'|; = 2. Denote por W}, Vj, os prefixos de tamanho k
de W e V respectivamente e por dy, = |Wy|; — |Vi|1. Note que dy = 0 e d,, > 2. Temos ainda

|dkr1—di| = [[Wiit 1= Visi 1= ((We1— Vi 1) | < max[[Wiyi[1—|Weli]—min[|Vi 1|1 —[Vil1]
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donde se conclui que |dy 1 — di| é sempre igual a zero ou um. Sendo assim, para algum
2 < k < ntemos que d = 2.

Sejam A e B palavras de tamanho n minimo tal que |A|; — |B|; = 2 e escreva
A=ay...a,1e B =1by...b, 1. Observe que ayp = a,,_1 = 1 e by = b,_1 = 0, pois caso
contrario poderiamos encontrar um par de palavras de tamanho menor tal que a diferenca de
ocorréncias do simbolo 1 entre elas seria 2. Agorase 1 < k£ < n — 2 temos que a = by, pois
se algum a; # b em 1 < k < n — 2 entdo

Al =B = 3.

O]

Proposicao 2.23. Uma sequéncia w possui fungdo de complexidade p(n) = n+1 se, e somente

se, € balanceada e ndo é pré-periddica.

Demonstracdo. Ja vimos que sequéncias de complexidade n + 1 ndo sdo pré-periddicas. Supo-
nha que w ndo seja balanceada. Pelo lema 2.22 podemos obter uma palavra 11 tal que, 00 e
1W1 ocorram em w. Esta palavra é ndo-vazia pois em sequéncias de complexidade n + 1, 00
e 11 ndo ocorrem simultaneamente pela proposi¢cao 2.19. Seja n + 1 com n > 0 o menor valor
possivel para |I¥|. Tomando A = 0W0e B = 1W 1, vemos que

1Al = [Bi][ 2 2, e |[A[=[B]=n+3.

Escrevendo W = wy ... w,, tem-se para 0 < k < n wy = w,_x, ou seja W é um palindromo,

pois por exemplo, se w; = 0 e w,_; = 1 temos que
O'wo . wk,10 € 1wn7k+1 ce U}nl

estariam ocorrendo em w obtendo um par de palavras ndo balanceadas de comprimento k +2 <
n + 3, um absurdo.

Temos exatas n + 3 palavras de comprimento n + 2 e n 4+ 2 de tamanho
n+ 1. Para cada j, existe exatamente uma palavra de tamanho j em w que pode ser estendida (a
direita ou a esquerda) de duas maneiras. Como W pode ser estendida de duas maneiras, tanto
pela direita quanto pela esquerda, temos que ou 0WW ou 1W € a tinica palavra de tamanho n + 2
que pode ser estendida de duas maneiras pela direita. Suponha que seja 0.

Afirmacdo: Se ¢ € uma posi¢do de ocorréncia de 111, entdao 0 ndo ocorre
em W; . . . Wit2n+3-

Note que
|wi...wi+2n+3| = 2%+4,‘1W1| =n+3e |0W| :n+2,

e portanto se OV ocorrer em w; . . . w; 2,13 entdo 0W deve se sobrepor a 11 1. Suponha que
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O0W se sobrepoe a 1W 1, temos que 11W'1 comega em ¢ e termina em ¢ + n + 2, sendo assim 0W

comega em ¢ + ng para algum 1 < ng < n + 2 e termina em
t+n+ng+1<1+2n+3.

Portanto, se 0WW se sobrepde a 111 entdo OW comeca depois de w;, digamos que em wy.
Sendo assim

Owg ... Wp_p =W ... w1,

ou seja, wy = 0 e w,_; = 1 contradizendo o fato de que IV € um palindromo.

Concluindo, existem n + 3 palavras de tamanho n + 2 ocorrendo em

Wi - - - Wit2n+3,

como OW ndo ocorre e p(n + 2) = n + 3 pelo menos uma delas ocorre duas vezes. Por outro
lado, como OW € a unica palavra de tamanho n + 2 que pode ser estendida de duas maneiras
temos que w € pré-periddica, uma contradicao.

Reciprocamente, se existe algum n tal que p(n) < n entdo w seria pré-
periédica. Suponha agora que existe n tal que p(n) > n + 1, e seja ny o menor valor tal
que p(no + 1) > ng + 3. Note que ny > 0 pois p(1) = 2. Como p(ny) = no + 1 existem duas
palavras U, V' de tamanho n( que podem ser estendidas pela direita de duas maneiras. Como n
¢ o menor valor com esta propriedade temos que U, V' diferem apenas na primeira letra ou na
dltima letra. Suponha que difiram na primeira letra. Concluimos que existe W tal que U = O0W
e V = 1W, e portanto 010 e 1V 1 t€m o mesmo comprimento € ocorrem em w. Portanto w

ndo é balanceada. O]

Dada uma sequéncia balanceada e que nao € pré-periddica, existe um nimero
irracional (que denominaremos adiante como frequéncia da letra 1 na sequéncia). Note primeiro
que, uma palavra de tanho kq-+r pode ser escrita como a concatenacio de k palavras de tamanho

q € uma palavra de tamanho r, usaremos este fato para demonstrar a seguinte proposi¢ao.
Proposicao 2.24. Se w tem fungdo de complexidade p(n) = n + 1 entdo o

1i |w1...wn|1
m —
n—oo n

estd bem definido e é irracional.

Demonstragdo. Seja a,, = min{|W|, : W € L,(w)}. Como w é balanceada, |w; ...wy,|; é
igual a a,, ou a a,, + 1. Portanto basta mostrar que o limite de a,, /n existe e € irracional.

Durante a demonstracao usaremos o fato de que,

am+an§am+n§am+an+1a
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que também se deve ao fato da sequéncia ser balanceada. Dado n > ng > 1, fixe ¢ com q* < ng

€ escreva
qg<k

n = qk +r com
0<r<gqg.

Como r < ¢ < k temos que

S

<

S
S

Com um simples argumento por inducdo obtemos que
ka, < aggrr < k(ag+ 1)+ 1.

Usando a segunda parte dessa desigualdade temos que

k r
n <k 1 & S <= 1)+ —
an < k(ag+1)+r n _n(aq+ )+n
an, 1 1 a 2
& < (e +)+-="2+=.
q q q q

Por outro lado, ka, < a,, € como n > a, > ka, > ra,, temos que ra, — n < 0. Portanto

e - (220
)

Resumindo,

Portanto dados m,n > ng

de modo que a sequéncia (a,,/n) é de Cauchy.

Suponha que a,,/n — p/q, com p,q € Z, e ¢ # 0. Novamente por inducéo

temos que
ka, < apn < agn +1 < k(a, +1) .

Portanto se n|n’, entdo

a_ngan/<an/+1§an+1'
n n' n' n

aganrl

Deste modo temos que a subsequéncia <a22nﬂ) nao decresce enquanto que ( g
q 2nq

) nao cresce,

s6 que ambas convergem para p/q de modo que p ¢ igual a a, ou a, + 1. Se p = q, entdo

agng = 2"p para todo n; mostremos que isso € um absurdo.

Como w ndo é periddica, existe U € L,(w) tal que |U|, = a, + 1. Por outro
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lado, como w € recorrente, U ocorre um nimero infinito de vezes e portanto deve ocorrer em
duas posicdes congruentes médulo g. Portanto podemos encontrar uma palavra de tamanho 2"¢
que pode ser escrita em palavras de tamanho g com pelo menos duas ocorréncias de U assim o

numero de 1’s que ocorrem nessa palavra € no minimo 2"a, + 2 logo 2"a, = 2"p < agng. U
Definicao 2.25. Se w é uma sequencia com fun¢do de complexidade p(n) = n + 1, entdo o
nuimero irracional

]wl e ’UJn|1

a = lim
n—oo n

dado pela proposicdo 2.24 é denominado a frequéncia da do simbolo 1 em w.

2.2.2 Sequéncias Geradas Por Rotacgoes
Dado um ndmero real x, denotamos por || a parte inteira de x, ou seja
|lz] =max{n € Z:n < x}.
A parte fraciondria de x é denotada por {z} = x — | x| e o teto de x por
[] = min{n € Z : x < n}.

Definicao 2.26. Uma sequéncia de rota¢do é uma sequéncia w tal que, existe um niimero irra-

cional o € (0, 1) e um niimero real 3 tal que,
wp = [(n+Da+p] = [na+p5],

w, = [(n+ 1)a+ ] — [na+ B],

para todo n > 0. O niimero o é chamado angulo ou inclinagdo da sequéncia enquanto 3 é o

intercepto ou ponto inicial.

Sequéncias de rotagdes estdo diretamente relacionadas com rotagdes, que sao
aplicacdes de T = R/Z sobre si mesmo. Considere a rota¢do

R,: T —» T
r +— x+amodl.

Considere dois intervalos [, /; definidos por
[O: [O,l—a)e[l = [1-&,1),

ou
10:[0,1—06]611:(1—0(,1).
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Assim, a sequéncia de rotagao definida por a e § é a sequéncia dada por

w, = 1, (R2(B)) paran > 0.

A escolha dos intervalos [, I; depende das escolha na defini¢do 2.26. Esta
escolha € irrelevante, exceto no caso em que existe um inteiro positivo n tal que 5 + na seja in-
teiro. Isto é, quando (3 é congruente a —na moédulo 1, a e 3 definem duas sequéncias diferentes

dependendo da escolha dos intervalos.
Proposicao 2.27. Uma sequéncia de rotagdo w é balanceada e ndo é pré-periddica.

Demonstracdo. Como « é irracional, € 6bvio que w ndo € pré-periddica. Para cadan > 0 temos
que
Wy, ... Wnt = [(n+ k+Da+ 6| — [ka+ 5] .

Podemos ver que, para cada n fixo este nimero pode tomar apenas dois valores, | (n + 1)a] ou

|(n 4+ 1)a| + 1, portanto a sequéncia w é balanceada. O

Definicao 2.28. Dizemos que um conjunto E de palavras finitas é balanceado se, para cada
par de palavras A, B € E e cada par de palavras de mesmo tamanho U,V que ocorrem em
A, B temos que

V= [Uhl<1.

Lema 2.29. Se E,, é o conjunto de palavras balanceadas de tamanho n entdo

#E, <n+1.

Demonstra¢do. Para n = 1 temos que F; = {0,1} logo #E; = 2. Suponha o resultado
vélido para algum n > 1. Se #FE,, ;1 > n + 3, os prefixos de tamanho n formam um conjunto

balanceado, pela hipétese de indugao. Agora pelo menos dois destes prefixos
V:UO...vn_leU:uo...un_l,

podem ser estendidos a direita de duas maneiras. Seja 7 o maior indice tal que, v; = 0O e u; = 1.
As duas palavras

Vj .. .Un_lo € Uj.. -un—l]-
ocorrem em V0, U1 respectivamente e ndo sdo balanceadas, um absurdo. O]

Lema 2.30. Se u e w sdo sequéncias com func¢do de complexidade p(n) = n + 1 e possuem

mesma frequéncia o entdo L(u) = L(v).
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Demonstracdo. Como w e u possuem mesma frequéncia, ou seja

lim |w0...wn|1 — lim |’LLO...Un|1

segue que
inf{|Wly : W e L,(w)} =inf{|V], : V € L,(u)},

para todo n. Portanto o conjunto L, (w) U L,,(u) é balanceado, e pelo lema 2.29 temos que
n+1=#L,(w) =#L,(u) < #L,(w) U L,(v) <n+ 1.

Portanto L,,(w) = L, (u) para todo n, e por fim L(w) = L(v). O

Proposicao 2.31. Toda sequéncia w com fungdo de complexidade p(n) = n+1 é uma sequéncia

de rotagado.

Demonstragdo. Sejam « a frequéncia de w e u a sequéncia de rotacdo com angulo « e intercepto
B = 0. Note que
[ug ... upl1 = [(n+ 1)a] .

Mas

‘W’;—;l)od_a‘ _ ‘ L(n+1)<:lJ+—1(n+1)a ) niy

temos que u possui mesma frequéncia de w, assim pelo lema 2.30 temos que L(u) = L(w),

logo existe uma sequéncia de inteiros (ny) tal que
w = limo™u .

Portanto w € uma sequéncia de rotagdo. [

Definicao 2.32. Uma sequéncia w é denominada Sturmiana se satisfaz uma, e portanto todas,

as condigoes equivalentes abaixo:
1) w tem funcdo de complexidade p(n) = n + 1 para todon > 1,
2) w é balanceada e ndo é pré-periddica,
3) w é uma sequéncia de rotacdo,
4) w é gerado por uma rotagdo.

Proposicao 2.33. O sistema (X, 0), gerado por uma sequéncia Sturmiana w € bijetor exceto

em um ponto que possui duas pré-imagens.
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Demonstracdo. Seja u € X, existe uma sequéncia de inteiros (ng) com, limn, = oo e
limo™w = u, seja pp = ny — 1, existem v € X, e uma subsequéncia de (p;) que denota-

remos do mesmo jeito (py) tal que lim oP*w = v, deste modo

c(v) = o(limo?(w)) = o(limo™ (w))

= limo™(w) = u.

Concluindo, todos elementos de X, possuem uma pré-imagem. Para cadan > 1 existem exatas
n + 1 palavras de tamanho n ocorrendo em X, todas elas podem ser estendidas pela esquerda,
pois w € recorrente, para cada n apenas uma palavra W, de tamanho n pode ser estendida pela
esquerda de duas maneiras, como o prefixo de W, ; também pode ser estendido pela esquerda
de duas maneiras temos que

Wn < Wn+1 ;

para todo n, logo existe apenas uma sequéncia v = lim W,, em X, que possui duas pré-imagens.
]

Definicao 2.34. Em um sistema (X, 0), com w Sturmiana, a inica sequéncia que possui duas

pré-imagens, dada pela proposicdo 2.33, é chamada sequéncia caracteristica e denotada por

*

w-.

2.3 FRACOES CONTINUAS

O objetivo desta secdo € apresentar uma outra maneira de representar nime-
ros reais, a representacao por fragdes continuas, que sempre apresenta aproximagdes racionais

surpreendentemente boas, além de ser natural e conceitualmente simples.

2.3.1 Representacio em Frac¢des Continuas
Dado z € R definimos recursivamente oy = x, a,, = |, | € se «,, ¢ Z entdo

1

an—f—l — )
n — On

para todo n > 1. Se, para algum n > 1, o, = a,, temos

def 1
x = |ag;as,...,a, = ag+ T
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Se nao, denotamos

[ao;al,dg,...] = ag + 1
ot
as + —

O sentido dessa tltima notagdo ficard claro na proposi¢do 2.38. A representacio acima se chama
representacdo por fragdes continuas de x ver [12].

Note que, para x irracional temos que
r =agp+ [0;a1,a,...]

e que [0;ay, as,...] é a expansdo em fracdes continuas de x — |x] € [0,1). Vamos retringir
nosso estudo de fragdes continuas a nimeros reais pertencentes ao intervalo [0, 1).
Vejamos agora como os inteiros a,, estdo relacionados com a tranformacao de

Gauss definida a seguir.

Definicdo 2.35. A transformagdo de Gauss € a aplicagdo T : [0,1) — [0, 1) dada por,

1 1
- — {—J , sex #0
x x
T(x) =
0, sex = 0.
Dado = € (0,1) temos que ;; = £ de modo que

o Bl

se oy nao é inteiro entao

1 1
= _ — :> — JR—
aj—a; 1 MEJ Tz {TxJ ’
x

Qg =
x
deste modo temos que se «,, ndo for inteiro temos que

1 1 1

Gnt1 = a, —a, 1 1 Try’
Tr—1g Tr—1g

1
a, = )
Tr—1g

Definicao 2.36. O niimrero a,, definido acima é chamado o n-ésimo quociente de x enquanto

ou seja
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que o niimero racional

Pn
— = [ao;al,...,an]

4n

é chamado o n-ésimo convergente de x.
Listaremos agora um pequena lista de propriedades das sequéncias (a,,) e
(Pn/an)-

Proposicio 2.37. A sequéncia de convergentes (p,/qy) satisfaz as seguintes propriedades

1) Para todo n > 2 temos que,

DPn = GnPn—-1 + Pn—2 € Qn = AnQn—1 + qn—2

2) Paratodon > 1ex € [0,1) temos que,
Dn + pn—lTn<33)

dn + Qn—lTn(f) ’

b) Pn-1Gn = Prgn-1 = (—=1)",

a) r =

¢) pn(7) = qnr(T).

Demonstragdo. Ver [7]. OJ

Uma vez que a,, > 1, concluimos que p,, > pn—1 + Pn—2, OU S€ja, Py, € Gy

crescem pelo menos como a sequéncia de Fibonacci.
Como o nome sugere, dado um nimero irracional x a sequéncia dos conver-

gentes (p,/q,) converge para x, mostremos este fato na préxima proposicao.

Proposicao 2.38. Seja x € (0, 1) um niimero irraconal, entdo

lim — ==x.
n—oo qn

Demonstragdo. Pelo item 2.a da proposi¢ao 2.37 temos que

T = Pn + pn—lTn(x)
dn + anlTn<x> .

Portanto

o Pn _ @aPnt @Paa T (T) = Prdn = Patna T (2)
an Qn(Qn + Qn—lTn(x))
Tn<x> (pnfl%m - anlpn>
Gn(Gn + @1 T™(2))

Y
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agora pelo item 2.b da propos¢do 2.37 temos que

T"(x) _ 1
Qn(Qn + qn_lT”(l’)) q72L'

Pois 0 < T"(x) < 1€ gn,qn—1 > 1 paran > 1. Sabendo que ¢, — oo segue o resultado. [

2.3.2 Interpretacao Geométrica dos Quocientes

Sejam 6_; = 1 — a, g = ae Jy = [0, ) um intervalo de tamanho ¢&y. Note

que

1 1
alz{—J:>a1§—<a1+1:>a1a§1<(a1+1)a,
(0% (6%

ou seja cabem a; intervalos de tamanho o em um intervalo de tamanho 1. Sejam
H1 = [ala,l) 6(51 = |H1| =1- a1 .

Transladando H; para a origem obtemos J; = [0, 1 — a ) com |J1| = d1, e

51 1-— a1 1 1 1

— = _ — — —_ — — — = T

o a a T _on (@)
portanto

1 do
as=|=—\|=|=1 -
S T() 01 |

Logo

)
a2§5—0<a2+1:>a251§50<(a2—|—1)51,
1

ou seja cabem as intervalos de tamanho d; em Jy. Sejam
Hy = [as01, ) e 63 = |Hy| = (1 4+ ara2)ox — as .

Novamente transladando H; para a origem, obtemos Jy = [0, (1 + ajas)a — ag) com |Jo| = 05.

Pela defini¢do de 6, vemos que

) )
a= 12 + 2 222—1——2.
1+aia 14+aia2 q @

Podemos determinar quantos intervalos de tamanho ¢, cabem no intervalo Js,
definir o intervalo remanescente H3, transladd-lo a origem e obter .J5 de modo que |J3| = d3 =

| H3|. Suponha definidos Jy, . . ., Ji intervalos com a propriedade acima, defina

Hir1 = [ak410k, Op—1) € Opy1 = |Hit1| = Sp—1 — ap416k,

mostremos que Oy 1/0x = T" () para k > 0.
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Os casos k = 0, 1 ja foram analisados. Suponha indutivamente que §;/d;_1 =
T'(a) para 0 < j < k, pela definigdo de 4y, ; temos que

Okt1 _ Or—1— @10k _ Op1 a
5, o 5 k1

Mostremos agora que, para todo k£ > 1

aqr — px, seképare
Oor = |Ix| = (.
Pk — aqg, sek éimpar.

Para k = 1, 2 isto ja foi provado. Suponha que a afirmac¢ado acima seja verdadeira para 0 < j <

k. Se k € par entdo k£ — 2 também € enquanto k£ — 1 é impar, portanto

0 = Op—2 — aplp—1
= (O@k72 - pk72) - ak(])kq - 04%4)
= o(qr-2 + ak@r-1) — (Pr—2 + axPr—1) = Qqr, — Dy -

De modo anélogo, se & for impar entdo

0 = Op—2 — aplp—1
= (—agk—2 + pr—2) — ap(—pr—1 + aqr_1)
= —a(qr—2 + axqp-1) + (Pr—2 + axPr—1) = —q; + P -

Podemos assim definir a seguinte sequéncia (g )x>_1 por
bi=1—-a,6=a6 =1—(a1+1aed, = (—1)(gra — pp) para k > 2.

Por defini¢do, temos que

Ok—1 = @410k + O+1,

para todo k£ > 0.
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3 REPRESENTACAO S-ADICA

3.1 REPRESENTACAO S-ADICA ADITIVA

Considere v um niimero irracional pertencente ao intervalo (0, 1) e considere

as duas transformacdes de intercambio de intervalos (tii),

R,:[-o,1—a) = oyl —a)e Ry : (—a,1 —a] = (a,1 —qf

dadas por
Ru() = T+ a, ser € [—a,1 —2a)
r+a—1, sexel—2a,1—q)
e
-éa(m): x+ a, sex € (—a, 1 —2q]
r+a—1, sex e (l—2a,1—aq]

Ambas sdo conjugacdes de rotacdes, ao identificarmos os pontos —a e 1 — . O estudo das
transformacoes de intercambio de intervalos foi iniciado em [11], e pode ser generalizado para
funcdes lineares por pedacos em mais de dois intervalos, que ndo sdo conjugadas a rotagdes.
Uma sequéncia Sturmiana w de inclinagdo « e intercepto 3 € [—a, 1 — «) é
a sequéncia w dada por
wa = x1, (R(B)) paran > 0

ou

Wn = X1 <}§an(5)> paran > 0
onde I; = [1 — 2a, 1 — «). Introduzimos ainda a nota¢do I/, = [—«, 1 — 2«) para o intervalo
complementar.

Dado um intervalo I C [—«, 1 —«) podemos definir uma rotagdo denominada
rotagdo induzida dado por
Rr: I — I
z — R(2).

Onde r(xz) = min{n > 1: R? € I} denominado tempo de retorno de z.

Definicao 3.1. Seja w uma sequéncia Sturmiana, pela proposicdo 2.19 temos que 00 ou 11 ndo
ocorrem simultaneamente em w. Quando 11 ocorre em w, dizemos que w é do tipo 1; quando

00 ocorre em w, dizemos que w é do tipo 0.

Note que w € do tipo 1 se, e somente se, o > %

Se i € {0, 1}, denotamos por 7; 0 morfismo dado por

(i) =1 e 7;(i) =i
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em que ¢ denota o elemento de {0, 1} diferente de i.

Dada uma sequéncia w do tipo i, queremos obter uma sequéncia w’ tal que

w=0c’or(w),

em que b = 0 se, e somente se, wy = i. Obtemos w’ através da tii induzida em I;.
Considere primeiro o caso em que o > 1/2, ou seja, w é do tipo 1. Temos

trés possibilidades para R, (z):

se © € Iy entdo R,(z) € [
se v €[l —2,2—3a) entdo R,(z) € I
se € [2— 3,1 — ) entdo R,(x) € I,

Denotando por 1Y = [1 — 2a,2 — 3a) os pontos de I; que possuem tempo de retorno igual a
dois, e por I} = [2 — 3a, 1 — ) os pontos de I; que possuem tempo de retorno igual a um, a tii

induzida em /; é dada por

Ry (2) Ro(z) se z el
€Tr) =
h R%*(z) se zel.

Mostraremos adiante que se 5 € I; entdo a sequéncia w’ dada por
wy, = X1 (R, (B)) para n >0,

étal que Ty (w') = w. Ese § € I e B/ = R, *(/3) entdo a sequéncia w’ dada por

w, = X1 (R}, (7)) para n >0,
¢ tal que 0 o 71 (w') = w. Para mostrar estes fatos, considere o seguinte lema.
Lema 3.2. Para todo n > 0,

1) Se B € I, entdo R} (B) = RE(B), onde p = |11 (wp) ... 71 (w),_,)| e a sequéncia (w,) é

n—1

dada por
w, = X1} (R?l(ﬂ)) :

2) Se B elyeff = R (B) entdo R} (f') = RE~'(B), onde p = |11 (wg) ... 7 (w;,_,)| ea

sequéncia (w!,) agora é dada por

w;, = X1} (R?l(ﬂl)) :

Notacdo: uma palavra denotada por wy - - - w,,—; € vazia paran = 0.
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Demonstragdo. Para n = 0 ndo hd o que demonstrar. Suponha o resultado vélido para algum
k > 0, ou seja
R}, (8) = Rh(B) onde p = |7i(wp) ... 71 (wiy)|.

Note que
RiH(B) = Ruy (R, (8)) = Biy (RE(B))

Temos assim duas possibilidades para R’;;rl (6).
Se R?(B) € I] entdo wj, = 1 e R’;jl(ﬁ) — Rr1(f) portanto

/

0wl = |m(wy . wi_ )| + [ (wy)| = p+ 1.

|71 (wy

Agora se R2(3) € I{ entdo wj, = 0 e R} (B) = REF?(3) logo

!/

wp)] = [m(wo - wp )]+ [ ()| = p 4+ 2.

\Tl(wé .

E isso encerra o primeiro caso; a demonstragdao do segundo € andloga. O

Proposicao 3.3. Dada uma sequéncia Sturmiana w do tipo 1, existe uma vinica sequéncia Stur-
miana w' tal que
w=oc"or(w), be{01}.

Além disto, b = 0 se, e somente se, wy = 1.

Demonstracdo. E imediato que b = 0 implica em w, = i. Considere primeiro o caso em que
a > 1/2, ou seja, w é do tipo 1.

Seja 5 € I, ou seja wy = 1. Mostremos que a sequéncia w’ dada por

w, = xn (R, (B)) para n >0,

é tal que 71 (w’) = w. Com isto, teremos provado que b = 0. Provaremos agora que, para todo
k > 0, temos que 71 (wy . . . w;,) € um prefixo de w. Uma vez que |7y (wy ... w; )| — oo quando
k — oo podemos concluir que 71(w’) = w. De fato, para k = 0 temos dois casos, se § € I{
entdo wy = w), = 1 de modo que 71(w)) = wy. Agora se 3 € I temos que wow; = 10 e
w(, = 0 ainda assim temos que 71 (w}) = wow;. Suponha o resultado vdlido para algum &k > 0,
ou seja

T(wy. .. wy) =wp...w, paraalgum n > k.

Se w;, = 0 temos que 71 (w},) = 10, portanto, lembrando que w ¢é do tipo 1,

temos que w,,_1w,w,+1 = 101. Agora pelo lema 3.2 temos que

R} (8) =Ry '(B) € I{ = RiTY(B) = RLT(B).
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Sabemos que R*'(5) € I, se R (B3) € I} entdo wy,, = 1 e portanto
T (W -+ - Whyq) = Wo - . . Wyt

Agora se R"™1(B3) € I?, entdo wy,,; = 0,86 que wy, 1o = 0, logo
T Wy - .- Whyq) = W - . . Wna.

!/ z / / 2
Se w;, = 1 mostra-se de modo andlogo que 7 (wj ... wj_, ) € um prefixo de

Considere agora § € I ainda com o > 1/2, ou seja, uma sequéncia do tipo

1 comegando de 0, sejam 3’ = R_'(5) e

w, = x5 (R}, (B) para n > 0.

Mostremos que o o 71 (w') = w.

Usaremos novamente o Lema 3.2. Temos que
2 (3) = R2\(B) onde p = |mi(w) ... m(w)_y)]
Note que para n = 0 temos que, w;, = wy = 0 pois § € Iy de modo que
oo (wh) =wp .

Suponha o resultado vélido para £ > 0, ou seja

/

/
o wy) = lwg ... wy,

Tl(w

de modo que o o7y (w') é um prefixo de w, note que temos novamente mais dois casos a analisar.
Se wj;, = 0 temos que 71 (wy},) = 10, pelo fato de que w € do tipo 1 temos que

Wp—1WpWp+1 = 101 e pelo lema 3.2 vemos que p = n logo
Ry, (8) = Ry (B) € I},

de modo que R} (8') = Ry, (Rr(8)) = Rv(8). Agora se R(j) € I entdo w) ; = 1
de modo que

/ / .
goT(Wy... W)= W...Wni1-

Por outro lado, se R?(3) € I?, entdo wj, +1 = 0,56 que wy, 42 = 0 e ainda assim temos que

!/ /
goT(Wy... Wyyy)=Wo... Wnyo .
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Para o caso de w;, = 1 a demonstracao é andloga. Conclusao, para todo k£ > 0

temos que o o 7y (wy . . . wy,, ;) € um prefixo de w, ou seja
w=ocomn(w).

Por fim, o casoem que o < 1/2e 3 € Iy éidénticoaocasoa > 1/2e 5 € I,

enquanto o caso o < 1/2e € I; éidéntico ao caso o > 1/2 e [ € I,. ]

Corolario 3.4. Dada uma sequéncia Sturmiana w, existem sequéncias (ip)n>1 € (bp)n>1 com

valores em {0,1} e (w™),,>, de sequéncias Sturmianas tais que
I) w=c"or,0...00m01; (w(")) para todo n > 1.
2) Seipi1 =1y e by = 0entdob, = 0.
3) Sei,41 # i, entdo b, e b, ndo sdo ambos iguais a 1.

4) A sequéncia (i,,) ndo é pré-constante.

Demonstragdo. Note que i, é o tipo de w™ Ve b, =0 < wl"™ =1i,.
1) A afirmacdo 1 seque de n aplicagdes da proposi¢ao 3.3.

)

2) Por hipétese b,,11 = 0, logo w(()" = ipt1 = In. S€ b, = 1, temos que

w[(]”_l) +£ i, e, por outro lado,

w" = ghror, (w(”))

= 00T, (inwgn) .. )

= 0o (innn(wgn)) . ) = (lp...).

Uma contradicao, logo b,, = 0.

(n)

3) Suponha que b, = b, = 1, se b,y1 = 1 temos que wy = = 41 = %p, S€
b, = 1 temos que w(()n_l) = i, = in+1 SO que, pela mesma equacio acima temos que
w™ D = gbro Ti., (w(”))

= 00T, (inwgn) .. )

= 0o (inTin(w§n)) . ) = (lp...).

Outra contradi¢do.

4) Note que, se w(()") = 4, entdo

by =0<1= | (w)],
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se w(™ # i, entdo
by =1<2= |z, (wy").

Sendo assim, |0 o 73, 0... 00 o7, (wi™)| > 1 para todo n > 1, portanto

om0, .o0tmor (WW)=c"or,0...00%0 Tin(w(()n)) kT; O...0 Tin((w,gn))kzl) :
em que * denota a concatenacao.
Suponha que exista um ny, > 0 tal que i,, = i,, para todo n > ny. Pela

proposicao 3.3, paratodo £ > 1

n _ b b no+k
w™ = ghotiy o, oglrtky (w0t

_ bnp+1 ) b +k (n()"!‘k’) k (n0+k) )

= ogmotly, o...oomotkr o {wy * T (wj )j>1) -
O prefixo

+h
Ub”’0+17'in0 0...0 Jb"o+k7in0 (w(()no ))
.. . +k . - +k -

pode ser calculado explicitamente e vale i,,, se w(()”o ) = Ing» OU Iy, S€ w(()”o ) = Ing- Agora

k é arbitrario, e podemos tomar k — oo, para ver que w(™) é pré-constante, pois
k (Tl0+k?) He'e}
Ting ((wj )jz1) = iy

0 que contraria o fato de w(™) ser Sturmiana.
O

Lema 3.5. Sejam v,v' € {0,1}" comecando em letras diferentes e T é qualquer composicédo
finita entre Ty e Ty, entdo o comprimento do mdximo prefixo comum entre T(v) e T(v') é |T(01)|—
2.

Demonstragdo. Escrevendo 7 = 7, o ...7;,, fazemos indugdo sobre k. Para £ = 1 temos

T = Toou T = 7, € denotamos v = Ow e v' = 1w’ com w,w’ € {0, 1}V. Se 7 = 75 entdo

7(v) = 01p(w) = 00w
7(v') = 01l7mp(w') = 01w’

cujo maximo prefixo comum tem comprimento 1 = |75(01)| — 2. Se 7 = 7 entdo

7(v) = 107 (w) = 10w

(V') = 1 (w') = 11w

cujo méximo prefixo comum tem comprimento 1 = |7 (01)| — 2.

Suponha valido o resultado para algum £ > 1 e considere i, ; = 0. Denote
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agora v = Qaw e v’ = 1bw’ sendo assim

7(0)7(0m9(w)) sea =0

mom() = TOT(ml@w) =1 01m(w)) sea = 1

Escreva
- 179(w), sea =1
W=
To(w), sea =0

Sendo assim temos que 7 o 75(v) = 7(0)7(0w0) e note que
7o T19(v") = 7 0 To(1bw’) = 7(0)7 (170 (bw")).

Pela hipétese de indugdo, o comprimento do méaximo prefixo comum entre 7(0w) e 7(170(bw’))

vale |7(01)| — 2, portanto o maximo prefixo comum entre 7 o 75(v) e 7 o 7o(v") mede
[T(O)] + 7(01)] = 2 = [r o 70(01)[ — 2.

O caso 7,11 = 1 € anélogo. [

Proposicio 3.6. Qualquer par de sequéncias (i,)n>1 € (bn)n>1 com valores em {0,1} que

satisfazem 2-4 do coroldrio 3.4 define uma vinica sequéncia Sturmiana.

Demonstragdo. Suponha que (iy,)n>1,(b,)n>1 satisfazem 2-4 do coroldrio 3.4, e sejam u,v €

{0, 1}, pelo lema 3.5 temos que 0 maior prefixo comum entre
oot ...o™oT (u) e o™ or, ... .0 o, (V)
mede no minimo
1Ti, oo T, (intn)| — 2 —n = |7, ... 73, (in)] — 1 = 00

Quando n — oo, logo

o0

ﬂ — o'b1 OTi .. .O'bn O T, ({07 1}N)

i=1
contem um Unico ponto w, mostremos que w € Sturmiana. Seja v uma sequéncia Sturmiana
qualquer, entao

w= lim e o7, ...0" o1 (v).
n—o0

Os morfismos 7y e 7 levam sequéncias Sturmianas em sequéncias Sturmianas, e a complexidade
de w € menor ou igual que o limite das complexidades, ou seja, p,,(n) < n + 1. Temos assim
duas possibilidades, ou w é Sturmiana ou w € pré-periddica. Pelo fato de (i,,),>1 ndo ser pré-
constante, temos que w ndo é pré-periddica, ou seja ndo existe n tal que p,(n) < n, ou seja

Pw(n) = n + 1 para todo n, logo a sequéncia w é Sturmiana. O
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Definicdo 3.7. Dada uma sequéncia Sturmiana w, o par de sequéncias (iy,)n>1 € (by)n>1 dadas

pelo coroldrio 3.4 serd denominada representacdo S-ddica aditiva de w e denotada por (i, by,).

3.2 REPRESENTACAO S-ADICA MULTIPLICATIVA

Seja (i,, b,) a expansdo S-ddica aditiva de w, como (7,,) ndo é pré-constante

existe uma sequéncia de inteiros (ay) tal que,
10y ... = 09119207 . ..

e ar > 1 paratodo k > 2. Defina para k > 1,

k Sk
SE = E a; e cp = g b,.
]:1 n:Sk,1+1
Note que o par de sequéncias (ay) e (c,) satisfaz as duas propriedades abaixo.

1) Paratodo k£ > 1 temos que 0 < ¢; < ay. De fato,

Sk

Sk
Crp = Z b, < Z =5 — 841 = ag.

TL:Sk,1+1 7L=Sk71+1

2) Se cxy1 = apyq entdo ¢ = 0. De fato, se ¢y 1 = agyq entdo b, = 1 parasy +1 < n <
Sk+1. Como ig, # is,+1, pelo item 3 do coroldrio 3.4, temos que b,, = 0. Por outro lado,
in = 15, pParan = sx_1 + 1,..., s, temos, pelo item 2 do coroldrio 3.4 que b,, = 0 neste

intervalo, ou seja, ¢ = 0.

Definicao 3.8. Dada uma sequéncia (ay), com ay > 0 e ar > 1 para k > 2, uma sequéncia

(ck)k>1 satisfazendo
1) Paratodo k > 1 temos que 0 < ¢ < ay,.
2) Se cki1 = agyq entdo c = 0.

é chamada admissivel para (ay,).

Podemos escrever (b,,) do seguinte modo
biby ... = 071027212 L.

Em funcio disso temos que para cada k > 1,

a1—ci

w =T, e

o(coTy) o o(com)?o...om o (0 0T_1)* (w(s’“)) ,
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€M que Tx 1 = Tk—1 (mod 2) d€ modo a simplificar a notagdo. Observando que 7;0007; = g0 7'1»2

podemos simplificar ainda mais e obter assim uma nova representacao para w:

a1

w=0"01"00®?0oT7?0...00%0T*, (w(s’“)).

Sejam o/ = [0;1+ ay,aq,...] e
po=0,p1 =1epy=arpr—1+ pr2paran > 2,

go=1q¢=a+1eq = arqr—1 + g2 paran > 2,
ou seja, 2—: sdo os convergentes da expansdo em fragdes continuas de o', o proximo lema sera
util para mostrar que a sequéncia (ay) depende apenas da inclinagdo de w.
Lema 3.9. Para cada i € {0, 1} temos que,

1) Sei=Fk (mod 2) entdo

1 1

T ok (Do =qe —pr € |19t o TE (1)1 = pr -

2) Sei # k (mod 2) entdo

1

170" o ik (D)o = Qo1 — Pr—1 € |79t o TE (9) 1 = i1

Demonstragdo. Para k = 1 temos apenas 7" sendo assim

75" (0)|o = 1= g0 —po

751(0) = 0 =
6 (0) { 751 (0))s = 0 = py

|Tgl(1)|0 =ar=q — D1
I (D =1=m

Em resumo, o resultado é vélido em ambos os casos para £ = 1. Suponha o

(1) =091 =

resultado vélido para algum k£ > 1. Sei =k + 1 (mod 2) temos que

T o Tk o) = 15t oL Tk (1)

e portanto

1

O

175 o ek o T T (D)o = apgalTgt o Tt (D)o + 176t 0Tk (4)]o
= aps1(qr — Pr) + (Gr—1 — Pr—1)

= qk+1 — Prk+1
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e
w0 Tk o T (@l = aplrgt o T (Dl + gt o (1)
= Qgs1qk T Q-1
= Gk+1-
Suponha agora que i # k + 1 (mod 2) logo
T o T o) = T8 o Tk (4)
€ portanto
T o Tk oM (Do = gt o ... Tk (0o
= Gk — Pk
e
o Tk o T i)y = |yt o Tk (i)
= Pk

Por consequéncia deste lema temos que,

. Dk
o = lim—

gk
T(l
= lim |‘ 0

Lo ...Tgfl(i”l

ot o Tk (4)]

lim |w0 e qu_1|1 _
dk

ou seja, a sequéncia (ax) e portanto (i,) sdo determinados por . O préximo teorema mos-
tra como uma sequéncia Sturmiana w de inclinagdo o = [0;a; + 1, as, ...] estd unicamente

relacionada com uma sequéncia ¢ = (c) que satisfaz as condigdes,
0<cpr<ap e cky1 = axy1 = ¢, = 0 paratodo k > 1.

Teorema 3.10. Seja w uma sequéncia Sturmiana que toma valores na orbita de (5 através da

transformagdo R,, com a = [0;a; + 1, as,...]. Entdo

1) Existe uma sequéncia de inteiros (ci),>1 admissivel para (ay,).



39

2)
2= (=1 cxbp1 = Y culgroror — pri) -

k=1 k=1

3) Existe uma sequéncia (v®),, de sequéncias Sturmianas tal que para todo k > 1

ai

w=0c"o0T1' oc®oT1?0o...00% oT*, (v(k)).

Demonstra¢do. Comecemos demonstrando o item 1. Definimos a sequéncia (c;) indutiva-

mente, para isto considere a sequéncia de intervalos ()0 dados por

I — [—0k, 0k—1), sek épar
o [—0k—1,0%), sek éimpar.

e a sequéncia de pontos (x(k))kzo tal que 2(*) € I, paratodo k. Sejaz® = 3 € [yeparak > 1
seja
0 se ) € [k, Opt1)

S ) _ 5
b1 L%HJ se 2 € [0, 001)
k

ezt =2 _ ¢, 6y se k épare

0, se =) € [_5k+1;6k)
Cht1 = k) 4§
[_6—’%‘“} 2®) € [=65_1, —0rs1).
k
e xkt1) = (k) 4 Cr+10% se k é impar. A sequéncia (0x)r>_1 ¢ a mesma definida na se¢do 2.3.
Note que de fato (*) € I}, para todo k > 0 ou seja aseugéncia (c;) esta bém
definida. Se ¢y, 1 = 0 entdo

o) = 20 e (G bopr1) = Tops,

se cory1 7 0 entdo

£ (2k+1) £(26)

— Cok+102k

(2k) _§
< 200 _ (%) A
2%

e portanto z (21 ¢ [0ok+1 — O2k, O2kr1) C Iogr1- Se oo = 0 entdo

2R g2kt ¢ p

—0okt2, 02kt1) = Logy2,
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e se 12 7 0 entdo

a2 = 2R oy oG
(2k+1) )
> 2R (_:z: il 2k+2> Ook+1 = —O2k42
O2k+1
(2F42) € [—0gpra, 0okt — Oaks2) C Iopyo. Ouseja, 2% € I para todo k > 0.

€ portanto x

Vejamos agora que a sequéncia (¢, ) é admissivel para (ay). Se k é par entdo

zk) — Ok+1 Ok—1 — Op41
TR ko TR
O J < { -

Cht1 < L + 1J = apy1 + 1,

portanto ¢ 1 < agy1. Se k € impar entdao

o) + 5k+1—‘ < [51@1 - 5k+1w .
< = Qp41-

< |
htt = { Ok Ok

A segunda condi¢do para admissibilidade diz que se ¢, = ay4; entdo ¢, = 0, faremos uma

demonstragdo por contrapositiva. Suponha que cy;41 # 0, sendo assim temos que

pCRFD $(2k)—02k+1(52k
CONP S
— 2R _ {x 2k+1 T 2kJ Son
dok
(20) _ Gypiy + 0
> (1: (;kH i 2k) dok = Oop41 — O2k,
2%k
logo
(2k+1) 5 Sor — Oor 1 — O
s < {_m + 2k:+2—‘ < { 2k — 02k—1 2k+2—‘ — dgrn — 1.
52k+1 52k+1

Portanto cox1 2 # aok12. Suponha agora que cop o # 0 e note que [z] < x+ 1 paratodo x € R,

portanto
p(2k+2) . (2k+1) + Cory202k41
2k+1) o §
_ @) 4 [—‘” - %ﬂ Ook 41
0241
(2k+1)
x + 6
< @) | (_ - 2kt2 1) Ook+1 = O2k+1 — O2k+2,
2k+1
logo
(2k+2) _ § -5 ) )
Cok+3 < {x e 1J = [ PR i 1—‘ e
Oogeso Ookt2

2) Para cada k£ > 1 temos que 2 = 20 + Z?;S(—l)j‘lcj+15j. De fato,
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0) — ¢109 = M. Suponha o resultado vélido para algum k > 1. Se k é par

entio 2F+1) = 2 — ¢, 16, e (—1)F1 = —1, portanto

para k = 1 temos

k
g® D = 2O N 1)ile 6
=0

J

k

Por outro lado, se k é impar entdo gD = (k) 4 Cr410 € (—1)¥~1 = 1 novamente temos

k
JZUH_I) = J}(O) + Z(_l)j_lcj+16j'
7=0

Como z*) — 0 quando k — oo obtemos a seguinte expressio

[e.e]

=z = Z(—l)kckﬂék :

k=0
Esta dltima série converge pois para todo £ > 1 temos que

a a 1
0< cplpy < — = b <

G Qe+ Q-2 ~ Q1

3) Considere a sequéncia de transformacdes E® . I, — I, k > 0 definidas

do seguinte modo. Se k é par entdao

E®) (z) = T+ 0k, s T € [0k, 01 — 0k)
xr — 5k—1; se T & [6k—1 — 6k,5k_1),

se k € impar entao

E(k)(x) _ T+ 0k—1, S€ x € [_5k—1; O — 5k—1)
X — 5k7 se ¥ & [(Sk — 5167176]{)'

Mostremos primeiro que, se k é par entio E*+1) & a tii induzida de E®) no intervalo [0y, 6j11).

De fato, se & € [—d, 0k11 — 0} entéo o tempo de retorno a [—dy, 04 1) € igual a 1 pois
E(k) (ZL‘) =x+ 5,19 c [0, 5k+1) e mais E(k) (ZL‘) — E(k—H)(;E) .

Se = € [0g1+1 — Ok, Ox+1), devido a relagdo de recorréncia 01 = ay410; + g1 temos que para
caddap=1,...,a,41,
(EW)" (z) = 2 + pox = Oppa,
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mas

a 1
(E(k)) k+1+ (.T) — E(k’) (.T + ak+16k) =x + ak+1(5k — 5k_1
= & —O0pq1 € [0k, 0),

logo o tempo de retorno € igual a a, ., +1 e (E(k))a'““Jrl () = E*+1(2), portanto E*+1) & de

fato a tii induzida de E®) sobre o intervalo [—6y, 0x41). De modo andlogo, mostremos que se

k+1)

k é impar entio E*+1) ¢ a tii induzida de E*) no intervalo [—dx,1,6%). Se © € [0 — Spr1, Ok)

entdo o tempo de retorno a [—dy1, 0y ) € igual a 1, pois
E®(2) = 2 — 6, € [~6141,0) e mais E® (z) = B¢ (z) |

Se x € [—dk11, 0k — Ox11), novamente devido a relagéo de recorréncia, 0y 1 = apy10k + Opr1 €

entdoparacadap =1,...,a,.1,
(E(k))p () =2 — pop < —ka1,
mas

a 1
(E(k)) k1t (r) = E®) (x — ag4108) = & — ap410k + 01
= &+ 61 €[0,01),

logo o tempo de retorno é igual a a; + 1 e (E('“))ak“Jrl (z) = E*+1(x), portanto E*+D) ¢ a
tii induzida de E® sobre o intervalo [—6y1, &)
Para cada k > 0, seja v(*) a sequéncia Sturmiana que toma valores na 6rbita

de 2(®) com relaciio a particdo natural, ou seja, para cada k > 1 defina para k par

o = X5 st ([E®]" (29))

e para k impar
U7(Lk) = X [0 —11.0) <[E(k)]n (x(k))> _

Pelo fato de £ ser a tii induzida de £*) podemos mostrar que para todo k > 0

o F) = g+ o T,?Hl (U(k"i‘l)) )

Para fixar as ideias suponha que £ seja par, note que para todo inteiro p > 1 vale a seguinte

relacdo

[E+D]? (z4+D) = [E®]* (24D onde s = |ro+1 wf+D o®D)] .

7o' (g
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Mostremos este fato por indugdo. Para p = 1 temos dois casos, se v(()kH) =0

entio z(*V) € [—6, 8p1 — 0x) de modo que
E(k+1) (l'(k+1)) — E(k) (x(kJrl)) onde 1 =

To

)

0

se v(()kﬂ) = 1 entdo z*t) € [0k+1 — Ok, Ok+1) de modo que

B (540) = [B®]" (@540) onde agy + 1= [ry ()]

To 0

Suponha o resultado vélido para p > 1. Segue que
[E(k—i-l)}P“"l (x(k+1)) _ pk+D) [E(k+1)]1’ (x(k—i-l)) — pk+) [E(k)}s (x(k—i-l)) 7
se [E®]* (2*+V)) € [0k, 6541 — 03) entdo o% ) = 0, de modo que

[E®HD]7T (24D) = [E®]T (20D) onde s + 1 = Ly

Tgk“(v((]kH) . U(k—H))‘ )

Por outro lado, se [E(’“)] ° (x(k“)) € [0k+1 — Ok, O41), €ntdo vl(okﬂ) = 1, de modo que

[BUA (o0 = [BO) 4 (GE0) onde s g +1 = [ (0ol )]

To B

Para finalizar, como c¢**1) depende de x(*) e a;.; temos vdrias possibilidades. Vejamos uma
delas. Suponha que 2¥) € [§_; — Ok, dx_1), sendo assim cp1 = azy1 e 2D € [0 —

Ok, Or41) € portanto vék) = v(()kH) =1le

a k+1 k
loptas 07'0’““(11(() * )) = v(() ).

Suponha agora que

et o ) =l
Note que E*)(2) = (2 4 6;) (mod &,_; + d;). Portanto

_ (:E(k) + (n — agy1)0;) mod g1 + Oy
— [EW]T (W)

Pelo que vimos acima, temos que

[E(k+1)]” (m(k:+1)) — [E(k)r (x(k+1)) _ [E(k)]s—ak+1 (:L‘(k)) )
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Se vif*Y — 1, entdo [EW] (x #+1) € [Sk41 — Ok, Os1). Portanto [EW]™ (2 W) € [05_y —
Ok, Op41), ENQUANtO que [E(’“)]] (™) € [—0y, Ok—1 — b)) para j = s —ay1, ..., s— 1, de modo
que
RO = 08, o).
ou seja,
o+t o Rt (v(()kﬂ) . ."U7(lk+1)) = vék) .. .vgk).

Se v(kH) = 0, entao
[EO] (@04) = [BO] 7 (29) € [~ dusr — 80

de modo que

ag+1 ¢, (k+1)y _ . (K)
To (Un ) - ,Usfak+17
ou seja,
k+1 k k
ot o Tg’““(vé o Dy = v(() ). .vg,)akﬂ.

Concluindo, a imagem de cada prefixo de v**1) por g%+ o 7;**' também é um prefixo de v*)
ou seja,

v®) = gt o 78 (pE+DY paratodo k > 1.

]

Definicdo 3.11. Seja w uma sequéncia Sturmiana de inclinagdo o = [0;a1 + 1,a9,...]. A
sequéncia c = (cy) dada pela proposi¢do 3.10 é denominada representagdo S-adica multiplica-

tiva de w. A expansdo

o0
B=crnlga —pr),
k=0
¢ chamada expansao de Ostrowski do niimero f.

3.3 ODOMETRO DE OSTROWSKI

Dado o = [0; a1 + 1, ag,...],seja Eg = {0,...,a; + 1} e para j > 1 seja

Ej:{bGZIO§b<@}:{Oa--wa]‘i—l}a

4;

dotados da topologia discreta e seja ' = [ | ;>0 Fj 0 espago produto. Note que o conjunto
Ko={c:VE>1,0<c¢, <apecr1 = ap1 = cx =0},
pode ser escrito como

{CIVkZl, clq0+02q1+...+cqu—1S(]k—l}-
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Sendo assim, dado ¢ € K, defina
Dc)={k>1: ciqo+caq1 + ... + ckqp—1 = q — 1}

e compute
sup D(c), se D(c) # @;

0, caso contrario.

Observe que m = +00 se, e somente se,

CL10(Z30 .
C= ou

0@20@4 e
Por outro lado 0 < m < 400 se, e somente se,

a10a30...0a,,Cpy1 ... s€ m impar,

O0as0ay . ..0ay,Cpy1 ... SE M par.

Para cada c € K, defina a seguinte sequéncia

50) 0" (ema1 + Demaa ... se 0 <m < o0,
o(c) =

0°° caso contrdrio.
A aplicacdo o € denominada a-odometro de Ostrowski. A aplicagdo o : K, — K, é sobreje-

tora, continua e o sistema (K, &) é minimal, detalhes em [4, 9].
Proposicdo 3.12. Os sistemas (K,,7) e (X4, 0) sdo topologicamente conjugados.

Demonstragdo. Os conjuntos K, e X, estdo em correspondéncia biunivoca através da aplica-
¢do
v: X, — K,
wo = C

onde ¢ é expansdo S-adica multiplicativa de w. Seja w € X, suponha que ¥(w) = c e que

0 < m < 400, note que ¢, 1 < Gyy41 € portanto

o1t o. . .0 O’cst{il(U(()n))‘ =1.
Portanto
o(w) = o(c“75*o...0 Ucm’i's;il(’l)(m)))

= T15'0...0 Tfrbl"jl(av(m))

_ al am cm4+1+1 __ami1 (m+1)
= Tyt o...0oTym, o gt ipamtL(y) )
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Portanto ¥(cw) = &(VYw), como X, é minimal temos que ¥(ow) = ¢(Vw) para todo w €
Xa. [

Para fixar as ideias denote por w_, a sequéncia Sturmiana que toma valores
na Orbita de —« pela trnsformagdo R, e por w;_, a sequéncia Sturmiana que toma valores na
orbita de 1 — « pela transformacao R?,,, note que w_, € w;_, sao as duas pré-imagens de w* em

X, e pelo teorema 3.10, temos que

U(w_q) = 0az0ay . ..
\If<w1,a) = a10a30 c.

Assim pela proposi¢ao 3.12 temos que
U(w*) =V(ow_o) = Y(owi_o) = 6(Yw_,) =0

ou seja, a representacdo S-adica multiplicativa de w* é dada por ¢ = (¢;) com ¢, = 0 para todo
k> 1.
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4 EXPOENTE INICIAL CRITICO

Neste capitulo estudamos poténcias de prefixos e o expoente inicial critico
de uma sequéncia Sturmiana, damos uma férmula explicita para o expoente inicial critico de
uma sequéncia em termos da representagdo obtida na definicdo 3.11 e damos condic¢des para o

nimero « para que exista w € X, tal que ice(w) = 2.

4.1 EXPOENTE INICIAL CRITICO

Definicao 4.1. A poténcia inteira positiva de uma palavra finita W é definida por
WH=W e W"=W"'W para n > 1,

para p > 0 arbitrdrio, temos que
wr =wkly,
onde U é um prefixo de W com comprimento [(p — |p]|)|W]].

Exemplo: Seja W = 010 entdo W? = 010010 e se p = 1/3 entdo WP =
WP de modo que [U| = [(p — |p])|W]] = [p|W]] = 11logo WP = 0.

Observacdo. Note que |IV/| particiona o intervalo (0, 1] em |I¥| sub-intervalos,

i—1 i
— — — | parai=1,...,|W|.
(IW! |WJ

Se p € (0,1] entdo WP = U onde U é um prefixo de W tal que, |U| = i se, e somente se,

pE (ﬁ, IZWI} De fato, temos que

Ul =[(p = [pDIWIT = [pIW]],

ou seja, para0 < p < 1,
pW[l=isi-1<pW|<i

Observacio. Note que W? = WWI/P-1P) De fato, por definicio W? = WU onde U é
um prefixo de W de comprimento |U| = [(p — |p])|W]]. Como p — |p] € [0, 1] temos que
W=l = " onde U’ é um prefixo de W com |[U'| = [(p — [p] — 0)|W][] = |U
U’ sdo prefixos de W com mesmo comprimento, portanto U = U’ = Wr~Lp),

,ouseja, U e

Definicao 4.2. A poténcia de uma palavra W em uma sequéncia w é definida pelo

sup{p > 0 : W? ocorre em w} .
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A poténcia de prefixo de uma palavra W em uma sequéncia w é dada por
sup{p > 0 : WP ¢é um prefixo de w}.
Note que a poténcia de prefixo de uma palavra é sempre menor que ou igual

a poténcia da mesma.

Definicio 4.3. O expoente inicial critico de uma sequéncia w = wyw; . . . denotado por ice(w)

€ definido como o limite superior das poténcias de prefixo das palavras wy . . . wy,, ou seja

ice(w) = lim sup {sup{(wo ... wy)P € prefixo de w}} :

n—00 p>1

De maneira similar podemos definir o ind*(w) como sendo o

lim sup {sup{Wp ocorre em w com W € Ln(w)}} :

n—00 p>1

Caso X seja minimal definimos ind*(X') como o valor comum ind”*(w) de cada w € X.

Se X = X, entdo por [15] temos que

ind*(X) = 2 + limsup[ag; ax_1, . . ., a1].
k—oo
Isto implica em particular que qualquer sequéncia Sturmiana contém cubos em sua linguagem
e que uma sequéncia Sturmiana de inclinagdo « possui ind* finito se, e somente se, a sequéncia

dos quocientes parciais de « € limitada.

Proposicao 4.4. Se (X, o) é uma dindmica simbdlica, entdo para cada w € X temos
ice(w) <ice(ow)

caso a desigualdade seja estrita, entdo ow possui duas pré-imagens.

Demonstragdo. Considere o caso em que 1 < ice(w) < 400 e escreva

ice(w) = limsupp,, onde p, = sup{(w;...w,)" & prefixode w},
n—00 p>1
seja W}, a sequéncia crescente de prefixos de w tal que a sequéncia de poténcias de prefixo
correspondente p — ice(w), podemos encontrar um ko > 0 tal que se k > ko entéo p, > 1.
Ora, se pr > 1 eV}, for a primeira conjugacao a direita de W}, entdao V}, € um prefixo de cw com

poténcia de prefixo py — , podemos entdo concluir que

_1
(Wi

1
ice(w) = lim py, = lim <p;C - W) < ice(ow).
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Caso a desigualdade seja estrita devemos ter ice(cw) > 1. Denote por, (V) a sequéncia de
prefixos de ow tal que a sequéncia de poténcias de prefixo p, — ice(ow), por a a primeira
letra de w e por b a letra comum que ocorre no final de infinitos prefixos V. Tomando uma
subsequéncia se necessdrio, podemos supor que Vj termina em b e que p; > 1 para todo k.
Note que b # a, pois caso contrdrio a primeira conjugagao a esquerda de V}, seria um prefixo de

w com poténcia de prefixo py + ﬁ e nesse caso teriamos a seguinte contradicao

1
ice(w) < ice(ow) = lim p;, = lim (pk + m) < ice(w).
k
Concluindo, para todo k temos que cw comega em Vj,V}” lew comecga em aV}, uma vez que
pr > 1 temos que aV;” " e bV* ! pertencem a L(X), como |V !| — oo e cada V! aow

temos que ambos acw e bow sdo elementos de X. [
Observacdo. Se ow possui apenas w como pré-imagem entdo ice(w) = ice(ow).

Proposicao 4.5. Se (X, 0) é uma dindmica simbdlica minimal com fungdo de complexidade
sublinear, entdo a fungdo ice é o-invariante a menos de uma unido finita de orbitas, ou seja,

ice(w) = cte em quase todo ponto com respeito a qualquer medida ergédica de Borel.

Demonstracdo. Decorre do fato de a funcdo de complexidade ser sublinear que existe um
C > 0 tal que
p(n+1)—p(n) < C paratodo n > 1.

N

Como X € minimal, cada W € L,(X) possui pelo menos uma extensdo a esquerda
aW € L,.1(X) nesse caso, o nimero de palavras de comprimento n que pode ser estendida

duas ou mais vezes ndo pode ultrapassar C' pois caso contrdrio teriamos
p(n+1)—pn)>C.

Assim, se denotarmos por A o sub-conjunto de X dos pontos que possuem mais do que uma

pré-imagem devemos ter que #A < (' caso contrario terifamos 0 mesmo problema acima
p(n+1) —p(n) > C.

Concluindo, se w ¢ U O(v) entdo ice(w) = ice(ow), pois caso contrario ow teria duas pré-

vEA
imagens. [

Sejam o = [0; a1 + 1, ao, . ..] e X, 0 conjunto de todas as sequéncias Sturmi-

anas de inclinacdo «. Defina (X,,),>_1 uma sequéncia de palavras em {0, 1}* dada por

X1=1 X9=0, X3=0"1e X, = X;", X,,_o paran > 2.
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E fato que, se w* denota a sequéncia caracteristica de X, para cadan > 1, X, é um prefixo de
w* (ver [10]) e paran > 3, X,, o comega em X+ T17 | em que Z, ; é o prefixo de X,,_;
de comprimento | X,,_1| — 2 (ver [2]). Podemos entdo concluir que para cadan > 5, w* comeca

em quadrados do tipo X,, X,,. Além disto,
|Xn‘ = (qn — 0,

donde ice(w*) > 2. Podemos estender esta desigualdade a todo X,. Primeiro note que se
w € O(w*), ice(w) > ice(w*) > 2. Precisamos de algumas defini¢des como preparagio para o

resultado geral.
Defini¢ao 4.6. Sejam w € {0,1}" e W € L(w), entdo
1) W é dita especial a direita se W0, W1 € L(w) e especial a esquerda se OW, 1W € L(w).

2) Um primeiro retorno para V' = vq - - - vy, é uma palavra ndo-vazia U € L(w) tal que

Ug - - .U|U|_1 =W;... wi—HU|—1 y
Wi|U| - - - Wit |U|+k = Vo - - - Vg ,€
VaUV .

Se w é Sturmiana entdo p(n) = n + 1, para todo n > 1. Consequentemente,
para cada n, existe uma tnica palavra W € L, (w) especial a direita e uma tnica V' € L,,(w)
especial a esquerda. Para cada V' € L(w) especial a esquerda existe um unico a € {0,1} tal

que Va também € especial a esquerda.

Lema 4.7. Numa sequéncia Sturmiana, os conjuntos de primeiros retornos de duas palavras

distintas de mesmo comprimento U e V' sdo disjuntos.

Demonstragdo. Digamos que W seja um primeiro retorno de U e V' simultaneamente. Se
|W| > |V|=|U|,entdo U < W e V <« W, donde

W=UZ e W=VY,

donde UZ = VY = U =V.Ocaso|W| = |V|evidentemente ndo ocorre tampouco.

Se |W| < |V|=|U,WZ=V,Z +#@. De VaWV, tiramos que WV =
WZP, para algum P, e ZP = WZ. Portanto W = ZT eV = ZTZ, para algum 7. O
mesmo argumento partindode U = W2, levaa W = Z'T", com |Z| = |Z'|,donde Z' = Z e
U=V. O

Proposicao 4.8. Qualquer sequéncia Sturmiana w comeg¢a com quadrados arbitrariamentes

grandes.
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Demonstracdo. Seja w uma sequéncia Sturmiana, w € X, para algum o € (0, 1) irracional.
Pelo exposto acima, podemos supor w ¢ O(w*), e portanto w comega no maximo com um
numero finito de prefixos especiais a esquerda, caso contrario Ow, lw € X, implicando w =
w*. Como w ndo € pré-periddica e uniformemente recorrente segue que w comega com infinitos
prefixos especiais a direita os quais podemos supor que nao sejam especias a esquerda.
Afirmacdo: Se W € especial a direita e Z é um primeiro retorno para I/ entao
|Z| < |W|+ 1. De fato, suponha que |Z| > |W| + 1. Como w contém exatamente |W| + 1
fatores de tamanho |W| existe V' # W com |V| = |W| ocorrendo pelo menos duas vezes
em ZW, ou seja, Z contém um primeiro retorno U para V. Note que ZW = WXW, com
|X| > 2. Como U # Z (pelo lema 4.7), e V ¢é prefixo e sufixo de UV, U ndo pode ser prefixo

de Z. Portanto W ndo ocorre em UV'. Segue que nenhum prefixo de UV de tamanho > |W| é

especial a direita, mas entdao w € pré-periddica, isto é, existe X < Z tal que
w=XU(w; ... wi) =XV>.

Se W € especial a direita, entdo um primeiro retorno para W € prefixo de W
ou do tipo Wa para algum a € {0,1}. E cada W € L(w) especial a direita possui exatamente
dois primeiros retornos, € apenas um deles também € especial a direita.

Seja W um prefixo de w especial a direita e ndo a esquerda, como w € recor-
rente, entdo w comega em um primeiro retorno para 1. Se w comec¢a em um primeiro retorno
V <« W, entdo w comeca com um quadrado. De fato, W = V X, mas também W = XV, pois
V' € primeiro retorno de W, podendo X ser a palavra vazia. Suponha | X| < |V|. Entdo VXV
¢ prefixo de w, e dai V = XT', e w comeca com XT XTX.

Por outro lado se w comega com um primeiro retorno do tipo W a para algum
a € {0, 1}, entdo o outro primeiro retorno para W é prefixo de W, pois se fosse do tipo Wb
com b # a entdo W seria especial a esquerda, uma contradi¢do. Analisemos I/ a em dois casos.

Caso 1: Suponha que WaW seja especial a direita. Se w comeca em um
primeiro retorno para WaW de comprimento < |IWWaW| pronto, vez que w comega com um
quadrado; caso contrario w comec¢a em WaW bW aWW, como W nao é especial a esquerda temos
que a = b e portanto w comega em WalWa.

Caso 2: Suponha agora que Wall ndo seja especial a direita. Neste caso
o primeiro retorno para W que é prefixo de W, digamos V < W, € especial a direita. Além
disto, cada ocorréncia de WaW € prefixo de WaWV, caso contrdrio w seria pré-periddica.
Mais ainda, existe n > 1 tal que WalV/'V" € especial a direita e prefixo de w. Mostremos
que cada primeiro retorno para WaW'V™ € prefixo de si mesmo, ou seja |U| < |[WaWV™|,
de onde podemos concluir que w comeca com um quadrado. Suponha que WalW/ V"™ possua
um primeiro retorno do tipo WaWW'V"b; como W nao € especial a esquerda temos que b = a.
Como W € sufixo WV™ temos que WalWWaW ocorre em WaWV"aWaWV™, mas supomos
que WalW ndo € especial a direita, logo a palavra WalWaW nao pode ocorrer em w, se fosse o
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caso w seria pré-periddica, uma contradi¢do.
Concluindo, como w possui prefixos especiais a direita arbitrariamente gran-

des, temos que w comeca com quadrados arbitrariamentes grandes. 0

4.2 CALCULO DE POTENCIAS

O paradigma para o nosso estudo é que grandes poténcias w vém de grandes
poténcias de w(™, em que a sequéncia w(™ é a sequéncia obtida no coroldrio 3.4. Antes de
fazer uma afirmacéo mais precisa, seja (i,,, b,,) a representacio S-adica aditiva de uma sequéncia

)

Sturmiana w, vamos provar o seguinte fato.

W|>2eW

primitiva. Entdo existe um prefixo W) de w) tal que W = 1,,(WW) ou W é a primeira

Lema 4.9. Seja w uma sequéncia Sturmiana que come¢ca em W' com r > 1,

conjugagdo a esquerda de 7;,(W™), e mais, WO é primitiva com |W V)| > 2,

Demonstragdo. Se by = 0 entdo wyy| = wy = iy pois W" € prefixo de w e r > 1, como
i1 <7, (i) e 1 < |7, (7)| < 2 paracadai € {0,1} podemos construir um prefixo W1 de w
tal que

7, (W) =W

De fato, seja j > 1 o maior indice tal que
1 1
Til(wé )) .. .Th(w](- )) <W,

lembre-se que 7;, (w")) = w, podemos entdo ter duas configuragdes

Tiy (w(()l) c wj(l)) =Wo.. Wwl-1= W
ou
Til(w(()l) . .wj(-l)) =W ... Ww|-2-
No primeiro caso tome W) = wél) . .w](-l), na segunda configuracdo, temos que w](.i)l =1

pois caso contrario teriamos

Tiy (w(()l)) Ty (wj(i)l) =wy... w|W|—2ila

implicando wyyy| = i1. Neste caso tome W = w(()l) o w](-i)l.
Se by = 1 entdo 7, (wV) = i;w e wyw| = wy = 41, como w € do tipo i;

segue que 17, nA0 ocorre em w portanto wyy|—; = %; pelo mesmo argumento do caso b; = 0,

obtemos W1 qw(® tal que

G 1
Til(W(l)) = zlw((] ). 'wl(VIZI—Q’

onde ilwél) e w|(V13|72 ¢ a primeira conjugacdo a esquerda de W'.
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Note que |7;, (U)| < 2|U]| para qualquer U € {0, 1}*, como
2. < W= [m (W) < 2w,
podemos concluir que [W V| > 2, se W) = VP com p > 1 e inteiro entdo

W=7, (W) = 7,,(V?) = [r,(V)]",

um absurdo uma vez que IV € primitiva. [l

Observagdo: Relembre que paracadak > 0, 55, = 25:1 aj k=Y 0 1bn
com

(ip) = (0911920%21% .. ) e (b,) = (071 0%27 212 )
e

w = 750" o(com)to...om* % o (0 0T_1)%* (wH)
= o7 o... 00T (W),

Proposicao 4.10. Seja w uma sequéncia Sturmiana que come¢a em W" comr > 2, |W| > 2 e

W primitiva. Existe um inteiro m > 0 tal que W é igual ou é alguma conjugagdo a esquerda
de

Ty ©...07;, (01) ou 7, 0...07, (10).

Ou seja w™ comeca em 01 ou 10 e mais, com poténcia maior que |r| — 1 e m é um dos

nimeros s — 1 ou s — ¢, — 1, se r > 3 entdo m = s, — 1, para algum k > 0.

Demonstracdo. Aplicando o lema 4.9 n vezes, n > 1, obtemos W < w(™ tal que Tin(W("))
é igual a W (=Y ou a primeira conjugacio 2 esquerda de W (=Y. O lema deixa de ser aplicado

apds um nuimero finito de vezes, pois caso contrario terifamos
n
W|=|r,o0...0om (WM)| = oo,

quando n — 0o, absurdo uma vez que || é finito. Seja m o menor indice tal que o lema deixa

de ser aplicado, neste caso |IW (™| = 2 ou

r’ = sup {[W(m)]p N w(m)} = 1.
p=1
Mostremos que | (™| = 2, de onde podemos afirmar que W™ ¢ igual a 01 ou 10 uma vez
que W™ ¢ primitiva, fazendo isto podemos concluir também que W é igual ou é alguma
conjugacdo a esquerdade 7;, o...o7; (01)oude7;, o...07; (10).
Mostremos que 7' > 1 restando apenas o fato que |W (™| = 2 para que

o lema 4.9 deixe de ser aplicado. Denote por [IW(™]> a sequéncia W™ W™ . o maior
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o0

prefixo comum entre [W(™)]> e w(™) & [W(™]"' sendo assim pelo lema 3.5 o maior prefixo

comum entre
Tiy ©...0T; (w(m))

e
Tiy©...0 Tim([W(m)]oo)

possui comprimento
T 0 o T, (W) 4 |73y 0007, (01)] = 2 < |73 0o, (W)

uma vez que W™ contém pelo menos um 0 e um 1 pois W™ & primitiva. Por outro lado as

sequéncias

o1 0. oabmr (w™)

€

o7 0. 0abmy ([WM]®)

possuem W" como prefixo comum, pois

o, 0. 00" (w™) =w,

o, 0. 00ty ((WM]®) =W,
Sej=+#{b;:b;=1,i=1,...,m} temos que
O'blT,L'1 o...0 O'meiqu(m)] =wq. .. w\W\—j—l;

por outro lado
T, 0...om (W)

€ a j-ésima conjugacdo a esquerda de W, portanto

7, ©...07, (w™)
€
Til o...0 sz([W(m)]oo)

possuem prefixo comum maior ou igual a ||, deste modo podemos concluir que

rlm 0. om (W) =r|W| < |m, 0...0m, (W]
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Como |r| < r temos que

i 0 om, (W] = [r]ln, 0. om, (IWM™])]
< rlmyo..om, (W)

< ’Ti1 ©...0 Tim([W(m)]w+1)|7

ouseja || <1+ 1< 1" > |r|] —1,comor > 2temos que 1’ > 1.

Analisemos m mais precisamente, sabemos que w™ comeca em 010 ou 101
pois W™ =01 ou 10 e ' > 1, sem perda de generalidade, suponha que W (™ = 01.

Se ipy1 = 0 como w™ comega em 01 segue que by, = O e wémﬂ) =1,
temos duas possibilidades. Se 7,12 = 1 entdo m = s, — 1 para algum k£ > 0, agora se ¢,,,2 = 0
entdo b, o = 1logom = s, — ¢ — 1 para algum k > 0.

Se i1 = 1entdo b, 1 = 1ew™* Y comegaem 00 pois w™ = o7 (wm+Y)
e w™ comega em 01, 10g0 7,15 = 0 e portanto m = s, — 1. Note que no segundo caso m

independe de 7, agora no primeiro se m = s, — ¢, — 1 entao

w™ = 107 (wmt?)

Y

POIS i1 = imss = b1 = bmia = 0 e w™2) comeca em 10 pois 010 < w ™, independente
de wémH) temos que 0100 < w(™ implicando ' = 3/2, impossivel se > 3. Portanto, se > 3

entdom = s, — 1. OJ
Lema 4.11. Seja k > 0 e suponha que i = k mod 2, entdo

1) |1g oot (i) = g + -1 = 2+ 25:1 ajqi—1

2) o715t ook (4)] = g — 2§:1 Cjdj—1

3) |o 18 o oo™ (i) = 2 + zg;l(aj — )51

Demonstragdo. O item 1 decorre do lema 3.9. Vejamos o item 2 por induc¢do. Para £ = 1 temos

que
1

o' (D =a1 —er+1=q — ZCij—h
=1

para facilitar a escrita usaremos as seguintes notacoes

__ ~C1 01 Cr -0k
QO]C—O' 7-0 O...00 Tk_l

e

&k = T¢"

o...oT*k,.
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Suponha o resultado valido para n = k — 1, sabemos que

or(i) = @r_1(oc™ 1k (i)
= 1 (1" %)

= Oro1 ()1 (11,

logo
k()] = ler1(D)] 4 (ar — cx — D)&—1(9)] + [€p-1(3)]
k-1
= Qr-1— ZCij—l + (ar — cp — 1)qr—1 + Q-2
=1
k
= 4k — ZCJQj—l'
=1

A afirmacdo 3 segue de 1 e 2 pois

@k(ﬁ) = @k(i)fk@%

sendo assim

low(id)] = low(i)] + €k (3)]
k

= Qr— Z Cjqi—1 + qr—1
=1
k

= 2+ (a;—¢))g1.

7j=1

]

Proposicdo 4.12. Sejam W e r como da proposicdo 4.10 e m,w™ e W™ obtidos na demons-

tracdo. Suponha que r seja a poténcia de prefixo de W em w entdo

k+1

1
Opio + q_ Z(aj — ¢)q-1, sem = s, — 1,
k—
r= =1 X
Tt —— 3y — ) Lcom < o <
_ a; —c;)qgi_1, sem = s, —c,— 1com cr < ag.
T — CkGr—1 ! T
Onde

S . 1, seagi2 = Cpio
k+2 =

0, caso contrdrio.

Demonstracdo. Suponha que m = s, — 1 e sejai = k mod 2. Mostremos que a sequéncia w(*+)
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comeca em i7*+27 onde V0 = Opyo + Apy1 — Cr+1- Sabemos que

w(sk) e 0-Ck+1 o T’?k+1 (w(3k+1))

€

Sk41) — Ch42 B2 Sk+2
w( +)_0— + o¢k+1 (w( +))7

S€ (g0 # Crio entdo w*+1) comega em 7, sendo assim w'**) comeca em

a . —
0-Ck+1 o TkkH(Z) — Zak+1 C)c+1Z7

S€ (k42 = Cpy2 €ntdo em primeiro lugar ¢4 = 0e b; = 1 para j = s +1,..., 5,40, logo

wi =k ¥ 1=k =1,

portanto w(**+1) comeca em %4 logo w(**) comega em

T (i) = it (1) = it TR

Com esses fatos podemos calcular o tamanho do maior prefixo comum entre w = (o (w*)) e

©r(i%°), usando o lema 4.11 temos que

loe(+2)| + & (1)) =2 = |ee(D)] + Yet2lén(d)] + € ()] — 2
= |er(it)| + Yetal€r(i)] — 2
k
= Z(aj — ¢j)qj—1 + Ver2qk
j=1
k+1
= Z(aj — ¢j)qj—1 + Ok+24k,
j=1
veja que
. = &)= o... ok (7)]
= |rgto...o0 T]?fIl(Tk_l(’i))| =|m,0...0 sz(h”
= |W|v

assim a poténcia de prefixo de W em w é dado por

Z?fll(aj — ¢j)qj-1 + Okt 1 &
— = Opyo + — a; — Cj)q;—1-
|W| + U JZI( J J) J

Considere agora o caso em que m = s — ¢ — 1 com 0 < ¢ < ag. Sabemos



que

Sp—Cr) __ c S _ c Ck s
wsk—ek) — (00 Th1) k(w( k)) — gt OTk—l(w( k))’
sendo assim w(**~%) comega em
Ck Ck (VK425 — ;+Ck (i Vk+2—17
g% ok (24) = itk (i i),
ou seja w(**~) comega em i7, assim o tamanho do maior prefixo comum entre
w=0c%0713"0...0 Tgfzc’“(w(sk_ck))
c1 al ap—Ck (00
ooyt oL oT (i)

¢ dado por

| loTlgklck(l)|+|§k 107'1?@1%(@%”_2:
= lon—1 (2 =) | + &1 (0 %) | + [Epr ()] — 2
= |k )|+2(k—0k)|§k (@) + [Er—1 ()] =2

a; —¢j)qj—1 + 2(ar — ck)qr—1 + Qp—2 — 2

||
IIM /—\
»—A NI

k
= Z(aj — ¢j)qj-1 + @ — CrGr-1,

j=1
agora temos que

G — ki1 = [GaTet T ()] = G T ()]

= |Gt @) = |ny oo, ()]

= ‘W’7

assim a poténcia de prefixo de W em w € dado por

S R
W] Gk = Clr-1 4=

Z? (aj —¢j)gi—1 + ar — crGe—1 1 zk:
1

Antes de continuar vamos introduzir as seguintes notagoes

k+1

$k—f5k+2+ Z -1,

(@ = ¢j)gj-1-

58
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1
Yp=14+ —-— a; — Ci)qi_1.
qr — Ckqr—1 ]Zl( ! ]) !

Proposicao 4.13. Para cada k > 0 existe W <w tal que

sup{W? qw} = xy,
p=1

e para cada k > 0 tal que 0 < ¢, < ay, existe W <w tal que

sup{W? qw} = yy.

p=1
Demonstracdo. Vimos na demonstracio da proposi¢io anterior que para cada k > 0, w(®*)
comega em i7+2j onde i = k mod 2, portanto o maior prefixo comum entre w = o (w*)) e

©x(1°°) mede
k+1

Z(aj — ¢j)qj-1 + 2k

J=1
logose W = wy ... wy, ;1 temos que

sup{W? qw} = xy.
p=1

Por outro lado se 0 < ¢;, < ay, entdo a sequéncia w(**~°) comeca em i7, logo o maior prefixo

comum entre w = @y, 170 * (W) e o TR (i) mede

k
Z(%‘ —¢j)qj—1 + (e — Crr-1),

J=1

portanto se W = wy . .. Wy, ¢, q, ,—1 €NLAO

sup{W? qw} = y.

p>1

Corolario 4.14.
ice(w) = max {lim sup xy, limsup yk} .

k—o0 k—00,0<ck<ay

Demonstracdo. Cada prefixo primitivo de w possui poténcia de prefixo menor ou igual a algum

Tk ou Yy € para cada k > 0, temos que x; € a poténcia de prefixo de algum prefixo de w, o
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mesmo vale para y; caso 0 < ¢, < ag, como os prefixos primitivos de w possuem as maiores

poténcias de prefixos podemos concluir que

ice(w) = max {lim sup xx, limsup yk} .

k—o0 k—o00,0<c<ag

Teorema 4.15.

k+1 k
: . Siti(ay =g (= ¢)aia
ice(w) = lim sup max 1+
k—00 Ak Gk — Cr4r—1

Demonstragdo. Pelo corolério 4.14 temos que

ice(w) = max {lim sup xrp, limsup yk} )

k—o0 k—00,0<cp<ag

Suponha que ice(w) = lim sup xy > lim sup yy, logo
lim sup max{zy, yx } = limsup x; = ice(w),

0 mesmo argumento pode ser usado quando ice(w) = limsup y; > limsup xx. O resultado é

imediato quando lim sup z; = lim sup y,. Considere agora as seguintes observagdes.
1) Se cp = ay entdo Yy, = Tj_o, OU S€ja S€ A1 = Ckio €NLAO Ty = Ypio.
2) Sec, =0¢e Ck+1 = Qi1 €NtA0 Y < Ygr1-
3) Sec, =0e Crt1 < Qk41 entio vy < xg.

Por 1,2 e 3 temos que

ice(w) = lim sup max{xy, yx } = lim sup max{z}, yx }.

Proposicao 4.16. Se w* é a sequéncia caracteristica de X, entdo,

ice(w”) = ind*(X,) — 1
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Demonstrag¢do. Vimos na se¢io 3.3 que ¥ (w*) = 0, sendo assim pela proposi¢do 4.15 e pela

féormula do espelho para fracdes continuas, ver [1] temos que

a2, T
iCe(w*) = lim Sup max {— Z a;q5-1, 14+ — Z ajqjl}
e e
k+1
= limsup — a;q;—
m Z jQJ 1
7=1
= limsup {1 + agy1 + M}
dk
= 1+ limsuplax; ag_1,--.,a1]
= ind*(X,) —1

4.3 SEQUENCIAS COM ice = 2

Daremos condigdes para ov de modo que exista w € X, com ice(w) = 2, para
isto facamos primeiro algumas consideracoes.

1) Suponha que ag 2 = Cg12, sendo assim

k+1
1 ag—1G—
Yeyo = 1+ — Z(Gj —¢))qj-1 > 1+ apgr + ————
i dk
Note que
k—19k—2 _  Qk-1Gk-2  _ ag—1
Tk arQe—1 + Qe—2 Qg + 1’
como
Mzak—ri-% <ap-1+1,
k-2 dk—2
temos que
ax—19k—2 k-1
a  ap(ag—1+1)+1
note também que a fungdo real f(x) = m x > 0 e crescente pois
ap(r +1)+1—za ap +1
f’(x): k( ) 2k: k 2>0’
(ap(z+1)+1) (ag(z+1)+1)
portanto
1 k-1 Ak—1qk—2
=f(1) < flap_1) = < ;
2ar + 1 f) < flaw) ap(ap—1 +1)+1 7 q
logo

1
2ak+1'

Ykto > 1+ apyr +
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2) Suponha que ay o — cxi2 > 2, sendo assim

k41 -
kQk—1
Tpy1 2 Qg2 — Cpp2 + —— E (aj — ¢j)gj—1 > gy — Crya + ;
Te+1 Qk+1

usando argumento andlogo ao caso 1) temos que

1 _
< Ardk 1’
20541 + 1 Qk+1

portanto
1
T >a —cC + —
k+1 2 QK42 k2 aris + 1
3) Suponha agora que cxo = agyo — 1 € cpr1 < agy1, sendo assim
k+1
Qi1 + 2500 (a5 = ¢5)g51
Yep2 = 1+
Qrk+1 1 Gk
k
> 14 Q1+ qe + D5 (a5 — ¢)gj-1
Qk+1 + Gk
ApGr—
> 24 kdk—1 '
Qk+1 1 Gk
Note que
Apqr—1 _ Arqr—1 _ ay,
Gor1+ar @ran + 1)+ a1 2 (g +1) + 17
como
Ak Qp— _ _
Qe WGre—1 + Qr—2 Sak+qk 2 <aptl,
qrk—1 k-1 k-1
temos que
Ak, ay

Ger1 + a6 (ap+1)(app +1) + 17

uma répida observagio vemos que a funcéo real f(z) = (

R A
@31 T = 0 € crescente,

logo
1 Qg

s T =V S ) = T

portanto

Ykyo = 2+

2(aps1 + 1)+ 1
Feitas essas consideracdes podemos enunciar as proximas duas proposicoes,

que correspondem a uma parte do teorema 1.1.

Proposicio 4.17. Se (s,t) é um par de inteiros positivos com s > 1, tal que (s,t) = (ag, agi1)

para um niimero infinitos indices k entdo

1
2+ 1)(t+1)+ 1

ice(w) > 2 +
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para todo w € X,

Demonstragdo. Fixe um indice k tal que a; > 1, suponha que c;41 = aj1, NESse caso temos

quecy =0e
k

1
Y1 =1+ — Z(aj —¢j)g—1 > 1+ ay,

Q-1 57

pelo fato de que a; > 1 seque a desigualdade. Agora se ¢ < ap.1 independente de a; > 1

ou ndo, e independente de ¢ 2, Ou seja

Cht2 = Ak42, Chq2 = Qpy2 — 1 OU Apqo — Cpyo > 2,

pelas observacoes feitas anteriormente temos que T 1 OU Yo SA0 SEMpre maiores ou iguais a

1

2+ 7
25+ 1)(t+1) +1

sendo assim pela proposicao 4.15 podemos concluir que

1
20s+1)(t+1)+ 1’

ice(w) > 2+

para todo w € X,,. [

Proposicao 4.18. Se t é um inteiro tal que

(aka Af+1, ak+2) - (]-7 17 t)a

para um niimero infinito de indices k entdo

i >24 —
ice(w) > 2 + YSEE

para toda w € X,.

Demonstragdo. Fixe k tal que ap = api1 = 1 € a2 = t, note que, se cx11 < apt1, indepen-
dente de a; > 1 ou ndo temos que Tj41 Ou Yx12 € pelo menos
1 1

2+ = 24 =
Q(Gk + 1)(ak+1 + 1) +1 9

1 1

> 24— =24 )
- 8ak+2+1 8t+1

Agora se 1 = Gpyq entdo cpio < aiyo € temos trés possibilidades para ¢y 3

Ck+3 = Qpy3, Cry3 = Ag3 — 1 OU Qpy3 — Cpyz > 2,
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de onde podemos concluimos que, x2 ou Y3 € pelo menos

1 1
2+ — 24
2(ak+1 + 1)(ak+2 -+ 1) +1 4(ak+2 + 1) +1
1 1
2

+—=2+ .
Sagio+ 1 8t+1

v

[
Conclusio, se existe w € X, tal que ice(w) = 2 entdo ndo existe um par de

inteiros (s,t) com s > 1 tais que,

(aka ak—i—l) = (87 t) ou (a’ka Ak+1, ak+2) = (17 L, t)

para infinitos indices &.

Dado os quocientes parciais a; de o queremos escolher ¢ = (¢ ) satisfazendo
as condi¢des de admissibilidade de modo a minimizar ice(¥~'(c)) usando o teorema 4.15.
Comecemos com algumas observacdes. Se ap — ¢, > 3 para um nimero infinitos de indices
k entdo ice(w) > 3, onde w = ¥~!(c), portanto para que ice(w) esteja entre 2 e 3 devemos
considerar sequéncias tais que a; — ¢, > 3 apenas um numero finito de vezes. Agora dado

¢ = VU(w) podemos construir uma nova sequéncia ¢’ dada por

Ck, S€ A = Cp OU Qp41 = Cp41

ar — 1, caso contrario.

Note que ¢ € K, ou seja ¢ satisfaz as condi¢des de admissibilidade, logo ¢ = ¥(w') para

alguma v’ € X,, como ¢), > ¢, para todo k temos que
ice(w') < ice(w).

Consequentemente, para minimizar a funcao ice sobre X, precisamos considerar apenas sequén-

cias onde para cada k temos
1) ¢, €1{0,ax, ar — 1},
2) secy = 0entdo a1 = cxr1 ouar =1,
3) se ap > 2entdo ¢, > 0 ouseja cgyy < Gpiq-

Proposicao 4.19. Se para cada par de inteiros (s,t) com s > 1, existem no mdximo um niimero

finito de indices tais que

(akaak+1> = (S,t) ou (ak;ak+17ak+2) = (1, 1&‘);

entdo existe w € X, tal que ice(w) = 2.
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Demonstragdo. A ideia é construir uma sequéncia ¢ = (c;) tal que a sequéncia w = ¥~1(c)
possua ice igual a 2. Por hip6tese em particular existe k tal que se k > ko entdo (1,1, 1) ndo

ocorre em (ag), COMO

lim sup max{z}, yx } = lim sup max{z}, s},
k>ko

ou seja ice(w) independe de uma parte finita de ¢, considere entdo a seguinte sequéncia

( CLk—l, se ak>1,ak,1>1

ap, — 1, se ap > 1,ap_1 =ap_o =1

Cyp, = ag, se ag > 1,ak_1 = 1,ak_2 >1
0, Se ap = 1,Clk,1 >1
\ Ak, S€ ap = 1,ak_1 =1

para k > ko e paral < k < kg use qualquer um que satisfaca as condi¢des de admissibilidade.
Se a;, = ¢ para k > ky temos duas possibilidades, a primeira, ay > l,ap_1 = 1l e ag_o > 1
ou seja ¢x_» = 0, a segunda possibilidade é que, ax = ax_; = 1 e portanto a;_o > 1 logo
ck—1 = 0, ou seja, a sequéncia (cy) satisfaz as condi¢des de admissibilidade ou seja define uma
sequéncia Sturmiana w. Note que ¢ € {0, 1} para todo k£ > 1, portanto =} < y para todo
k> 1.

Suponha que ice(w) > 2, existe ¢ > 0 tal que

2+ ¢ <y <ice(w) = limsup yx,

para infinitos indices &, note também que qualquer 0 < &’ < ¢ também satisfaz esta condic@o.

Note agora que uma das quatro configuragdes ocorre infinitas vezes
) ¢ =a,—1,
2) ¢, = aicomag > 1,
3) ¢, =aicomay =1,
4) ¢, = 0.

Uma das quatro configuracdes ocorre simultaneamente com
2+ ¢ <y <ice(w) = limsup yi,

Vamos analisar as quatro possibilidades. Caso 1: Suponha que ¢, = a; — 1, entdo para infinitos

indices k temos que

k—1

1
2+e<y <1+ ———— Qk—1+2(aj—cj)%—l ’

Qk—1 t qr—2 o



como ay — ¢ < 1 temos que

k-1

(I+e)(gr-1+@—2) < @1+ Z 4j—1 = Gqk—1+ Q-2+ Q-3 + Z qj—1

j=1
k—4

k—4

J=1
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< Q-1+t Q-2+ qr—3 + Z ajqi—1 = Qk—1 + Qr—2 + 2qx—3 + qj—a4,

j=1

ou seja

e(Qr-1 + G—2) < 2qk—3 + Qi—a,

€ portanto

e(ar—1qr—2 + ar—2qk—3) < 3qr—3 < 3qi—_2,

em particular

3
e(ar-1qr—2) < 3qk—2 & ax_1 < o

e(ar—2qK—3) < 3qr—3 < ax_2 < =

para infinitos indices k, logo existem um par de inteiros (s, t) tal que

(ap—2,ar-1) = (s,1),

para infinitos indices, logo pela hipdtese feita sobre o devemos ter s = 1. Temos dois casos a

considerar.

1.1) Se s = t = 1 entdo para infinitos indices temos que a;_o = ax_1 = l e

portanto cx_1 = ag_1 € cx_o = 0, temos também que ax_3 > 0logocx_3 > ar_3—1e

k
1
2+e e =14+ ——— (4; = ¢;)gj1

<
Qk—1 7+ Gr—2 =
1 k—4
= 1l+— 1 + Qo3+ Qs + a; — Cj)qi—1
k-1t Qk—2 < ;( ! )4
1 k—4
< 1+ — Q-1 +qro2+ a;qi—1 | ,
k-1 + Qk—2 < ; I
logo
(qr-1 + Qr—2) < 2q)—a4,
como

k-1 + Q-2 = Q-2 + Q-3 + Q-3 + Qe—a = 3qk—3 + 2qk—a > (3ax—1 + 2) ka4,

)
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temos que
2(1 —¢
£(3ar—3 + 2)qr—s < 2qp—4 & a_3 < %7

para infinitos indices, logo existe um inteiro s’ tal que
/
(ak—3, ax—2,ax1) = (s',1,1),

para infinitos indices, uma contradi¢do com a hipdtese.
1.2) Se s = 1 et > 1 entdo para infinitos indices devemos ter aj_o =
lag_; = t > 1 e podemos assumir que a,_3 > 1 pois a terna (1,1,¢) ocorre no maximo

um ndmero finito de vezes, portanto c;_; = ax_1 € cx_o = 0, neste caso temos que

k
yk:1+ Z QJl

24¢ <
Qr—1 T Q-2
1 k—4
= 1l+— 1+ @3+ Qs+ aj — Cj)qj—1
Qk—1 T k-2 < ;( ! $)4i
1 k—4
< 1+ — | @1+ G2+ a;qj-1 |,
Qk—1 1 k-2 < ; s
logo
e(Qr-1+ Q—2) < 2qx—_4,
como
Qo1+ Qr—2 = tqQu—2 + Qh—3 + Qo3 + @r—a = (t + 2)qr—3 + (t + 1)@—a,
temos que

2 —e(t+1)

_a(t+ 2 t+1 4 < 201_4 & ap_a3 <
e(ap—s(t+2)+ (t+1))@r-a < 2qk—4 < a3 < Si12)

para infinitos indices, logo existe um inteiro ¢’ tal que
(ak—Sa Ak—2, ak—l) = (t/7 17 t)a

para infinitos indices, de novo uma contradi¢do com a hipétese.
Caso 2) Suponha que ¢, = a; com aj, > 1, neste casoay_1 = leay_o > 1le

ck—1 = 0. Para infinitos indices & temos que

1
2+e < yk:1+_2(aj_cj)qj'—1

dx—2 et
k—2
= 14— @2t Y (a,—¢)g1 |,
Qk—2 el
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podemos concluir que
k—3

EQk—2 < Qk—3 + ZajC]j—1 < 3Gk-3,
=1

e portanto

M | w

Eap—2qQr—3 < 3qr—3 & Ap—2 <

Y

para infinitos indices £, logo existe um inteiro s > 1 tal que

(ak—2>ak—l) = (5, 1),

par infinitos indices, contradi¢cdo com a hipodtese.
Caso 3) Suponha que ¢, = a; = 1, neste caso ax_; = 1 e portanto a;_o > 1

e cx—1 = 0. Para infinitos indices k& temos que

246 < ye=1+—> (aj—c)gj
-2 7
k—2
= 1+ — (@2t Z(aj —¢)gj-1 |,
Qk—2 et
podemos concluir que
k-3
EQr—2 < Qr—3 + Zanjfl < 3qx-3,
j=1

e portanto

M| W

Eap—2qy—3 < 3qrp—3 & Ap—2 <

Y

para infinitos indices k, logo existe um inteiro s > 1 tal que

(%-27%—1) = (8, 1);

para infinitos indices, outra contradi¢do com a hipdtese.
Caso 4) Suponha que ¢, = 0 entdo a;, = 1 e ax_; > 1. Para infinitos indices

k temos que
1k
24e < W =1+q—2(aj_cj)qa'—l
k =
7j=1

k—2
1
< 1+ o (%-1 + Q2 + Z(aj - Cj)Qj—l) )
:

J=1

de onde podemos concluir que

Gk < Qr—2 + Q-3 < 2qi—2,



portanto
e(ag-1+1)gr—2=e(@r—1+ -2 — @x-3) < e(qe—1 + @r—2 < 3q1—2,
ou seja ap—1 < % para infinitos indices k, logo existe um inteiro s > 1 tal que
(ar-1,ar) = (s,1),

para infinitos indices, uma contradi¢@o.

69
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos o expoente inicial critico de uma sequéncia Sturmi-
ana w. Inicialmente obtemos duas representacdes para uma sequéncia Sturmiana denominadas
representacdo S-adica aditiva e multiplicativa, representacdes que foram usadas no célculo de
poténcias de prefixo.

No Capitulo 4 é mostrado que cada sequéncia Sturmiana comeca em infinitos
quadrados, e portanto o expoente inicial critico de qualquer sequéncias Sturmiana € maior ou
igual a 2. Mostramos que o valor 2 € atingivel, e caracterizamos 0s irracionais « para o qual
exista uma sequéncia Sturmiana de inclinagdo v com expoente inicial critico igual a 2.

Na Sec¢do 4.2 obtemos uma férmula explicita para o expoente inicial critico
de uma sequéncia Sturmiana w em termos da expansao de S-ddica multiplicativa, e usamos esta
féormula para demonstrar o Teorema 1.2, que relaciona o expoente inicial critico da sequéncia
caracteristica w* com o limite superior (em n) das poténcias de qualquer palavra de compri-

mento n ocorrendo na sequéncia w.
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