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Dissertagdao (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Memodrias associativas sao modelos inspirados na habilidade do cérebro humano de recordar
por associacdo. Estes modelos tem sido aplicados com sucesso em diversas dreas incluindo
processamento de imagem, controle e previsao de séries temporais. Nesta dissertacdo introduz-
imos a classe das memorias associativas morfolégicas Brouwerianas (BMAMs), que sdo redes
neurais morfoldgicas definidas num reticulado completo Brouweriano. A memoria associativa
fuzzy implicativa de Godel é um exemplo de BMAM definida no reticulado completo [0, 1].
Resultados tedricos sobre a convergéncia e capacidade de armazenamento das BMAMs sdo
enunciados. Também caracterizamos os padrdes recordados por uma BMAM em termos dos
seus pontos fixos. Por fim, usamos um sistema fuzzy no espago de cor HSV para introduzir
uma BMAM para o armazenamento e recordacdo de imagens coloridas. A tolerancia da nova
memoria com respeito a ruidos Gaussiano, impulsivo e pepper sdo investigadas por meio de
experimentos computacionais.

Palavras-chave: Memoria associativa. Rede neural artificial. Reticulado completo Brouweri-
ano. Morfologia matemdtica. Sistema fuzzy. Processamento de imagem colorida.
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ABSTRACT

Associative memories are models inspired in the human brain ability to recall by association.
These models have been applied successfully in many areas including image processing, con-
trol, and time series prediction. In this dissertation, we introduce the class of Brouwerian mor-
phological associative memories (BMAMs), which are morphological neural networks defined
in a complete Brouwerian lattice. The implicative fuzzy associative memory of Godel is an
instance of BMAM defined on the complete lattice [0, 1]. Theoretical results concerning the
convergence and the storage capacity of BMAMs are given. We also characterize the patterns
recalled by a BMAM in terms of its fixed points. Finally, we use a fuzzy system on the HSV
color space to introduce a BMAM for the storage and recall of color images. The tolerance of
the novel memory with respect to Gaussian, impulsive, and pepper noise are investigated by
means of computational experiments.

Keywords: Associative memory. Artificial neural network. Complete Brouwerian lattice.
Mathematical morphology. Fuzzy system. Color image processing.
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1 INTRODUCAO

Redes neurais artificiais sao modelos matemadticos inspirados no cérebro hu-
mano, onde a unidade bésica de processamento € o neurdnio. Diversos modelos de redes neurais
artificiais tem sido desenvolvidos para modelar as habilidades do cérebro. Uma das habilidades
do cérebro, chamada memdria associativa, refere-se a capacidade de recordarmos informagdes
por associagdo [17, 23].

Os modelos de memorias associativas sdo desenvolvidos para armazenar e,
posteriormente, recordar um conjunto de associa¢des {(x¢,y¢) : £ = 1,...,p}, chamado con-
junto das memorias fundamentais. As memorias associativas encontram aplicacdes em varios
ramos da ciéncia. Por exemplo, as AMs foram aplicadas em problemas de deteccdo de falhas
de motores [29], seguranca de rede [69], reconhecimento e classificacdo de padrdes [71, 72].

A Morfologia Matematica (MM) é uma teoria empregada no processamento
e andlise de objetos ou imagens [46, 51]. Seu desenvolvimento comegou a ser formalizado
na Franca nos anos 60 por Matheron e Serra, que se basearam nos trabalhos de Minkowski
e Hadwiger para criar a morfologia matemadtica bindria [30, 46]. Matheron e Serra buscavam
criar um conjunto de ferramentas para extrair informacdes geométricas no estudo de imagens
bindrias.

Nos anos 80, vérias abordagens foram desenvolvidas para generalizar a MM
bindria para imagens em tons de cinza. Por exemplo, a abordagem da umbra foi desenvolvida
por Sternberg enquanto que uma abordagem baseada no conceito de threshold foi introduzida
por Serra [52, 46]. Do ponto de vista tedrico, tanto a MM bindria como as abordagens em
tons de cinza, podem ser conduzidas numa estrutura matemdtica chamada reticulado completo
[18, 45].

Ritter e Sussner introduziram, em meados dos anos 1990, os primeiros mo-
delos de memorias associativas baseadas na MM, referidos como Memorias Associativas Mor-
fologicas (MAMs) tradicionais [38, 39]. Especificamente, os neurdnios das MAMs tradicionais
efetuam generalizacdes das operagdes da abordagem umbra para a MM em tons de cinza. Em
termos gerais, a principal diferenca entre os modelos cldssicos de memorias associativas € 0s
modelos morfoldgicos estd em utilizar as operacdes baseadas em reticulados no lugar das ope-
racoes usuais de multiplicacdo de matrizes [39].

Matematicamente, as MAMSs tradicionais sdo definidas em uma extensao de
reticulado completo com ordem de grupo, que além da estrutura de reticulado completo, precisa
ser um grupo. As Memorias Auto-associativas Esparsas em Reticulados Completos (MAERCs),
introduzidas por Valle em [60] e estudadas por Grande Vicente em [67], sdo baseadas em op-
eracoes da abordagem threshold da MM, por isso sdo definidas em reticulados completos, dis-
pensando a estrutura de 1-grupo.

As memdrias associativas fuzzy implicativas (IFAM, do termo inglés implica-
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tive fuzzy associative memories), introduzidas por Valle e Sussner sdo definidas utilizando ope-
racoes da logica fuzzy [56, 63]. Um exemplo de IFAM € a IFAM de Godel que utiliza a impli-
cacdo fuzzy de Godel. A IFAM de Godel efetua uma operacdo da abordagem level sets da MM
no reticulado completo [0, 1].

Nesta dissertac@o apresentamos as MAMs Brouwerianas, que € um novo mo-
delo de MAMs baseada na abordagem level sets da MM; que requer um reticulado completo
Brouweriano. As MAMs Brouwerianas generalizam a IFAM de Godel e a MAERC baseada no
supremo.

Também apresentamos uma MAM Brouweriana para imagens coloridas. Uma
grande dificuldade para estender a MM para imagens coloridas € criar uma ordem entre as cores,
ou seja, introduzir uma relacdo de ordem no conjunto das cores de modo que se torne um retic-
ulado completo.

Em particular, Louverdis et al. desenvolveram um novo modelo fuzzy de
operadores morfologicos para imagens coloridas [27]. Especificamente, eles introduziram ope-
radores de dilatac@o e erosdo menos sensiveis a distor¢des na imagem que as outras abordagens
morfoldgicas. Esses operadores sdo definidos utilizando uma ordem entre as cores baseada num
sistema de regras fuzzy se-entdo e o espaco de cor HSV.

Baseado no sistema de regras fuzzy se-entdo de Louverdis ef al. definimos
uma ordem entre as cores que resulta em um reticulado completo Brouweriano no sistema de
cores HSV. Realizamos diversos experimentos computacionais com uma MAM Brouweriana

para imagens coloridas definidas nesse reticulado completo Brouweriano.

1.1 OBJETIVOS E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Nesta dissertacdo apresentaremos as memorias associativas morfolégicas
Brouwerianas, que € uma generalizacdo de uma das memdrias associativas esparsas em reti-
culados completos e de uma memoria associativa fuzzy implicativa. Utilizaremos um sistema
baseado em regras fuzzy para desenvolver uma ordem entre cores que gere um reticulado com-
pleto Brouweriano para imagens coloridas, onde poderemos desenvolver uma MAM Brouwe-
riana que armazene e recorde imagens coloridas.

A dissertagdo esta organizada da seguinte maneira:

No capitulo 2 revisaremos os principais conceitos da ldgica e da teoria de
conjuntos fuzzy, os principais operadores da ldgica fuzzy, as relagdes fuzzy e sistemas baseados
em regras fuzzy.

No capitulo 3 revisaremos os principais conceitos da morfologia matematica,
que se desenvolve em reticulados completos. Além dos principais operadores em reticulados
completos, revisaremos a definicdo de reticulados Brouwerianos desenvolvida por Brouwer e
Heyting. No capitulo 3 também apresentaremos um reticulado completo Brouweriano para

imagens coloridas utilizando um sistema de regras fuzzy inspirado na abordagem de Louverdis
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etal..

No capitulo 4 revisaremos as MAMs, comecando pelas MAMs de Ritter e
Sussner e, posteriormente, as memdarias associativas fuzzy implicativas, dando principal énfase
a memdria associativa fuzzy implicativa de Godel e as memdrias associativas esparsas em retic-
ulados completos.

No capitulo 5, introduziremos as MAMs Brouwerianas que generaliza os
modelos das memdrias associativas fuzzy implicativas baseados no supremo. Apresentamos
resultados tedricos das MAMs Brouwerianas. Também introduziremos uma memdria associa-
tiva morfolégica Brouweriana para imagens coloridas e faremos experimentos computacionais
para avaliar se o modelo tem tolerancia a ruidos gaussiano, impulsivo e pepper.

A dissertacdo termina com a conclusao no capitulo 6 e as referéncias.
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2 LOGICA E CONJUNTOS FUZZY

Neste capitulo revisaremos os conceitos fundamentais da légica e da teoria
dos conjuntos fuzzy. A nocdo de conjuntos fuzzy € altamente intuitiva e transparente, pois
captura a esséncia da maneira como o mundo real € percebido e descrito [35].

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh em meados de 1960
e pode ser usada para modelar conceitos que ndo sdo bem definidos ou sdo imprecisos, por
exemplo, a nocdo de “pessoa jovem ”, “erro pequeno”, etc. [22, 32, 35, 70].

Na teoria cléssica de conjuntos, dado um universo de discurso U e um con-
junto A c U, um elemento x ou pertence a A ou ndo pertence. Por exemplo, o nimero 2
pertence ao conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,4, ...}, e o nimero (-2) ndo pertence.

Um conjunto A pode ser caracterizado por uma fungéo x4 : U - {0,1},

chamada funcao caracteristica, dada por

1, sexeA,
xa(z) = (2.1)
0, sex¢A.

Ao utilizar a linguagem cotidiana natural para transmitir conhecimento e in-
formacdo, hd uma grande dose de imprecisdo e indefini¢do [32]. Por exemplo, se dizemos que
no conjunto das pessoas altas estdo as pessoas com mais de 1, 80 metros, uma pessoa com mais
de dois metros € alta, assim como uma pessoa com 1, 81 metros. Porém, uma pessoa com 1, 79
metros ndo seria considerada alta, apesar de ser quase imperceptivel a diferenca entre 1,79 e
1,81 metros. Neste momento, a linguagem cotidiana resolve dizendo que a pessoa com 2 metros
¢ muito alta e as pessoas de 1,79 ou 1,81 metros sdo altas.

A teoria dos conjuntos fuzzy captura essa caracteristica da linguagem natural.
Dizemos que = tem um determinado grau de pertinéncia a um conjunto, podendo ter um grau de
pertinéncia que varia entre 0 (que representa que x ndo pertence ao conjunto) e 1 (que representa
que x pertence totalmente ao conjunto).

Um conjunto fuzzy A, também chamado conjunto nebuloso ou conjunto di-
fuso, é caracterizado por uma fung¢do de pertinéncia p4 de um universo de discurso U no inter-
valo unitério [0, 1]. Note que, se U é um conjunto finito, o conjunto A pode ser representado por
um vetor coluna, isto é, se U = {uq,...,u,}, entdo A pode ser representado por [ay, ..., a,]7,
onde a; = p1a(u;).

Qualquer fungdo p : U — [0, 1] torna-se potencialmente elegivel para repre-
sentar uma fungdo de pertinéncia do conjunto A. Porém, na prética, o tipo e a forma da fungao
de pertinéncia deve refletir o tipo de aplicagcdo e a natureza do problema que pretendemos re-
solver [35].

A teoria dos conjuntos fuzzy estende a teoria cldssica de conjuntos. Muitas
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operagdes com conjuntos fuzzy, incluindo as operacdes de unido e interseccdo, sio modeladas

através de operadores da logica fuzzy [22, 32, 35].

2.1 OPERADORES DA LOGIcA Fuzzy

A norma triangular, ou simplesmente t-norma, generaliza o operador 16gico
“E”, enquanto que a co-norma triangular, ou s-norma, generaliza o operador “OU”. As t-normas

e s-normas oferecem uma classe geral de operadores de intersec¢do e unido [35].

Definicao 2.1 (Norma triangular [35]). Uma norma triangular ou t-norma, é uma operagdo

bindria t : [0,1] x [0,1] = [0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades:
1. Comutatividade: atb=">bta;
2. Associatividade: at(btc) = (ath)te;
3. Monotonicidade: se b < ¢, entdo atb<atc;
4. Condicoes de fronteira: at1 = a,
onde a,b,c € [0,1].
Exemplos de t-normas:
Exemplo 2.2. Minimo: a t,,b=aAb=min(a,b).
Exemplo 2.3. Produto: a t,b = ab.
Exemplo 2.4. Lukasiewicz: at;b=(a+b—-1)v0=max(a+b-1,0).

As co-normas podem ser vistas como operadores duais das t-normas e, como
tal, explicitamente definidas com o uso das leis de De Morgan [35]. Podemos também caracteriza-

las de forma independentes utilizando a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.5 (Co-norma triangular [35]). Uma co-norma triangular, ou s-norma, é uma oper-

agdo bindria s : [0,1] x [0,1] - [0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades:
1. Comutatividade: asb="bsa;
2. Associatividade: as(bsc) = (asb)sc;
3. Monotonicidade: se b < ¢, entdo asb< asc;
4. Condicoes de fronteira: as0 = a,
onde a,b,c e [0,1].

Exemplos de s-normas:
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Exemplo 2.6. Mdximo: as,,b = a Vv b=max(a,b).
Exemplo 2.7. Soma probabilistica: as,b =a +b - ab.
Exemplo 2.8. Lukasiewicz: as;b = (a+b) A1l =min(a+b,1).

Na ldgica classica, a implicacdo (=) é uma operagdo bindria =: {0,1} x
{0,1} = {0, 1}, cuja tabela verdade é dada por:

=01
011
1 101

Defini¢do 2.9 (Implicacéo fuzzy [34, 11]1). Uma operagdo bindria =: [0,1] x [0,1] — [0,1]
decrescente no primeiro argumento e crescente no segundo argumento é chamada implica¢do
fuzzy se = estende a implicagdo cldssica usual em {0,1} x {0,1}, i.é, (0=0)=(0=1) =
(I1=1)=1e(1=0)=0.

Alguns exemplos de implicagdes fuzzy:

Exemplo 2.10. Implicacao de Godel:
1, sea<b,
(a=,0)=
b, se a > b.
Exemplo 2.11. Implica¢do de Goguen:
1, sea <b,
(a=,b) =
bla, se a>b.

Exemplo 2.12. Implicacdo de Lukasiewicz: (a =;b) =1A (b—a+1) =min{l,b—a+ 1}.

A implicag@o que satisfaz (2.2) abaixo € chamada de implicacdo residual ou
R-implicagdo [32, 34], pois ela é definida através do residuo de uma t-norma como segue, para
todo a,b e [0,1]:

(a=b)=\/{z€[0,1]:atz <b}, (2.2)
As implicacdes dos Exemplos 2.10, 2.11 e 2.12 sdo implicacdes residuais

derivadas das t-normas dos Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4 respectivamente.

2.2 RELACOES Fuzzy

Nesta secdo comecaremos fazendo uma breve introducdo sobre relacdes no
sentido cléssico e, posteriormente, falaremos das relagdes fuzzy, que estendem o conceito de

relacdes cléssicas.
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Relagdes determinam associagdes, comparagdes, semelhancas, etc. entre ele-
mentos, que podem ou ndo estar no mesmo universos de discurso. Uma relagdo cldssica entre
U, e U, corresponde a um conjunto de pares ordenados (u;,us), onde u; € Uy e uy € Us [35].
Uma relacao classica R definida sobre o produto cartesiano de dois conjuntos classicos U; e Us
€ um subconjunto de U; x U,. Desta forma, podemos olhar para a fungdo caracteristica desse

subconjunto, que serd uma fungéo yr : Uy x Uy — {0, 1} tal que

1,  se(uj,ug) €R,
XR(U1,U2) = (2.3)
07 S€ (Ul,UQ) ¢,R,

De forma anédloga podemos estender essa ideia de relacdo para n universos
de discurso. Uma relacdo R entre Uy, Us, ..., U, é definida como um subconjunto do produto

cartesiano Uy x Uy x ... x U,,. A fungdo caracteristica yg : Uy x Uy x ... x U, = {0,1} é dada

por [6]:
1, se(uy,...,u,)€R,
XRr(Ut, ... uy) = (2.4)
0, se(ug,...,u,)¢R.
O conceito matematico de relagdes fuzzy estende a ideia de relacdo classica
para conjuntos fuzzy. Dados n universos de discurso Uy, ..., U,, uma relacdo fuzzy é qualquer

subconjunto fuzzy de Uy x ... x U, [6]. A fun¢ado de pertinéncia da relacdo fuzzy R € denotada
por pur : Uy x Uy x ... x U, - [0,1].

Dado um elemento u = (uy,...,u,) € Uy x ... x U,, o valor da funcéo de
pertinéncia g (u) € [0, 1] indica o grau com que os elementos u; de u estdo relacionados pela
relacdo R [35].

O produto cartesiano fuzzy € um relacdo fuzzy especialmente importante do
ponto de vista de projecdo ou inferéncia, principalmente em sistemas baseados em regras fuzzy,
como veremos na secao 2.3. Tecnicamente, na teoria dos conjuntos fuzzy, o produto cartesiano

fuzzy é similar a intersecc¢ao [6].

Definicao 2.13 (Produto Cartesiano Fuzzy [6]). O produto cartesiano fuzzy dos subconjun-
tos fuzzy Ay, As, ..., A, de Uy, Us, ... U,, respectivamente, é a relacdo fuzzy cuja funcdo de

pertinéncia é dada por
HAx..xAy, (ulv Ugy . .. aun) = A, (ul) tua, (Ug) t...tua, (un)7 (25)
para todo (uy, us, ..., u,) € Uy x Uy x ... x Uy, em que t denota uma t-norma.

2.3 SISTEMAS BASEADOS EM REGRAS Fuzzy

No cotidiano, as acdes humanas controlam os mais diversos sistemas do mundo

real por meio de informagdes imprecisas [6]. Um motorista desejando desviar de um obstaculo
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a sua frente, ndo pensa que deve virar o volante 30 °, mas sim virar “um pouco”.

Uma tentativa de reproduzir a estratégia de um controlador humano é dada
pelos sistemas fuzzy, isto €, um sistema que se utiliza da l6gica e conjuntos fuzzy para produzir
saidas para cada entrada fuzzy [6].

Em sistemas fuzzy as tarefas sio comandadas por meio de termos da lin-
guagem usual e é nesse aspecto que varidveis linguisticas desempenham papel fundamental.
Estes termos, traduzidos por conjuntos fuzzy, sdo utilizados para transcrever a base de conheci-
mentos através de uma cole¢do de regras fuzzy, denominada base de regras fuzzy. A partir dessa
base de regras obtém-se a relacdo fuzzy, a qual produzird a saida para cada entrada [6].

Sistemas fuzzy raciocinam com conjuntos linguisticos em vez de proposigdes
l6gicas bivalentes. A forma geral de uma inferéncia légica fuzzy € a condicional “Se Entao”
[48]:

’ Se “condigcdo” Entdo “conclusdo”.

Uma regra fuzzy ou inferéncia fuzzy relaciona conjuntos fuzzy usando o modus

ponens generalizado do seguinte modo [48]:

Regra: Se u é A Entdo s é B, (2.6)
Fato: ué A, 2.7)
Conclusdo: sé B”*. (2.8)

Na regra composicional de inferéncia, a funcio de pertinéncia do conjunto B* é dada por:

np(s) =\ {HR(%S) tuA*(u)}, (2.9)

uelU
onde R € uma relacdo fuzzy, geralmente definida em termos do produto cartesiano fuzzy A x B
ou uma implicacao fuzzy.
As condi¢des de uma regra fuzzy relacionam-se a valores fuzzy linguisticos de

uma ou mais varidveis, como por exemplo

Se “pressdo = <baixa>" E “temperatura = <média>" Entdo “vdlvula = <abrir um pouco>

Assim, a regra fuzzy pode ser

| Seu; é AyEuy é Ay E ... Eu, é A, Entio s é B.

Neste caso podemos tomar u = (uq,...,u,) € U, onde U € o produto cartesiano U; x ... x U, e

A é o produto cartesiano fuzzy A; x...x A, € U. A regra fica da forma:

| Seué AEntiosé B. |




22

O sistema combina vdrias regras por meio das saidas fuzzy de cada regra.
Utiliza-se uma s-norma como sendo o conector l6gico “OU” que liga as diversas regras fuzzy.

Um sistema de regras fuzzy tem a seguinte forma geral:

Seué A, Entiosé B;
(0]8]
Seué A, Entio s é B,

ou (2.10)

ou

Seué A,, Entiosé B,,

sendo u = (uy,ug, ..., u,) € A; = Ajy x Ajg x ... x Ay, paratodo i = 1,...,m. Se a entrada do

sistema fuzzy for A* = A7 x A; x---x A, a saida serd um conjunto fuzzy B* ¢ BjuByu...UB,,.

2.3.1 Método de Mamdani

Mamdani e Assilian foram pioneiros na automagao baseada em ldégica fuzzy
para realizar e controlar tarefas. No trabalho [28], Mamdani e Assilian observaram que ope-
radores humanos baseiam suas estratégias de controle de forma linguistica e geralmente ndo
matematicamente precisas. Este trabalho influenciou outros pesquisadores a utilizar contro-
ladores fuzzy na teoria de controle, como € o caso do controlador de Takagi-Sugeno [58].

O método de Mamdani € baseado na regra de composi¢do de inferéncia max-

~ 0

min. A aplicacdo A (minimo) € utilizada para modelar a condicional “Se Entao” de cada regra
da base de regras. Adota-se 0 minimo também como a t-norma do conectivo 16gico “E”. Para o

conectivo légico “OU” utiliza-se a s-norma v (maximo) que conecta as regras fuzzy da base de

regras.
Dado A* = A} x Ay x...x A como entrada do sistema de regras (2.10). Para
cadaregrai=1,...,m, o conjunto A; é o produto cartesiano fuzzy A;; x ... x A;,, isto é
H’Ai(u) = Hay (ul) N MAiz(UQ) ARERNA NAm(un) = /\ MAij(U’j)7 (2.11)
j=1

paratodoue U =U; x ... x U,.
Desta forma, a fun¢@o de pertinéncia do conjunto B de saida de cada regra 7

¢ dado por:

ps: () = V/ ([, (0) A 1, (5)] A pae () | 2.12)

uelU
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A funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy B* de saida é dada por:

ppe(s) = pp(s)Vups(s) V... Vg, (s)=\ s (s) (2.13)
=1
= V{V [, (@) A g, ()] A e () | (2.14)
i=1 " uelU
= Vs (5)n V/ [a,(0) A ()] 2.15)
i=1 uelU
Se A* é crisp com um unico elemento, isto €, A* = {u*}, comu* = (uj,...,u}),
entdo para todo u = (uy,...,u,) € U tem-se
1, seu;=ur Vj=1,...,n
jiae () = 7% 2.16)
0, caso contrdrio.
Desta maneira,
\/ [MAz(u) N A (11)] = H’Ai(u*) = /\ HA;; (U;) (2.17)
uelU 7=1

Assim, a fun¢do de pertinéncia dada em (2.15) do conjunto fuzzy de saida pode ser simplificada

para:

e (5) =\ A [, () A piss ()], 2.18)

i=1j=1
Exemplo 2.14. Exemplo de sistema fuzzy:
Se u; é A1 E uy é Ay Entdo s é By,
Se uy € Ay E ug é Ayy Entdo s é B,
Dado como entrada um conjunto crisp contendo apenas u* = (uj,u3), a

funcgdo de pertinéncia do conjunto fuzzy B* ¢ By U By de saida € dada por:

pp(s) = \Z/i\ (14, (w3) A s, (5)], (2.19)

ou ainda,

MB*(S) = I::uAu (UI) N A, (u;) A MBl(S)] v [:qul (UI) A MA22(US) A HJBQ(S)]' (220)

2.3.2 Defuzificacao

No controlador fuzzy, a cada entrada fuzzy o médulo produz uma saida tam-
bém fuzzy. No entanto, se a entrada é um nimero real, podemos esperar que a saida corres-
pondente seja também um nimero real. Assim, podemos utilizar um método para defuzificar a
saida e obter um ndmero real [6].

Os principais métodos de defuzificagao podem ser estudados em [6, 35, 48],

sendo eles 0 Método Centro dos Maximos, o Método da Média dos Maximos e o Método do
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Centro de Area. Aqui abordaremos brevemente o Método do Centro de Area, que serd utilizado
na se¢do 3.4.1.

O Método do Centro de Area é semelhante a média ponderada para uma dis-
tribui¢do de dados, com a diferenca que os pesos aqui sdo os graus de pertinéncia do conjunto
Sfuzzy [6].

Dado um conjunto fuzzy B em V. O valor crisp f da defuzificacdo de B pelo
Método do Centro de Area é dado por

d
_ Jyers(v)dy (2.21)
[y kB (v)dv
ou, caso o dominio de B for discreto com n elementos, podemos utilizar a equacao
= Yiy vips (i) (2.22)

Y MB(Ui) '
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3 MORFOLOGIA MATEMATICA

A Morfologia Matematica (MM) é empregada no processamento e andlise de
objetos ou imagens [46, 51]. Seu desenvolvimento comecou a ser formalizado na Franga nos
anos 60 por Matheron e Serra, que se basearam nos trabalhos de Minkowski e
Hadwiger [30, 46] para criar a morfologia matemdtica bindria. Matheron e Serra buscavam
criar ferramentas para serem utilizadas na extracdo de informagdes geométricas no estudo de
imagens de minerais.

Nos anos 80, varias abordagens foram criadas para generaliza-la para imagens
em tons de cinza, como por exemplo a abordagem da umbra [46, 52] e threshold [57]. Do ponto
de vista tedrico, tanto a MM bindria como as abordagens em tons de cinza, podem ser muito
bem conduzidas numa estrutura matematica chamada reticulado completo [18, 45].

Abordagens da MM para imagens coloridas foram desenvolvidas por Comer
e Delp nos anos 90 [9]. Uma grande dificuldade para estender a MM para imagens coloridas é
criar uma ordem parcial apropriada para uma certa aplicacao.

Em particular, Louverdis, Andreadis e Tsalides desenvolveram um novo mo-
delo fuzzy de operadores morfolégicos para imagens coloridas [27]. Especificamente, eles in-
troduziram operadores de dilatacdo e erosdo menos sensiveis a distorcdes na imagem que as
outras abordagens morfoldgicas. Esses operadores sdo definidos utilizando sistemas de regras
fuzzy se-entdo e o espaco de cor HSV.

Além das aplicagdes em processamento de imagens, a MM também pode ser
empregada no contexto de redes neurais artificiais [12, 21, 39]. Redes neurais artificiais sdo
modelos matematicos inspirados no cérebro humano. Uma das habilidades do cérebro, chamada
memoria associativa, refere-se a capacidade de recordarmos informagdes por associacao [23,
17].

Definicdo 3.1 (Imagem e Grafico de uma Imagem). Uma imagem é uma fungcdo g : X - V,
onde X denota o espaco euclidiano R? ou o espago digital Z% e V é o conjunto dos valores da

imagem. O grdfico de uma imagem é o conjunto G(g) = {(x,g(x)) : x ¢ X}.
Cada elemento (x,g(x)) € G(g) é chamado de picture element ou pixel.

Denotaremos o conjunto de todas as imagens g : X — V por V¥,

3.1 MORFOLOGIA MATEMATICA EM RETICULADOS COMPLETOS

Nesta secdo faremos uma breve revisao da teoria dos reticulados completos.

Reticulados fornecem um contexto geral onde a morfologia matematica pode ser conduzida.

Definicao 3.2 (Ordem Parcial e Total). Dado um conjunto ndo vazio L, uma relacdo bindria <

em L é chamada ordem parcial se
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i) v<ux;
ii) r<yey<xr=x=y;

iii) r<yey<z=x<2z

A ordem é dita total se, além das trés propriedades acima, ela tiver a seguinte propriedade
iv) r<youy<ux, Va,ye L.

Um conjunto L munido com uma ordem parcial é dito um conjunto parcial-
mente ordenado. Seja L um conjunto parcialmente ordenado e K c L, dizemos que a € cota
superior de K se a > b, para todo b € K. Definimos o supremo (\/) como a menor cota superior
de K. Do mesmo modo, a é cota inferior de K se para todo b € K temos que a < b. O infimo

(A\) de K € a maior cota inferior.

Definicao 3.3 (Reticulado e Reticulado Completo). Um conjunto parcialmente ordenado 1L é
um reticulado se todo subconjunto finito possui supremo e infimo em L. Um reticulado é dito

completo se todo subconjunto (mesmo infinito) possui supremo e infimo.
Alguns exemplos importantes de reticulados sao dados a seguir.

Exemplo 3.4. R com a ordem usual é um reticulado, mas nao é completo. No entanto R =

R U {+00,—00} é um reticulado completo.

Exemplo 3.5. O conjunto das partes de F, denotado por P(E'), com a ordem de incluséo é um

reticulado completo.

Note que, se K = @, todo elemento de um reticulado I é cota superior e
inferior de K. Portanto, a maior cota inferior de K € o maior elemento de L, e a menor cota

superior de /' é o menor elemento de L, ou seja

Ve=AL e Aoz-=VL 3.1)

3.1.1 Reticulados Brouwerianos

Brouwer e Heyting caracterizaram os reticulados Brouwerianos, que € uma

generalizagdo da édlgebra booleana [7].

Definicao 3.6 (Reticulado Brouweriano [7]). Um reticulado 1L é dito Brouweriano se para todo
a,bell, oconjunto S ={x eL:anx<b} possui um maior elemento. O elemento b/a definido

como.

bla=\/{zeL:anz<bleS (3.2)

é chamado por Birkhoff de pseudo complemento relativo de a em b [7]. Nos chamaremos o

pseudo complemento relativo de a em b de residuo de b por a.
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Observacdo 1. Note que o residuo b/a ndo é apenas o supremo do conjunto S, mas também

um elemento de S.

O préximo exemplo mostra que o conjunto dos valores de imagens em tons de
cinza € um reticulado completo Brouweriano, que sera utilizado na se¢@o 3.3 sobre a abordagem

da umbra e na secdo 3.3.2 sobre a abordagem level sets, que utiliza o fato dele ser Brouweriano.

Exemplo 3.7. O intervalo [0, 1] com a ordem usual é um reticulado completo Brouweriano.

Veja que, dados a,b € [0, 1], o elemento b/a é dado por

1, seac<hb,
bla=\/{ze[0,1]:anz<b}= (3.3)
b, sea>b.

Exemplo 3.8. O conjunto dos niimeros reais com a ordem usual é um reticulado mas ndo é
Brouweriano. Note que, tomando a, b € R tais que a < b, ndo existe o supremo de S = {z e R:

a Az < b}. Entretanto, R U {+00} é um reticulado Brouweriano que nio é completo.

Alguns autores, como Roman em [44], chamam o reticulado da definicdo 3.6
de reticulado de Heyting e o dual dele de reticulado Brouweriano. Neste trabalho seguiremos a
defini¢do de Birkhoff [7].

3.1.2 Operadores em Reticulados Completos

Sejam L, M reticulados completos e ¢, 1) dois operadores de . em M. Es-
crevemos ¢ < 1 se ¢(x) < 1(x) para todo x € L.. O conjunto de todos os operadores de L em

M € um reticulado completo com esta relacao de ordem. O infimo e o supremo sdo dados por

(Av)@=Avi@) e (Ver)@) = Vo). (3.4)
A préxima definicdo trata de operadores que comutam com O supremo ou

infimo, esses sdo os principais operadores da MM.

Definicao 3.9 (Dilatacdo e Erosdo [18, 19, 47] ). Sejam LL e M reticulados completos. Qualquer

operador ¢ : L. - M que satisfaz a seguinte equacdo, para todo K c 1L, é chamado de erosao.

S(ANK)= A (@), (3.5)
zeK
De forma andloga, um operador 6 : Ml — 1L é uma dilatagcdo se satisfaz a seguinte equacdo

para todo K c L:

S(VEK)=V d). (3.6)

ek
Em outras palavras, erosdo € qualquer operador que comuta com o infimo e

dilatacdo é qualquer operador que comuta com o supremo.
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Definicao 3.10 (Adjungdo). Dados dois operadores ¢ : L. — M e : M — L com L e M
reticulados completos. O par (¢,8) é uma adjungdo entre L e Ml se [18, 19, 47]:

d(y) <z = y<e(n). (3.7)

Se (&,0) é uma adjungdo entre 1L e L dizemos que (&, 0) é uma adjungdo sobre o reticulado L.

A proposic¢do a seguir € encontrada em [18, 19, 47] e relaciona os operadores

de dilatagdo e erosdo por meio da adjuncdo como uma relagdo de dualidade:
Proposicao 3.11. Sejam L e M reticulados completos.

1. Se (g,0) é uma adjuncdo entre L e M, entdo € é uma erosdo e § é uma dilatacdo.

2. Se 0 é uma dilata¢do, entdo existe uma tinica erosdo ¢ tal que (¢,6) é uma adjungdo.

Essa erosdo é dada por:

e(x) =V {yeM:d(y) <z} (3.8)

3. Se € é uma erosdo, entdo existe uma vinica dilatagcdo 0 tal que (¢,9) é uma adjungdo.

Essa dilatagdo é dada por:
5(y) = A\{reL:y<e(x)}. (3.9)

3.2 MORFOLOGIA MATEMATICA BINARIA

Na morfologia matemética bindria V é o conjunto {0, 1} e uma imagem bindria
associa a cada ponto de X o valor zero ou um. Uma imagem bindria pode ser vista como um
subconjunto A de X. Especificamente, uma imagem g : X — {0,1} pode ser vista como o
conjunto A de todos os pontos onde g associa o valor “1”, e isso indica um pixel em “primeiro
plano”.

Um pixel em primeiro plano € por exemplo preto quando o representamos
numa folha de papel. Quando um pixel ndo pertence a imagem, ou seja, seu valor € “0”, indica
um pixel em “segundo plano” que, no exemplo da folha de papel, € um pixel branco.

O complemento de uma imagem A ¢ uma imagem representada por A€ e

definida como
A°={xeX:x¢ A}, (3.10)

e a reflexdo de uma imagem A, denotada como A, é dada por:
A={xeX:x=-a acA}. (3.11)

Se A e B sdo duas imagens, aunidode Ae B édadapor AuB = {x e X:x€e A
oux € B}, ainterseccdopor AnB ={xeX:xec Aexe B}eadiferenca A-B={xeX:xecA
ex¢ B} =AnBe.
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Podemos realizar também a translacdo de uma imagem por um vetor b da

seguinte maneira:

Definicao 3.12 (Translacdo). Seja A c X e b € X. A translacdo de A por b ¢é definida como:
A+b={ceX:c=a+b;ac A} (3.12)

A morfologia matematica envolve anélise geométrica das formas e das textu-
ras nas imagens. Os operadores morfoldgicos trabalham com duas imagens: a imagem a ser pro-

cessada e o elemento estruturante. Abaixo segue os dois operadores morfoldgicos elementares:

Definicao 3.13 (Dilatacdo Binaria). Sejam A, B ¢ X, a dilatacdo bindria de A por B é definida
como:

Aep,B={ceX:c=a+bjac A beBj}. (3.13)

A dilatacdo A @, B pode ser escrita em termos de translagdes como:

AEBbB:U(A+x):U<B+x). (3.14)
xeB xeA
A dilatagdo possui algumas propriedades importantes, entre elas destacamos

que € comutativa, associativa, monétona e distributiva em relag¢do a unido.

Definicao 3.14 (Erosdo Bindria). Sejam A, B c X, a erosdo bindria de A por B ¢é definida
como:

Ae,B={xeX:x+beA Vbe B} (3.15)

A erosdo A ©, B pode ser escrita em termos de translagdes como

Ae,B=[(A-b). (3.16)

beB
Exemplo 3.15. Na Figura 3.1 apresentamos (a) uma imagem bindria e as respectivas (b) di-
latacdo e (c) erosdo bindrias da imagem por um elemento estruturante quadrado de dimensdes

2 x 2. Observe que a dilatacdo expande e a erosao retrai o desenho da imagem.

A eroséo e a dilatagéo sdo operagdes duais, isto é, (A, B)¢ = A¢ @, B [16].
Entretanto, &, e ©, ndo sdo operagdes inversas, ou seja, (A Sy B) @®;, B pode ser diferente de B.
Utilizando combinagdes das operagdes de erosdo e dilatacdo podemos obter
novas operacoes, duas dessas novas operagdes sdo a abertura e o fechamento. A abertura da
imagem A por um elemento estruturante B, denotada por A o, B, é obtida realizando a erosao

seguida da dilatagdo, isto é:

Ao, B=(Ae,B)a,B. 3.17)
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(a) Imagem bindria (b) Dilatagao bindria (c¢) Erosdo bindria

Figura 3.1: Imagem Bindria, Elemento estruturante, Dilata¢do e Erosdo bindrias.

A abertura tem relagdo com o interior de conjuntos na topologia [26] e, da
mesma forma que a operagdo interior, a abertura € idempotente, ou seja,
Aoy (Ao, B)=Ao,B.

O fechamento da imagem A por um elemento estruturante B, denotado Ae, B,

¢ obtida realizando a dilatag¢do seguida da erosao:

Ae,B=(A®,B)o,B. (3.18)

O fechamento tem relagdo com o fecho de conjuntos da topologia e, também
¢ idempotente, ou seja: Ae, (Ae, B) = Ae, B.

Assim como a erosdo e a dilatacdo, abertura e fechamento também sdo op-
eracdes duais. O complemento do fechamento de A por B € a abertura de A€ por B [16], isto

c,

(Ae, B = Ao B. (3.19)

O gradiente morfolégico, que pode ser usado para deteccdo de limites ou
bordas de objetos em imagens [51], € definido como a diferenca da dilatacio pela erosdo, ou

seja, todos os pontos que estdo na dilatacio e ndo estdo na erosdo:
pe(A)=(Ae B)-(AeB). (3.20)

Na Figura 3.2 apresentamos o complemento do gradiente morfoldgico para facilitar a visualiza-

¢do.

Exemplo 3.16. Na Figura 3.2 apresentamos (a) abertura, (b) fechamento e (¢) complemento do
gradiente morfolégico da imagem bindria apresentada na Figura 3.1. Note como o gradiente

morfoldgico traca o contorno do desenho na imagem.
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(a) Abertura (b) Fechamento (c) Gradiente morfolégico

Figura 3.2: Abertura, fechamento e gradiente morfolégico da imagem pelo elemento estrutu-
rante apresentados na Figura 3.1.

3.3 MORFOLOGIA MATEMATICA EM TONS DE CINZA

Vejamos agora o caso das imagens em tons de cinza, onde V = [0,1] c R e
X = R2. Virias abordagens foram desenvolvidas para estender a morfologia matemadtica para
imagens em tons de cinza. Nesta secdo, falaremos das abordagens da umbra, threshold e level

sets.

3.3.1 Abordagem da Umbra

A abordagem da umbra, desenvolvida por Serra e Sternberg em meados dos
anos 1980, estende os operadores da morfologia matematica bindria para imagens em tons de
cinza [46, 52].

Para estender a MM bindria, representamos uma imagem em tons de cinza do
R? como uma imagem bindria do R? usando a terceira coordenada para o tom de cinza de cada

pixel [49]. Da mesma forma, uma imagem em tons de cinza do R? é uma imagem bindria do
R41 [16].

Definicao 3.17 (Umbra [49]). Seja g : X - V uma imagem em tons de cinza. A umbra de g,
denotada por U(g), € definida como

U ={(xy) eXxR:y<g(x)}. (3.21)

Por exemplo, a umbra de uma imagem g : R — [0, 1] é o subconjunto do R?

de todos os pontos (x,y, z) onde z < g(x,y).

Defini¢do 3.18 (Topo de um Conjunto [49]). Seja A c X xR, tome X = {x ¢ X : (x,y) € A}.
O Topo do conjunto A, denotado por T[A] : X -V, ¢é definido como

T[A](x) =\{yeV:(x,y) € A}. (3.22)
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A umbra e o topo de um conjunto estdo relacionados [16] por

T[U(g)] = g, (3.23)

de onde segue imediatamente que U(T[U(g)]) = U(g).

A umbra ndo é a operagdo inversa do topo de um conjunto pois A c U(T[A])
entretanto U (T[A]) ¢ A para certos conjuntos.

Agora podemos definir dilatac@o e erosdo para imagens em tons de cinza uti-

lizando a umbra e o topo da umbra combinadas com as operagdes de dilatacdo e erosao bindrias.

Definicao 3.19 (Dilatacdo e Erosdo da umbra [16, 49]). Sejam g,s : X — V. A dilatacdo e a

erosdo da umbra de g por s, denotadas respectivamente por g®, s e g9, S, sdo definidas como
gous=T[U(g) @ U(s)] e go.s=T[U(g)e,U(s)]. (3.24)

Assim, a dilatacdo (erosao) de g por s, para as imagens em tons de cinza, é
definida como sendo o topo da dilatagio (erosdo) bindria das umbras de g e s. A proposi¢do a
seguir fornece uma forma explicita de calcular dilatacdo e erosdo da umbra, usando maximos e

minimos.

Proposicao 3.20 (Dilatacdo e a Erosao da umbra [46]). Sejam g,s : X — V. A dilatacdo e a

erosdo em tons de cinza de g por s sdo dadas por

(geus)() =14 V. {gtx-3)+s)}] (3.25)
(g2us)(0) =0v [ A {a(x+y) -s()}] (3.26)

Demonstracdo. Pela definicdo:
[g @8] = T[U(g) @ U(s)]. (3.27)

Utilizando as defini¢des de dilatagdo bindria, umbra e topo de um conjunto,
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temos:

[g@us|(x) = T[U(g) @ U(s)](x)
= T[{(y.b) eXxV:b<g(y)} @ {(v,0) e Xx V:b<s(y)}|(x)
= T|{(c+y,d+b) eXxV:d<g(c);b<s(y),Ve,y e X}|(x)
= V{(@+b)eVix=c+y,d<g(c)eb<s(y), Ve, y e X}
= V{@+h)eVid<gx-y)ebs<s(y) V(x-y).yeX]
= V{[s(x-y) +s()]eV: (x-y),yeX|
=V {gx-y)+s(y) eV}

yeX
x-yeX

Utilizando agora o fato que V = [0, 1]:

[gous]0=[ V {sx-y)+s}]at, (3.28)

x-yeX

Assim, demonstramos a equacdo da dilatacdo, a demonstracdo da equacdo

erosao segue de forma andloga. [

Observacao 2. Na literatura, a abordagem da umbra é desenvolvida no reticulado completo
R U {+00,-00}. Aqui estamos utilizando o reticulado completo [0, 1], por isso na Proposi¢do
3.20 temos que realizar a operacdo de miaximo com zero na erosdo e de minimo com 1 na
dilatacdo. A demonstracdo da Proposi¢do 3.20 é parecida com a demonstracio existente para o
reticulado completo Ru{+oc0, —co }, bastando observar que os valores devem estar no reticulado

V =[0,1] e por isso 0 maximo e o minimo séo utilizados.

Exemplo 3.21. Na Figura 3.3 apresentamos (a) uma imagem em tons de cinza, (b) um elemento
estruturante, e as respectivas (c) dilatagao e (d) erosao da imagem pelo elemento estruturante, na
abordagem da umbra. Observe que a dilatacdo clareia a imagem expandindo as regides claras,

enquanto que a erosao escurece a imagem retraindo as partes claras.

Abertura e fechamento em tons de cinza sao definidos utilizando combinagdes
das operagdes de dilatacdo e erosdao, da mesma maneira que a abertura e fechamento bindrios. A
abertura da imagem g por um elemento estruturante s, denotada por g o,, s, € obtida realizando
a erosao seguida da dilatacdo. J4 o fechamento, denotado g e, s, é obtido realizando a dilatacdo

seguida da erosdo, ou seja:
go,85=(g86,8)®,s ¢ ge,s=(gd,S)O,s. (3.29)

O gradiente morfoldgico € definido como a diferenca ponto a ponto entre a dilatagc@o e a erosao.
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(b) Elemento estruturante

(c) Dilatagdo utilizando a abordagem da umbra (d) Erosao utilizando a abordagem da umbra

Figura 3.3: Imagem em tons de cinza, elemento estruturante, dilatacdo e erosdo da imagem pelo
elemento estruturante utilizando a abordagem da umbra.

Exemplo 3.22. Na Figura 3.4 apresentamos (a) a abertura, (b) o fechamento e (¢) o com-
plemento do gradiente morfolégico da imagem pelo elementos estruturante apresentados na
Figura 3.3 utilizando a abordagem da umbra. O complemento do gradiente morfoldgico foi
apresentado para facilitar a visualizagao na folha de papel. O complemento de uma imagem
g : X - [0,1] é definido como a imagem g¢ : X — [0,1] tal que g¢(x) = 1 — g(x) para todo
x € X.

3.3.2 Abordagem do Threshold e Level Set

Outra abordagem para estender os operadores da morfologia matematica bi-
ndria para imagens em tons de cinza € a abordagem do threshold. Esta abordagem € anterior ao
trabalho de Sternberg [52] sobre a abordagem da umbra e foi desenvolvida por Serra [47].

Dada uma imagem em tons de cinza g € V¥ e um elemento estruturante S ¢ X,
a T-dilatacdo @; e a T-erosao ©, [31], também chamadas dilatagdo e erosdo flat [18], sdo dadas
por:

(go:S)(x)=Vex-y) e (go:S)(x)=Agly-x). (3.30)

yeS yeS

Note que, nessa abordagem, o elemento estruturante € um conjunto classico.
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(a) Abertura (b) Fechamento (c) Gradiente morfoldgico

Figura 3.4: Abertura, fechamento e complemento do gradiente morfolégico da imagem pelo
elemento estruturante apresentados na Figura 3.1 utilizando a abordagem da umbra.

A abordagem level set pode ser vista como uma extensao da abordagem thresh-
old. Abordagem level set decompde a imagem e o elemento estruturante em conjuntos de niveis
(level sets) e aplica os operadores da morfologia matemadtica bindria nesses conjuntos.

Uma imagem g € V¥ pode ser decomposta em level sets S;(g) dados por [18]:
Si(g)={xeX:g(x)>t}, VteV. (3.31)

Observe que S;(g) € X € o conjunto de todos os pontos x € X em que a

imagem g excede o limitante ¢. Para dois valores ¢1,ty € V tais que t; < ty, temos S, (g) <

St2 (g) .
A imagem g pode ser recuperada a partir dos level sets como segue:

g(x)=\V{teV:xeS(g)}. (3.32)

A L-dilatagdo e a L-erosdo, denotadas respectivamente por @; e ©;, podem ser

calculadas para um elemento s € V¥ fixo como

(gers)(x) =\ {te Vixe[S(g) @ Si(s)]} (3.33)
(gors)(x) = \/{teV:xe [S:(2) & St(s)]}. (3.34)

A abordagem do level sets generaliza a abordagem do threshold. Para um
elemento estruturante bindrio S ¢ X e uma imagem g € VX, temos que g ®; S = g ®; s €
g6, S =go;s, onde s € VX é definida como

1, sexeS,
s(x) = (3.35)
0, sex¢S.

No artigo [57], Sussner e Valle definem o conjunto dos valores das imagens
como sendo R = Ru {~00,+00} ou Z = Z U {~00, +o0}. Desta maneira, o supremo e o infimo

do conjunto dos valores sdo +oo e —oo, respectivamente. Neste trabalho estamos utilizando o
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intervalo da reta [0, 1] como conjunto dos valores das imagens em tons de cinza, por isso o
supremo e o infimo do conjunto dos valores sdo 1 e 0, respectivamente. Em outras palavras,
nas equagdes (3.35) e (3.38) encontram-se os valores 1 e 0 onde no trabalho de Valle e Sussner
estdo +oo e —oo.

A préxima proposi¢do nos dd uma maneria prética de calcular a L-dilatagdo e
a L-erosao.

Proposicio 3.23 (L-dilatacdo e L-erosdo [57]). Para todo par de imagens g,s € VX, a L-

dilatag¢do e a L-erosdo sdo dadas respectivamente por

(g@rs)(x) =\ s(x-y)rg(y), (3.36)

yeX

(gers)(x) = A (g(y)/s(y -x)), (3.37)

yeX

onde | : V xV -V é uma operagdo bindria chamada residuo e definida como:

1, seac<b,
bla = (3.38)
b, sea>b.

e, 9 € L2

Note que, além dos operadores “v” e “A”, a abordagem level sets € baseada
também na operacdo bindria “/” definida em (3.38). Essa operacdo é definida num reticulado
completo Brouweriano. Note também a relagdo entre a implicacdo fuzzy de Godel dada no

Exemplo 2.10 e a operagdo residuo “/”:
(a =, b)=bla, Va,be[0,1]. (3.39)

Exemplo 3.24. Na Figura 3.5 apresentamos (a) uma imagem em tons de cinza, (b) um elemento
estruturante e as respectivas (c) dilatacao e (d) erosdo da imagem pelo elemento estruturante, na
abordagem level sets. Observe que a dilatac@o clareia a imagem expandindo as regides claras,

enquanto que a erosao escurece a imagem retraindo as partes claras.

A abertura, o fechamento e o gradiente morfol6gico sdo encontrados da mesma
maneira que nas abordagens anteriores, ou seja, a abertura da imagem g por um elemento es-
truturante s, denotada por g o; s, € obtida realizando a erosdao e em seguida a dilatagdo. Ja o

fechamento, denotado g e; s, é obtido realizando a dilatacdo seguida da erosao.

Exemplo 3.25. Na Figura 3.4 apresentamos (a) a abertura, (b) o fechamento e (c) o comple-
mento do gradiente morfolégico da imagem pelo elementos estruturante apresentados na Figura
3.3 utilizando a abordagem level sets. O complemento do gradiente morfologico € apresentado

para facilitar a visualizac@o na folha de papel.
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(b) Elemento estruturante

(c) Dilatagdo da abordagem level sets (d) Erosdo da abordagem level sets

Figura 3.5: Imagem em tons de cinza, elemento estruturante, dilatacdo e erosdo da abordagem
level sets.

3.4 MORFOLOGIA MATEMATICA PARA IMAGENS COLORIDAS

No contexto de imagens coloridas, o conjunto de valores V geralmente
corresponde a um subconjunto de R3. Com efeito, Vandenbroucke classifica os espacos de
cores em quatro tipos principais [65]: Os espacos de cores primarias, como o sistema RGB; os
modelos de luminosidade-cromaticidade como o CIELab; os espacos de eixos independentes,
que resultam de métodos estatisticos como a transformacio de Karhunen-Loeve; os espagos
baseados na percepcao humana na qual uma cor € expressa em termos de luminosidade, hue e
saturacdo, como as representagdes HSL e HSV.

O sistema de cor mais utilizado € o RGB, que representa uma cor utilizando
a decomposi¢do dela nas trés cores primarias: vermelho (Red), verde (Green) e azul (Blue).
Entretanto, o sistema RGB apresenta algumas desvantagens. Por exemplo, ele ndo tem uma
relacdo forte com a percepcao de cor pelo olho humano.

O sistema de cor baseado no espaco HSV usa descri¢des de cores com apelo
intuitivo [1]. Neste modelo as cores sdo representadas por trés parametros: hue (h), saturagcdo
(s) e valor (v).

O hue, também chamado de matiz, que € representado por um angulo sobre

o eixo horizontal variando de 0 a 360 graus, refere-se a tonalidade ou cromaticidade das cores,
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- &

(a) Abertura (b) Fechamento (c) Gradiente morfoldgico

Figura 3.6: Abertura, fechamento e complemento do gradiente morfolégico da imagem pelo
elemento estruturante apresentados na Figura 3.5 utilizando a abordagem level sets.

Figura 3.7: Interpretacdo geométrica do sistema de cores HSV.

como vermelho ou verde. Branco, preto e os tons de cinza ndo possuem hue, por isso sdo ditos
acrométicos. Os angulos 0°,60°,120°,180°,240° e 300° correspondem as cores vermelho,
amarelo, verde, ciano, azul e magenta, respectivamente. No angulo 360° a cor volta a ser
vermelho. A saturagdo, com valores no intervalo [0, 1], refere-se a quantidade de branco ou
“pureza” da cor. Finalmente, o valor refere-se a intensidade de brilho de uma determinada cor.
O valor varia de 0, cor negra onde os valores de hue e saturacdo sdo irrelevantes, até 1, onde a
intensidade de brilho é médxima.

A Figura 3.7 apresenta uma interpretagdo geométrica do espago de cores HSV.
A altura do cone corresponde ao valor. A distancia da cor ao eixo principal do cone determina
a saturagdo. Finalmente, o angulo corresponde ao hue. As equagdes para converter cores do

espaco de cores RGB para o espago de cores HSV podem ser encontradas em [50].
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fvermelho #amarelo flverde H ciano M azul Hmagenta i vermelho

00 80 120 180 240 300 360

Figura 3.8: Conjuntos fuzzy que descrevem as cromaticidades vermelho, amarelo, verde, ciano,
azul e magenta.

Hpequeno H médio Hgrande

0.2 0.8

Figura 3.9: Conjuntos fuzzy que descrevem os conceitos pequeno, médio e grade.

3.4.1 Modelo de Louverdis para Morfologia Matematica Coloridas

No trabalho [27], Louverdis et al. criaram um sistema de regras fuzzy se-
entdo em que as varidveis de entrada s@o os valores h, s, v de um pixel e a saida € um ndimero
que serd usado para ordenar as cores. Especificamente, Louverdis ef al. definiram conjuntos
fuzzy triangulares, conforme apresentado na Figura 3.8, para representar as cromaticidades ver-
melho, amarelo, verde, ciano, azul e magenta. De um modo similar, a saturagdo e o valor sao
caracterizados por trés conjuntos fuzzy cada, como na Figura 3.9.

A saida do sistema fuzzy, denotado por f e referido como plano ordenado, é
um numero real entre 0 e 100. Considerando os 6 conjuntos fuzzy do hue, os 3 conjuntos fuzzy
da saturacdo e os 3 do valor, temos 54 combinagdes entre eles. Assim, o universo do plano
ordenado € dividido em 54 partes, que sdo modeladas com conjuntos fuzzy L1, L2,..., L54,
como apresentado na Figura 3.10.

O sistema fuzzy utiliza 54 regras se-entdo, onde cada regra relaciona uma

combinacao entre as descricdes dos valores A, s, v com um dos 54 conjuntos do plano ordenado.
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L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L48 L49L50L51L521 53154

—

Figura 3.10: Conjuntos fuzzy L1, L2, L3, ..., L54 no universo do plano ordenado.

A forma geral dessas regras é:

vermelho

magenta
pequeno grande
) ] . ) ) azul
Se valor é médio e saturagdo € médio e hue é (3.40)
amarelo
grande pequeno _
ciano

verde

L1
L2
entdo o nivel do plano ordenado é { L3 ;. (3.41)

L54

Observe que as regras fuzzy primeiro dividem o plano ordenado com respeito ao valor. Se v é
pequeno, entdo o plano ordenado varia entre os conjuntos L1 e L18. Se v € médio, entdo o nivel
do plano ordenado varia entre L19 e L36. Se v € grande, entdo o nivel do plano ordenado varia
entre .37 e L54. Depois, cada uma dessas regides € subdividida de acordo com a entrada satu-
ragdo (s) em tré€s subniveis. O primeiro se s € grande, o segundo se s € médio e o terceiro se s é
pequeno. Por tltimo, cada subnivel destes € dividido em 6 partes, uma para cada cromaticidade
da entrada hue. A ordem das cromaticidades é vermelho, magenta, azul, amarelo, ciano, verde.
Segundo Louverdis, esta ordem esta baseada na percepc¢ao de cor do olho humano [27].

Finalmente, o plano ordenado f de uma certa cor € obtido utilizado o método
de Mamdani seguido do método de defuzificacdo do centro de 4rea [35]. Denotaremos por
¢:Vysy — [0,100] a fungéo que leva uma cor no sistema HSV ao plano ordenado. Além disso,
denotaremos por V ;551 0 produto cartesiano [0, 100]xVgy,. Precisamente, um elemento x no
sistema V gy corresponde a [f v s k], em que h, s e v sd0 as componentes no sistema
HSVe f=¢([h s wv])corresponde ao plano ordenado.

O plano ordenado foi utilizado por Louverdis ef al. para definir uma pré-
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ordem no espaco de cores HSV. Especificamente, dadas duas cores x; = [f1 hy s1 vi]e
x2=[fa ha se wy]em fHSV, eles definiram x; < x3 se f; < fo € X1 = Xy quando f; = fo.
Note que duas cores distintas podem ser consideradas equivalentes nesse caso. Consequente-
mente, o conjunto V ;g gy ndo representa um reticulado com essa pré-ordem.

Em vista disso, introduzimos uma ordem condicional (c-ordering) entre as
cores no sistema Vypgy. A ordem condicional € uma ordem total [4] bastante sensivel ao
primeiro argumento analisado. Para diminuir essa sensibilidade tomamos o maior inteiro menor
que f como primeiro argumento. Essa estratégia é motivada pela ordem lexicografica a-modulo
de Angulo e Serra [3].

A ordem € definida como:

Lf1] < f2] ou

X1 < Xp | fi]l = f2] e vi < vy 0u a4
[flJ = [f2J7U1 =V2€ 81> S20U
L fil = fa],v1 =v2, 81 = 52 € hy < ho.

Observe que, nessa ordem, primeiro comparamos os valores inteiros do plano ordenado das duas
cores. Caso | f1]| = | f2], analisamos o valor pois, segundo Louverdis et al., essa componente é
mais perceptivel que as demais [27]. Se v; = v9, analisamos a saturagdo. Por ultimo, caso as
cores tenham o mesmo plano ordenado, valor e saturagdo, comparamos o hue. Note que x; < Xo

exy <xjyseesomentese[h; s; wvi]=[hy Sy vs].

Teorema 3.26. O conjunto V sy com a ordem definida em (3.42) é um reticulado completo

Brouweriano.

Demonstragdo. Seja S €'V ¢y gy um subconjunto qualquer. Mostraremos que .S possui supremo
e infimo. Observe que [0, 1], [0,100] e [0,360] séo reticulados completos.

Desta forma, tomandou=[fy hy so wg], onde:

fo = \/{fe 0100] [f h s w]eSY}, (3.43)
vo = V{vel0,1]:[f h s wv]eS|f]l=fl}, (3.44)
so = N{sel0,1]:[f h s v]eS|[f]=]fol,v=10}, (3.45)
ho = \/{he[O 360] [f h s v]eS|f]=|fo],v=10,5=s0} (3.46)

Note que construimos u através das condicdes da ordem definida em (3.42),
de maneira que u =\ .S. Logo, existe supremo de S e, de forma andloga podemos mostrar que
existe infimo de S. Portanto V gy € um reticulado completo.

A ordem total garante que V;pgy € um reticulado Brouweriano, pois toda
cadeia € Brouweriana [7]. Portanto o conjunto V ¢z g, com a ordem total definida em (3.42) é

um reticulado completo Brouweriano. 0
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Oresiduode duascores x; = [f1 hy s1 vi]exao=[fo hy S2 wvo]em
V¢usv € dado por:
VVinsy s€ Xz < Xy,
Xl/Xg = (347)
[f1i h1 s1 v1] se X1 < Xo.

O supremo e o infimo de V ;g1 sdo dados por:
\/VfHSV = [100 120 0 1] € /\VfHSV = [0 01 0] (348)

Entretanto, da maneira como foi construido o sistema de regras fuzzy € a ordem em V x5y,
embora o contradominio de ¢ seja o intervalo [0, 100], o menor valor que ¢ pode atingir é 1.81
e o maior € 98.11, que sdo a defuzificacdo dos conjuntos L1 e L.54 respectivamente. Desta

maneira, em termos praticos valem:
VVigsy=1[98 120 0 1] e AVmsy=1[1 0 1 0]. (3.49)

Louverdis et al. definiram a dilatacdo e a erosdo para imagens coloridas de
maneira andloga a abordagem da umbra. Por exemplo, a erosdo, utiliza a seguinte operacdo em

Visy: Dados [hy,s1,v1], [ho, 52, 02] € Visy,
[hl,Sl,’Ul] = [hg, 82,7}2] = [(hl — hg) \Y% O, (81 — 82) \Y O, (1}1 — ’Ug) \Y% O] (350)

Assim, a erosdao de uma imagem g : X - Vg por um elemento estruturante s : X — Vv

foi definida como a seguinte operacao [27]:
(gevs)(x) = A\lg(z) *s(z-x)}. (3.51)

O exemplo abaixo mostra que a operacdo definida na Equacdo (3.51) ndo

comuta com o infimo e, pela Defini¢do 3.9, €, ndo € uma erosao.

Exemplo 3.27. Considere o elemento estruturante s(x) = [180 0 0] € Vygy, para todo
x € X, e duas imagens g;,g> : X - Vygy tais que, para todo x € X, temos que g;(x) =
[120 0 0] ega(x)=[300 0 O]

Veja que [300 0 0] <[120 0 0]e[0 O O] <[120 O O] porque
¢([300 0 0])=25,¢([120 0 0])=32e£([0 0 0])=23. Por um lado,

A (g7 g2)(2) =s(z-x)] (3.52)

zeX

[([120 0 0]a[300 0 0])=[180 0 0]] (3.53)

[[gl N gz] Oy S] (x)

[[300 0 0]=[180 0 0]] (3.54)
(120 0 0]. (3.55)
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Por outro lado,

(glews)(x):/ég{gl(z)Ls(z—x)}:([HO 0 0]=[180 0 0])=[0 0 0], (3.56)

(g20y8)(x) = A{ga(z) =s(z-x)} =([300 0 0]=[180 0 0])=[120 0 0]. (3.57)

zeX

Logo,

[(1045)(x) A (g2045)(x)|=[0 0 0]Aa[120 0 0]=[0 0 0] (3.58)

Portanto,
[(gl A 82) Oy S] (x) # [(gl oy 8)(x) A (8204 S)(X)] (3.59)

O que mostra que a operagdo ©,, ndo comuta com 0 minimo.

Para contornar este problema, neste ponto também seguimos um caminho
diferente, definindo os operadores de dilatacdo e erosdo como na abordagem do level sets.
A dilatagdo e a erosdo para imagens coloridas sdo definidas utilizando a ordem

total definida na equacdo (3.42) e o residuo definido na equagao (3.47):

(gecs)(x) = \/XS(X—y) rg(y), (3.60)
(gecs)(x) = /&(g(y)/S(y—X))- 3.61)

Exemplo 3.28. Na Figura 3.11 apresentamos as representacdes de uma imagem colorida (a), da
dilatacdo (b) e erosdo (c) definidas como definidas na equacao (3.61) utilizando como elemento
estruturante um quadrado 3 x 3 branco.

Observe que a dilatacdo marca o elemento estruturante nas regides com cores
claras da imagem, como por exemplo proximo ao olho da ave azul e amarela. J4 a erosado es-
curece algumas partes com cores claras, por exemplo a regido proxima ao olho da ave vermelha,
mas a erosao marca o supremo do reticulado (cor branca) em outras partes claras da imagem,

como por exemplo em partes do bico da ave vermelha.

A abertura e o fechamento sdo encontrados da mesma maneira que nas abor-
dagens anteriores, ou seja, a abertura da imagem g por um elemento estruturante s, denotada
por go.s, é obtida realizando a erosdo e em seguida a dilatacio, ja o fechamento, denotado ge_s,
¢ obtido realizando a dilatacdo e em seguida a erosdo. O gradiente morfoldgico é a imagem em

tons de cinza definido como a distancia euclidiana, ponto a ponto, da dilata¢do pela erosdo.

Exemplo 3.29. Na Figura 3.12 apresentamos a abertura (a), o fechamento (b) e o complemento

do gradiente morfolégico normalizado (c) da imagem apresentada na Figura 3.11. Em (c) é
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(a) Imagem original (b) Dilatagao (c) Erosao

Figura 3.11: (a) Imagem colorida 512 x 512 pixels, (b) dilatacdo da abordagem baseada no
reticulado Vg1 € (¢) erosdo da abordagem baseada no reticulado Vg gy .

§
Z 1

b 14

i

(a) Abertura (b) Fechamento (c) Gradiente

Figura 3.12: Abertura, fechamento e gradiente morfolégico da imagem apresentada na Figura
3.11.

apresentado o complemento do gradiente morfoldgico para facilitar a visualizagdo na folha de
papel. O gradiente morfoldgico normalizado é obtido dividindo o valor do gradiente por /3,
fornecendo assim uma imagem em tons de cinza com valores em [0, 1]. Note que o gradiente

morfoldgico traca o contorno dos desenhos na imagem.
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4 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS

Neste capitulo faremos uma breve revisdo sobre as MAMs, em especial as
MAMs de Ritter e Sussner [38, 39], as memorias associativas fuzzy implicativas introduzidas
por Valle e Sussner [56, 63] e as memorias associativas esparsas em reticulados completos
estudadas por Valle e Grande Vicente [60, 67].

As memorias associativas (AMs, do termo inglés associative memories) sao
inspiradas na capacidade do cérebro humano de armazenar e recordar informagdes por asso-
ciacdo [2, 5, 18, 23, 33]. Por exemplo, ao vermos algum trecho de um livro que ja lemos,
recordamos de todo o assunto do livro. Investigacdes de como o cérebro é capaz de fazer tais
associagdes tem levado a varios modelos de redes neurais que atuam como memdorias associati-
vas [39].

As AMs sdo aplicadas em vdrias dreas da ciéncia. Por exemplo para reconhe-
cimento e classificacdo de padrdes [71, 72], problemas de otimizagado [20], localizacdo de faces
e visdo computacional [13, 36, 53] entre outros.

O conjunto das memorias fundamentais € um conjunto de pares de associ-
agdes {(x%,y8): £ =1,...,p} € X x ), onde os conjuntos X e ) englobam todos os possiveis
itens memorizados. A AM € um modelo que armazena esses pares de associacdes. Um mo-
delo de AM pode ser descrito, matematicamente, como uma aplicagdo VW : X — ) tal que,
W(x¢) = y¢ paratodo £ = 1,...,p. Além disso, a aplicacdo ¥V deve ser capaz de recordar o
padrao memorizado mesmo que um padrao ruidoso ou incompleto seja apresentado para a AM.

As AMs podem ser classificadas como hetero-associativas ou auto-associati-
vas. Uma memoria € dita auto-associativa se o conjunto das memorias fundamentais € da forma
{(x5,x¢) : £ = 1,...,p}, isto é, x¢ = y& para todo £ = 1,...,p. Caso contrdrio, isto é, se
x¢ # y¢ para algum ¢ entre 1 e p, entdo a AM € dita hetero-associativa. Desta maneira, uma AM
€ hetero-associativa se ela associa um elemento a outro elemento distinto, por exemplo quando
associamos o titulo de um livro ao seu contetido. Por outro lado, uma AM ¢é auto-associativa se
ela associa um elemento a ele mesmo, como quando vemos uma pessoa e lembramos dela.

Os primeiros modelos de memorias associativas baseadas na MM, referidos
como MAMs, foram introduzidas por Ritter e Sussner em meados dos anos 1990 [38, 39].
Especificamente, os neurdnios das MAMs tradicionais efetuam generalizagdes das operacoes
da abordagem umbra para a MM em tons de cinza.

Em termos gerais, a principal diferenca entre os modelos cldssicos de memori-
as associativas e os modelos morfoldgicos estd em utilizar as operagdes baseadas em reticulados
no lugar das operacdes usuais de multiplicacdo de matrizes [39].

Nos ultimos anos, observou-se um crescente interesse em modelos de AMs
para imagens coloridas. De um modo geral, existe na literatura duas abordagens distintas para

generalizar uma AM em tons de cinza para trabalhar com imagens coloridas.
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Uma das abordagens € baseada na representacdo em 24-bits de imagens digi-
tais coloridas, em que o valor de cada pixel varia de 0 a 224 — 1. Essa abordagem foi adotada,
por exemplo, por Monteros e Azuela [66].

Outra abordagem, empregada por Zheng et al. [73], utiliza o sistema de cor
RGB. Nessa abordagem, uma imagem colorida corresponde a trés imagens em tons de cinza,
uma para cada canal de cor.

Por outro lado, a classe das memorias auto-associativas esparsas em reticula-
dos completos (MAERCs), apresentadas em detalhes por Valle e Grande Vicente em [60, 67],
nao é baseada em modelos em tons de cinza. Com efeito, eles tinham como objetivo desenvolver
um modelo de memoria associativa capaz de armazenar e recordar padrdes definidos em reticu-
lados completos arbitrarios. Em geral, as MAERCSs requerem menos recursos computacionais
que os modelos tradicionais e possuem desempenho superior a ruido gaussiano.

Do ponto de vista tedrico, as MAERCs sdo definidas em uma estrutura de
reticulado completo, enquanto que as MAMs em tons de cinza s3o definidas num reticulado
com extensdo de grupo que, além da estrutura de reticulado, requer duas operacdes bindrias
adicionais [67].

4.1 MAMS DE RITTER E SUSSNER

As MAMs introduzidas por Ritter e Sussner sdo definidas em termos de ope-
racOes matriciais nao-lineares definidas numa sub-adlgebra da dlgebra de imagens [37, 42, 43],
chamada dlgebra minimax [10]. Na 4lgebra minimax, as opera¢des de soma e multiplica¢do sdao
substituidas por operacdes de reticulados.

As MAMs tradicionais podem ser utilizadas para armazenamento de ima-
gens bindrias e em tons de cinza, e tem sido aplicadas com sucesso para andlise de imagens
hiperespectrais [14, 41, 40] e para reconstru¢do de imagens em tons de cinza corrompidas [55].

Do ponto de vista tedrico, as MAMs tradicionais sdo definidas em uma es-
trutura chamada extensdo de reticulado completo com ordem de grupo, ou extensao de 1-grupo
completo [54]. Um reticulado IL é um I-grupo se (L, +), para uma certa operagao +, ¢ um grupo
e se toda translacdo de grupo € isétona. Uma extensdo de l-grupo completo € um reticulado
completo cujo conjunto dos elementos finitos formam um I-grupo.

Para que a extensdo de I-grupo seja consistente, sdo definidas duas operacdes

9

+” e “+’” da seguinte maneira:

AL+\/L=VL+AL=AL ¢ AL+\L=VL+AL=VL &l

Assim, uma extensdo de I-grupo completo pode ser denotado por (IL, A, v, +, +7).

Exemplo 4.1. Um exemplo de extensdo de I-grupo completo é (R, A, v, +,+') onde + e +/
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coincidem com a operacao usual de adi¢do em R e:
(-00) +(+00) = (+00) +(-00) = (-00) e (-00)+'(+00) = (+00) +'(-00) = (+0). (4.2)

Numa extensdo de 1-grupo completo, todo elemento x € L possui um conju-

gado z* € I, definido como [10]:

-z, sex¢{AL,VL},
r"=1AL, sex=VL, (4.3)
VL, sex=AL.

Seja . um 1-grupo, o conjugado de uma matriz A € L™ ¢ a matriz
A* e L»m dada por
[A*]i; = [Alji, (4.4)

paratodoi=1,...,nej=1,...,m. Note que (A*)* = A.

A operagdo de maximo e de minimo entre duas matrizes com dimensdes com-
pativeis em um l-grupo IL € calculada componente a componente, ou seja, dados A, B € L™*™,
C=AvBeD=AAn B sio dados por:

[Cij = [Alij v [Bli e [Dij = [Alij A [Blij- 4.5

As operagdo produto mdximo e produto minimo sao parecidas com o produto
usual de matriz. Dadas duas matrizes, A € L™? e B € LP*", as operagdes produto maximo e

produto minimo sdo definidas respectivamente como C' = An Be D = An B, onde:

[C]; = \/ ([Alx+[Bly) e  [Dly-= /\ (Al + [Bliy). 4.6)

Ritter e Sussner definiram as MAMs tradicionais como uma aplicacdo
Wyxy @ R - R™, definida utilizando uma matriz Wxy € R™" ¢ o produto méximo, ou a
aplicagdo M xy : R” - R™, definida utilizando uma matriz Myy € R™" e a aplicacdo produto

minimo, da seguinte maneira:
WXy(X) =Wxywx € MXY(X) = Mxy B X, 4.7)

para todo padrio de entrada x € R™.
A fase de armazenamento das MAMs tradicionais consiste em definir as ma-

trizes de pesos sindpticos Wy ou Myy. Dado um conjunto de memdrias fundamentais
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{(x¢,y8):€=1,...,p} cR" x R™, as matrizes Wy e Mxy sdo definidas como:
p p
Wxy = Ay o (x*)* e Mxy =\ y* w (x%)". (4.8)
&=1 £=1

Nao existe um limite méximo de padrdes que as MAMs tradicionais possam
armazenar, e elas possuem convergéncia em uma Unica iteragdo quando aplicadas recursiva-
mente [39, 55]. Além disso, elas se mostraram excelentes na reconstru¢do de imagens incom-
pletas. Porém, as MAMs tradicionais nao sdo eficientes na remocao de ruido gaussiano ou do
tipo sal-e-pimenta.

A préxima proposicdo garante que, no caso auto-associativo, as MAMs
tradicionais sdo Gtimas no sentido de, se existir uma matriz A tal que A& x¢ = x¢ para todo
£=1,...,pentdo a matriz de pesos sindpticos Wy x também satisfaz Wy x @ x¢ = x¢ para todo
£. De maneira semelhante, se existe uma matriz B tal que By x¢ = x¢ paratodo £ = 1,...,p

entdo a matriz de pesos sindpticos My x também satisfaz My y @ x¢ = x¢ para todo €.

Proposicio 4.2. Dado um conjunto de memérias fundamentais {x¢ : £ = 1,...,p} ¢ R", as

matrizes Wx x e Mx x definidas na equagdo (4.8) satisfazem as seguintes equagoes [39]:

WXX:\/{AE]Rnxn:AX§SX5’V£:1’.”’p}7 (49)

Myx = A\{AeR"™: Anxs>x5,V¥E=1,...,p}. (4.10)

4.2 IFAM DE GODEL

No inicio dos anos 1990, outra classe de memorias associativas, chamadas
memorias associativas fuzzy (FAM, do termo inglés fuzzy associative memories), foram intro-
duzidas por Kosko [24, 25] e desenvolvida posteriormente por diversos pesquisadores.

As FAMs de Kosko sdo definidas utilizando as operacdes matriciais max-min
e max-produto. Dadas duas matrizes A de dimensdes m x p e B de dimensdes p x n, as matrizes
C' do produto matricial max-min e D do produto matricial max-produto tem dimensdes m x n

e sao dadas por:

[OJU=k\Z([A]mBka) e [D]ij:]g([A]ik.[B]kj> “.11)

Chung e Lee generalizaram o modelo de Kosko substituindo o minimo e o
produto por uma t-norma qualquer [8]. Uma operacdo matricial semelhante aquela apresentada
na equagao (4.6) pode ser definida combinando a opera¢do de maximo com uma t-norma [22,
35]. Dadas duas matrizes A € [0,1]™? e B € [0, 1]7**, o produto max-T de A por B, denotado
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por C'= A B, é definido como:
p
\/( Jir t [Biy), Vi=1l,...,mej=1,...,n. (4.12)

O modelo da FAM generalizada de Chung e Lee, ou GFAM (do termo inglés,
generalized fuzzy associative memory), é descrita como uma aplicagio Mx : [0,1]" - [0,1]™

definida para todo x € [0, 1]™ como:
Mz(x) = Mecax, (4.13)

para M, € [0, 1]™*".

A fase de armazenamento da GFAM consiste em definir as matrizes de pesos
sindpticos Mc,. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {(x¢,y¢) : £ = 1,...,p}, com
x¢e[0,1]" e y¢ € [0,1]™, a matriz M, é definida como:

p
[Mec]i; \/(%tl’) Vi=1,...nej=1,...,m. (4.14)

As GFAMs nao possuem bons resultados devido a interferéncia cruzada. Esse
fendmeno acontece devido a estratégia de armazenamento da GFAM nao levar em conta a
equacdo (4.13) que descreve a memoria. As memorias associativas fuzzy implicativas (IFAMs,
do termo inglés implicative fuzzy associative memories), introduzidas por Valle e Sussner, po-
dem ser vistas como versdes melhoradas das GFAMs [63].

As IFAMs utilizam o armazenamento implicativo [56, 63], que também é
chamado de armazenamento por adjuncao [59, 61]. O armazenamento implicativo é 6timo no
sentido de fornecer a maior FAM M £ : [0,1]* — [0,1]™ tal que M£(x¢) < y¢ para todo
&=1,...,p. A matriz dos pesos sindpticos da IFAM ¢ definida como:

Mys=\V{Ae€[0,1]™": Anxs<y* VE=1,...,p}. (4.15)

A préxima proposicao dd uma maneira pratica de calcular a matriz Mg uti-
lizando a implicacdo fuzzy =+ que forma uma adjun¢do com a t-norma usada no produto

max-T

Proposicio 4.3. Dado um conjunto de associagdes {(x¢,y¢):&=1,...,p} €[0,1]* x [0, 1]™,
a matriz M definida por

p
i=A@ES=ry), VYi=l... nej=1...m, (4.16)
£=1

é solugdo de:
Mys=\/{Ae[0,1]™": Amx* <y, V¢=1,...,p}. (4.17)
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O armazenamento implicativo utilizando a implicacdo de Godel (=,,) que
forma uma adjuncdo com a t-norma do minimo ( t,,,) € chamada de IFAM de Goédel. Especifi-

camente, a [IFAM de Godel Mg € descrita pela equagao:

m

[Mg(x)]: \/( ij), Vi=1,....n, (4.18)

em que a matriz dos pesos sindpticos Mg € dada por:

p p
\/(:1:' =,y )=V (23/45), Vi=1,...nej=1,...,m. (4.19)
¢=1 £=1

A MAM Brouweriana definida no préximo capitulo generaliza a IFAM de
Godel.

4.3 MEMORIAS AUTO-ASSOCIATIVAS ESPARSAS EM RETICULADOS COMPLETOS

As memorias auto-associativas esparsas em reticulados completos (MAERC:S),
introduzidas por Valle em [60] e estudadas por Grande Vicente em [67], sdo constituidas por
uma simples camada de n neurdnios, onde cada neur6nio executa uma operacdo da morfologia
matematica.

Dois modelos de memorias s@o definidos utilizando as operacdes de supremo
e infimo. O modelo baseado no supremo €é uma dilatacao [60], definida como uma aplicacdo
Wyy 1 V7 — V7 onde V € um reticulado completo. Para um padrio de entrada x € V", a saida
y = Wyp(x), é dada por:

yi= V x5, VieN. (4.20)

(4,i)eS
onde N = {1,....,n} e S ¢ N x N é chamado conjunto das jung¢des sindpticas. A memoria
baseada na operacdo de infimo, que € uma erosao [60], € dada por uma aplicagdo My, : V* —

V™. Para um padrao de entrada x, a saida y € dada por

yi= /\ X, VieN. 4.21)
(i,5)eS
A fase de armazenamento das MAERCs consiste em determinar o conjunto
das jun¢des sindpticas S. Para armazenar o conjunto de memdrias fundamentais {x!, ... x?} c
V7, devemos determinar o conjunto S, tal que:

xt=\/ X§ e xX= A x?, VéE=1,...,p (4.22)

(3 K3

(4,9)eS (i,7)eS

O conjunto S = {(4,7) : Vi € N'} satisfaz as equagdes em (4.22), o que garante

pelo menos uma solugdo. Porém, tomando S = {(7,4) : Vi € N'}, tornamos My, ou Wy, na
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aplicacdo identidade, tais que My (x) = x ou Wy (x) = x para todo x € V" e, portanto, ndo
fornece nenhuma tolerancia a ruido.

Para obter uma memoria com tolerancia a ruido, o conjunto das jungdes sindp-
ticas S das MAERC:s € definido como [64]

S={(i,):x; <x5, VE=1,....p}. (4.23)

A proposicdo abaixo, demonstrada em [64], relaciona as MAERCs com as
MAMs de Ritter e Sussner.

Proposicio 4.4. Dado um conjunto {x',...,xP} ¢ L" de memdrias fundamentais, onde
L(v,A,+,+") é uma extensdo de I-grupo completo com elemento neutro 0, defina as MAERCs
Moy, e Wy por meio das equagoes (4.20), (4.21) e (4.23). Neste caso, existe uma vinica matriz

de pesos sindpticos My, € L™ e uma uinica matriz Wy, € L™" tais que:
Myp(x) = Myymx e Wyp(x) =Wy ex, (4.24)

para todo x € IL". Além disso, essas duas matrizes podem ser obtidas das matrizes de pesos

sindpticos, M x x e Wx x, das MAMs auto-associativas de Ritter e Sussner da seguinte maneira:

[Myy]ij = ¢+([Mxx]ij) e [Wypli= ¢—([MXX]U), (4.25)

onde os operadores ¢, : 1L - L e ¢_: 1L — L sdo definidos como:

0, sex <0,
¢4 () = (4.26)
VI, caso contrdrio,
e
0, sex >0,
¢-(x) = (4.27)

AL, caso contrdrio.

A Proposicao 4.4 revela que as MAERCs podem ser obtidas das MAMs tradi-
cionais. Entretanto, as MAERCs tem um custo computacional muito inferior as MAMs tradi-
cionais, e Valle e Grande Vicente demonstraram que ndo existe um limite maximo de padroes
que as MAERCs possam armazenar, além de convergéncia em uma tnica iteragao [67].

Do ponto de vista tedrico, as MAERCs sdo definidas em reticulados comple-
tos, enquanto as MAMs tradicionais sdo definidas em uma extensdo de 1-grupo que, além da
estrutura de reticulado, necessita de um grupo com duas operagdes bindrias adicionais. Por

outro lado, as MAERCs exibem tolerancia a ruido inferior as MAMs tradicionais.
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5 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS BROUWERIANAS

Neste capitulo introduziremos as memorias associativas morfoldgicas
Brouwerianas (BMAMs, do termo inglés Brouwerian morphological associative memories).
Diferente das MAMSs tradicionais, as MAMs Brouwerianas sdo definidas em um reticulado
completo Brouweriano.

Suponha que o conjunto das memdrias fundamentais € o produto Cartesiano
de um reticulado completo Brouweriano L, ou seja, X = L". Seja W e L™ a matriz das
conexoes sindpticas da BMAM. Considerando que o nimero de elementos em 1/ pode ser
invidvel em aplicagdes com n grande, permitimos redes com estrutura esparsa.

Formalmente, denotamos por 7 ¢ ' x A, em que N = {1,2,...,n}, a topolo-
gia de rede no seguinte sentido: se (7,7) € 7, entdo a saida y; depende diretamente de x;.
Consequentemente, sdo considerados apenas os elementos w;; tais que (¢,7) € 7. Uma rede
totalmente conectada € obtida considerando 7 = A/ x A/. Dizemos que uma rede permite auto-
conexdes se (i,7) € T para todo i € N.

Dado um padrio de entrada x = [x1,...,X,]T € L", o modelo k-iteracdes da
BMAM ¢ a funcdo Wy, : ¥ — X definida como

Wi(x) = x(k), (5.1)
onde {x(k)};?, é a sequéncia dada por:
x(0) =x e xi(k)= \ {wiarxj(k-1)}, VYi=1,....n.  (5.2)
(1,5)eT

Se a sequéncia {x(k)};2, é convergente para algum padrdo de entrada x € L™, o modelo
x-BMAM € a fungdo W, : ¥ — X dada por W, (x) = limx(k).

Dado um conjunto de memdrias fundamentais {x!,x2 ... ,xP} ¢ L” e uma
determinada topologia da rede 7 ¢ N x N/, a matriz dos pesos sindpticos W € L.»** da BMAM

¢ dada por:
W= \/{AGIL,"X”: V (agaxS)<x;, VieN,VE= 1,...,p}. (5.3)
(i,)€T
Teorema 5.1. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {x¢ : £ = 1,...,p} € L" e uma

topologia de rede T € N x N, a matriz dos pesos sindpticos W definida na equacdo (5.3) é
dada por:

P(x4x), se(i,j)eT,
| NG s ) 5
VL, caso contrdrio.
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Demonstragcdo. Seja A € L™ tal que:

\V (aij/\xf.)gxf, VieN,VE=1,...p. (5.5)
(i.)eT

Para todo (7,7) € T, vale:

(aij/\x§) < X§ VéE=1,...,p (5.6)
=a; < xi/x5 Vé=1,...p (5.7)
p
=a;; < /\(xf/xg) = W;;. (5.8)
¢=1
Além disso, para todo (i,7) ¢ 7
aij < \/]L = W;;. (59)
Portanto, para todo ¢,7 = 1,...,n, temos que a;; < w;;, ou seja, I € maior
ouigual a A.
Vamos mostrar agora que W satisfaz:
V o (wiyaxs)<xt, VieN,¥E=1,...,p. (5.10)
(1,5)eT
Para todo (i,7) € T etodo £ = 1,. .., p, valem:
Se x§ < Xf:
(wij AX5) < x5 <xE. (5.11)
Se X§ > xf:
p
(Wi /\Xﬁ) <wii = N\ (x]/x]) < (xf/xﬁ) = x5, (5.12)
=1
Segue que,
(Wi AxS)<xt,  V(i,j)eT,¥E=1,...,p (5.13)
= \/ (wyAxi)<x5,  VieN,V{=1,...p. (5.14)
(1,5)eT
Logo,
W = \/{AEL"X”: V (agaxS)<x;, VieN,VE= 1,...,p}. (5.15)
(i:4)€T
O]

Como a matriz W é determinada utilizando o residuo “/” do minimo do reti-
culado L, nos referimos a (5.3) como armazenamento residual. O armazenamento residual é

6timo no seguinte sentido: Se existe A € L"*" tal que xf = V(i jer(ai A xf) entdo a matriz W
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é tal que x° = Vi jyer(Wij A xf) e a;; <w;; paratodo (7,7) € T.
Além disso, o teorema a seguir revela que a sequéncia definida na Equacao

(5.2) estd relacionada com o conjunto
F = {z =[21,22,...,2,) €L :2;= \/ (Wijnzj),Vi EN} (5.16)
(4,5)€T

de todos os pontos fixos da matriz de pesos sindpticos W sujeita a topologia 7. O teorema
seguinte mostra que, independente do nimero de padrdes, o conjunto de memorias fundamen-
tais estd contido em . Portanto, ndo existe um limite méximo de padroes que a BMAM possa

armazenar.

Teorema 5.2. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {x¢ : £ =1,...,p} €LL*, seja W a
matriz da BMAM definida em (5.3) com uma topologia de rede T que permite auto-conexdes.

Entdo, as seguintes relacdes sdo verdadeiras para todo x € IL" e para todo k > 1:
X < Wi(X) < Wi (x) < Wi(x) = N\{z € F: 2 > x}. (5.17)

Além disso, {x',x2%,...,xP} € F e, portanto, W;(x¢) = x¢ para todo & = 1,...,p e para

qualquer inteiro t.

Demonstragdo. Veja que no caso autoassociativo, se a topologia permite auto-conexdes, isto &,

(i,i) € T paratodoi=1,...,n, entdo
p
wi = N\ (x5/x5) = /L. (5.18)
¢=1
Dado x € L, temos que:

[Wl(x)]i = ('\‘)/T{Wij /\xj} >WiAX; =X, Vi=1,...,n. (5.19)
ij)e

Assim, W, (x) > x, para todo x € ™.

De modo geral, para todo ¢ € N temos:
Wi (x) = Wi(Wi(x)) 2 Wi(x), Vxel™ (5.20)
Portanto, para todo x € L™,
X < Wi(x) < Wi (x), VkeN. (5.21)

Agora, defina y = V{x(0),x(1),x(2),...} = Veen{x(k)}, onde {x(k)}7,
é a sequéncia definida como x(0) = x e x(k) = Wy(x). Pela Proposi¢do 13.3 em [18], nés

concluimos que a sequéncia {x (%)}, é ordem-convergente para y. Portanto, o modelo W, é
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bem definido e W, (x) =y. Além disso,
Wi (x(k - 1)) = x(k). (5.22)

Aplicando o limite em ambos lados, concluimos que W;(y) =y, isto é, y € F. A seguir
mostraremos que y € o menor elemento de F maior ou igual a x.
Pela defini¢do de y e pela equacdo (5.21) temos que y > x. Agora, suponha

que existe z € F tal que x <z <y. Como W, preserva ordem:
Wi (x) < Wi(z) < Wi(y). (5.23)

Aplicando o limite k£ — oo, temos que:

y<z<y. (5.24)
Concluimos que y = A{z € F : z > x}.
Por fim, vamos mostrar que {x',x2,...,xP} ¢ F. Dado x* € {x!,... ,x"},
temos que:
p VL, sexk<xk
wij = A\ (xF/x5) < (xf/xh) = ! (5.25)
¢=1 xF, osexF< xg‘?
Entretanto, para todo (i,7) € T,
xF<xt = (xFawy) <wi; <xb, (5.26)
xF<xi = (xfawg) <xF<x) (5.27)

Assim, como (i,4) € T e (x§ A wy;) < x] para todo (i,7) € T

[Wl(xk)] = \/ (XgC /\Wz’j) = (Xic A W“) \% |: \/ (Xé€ N WZ]):I (528)
! (i.3)eT (i.§)eT
Y
= xbv [ V (xE A wij)] = xk, (5.29)
(,4)eT
J#
[

O Teorema 5.2 mostra que a sequéncia {x(k)}°, dada pela equacdo (5.2)
¢ bem definida e convergente se a matriz dos pesos sindpticos W € dada por (5.3) com uma

topologia de rede que permite auto-conexdes, ou seja, se (i,7) € T para todo i € N.

Exemplo 5.3. A IFAM de Godel € um exemplo de BMAM totalmente conectada (topologia
T =N x N), onde a implicagdo fuzzy de Godel corresponde ao residuo da norma triangular do
minimo [56, 63].
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O préximo teorema mostra que as BMAMs generalizam uma das MAERCS.

Teorema 5.4. Seja L um reticulado completo Brouweriano. Dado um conjunto de memdrias
fundamentais {x',... xP} cIL", definaa MAERC Wy, por meio das equagdes (4.20) e (4.23).
Neste caso, existe uma BMAM W, : L — L™ tal que:

Wi(x) = Wyyp(x), paratodo x el (5.30)

Além disso, essa BMAM W, pode ser obtida utilizando a topologia a seguir:

T={(j):x;>x5, V&é=1,....p}, (5.31)
Demonstra¢do. Dados {x!,...,xP} ¢ LL» e W), definidas por meio das equacgdes (4.20) e
(4.23). Isto é:
S={(i,j):x{ <x§, VE=1,....p}, (5.32)
e para todo x € L,
[Ww(x)]' “\V{x:Gi)eSh= \ x;, Vi=1,...,n. (5.33)
v (§,i)eS

Observe que, se definimos 7 como na equagao (5.31), entdo:

P
wii = /\ (xf/xﬁ), V(i,j)eT. (5.35)

Assim,

[WI(X)],z V {WijAXj}= V {(\/L)/\Xj}: Vo xi=V x; (5.37)

v (4,9)eT (3,5)eT (3,5)€T (4,0)eS

Logo, das equacdes (5.33) e (5.37), concluimos que:

[Wl(x)] :[Ww(x)] Vi=1,....n. (5.38)

% %
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BMAM

MAERC M | IMAERC W| [IFAM de Godel

MAERCs | GFAMs

IMAMs Tradicionais | | FAMs de Kosko |
r——~" "~~~ "~~~ T T T T T T oo T oo T~ 7
: My — M, : Indica que o modelo M, generaliza o modelo M.
I My <~~~ My : Apenas a fase de recordacao de M, e M, sdo iguais. !
Lo o ________Z-__ 4

Figura 5.1: Relacdes entre as MAMs.

Portanto, para todo x € LL:
Wi(x) = Wyp(x). (5.39)

]

As MAERCSs possuem convergéncia em uma Unica iteragdo, assim, podemos

enunciar o seguinte coroldrio do Teorema 5.4:

Corolario 5.5. Dado um reticulado completo Brouweriano 1L e um conjunto de memdrias fun-
damentais {x',...,xP} c L, se T = {(i,7) : x$ > XE, V¢ =1,...,p} entdo a BMAM tem
convergéncia em uma unica itera¢do.

A Figura 5.1 relaciona as AMs citadas nesta dissertacdo em relacdo a gene-
ralizacOes, se elas estiverem na mesma estrutura algébrica. Observe que a BMAM generaliza
uma das MAERCs e uma das IFAMs. Observe também que as GFAMs sdo modelos diferentes

das IFAMs, mas suas fases de recordacdo sao iguais, por isso criamos uma relacao entre elas.

5.1 MAMS BROUWERIANAS PARA IMAGENS COLORIDAS

Nesta secao introduziremos uma BMAM para o armazenamento e recordacao

de imagens coloridas. Para isso utilizaremos o reticulado completo Brouweriano Vs gy apre-
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(i) x° i) x ®) x!! 1) x"

Figura 5.2: Imagens coloridas originais utilizadas nos experimentos computacionais

sentado na secdo 3.4.1. Posteriormente, faremos diversos experimentos computacionais para
reconstrucdo de imagens corrompidas com ruidos dos tipos gaussiano, impulsivo e pimenta.

Para avaliar a qualidade das imagens recordadas pela BMAM, utilizaremos
a métrica AE, definida no sistema de cores CIELab. A distincia entre duas imagens X,y no
CIELab, denotada AE? (x,y), é dada por:

* ]' = a a
AB(x,y) = — %" =yl (5.40)
=1

onde XJL“” e ijab sdo, respectivamente, os valores dos j-ésimos pixels de x e y, no sistema de
cores CIELab e || - || denota a norma Euclidiana.

A métrica AE”, é uma medida apropriada para avaliar a qualidade das ima-
gens, pois a distancia Euclidiana entre duas cores no sistema de cores CIELab esta relacionada
com a diferenca das cores percebida pela visdo humana [1, 15].

Utilizamos nos experimentos computacionais as 12 imagens, apresentadas na
Figura 5.2, com dimensdes 384 x 256. Os pixels de cada uma das imagens foram reorganizados

de forma que cada imagem se tornasse um vetor do R983%4x3 conforme no seguinte exemplo:
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Exemplo 5.6. Dada uma imagem 3 x 3

P11 X1
P21 X2
P31 X3
P11 P12 P13 P12 X4
P=| p21 P22 P33 |, reorganizamos para P2 |=]| X5 |=x%.
P31 P32 P33 P32 X6
P13 X7
P23 X3
| P33 | | X9 ]

Posteriormente, passamos as imagens do sistema de cores RGB para o sis-
tema de cores V pgy. Assim, obtivemos o conjunto {x!,... x!?} c V}LHSV, de memorias
fundamentais. Essas imagens foram armazenadas na BMAM auto-associativa, denotada por
W, : V}‘HSV - V?HSV, com n = 98304.

Definimos a topologia 7 como uma rede small-world com auto-conexdes
[68]. Especificamente, para cada i = 1,...,98304, colocamos os pares (i,7) em 7, e os 8
pares (4,j) que correspondem a vizinhanga 3 x 3 do i-ésimo pixel da imagem de dimensdes
384 x 256. Posteriormente, para cada i = 1,...,98304, substituimos 30% dos pares (i, j), com
j # 1, por pares (7, k) com k escolhido arbitrariamente entre 1 e 98304.

Os elementos da matriz dos pesos sindpticos W' da BMAM W, foram deter-
minados utilizando a equagdo (5.4). O software GNU Octave versdao 3.6.2-5 foi adotado no
experimento computacional. No armazenamento da BMAM W;, utilizamos inteiros para repre-
sentar os indices (4, j) da topologia e varidveis de precisdo dupla para os pesos sindpticos da
matriz W. Ao todo a BMAM W, alocou 31,5 MB de espaco na memdria.

Completada a fase de armazenamento, verificamos que a BMAM recordou
corretamente cada uma das 12 imagens originais ja na primeira iteracdo, conforme esperado
devido ao Teorema 5.2.

Posteriormente, aplicamos a BMAM em versdes ruidosas das imagens origi-
nais. Introduzimos os ruidos pepper, gaussiano e impulsivo. Utilizamos os valores
0.01,0.02,0.03,0.04,0.05,0.075,0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.4 e 0.5 tanto para a probabilidade de
adicionar os ruidos pepper e impulsivo como para a variincia do ruido gaussiano. Para cada
tipo de ruido, e cada uma dessas 13 intensidades fizemos 10 experimentos em cada umas das
imagens. Ao todo foram 120 experimentos para cada intensidade (probabilidade dos ruidos
pepper e impulsivo e variancia do ruido gaussiano) de cada tipo de ruido.

Na Figura 5.3, em preto temos as média e os desvios padrdes dos valores
AFE?, entre as imagens original e as ruidosas, e em azul temos as médias e os desvios padrdes
das imagens recordadas pela BMAM. Podemos ver que os AE’, entre as imagens recordas pela

BMAM e a original sdo menores que dos padrdes ruidosos. Logo, a BMAM foi capaz de retirar
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Delta

| | | | 0 I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Variancia do Ruido Gaussiano Probabilidade de Adicionar Ruido Impulsivo Probabilidade de Adicionar Ruido Pepper

10 1

(a) Ruido gaussiano (b) Ruido impulsivo (c) Ruido pepper

Figura 5.3: Grafico das médias e desvios padrdes dos AE*, entre: Imagens originais e ruidosas
em preto e imagens originais e recordadas pela BMAM em azul.

parte do ruido.

Em todos os teste, foram feitas 5 iteracdes da BMAM, entretanto, apos a
primeira iteragdo nio ocorreram mudancgas significativas nas imagens recordadas, por exemplo
na Figura 5.4 comparamos as média e desvios padrdes entre as imagens recordadas na primeira
iteracdo com a original e as imagens recordadas na quinta iteracdo com as imagens originais.
Podemos ver em azul as médias e desvios padrdes do AE?, da imagem recordada pela primeira

iteragdo em relagdo a imagem original e em rosa da imagem recordada na quinta iteragao.

! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Variancia do Ruido Gaussiano Probabilidade de Adicionar Ruido Impulsivo Probabilidade de Adicionar Ruido Pepper

10 L

(a) Ruido gaussiano (b) Ruido impulsivo (c) Ruido pepper

Figura 5.4: Comparagdo entre as iteracdes da BMAM. Em azul o AEY, da imagem recordada
na primeira iteracdo pala imagem original, em rosa o AE*, da imagem recordada na quinta
iteracdo pala imagem original.

Observe que, nas imagens com ruido do tipo gaussiano, apds a primeira ite-
racdo da BMAM, ndo houve mudanga no valor do AE?,, de maneira que as linhas rosa e azul
estdo subscritas. Assim, € indiferente comparar a primeira itera¢do ou a ultima. Nas imagens
com ruidos tipo impulsivo e pepper, existe uma pequena diferenca entre as iteragdes, que ocor-
reu em maior quantidade precisamente entre a primeira e a segunda iteracdo. No entanto, a
diferenca entre os resultados da primeira e da quinta iteracdo sdo pequenos € apds a primeira
iterag@o o resultado comecou a piorar.

Analisando as imagens recordadas, encontramos em algumas delas regides de

algumas imagens onde surgem pixels pretos apds a primeira iteracio da BMAM, como se a
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(©) Wi (x®) (d) Ws(x®)

Figura 5.5: (a) Imagem x5, (b) imagem X8 com ruido tipo pepper com probabilidade de 0.05,
(c) imagem recordada pela BMAM W, (d) imagem recordada pela BMAM W;

memoria estivesse espalhando o ruido. Na Figura 5.5 mostramos a imagem x®, a imagem X3
com ruido tipo pepper com probabilidade 0.05, a imagem recordada pela primeira iteracio e a
imagem recordada pela quinta iteragao.

Note que, na primeira iteracdo, a BMAM retirou parte do ruido pepper, mas na
regido da asa do avido surgiram alguns novos ruidos (pontos pretos) que ndo estavam na imagem
x®. Na quinta iteragdo, havia mais ruido na regido da asa do avido, como se os pixels pretos
estivessem se espalhando nessa regido. Esses pontos devem ser responsdveis pela pequena piora
no resultado da BMAM Ws; quando comparada com a W, .

O proximo passo foi descobrir porque os pixels pretos “se espalham” em de-
terminadas regides das imagens. Verificamos o seguinte problema: Quando substituimos o pixel
original por um pixel preto, representado no sistema de cores RGB pelo vetorp = [0 0 0],
no reticulado Vp gy é representado por [23 0 0 0]. Desta maneira, em regides da imagem
onde o valor f dos pixels sdo menos que 23, a BMAM pode “espalhar” o ruido para os de-
mais pixels. De fato, na asa do avido encontramos o pixel [22 52 0.318 0.184] no sistema
Viusv.

Por fim, comparamos o desempenho da BMAM com o desempenho de outras
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Delta

|
0.3 0.4
Variancia do Ruido Gaussiano Probabilidade de Adicionar Ruido Impulsivo Probabilidade de Adicionar Ruido Pepper

(a) Ruido gaussiano (b) Ruido impulsivo (c) Ruido pepper

Figura 5.6: Grafico das médias e desvios padrdes dos AE*, entre: Imagens originais e ruidosas
em preto, Imagens originais e recordadas pela BMAM em azul e Imagens originais e recordadas
pela QAM.

15

Delta

10

0 I L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Variancia do Ruido Gaussiano Probabilidade de Adicionar Ruido Impulsivo Probabilidade de Adicionar Ruido Pepper

(a) Ruido gaussiano (b) Ruido impulsivo (c) Ruido pepper

Figura 5.7: Grafico das médias e desvios padrdes dos AE*, entre: Imagens originais e ruidosas
em preto, Imagens originais e recordadas pela BMAM em azul e Imagens originais e recordadas
pela QAM.

MAMs para imagens coloridas. Na Figura 5.6, comparamos a BMAM com a MAERC, baseada
no supremo, usando o reticulado completo Brouweriano V¢ gy. Mostramos que o desempenho
da BMAM foi bastante superior ao desempenho da MAERC. Além disso, a MAERC alocou
324,9 MB de espaco na memoria, enquanto a BMAM alocou apenas 31,5 MB.

Na Figura 5.7 comparamos a BMAM com a Memoria Associativa baseada em
Quantales no sistema CIELab (QAMs, do termo inglés quantale-based associative memories),
para imagens coloridas desenvolvida por Valle ef al. em [62]. Mostramos que apesar das
imagens recordadas pelo modelo da BMAM para imagem colorida possuir menos ruidos que os
padrdes apresentados como entrada, ela ndo foi superior as QAMs. A QAM alocou 94,4 MB
na memoria, quase trés vezes mais que a BMAM.

Avaliamos que um dos motivos para o desempenho para remocao de ruido
da BMAM ser inferior 8 QAM € o fato de um quantale ser uma estrutura mais rica matemati-
camente que um reticulado Brouweriano. Além disso, a QAM foi desenvolvida no CIELab,

mesmo espaco do AE”, | o que € uma vantagem.
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6 CONCLUSAO

Nesta Dissertacdo introduzimos as memorias associativas morfoldgicas
Brouwerianas, que generalizam os modelos de memdrias associativas esparsas em reticula-
dos completos baseadas no supremo. As MAMs Brouwerianas sdo definidas em um reticulado
completo Brouweriano, podendo ser utilizadas para armazenamento e recordacao de imagens
multivalor.

No capitulo 2 revisamos os principais conceitos da légica e da teoria de con-
juntos fuzzy. Especificamente, revisamos os principais operadores da 1dgica fuzzy, as relacdes
fuzzy e sistemas baseados em regras fuzzy.

No capitulo 3 revisamos os principais conceitos da morfologia matematica,
que se desenvolve em reticulados completos. Além dos principais operadores em reticulados
completos, revisamos a definicdo de reticulados Brouwerianos desenvolvida por Brouwer e
Heyting. Ainda no capitulo 3, revisamos a abordagem da morfologia matematica para imagens
bindrias e as abordagens da umbra, threshold e level sets para imagens em tons de cinza. Além
disso, utilizando o trabalho de Louverdis ef al. para imagens coloridas [27], introduzimos o
reticulado completo Brouweriano V ¢z gy para imagens coloridas.

No capitulo 4 revisamos as memdrias associativas morfoldgicas, comecando
pelas MAMs de Ritter e Sussner que s@o desenvolvidas numa estrutura matematica chamada
extensdo de reticulado completo com ordem de grupo. Revisamos também as IFAMs, dando
principal enfase as IFAMs de Godel, e as MAERCs que sdo desenvolvidas em reticulados com-
pletos e generalizam as MAMs de Ritter e Sussner.

No capitulo 5, introduzimos as MAMs Brouwerianas que generalizam os mo-
delos das MAERCs baseados no supremo. Matematicamente, as MAMs Brouwerianas sdo
desenvolvidas em reticulados completos Brouwerianos. A IFAM de Godel € um caso particular
de BMAM, definida no reticulado completo Brouweriano [0,1]. Além disso, apresentamos
resultados tedricos das MAMs Brouwerianas.

Ainda no capitulo 5, na secdo 5.1 introduzimos uma BMAM para imagens
coloridas utilizando o reticulado completo Brouweriano Vg . Fizemos diversos experimen-
tos computacionais para avaliar o desempenho desse modelo para remog¢ao de ruido de imagens
coloridas. Nos experimentos, primeiro constatamos que a BMAM foi capaz de armazenar e
recordar todas as imagens originais. Posteriormente, estudamos a tolerancia aos ruidos gaus-
siano, impulsivo e pepper e, constatamos que em todos os casos a BMAM foi capaz de retirar
parte do ruido.

Por fim, comparamos a BMAM com a Memoria Associativa baseada em
Quantales no sistema CIELab (QAMs) introduzidas recentemente em [62]. Mostramos que ape-
sar das imagens recordadas pelo modelo da BMAM para imagem colorida possuir menos ruidos

que os padrdes apresentados, ela ndo foi superior as QAMs. Entretanto, reticulados completos
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Brouwerianos sdo estruturas matemdticas mais simples que Quantales, que além da estrutura
de reticulado completo, também precisa de uma operagdo bindria associativa e distributiva em
relacdo ao supremo.

Por outro lado, o modelo de BMAM para imagem colorida apresentado pode
também nao ter sido tdo eficiente devido especificamente ao reticulado completo Brouweriano
V¢msv. Apesar do sistema de cor HSV ter relacdo com a maneira que o olho humano percebe
as cores, € o sistema de regras fuzzy utilizado para criar a ordem entre as cores ter sido baseado
em como o olho humano percebe as diferencas entre cores.

A ordem entre as cores possui grande influéncia no desempenho da BMAM,
por isso, sugerimos para trabalhos futuros novos testes utilizando a BMAM para imagens co-
loridas em outros sistemas de cores. Em especial, sugerimos criar uma ordem entre as cores
no espacgo de cores CIELab utilizando um sistema fuzzy, similar ao que foi feito para criar o
reticulado completo Brouweriano V ¢ggy.

A topologia de rede também possui grande influéncia no resultado da BMAM.
Assim, estudos sobre o desempenho das BMAMs utilizando outras topologias de rede diferente
da small-world, tanto no reticulado V ;g1 como em outros reticulados, podem ser conduzidos

no futuro.
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