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RESUMO

Neste trabalho analisamos a existéncia, unicidade e o comportamento assintético de solug@o
para o modelo de uma mistura termoelastica do tipo III. Utilizamos para este fim a teoria de
semigrupos de operadores lineares, sendo utilizado na andlise das propriedades assintoticas
resultados obtidos por A. Borichev e Y. Tomilov [3] e Priiss[12].
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ABSTRACT

In this work we analyze the existence, uniqueness and asymptotic behavior of solution to the
model of a thermoelastic mixture of type III. We use for this purpose the theory of semigroups
of linear operators, being used results obtained by A. Borichev and Y. Tomilov[3] and Priiss[12]
in the analysis of asymptotic properties.
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1 INTRODUCAO

Os trabalhos pioneiros da teoria de misturas termoelasticas de s6lidos foram contribui¢des
de Truesdell e Toupin (1960), Green e Naghdi (1965,1968) ¢ Bowen e Wiese (1969). Grande
parte da teoria de misturas continuas sdo dedicadas para descrever situagdes onde fluidos e/ou
gases estdo presentes como componentes e entdo a descri¢io espacial é a mais adequada. Para

uma mistura continua de dois materiais, o movimento € descrito por duas componentes
v=x(X,t),y =y(Y,t)

e assumimos que as particulas z, y ocupam a mesma posi¢ao no tempo ¢.

Nos ultimos anos este assunto tem merecido atencdo e principalmente nos estudos das
propriedades qualitativas das solucdes desses problemas. Recentemente em [2] foi considerado
o sistema de mistura termoeléstica de sélidos, onde o efeito térmico € dado pela lei de Fourier,
sendo estabelecido condi¢des necessdrias e suficientes para o decaimento exponencial da solu-
cdo. Ou seja, satisfeitas certas relagdes entre os coeficientes do sistema, a dissipacdo térmica
foi suficiente para garantir o decaimento da solucao.

Em nosso trabalho, enfatizamos o estudo do decaimento da soluc¢do para o caso de uma
viga unidimensional de tamanho L, composta pela mistura de dois sélidos termoeldsticos onde
s@o considerados leis ndo Fourier para o fluxo de calor. Mais especificamente, consideramos um
problema de mistura termoeldstica do tipo III, onde a diferenca de temperatura € representada
por uma equacao hiperbdlica. Podemos citar alguns trabalhos onde a termoelésticidade do tipo
III é estudada, como por exemplo, [10], [13], [14], [15] e [17].

Denotemos o deslocamento das particulas no ponto = € (0, L) e tempo ¢ por v e w, onde
v=uv(x,t);w=w(zt),

a diferenca de temperatura em cada ponto x e tempo ¢ por 7 = 7(x,t), a densidade de massa
de cada componente no tempo ¢t = 0 por p;, as tensdes parciais associadas aos componentes
por T" e S, a forca interna difusiva por P, a densidade de entropia por R, o fluxo de calor por
() e a temperatuta absoluta na referente configuracio por 7. Na auséncia de forcas externas o

sistema de equacgdes que governa a teoria linear consiste das equacdes de movimento

p1og =T, — P, (1.1)
pawy = Sy + P, (1.2)

da equacao do balanco energia
(p1 + p2) To Ry = Qu, (1.3)
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e das equacdes constitutivas

T = ayv; + ajpw, + B, (1.4)
S = a19v; + anw, + BT, (1.5)
P =a(v—w), (1.6)

R = —p1v, — fow, + cT, (L.7)
Q = k10, + ko7, (1.8)

onde # é uma variavel chamada de deslocamento térmico que satisfaz 6; = 7.

Substituindo as equagdes constitutivas na equacao do balanco de energia (1.3) obtemos
Cett - kexw - f)/etam: - Blvtm - Bth:r — 0 cm (07 L) X (07 OO>7 (19)

onde k = kT ' (p1 + p2) "t ey = kT H(py + p2)
Agora, substituindo as equacdes constitutivas nas equagdes de movimento, obtemos o
modelo, chamado problema de mistura com termoelésticidade do tipo III, que € dado pelo

seguinte sistema

1V — A11Vgz — A1oWey + (v — w) — B160;,, =0 em (0, L) x (0, 00) (1.10)
P2Wyy — Q19U — A20Wey — (U — W) — ol =0 em (0, L) x (0,00) (1.11)
Cgtt - ke;rz - V‘Qth - ﬁlvtx - Bthz - O cm (07 L) X (07 OO) (112)

Assumimos que as constantes py, p2, 51, 52, ¢, k, 7y € a s@o positivas, além disso, a matriz (a;;)

€ definida positiva. Sendo assim, assumimos que os coeficientes da matriz satisfazem
a1y, o0 >0 € ajiag — an > 0.
Estudaremos o problema proposto pelo sistema (1.10) — (1.12), com as condi¢es iniciais
v(.,0) =2°, v,(.,0) = v, w(.,0) =w’, w(.,0)=w", 0(.,0) =6 6,(.,0)=0" (1.13)
e condicdes de fronteira dadas por

0(0,8) = 0(L, 1) = w(0,£) = w(L,t) = 0,(0,1) = 0,(L,t) = 0, V¢ > 0. (1.14)
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Nosso trabalho esté organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, apresentamos algumas
definicdes e resultados prévios que serdo utilizados com frequéncia no decorrer do trabalho.
Nao faremos as demonstracdes dos teoremas, porém, deixamos indicadas as referéncias onde
podem ser encontrados os assuntos abordados e suas demonstragdes. No Capitulo 3, estudamos
a existéncia e unicidade de solucdo para o sistema (1.10) — (1.12) com condigdes iniciais dadas
em (1.13) e condi¢des de bordo fornecidas por (1.14). No Capitulo 4, estabelecemos condi¢des
suficientes para que a solu¢do do nosso sistema tenha decaimento exponencial, e além disso,
analisamos um caso onde a solu¢do ndo decai exponencialmente. Finalmente, no Capitulo
5, provamos que, sob certas condi¢des, apesar de nossa solu¢do ndo apresentar decaimento

exponencial, ela possui decaimento polinomial com taxa de decaimento tima.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos as notagdes e resultados fundamentais utilizados no desen-
volvimento deste trabalho. Introduzimos os conceitos de Distribuicdo e Espacos de Sobolev.
Destacamos, também, resultados bdsicos de Andlise Funcional e também as principais defini-

¢oes e teoremas da teoria de semigrupos.

2.1 DISTRIBUICOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta secao apresentamos 0s espagos funcionais e a no¢do de derivada no sentido das

distribui¢des. Para isso, considere {2 um subconjunto aberto do R".

2.1.1 Nocao de derivada fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagdes diferenciais parciais cujos dados iniciais
ndo sdo regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido cldssico, faz-se necessaria a
introdu¢do de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢des:

Seja v : € — R uma aplica¢do continua. Denomina-se suporte de u em §2 o fecho do

conjunto {x € Q;u(x) # 0} e representa-se por supp(u), ou seja,

supp(u) = {z € Q;u(x) # 0}.

Denotamos por C§°(£2) o espago vetorial de todas as fun¢des definidas em €2 que sao infi-
nitamente diferencidveis em €) e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma sequéncia
de fungdes {u, }en C C§(Q) converge para a funcdo v € C°(€2) se as seguintes condi¢oes

sdo satisfeitas

i) existe K C {2 compacto, tal que supp(u, — u) C K, paratodo 1 € N;

ii) paracada o = (ay,...,a,) € N*, z = (21,...,2,) € R", a sequéncia { D} en
converge para D®u uniformemente em /', onde D representa o operador derivacdo de

ordem « definido por

Hlal n
[ —
D —m, com |Oé| = E Q.
T1HT2 = - My =1

O espago Cg°(2) com esta nogdo de convergéncia é denominado espago das fungdes
testes e serd representado por D(2).
Define-se distribuicdo sobre € a toda forma linear 7" sobre D(€2) que € continua no sentido

da convergéncia definida sobre D(£2). O conjunto de todas as distribui¢des sobre (2 é um espaco
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vetorial, o qual representa-se D’(€2). Neste espago vetorial diz-se que uma sucessdo (7},),en
em D'(2) converge para 7' € D'((2), quando a sequéncia numérica (7),(u)),en converge para
T'(u) em R, para toda u € D(12).

Considere uma distribui¢do 7" sobre €2 e &« € N™. A derivada de ordem « de 7, no sentido

das distribui¢des, € a forma linear D7’ definida por

DT(¢) = (~)IT(D*p), v € D).

«

Quando o € Ne z € R, denotamos DT’ como Verifica-se que D" é uma distribuicdo

. dxr®
sobre €2, e que a aplicagao

D*:D'(Q) — D(Q)
T —  DeT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(€2). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q), entdo lim DT, = DT em D'(Q2).

P00 H—+00

2.1.2 Os espacos LP({2)

Representamos por LP(2), 1 < p < oo, o espago das fungdes mensurdveis
u : Q — R, tais que |ul? é integrdavel a Lebesgue sobre €2, e por L>(£2) o espaco das fun-
¢des mensuraveis u : {2 — R tal que existe uma constante ¢ com |u(x)| < ¢ quase sempre em

). Os espagos LP(€2) munido da norma

1
P
mmMzmmmnz(/m@wmj, para 1 < p < oo,
Q

|w||zee := ||u|[zoo(@) = inf{c : |u(x)| < ¢ quase sempre em €2},

sdo espacos de Banach. Em particular, o espago L*(2), cuja norma provém do produto interno

(1) = [ ulayu(ods
¢ um espaco de Hilbert.

2.1.3 Espacos de Sobolev

Seja Q2 um aberto do R”, 1 < p < oo e m € N. Representa-se por W"P({2) o espago
vetorial de todas as fungdes u € LP(() tais que para todo |a] < m, D*u pertence a LP(f2),

sendo D*u a derivada no sentido das distribui¢des.
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O espago WP({)) munido da norma

1
p
||UHWm,p = HuHWm,p(Q) - ( Z /Q|Dau(x)|p dx) 3 paI‘a 1 S p < OO,
la|<m
ullwmee = llullme@ = 3 supess|D™u(z)].
NE

€ um espaco de Banach e é denominado espaco de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o
espago W™2(£2) é um espago de Hilbert, representado por H™(£2), com o produto interno dado
por

(s V) () = Z (D%, D*0) j2(q) , Yu, v € H™()

o] <m
e ¢ denominado espaco de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H™(f) identifica-se com
L3(Q).
Define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™?(Q). Quando € é
limitado em alguma dire¢éo x; de R" e 1 < p < oo, entdo a norma em W;"”(€2) dada por

1

p

[ullwgr = llullwyr @) = (Z /Q\Dau(l’)!p diB) :
|a|=m

¢ equivalente a norma induzida por W™?((2).

2.1.4 Espacos funcionais a valores vetoriais

Considere X um espago de Banach. Denotamos por D(0, T"; X') o espago das fungdes ve-
toriais ¢ : (0,7") — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto contido no intervalo
(0, 7). Dizemos que ¢, — ¢ em D(0,7; X) se

i) existe K C (0,7") compacto, tal que supp(¢, — ¢) C K, para todo v,
k dk
ii) paracadak € N, ﬁgoy(t) — ﬁgp(t) em X uniformemente em t € (0, 7).
O espaco das aplicacdes lineares e continuas de D(0,7) em X ¢é denotado por D'(0,7; X).
Neste espaco dizemos que uma sucessao (S, ),en € D'(0,T; X) converge para S € D'(0,T; X)
quando S, (¢) = S(p) em X, Vo € D(0,T).
Denotamos por LP(0,7; X), 1 < p < oo o0 espago de Banach das fungdes

u:(0,7) — X,
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tais que u é mensurdvel e ||u(t)||x pertenca a LP(0,7"). Em L?(0,T’; X) defini-se a norma

T P
[ullzeo.rx) = (/ ()% dt) , paral <p < oo,
0

||| oo 0,75 = inf{c; [Ju(t)]|x < cquase sempre em (0,7)}.

Quando p = 2 e X € um espago de Hilbert, entdo L*(0,T; X) é um espago de Hilbert munido

com o produto interno
T
(1) g = [ () o(®) it
0
Representamos por W™?(0,T; X), 1 < p < oo o espago de Banach
W™P(0,T; X) = {u € LP(0,T; X);u € LP(0,T; X), 0 < j < m},

onde 1) é a j-ésima derivada no sentido das distribuicdes, com a norma

P

lullwmrrx) = (Z lu¥ HLP 0,T;X )

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espaco W™2(0, T'; X) é denotado por H™(0,T; X),

que € um espaco de Hilbert com o produto interno

(s V) om0 7, x0) = Z <u(j)’ U(j)>L2(0,T;X) :

Representamos por C°([0, T]; X) o espago das fungdes continuas v : [0,7] — X, tais

que ||u(t)||x pertenca a C°([0,T)]), que juntamente com a norma

||U||C0 ([0,7];X) = Igta<XT||U( )||X,

¢ um espaco de Banach. Denotamos por C"™ ([0, T]; X') o espago de Banach das funcdes u :
k

[0,7] — X, tais que dtZ(t) pertenga a C°([0,T]) para 0 < k& < m. Em C™([0,T]; X)
X
defini-se a norma
Jul lullesgomoo + | bt |
tilem(for)sx) = TUiico(or)x T g -
dt C0([0,T);X) dt Co([0,7;X)

2.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta se¢do enunciamos os resultados necessdrios para o nosso trabalho, cujas demons-

tracoes podem ser encontradas nas referéncias citadas.
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Proposicao 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaco vetorial munido do

produto interno (-, -). Entdo, dadas u, v € H, temos que

[(w )| < ullg llvllg,
onde || - I3 = ()
Demonstracao: Ver Lema 3.2-1 de [9].
[ |

1 1
Proposicao 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tal que —+ — =1ea,b > 0.
p q
Entdo
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver Teorema V.6 de [4].

Proposicao 2.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que §) seja um aberto limitado de

R"™. Entdo, para todo 1 < p < 00, existe uma constante c, tal que
lullwiogy < ellVullo@), Yue WeP(Q).

Demonstracao: Ver Corolario IX.19 de [4].
[

Observacao. A desigualdade de Poincaré também ¢ vdlida para fungdes que se anulam em

apenas uma parte da fronteira Jf) e também para as funcdes que tem média nula, isto &,

1
med(Q) /Qudx = 0. Ver Teorema 5.6.2 de [7].

Definicao 2.4. Seja X um espaco de Banach. Representamos por X* o seu dual topologico,
isto é,
X*={L: X — C; Lélinear e continuo}.

E, denotaremos por L(x), o valor de L em x € X.

Lema 2.5 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert complexo e a : H x H — C uma

forma sesquilinear continua e coerciva, isto é, existem constantes positivas c; e cs, tais que
2
afu, o] < cillullalloln e eluly <auul, woe .
Seja L : H — R, um funcional linear e limitado em H. Entdo existe um tinico w € H tal que

alw,v] = L(v), V wveé€H.
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Demonstracao: Ver Coroldrio V8.16 em [4].
[ |

Lema 2.6 (Equivaléncia de Normas). Sejam X; = (X, || - ||1) e Xo = (X, || - ||2) espagos de

Banach. Se existe uma constante positiva cy, tal que
[zl < er [zl

para todo x € X, entdo existe uma constante positiva cs, tal que
[zll2 < e ]|,

para todo x € X. (Logo as duas normas sdo equivalentes).

Demonstracao: Ver [4] pagina 19.

|
Lema 2.7 (Du Bois Raymond). Seja u uma funcdo localmente integrdvel em ) C R". Se
/ uwpdr =0, Vo e C5°(Q)
Q
entdo u = 0 quase sempre em ().
Demonstracao: Ver Proposi¢do 4, pagina 20 em [5].
|

Teorema 2.8 (Regularidade Eliptica). Seja L um operador diferencial eliptico de ordem 2m,
m € N, definido em um aberto regular Q) C R" e uw € D'(Q). Se u é tal que Lu = f, no sentido
distribucional, com f € L*(Q), entdo u € H*™(Q).

Demonstracao: Ver [1].

2.3 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta se¢@o, apresentamos a definicdo de semigrupo de classe C, algumas propriedades,
bem como a caracterizacdo dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para isto, considere

X um espaco de Banach real ou complexo e por

L(X) ={S: X — X : S ¢ linear e continuo}
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denotamos o espaco dos operadores lineares continuos de X em X com a norma usual

1Sl e = sup { ||Sx|| x oz O}.

eex | [lzllx

Definicio 2.9. Seja X um espago de Banach real. Uma familia {S(t)}:>o de operadores line-
ares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades

(i) SO)w=w, welX,

(i) St+s)w=S(t)S(s)w=S5(s)S(t)w, s,t>0, weX.
Definicao 2.10. Um semigrupo de operadores lineares {S(t) }1>o € dito ser de classe Cy, ou de

fortemente continuo, se para todo x € X a fun¢do t — S(t)x é continua no ponto zero.

Um exemplo de semigrupo de classe Cj é a fungiio exponencial S(t) = e que pode ser
definida quando A for um operador linear limitado de um espago de Banach X. No caso em
que A seja um operador linear ndo limitado, com certas propriedades, pode-se também definir

e, Isto é feito pela teoria de semigrupos. Ver [11] e [16].

Definicao 2.11. Seja {S(t)}i>o um semigrupo de classe Cy de operadores lineares em X. Di-

zemos {S(t) }1>o0 € um semigrupo de contragéoes se ||S(t)||zx) < 1 para todot > 0.
Definicao 2.12. Considere o operador A : D(A) — X, dado por

Au = lim M, u e D(A),

t—0t

onde St
D(A)—{UEXI lim (Hu = u

t—0t

existe em X } .
Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t) }1>o e D(A) é o dominio de A.

Teorema 2.13. Seja {S(t) }1>0 um semigrupo de classe Cy de contragdes e o operador
A:D(A)c X —- X

seu gerador infinitesimal. Entdo, U(t) = S(t)Uy € a tinica solu¢do do problema de valor inicial
U= AU, U(0) = Uy

para Uy € D(A). E, ainda S(t)Uy € C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)).

Demonstracao: Ver Coroldrio 2.3 e Teorema 2.4 em [11].
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2.3.1 Caracterizacio dos geradores de semigrupos de classe ()

Nesta secdo, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais

caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cj,.

Definicao 2.14. Se A é um operador linear em X, ndo necessariamente limitado, o conjunto
resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os niimeros complexos \, tais que, o operador
R(\, A) = (M — A)! existe e ¢ limitado em X. O operador R(\, A) é chamado de operador

resolvente. Chamaremos de espectro de A o conjunto o0(A) = C — p(A).

Teorema 2.15 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy de contracoes se, e somente se

(i) A é um operador fechado e D(A) = X,

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém o conjunto R e para todo X > 0

1AL = A) e <

> =

Demonstracao: Ver Teorema 3.1 em [11].
[

Definicao 2.16. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que um operador A é dissipativo se
Re (Au,u),; <0, Vue D(A).

Teorema 2.17 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em um es-
paco de Hilbert H.

(i) Se A € dissipativo e existe ) tal que Im(A\I — A) = H, entdo A é o gerador infinitesi-
mal de um semigrupo de classe Cy de contragoes.

(ii) Se A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragcoes sobre o

espaco H, entdo Im(N — A) = H para todo A > 0 e A é um operador dissipativo.
Demonstracao: Ver Teorema 4.3 em [11].

Agora, apresentamos um importante resultado que estabelece quais sao as condi¢des para
que um operador linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj de contra-
coes. Este resultado serd usado na prova da existéncia e unicidade de solu¢do do problema que

estudamos neste trabalho.

Corolario 2.18. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € p(A),

entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragaes.

Demonstracao: Ver Teorema 2.12.3 em [16].
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[ |
Lema 2.19. Sejam S : X — X um operador linear limitado com inverso limitado e
B:X—X
um operador linear, tal que, B||L(X) < m Entdo S + B é limitado e invertivel.
Demonstracao: Ver Lema 2.12.1 em [16].
[ |

Teorema 2.20. Seja A um operador dissipativo em X. Se para algum \g > 0, Im(\gl — A) =
X, entdo Im(\ — A) = X para todo A > 0.

Demonstracao: Ver Teorema 4.5 em [11].
[

Teorema 2.21. Seja A um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se X é reflexivo, entdo
D(A) = X.

Demonstracao: Ver Teorema 4.6 em [11].
[

Definicdo 2.22. Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear.

Dizemos que A é compacto se para todo subconjunto limitado M de D(A), sua imagem A(M)

¢é um conjunto relativamente compacto, isto é, seu fecho A(M) é compacto.

Definicio 2.23. Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear
fechado com resolvente ndo vazio. Diremos que A tem resolvente compacto se para algum

o € p(A) temos que (\oI — A)~' é compacto.

Teorema 2.24. Se A é um operador linear fechado com dominio imerso compactamente em H

e tal que 0 € p(A), entdo A possui resolvente compacto.
Demonstracao: Ver [6] pag.47.
|

Teorema 2.25. Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear
fechado com resolvente ndo vazio. Se A tem resolvente compacto entdo o espectro de A consiste

de auto-valores isolados com multiplicidade finita e além disso, (\I — A)~! é compacto para
todo \ € p(A).

Demonstracao: Ver Teorema 6.29 em [8].
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2.3.2 Comportamento assintético de semigrupos

Nesta secao, apresentamos os resultados que estabelecem condi¢des necessdrias e sufici-
entes para que um semigrupo de classe C, de contra¢des seja exponencialmente ou polinomial-

mente estavel.

Definicao 2.26. Um semigrupo {S(t)}+>o € dito exponencialmente estdvel, se existem constan-
tes M > 0 ew < 0 tais que
ISl egn < M, Ve 2 0.

Definicdo 2.27. Diremos que um semigrupo {S(t)}i>o € polinomialmente estdvel, se existem

constantes C', o« > 0 de forma que

C
1S@)ullyy < 5 llull pea -

Teorema 2.28 (Priiss). Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy de contragdes sobre um

espago de Hilbert H. Entdo {S(t)}+>0 € exponencialmente estdvel se, e somente, se

p(A) D {ip: p e R} =iR

T (|81 — A)7 ) < 0.
Demonstracao: Ver [12].

Teorema 2.29 (Borichev e Tomilov). Seja {S(t)}1>0 um semigrupo de classe Cyy limitado sobre
um espaco de Hilbert H com gerador infinitesimal A, tal que, iR C p(A). Entdo, para uma

constante o > () fixada, as seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

(¢) [RX, A)llcany = O(A["), Al = oo

(i) ISE(=A) e = OF™"), ¢ — oo.
(i) ISE)(—A) x|y = o(t™)), t—o0, z€H.
(iv) IS(OA " ) = OU), 1 oo

(v) IS()A " 2|y = o(t™1/%), t >0, =€ H.

Demonstracao: Ver Teorema 2.4 em [3].



24

3 EXISTENCIA E UNICIDADE

Neste capitulo, estabelecemos a existéncia e unicidade de solu¢do para o sistema que mo-

dela uma mistura termoeldstica do tipo III, ou seja, analisamos o seguinte sistema de equacoes

P1V — 11Uz — A12Wayp + (v — w) — B10, =0 em (0, L) x (0, 00) 3.1
PoWy — A19Vzz — A20Wey — (U — W) — Pabi, =0 em (0, L) x (0,00) (3.2)

Cett - kew:p - ’Yemx - Blvm - 52wt1‘ == O em (Oa L) X (Oa OO) (33)

onde as constantes py, pa, 1, 2, ¢, k,y € a sdo positivas. Além disso, a matriz (a;;) € definida

positiva. Sendo assim, assumimos que os coeficientes da matriz satisfazem
ail, a9 >0 e ajjag — a%Z > 0.
As condigdes iniciais sdo
v(.,0) =% v,(.,0) =o', w(.,0) = w’, w(.,0) =w', 6(.,0) =6°, 6,(,0)=0" (3.4
e as condi¢des de fronteira sdo dadas por
v(0,t) = v(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) =0, ¥Vt > 0, (3.5)

ou seja, supomos que a viga estd fixa e que nao ha dissipagdo de calor em suas extremidades.
Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na sec¢do 3.1 apresentamos a formulagao
do semigrupo associado ao problema e na se¢do 3.2 estabelecemos a existéncia e unicidade de
solu¢do do problema.
A partir de agora, com o intuito de simplificar nossas nota¢des, denotamos a norma do

espago L?(0, L) simplesmente por || - ||.

3.1 FORMULACAO DO SEMIGRUPO

Nesta secdo, apresentamos a formula¢ao do semigrupo associado ao sistema de mistura
termoeldstica do tipo III. Para isto, escrevemos o sistema (3.1) — (3.3) como um problema de

valor inicial do tipo

Ut :AU,
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Com este intuito, definamos o espaco
H = Hy(0,L) x Hy(0,L) x HX(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L) x L*(0, L)
onde

L L
o0 ={eerron [ pir=of e mon={oemony [ oa-o},
0 0

com produto interno dado por

<(v, w, 0, V,W,0), (v,w,8,V,W, @)>H = aj / Uy dx + am/ (W, + W, 0,) do
0 0

L L L — L
+a22/ wxﬁxdm—l—a/ (v—w)(ﬁ—zﬁ)d$~|—p1/ VV dx + po WW dx
0 0 0 0
L _ L _—
+k/ 0,0, dx+c/ 0 dx.
0 0

Considerando U = (v,w,0,V,W,0) € H, temos que a norma induzida em H pelo produto

interno definido acima é dada por

L
||U|]H—a11/ v |? dx+a12/ (VW + W, Ty ) dx—i—agg/ lw,|? da

+a/ lv —w|® dx+p1/ v dx—i—,og/ W dm+k:/ 10,|° dx+c/ 10 d.

Sabemos que H € um espaco de Hilbert em sua norma usual, que é definida por

L L L L L L
HUHfz/ ]vx|2dx+/ ]wx\Qd:ch/ ]V|2d:c+/ |W\2d:c+/ ]990\2d:c+/ 0 dz.
0 0 0 0 0 0

4, vamos fazer

Com o objetivo de mostrar que H também é um espago de Hilbert na norma || - |

a prova dos seguintes lemas:

Lema 3.1. Existe uma constante positiva cg tal que
U2, > e |U|?, YUeH.

Demonstracdo: Seja U = (v,w,0,V,W,0) € H, utilizando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Young temos que



26

L L L
a1 / \vm|2 dx + a / (VW + W, Ty) dx + agy / ]w_,lg|2 dx
0 0 0

L L
/ VW, AT / Wy, AT
0 0
Lo 1 Lo 3 L ) 3
> all/ v, |” dx — |ays| {/ Uz | dx} {/ |w, | dx} N
0 V22 0 0

g 2 1 L 5 > Lo 2
+CL22/ |U);,;‘ dx — |a12| {/ \wz| dl‘} {/ |U:c| dq:} A/ a11
0 Va1 0 0

L 2 a%Q L 2 a2 r 2
> all/ |v.|” da — —/ |vz|” dx — — |w,|” dz
0 0

L L
> all/ |Um|2d$ — |aya| + a22/ \wz|2dx — |aqs]
0 0

2@22 2 0
L 2 L L
a a
ra [ oo — S22 [ o= 5 [l ds
0 2@11 0 2 0

2 L 2 L
2 2&22 0 2 2all 0

2 L 2 L

a11Q22 — Q79 2 a11Q22 — A7q 2

= W [y Py B2 T [ 12 g
2099 0 2a1, 0

Ou seja,
L L L
a1 / \vm|2 dx + as / (VW + W, T,) dx + asgy / |w$|2 dx
0 0 0

2 L 2 L
a11a — Qa a1a — a
> w/ |Ux|2dx+w/ o, |? d. (3.6)
0 0

2@22 2(111

aiiaze—al, aijasz—al,

2a11 ’ 2a22

Tomando ¢y = min { , P1s P2, K, c}, segue o resultado.

Lema 3.2. Existe uma constante positiva c, tal que
U5, < |U|?, YUEeH.

Demonstracio: Seja U = (v,w,0,V,W,0) € H. Note que, da desigualde de Cauchy-
Schwarz, obtem-se

L L L L
an/ |v$|2dx+a12/ (0, Wy + Wy Ty) dx—l—agg/ w,|? dx+a/ v —w|* dzx
0 0 0 0

L L 5 L 5
gan/ |vz|2dx+2|a12\{/ |vz\2d:c} {/ |ww|2d:c}
0 0 0
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L L L L 3¢ (L >
+a22/ lw, | dz + a / \v|2d33+/ ]w[Qdm~|—2{/ ]v|2da:} {/ |w|2da:} :
0 0 0 0 0

Da desigualdade de Young, segue que

Lo 3 L ) 3 Lo L ,
2\@12\{/ |V dx} {/ |w,| dx} < ]a12|/ |V, | dx—l—\alg]/ |w,|” dz
0 0 0 0
L 3 L 3 L L
2{/ |v\2dx} {/ |w|2d.:1:} S/ |v[2d$+/ lw|? de.

0 0 0 0

Sendo assim,

L L
a1 / ]vx\Q dx + aqo / (0, Wy + W, 0,) dx + agy /
0 0 0

=

L L
\wxlzdx—l—oz/ v —w|* dzx
0

L L L L
gan/ |vx\2d$+\alg|/ \vxIde—i—]am\/ ]wx\Qd:c—i—agQ/ o, |? da
0 0 0 0

L L
+20 (/ |v|? da +/ \w\2dx> :
0 0

Como v, w € Hj(0, L), segue da desigualdade de Poincaré que existe uma constante c¢* > 0 de

forma que

L

L L
a1 / ]vz|2 dxr + aqo / (0, W, + W, T,) dr + asgo /
0 0 0

L 2 E 2 L 2 L 2
an/ | dx—|—|a12|/ | dx+|a12|/ | dm—l—cm/ o, ? da
0 0 0 0

L L
+2ac, (/ v |” da +/ \wm|2dx)
0 0

L L L L
ai / |vx|2 dr + a12/ (v W, + w0, dr + agg/ |wgc|2 dx + a/ lv — w|2 do <
0 0 0 0

L
|w$|2dx+oz/ v —w|* dz <
0

€ com 1SSo

(a11 + |ats] + 2acy) /OL 2] dx + (ags + |arz] + 2ac,) /OL |w,|? da. (3.7)

Tomando ¢; = max{(ay + |a1z| + 2acy), (as + |az| + 2acy), p1,p2, k, ¢}, segue o
resultado.

|

Obtemos entdo, pelos lemas 3.1 e 3.2 que as normas || - ||» e || - |1 sd30 equivalentes, e

portanto, 7 é um espago de Hilbert na norma || - ||%.



28

Note entdo que podemos escrever o sistema de equagdes (3.1) — (3.3) como

vy =V (3.8)
wy =W 3.9
0, =0 (3.10)
1
V;f — ;(allvwx + A12Wye — Oé(U - U)) + Ble)x) (311)
1
1
Wt - p_(CLIQU:mc + QoWyy + Oé(’U - w) + /6261‘) (312)
2
1

e assim o nosso problema € equivalente a

Ut = AU
U(0) = U,

onde Uy = (v°, w?, 0% v' w', 0') e A: D(A) C H — H é definido por

0 I 0 0

0 0 I 0

A » o ) 0 0 0 51]
W (Jaw — 5l 22(Jaw+ 51 0 0 0 s
Wt ] B()e—aI 000 E()
0 0 e 202 200 2w

onde / é o operador identidade, (.),, representa o operador diferencial de segunda ordem na

variavel x e
D(A)={U € H :v,w e H*0,L);V,W € Hj(0,L);© € H!(0, L);

k0 +~0 € H*(0,L);0,(0) = 6,(L) =0} .

Observacao. Note que, como © = 6,, entdo O satisfaz

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta se¢do, utilizamos a teoria de semigrupos de operadores lineares para estabelecer a
existéncia e unicidade de solugdo para o sistema de mistura termoelastica do tipo III. Com o fim

de utilizar o Corolario 2.18 em conjunto com o Teorema 2.13, faremos a prova dos seguintes
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resultados:
Lema 3.3. O operador A é dissipativo.

Demonstracao: Dado U € D(.A) note que

L L
(AU,UY,, = / (a1 Vs + a1a(Vols + W) + ana Wi, da-ta / (V — W) —w) da
0 0

L L
—|—/ (@110 + A12W5e — (Vv — W) + Bl@x)v dzx + k/ 0,0, dr
0 0

L L
+/ (A19Vep + A20Wey + (V — W) + B0, )W dx+/ (B1Vy 4 BoWo + kbyy + 7040 )O da.
0 0

Utilizando integracao por partes e as condicdes de fronteira segue que

L L L L
AU, U),, = a11 Ve, dx — a0,V dr | + 19V, dv — a1ow, V5 dx
" 0 0 0 0
L L o L L o
+ (/ a1oWo0, da — / a1 W o, dx) + (/ Ao W, dax — / QoW W 4 dx)
0 0 0 0

([ av-wemw - [ a- =) i)

L L L L
+( [ seva- [ ave, d:ﬁ) ; ( [ seva- [ swe, da:)
0 0 0 0
L _ L o L
+ (k/ 0,0, da;—k/ 0,0, dx) —7/ |0, dz.
0 0 0

Como a parte real das expressdes entre parenteses € nula, obtemos que

L
Re (AU, U), = —7/ 0,>dz < 0. (3.14)
0

Portanto A € dissipativo.

Lema 3.4. O operador A é tal que 0 € p(A).
Demonstracao: Seja F' = (f,g,h,p,q,r,) € H, vamos mostrar inicialmente que existe um
tnico U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) tal que AU = F, ou seja
V=feH0,L) (3.15)
W =g¢eH)0,L) (3.16)

©=hecHN0,L) (3.17)
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A11Vzq + Q12Wey — CY(U - UJ) + 61@96 = p1p € LZ(Ov L) (318)
A19Vge + A2oWey + (v — W) + 2O, = paq € L*(0, L) (3.19)
KOy + VOup + B1Vy + BoW, = cr € L2(0, L). (3.20)

Note que as equagdes (3.15),(3.16) e (3.17) sdo triviais. Assim, substituindo (3.15) e
(3.16) em (3.20), obtemos

KOpz +YOus = (cr — Bife — B2gs) € LX(0, L). (3.21)

Considerando entdo k6 +~0 = pe (¢r — B1 fr — P29.) = T, temos que a equagdo (3.21)
pode ser escrita como
Opw =7 € L2(0, L).

Defina a forma sesquilinear B; : H}(0, L) x H}(0, L) — C tal que

L

e considere em H, (0, L) anorma |||/ 51 = [l¢.||- Tenho que

L —
/ Y, dx
0

L
(i) Bilg, ] = / ool? dz = Il
0

() [Bilp, ]| = = [{@z, Ya)| < llgall 19a]

0 que mostra que 37 € continua e coerciva.

Definindo o funcional linear limitado 7% : H}(0, L) — C tal que

L
To(4) = — /0 i dr,

segue do Lema de Lax-Milgram que existe uma tnica ¢ = kf +v0 € H!(0, L) de forma que
Bilp,v] = Tx(v),V ¢ € HL(0, L), ou seja

L L
/ 0, dx = —/ b dx, Y1 € HH0,L). (3.22)
0 0
Tomando em particular i) € C§°(0, L) e utilizando integracdo por partes obtemos
L —_—
| =0T s =0, v 0 e Cr0. 1)
0
e segue do Lema de Du Bois Raymond que ¢,, = 7. Como ¢ = kfl + 0 e © € H}(0, L),

segue que existe uma unica € H)(0, L) que satisfaz a equagdo (3.20) e além disso, pelo

Teorema de Regularidade Eliptica, temos que ¢ = k6 +~v0 € H?(0, L).
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Note também que, se multiplicarmos (3.20) por ¢» € H!(0, L), integrarmos de 0 a L e

utilizarmos a relagdo (3.22), temos que

k02(0)1(0) — k0o (L)(L) +704(0)(0) = vO(L)(L) = 0, Vo € H.(0,L)

de onde segue que 6,(0) = 0,(L) =0e 0,(0) =O6,(L) = 0.
Agora, substituindo (3.17) em (3.18) e (3.19), obtemos

11 Vgg + Q1oWey — (v —w) = p € L*(0, L) (3.23)

A19Vge + A2oWee + (v —w) = G € L*(0, L) (3.24)

onde p = p1p — Prhy € ¢ = p2q — Bl
Considere entdo o espagco V = H}(0,L) x H}(0, L) com norma dada por

(v, w)lly = [Jvz]] + [Jws |

e defina a forma sesquilinear B, : V' x V' — C tal que

L L
Byl(v,w), (0,)] = an / V0 dT + 1o / (WD + VW0, dT
0 0

+ass /szﬁx dz + a/L (v —w) (0 —w) dz.

0 0
Note que
()
| Ba[(v, w), (0,@)]| < a1y [{ve, U2)] + |asa| ([(wa, 02)| + [(Va, Wa)|)
+ags | (s, W) | + a|[{(v — w, 0 — )|
< any ||va [ |02l + arz| (llwal| 1021 + loa]| l|@a])
Fags [[wa | [[@e|| + a(lv]] + [lwl) (2] + [l@])
< a(||vell + lJwa (|51 + 102 ) + aci (o]l + lwa (122l + [l@])
= (a +ac)([|ve|| + llwa ) ([|T2]] + [0z ]])
= (a+ac)) [|(v, w)lly |2, @)[y

onde c* € a constante proveniente do uso da desigualdade de Poincaré e

a = max {(1117 |a12| 7022}~



(ii)
L L
BQ[(U> w)> (U, w)] = a1 / ’Uz‘z dl’ + a12/ (wxgx + Uzwm) dl’
0 0

L L
+a22/ |wI]2daj+a/ v —w|? da
0 0

L L L
> ap / |vgc|2 dx + ais / (W, Uy + v, W,) dx + ago / |ng|2 dx.
0 0 0

Utilizando (3.6) segue que

Bl 0o 2 e { [ Pars [t )

2 C1 2
([Jvzll + [[we])” = = [ (v, W]y,

= ci(flo )

2 2
. allta —a alita —a
onde ¢; = mln{ 1122270, Z1it2s 12}

2a11 ’ 2a22

Segue entdo que Bs € continua e coerciva.

Defina agora o funcional linear limitado 7" : V' — C tal que
L L
T(0,w) = —/ po dx—/ qu dz.
0 0
Pelo Lema de Lax-Milgram, existem dnicas v, w € H; (0, L) satisfazendo
Bs[(v,w), (0,w)] = T(0,w), Vo,4€ H0,L),

ou seja

32

L L L L
ai / V0, dT + au/ (WD + VW) d + a22/ Wy, dr + a/ (v—w)(0—w)dz
0 0 0 0

L L
:—/ ﬁédg;—/ G dv, ¥ 0, € Hy(0, L).
0 0

Tomando ¢ € C§°(0, L), w = 0 e integrando por partes, temos que

L
/ (a11V2 + Q19Wep + (v —w) —P)0 dz =0, Vo € C°(0, L)
0

e do Lema de Du Bois Raymond segue que a11v,, + a12w,, + a(v — w) = p. Analogamente,

se considerarmos w € C§°(0,L) e © = 0, obtemos que a2V, + oWy — (v — w) = G, €

portanto, existem tnicas v,w € H} (0, L) que satisfazem (3.18) e (3.19). Além disso, segue do

Teorema de Regularidade Eliptica que a11v + ajpw € H?(0, L) € ajpv + agw € H*(0, L).
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Mas como
22 @12
V= —Q(anv + CL12U)) — —2(a12v + aggw)
A11Q22 — A7y a11G22 — A7y
e
a12 a1
w = ——2(a111) + algw) + —2(a12U + (lQQU)),
a11Q22 — A7y 11022 — A7y

segue que v,w € H*(0, L).

Provamos entdo que existe um dnico U = (v, w,0,V,W,0) € D(A) tal que AU = F,
assim o operador A ™! existe. Para concluir que 0 € p(A) resta mostrar que A~! é limitado.
De fato, multiplicando as equagdes (3.15),(3.16) e (3.17) por V, W e O, respectivamente, inte-
grando de 0 a L e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, segue que existem

constantes positivas (', Cy e Cj tais que

L L

/0 VP de = / fVde < IFIIVI< C LTIV < CEL UL, (3.25)
L ) L e

/0 W de = / gz < |lgl W) < Co lgal IWI] < CollFllyy [Ullye.  (3.26)
L ) L o

/0 O dr = / 16de < W] O] < Cs [hall O]l < Cs | Ell IUly-  (32D)

Agora, substituindo (3.17) em (3.18) e (3.19), multiplicando-as por 7 e W

respectivamente e integrando de 0 a L, obtemos

L L L
a1 / \vx|2 dx + aqo / WU, dr + a/ (v—w)v dx
0 0 0

L L
=/ / h,v dx — py / pU dx (3.28)
0 0
e
L L L
CL22/ |wx|2 dx + a12/ Vp Wy AT — a/ (v —w)w dz
0 0 0
L L
= 62/ h,w dr — pg/ qu dzx. (3.29)
0 0

Somando (3.28) e (3.29), obtem-se

L L L L
an/ |vx|2d93+a12/ (W, Ty + VW) dw+a22/ |w35|2 dx~|—oz/ |v —w|2 dx
0 0 0 0

L L L L
251/ hﬁdm—l—ﬁg/ hx@dx—pl/ pﬁd:c—pg/ quw dx.
0 0 0 0

Utilizando (3.6) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que existe uma constante
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positiva C} tal que

L
/0 ([val”* + [wsl*) dz < Cul|Fll U, (3.30)

Substituindo (3.15), (3.16) e (3.17) em (3.20), multiplicando-a por @ e integrando de 0 a

L temos que

L L L L L
k/ \HIIdezﬂl/ fz0 dm+62/ g0 dx—”y/ h.0, dx—c/ r0 dx.
0 0 0 0 0

E fazendo novamente o uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré segue

que existe uma constante positiva Cj tal que

L
|18 < 5 | 10T 331
0
Utilizando (3.25), (3.26), (3.27), (3.30) e (3.31) temos
U113 < Co 1F 1l 1U 1,

para alguma constante positiva Cs. Aplicando entdo a desigualdade de Young de forma

conveniente, obtemos uma constante positiva C'; tal que
2 2
U5 < C7IIF -

Portanto A~ € limitado e consequentemente 0 € p(.A).

Temos agora condi¢des de enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 3.5. O operador A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contra-

coes.

Demonstracao: Pelos Lemas 3.3 e 3.4, sabemos que A é dissipativo e 0 € p(A). Note entdo

que para qualquer )\0 eC pOdel’l’lOS escrever
)\0[ - .A - A()\()A_l - I)

Pelo lema 2.19, segue que se |A\o| < entdo (M\g.A~! —I) é inversivel e portanto

1
[ A1 “5(7{)
Im(XoI — A) = H. Agora, pelo Teorema 2.20, segue que Im (A — A) = H para todo A > 0.
Considerando em particular A = 1 temos que /m(/ — .A) = H e como H ¢ reflexivo(pois € um
espaco de Hilbert) segue do Teorema 2.21 que W = "H. Sendo assim, o operador A satisfaz
todas as hipéteses do Corolario 2.18 e portanto concluimos que .4 € gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Cy de contragoes.
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Como consequéncia imediata do Teorema 3.5 demonstrado acima e do Teorema 2.13,

obtemos o resultado final desta secao, que é dado por

Teorema 3.6. Se Uy € D(A) entdo U(t) = S(t)Uy é a nica solugdo do problema

U, = AU
U(0) = Uy

que satisfaz

S(H)Uy € CL([0,00); 1) N C([0,00); D(A)).

O Resultado acima nos garante entdo a existéncia e unicidade de solucdo para o sistema

de mistura termoelastica do tipo III.
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4 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Neste capitulo, estabelecemos condicdes suficientes para que a solu¢do do problema de
mistura termoeldstica do tipo III seja exponencialmete estavel e verificamos uma situacdo onde
a solucdo nao decai exponencialmente. Para realizar este objetivo, analisamos sob quais con-
di¢des o semigrupo associado ao sistema (3.1) — (3.3) satisfaz as hipéteses do Teorema 2.28.

Inicialmente, vamos verificar sob quais condi¢des temos
iR C p(A).

No Capitulo 2, provamos que 0 € p(.A) e que A é gerador infitesimal de um semigrupo
de classe Cj de contragdes, sendo assim, segue do Teorema 2.15 que A é fechado. Utilizando
o fato de que a imersdo de D(.A) em H é compacta, juntamente com o fato de A ser fechado e
0 € p(.A), obtemos pelos Teoremas 2.24 € 2.25 que (A —.A) ! é compacto para todo A € p(A).
Em particular, temos que A~! é compacto, jd que 0 € p(A). Assim, o(A~') é formado apenas
por autovalores e consequentemente o(A) também é formado apenas por autovalores. Este
fato nos garante que, para que tenhamos iR C p(.A), basta apenas verificar que .4 ndo possui

nenhum autovalor no eixo complexo. Temos entdo o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Temos que iR C p(.A) se uma das seguintes condigdes é verificada

(l) X0%0€1+%<OOMXO?£085 _0‘(31;‘:52))(1 ¢N

(ii)) xo=0ex1 #0.
(iii) xo = x1 =0, D; > 0e L*a(B; + B2) — D% < 0.
Sendo que
Dy = a118s — arafh,
Dy = a1z — agfh,
X1 = p1P2 — p2f,
Xo = p251D1 + p182Ds.

Demonstracao: Sejam U = (v, w,0,V,W,0) € D(A) e A € (R — {0}) tais que
(iA — A)U = 0, ou seja,
i —V =0 4.1

Iw—W =0 4.2)

N0 —0 =0 4.3)
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IALV = a11Vsp — Q12Way + (U — w) — (10, =0 (4.4)
iAW — 120, — GooWey — (v — w) — PO, =0 4.5)

Vamos mostrar que, se uma das condicdes citadas no teorema ocorre, entdo U = 0, o que € uma
contradi¢do, pois U € autovetor, logo i\ ¢ o(A), VA € R e consequentemente iR C p(A). De
fato, de (3.14) temos

L
0= Re((iX] — A)U,U),, = —Re (AU, U),, = 7/ 10,)* da
0
e portanto © = (.

Da equagdo (4.3) obtemos que ¢ = 0. Substituindo © = 6 = 0 em (4.4), (4.5) e (4.6)

temos

IALV — a110pp — A12We + (v — w) =0 4.7
iAW — 190, — GooW4y — (v —w) =0 (4.8)
BV + B W, = 0. (4.9)

A igualdade (4.9) juntamente com a desigualdade de Poincaré nos fornece que
1V + BoW = 0, e entdo, multiplicando (4.1) por 3y, (4.2) por S e somando os resultados,

concluimos que

INBrv + Baw) = 1V + oW =0, ouseja, w = —%v. (4.10)
2
Portanto, para que tenhamos U = 0, basta provar que v = 0.
Substituindo (4.1), (4.2) e (4.10) em (4.7) e (4.8) obtemos
—)\Qplv — A1 Vg + aiﬁlvm + « (1 + &) v=20 4.11)
Ba B
)\20251 a1 ( B )
V—A1oUpp + ——Vpe — | 1 +— | v=0. 4.12)
B - B B
Fazendo o produto de (4.11) e (4.12) por (5 segue
—DiUze = p1aX’v — Py + SBo)v (4.13)
—Davay = —p2 i X0 + (B + fa)v. (4.14)

Multiplicando (4.13) e (4.14) por po/3; € p1 52, respectivamente, e somando os resultados



obtemos

—X0Vzz = (B1 + B2)X10.

Suponha entdo que x, # 0, desta forma

alBi+ Be)xa
Vppg = —————2 )
X0

Note que, da equagdo caracteristica de (4.16), se v # 0, entdo

_a(B ;1;052)X1 _ <%>2

para algum v € N, isto é,

é\/_a(ﬁl + B2)x1 N

™ X0

Além disso, somando (4.13) e (4.14) terfamos que

)04(51 + B2)x1 y

)\QXW = —(Dy + Dy)vg, = (D1 + Do "
0

9

ou seja,

A2 = (B + fo) (D14 Dy) _ a(Bi+ Ba) (p1faDy + p152Ds)

X0 P12 X0
_ a(B1 + B2) (p1BaDr + p12Da + p251 D1 — pa51D1)
p1B2 X0
_a(frtB2) o+ xaDy) _ a(Bi+ ) <1 N D1X1)
P12 X0 P12 Xo .

Desta forma, temos que se v # 0, entdo

D L
1+ 1X1>0 e —\/—MEN.

X0 ™ Xo

Portanto, v = 0 se

D L
Lo Doa g _\/_MM
X0 ™ X0

0 que prova o caso (7).

38

(4.15)

(4.16)

Note agora que, se xo = 0 e x1 # 0, entdo é imediato de (4.15) que v = 0, logo segue o

caso (ii).

Finalmente, vamos supor que xo = x1 = 0. De x; = 0 temos que p132 = py3; e de

xo = 0 segue que
Xo = P21 D1 + p152 D2 = pa51(D1 + Dy) = 0,
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ou seja, D1 = —D,. Desta forma, temos que (4.13) e (4.14) sdo linearmente dependentes.

Note entdo que, da equacdo caracteristica de (4.13), temos que se v # 0, entdo

P152)\2 = a(f + f2) — Dy (V—;j)z )

para algum v € N.
Se Dy > 0e L*a(B + B2) — Di7* < 0, temos

L?p1BoN? = L*a(By + B2) — Dimv? < L*a(By + B2) — Di? < 0,

e assim A\? < 0, um absurdo, o que implica que s6 podemos ter v = 0. Com isto, o caso (#77)

esta provado.
[

Para verificar agora, que de fato sob certas condi¢des, a solu¢do do problema de mis-
tura termoeldstica do tipo III € exponencialmente estdvel, serd necessario uma série de le-

mas. Antes de enuncid-los, é importante notar que, dado F' = (f,g,h,p,q,7) € H, se
U= (v,w,8,V,IW,0) € D(A) é solu¢do da equagdo resolvente

iNU— AU = F (4.17)

entdo ela pode ser escrita em termos de suas componentes como

i —V =f (4.18)

w—W =g (4.19)

N0 —0O =h (4.20)

IANV — 11Uy — Q12Wee + (v —w) — /10, = p 4.21)
iAW — 1905 — GoaWsy — (v — W) — P20, = ¢ (4.22)
iAO — (B1 Vi + BoWo) — (kOpy + 7YO4s) = T (4.23)

Com isso, podemos agora enunciar os nossos resultados.

Lema 4.2. Se iR C p(A) e U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solugdo de (4.17), entdo existe

uma constante K1 > 0 tal que

L
/0 10,12 da < Ky Ul I F Ly
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Demonstracdo: Utilizando (3.14) temos
L
RMRUM:RMQU—MQUM:—&QWﬂmzy/|@Fm.
0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na igualdade acima segue que existe K, > 0 tal

que

L
2
| 1en e < UL P
e segue o resultado.

Lema 4.3. Se iR C p(A) e U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solucdo de (4.17), entdo existe

uma constante Ky > 0 tal que se |\| > 1,
L. 2
|1l o < Ko Ul [Pl + K P
0

Demonstraciio: Derivando (4.20) com relacio a varidvel z, fazendo o produto por @, e inte-

grando de 0 a L, obtemos

L 1 L 1 L B
/wﬁmzf/mmm+f/@%mx
0 i\ Jo I\ Jo

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na igualdade acima obtemos

0. dx < O, 1102 + 0| Azl -
/\| 137 1€ 101+ 757 161 e

Agora, utilizando a desigualde de Young, temos

1
16, dv < 1921 + €1 162 1” + -——5 1hal”
/0 26, [\ 26, [A]?
Utilizando a estimativa obtida no lema 4.2 e tomando ¢; = %, segue que existe uma
constante Ky > 0 tal que

Ko 2

/‘W|d<||nwmwwy I
0

e entdo, se |A| > 1, segue o resultado.

Lema4.4. SeiR C p(A), U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solucdo de (4.17) e |\| > 1, entdo



existe uma constante K3 > 0 tal que

L
/0 1Brva + Batwal? dz < K |Ully, | Flly + K IF 12, + e U1

onde €5 > 0 é arbitrdrio.
Demonstraco: Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.23), temos que

1 1 1
ﬁlﬂx + 627«033 =cO — a(kema: + '7@m:) - ar + a(ﬁlfm + B2g:c)‘

41

Fazendo o produto da igualdade anterior com (v, + [ow, e integrando de 0 a L, obtemos

1

L L L I
/ Brvs + Bowa 2 d = ¢ / (B0, + B dv — — / v ron T Bow) do
0 0 0

(2

L

L —m
b [ 00490 Bt + ) dot o [ (81 + aga) ues T B do. 424
0

ix J

Agora, note que as equagdes (4.21) e (4.22) nos fornece que

11Uz + A12Wey = IAMV + (v —w) — 10, — p

e
19V + A20Wep = AP W — (v — w) — $20, — q.
Considerando 0 = a1a99 — a%z > () temos que
D, D,
—7(6111’0:;:90 + a12Wys) + 7(6112’09390 + (2Wyy)
= —(B1a11a29V0z + 1012022000 = Bra11 019000 — BraTy W
+582011012V0 + B2011020We0 — ﬁla%QU:mc - 51a12a22wm)
= é(ﬁlm/m + Bo0Wse) = BrUse + BoWaa,
ou seja,

DQ 1
_7(allvxw + a12wxx) + 7((1127]33:1: + a22wxx) - ﬁlv:m: + 62wx:v-

Com isso, usando (4.25) e (4.26) em (4.27), temos

ﬁlvx:c + 52wx:c

1
= ;(—Z/\,OlDQV— CYDQ(U —U}) +61D2®x —i—Dgp—I—Z)\pngW —OéDl (’U —w) —ﬁng@m

(4.25)

(4.26)

(4.27)

—D1Q)
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= é [iIA(p2DIW — p1DoV') — a(Dy + D) (v — w) + (81 D2 — B2D1)O, + (Dap — D1q)] .

Assim, substituindo a igualdade acima em (4.24), obtemos

L L 1 L
[ Ve ol e = [ 0+ By o = - [ (B o) d
0 0 0

1 [ D+ D L —
——/ (kby 4+ v0,) (p2DIW — p D5V d — M/ (kb + 70,) (v — w) dz
o 0 ZO')\ 0
Dy — ByD; [ _ 1 [k S
1o\ 0 oA J
1 [t S
5 / (B1fz + B2ge)(Brve + Bow,) dx. (4.28)
0

Fazendo o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Poincaré em (4.28), obtemos

/ |f1v, + B2wm| dr < cc, ||O4]] || Brve + Bows|| + — 7] [|f1ve + Bawy]|

I
IAI

k
=[]l 12 D1 W = p1 D3V ||+ L [0, lp2DiW = prDaV |

CM|D1+D2|]€ Oé|D1+D2"}/
220, o — wl| + = (10 o —
FE T 8l o — w4 S O o
|51D2 - 52D1| k ’61D2 - 52D1| v 2
0. 110, O,
HES S e 0+ S e

10z [ D2p = Drgll + —=7 [|Oa[ [ D2p — Dag]|

IAI | |

1

Tomando |\| > 1 e utilizando a desigualdade de Young de forma conveniente, segue que

L
/ |Brve + Baws|” da < K {|©° + K™ [|6:]* + K™ (| Fll3, + ez U1l
0
para alguma constante positiva K* e €, > 0 arbitrario.

Utilizando as estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue a existéncia de uma constante
K3 > 0 tal que

L
/0 Brvs + Bawa2dr < Ky [Ully I1Flly + Ko | FIZ + e |UIE,

o que conclui o resultado.
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Lema 4.5. Se iR C p(A), U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solucdo de (4.17) e |\| > 1, entdo

existe uma constante K4 > 0 tal que

L
/0 BV 4 BaW P de < K Ul I1Flly + Ko IFIE + e U1

onde €3 > 0 ¢é arbitrdrio.

Demonstracao: Defina p;(z) = / V(s)dseps(x) = / W (s) ds. Note que
0 0

< /OL|V(S)| ds < {/0L12 ds}é {/OL|V(S)|2dS}% —VI|VI.

()| = ] [ vias

Portanto,

L ) 3 L ) 3
Hmr:{ | el dx} g{ [ e dx} —L|v]. (4.29)
0 0

De forma andloga podemos obter que
ol < LW (4.30)

Agora, fazendo o produto de (4.23) por 511 + [apo € integrando de 0 a L, temos que

L L L
i/\C/ O(BL1p1 + Paps) dx + / |1V + 52VV|2 dr + / (kOy +v0,)(B1V + W) dx
0 0 0

L
:/ r(Bre1 + Bapz) do.
0

Considere entdo ¢ € H?(0, L) N L?(0, L), solugdo do problema

{ 6:(393 = 67
£:(0) = &(L) = 0.

Desta forma, a igualdade anterior € equivalente a

L L -
/ |51V + 52VV|2 dx = i/\C/ E(B1V + BoW) dx
0 0

L L
0 0

Fazendo o produto de (4.21) e (4.22) por [31ps € [(2p1, respectivamente, e somando os

resultados, obtemos
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iAp1p2(B1V + B W)
= A0y + Aswyy, + axi (v —w) + (5%P2 + 53,01)(% + (Brpap + B2p1q), (4.32)

onde

Ay = anBips + a12B201
A = a3 p2 + as252p1.

Substituindo (4.32) em (4.31) obtemos que

L L L -
/ BV 4 BW ] do — — / (k6 + 10, BV T Ball) da + / Bror T Bava) da
0 0 0

c L c L
S [ Ol + ) do+ (82~ G3p) [ 16 ds
P1P2 Jo P1P2 0
c L cax: [*
[ & Bipwp + Bapra) da / €0 —w) d. 4.33)
P1P2 Jo P1P2 Jo

Fazendo uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré em (4.33), temos

L
/Wmv+@wﬂmsmmm&v+@wwww@mmV+mwu
0

2|52 — By
+ I | Brpr + Baol| + 102 [[Arve + Azwa || + 5 21 (S
P1P2
c ca | x|
+—— & [|Brp2p + Baprq|| + 1€ |lv — w]| -
P1p2 P1P2

Como ¢, = O e, (0) =& (L) = 0, existe uma constante x1 > 0 tal que ||£,|| < k1 ||O]].
Logo,

L
/ BV + BoWIP dar < k(|6 |61V + BoaW || +7 [0 181V + B W
0

CCy
P1P2

ch caky |x
25 o) upap + Baprall + 20 o o — w. @34

CCE ’6%p2 - 6§p1| H@ H2

1Oz | Arvs + Azwe || +

+I7 ([ Brpr + Baal| +

1P2
Utilizando em (4.34) a desigualdade de Young de forma conveniente, a desigualdade de

Poincaré e as estimativas (4.29) e (4.30), obtemos que

L
/ BV + B W dar < o [|6:° + riz 0 l” + iz Ul | Flly, + w2 [|F I3, + e U5,
0

para alguma constante positiva <o € €5 > 0 arbitrario.

Agora, fazendo uso das estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue a existéncia de uma
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constante K4 > 0 de forma que

L
A!mv+&WVwSKMW%AHM+KMF%+@WM1

e o resultado esté provado.

Lema 4.6. Suponha que iR C p(A), U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solucdo de (4.17) e

|A| > 1. Entdo existe uma constante K5 > 0 tal que

Ks

L
J R e Y L R L M P

IV =W+ ealU1l

com €4 > 0 arbitrdrio.

Demonstracao: Multiplicando (4.32) por A;v + Asw e integrando de 0 a L, obtemos

L L
/ | Ao, + A2wz|2 dx = —iAp1pa / (B1V + W) (Arv + Ayw) dx
0 0

L L
+ax / (v —w) (A + Ayw) dz + (Bips + Bip1) / O0.(A1v + Ayw) dx
0 0

L
+/ (B1pap + Pap1q)(Arv + Aqw) dx.
0

De (4.18) e (4.19) segue que i\v = f + V e iAw = g + W. Logo,

L L
/ |Ajv, + Agwx\Q dx = p1po / (B1V + B W) (A1 V + A W) dx
0 0

L L
pips /0 (BV + BoW) AT T Aag) da + (B2pa + Bipn) /0 0, (A0 T Ayw) da

axi g —— ax1 L S —
+_i)\ (V —=W)(Av + Ayw) dx + Y (f — g9)(A1v + Ayw) dx
0 0

L -
+ / (B1pap + Bap1q) (Arv + Aqw) da.
0

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré na igualdade anterior,

obtemos



46

L
/ Arvs + Astoy [P dz < prps BV + BW | ALV + AW
0

o102 |81V + LW || | ALS + Asgll + (BT p2 + B3p1)cs [|Oa]| [ Ao, + Asw,]|

a Cy o .
’T(;" |V = W[ || Ay, + Asw, | + |T<;|| 1 — oll 1 Aves + Agus ]|

Fazendo entdo o uso da desigualdade de Young de forma conveniente, obtemos

+

L
K
A e X e P L A L
0

onde 3 é uma constante positiva e ¢, > 0 € arbitrario.
Aplicando as estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.5, segue a existéncia de uma constante
K5 > 0 tal que

Ks

L
/0 |[Avo, + Agwy|” do < Ks ||F |5, + K5 Ul |11y, + T IV =W +e U5,

com €4 = €3 + €, arbitrario. O que conclui o resultado.
[

Lema 4.7. Suponha que iR C p(A) e U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) é solugdo de (4.17). Se

Xo = X1 = 0 e Dy > 0 entdo existe uma constante Kg > 0 tal que

L L L
/ |V—W]2dm+/ |v—w|2dx+/ vy — we|? do < K ||U ||, | F 4, -
0 0 0
Demonstracdo: Multiplicando (4.21) por 3, e (4.22) por (1, obtemos

iAp1 B2V — a11P9Vss — @12P2Wey + fa(v — w) — 51620, = Pap (4.35)
iIN2 AW — 1951 Vsy — Q221 Was + f1 (v — w) — B120, = Piq (4.36)

Como por hipétese y; = 0, temos que [F1ps = [op1. Assim, fazendo a diferenca entre
(4.35) e (4.36) segue que

iAp1B2(V — W) — Dyvgy — Dowgy + (81 + B2) (v — w) = Bap — Bigq. (4.37)
Além disso, como x, = 0, temos
Xo = B1p2D1 + Pap1Da = Prp2(D1 + Dy) =0,

eentdo Dy = —D;.
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Com isso, (4.37) pode ser reescrita como

iA1B2(V = W) — D1(Vge — Waa) + (1 + Ba) (v — w) = Pap — Phgq. (4.38)

Fazendo o produto de (4.38) por (v — w) e integrando de 0 a L, temos

L L
i/\plﬁg/ (V=W)(v—w) dx+D1/ g — w,|* dx
0 0

L L
+a(B1 + Ba) / lv — w|2 dr = / (Bap — B1q) (v — w) dx. (4.39)
0 0

Lembrando que i\v = f + V e idw = g + W, temos que (4.39) pode ser escrita como

L L
plﬁg/ |V—W|2dac—0—D1/ |vw—wx|2dx
0 0

L L L
+a(pr —I—ﬂg)/o lv — w|2dx = /0 (Bap — £19) (v — w) dx—/o (f —g)(v —w) dx. (4.40)

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue a existéncia de K¢ > 0 tal

que
L L L
/ = W]2dx+/ v —w|? d +/ Ve — wa|* dr < K ||U|lo, || Flly -
0 0 0
e segue o resultado.

Enunciemos agora o resultado que estabelece condi¢des suficientes para que o semigrupo

associado ao problema de mistura termoeldstica do tipo III seja exponencialmente estavel.

Teorema 4.8. Se ocorre a condicdo (i) ou (iii) do Teorema 4.1, entdo o semigrupo associado
ao problema de mistura termoeldstica do tipo Ill é exponencialmente estdvel, ou seja, existem

constantes M > 0 e w < 0 tais que
HS(t)H,c(H) < Me*t, Wt > 0.

Demonstracao: Vamos supor inicialmente que ocorre (7). Do fato de termos yo # 0, segue

que

A A
det < ﬁl ﬁ2 ) — A152 - A2ﬁ1 = (1115152,02 + a12ﬁ22p1 - (1125%;02 - a22ﬁ152p1
1 2

= p2fi(a11fa — a12531) + p1Ba(ar2B2 — asefi) = xo # 0.
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Assim, existem constantes M7, My, Ny, N» tais que

vy = Mi(f1v, + Powy) + Ni(Ajv, + Asw,)

Wy = Mo(B1vy + Powy) + No(Ajv, + Aswy).

Portanto, fazendo uso das estimativas obtidas nos lemas 4.4 e 4.6, segue que existe K7 > 0

L L
/ |vx|2dx—i—/ |w,|® da
0 0

K7
SKﬁﬂ&+wamwww+mﬂW—Wﬂﬂfﬂm@, (4.41)

tal que

com €5 > ( arbitréario.

Agora, multiplicando (4.21) por ¥ e integrando de 0 a L, obtemos

L L L
Z/\,Ol / Vodx + aiq / |’Ux‘2 dx + a12 / WUy dx
0 0 0

L L L
—i-a/ (v —w)ode — / 0,0 dx = / pU dz.
0 0 0

Utilizando a igualdade (4.18), segue entdo que

L L L L L
pl/ |V\2dx:a11/ |vz\2dx+a12/ WUy dx+0</ (v—w)ﬁdx—ﬁl/ 0,7 dx
0 0 0 0 0

L L
—/ p@d:c—pl/ V fdx.
0 0

Aplicando as desigualdes de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young na igualdade acima,

obtemos

L L L
pl/ VI de < ry {/ ]vx|2dx+/ |wxl2daz} + kg |02 |12+ K [|F I3, (4.42)
0 0 0

para alguma constante x4, > 0. Fazendo entio o uso da estimativa do lema 4.2 e de (4.41),

segue que existe uma constante Kg > 0 tal que

Ks

L
/0 Ve < KPS+ K WU Pl +

V=W +e | U3 (4.43)

com €g > 0 arbitréario.
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Multiplicando (4.22) por w e integrando de 0 a L temos que

L L L
IAP2 / Ww dx + ais / VW, AX + G99 / |w$|2 dx
0 0 0

L L L
—a/ (v —w)w dx — ﬁg/ 0,w dr = / qu dz.
0 0 0

Utilizando a igualdade (4.19), segue que

L L L L L
pQ/ ]W|2da::a12/ VW dac—i—a22/ |wm|2da:—oz/ (v—w)@dm—ﬁg/ 0, dx
0 0 0 0 0

L L
—/ q@dw—pg/ Wgdz.
0 0

Aplicando as desigualdes de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young na igualdade acima,

obtemos

L L L
pl/ |W|2dx§/<;5{/ \vz|2dx+/ |ww\2dx}+/i5\|@x||2+/€5 IF|5,,  (4.44)
0 0 0

para alguma constante x5 > 0. Fazendo entdo o uso da estimativa do lema 4.2 e de (4.41),
segue que existe uma constante /{9 > 0 tal que
b 2 Ky 2 2
W e < Ko P+ K W Pl S IV = W U, @49)
0
com €7 > 0 arbitrério.
Com isto, utilizando os lemas 4.2 e 4.3 e as estimativas (4.41),(4.43) e (4.45) temos
UIE, < KuollFIE, + Kio [Tl 1Flly + 220 v — w2 Ull; 4.46
1U113 < Ko [1F 3, + Ko U]l | IIH+|T|II — W +es U5, (4.46)
para alguma constante K19 > 0, €5 > 0 arbitrdrio e |\| > 1.
No entanto, se considerarmos |\| suficientemente grande, eg suficientemente pequeno e
aplicarmos a desigualdade de Young de forma conveniente em (4.46), obtemos uma constante

positiva K, de forma que
1015, < K [P (447)

e entao

H(ZA[_A SKH)

) e

para |A| suficientemente grande. Portanto

limsup || (iA] — A) 7| < oo.

[A| =00
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Com isso, o resultado segue do Teorema 2.28.
Agora, vamos supor que ocorre (iii). Utilizando o fato de que 3; + P2 > 0 obtemos

constantes M, My, Ny, N; tais que

Uy = Ml*(ﬁlvaz + 52wa:) + Nl*(vx - w:c)

wy = M3 (P1ve + Powy) + Ny (v — wy).

Desta forma, utilizando as estimativas obtidas nos lemas 4.4 e 4.7, segue que existe uma

constante positiva K5 de forma que

L L
/ o, da + / a2 dr < Koo |FI3 + Ko |0l IF Ny + o TN, (448)
0 0

com €g > 0 arbitrério.

Fazendo uso da estimativa obtida no lema 4.2 e de (4.48) em (4.42) e (4.44), segue que

L L
[P s [T e < K lFE Ko 10 Fl + e 01, @49
0 0

para alguma constante /;3 > 0 e €19 > 0 arbitrario.

Com isto, utilizando utilizando os lemas 4.2 ¢ 4.3 e as estimativas (4.48) e (4.49) temos
1013 < Kaa [ FIR + Kaa Ul IF g + e (UG, (4.50)

para alguma constante K74 > 0, €7 > 0 arbitrdrio e |A| > 1.
Considerando €1, suficientemente pequeno e utilizando a desigualdade de Young de forma

conveniente em (4.50), obtemos uma contante positiva K5 tal que
U5, < Kis 1Pl (451)

e entao

H(ZA[_A S K157

)71H£(7{)

para |A| > 1. Portanto
limsup || (iA] — A)7H| < oo,

[A| =00

Novamente, o resultado segue do Teorema 2.28.
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4.1 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta secdo, analisaremos uma condicdo em que o semigrupo associado ao sistema de
mistura termoeldstica do tipo III ndo é exponencialmente estdvel. Com esse intuito, provamos

o seguinte resultado:

Teorema 4.9. Se temos que a condicdo (ii) do Teorema 4.1 ocorre, entdo o semigrupo associ-

ado ao sistema de mistura termoeldstica do tipo Ill ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Para obter o nosso resultado, devemos mostrar que ndo temos

limsup || (iA] — A) 7| < oo,

[A| =00

ou seja, mostraremos a existéncia de uma sequéncia real (\,) com )\, — oo e uma sequéncia

limitada F,, em H tal que
| (AT — A)_leHH — 00, V — 0.

Note inicialmente que, da hipétese yo = 0 temos

p231D1 = —p1B2Ds (4.52)
e além disso,
D
L >o. (4.53)
P12
De fato, se supormos que
D,
<0
p152
entao teremos
Dy = (a1102 — a12/1) < 0, ou seja, ay; < al;)ﬁl-
2
De (4.52) obtemos também que
a1252

—Dy = (anf —a12f2) < 0= axn <
1

e portanto, como a1, ass > 0, tem-se

2
ariaz < ajy,

o que ¢é absurdo.

Consideremos entdo, para cada v € N, F,, = (0,0, 0, sin (”z—“”) ,0,0) e seja
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U, = (v,,w,,0,,V,,W,,0,) € D(A) solu¢do da equagao resolvente
iU, — AU, = F,

que em termos de suas componentes pode ser escrita como

i\, —V, =0, (4.54)

iNw, — W, =0, (4.55)

Ao, — 0, =0, (4.56)

iIAp1Vy — Ve — A12W0er + (v, — w,) — $1O,, = sin (?) , (4.57)
iAW, — 19000 — 20Wypye — (U, — wy,) — P20, = 0, (4.58)
iACO, — (51Vie + B2Woi) — (kOviz + 7O uaz) = 0. (4.59)

Substituindo (4.54), (4.55) e (4.56) em (4.57),(4.58) e (4.59), obtemos

_Al%plvl/ — A11Vpgr — A12Wyay + O((UZ, - wu) - i)\uﬂleuz = sin (?) (460)
_)\12,p2wy — A12Vpgr — A22Wygy — OZ(UV - wu) - 7:)\11/320%1‘ - O (461)
—A2cl, — (iM,B1vye + iXy Bowys) — (KOpe + iAY0yer) = 0. (4.62)
Assim, levando em conta as condi¢des de fronteira, podemos considerar solucdes da
forma
v, = A, sin (?) ,  w, = B, sin (ﬂLx) e 0,=0C,cos <?) .
Substituindo estas solugdes em (4.60) — (4.62), obtemos
J1 Jo J3 A, 1
JQ J4 %Jg B,, - 0
—Js —2Js Js C, 0
onde
22 vim? , v
Ji=—=Ap1 + Ay +a, Jo= My — @ J3 = Z/\Vﬁlfa
2.2 22 22
J4 = —>\12,,02 + @99 72 + Q, J5 = —/\12/C+ k 12 + Z/\l,’)/?.

Logo, da férmula de Cramer, temos
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onde
Ji Jo Js3
A, =d B2 _ 2 2 ﬁ2 52
1= et J2 J4 EJ3 = J5(J1J4 — J2) + J3( JQ + J4 + J1> (463)
Js —2J5 J; o i
—J3 —p5 Y3
1 Jo Ja3 )
Ap=det| 0 J 2275 | =7 &JQ 4.64
2 = de 1+ g3 | =Jas T 55 (4.64)
0 —2J; Js !
Veja agora que
272 2,2
—2% Jo+ Ji+ gi J1 = 2% <a12 - a) + (= A2p2 + az Iz + )
ﬁ 272
Bi ( )\zpl “+ a1 12 + Oé)
_ (BSaH — 281 2a12 + 51a22) vim? )2 p1ﬁ22 + pzﬁ%) La ((51 + 52)2>
ok L? Y o5 Ioh
1 V22
5 {[52(%152 — a121) + Bi(axfr — a12P2)] —5- e — A2(p1B3 + pafB3) + a(By + ﬁ2)2}
1
B2 B Vi’ 2 2 2 2
ﬁ1 { [ﬁl P (p2B1D1) + By (—=p1B2Ds) 7z M (p1By + p2B7) +a(Br + Ba2)” ¢
Utilizando a igualdade (4.52), segue entdo que
B2 33
—2—=Jh+Ji+ =J
3, 2 4 51 1
1 9 9 D, v?xn? 9 9
= — - A . 4.65
/612 {<p162+p2/81> |:p152 L2 v +a(61+ﬁ2) ( )
Tomando entdo
\2 Dy v?7? Ld
v p1B2 L* ’

onde d é uma constante a ser fixada posteriormente, temos de (4.53) que A2 > 0 para v

suficientemente grande. Assim, obtemos

&k+h+@ﬁ

ﬂ1 52 51 [ d(p183 + p287) + a(Br + ﬁg)z] =: ag(cte). (4.66)
1 1

Vejamos agora que
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V22
JiJy — J2 >\4,01P2 /\12,04(01 + p2) — )\37@1&22 + paayy)

V22 it

2 T

Substituindo o valor de A, em (4.67), temos que

+a(a11 + 2&12 + a22)

(4.67)

J1J4 - J22 -

virt { P2 D2+ (Plazz +,02@11)D1}
52 ,0152

2d N
+ 12 {B Dl d(p1a22 + p2a11) + a(an + 2@12 + a22) — @(plpl—/BQpQ)DI}

+p1p2d® — ad(py + pa).
Note entdo que

P2 D2 (Plazz + paai1)
plﬂz P12

D,

Plﬁ% P12 B 12

_ ar2(p22ars — pafifaarr + p151Paas — p1Saain)
/)153

- ?152 [p2B1(a11 B2 — a1261) + p1B2(a12B2 — azf)]
2

_ paBiat _ Bip2aniars I Braizass 2

Assim, tomando d de forma que

2d N
— (1182 — a1201) — d(praga + paarr) + aary + 2a12 + ag) — « (p1 + p2)
. p152

temos

(1182 — a1251) = 0,

N Jy— J3 = pipad® — ad(py + pa) =: o1(cte) (4.68)
De (4.63), (4.66) e (4.68) temos entdo que
2.2 2 2,2

‘ w2 vir
+ Mﬂ/?) o1 — N2 52 72 C

14
Al = (—AIQIC—F k’ L2

01D2V 3¢ kv?m? invitto Dy V272

d A )
p1B2 L2 Tl L? Iz LY p1fs o L?

2 4 2
_ﬁlagyﬂ 21/7r

p1fa L4 — A L2

d




L4

1/47'('4
511/7

L4

onde

292 44 2.2 2.2 2.2
p1Bav?m v vem P12 vem P12 vem

5y, = |:_ 0'1D%L2C _ Cd01L4 n kO’lL2 n i’YUlDl n i’YUldLQ B 51200 B dﬁ%UOLQ

p1fav?m? vimd vin? p152 vin? P12 v2m?
Note que
iyo1 D 20
51u—>71 1—B1 0, vV — 0Q.
p1B2 P12

Agora, de (4.64), temos

2,2 2.2 2.2
AQ _ (—)\IQIC—FI{V ™ +7/)\ i) (_A,%K)Q“‘GQQ%—F ) 62)\26%VL7;

2 T L

A2 cagov*n? kv*m

k‘u 99 N akv?r?

it { o1D?L*c  cdo Lt ko L? N 1vo1 Dy N ivo1dL? 6100 dﬁf00L2]

_ 4 2 2
=\, cp2 — 72 — A\jcar — I /\ T I
Z>\3’7p21/277'2 i)\y’7V47T4a22 i\, yvim? 62 )2 2V w2
L2 L4 L2 /81 L2
- D3vintcpy,  2dDivPmiepy Pep (D11/27T d) Cayo?m?
S — o — e R
pifBa LA p1P2 L2 p1 P2 L2 L?
Dy v D% kvitta akv?m?
—ca(l 2+) P2<12 )+ 422+ ;
p1B2L p152L L L
_vind | Dy dL?  Bivin? [ DyvPr?
— d
+airy iE P + NG 72 1Bl +
B oo _D%cng B 2dDicp, L? d2cp2L5 Dicass L caD,L?
L5 P31 Bovm p1a VT2 Voo p1fs v plﬁgy27r3
_cadL5 _ pkDIL kdpo L3 N kaypl  akL? + i D, ar? 2D, L B B2dL
Voo p1BovT v33 v v33 7 p1fs Vw2 pLUT v
1/57r5
5 78]
75 02
onde 2 2 2 5 3
5 _chng B 2dDicps L d“cpy L chagg L caDL
. P2 Bav p1Be V22 VAP p1By vm 1P
_cadL5 _ pkDIL kdp, L3 N kass L N akL? + i D, ar? B2D: L B B2dL
Voo p1BovT 373 s v373 " pfs Vw2 PV s

55

|

] |



Note que

) 1
09y — iy | —,
P12
Desta forma, temos que

Vb
T52V vm 521/

Al/ = - —— = —
I/47T4 Y
JE 511/ L 611’
com
52V
— —cte, vV — 0
51V
Finalmente, sabemos que
0071'2

L
Uy2> qud - S5
L

e segue entdo o nosso resultado.

Vv — OQ.

(A,)*? ~ Ovt — oo,

56

(4.69)
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S DECAIMENTO POLINOMIAL

Neste capitulo, estabelecemos uma taxa 6tima de decaimento polinomial para a solu¢do
do problema de mistura com termoeldsticidade tipo III, no caso em que a condigdo (iz) do
Teorema 4.1 seja valida. Com o intuito de usar o Teorema 2.29, necessitamos de uma estimativa
do tipo

IUIE, < KA IFIE

Nossa maior dificuldade estd em obter uma estimativa para ||V — I/V||2 A chave para
resolver este problema é estabelecer a igualdade (5.16), a ser apresentada na sequéncia.

Enunciamos entdo o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Se ocorre (i) do Teorema 4.1, entdo o semigrupo associado ao sistema de mis-

tura termoeldstica do tipo Il satisfaz

K
”S(t)UOHH <7 HUOHD(A) )
t2

para alguma constante IC. Além disso, a taxa de decaimento é otima.

Demonstracdo: Seja U = (v,w,0,V,W,0) € D(A) solucdo de (4.17). Da desigualdade
(4.34) obtida no Lema 4.5 temos

L
/ BV + BaW | dx < k(|01 |51V + BaW | +7 €] 181V + BV |
0

CCy
P1p2

2B =Bl 1 o

+I7[HBrer + Baspall + — (10| | Arvs + Agws|| +

CKy caky |x1

|
+ 1O]] [ B1p2p + Bapral| + 19]] [[v — w]|,

P1p2 P1P2
e entdo, usando a desigualdade Poincaré e de Young de forma conveniente e as estimativas

obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue que
L 2 2
|1V BV e < K U [l +
0

+01 || A0, + Agw,||* + 62 |Jv — w]|?, (5.1

para alguma constante KC; > 0 e d1, 62 > 0 arbitrarios.

Agora, como por hipétese temos que o = 0, segue que

Ayvy + Asw, = 7o(S1vy + Bowy)
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e desta forma, (5.1) pode ser reescrita como
g 2 2
|18V BV dn < K Uy [l +
0

10172 ||Brve + Bowg|)* + 82 |lv — w||”. (5.2)

Além disso, susbstituindo A;v, + Asw, = Yo(f1v, + Pow,) na igualdade (4.32), temos
iAp1p2(B1V + B2 W)

= Y0(S1Vgs + PoWyy) + axi(v —w) + (ﬁfﬂz + 5§P1)@x + (B1p2p + B2p1q)- (5.3)

Multiplicando (5.3) por (51 V + 52W) e integrando de 0 a L, obtemos

L L
IAP1P2 / |61V + 52W’2 dr = —”Yo/ (Brvg + Bowg ) (51 Ve + BoWy)dx
0 0

L S r
+ax: /0 (v —w)(B1V + BoW)da + (B p2 + B3p1) /0 O, (81V + BoW)dx

L ——————————————————————
"‘/ (Bipap + B2p19)(B1V + B W )dx. (5.4)
0

Das equagdes (4.18) e (4.19) sabemos que

BV + oWy = iX(Brvs + Povy) — (Bife + P292),

assim, (5.4) pode ser escrita como

L
'70/ |Blvx + Bwa| dr = —— (ﬂlvm + Bme)(Blfac + ﬂ?gx‘)d‘r
z)\ 0

(B2p2 + B2

I3 L
—2X 0= w)(BiV + B )da — )/"%WW+@WW$
0

iAo )

L L
—% / (Bipap + Bap1q)(BLV + BoW)dx — p1pa / 161V + BoW|? duv. (5.5
0 0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (5.5), obtemos

L
\W/ﬁ@%+@wﬁm<ﬁwm%+@wmmn+mM|
0

’X1|
W

(Bips + Bap1)
Al

v = w|[[[6:V + W] + 101181V + B W ||

|)“ |\ Brp2p + Baprq|| |1V + BaW || + prp2 |51V + BzWH
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E entdo, aplicando a desigualdade de Young de forma conveniente e fazendo uso das

estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, obtemos uma constante /C, > 0 tal que

L
K K
JRICTOR A i N0 N W I+ Ko 182V + B
0
K
+_M!22 v — wlf. (5.6)

Note entdo que, substituindo (5.6) em (5.2), tomando J; suficientemente pequeno e

|A| > 1, temos que

L
K
/ BV + BoW | de < K3 ||U]l3, | Fllgy + Ks | Fll5, + 62 lo — wl|* + ﬁ lo —wl*, (5.7)
0
para alguma constante positiva /Cs.
Agora, de (4.21) e (4.22), temos
11V + A12Wey = Z>\Plv + Oé(U - UJ) - ﬁl@m — P (58)
e
192V + A20Wep = AP W — (v — w) — $20, — q. (5.9
Considerando o = aj1a99 — a%Q > 0, note que
a a
Vpz = ﬂ(allvzx + alexcp) - ﬁ(alfvx:p + a22wmc)
o o
e
a a
Wry = _$<allvzx + a12w:m:) + %(amvwx + a22wxac)-
Assim, substituindo (5.8) e (5.9) nas igualdades anteriores, temos
0 (Vgg — Way) = A [p1(ax + a12)V — pa(ain + ar2) W] + alar; + 2a12 + ag)(v — w)
+[B2(aiz + a11) — fi(arz + ass)] O, + (a11 + a12)q — (a12 + az)p,
ou seja,

—0(Vgg — Way) + (11 + 2a12 + a22) (v — w) + [Ba(@r12 + a11) — Bi(a12 + azs)] O,

= —\ [,01 <a22 + alg)V — ,02(@11 -+ CL12>W] - (CLH + a12>q + (a12 + a22)p. (510)

Note que, como [3; + (3, > 0, entdo

Pl(a22 + Cl12>v - Pz(an + CL12)W = p1(a22 —;’fi)ﬁ(gﬁl i 62) V — p2(a11 ;fi)ﬁ(fl i 62)




60

_ pilaxn + a12)f p1(asgs + ai2)fs B pa(ai + a2)f B pa(air + ai2)fs
a Bi + Ba v Bi + Ba v Bi+ Be v Bi+ o W
_pilars + agy — pafars + a)] palanr + a2) B
- B+ B R
_Pl(a22 + a12) 3o p1(asgs + ai2)fs B p2(ai + a2) b
B+ T mtE | Bth
_[p1lais + az — pa(ai + arz)] {5102(6111 + ai2) + p1P2(az + az)
- B+ 6 VR B+ B v
B [ﬁlpz(an + aiz) + p1Ba(az + a12)} W
Bi+ Do
_pi(ars + agy — pa(ans + ann)]
- ﬁl + 62 (/Blv + 52W)
Brpaann + p1fBaazs + (Bapr + 51P2)a12} B
| Bt B V=w),
ou seja,
pi(az + a12)V — pa(ais + arx)W = o1(51V + BoW) 4+ 0o(V — W),
onde

oo — Baprazs + Bipaain + (Bapy + Bip2)ars e o — p1(aiz + age) — pa(an + aia)
0= 1= :
Bi+ e 81+ Be

Logo, podemos reescrever (5.10) como
iAo(V =W) =0 (Vzp — Wae) +a(arn +2a12+az) (v —w) +[Bz(a12 + an1) — fi(a12 + a22)] O,

= —i\a1 (B1V + BoW) — (a11 + a12)q + (a12 + ag)p. (5.11)

Agora, multiplicando (4.21) por pa, (4.22) por p; e fazendo a diferenca entre elas,

obtemos

i)‘pIPQ(V - W) - (Pzan - P1G12)Um - (/)2&12 - P1a22)wm
Fa(pr + p2)(v —w) + x10, = p2p — p1q. (5.12)

Novamente, usando o argumento de que 3 + 5 > 0, temos que (5.12) é equivalente a
iAp1P2(V = W) — (Ve — Waz) + a(p1 + p2) (v — w) + X109,

= al(ﬁlvxx + /Bwa.’E) + P2P — P14, (513)
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onde

o — p2B2a11 + p1Braz — aa(Bips + Bapr) e o — —p1(aiz + agn) + p2(air + aiz)
— L= ,
’ B1+ o B1+ o

Note que 01 = —a. Utilizando este fato em (5.11) temos que
iAo(V =W) =0 (Vze — Waz) +a(arn +2a12+ag) (v —w) +[Bz(a12 + an1) — fi(a12 + a22)] O,

= i)\Oél (61‘/ —+ 52W) — (CLH -+ Cllz)q + (CL12 + CLQQ)]). (514)

Se oy # 0, entdo, multiplicando (5.13) por —vo, (5.14) por p; ps € somando-as, obtemos
iAp1p2(00 — 70)(V = W) — (p1p20 — a970) (Vez — Waz)

+ [ap1pa(arr + 2a12 + aze) — alpr + p2)y0) (v — w)
+ [Baprp2(aiz + a11) — Sipipa(aiz + azz) — Yox1) O
= ay [IAp1p2(B1V + BoW) — Y0 (B1vaa + Bowes)] + F1, (5.15)

onde

F1 = [p1p2(a12 + az) — Yopa) p + [—p1p2(ar1 + a12) + Yop1] ¢-

Substituindo (5.3) em (5.15), observamos entdo que existem constantes by, b, b3 € by de
forma que
iAL(V = W) = ba(Vgy — Wyy) + bs(v — w) + 040, = Fo, (5.16)

onde F; é tal que || F3|| < Cy ||F||,,, para alguma constante C; > 0.
Se a; = 0, note entdo que (5.13) e (5.14) sdo do mesmo tipo que (5.16), enfim, uma
igualdade como (5.16) sempre ¢ valida.

Fazendo o produto de (5.16) por (V' — W) e integrando de 0 a L, obtemos
L L
iADy / V — W dx + bg/ (v —wy) (Ve — Wy)dx
0 0

+by /O ’ (v —w)(V —W)dx + by /0 ’ 0,(V —W)dz = /0 ’ Fo(V —W)da.

De (4.18) e (4.19) sabemos que V — W = i\(v — w) + (f — g), e assim, a igualdade

anterior pode ser dada por

L L
i)\bl/ |V—W|2d:v—i)\b2/ vy — w,|” da
0 0

L L
—i/\bg/ |v—w|2das+b4/ 0,.(V —W)dx
0 0
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= /0 Fo(V — W)dx — bg/o (v — wy)(fe — gu)dx — b3/0 (v—w)(f —g)dx. (5.17)

Tomando a parte real de (5.17), segue que
[Re (O, (V= WH] < Ky [[Ul 1115, (5.18)

onde K4 € uma constante positiva.

Agora, multiplicando (5.14) por < (v + fw) e integrando de 0 a L, vem que

i)\O’O

L - L -
/ (V= W) (Bv + Pow)dz + / (vp — wy)(Prvg + Bowy)dx
0 0

o

ala; + 2a12 + ag
o

n [B2(a12 + anr) — Bilaiz + az)] /L 0. (B1v + Pow)dx

9 0

) [ o= 0B G

i)\Ofl

L e —
=20 [P+ ) B T s

1 [t .
- / [(a11 + a12)q + (a12 + ag)p] (frv + fow)d.
g Jo

Utilizando novamente as equagdes (4.18) e (4.19), obtemos

«v

L L
/ (Ve — we ) (B10g + Powy)dr = ——1/ 161V + B W da
0 g Jo

L L
+ 2 [T W) BV B — At 2 o) | -0 s
_ L
el + ) - Brlans + az2) /0 0, (B + Faw)dx + Ry, (5.19)

onde R, € tal que
[Ba| < Co[|Ul5, 1 E 13 »

para Cy > 0 constante.
Tomando a parte real de (5.19) e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Poincaré, segue que
|Re {(Brvg + Bawy), (ve — we))| < s 1BV + BW|1* + K [Re (B1V + B W), (V = W)

+Es [v — wl 18102 + Bawz || + K5 |Oa ]| [|Brve + Bawa|| + K5 [[Ully [1Fllq . (5.20)

para alguma constante positiva Cs.
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Note agora que, integrando (4.23) de 0 a x, obtemos
o = (1Y + W) = (K0, +90,) = [ v, (5.21)
0

onde £ € H?(0, L) N L%(0, L) é tal que &,, = O, &,.(0) = &,.(L) = 0.
Fazendo o produto de (5.21) por (V' — W) e integrando de 0 a L, temos

L - L L
/ (BLV + BW)(V = W)da = i)\c/ &V = W)da — k:/ 0,(V — W)dz
0 0 0

—fy/@ (V — Wd:c—//rdsV W)d (5.22)

Utilizando as igualdades (4.20) e (5.13) em (5.22), segue que

L L
/ (BLV + W)V = W)dax = L @z(v—w)dz—l— a(pr + p2) / &
0 P1P2 Jo P1P2
CXl cay R c L
p1p2 p1p2 P1P2

k' L
)

_7/ 0,(V - de—//rds\/ Wyd (5.23)
0

Considerando entdo a parte real de (5.23) e utilizando as desigualdades de Cauchy-

@(V W)a;——/ WV =W)da

Schwarz, Poincaré, a estimativa obtida no lema 4.2 e a desigualdade (5.18), temos que
[Re {(B1V + BW), (V = W) < Ks [0l |lv — wl| + Ko [|O:]] || Brvz + Bowe|

R Ul 1115, » (5.24)

para alguma constante positiva Cg.

Agora, fazendo o produto de (5.3) por (v — w) e integrando de 0 a L, obtemos
L

L L
-~ /0 o — wl? dz = —pyps /O (BuV + BV = Wdat / (Bros + faoy) 0 —w2)da

0

L —
(B2 + Bpn) / 0.(v—w)dz + Ry, (5.25)
0

onde R, € tal que
|[Ba| < Ca[|Ul5, 1 El3, »

para C3 > 0 constante.
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Tomando a parte real de (5.25) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos

que existe uma constante 7 > 0 tal que
g 2
/ v —w["de < Kz [Re ((B1V + 52W), (V = W) + Kz [Re (Prva + faws), (v — wa))]
0

K7 10:]] lv = wl| + K7 Ul 11l - (5.26)

Fazendo entdo o uso de (5.20) e (5.24), segue que

L
/ v — w|2 dx < Ks ||/1V + 52W||2+/C8 |lv —wl| || B1vs + Bow,||+Ks ||Oz || || Brvz + Paws|]
0

+s |04 [[v — w]| +K8HUHHHFHH7 (5.27)

para alguma constante g > 0.
Utilizando em (5.27) a desigualdade de Young de forma conveniente, obtemos uma cons-

tante KCg > 0 satisfazendo
g 2 2 2 2
| ol de < KalBV + BWIP + K [Brv + Bawal + a6
0

Ko U 1 (5.28)

E agora, utilizando o lema 4.2 e as estimativas (5.6) e (5.7) com J, suficientemente pe-

queno e |A| suficientemente grande, obtemos

L
|l = wlde < Kuo [0 1F 1+ Koo I (5.29)
0
com ;o > 0 constante.

Segue entdo das equagdes (4.18) e (4.19) e da estimativa (5.29) que existe uma constante

K11 > 0 tal que
g 2 2 2 2
|V = W < K AU 1l + Ko AP I (530
0
Como ;1 + B2 > 0, existem constantes M3, My, M5 e Mg de forma que
V= M3(51V 4 BoW) + My(V = W) e W = M5V + W) + Mg(V —W).
Com isso, obtemos das estimativas (5.7) e (5.30) que
Lo 2 2 2 2
/ (VI + W )de < Kag AT NUly, 1E Ml + Kz [T E5, (5.3D)
0

para alguma constante positiva Ky5.
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Utilizando agora as equagdes (4.21), (4.22) e a estimativa (5.31), segue que existe uma

constante [Cq3 > 0 satisfazendo
g 2 2 2 2 2
| Qe P < s AP [0 [ Fl + K (5.32)
0

E entdo, utilizando os lemas 4.2 e 4.3 juntamente com as estimativas (5.31) e (5.32) e a

desigualdade de Young, obtemos
U115 < Kaa A IENS, (5.33)
onde K14 € uma constante positiva. Com isso segue que

|GAT — A)~ < Ku A,

o

para |A| suficientemente grande. Utilizando o Teorema 2.29, obtemos uma constante positiva X

de forma que

| >

ISOA gy < 73 (5.34)

[NIES

Com isso, temos

1S@)Tolly < [|SEA 250 IAVONl, < 5 HAUOH”H

WI =

1 10llpea (5.35)

Desta forma, o decaimento polinomial segue da desigualdade (5.35).

Suponhamos agora que a taxa de decaimento possa ser melhorada, ou seja, que existe

e > 0 tal que
I
Hs(t)A_ch(H) < pEm
Desta forma, pelo Teorema 2.29, segue que
JGA = A) 7 iy S KN

Temos entdo que, dado F' € H,
2—e€ 2
[Ully < KA I1E 5, ¥A € R — {0}
onde U € D(A) é solugdo da equagdo resolvente (iA] — A)U = F.
Isto € uma contradi¢do ja que, aproveitando o Teorema 4.9, podemos construir sequéncias

(A) CR, (U,) € D(A)e (F,) C H, tais que

U, > KoM IIF |5, (veja a desigualdade (4.69)). (5.36)
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Desta forma, segue que a taxa de decaimento polinomial obtida € otima, o que conclui a

demonstracdo do Teorema.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado o sistema que modela uma Mistura Termoelastica do Tipo III,
sendo a existéncia e unicidade de solucdo para o modelo obtida por meio da teoria de semigrupo
de operadores. A principal contribui¢do deste trabalho foi estabelecer condi¢des suficientes para
que a solucdo tenha decaimento exponencial e que estas condi¢des dependem das relagcdes com
os coeficientes. Estabelecemos também um caso onde a solu¢do do nosso problema nao possui
decaimento exponencial, e nestas condi¢des, foi mostrado que a soluc¢do decai polinomialmente

e que a taxa obtida é 6tima.
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