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MEDEIROS, Cldudia Brunosi. Solucoes das Equacoes de Burgers 1D e 2D via: upwind
de alta ordem e Hopf-Cole. 2013. 76. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

No estudo em dinamica dos fluidos computacional ha o interesse em obter solu¢cdes numéricas
para as equacdes diferenciais parciais. Um desafio neste contexto é a formacao de desconti-
niuidades que pode ser atribuida ao tratamento do termo convectivo ndo linear em equagdes
diferenciais parciais. Dentro deste cendrio, neste trabalho apresenta-se o estudo de um esquema
upwind de alta resolugo, o esquema ADBQUICKEST (Adaptative Bounded QUICK EST).
Este esquema € aplicado em equagdes 1D e 2D, comparando qualitativemente os resultados nu-
méricos com as solucdes analiticas obtidas via transformac¢ao de Hopf-Cole e via uma modifi-
cacdo na transformacao de Hopf-Cole. Ainda, o esquema € investigado nas solu¢des da equacdo
de Burgers 1D e no sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D para diferentes condi¢des ini-
ciais e de fronteira. Além disso, analisam-se os resultados numéricos da equacao de Burgers 2D
e os resultados no sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D a baixos valores de v. Por fim,
investiga-se a ordem de precisdo do esquema ADBQUICKEST em cada exemplo estudado.

Palavras-chave: Equacdo de Burgers. Diferengas finitas. Esquema upwind. ADBQUICKEST.



MEDEIROS, Cldudia Brunosi. Solution to Burgers Equations 1D e 2D via: upwind of
high order and Hopf-Cole. 2013. 76. Dissertacdo (Mestrado em Matemadtica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

In the studies in computational fluid dynamics there is interest to obtain numerical solutions
for partial differential equations. A challenge in this context is the formation of shock that can
be attributed to the treatment of the nonlinear convective term in the partial differential equa-
tions. Within this scenario, this paper presents the study of a high-resolution upwind scheme,
the ADBQUICKEST scheme. This scheme is applied to equation 1D and 2D, qualitatively
comparing the numerical results with analytical solution obtained via Hopf-Cole transforma-
tion. Still, the scheme investigated in solutions of 1D Burgers equation and 1D coupled system
of Burgers equations for different initial and boundary conditions. Furthermore, the numeri-
cal results of 2D Burgers equation and the numerical results of 2D coupled system of Burgers
equations with low values of v are analyzed. Ultimately, investigates the order of precision of
the ADBQUICKEST in each example studied.

Keywords: Burgers equation. Finite difference. Upwind scheme. ADBQUICKEST.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, o desenvolvimento cientifico se beneficiou de um novo método,
que engloba os processos priticos com os tedricos, conhecido como método numérico. Este
ultimo oferece uma ferramenta indispensavel na determinag@o de solugdes aproximadas, uma
vez que muitas das solucdes analiticas encontradas na literatura envolvem simplificagdes e des-
cartam as nao linearidades presentes na equagdo. Assim, para escoamentos viscosos, a natureza
nao linear promove um amplo intervalo de escalas no movimento, exclui solu¢des analiticas e
favorece a utilizagdo do método numérico [11]. Aplicado no estudo do movimento dos fluidos,
os esquemas numéricos possuem vdrias aplicacdes, por exemplo em problemas de turbuléncia e
processos estocasticos. Um dos problemas estudados na drea de dinamica dos fluidos basea-se
em desenvolver métodos numéricos que encontre com maior exatidao a solu¢do de um conjunto
de equagdes. A ideia basica desses esquemas € o processo de discretizagdo, que reduz o pro-
blema continuo, com nimero infinito de varidveis, em um problema discreto com um nimero
finito de varidveis, podendo ser resolvido computacionalmente. Nesta drea de pesquisa, pode-se
dividir trés classes de métodos numéricos: métodos de volumes finitos, métodos de elementos
finitos e métodos de diferencas finitas.

Os métodos de volumes finitos fundamentam-se numa formulacao fisica, e
sdo aplicados diretamente sobre malhas estruturadas e ndo estruturadas. Ja os métodos de ele-
mentos finitos sao utilizados para discretizar dominios geometricamente complexos, e a solu¢cdo
pode ser resolvida por fun¢des de aproximacdes, que podem ser fun¢des polinomiais. No caso
do método de diferencas finitas, sua base € puramente matemaética, pois pode ser desenvolvido
a partir das aproximacdes por séries de Taylor que sdo mais econdmicas computacionalmente
[16], e € usado como uma abordagem alternativa para obter-se uma soluc¢do aproximada de uma
equacdo diferencial parcial (EDP). A idéia do processo de diferencas finitas é transformar a
resolucdo de uma equagao diferencial em um sistema de equagdes algébricas, usando aproxi-
macoes para as derivadas. Neste trabalho apresenta-se o método de diferencas finitas para a
aproximacdo dos termos: temporal, convectivo e difusivo das equacdes analisadas.

Nos termos temporal e difusivo da equacdo de Burgues usa-se a diferenca
progressiva e central, respectivamente. J4, no termo convectivo desta equacdo o método de
diferencas finitas utilizado é conhecido como esquema upwind. Na literatura, encontram-se
vdrios esquemas upwind, que podem ser divididos em dois grandes grupos: os de primeira
ordem e os de alta ordem. Dentro do grupo de primeira ordem pode-se citar o esquema FOU
(First — Order Upwind) [6]. Porém, este esquema torna-se inadequado se aplicado por longo
periodo de tempo [25]. J4 dentro do grupo de alta ordem, um dos primeiros esquemas, desenvol-
vido em 1979 por Leonard em [22], é o esquema QUICK (Quadratic Upstream Interpolation
for Convective Kinematics), que tem a habilidade em reduzir a difusdo numérica sem cau-

sar oscilagdes na solucdo, mas é condicionalmente estdvel, sendo inadequado para equagdes
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que envolvem baixos valores do coeficiente de viscosidade cinemadtica do fluido.

A fim de construir esquemas limitados, em 1988 foi desenvolvido o esquema
SHARP (Simple High — Accuracy Resolution Program) [23]. Este esquema possui bom
desempenho em equacdes lineares e ainda alcancga terceira ordem de precisdo. Um outro bom
exemplo encontrado na literatura é o esquema SMART (Sharp and Monotonic Algorithm
for Realistic Tranport), desenvolvido por Gaskell e Lau em 1988 [14], tem baixo custo com-
putacional, e € uma versdo limitada do QUICK. Entretanto, estes dois ultimos esquemas podem
nao produzir solucdes estaveis em algumas situagdes [26]. Com o objetivo de superar esse fato,
Zhu [39] em 1991, introduz o esquema HLPA (Hybrid — Linear Parabolic Aproximation),
que atinge segunda ordem de precisdo. Ja em 1998, Varonos e Bergeles desenvolvem o es-
quema VONOS (Variable — Order Non — Oscillatory Scheme) [36], que assim como o
SHARP, SMART e HLPA, introduz pouca dissipagdo numérica, e € capaz de resolver equacdes
que envolvem regides de escoamentos onde os gradientes sdo de muita importancia.

Com o avanco dos estudos de conceitos necessarios na constru¢do dos es-
quemas upwind, Song [31] e outros autores em 2000, desenvolvem o WACEB (W eighted —
Average Coef ficient Ensuring Boundedness), esquema limitado, que pode alcangar ter-
ceira ordem, mas que pode ndo convergir quando aplicado a algumas equagdes, como pode ser
observado em [2]. Assim, Alves [2] desenvolve um esquema que fundamenta-se nas retri¢des
TVD (Total Variation Diminishing) e no nimero de Courant, conhecido por esquema CU-
BISTA (C'onvergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment
of Advection).

Porém a falta de robustez nos métodos citados anteriormente, fez com que
nos ultimos anos, Kaibara em [20], desenvolve-se um esquema inspirado no modelo WACEB e
CUBISTA, entretanto limitado e estdvel, e que se aplicado as equagdes diferenciais com bai-
xos valores de v mostra-se eficiente [9], chamado esquema ADBQUICKEST (Adaptative
Bounded QUICK EST), cuja idéia bésica € usar um esquema preciso em regides suaves,
e eficaz se aplicado a regides com altos gradientes, ou seja, que mantenha a estabilidade da
solu¢do numérica capturando os choques ou as descotinuidades, quando existirem. Como ja
observado por Ferreira [11], estes esquemas sdo facilmente empregados na resolu¢do numérica
de equacgdes diferenciais nao-lineares.

Portanto, o foco deste trabalho € estudar a solu¢do numérica da equacao de
Burgers, usando no termo convectivo a discretizacdo pelo esquema ADBQUICKEST, anali-
sando o esquema para equagdes 1D e 2D; comparar os resultados numéricos com as solucdes
analiticas obtidas via transformac¢do de Hopf-Cole e analisar o erro na norma L € L.

Desta forma, este trabalho encontra-se dividido em 6 capitulos. No Capitulo
2 apresentam-se as equacoes estudadas: equacdo de Burgers 1D, sistema acoplado de equagdes
de Burgers 1D, equacdo de Burgers 2D e sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D. No
Capitulo 3 mostra-se a formalizac¢do da transformagao de Hopf-Cole, das diferencas finitas, do

esquema upwind, do erro na norma Ly e L.,. No capitulo 4 discretizam-se as equacdes citadas
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no Capitulo 2. No Capitulo 5 apresentam-se os resultados numéricos das equacoes estudadas,
avaliando o esquema upwind de alta ordem utilizado na discretiza¢do do termo nao linear da

equacdo de Burgers. Finalmente, no Capitulo 6 t€m-se as consideragdes finais deste trabalho.



18

2 FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo apresentam-se as EDP’s estudadas neste trabalho, a equagao
de Burgers 1D, o sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D, a equacdo de Burgers 2D, e o
sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D, bem como as condi¢des iniciais e de fronteira

associadas as EDP’s.

2.1 EQUACAO DE BURGERS 1D

A equacdo de Burgers 1D adimensional com viscosidade v > 0 é dada por

Uy + Uy = Vg, t>0, 2.1
com condi¢ao inicial:
u(z,0) =up(x), x0 <z <y, (2.2)
e condicdes de fronteira:
w(@o,t) = filzo,1), (2.3)

U(Zlff,t) = f2($f,t),

onde u = u(z,t) é a velocidade, = é a coordenada espacial, ¢ é o tempo, Re = % 0 ndmero
de Reynolds, que representa a razdo entre as forgas inerciais responsdveis pelo movimento do
fluido, com Uj e L as escalas de velocidade e comprimento caracteristico, respectivamente, €
v € o coeficiente de viscosidade cinemadtica do fluido.

A equagdo de Burgers 1D € considerada uma forma simplificada das equagdes
de Navier-Stokes. Bateman em 1915 [3] resolve equagdes com caracteristicas parecidas com
a equagdo (2.1) para problemas 1D. Mas a equacdo (2.1) foi plenamente proposta como um
modelo matematico por Burgers em 1948 [5], quando conclui sua forma como um modelo na
teoria da turbuléncia. Sua natureza versitil permite a modelagdo de problemas tdo distintos
como os correspondentes a propagacdo de sinais acusticos, estudo da turbuléncia, formacdo de
ondas de choque, ou modelo de sedimentagao.

Observa-se que a equacdo (2.1) pode ser resolvida analiticamente dependendo
das condig¢des iniciais e de fronteira. Na literatura, encontra-se a primeira solucdo analitica da
equagdo de Burgers em 1951 que foi desenvolvida a partir da transformacdo de Hopf-Cole
[17]. Em 1966, Miller [28] apresenta uma outra solug@o analitica, vélida para a equagdo (2.1)
apenas a baixos valores de v. Entretanto, em [4], Benton e Platzman exibem uma lista de

solugdes analiticas da equagdo de Burgers 1D para diferentes condi¢des iniciais e de fronteira,
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validas para todos os valores de v. Neste trabalho utiliza-se a transformac¢ao de Hopf-Cole para
expressar a solucao analitica da equacdo (2.1) para diferentes condi¢des iniciais e de fronteira.

As solugdes numéricas da equagdo de Burgers atraem muita aten¢do dos pes-
quisadores, e assim diferentes métodos sdo apresentados para resolver essa equagdo, tais como:
método da decomposi¢cdo de Adomian, método da interacdo varacional, método de Crank-
Nicolson, método da descontinuidade local de Galerkin, método de transformacdo diferen-
cial, entre vdrios outros [7]. Neste trabalho, utiliza-se o esquema upwind de alta resolucio,
o esquema ADBQUICKEST, no termo convectivo, no termo temporal aplica-se diferenciacao
progressiva, e no termo difusivo usa-se diferenca central, para discretizar as equacdes a serem

abordadas.

2.2 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 1D

Seja o sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D definido por:

2.4)

Up — Ugy + 2utty + a(uv), =0
Vp — Vg + 200, + B(uv), =0

onde « e 3 sdo constantes arbitrarias. Considera-se o sistema (2.4) com condi¢des iniciais:

u(z,0) = up(x), o <z <y (2.5)
v(z,0) = wv(x), vo <z <y,

e condi¢des de fronteira:
u(zo,t) = gi(zo,1)
w(ze,t) = go(zy,t) (2.6)
/U(:C(% t) = 93(:607 t)
v(zp,t) = galxy,t), comt > 0.

O sistema acoplado dado em (2.4), proposto por Esipov [8], € um modelo
simples de sedimentacdo ou evolucdo de concentragdo de volume em escala de dois tipos de

particulas em suspensdo fluida ou coloidal sob efeito da gravidade.

2.3 EQUACAO DE BURGERS 2D

Considera-se a equacao

Up + Uy + Uty = V(Ugy + Uyy), >0, 2.7
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com condi¢ao inicial:
u(z,y,0) =up(x), vo <x <xp € yo<y<yy, (2.8)

e condi¢des de fronteira:

u(xo,y,t) = hyi(zo,y,t)
w(xr,y,t) = ho(xy,y,t) (2.9)
u(z,yo, 1) = hs(z,yo,t)
u(z,ys,t) = ha(z,yp,t),

sendo v = u(x,y,t) a velocidade a ser determinada.

O modelo utilizado corresponde a equacdo geral de Burgers 2D, caracterizada
pela presenca do termo difusivo v(u,, + u,,) e do termo convectivo uu, + uu,. Na literatura
[25] sabe-se que para v >> 0, o termo difusivo produz solucdes suaves, ja para v — 0 as
solucdes podem apresentar descontinuidades, mesmo no caso de condic¢des iniciais suaves. Por
este motivo, neste trabalho estuda-se a equacao (2.7) com baixos valores de v, e investiga-se a
influéncia do passo de tempo na solucdo numérica gerada pelo esquema upwind, comparando

esta solugdo com a analitica calculada a partir da transformacgdo de Hopf-Cole.

2.4 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 2D

Seja o sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D definido por:

U + Uy + VUy = V(Uge + U
t Y ( yy) (2.10)
U+ uvy + vy = (Vg + Vyy)
Considera-se o sistema (2.10) com condi¢des iniciais:
U(l’,y,O) = uo($,y), $0§$§$fey0§y§yf (211)

U(Z‘,y,O) = Uo(l',y), xOSxS‘I’feyO Sygyfu
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e condi¢des de fronteira:

w(@o, y,t) = pi(@o,y,1)

wxy,y,t) = pa(zys,y,t)

u(r,yo,t) = ps(,yo.t)

w(@,ys,t) = palz,ys,1) (2.12)
v(zo,y,t) = ps(x0,9,1)

v(zyg,y,t) = pelay,y,t)

v(@,y0,t) = pr(z,y0,t)

v(z,ys,t) = ps(z,yp,t), comt >0

O sistema (2.10) € um modelo simplificado das equacdes de Navier-Stokes,
com os mesmos efeitos ndo lineares convectivos e dissipativos, embora os termos do gradiente
de pressdo ndo existem neste sistema. E interessante observar que o sistema acoplado de equa-
coes de Burgers 2D vém se consolidando como equagdes testes para comparagdes de técnicas
computacionais. Neste trabalho, analisam-se dois exemplos do sistema (2.10) com condi¢des

iniciais e de fronteira diferentes, quando aplicado a baixos valores de v.
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3 BASE TEORICA

Como ja observado no Capitulo 1, a equacdo de Burgers possui grande im-
portancia no cendrio de dinamica dos fluidos. Logo, a proposta deste trabalho € analisar um
método numérico de resolucdo dessa EDP. Nos préximos capitulos, apresentam-se as solucoes
analiticas, via transformacdo de Hopf-Cole, e solucdes numéricas desta equacdo para diferen-
tes casos. Entretanto, é necessario primeiramente desenvolver alguns tépicos tedricos, vistos a

seguir.

3.1 TRANSFORMACAO DE HOPF-COLE

A equagdo (2.1) € uma equacdo diferencial parcial ndo-linear parabdlica de
segunda ordem, que possui solu¢do analitica dependente das condi¢des iniciais e de fronteira.
Uma das técnicas usadas para a resolucdo desta equacdo € a chamada transformagao de Hopf-
Cole [17], que por meio de uma substitui¢do, transforma a equacdo (2.1) na equacao linear do
calor, que pode ser resolvida facilmente, por exemplo via série de Fourrier ou numericamente.

Observa-se a seguir, o teorema que prova tal transformacao.

Teorema 3.1. Seja a equacdo (2.1) com condicdo inicial e de fronteira dadas em (2.2) e (2.3)

respectivamente. Se 0(x,t) > 0 é a solugdo da equagdo do calor

0; = 10, (3.1
entdo a transformagdo de Hopf-Cole
0.
= —2v— 32
u vy (3.2)

é solugdo de (2.1).

A demonstracdo pode ser obtida em [19].

Teorema 3.2. Sejam 0(x,t) a solu¢do da equagdo (3.1), e u(x,t) definida pela equagdo (3.2)

entdo u(x,t) € independente de o(t).

Para verificar este teorema, considere 5(t) = [ «(t)dt entdo 5'(t) = a(t).

Multiplicando ambos os lados da equagio do calor, 6; — a(t)f = v8,,, por e ) tem-se

e Py, — oz(t)e_ﬂ(t)ﬁ = e P09, (3.3)
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ou ainda,
(e‘ﬂ(t)O)t = u(e"g(t)G)m. (3.4)
Seja p(x,t) = e PMf(x, t) entdo ¢ satisfaz a equacio do calor
POt = ViPag. (3.5)

Como pode-se observar, a diferenca entre a solu¢do da equacao do calor e da

equacio (3.5) é o fator e ?(®). Entretanto

—2v—, (3.6)
isto é, v independe de a.

Uma aplicacdo do Teorema 3.1, pode ser dada, considerando a equacao (2.1)

com condi¢ao inicial:

u(z,0) = up(x), 0 < x <1, 3.7)
e condicdes de fronteira:

u(0,t) = u(l,t) =0, t > 0. (3.8)

Suponha que as hipéteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas. Pela transformagao (3.2) obtém-se

a derivada em relacdo ao tempo

Htm emet
a derivada primeira em relacdo a x
Uy = —QVT + 2v 0z (3.10)
e a derivada segunda em relacdo a x
Upy = —2 0 + 6v 02 —4v IR (3.11)

Logo o termo convectivo uu, € dado por

utt, = (_2,,9—3”) (—2y9ﬂ +2y9“’”9x) _ 42 050me _ 2 0a0sbe (3.12)

0 0 62 62 63
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Substituem-se (3.9), (3.11) e (3.12) em (2.1), e encontra-se

th 91‘975 2 ex exx 2 exexecc 2 0:(:1‘9: 2 gxex:c 2 ex 91‘ 990
—2V7+2V 02 +4v 02 —4v 03 +2v 7 — 6v 02 +4v 03 =0,
que simplificada fica
910@ 4, - V@xzmr N —

e isto implica que

et - exx
(5) = (%). G

Integra-se (3.13) em relacdo a varidvel = e obtém-se
0 = 0, + a(t)0, (3.14)

onde a(t) é uma fungdo arbitraria, que pelo Teorema 3.2 ndo interfere na solucdo u(x,t) da
equacdo (2.1), assim sem perda de generalidade tome «(t) = 0.

Portanto a equacao (2.1), pela transformacao de Hopf-Cole, torna-se a equa-
cdo linear do calor (3.1), com solucio 6.

Para obter a condi¢do de fronteira da equacdo (3.1), substitui-se a condi¢ao

(3.8) na transformagdo (3.2) da seguinte forma

B 5 0:(0,1)
0=u(0,t) = —2v xR (3.15)
B AR
0=u(l,t) = —2v 00.1) (3.16)
com 6(0,t) > 0ed(l,t) > 0, entdo
0,(0,1) = 0,(1,t) = 0. (3.17)

Substituindo (3.7) em (3.2) obtém-se

0.(x,0)

-2
" 0(x,0)

= u(x,0) = up(z),

integrando em relacdo a varidvel x

—u 35936(570) — xu
2 /U e /0 o(€)de.
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assim

T

Inf(x,0) —Inf(0,0) = —(21/)—1/ uo(€)d¢, (3.18)

0

aplicando a fun¢do exponencial em (3.18) encontra-se

0(x,0) = Cyexp (—(2u)_1 /Om uo(g)dg), (3.19)

que € a condi¢do inicial da equagdo (3.1), com Cy = 6(0,0) > 0.
Utilizando o método da separacdo de varidveis determina-se a solucdo da
equagdo (3.1) com a condicao (3.17), isto é, reescreve-se 0(z, t) como
O(z,t) = X(x)T(t). (3.20)
com X, T # 0. Logo as derivadas de (3.20) sdo
Oi(x,t) = X(2)T'(t) e Opu(w,t) = X"(2)T(2). (3.21)
Substituindo as derivadas (3.21) na equacdo (3.1), obtém-se

X(2)T'(t) = vX"(2)T(t),

e, dividindo por v X (x)T'(t),

X'(x) 1T(t)
X(x) vT(t)

Y
onde —\ é uma constante. Entdo obtém-se duas EDO’s

T'(t) + vAT(t) = O, (3.22)
X"(z) +AX(z) = 0. (3.23)

Da condigao (3.17) tem-se a condicdo de fronteira
X'(0)=0=X"(I). (3.24)

Pode-se afirmar que A\ € um valor real e positivo, como demonstrado em [18],
logo a solu¢dao da EDO (3.23) com a condigdo (3.24) é

X(x) = Acos(VAx) + Bsen(VAz), (3.25)
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com A e B constantes arbitrarias. Impondo a condicio (3.24) em (3.25) segue que

X'(0) = VAB=0,
X'() = —vVMAsenV\ = 0.

Como A > 0 segue que B = 0. Suponha que A # 0, assim seny/Al = 0, ou ainda, VX = nn

com n inteiro, logo os auto-valores de (3.23) sdo

A, = : (3.26)

e as auto-fungdes associadas sao

X, (z) = A, cos (@) . (3.27)

Por outro lado, a solu¢do da EDO (3.22) é dada por

T(t) = cexp (—Avt), (3.28)

com c constante, assim susbstitindo (3.26) tem-se

2,2 t
To(t) = e exp (—” 7;2 v ) (3.29)

onde ¢,, € constante arbitraria.
Portanto, substituindo (3.27) e (3.29) em (3.20), obtém-se a solucdo da equa-
cdo (3.1)

o0 2.2
O(x,t) = ap + Z @y, €XP (nl—;rl/t) cos (#) , (3.30)

n=1
onde os coeficientes de Fourier sao:
apg =

a, =

e, impondo (3.19), tornam-se

uo(g)df) dz, (3.31)

- /0 exp ((zy)l
/O | exp ((21/)—

uo(g)d5> cos (—) dz. (3.32)
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Logo pelo Teorema 3.1 tem-se que (3.2) € a solug@o de (2.1) e como 6 é dado em (3.30), segue

que

~|>1

i n €XP ( —nir Vt)nsen (@) , (3.33)

assim substituindo (3.30) e (3.33) em (3.2) obtém-se

2mv Y7 an exp (M)nsen(T)

: . (3.34)
apl +1>°°  anexp (M) Cos("lﬂ)

u(z,t) =

Na literatura, ainda € possivel encontrar outros métodos para resolver a equa-
cdo de Burgers 1D analiticamente [7].

Ao contrario da transformacao (3.2) que € vélida para todos os casos de equa-
cdo de Burgers 1D, equacdo (2.1), transformando-a na equacdo do calor, a transformacao de
Hopf-Cole 2D ndo pode ser utilizada para reduzir toda equacdo de Burges 2D na equagdo linear

do calor, e sim apenas as equacdes onde a condi¢ao de potencial simétrico [24]
Uy = Uy (3.35)

¢ valida. Tal transformacgdo foi realizada por Fletcher em [13]. Usando a transformagao de
Hopf-Cole 2D

Oa
7
= 2t
(% 14 0’

Obtem-Se Uy, UV, Uz, Uy, Vg, Vyy Ugg, Uyy, Ugz € Vyy COMO

Up = —QVW, (3.37)
v = —21/%, (3.38)
Uy = —2V0m€6—2_992”, (3.39)
Uy = —21/%, (3.40)
Vp = —2UW, (3.41)
vy = —QVM (3.42)

62
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2 2 2003
(mee 0220 0.0..0 9996) ’ (3.43)
4
<9xyye Oayy  Oy0y0” + ezziye’z _ 29@05) | (3.44)
2 2 _ 2
<0my9 Ouylz  0y0::0" + HJCZZ@,H 29‘93;93@) | (3.45)
— 20,0.,,0° — 2003
Vyy = —2v (nyyQ 7 nyey Yyl o y) . (3.46)
Substituindo (3.36), e (3.34)-(3.43) no sistema (2.10) tem-se
Opt — 0,0 = (00,435 — 0,0,,) + v(00,,, — 0,0,,), (3.47)
Oyt — 040, = V(00,2 — 0,022) + 1(00yy, — 0,0,,)
Divindo ambos os lados de (3.44) por 02 segue que
0.\ [0 O\ |
(5).~1(%).~ (%) 49
(),-+[5),- ()
y L y y
Integrando as equagdes (3.48) e (3.49) em relagdo a varidvel x, obtém-se
Ht == V<62m + Hyy) + aq (ya t>67 (350)
0 = V(0w + Oyy) + ao(z,1)0,

onde ay(y,t) e as(x,t) sdo fungdes arbitrarias que depende somente de z, y e t. Pode-se

resumir (3.50) pela equagao

0, = v(lpw +0,) +a(t)d, (3.51)

em que «(t) é uma fungéo arbitrdria que depende somente de ¢.
Observa-se que na equacdo (3.51) ndo pode-se determinar unicamente uma
funcdo «(t). Porém, nota-se pelo Teorema 3.3 que u(z,y,t) e v(x,y,t) sdo independentes da

escolha de «/(t).

Teorema 3.3. Sejam 0(x,y,t) a solucdo da equagdo (3.51), u(z,y,t) e v(x,y,t) como defini-

das em (3.36) , entdo u(x,y,t) e v(x,y,t) sdo independentes de a(t).

A demonstragdo pode ser obtida em [24].

Assim, pelo Teorema 3.3, pode-se considerar «(t) = 0 na equagdo (3.51) e
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obter a equacdo do calor
0 = v(0pw+0y). (3.52)

Utilizando o método da separacdo de varidveis determina-se a solucio da
equacao (3.52), analogamente como Srivastava [32] faz para o caso da equacao do calor 3D.
Neste trabalho serd considerado a equagdo de Burgers 2D e o sistema aco-

plado de equagdes de Burgers 2D sempre com a condigdo u, = v, valida.

3.2 DIFERENCAS FINITAS

Utiliza-se o método de diferencas finitas (MDF) na busca de resolver nume-
ricamente as EDP’s estudadas, para isto basta representa-las por expressoes algébricas, ou seja,
discretizé-las em funcdo dos pontos de malha. Para se obter um solu¢do numérica pelo método
de diferencas finitas, primeiramente é necessario discretizar a regido onde procura-se a solugao,
e assim substituir as derivadas presentes na equacdo diferencial pelas aproximagdes obtidas.
Entdo, define-se uma malha computacional, Figura 3.1, que é um conjunto finito de pontos,
frequentemente chamado de n6s da malha.

Considera-se uma fung¢éio u(x,y) continua e de derivadas continuas, e um
plano x — y subdividido em retangulos iguais de lados dx e oy como na Figura 3.1. Se a
coordenada de P é (z,y), entdo (x,y) = (idx, joy), com i e j inteiros, e os valores de dx e Jy
sdo os espagamentos da malha em x e y, respectivamente. Se dx e dy sdo iguais, a malha é dita

uniforme.

Figura 3.1: Malha Computacional.

v oA
Faat F Fant
L L L
ij+1
P T "
" - _ . L
1-1.] 1] i+l
3 s s
et - . T T
. ij-1
oy
>
X

Fonte: Adaptado de Ferreira [11].

Como u(zx,y) é continua e tém derivadas continuas, é possivel expandi-la em
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série de Taylor da seguinte forma:

w(z + 0x) = u(x) + dxu'(x) + %5m2u”(m) + éémgu'"(m) +..., (3.53)
ou
/ 1 2,1 1 3,1
u(r — ox) = u(z) — dzu'(z) + §5x u'(x) — ééx u(x)+ ... (3.54)

Consideram-se (3.53) e (3.54) até o segundo termo, obtém-se duas aproxima-
coOes possiveis para a derivada de u em relagdo a z:
_u(r+6r) —u()

u'(r) ~ S (3.55)

chamada de diferenca finita progressiva, e

() ~ 3.56
() 5 (3.56)
conhecida por diferencga finita regressiva.
Por outro lado subtraindo-se (3.53) de (3.54), tem-se
ox) — -0
i () ~ u(z + ox) — u(z — dx) (3.57)

201

denominada de diferencga finita centrada para a primeira derivada.
E finalmemte, somando (3.53) e (3.54) obtém-se a aproximagao para a deri-
vada segunda de u em relacdo a x dada por:
_u(z +0z) — 2u(r) + u(r — ox)

u'(z) ~ 57 (3.58)

notada por diferenca finita centrada para a segunda derivada u”.

Todas as aproximagdes obtidas para as derivadas possuem um erro de tru-
camento [11]. No caso da diferenca finita progressiva o Erro de Truncamento (ET) é dado
por

5$2 " 6x3 n

ET = 5 (x) + - U () +...=O0(bx). (3.59)

Ja para a aproximacao dada por (3.56) tem-se

2
ET = %u”(m) —

3
ow "

o (x) +...=0(ox). (3.60)
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E no caso da diferenca finita centrada para a primeria derivada o erro de trucamento € o seguinte

2 4
%u’"(x) + 0% i)+ = O0(5a?). (3.61)

ET =

3.3 ESQUEMA upwind

No estudo em dinamica dos fluidos computacional hé o interesse na obten-
cdo de solucdes numéricas para as equagdes diferenciais parciais. Tais equacdes sao signifi-
cativamente afetadas pela escolha do método de discretizagdo do termo convectivo, em geral
nao-linear. Este termo convectivo € o principal causador de dificuldades numéricas nas simula-
coes, dessa forma, a discretizacdo deste termo merece atencao especial. Neste trabalho, o foco
¢ analisar as solu¢des numéricas da equacdo de Burgers para diferentes condi¢des iniciais e de
fronteira, usando no termo temporal diferenciacdo progressiva, no termo convectivo o esquema
ADBQUICKEST [10] e no termo difusivo diferenca central. A seguir apresentam-se as prin-
cipais ferramentas necessdrias para o desenvolvimento de tal esquema, no contexto das varia-
veis normalizadas de Leonard [23], no critério de limitacio CBC (C'onvection Boundedness
Criterion) de Gaskell e Lau [14] e da propriedade TVD (Total Variation Diminishing) de
Harten e Sweby [15].

3.3.1 ADBQUICKEST

Para a discretizac¢do dos termos convectivos pelo esquema upwind utilizam-se
as seguintes notacdes para as posi¢cdes dos nds computacionais, com respeito a face f e o sinal
da velocidade V; de uma varidvel convectada ¢ na face f: D ("Dowstream"), U ("Upstream")
e R ("Remote — upstream"), representados na Figura 3.2. Se a face analisada for a face g a
analise € realizada de maneira andloga, como pode ser observado na Figura 3.3.

Neste contexto, pode-se representar a varidvel ¢; na forma funcional por

oy = ¢4(dp, du, Pr), (3.62)

onde ¢ € a variacdo de um escalar na dire¢do normal a face f. Da mesma forma, pode-se definir
a varidvel convectada na face g, denotada por ¢,.

Para se obter esquemas capazes de resolver gradientes elevados, e manter esta-
bilidade na solu¢ao numérica, a varidvel ¢ pode ser formulada usando-se a varidvel normalizada

de Leonard da seguinte forma

1) — PR

b= T (3.63)
0 90— on
em que ¢p e ¢r sdo os valores ndo normalizados da propriedade ¢ nos pontos D e R, respec-

tivamente. A partir da defini¢do (3.63) observa-se que gg r=0¢e QZD = 1, e caso ggU = () entdo
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Figura 3.2: NGs computacionais.
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Fonte: Adaptado de [11] (p. 16).

Ou = Or, € se $U = 1, segue que ¢y = ¢p. Assim qualquer esquema escrito na forma (3.62)

pode ser representado na forma funcional simplificada como

o5 = 05(dv), (3.64)
onde

S._%r=%r o Gu—¢r
(bf_QbD_(bR e ép — ¢

Considerando-se a importincia de solugdes limitadas, isto €, aquelas que ndo

(3.65)

ultrapassem os valores mdximos e minimos da propriedade transportada, Gaskell e Lau [14] for-
mularam o critério CBC. No contexto de NV (Normalized V ariable), um esquema convectivo
produz solugdo limitada se o seu valor em um ponto computacional € limitado pelos valores da

solucdo em pontos vizinhos, ou ainda, o esquema deve satisfazer as seguintes condigdes:

Q/Z;f S [;ZS\U’ 1]7 S€ ;Z;f € [07 1]’
=0 =
¢9r=0, s 9u=0, (3.66)
¢f = 17 se ¢U = 17

br=du, se o5 ¢[0,1].

A regido correspondente ao esquema limitado € apresentada pela regido ha-
churada da Figura 3.4.

A importancia do critério CBC € fornecer uma condi¢do necessdria e sufici-
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Figura 3.3: Célula computacional mostrando o ponto P de discretizacdo dos termos convec-
tivos, seus vizinhos, as faces envolvidas f e g para a aproximacio e a varidvel convectada ¢
sendo transportada com velocidades Vy e V.

Pfij)

Fonte: Adaptado de [12] (p. 55).

ente para garantir que a solucdo obtida por um esquema seja limitada [30]. Apesar do critério
CBC tratar da limitacao da soluc¢do, ele ndo garante sua convergéncia. Para a solugdo ser con-
vergente tem-se que as propriedades TVD de Harten e Sweby [15] devem ser satisfeitas. No

contexto NV essas restricdes sdo expressas por:

{ af € [ali, 2$Ule af <1, $U € [0,1], (3.67)

¢r = ou, ou ¢ [0,1].

A regido TVD ilustrada na Figura 3.5 representa as condi¢cdes dadas em (3.67).
Conhecido o esquema ADBQUICKEST, o limitador de fluxo correspondente
Y(ry) € obtido reescrevendo o esquema da seguinte forma [34]:

O = v + %¢(Tf)(1 — dv), (3.68)

ou ainda, em variaveis nao-normalizadas como

1
¢r = ¢y + §¢(Tf)(¢D — ¢u), (3.69)

onde 7 € um pardmetro de suavizagdo, definido como a razdo de dois gradientes consecutivos,
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Figura 3.4: Regidao CBC no plano :b\ I </;§\U.

Fonte: Adaptado de [25] (p. 19).

dado por
J¢/0 —
ry = (00/0);  Pu=Or (3.70)
(09/0x);  ¢p — du
Neste contexto, Sweby [34] introduziu o seu principio de monotonicidade,
definido por

se rp—>0, entdo Y(ry) = 2. (3.71)

E segundo Sweby [34], o limitador atinge segunda ordem de precisdo em malhas uniformes, se
1) satisfaz

W(1) = 1. (3.72)

Ja de acordo com Zijlema [40], a condi¢@o para que um esquema atinga ter-
ceira ordem de precisdo é que
, 1
P'(1) = 1 (3.73)
O esquema ADBQUICKEST satisfaz o critério (3.66) e a relacao (3.67), e

seu fluxo numérico obedece o principio (3.71), e as equagdes (3.72) e (3.73). Em resumo,
o esquema ADBQUICKEST ¢ um melhoramento do esquema QUICKEST e ¢ definido, em



Figura 3.5: Regido TVD em varidveis normalizadas.

-
[y ]
—_t

._E}_

=

Fonte: Dissertacdo [25] (p. 21).

variaveis ndao normalizadas, como [20]

(2= C)oy — (1 —C)br, se ov € (0,a

~—

br = apPp + audy — agpr, se éU € [a,b],
d (1= C)pp+Cou,  se du € (b1),
¢U7 se ¢U ¢ [O, 1]

com

ap = (2 =3|C|+C?)/6,

ay = (5+3|C| — 2C?)/6,

ar = (1 —C?)/6,

3|IC|+ C* /(7 —6C —3|C| +2C?),

a
b

(2-
(=4 +6C —3|C| + C* /(=5 + 6C — 3|C| + 2C?).

35

(3.74)

(3.75)
(3.76)
(3.77)
(3.78)
(3.79)

Observe que C', chamado de nimero de Courant, representa a condicdo CFL (Courant —
Friedrichs — Lewy) [33], sendo que para manter a estabilidade do esquema ADBQUICKEST

deve-se ter C' < 1.

A Figura 3.6 mostra o esquema ADBQUICKEST no diagrama de varidvel
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normalizada.

Figura 3.6: Gréfico da varidvel normalizada de ¢, para o esquema ADBQUICKEST e C' = 0.5.

éf /
1

0.8}

0.6

0.4

0.2}

o - - — - — — — — —

-0.5 a 0.5

-0.2L

Fonte: Adaptado de Ferreira [9] (p. 429).

Para encontrar o fluxo numérico para o esquema ADBQUICKEST, reescreve
(3.74) por (3.69), e tém-se
e para ¢y € (0, a)
1
(2=C)opv — (1 = C)or = ¢v + 5¢(rs)(ép — ¢v)

2
N @Z}(Tf) -9 ((1 — C)¢U - (bR)
— P(ry) =2(1 = C)ry,

¢p — QU

e para ¢y € [a, b]

apdp +aydy — arPr = Gy + %¢(rf)(¢D — ¢u)

[ (2+C?=3C)pp+ (5+3C —2C?)¢py — (1 — C*)opp — v
() = ( oo )
2-3C+C*+ (1—-C?)ry

—P(ry) = 3 ,

® para (ZU € <b7 1)

(1= C)gn — Cou = dur + 50 (60 — 6v)
— lrg) = 2(1-0),
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e para gZU ¢ (b,1)

b = g + SV (60 — d0)

— @/)(Tf) = 0.
Entao pode-se dizer que
2ry, se ggU € (0,a),
2+C2—3C+(1-C?)ry "
) E ) b )
W(rs) = 3-3C se fu € ab) (3.80)
2, se oy € (b, 1),
07 se aU ¢ <b7 1)

O limitador de fluxo do esquema ADBQUICKEST (3.80) pode ser escrito também na forma

mais utilizada na literatura, como em [37], da seguinte forma

242 =30+ (1—C?)ry 2”

Y(ry) = max {O,mm {27“]«, T,

(3.81)

3.4 ERRO NA NORMA L5 E L,

Para uma melhor andlise, de forma quantitativa, do comportamento do es-
quema utilizado, apresentam-se as definicdes de erro nas normas L5 e L., bem como, a forma
de calcular a estimativa para a ordem de convergéncia.

Considera-se o erro relativo por Ej, com h = dx, e utiliza-se neste trabalho,

a norma do erro relativo em L, e L [25],

HE ” o \/Zi\io |ui,analtica — ui,numrica|2 (3 82)
hl|l2 — .
Zij\;O |ui,analtica|2 ’

maxOSigN‘ui,analtica - ui,numrica|
[Enlloc =

(3.83)

maro<;<nN |ui,analtica |

onde N é o ndmero de pontos da malha.

Assim uma estimativa para o erro || E

k, com k = 2, 0o, é dada por [35]
| En||x = ORP, (3.84)

com b sendo uma costante dependente do problema e p a ordem de convergéncia. Logo

h p
[Exl[x ~ b <§) . (3.85)
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Para calcular p divide-se (3.84) por (3.85)

[Enllk . RP
~ = 2P (3.86)
[PATOk
e aplica-se o logaritmo, obtendo-se
log (P21
1En Ik
p A 2 (3.87)

log2
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4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo, mostra-se a discretizacao das EDP’s e dos sistemas de EDP’s,
citados no Capitulo 2. Em todas as equagdes e sistemas de equacdes estudados neste trabalho,
aplica-se no termo temporal diferenciacdo progressiva, no termo convectivo usa-se a discreti-
zacdo pelo esquema upwind de alta resolucaio ADBQUICKEST, e no termo difusivo usa-se a

diferenga central.

4.1 EQUACAO DE BURGERS 1D

Neste caso, discretizam-se os termos da equacdo (2.1) no ponto P = (7, j) da
malha computacional, Figura 3.3, considerando dx = i e 6t = j, da seguinte forma, aproxima-
se a derivada temporal por diferenga progressiva e a derivada espacial do termo difusivo por

diferenca central:

Wij+1 = Uij

= 4.1
iy = it T 2 T Ui (42)
dx?
e o termo convectivo CON'V (u) = 3(uu), é aproximado pela esquema upwind
1 (uu|; — uul
CONV = - | ——— 4.3
(u) 5 ( 5 ) (4.3)
RN e e Ty
2 oz
em que
Uyl; = 5(“i+1,j + Uij), (4.4)
e
_ 1
UF%J = 5(?,61‘7]' + ui*l,j)' (45)

Pelo equema ADBQUICKEST determinam-se as varidveis convectadas
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— ~ Ui 5 —Ui—1,5 ~
e Se Uiyl >0ewu;,; = T entao

(2 — C’)ui,j — (1 — C’)ui_m, ﬂi,j € (0, CL),

. 4 i — 1 Az’ - 7b ,

T B i e e 4.6)
(1 — C)ui+17j + Cui,j, U; 5 € (b, 1),
U 5, ﬂi,j §é [O, 1]

— ~ WUit1,§ —Wit2,j ~
[ ) . << . ,— tidly ¥
Se Uiy L OeUiyr; = s Tun s> €Ntao

(2= Clugrr; — (1 = C)tirayj, Uiy € (0,a),
w = apl;j + Quiis1; — QRU+24,  Uit1; € [a, D], 47
" (1 — C’)ui,j + Oui+17j, ai-l-l,j S (b, 1),
Uit1,55 aiJrl,j ¢ [07 1]-
e Se Eif%,j >0e aiij = %, entao
(2 — O)“i—l,j — (1 — C')ui_g,j, ﬂi_l,j c (0, CL),
w = apl;; + auli—1; — QRU;i—2j, Ui—1; € [a,b], 4.8)
‘T (1 — O)U@j + Cui_Lj, ai_Lj € (b, 1),
Ui—1,5, U1 ¢ [0, 1].
e Se U1, < Oew,,; = —uuji”]_f;if] , entdo
(2 — C’)ui,j — (1 — C)ui-i-l,jv ﬂi,j € (0, CL),
T QpU;—1,j -+ QulUi; — ARUi41 5, am' - [CL, b], (4 9)
T2 (1 — C)uifl,j + Cui,j, ib\@j € (b, 1),
Uiﬂ', ﬂi,j §é [O, 1]

Utilizam-se as discretizacdes (4.1) e (4.2) na equacdo (2.1), e considera-se
CONYV (u) como definida em (4.3),

Uj 541 — Ui o Ujt1,5 — QUZ‘J‘ + Ui—1j
— 5 + CONV(u) =v ( 5 ) , (4.10)

entdo determina-se um método numérico explicito para resolver a equagdo de Burgers 1D dado

por

ui,j—i—l = —5tCONV(U) + UH_L]‘TI/ + ui,j(]- — QTV) + UZ‘_L]‘TV, (411)

_ ot
onde r = £5.
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4.2 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 1D

No sistema (2.4), discretizam os termos temporais u, vy, € 0s difusivos u,, e
v, de forma andloga as equacdes (4.1) e (4.2), respectivamente. Quanto aos termos convecti-

vos, primeiro, define-se
CONV(U) = (uu); + a(uwv), e CONV (V)= (vv); + B(uv),,

na sequéncia estes termos sdo aproximados pelo esquema upwind ADBQUICKEST, como se-

gue
CONV(U) — % ta (W) 4.12)
I A N Pl
a ox
P e e Y
ox ’
convy) = 2=t _””’g (”“'f _““lg) (4.13)
_ ,U7'+27.7,U/L+27.] 67%7] 'L*%J
ox
Ui g Uiy — Vind -1
+h ( ox ’
em que
. 1
Uity = (Ui +uig), (4.14)
. 1
uifé,j = é(ui’j -+ ui,Lj), 4.15)
c
_ 1
Uisdy = 5V + i), (4.16)
_ 1
’Uz?%,j = 5(01‘7]' + ’Uifl,j)- (417)

As variaveis Uiy LU L sdo dadas pelas equacdes (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9).

Analogamente determinam-se as varidveis v; 1 ; € v;_1 ;. Utilizam-se as discretizacdes (4.1),
27 27
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(4.2) no sistema (2.4), e sejam CONV (U) e CONV (V') como definidos em (4.12) e (4.13),

ot ox
Vig41 = Vij (Vi1 — 2055 + Vioy
ot ox

Ui j1 — Ui (Um,j — Ui+ Ui,

)+CONV@U:Q

)+CONV@3:Q

assim o método explicito para o sistema (2.4) é dado por

(4.18)

Ui j+1 = —(StCONV(U) + Ui41,57 + U@j(l — 27’) + Ui—1,45T,
U'i,j+1 = —5tCONV<V) + ’UH,LJ'T + Ui,j(l — 27’) + UZ',LJ‘?".

4.3 EQUACAO DE BURGERS 2D

No caso da equag@o (2.7) discretizam-se as derivadas no ponto P = (i, j) na
malha computacional tal que dx = 7 e dy = j, considerando as derivadas parciais espaciais no
nivel de tempo n.

A discretizagdo para a derivada temporal da equacgdo (2.7), por diferenga pro-

gressiva, € dada por

un'!'l —um.

= == (4.19)

e a discretizacao do termo difusivo, usando diferenca central, é:

n n n n n n
2 2 ’
ox oy

(4.20)

Uge + Uyy =

Para a equacdo 2D, obtém-se o termo convectivo, CONV (u") = uu, + uu,, pela estratégia

upwind da seguinte forma:

1 (a"u"|; — " u"| 1 [a"u"|, —u"u"™,
CONV (") = = g — 4.21
(") 2 ( ox + 2 oy (“.21)
_ 1 U?—i—%,j“ﬁ%,j o E?—%,ju?—%,j . 1 ﬂZj'i‘%quJr% - UZJ—%qu*%
2 ox 2 oy ’
em que
ﬂ?+%,] = _(u?—&—l,j + u;l,j)a (4.22)

1
W, = gl i), (4.23)
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. 1 §
Tjer = 5uim tu), (4.24)
. .

Wij—i = é(u” + uz‘,jq)- (4.25)

Pelo esquema ADBQUICKEST determina-se u}’é ug, up e uy. Com isso,

substituindo (4.19), (4.20) e (4.21) em (2.7) temos a discretizagdo para a equacao de Burgers
2D dada por

n+1 n n n n n n n
T — ur s —2ul 4 ult s ult = 2ul +ul
%, 7, i+1, 7, i—1, 2,0+1 %, 2,0—1
B CONV(u") = v d J 24 ! —,
ot ox oy
ou ainda,

ult! = —6tCONV (u") + otv (”l’“ﬂ'

n n n n n
= 2ui; tuily L Wi~ 2ug; iy g
da2 51y ’

logo, obtém-se o método explicito para a equagdo (2.7)

Wit = —StCONV(u") + (ufly; + iy Jrv +ufy(1 = 2v(r +q)  (4.26)

1,J

+(u g +u )y,

_ bt o Ot
onde r = 522 €4 = 5,2

4.4 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 2D

Neste caso, a condi¢io de potencial simétrico, dada por u, = v,, € satisfeita,

assim o sistema dado em (2.10) transforma-se no sistema

{ U+ Uty + VU = V(Ugy + Uyy) 427)
v+ uty, + vy = V(Vgy + Uyy)
O resultado da discretizacao para os termos convectivos,
CONV (uw") = uu, +vv, e CONV(vu") = uuy, + vvy, (4.28)
€ o seguinte
CONV (u") = (ﬂn“n“ - ﬂn“nb) +% <Envn|f — @nmg) (4.29)

1
2
n n an n n n n n

u. U L — U, U, . V. V. . — . V. .

l Z+%’J Z+%:] 7'7%7‘7 1_%)] +1 Z+%7] 7*+%1.7 ’L*%a] Z_%z.]
2 o 2 ox ’
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1 /u"u™|, —u™u™|, 1 /™", — ™",
CONV(vu") = = | | + - | | (4.30)
2 oy 2 oy
atout o, —ut, ut, (A I VAR VL
— 1 7’7]—"_% Z7]+% 7/7]_% szfé +l Z?]J’_% Za]+% 7’7]_% 17‘77%
2 5y 2 Sy ’
7 n 0 N N 7 mn =n 5
em que uH%J, ui_%yj, UH%J, vi_%,j, ui#%, ui7j_%, UZ.JJF% e Uz‘,j—% sdo calculados de forma

andloga aos da equagdo (2.7).

Portanto o método explicito neste caso é dado por

u?jl = —0tCONV(uv™) + (ujy ; +ui ;)rv
(1= 20(r +q)) + (ull 0 +ufy 1 )gv 431
VL = StCONV (vu®) + (vfyy; + 0y )

PR (1= 20(r + ) + (s + 07 v

ot

— Ot — ot
onde r = 522 €4 = 5.2
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados das simulagdes numéricas obtidas
para as EDP’s estudadas com especificas condi¢des iniciais e de fronteira. Também faz-se uma
andlise comparativa entre as solu¢des numéricas e analiticas, comentam-se os resultados obtidos

e analisa-se os resultados encontrados na literatura.

5.1 EQUACAO DE BURGERS 1D

Nesta secdo investigam-se as solugdes numéricas para a equacio de Burgers
1D. Para isto, considaram-se tal equacdo com condicdes iniciais e de fronteira de diferentes

formas. O objetivo € mostrar que o esquema ADBQUICKEST € eficiente em vérias situacdes.

Teste 1: Formacao de choque. Considera-se a equagado (2.1) resolvida com

as condigdes inicial e de fronteira:

w(z,0) =1+cos(z) , 0<x<2m, (5.1)
u(0,t) = 1+ cos(t), (5.2)
u(2m,t) = cos(t) + cos(2m). (5.3)

Essas condicdes foram escolhidas com o objetivo de promover a formacao de
choque. Para a simulacdo adota-se » = 0.001, e analisa-se os resultados para éz = 0.00125,
0t = 0.0002 e tempo final t = 3, com C' = ug—i. A Figura 5.1 mostra as solu¢des numéricas em

diferentes tempos.



46

Solu¢do numérica

Figura 5.1: Solu¢do numérica da equacdo de Burgers 1D, equagdo (2.1), com condicdo inicial
(5.1) e de fronteira (5.2), parat < 3

Nota-se a partir da Figura 5.1 que houve a formagao de choque, e observa-se
a capacidade do esquema ADBQUICKEST em reproduzir tal descontinuidade sem produzir
oscilacdes. Além disso, percebe-se pela Figura 5.1 que os resultados numéricos obtidos sdao

compativeis qualitativamente aos resultados apresentados por Lima [25].

Teste 2: Comparacao entre as solucoes numérica e analitica. Seja a equa-

¢do como definida em (2.1) com condig¢ao inicial:
u(z,0) =4z(1—x) , 0<z <1, (5.4)
e condicdes de fronteira:
u(0,t) =u(l,t) =0 , t>0. (5.5)

Usando a transformacdo de Hopf-Cole [17], dada em (3.2), tem-se que as

condicdes (5.4) e (5.5) convertem-se nas seguintes condi¢des

0(x,0) = exp (—(21/)_1 (/0 4s — 432ds)) (5.6)

= exp (—(3V)71<3$U2 — 2373)) )
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0,(0,t) = 6,(1,¢) =0, (5.7)

logo a solucdo da equacdo (3.1) com as condi¢des (5.6) e (5.7) € dada por

O(x,t) = ao+ Z an exp (—n’m?ut) cos(nmx), (5.8)
n=1
e a derivada de 0(x,t) em relacdo a x é
O.(x,t) = — Z an exp (—n’m?uvt)sen(nrr)n. (5.9
n=1

Substituindo (5.8) e (5.9) na transformacao (3.2), encontra-se a solucao analitica

2mv Yy | a, exp(—n*mvt)nsen(nrr)

u(z,t) = (5.10)

ap + 220:1 a, exp(—n2m2vt) cos(nmx)’
onde os coeficientes de Fourier so :
1
ap = / exp(—22(3v) (3 — 22))dz,
0

a, = 2/0 exp(—22(3v) (3 — 22))cos(nmz)dz.

Apresenta-se na Figura 5.2, os resultados obtidos por meio das solu¢des nu-
mérica e analitica, onde adota-se dx = 0.1, 6t = 0.001, tempo final de simulagio ¢t = 1 e

numero de Courant C' = 0.01. Para a viscosidade utiliza-se v = 0.1.
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a) Solugéo analitica b) Solugéo numérica

Figura 5.2: Solucdes da equagao de Burgers 1D, equacdo (2.1), com condicdo inicial (5.4) para

v = 0.1: a) Solucdo analitica e b) Solu¢cdo numérica

Observa-se pela Figura 5.2 que a solu¢do numérica € similar a solu¢do ana-
litica, tal resultado pode ser confirmado a partir da Figura 5.3 onde realizou-se um corte na

solucao parat = 1.

Solugdes de w para5x=0.1et=1
T T

0.35 T i
& umeérica

analitica

Figura 5.3: Solucdes da equagdo de Burgers 1D para o tempo final de simulagdo ¢ = 1.

Para analisar a influéncia da malha, discretiza-se o dominio em 10, 20 e 40
elementos, com 6t = 0.001, e utiliza-se o erro na norma L.,. Observa-se pela Figura 5.4
que os resultados numéricos melhoraram consideravelmente quando aumenta-se o nimero de
elementos na malha, resultando erros na norma L, da ordem 10~ para Mz = 40 e primeira

ordem de convergéncia como nota-se pela Tabela 5.1.
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10’

norma Linf

Ml

Figura 5.4: Erro na norma L

Tabela 5.1: Erro das aproximagodes parat =1, C = 0.0l e v = 0.1.
Mx L P
10 | 5.9731e — 004 | -
20 | 1.5878e — 003 | 1.41
40 | 6.1230e — 003 | 1.95

5.2 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 1D

Nesta secdo investiga-se um sistema acoplado de equagdes, a fim de comparar
o resultado numérico dado pelo esquema ADBQUICKEST com o resultado obtido por Khater
em [21], observa-se ainda que para as condicdes inicias dadas, as solu¢des deste sistema podem

ser obtidas via uma modificag¢do transformacao de Hopf-Cole.

Teste 3: Solucoes para o sistema acoplado de equacoes de Burgers 1D.

Seja o sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D definido em (2.4) com condi¢des iniciais:

200 — 1
u(x,()) = ap — 2A (m

20 —1 200 — 1
v(z,0) = agp (2 1) 2A (4 3 1) tanh(Ax),—10 < x < 10,

) tanh(Azx), (5.11)
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e condi¢des de fronteira:

u(—10,t) = ag — 24 (%) tanh(A(—10 — 2At)),
u(10,t) = ag — 2A (410‘5__11) tanh(A(10 — 2At)), (5.12)
v(—10,t) = ag (;i — 1) — 24 (42;5__11) tanh(A(—10 — 2At)),

28 -1 20 — 1
v(10,4) = ag (2§ - 1) — 24 (4@0‘5 ~ 1) tanh(A(10 — 2At)), t > 0,

- 4aB—1
onde ag, o ¢ [ sdo constantes e A = % (%

solugdes analiticas do sistema (2.4) por uma modifica¢do na tranformacao de Hopf-Cole

). Com estas condicdes pode-se obter as

u= 2K, (5.13)
b= 2K (A (;gj) —%) (5.14)
com K = 4256__11, para
O(x,t) = exp(—2A(x — 2At)) + 1, (5.15)
e
0.(x,t) = —2Aexp(—2A(x — 2At)). (5.16)

Substituindo (5.15) e (5.16) na transformacdo de Hopf-Cole modificada, dada por (5.13) e
(5.14), tem-se que

20—1 4A
u(x,t) = (4aﬁ—1> <1+exp(2A(:v72At))) )

(5.17)
v(z,t) = <420(1XB_—11> 2A (35:1 - 1) + (42;6—_11) <1+ezp(2i141?:v—214t))> '
ou equivalentemente [27],
_ _ 2a—1 o
u(z,t) = ag — 2A (—4a5_1> tanh(A(x — 2At)), 5.19)
v(z,t) = ap (%) —2A (42aa6_—11> tanh(A(x — 2At)). .

Apresentam-se na Figura 5.5 solugdes numéricas obtidas pelo esquema
ADBQUICKEST, assim como sua solugdo analitica, para ap = 0.05, « = 1, § = 2, it = 0.1,
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d0x = 2 e tempo final de simulagdo ¢t = 1.

Solugdes de u

Solugdes de v

Figura 5.5: Superficies das solu¢des para o sistema acoplado de equacdes de Burgers 1D, sis-
tema (2.4), com condic¢des iniciais (5.11) e condicdes de fronteira (5.12) parat = 1: a) Solugao

analitica de u, b) Solu¢do numérica de u, c) Solugdo analitica de v e d) Solu¢do numérica de v.

Observa-se pela Figura 5.5 que o esquema upwind utilizado obteve solugdes
numéricas similares as solucdes analiticas, onde o erro na norma L, é de ordem 1073, como

pode-se observar pela Figura 5.6 onde realizou-se um corte nas solu¢des de u e de v parat = 1.
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a) Solugbes de uparadx=2¢¢=1 b) SolucBes de vparadx=2et=1
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Figura 5.6: Solugdes do sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D, sistema (2.4), parat = 1:

a) Solugdes de u, b) Solugdes de v.

Verifica-se pela Tabela 5.2, que as solucdes numéricas geradas pelo esquema
ADBQUICKEST, em comparagdo quatitativa, encontram-se de acordo com os resultados dados

por Khater em [21].

Tabela 5.2: Erro na norma L, para« = 0.1, 5 = 0.3, dx = 1 e 4t = 0.01.
t [21] ADBQUICKEST

0.5 | 1.44e — 003 6.84e — 004

1.0 | 1.27e — 003 1.39e¢ — 003

5.3 EQUACAO DE BURGERS 2D

A seguir, investiga-se a equacdo de Burgers 2D. Primeiramente analisou-se
o esquema aplicando v = (.01 na equacdo para comparagdo dos resultados numéricos dados
pelo esquema ADBQUICKEST com a solugdo analitica via Hopf-Cole [17], e também com
resultados numéricos encontrados na literatura [21, 38]. E na sequéncia analisa-se o esquema
ADBQUICKEST quando aplicado a baixos valores de v, bem como a influéncia no passo de

tempo.

Teste 4: Comparacao entre as solucoes numérica e analitica. Considera-se

a equacao de Burgers 2D definida por (2.7) com condi¢ao inicial:

1
u(z,y,0) =

= 0<x<2e0<y<2, 5.19
Ttoexp () — =70 == (19)
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e condi¢des de fronteira:

B 1
u(0,y,t) = W’
1
u(2,y,t) = T e (5.20)
2v
1
707t = —7
R Sy
1
u(z,2,t) = > 0.

1+ exp (221

A solugdo analitica da equacdo (2.7) com as condig¢des (5.19) e (5.20), pode
ser gerada utilizando a transformagdo de Hopf-Cole [17, 38], dada em (3.2), onde

—r—y+t
0(x7y7t) = exXp (2—3) +1

1 —r—y+t
Qz(x7yat) = _Eexp (T)

Portanto a solucao analitica é dada por:

1
u(z,y,t) =

= o (FET (5.21)

Para analisar os resultados, utilizam-se v = 0.01 e tempo final de simulagdo
t = 2. Considera-se, para quatro diferentes espacamentos na malha dx = 0.025, dx = 0.05,
0x = 0.1edx = 0.2, o nimero de Courant C' = u <§—; + g—;) =0.3.

Na Figura 5.7 apresenta-se a solu¢do numérica do esquema ADBQUICKEST

e a solucdo analitica para dx = dy = 0.025.
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a) Solugio analitica b) Solugio numérica

Ua

Figura 5.7: Superficies das solugdes para a equacdo de Burgers 2D, equacido (2.7), com condi-
cdo inicial (5.19) e condicdes de fronteira (5.20); v = 0.01, 6t = 0.004, éx = oy = 0.025 ¢
t=2.

Solugtes de u

T T
—analitica
e mangrica

Figura 5.8: Solucdes para a equacao de Burgers 2D, equacgdo (2.7), com condi¢do inicial (5.19)
e condicdes de fronteira (5.20); v = 0.01.

Pelas Figuras 5.7 e 5.8, nota-se que o esquema ADBQUICKEST reprodu-
ziu uma solucdo numérica similar a solucdo analitica. E confrontando os resultados obtidos
pelo esquema ADBQUICKEST com os resultados dados pela descontinuidade local de Galekin
(LDG) em [38], observa-se um beneficio, uma vez que o método LDG utiliza elementos finitos
para aproximar as derivadas, o esquema ADBQUICKEST aproxima as derivadas por diferencas

finitas, que ¢ um método mais simples.
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Confirma-se tais resultados pelas Figuras 5.9 e 5.10, onde apresentam-se os

diferentes malhas 10, 20, 40 e 80, em ¢t = 2.

0.35

erros nas normas Ls € L.,. Na Figura 5.9 utilizam-se o tempo entre 0 < ¢t < 2 e o valor fixo de

d0x = oy = 0.025, jd na Figura 5.10 o tempo que € fixo, ¢ = 2, e o erro € analisado para quatro
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Figura 5.9: Grafico do erro para 0 < ¢ < 2; v = 0.01, dx = dy = 0.025 e 5t = 0.004.
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Grificos dos erros para diferentes malhas; v = 0.01 e £ = 2: a) Norma L, e b)
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Na Tabela 5.3 analisa-se o erro para diferentes tempos € uma malha fixa com
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80 elementos. Na segunda Tabela 5.4 utiliza-se quatro malhas 10, 20, 40, e 80 em ¢ = 2, bem

como estimativas para a ordem de convergéncia.

Tabela 5.3: Erro das aproximagdes para ox = 1/80, C' = 0.3 e v = 0.01.

t L, Lo
0.5 | 1.7294e — 002 | 1.3453e — 001
1.0 | 9.1527e — 003 | 9.6779¢ — 002
1.5 ] 6.2161e — 002 | 7.9402¢ — 002
2.0 | 4.69802e — 003 | 6.8916e — 002

Tabela 5.4: Erro das aproximagdes parat =2, C' = 0.3 e v = 0.01.

Mz Lo P Lo P
10 | 6.5866e — 002 | - | 2.7164e — 001 | -
20 | 2.2743e — 002 | 1.53 | 1.5471e — 001 | 0.81
40 | 8.9680e — 003 | 1.34 | 9.5698e — 002 | 0.69
80 | 4.6980e — 003 | 0.93 | 6.8916e — 002 | 0.47

Nota-se que o erro na norma L, ndo ultrapassou o valor de 2 x 1072, e na
norma L, foi inferior a 2 x 10~ como observa-se na Tabela 5.3. E pela Tabela 5.4 tem-se que
para este exemplo, o esquema ADBQUICKEST € de primeira ordem de precisdo na norma Lo
para Mz = 20 e Mx = 40.

5.3.1 Influéncia do valor de v

Para testar a capacidade do esquema ADBQUICKEST em problemas cuja a
convecc¢do € dominante, utilizam-se v = 0.002 e v = 0.001, e analisam-se os resultados para o

tempo final de simulacdo ¢ = 2, com 6t = 0.004 e dx = oy = 0.025.
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Solugéo numérica

Figura 5.11: Superficie da solu¢do numérica para a equagdo de Burgers de 2D, equacdo (2.7),
com condi¢do inicial (5.19) e condicdes de fronteira (5.20); v = 0.002, 6t = 0.004, dx = dy =
0.025et = 2.
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Figura 5.12: Grafico do erro para 0 < ¢ < 2; v = 0.002 e z = dy = 0.025.

Na Figura 5.11 nota-se que para v = 0.002 a solu¢do numérica dada pelo
esquema ADBQUICKEST apresentou oscilagdes. E o erro na norma L, foi inferior a 1.5 x 1071

e na norma L, ndo alcangou 4.5 x 10~!, como pode ser observado na Figura 5.12.
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Figura 5.13: Superficie da solu¢do numérica para a equagdo de Burgers 2D, equagdo (2.7), com
condi¢do inicial (5.19) e condi¢des de fronteira (5.20); v = 0.001, 6t = 0.004, dx = dy = 0.025

et=2.

Figura 5.14: Gréfico do erro para 0 < ¢ < 2; v = 0.001, 0t = 0.004 e dz = dy = 0.025.
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Japararv = 0.001, observa-se pela Figura 5.13, que a solu¢do numérica obtida

possui oscilagdes. E neste caso, o erro na norma L, dado na Figura 5.14, ultrapassa o valor de

1.5 x 107!, e nanorma L, é superior a 5 X 10~!. A fim de melhorar estes dltimos resultados,

aplica-se um passo menor no tempo, como ¢ feito a seguir.
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5.3.2 Influéncia do passo de tempo

Mostra-se a influéncia do passo de tempo para v = 0.001. Para isto diminui-
se 0 passo de tempo para 6t = 0.002 utilizando dx = 0.0125 e tempo final de simulagdo ¢t = 2.
Analisa-se ainda o erro na normas Ly e L., para 6t = 0.004 e 6t = 0.002.

Solucdo numérica

Figura 5.15: Superficie da solu¢do numérica para a equagao de Burgers 2D, equagao (2.7), com
condi¢do inicial (5.19) e condi¢des de fronteira (5.20); v = 0.001, 6t = 0.002, éx = 0.0125 e
t=2.

Observa-se que na solu¢do numérica, Figura 5.15, as oscilagdes persistem,
mas ao contrario do que acontece na Figura 5.13, refinando o passo no tempo em 6t = 0.002 o

esquema ADBQUICKEST obteve um solu¢ao numérica melhor.
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Figura 5.17: Gréfico dos erros para v = 0.001 e ¢ = 2: a) nanorma L, e b) na norma L.

Figura 5.16: Grafico do erro para diferentes tempos; v = 0.001 e dz = 0.0125.
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O erro na norma L foi inferior a 1.5 x 10~! e na norma L, ndo alcangou

1.5 x 107!, como pode ser observado na Figura 5.16. E como esperado, ocorre a diminui¢do do

erro quando considera-se dt = 0.002 como observa-se na Figura 5.17.

5.4 SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE BURGERS 2D

Nesta se¢do, analisam-se exemplos do sistema acoplado de equacdes de Bur-

gers 2D, com condig¢des iniciais e de fronteira diferentes. Nos dois casos utilizam-se baixos

valores de v, isto €, a convecgdo torna-se dominante.
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Teste 5: Analise qualitativa e quantitativa das solucoes analitica e numé-
rica no sistema acoplado de equacoes de Burgers 2D. Seja o sistema acoplado de equagdes

de Burgers 2D definido por (2.10) com condi¢des iniciais:

wl(z,y,0) —4dvmcos(2mx)sen(my) | (5.22)
2 + sen(2mz)sen(my)
—2umsen(2mx)cos(my)
v(z,y,0) = ,0<z<le0<y<l,
2 + sen(2mz)sen(my)
e condicdes de fronteira:
u(0,y,t) = —2(v)mexp(—5rivt)sen(my),
u(l,y,t) = —2(v)mexp(—5rivt)sen(my),
u(z,0,t) = 0,
u(z,1,t) = 0, (5.23)
v(0,y,t) = 0,
v(l,y,t) = 0,
v(x,0,t) = —vmexp(—5nivt)sen(2mr),
v(z,1,t) = vrexp(—brivt)sen(2rx),t > 0,

As solugdes analiticas do sistema (2.10) com as condicoes (5.22) e (5.23)

podem ser geradas utilizando a transformacdo de Hopf-Cole [17, 38], dada em (3.36), onde

0(z,y,t) = 2 + exp(—5r’vt)sen(2rx)sen(ry),

0. (z,y,t) = 2mexp(—5m vt)cos(2mr)sen(my)

0,(x,y,t) = mexp(—5r’vt)sen(2nz)cos(my).

Portanto as solu¢des analiticas sdo

Wy ) = —2u 2rexp(—bmiuvt)cos(2mx)sen(my) | (5.24)
2 + exp(—bmiut)sen(2nx)sen(my)

mexp(—bmvt)sen(2nx)cos(my)

t) = - '
v(x,y,t) Y9 1 exp(—5mut)sen(2na)sen(my)

Para ilustrar os resultados considera-se v = 0.001, para o tempo de simulacdo
final ¢t = 1 e 0t = 0.001, analisam-se, na Figura 5.18, as solu¢cdes numéricas e analiticas para
d0x = dy = 0.0125.
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SolugBes de u

Solugbes de v

Wa

Figura 5.18: Superficies das solugdes para o sistema acoplado de equacgdes de Burgers 2D, sis-
tema (2.10), com condi¢des iniciais (5.22) e condi¢des fronteira (5.23); v = 0.001: a) Solugdo

analitica de u; b) Solu¢do numérica de u; ¢) Solucdo analitica de v e d) Solu¢do numérica de v.

Observa-se a partir da Figura 5.18 que o esquema ADBQUICKEST gerou

solu¢des numéricas similares as solugdes analiticas, tal resultado € confirmado pela Figura 5.19.
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Figura 5.19: Superficies das solugdes para o sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D, sis-
tema (2.10), com condi¢des iniciais (5.22) e condi¢des fronteira (5.23); v = 0.001: a) Solugdo

analitica de u; b) Solu¢do numérica de u; ¢) Solugdo analitica de v e d) Solu¢do numérica de v.

A fim de estudar os erros nas normas Ly € L., na Figura 5.20 utilizam-se
ox = 0.0125, 0x = 0.025, dz = 0.05 e dx = 0.1, o que implica no nimero de Courant entre
0<C<0.2.
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Figura 5.20: Grafico do erro para diferentes tempos.
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Figura 5.21: Gréficos dos erros para diferentes malhas: a) norma L, e b) norma L.

Na norma L5 nota-se, pela Figura 5.20, que o erro para diferentes tempos nao
ultrapassou o valor de 1 x 10™!, e na norma L, ndio alcangou 2.5 x 107!, E para diferentes

malhas nota-se que o erro na norma L, ndo ultrapassa o valor de 7 x 1072 e na norma L, é

inferior a 8 x 1072 como observa-se na Figura 5.21.

Tabela 5.5: Erro das aproximagdes para ox = dy = 1/80, C' < 0.2 e v = 0.001.

t Ly Lo
0.2 | 4.2605¢ — 002 | 2.1926e — 001
0.4 | 3.2093e — 002 | 4.2271e — 001
0.6 | 2.1653e — 002 | 3.4533e — 001
0.8 | 1.1290e — 002 | 2.4477e — 001
1.0 | 2.0457¢ — 004 | 1.1138e — 002

Tabela 5.6: Erro das aproximagoes parat = 1, C' < 0.2 e v = 0.001.

Mz Lo P Lo P
10 | 6.4523e — 003 | - 7.4332e — 002 | -
20 | 8.9210e — 004 | 2.85 | 4.0140e — 002 | 0.88
40 | 4.5263e — 004 | 0.97 | 1.9426e — 002 | 1.04
80 | 2.0457¢ — 004 | 1.14 | 1.1138¢ — 002 | 0.80

Como esperado, percebe-se pela Tabela 5.5 que quanto maior o refinamento
na malha menor o erro, ou seja, a solucdo numérica aproxima-se cada vez mais da solucdo

analitica.
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Além disso, pela Tabela 5.6 nota-se que o esquema alcanca segunda ordem de

precisdo na norma L, para Mx = 20.

Teste 6: Solucdes para o sistema acoplado de equacoes de Burgers 2D.

Seja (2.10) com condig¢des iniciais:

u(z,y,0) = Z§L 4(]_—|—€{L’]19( EoD )’ -
CERIE S =3 KRS CIEL R
e condi¢des de fronteira:
u(0,4,t) = % 4(1+e:clp( i)
u(Ly,t) = Z 4(1+ea:;<4y )
u(z,0,t) = % 4(1+ex;( ==ty o
u(z, 1,t) = 3 4(1+ea:;(4 o))
v(0,y,8) = %+4(1+e:clp(4§2f>>7
v(ly.t) = §+4(1+ew;(4y?;‘i_t))7
R R e =)
o(x,1,1) = Z+4(1+6x;(4 =y’ >0

As solugdes analiticas da equacdo (2.10) com as condicdes (5.25) e (5.26),

podem ser encontradas usando uma modificacdo na transformagdo de Hopf-Cole dada por

3 0,
:——2—

YR
3 0

= - oY

v 1 1/9,

onde
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4 de — 4y +t
Qx(xvyat) = _Vemp <32—I/>

4 dor — 4y +t
Qy(x’y’t):_:mwp( 320 )

Assim as solucdes analiticas sdo dadas por:

1

U(1‘7 Y, t) = 4(1 + exp(4y_4g;_t>>; (527)
1

32v

v(x,y,t) =—+

oo B lw

A1+ exp(U5E))

Apresentam-se, na Figura 5.22, os resultados do esquema ADBQUICKEST
para dx = oy = 0.0125, 6t = 0.0001, tempo final de simulagdo ¢t = 0.05 e v = 0.001
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Solucoes de u

Solugdes de v

Figura 5.22: Superficies das solugdes para o sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D, sis-
tema (2.10), com condi¢des iniciais (5.25) e condi¢des fronteira (5.26); v = 0.001: a) Solugdo

analitica de u; b) Solucao numérica de u; ¢) Solugdo analitica de v; e d) Solugdo numérica de v.
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Figura 5.23: Superficies das solugdes para o sistema acoplado de equacgdes de Burgers 2D, sis-
tema (2.10), com condi¢des iniciais (5.25) e condi¢des fronteira (5.26); v = 0.001: a) Solugao

analitica de u; b) Solucdo numérica de wu; ¢) Solucdo analitica de v; e d) Solugdo numérica de v.

Observa-se na Figura 5.22, que o esquema upwind ndo apresentou oscilagdo,
e os resultados dados pela Figura 5.23 comparados com o de Zhao [38] foram qualitativamente

similares.
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Figura 5.24: Grafico do erro para diferentes tempos.
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Figura 5.25: Graficos dos erros para diferentes malhas: a) Norma Ly e b) Norma L.

Observa-se na Figura 5.24 que o erro na norma L, atingiu 7 X 1072, e na

norma L, ndo ultrapassou o valor de 1 x 1072, J4 pela Figura 5.25a) tem-se que o erro na

norma L, foi inferior a 8 x 1073, e pela Figura 5.21b) observa-se que o erro na norma L, nio

ultrapassou o valor de 1.2 x 1071

Na Tabela 5.7 analisa-se o erro nas normas Ls e L., para diferentes tempos,

e uma malha fixa com 80 elementos. Apresenta-se na Tabela 5.8 o erro nas normas Ls e L, €

a ordem de convergéncia para o tempo fixo ¢t = 0.05.

Tabela 5.7: Erro das aproximagdes para dx = dy = 1/80, C' < 0.01 e v = 0.001.

t Ly Lo
0.01 | 2.0414e — 003 | 4.5167e — 002
0.02 | 1.5342e¢ — 003 | 3.9155e — 002
0.03 | 1.0266e — 003 | 3.2031e — 002
0.04 | 5.1893e — 004 | 2.2782e — 002
0.05 | 1.2215e — 005 | 5.9768e — 003

Tabela 5.8: Erro das aproximagdes para t = 0.05, C' < 0.01 e v = 0.001.

Mx Lo P Lo p
10 | 2.9772¢ — 004 | - | 2.6693e¢ —002 | -
20 | 1.2508e — 004 | 1.25 | 1.8439¢ — 002 | 0.53
40 | 4.1809¢e — 005 | 1.58 | 1.0966e — 002 | 0.74
80 | 1.2215e¢ — 005 | 1.77 | 5.9768¢ — 003 | 0.87

Pela Tabela 5.7 nota-se que o erro na norma L, ndo ultrapassou o valor de
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2.1 x 1073, Observa-se a partir da Tabela 5.8 que o esquema ADBQUICKEST neste exemplo
atingiu primeira ordem de convergéncia, como era de se esperar, uma vez que o valor de v é
baixo [29].
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6 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi analisar o esquema upwind ADBQUICKEST
de alta resolucdo para a discretizacdo do termo convectivo da equacdo de Burgers. O esquema
upwind foi primeiramente avaliado na solu¢do da equacdo de Burgers 1D e sistema acoplado
de equacdes de Burgers 1D, para diferentes condicdes iniciais e de fronteira. Apds, foi aplicado
upwind também na resolucio da equacao de Burgers 2D e do sistema acoplado de equagdes de
Burgers 2D. O propdésito foi mostrar a flexibilidade do esquema ADBQUICKEST em equagdes
1D e 2D. Os resultados numéricos foram comparados com as solucdes analiticas obtidas pela
transformacdo de Holpf-Cole ou por uma mudanga nesta transformacdo, e também com os
dados numéricos encontrados na literatura [25, 38, 1].

No Capitulo 5, os dois primeiros testes analisados referem-se a equacao de
Burgers 1D com condig¢des iniciais distintas. No Teste 1, percebeu-se a formagao de choque,
e observou-se a capacidade do esquema ADBQUICKEST em reproduzir tal descontinuidade
sem produzir oscilacdes. No Teste 2, notou-se pelas Figura 5.2 e 5.3 que a solu¢do numérica
foi similar a soluc@o analitica, gerando erro de ordem 10~3 na norma L, e primeira ordem de
precisdo. Desta forma, analisou-se no Teste 3 o sistema acoplado de equagdes de Burgers 1D, e
observou-se que as solucdes numéricas foram similares as solugdes analiticas, confirmando este
resultado pela Figura 5.6, onde o erro na norma L, foi de ordem 1073. Além disso, verificou-se
pela Tabela 5.2 que as solu¢des numéricas geradas pelo esquema ADBQUICKEST, em compa-
racdo quatitativa, mostrou-se de acordo com os resultados dados por Khater em [21]. J4 no Teste
4, considerou-se a equagdo de Burgers 2D, e os resultados numéricos obtidos foram comparados
qualitativamente com a solucao analitica e dados numéricos de Zhao em [38]. Primeiramente
analisou-se o esquema considerando » = (.01 na equagdo, neste caso as solu¢gdes foram simi-
lares as solugdes analiticas encontradas a partir da transformacdo de Hopf-Cole [17]. Depois,
tomou-se a equacdo de Burgers 2D com baixos valores de v e notou-se que a solu¢cao numérica
apresentou oscilagdes. A fim de melhorar os resultados, aplicou-se um passo de tempo menor
e observou-se que as oscilagdes numéricas foram suavizadas. Neste contexto, avaliou-se ainda
o esquema ADBQUICKEST para a solu¢do do sistema acoplado de Burgers 2D em exemplos
distintos. No Teste 5, notou-se pela Tabela 5.6 que o esquema alcanga segunda ordem de preci-
sd0 na norma Lo para Mz = 20, como em [38]. No Teste 6 observou-se pela Figura 5.22 que o
esquema ADBQUICKEST néo apresentou oscilagdes, e comparando os resultados obtidos com
os resultados dados pela descontinuidade local de Galekin (LDG) em [38], pode-se observar um
beneficio, uma vez que o método LDG utiliza elementos finitos para aproximar as derivadas, o
esquema ADBQUICKEST aproxima as derivadas por diferengas finitas, que € um método mais
simples.

Conclui-se com os testes realizados que o esquema ADBQUICKEST ¢ efi-

ciente para estimar os termos convectivos da equacido de Burgers, quando comparados com
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as solugdes analiticas encontradas via transformacdao de Hopf Cole e via uma mudancga nesta
transformacao.
A pesquisa descrita neste trabalho pode ser incrementada de varias maneiras.

Entre os temas que podem ser considerados para trabalhos futuros, elencamos os seguintes:

1. Utilizar uma transformagdo na equacdo de Burgers 1D, com as condi¢cdes ndo homogeé-
neas dadas no Teste 1, a fim de obter um problema em que consegue-se aplicar a trans-

formacdo de Hopf-Cole para o cdlculo da solu¢do analitica.

2. Resolver a equacao de Burgers por método implicito.

3. Além de tratar problemas em dominios retangulares, analisar regides irregulares utili-

zando coordenadas generalizadas em sua discretizacao.
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