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CARDOZO, Camila Leao. Problemas dissipativos de vigas extensiveis com amortecimento
nao linear na fronteira. 2012. 69. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Compu-
tacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

RESUMO

Neste trabalho estamos interessados na existéncia, unicidade e na taxa de decaimento de solugdo
para problemas de vigas extensiveis com amortecimento nao linear na fronteira acoplados a
diferentes termos dissipativos. A existéncia das solucdes sao mostradas usando o Método de
Galerkin e o decaimento exponencial das solu¢des, em ambos os casos, sdo obtidas via técnicas
multiplicativas e multiplicadores convenientes.

Palavras-chave: Vigas extensiveis. Amortecimento nao linear. Decaimento exponencial.



CARDOZO, Camila Leao. Dissipative problems of extensible beam with nonlinear dam-
ping on the boundary . 2012. 69. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Compu-
tacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

ABSTRACT

In this work we are concerned in the existence, uniqueness and decay rates for the solutions
to problems of the extensible beams with damping nonlinear in boundary coupled to different
dissipative terms. The existence of solutions are showed using the Galerkin method and ex-
ponential decay of the solutions, in both cases, are obtained by multiplicative techniques and
appropriate multipliers.

Keywords: Extensible beams. Damping nonlinear. Exponential decay.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugdes e taxas de decaimento as-
sociadas a problemas de vigas extensiveis com amortecimento ndo linear na fronteira baseados

no problema

L
Ut + Upppw — (a + 6/ luz (s, t)|2ds) Upy = 0
0

proposta por Woinowsky-Krieger em [2] como um modelo para vibracdes de vigas com ex-
tremidades articuladas. Problemas modelando vibracdes de vigas sobre rolamentos eldsticos
foram considerados anteriormente por Feireisl em [3] e Feckan em [4], onde a existéncia de

solugdes por tempos periddicos de

Ut + Ugzzr = 0 em [0, L] x R
Uz (0,1) = Uge (L, 1) =0
Uaaa(0,1) = — f(u(0,7))
Usao (L, ) = f(u(L, 1))

(1.1)

sdo estudadas. O caso estaciondrio associado a (1.1) também foram considerados por outros au-
tores. No artigo de Grossinho e Ma [5], foram consideradas a existéncia de solu¢des simétricas
usando a teoria do ponto critico e Transformagdes de Fenchel-Legendre. Um problema similar
envolvendo uma funcao eldstica descontinua foi considerada por Grossinho e Tersian em [6].
Por outro lado, a estabiliza¢do de fronteira e a controlabilidade de fronteira
para vigas sdo considerados por varios autores. Uma das primeiras analises matematicas da
equacgado de vigas extensiveis foi feita por Ball em [7], o qual foi estendido depois para uma
defini¢do abstrata por Medeiros em [8]. Uma grande classe da equacdes de vigas ndo lineares
foram estudadas por Munoz Rivera (vide [9]), que considerou a questdo sobre efeitos viscoelds-

ticos e propriedades regularizantes. Tucsnak em [10] considerou a equacao da viga
uy + A%u — M(|Vul3)Au = 0em Q € R" (1.2)

com fronteira amortecida. Ele obteve o decaimento exponencial da energia quando um amorte-
cimento do tipo a(x)u, tem efeito proximo a fronteira. Na mesma direcao, Kouemou Patcheu
[11] obteve o decaimento exponencial da energia para (1.2) quando um amortecimento ndo-

linear g(u;) tem efeito sobre (2.
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Os modelos estudados na presente dissertacao sdo baseadas na equacao

L
Ut + Upgrr — M (/ |u$|2dx> Upyr = 0
0

w(0,t) = uzp(0,t) = uge(L,t) =0 (1.3)

Ugzw (L, t) — M </o |uz(:c,t)\2dx> u(Lyt) = f(u(L,t)) + g(u (L, 1))

proposta por Ma em [1], onde g representa um amortecimento e f uma forca externaem z = L.
O problema (1.3) descreve o movimento transversal de uma viga extensivel que estd presa em
x = 0 e apoiada em = = L por uma mola com reac¢do nao linear caracterizada pela funcdo f.
Foram obtidos resultados de existéncia global e decaimento exponencial supondo f e g mon6-
tonas ndo lineares. Entretanto, em [1] ndo foram consideradas termos dissipativos adicionais a
equagdo além do mecanismo dissipativo o qual foi dado na fronteira pelo termo g(u;(L,t)).

Pazoto e Perla Menzala (em [12]) estudaram o problema (1.3) assumindo uma
dissipac¢do térmica onde foi considerado com um termo de inercia rotacional w4 na equagao e
f = 0. Eles obtiveram taxa de decaimento exponencial assumindo um outro termo de dissipacao
dado por u,, (L, t) = —ugy(L,t).

O primeiro modelo dissipativo que estudaremos, em nosso trabalho, esta re-
lacionado com o problema (1.3) onde substituimos a condi¢io de fronteira u,,(L,t) = 0 por

u,(L,t) = 0. Mais precisamente,

L
Ut + Upprr — M (/ |um<t)’2dl‘> Ugpy + h(ut) = O, cem [0, L] X R+,
0
w(0,t) = ug(0,t) = ug (L, t) =0,

Uaar (L t) = f(u(L, 1)) + g(u(L, 1)),
u(z,0) = u’(z), u(x,0) = u'(z).

ok

O segundo modelo, que estudaremos no Capitulo 3, estd relacionado a (1.3)
onde substituimos a dissipa¢do friccional por uma do tipo térmica, andlogo ao estudado por

Pazoto e Perla em [13]. A diferenca fundamental com [13] foi que neste caso retiramos o termo



Uzqr € consideramos outras condi¢des de fronteira, a saber,

v+t =20 ([ 0 )+ 0t =0, em [0.2] xR,
O — Opy — QUgzy = 8,

u(0,t) = uy(0,t) = uy(L,t) =0,

6(0,t) =6,(L,t) =0,

Uawe (L, t) = f(u(L, 1)) + g(ui(L, 1)),

u(z,0) = u’(z), u(z,0) = u'(z), O(x,0) = 6°(z),

onde « € uma constante positiva.

13
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo fixaremos notacdes e certos resultados sobre Distribuicao e

Espacos de Sobolev, resultados estes a serem utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

2.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta secdo apresentaremos 0s espacos funcionais e a no¢ao de derivada no

sentido das distribui¢des. Para isso, considere {2 um subconjunto aberto de R".

2.1.1 Distribuicoes e Espacos das Funcoes Testes

Seja u : €2 — R uma aplicagdo. Denomina-se suporte de » em §2 o fecho do

conjunto {x € Q;u(x) # 0} e representa-se por supp(u), ou seja, supp(u) = {x € Q;u(x) # 0}.
Denotaremos por C3°(€2) o espaco vetorial de todas as fungdes definidas em €2

que sdo infinitamente diferencidveis em €2 e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma

sequéncia de fungdes {u,},en C C5°(€2) converge para a fungdo u € C§°(€2) se as seguintes

condicdes sao satisfeitas:
i) existe K C €2 compacto, tal que supp(u, —u) C K, para todo y,

ii) paracada o = (avq,...,a,) € N' © = (xy,...,2,) € R", a sequéncia {Du, }nen
converge para D*u uniformemente em /', onde D representa o operador derivacao de

ordem « definido por

plol n
o
D = carpm ey oM af = > .
xz1 Vg - - - Uy i—1

O espaco C§°(€2) com esta nogdo de convergéncia é denominado espaco das fungdes testes e
serd representado por D(€2).

Define-se distribui¢@o sobre 2 a toda forma linear 7" sobre D(£2) que é conti-
nua no sentido da convergéncia definida sobre D(£2). O conjunto de todas as distribui¢cdes sobre
(2 € um espago vetorial, o qual representa-se D’({2). Neste espago vetorial diz-se que uma su-
cessdo (7),) .en em D'(§2) converge para T' € D’(2), quando a sequéncia numérica ((7),, u)) uen
converge para (T',u) em R, para toda u € D().

Considere uma distribuicdo 7" sobre {2 e & € N". A derivada de ordem « de

T', no sentido das distribui¢des, € a forma linear D7’ definida por

<DaT7 ()0> = (_1)‘04 <Ta Da90> ) V(,D S D(Q)
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«

Quando o € Ne x € R, denotaremos DI’ como
d

. Verifica-se que DT’ é uma distribuicdo
xa
sobre (2, e que a aplicagdo

D*:D(Q) — D(Q)
T — DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(£2). Isto significa que se

lim 7, = T em D'(Q), entdo lim DT, = DT em D'(Q2).

U—>00 HU—>00

2.1.2 Os Espacos L?((2)

Representaremos por LP(2), 1 < p < oo, o espago das fungdes mensuraveis
u: Q) — R, tais que |u|P é integrdvel a Lebesgue sobre €2, e por L>°(2) o espago das fungdes
mensurdveis v : {2 — R tal que existe uma constante ¢ com |u(z)| < ¢ quase sempre em 2. Os

espagos L”(€2) munido da norma

1
p
ullzr = ||ullzr) = (/Q lu(z) P da:) , paral <p < oo,

lull oo == [Jul| ooy = inf{c : |u(x)| < c quase sempre em O},

é um espago de Banach. Em particular, o espago L*(€2), cuja norma provém do produto interno

(u,v) = / u(z)v(z) de
Q
¢ um espaco de Hilbert.

2.1.3 Espacos de Sobolev

Seja € um aberto do R", 1 < p < oo e m € N. Representa-se por W"™P((QQ)
o0 espago vetorial de todas as fungdes u € LP({2) tais que para todo || < m, D%u pertence a
LP(2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuices.

O espago W"™P()) munido da norma

|w|lwme = [Jullwme@) = Z / |D%u(x)|Pdz | , paral <p < oo,
Q

laj<m

[ullwmse = [lullwmo@ = Y supess|Du(z)|.
laf<m e

¢ um espaco de Banach e sdo denominados espacos de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o

espago W™2(Q2) é um espago de Hilbert, representado por H™(£2), com o produto interno dado
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por
(u, V) pm) = Z (D%u, D) 200, Yu, v,€ H™(£2),

o] <m
e é denominado espago de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H™(f2) identifica-se com
L*(9).
Define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q).
Quando 2 é limitado em alguma direcdo z; de R" e 1 < p < o0, entdo a norma em W;""(Q)

dada por

e — S / Do) de |

laj=m

¢ equivalente a norma induzida por W™P(€).

2.1.4 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Considere X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7; X') o espago
das fungdes vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto

contido no intervalo (0, 7). Dizemos que ¢, — ¢ em D(0,7"; X) se

i) existe K C (0,7) compacto, tal que supp(¢, — ¢) C K, para todo v,
d* d*
ii) paracadak € N, ﬁnpl,(t) — %go(t) em X uniformemente em ¢ € (0, 7).

O espaco das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7") em X serd denotado por D'(0,7; X).
Neste espaco dizemos que uma sucessio (S, ),en € D'(0,7T; X) converge para S € D'(0,T; X)
quando (S, ) — (S, @) em X, Vyp € D(0,T).

Denotaremos por L”(0,7; X ), 1 < p < oo o espago de Banach das fungdes
u : (0,7) — X, tais que u é mensurdvel e ||u(t)| x pertenca a LP(0,7). Em LP(0,T; X)

defini-se a norma

1
T D
||u||Lp<o,T;x>=(/ ||u<t>uszdt)  paal<p<oo
0

l|w|| Lo 0,r;x) = inf{c ; ||u(t)]|x < ¢ quase sempre em (0,7)}.

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, entdo L?(0, T; X) é um espaco de Hilbert munido

com o produto interno
T
(u,v) 200,1:x) = / (u(t),v(t))x dt.
0

Representaremos por W™ (0,T; X), 1 < p < oo o espago de Banach

Wm™P0,T; X) = {u € LF(0,T; X) ;u(j) € L7(0,T; X), 0 < j < m},
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onde u") representa a j-ésima derivada no sentido das distribui¢des, com a norma

P

[ul[wmeo,rx) = (ZHU [y 0TX>

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago W™2(0, T'; X ) é denotado por H™(0, T; X),

que € um espaco de Hilbert com o produto interno

m

(w, ) amorix) = D (D, 09) 120 i)
=0

Representaremos por C°([0, T]; X) o espago das fung¢des continuas u : [0,7] — X, tais que
|u(t)||x pertenga a C°([0,T]), que juntamente com a norma

lulleoqoryy = max [lu(®)]x,

¢ um espaco de Banach. Denotaremos por C™([0,T]; X) o espaco de Banach das fungdes

dk
u:[0,7T] — X, tais que o j:(t) pertenga a C°([0, 7)) para 0 < k < m. Em C™([0,T7]; X)
X

defini-se a norma

du
dt

d™u
dtm

—i—...-i-‘

lllom o0 = lulleogo s, + \

Co([0,T7; X) CO([0,7];X) .

2.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta se¢do enunciaremos os resultados necessérios para o nosso trabalho,

cujas demons-tra¢cdes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaco vetorial munido do

produto interno (-, ). Entdo, dadas u, v € H, temos que
|(w, 0)| < lull e [[v]] &,
onde || - || = (-,-).
Demonstracdo. Ver [17]. O

1 1
Proposicao 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tal que —+ — =1ea,b > 0.
P q

Entdo
ab b
ab < —+ —
b q

Demonstragdo. Ver Teorema IV.6 de [16]. ]
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Proposicao 2.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que ) seja um aberto limitado de

R"™. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante c,, tal que
1,

Demonstracdo. Ver Corolério 1X.19 de [16]. O

Definicao 2.4. Seja X um espaco de Banach. Representaremos por X* o seu dual topoléogico,
isto é,
X*={L: X — C; L élinear e continuo}.

E, denotaremos por L(x), o valor de L em x € X.

Teorema 2.5 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Um operador linear limitado sobrejetor T’ defi-
nido em um espaco de Banach X a valores em um espaco de Banach'Y é uma aplicacdo aberta,
isto é, para todo conjunto aberto em X, sua imagem por'l' é um aberto em Y. Portanto, se I’ é

bijetivo, T~ ¢é limitado.
Demonstracdo. Teorema 4.12-2 em [17]. O

Lema 2.6 (Equivaléncia de Normas). Sejam X; = (X, || - ||1) e Xo = (X, || - ||2) espagos de

Banach. Se existe uma constante positiva cy, tal que
]l < e [l

para todo x € X, entdo existe uma constante positiva cs, tal que
[ ]l2 < ea [l

para todo x € X. (Logo as duas normas sdo equivalentes).
Demonstragdo. Defina o operador linear L : Xy — X3, dado por x — x. Uma vez que por

hipétese

ol _
[

temos que L e continuo e é bijetivo por defini¢do, assim pelo Teorema da Aplicacdo Aberta L~*

¢ continuo e portanto limitado. [

Lema 2.7 (Lema de Gronwall). Sejam ¢ € L>(0,T) e 8 € L*(0,T) tais que 3 > 0, p > 0 e

C' > 0 uma constante. Se

o(t) < C+ /Otﬁ(s)ga(s)ds, vVt € [0,T],
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entdo tem-se
o(t) < Celo 80)ds vyt ¢ 0,7).

Demonstragdo. Ver [15] em Appendices B.2.j. 0

Lema 2.8 (Aubin-Lions). Sejam By, B e By espagos de Banach tais que
By <3 B < B;

onde By, By sdo reflexivos, — denota imersdo continua e a imersdo de By em B é compacta.
Defina

d
W = {u € L"™(0,T; By) : u' = d—? e L”(0,T; Bl)}
onde 1 < py,p1 < el < oo. Entdo W munido da norma

[ullw = llullzroo,7:80) + 10/l o1 0,7:8.),

é um espago de Banach e a imersdo de W em LP°(0,T; B) é compacta.
Demonstracdo. Ver [14]. O
Lema 2.9 (Lions). Seja (g,) uma sucessdo de fungées L(Q) e 1 < q < oo. Se

(i) g, — g quase sempre em ();

(i) gl o) < e € N;
entdo, g, — g fraco em L1(Q).
Demonstracdo. Ver [14]. O

Lema 2.10. Se f € LP(0,T;X) e g—{ € LP(0,T;X) (1 <p < ), entdo f é a menos de um

conjunto de medida nula, continua de [0,T] — X.
Demonstragcdo. Ver Lema 1.2 em [14]. U]

Considere agora 2 C R""! um aberto cujos elementos serdo denotados por

(t,z),t € R, x € R" afun¢do f : Q@ — R" e o problema de valor inicial

{f@:mmm 2.1)

ZE(to) = XZ9-

Dizemos que f : {2 — R" satisfaz as condi¢des de Carathéodory sobre (2 se:
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(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,x) é continua em x para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C (2, existe uma fungao real mg(t) integravel tal que

|f(t,2)|re < mx(t), V(t,z) € K.

Teorema 2.11 (Carathéodory). Seja f : ) — R" uma funcdo que satisfaz as condigcoes de Ca-

rathéodory sobre R, entdo existe uma solucdo x(t) de (2.1) sobre algum intervalo

[t —to| < B(B >0).
Demonstracdo. Ver Teorema 1.1, p.46 de [20]. [

Lema 2.12. (Du Bois Raymond). Seja w uma fungdo localmente integrdvel em (2 C R tal que

| ut@yptaras =o,

para toda ¢ € D(S), entdo u = 0 quase sempre (q.s.) em L.

Demonstragdo. Ver Proposi¢ao 1.3.1 em [19]. [l
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3 PROBLEMA DA VIGA EXTENSIVEL COM
DISSIPACAO FRICCIONAL

Neste capitulo, estabeleceremos a existéncia e a unicidade de solucao do pro-
blema da viga extensivel com fronteira ndo linear e com um termo dissipativo do tipo friccional.
Feito isso, mostraremos o decaimento exponencial a partir da construcdo de um funcional de

Liapunov com derivada negativa associada a energia do sistema.

3.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Consideremos L > 0 e o seguinte problema da viga extensivel com amorteci-

mento nao linear na fronteira e com termo dissipativo

Upt + Upgpe — M (Hux(t)H%) Uz + (ug)) =0, em [0,L] x Ry, 3.1
u(0,t) = u,(0,t) = uy(L,t) =0 parat > 0, (3.2)
Ugaa (L, 1) = f(u(L,t)) + g(u(L,t)) parat > 0, (3.3)
u(z,0) = u’(z), us(x,0) = u*(z) parax € [0, L]. (3.4

Nossas andlises sao baseadas sobre os espagcos de Sobolev

V ={ue H*0,L) : u(0) = u,(0) = u.(L) = 0}

© W =VnH0,L)

equipadas, respectivamente, com as normas |[ully = ||uz|2 € [|ullw = [Jtuezll2 + || Uzzeel2s
onde ||.||, denota a norma de L”. Da Desigualdade de Poincaré e do Teorema da Aplicacdo
Aberta segue que ||.||v € ||.|lw sdo equivalentes as normas padrdes de H?(0, L) e H*(0, L). De
u(0) = uz(0) = u, (L) = 0 para u € W, temos

Jufloo < \/ZHUJEH% [tz][oo < \/ZHUMH% [ugll2 < Ltz 2. (3.5)

Precisamos impor hipéteses sobre as fungdes f,g e h. Assumimos que f,g : R — R sdo

continuamente diferencidveis tais que

f(s)s>0e f(s)s —2f(s) > 0,Vs € R (3.6)
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9(0) =0, (g(r) — g(s))(r — s) > p|r — s|*, Vr,s € R
e |g(r)] < Cylr|, Vr e R

(3.7

para algum p > 0 e alguma constante C, > 0. A condi¢@o (3.6) significa que f tem um
comportamento superlinear enquanto a condi¢io (3.7) é tipica para perturbagdes mondétonas de

fungdes lineares. E finalmente consideremos a fungdo h € C''(R) satisfazendo

h(0) =0, (h(r) — h(s))(r —s) > o|r — s|2, Vr,s € R (3.8)

para alguma constante C}, > 0. A hipétese (3.9) pode ser descartada caso h seja linear.
A seguir, enunciaremos o que entendemos como uma solucdo relacionado ao
problema (3.1) — (3.4)

Definicdo 3.1. Dizemos que uma funcdo u : [0, L] x [0,T] — R é solucdo fraca do problema

de valor inicial e fronteira (3.1) — (3.4) quando satisfaz a formulagdo fraca

L

d L L
wawdz + / U Wzdx + M ([lu(t)]3) / g () wedz +
0 0

dt Jy

L
+f(u(L,t)w(L) + g(u (L, t))w(L) + / h(ug)wdz = 0, (3.10)
0
para toda w € W no sentido de D'(0,T) e satisfaz as condigdes iniciais
0 d 1
u(z,0) = u(x), au(m,O) =u (z).

Nosso resultado de existéncia é:

Teorema 3.2. Seja M € C'([0, o0]), uma fungdo ndo negativa e assuma que (3.6)-(3.9) valem.

Entdo para cada u°,u' € W satisfazendo a condi¢do de compatibilidade
Uaea(L) = f(u (L)) + g(u'(L))
existe uma vinica solugcdo de (3.1) — (3.4) satisfazendo
u € L*(0,00; W) N C°([0, 00]; V') N W2>([0, oc]; L*(0, L)).

Demonstragdo. A demonstragio é feita usando as aproximagdes de Galerkin. Seja {w’} uma

base de W ortonormal em L?(0, L), tais que

u’,u' € Span{w', w?}.



Para cada m € N, coloquemos
W™ = Span{w*,w?, ..., w™}.

Procuramos por uma funcio

u™(t) = u™(x,t) = Z k() w?

tal que, para cada w € W™, a equagdo aproximada € satisfeita, isto €,

/OL ugy (H)wdz + /OL ull (H)wepdz + M ([Jul(t))3) /OL u (t)w,dz +
+f (W™ (L, )w(L) + g(ui” (L, t))w(L) + /OL h(uf"(t))wdz =0
com as condi¢des iniciais
u™(0) =u’ e u*(0) = u'.

Observe que, para w® € W™,

(u™(0),w") = <Z k‘j(O)wj,wi> = > ki(0) (wy, wy;) = ki(0)

e que

= <u?(0),wi>.

Usando (3.11) podemos reescrever (3.12) com w = w' como

Z k;-/(t) < i
V&

yc:m wzm> +

i

ij (wi, wi) + GI'(t) =0,
7=1

onde

23

3.11)

(3.12)

(3.13)
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Sendo {w'} ortonormal obteremos que os coeficiente k; devem satisfazer o sistema

K (8) + ki () [[w), |15 + M (Z k?(t)llwﬁ@) kiOlwil3 +G(t) =0, Vi=1,...

j=1

ki(0) =K e E(0)=k!, Vi=1,...,m

m
(3.14)

Escrevendo
ki (t) kY ki GT'(1)
X = : ) XO = : ) Xl == ) G = )
Ko (t) Ky Ky, Gn(1)
[wg, 13 [w, I3
w2, ] w2
A= . ) B = ’
w13 w3

teremos que o sistema (3.14) pode ser reescrito como

X"+ (A+M(X"BX)B) X +G(X,X') =0,
X(0) = Xo, X'(0) = X,

ondeXT:[kl(t) km(t)]eparaizl,...,mtemos

(G(X, X)) ([w
o ([ v |
<h<[w ]X'>awi>-

A

Fazendo agora Y =

X/

X// -
Portanto, o sistema anterior pode ser expresso como um sistema de equagdes diferenciais or-
dindrias de primeira ordem da forma

, ] teremos

Y =

X/ vioy— | X0
—(A+M (X"BX)B) X - G(X,X') |’ 0= X |
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onde F: [0, 7] x R*™ — R?™"! ¢ definida por

FtY) = x
(tY) = —(A+ M (X"BX)B) X - G(X,X") |

Mostremos que esta fungao satisfaz as condi¢des de Carathéodory.
Seja E=[0,T] xB,B={Y eR": Y| <¢},&>0,Y; € Bentdo

(i) Fixado Y, tem-se que F'(t,Y’) € mensurdvel em ¢ € [0, 7] pois M é continua e as func¢des

coordenadas de GG sao continuas em ¢.

(ii) Fixado ¢, as fun¢des coordenadas de F'(¢,Y") sdo continuas, logo F'(¢,Y") é continua em
t.

(iii) Aplicando a norma de R"*! em F temos

X/
H —(A+M (X"BX)B) X - G(X,X') -
| X'|+ |(A+ M (X"BX) B) X| +|G(X, X")]
= mp(t),V(t,Y) € E.

[E @Y ) ||gnes

IN

sendo mg(t) continua, logo integravel em [0, 7).

Portanto existe uma solugdo u™ em [0, ¢,, ), para todo ¢, € (0,7). A seguir faremos as estima-

tivas a priori, as quais servirdo para estender a solugdo a todo intervalo [0, T'].

Estimativa 1. Substituindo w = u}*(¢) em (3.12) teremos

/0 W2t (£) e+ / u (O (£ + M| (1)) / Wy (t)de +
T F (L)) (L) + g (L)) (L ) + / B (£)) " (£)d = 0,

isto &,

1d

7 {Ilul"(wllé + s @)3 + M(ul@))3) + gf(um@,t))}

L

o (LW (L) + [ b () (e = 0

onde M(s) = [o M(z)dz. Fazendo

Enlt) = B(t,u™) = [ )3 + I 03 + 58N (]3) + Fum (L))
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teremos

%Em(t) + g(u (L, ) (L, 1) + /0 B (8) )™ (t)d = 0.

Integrando de 0 a ¢, com ¢ < ¢,,,, obteremos

t t L
Em(t)+/ g(u?(L,s))u?(L,s)ds—l—/ / h(ui*(z, s))uy (x, s)dxds = E,,(0)
0 o Jo

onde

1 m 1 m 9 m £r.m

En(0) = gl (0)ll3 + 5l ()15 + 2M (| (0)[13) + f (w™ (L, 0))
1 1 ~ .
= Sllutll5 + Slia 15 + 2M (([eg2) + f(u?(L)).
De (3.6) e por M ser ndo-negativa, existe M; > 0 tal que
T
lui" (@11 + lluz (0112 +/0 9(u" (L, t))u]" (L, t)dt +
T /L
+/ / h(ui*(s))uy*(s)dzds < M, (3.15)
o Jo

para todo ¢ € [0, 7] e para todo m € N, ou seja, a solugéo pode ser estendida a todo intervalo
[0, T7].

Estimativa 2. Vamos agora obter uma estimativa para u}7(0) na norma de L?. De (3.12) com

w = up}(0) e t = 0, obteremos
L L L
/ i (2, 0)|2da + / Wl (, 0)dz + M| (0)]2) / " (, OYull (, 0) -+
0 0 0
L
PO (L, 0) + g YL, 0) + / B (i, 0))ult (, 0)dar = O,
0
isto é,
L L
g ()12 + / Wy (2, 0)d + M(2)2) / WO, 0)da+
0 0

+ [f(uO(L)) + g(ul(L))} up (L, 0) +/0 h(u")u(z,0)dr = 0.
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Assim, integrando por partes e usando (3.9)

L L
g (0)13 < v (L) (L, 0) —/0 ugmu?f(:v,o)dwrM(HU?;H%)/O Uy tiyy (2, 0)dz+
L
= [f(W’(L)) + g(u' (L))] U?Z(L,0)+Ch/0 [ ||ug} (2, 0)|da.

Usando a condic@o de compatibilidade, (3.3), (3.5) e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz tere-

mos

[ )5 < s 2l (0)[l2 + M (1) gy 12 [luff (0)]2 +
+Chllut 2 [luiz (0)12

Logo
luf 013 < C [ugapallz + M(lug i) lugyll2 + [lu[l2] lu (0)]2,

e portanto, aplicando a desigualdade de Young e hipdteses sobre os dados iniciais, existe
M, > 0 tal que

lufy (0)]]2 < Ma, ¥m € N. (3.16)

Estimativa 3. Agora vamos obter uma estimativa para u}} e u”, na norma de L?. Fixe t,£ > 0

tais que £ < 7' — t. Tomando em (3.12) ¢ valendo t = t + £ e fazendo a direrenga com (3.12)

com ¢t = t e substituindo w por u}*(t + &) — u}*(¢), obteremos

/0 (U (t + &) — () (u™ (t + &) — u™(t))dx +
n / (W (8 + €) — u () (u (¢ + €) — w (1)) de +
" / M (t + )2 (¢ + &) (¢ + €) — w(6)) e +

/ MR OB (O +€) = () do +
WLt )~ F (L)L + )~ (L)
T4 AT )

+/0 (h(uz"(t + €)) — h(ui" () (uf" (t + &) — uf"(t))dw
=0
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isto €,
1d

2dt

(f

+(g

{lluf"(t + &) — u ()3 + lluip(t + &) —ul @)]I5} +
(Lt €)= fu™ () (ug" (Ly t+ &) — u* (L, 1)) +
F (Lt 4+€)) — gl (1)) (ui" (L, t + &) — u" (L, 1)) +

(u
(u;
(h(u”(t + &) — h(w(£))) (uf" (t + §) — ui" () dw +

/ (
[ Mz Ozt o+ - s +

2
N
i [ ur
[ M O R ) 6+ €) (o)) = . 6.17)
Fazendo
= [ MO R+ s+ O — o +
- [ MO - o)

vamos estimar |/|. Somando e subtraindo M (||u™(t + &)[|3)u™(t) (uT(t + &) — uT(t)) teremos

I = M([luz'(t+ 9l )/( o (E+ &) —ug' (1)) (upy (t + &) — ug(t))dz +
FAM / W+ €) — u())da,

onde AM = M(|Ju(t + &)||3) — M (|lum(t)||3). Integrando por partes

I = —M([Juz'(t+ )3 )/0 (s, (t 4+ &) — ugs (£)) (u" (t + &) — u (t))dw +
—AM/O W () (W €) — ul (1)) da

Agora, do Teorema do Valor Médio, da imersdo (3.5) e da estimativa (3.15), existe uma constante
C, > 0 tal que

[AM]

M (|| (8 + O)113) = M(Jluz (0)[15)] = C Il (¢ + &I — [l (1))
Ol (¢ + 2 = luz" Ol (s (& + 2 + [z (0)]]2)

< COllug(t+ &) — w (O)l|2(lJuz (£ + €)ll2 + [lu ()]l2)

< Gillug(t+6) =" O]

Da dltima desigualdade, de M (||u(t 4 £)|3) ser limitado e (3.5) segue utilizando a Desigual-
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dade de Young que
LC2 2 1 2
1< [ SR~ uhOF + S+ € - )Pl +
0

L012 m m 2|, m 2 1 m m 2
) — It + &) = wi (O)llzfuzs (O + Sluf”(t + &) — w(8)"de

< Gofluln(t+ ) — w3 + lu" (¢t + &) — " ®)]13
e portanto

1] < Colluge(t+€) —uge ()l + lu(t + &) — w"(B)ll2 +
+ L (Lt 4+ ) — (L) (3.18)

para certa constante positiva C'y. Faremos um argumento similar para f. Usando a Desigualdade

de Young teremos

A = |f(u™(L,t+&)) — fu™(L, )" (L, t + &) —ui(L, 1)
< %V(Um(L, t+€) = fum™(L,6)]* + gluf‘(L,t + &) —u(L, 1)

Agora, do Teorema do Valor Médio, existe uma constante C' positiva, tal que

C
A S (Lt €) = (L O + Gl (Lt + ) — (L 0)F
C
< o (e &) — (O + Gl (Lt €) — (L 1)

Da imersdo H?(0, L) < L*>(0, L) segue que existe uma constante positiva C3 tal que
A < Collug(t+€) = w3+ Slui (L, t 4+ ) — u (L), (3.19)
Fazendo
P (t,§) = [ufy (t + &) — uy (D)l3 + 1w (t + &) — u (B3

e levando em conta (3.18) e (3.19), deduzimos de (3.17) que

%q)m(t &) + (g (Lt + &) — g(u" () (ui" (L, T + &) — ui* (L, 1))] <

< (Co 4 C3)Ppa(t,€) + pluf (L, t + &) — uf(L, )] +

n / (™ (& + €)) — h(u™ (1)) (ul"(t +€) — ul"(t))de.
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Da hipétese (3.9) sobre h, obteremos

/0 (Ru"(t + €)) = h(w(8)) (" (t + ) — w"(t))dw <

L

<C / Pt €) — (1) P
0

< CP,,(1, ).

disso

e portanto
Pon(t,€) < ©(0, €)™, VL E[0,T).

Dividindo a equagdo acima por £2 e fazendo £ — 0 teremos

o+ ) — w3 + (¢ + ) — (1)

<
€50 & -
= () — (O3 + (&) ~ uP O o
T &0 52

= (Ilufs, ()13 + [y (0)[]3) 7"
isto €,
gz (013 + gy (013 < (lugy |13 + i (0)]13)e™
e da estimativa (3.16), existe uma constante M3 > 0, dependendo apenas de 7', tal que
lufza (O3 + lugg (V)15 < Ms, ¥m € N, ¥t € [0, 7). (3.20)

Com as estimativas (3.15) e (3.20) podemos usar o Lema de Lions-Aubin para conseguir a
compacidade necessaria para passar o limite em (3.12). De onde segue a existéncia da solugio
geral em [0, 7).

Passagem ao limite. Da estimativa (3.15) temos

(W) élimitadaem L*(0, 00; L*(0, L)) (3.21)
(u™) élimitadaem L°(0, 00; W) (3.22)

Como H1(0, L) — L2(0, L) e L>(0, T; L2(0, L)) = (L'(0, T; L2(0, L)) e L'(0, T; L(0, L))
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é separdvel, existe uma subsequéncia de (u™) que denotaremos da mesma forma e & em L>(0,T'; L*(0, L))

tal que

*

u™ — wem L*(0,00; W) (3.23)
™ = 4, em L®(0,00; L(0, L)) (3.24)

Observando que L>(0,T;L*(0,L)) < L*(0,T;L*(0,L)) = L*(Q), fazendo a identifica-
¢do L*(0,T; L?*(0, L)) = L*(Q), usando sua reflexividade e de (3.23) obteremos uma subse-

quéncia de (u™), que denotaremos da mesma forma, tal que
u™ — wem L*(Q), onde Q = [0, L] x [0, T].

Pelo fato da convergéncia fraca em L?(Q) implicar na convergéncia no sentido das distribuigdes,

temos

u™ — wem D'(Q).
Como o operador derivagdo é continuo em D’ (()), temos que

u” — u; em D'(Q).
Da mesma forma, usando (3.24), obteremos

u — tem D'(Q).
Assim, da unicidade do limite fraco em D’(Q), resulta que

U = ug q.8. em Q.
Portanto
u™ =, em L2(0,T; L2(0, L)). (3.25)

Multiplicando (3.12) por 6 € D(0, t) e integrando de 0 a T', teremos

/0 [(U?Z(t),wi) + (U (8), wiae) + M ([ (0)3) (u (), i) + f (™ (L, )wi(L)+

g(uf (L, 0)wr(L) + (A (1)), wy) | 6()dt = 0
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usando integragdo por partes, obteremos

| @@ [ e [0 (o) w0
+ /0 Flum™ (L, ) wi(L)0(t)dt + /0 g (u (L, ) ws(L)O()dt + /0 (h(u™(£)), w:)0()dt = 0.

As condigdes (3.23) e (3.25) sdo suficientes para passar o limite na parte linear. Analisaremos

agora a parte ndo linear. Considerando o conjunto
W = {ue L*0,T;W) : u, € L*(0,T; L*(0, L))}
munido da norma
[ullyy = [lull2omvy + lluellz20/m2200,0))
temos de (3.21) e (3.22) que
(u™) é limitada em V.

Logo, pelo Teorema de Aubin-Lions, obteremos uma subsequéncia de (u,, ), a qual denotaremos

da mesma forma, tal que
u™ — wu forte em L*(0, 00; L*(0, L)). (3.26)

De h ser continua, de (3.22) e do Lema de Lions, segue que

/OT[(h(UT(t)),wi) = (n(ue(£)), wi)]6(t)dt = /OT(h(UT(t)) — h(u(t)), wi)0(t)dt
< /OT 1A (ui” (£)) = Pur () |[2llwi[0(F)dt
< Gy /OT [ (t) — we(£)]]2][wil () dt — O
quando m — co. De M ser continua e de (3.26), temos
M (Jlug ®)3) — M ([lus(8)]13) . 5. em [0, T].
Além disso, de (3.15) segue que

M ([[u™(@)]3) < ma
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onde m; = max{M()\) : 0 < A < ||[u™(t)||3}. Assim, pelo Lema de Lions segue que
M (' @)]12) = M (Jluz(®)]lz) em L*(0,T).
Assim

/0 (Ml ()112) (@i (£), wia)0(t) — M ([ua(t)]13) (ua(t), wie)0(E)ldt] <

< [ @18) 0 = M (a0)18) 0. 660
< [0 (R O1) @)~ M (huaO13) w0l o0t
< [ IO | (R O1R) M (@I lusaliolde +
/OL [[M ([ua@)12) | 107 (#) = we () ]l2llwiell210)]] dt
converge a zero quando m — oco. Por outro lado, temos de f ser continua que
fw™(L,t)) — f(u(L,t)) q.s. em [0, 7],
e pelo Teorema do Valor Médio, existe uma constante C' > 0 de forma que
[f @™ (L, 1) = f(u(L,1))] = Clu™(L, t) = u(L,t)] — 0

quando m — oco. Assim

/0 S (L )wi(L)B(E)dt — / F(ul( L, ))ws (L)6(E)dt

para m — 0. De g ser continua, de (3.22) e do Teorema de Lions segue que

/Og(u;"(L,t))wi(L)H(t)dtH/o g(ui* (L, t)w;(L)6(t)dt

quando m — oo. Das convergéncias anteriores segue que para toda 6 € D(0,T) que
T

/ (ut(t),wi)e’(t)dtJr/ (um(t),wi,m)e(t)dtjt/ M ([lua(8))13) (ua(t), w;z)0(t)dt+

+ /0 Fu(L, 1) w; (L)O(t)dt + /0 glu(L, 1))y (L)O(t)dt + /0 (R(uy(t)), w)0(t)dt = 0.

Concluindo, pelo Lema Du Bois Raymond, que u € solu¢do do problema.

Regularidade. Da estimativa (3.20) obteremos



(u™) élimitadaem W?>(0,T;L*(0,L))
(uy") ¢€limitadaem L>(0,7;V).

Como anteriormente, de (3.27) e (3.28) obtemos

u™ — wem W>*(0,T; L*(0, L))
u” > ugem L=(0,T;V)

De (3.23) — (3.25) e do Lema 2.10, segue que
u e C(0,T;V), paratodo T > 0.
Portanto, disto e de (3.23), (3.25), (3.29), (3.30) concluimos que

w € L0, T;W)NnC(0,T; V)N W20, T; L*(0, L)).

Condigdes iniciais. Considere § € C'([0,T]),com #(0) = 1e (T) = 0. De

u™ > ugem L(0,T;V)

tem-se

T L T L
/ / uMwldxdt — / / wwddrdt ¥ € L*(0, L).
0 0 0 0

Integrando por partes, teremos que

L T L L T L
—/ u™(0)wdx —/ / u"wl dedt — —/ u(0)wdx —/ / uwb' dzdt
0 o Jo 0 o Jo

Agora de
u™ 5 wem L=(0,T,V)
teremos
L L
/ u™(0)wdzx —>/ u(0)wdz, Yw € L0, L).
0 0

Em contrapartida, de ©™(0) = u° entdo pela unicidade do limite fraco, u(0) = u°.
1
u

gamente temos u;(0) =

34

(3.27)
(3.28)

(3.29)
(3.30)

(3.31)

Analo-
. Com efeito, seja 6 € C1([0,T1]), tal que #(0) = 1e (T) = 0.
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De
upp = ug em L0, T; L*(0, L))

teremos

T L T L
/ / upywldrdt — / / ugwldrdt, v € L*(0, L).
o Jo o Jo

Integrando por partes

L T /L L T /L
—/ uy(0)wdx —/ / u"wl' drdt — —/ u(0)wdzx —/ / wewl' dzdt
0 o Jo 0 o Jo

Como
u™ > uem L2(0,T;V)

segue

T L T L
/ / uwl' dzdt — / / wwt' dxdt,
o Jo o Jo

de onde resulta
L L
/ uy* (0)wdr — / uy (0)wdzr, Vw € L*(0, L).
0 0
Assim
u(0) — u,(0) em L*(0, L).
E como u}*(0) = u', assim, pela unicidade do limite fraco, que u;(0) = u’.

Unicidade. Sejam u, v duas solucdes de (3.1) — (3.4) com a mesma condi¢do inicial. Entdo
escrevendo z = u — v, vemos que z(0) = z(0) = 0 e de (3.10),

L

/OL 2u(tywdz + /OL 2 () + M (| (1)]2) /0 (1) woddi +

—M(va(t)H%)/O ve(H)wdr + [f(u(L, 1)) — f(o(L,8)Jw(L, t) +

Colocando w = z;, usando o Teorema do Valor Médio, (3.15), (3.17) e a Desigualdade de
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Young como na estimativa 3, deduzimos que para alguma constante C' > 0,

%{H%(tﬂli + |2z (B3} < CLUlz @) + ll2aa (B3}, VE € 0, T].

Do Lema de Gronwall vemos que u = v. [

3.2 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Nesta sec@o vamos estabelecer o decaimento exponencial do prolema da viga
extensivel (3.1)-(3.3) onde assumiremos que (3.6)-(3.9) sejam satisfeitas e com a hipdtese adi-

cional
M(s)s > M(s), Vs eR. (3.32)

Defina a energia do sistema (3.1) — (3.3) por

B(t) = gl (O3 + gl (I + 507 (lua(BIF) + FCu(L. ).

Ao decorrer deste capitulo denotaremos u = u(x,t) quando a omissdo das varidveis ndo preju-

dica o significado. A energia do sistema satisfaz o seguinte Lema.
Lema 3.3. Seja u solucdo de (3.1) — (3.3), entdo a energia associada satisfaz

d

B0 =~ L)L)~ [ s

Demonstracdo. Multiplicando (3.1) por u; e integrando de 0 a L

L L L L
/ Ul dx +/ UpUgppadr — M (||ux(t)||§) / Uplg AT +/ h(ug)usdz =0
0 0 0 0

usando integragdo por partes e as condi¢des de contorno,

1d

2di {/0 g |? + it [Pd + M (|Jug(8)]|3) + 2f (u(L,t))} _

L
= —g(uw (L, t))uy(L,t) —/ h(ug)ude,
0
isto €,

d

%E(t) = —g(u(L,t))us (L, t) —/0 h(ug)ude.
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Consideremos o funcional

L
U(t) :/ uugde.
0

Lema 3.4. Com as hipoteses do Lema 3.3, vale a seguinte desigualdade

d

L) < Cluo)l3 - 3E(0)

para algum C' > 0.

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo (3.1) por u e integrando de 0 a L

L L L L
/ uugdr + / Ul ggpedx + M (||uz(t)||g) / U AT +/ h(ug)udz = 0.
0 0 0 0

Integrando por partes teremos de u(0,¢) = 0 que

L L
a4 {/ uutdx} / lug|?dr — (L, t)tgee (L, t) +/ Ug Uy AT +

Usando a condicd@o de contorno (3.2) — (3.3) e integrando por partes novamente

g {/ ““’fdx} - / g Pdz — u(L, 1) f (u(L, 1)) — u(L, Dg(ui(L, 1) +

L L L
—/ tge Pl — M ([lua(0)]2) / 2 — / h(up)uda.
0 0 0

Assim de (3.6) e (3.32)

d L L .

S [} < [P - 27(20) + ol ollatu(z )]+

0 0
L . L
—/ g Pdz — M (JJus(t)]]3) —/ h(ug)udz. (3.33)
0 0

Analisaremos os termos da ultima desigualdade. Da imersdo (3.5) e da Desigualdade de Young

L2 [t (8) 2] g (e (L, 1))
01+ Zlg(un (L, 1)

[u(L, )] (ue (L, 1))]

IN

IN
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Agora, da hipétese (3.7)
1
(L. )LD < () + LChu(L. 1) (3.34)

Agora, utilizando a hipétese (3.9) juntamente com a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.5) e
a Desigualdade de Poincaré

L
—/ h(upude < Chllue(t) 2llu()l2 < L2Chllue(t)l|2]lteo (t)]]2-
0
Assim, da Desigualdade de Young
g 1 2 4,2 2
= [ huude < S lus(t)]z + LG lud@)]]2. (3.35)
0

Substituindo as desigualdades (3.34) e (3.35) em (3.33) teremos

d L 4,42 2 ¢
@{ / uutdg;} < (14 LC) )l — 2f (u(L. 1)) +

1 L ~
_5/0 (|2 — N (|| (£)2)
3

(3+2¢2) lutol} - 350

IN

Portanto segue a demonstragao do lema. [

Lema 3.5. Assuma as hipdteses do Lema 3.3. Fazendo E. = E(t) + e€VU(t), entdo existe Cy

uma constante positiva tal que
|E(t) — E(t)| < eCoE(t) Ve > 0.

Demonstragdo. De fato, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

L
/ uudx
0

< ellu(®)|oflue(®)]]2-

|Ec(t) = E(0)] = e[V(t)] =e

Aplicando a Desigualdade de Poincaré e a Desigualdade de Young na primeira parcela do lado

esquerdo obteremos

|Ec(t) — E(1)]

IN

O [laa(8)]3 + s (8) 3]
< eCoE(t).
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Lema 3.6. Com as hipoteses do Lema 3.3, temos que existe €; > 0 tal que

d

€1
—F < ——F T|.

Demonstragdo. De fato, dos Lemas 3.3 e 3.4 segue que

d

CE(0) < —g(ut(L,t))ut(L,t)—/O Blug)undz + Cer a3 — LE().

2

Das hipéteses (3.7), (3.8) e fazendo ¢; pequeno teremos

CEBa(t) < —phu(L0) ~ (0 — Cer) a0 ~ L)
< —%E(t).

]

Teorema 3.7. Seja u a solugdo do problema (3.1) — (3.3). Entdo existe uma constante positiva

0 tal que
E(t) < 3E(0)e % vt > 0.
Demonstragdo. Fazendo ey = min {ﬁ, 61} para € < ¢,
1 3
5E(zﬁ) < (—eCo+1E(t) < E(t) < (eCo +1)E(t) < 5E(zs)

Assim do Lema 3.6 temos

E(t) < —-E() < —=E.(t
ZE(t) < —TE() < —cE1)
ou seja,
d <
y {E(t)es'} <0
Portanto
—£¢ 3 —£¢
—E(t) < E.(t) < E(0)e " < §E(0)e 6
ou seja,

o que conclui a demonstracao do Teorema. [
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Observacao: O Teorema 3.7 permanece valido mesmo quando f = 0 na condicao de fronteira,
isto €, gy (L, 1) = g(ui(L, t)).
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4 PROBLEMA DA VIGA EXTENSIVEL COM
DISSIPACAO TERMICA

Neste capitulo, estudamos a existéncia, unicidade e comportamento assinté-
tico de solugdes para o problema da viga extensivel com amortecimento na fronteira ndo linear

e dissipacdo térmica, dada por

sy + Ugggw — M ([[ug(t)]3) oz + @by = 0em [0, L] x Ry “4.1)
O — Oy — UUyyy = 0em [0, L] X Ry 4.2)
u(0,t) = u,(0,t) = uy(L,t) =0em R, 4.3)
0(0,t) = 0,(L,t) = 0 em R, 4.4)
Upaa (L, 1) = f(u(L, 1)) + g(ue(L, 1)) em R (4.5)
u(z,0) = u’(z), u(z,0) = u'(z), (x,0) = 0°(z) em [0, L] (4.6)

onde « € uma constante positiva.

4.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Nesta secdo vamos mostrar a existéncia e unicidade para o problema (4.1) —
(4.6) via Método de Faedo-Galerkin.

Nossas andlises sao baseadas sobre os espagos de Sobolev

V ={ue H*0,L) : u(0) = u,(0) = u,(L) =0},
W =VnH*0,L),
U={6e H*0,L):6(0)=6,(L)=0},

onde as normas em V', W e U sdo, respectivamente,

lully = lluaellz, lullw = llusella + tuaseells € 10lv = [6uz]l2,

onde ||.||, denota a norma de L”. Da Desigualdade de Poincaré e do Teorema da Aplicacdo

Aberta segue que ||.||v, ||-|lw € ||- |l sdo equivalentes as normas padrdes de H?(0, L), H*(0, L)

e H%(0, L), respectivamente. De u(0) = u,(0) = 0 parau € U e 6(0) = 0 para § € W, temos
Jul[ee < \/ZHUOBH% [[ta]leo < \/EHUMH% [uall2 < L[ugsll2,

16]lcc < VL{|6z]|2, 16]l> < LI|6x]|2- 4.7)

Precisamos impor hipdteses sobre as fungdes f e g. Assumimos que f,g : R — R sdo conti-
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nuamente diferencidveis tais que

f(s)s>0e f(s)s —2f(s) > 0,Vs € R (4.8)

9(0) =0, (g(r) — g(s))(r — s) > p|r — s|*, Vr,s € R

4.9)
e [g(r)] < Cylrl, vr e R

para algum p > 0 e alguma constante C;; > 0. A condicdo significa que f tem um comporta-
mento superlinear enquanto a condic¢do (4.9) € tipica para pertuba¢cdes mondétonas de fungdes
lineares.

Enunciaremos, agora, o que entendemos como uma solugéo relacionado ao problema (4.1) —
(4.5).

Definicao 4.1. Consideremos as funcées u,0 : [0, L] x [0,T] — R. Dizemos que o par (u,0)
é solucdo fraca do problema de valor inicial e de fronteira (4.1) — (4.6) quando satisfaz a

formulacado fraca

L L L
/ wpda + / taopand + M ([lun(t)]2) / tapada+
0 0 0

o / Oupnda + f(u(L,1))(L) + gluy(L,1))p(L) =0,

L L L
/ O, wdxr + / 0w dx + a/ UgpWedx = 0
0 0 0

para todas ¢ € W, w € U no sentido de D'(0,T), e satisfaz as condigdes iniciais

u(z,0) = u’(z), %u(m,()) =u'(z), 0(x,0) = 6(z).

O resultado quanto a Existéncia e Unicidade do problema (4.1)-(4.5) serd estabelecido pelo

seguinte teorema:

Teorema 4.2. Seja M € C'([0,00]), uma funcdo ndo negativa e assuma que (4.8) e (4.9)

valem. Entdo para cada u®,u' € U e §° € W satisfazendo a condigdo de compatibilidade
Unao(L) = f(u"(L)) + g(u' (L))
existe um unico par de fungées (u,0) tal que

u € L*(0,00; W) NC?(0,00; V)N W™ (O, oo; L*(0, L)) ,
9 € WH (0,00; L*(0,L)) N L>(0,00; U).
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Demonstragdo. (Existéncia). A prova segue usando o método de Faedo-Galerkin. Escolhere-

mos bases {¢’}jen, {w’};en dos espagos TV e U, respectivamente, tais que

u’,ut € Span{e', ¥}
0" € Span{w'}.

Para cada m € N coloquemos
W™ = Span{e',..., 0" e U™{wy, ..., w™}.
Poderemos supor, sem perda de generalidade, que {¢’}cn € {w’};ey sd0 ortonormais em

L*(0, L). Procuramos u™(t) € W™ e §™(t) € U™ tal que paracadap € W™ ew € U™

L

L L
/0 a3 (t)pda + / W () puade + M ([u(1)]2) / W (t)pudi 1
L
—a [ e+ FML WD) + g (LD =0, @10)
0L L L
/ 0" (t)wdz +/ 0" (t)w,dx —|—a/ up (t)wzdr =0 (4.11)
0 0 0
com condig¢des iniciais
u™(2,0) = u’(x), uf'(z,0) = u'(z), 67 (x,0) = 6°(x). (4.12)

Mostraremos que para cada m € N existe solu¢do do sistema (4.10) — (4.12). Para isso, o
reescreveremos como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias e utilizaremos o Teorema
de Carathéodory.

Sejam

m

=Y WP @, 00 =Y 0w )

Jj=1

e tomando em (4.10) € (4.11), o = ¢’ e w = w’ temos

Z () (¥, ¢") + Z hi(t) (¢, ¢") +
+M<I|Zhj %H>Zm (2 ¢2) + Hilt) =0

Jj=1
m

Zp;(t) <wj,wi>—|—2pj (wl,wl) + Fi(t) =0,
P =1
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onde,

+g (Z h}(t)soj(L)) o'(L),

Py = a0 ).

Hi(t) = —a <ij(t)%Ui,wi> +f (Z hj(t)soj(L)) (L)

Observe que, para ¢' € W™ e w' € U™ teremos,
(u™(0),¢") = hi(0), (ui"(0),¢") = hi(0) e (0™(0),w") = p;(0).

Usando o fato de que {¢’ } jen € {w’ } jen s@0 ortonormais, os coeficiente h; e p; devem satisfazer

o sistema,

R (1) + hi(t) |05 115 + M (Z h?(t)llsoiH%) hi(t)lleallz + Hi(t) = 0

j=1
Pi(t) + pi(t)[Jwi]3 + Pi(t) = 0
hi(0) = h?v h;(0) = h'}a p:(0) :p? Vi=1,...,m.

Escrevendo ~

ha(t) p(t) h1(0) hi(0)
X = ) Y = ) XO = ) Xl = )
) pnl) | ha0) ,(0)
p1(0) Pi(t) Hi'(1)
Yb = ; P = 3 H = ;
pml0) Po(t) | 1)
122113 ez ll3
2 1|12 21|12
L Ittt e Il |
ler 3 el
[z 13
. 2l

i[5
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obtemos
X"+ (A+M(X"BX)B) X +H(X,X,Y) =0
Y+CY +P(X')=0 (4.13)
X(0) = Xy, X'(0) = X1, Y(0) =Y,

onde X7 = [ ha(t) ... hn(t) } eparai=1,..., m temos

(H(X, X', Y) = —a <ij(t)wi,s@i> +f (Z hj(t)soj(L)> (L) +

+o (i % (t)wj(L)> (D)

= —a<[w; w;”}Y,<p§S>+
+f ([ e e | X))+
([ et o em@) | X))

X
Fazendo Z = | X’ | temos
Y
X’ X' Xo
Z'=| X" | =| —(A+ M (XTBX)B) X — H(X,X",Y) |, Z(0) = | X,
Y’ —CY — P(X") Yo
reescrevemos, assim, (4.13) como
Z' = F(t, Z)

onde

X/
F(t,Z)=| —(A+M(X"BX)B)X — H(X,X.Y) |.
—CY — P(X')
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Mostra-se por argumento semelhante ao Capitulo 2 que F’ satisfaz as condicdes de Carathed-
dory. Portanto, o sistema (4.10) — (4.11) com as condi¢des iniciais (4.12) admitem solu¢des
locais (u™,0™) em [0, t,,), para todo t,,, € (0,7). As estimativas a priori feitas a seguir mos-

trard que esta solugdo pode ser estendida para (0, T") para todo 7" > 0.

Estimativas a priori

Estimativa 1. Substituindo ¢ = u}*(t) e w = 0™(t) em (4.10) e (4.11), respectivamente,

teremos

1d

Sdl {/0 Iu?‘(t)Pdﬁ/o |ugé(t)|2dx+]\>[(||u?(t)||§)+2f(um(L7t))}:

= —u"(L,t)g(u*(L,t)) +a/0 0" (t)uyy (t)de,

onde M(s) = [ M(z)dze

0

sl ) roPary =~ [ P —a / o s

Somando as duas dltimas igualdades segue que

1d
2dt

= (L g (L, 1)) — / 07 (1) [2d

{/O [l (8)] + | (8)]% + 167 ()] de + M ([l ()]13) + 2f(um(L,t))} =

Fazendo

Bult) = Bt 0) = 5 [ [ @)F + o + (o) do +
SNl (0118) + Fm (L)

obtemos

d

Bl (L)L) + [l (o)dz =

Integrando a igualdade anterior de 0 a ¢, com ¢ < ¢,,, segue que
t t L
En(t) + / u (L, s)g(u* (L, s))ds + / / |67 (s)|*dzds = E(0)
0 0o Jo
< 2 [Jlul Iz + lluaa Iz + 16°1]

independente de m e de t. Portanto, a solugdo aproximada pode ser estendida ao intervalo [0, T'].
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Em particular, existe M; > 0 tal que

T
[ 0113 + [l 015 + 1107 ()13 +/ i (L, t)g(ui (L, t))dt < My (4.14)
0
para todo ¢t € [0, 7] e para todo m € N.

Estimativa 2. Agora vamos obter estimativas para u}7(0) e 67*(0) na norma L?. Substituindo

o =u}(0), w=0(0) em (4.10) e (4.11), respectivamente, com ¢ = 0 temos

| izt o+ / % (, O)u i, 0+
M (e (O)]2) / o, Oy, 0)dz + £ (u™ (L, 0)) (L, 0) +

+g(u* (L, 0))ui; (L, 0) / 07 (z, 0)uly,(x,0)dz =0

L L L
/ |9;n<x,o)|2dx+/ 9$<x,o)eg(x,0)dx+a/ ™ (2, 0)07(z, 0)dz = 0.
0 0 0
Usando integracdo por partes e as condi¢des de contorno, temos
L
o2 O + [ w01 o 00 +

L
Y (Hu;n(())ug)/ W™ (2, 0)u (x, 0) dx—l—oz/ o™ (2, 0l (, 0)dax = 0,

L L
16700 ~ | 02,0087 (0, 0)de — o [ a2, 007z, 0)de =0
0 0
Assim, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que,

luf )5 < [ltgagell + M (luzll2) lugallz + allOzll2] llui (0)]]2,
1075 < [l165l12 + allug, 2] 165 (0)]]

A

portanto usando a Desigualdade de Young e regularidades dos dados iniciais segue que existe

M, > 0 tal que

up (0)]]2 + 167 (0)]]2 < My V¥m e N. (4.15)



48

Estimativa 3. Agora vamos obter uma estimativa para u}?, u, e 0" na norma L?. Fixe t,£ > 0

tais que £ < T — t. Tomando a diferenca de (4.10) com ¢ valendo ¢ + £ e ¢ e, fazendo ¢ =

u(t + &) — u*(t), obteremos

5 L (€)= ()1 a6+ €) — (D3} +

+/ M ([lu (t + N2 (t + ) (ugy(t + &) — ufy(t))da +

/Muu B ()it + €) — wi(B)de +
L)~ HO L+ (L)
T 1) HE T2 )

o / (07 (£ + €) — 0™ (0) (W™t + €) — u(t))de = 0.

Agora, fazendo a diferenca de (4.11) com ¢ valendo t+¢ e t e, colocando w = 0™ (t+¢)

obteremos

o L1 ©) — 0 (DIZ} + 167+ €) — 07 (1) +

ta / (W (t+ €) — ul ()67 (¢ + €) — 67(t))di = 0.

Somando as duas dltimas igualdades teremos

1d
2dt{uut (t+€) —wl DI + i (t+ ) — ()3} +

+§£{Hemt+g)—9m M2+ (|0 (4 &) — 0 (1)1 +

+/ M ([l (t + 1) (t + ) (ugi(t + &) — upy(t))dz +

/ M () B ()it + €) = (1) +
WL+ €)) = (L) (L4 €) — uf(L,1)
+<g<ut (1) — gl (L) (L, 4€) — i (L,1) = 0.

Denote por

1=/0 (M ([fuz' (¢ + &)2)ug (¢ + &) — M([lug (12w (6)) (ugi(t + €) — ugi(t))da.

Vamos estimar |/|. Somando e subtraindo o fator

Mt + ) / W)W+ €) — u(1))da

—6™(1),

(4.16)
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em /, segue que

I = M(ur(+ O / (Wt +€) — ™ (6) (ul(t +€) — u(1))de +
LAM / (W (t + €) — u(t))d,

onde AM = M(|[u™(t + &)||3) — M(||Ju™(t)||3). Usando integragio por partes teremos

L
I = —M(Jluf(t+8)3) /0 (g (t + &) — ug (8)) (" (t + &) — wi™ () )dx +
L
—AM/ W () (U (4 €) — ul (1)) da.
0
Agora, do Teorema do Valor Médio e da estimativa (4.14), existe uma constante C; > 0 tal que

[AM| = [M([lug’(t + OII2) — M([[uz 1)) = CUlu (E+ O3 — llu ®)]]3)
= Clug" (@ + &2 = Nuz" @ll2) (g (¢ + 2 + [Ju (8)l2)
< Ollug(t +€) = w? (O)llo(lJug (8 + E)ll2 + [l (#)]l2)
< Cullug(E+€) —ug' (#)]l2-

Da dltima desigualdade e de M (||u(t + €)||3) < C, segue que

1 < c / (Wt + €) — ™ (0) (' (¢ + €) — uf(£))dr +
L+ €) — um (1) / W (6) (" (4 €) — () d.

Da Desigualdade de Young e de (4.14) obteremos que

L C2
0o [ |G+ o - unor + g+ - aop| o+

L 02 1
- Hnu;”(t +€) = WO B OF + Sl +€) - u?(t)ﬂ o

Collufy (t + &) — uy (D)lz + lu"(t + &) — u (B)]I3

IA

e portanto

1] < Collu(t+ &) —ug ()]l + llu" (¢ + &) — w"(B)]l3 +
+ 0 (Lt 4+ €) — (L D) (.17

para alguma constante C5. Faremos um argumento similar para f. Usando a Desigualdade de
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Young, o Teorema do Valor Médio e as imersdes (4.7) teremos que

™ (Lt €)) = F™ (L )] [ (L, ¢+ ) = (L, 1)] <
< ol L+ ) = Fum (L) + Bl (Lot + ) = (L0

C
= ol (Lot + ) = (L O o Sluf' (Lt + ) — (L, O
¢ m m 2 P m m 2
< 2—pHu (t+&) —u"(O)lls + Sl (L, t + &) — (L, 1)
< Callefy(t +€) = up (O3 + Sl (Lot + ) — (L, 1) (4.18)
para alguma constante (5. Fazendo
Pin(t,€) = [Jugy(t + &) —ugp (DI + Iy (¢ + &) — w3 + 107 (¢ + &) — 0™ (D12

e levando em conta (4.17) e (4.18), deduzimos de (4.16) que

S0 (6,6) + [(g(u (£, + ) = g (D) (Lt + ) — (L, 0)] <

]
< (Co+ C3)@p(t, €) + pluy (Lot + &) — u (L, O — 1037 (t + &) — 0 ()3

Usando (4.9), a imersdo (4.7) e uma constante C' > 0 conveniente, temos

d

e portanto
Pon(t,€) < @(0,€)e”™, VEE[0,T).

Dividindo a equagdo acima por £2 e fazendo £ — 0 temos

i Nt + &) — g (O + [lu" (¢ + &) — w2 + 1™ (¢ + &) — 0™ (D)5

€0 £? =
<l |l (§) — ug (0)]13 + |IUQ"(£)£—2 u (O3 + 16™€) = 0™ (O3 e
—0

isto é
g D113 + Nl O + 10701 < (luga 3 + i ()3 + 167 (0)]13)e”
e da estimativa (4.16), encontramos uma constante M3 > 0, dependendo apenas de 7', tal que

lufze (D112 + [uig (Ol + 110 ()] < M, Ym € N, vt € [0,T]. (4.19)
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Com as estimativas (4.14) e (4.19) podemos usar o Lema de Lions-Aubin para conseguir a
compacidade necessdria para passar o limite em (4.10) — (4.11). De onde segue a existéncia da

solugdo geral em [0, 7).

Passagem ao limite. Pelo Capitulo 2, basta passarmos o limite nos termos da dissipagao tér-

mica. Pelas estimativas (4.14) e (4.19) temos

(6™) é limitada em L (0, 0o; L*(0, L)),
(6;") é limitada em L (0, co; L*(0, L)),

respectivamente. Como H} (0, L) — L?(0, L) e L>=(0,T; L*(0, L)) = (L*(0,T; L*(0,L))) e
LY0,T; L*(0, L)) € separdvel, existe uma subsequéncia de (/™) que denotaremos da mesma
forma e f em L>(0,T; L2(0, L)) tal que

*

g™ X Gem L®(0,00;U) (4.20)
g X fem L=(0,00; L2(0, L)) 4.21)

Observando que L>(0,T; L*(0, L)) — L*(0,T; L*(0,L)) = L*(Q), fazendo a identifica¢do
L*(0,T; L*(0, L)) = L*(Q), usando sua reflexividade e de (4.20) obtemos uma subsequéncia
de (0™), que denotaremos da mesma forma, tal que

" — Hem L*(Q), onde Q = [0, L] x [0, T].

Pelo fato da convergéncia fraca em L?(Q) implicar na convergéncia no sentido das distribuigdes,

temos
0™ — 0 em D'(Q).
Como o operador derivagdo é continuo em D’'(()), temos que
07" — 6, em D'(Q).
Da mesma forma, usando (3.24), obtemos
0" — O em D'(Q).
Assim, da unicidade do limite fraco em D’(Q), resulta que

0 =0, g.s. em Q).
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Portanto
0" 0, em L=(0,T; L*(0, L)). (4.22)

Multiplicando (4.10) por ® € D(0,T) e (4.11) por ¥ € D(0,T) integrando ambos de 0 a T’

obteremos

/0 (W2 (1), )@t + / (W (1), 9ua) il + / M (Jm(8)[2) (1), p.) Bt +

—a/o (Qﬁ(t),wx)®dt+/0 f(um(L,t))¢(L)¢dt+/0 g(ui*(L,t))e(L)®dt =0 (4.23)
/T(Q{”(t),w)llfdt - /T(Hgn(t),wx)\lldt + a/T(ug(t),wx)@dt = 0.

As condigdes (4.20) e (4.22) sdo suficientes para a passagem ao limite na parte com o termo
dissipativo. Assim, pelas convergéncias obtidas na passagem ao limite do Capitulo anterior e

(4.23) segue via Lema Du Bois Raymond que (u, #) é solugdo do problema (4.1) — (4.6).

Regularidade. Andlogo ao Capitulo anterior da estimativa (4.19) segue que

(u™) — wem W*(0,T; L*(0,L)) (4.24)
(w™) = w em L0, T;U). (4.25)

Da estimativa (4.14) e do Lema 2.10, segue que
u e C(0,T;V), paratodo T > 0. (4.26)
Portanto, disto e da estimativa (4.14) concluimos que

w € L*(0,T;W)NnC(0,T; V)N W?2(0,T; L*(0, L)).

Condigdes iniciais. Segue como no Capitulo anterior que u(0) = u° e que u;(0) = u'. Vamos

mostrar que 6(0) = 6. De fato, seja ¥ € C'([0,T1]), com ¥(0) =1e ¥(T) = 0. De
om0 em L0, T; W)

tem-se

T L T L
/ / Orwdrdt — / / O,wWdzdt Yw € L*(0, L).
0 0 0 0
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Integrando por partes, teremos que

L T L L T L
—/ 0™ (0)wdx —/ / 0" wV'drdt — —/ 0(0)wdx —/ / OwV'dxdt
0 o Jo 0 o Jo

Agora de

" 5 fem L>™(0,T, W)
temos

L L
/ 0™ (0)wdx — / 0(0)wdx,Vw € L*(0, L).
0 0

Em contrapartida, de 0™ (0) = 63> — 6,, segue que

0™(0) — 6y em L*(0, L).
Logo, pela unicidade do limite fraco, (0) = 6.

Unicidade. Sejam (u, 6), (v, 7) dois pares de solucdes de (4.1) — (4.5) com a mesma condi¢do

inicial. Entdo escrevendo (z,() = (u — v,0 — 1), vemos que z(0) = z(0) = 0 e de (4.10) e
(4.11),

L

/O 2 (t)pdx + /O 2o (U)aadr + M (JJus(t)]]3) /0 Uy (1) podz+
-M (||vx(t)!|§)/0 Uy () podz — oz/0 Ce(t)pudr + f(u(L,t))p(L, )+
—f(u(L,t)e(L,t) + g(ui(L, 1)) p(L,t) — g(ve(L, ) p(L,t) = 0

L L L
t d T aﬂd xt xd =0
/0 G(t)w a:+/0 C:(Hw a:+a/0 2t (D) wedx

Colocando ¢ = z;, w = (, usando o Teorema do Valor Médio, (4.14), (4.16) e a Desigualdade

de Young como na estimativa 3, deduzimos que para alguma constante C' > 0,

d
7 U1 + 2@l + 1COI} < C {25 + Iz (@)l + 1€}, V¢ € [0,T].
Do Lema de Gronwall vemos que (u, ) = (v, T). O

4.2 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

O objetivo desta secdo é mostrar o decaimento exponencial do sistema (4.1) —

(4.5) a partir do método multiplicativo. Para isso, consideraremos uma hipétese adicional para
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M(s)s > M(s), Vs €R. (4.27)

Neste capitulo, denotaremos u = u(x, t) quando a omissdo das varidveis ndo prejudica o signi-

ficado. Defina a energia do sistema (4.1) — (4.5) por

B(6) = 5 (163 + Iotea ()13 + 183 + 3T (e ()]3) + 27 Cu( L, 1)]

Lema 4.3. Seja {u, 0} solugdo de (4.1) — (4.5), entdo a energia associada satisfaz

d
o E(t) < —plu,(L, t)? /|0|dx

Demonstracdo. Multiplicando (4.1) por u; e integrando de 0 a L

L L L L
/ Ut dr + / UlUpgzedr — M (||um(t)||%) / UyUgpdr + a/ ulypdr =0
0 0 0 0

usando integragdo por partes e as condi¢des de contorno (4.3) e (4.4)

L
th/ || ?dr 4wy (L, ) tgpy (L, 1) +/ Upt Uy AT+
0

L
+M (||ux(t)||§)/ uwtumd:v—i—a/ Uggfdr = 0.
0 0

Usando a condic@o de contorno (4.5)

1d [ [t L A A
2 dt {/0 |y |[2dz +/O g2 dz + M (|lua(t)])3) + 2f(u(L,t))} _

L
= —g(ue(L,t))uy (L, t) — a/ UggrOd. (4.28)
0
Por outro lado, multiplicando a equagdo (4.2) por 6 e integrando de 0 a L

L L L
/ 00,dx — / 00, dx — a/ Ouydr =0
0 0 0

integrando por partes temos

1d L L L
——{/]W@}:—/|@ﬂm+g/9%mm (4.29)
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Somando (4.28) com (4.29)

%% {/0 [[el® + [ttaa|* + [01°] dox + M (JJua(1)]13) + 2f(u(L7t>>} =
— L Og(u(L,0) - [ 16,

portanto

S0 = —ulL)g(u(L.0) - [ 0P,

e usando a hipétese (4.9) segue o resultado.

Lema 4.4. Com as condigdes do Lema 4.3, vale a seguinte desigualdade
d [ [* Loy ; - S B Y R
7 uwgdr p < |ug|*dx — 2f(u(L,t)) — M (||ux(t)||2) -y |tz |“dx +
0 0 0
L
+ALPC2|uy (L, 1)) + 4a2L2/ 10, *dz.
0

Demonstrac¢do. Multiplicando (4.1) por u e integrando de 0 a L

L L L L
/ uudr + / Ulpgpadr — M (Hux(t)Hg) / Ul g dXx + a/ ublydr =0
0 0 0 0

usando integra¢do por partes e as condi¢des de contorno
d L L
%{/zm@§ = [l — (L) f(u(L.0) - ulL.Oglu(L.) +
0 0
L L
= [ el = 2 (e )1B) [ s+
0 0
L

+a/ w0, dx. (4.30)
0

Usando a imersdo (4.7), a condigdo para a g e a Desigualdade de Young temos

—u(L, )g(u(L, ) < L2 e lalg(ue(L, )] < L2Clugalo]ue( L, 1)
1
< 1—6||um(f)||§+4L30§Iut(L,t)|2~

(4.31)

Por outro lado usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, imersdo (4.7) e a Desigualdade de
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Young temos

L
a/o ugfodz < alflus(t)[2ll02(t)ll2 < aLlluas (6)[12110:(t)l2

1
1—6Hum(t)||§ +4a”L?|0:(8)]3- (4.32)

Assim, usando as desigualdades (4.31) e (4.32) em (4.30) e a condi¢do da f e da M segue que

G e} < I ~ 2L 0) = 1 (s ol) - Gluas1f +
HACEL (L, ) + 402120, (1) 3
0

L . . . -
Para obtermos [, |u|*dz precisaremos introduzir a fungdo o = o(z,t) =

fo Ody. Assim, temos o seguinte lema
Lema 4.5. Com as condigdes do Lema 4.3 temos

d

o7 {/0 xuy [0 —o(L,t)] dx} < L%||0x(t)||2|um(0,t)| + L%||9x(t)||2|um(L,t)|

al
+7|ut(L, > + (3L +2moL?) [|6,(t) |2/l wsa(t) |2 +

+ (3022 + 22 ) 10,018 - Touol

Demonstracdo. Integrando (4.2) de 0 a x obteremos
o =0, — 0,(0,t) + quy

multiplicando a dltima igualdade por xu, e integrando de 0 a L

L L L L
/ TUodr = / zufydr — 0,(0,1) / rudr + a/ TUU T
0 0 0 0

integrando por partes

d L L L L
— {/ xutadx} = / Tuyodr +/ xubde — 0, (O,t)/ rupdx +
dt Jo 0 0

+—|ut (L, t)|* — —/ || *dav. (4.33)
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Utilizando a equag@o (4.1), integrac@o por partes e as condi¢des de contorno vemos que

L L
/ rugodr = / xo [—uzm + M (H%(ﬂ”%) Upy — aem} dx
0 0
L L
= —Lo(L,t)uze(L,t) + / OUgpedT + / TO 3 Uy AT +
0 0

L L L
+M (|us()]13) / TOULdT + 04/ o0.dx + a/ r0,0,dz,
0 0 0

ou seja,
L
/ zuyodr = —Lo(L,t)ugee(L,t) + o(L, t)up. (L, t) — (0, 1)t (0,1) +
0

L L
—/ Opllyedx + Loy (L, )y, (L, t) — / OpUppdx +
0 0
L

L
_ / 0 atiapd + M (|u(t)]2) / T Uged +
0 0

L L
+a/ o0,dx + a/ r0,0,.dx.
0 0

Usando que 0(0,t) =0, 0, = 0, 0, = 0, e substituindo a dltima equacdo em (4.33) teremos

r L
% {/ xutadx} = —Lo(L,t)ugee(L,t) + o(L,t)up.(L,t) — 2/ Ou,,dr +
‘ 0

L
+L9(L,t)um(l},t)—/ 20Uy dx +
L ’ L
+M (||ux(t)|]§)/ :wumdx+0z/ o0,dx +
L ’ L ’
—I—a/ x&&xd:v+/ zul,dr +
0 0
Q

L OdL L
—GI(O,t)/ xutdx+7|ut(L,t)|2—§/ lugPdz.  (4.34)
0 . 0

-~

=1

Vamos estimar o termo I. Usando a condi¢@o de contorno (4.4) e a equagéo (4.2) teremos

L L
—0,(0,t) = /0 0. dx :/0 0; — Q] dx
L
= / Oidx = o (L, t).
0
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Com isso
L L
—Gx(O,t)/ rudr = at(L,t)/ ruydz
0 0

d L L
= = { (L, t)/ :cutdx} —a(L,t)/ TUupdr.
t 0 0

Substituindo a equagdo (4.1) na dltima igualdade teremos

L d L
—Qx(o,t)/ rudr = = {U(L,t)/ :qutdx} +
0 t 0

_a(L,t)/O T [~ Usgze + M ([Jua(t)])3) oz — abys] dz.

Utilizando integracao por partes e as condi¢cdes de contorno

d

L L
I= —Qx(O,t)/ Tudr = g { (L, t)/ a:utdx} + Lo(L, )y (L, t) +
0 0

L L
—o(L, t)/ umxdx—aa(l},t)/ 0,.dx +

0

(LM (Ju (D)) / Pigsd

{a xutdx} + Lo(L, )y (L, t) +
—o(L, t)um(L t) + o (L, t)ug (0, 1) +
(L,

—o(L, )M (Jlus(0)]3) / v d 4

SIS

L
—ao(L,t) / 0,dx. (4.35)
0
Substituindo (4.21) em (4.34) teremos
d L L
pr {/ xuy [0 — o (L, t)] dx} = —2/ Ouypde + LO(L, t)u., (L, t) +
0 0

L L
— / 20, Uy dx + a/ x00,.dx +
0 0

L L
+M ([|luz(1)]13) / TOUgdr + a/ o0,dx +
0 0

L al L
+/ ruf.dr + 7|ut(L, t)* — ao(L,t) / 6,dx +
0 0

«

L
—5/ g 2 + 0 (L, )1t (0, £) +
0

L
—o (L, )M (Jlus(t)]]3) /0 TUyeda. (4.36)
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Vamos estimar cada termo da ultima igualdade. Primeiramente, usando a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz e a imersdo (4.7) teremos as seguintes desigualdades

L
= / Bugedr < 2010(8) |2l uze(®) |2
0
< 2L||0u (1) lall e ()2

L
(L, t)uza(0,1) < / 10]dz [uz0 (0, £)] < L2[|6(#)]|2] 1 (0, 2)]
0

L2 10,(t)]]2] a0 (0, 1)],

IN

IN

L
a/ 00,dx
0

< al?|0.(1)]l3,

a [ x00,de < oLl|0(t)]2]0.(t)]2

.

A

al?|0,(t)]13,

/ ]9]dx/ |0, |dx

aL]|6(t)]|2[16x(2)]l2
< al?ll0.(t)];

IN

L
—ao(L,t) / 0,.dx
0

IN

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos as desigualdades

L
- / Botigedr < L0a(®) o luee ()]
0

L
/ vulodr < L]0a() 2 luc(®)]l2
0

L L
a/ |9|dy/ |02z < aL|[6(1)][2[10:(2) ]2
0 0

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Considere my = max {M(s) 0<s< I[Ilé%ﬂ)]( Huz(t)Hg} Assim, pela Desigualdade de Cauchy-
0,
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Schwarz e pela imersdo (4.7) teremos as seguintes desigualdades

mol. (/OL \9|dy) (/OL iumldx)

moL2[|0(t) |2 ttaa (t)]|2
mo L7][0 (£)]|2 | e (t)]]2 (4.45)

IA

L
M (lus(8)]12) / —
0

IN

IA

IN

ol (/OL |9|dy> </OL |Um|dx>

mo LP[|02(t) |2 ttac |- (4.46)

(LM (Jlus(1)2) / o

IN

Substituindo as desigualdades de (4.37) a (4.46) em (4.36) teremos

d | " , )
7 {/0 xug [0 — o(L,t)] d:):} < L2||0,(t)]|2]uew(0,8)] + L2104 (t)||2]tee (L, 1))
al ) 5
+7|ut(L, )2+ (3L + 2moL?) [|0u(t) |2 ]| taa (8) |2 +

«
+3aL%|0:(D)]13 + Lllws (D) 21162 (D)l = 5w )15

Aplicando a Desigualdade de Young no pentltimo termo, segue que

d

@{/0 m“t[“—"(L»th} < L210,(t) |2 ]tae (0, 8)] + L2 0 (8) o] ttae (L, 1)

ol
- lu(L, )* + (3L + 2moL?) [|6x(1) |2/l tax () |2 +

412 To
+ (322 + 22 ) 10u0018 - el

0
O préximo lema nos fornecerd uma estimativa para os termos pontuais |, (0,t)| e |uz. (L, t)].

Lema 4.6. Com as condigées do Lema 4.3, a seguinte desigualdade vale

d L I I

13
; (z + moLz) Jetaa (8)13 + 10022116, (1) 3

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo (4.1) por ¢(z)u,, com g € C*(0, L) e integrando de
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0 a L teremos

L L L
/ q(z)uzuydr + / (%) ugtgzeadr — M (||lus(t)]]3) / q() Uyt dr +
0 0 0

L
—l—a/ q(z)uylydx = 0.
0

Note que da equagdo (4.1) e de (4.5) segue que

d L 1 [F d L
%{/o q(a:)uxutd:c} = 5/0 q(:c)%\utfd:c—i—/o ¢ (2)UpUpprdr +

+—/L (m)i|u |*dax +

=5V (1) | oo+

L
—l—oc/ ¢ (2)uzb, + q(x)uy,0,] dr.
0

Integrando por partes novamente e utilizando a condi¢ao u(0,t) = u,(0,t) =0

a {/OL q(:p)uxutdx} = %q(L)|ut(L,t)|2 - %/OL ¢ (2)|w|*dw +

dt
‘l/ " @)L e+ LD (L) +
1 2 3 L !/ 2
__Q<0)|um(0at)| -3 q (x)|um| dx +
2 2/,

I (u2) / ¢ (0)ual2de +
—l—oz/o ¢ (2)ugb, + q(x)us,0,] de.

Fazendo, em particular, ¢(x) = (—2x + L) teremos

d L L 2 L 2 L 2
p / (—2x 4+ L) ugupdx p = —§|ut(L,t)| —I—/ | dx—§|um(L,t)] +
0 0
L L
——|um(0,t)|2—|—3/ |ty |2 d +
2 0
L
M (s )B) [ ol +
0

L
—|—a/ [—2u.0, + (—2x + L) uy,0,] dx. (4.47)
0
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Usando a limitagdo de M e a imersdo H} (0, L) — L*(0, L) tem-se

L L
M (Jlus (1)]12) / u2ds < mol? / iz P (4.48)
0 0

Assim, das Desigualdades de Cauchy-Schwarz, de Poincaré e de Young, teremos

L
—204/ U0, dx
0

IN

2arl|uq (8)]|2/162 ()2

20 L[t (1) [ 2116 () |2

1

Sllaa(B)ll5 + 8a” L]0 ()] (4.49)

IN

IN

Como | —2z+L| < Lem [0, L], usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young teremos

L
a/ (=22 4+ L) ugebpdr < aL||ug,(t)||2]|0(t)||2
0

1
[naa (B3 + 20 L2 6() 3. (4.50)

< Z
- 8

Substituindo as desigualdades (4.48),(4.49) e (4.50) em (4.47) temos

d t L 2 e L 2
— / (=2 + L) u,wpdr p < ——|u (L, t)| +/ |ug|*dr — = |uge (L, )] +
dt 0 2 0 2
L L
—— |z (0, 1)) —i—3/ U dx +
2 0
L 1 L
+m0L2/ \um]2dx+—/ e |Pd +
0 8 Jo
L 1 (L
+8a2L2/ |9x|2da:+—/ || +-
0 8 Jo
L
120212 / 10, 2dx
0
L L L
= L P~ S L O — s (0,1)
b 13 2\ [* 2
+ [ |wlde + Z+mgL |t | “dx +
0 0

L
+10a2L2/ 10.)*dx
0

o que conclui a demonstragdo do lema. [
Consideremos o funcional

«

L L L
U(t) = 1_6/0 uudr + 5/0 (—2z + L) uyupdx + /0 xuy [0 —o(L,t)] dz,
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3 o o
onde 0 < § < min {1_6’ m}
Lema 4.7. Com as condigdes do Lema 4.3, existe uma constante positiva C' tal que

d

S < (0P + 10013 - E0)

Demonstragdo. Da defini¢do de ¥ e dos Lemas 4.4, 4.5 e 4.6 teremos que

Sty < Ll - 2 Fu(, >>—1%M<Hux<>||) e e 1)+

||9 Oz +

L L L
—05 (L, ) = 5§\um(L>t)l — 05 e (0, ) + Sl (D)1 +

(0%
L Cu(L ) +

13
+5< oL ) otz (B3 + 51002 L7 6 (£)[3 +
3 3
FL2]160,()||2|uzs (L, £)] + L7]162()]|2|ues (0, 8)] +
+ [3[/ + QmoLﬂ ||0x(t)||2||u:m(t)”2 +

al To
+7|Ut(L>t)|2 - 1—6||ut(t)||§ +
412
[zt + 22 Heacolt

ou seja, agrupando os termos em comum

Ty < —%

= (u(L1)) = 1M (lua (£)]3) +

16
e —) s (8)2 +

L
2o +°‘—> e (L, 1)[2 +

«

16

+

L3

(
(
(a
s

+
h%lQ

+

AL
; = 510a2L2) 16 ()13 +

11a 9
e +moL>)|rum<t>uz+
+ (3L + 2mo L) [|04(8) |2 |t (8) |12 +
L L
=05 e L) = 65 [uza (0, D) +
L2 (|0, (8)|lo e (L, £)] 4+ L2 [|00(8)]| 2]t (0, 8)]. (4.51)
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Usando a Desigualdade de Young obtemos as seguintes estimativas

«
(3L +2moL?) 102 (t) ol uae ()l < — uaa(B)[13 +

- 64
16
+E (3L + 2m0L2)2 ||9m(t)||§7

3 oL L?
L2104 (t) |2 uza (L, )] < 7|um(L,t)l2+5|l9x(t)||§

3 oL L?
L2)10:(1) [ 2]uax (0, 1) < glum(U;t)FJr5“99@@)”3-

Substituindo as dltimas trés desigualdades na desigualdade (4.51) e pela escolha de  teremos

d o 4 a - 5%6"
a < @ o 2\ 0« 2
SU(D) < —S (L) = T (JuaB)) - Tl ()3 +
o al
+ (LSZCQQ + 7) \ut(L,t)\z +

312 412
+CQ +my+_—+mwﬁﬁ)m@%+
[0}
16 2\ 2 2
+2 (30 4+ 2m02?)’ 0. 0] +

«

Portanto

%Wﬁ < C(julLt)P + 16:0)]3) - SEQ).

Lema 4.8. Com as condi¢cdes do Lema 4.3 e fazendo E. = E(t) + €VU(t), existe Cy tal que
|Ec(t) — E(t)] < eCoE(t) Ve > 0.

Demonstragdo. De fato, pela Desigualdade Triangular, Desigualdade de Cauchy-Schwarz e
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pela Desigualdade de Young temos

|Ec(t) = E(0)] = e|¥(®)]

L
g/ uugdr
16 J,

/0 * o — o(L1)] da

€ [%Ilu(ﬂHzHut(t)llg + 0L |ug (t) 2w () |2 + 2L%||ut(t)||2||0(t)||2]

= € +€ +

L
5/ (—2z + L) uzudx
0

+€

IN

Co
< e [lua @l + lu@llz + 10:(0)12]
S 600E<t>
[
Lema 4.9. Com as condigoes do Lema 4.3 existe ¢ > 0 tal que
d €
—FE (t) < ——FE(1).
ZE{t) < S B
Demonstragdo. De fato, dos Lemas 4.3 e 4.7 segue que
d ex
ZE®) < =plu L) = [162()]5 + €C (uel L, ) + [162()]2) — 5 E(?)
ex
< —(p—€O) u(L t)* = (1 = eC) [0u(0)llz — 5 E(D):
Tomando ¢ suficientemente pequeno, concluimos que
d e
—FE.(t) < ——E(t).
ZE) < -ZE()
[

Teorema 4.10. Seja (u,0) a solugdo do problema (4.1) — (4.5). Entdo existe uma constante

positiva vy tal que
E(t) <3E(0)e "Vt > 0.
Demonstragcdo. Observe que para € < ﬁ teremos
%E(t) < (=eCo+ 1)E() < E(t) < (cCo + 1)E(t) <

Agora, do Lema 4.9



onde v = 3f—g > (0. Assim,

logo,

Portanto
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado o problema da viga extensivel com amortecimento
ndo linear na fronteira acoplados a diferentes termos dissipativos. Inicialmente foi considerado
o problema com dissipag¢do friccional e entdo foi estudado o problema com dissipacao térmica.
A existéncia e unicidade de soluc¢do para cada problema foram obtidas via Método de Faedo-
Galerkin.

A principal contribui¢do desde trabalho foi exibir a taxa de decaimento expo-
nencial em ambos os casos, 0 que conseguimos por meio dos funcionais de Liapunov. Deste
modo, concluimos que as dissipacdes friccional ou térmica foram suficientes pra obter o decai-

mento.
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