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RESUMO

Neste trabalho analisamos a existéncia, unicidade e o comportamento assintético de solugao
para sistemas de Bresse dissipativos, também provamos alguns resultados sobre taxas 6timas
de decaimento polinomial. A formulagdo faz uso de operadores definidos em espagos de
Hilbert e usando a teoria de semigrupo de operados, demonstramos a existéncia e unidade de
solugdo. Para a andlise das propriedades assintéticas, utilizamos resultados obtidos por A.
Borichev e Y. Tomilov [1] e Priiss [12]. A taxa de decaimento 6tima ¢ provada usando um
resultado obtido por Fatori e Rivera [13] .

Palavras-chave: Matematica aplicada. Equagdes diferenciais parciais. Analise matematica.
Teoria assintotica.
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ABSTRACT

In this work we examined the existence, uniqueness and asymptotic behavior of solution for
the dissipative Bresse systems. Moreover, we show some results on the optimality to the

olynomial rate of decay. The formulation makes use of operators defined on Hilbert spaces
and using the semigroup theory of operators we demonstrated the existence and uniqueness of
the solution. For the analysis of asymptotic properties, we use results obtained by A. Borichev
and Y. Tomilov [1] and Priiss [12]. The optimality is proved using a result by Fatori and
Rivera [13].

Keywords: Applied mathematics. Partial differential equations. Mathematical analysis.
Asymptotic theory.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes e taxas de decaimento associadas
ao modelo matematico hiperbélico para vigas elasticas em forma de arco, conhecido como

sistema de Bresse.

Este estudo é direcionado para a andlise matematica de modelos dissipativos para

vigas o qual é expresso pelas seguintes equagoes

MiPe = Q: +IN+ Fy
pothy = M, — Q + F
prwy = Ny —1Q + Fy

onde N = ko(w, —lg), Q@ = k(e + 1 +1lw) e M = ), e denotam respectivamente a forga
axial, forca de atrito e o momento. As fungoes ¢ = @(t, ), = ¥(t,z) e w = w(t, x)
descrevem respectivamente o oscilagao vertical, o angulo de rotacao da segao transversal e
a oscilacao longitudinal. Aqui py = pA, ps = pl, k= K'GA, kg =FA b=El e | = R~}
onde p denota a densidade, E o madulo de elasticidade, G o mddulo de cisalhamento, K’
o fator de corte, A representa a area transversal, [ o segundo momento de area da secao
transversal e ! o raio de curvatura. E ainda, por F; estamos denotando forgas externas.

Veja Figura 1. Assim, as equagoes de movimento do sistema de Bresse sao dadas por

1o — k(pr + 1 + lw)e — kol(we — lp) = Fy
potu — bar + k(P2 + ¥ + lw) = F

prwy — ko(wy — 1)y + kl(pr + 1 + lw) = Fy

A deducao rigorosa do modelo pode ser vista em Lagnese, Leugering e Schmidt [9].
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Figura 1: Arco circular

Mecanismos de hberagao de energia adicionados ao modelo acima citado, sao de grande
imteresse para matematicos e engenheiros. Destacamos, por exemplo, os seguintes termos
dissipativos: dissipagoes friccionais, viscosas, viscoelasticas, efeito da temperatura externa

e efeito de memonia.

Alguns autores introduziram diferentes tipos de mecanismos dissipativos no sistema.
Em termoelasticidade, podemos citar o trabalho de Liu e Rao [19], onde eles estudaram
o sistema de Bresse com dois mecanismos de dissipagao termoeldstico, provaram que o
decaimento exponencial so existe quando as velocidades de propagagao de ondas sao as
mesmas e quando a velocidade das ondas sao diferentes, obtiveram decaimento do tipo
polinomial. Este resultado também foi obtido por Fatori e Rivera [13]. Nesse trabalho,
os autores consideraram o sistema Bresse com um tunico mecanismo de dissipagao ter-
moelastico. Agora, no contexto de dissipagao friccional, podemos citar os trabalhos de
Alabau F. Boussouira [5] e Santos e Almeida Junior [15]. Em [5] a autora estudou o sis-
tema de Bresse com dissipagao friccional presente em somente uma equagao e for provado
que este mecanismo de dissipagao é suficiente para estabilizar exponencialmente todo o
sistema desde que as velocidades de propagagao das ondas seja a mesma, ou seja, quando
b= ¥ ¢ k = ky. Em [15] os autores estudaram o sistema de Bresse com dissipagao fric-

clonal atuando em cada uma das equagoes, e fo1 provado que sempre existe decaimento

exponencial da solugao independente da relagao entre os coeficientes.
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No caso onde a oscilagao longitudinal é omitida e [ = 0, o sistema de Bresse se reduz
ao sistema de Timoshenko. Este sistema, com diferentes mecanismos dissipativos, ja fol
estudo por diversos autores, por exemplo, Rivera e Racke [10] consideraram o sistema com
uma dissipagao termoelastica e mostraram que ha estabihdade exponencial da solugao se,
e somente, se £t = %. Citamos as referéncias [6], [3] e [22] para o sistema de Timoshenko

com outros tipos de mecanismos de dissipagao.

A orgamizagao deste trabalho é a seguinte: No Capitulo 1, apresentamos algumas
definigoes e resultados prévios que serao utilizados com frequéncia no decorrer do trabalho.
Nao faremos as demonstracoes dos teoremas, porém, deixamos indicadas as referencias
onde podem ser encontrados os assuntos abordados e suas demonstragoes. No Capitulo
2, estudamos a existencia, unicidade e o comportamento assintotico de solugao para o
sistema de Bresse com dissipagoes atuando na oscilagao vertical, no angulo de rotagao da
secao transversal e na oscilagao longitudinal, ou seja, consideramos o sistema de Bresse
como em [15] e mostramos o mesmo resultado via argnmento direto, diferente das dos
autores da referencia. No Capitulo 3, consideramos o sistema de Bresse com dissipacao
presente em duas equagoes, mais precisamente, estudamos o sistema com dissipacao atu-
ando na oscilagao vertical e no angulo de rotagao da segao transversal. Para este modelo
estudamos a existencia e umcidade de solugao e mostramos que ha estabilidade exponen-
cial, considerando uma relagao envolvendo os coeficientes do sistema e que esta relagao é
uma condigao necessaria e suficiente para determinar a estabilidade exponencial e, além
disto, quando esta relagao nao é valida mostramos que o sistema decal polinomialmente a
uma taxa que é 6tima. No Capitulo 4, consideramos o sistema de Bresse com dissipacao
friccional presente em somente uma equagao, para este caso, mostramos que em geral o
sistema nao possul decaimento exponencial, mas sim polinomal e também mostramos

para uma relagao que a da taxa de decaimento polinomial obtida é Gtima.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos as notagoes e resultados fundamentais utilizados no de-
senvolvimento deste trabalho. Introduzimos os conceitos de Distribuigao e Espagos de
Sobolev. Destacamos, também, resultados basicos de Analise Funcional e também as

principais definigoes e teoremas da teoria de semigrupos.

1.1 DISTRIBUICOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta segao apresentaremos os espagos funcionais e a nogao de derivada no sentido

das distribuigoes. Para isso, considere () um subconjunto aberto do RE"™.

1.1.1 Nocgao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagoes diferenciais parciais cujos dados 1mi-
clals nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico, faz-se
necessaria a itrodugao de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definigoes:

Seja u : {2 — R uma aplicagao. Denomina-se suporte de u em (2 o fecho do conjunto

{z € Q;u(z) # 0} e representa-se por supp(u), ou seja, supp(u) = {z € ;u(z) # 0}.
Denotaremos por C§°(€1) o espago vetorial de todas as fungoes definidas em () que sao
infinitamente diferenciaveis em {1 e que possuem suporte compacto. Dizemos gque uma

sequéncia de fungoes {uy, }uen C C5°() converge para a funcao u € C§°(€2) se as seguintes

condicoes sao satisfeitas
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1) existe K C Q) compacto, tal que supp(u, —u) C K, para todo pu;

1) para cada o = (aq,...,ay) € N", = (71,...,7,) € R", a sequencia { D"u, },en
converge para D%u uniformemente em K, onde D® representa o operador derivagao

de ordem « defimido por

N Alal s
D = m, COIn |C}!| = E ¥,
Ty Urg - - T i1

O espago C5°(£2) com esta nogao de convergencia é denominado espago das fungoes testes

e sera representado por D(()).

Define-se distribuicao sobre 1 a toda forma linear T sobre D({2) que é continua no
sentido da convergencia definida sobre D((2). O conjunto de todas as distribuigoes sobre
) é um espago vetorial, o qual representa-se D'(£2). Neste espago vetorial diz-se que
uma sucessao (T),),en em D'(€2) converge para T' € T'(£1), quando a sequéncia numérica
((T,,u))pen converge para (T,u) em R, para toda u € D(2), onde (T, u) = T,(u) e
(T, u) = T(u).

Considere uma distribuicao T sobre (1 e & € N". A derivada de ordem o de T', no

sentido das distribuigoes, é a forma linear DT definida por
(DT, ¢) = (=1)*N(T, D), Ve D(Q).

Quando o € N e # € R, denotaremos D*T' como s Verifica-se que DT é uma
x

distribuigao sobre €1, e que a aplicagao

De:D(Q) = T(Q)
T + DeT

é linear e continua no sentido da convergencia definida em D'(€2). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q2), entao hm D*T), = D*T em D'((}).

H—roo oo
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1.1.2 Os Espagos LP(Q)

Representaremos por LP(Q}), 1 < p < oo, o espago das fungoes mensuraveis
u: 0 — R, tais que |ulP é integravel a Lebesgue sobre (2, e por L>({2) o espaco das
fungoes mensuraveis u : 0 — R tal que existe uma constante ¢ com |u(z)| < ¢ quase

sempre em (). Os espacos LP({2) munido da norma

1
P
lellze = llllLeie) = (fﬂlﬂ-(f}lpdr-) , paral<p< oo,

|| Lo := ||ullree() = Inf{c: |u(z)| < c quase sempre em Q},

sao espacos de Banach. Em particular, o espaco L?(Q), enja norma provém do produto

Interno
u,v) = w(xr)v(x) dr

é um espago de Hilbert.

1.1.3 Espacos de Sobolev

Seja {2 um aberto do R", 1 < p < oo e m € N. Representa-se por W™¥((1) o espago
vetorial de todas as fungoes u € LP(£}) tais que para todo |a| < m, D"u pertence a L*((2),
sendo D%u a derivada no sentido das distribmgoes.

O espago W™#(Q)) munido da norma

[llme = [Ju

1
Wm.p(() = (Z [|D“u-(z)|pd-z) . paral <p < oo,

|| =m *

Wm.ss () = Z sup ess | D%u(x)]|.

LIS

lullmee == [l

] <=m

¢ um espago de Banach e é denominado espaco de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o

espaco W™2(Q)) é um espaco de Hilbert, representado por H™((2), com o produto interno
dado por
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(w,v)imy = Y, (D%, D"0)12q). Yu, v,€ H™(Q),

|ee|<m
e ¢ denominado espaco de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H™(1) identifica-se com

L3(9).
Define-se o espago Wi"#((2) como sendo o fecho de D(Q) em W™#(£2). Quando € é

limitado em alguma direcio x; de R" e 1 < p < oo, entao a norma em W) (Q) dada por

1
witP(e) = (Z jr; |D“H-(f}|"df) :
|x|=m

é equivalente a norma induzida por W™¥(Q}).

g = [

1.1.4 Espagos Funcionais a Valores Vetoriais

Considere X nm espago de Banach. Denotaremos por D(0, T; X) o espago das fungoes
vetoriais ¢ : (0,T) — X infinitamente diferenciaveis com suporte compacto contido no

intervalo (0, T). Dizemos que ¢, — w0 em D(0.T; X) se

1) existe K < (0,T) compacto, tal que supp(¢, — ¢) C K, para todo v,
d* d*
1) para cada k € N, @{py(t) - F@(t} em X uniformemente em ¢ € (0,7).
O espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0, T') em X sera denotado por T'(0, T; X).
Neste espago dizemos que uma sucessao (S, )pen € D'(0, T; X') converge para

SeD(0,T; X) quando {S,, ) — (S,¢) em X, Vo € D(0,T).

Denotaremos por LP(0,T; X), 1 < p < 00 o espago de Banach das fungoes
w: (0,T) — X, tais que u ¢ mensuravel e ||u(t)|x pertenca a LP(0,T). Em L*(0,T; X)

defini-se a norma

T r
||l eor;xy = (f l|u(t)||5 df) . paral <p < oo,
0

lullz=r:x) = mnf{c ; [[u(t)]x < cquase sempre em (0,T)}.
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Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, entao L*(0, T; X) é um espaco de Hilbert

munido com o produto interno

T
(u, v)p201:x) = [; (w(t), v(t))x dt.

Representaremos por W™#(0,.T; X), 1 < p < oc 0 espago de Banach
W0, T;X) = {u € IP(0,T; X);u%) € [P(0,T;X), 0 < j < m},

onde ul7) representa a j-ésima derivada no sentido das distribuigoes, com a norma

" ?
W (0TX) = (Z ||'”EJ}||ip(o,-r;X}) )
j:{]

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espaco W™2(0,T; X) é denotado por

i

H™(0,T; X), que é um espago de Hilbert com o produto interno

m

(u, v)Emo1x) = Z (H-m-. T—J{j))Lﬂ{{],'T;X}-
i=0

Representaremos por C?([0, T]; X) o espago das fungoes continuas u : [0, T] — X tais

que ||u(t)||x pertenga a CY([0,T]), que juntamente com a norma

||/l eogorxy = Juax, [|ae(t)]| x

é um espago de Banach. Denotaremos por C™([0,T; X) o espago de Banach das fungoes

d*u

—5(t)

dt*
C™([0,T]; X} defini-se a norma

u: [0,T] — X, tais que

pertenca a CU([0,T]) para 0 < k < m. Em
X

d™a

+ it |5
dt™

CO(0.T1:X)

du
lellemqorx) = llulleogoryxy + HE .
CO0TTX)

1.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta segao enunciaremos os resultados necessarios para o nosso trabalho, cujas demons-

tragoes podem ser encontradas nas referencias citadas.
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Proposicao 1.1 (Designaldade de Canchy-Schwarz). Seja H um espaco vetorial munido

do produto interno (-,-). Entao, dadas u, v € H, temos que
[(u, )| < lulla [,

onde || - |5 = (-.-).

Demonstragao: Ver [4]. |
.~ . : 11
Proposigao 1.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tal que —+— =1 e
P 9
a,b > 0. Entao
a? b
ab < — + —.
p q
Demonstragao: Ver Teorema IV.6 de [8]. [ |

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q seja um aberto limitado

de R". Entao para todo 1 < p < oo, existe uma constante cp, tal que

|lullwe0y < ol [Vullia), Vue Wy P ().

Demonstracao: Ver Corolario IX.19 de [§]. [

Observagao 1.4. A desigualdade de Poincaré também € vdlida para funcoes que se anu-
lam em apenas uma parte da fronteira 901 e também para as funcoes que tem média nula,

udr = 0. Ver Teorema 5.6.2 de [11].

isto €,

Definicao 1.5. Seja X um espago de Banach. Representaremos por X* o seu dual
topoldgico, isto é,

X*={L:X — C; L € linear e continuo}.
E, denotaremos por L(z), o valor de L em x € X.

Lema 1.6 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert complezo e a : H x H — C uma

forma sesquilinear, para a qual, existem constantes positivas ¢y e g, tais que
afu, ol < cllullullolns e ellull < afuu], woveH.

Seja L : H — R, um funcional linear e limitado em H. Entdo existe um iinico w € H tal
que

alw,v] = L(v), V wve H.
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Demonstragao: Ver Coroldrio V8.16 em [8]. |

Lema 1.7 (Equivalécia de Normas). Sejam X; = (X, || - 1) e Xo = (X,

|l2) espagos

de Banach. Se existe wma constante positiva ¢y, tal que
Izl < e [|=][2

para todo ¥ € X, entao eriste uma constante positiva ¢y, tal que
[zl < €2 [l

para todo x € X. (Logo as duas normas sdo equivalentes).

Demonstragao: Defina o operador linear L : Xy — X, dado por z +—— z. Uma vez que

por hipotese
(3l

[zl

=0

temos que L e continuo e é bijetivo por definigao, assim pelo Teorema da Aplicacao Aberta

L~1! é continuo e portanto limitado. ]

1.3 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta segao, apresentamos a definigao de semigrupo de classe Cy, algumas propriedades,
bem como a caracterizagao dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para isto, con-

sidere X um espaco de Banach real ou complexo e por
L(X)=1{S:X — X :8 é linear e continuo}
denotaremos o espago dos operadores lineares continuos de X em X com a norma usual

|5zl x }
Sy =supy —— 1 £ 0 5.
15lecx 5{ alx 7

Definigao 1.8. Seja X um espago de Banach real. Uma familia {S(t)},>0 de operadores

lineares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades
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(i) SOw=w, welX,
(it)  S(t+s)w=S(t)S(s)w = S(s)S(t)w, st>0 welkX.

Definigao 1.9. Um semigrupo de operadores lineares {S(t)},=q € dito ser de classe Cy,
ou de fortemente continuo, se para todo r € X a funcdo t — S(t)x € continua no ponto

ZETO.

Um exemplo de semigrupo de classe (p é a funcao exponencial S(f) = e** que pode
ser definida quando A for um operador linear limitado de um espago de Banach X. No
caso em que A seja um operador hinear nao hmitado, com certas propriedades, pode-se

também definir e, Isto é feito pela teoria de semigrupos. Ver [2] e [11].

Definigao 1.10. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Co de operadores lineares em X.

Dizemos {S(t)}iz0 € um semigrupo de contragoes se ||S(t)||cx) < 1 para todo t = 0.

Definigao 1.11. Considere o operador A : D(A) — X, dado por

M, u € D(A),

Au = lim
t— 0+

onde

D(A):{uEX: i 2w v

t—0+

existe em X } .

Dizemos que A € o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}iz0 € D(A) € o dominio de

A.

Teorema 1.12. Seja {S(t)}i=0 um semigrupo de classe Co de contragées e o operador
A: D(A) € X — X seu gerador infinitesimal. Entao, U(t) = S(t)Uy € a tnica solugdo

do problema de valor inicial
U, = AU, U(0) = U,

para Uy € D(A). E, ainda S(t)u € C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)).

Demonstragao: Ver Corolario 2.3 e Teorema 2.4 em [2]. [ ]
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1.3.1 Caracterizagao dos Geradores de Semigrupos de Classe Cy

Nesta segao, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais

caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cy.

Definicao 1.13. Se A € um operador linear em X, ndo necessariamente limitado, o
conjunto resolvente p(A) de A € o conjunto de todos os niimeros complexos X, tais que, o
operador R(\, A) = (M — A)~! existe e limitado em X. O operador R()\, A) é chamado

de operador resolvente.

Teorema 1.14 (Hille-Yosida). Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cy de contragoes se, e somente se

(i) A € um operador fechado e D(A) = X,

(i) O conjunto resolvente p(A) de A contém o conjunto RY e para todo A > 0

1
AT — A) g < 3

Demonstragao: Ver Teorema 3.1 em [2]. n

Definicao 1.15. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que um operador A € dissipativo
se

Re(Au,u)p < 0.¥ue H.

Teorema 1.16 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em
um espaco de Hilbert H

(i) Se A € dissipativo e existe A tal gue Im(A — A) = H entao A € o gerador infinites-
imal de um semigrupo de classe Cy de contragoes.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes sobre

o espaco H, entao Im(A — A) = H para todo X\ >0 e A € um operador dissipativo.

Demonstragao: Ver Teorema 4.3 em [2]. n

Agora, apresentamos um importante resultado que estabelece quais sao as condigoes
para que um operador linear seja o gerador mfinitesimal de um semigrupo de classe Cjy
de contragoes. Este resultado sera usado na prova da existencia e unicidade de solugoes

de todos os problemas deste trabalho.
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Corolario 1.17. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 €

p(A), entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes.

Demonstragao: Ver Teorema 2.12.3 em [11]. |

Lema 1.18. Sejam S : X — X wm operador linear limitado com inverso limitado e

B : X — X um operador linear, tal que, ||B|zx) < |5—_,1|L? Entao S + B € limitado e

invertivel.

Demonstragao: Ver Lema 2.12.1 em [11]. [

Teorema 1.19. Seja A um operador dissipativo em X. Se para algum Ay > 0 tivermos

Im(MI — A) = X, entdo Im(AN — A) = X para todo A > 0.
Demonstragao: Teorema 4.5 em [2]. [

Teorema 1.20. Seja A um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se X € reflexivo

entao D(A) = X.

Demonstracao: Ver Teorema 4.6 em [2]. [

1.3.2 Comportamento Assintdtico de Semigrupos

Nesta secao, apresentaremos os resultados que estabelecem condigoes necessarias e
suficientes para que um semigrupo de classe Cy de contragoes seja exponencialmente on

polinomialmente estavel.

Teorema 1.21 (Priiss). Seja {S(t)};>0 um semigrupo de classe Cjy de contragies sobre

um espago de Hilbert H. Entdo {S(t)};>0 € exponencialmente estdvel se, e somente, se

p(A) D {if: B e R} = iR

Tm [|GAI — A) M < oo
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Demonstragao: Ver Teorema em [12]. |

Teorema 1.22 (Borichev e Tomilov). Seja {S(t)};>9 um semigrupo de classe Cy limitado
sobre um espaco de Hilbert H com gerador infinitesimal A, tal que, iR C p(A). FEntdo

para wma constante o > 0 firada, as sequintes condigoes sao equivalentes

(4) IR(A, A)llggm = O(A?),  |A] = oo.

(i) ISEN=A) e =OF 1), t— oo

(i) IS(E)(—A)z||ly =o(t™Y), t— o0, z€H.

(iv) IS(E)A | cm = O@F™Y),  t— oo.

(v) IS(H)A x|y = o(t™V), t— o0, zeH.
Demonstragao: Ver Teorema 2.4 em [1]. n

Para provar que taxa de decaimento polinomial obtida é 6tima precisamos do seguinte

resultado.

Teorema 1.23. Seja {S(t)},>0 um semigrupo de classe Cy de contragioes sobre um espago

de Hilbert H com gerador infinitesimal A. Se

1
[S5(t) Vsl < E”UD”D(A}

entao, para todo € > 0, existe uma constante positiva c,, tal que

1 _
W”{AI — A) 1||£{Hj| =

Demonstragao: Ver Teorema 5.3 em [13]. [ |
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CAPITULO 2
SISTEMA DE BRESSE COM TRES DISSIPACOES FRICCIONAIS

Neste capitulo, estudamos a existéncia, unicidade e comportamento assintético de
solugoes para o sistema de Bresse com termos dissipativos atuando na oscilagao vertical,
longitudinal e no angulo de rotagao da segao transversal, ou seja, vamos analisar o seguinte

modelo com dissipagao friccional presente nas trés equagoes:

prge — k(e + 0 + lw)x — kol(we — lp) = Fi em (0,00) x (0, L), (2.1)
Pty — Bbpr + k(e + 10 + lw) = F5 em (0,00) x (0, L), (2.2)
prg — ko(wy — 1p)e + kl(@r + 1 + lw) = F3 em (0,00) x (0, L), (2.3)

onde Fy = —y1pp, Fo = —yot)y e Fy = —yauwy.
O sistema esta sujeito a condigoes iniciais
©(0,-) = wo, @:(0,-) = w1, ¥(0,-) = 2o, ©e(0,-) = ¢, w(0,") = wo, we(0,-) = w1 (2.4)
e condigoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann

{f:'(f'.\D] = '}’J{trL} = Tﬁl*'r(tn 0) = Tﬁl:r[:t:L) = wi‘{f’f D) = 'wrft: L)=10 em (0,0C] (25]

As constantes b, pq, po, k, ko, I, 71,7 € 73 880 nimeros reais positivos.

Este capitulo esta orgamzado da seguinte forma. Na secao 2.1, apresentamos a for-

mulacao do semigrupo associado ao problema. Na secao 2.2 mostramos a existéncia e

unicidade de solugao do sistema e na secao 2.3 estudamos a estabilidade exponencial para

0 semigrupo associado.

2.1 FORMULACAO DO SEMIGRUPO

Nesta segao, vamos apresentar a formulagao do semigrupo associado ao sistema de
Bresse dissipativo. Para isto, vamos escrever o sistema (2.1)-(2.3) como um problema de

valor 1nicial
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U, = AU, U(0) = Uy

onde U = (@, . ¥,y w,w)T, Uy = (0. 01, Y, 1, wg, wy)T, T denota o transposto do

vetor e A é o operador linear A : D(A) € H —+ H dado por

[ o I 0 0 0 0\
ka2 kol? 5 k (k4R )l
kgt kP _np kg 0 Ghily g
0 0 0 I 0 0
A= . D Y (2.6)
Ly, 0 L@ kp =y M 0
0 0 0 0 0 I
K _ Uikl g 0 _Kj 0 fupr Ky _1ag
M /M fuil fut M

Seja H o espaco vetorial
H = HYN0.L) x L*0, L) x H'(0,L) x L*(0,L) x H'(0, L) x L*(0, L)
onde H(0, L) = L0, L) n HY(0, L) e L2(0, L) = {u e L}0,L) : f u(z) dz = [J}.
O espaco H é munido do produto interno

L L
(U_,U")H:m[ @Fd:erpg[
0 0

L L
VU= dr + py [ WW* dz + b/ U1t dox
J0 0

L L
+k / (pr + ¥+ lw) (@t + ¢* + lw*) dz + k‘o/ (wr — lp)(ws — lp*) dx (2.7)
S0 0
onde U = (o, ®, ¢, U, w, W) e U* = (%, d*, %, ¥* w*, W*).
Este produto interno induz uma norma em H. dada por
U1z = prll@lIz2 + pollEl72 + pr[ W72 + Bl 72
+ kll oz + 1 + lw|[72 + kol[we — lp||72. (2.8)
e 0o dominio de 4 é
D(A)={U € H| e H*0,L)NHy(0,L), v € H(0,L)n H!(0,L), we H*(0,L)
U w, € HY0,L), ® € HY0,L), ¥ € HY0,L), W € H'(0,L)}.

A seguir, vamos estabelecer dois resultados sobre o espago H.

Lema 2.1. Os espacos vetoriais L2(0, L) e H(0, L) sdo de Hilbert.
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Demonstragao: Vamos inicialmente provar que L2(0, L) é de Hilbert. Para isto basta
mostrar que este espago ¢ fechado. Com efeito, seja u € L2(0, L), entao ||u, — w2 — 0,

com () C L2(0,L). Assim, para todo, g € N, tem-se que
L
f uy(z) dr = 0.
0]

Uma vez que (u,) é convergente, segue que a sequéncia (u,) é de Cauchy em L*(0, L).
Sendo L?(0, L) um espago completo, temos que, u € L*(0, L). Resta mostrar que a média

da funcao u é nula. Com efeito,

f: () de __[: u(z) do

Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

./: wy(r) de — _/D‘L w(x) dr

quando g — oo. Assim, u tem média nula, concluindo que u € L2(0, L). O que mostra

_/: uy(z) — u(z) dr| < j: |u, (z) — u(z)| dz

< ‘/EHH-” —ul[p2 =0

que L2(0, L) é fechado e portanto completo.

Agora, para mostrar que H!(0, L) é completo, basta notar que este espago ¢ a in-
tersegao de espacos fechados L2(0, L) e H(0, L), ou seja, H!(0, L) é fechado, e portanto

completo. ]

A partir deste Lema podemos enunciar o seguinte resultado

Lema 2.2. H € um espago de Hilbert com a norma (2.8).

Demonstragao: Do Lema anterior concluimos que H é espago de Hilbert com norma

usual

2 2 2 o Il2 e 2 2 2 112
Ul = llpellze + [1llze + 9z + lloellze + [1][z2 + llwlliz + llwellzz + Wil (2.9)

Vamos mostrar (H, |- ||y) é um espago de Banach. De fato, aplicando a desigualdade

triangular em (2.8), temos que

IUIE < el ®lfe + eallUlFa + o IWIZ + erllebzllze

+erllezlee + Illee + lwlle2)? + er(llwellze + llollz2)*.
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onde ¢y = max{py, pa, k, ko, ki, kol, b} | ou seja,

U5 < eill®liz + el Pllzz + el Wiz + erl¥ellze + ell¥llzz + erllelliz + eillexllie
+etllwlza + erllws 72 + 261 [|@zllr2ll$lez + 261 ll@zllrelwllzz + 2er[[ 2wl 1.2

+ 2c1[fwz |2 ]|l 2

Aplicando a desigualdade de Young nos quatro ultimos termos da desigualdade ante-

rior, obtemos

2 2 2 112 2 2. s 2 2
U1 < exll@llzz + erllCllz2 + edW k2 + exllvx iz + el iz + 2enllellzz + 3exllez 22

+ 31 ||lw||f2 + 2e1|Jwe ).
Deste modo, existe uma constante positiva, tal que, |Ul|y < Ci|U|y. Desta de-
sigualdade concluimos que (H, || - ||y ) é um espago de Banach. E, além disto pelo Lema

1.7, existe Cy > 0, de modo que, |Uly < Cs

Ully. isto é, as normas ||Ul|y e |Uly sao

equivalentes. ]

2.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta segao, mostramos usando a teoria de semigrupos, a existéncia e unicidade de

solugao para o sistema (2.1)-(2.3) com as condigoes iniciais (2.4) e condigoes de contorno

(2.5).

Teorema 2.3. O operador A dado em (2.6) é o gerador infinitesimal de wm semigrupo

de classe Cy de coniragies sobre o espago de Hilbert H, denotado por S(t).

Demonstragao: Vamos mostrar que A é um operador dissipativo, que 0 € p(A) e que
seu dominio [D(A) é denso em H.

(1) A é dissipativo. De fato, observe que se U € D(A) entao



L L L
(AU, U)y = k.f (pp + 1 + lw), P dz +kl [ (wy — lp)® dr — vy / \P|? dx
Jo ) Jo Jo

W
=iy

L L L
- bf U U —k(@y + 9 + lw)T dr — ':r'gf | |? dz + ko [ (wy — 1), W da
0 0 Jo )

S

=ig =iz

L L L
—sz {wz+ays+£w}Wdz—¢3[ |W|9d.z+b[ o), da
0 J0 J0

L - L -
s f (@, + 0+ IW)(pr =& T Tw) d + ko f (W, — 1®)(w, — 1) da.
0 0

Integrando por partes os termos iy, 72, i3 e tomando a parte real, obtemos
Re (AU, U)y; = —y1[®72 — 22l ¥]f72 — 1[W[i: <0

e portanto o operador A é dissipativo.
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(i1) 0 € p(A). Com efeito, para toda F = (f1, f2, fa, f1, f5. fs) € H, devemos mostrar que

exlste uma unica

U= (g,@ ¢,V wW)e D(A) de modo que AU = —F, ou seja, que o operador A é

mmvertivel.

Observe que da 1gunaldade

f/ i \ ( —fi \‘
k/pi(z + 1 + lw)e + kol /p1 (we — lg) — 11 /p1 ¥ —fa
AU = v N el
b/ patbar — k/pa(pr + ¢ + lw) — y2 /p2 ¥ —fa
W —f

\ ko/pi(we — lp)y — kl/pr(@e + ¢ + lw) — 3/ pW ) \ —fe /]
segue que

b=—fe H(0O,L), v =—fse H(0O,L) ¢ W =—f;e H'(0,L). (2.10)

Resta entao mostrar que existem . ¥ e w satisfazendo as seguintes equagoes

k(pr + ¢ + lw)e + kol(we — lp) = —p1fa + 1P, (2.11)

bl.-'ilzr _k('}or+?'."‘l'l+gwj = —ngq-l-“,r'g"[", (212:]

ko(we — l@)r — Kl(pe + ¥ + lw) = —p1fo + 1aW. (2.13)
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Para isto, considere o espaco de Hilbert V = H}(0, L) x H(0, L) x H'(0, L), munido
da norma usual

(e w)lv = el + 10l + llwllzs.
Vamos mostrar que V com norma
(0, s )2 = Elps + 1+ ll[2s + Kollwos — gl|2s + Bl 22

é um espago de Banach e que as normas | - |y e || - ||i sao equivalentes. Com efeito. note

que, da designaldade triangular podemos mostrar que

||({PDJ u“‘-. '112')”%, < Cl |({PDJ ﬂl?'. wjl%‘

onde €} = max {k, ky, b}. Desta desigualdade concluimos que (V. || - ||y-) é um espaco de

Banach. E, assim do Lema 1.7, temos que existe uma constante positiva Cs, tal que

(o, w)lv < Call(, )

ou seja, as normas sao equivalentes.

Agora, defina a forma sesquilinear af-,-] : V x V — C por

L
al(, P, w), (¢, 97, w")| = kf (e + 9+ lw)(pf + " +lw*) dz
1]
L L .
+ .‘9[}] (wy — L) (w? — lp*) dz + bf gt dx
1] 1]

eseja A: HI(0,L) x H(0,L) x H(0, L) — C o funcional linear limitado, dado por

L

L L
A(p, 9, w)) =£ (P1f2+".r'1f1]'¢dﬂf+_/; (pafs +’T‘2f3)$fli‘+£ (p1fe + yafs)@ da.

Vamos mostrar que a = a[-, -] satisfaz as hipiteses do Lema de Lax-Milgram.

(a) al-,:] é continua: Com efeito, usando as desigualdades triangular e de Cauchy-

Schwarz, temos

la[(@, ¥, w), (¢, 7, w*)]| < kllox + ¥ + lw|| 207 + & + Tw®|| 2
+ kollwe — Ul p2[fwy — 19|22 + blltba | 2|92 2

< etll(e, , w)lv (@™, &%, w*)[lv
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com ¢; = max {k, kp, b}. Agora. usando a equivaléncia das normas no espago vetorial V'

obtemos

|a[(5‘9!ﬂ}u w}-. ({P*-. 'ﬁtawt}“ = '32|("|p-. ']-."Ij!w‘”lf"(fp*: d"*!wt}h"-
Portanto, a forma sesquilinear a[-, -] é continua.
(b) a[-, -] é coerciva: Note que

al(e, ¢, w), (¢, ¥, w)] = kllgz + ¥ + lwllis + kollws — Lplia + bllve|l7o.

Usando o fato de que as normas || - ||y e | - | sao equivalentes, segue que existe uma

constante positiva cz, tal que
! o 2
a’[{ﬁ'?.\ ¥, w)'. ({PJ ul"'. w:]] = '33” (':O.\ ¥, w)”if

Assim, do Lema de Lax-Milgram, existe uma 1inica solugao
(5‘9: u“‘: 'LI'.F) S H{]]_(D: L} X Hj (D! L) X H1(D! L}

para o problema

a[({p, v, rw).' ([!D*'. ']'."5*: w:)] = )“({‘ID' 1.'{;: w)}
Note que da equagao (2.11), temos que ¢ € H2(0, L), assim @ € H}(0, L) N H*(0, L).

Agora, para mostrar que 1, € H}(0, L), considere ay : H'(0, L) x H'(0, L) — C, uma

forma sesquilinear, defimda por
L . L e
aufb ) =b [ TR de ek [ ds
1] 1]
e o funcional linear limitado Ly : H'(0, L) — C , dado por

L
Ly[y] = / (pafa + y2fs — ks — klw)y da.
Jo

Note que, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
lay[t, ¥7]| < eslltalle2l|¥zlle + eall@lle2ll¢7 L2 < callpllme 87|
onde ¢y = max{b. k}. E portanto, a forma a,, é continua.

Agora ay é coerciva, pols
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ay[, 9] = blltallza + Kl¢llZ2 > csll¢lla
onde ¢ = min{h, k}.
Assim, do Lema de Lax-Milgram temos que existe uma tinica ¢ € H'(0, L), tal que

ay[, ¥7] = Ly[d] Vo* € HY(0, L).

Agora, note que, para toda 1* € HY(0, L), temos que
L
| ban b= i o+ b (L (1) = b @) =0 (214)
0

onde f = pafy 4+ vofs — kpr — klw. Em particular, para +* € H}(0, L), de (2.14) temos
que —bi, + ki — f =0 q.t.p.

Assim, de (2.14), segue que, para toda ¢* € H'(0, L)
Ye(L)g" (L) — ¢=(0)27(0) = 0.

Uma vez que ¢*(0) e 1*(L) sao arbitrarios, concluimos que 1,.(0) = ¥,(L) = 0. E

deste modo, 1, € HL(0, L).

Analogamente, podemos mostrar que w, € H}(0,L). Para isto, basta considerar a

forma sesquilinear

L L

ay[w, w*] = kgf wrw_;d:t:—l-.‘:lgf ww* dr
0 0
e o funcional linear limitado Ly, : HY(0, L) — C , dado por
L
Ly[w] = [ (p1fe + yafs dx — [ko + k]lp, — kly)w dr.
Jo
Logo, para toda F € H, existe unica solugao U = (@, @, ¢, @, w, W) € D(A), tal

que, AU = —F. E portanto, o operador A~! existe.

Resta entao mostrar que o operador A~ é limitado. Para isto, vamos multiplicar
(2.11), (2.12) e (2.13) respectivamente por B, ¥ e W e integrar sobre o intervalo [0, L],

obtendo
L
bl + 1+ ol + kollws = Lol + bl = [ (p1fi =) d
JO

1L . . 1L
+ [ (pof — 12 W) dr + [ (o1 feT — W) d.
J0 S0
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Assim desta desigualdade, temos

L
IUNE = pill®lz2 + poll 72 + 1| W] +[ (p1fo? — 11PP) dx
0

L L
+ [ (pofu) — 1) dx + [ (p1fe@ — 43 WD) dr.
J0 0

Agora, segue de (2.10), que

L
U3 = pall fillZz + poll fall 32 + ol Fsll 72 + [ (p1fo@ + 1 fip) d=
Jo

L L
+f (pofatd + vofav) dx +f (p1feW + 13 fsw) dr.
0 0
Usando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos

U1 < el fillzz + I fallze + I fslze + I fall2llellee + I fill2llollc2)
+co(|l fall 2 ll@lle2 + [ fslle2lleblle2 + ol 2 llwll ez + [ fsll 2 [lwl|z2)

onde Oy = mé-x{plu P2y Y1 T2 TS}-
Da definicao de norma usual no espago H, temos que
U5 < col FI3 + 6c6|Ulu| Fla-
Decorre da equivaléncia das normas |- |y e || - ||y, que existe uma constante positiva
oy, tal que

2 2
1Ol < erllFllg + cxllUl| || F]la-

Aplicando da designaldade de Young, temos que
WUl < callFllu
onde cg = 2 (c-r—|— %) .
E deste modo concluimos que o operador A~! é limitado. Portanto 0 € p(A).

(ii1) Finalmente, vamos mostrar que o dominio do operador A é denso em H. Uma

vez que 0 € p(A), temos que A~! existe e é limitado. Note que

Iho—A=AXA—1). (2.15)
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Entao, pelo Lema 1.18, para B = AgA ' e S = I, com |\g| < | . temos que o

1
A ey
operador A\gA~1 — I é invertivel. E, assim de (2.15), temos Im (A — A) = H, entao pelo

Teorema 1.19, Im(AM — A) = H, VA = 0, em particular para A = 1, o operador I — A é

sobrejetor. E, como A é dissipativo segue do Teorema 1.20 que D(A) = H.

Por (i), (ii) e (iii) temos do Corolario 1.17 que o operador A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo de classe Cy de contragoes. [ ]
Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Suponhamos que os dados iniciais (o, @1, 0, Y1, wo,w1) € D(A), entdo

(5‘93 Pty Y, '1.';'1'. wawi} € C([DJ O'C') D(A}) N Cl([o :’O)~H}

Demonstracao: Decorre do Teorema 1.12. ]

2.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Nesta se¢ao vamos mostrar que a solugao do sistema de Bresse é exponencialmente
estavel. Para mostrar a estabilidade, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema

(2.1)-(2.3) satisfaz as hipoteses do Teorema 1.21. Sabemos

_ M—AVIF
[(AT = A) Y| ) = sup I ) Pl IF|lx # 0
rehi 17w

entao, se

(M —A)'F=U

temos,

AU — AU = F. (2.16)

Para isto temos que olhar para a solugao da equagao resolvente (2.16). Deste modo,
se a solugao é U = (@, P, ¢, U, w, W) , entao a equagao resolvente em termos de suas

componentes ¢ dada por



Ap —® = fi, (2.17)

Ap1® — k(pr + 1 + lw)y — kol(wy — 1) + 1P = p1 fo, (2.18)
M) — W = fa, (2.19)

Apa ¥ — by + k(pr + % +1w) + 7V = pafy, (2.20)

N — W = f. (2.21)

AptW — ko(ws — 1) + kl(z + 1 + lw) + 1aW = py fs. (2.22)

Assim, para mostrar que a solugao possul decaimento exponencial, vamos precisar dos

seguintes resultados.
Lema 2.5. Se U = (@, @, 9, U, w, W) € solugao da equacao resolvente entao

2 2 2 r
Y@z + 2Pl + wlWli: < |F|#||U

H-

Demonstracao: Multiplicando (2.17), (2.19) e (2.21) por —k(p, + ¢ +lw)y, —bily, e
ko(we — 1) e (2.18), (2.20) e (2.22) por ®, ¥ e W respectivamente, integrando sobre o

intervalo [0, L] e tomando a parte a real, obtemos

L L L
R{-( — Mk [ ol + 1 + lw), dr +Ap [ |®|? dx — kol [ (wy — lp) D d-r.)
J0 J0 0

S il

=i =i
L L L
- Re( — Ab/ U1ler dr +-Apa [ U+ k [ (¢z + 2 + lw)¥ cﬂr)
0 L0 J0 - .
=i3 r=i4

L L L o
+ R.o( - Mcu/ w(we — lp)z dx +Apy [ W|? dz + I:Jf (0r + U + lw)W dr)
0 Jo Jo .

.
=ig

f;=i5 L I
+m / |®* dz + o [ | W) dx + 3 [ (W2 d
0 Jo Jo

L L L I
R_e( — k/ filr + U+ lw)y dr +p1 -/ fgﬁ dr —b [ fgt_n dr +p~3/ _f.-1T dx)
Jo ~ 0 Jo 0

T
=iy =ig

L L
— R.e( - kg/ fslwy —lp) e dz +po [ feW d:c).
Jo ) Jo

e
1—ig
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Agora, integrando por partes os termos iy, is, is, ir, ig, ig e usando as relagoes (2.17),

(2.19) e (2.21) em i3, i4 e ig Tespectivamente, obtemos

ReA|Ulli + 71l ®ll72 + 2 ClIZ2 +lWie < Re(F,U)n < |IFl|alUlx.
Tomando na desigualdade anterior A = i3, 7 € K, temos o resultado. |

Lema 2.6. O conjunto resolvente do operador A contém o conjunto iR = {ip : § € R}.

De fato, considerando F' = (0,0,0,0,0,0). segue do Lema 2.5, que ® = & = W = (.
Agora, das equagoes (2.17), (2.19) e (2.21) concluimos que v = 1y = w = 0, ou seja,
U =(0,0,0,0,0,0).

Deste modo, segue que o operador (A — A) ™! : Im(A) — D(A) existe. Uma vez que
0 € p(A), segue que I'm(A) = H. Concluindo que (A — A)~' : H — D(A) existe. Como
no Teorema 2.3, podemos mostrar que, para cada A, o operador resolvente é limitado. E,

assim temos a conclusao. ]

Lema 2.7. Se U = (¢, ®, ¢, ¥, w, W) € solucio da equacio resolvente entdao eriste uma

constante positiva c1, tal que
bllvzllze < el ¥z ||Ulle + e Fllu | U a
para A € iR e |\ = 1.
Demonstracao: Multiplicando a equacao (2.20) por ¥ e integrando sobre o intervalo

[0, L], obtemos

L L L L L
bf et dx = Apo / W) dx + kf (pz + 0 + lw)) dz + o [ W) dr — pg/ fal dx.
0 40 1] J0 0

=iy
Integrando por partes do termo i; e usando (2.19), segue que
L L —— _
b [t e =gy [ WTTE T e =5 [+ v 1) o)
0 0 0

L L
—E ‘I"(‘I’-ng} dI—I—pg[ f.iEdI.
AJo 0
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Das designaldades triangular e de Cauchy-Schwarz, temos

bllwzlze < poll¥[lp2]Wllez + pal| Wl ezl fall 2 + 57 | ||<,:'T + 9 + lwl|p2[| ¥ 2

|A

2
FT'“‘II”L?(”‘I'HL? + [1fallz2) + poll fall 2l 2.

k
+ iz + ¥ + lwllc2|l fall 2 +

Al

Segue da designaldade de Poincaré que existem constantes positivas ¢, e ¢, tals que,
I fallee < epll fazllz e [[¥)le < e, ||l L2 Assim, a designaldade anterior pode ser escrita

COIMo

bll’!.i'»'zllia dr < pal|[ W 2| W[z + cpy p2l[ ¥l 22| foz |22 + | ||<;Jz + 4+ w|| 22| W] 2

1Al

Ty E n + 6+ el foalln + 22 IAI N2 (1]l 2 + epul faxllz2) + cpapal fall elltbz| 2.

|A

Agora, usando o Lema 2.5 para estimar a norma de ¥ e da definicao de norma em H,

temos que

‘\/_
Bllgeli2 < 737 B Il U]l

+ ("% e e . +om'f;) Il

Deste modo, temos o Lema demonstrado com

cl_max{\/_ L . Ve V/_—|—1+f:p, e + cpy }

sl3

‘\/”Hmf Joib

Lema 2.8. Se U = (o, ®, 1. U, w, W) € solugdo da equacdo resolvente entdo eriste uma

constante positiva co, tal que
kllpr + ¢ +lwliz < el @l Ul + eall @iz [Ul i + cal W2 |U Nl + ol FllellU ]|

para X € iR e [A| > 1.

Demonstragao: Derivando em relagao a variavel = a equacao (2.17) e somando com

(2.19) e com o produto de [ por (2.21), obtemos a seguinte igualdade

G, + U +IW = Moz + ¢ +lw) — (fiz+ fa+1fs). (2.23)
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Agora, multiplicando (2.18) por @ e integrando sobre o intervalo [0, L], temos

L L L
Am [ |®|? dr — k [ (pr + 0 + lw),® dx —kgf/ (wy — lp)® dx
Jo Jo ) 0

e

=i

L L
+n | |[®Pdr= f p1fa® dx.
Jo 0

Integrando por partes o termo iy, obtemos

L L L
API[ |¢v|9dx+kf (e + U+ lw)(®, + ¥ + W) d:r—k[ (r + 10+ lw) ¥ dx
J0 0 40

L L L L
— Kl / (pr + 1 + lw)W dz — kgl f (wy — lp)® dx + 71 |®|? dr = f pifo® dr.
A0 1] J0 0

Agora, usando a igualdade (2.23), segue que

P I 1
. k .
k[ |c,sr+w+sw|ﬂdz=mf |¢)|2d-z+i[ (or + 1+ 1) (o T o ¥ 170 do
Jn 1] S

L

Eofr k ko, [* T
+= | (pr+ 1+ lw)T dz + =1 (wr+u+zu,}w dI+II (wy — lp)® dr
0 <0

X,
f|¢|9d + = [fg@dx

Deste modo, das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, temos que

kllpz + 9 + w32 < p1||®|[F2 + | ||LPI + 1+ lw| 2| fiz + fa+1fs]e2

A

k . .
ez + 9+ lwle2][Wilea + Sl — Lol |l 2

L[l + -

k
+ —|lox + ¥ + lw|| 2| ¥ 2 +

ko
A A

o
| foll 2| ®]| 2.

|)~| [Al

Assim, da defimcao de norma em H e do Lema 2.5 para estimar a norma de @,

concluimos

Vi o VR
AT U
AP +

. p
Sl + (24 ) 1L

kllor + ¢ +lwllza <

LV
T

¥ llz2llU lla

Portanto, o Lema fica demonstrado com ¢y = max {‘\'!‘ ol, 1-/_ \/’_ f } [ ]
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Lema 2.9. Se U = (o, ®,¢, U, w, W) € solugio da equacao resolvente entio existe uma

constante positiva cg, tal que
kollws +1oll72 < eal|®[|2|Ula + sl Wle2[|U Nl + esl| FllullU
para A € iR e |A| = 1.

Demonstragao: Derivando a equagao (2.21) em relagao a variavel z e somando com o

produto de I por (2.17), obtemos

W, - 1o = )“(H’I - I'r”"} - (.fS,I - Ifl) (224)

Agora, multiplicando a equacio (2.22) por W e integrando sobre o intervalo [0, L],

temos

L L L
A [ W2 dz— kg [ (wy — 1), W dx +kl [ (r + U+ lw)W dx
Jo Jo ) Jo

e
=iy

L L
+ 3 [ W ? dx = p f feW dx.
40 0

Integrando por parte o termo iy, segue que

L L L
Aoy [ W2 dz + ko f (1, — 1) W =18 dar + kol f (1, — 1) do
Jo 1] 0

L L L
+ .‘sz (o + 9+ lw)W dz + 5 [ (W dz = py f feW dz.
0 Jo 0

Agora, da relagao (2.24), podemos escrever a ignaldade anterior como
L 5 L 5 k‘{] L -
*’iuf jw — Lo dz = py f W do + 2 [ (ws — p)(fom —Lfy) da
L
——E[ (wy — lp) '«Iﬁd:r——ff (0z + 0 + lw)W dx ——[ |W? da + 1[ foW da.
0

Decorre das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, que

i ko ko
kollwe+Hel7z < oW 172 + 5 llwe — el 2l foe — Ufill 2 + | |y — I | 2| @] 2

Al A

k .
+ W!’-Ilsﬁ: + Y+ lwle2[Wlle2 + 57 IW I + |A| = foll 2 |W ez

S
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Assim, da definigao de norma em H e do Lema 2.5 para estimar a norma de W, temos

que
VR VE
bl + Ll < SRR + YW Ul + (245 IF I,
Portanto, o Lema fica demonstrado com ¢3 = max {V‘ ol \/_ E — —|— 3} ]

O prineipal resultado deste capitulo serd estabelecido pelo seguinte teorema:

Teorema 2.10. O semigrupo {S(t)};>0 associado ao problema determinado pelo sistema
(2.1)-(2.3) com condicoes iniciais (2.4) e condigoes de contorno (2.5) € exponencialmente

estdvel, ou seja, eristem constantes positivas ¢ e €, tais que

1SVl < ce”||Unll -

Demonstracao: Dos Lemas anteriores, temos que
2
10Ul < = ||F||H||U||H + —||F||H||U||H +— ||F||H||U||H

(Cz +e3)|| @l 2| Ua + (1 + "32)||‘I’||L2||U||H

+ (ca + )Wl 2Tl + (e1 + ca + ea) | F |l [|U || 12

ou seja,
100G < call®ll2lU i + eall®l2lU i + W2l U |1 + call Flle |U ||
onde
C4:ﬂ+ﬁ+ﬂ+f!1+ﬂ‘g+€3-
1 RS B '

Dividindo a desigualdade anterior por |U]|y e do Lema 2.5

Ul < | FIR2NUN2 + S PPN + S FI2NU N + el F o
Vit r f

Decorre da designaldade de Young que

3::2 902 Rl
U < —||U||H + o 2 ) I F e
2 2"-"1 2y 3
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ou seja,

2
Ul < es||F||g. onde cs :Z(E_FS_C‘%_'_ SCE )

2va  2y1 2y
Agora, lembrando que (A — A)U = F, com A € p(A), segue que U = (Al — A)"'F e

entao

_ M — A)VIF
IO = A) o) = sup {”( [ #o} <o
FeH H

E assim, pelo Teorema 1.21 temos a conclusao. ]
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CAPITULO 3
SISTEMA DE BRESSE COM DUAS DISSIPACOES FRICCIONAIS

Neste capitulo, estudamos o sistema de Bresse com dissipacao friccional presente em
duas equagoes. Mais especificamente, vamos considerar as dissipagoes atuando na os-
cilagao vertical e no angulo de rotagao da secao transversal. O problema de valor inicial

e de contorno é dado pelas seguintes equagoes

prew — k(wr + ¢ +lw)y — kyl(w, —lp) = Fy em (0,00) x (0, L), (3.1)
pathyy — biber + k(i + 10 + lw) = Fy em (0, 0c) x (0, L), (3.2)
prwy — ko(wy — lp)z + Kkl + ¢ +1lw) =0 em (0,00) x (0, L), (3.3)
onde Fj = —y10, @ F5 = —91),, com condigoes inicias

{tD(D: } = 0, 5‘95(0! } = ¥, 1.':"(0 ) = '?-."I'.'D-. '1.";'!(0-. :] = '?-."j"l-. w(Da j = Wy, wC(D! } = Wy, (3‘1)
e condigoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann

{P{fa Oj = 'r’;{t'-L} = ﬁ’r(tmﬂ} = d’r(tz L) = 'wr(t". D) = wr(t.\ L)=0em I:D,OC} (35}

Todas as constantes do sistema sao positivas.

Este capitulo esta orgamizado da seguinte forma. Na segao 3.1 mostramos como no

Capitulo 2 a existencia e umecidade de solugao do sistema de Bresse com duas dissipagoes.

Na se¢ao 3.2, mostramos que a relacao k = kg é uma condigao necessaria para que o
semigrupo associado a este sistema seja exponencialmente estavel. Na secao 3.3 demon-
stramos a falta de estabilidade exponencial para o problema no caso onde k # ky. Con-
siderando este mesmo caso, provamos na secao 3.4 o decaimento polinomial e que a taxa

obtida para este decaimento é Atima.
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3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE

A solugao do sistema (3.1)-(3.3) pode ser gerada por meio de um semigrupo de con-

tragoes. De fato, este semigrupo é definido no espago

H = HN0,L) x L2(0, L) x HY(0, L) x L2(0, L) x H'(0, L) x L*(0,L).

O espaco H é de Hilbert com produto interno dado em (2.7) que induz a norma (2.8).
Se U = (i, @r, ¥, e, w, )T, entao o sistema (3.1)-(3.3) pode ser escrito como
U, = AU, U(0) = Uy,
onde Uy = (g, 1, 0. U1, wp. wy )T e A é o operador linear dado por:

[ 0 I 0

0 0 0
[ R o S k (ktko)l ;
plr = T —p T 50 T
0 0 0 I 0 0
4 (3.6)
_kp 0 Lp2_kj _my A
/2 /2 2
0 0 0 0 0 I
_ (ko+k)l 5 0 _ K 0 kg2 HEp o )
\ ;T m pT

com dominio

D(A)={UecH|pec H}0,L)yNnH}(0, L), ¥ € H*0,Lyn HY0,L), we H*(0,L)
ty,wy € Hy(0,L), ® € Hy(0,L), ¥ € H(0,L), WeH(0,L)}.

Teorema 3.1. O operador A dado em (3.6) € o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy de contragoes sobre o espaco de Hilbert H, denotado por T(t).

Demonstragao: Note que, usando o mesmo raciocinio do Teorema 2.3 com Fy = 0,

temos que

Re (AU U)y = —m|®llz2 — 72/ 72 < 0
ou seja, o operador A é dissipativo.

E, ainda 0 € p(A). E assim, pelo Corolario 1.17, temos que operador A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes. [ ]
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Portanto, temos o seguinte resultado de regularidade.

Teorema 3.2. Suponhamos que os dados iniciais (pg, 1, Yo, 1, wp, wy) € D(A), entdo

(. 0. ¥, Yy wwe) € C([0,00); D(A)) N CY([0, 00); H)

Demonstracao: Segue do Teorema 1.12. [ ]

3.2 DECAIMENTO EXPONENCIAL

O objetivo desta secao é mostrar que a condigao k = ky é necessaria para que o

semigrupo associado ao sistema (3.1)-(3.3) seja exponencialmente estavel.

Para o sistema de Bresse com duas dissipagoes friccionais, a equagao resolvente em

termos das suas componentes é dada por

Mo —® = fi, 3.

oo =1

)
Api® — E(p, + 10 +lw), — kol(w, — lp) + 11® = p1 fa, (3.8)
A — U = fs, (3.9)

Ap2V — bty + k(pr + 0 + lw) + 12V = pafi, (3.10)

Ao — W = f, (3.11)

)

AW — ko(we — 1), + Kl + ¥ + lw) = py fo. (3.12

Assim, para mostrar a estabilidade, precisamos dos seguintes resultados.
Lema 3.3. Se U = (p, @, 4, U, w, W) € a solucio da equacio resolvente entdo
11l @ll72 + 12l ¥lze < Re(F,U)n.
Demonstragao: Basta tomar F3 = () no Lema 2.5. |

Lema 3.4. O conjunto resolvente do operador A contém o conjunto iR = {i3: § € R}.
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Demonstragao: E suficiente mostrar que o niicleo do operador AI — A possui somente o
vetor milo, ou seja, se (A — A)U = O entao 7 = (0,0,0,0,0,0). Deste modo, considerando
F = (0.0,0,0,0,0), segue do Lema 3.3 que ® = ¥ = 0 e das equagoes (3.7). (3.9) e
(3.10) concluimos que ¢ = ¢» = w = 0. Agora, de (3.11) segue que W = (. Portanto
que 0 € p(A), segue que Im(A) = H. Assim (A — A)™' : H = D(A) existe. Como no
Teorema 2.3, podemos mostrar que, para cada A, o operador resolvente é limitado. E,

deste modo temos a conclusao. ]

Lema 3.5. Se U = (@, ®,4¢, U, w, W) € a solucao da equacao resolvente entao eriste uma

constante positiva cg, tal que

. k32
kllor + v + w72 < cobl|i||72 + fllw: —lo|32 + el ®@|| 2| U] 1

+ ol W2 llU |l + ol | Flla Ul

para A € iR e |A| = 1.

Demonstracao: Derivando em relagao a variavel x a equacao (3.7) e somando com (3.9)

e com o produto de (3.11) por [, temos a seguinte igualdade

Mpz + ¢ +lw) = (B + T +IW) + (fir + fa+1fs).

Agora, multiplicando a relagao anterior por k(p, + 1 + lw) e integrando sobre o in-
tervalo [0, L], obtemos

L L L
k)x[ e + 9 + lw|? d:r:kf D, (r + 1 + lw) dx+.‘c[ U(p, + 1+ lw) dr
0 Jo D

-
=iy

Lo L -
+ ki [ Wiz + 9 + lw) d:r-l—k—f (fie+ fa+1fs){@e + ¥ +lw)de.  (3.13)
J0 0

Note que, integrando por partes o termo i; e usando a relacao (3.8), temos

I P I L
k [ (o + 0+ )y dz = —(p1 X + 1) f B di + [ S(hol(w, = 1g) + pifo) da.
0 0 J0
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Assim, desta igualdade podemos escrever (3.13) como
L L L L
kX / lgr + 1 + lw]? dz = —pl)\f |®|? da + "-"lf |®|? da +kuff ®(w, — lp) dr
J0 0 0 0
L L L -
+ f dfydr +k [ U(py + ¢ +lw) dz + Kl [ Wige + ¢ + lw) dz
Jo Jo Jo

L -
Tk fﬂ (fra+ fo + 1fs)(pa T 0+ ) do.

Decorre das designaldades triangular e de Cauchy-Schwarz, que

T ko
m”"fi’”L2 + —l||wy — lp||n2|| P 12

| 2 2
k”{f?’r +v+ ‘Ew“f_2 =M ”lI)”L? + |)\|

k _ [
+ %ll‘l’llmlllelm + il ¥leellos + 6+ twlze + ‘jz [ Wips + ¢ + lw) dr
J0

vl

S

=i

k .
+m||‘#:+¢+3w||£?||f1.z+f3 + s 2. (3.14)

Vamos estimar o termo is. Para isto, vamos multiplicar a equacao (3.10) por W e

integrar sobre o intervalo [0, L], obtendo assim

L L L
k/ (@r+1f + lw)W dr = —pg)o./ VW dr + bf e W dox
Jo Jo 0
1—i3

L L
— Yo f YW dz + po [ fiW dx.
0 J0
Integrando por partes o termo i3, temos
L . L . L
kf (pr+1 + lw)W dz = —pa X / UWdzr —b [ U (W, — 1) dx
0 J0O J0

L L L
—bi.'f -;-:ﬁdx—wf @Wdﬁpg[ FW dz. (3.15)
0 0 J0

Por outro lado, derivando em relacao a variavel r a equacao (3.11) e somando com o

produto de (3.7) por [, resulta que

Wy —1® = Mws — 1p) — (fsz — Lf1).
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De igualdade anterior podemos reescrever (3.15) como

L

L L
kf (pr + U + lw)W dz = —pg,lf VW dr — EJ[ Pr(we — lip) dx
0 0

0

L L L L
+b[ e fox — Lf1) dox — bl [ Y ® dr — 4o [ YW dzx + p2 [ faW de.
0 Jo Jo Jo

Decorre das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, que

ko[E . — . .
151 [ a0+ 10T ] < W 2+ Bl — Ll
S0
. r 7
Ml”lbz”ﬂllfn Lfillez + le [the]| 2] @] = + |/\|E”"P”L Wl + leHﬁtllL?HW (P23

Combinando a desigualdade anterior com (3.13), obtemos

Koz + ¢ + lwllf2 < pr|[ @l + |3’~| ~[1@[172 + |A|f||wr lol|L2]| @] 2

Sl fallea | ®llee + - ¥ lezller + 4 + lwllz + pol [ W2l Wl 22 + Bl || 2| wr — Lol 22

Ill A

_p
=iy

b .
5||ﬂ 2l for — 5f1||f_2+WEQH"E*'»'IHL?H@”LH- 5||‘I‘||L?||W||L2

I)‘I A

3||f4||L2||W||L~ ||99: + U+ lw| 2| fre + f3 + 1 fs]2.

MY 1Al

Como |A| = 1, aplicando a desigualdade de Young em iy, usando a definicao de norma

em H e Lema 3.3 para estimar a norma de &, temos

Kllps + v + twl} <ar|[ ]|l + azl ¥l Ul + asl| Flae|[U ]
G, R

+ m-‘@”%“p + f”wz — lp|l3a
onde
= kol + VI,
2
g = \/—+
1./_ *-/_
’ NG
p1 b, Vi,
ag=—+3+ —=l+—I.
S vk Pr

bi?
Deste modo, o Lema fica provado com ¢y = méx {al, g, g, mk} [
0
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Lema 3.6. Se U = (o, ®, v, ¥, w, W) € a solugio da equagdo resolvente entdo eriste uma

constante positiva c3, tal que
k , .
pilW e < eslAl ‘FG_D - 1' [®]l2llwe — Lpllz2 + csbllvix]72 + csl| @]l 2 |U ]|
+ el 2 U + sl Fll iU

para A € iR e [A| > 1.

Demonstragao: Multiplicando a equacao (3.8) por w, — [y e integrando sobre o intervalo

[0, L], temos

L

L L
kol [ lwe — lo|* dz = Ap1 [ ®(we +lp)dr — k [ (pr + ¥ + lw)z(we — l) dx
Jo Jo Jo )

-
=i

L L
+ M [ ®(wy — lp) dr — ;1 [ folwr — L) dx
J0 A0

Integrando por partes o termo i, e usando (3.12), obtemos
L L E_ L —
kol [ lwe — L] dr = Apy [ ®(w, — lp) dr + k—)\pl [ (r + 0 + lw)W dx
0 J0 0 J0
kQ L k L L
cit [Clert v tolde— o [ or+ v+ w)Tods
0

+m[ =) dx—mf i, — 1) d. (3.16)

Apgora, das equagoes (3.7), (3.9) e (3.11), podemos escrever

L L
Ap1 [ D(wy — lp) dor = —p1-/ D(We+ for— 1P —1fi)dz e
10 0
k— " — koot ] _
i —Ap1 [ (r + U + lw)W dz = —k—Pl [ (Br+ fiz + ¥+ fa+IW +1fs)Wdzx.
o Jo o Jo

Substituindo essas duas igualdades em (3.16), obtemos

L L L L
ku:f |wr—fw|9dz=—p1[ @md—zmﬂ[ |¢|2da-—m[ O(for =17 da
0 J0 Jo

Jo
L . L L
—Eplf &, W dx —iplf @Wd:r—ipllf |W|? dz
f»‘ﬂ Jo P ko 0 ko ]

1=iag

k

L 2 pL
——Plf (fl,z"‘fa-'-ffsﬂ’i"ds:—i——l/ lgr + 1 + lw|? dz
kﬂ S0 kcl] J0

i L | o L L
- f (0n + 0+ 1w)To dz + 71 f $(w, —1p) dz — py [ folws = 1p) da.
0 1] J0



Integrando por partes o termo is, temos que

;,-nzf |urI—£9?|2+—plff W dz = (__ 1) pI[ tIJH-"Id:leI[ |®B|? da
0 ko™ Jo ko Jo . Jo

—~
=ig

. k L —
UW dz — k—plf (fie+ fo+ 1fs)W dz
0 0

L

L k
o [ ST [
Jo o Jo
kz L Iii L e L
+ —ff e + 10 + lw|? de — —py / (pr + v + lw) fg dr + 71 f D(w, — lp) dr
.IECu 0 kﬂ 0 0

L
—p [ﬂ flwr —Tp) d. (3.17)

Vamos estimar o termo i3. Derivando em relagao a variavel = a equagao (3.11) e

somando com o produto de (3.7) por [, segue a seguinte ignaldade

Wo —1® = Mw, — lp) — (fs2 — Lf1). (3.18)

Note que, podemos escrever
L L L
/ W, dr = f (W, —I®) dz +£f |®|? da.
Jo 0 0

Assim, da igualdade anterior e de (3.18), temos que
L oo L
[ o7, d:c:)\[ B(w, — 1) da — [ & Fon —1f1) d:r+3[ ®2dz.  (3.19)
Jo Jo :

Agora, substituindo (3.19) em (3.17), obtemos

J0
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L k 0, <[k Lk )
kol [ e = 1P+ Lol [ Wedr=X(£=1)m [ S —Tg) de+Lpl [ B[ de
Jo ko ko ko

k S A Y _
— M ‘I’(fa r—Ufi)dr ——p1 | OWdzr ——p; | (fiz+ fa+1fs)W dx
;CD -iﬂ J0 k{] 1]

2 L k L . L
L5 [ |v:+u'f+ﬂw|2 dr— =, [ (0x +¥ + lw)fa dz + 1 [ Blw, —17) de
kn Jo JECD J0 S

L —
- P [ folwy — ly) dx
Jo
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Agora, das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, segue que
s, k 2 k 5
kollws —Ipllze + 1prlWiize < |3'~| T~ Y 1®@le2lles — ol + | Bl
k k - k .
+ —p1l| @2l fsz — Lfill2 + el U2 |Wlz2 + —=pillfrz + fa + U2 [[W]| 2
kol kol kol

k . -~
+ —{P1||$’?: + 1 + lw|| 2] foll 2 + Tl||‘1’||f_ﬂ||'wr — | L2

2 iy 4 Ll
k‘{] ; -'E':El

P1
+ 2L ol ez — il

Assim, usando os Lemas 3.5 e 3.3 para eliminar o termo ko||w, — lg|[3, e estimar a

norma de @ respectivamente e da defimcao de norma em H, obtemos

PIWIEs < JopAT | = 1 el — tplia + exll

ko
+ (G ) 19l + (Y + ) 19110

Kl
L VP 5P VEepr
+ +2 +o | || FllallU]g.
(& + Y2 +2Y0 + Y0 o) Ul
Portanto, o Lema fica demonstrado com
Sk VR VPt Vel \/_ Vkopr
.:3_max{kfp1 = Y1 + ca. ] +g, +'\/_f+ \/_E+ i + g .

Lema 3.7. Se U = (p, @, 4, U, w, W) € a solugao da equagao resolvente entdo existe uma

constante positiva cy, tal que

Ellr + 1+ D32 + kollws — Lpl22 < bl |32 + pi W1 + call Fllu |0

para A € 1R e |A| = 1.

Demonstracao: Multiplicando (3.8), (3.10) e (3.12) por ®. ¥ e W respectivamente,
integrando sobre o intervalo [0, L] e adicionando os produtos, obtemos

L L L L
plA[ |@|2dx+ﬂg,\[ | [? d:c+p1)x[ |W|9dx—k[ (02 + U + lw), @ dx
J0 J0 J0 S0

>
=iy
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L L L L
— kol [ (wy — 1) ® dx + 71 [ |®)? dz — py f fo® dr — b [ pe ¥ di
410 J0 0 J0

=ia
L

L L L
+k[ {99:+¢+Iw}$dx+’m[ |1D|2dx—pgf f4$d:ﬁ—kﬂ[ (wy — lp), W da
Jo Jo 0 Jo )

e

1=ig

L L
+ ki [ ("Pr +U+ f’lUjleI — ™ f fgW dr = 0.
S0 0

Integrando por partes i1, is, 73 e usando as relagoes (3.7), (3.9), (3.11), temos
L —
o [ 10 de s por [ e s [P etk [t 0O T
L _— J—
ol [~ 1)~ ) o+ [ B2 dz —plf [, da
Jo Jo 0
L L
b [ OB ek [ (et b+ )G T o
Jo 0
L L L
tn [P dr o [ gtk [ = 1) Ow o) da
Jo 0 0
L L
+ ki [ (@r + U+ lw)(Aw — f5) dz — py feW dzr =10
Jo Jo

ou seja,

L L L L
pl}\[ |®|2dx—|—pg,\f o d:r—|—p1/\[ w? dIHJ[ lor + 10 + lw|® dr
J0 0 40 J0

L L L
+kni[ |we — L] d:r-l—bX[ [ |? dx — ke [ (pr + ¥ +lw)(fre+ fa+1fs) dz
J0 0 J0

L
ko fﬂ (ws — 1) (Jom — 1) dx — b fu

L

L
ﬂ'::EdIJr’n[ |®|* dx
S0

L L L L
+“r'2f |‘I’|2d9~"—P1[ fQEdI—PE[ f-in:r—P][ ﬁch‘lI:D.
0 Jo Jo Jo

Dividindo a igualdade anterior por A e usando as designaldades triangular e de Cauchy

Schwarz, temos

" 2 2 2 2 12
kllcpr + ¥ + w2 + kollwse —lellz2 < prl| MLz + o2l 9[22 + o1 [[WIZ2

kn
—we — lo|le2|| for — Lfalle2

||v: + 4 + w2 fie + fa+ 1fs|l2 + — B

+ bl +

. 1 o
+ ﬂ||h‘fz||f_2||f3_:||f_2 + ﬂll'ﬁlliz + ﬁllll'lliﬂ

|||f°||£~||®”L2+ |||f4||L2||‘I’||L2+ |||fc=||L2||'r“"||L2

N A A
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Usando o Lema o 3.3 para estimar a norma de @ e ¥ e da definigao de norma em H,

segue que

ke + 9 + w72 + Kollwe — lp|72 < bllte|7z + m||W]]

L2
Mo P
4 (—+—+—) Tamam
T T2

Assim, para |A| = 1, o Lema fica demonstrado com

1‘34—&4-&4-8.

T TR

O principal resultado deste capitulo sera estabelecido pelo seguinte teorema.

Teorema 3.8. Se k = ky entdo o semigrupo {S(t)},>0 gerado pelo operador A € exponen-

cialmente estdvel, ou seja, existem constantes positivas c e €, tais que

ISE)Uallir < ee” (| Usll -

Demonstracao: Dos Lemas 3.7, 3.3 e 3.6, segue que
1017 < B2+ 2¢5) [ ll72 + 203 @] 221Ul + 231 ¥ || U1

k
+ (”—_1 +2 4 2+ .?4) |F LUl + 2es] A 'F — 1] @2 flws — gl
2 0

T

Agora, decorre do Lema 2.7, que
U113 < 2esl|@lle2l|Ul|s + ([2 + 2es)er + 2¢3) | ¥]| 2| U |2

+ (ﬂ +2 1 2+ 2eg)ey + 20 + .:4) VE Ul + 2es]A] |2 = 1] 1@l z2llws — L] 2

T 2

Por hipétese, k = kg, assim temos da desigualdade anterior
2
1UIE < axl|@l|o2l|Ulla + ad|[ V]| 2 [|U ]|z + ax || Flla [U ]2

onde ay S L O 2+ 2e3]e) + 2¢3 + ¢y

mo
Dividindo a designaldade anterior por |[U]|; e do Lema 3.3

101 < <= FWIT1 + =N F IO + ol Flls
v e §
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Decorre da desigualdade de Young que

L."

1 ﬂ_z ﬂ_z
w <510+ 17l (B D))
TN

ou seja,

L."

< a||Fllg
2 9
onde ag:?(ﬂ+ﬂ+a1).
T2 N
Uma vez que (M — A)U = F, com X € p(A), segue que U = (M — A)7'F e entao

a M — AR
IO =) e = sup { LAy 20} < 0

A conclusao segue do Teorema 1.21. [ ]

3.3 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta secao mostramos que a solucao do sistema nao decal exponencialmente para
zero quando o tempo tende ao infinito, se k # ky. Mais precisamente, mostraremos que
o operador resolvente R(A, A) = (M — A)™! nao é limitado quando k # ky. Assim,
pelo Teorema de Pruss que estabelece uma condigao necessaria e suficiente para que
haja decaimento exponencial de um semigrupo de classe Cy de contragoes, temos que
o semigrupo associado ao nosso problema nao é exponencialmente estavel. Para isto,
usamos fortemente o fato de que a condigao de contorno é do tipo mista (Dirichlet-

Neumann-Neumann).

Teorema 3.9. Suponhamos que k # ky, entdao o semigrupo associado ao sistema deter-
minado pelas equacoes (3.1)-(3.3) com condicdes iniciais (3.4) e condigoes de contorno

(3.5) ndo € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de nimeros complexos

(Ay) C iR, com lim |A;| = oo, tais que,
=

(AT — A) Y £y — o0 (3.20)
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o que é equivalente a provar a existencia de uma sequencia (F,) C H de fungoes limitadas,

satisfazendo
lim ——||(M\ ] — A) L, || = oo (3.21)
povoo || Eyll " g
Seja, U, = (A, ] — A)7!, isto é,
AU, — AU, =F, (3.22)

onde Uy = (0u, By U, Uy wy, Wy) € Fu = (frp, fous faus faps fop, fou).

Escrevendo a equagao resolvente (3.22) em termos de suas componentes, temos

Nu— By = fr (323)

Aup1®y — k(e + Y + lwy)z — kol(wyz — lpy) + 1Py = prfoy, (3.24)
Authy — Wy = fap, (3.25)

oWy — iy ze + k0, 2 + Uy +lwy) + 70V, = pafay, (3.26)

Apwy — Wy = fs i, (3.27)

Aupr Wy — ko(wpe — lpp)r + El(@pr + Uu + lwp) = p1 fon. (3.28)

Agora, usando as equagoes (3.23), (3.25) e (3.27) para eliminarmos as fungoes ¢, ¥,
e W, de (3.24), (3.26) e (3.28), obtemos assim o seguinte sistema

Py — k(o + U+ lwy)e — kol(wy 2 — lou) + Ny = g1 (3.29)
Pﬁ)‘iﬂl’n — bty zr + Bz + 0 + lw) + M0 = gop (3.30)
P1 )«iw# — ko(wuz — lpu)e + kl(ppe + U +lwu) = g3 (3.31)

onde

Ty = PlfQ,_u + U‘_upl + ’Tl)fl,_u
G2 = pafap + (Aup2 +12) fap
G3p — Plfﬂ,u + ‘)‘uplfs,p-
L
2

1 l !
Escolhendo F), = (O, —sen (,u:rr ) ,0,0,0, —cos (EI)) , temos que || F, |3 = =(1 +1)

—
P1 L P1 L
e devido as condigoes de contorno podemos supor que

wu(z) = Aysen (#—;I) . ¥u(x) = Bycos (%I) , wy(z) = Cycos (%I) (3.32)
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onde as constantes Ay, By e €, dependem de p e serao determinadas a seguir. Substi-
tuindo as fungoes (3.32) em (3.29)-(3.31). obtemos
pr o] o g (P BT\ gl —
A, [pl)\ Y +k(L) + kol ] + Bk - )+ ( - Jlk+k] =1, (333)
2
Ak (‘D +B, [pg)\z + ), +b (%) + !.:] L Okl =0, (3.34)

2
A :(“’”) [k + ko] + Bulk + C, {mim (”—;r) +kiﬁ] =1 (3.35)

k 2 fa 2 2 . . .
Escolhendo (A,), tal que, ™| {m}\ + ko ( T ) + kI ] = kl, 1sto é, A, tais que,

pl)ti + ko (%)2 — kol? = 0, ou seja, A, = i\/—% [(%)2 — 19].

2
Logo, para K#_Lﬂ) - EQ} = 0, temos que, (A,) C iR e jiILIEC‘ [Au| = o0

Assim, multiplicando (3.35) por e usando a definicao de A, podemos escrever

1(k + ko)
o sistema (3.33)-(3.35) como:
BTN o or p BT _
A, [( L) (k — ko) + 71 Ay + kol } + Bk ( - ) +C, ( - ) k+ ko)l =1, (3.36)

(i) R P2y (BT - P2p 2k Tkl =
Ak (52) + B, [{b aum)(L) + 90} + 22kl +k]+q1,u 0, (3.37)

Ty k2 k
Ak — B CLkl = . (3.38
a (L)+ ”k-i—k{]_'_ . kE+ ko ( )

Subtraindo as equagoes (3.37) e (3.38), obtemos

_k_
B, =— S . (3.30)
(b— ko2) (55)" + 2kl + yod, + 1o

Multiplicando (3.35) por % ('L;—ﬂ) e usando a defini¢ao de (A,), temos

A, (%) [k + ko] + B, k(*f)+m(””)[k+ku] (‘D. (3.40)

Agora, subtraindo as equacao (3.40) e (3.36), segue que

(3.41)
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Deste modo, quando g — oo, resulta que

1 — 1
e (a5) 1
M= BT
Zk{,(l— *fz)— N, !
(%) (%)
e de (3.39), segue que
lim B, = 0.
o
Logo. de (3.38)
1 1

Cy,—

[k + ko)l 2kol 70

quando g — oo.

Deste modo, existe uma constante positiva, tal que

1 ko L
T Il 2 Tt fﬂ (s — Ly ? do

= c‘_/: ‘ {Cn% — IA#] sen (%I)

2 [,
CF%—EA”‘ 5 oo

2

dx

=c

quando g — oo.

Portanto, a condicao do Teorema de Priiss nao é satisfeita quando temos por hipotese

k # ky. E, assim temos a conclusao. ]

Observacao 3.10. Note que dos Teoremas 3.8 e 3.9, a relagao k = ky € uma condicao

necessaria e suficiente para que o semigrupo associado ao sistema de Bresse com duas

dissipacoes friccionais seja exponencialmente estdvel.

3.4 DECAIMENTO POLINOMIAL E TAXA OTIMA

Na se¢ao anterior mostramos que a solugao associada ao sistema (3.1)-(3.3) nao de-
cal exponencialmente quando relagao k = ky nao é satisfeita. Agora, nosso objetivo é
mostrar que existe decaimento polinomial para a solugao deste mesmo sistema. E também

mostraremos que a taxa de decaimento polinomial obtida é 6tima.
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Teorema 3.11. Suponha que os dado iniciais Up = (0, 01, ¢0, Y1, wo,un) € D(A) e
k # k. Entdo a solugdo do sistema (3.1)-(3.3) decai polinomialmente para zero, ou seja,

eriste uma constante positiva ¢, tal que

[
1S(@)Volln = t_%”UU”D{A)-

. 1 .
e mais, taxa tT € dtima.

Demonstragao: Prosseguindo como no Teorema 3.8, obtemos a seguinte desigualdade

NUN% < 2es1®22|U ]| + ([2 + 2¢a]er + 2¢3) | 8| c2||U || &2

+ (2—1 4 % + 2+ 2eq]er + 263 + .:4) IE Ul + 2¢3]Al

k
1| — s
0

Da definigao de norma em H e para |A| = 1, temos

k
ko

2{!3
Ul < |A (ch+—
U F < [A] N

n (% + ? 24 2e3]er + 23 + m) LE U ]]2-
1 2

—1

) 1]l U 1+ (2 + 2esler + 26 2| 1

ou seja,
U117 < ar|All|@lle2 Ul + aoll ¥l [|U 1 + asl| Flla]| U -
onde
ay = 2eq .‘:% — 1'% + 2c3,
as = [2 + 2¢3)e1 + 25
e

a3=&+&+[2+263]c1+283+04.
N M

Assim, para ay = max{ay, as, as}, temos que

1017 < aal M@l 221Ul + asl ¥lle2]| Ul + asl| F U] - (3.42)

Dividindo a desigualdade (3.42) por |U|| e usando o Lema 3.3 para estimar as normas

de ® e ¥, obtemos

a4 1/9 1/2 ay
Ui < |)«|?||F||;§ Uy +

1/2 1/9
v ﬁnFuJ U2 + aal|F || ar.
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Segue da desigualdade de Young e de |A| = 1, que

1 aﬂ 2
U1 < 00+ PP (24 %0,
B

ou seja,
a: ai
10l < asARIFls, onde a5 =2 (—4 L a +a.4).
¥ 72
Portanto
(A — A)'F||y < as|AP||F||u, ¥F € H,
1sto &,

1A — A) ey < as| AP,

Do Teorema 1.22, temos
IS A | ey = O(™1?)
ou seja,

IS®AT Flla < 55l Fll-

[
el

Uma vez que 0 € p(A), segue que o operador A é bijetor, assim existe Uy € D(A), tal

que Ally = F. deste modo obtemos

|S(t)Us|ar < | AUy ||

[
/2 |
0 que é equivalente

[
|S(t)Usllm < m”U{JHD{AJ-

Portanto, a solugao decai polinomialmente. Finalmente vamos provar que a taxa de

: e . : - . 1
decaimento é otima . Para 1sto, seja 0 < § < 2, entao —— > 5 Deste modo, supondo

2—90

que o semigrupo associado ao sistema de Bresse decai polinomialmente a uma taxa t'/*~9),

entao pelo Teorema 1.23, para todo € = 0 e A € p(A), o operador
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1

WH(“ A)” ||£|:H]

deveria ser limitado.

Por outro lado, para € = =, mostraremos que existe uma sequéncia de nimeros com-

2 1
plexos (A,) C p(A) e uma sequencia de fungoes limitadas (F,) C H. tal que, a solugao do

seguinte sistema

(\J — AU, = F,

verifica

L'” H

lm ——
o P2

Usando a mesma notagao da segao anterior, vamos considerar

1 T8 T
F, = (0, 0,0,0,0, —-cos (T;r))

e @, Uy e w, sendo as mesmas de (3.32), entao (3.29)-(3.31) é escrito como
2, A py? 2 BT
A, [p1.1”+'}1)u”+k(L) + kol ] +B”J;( L)+C‘ E(L)[ﬁ+ﬁu] 0
l 2
Ak (%) + B, {pg).ﬁ + oA + b (%) + .‘:} Ok =0
T 3 . (BT T I
A s( ) [k + ko] + Bulk +C, {pl,l”—l-kg(L) +u} —1
A matriz simétrica associada ao sistema anterior é dada por

() R(EE) L) [k + Kol
M= k() palAy) kl
L(4) [+ ko] K pa(Ay)

onde
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Sob estas condigoes, temos que

pip2 — (kA2

C, = : |
" pipaps + 2Kk + ko) (B2)7 — (kD)2p1 — (K + ko)? (42)” p2 — (K42)%p3

Escolhendo a sequencia (A,) que satisfazem

p3()"jij — fjl}l# + kﬂ (T) + k" = —ﬁ — C0.

Temos

ko 2 KR Pkt k)
A= E — + ——— - Ricp d .
' \/P‘(L)JFPIJFP[(@—HM““ quando g — oo

para c; # 0. Devido nossa escolha de (),), resulta que

w2 Pk +k
pipeps — (k + ko)? (FJ—) Pa = pa [—%P

7 — 2k + ky)? }

E L—Fﬁu 2]

= po | —(kol® — KI* + 71 M + co)
kE— ko

~ cop® quando  p— 0o

para ca # (.
Assim, temos

pip2 — (K42)°

A~ ey quando g — 00
map® — (kI)2p1 — (k5)2co + 26212(k + ko) (£2)°

Cy ~

para cg # (.

Deste modo,

o
||Fu||° 1Vl > ||F|
||F ”2 |}“ | || j-f”J’_2
m

= "—'4|)"n| |'-'ju|2
entao

|)\ |—2+a,a'2

Ul = VN ANl = sl ] = sl — o0



60
quando g — co.

Portanto, pelo Teorema 1.23 o semigrupo nao decai polinomialmente a uma taxa

/=% concluindo entao que a taxa /2 é 4tima. u
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CAPITULO 4
SISTEMA DE BRESSE COM UMA DISSIPACAO FRICCIONAL

Neste capitulo vamos considerar o sistema de Bresse com dissipagao friccional atuando
somente no angulo de rotacao da secao transversal, ou seja, vamos considerar o sistema

de Bresse com dissipagao presente em somente uma equagao

pree — k(e + U + lw)z — kol(we —lp) = 0 em (0,00) x (0, L), (4.1)

paty — bibyr + k{‘f?r + +£w) = Fy em [:[:1!0{") X ({]! L) [:42?]

prwy — ko(wy — 1)y + kl(pr + ¢ +1w) = 0 em (0,00) x (0, L), (4.3)

onde Fy = —791; e as fungoes p = p(t, z), ¥ = ¥(t,x) e w = w(t, r) devem satisfazer as

condigoes 1nicials
@(0._ ) = Y0 @5(03 j = ¥1, ?‘I’(D: -) = o, ﬂ"t(D: -) =, u"(Dl +) = wo, w!{{]z ) =u [:‘:14)
e condigoes de contorno

{fj(t"oj = "P(t'L} = ?.ff:(t: 0) = d’:(tz L) = 'wi.{f‘.._ﬂ) = wr{ts L)=10 em (O'O'Cj (45j

Aqu, todas as constantes sao positivas.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na se¢ao 4.1, mostramos a existéncia

e unicidade de solucao do sistema. Na secao 4.2, mostramos que ha estabilidade exponen-
cial do semigrupo associado desde que a relagao iﬂ—' = % e k = ko seja valida. Na segao 4.3
mostramos que se esta relagao nao é satisfeita ha falta de estabilidade exponencial para
o problema. Considerando o caso onde nao se tem estabilidade exponencial, mostramos
na segao 4.4 o decaimento polinomial e que quando satisfeita uma certa relagao com os

coeficientes provamos que a taxa obtida é 6timna.

4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE

Vamos provar a existencia e unicidade de solugao do problema (4.1)-(4.3). Para isso,

utilizaremos os resultados da Teoria de Semigrupos. Assim, considere o espago vetorial
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H = H}(0,L) x L*(0,L) x HY(0, L) x L*(0, L) x H'(0, L) x L*(0, L)
onde HN0,L) = L0, L)n H'(0, L) e L2(0, L) = {u e L0, L) : /L u(x) dr = 0}.
0

O espago H é um espago de Hilbert com produto interno
L

L L L
(U,U*}H :PI[ @Ed:}:-'-ﬂ‘g[ 'I’Fd:r-FPl [ H‘THTdI—l-b[ ’L')IL_';d.I
S0 Jo Jo Jo

L L
— kf (r + 0 + lw) (et + U + lw*) dz + kgf (wy — lg)(wz — lg*) dr
0 0

onde U = (o, @, 0, U, w, W) e U* = (o, ®*, %, U* w*, W*). Este produto interno induz

uma norma em H dada por

U115 = pill@ll72 + p2llTl72 + prllWIIE2 + blleellZs + Kllor + 4 + lwl72 + kollwz — Lpl|72.

Definamos o operador linear A: D(A) c H - H

[ 0 I 0 0 0 0\
kg2 _ k21 kg 0 Etkollg )
MoE M i M T
0 0 0 I 0 0
A= k b o2  k ki (4.6)
0 0 0 0 0 I
{ko+k)l kil ko o2  ki®
\ —TEﬂI 0 _HI 0 HBI — EI 0 )

com dominio

D(A)={U e H|pe H0,L)N H}(0, L), ¥ e H*(0,L)n HX0,L), we H*0,L)
U we € HI(0,L), ® € HI0,L), ¥ € H(0,L), W e H'(0,L)}.

Deste modo, podemos escrever (4.1)-(4.3) como um problema de valor inicial
U, =AU, U(0) = Uy,

onde U = {{f:': Pt '.t."i". i.'{’L!!Ju":l wt)T e ‘UD — f‘PD-. 1, 'Tis;'D:l '7'."5'1 » Wo, wl}T'

Teorema 4.1. O operador A dado em (4.6) € o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy de contragoes sobre o espaco de Hilbert H, denotade por T(t).

Demonstracao: Vamos mostrar que A é um operador dissipativo e que 0 pertence ao
resolvente de A.

(i) A é dissipativo. De modo anédlogo ao Teorema 2.3, para U € D(A) temos
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Re (AU, U)y = —p|| %3 < 0

ou seja, o operador A é dissipativo.

(i1) 0 € p(A). De fato, basta tomar Fy = F3; = 0 no Teorema 2.3.

A conclusao segue do Corolario 1.17. |

E assim, temos o seguinte Teorema

Teorema 4.2. Suponhamos que os dados iniciais (o, @1, Vo, U1, wo, wi) € D(A), entdo

eriste uma tinica solucdo (p, @, U, Uy, w, w,) para o sistema (4.1)-(4.3) satisfazendo

(: o, tr, w,wy) € C([0, 00); D(A)) NCH([0, 00); H)

Demonstragao: Decorre do Teorema 1.12. [ |

4.2 DECAIMENTO EXPONENCIAL

O objetivo para esta secao é mostrar que a relagao

== e k=k (4.7)

é uma condi¢ao necessaria para que o semigrupo associado ao sistema (4.1)-(4.3) seja
exponencialmente estavel. Neste caso, o operador resolvente R(A, A) = (Al — A)~! em

termos de suas componentes, é dada por

Ao —® = fi, (4.8)

Ap1® — k(pr + ¢ +lw); — kol(w, — lp) = py fo, (4.9)
AMp— T = fs, (4.10)

Apa W — bfry + k(pr + ¥ + lw) + 920 = pafi, (4.11)
N — W = fe, (4.12)

AW — ko(w, — 1)z + kl(@r + ¢ + lw) = p1 fe. (4.13)
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Para mostrar que o semigrupo associado ao sistema de Bresse com uma dissipagao é

exponencialmente estavel, usamos os seguintes resultados.

Lema 4.3, Se U = (¢, @, ¢, ¥, w, W) € a solucdo da equacde resolvente entdo

Yl < NFulUlla.

Demonstracao: Basta tomar F; = F3 = () no Lema 2.5. [ |

Lema 4.4. O conjunto resolvente do operador A contém o conjunto iR = {i3 : 5 € R}.

Demonstragao: Para provar que iR C p(A) é suficiente mostrar que se AU — AU =
(0,0,0,0,0,0) entao U = (0,0,0,0,0,0). De fato, se considerarmos F' = (0,0,0,0,0,0),
do Lema 4.3, temos que, ¥ = 0 e de (4.10) concluimos que ¢» = 0. Agora, de (4.11) temos
que . + lw = (. Das equagoes (4.9) e (4.13), obtemos respectivamente

Ap1® — kol(w, — ) = 0 (4.14)

ApiW — ko(w, — 1p)y = 0. (4.15)

Derivando (4.14) em relagao a variavel r e ignalando com o produto de | por (4.15),

obtemos @, = lw, uma vez que y, + lw = 0, concluimos que w = 0, consequentemente de

(4.12), W = 0. Assim, de (4.14) segue que ¢ = 0. Portanto U = (0,0,0,0,0,0). Assim,
segue que o operador (Al — A)~' : Im(A) — D(A) existe. Como 0 € p(A), segue que
Im(A) = H. Concluindo que (A — A)™' : H — D(A) existe. De forma andloga ao
Teorema 2.3, podemos mostrar que, para cada A, o operador resolvente é hmitado. E,

deste modo temos a conclusao. ]

Lema 4.5. Se U = (g, @, 1, V. w. W) € a solucao da equacgdo resolvente entdo eriste uma
constante positiva cy, tal que

b 2

F'Q—EPI

) L
Klls + 6 + w2 do < ool W]l U1l + o Flla U + o

. 2|3

para A € iR e [A| = 1.



Demonstragao: Multiplicando a equacgao (4.11) por ¢, + 1 + lw e integrando sobre o

intervalo [0, L], temos

L L L
k [ lor + ¥ + lw|? dr = —Apa / V(s + 9+ lw)dr +b [ Vrz(0z + 1 + lw) dx
Jo Jo Jo )

'

=i1

L L
s [ VT A+ [ fiTe T O T d
0 Jo
Integrando por partes o termo i; e usando (4.9), obtemos

- b N
[ s iut e [T - B [ o
] 0

bk -
“I[ e(wy — lp) dx ++ m/ hfzdIJr/ (=¥ + pafy) (@ + ¢ + lw) dx.

=ig

Agora, integrando por partes o termo iy e de (4.13), segue que

L L Y L
k lor + 2 + lw|? de = —Aps [ V(p, + U+ lw) dr —%pl / 1, ® dr
0 J0 ., 0

e

=ig

N - R b -
——ml [ VW dr — bl? [ U(pr + ¢ + lw) dz + —pyl / W fg dx
k™ Jo Jo k 0
L L
[ T+ [ nv ) T T O T da
0 0

Das equagoes (4.8), (4.10) e (4.12) podemos reescrever ig, resultando

L . A L
k-/ lox + ¥ + lw|* dz = —% [ U( Py + fle+ U+ fs+IW+Ifs)dr
0 J0

N L 5 L L
— E,.:vl [ U, ® dr +Ep1£ [ YW dr —bl? [ Uy + U+ lw)dr
k S0 k 20 <0 P
1=ig =iy =ig

b b I e — . .
-+ Eﬂ']ﬂ / 'El.ffﬁ dr + Eﬂl [ 'HIJ‘I_]F-E dr + / {—’T-g"lf + ﬁ'gﬁi}{if?r + W+ IU‘.-‘) .
‘ 0 S0 0

Usando (4.10) nas integrais iy, i5, ig € integrando por partes o termo iy, obtemos

65
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L b L L
kf Iz + ¥ + lw|* dr = (pg—;pl) [ U d, dz +pa [ U(fie+ fa+1fs)dr
0 : S0 A0

=iy

L L b Lo b L o
+ po [ | W |2 dz + pal [ UYWdr + —p1 [ far®dr — —pl [ (U + fa)W dx
Jo Jo k- Jo L
b, [* _ b L b S
—3 [+ eI T de+ gl [ WTade+ g [ viTids
A Jo ko k™ Jo

L L
— 7 [ Uy + 1+ lw) dx + po [ falpr + ¥ + lw) dz. (4.16)
Jo Jo

Agora, estimaremos o termo iy e para isto, vamos derivar em relagao a variavel = a

equagao (4.8) e somar com (4.10) e com o produto de [ por (4.12), e assim obtemos a

seguinte 1gualdade
P, + U +IW = ANp, +0+1w) — (fiz + fs +1f5). (4.17)

Note que

L L L
[ VP, dz = f U@, + ¥ +1W)dz — [ V(T + W) da.
0 0 Jo

Usando a relagao (4.17) na equagao anterior, obtemos

L L L L
/ '-[“E'_IdIII[ Uy + 1+ lw) d:c—f U(fiz+ fa+1fs)dr— [ (& + W) d.
Jo Jo 0 Jo

Substituindo a igualdade anterior em (4.16), temos que
L _ b L R
k [ |z + 0 + lw|* dz =X (pg — E’Ol) [ V(py + ¥ + lw) dr
Jo =/ Jo

N N b k
+—P1[ 'I’(f1.1+f3+ff5)diﬂ+—.01[ |‘I'|2dI+—Plff
e e e

L
W dz + 2 [ 1B de
k Jo '
b L — b L — b L __
LY [ (U 4 fo)Wdz — 212 [ U+ fo) o T o FI0) dz+ Lol [ Vo de
k Jo A J0 k S0

b L __ Lo Lo
+2h f Uy fodr — Yo f V(py + 1 + lw) dz + po f falpr + ¢ + lw) de.
- 0 1] 0

Segue das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, que
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) . b
klle + ¢ + lw|[j2 dz < |A ¥ lezlles + 9 + lwlles +pil[¥lezll fre + f3 + Lfslle:

—ig

b
P2 EF"I

+ 2l + 2ol Wlls + Tul foal @l + Zlon €] W
ol Al Wik + P IWlslfpe + 6+ bl + Pl allon + 6 + ol
+ £ﬂ15||tl’f||f_ﬂ||fﬁ||f_2 + %P1||'='."~'f‘z||f_2||f2||f_2 + 7| Ul2 oz + 9 + w2
+ poll falle2llpr + ¥ + lw| 2.

Aplicando as desigualdades de Young e Poincaré respectivamente em ig e nas fungoes

'!*I"v f3.~ temos que
AP
ko

b

b
kllr + ¥ + lw||}a dz < P2 — P 2-—+2EP1||1I’HL9”f1,r+f3+UrSHLE

b b b
+ EEM”‘I’HiE + QEPNH‘I’HL?HWHL? + 2—Pl||fs;_r||L2||‘1’||L2 + QEP15||‘I’||L2||I’V||L?

b b .
+ 26‘;}1Eﬁlil|f3__z“ﬂ”HIHL" + QWJQ”‘I’”L?“% + 4+ w2

b b
+ 207y lelfa:llmll% o+ twlee + 265 2 pil ¥z 2 follez + 27 prl|Yllzz (I foll 2

A

+ 270l ([ 2|z + ¥ + Tl 2 + 2p2| fall 22 llpz + 9 + L] 2.

Usando o Lema 4.3 para estimar a norma de ¥ e a definicao de norma em H, para

|A| = 1, obtemos

2

AP b

klloz + 1 + lwl|fa dr < pa —

b b
U2, +2 (2= /o1l —52
WE b VI T v@ ,fa— ,r
+ 2 —p1+—p1 +2 l+¢ 2y F| g||U

Deste modo o Lema fica demonstrado com

Eol
=

co — max {ay, as}.

onde

2 Vi b o ’F‘z)
) LA R LY L R S
“ (\!Pl k ‘\/I \//E

v Voo xfbp Vb Vopi
ag_2(2@+72+2 2 L+ el 4o ).




Lema 4.6. Se U = (¢, ®, 1, ¥, w, W) € a solugdo da equagdo resolvente entdao existe uma

constante positiva cy, tal que

2

kollwe — lg||32 < p1]|®]|32 + cak ( + 1) llor + 1 + lw||32

+ o[l ||

para A € iR e |A| > 1.

Demonstracao: Multiplicando a equacao (4.9) por w, — lg e integrando sobre [0, L],

temos

kﬂ.ff w, — Ip|2dr—,\p1[® —lp) d;-:—ﬁ.[ (r + 0 + lw)z(we — lp) dr

vy

P
=iy

~p [ folwz — Tg) da.
Integrando por partes o termo i; e usando (4.13), obtemos
- k— L —
kol [ lw, — Lo dz = Apy [ ®(w, — lp) dr + k—a\pl [ (pr + 0 + lw)W dz
0

k L _ L
- —I_/ oz + ¥ + lw|* do — —p f (r + ¢ + lw) fe dx — py f fo(ws — lp) dx.
koo Jo ko' Jo 0

Agora, das equacoes (4.8), (4.10) e (4.12), podemos escrever

L L
Mo [ ¥Te T do = —ps [TVt o= = 1) do
J0 0

L L

. = k )

k—)\pl [ (pr + ¢+ lw)Wdz = P [ (Pr + fiz + VU + fa +IW + 1 fs)W dz.
0 . 0 Jo

Deste modo, a 1gualdade anterior pode ser escrita como

L L L L
tal [ e =t do = —pr [ O dopit [ (0P dz—py [ 6T T da
J0 JO J0 J0

=ig

k E— ke B k L
— —p [ S W dr — —p f YW dr — —pil [ |W|? dz
ko'~ Jo ko' Jo ko™ Jo
S N
— —p [ (fize+ fa+1fs)Wdr+ —I [ lor + o + lw|? dr
ko' Jo ko Jo

L L . Lo
— R:_Dpl f (pr + ¢+ lw) fe dz — pr [ fa(we + lyp) dz.
0 Jo

68
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Integrando por partes o termo is, obtemos

L .IEC L .IEC L L L
kol [ lw, — lg|? + —plf/ WPder=p (1 -— / ¢, W dx +P15/ |® dx
Jo ko'~ Jo ko) Jo 0
\'_"\f_"

t=ig

L — k Eo_ k L —
—pn [ W dr = [ W e =S [+ S+ 1)
0 -IECEI' J0 kﬂ 0

L2 L k L . L
+ —e’f lor + ¢ + lw|? dz — —py f (¢r + ¥ +1w) fo dx — mf folw, + 1) dx.
ko Jo ko Jo 0

(4.18)

Vamos estimar o termo 3. Derivando em relagao a variavel = a equagao (4.8), somando

(4.10) e com o produto de [ por (4.12), segue entao a seguinte igualdade

G, + U +IW = Mz +¥ +lw) — (frz + f3+1fs). (4.19)

Note que

L L L
[ &, W dr = [ (B, + U +IW)W dz — [ (T + W)W do.
J0 J10 J0

Assim, da igualdade anterior e de (4.19), podemos escrever

L

L L L
[ BTV dor — A [ (9 + b + LTV do — [ (Fro + fo+ 1fs) TV do — [ (U + IWTF da.
J0 J0 J0 J0

Agora, substituindo a relagao anterior em (4.18), concluimos que

L L ke L _
kﬂzf lws — Lo +p15[ W dz = (1 _—) )«,m[ (¢r + 10 + lw)W dx
0 J0 IiIf{J JO
L

L L
— P [ (fiz + fa+1fs)Wdz —pr [ VW dz + pil [ |®|* dz
Jo Jo Jo

L kﬁ L
—pr [ ST e [ et + P da
Jo 0

i
k L _ Lo
- [(Certv+twTods—pi [ flwa+T)
J0 0
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Agora, das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos

kollwz — Ip||z2 + pr|[ W72 < |A]

P1 . ;
| B ot ol W
1=i4

+ B fra+ ot Vsl Wl + B0 520 W 2 + | 0122

1 k? .
+ Gl @eell fox — Ul + ol + 9 + Bl

i / !
+ gl + 0+ wllalfells + 1 follzzlle = gl

Da desigualdade de Young aplicada no termo i4 e da definicao de norma em H, temos

k" pe BN
" @"‘k—) ez + v + lwl|z

a0+ (A2 + 20+ PR | 0

2

kollws — lell7z < pi|| @2 + & (MI2

Assim
2
kollwe — le|[72 < pr]| @72 + csk ( =t 1) llpx + 9 + lw|72
+ cal| U] 2|
[Pk VL VA VA ViR
ondeq_mah{Llﬂz,k, ] \f_f+2\f_i+ [ [

Lema 4.7. Se U = (¢, ®

J, Wow, W) € a solugao da equagao resolvente entdo eriste uma

constante positiva cy, tal que

.:E 2

ko

pLllWIIZ2 < Bllvxlz2 + cak (I"*I2 -

+2) llpz + % + lwl|32

+ e[ W] 2|U

u+ca| | Flla|Ulla-
para A € iR e [A| > L.

Demonstracao: Multiplicando (4.9), (4.11) e (4.13) por ®, U e W respectivamente,

integrando sobre o intervalo [0, L] e adicionando os produtos, obtemos

L L L L
1)‘[ |®|9dx+p1Af W2 de = —pgx[ |~p|9dx+kf (o + ¢+ lw), @ dr
Jo 0 Jo Jo

=i
L . L L L .
—l—bﬂ/ (urz—t'.go)d)d.:r.+pl/ fg@d:r.—l—bf Uy ¥ dx —k/ (e + 1+ lw)¥ do
Jo ] 0 J0

=iz

L L L L
-7 [ [ W% dz + po / 10 dx + ke [ (wr—lgo}IWd:r—kf (pz + 0 + lw)W dx
Jo Jo Jo i

-

=g

L
+p1 [ feW de.
J0
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Integrando por partes iy, is, i3 e de (4.8), (4.10), (4.12), temos
L L L
pl)x[ B2 d:r+p1)\f |H”|2d:r:—pg)x[ T2 dx
A0 1] <10
L L L
k[ o+ 0l = R dr o [ (a1l e+ [ B da
Jo Jo 0
L L o
b [ e de k[ (ot b+ W) T o
J0 0
L Lo L
— 7 [ 0| da +P2[ ol dx — -‘Go[ (wr — lp)(Awy — fs52) dx
Jo 0 0
L _ L
k[ et v+ tw)Dw— R do+pr [ SV do
Jo Jo
ou ainda,

L L L L
pl,x[ |cb|2dx+p1,xf W2 dz = —pgA[ |lI'|2d:r—.IJf l + ¥ + lw|? dz
J0 1] J0 0

L L L
X [ et o 8% [ o4k [ (oot v+ )i ¥ BT ) da
1] J0 0
L L L
—|-k{]/ (w_.-—l-p)(f;_r—ffl)dz+bf Uz faz d.l!—“y'gf |T|* da
1] 0 0

L L L
+p1[ fgﬁdz+pgf fﬁdz+p1f feW dz.
J0 ] 0

Agora, decorre das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, que

pill @122 + prlWIIL2 < poll 122 + Ello + 4 + lwlZ2 + kollws — lp|72
k

. k
B lor + 0 + lwlg2|| fiz + f3 + Ufslli2 + —llwe — lo|| 2|l fo.e — Ui ll2

A

b 7o 9 P1
+ el fazllee + 2132 + L fol| 2] @] 2
A EY R EY

| fall 2| ¥l 2 + 15 || foll 2 || W ]| .

+ bl +

Lic)
R

L

_|_
A

Usando os Lemas 4.6 e 4.3 para eliminar o termo ||®||7, e estimar a norma de ¥,

o

7 .
+mwm¢mm+(@+m+—JMMMWM.
Ya |A|

respectivamente

2
plWiZe < bl|vxllz2 + &

15
ko

+ 1) + 1] e + 0 + w2,
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Assim, para |A| > 1, o Lema fica demonstrado com ¢; = Py c3+ 7. [
Y2
Lema 4.8, Se U = (o, ®, ¢, ¥, w, W) € a solugdo da equacdo resolvente entdo existe uma

constante positiva cs, tal que
2 o112 2 .
pll®llz2 < csprlWILz + eskllor + ¥ + lwl[fa + esl| Wl 2 U | i + esl| Flla|U |
para A € iR e [N = 1.

Demonstragao: Multiplicando (4.9) por @ e int.egra.nd-::- sobre [0, L], obtemos que

L ko[E kol
p1[ |'-17|2d-:r-:—[ (0r + 0+ lw), P dr +— (u )@ dr + — [ fo® dx.
40 ‘)\;__D P A 40

-
=iy

Integrando por partes iy, temos que

L L
k . -
,olf |qw|9d_z=——f (@r + 2+ lw) (P, + ¥ +IW) da

,xf ¢I+¢+£u){1[f+fﬁf}d:r+—[{wr— )@ dr + 2L [foli)d:

Agora, derivando a equacao (4.8) em relacao a variavel = e somando com (4.10) e

(4.12) multiplicado por 1, obtemos
P + U +IW = Mer + ¢+ lw) — (frz + f2+ 1fs). (4.20)

Substituindo (4.20) na igualdade anterior, segue

kot .
plf P2 d:r—ﬁ[ lor + U + w|? dI_'—)«/ (pr+ 0 +lw)(fir+ fa+1fs) de

)\[ (00 + ¥ + lw) (T + IW) dz +@f Etp@dl‘-!-—[ fo® du.

Resulta das desigualdades triangular e Cauc‘hv—Schw&rz._ que

pill®ll72 < kg, + ¢ + lw|;2 + LA lw||g2|| fr.ze + fa + sl 2

Al

k
— |z + 1 + lw|| g2 ||W]|g2

k
+ —|lpz + 9 + lw|| 2| ¥ 2 + B

R

o
=ia

| S foll 2|l 2.

Fql
0 [{wz— )& dx| +

Aplicando a designaldade de Young no termo is e usando a definigao de norma em H,

| A

segue que
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k: , )
plolzs < 1+ | o) e+ ol + W

VE ‘kﬂz [L —

+|— | (wy—lp)®dx|.
B B! ,
1=ig

(4.21)

”F“H Ulln

T ¥l lUla + =5

. : . - L.
Vamos estimar o termo is. Para isto, multiplicamos (4.13) por 3e mtegrando sobre

[0, z] C [0, L], assim temos

%(w,_,_z@) :pls[ Wd.s+%9f (00 + 1+ ) dS_P_;gf fods  (4.22)
40 i} 0

Multiplicando (4.22) por @, integrando sobre o intervalo [0, L] e usando a desigualdade

L px
Eplfff|1-1f$|d.sdﬂ:+mf‘[f|'~ﬁ:+b+fﬂ»¢|dsd:r

f | fe®| ds dx

triangular, obtemos

h”s[ (wy — Lp)® dz
A

I«\I

ou ainda,

kg
Tff (wy — l)® dx ﬂip]f[ [ |11f¢11|d5d:r+ /f (@2 + 0 + lw)®| ds dx

Da designaldade de Cauchy-Schwarz, temos

ko, [ (wy — lp)® dz
]

. kL
< puL ||W 2| @] 12 +7571 |l + ¥ + lwll 2| B 12

=

A

=iy

fllfcllLﬂll‘I’lle

If‘tl

Aplicando a designaldade de Young nos termos i4, i5 e usando a definicao de norma

em H, resulta que

kol [* . kLI%)? ,
T [ we-topas 5*;—1||¢)||%z+p1(m)2||w R

|A|£”F”H“L”H (4.23)

Combinando (4.21) e (4.23), concluimos
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2k 2k(LI%)?
Il < 2+ 200V [+ (24 P+ |j|gp1))||pz+uz~+zu-||%2

vk (4 21_,)
42N 2 U g + Fllg
B N4l IAI o | F|

Ully

Deste modo, para |A| > 1, o Lema fica demonstrado com

2
A1 P1

2+ 2(1L)%, 2vk, 4+ ZLI}.

Lema 4.9. Se U = (p,®, ¢, ¥, w, W) € solucdo da equacdo resolvente entdio eriste uma

constante positiva cg, tal que
kollws —lpll2 < cgl|®llz2 + copr[WIIZ2 + cokllez + 9 + w2 + eol Fllu Ul

para A €iR e |A| = L.

Demonstragao: Multiplicando a equagio (4.13) por W e integrando sobre [0, L], segue

que

L L L L
Ap1 [ |W? dz—kq [ (wy — 1), W dx +kI [ (¢r + ¥ + lw)W dz = py feW dax.
Jo J0 P S 0

.
=iy

Integrando por parte o termo iy, obtemos
L L L o
Apt [ W2 dz + ko f (1, — 1) W, —1®) da + kol f (1, — 1) d
Jo 0 0
L L L
+ kI / (pr + 0+ lw)W dzx = py f feW dzx.
Jo 0
Note que, das equagoes (4.8) e (4.12), temos
W, —1o = ‘)‘(ﬂ"r - 355:1 - (.fS,J: - ‘E.flj (424}
Resulta da substituicao de (4.24) na igualdade anterior, que
L L o
ko [ g — Lg? dz = py [ W d+ 2 f (w — 1) (Fom — 1fy) da

I/ I-:,:Jlf*dx—:f[ (o + 00+ lw)Wdz + 2 ffﬁwdx
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Segue das desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, que

i ko ko
kollwe—lgl|za < pr|[W |72 + s = Eellzz fo = Lfullee + |Milluz Ioll 2] @] 2

-

e

=ia

f||v:: + 9+ Ifftb'“fﬂ||W||L2’ + AL L fall 2| W .

I A

o
=ig

Assim, da desigualdade de Young aplicada nos termos is, i3 e da definigao de norma

em H, obtemos

. ko k? , 2
kD“wI - f":‘:’HJEL2 = 31‘91“”" %2 + e |}\|2 ”qﬂ"'”L2 +t e |)t|2 ||§r +v+ Iﬂ‘“iz + ml
4 2 k 2
Portanto, para |A| > 1, o Lema fica demonstrado com cg = max < 3, kl°, —I" . nm
Il

Agora, vamos enunciar e demonstrar o principal resultado desta segao.

Teorema 4.10. Se p_ k
pa b

(4.1)-(4.3) € exponencialmente estdvel, isto €, eristem constantes positivas c e €, tais que

e k = kg, entdo o semigrupo {S(t)};>0 associado ao sistema

1S5 (#)Us

Un |l er

< ce "

Demonstragao: Dos Lemas 4.9 e 4.3, temos

U3 < bllelFa + (p1 + co)l| |32 + (1 + e6)p1 ]| W][3

+k{1+f{3]||gﬂr+ﬂ}+5w”iz+ (C(;'F - )

Agora, segue do Lema 4.8, que

. , (& 7
< b2 + [65 (1 + E) +1+ fe] P W72

Ully

+ {65 (1 +;—6) +1+cﬁ] klls + 4 + lw||32 + e5 (1 + 5 ) IRYIFZ:
1 1

+ lc; (1+E) +cg+ — }
P1
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Do Lema 4.7, obtemos

IUNE < (1 + a1) bllvz||z +

k| |
a1 + aicy (|A|2‘1 - +2):| kllgr + 1 + lw][32
0

6 ce .
e +es (102 000 + [l + s (142 ) o+ 2] 10
4 P1 T2
Cg
onde a1 = cx (1 + —) + 14 c.
1
Seja as = max {1 + ay. cqaq + o (1 t f&) + g + f—i} . Assim, segue da desigualdade

anterior que

k
-%

2
U5 < asbllyellzz + as (Ia“l2 + 3) kllez + 9 + lwl7s

L."

+ as|[ V[ 2|l + aol[Fl[ [|U]] -

Do Lema 4.5, temos

- k
101G < asblsls + a {@ (mﬂ -k

9
+3) + 1] ||| 2 [|U || 20

k2
+ as [E‘Q (|)~|2 1- % +3) + 1| [FllallUlla
k| b |?
+ caa | A2 1—k— +3 | [A]? 2= 1P @[
0 :
E finalmente, pelo Lema 2.7, temos
k|2
U3 < aq lt‘z (I»‘tl2 -+ +3) + 1+ | [l 2llUn
0
k2
+ a9 ["-‘2 (WE 1— % +3) +1+e| [FllallUllan
k| b |?
+ooan [ AP (1 ——| +3) A2 [{p2— —p1| [I¥[F2-
ko k

Deste modo, da hipétese segue que

U ?:' < ag||¥|| 2 |U | + as|| Flla U || &

onde

ag = as + ascy + 3ascs.



Dividindo a desigualdade anterior por ||U|y e usando o Lema 4.3

a3 1/2 1/2
U] < ﬁanHf U132 + as||Fla-

Decorre da designaldade de Young que

1, a.g
Ul < SIU e + 2—_+ﬂ3 1 E 1l
2
ou seja,
a2
Ullg < 2 —3—|—a) F
U <2 (52 + o) 1]
=iy
Assim

\Ullu < ag||Fllg, VF € H.

Como (A — A)U = F, com X € p(A), temos que U = (Al — A)"'F e entao

IAT— A" Flla
IE |z

IO = A) oy = sup {
FeH

A conclusao segue do Teorema 1.21.

4.3 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

N Flla #n} < e
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Mostramos nesta secao que a solugao do sistema (4.1)-(4.3) nao decal exponencial-

mente para zero quando o tempo tende ao infinito quando a relagao dos coeficientes (4.7)

nao é verdadeira, ou seja, quando sao validas as relagoes

2k ekt ko,
pa b

on
prk

Ezge;ﬁ#kﬂ

5)

(4.26)
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ou

(il

k
o +# e k= k. (4.27)

k

Teorema 4.11. Suponhamos que PL #* 7 o0 k # ky. Entao, o semigrupo associado ao
P2

sistema determinado pelas equacoes (4.1)-(4.3) com condigoes iniciais (4.4) e condigoes

de contorno (4.5) nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Vamos mostrar que existe uma sequeéncia de fungoes limitadas (F),),
para as quais a sequencia de solugoes obtidas da equagao (A, ] — A)U, = F,, nao seja
limitada. Desta forma, concluiremos que o operador resolvente R(A,, A) = (A, ] — A)~!

nao limitado, pois, U, = (A J — A) 'F,.

Primeiramente, vamos analisar os casos onde ocorrem (4.25) e (4.26). Para isto,
considere Uy = (i, Py, Uy Vpuo w, Wi) € Fu = (frue, fons fas fap fou, fou). Entao a

equagao resolvente em termos das suas componentes é dada por

Mau — Py = frp

Aup1®y — k(s + P+ lwy)r — kol (wue — lop) = prfog,
)\u"r"}u - ‘I’n - flu:

Aep2¥y — 0y w + k(pr + Y +lwy) + 720, = pafay,
Apwy — Wy = frp,

AuptWy — ko(wuz — o)z + Kl(pus + Yu + lwy) = p1fou.

Usando as equagoes (4.28), (4.30) e (4.32) para eliminarmos os termos ®,, ¥, e W,

de (4.29), (4.31) e (4.33), resultando

F'I)‘fg@p - k(‘ﬂ.ﬁ,: + 1"”}.!- + I’wp}z - kﬂz(wp,: - I'pj.!-) = Hu- (4-34)
Pﬁ)“i'f’# — by er + k(e + ¥ + lw) + 2ty = gop. (4.35)
1 )ﬁiwp - kﬂ(wp,:r - I'ﬂ.ﬂ)r + kl[:'ipp,: + 'L"p —+ pr) = H3.u- (4-35)

onde

g1 = prfop + Aupr i
gau = p2afru + (Aup2 + 72) fau,

Jap = Plfﬁ,p + )‘pplfs,p,-



79

£(1+E).

1 [Ty l BT
Escolhendo F, = (D, ESE ( 7 ) (0.0,0, —cos ( i I)]T,. temos, || ||} = 5

o

Devido as condigoes de contorno podemos supor que

wulr) = Aysen (%I) . Uplx) = Bycos (%I) , wylx) = Cycos (%I) (4.37)

onde A,. B, e C, dependem de p e serao determinadas a segunir. Note que as escolhas
de @y, 1, e w, sao compativeis com as condi¢oes de contorno. Substituindo (4.37) em

(4.34)-(4.36), temos

A, {pl;\uk(ﬁf) +k{,£]+Bk(L)+CI(L)[k+Ln]—1 (4.38)
Ak ( - ) +B, [pghﬁ+b(%)2+‘mhp+k} + Okl =0, (4.30)
Al (“T) [k + ko] + Bulk + C, [plkﬁ + ko (%)ngﬁ} —1. (4.40)

k 2 pry 2 a| _ - . .
Escolhendo (A, ), tal que, e+ Fo) {pl Ay + ko (T) + ki ] = ki, 1sto é, A, tals que,

PIA2 + ko (“LT) — kol?.

sy ()]

2
Com isso, para (%) — 12 = 0, temos que, (A,) C iR e lim |[A,| = o
I

Assim, multiplicando (4.40) por e usando a definicao de (A,), temos que o

_k
I(k + ko)

sistema (4.38)-(4.40) pode ser escrito como

A, [( ) (k — ko) +2ADF] +B k(“{) +C, (%) k+kll=1 (4.41)
pr w2 (BN ey ] ok .

A”k(L ) 4B, [(b kgpl) ( L) 2k +~m,\#+k] LOkL=0,  (4.42)
pr K k 1.

Ak L_) B+ Gkl = . (143)

Subtraindo as equacoes (4.42) e (4.43), obtemos
_k
B, =— L — 0. (4.44)
(b= ko2) ()" + Zhol2 + 1) + 22
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1 ¢
quando g — oo. Agora, multiplicando (4.40) por 7 ('FEF) usando novamente a definicao

temos
() -1
2k | ()"~ 2]

de (A,) e subtraindo com a equagao (4.41),

Aj_[:

Assim, quando g — oo, obtemos que

p L 5
( - ) Ay 5 #0 (4.45)

Logo, de (4.43) e das convergencias (4.44) e (4.45)
1 1
O TR TRl 7

Deste modo,

AR ,
T A
pm |2
[‘G”L EA#S'E‘H(LI) dx
2

quando p — oo. Deste modo, (A — A)~! nao é um operador limitado. Note que desta

demonstracao, concluimos a nao estabilidade exponencial, independente das relagoes com
p1, pa, ke b. Portanto, pelo Teorema 1.21, o semigrupo associado ao sistema quando

ocorre (4.25) on (4.26) nao decal exponencialmente.

k
Agora, vamos analisar o caso em que é valhda a relacao % # 3¢ k = ko. Para 1sto,
2
L

vamos escolher F, = (0, ! —sen (“ ) 0,0,0,0)", segue que, |F, |3 =
p1 L

b |

O sistema (4.34)-(4.36) pode ser solucionado por

wu(r) = Aysen (%x} . y(x) = Bycos (%x) e wy(xr) = Cycos ('Iz_x)

Substituindo a solugao (v, ¥, w,) em (4.34)-(4.36), obtemos



A, {91)\ +k(“:) +k{;£]+BE(L)+CE(L)[A+£D]_1

Ak (%) +B, {pg;\ﬁ +b (%)2 + A, + k} + Okl =0,
Al (“T) [k + ko] + Bulk + C, {pl}kﬁ + ko (%)ZW] — 0.

Escolhendo (A, ), tal que,

1sto &,

m

(4.46)
(4.47)

(4.48)
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Note que, para (%) — [ >0, temos que (A,) C iR e lim |A,| = co. Assim , da
o0

definicao de (A, ) e do fato que k = ky, podemos escrever (4.46)-(4.48) como:

a2 () ke Bk () + (D) k=1,

LT

Ak ( - ) + B, I:pg)\ﬁ +b(%)‘+~m)«”+k] + Cukl =0,

A ZI(L)R+BEF§+C‘ZI(L)F@_D

Subtraindo as equagoes (4.49) e (4.51), que

=4

Agora, substituindo (4.52) em (4.51), temos que

1
4‘4 :—?—G .
H 2#!_ {’JIL _Hh H

Substituindo (4.52) e (4.53) em (4.50), segue que

1 1

_ 5 pmy\?
G”__Z(ﬂ—£]2k+(%_g)zkz [WAF‘H’(L) +".vgz\,1+k}.

L

Da definigao de (A,) podemos escrever a ignaldade anterior como

1 1

Cu= TAE %k (IR [(b ) (¥)0+ Ef (%ﬁ) k}

1 pa, (1
" (BT — )22 {Ef (T - 5) ke “] :



Note que, quando g — oo, temos que
G = z5(b—22k) £.0
bR P1
e assim de (4.53)

1
A, = — b—— 0.
(o 'l; ( Py )?é

Logo,

(LA f )
> |w, » — lg,|* dz
1B = ||F#||H e

= c[ﬂ ‘[C“T — 1A, |sen (%I) ’

2 [,
=clatr -1 55

2

dr

quando g — oo. Portanto, (A] — A)~! é nao um operador limitado.

E deste modo temos a conclusao.

k
Observagao 4.12. Decorre dos Teoremas 4.10 e 4.11, que a relacao o

=— e k=k €

pa b

uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o semigrupo associado ao sistema de Bresse

com uma dissipagdao friccional seja exponencialmente estdvel.

4.4 DECAIMENTO POLINOMIAL E TAXA OTIMA

- . . k - . e
Nesta secao vamos mostrar que se as identidades - 3¢ k = ko nao sao satisfeitas
P2

entao o semigrupo associado ao sistema (4.1)-(4.3) possui decaimento polinomial

Teorema 4.13. Suponha que os dado iniciais Uy = (g, 01, o, ¥ wp.wy) € D(A)
que(4.26) ou (4.27) ocorrem. Entdo o semigrupo {S(t)}.>p associado ao sistema (4.1)-

(4.3) decai polinomialmente para zero, ou seja, eriste uma constante positiva c, tal que

[
IS(#) Vol < t_%”UG“D{A)-

E mais, se (4.25) é vdlida, entao eriste uma constante ¢ > 0, tal que

[
I1S®OTollz < —lUolloa)-

82



83

Demonstragao: Na demonstragao do Teorema 4.10 obtemos a seguinte desigualdade

k
||U||i' = as ['32 (|)~|2 1— T
0

+ap [@ (|)«|2 |- ﬁﬁ
1]

1|2

Ullg

2
+3) + 1+

2
- 3) + 1+ | |FllallU||x (4.54)

k|’ bo|?
+egag | AP |1 ——=| +3)[AP |p2— —p1
ko k:
onde as constantes ay e as sao dadas por
ap = cx (1+E) +1+cs
P1

) €
agzma.x{l+a-1,c.4al+r:5(1+—ﬂ)+cﬁ PE}_
21 T2

Se assumimos por hipotese (4.27), entao temos de (4.54), que

IUI5 < as[3es + 1+ ca] ||z Ul + a2 [Bex + 1+ ea] [|F || U] 1
2

b
+ 3caas|Al* |2 — e @122
It
Seja ag = max < as [3es + 1+ ¢1] , Beoas |po — Epl . Entao, a designaldade anterior
pode ser escrita como
UNE < asl|®)|e2[|U || + aa|| Flla||Ulls + aa| A @7

Do Lema 4.3, temos que

U

< —||F 1/2 U 3’124—(&3—1—%)}) FllallU||g.
\/—H e U 'T?|| [ E][e |U]]

"
=i

Dividindo a desigualdade anterior por |||y, nsando a designaldade de Young no

termo i; e para |A| > 1, temos

1
Ly
10l < 510

ﬂ'% as 9
<2 9y Tt |AFIF [l
T2 2

-
e
—ay

2
a3
g+ |=—+as+— ] |A°||Flln
(52 +as+2 ) NI Fl,
ou seja,

U
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Portanto
(A = A)7'Fllr < aa AP Fllm, VF € H,
1sto e,
HAT — A) Y] eqany < ag A
Do Teorema 1.22, temos

IS(t)A Y| gy = Ot 1?), ou seja,

B c
(A Flu < 5 IFlla-

Uma vez que 0 € p( A), segue que o operador A é bijetor, entao existe Uy € D(A), tal

que, AUp = F, assim obtemos
[
15O Volln < 571 AUsl|n
o que é equivalente

15(t)Uo

c
H=< @HUGHD(AJ-

Assim a solugao decar polinomialmente. Analogamente, obtemos o mesmo resultado
quando (4.26) é verdadeira por hipitese.
Agora, se por hipitese (4.25) é valida, assim a desigualdade (4.54) para [A| = 1, é

escrita como

WU < as| AP 2|U]| i + as| AP Flla||Ullg + agl A P72,
k| k| bo?
onde ag =as [ [ |1 ——| +3 |+ 1+c|eag=ma | |1 ——| +3||pm——=p
F-:u kﬂ k

Seja a; = max {as, ag}. Do Lema 4.3 e novamente para |A| > 1, podemos reescrever

a desigualdade anterior como

L."

2 a7 2 1/2 a/2 a7 4
< ——|AIFI|F I — | A EF U] 7.
b < SENRIFII +(ﬂ?+'vz)| UEN Ul

1=ig

Dividindo a designaldade anterior por ||U||; e usando a desigualdade de Young no

termo 22, temos
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| - a% ay 1
WUl < Ul + | 7— +ar + — ) [A|| F|u,

2 279 Y2

ou seja,
. ﬂ-% s 4
|L <2 E-l—ﬂ-?-l-w—g |)t| ||F||H
‘—ag
Assim
(AT — A)'F|li < as|\Y||F||u, ¥F € H,

1sto é,

(A — A) Yl gy < as| A"

Agora, do Teorema 1.22, temos

1S A ey = O

Logo

IS A Fllu < 7/ Fllu-

c
a7l
Como 0 € p(A), segue que o operador A é bijetor, existe Uy € D(A), tal que, AUy = F,

assim temos que

[|S(t)Uslla < | AU ||

[
171 |
0 que é equivalente

IS(#)Uo

c
H= 1.l1ﬁ||'i:)r{l||!3’(ri)-
Portanto a solugao decal polinomialmente. ]

A sepuir provaremos que taxa de decaimento polinomial, quando temos por hipdtese

k
- 7 e k # ko, é 6tima no sentido de que a mesma nao pode ser melhorada.
72

Teorema 4.14. A tara de decaimento polinomial obtida no Teorema (4.13), quando
po_k ‘Gt
P e k #+ ky € dtima.
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N . p k
Demonstragao: Vamos provar que a taxa obtida quando temos por hipotese n_ 7 e
72
k # kg é 6tima . Para isto, seja 0 < § < 2, entao > —. Supondo que o semigrupo

2—a8 2
associado ao sistema de Bresse decai polinomialmente a uma taxa tY/©~% entio pelo

Teorema 1.23. para todo e = 0 e A € p(A), o operador

1

W”UJ— A}_IHIJ(H]

deveria ser limitado.

Por outro lado, para € = oL mostraremos que existe uma sequencia de niimeros com-
plexos (A,) C p(A) e uma sequéncia de fungoes limitadas (F,) C H, tal que, a solugao do
seguinte sistema

(Al — A)U, = F,
verifica

LA
EDWE

Usando a mesma notacao da segao anterior, vamos considerar a sequencia de fungoes

1 [T T
F, = (U._ 0.0,0,0. ECDS (T;c))

e @y, Uy e wy, sendo as mesmas de (4.37), entao (4.34)-(4.36) é escrito como

‘4_”{pﬁﬁ—i—k(%)g—kkgﬂﬂ}—kﬁﬂk(%) cz(“r) [k + ko) = 0

limitadas

Ak (“LT) +B, [pg)\i + 9+ b (’”—;) + F.:] Okl =0

A z( =) [k + kol + Bylk + C, [pIAﬁJrkﬂ(%)erkF] = 1.

A matriz simétrica associada ao sistema anterior é dada por
rih) K (E) T(E) [k + ko]
L) [k + kol KL Pa(Au)

onde
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Sob estas condigoes, temos que
A= K1IE) — LCE) [k + halps
i - 2-
pipaps — (K)?py — Pk + ko)? (T) pa — (K5E)2py + 2k12(k + ko) (4F)

Escolhendo a sequencia (A, ) que satisfazem
IE{JIC + ku)lg

_ 2 EE g2
Ps(r’ml—m}wkn(L) +kI* = T

= Cp.

Temos

ko 2 k2 2(k+ ko)?
A, = 1 4+ — 4+ ——— m i quando g — o
. \/Pl ( L ) p1 pilko — k) e .

para ¢ # (. Devido a escolha de (A,), temos
2
pa(Ay) = padi + ), + b (%) +k

(P2 HT _ P2
__G M)(L)+w@+k P+ o)

_ ko\ rpmy\2 | P20

= (1—?) (T) +72A#+k—g(ﬁg£ + ¢p)
]

A3 capt” quando  p— oo

para cp # 0. E, ainda

- 2 a (BT\2 P(k + kl})g_ 2 o (1T
pipaps — U (k + ko) (T) P2 = P2 {ﬂm — Uk + ko) T)
2 2
= {—(kgfg ki cﬂjml
E— ko

~ cap’ quando pr— oo

para cg 7 (.

Com 1sso, temos

A, ~ecqp quando p— o0
para cq # (.

Deste modo,

U1

> i3
AR T

M
||F ||Q |'}‘ | ”'Lr’.l-f”JI.2

= Cs|)‘n| |"1—11|2



entao

| A

Portanto, a taxa t'/?=% nao pode ocorrer, concluindo que t

|-2+4/2

|7
(LA

> Ves| A P PINNALL 2 eolpl 2Rl = lul?? — oo,

112 & 4tima.

88
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CONCLUSAO

Neste trabalho fo1 estudado o sistema de Bresse dissipativo homogéneo com condigoes
de contorno mistas. Inicialmente fo1 considerado o sistema com trés dissipacoes friccionais,
posteriormente fo1 estudado o modelo com apenas duas dissipagoes e por fim for abordado
o sistema com apenas uma dissipagao friccional. A existéncia e unicidade de solugao
para cada modelo fol obtida por meio da teoria de semigrupo de operadores. A principal
contribuigao deste trabalho fo1 estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que a
solugao tenha decaimento exponencial e que estas condigoes dependem das relagoes com
os coeficientes. Quando estas condigoes nao sao satisfeitas, for mostrado que a solugao

decal polinomialmente e em alguns casos fol provado que a taxa obtida é 6tima.
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