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Resumo

Este trabalho estima as preferéncias de politica monetéria do Banco Central do Brasil
durante a Presidéncia de Henrique Meirelles. A metodologia empregada baseia-se na
modelagem da politica monetaria como um problema do regulador linear-quadrético
estocdstico. Nessa abordagem, as preferéncias da autoridade monetéria podem ser as-
sociadas aos pesos que definem a sua fungdo perda. Assim, a estratégia de estimagdo
consistiu em calibrar a fun¢do perda do Banco Central, escolhendo os pesos de modo
a minimizar o desvio quadratico médio entre a politica monetdria real e a politica
monetdria 6tima simulada. Contudo, em vez de realizar essa escolha pelo procedi-
mento usual de busca em malha, este trabalho propde o uso de um algoritmo genético
com codificacdo real. Os resultados sugerem que o Banco Central do Brasil tem ado-
tado um regime de metas para a inflacdo flexivel, no qual o maior peso é dado para a
suavizagdo da taxa de juros, enquanto um peso minimo é atribuido ao hiato do pro-

duto.

Palavras Chave: Preferéncias Monetarias do Banco Central, Politica Monetaria Otima,

Regime de Metas para a Inflacao, Problema do Regulador Linear-Quadratico.
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Abstract

This work estimates the monetary policy preferences of the Central Bank of Brazil du-
ring Henrique Meirelles’s mandate as chairman. The methodology is based on the mo-
delling of monetary policy as a stochastic linear-quadratic regulator problem. In this
framework, preferences of the monetary authority can be associated with the weights
that define its loss function. Thus, the estimation strategy was to calibrate the loss
function of the Central Bank by choosing the weights that minimize the mean-square
deviation between the real monetary policy and the simulated optimal monetary poli-
cy. However, instead of performing this choice by the usual grid-search procedure, this
work proposes the use of a genetic algorithm with real coding. The results suggest that
the Central Bank of Brazil has adopted a flexible inflation targeting regime, in which
greater weight is given to interest rate smoothing, while a minimal weight is assigned

to the output gap.

Keywords: Monetary Preferences of the Central Bank, Optimal Monetary Policy, Infla-

tion Targeting Regime, Linear-Quadratic Regulator Problem.
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Capitulo

Introducao

Em junho de 1999, o Brasil passou a adotar o regime de metas para a inflagio como
diretriz da sua politica monetaria. Nesse regime, o Banco Central anuncia uma meta
numérica de médio prazo para a inflacdo e se compromete a atuar de modo que essa
meta seja alcancada. Para isso, seu principal instrumento é a taxa Selic, cujo valor é

definido em reunides periddicas do Comité de Politica Monetéria (Copom) [8].

Por conta da defasagem que existe entre as alteracdes no valor da taxa Selic e os
seus efeitos sobre a economia, as decisdes do Copom possuem um caréater antecipativo,
tendo por base previsdes quanto a evolugdo das varidveis macroecondmicas. De uma
forma geral, a previsdo persistente de uma inflagdo acima da meta indica a necessidade
de elevagdo da taxa Selic, para que a pressdo inflaciondria seja contida. Por outro lado,
a previsdo de uma inflacdo abaixo da meta abre a possibilidade de reducdo da taxa

Selic, a fim de evitar restri¢bes desnecessérias sobre a atividade econdmica [9, 13].

Embora as decisdes de politica monetdaria, no Brasil e no mundo, resultem de um
processo complexo, envolvendo um amplo conjunto de informagdes e uma diversi-
dade de avaliagdes subjetivas, percebeu-se que os movimentos do instrumento de
politica monetdria poderiam ser descritos por equacdes lineares simples, as chamadas
regras de taxa de juros. Partindo do influente trabalho de Taylor [69], numerosas es-
pecificagdes para essas regras tem sido estimadas com o intuito de modelar a reagdo

da autoridade monetéria frente ao desenvolvimento das varidveis macroecondmicas.



Seu uso inclui a caracterizacdo do regime de politica monetdaria [22, 50], bem como a

avaliagdo de deslocamentos na postura do Banco Central [41].

Paralelamente a esses trabalhos, desenvolveu-se uma extensa literatura que analisa
a politica monetdria sob a forma de um problema de otimizagao [3, 6, 51, 61, 67]. Nessa
abordagem, supde-se que o objetivo do Banco Central é minimizar uma fun¢do perda
quadrética, tendo como restricdo os vinculos que existem entre as varidveis macroe-
condmicas, 0s quais sdo representados por um modelo linear. Assim, a conducdo
da politica monetdria é posta como um problema do regulador linear-quadratico es-
tocdstico, onde as preferéncias do Banco Central correspondem aos pesos que ele atribui
a cada varidvel alvo na sua func¢do perda. Como a solucdo desse tipo de problema re-
sulta em uma regra linear, essa metodologia permite que as préprias regras de taxa de

juros sejam encaradas como solugdes de problemas de otimizagdo especificos.

Sob esse enfoque, conforme apontado por Svensson [67], os parametros das re-
gras de taxa de juros sdo determinados pelos coeficientes do modelo macroecondmico
que restringe a otimizagado, junto com os pesos que definem a funcdo perda do Banco
Central. Como consequéncia, a estimagdo dessas regras ndo revela nada diretamente
sobre as preferéncias que orientam as decisdes de politica monetdria. Além disso, a
verificacdo de quebra estrutural em seus pardmetros ndo pode ser atribuida unica-
mente a mudancgas na postura da autoridade monetdria, visto que ela também pode
ocorrer por conta de alteragdes nos coeficientes do modelo macroecondémico que fun-

damenta a anélise.

A partir dessas observagdes, a identificagdo das preferéncias do Banco Central surge
como um ponto chave para uma compreensdo mais profunda da politica monetaria.
De acordo com Dennis [27], o conhecimento dessas preferéncias oferece as seguintes

vantagens:

(a) colabora para o entendimento das agdes de politica monetéria;

(b) permite avaliar se a politica praticada é consistente com a politica 6tima associada

a um determinado modelo; e

(c) oferece um meio de comparar os objetivos da politica monetaria implementada

em gestoes e periodos diferentes.



Nesse sentido, existe um grande ntimero de trabalhos que se dedicam a estimacado
dos pesos que a autoridade monetéria atribui as varidveis alvo na sua funcdo perda
(por exemplo, [2, 21, 26, 29, 45]). Contudo, a maioria dessas pesquisas tem focado
sobre as preferéncias do Federal Reserve! e dos bancos centrais de paises europeus, es-
pecialmente aqueles que compde a Area do Euro. No que se refere a politica monetaria
brasileira, apenas Aragén e Portugal [6] apresentaram estimativas para as preferéncias
do Banco Central do Brasil. Seguindo [19, 23, 64], esses autores empregaram uma
estratégia de calibragem da funcdo perda do Banco Central, na qual os pesos sido es-
colhidos por um método de busca em malha, de modo que a solugdo do problema de
otimizagdo correspondente resulte no melhor ajuste entre a politica monetdria real e a

politica monetdria 6tima simulada.

Motivado pela escassez de estudos desse género sobre a politica monetaria brasi-
leira, a presente dissertagdo tem como objetivo obter estimativas para as preferéncias
do Banco Central do Brasil durante a presidéncia de Henrique Meirelles. Para isso,
também utiliza-se a estratégia de calibragem da fungao perda, porém, como alternativa
ao método de busca em malha, o presente trabalho propde o uso de um algoritmo

genético com codificagdo real.

1.1 Organizacao da Dissertacao

O restante do texto estd organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 apresenta
nogoes basicas sobre o Modelo de Regressdo Linear e o Método de Minimos Quadrados
Ordinarios, com o propésito de fundamentar os procedimentos utilizados na estimagéao
do modelo macroeconémico. No Capitulo 3 é abordado o Método de Programacao
Dindmica, enfatizando o seu uso na resolug¢do do problema do regulador linear-qua-
dratico que descreve o processo decisério da politica monetdria. Em seguida, uma
breve introdugdo sobre os algoritmos genéticos é feita no Capitulo 4, tendo em vista
descrever os elementos do algoritmo utilizado para identificar as preferéncias do Banco

Central. Finalmente, no Capitulo 5 é estimado um modelo macroeconémico linear, a

Banco Central dos Estados Unidos da América, referido pela sigla FED.



partir do qual a condugdo da politica monetaria é colocada como um problema do
regulador linear-quadrético estocastico. Sob esse arcabougo, o Capitulo 6 apresenta
estimativas para as preferéncias do Banco Central do Brasil, obtidas através de um al-
goritmo genético com codificagdo real. No Capitulo 7 sdo delineadas as conclusdes e
sugestoes para trabalhos futuros. Complementando o trabalho, o Apéndice A enuncia
algumas defini¢des e resultados sobre as distribui¢des normal, qui-quadrado, F e t de
Student, servindo como base para as demonstragdes apresentadas no Capitulo 2. Por
sua vez, o Apéndice B descreve o filtro Hodrick-Prescott aplicado para a estimagdo
do hiato do produto. Ao final, apresenta-se a lista de referéncias da bibliografia que

orientou esta dissertacao.



Capitulo 2

Modelo de Regressdo Linear

Baseado principalmente em Davidson [25], Gujarati [32] e Maddala [48], este capitulo
exp0Oe os fundamentos de Econometria necessdrios para a compreensdo da modelagem

matemadtica que é realizada no Capitulo 5.

2.1 Modelo Classico de Regressao Linear

Considere as variaveis reais y, x1, ..., Xy, sobre as quais se possui uma amostra de n
observagdes. Suponha que se deseje explicar o comportamento de y a partir das vari-
aveis x1, ..., xy. Formalmente, esse problema corresponde a busca por uma regra f, tal
que:

Ve = f(x1p, o0 X, ttt), t=1,..,n
onde
y; € a t-ésima observagdo sobre a varidvel dependente;
xi € at-ésima observacao sobre a j-ésima varidvel explicativa (ou regressor); e
t

uy é a t-ésima observacao sobre um erro aleatorio.



O modelo de regressdo linear estabelece a relagdo entre as variaveis y e x;, partindo

do seguinte pressuposto:

k
Yt = Z ,Bjx]-t +u t=1,..,n. (2.1)
=1

Nesse caso, o coeficiente §; quantifica a influéncia que o regressor x; exerce sobre y,
enquanto os erros u; representam o efeito aleatério de todas as varidveis que nao sdo

consideradas de forma explicita no modelo.

Em aplicagdes praticas, é comum ainda considerar um termo constante em (2.1),
denominado intercepto. Por convencao, isso é feito assumindo-se xj; = 1, para todo ¢,

o que permite identificar o intercepto com o coeficiente p:

k
Yyt = P11+ Zﬁ]x]t +u t=1,..,n.
=2

2.1.1 Hipéteses Classicas

A fim de explicitar as hipéteses cldssicas que caracterizam o modelo de regressao line-

ar, € conveniente resumir as equacgdes (2.1) sob a forma de uma tinica equagdo matricial:

y=XB+u, (2.2)
onde
n X1 Xo1 X B1 Uy
y- Y2 Xx— X12 X2 - X = B2 e 4o |
_yn_ _xln Xop - xkn_ _,Bk_ _un_

Com base nessa notagdo, as hipéteses classicas do modelo de regressdo linear po-

dem ser enunciadas da seguinte maneira:

(H.1) A matriz de observagdes X € M(n x k) tem posto completo: posto(X) = k;
(H.2) O vetor de erros aleatdrios u possui esperanga nula: E(u) = 0; e

(H.3) A matriz de varidncia-covariancia de u é da forma var(u) = 21,.



2.1.2 Estimador de Minimos Quadrados Ordinarios

Dadosy € R" e X € M(n x k), considere a funcdo S : RF — R, dada por
S(b) = (y— Xb)'(y — Xb) = y'y —y'Xb - b'X'y + b'X'Xb.

Definigio 2.1. Seja a funcio f : A C M(n x k) — RF tal que, para cada matriz de ob-
servagdes X € A, o vetor B = f(X) é o ponto de minimo global da fungiio S. Nesse caso, diz-se
que f é o estimador de Minimos Quadrados Ordindrios (MQO) para o vetor de coeficientes 3

em (2.2).

Teorema 2.2 (Estimador de MQO). Sob a hipétese (H.1), o estimador de MQO de B é dado
pela regra

p=(X"X)"'Xy.

Demonstragio: Como posto(X) = k, segue-se que X'X € M(k x k) é simétrica definida

positival. Logo, X'X é invertivel, donde conclui-se que o vetor 3 estd bem definido.

Diferenciando S com respeito a b, e igualando o resultado a zero, o fato de X'X ser

invertivel permite obter:
dS

o ="

—2X'y +2X'Xb =0
X'Xb = X'y

b= (X'X)"'X'y

A

& b=2p,

T ¢ 0

ou seja, /3 é o tnico ponto critico de S.
Por outro lado, a matriz Hessiana de S em j3 ¢ dada por:
H(B) = 2X'X. (2.3)

Como X'X é simétrica definida positiva, tem-se que  é o minimo local da fungdo

convexa S, sendo portanto um minimo global. n

IPara maiores detalhes, ver na Secio 17 em [43] o topico sobre Matrizes de Gram.
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Corolario 2.3. Definindo o previsor = Xp e residuo it = y — XB de Minimos Quadrados

Ordindrios, verifica-se a seguinte igualdade:

yy =99+

Demonstrac¢iao: Pelo Teorema 2.2,
p=(X"X)"'X"y
— X'XB =Xy
— X'Xp=X'(XB+n)
— X'XB=XXB+ X1
— X'n=0.
Logo,
vy = (Xp+a)(Xp+n)
= (FX' +a)(XB+n)
= BX'XB+ B X0+ a'XB+0'n

ARl

Ao longo deste trabalho, os escalares y'y, 7] e 111l serdo referidos como Soma dos
Quadrados Totais (SQT), Soma dos Quadrados Explicados (SQE) e Soma dos Quadra-

dos dos Residuos, respectivamente.

Definicao 2.4. Com respeito ao modelo de regressdo linear (2.2), o coeficiente de determinagio
R? ¢ definido pela razdo:

_ SQE

- SQT”

Observacio 2.5. Tendo em vista o Coroldrio 2.3, R? pode ser posto na forma:

R2
RZZQZM:1_@:1_SQ_R_
vy vy vy SQT
Note que, 0 < R?> < 1, sendo R*> = 1 quando a regressio se ajusta perfeitamente aos dados,
e R?> = 0 quando a regressdo nio explica nada da variagdo de y. Portanto, o valor R? pode ser

usado como uma medida do grau de ajuste do modelo em relaciio aos dados.



2.1.3 Propriedades Estatisticas

Teorema 2.6. Sob a hipétese (H.2), o estimador B é ndo-tendencioso, isto é, E(B) = PB.

Demonstragio: Considerando y = X + u na expressao de f3, tem-se
B = (X'X) 'X'(XB+u)=(XX)"'X'XB+ (X'X) ' X'u
= B+ (X'X)"1X'u. (2.4)
Entdo, aplicando o operador esperanca sobre f3, o resultado enunciado segue pela
hipétese (H.2):
E(B) =B+ E(X'X)"'X'u) =+ (X'X)'X'E(u) = B, (2.5)
]

Corolario 2.7. Sob as hipdteses cldssicas do modelo de regressio linear, a matriz de varidncia-
covaridncia de p é dada por:

var(B) = o?(X'X) 71

Demonstra¢ao: Combinando o Teorema 2.6 e a equagao (2.4), tem-se
B—EB)=p-p=XX)"Xu (2:6)
Por outro lado, note que
E(uu') =E[(u—0)(u—0)] =E[(u—E(u))(u—E(u))] =var(u) = c*I,, (2.7)

onde a segunda e a ultima dessas igualdades decorrem das hipéteses (H.2) e (H.3),

respectivamente. Como consequéncia das equacdes (2.6) e (2.7), obtém-se:
var(B) = E[(B—EB)(B—EP))]
- E [((X’X)—lx’u)((X’X)—lx’u)’}
- E [(X’X)_lX’uu’X(X’X)_l}
= (X'X)'XE(uu)X(X'X)7?
= A(X'X)IX'X(X'X)!

= A(X'X)7L



Na prética, a variancia 0> também é desconhecida e portanto precisa ser estimada.

A fim de derivar um estimador para esse termo, € ttil considerar o seguinte resultado.

Lema 2.8. Se M = I,, — X(X'X) !X’ entdo as seguintes condicdes sio satisfeitas:

(i) M é uma matriz simétrica e idempotente;
(ii)) (I, —M)M = M(I,— M) =0
(iii) posto(M) = tr(M) =n—k;e

(iv) 1 = Mu.

Demonstragao: A partir da defini¢do de M decorre que
M = (I, - X(X'X)"1x")
— I;—(X/)/(X/X)ilxl
= L,—X(X'X)"'X' =M, e

M? = (I, — X(X'X)"1X")(I, - X(X'X)"1X")

= I, - X(X'X)"IX' - X(X'X)71X' + X(X'X) 1 X'X(X'X) "X

= I, - X(X'X)7IX' - X(X'X)"IX' + X(X'X)"1X’

= I, - X(X'X)"IX' = M,
provando assim o item (7).
Por sua vez, (i) = (ii):

(Ii—MM=MI,—~M)=M-M>*=M-M=0.

Além disso, assumindo o item (i), o Teorema Espectral [43] e as propriedades do trago

permitem mostrar que:

posto(M) = tr(M).
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Portanto, o item (iii) é obtido pelo célculo direto do trago de M:

tr(M) = tr(l, — X(X'X)"'X')
= tr(Iy) — tr(X(X'X)7'X)
= tr(ly) — tr(X'X(X'X)7)
— tr(ly) — tr(L)
= n—k,
onde a segunda e a terceira igualdades acima resultam, respectivamente, da lineari-

dade do trago, e da sua comutatividade com respeito ao produto de matrizes.
Finalmente, com base nas igualdades
= y—Xp
= y—X[(XX) Xy
= (I — X(X'X)7'X")y
= My, e (2.8)

MX = (I, - X(X'X)"1X)X
= X - X(X'X)X'X
= X—-X=0, (2.9)

o item (iv) segue de imediato:

=My=M(XB+u)=MXB+ Mu= Mu.

n
Teorema 2.9. Sob as hipéteses clissicas do modelo de regressio linear,
0" = nﬁ/—ﬁk
é um estimador ndo-tendencioso de o>
Demonstragio: Pelos itens (iv) e (i) do Lema 2.8,
0'0 = u'M'Mu = ' M?u = v’ Mu. (2.10)

11



Logo, considerando a propriedade E(tr(A)) = tr(E(A)), a equagdo (2.7) e o item (iii)

do Lema 2.8, decorre que
E(@'n) = E[tr(2'n)] = E [tr(u'Mu)]
= E[tr(Muu')] = tr(E(Muu'))
= tr(ME(uu)) = tr(c*M)

= *tr(M) = d*(n—k),

donde segue

E( ' ) _ E(ﬁ’ﬁ) _ 2
n—k

Concluindo esta subsecao, o Teorema de Gauss-Markov é demonstrado. Para tanto,

é conveniente considerar a seguinte definigéo.

Definicdo 2.10. Com respeito ao modelo (2.2), diz-se que um estimador f é linear quando ele é

dado por B = Cy, onde C € M(k x n).
Exemplo 2.11. O estimador de MQO B é um estimador linear, para o qual C = (X'X)~1X.

Teorema 2.12 (Gauss-Markov). Suponha que o modelo de regressio linear (2.2) satisfaz as
hipéteses cldssicas (H.1)-(H.3). Entdo, para qualquer estimador linear nio-tendencioso B, a

matriz
var(B) — var(p)

é simétrica semi-definida positiva.

Demonstragio: Sendo 3 um estimador linear qualquer, por definigdo

Assim, aplicando o operador esperanca sobre f3, pela hipétese (H.2) verifica-se:

E(B) = CE(y) = CE(Xg+u)
— CXPB+CE(u) = CXp (2.11)
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Como, além disso, ,3 é ndo-tendencioso, a equagdo (2.11) implica
CX = I. (2.12)

Escrevendo C = (X’X)~'X’ + D, a equagdo acima, por sua vez, conduz ao seguinte
resultado:

CX = (X'X)"'X'X+ DX = I, + DX
= DX =0,
a partir do qual
cC’ = |(X'x)7X + D] [x(x'X) "' + D]
= (X’X)"'X'X(X'X)"' 4+ DD’
= (X’X)"'4+DD'. (2.13)

Com base em (2.7) e (2.13), a matriz de variancia-covariancia de 8 pode entdo ser escrita

como:

var(B) = wvar(Cy) = var(CXB + Cu)

donde segue a igualdade

var(B) — var(B) = *DD'.

Isto conclui a demonstracdo, haja vista que DD’ é simétrica semi-definida positiva, seja
)

qual for a matriz D. n

Corolario 2.13. Sob as hipdteses cldssicas, para todo estimador linear ndo-tendencioso B, o

estimador de MQO B satisfaz a propriedade:

var(Bj) < wvar(Bj), j=1,..k

Nesse sentido, diz-se que B é o melhor estimador linear ndo-tendencioso para p (BLUE, do

inglés, Best Linear Estimator Unbiesed).
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Demonstragio: Com efeito, assumindo ej como o j-ésimo vetor da base canonica de

R¥, pelo Teorema 2.12 obtém-se

var(Bj) — var(B;) = ejvar(B)e; — e}vur(,@)ej
= e}(var(ﬁ) — Uar(B))e]-

= e;U2DD'e]- >0,

ou seja

var(B]-) < var(B;).

2.14 Normalidade dos Erros e Teste de Hipodteses

Para aplicar o Método de Minimos Quadrados Ordindrios ao modelo classico de re-
gressdo linear, ndo é necessdrio conhecer a distribui¢do de probabilidade dos erros
us. Entretanto, se for do interesse ndo apenas obter 3, mas também usa-lo para testar
hipéteses sobre o verdadeiro 3, ou sobre o comportamento de y, entdo a distribuicdo

dos erros u; precisa ser especificada.

Tendo em vista derivar testes de hipoteses e procedimentos de previsdo, daqui em
diante sera considerado o modelo clédssico de regressdo linear normal, o qual, além das
hipéteses (H.1)-(H.3), também supde que os erros u; possuem distribui¢io normal,

6di iANCi 2. Essa hip6 d b a f
com média zero e varidncia constante c-. Essa hip6tese pode ser posta sob a forma

vetorial:

(H4) u~ N(0,0°I,).

Teste de Significincia Global

Dado um vetor B constante, considere a hipétese nula Hp : § = 0. Um procedimento

estatistico para testar esse tipo de hipotese é oferecido pelo seguinte resultado.

14



Al A
Teorema 2.14. Seja p = (X'X)~1X'y o estimador de MQO, e 6> = (nu uk) 0 estimador

para a varidncia dos erros u;. Entdo,

(B—BYX'X(B—p)1
™ F(k,n —k).

52
Demonstragdo: Considerando a equagdo (2.6) e definindo M = I, — X(X'X)"1X/,
obtém-se a igualdade
(B-BYX'X(B—B) = u/'X(X'X) 'X'X(X'X)'X'u
= W'X(X'X)'X'u
= (I, — M)u. (2.14)
Por outro lado, pelo item (i) do Lema 2.8, conclui-se que (I, — M) é simétrica e idem-

potente:

(Li—M) =1, —M =I,— M, (2.15)
(I, —M)?=1,-2M+M?>=1,-2M+M =1, — M. (2.16)

donde segue, pelo item (iii) do mesmo Lema,
posto(I, — M) = tr(Il, — M) = tr(I,) —tr(M) =n— (n—k) = k. (2.17)

A partir das equagdes (2.14)-(2.17), decorre do Teorema A.5 (ver Apéndice A)

(B - ﬁ)’i’zX(ﬁ —B) _ u’(InU—ZM)” ~ (k) (2.18)

Além disso, por esse mesmo teorema, a equagdo (2.10) e os items (i) e (iii) do Lema 2.8

implicam
Al A

a'a  u'Mu

5= ~ x*(n—k). (2.19)

Finalmente, tendo em vista o item (ii) do 2.8, o Teorema A.8 garante que as varidveis

aleatérias dadas em (2.18) e (2.19) sdo independentes. Em razdo disso, aplicando a
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Defini¢do A.7 da distribuigdo F, chega-se ao resultado enunciado:

(B-B)X'X(—-p)1 (B—B)X'X(B—B)/k
02 k '/ (n—k)

Observacao 2.15. Com base no teorema anterior, sob a hipétese Hy : p = 0, tem-se

B'X'XB 1
P - ﬁ% ~ F(k,n — k).

Portanto, para testar Hy com respeito a um nivel w, basta calcular o valor

_ BX'XB1

F
0z Kk’

e compard-lo com o valor critico correspondente da distribuicdo Fy(k,n — k). Se F > F,,

rejeita-se Hy.

Teste de Significincia Individual

Considere agora uma hip6tese nula do tipo Hy : f; = 0. Nesse caso, um teste estatistico

pode ser derivado a partir dos seguintes resultados.

Lema 2.16. Se u ~ N(0,021,) entdo, para qualquer vetor w € R¥, verifica-se

w' (B —B) ~ N(0,0%w (X'X) 1w).

Demonstrac¢ao: De fato, considerando a equacgéo (2.6), obtém-se a igualdade

w'(B—B) =w' (X'X)"X'u.
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Logo, dada a normalidade de u, o Teorema A.3 permite concluir que w’(B — B) tem

distribuigdo normal, com média zero e varidncia dada por:
' (X'X) " X var(u) (w' (X'X) 71X = @/ (X'X) 1 X'(¢*L)X(X'X) tw
= o2/ (X'X) X' X(X'X)lw

= o' (X'X) .

Teorema 2.17. Para qualquer vetor w € IR¥, ocorre o seguinte fato,

w/(ﬁ_ﬁ) Nt(n—k)
2

onde 0 é a raiz quadrada do estimador de MQO para o~.

Demonstrac¢io: Pelo Lema 2.16,

wPB-p)
T (%) T N(0,1) (2.20)

Além disso, substituindo (2.10) na definicdo de 9, obtém-se a igualdade

a1
- \n—-k) o2

_ (u'Mu)

>
N

QN|

Por fim, com base na Definicdo A.6 da distribuicdo ¢ de Student, os resultados (2.19),
(2.20) e (2.21) implicam:
wB-p w(B-B) (g)
oy w (X' X) 1w oy w (X' X) 1w

W (B - B) /o /W (XX) Tw

w,(lg B :B)/UV w/(X/X)ilw ~ t(n o k)
vV (W'Mu)/o2(n — k)

A

g
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Observacao 2.18. Com base no teorema anterior, sob a hipétese Hy : p = 0, ocorre

B e/p _ e}(f —0) ),
\/v&r(ﬁj) \/e;(var(fi))ej o\ /el (X'X) e

Portanto, para testar Hy com respeito a um nivel w, basta calcular o valor

F=

ar(f;)
e compard-lo com o valor critico correspondente da distribuicdo t(n — k). Se t > to(n — k),

rejeita-se Hy.

Previsoes Pontuais e Intervalos de Confianga

Suponha a equagdo de regressao linear:

Yo = xpB + up.

Nesse caso, o Teorema 2.6 e a hipétese (H.2) implicam a seguinte igualdade:

A

E(xoB) = x0E(B) = x0B = E(yo).

Assim, conhecido o vetor x(, 0 numero §jy = x{ pode ser usado como uma previsdo

pontual de E(yp).

Por outro lado, assumindo a normalidade dos erros, segue pelo Teorema 2.17 que

Yo—E _ xoﬁ_xoﬁ _ xoﬁ B)
04/ xp(X'X) 1x0 04/ xp(X'X) 1x0 01/ xp(X'X) 1x0

Logo, fixado um nivel de significancia 0 < « < 1, o intervalo de confianga para a

previsao de E(yp) é o seguinte:
[;;O — bl [x)(X'X)x0, o + talry/ x(’)(X’X)lxo} (2.22)

No entanto, existem situagdes nas quais o interesse estd em obter intervalos de

confianga para Yo, ao invés de E(yo). Em ambos os casos, a previsdo pontual é a mesma:
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Jo = x}, B. A diferenca estd na amplitude do intervalo de confianca das previsdes. Com

efeito, definindo

eo = Yo — Ho = x(B + 1o — x4 = uo — x4(B — B),

segue que ¢y tem distribuigdo normal, com média zero e varidncia:

var(eo) = E|[(uo— (B~ B))?]
= E|uf —2u0x(B— B) + (x (B~ B))’]
= o +oar(xy(B— )
= o2+ 0 (X'X) g
= (1 +x5(X'X) 1xo).
Como consequéncia,

b _ %N,
a\/l + x5 (X' X) g var(eo)

Assim, usando o mesmo argumento utilizado no Teorema 2.17, a substitui¢do de ¢ por

0 na expressdo acima resulta em:

Yo—Yo -~ t(n . k)
a\/1 + x (X' X)Txg
Portanto, fixado um nivel de significdncia 0 < a < 1, o intervalo de confianga para a

previsao de yp é o seguinte:

[;70 _ ta&\/ 14 2(X'X)1xo, G0+ t,xé*\/ 1+ x)(X'X)1xg (2.23)

Observacao 2.19. Comparando (2.22) e (2.23), a tinica diferenca é o aumento de uma unidade
na raiz quadrada. Em razdo disso, para um mesmo nivel de significincia «, o intervalo de

confianga da previsio de yo é maior que o intervalo da previsio de E(y).

2.2 Violacao das Hipoéteses Classicas

Esta secdo aborda, individualmente, os problemas que ocorrem quando as hip6teses
(H.1), (H.3) e (H.4) sdo violadas. Em particular, sdo descritos alguns procedimentos

estatisticos para testar a validade dessas hipoéteses.
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2.2.1 Multicolinearidade

O termo multicolinearidade refere-se a violagdo da hipétese (H.1), ou seja, diz respeito
aos casos em que a matriz de observagdes X ndo tem posto completo. Considerando as
colunas xy, ..., xx de X, esse tipo de problema equivale a existéncia de escalares Ay, ..., Ay,

ndo todos nulos, tais que
A1x1+ Aoxo + .o+ Ax = 0.

Como resultado da multicolinearidade, a matriz X’X se torna singular, de modo que o
sistema linear (X'X) = X'y deixa de possuir solugao tinica?, culminando na indeter-

minagdo da estimativa  de minimos quadrados ordindrios.

Na pratica, dificilmente se verifica a multicolinearidade. O que ocorre com maior
frequéncia é a chamada quase-multicolinearidade, caracterizada pela existéncia de es-

calares Ay, ..., Ay, ndo todos nulos, tais que
Ax1+ Aoxo + ..+ Ax +0 =0,

onde v é um erro aleatério. Neste caso, uma vez que as hipdteses cldssicas sejam aten-
didas, o Corolério 2.13 continua valido, ou seja, o estimador de MQO [3 se mantém
sendo BLUE. Todavia, isso ndo significa que a varidncia das suas coordenadas seja
necessariamente pequena. O que se observa nos casos de quase-multicolinearidade é

a ocorréncia dos seguintes problemas:

(a) Os estimadores fB; apresentam variancia e covariancia elevadas, comprometendo

a precisdo das suas estimativas;

(b) Em decorréncia de a), as estatisticas t e F tendem a ser menores, facilitando a

aceitagdo da hipétese de insignificancia dos coeficientes;

(c) Também em virtude de a), as previsdes com o modelo de regressdo linear se

tornam mais imprecisas, dado o alargamento dos intervalos de confianga.

ZNesse caso, ou existem infinitas solugdes, ou nio existe solugao.
3Ver a Secao 2.1.4.
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Deteccao da Quase-Multicolinearidade

Nao existe um método tinico para medir a intensidade da quase-multicolinearidade*.
Uma forma de quantifica-la é através do chamado niimero de condigio (k). Ele é definido
como a raiz quadrada da razdo entre o maior autovalor A, € 0 menor autovalor A,

da matriz X’X, em valores absolutos:

|)\max|
= R L 2.24
=V o | (2.24)

Obtido esse ntimero, tem-se entdo a seguinte regra pratica [32]:

e Se k esta entre 10 e 30 entdo o nivel de quase-multicolinearidade esta entre mode-

rado e forte;

e Se k exceder 30 entdo a multicolinearidade é grave.

2.2.2 Autocorrelagao e Heterocedasticidade

Considere a situacdo em que a hipétese (H.3) nédo se verifica, isto é
var(u) = X # ?I,. (2.25)
Pode-se distinguir duas causas possiveis para essa violagdo, a saber:

Autocorrelagdo: A matriz de varidncia-covariancia X nao é diagonal®;

Heterocedasticidade: Os elementos da diagonal principal de ¥ néo sdo todos iguais®.

Como o Teorema 2.6 depende apenas das hipédteses (H.1) e (H.2), em ambos os ca-

sos o estimador de MQO f continua sendo ndo-tendencioso. Porém, a sua matriz de

4Para uma discussio sobre varios desses métodos, ver [32, 48].
5Caso onde existem t # s tais que E(ut, us) # 0.
Caso onde existem t # s tais que a var(u;) # var(us).
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variancia-covariancia passa a ser dada por:

var(B) = E[(B—E(B))(B—E(B))]
= E [((X’X)—lx’u)((X’X)—lx’u)’}
= E [(X’X)_lX’uu’X(X’X)_l}
= (X'X) ' XE(uu)X(X'X)™?
= (X'X)"IX'ex(x'X)"L
Isso significa que a férmula convencional para a matriz de varidncia-covariancia
var(B) = o?(X'X) 71

ja ndo se aplica, o que compromete a validade dos procedimentos estatisticos que dela

fazem uso, tais como os testes de significancia.

A seguir, sdo descritos os testes estatisticos utilizados neste trabalho para investigar

a ocorréncia de autocorrelacdo e heterocedasticidade.

Teste Breusch-Godfrey para Autocorrelacao

Seja o modelo de regressao linear dado na forma
yi=xiB+u, t=1,..,n (2.26)
onde os erros obedecem o seguinte esquema
Uy = P11 + PoUp—o + ... + pptts—p + €1, € ~ IN(O, (72). (2.27)
Nesse caso, a hipétese de auséncia da autocorrelagdo pode ser posta como

Hy:p1=...=pp=0.

O teste Breusch-Godfrey, também conhecido por teste LM, permite investigar se ha
ou nao correlagdo entre os erros do modelo (2.26). Ele pode ser descrito pelos seguintes
passos:

1) Estime B aplicando MQO;
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2) Considerando os residuos il;, estime o modelo de regressao auxiliar

p
Ay =Y yxip+ Y pifle—i + 1t (2.28)

i=1 i=1

M»

Em seguida, obtenha o seu coeficiente de determinagdo R? e calcule § = (1 —

p)R?;

3) Conforme mostrado em [30], sob a hip6tese nula Hy tem-se 6 ~ )(2( p). Portanto,
se o valor 6 calculado exceder o valor critico da distribuicdo x%(p) no nivel de
significancia escolhido, a hipétese nula é rejeitada, ou seja, pode-se considerar

que os erros apresentam autocorrelagao.

Teste Breusch-Pagan para Heterocedasticidade

Com respeito ao modelo (2.26), suponha que os erros u; sdo normalmente e indepen-

dentemente distribuidos, com média zero e varidncia dada por
0? = h(zja), (2.29)

onde a fungdo h possui derivadas de segunda ordem, &« € IR” é um vetor de coeficientes
ndo relacionados com aqueles que compde B, e o primeiro elemento de z; é igual a 1.
Neste caso, a hipdtese da auséncia de heterocedasticidade, denominada homocedastici-

dade, pode ser escrita como:

H()Z(Xz:...:lxp:o,
uma vez que 07 = h(zja) = h(ay) = 02 é constante.
a2
1. L AD Eut . ‘A . 2 7
Utilizando a férmula 6 = =—— para estimar a varidncia ¢~ dos erros’, pode-se
n

estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 2.20. Considere os modelos (2.26) e (2.29) sob a hipétese nula Hy : ay = ... = ap de

homocedasticidade dos erros. Entdo, definindo SQE como a soma dos quadrados explicados na
) i

regressdo de gy = ) sobre z;, tem-se
o

E
~x*(p—1).

"Essa férmula corresponde ao estimador de Maxima Verossimilhanga para ¢2. Para maiores detalhes,

ver Apéndice 4A em [32].
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Demonstragio: Ver Secido 2 em [17]. [

Desse teorema decorre o teste Breusch-Pagan para a hipotese de homocedasticidade
dos erros em um modelo de regressdo linear. Esse teste pode ser descrito da seguinte

maneira:

1) Estime (2.26) usando MQO, e obtenha os residuos {7;}}" ;;

n
2) Calcule ¢? = (Z ﬁ%) /n;
t=1

n2

3) Construa varidveis g; = parat=1,..,n;

uy
o2’
4) Estime por MQO os coeficientes da equagao
gt=w01+apzop+ .t apzprto, t=1,..,m, (2.30)
onde v; é o termo de erro;

5) Obtenha a soma dos quadrados explicados SQE de (2.30), e calcule A = %SQE .

6) Se o valor A calculado exceder o valor critico da distribuicio x*(p — 1) no nivel
de significancia escolhido, a hipdtese Hy é rejeitada, ou seja, pode-se assumir que

os erros apresentam heterocedasticidade.

Observagdo 2.21. Em amostras pequenas, o teste de Breusch-Pagan é senstvel a hipotese de
que os erros u; tenham distribuicdo normal, exigindo que a hipétese de normalidade seja testada

antes da sua aplicagdo.

Teste de White para Heterocedasticidade

Um teste que ndo depende da hip6tese de normalidade é o teste geral de White. Para

ilustrar a idéia deste teste, considre o seguinte modelo de regressao linear:

Yt = 1+ Boxar + Paxar + us. (2.31)

O teste de White é feito da seguinte maneira:

1) A partir dos dados, estime a equagdo (2.31) e calcule os residuos 7y;
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2) Obtenha por MQO os coeficientes do modelo de regressao auxiliar

~D 2 2
Uy = &0 + X1X1 + &2X2p + A3XT] p + X4X)  + X5X71 X2t + Ut,

e calcule o R? associado a essas estimativas;

3) Conforme mostrado em [71], sob a hip6tese nula de homocedasticidade dos er-
ros, tem-se nR? ~ )(2(5), ou, no caso geral de um modelo com k regressores,
nR? ~ x*(k(k +1)/2). Portanto, se o valor nR? calculado exceder o valor critico
da distribuigdo x? no nivel de significancia escolhido, rejeita-se a hipétese de ho-

mocedasticidade.

Observacdo 2.22. Se um modelo possuir muitos regressores, ao se introduzir todos eles na
regressdo auxiliar, seus termos elevados ao quadrado e seus produtos cruzados podem consumir
rapidamente os graus de liberdade da regressio. Por isso, em alguns casos este teste é aplicado

omitindo-se os termos de produto cruzado.

2.2.3 Nao-normalidade dos Erros

De acordo com a subsecdo 2.1.3, as propriedades estatisticas do estimador de Minimos
Quadrados Ordindrios 8 ndo dependem da distribuicdo de probabilidade dos erros
ut. No entanto, a validade dos testes de hipoteses estabelecidos até aqui baseia-se na
premissa (H.4) de que os erros u; possuem distribui¢do normal. Assim, a aplicagdo

desses testes exige que se aplique, antes, um teste estatistico para a hip6tese:
Hy:u; ~ N(0,02), t=1,..,n.

A seguir, faz-se um breve descri¢do de um desses testes.

Teste Shapiro-Wilk

O teste Shapiro-Wilk tem por base a estatistica W e apresenta bom desempenho em
amostras pequenas (n < 20). Dada uma amostra aleatéria de tamanho 1, composta

pelas observagdes x1, ..., x;, 0 procedimento de teste consiste nos seguintes passos:
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1) Ordene as observagdes para obter uma amostra y; < ... < yy;

2) Calcule

n n

=Y (=97 = V(x5

t=1 t=1
onde 7 = X denota a média aritmética da amostra considerada;

3) (a) Sen é par, considere k = n/2 e calcule:

k
b=Y anis1(Yn—t41— Y1), (2.32)
=1

onde os valores de a,,_;.1 sdo dados na tabela 5 em [63].

(b) Se n é impar, considere k = (n — 1) /2 e calcule b utilizando (2.32);
4) Calcule W = b%/S2;

5) Na tabela 6 em [63], valores criticos da distribuicdo de W sdo fornecidos para
varios niveis de significancia. Se o valor W calculado for inferior ao valor critico
no nivel de significancia escolhido, entdo rejeita-se a hip6tese de que a amostra

X1, ..., Xn provém de uma distribui¢do normal.

Observacao 2.23. No caso do modelo de regressio linear, o teste é aplicado sobre a amostra de

residuos iy, ..., Uy.

2.3 Topicos Especiais de Econometria

Nesta segdo sdo tratados trés topicos de econometria, a saber: Regressdes sobre Variaveis
Bindrias, Selecdo de Regressores e Séries Temporais Nao-Estaciondrias. O objetivo é

descrever alguns conceitos e procedimentos empregados no Capitulo 5.

2.3.1 Regressao sobre Variaveis Bindrias

Existem circunstancias em que a varidvel dependente y também é influenciada por

varidveis de natureza qualitativa (politica econdmica, sexo, religido, etc.). Como essas
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variaveis geralmente indicam a presenca ou auséncia de um certo “atributo” (politica
A ou politica B, homem ou mulher, catdlico ou ndo-catdlico, etc.), é possivel representa-
las por meio de varidveis bindrias, caracterizadas por assumirem os valores “1” ou “0”,

conforme o atributo se verifique ou nao.

Para efeito de ilustracdo, considere dois grupos de observacoes descritos, respecti-

vamente, pelos modelos:

k—1
Ye = o1+ Z ‘B]'x]'t +u t=1,...,m (2.33)
j=1

k—1
Y = ay + Z ﬁjx]-t +u t=n1+1,...,n (2.34)
j=1

Esses modelos podem ser combinadas em uma tnica equagao:

k—1
Yy =a1+ (ap —aq)D + Z ,Bjxjt +u t=1,...,n
j=1

onde,
D=0, parat=1,..,m

D=1, parat=mn;+1,..,n

Nesse caso, D é uma variavel bindria, e o seu coeficiente mede a diferenca entre os dois

termos de intercepto, a1 e ao.

2.3.2 Selecao de Regressores

Na pratica, sdo raras as situagdes em que se possui de antemao um conhecimento exato
sobre os regressores do modelo. Geralmente, existe um grande ntiimero de varidveis
explicativas em potencial, e tem-se entdo o problema de escolher quais delas incluir no
modelo. Este problema é referido na literatura como o problema de selegio de regressores

[48].

Suponha que o objetivo seja obter um modelo de regressdo linear que gere pre-

visOes para uma varidvel escalar y, sobre a qual estdo disponiveis dados do periodo

27



t = 1,..,n. Sem perda de generalidade, considere apenas dois conjuntos de regres-
sores, cujos dados no instante ¢ sdo agrupados nos vetores x; € R’ e z; € R, respecti-

vamente. Dessa forma, obtém-se os seguintes modelos:
Modelo 1:  y; = a'x¢ + uy

Modelo 2:  y; = Bzt + v

Considere entdo o problema de se escolher entre os modelos 1 e 2 aquele que resulte
na previsdo mais acurada para o instante n + 1, em termos do erro quadratico médio
de previsdo (PMSE, do inglés, Prediction Mean Squared Error). Essa selecdo pode ser
feita pelo procedimento de simulacado fora da amostra (SOOS, do inglés Simulated Out-
Of-Sample), ou entdo aplicando um critério de informacao (IC, do inglés, Information

Criteria) [38].

No procedimento SOOS, cada modelo é estimado por MQO sobre as s primeiras
observagdes, e procede-se a avaliagdo dos erros sobre as (1 — s) observagdes restantes:
= )
PMSE; = Yo ai | /(n—s)
t=s+1
n
PMSE, = Y. o7) /(n—s)
t=s+1
onde iy = y; — &'x; e O = yp — /3’ z¢. Feito isso, escolhe-se 0 modelo que apresentar o

menor PMSE, o qual entdo é reestimado sobre toda a amostra t = 1, ..., 1, e usado para

prever y, 1.

Por outro lado, a selecdo por IC é implementada da seguinte maneira. Cada modelo
é ajustado por MQO sobre a amostra completa de n observagdes. Entdo, os modelos

sdo avaliados pelo seguinte critério:

IC; =In (f ﬁf/n) + dim(a)cy (2.35)
t=1

IC; =1In (f 7 /n) +dim(B)cy (2.36)
t=1

onde dim(x) denota o nimero de coordenadas do vetor x. Escolhe-se o modelo que

apresentar o menor valor IC, sendo ele utilizado para prever y,, 1.
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A forma de ¢, depende do critério escolhido. Os Critérios de Schwarz (SIC) e de
Akaike (AIC) estdo entre os mais utilizados, sendo definidos por ¢, = In(n)/nec, =

1/n, respectivamente.

2.3.3 Séries Temporais Nao-Estaciondrias

Se uma varidvel aleatéria X é indexada pelo tempo, denotado por ¢, o conjunto de
observagoes { Xy, t € T} é referido como série temporal, sendo T um conjunto de indices

(por exemplo, T = Z).

Na modelagem de um ntimero finito de variaveis aleatérias, a matriz de variancia-
covaridncia é usualmente calculada para resumir a relacdo de dependéncia entre essas
variaveis. No caso de uma série temporal, é necessdrio modelar a dependéncia de um

ntmero infinito de varidveis, o que é feito através da fungdo de autocovariancia.

Defini¢do 2.24. Dada uma série temporal {Xy,t € T} com Var(Xy) < oo, define-se a sua

fungdo de autocovaridncia como:

vx(s, t) = Cov(Xs, X¢) = E[(Xs — E(Xs)) (Xt — E(Xy))] - (2.37)

A partir dessa funcado, pode-se definir a estacionariedade de uma série temporal.
Definicdo 2.25. Diz-se que a série temporal { X, t € Z} é estaciondria se as seguintes condi-
¢coes sdo satisfeitas:

i) E(X¢) =y, paratodot € Z;

ii) var(X;) = E(X; — u)? = 02, para todo t € Z;

iii) vx(s,t) = yx(s+ h,t + h) para quaisquer s, t,h € Z.
Em outras palavras, para ser estaciondria, uma série temporal precisa ter média e
varidncia constante, enquanto a covaridncia entre dois periodos, s e t, deve depen-

der apenas da distancia (t —s) que os separa. No caso em que a série temporal ndo

satisfaz a definicao anterior, ela é dita ndo-estaciondria.
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Teorema 2.26. Seja {y;, t € Z} uma série temporal definida por

Ye =4+ pYr-1 + Uy, (2.38)

onde uy ~ IN(0,02). Se |p| > 1 entdo {y;} é uma série temporal nio-estaciondria®.

Demonstra¢ao: Supondo yy conhecido, pode-se obter por indugdo

Yyi = H+pYyo+u
Vo = p+pyr+uy=p+pp+pyo+pur + i
ys = p+pya+us=p+pp+pe°u+ Yo+ ptur + pus + us

n
yo = p(l4+p+p0"+ 40" )+ o+ Yo" uy
=1

Logo,

E(yn) = u(l+p+..+p" ) +p"yo+ Y 0" 'E(ur)
t=1

= p(l+p+..+0" ) +p"y e

n n "
var(yy) = Y var(p" fup) =) p2n=tg2 — 2 <Z p2(n—t)> .
t=1 =1

t=1

Assim, se |p| > 1 entdo ambas as sequéncias, {E(y,)} e {var(y,)}, sdo divergentes, o
que constitui uma violagdo das condig¢des (i) e (ii) na Defini¢do 2.25. Portanto, a série

dada em (2.38) é ndo-estaciondria’. [

Regressdes Espurias

Regressoes lineares evolvendo dados de séries temporais podem fornecer resultados

duvidosos em determinadas situag¢des, indicando uma forte relagdo entre varidveis que

8De fato, para todo p # 0 essa série é nao-estaciondria, porém, para a analise que segue é conveniente

considerar apenas esse caso particular.
?Quando u =0ep =1, asérie temporal descrita em (2.38) é chamada de passeio aleatério [48].

30



na verdade se comportam de maneira independente. Esse fenomeno, conhecido como
regressio espiiria, caracteriza-se pela obtencdo de um alto coeficiente de determinagdo
R? e elevada significancia estatistica dos coeficientes, embora ndo exista, de fato, uma

correlacdo entre as varidveis consideradas.

Conforme mostrado por Phillips [58], a regressao espuria pode ocorrer se as séries
temporais sob andlise forem nao-estaciondrias. Nesse caso, os testes de significancia
convencionais se tornam viesados, levando o pesquisador a rejeitar mais facilmente a

hipétese nula Hp : B; = 0 (ou Hyp : = 0).

Diante dessas consideragdes, torna-se interessante testar se as sérias consideradas
no modelo sdo estaciondrias ou ndo. A seguir, um teste estatistico para esse propdsito

é apresentado.

Teste Dickey-Fuller

Considere o modelo autorregressivo:
yr=u+pyi—1+u, t=12,.,n,.. (2.39)

onde p, p € R e os erros u; sdo independentes e normalmente distribuidos, com média
ianci 2. Ob d ilizad Teo-
zero e varidncia constante ¢°. Observando o argumento utilizado para provar o Teo

rema 2.26, pode-se distinguir trés situagdes:

| p|< 1t {y+} converge para uma série estaciondria quando t — co;

| o |=1: {y:} é ndo-estaciondria, com var(y;) = to?;

| p|>1: {y+} é ndo-estaciondria, com a sua varidncia crescendo de forma exponencial

em relacdo a t.

A hipétese Hy : p = 1 é de interesse em aplicagdes, pois nesse caso torna-se apro-

priado diferenciar a série temporal {y; }, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.27. Seja {y:} uma série temporal dada por y; = p + y;_1 + uy, onde os erros uy
sdo independentemente e igualmente distribuidos, com média zero e varidncia o2. Neste caso, a

série temporal definida por Ay; = vy — y;—1 € uma série estaciondria.
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Demonstragao: Com efeito, para ver isto basta notar que:
Yt =p+t Y1+t us
= AMpr=yr—Yr1=p+u
Como consequéncia,

E(Ay;) =, e wvar(Ay;) = var(u;) = o

Além disso, como os erros sdo independentes, tem-se
Tay(s,t) = E[(Bys —p)(By: — p)]
= El(p+us —p)(p +ur — )]

= E[(us)(ur)]
- 0,

Nesse contexto, o teste Dickey-Fuller é um teste para a hipétese nula Hp : p = 1. Os
modelos considerados sdo os seguintes:

1.y =pyp—1+u, t=1,2,..,n,..

2.yt =u+pyr1+u, t=12,.,n,..

3. yr=u+pt+pyi—1+u, t=12,..,n,..
A diferenga entre o modelo 3 e os demais reside na inclusdo da constante (intercepto) e
do termo de tendéncia. Nesse caso, se a hip6tese nula for verificada, deve-se subtrair a

tendéncia de y; (isto é, Bt) e depois diferencia-la, a fim de obter uma série estaciondria.

O procedimento de teste ocorre de acordo com as seguintes etapas:

1) Especifique um modelo para a série (1,2 ou 3) e estime seus coeficientes aplicando

MQO;

2) Designando por p e 0, respectivamente, a estimativa de MQO de p e o erro padrdo

p—1
o

7

correspondente, considere a estatistica t =
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3) De acordo com Dickey e Fuller [28], o valor t assim obtido provém de uma
distribuicdo de probabilidade diferente da t de Student. Sob a hipétese nula
Hy, os valores criticos dessa outra distribui¢do foram tabulados por esses autores
com base em simula¢des de Monte Carlo. Tais valores dependem do tamanho da
amostra e do modelo considerado, sendo t denotado por T, Ty, € Tr para os mod-
elos 1, 2 e 3, respectivamente. Se o valor absoluto da estatistica calculada exceder
o valor critico informado pela tabela de Dickey e Fuller no nivel de significancia

escolhido, entdo rejeita-se a hip6tese nula.

Teste Dickey-Fuller Aumentado

Se nos modelos 1, 2 e 3, 0s erros u; apresentam autocorrelagdo, entdo o teste de Dickey-

Fuller é aplicado considerando a seguinte especificac¢do:

p
Ve =P1+Pot +pyi1+ ) aiyi1-i + €t (2.40)
i=1

O ntmero p de termos defasadas é muitas vezes determinado de forma empirica:
a idéia é incluir termos suficientes de modo que os erros em (2.40) ndo apresentem
autocorrelacdo. Quando o teste de Dickey-Fuller é aplicado considerando um modelo
do tipo (2.40), ele é referido como teste Dickey-Fuller Aumentado (ADE, do inglés, Aug-
mented Dickey-Fuller). A estatistica do teste ADF tem a mesma distribuicdo assintética
que a estatistica DF, o que permite que os mesmos valores criticos sejam usados em

ambos 0s testes.

33



Capitulo 3

Programacdo Dinamica em Tempo

Discreto

Este capitulo, fortemente baseado em Bellman [15], Bertsekas [16], Ljungqvist e Sar-
gent [46] e Stokey et al. [65], tem como foco principal a aplicacdo do método de
programagao dindmica ao problema do regulador linear-quadrético. Sua finalidade
é fornecer o subsidio tedrico suficiente para a solugdo do problema de conducdo da

politica monetéria, o qual é objeto de estudo do Capitulo 5.

3.1 Horizonte Finito

Para a andlise subsequente, convém primeiro considerar o seguinte problema de con-

trole 6timo:

N-1
in E Ste(xy, u 3.1
,min Eo (E) (xt t)) (3.1)

sujeitoa  xp41 = g(x¢, ut, €4) (3.2)

2

onde x; € X C R™ é a variavel de estado, u; € A C R" é a variavel de controle,
0 € (0,1) é taxa de desconto intertemporal, c : X x A — R é a fungdo perda, € é
uma varidvel aleatéria que toma valores em R", e Ej é a esperanca condicionada pela
informagdo disponivel no periodo t = 0. Além disso, suponha que u; = p;(x;), para

todot =0,..., N —1, onde y; é referida como uma regra de decisio.
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Definicao 3.1. Uma politica de tamanho N é uma sequéncia de regras de decisio Ty =
(Mo, s hN—1), onde py = X — R", para todo t = 0, ..., N — 1. Nesse caso, o conjunto das
politicas vidveis de tamanho N é definido por I1y = {mty = (o, -, Un—1), Pt (X) € A, Vx, t}.

Definicao 3.2. Supondo que faltem T periodos para o fim do horizonte de programagdo, e que
nesse estdgio o estado do sistema seja xo, define-se o valor de uma politica vidvel 7t como a

soma:

Wr(xo, t7) = Eo (Zéc Xt, Ut )

A partir dessa notagdo, o problema (3.1)-(3.2) pode ser posto na forma:

min WN(X(), 7'L'N) (33)
nNElly
sujeito a x;1 = g(x¢, pe(xt), €r) (3.4)

Definigdo 3.3. Se o problema (3.3)-(3.4) admite uma politica 6tima 7wy, = (pg, ..., i3 _1) para

todo o estado inicial xq, entdo a sua fungdo valor 6timo Vy : X — R é definida por
Vn(x) = Wn(x, Tyy)-

Teorema 3.4 (Equacdo de Bellman). Supondo que a fungio valor 6timo esteja bem definida

para j = 1,..., N, entdo para todos esses indices verifica-se a sequinte igualdade:

Vj(x) = min{c(x, u) + JE [Vic1(g(x,u,€))]} (3.5)

Demonstrac¢io: Partindo da Defini¢do 3.3, e considerando a lei das expectativas itera-

das!, obtém-se:

N-1
VN(xo) = Wn(xo, %) = min Wy(xg, 1y) = min Ey (Z (Stc(xt,ut)>
=0

T(NHN ug,...,UN—-1
= min Eg |c(xo,up) + E (5cx,u
uo,uNlo[(oo 1(2 tt>]
= mnE c(xg,ug) + min E - Ste(xy, u .
i 0[(0 0) “1r”N11<t_21 (tt))]

Ug

= minE {c(xo, uy) + 90

N-1
. E st-1 ) , 3.6
i Er (2 ot ))” "o

1Segundo essa lei, Eg(.) = Eg [E1(.)].
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onde a penultima igualdade ocorre devido a independéncia de c¢(x, 19) em relagao as

decisoes tomadasem t > 1.

Fazendo a mudanca de variaveis
ag=1up1 € Yr=2xp41 para t=0,.,N—-2,

nota-se que

Uge s UN-1 ag,-AN-2

N-1 N-2
min E1 (Z 5t_1C(Xt, ut)) = min E(] <Z 5tC(yt, at)>
t=1 t=0

= min  Wy_1(yo, Tn-1)
niN-1€1IN1

= Vn-1(¥o)-
= VWn-1(x1) 3.7)

Assim, substituindo (3.7) em (3.6), e considerando a lei de movimento (3.2), segue a igual-

dade:
N-1 i1
in E st te(xy,
 min Eq (g c(x¢ m))”

= n}l%n Eo [c(x0, ug) + 6VN_1(x1)]

Uup

Vn(x9) = minkE {c(xo,u0)+5

= minEp [c(x0,10) + 0VN-1(8(x0, o, €0))]

= min {c(xo, uo) + 6Eo [Vin—1(g(x0, 1o, €0))]} - (3.8)

Finalmente, retirando o subscrito de x, u e €, e escrevendo a equagdo (3.8) restando j

periodos para o fim do horizonte de programacéo, obtém-se o resultado enunciado:

Vi(x) = min{c(x, u) + 0E [Vi_1(g(x, u,€))] }.

Da equacdo de Bellman decorre o resultado fundamental da Programagdo Dindmica,

conhecido como Principio da Otimalidade [15]:

“An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial deci-
sion are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard to

the state resulting from the first decisions.”
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Baseado no Principio de Otimalidade, o algoritmo de programagio dindmica oferece
um meio de se obter a politica 6tima do problema (3.3)-(3.4). O procedimento comega
pela construgédo da fungdo valor 6timo para o tltimo periodo de programagédo: Vi (x) =
m;linc(x,u). Como o ponto de minimo u* depende de x, segue-se que u* = 77 (x).
Entdo, resolvendo iterativamente a equacdo de Bellman (3.5), sdo obtidas as fun¢des
V; e as regras de decisdo 17;‘, paraj = 2,..,N. Ao final, fazendo uj,_ i = 17]’?, tem-se
a politica 6tima 71}, = (pg, ..., fti_1)- Esse algoritmo pode ser expresso da seguinte

maneira:

Algoritmo 3.1: Programacdo Dindmica Discreta com Horizonte Finito

Entradas: N, 6, xo, ¢ (funcdo perda), g (lei de movimento)
Saida : Politica 6tima (i, ..., uy_1)
Inicializagao:
Encontre u* = 5} (x) que minimiza o valor de c(x, u);
Vi(x) := c(x, 77 (x));
PN-1 = 0
Para j:=2,...,N faca
Encontre u* = 7 (x) que minimiza o valor de c(x, u) + JE [Vi—1(g(x,u,€))];

Vi(x) i= (7 (%)) + OF [Via(g(x, 7 (x),€)) |
HN-j =105

Fim

3.2 Horizonte Infinito

Considere agora o seguinte problema de controle 6timo:

N-1
min Ej ( Z 5tc(xt,ut)> (3.9)

{”t}fo =0

sujeitoa  xp41 = (¢, ut, €r) (3.10)

Como esse problema é o mesmo em cada periodo, admitindo que ele possua uma
solugédo, a sua fung¢do valor 6timo V e a regra de decisdo ¢ = pu(x) também serdo as

mesmas, independente do periodo. Assim, a equagdo de Bellman apresenta-se como a
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equacao funcional:

V(x) = muin{c(x,u) +0E[V(g(x,u,€))l}. (3.11)

Observe que o algoritmo 3.1 ndo pode ser aplicado neste caso, haja vista a inex-
isténcia de um periodo final por onde iniciar as itera¢des. Todavia, considerando o
problema com horizonte finito (3.1)-(3.2), é natural conjecturar que a sua func¢éo valor
6timo Vy converge para a solugdo V de (3.11) quando N — co. A fim de investigar

essa proposigdo, considere a equagdo de Bellman para horizonte finito:
Vj(x) = min{c(x, u) + 6E [Vica(g(x,u,€))]}. (3.12)

Em relagdo ao conjunto B = {p : X — R; p é continua e limitada}, é interessante

analisar o operador T : B — B definido por:
(Tp) (x) = min{e(x, u) + OE [p(g(x, u,¢))]}. (3.13)
Neste caso, a equagdo funcional de Bellman (3.11) toma a forma
V=TV, (3.14)
de modo que a sua solugdo pode ser vista como um ponto fixo do operador T.

Lema 3.5. Com respeito a norma do sup, o operador T definido por (3.13) é uma 5-contragdio.

Demonstragido: Dado x € X, seja # um ponto de minimo na defini¢do de T. Entéo,

(Tp) (x) = clx, i) +OE[o(g(x, 1 €))]
= c(x, @) +SE[v(g(x @ €))] + OE [p(g(x, 7 €)) — v(8(x, 7, €))]
< ol i) +OE[y(g(xme))] +6 ([ o=l

min{c(x,u) +SE [v(g(x, u,€))]} +6 [l p— 7|l
(Ty) (x)+6 [l p—l

donde segue
(Tp) (x) = (Ty) (x) < |[p =7l -

De forma andloga, substituindo p por 7 no argumento anterior, obtém-se
(T7) (x) = (To) (x) < S |[v—p Il -
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Logo,

=0l o= [<(T7) (x) = (Tp) (x) <o |[v—pl|

= [ (Te) (x) = (T7) (x) [0 [l p = |l
= | To=Ty[I<dllo—7ll
provando assim o resultado enunciado. n

Teorema 3.6. Existe uma tinica fungio V € B que satisfaz a equagdo funcional de Bellman
(3.11). Além disso, a sequéncia de fungdes V; definida em (3.12), com Vo = 0, converge para V

quando j — oo.

Demonstra¢ao: Considerando o Lema 3.5, e o fato de B, munido da norma do sup,
ser um espago métrico completo , decorre do Teorema do Ponto Fixo de Banach? que
o operador T possui um dnico ponto fixo V, o que prova a existéncia e unicidade da
solucdo de (3.11). Além disso, por esse mesmo teorema, partindo da fun¢do continua
limitada Vp = 0, a sequéncia Vj;1 = TV; = muin{c(x, u) +0E [Vi(g(x,u,€))]} converge

para V quanto j — oo. n

3.3 Problema do Regulador Linear-Quadratico

Esta secdo aborda a classe de problemas de controle discretos caracterizados por uma
funcdo perda quadratica e uma lei de movimento linear. Essa especificagdo correspon-
de ao chamado problema do regulador linear-quadritico (LQR, do inglés, Linear-Quadratic
Regulator). Mais especificamente, aplicando o método de Programacdo Dindmica, sdo
obtidas as solu¢des de varias versdes desse problema. As demonstra¢des aqui apresen-
tadas seguem o procedimento indicado em [46], e justificam-se pelo fato de ndo terem

sido encontradas de forma detalhada nos livros-texto e artigos consultados.

2Ver Teorema 5.1-2 em [42].
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3.3.1 Caso Deterministico

O problema do regulador linear-quadratico deterministico com fator de desconto con-

siste em:
min Y 6" (xjRx; 4+ uiQuy), (3.15)
{ur}iZo =0
sujeitoa x4y1 = Ax; + Bu;, com xg dado, (3.16)
onde:

x; € R™ é o vetor de varidveis de estado no periodo ¢;

ur € R" é o vetor de varidveis de controle no periodo t;

R € M(m x m) é uma matriz simétrica semi-definida positiva;

Q € M(n x n) é uma matriz simétrica definida positiva;

A € M(m x m) é amatriz que atua sobre o vetor de estados na lei de movimento;

B € M(m x n) é amatriz que atua sobre o vetor de controle na lei de movimento.

Seja V a fungdo valor 6timo associada a este problema. Conforme exposto na segdo

anterior, a equagdo de Bellman correspondente é a seguinte®:
V(xt) = min{x;Rx; + uiQuy + 0V (x141) } (3.17)
t

Pelo Teorema 3.6, V pode ser obtida como lim;_,, Vi(x;) = V(x;), onde as fungoes V;

sdo definidas por:
Vipa(xe) = rrbitn{xQth + uyQue + 6Vj(xe41) }- (3.18)

O seguinte teorema especifica o termo geral de {V;} de uma forma conveniente, per-

mitindo que se determine a funcado valor 6timo V.

3Note que o operador esperanca foi omitido da equagio de Bellman, pois neste caso ndo ha varidveis

aleatorias envolvidas.
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Teorema 3.7. Suponha Vy = 0, e considere a sequéncia de matrizes simétricas,
Pi;1 = R+ 6A'P,A—6*A'PiB(Q + 6B'P;B) 'B'PA, (3.19)
com Py = 0. Entdo, para todo j € IN, tem-se

Vi(x;) = x{Pjx;. (3.20)

Demonstra¢io: A prova deste resultado é feita por indugdo. Primeiro, note que:
Vi (x¢) = min {x;Ro; + u;Quy } (3.21)
Ut

Diferenciando o lado direito de (3.21) e igualando o resultado a zero, pela simetria de
Q obtém-se*:

dx;Rxy n ou;Quy

E)ut aut =0
— (Q + Q/) ur =20
= 2Quy =0
— Qu; = 0. (3.22)

A substituigdo de (3.22) em (3.21), resulta na seguinte igualdade:
Vi(x;) = xjRx;. (3.23)

Como Py = 0, segue da equagdo (3.19) que P; = R. Logo, Vi(x;) = x;P1x;, ou seja, o

resultado enunciado é verdadeiro para j = 1.

Agora, suponha que o resultado se verifique para j = k. Neste caso, tem-se o

seguinte:

Vipr = H}}tn {xiRxt + u;Qus + 6Vie(xp41) }
= min {xiRx¢ + uQuy + 8(Axt + Buy) De(Axy + Buy)) }
= n}}tn {xiRox; + u;Quy + 6x; A’ PeAxy + 6x; A’ DeBuy + 6uiB' D Ax + SuyB' PcBuy }
- rr}}tn {xiRoxt + u;Quys + 6x1 A’ P Axy + 26x; A' PeBuy + SuyB'PeBuuy } . (3.24)

4Daqui em diante, sdo utilizadas as seguintes regras para diferenciacdo de formas quadraticas:

/! / /
axa;\x — (A4 A)x, oy'Bz _Bre dy'Bz

ay 0z

= B'y.
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Diferenciando o lado direito da igualdade (3.24) e igualando o resultado a zero, obtém-

se:
Iu; Quy _i_z(sax;A’PkBut N 5au§B’PkBut _o
aut al/lt aui.‘
— 2Qu; + 20B' P Ax; + 26B' P Bu; = 0
= Qu; + 5B’PkAx,g + §B’PkBut =0
— uy = —6(Q + 6B'PB) " 'B'P Ax; (3.25)

Entdo, substituindo (3.25) em (3.24), decorre que:
Vig1i = xRx; + 6%x;A’PB(Q + 8B'P.B)"'Q(Q + 6B'PB) ' B' P Ax; + 0x} A’ P Ax;

—26%x,A'P.B(Q + 6B'PB) ' B' P, Ax;
+8%x} A’ PB(Q + 6B'P.B) "'B'P.B(Q + 6B'PB) ' B' P Ax;

= x}{R+6*A'PB(Q+ é6B'PB)'Q(Q + dB'PB) " 'B'P A + SA’P A
—26>A'P.B(Q + 6B'PB) "'B'P,A
+02A'PB(Q + 6B'P,B) 'B'PB(Q + 6B'P,B) "'B'P A} x;

= x}{R+3A'P.A+ 6>A'PB(Q+ 6B'PB)"'B'P,A
—262A'P,B(Q + 0B'PB) 'B'P A} x;

= x; (R+6A'PA—6*A'PB(Q+ B'PB)1B'PA) x;

= X;Pri1xp

Portanto, o resultado enunciado é verdadeiro para todo j € IN. n

Observacao 3.8. A equagio (3.19) é denominada equagdo de diferengas matricial de Riccati. Se
a sequéncia {13]};10 gerada por ela, com Py = 0, satisfaz lim; ., P; = P, entdo a fungio valor
otimo V que satisfaz a equagdo de Bellman (3.17) é dada por V (x;) = x;Px;. Assim, sequindo
o0 mesmo argumento que conduziu a expressio (3.25), conclui-se que a regra de decisdo otima

do problema do regulador linear-quadrditico (3.15)-(3.16) é a segquinte:

ur = —Fx; = —6(Q + 6B'PB) "1B'PAx;, (3.26)

3.3.2 Caso Deterministico Modificado

Considere a seguinte versdo do problema do regulador linear-quadratico deterministico:

min Y 6" (xjRxy 4+ 2xi{Wuy + u;Quy) , (3.27)
{u}iZo t=0
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sujeitoa xpy1 = Ax; + Buy, (3.28)

onde xp édadoe 0 < § < 1. Conforme apontado por Pedersen [57], este problema pode
ser facilmente transformado no problema anterior, eliminando-se o produto cruzado

2x;Wu; em (3.27). Para isso, considere a variavel:
A = up + Q' W« (3.29)
Definindo R = R — WQ™'W’, segue que:
X Ry + 0,Qh; = xj(R—WQ W' )xy + (uy + Q7 'Wxy)' Q(ur + Q7 1W'xy)
= xjRx; — xiWQ'W'x; + u{Qu¢ + u,QQ ' W'x;
+xiWQ 1 Qus + XWQ1QQ ' W'x

= xQth + ZxQWut + u;Qut.

Por outro lado, considerando a lei de movimento (3.28) e definindo A = A — BQ™'W/,

obtém-se:
Ax;+Bily = (A—BQ 'W)x;+ B(us + Q7 1W'xy)

= Ax; —BQ 'W’x; + Buy + BQ 'W'x,
= Ax; + Bu;

= Xt+1-

Dessa forma, o problema do regulador (3.27)-(3.28) é reduzido a:

min Y _{xiRx; + 2;Qi;}, (3.30)
{1120 t=0
sujeitoa  xy11 = Ax; + Bily. (3.31)

Portanto, pela Observacao 3.8, a regra de decisdo 6tima é dada por:
iy = —Fx; = 6(Q + 0B'PB) "'B'PAx;, (3.32)
onde P é o limite das iteragdes sobre a equagado de diferencas matricial de Riccati:
Piy1 =R+ 6A'PA—5*A'P;B(Q+ 6B'P;B) 'B'PjA, (3.33)
comencando por Py = 0.
A fim de obter a regra 6tima em termos de u;, primeiro, note que:
iy = —Fx;
— w+Q 'Wx; = —Fxy
= u; = —(F+Q 'W)x,. (3.34)
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onde

—(F+Q7'w)
= 5(Q+B'PB)"I1B'PA + QW
= 5(Q+0B'PB)"'B'P(A—BQ W) +Q W
= 6(Q+6B'PB) 'B'PA—5(Q+6B'PB) 'B'PBQ W + QW'
= 6(Q+6B'PB)"'B'PA— (Q+6B'PB) " 16B'PBQ W' + Q" 'W'  (3.35)

Por outro lado,

—(Q+0B'PB) 6B’ PBQ W + Q"W
= —(Q+B'PB)H(QQ'W' +5B'PBQ W' — QO W) + QW
— —(Q+6B'PB)! [(Q + 6B'PB)Q" W — W’] oW
= —Q W 4 (Q+B'PB)W + QW
= (Q+JB'PB)W. (3.36)

Finalmente, substituindo (3.36) em (3.35), a equagdo (3.34) pode ser reescrita como:

u = — [5(Q + 6B'PB) " 'B'PA + (Q + 5B’p3)w'] %
=~ [(Q+4B'PB)'6B'PA + (Q + 6B'PB)W'| x,
= —(Q+6B'PB) 1 (6B'PA + W')x;.

3.3.3 Caso Estocastico

O problema do regulador linear-quadréatico estocastico pode ser estabelecido da seguinte

maneira:

min E Y (xjRx: +u;Quy) |, (3.37)
{udizo  \i=0
sujeitoa  x;41 = Ax; + Bu; + Cey, (3.38)

onde x( é dado e €; sdo varidveis aleatdrias independentes, tomando valores em IR™,
com média zero e matriz de varidncia-covariancia Eeteg = I,. As matrizes R,Q,A e

B obedecem as mesmas hipéteses consideradas no caso deterministico. A equacdo de
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Bellman para este problema é a seguinte:
V(xe) = n}lin{xinf + uiQuy + SE [V (x11)]} (3.39)
t

Novamente, para se obter a fung¢do valor 6timo V, considera-se a sequéncia de fungdes

{V;} definida por:
Vi (xe) = min{x{Rx; + uQue + E [Vj(x111)]} (3.40)
Nesse contexto, tem-se o seguinte teorema.
Teorema 3.9. Suponha Vy = 0, e considere as sequéncias:
Piy1 = R+6A'PJA—5*A'PB(Q+0BPB) 'B'PjA, comPy=0 (341)
pj+1 = Opj+dtr (PCC'), compy=0 (3.42)
Além disso, suponha que as matrizes P; sejam simétricas. Entdo, para todo j € IN,
Vi(xt) = xiPx; + p; (3.43)
Demonstragdo: Também neste caso, a prova € feita por inducado. Partindo da hipétese
Vo = 0, a equacdo (3.40) resulta em:
Vi(xe) = Hbitn{x;th +uiQui } (3.44)

Diferenciando o lado direito de (3.44) e igualando o resultado a zero, pela simetria de

Q obtém-se:
ox;Rx;  oujQu;
aut + aut =0
= (Q+Q)ur=0
— 2Quy =0
== Qu; = 0. (3.45)

A substituigdo de (3.45) em (3.44), implica a seguinte igualdade:
Vi(x;) = xjRx;. (3.46)

Como Py = 0, segue da equacgdo (3.41) que P; = R. Por outro lado, considerando

po = 0 em (3.42), tem-se p; = 0. Portanto,
Vi(xt) = x¢Prx; + p1, (3.47)
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ou seja, o resultado enunciado é verdadeiro para j = 1.

Agora, suponha que o resultado seja verdadeiro para um natural j = k. Nesse caso,

Vir1(x) = H}litn{x;th + upQuy + OF [Vi(x141)]}
= n}{itn{xQth + uQQut + 0E [x§+1kat+1 + ,Ok] }

= nbin{ngxt + upQut + 6E [xi 1 Pexpy1]| + pi ) (3.48)
t

Por outro lado,

E [x; 1 Pexey1] = E [(Ax¢+ Buy + Cep)'Pe(Axy + Buy + Cey) |
= E{xjA'P Ax; + x;A'PBu; + x; A’ P Cey
+u;B' P Ax; + uiB' P Buy + u;B' P Cey
+€;C' P Ax; + €,C' P Bu; + €;C' P, Ce; }
= x}A'P Ax; + x; AP Buy + u;B' Py Ax; + uiB' P Buy
+E [e;C' P Ce]
= xA'PeAx; + 2x;A'PeBuy 4+ uiB'PeBuy + tr (B,CC')  (3.49)

Substituindo (3.49) em (3.48), obtém-se:

Vk+1 (xt) = H;in{x;th + uQQut + éxiA’PkAxt + 25x;A'PkBut
t
+6u;B'PyBuy + 6tr (P,CC') + dpi } (3.50)

Entdo, diferenciando o lado direito da igualdade (3.50) e igualando o resultado a zero,

decorre que:

u;Quy +258x;A’PkBut N 58u£B’PkBut _o
Uy ouy ouy

2Qu; + 26B' Py Ax; + 20B'PBuy = 0

Qus + 5B’PkAxt + §B/PkBMt =0

Pl

uy = —6(Q + 6B'P.B) " 'B'P Ax; (3.51)
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Por sua vez, a substituigdo de (3.51) na equagao (3.50), culmina em:

Vigi = XiRx; + 6%x;A’PB(Q + 8B'P.B) " 'Q(Q + 6B'PB) ' B'P Ax; + 6x} A’ P Ax;
—282x1A'PB(Q + 6B'PB) ~'B' P Ax;
+6%x;A'PB(Q + 6B'PB) "'B'PB(Q + 6B'P(B) "' B' Py Ax; + 5tr(PCC') + dpy
= xI{R+ 6*A'PB(Q+ SB'P:B)"1Q(Q + B'PB) "1B'PA + SA'PLA
—262A'PB(Q + 0B'PB)"'B'P A
+52A'PB(Q + 6B'PB) "1B'P(B(Q + 6B'PB) "1 B'Pc A} x; + 6tr(P.CC’) + Spi
= xl{R+SA'PA+ 52A'PB(Q + 6B'PB) ! B'PA
252 A'PB(Q + 0B'PB) "' B'P,A}x; + otr(P,CC') + dpy
= X} (R+6A'PA—6*A'PB(Q+ B'PB) 'B'PA) xt + 6py + 5tr(P.CC')
= X PeiaXe + it

Logo, o resultado enunciado é verdadeiro para todo j € IN. n

Observagao 3.10. Supondo que existam os limites P = lim; . Pj, com Py = 0, e p =
lim;_,o pj, com pg = 0, segue que V(x;) = limj_,o Vj(x;) = x;Px; + p. Com esta funcdo
valor 6timo, pelo mesmo procedimento que resultou em (3.51), conclui-se que a regra de decisdo

Otima para o problema (3.37)-(3.38) é dada por:

ur = —Fx; = —6(Q + 6B'PB) "' B'PAx; (3.52)

3.3.4 Caso Estocastico Modificado

Considere a seguinte versao do problema do regulador linear-quadratico estocastico:

min E ( Y 6" (xiRx + 2x;Wuy + u;Quy) |, (3.53)
{ur}izo t=0
sujeitoa xpy1 = Ax; + Buy + Cey, (3.54)

onde sdo satisfeitas as mesmas condi¢Oes que definem o problema anterior. Nesse caso,
o produto cruzado 2x;Wu; pode ser eliminado utilizando-se varidveis iguais aquelas
empregadas no caso deterministico modificado. Com efeito, definido
. N
r=ur+Q W, e
>, —1ya7/
R=R-WQ W,
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segue-se que:

X Ry + 0,Qh; = xj(R—WQ W' )xy + (uy + Q7 'Wxy)' Q(ur + Q71 W'xy)
= xjRx; — xXiWQ'W'x; + ujQu¢ + u,QQ ' W'x;
+xWQ1Qus + xyWQ1QQ 'W'x;
= xjRx; + 2x: Wy + u;Quiy.
Por outro lado, considerando a lei de movimento (3.54) e definindo A = A — BQ™'W/,
obtém-se:
Ax; +Bily +Ce; = (A—BQ 'W)x; + B(us + Q" 'W'xy) + Cey
= Ax; — BQ 'W'x; + Buy + BQ7'W'x; + Cey
= Ax;+ Bu; + Ce
= Xt+1-

Dessa forma, o problema do regulador (3.53)-(3.54) é reduzido ao seguinte problema:

min E | ) o' (xiRx: + 21Q1) |, (3.55)
{:}i2 t=0
sujeitoa x;.1 = Ax; + By + Cey. (3.56)

Como consequéncia, pela Observacao 3.10, a regra de decisdo 6tima é dada por:
iy = —Fx; = 5(Q + 6B'PB) 'B'PAx;, (3.57)
onde P o limite das itera¢Oes sobre a equacdo de diferencas matricial de Riccati:

Pii1 =R+ 6A'P,A—6*A'P;B(Q+ 6B'PjB) 'B'PA, (3.58)

comengando por Py = 0.
Para obter a regra 6tima em termos de u; basta notar que:

ﬁt = —Fxt
= U+ Q‘1W’xt = —Fx;

Assim, pelo mesmo procedimento aplicado ao caso deterministico modificado, obtém-

se:

ur = —(Q+ 6B'PB) "1 (6B'PA + W')x;.
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Observacao 3.11 (Principio de Equivaléncia da Certeza). Observe que em ambos os casos,

deterministico e estocdstico, a regra 6tima é a mesma:

(a) Sem o produto cruzado 2x}Wuy, a regra é u; = —6(Q + 6B'PB) "' B'P Axy;

(b) Com o produto cruzado 2x,Wuy, a regra é uy = —(Q + 6B'PB) "1 (6B'PA + W')x;.

Portanto, o problema do requlador linear-quadrdtico estocdstico pode ser resolvido como se
fosse o problema deterministico correspondente. Esse fato é conhecido como o Principio da

equivaléncia da Certeza.

3.4 Equacao de Riccati

De acordo com o que foi exposto ao longo desta se¢do, pela aplicacdo do algoritmo de
programacdo dindmica, o problema do regulador linear-quadrético se reduz ao proble-
ma de se determinar o limite da sequéncia {P;}, definida pela equagao de diferencas

matricial de Riccati:

Pi;1 =R+ 6A'P,A—6*A'PiB(Q + 6B'P;B) 'B'PA, (3.59)

Com base em Bertsekas [16], esta subsecdo descreve o comportamento assintético da
sequéncia de matrizes { P;} gerada pela equacao (3.59), fornecendo um algoritmo para
calcular o seu limite. Para isto, no que segue, sdo introduzidas algumas no¢des essen-

ciais da Teoria do Controle.

Defini¢do 3.12. Dadas as matrizes A € M(n x n) e B € M(n x m), diz-se que o par (A, B)
é controldvel se

(B,AB, A2B, .., A”—lB) € M(n x n.m),
tem posto completo.

Observe que, se um par (A, B) é controlavel entdo para qualquer estado inicial x,

existe uma sequéncia de controles uy, ..., u,,_1 que conduz o sistema,

Xty1 = Axt + Buy (360)
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ao estado x,; = 0. De fato, a partir de (3.60), obtém-se de forma indutiva

x1 = Axg+ Bug
— Xp = A2XO+BL11+ABMQ

- X3 = A3XO + Bup + ABuq + AZBL[O

— x, = A"xg+ Bu,_1+ ABu,_»+ ...+ A" 1Bu

ou equivalentemente,

Xn — Alxg = (B,AB, ...,A’HB) = . (3.61)

Uug

Assim, se (A, B) é controldvel entdo a matriz (B, AB, .., A" 1B ) tem posto completo, o
que garante a existéncia e unicidade da solugdo do sistema linear (3.61), seja qual for o
vetor x, — A"xp. Em particular, pode-se obter uma solugado (uy, #1, ..., u;—1) de modo

que o lado esquerdo de (3.61) seja igual a —A"x(, o que corresponde ao caso x;, = 0.

Definigdo 3.13. Dadas as matrizes A € M(n x n) e C € M(n x m), diz-se que o par (A, C)

é observdvel se o par correspondente (A, C') é controlivel.

A nogdo de observabilidade implica que, dadas medidas z, ..., z,,—1, tais que z; =

Cxy, é possivel inferir o estado inicial xg do sistema x;11 = Ax;, tendo em vista a
relacdo,
Zn_1 cAr1
== XQ.
Z1 CA
20 C

Teorema 3.14. Sejam A uma matriz em M(m x m), B uma matriz em M(m x n), R uma
matriz simétrica semi-definida positiva em M(m x m) e Q uma matriz simétrica definida po-
sitiva em M(n x n). Além disso, assuma que os pares (A, B) e (A, C) sejam, respectivamente,

controldvel e observivel, onde C'C = R. Entdo, com respeito i equagio de diferengas de Riccati
P = A'(P;— PiB(Q + B’PjB)_lB'Pj)A +R, j=012,.. (3.62)
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existe uma matriz P simétrica definida positiva, tal que, para toda matriz inicial Py simétrica

semi-definida positiva tem-se lim;_, o, P; = P.

Demonstragao: Ver Proposi¢do 4.1 em [16] |

Voltando agora a equacdo (3.59), defina as matrizes QO =Q/6e A = +/6A. Desta

forma, note que:

Pi;1 = R+406A'PJA—5*A'P;B(Q+ 6B'P;B) 'B'PA
AN (A AN - A
= R+ (—) P; (—) — & (-) P;B(6Q + 6B'P;B)'B'P; (-)
N AN NV R AN
= R+ AP,A—65APB(5(Q+ B'PB)) 'B'P,A
= R+ AP,A— APB(Q+ B'P;B)"'B'P,A
= A'(Pj—PB(Q+B'PB)"'B'P)A+R,

ou seja, pode-se reduzir (3.59) a uma equagdo do tipo (3.62). Além disso, a partir da
defini¢io A = v/6 A tem-se que a controlabilidade de (A, B) implica a controlabilidade
de (A, B), enquanto a observabilidade de (A, C) implica a observabilidade de (A, C).
Portanto, a matriz P que define a fungao valor 6timo V pode ser obtida como o limite
da sequéncia { P;} gerada pela equagao (3.59), partindo de qualquer matriz Py simétrica

semi-definida positiva. Esse fato motiva o seguinte algoritmo®:

Algoritmo 3.2: Método Iterativo para resolver a equagdo matricial de Riccatti

Entradas: §, A, B, R, Q e W (Parametros que definem a equacgao)
Saida : P (Solucdo da equacgéo)
Inicializacdo: erro : =1, Py := I, k := 1, tol := 10~?, maxit := 5000;

Enquanto erro > tol e k < maxit faga
P=R+06A'PyA — 5’>A’PyB(Q + B'PyB) B’ Py A;

erro := max{| (P);; — (Po);; [;i,j =1,...,m};

Py =P;
k:=k+1;
Fim

50 c6digo MATLAB para esse algoritmo pode ser encontrado no Capitulo 9 em [57].
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Capitulo

Algoritmos Genéticos

O presente capitulo oferece uma breve introdugdo aos Algoritmos Genéticos, tendo por
base os trabalhos de Holland [35], Haupt [33], Alvarez [5] e Liu et al. [47]. O objetivo é
descrever os elementos e o funcionamento do algoritmo utilizado neste trabalho para

estimar as preferéncias monetérias do Banco Central do Brasil.

4.1 Fundamentos Biolégicos

Algoritmos Genéticos (AGs) sdo heuristicas destinadas a resolucdo de problemas de
otimizagdo. Eles foram introduzidos de forma sistemética por Holland [35], como uma
tentativa de imitar computacionalmente o processo de evolugdo natural das espécies.
Em razdo disso, esta se¢do aborda alguns termos e conceitos da Biologia, essenciais

para o bom entendimento dos algoritmos genéticos.

4.1.1 Genética

Uma célula é um complexo de estruturas moleculares que compde um todo capaz de
produzir cépias de si mesmo. As informagdes que regem o seu funcionamento sdo
armazenadas nos cromossomos, os quais sdo constituidos por moléculas de DNA (De-

oxyribonucleic Acid). Por sua vez, o DNA consiste em uma sequéncia de genes, cada

52



um dos quais codificando uma certa caracteristica da espécie. Para um individuo par-
ticular, a combinacdo completa dos seus genes é chamada de genétipo, enquanto as

caracteristicas observaveis associadas a esses genes sdo referidas como fenétipo.

A reproducao celular pode ocorrer de duas maneiras distintas, denominadas mitose
e meiose. Na mitose, a mesma informacdo genética é copiada em uma nova célula. Esse
processo é o responsavel pelo crescimento de estruturas pluricelulares, tais como os
6rgaos. Por sua vez, a meiose promove a divisdo da célula em gametas, cada um dos
quais contendo a metade dos cromossomos da célula original. Nesse caso, dado um
par de células-méde, a partir da unido dos seus gametas origina-se uma célula-filha,

com a mesma quantidade de cromossomos das células genitoras [18].

4.1.2 Selecao Natural

Na natureza, os seres vivos estdo em constante competicdo pelos recursos do meio
em que vivem, tais como: dgua, comida, abrigo, luz, etc. Além disso, dentro de
cada espécie, existe ainda a competicdo por parceiros para a reproducdo. Como con-
sequéncia disso, individuos com baixo desempenho tem menos chance de sobreviver,
enquanto os individuos mais “aptos” produzem um ntmero relativamente maior de
descendentes. Este fato, conhecido como Principio da Selecao Natural, foi estabelecido

por Charles Darwin, e constitui a base para a Teoria da Evolugao Natural.

4.2 Algoritmos Genéticos com Codificacao Bindria

Dada uma fungdo f : X — IR, um problema de otimizagdo consiste na busca por um
elemento ¥ € () C X, tal que f(%) > f(x) para todo x € X. De forma concisa, é usual

expressar esse tipo de problema da seguinte maneira:

max f(x) (4.1)

X

sujeitoa x € Q). 4.2)
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Nesse caso, diz-se que f é a funcdo objetivo, enquanto Q) C X é o espaco de busca?

Para descrever a aplicagdo dos algoritmos genéticos em problemas de otimizagdo,
primeiro firma-se a analogia entre os conceitos matematicos e biolégicos. Cada can-
didata a solucdo do problema (4.1)-(4.2) é considerada um individuo, sendo expressa
por uma sequéncia de simbolos (genes), denominada cromossomo. A forma inicial de
uma possivel solucdo recebe a nome de fenétipo, enquanto a sua forma codificada em

cromossomo caracteriza o seu genoétipo.

Os algoritmos genéticos atuam sobre um conjunto de N individuos (populacédo), e
as iteragdes que os fazem progredir sdo chamadas de gera¢cdes. Em cada uma dessas
geracOes sdo executadas as operagdes genéticas referidas como sele¢do, recombinagao
e mutagdo. Estas operagdes fazem com que as solugdes que compde a populacdo se
aproximem, em média, do ponto de maximo da funcao objetivo f, de maneira similar
ao processo de selecdo natural, pelo qual as populag¢des bioldgicas tendem a se tornar

mais adaptadas ao meio em que vivem.

Inicialmente, os cromossomos sdo avaliados segundo a func¢do objetivo f. A par-
tir dessa avaliacdo, obtém-se a aptiddo de cada individuo, com base na qual a selecao
é realizada. Com o intuito de imitar a selecdo natural, essa operagdo consiste na es-
colha dos individuos que irdo permanecer na populacéo, e tem por diretriz o seguinte
critério: quanto maior a aptiddo de um individuo, mais chance ele tem de ser copiado e
assim se propagar para proxima geracgdo. Feita a selecdo, os individuos sdo codificados
e ficam sujeitos a recombinacdo e a mutagdo, com probabilidades p. e p,; respectiva-
mente. Inspirada no processo de meiose celular, a recombinacdo organiza a populacdo
em pares, e promove a mistura de genes entre os seus cromossomos. Em seguida, a
mutagdo promove a troca aleatéria de genes em determinadas posi¢des do cromos-
somo. Terminado este ciclo, os individuos sdo decodificados (isto é, retornam a forma
original) e passam a compor a nova populagdo, a qual serd submetida aos mesmos
procedimentos na geracdo seguinte. Este processo é repetido até que um certo critério

de parada seja satisfeito, e pode ser sintetizado da seguinte maneira:

IMinimizar uma fungdo f é o mesmo que maximizar a funcdo —f. Logo, todo o problema de

otimizagdo pode ser expresso no formato (4.1)-(4.2).
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Algoritmo 4.1: Algoritmo Genético para solucdo de um problema de otimizagao

Entrada: p;, py, N (Parametros que definem o AG)

Saida : M (Melhor candidata a solugdo obtida ao final do processo)
Inicializagéo: k :=1;

Escolha em () uma populagéo inicial Py de tamanho N;

Calcule a aptiddo dos individuos em Pp;

M := individuo mais apto em Py,

Enquanto o critério de parada ndo for satisfeito repita
Selecione P a partir de Py;

Codifique P;

Aplique sobre P o operador recombinac¢do com probabilidade p;
Aplique sobre P o operador mutagdo com probabilidade p;;
Decodifique P e calcule a aptiddo dos seus individuos;

Py :=P;

M := individuo mais apto em Pp;

Fim

4.2.1 Codificagao

O projeto de um algoritmo genético comeca com a decisdo sobre como codificar as
solugdes em cromossomos. Isso pode ser feito por meio de sequéncias bindrias, vetores
do espaco euclidiano, ou até mesmo listas compostas de ntiimeros e simbolos. O tipo de

codificagdo depende principalmente das caracteristicas do problema a ser resolvido.

A codificagdo bindria, como o nome sugere, consiste em representar as variaveis do
espaco de busca (2 usando sequéncias de ntimeros bindrios. Por exemplo, no caso do
vetor (18,3,1,4), convertendo cada uma das suas coordenadas em um niimero binario

de tamanho cinco, obtém-se o seguinte cromossomo:

(10010500011500001300100)
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Para efeitos didéticos, o restante desta secdo descreve os procedimentos referentes
aos AGs com codificacdo binaria. Ndo obstante, a maioria deles pode ser utilizada em

AGs com outras codificacdes.

4.2.2 Selecao

Ap6s definir o tipo de codificagdo, o préximo passo € estabelecer um critério de selecao,
ou seja, a forma de escolha dos individuos que irdo permanecer na populacdo para as
fases seguintes de recombinagdo e mutagdo. Essa escolha se d4 com base no valor da
aptiddo de cada individuo, o qual é calculada a partir da funcéo objetivo do problema
em andlise. A proposta da selecdo é fazer com que os individuos mais aptos tenham
mais chance de permanecer na populacdo, tal como preconiza a teoria de Darwin no

caso dos seres vivos.

A intensidade com que os individuos mais aptos sdo favorecidos na selec¢do, de-
nominada pressdo seletiva, estd diretamente relacionado com a taxa de convergéncia
de um algoritmo genético. Uma pressdo seletiva muito fraca pode implicar em um
tempo desnecessariamente longo para que a solu¢do 6tima seja encontrada. Por outro
lado, uma pressdo muito forte, pode levar a uma perda precoce da diversidade da

populacgdo, acarretando a convergéncia sobre um méximo local (solugdo sub-6tima).

Método da Roleta

Este é o procedimento de sele¢do tradicional dos algoritmos genéticos. Neste método,

a probabilidade de selecdo de cada individuo é dada por:

p=— (4.3)

onde,

P; é a probabilidade de selegdo do i-ésimo individuo;
aj € a aptidao do j-ésimo individuo.
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N é o tamanho da populacao;

Portanto, quanto maior for a aptiddo relativa de um individuo maior sera a sua chance
de deixar cépias. Como sdo produzidas N copias a cada geragdo, o niimero de cépias

esperadas para o i-ésimo individuo é igual ao produto NP;.

O nome deste método deriva do fato dele poder ser entendido considerando-se
uma roleta de cassino hipotética, na qual cada individuo corresponde a uma casa, cuja
area é proporcional a sua probabilidade de selecdo. Nesse caso, a roleta é “girada” N

vezes, sendo selecionados os individuos que forem sorteados a cada rodada.

Selecao por Torneio

O Método da Roleta, embora simples de implementar, tem a desvantagem de im-
por uma forte pressao seletiva, o que pode induzir a convergéncia prematura do AG
para uma solugdo sub-6tima. Uma forma de contornar esse problema é a Selecdo
por Torneio. Esse método executa a selegdo realizando uma competicdo entre N’ in-
dividuos da populacdo escolhidos aleatoriamente. Define-se o vencedor como sendo
o individuo que apresenta a maior aptiddo no grupo sorteado. Assim, seleciona-se
o vencedor de cada torneio, os quais sdo repetidos até que se chegue ao total de N

individuos.

Elitismo

Tanto no Método da Roleta quanto na Sele¢do por Torneio, a probabilidade de que os
melhores cromossomos sejam copiados é muito alta. Entretanto, ainda assim existe
a chance deles serem descartados da populacdo. Para evitar esse tipo de perda in-
desejavel, o procedimento denominado Elitismo pode ser utilizado. Ele consiste em
copiar diretamente os melhores individuos, sem submeté-los ao processo padrdo de
selecdo. Uma vez garantida a permanéncia dos individuos mais aptos, o critério de

selegdo é aplicado normalmente sobre a populagdo?.

ZPara evitar uma pressdo seletiva excessiva, pode-se restringir a selecio aos individuos que nao

foram favorecidos pelo elitismo.
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4.2.3 Recombinacao

Feita a selecdo, a populagdo resultante é submetida a operagdo de recombinagdo. Essa
operacdo comeca pelo agrupamento arbitrario dos individuos em duplas. Para cada
dupla, escolhe-se aleatoriamente um ntiimero s com distribui¢do uniforme no intervalo
[0,1], o qual é comparado com a probabilidade de recombinagdo p. pré-estabelecido.
Se s < p,, realiza-se uma mistura de genes entre os cromossomos, resultando assim em
dois novos individuos. Caso contrario, os dois “novos” individuos sdo obtidos como

copias fiéis dos cromossomos originais.

Essa mistura de genes entre os cromossomos pode ser feita de varias formas. No

que segue sdo discutidas algumas delas.

Recombina¢dao de Um Ponto

Neste tipo de recombinacao, escolhe-se aleatoriamente uma posicdo da sequéncia bi-
naria, referida como ponto de clivagem, e a partir dela os digitos bindrios sdo trocados
entre os cromossomos. Como exemplo, considerando os cromossomos x; e x abaixo, e
supondo que a terceira posi¢do tenha sido escolhida como ponto de clivagem, realiza-

se a seguinte transformagdo:

x1:(0105101> — xi:(0103011)
x2:(1005011> — xéz(lOOflOl)
Recombina¢ido de Dois Pontos

Essa recombinagdo caracteriza-se pela escolha aleatéria de dois pontos de clivagem,
sendo trocado entre os cromossomos o contetido limitado por esses pontos. Por e-

xemplo, com 0s mesmos cromossomos de antes, supondo que a segunda e a quarta
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posigdes sejam sorteadas como pontos de clivagem, realiza-se a troca de genes:
X = <01301501> — X = (01500301)

Xy = (10200511) — xp= (10301211)

Recombinag¢do Uniforme

Na recombinagdo uniforme, cada dupla de cromossomos é associada a uma sequéncia
bindria aleatdria, de mesmo tamanho, referida como padrio de recombinagio (PC). Entdo,
dada uma dupla de cromossomos, percorre-se o padrdo de corte correspondente e,
toda vez que o valor “1” for obtido, sdo trocados entre os cromossomos os bits que
encontram-se nessa mesma posicdo. No caso em que se obtém o valor “0”, nenhuma

troca é realizada. Por exemplo:

PC = (oooo)

s = (0[J01[1) — i = (00o111)
x = (1[doo1) — x5 = (1@oofo1)

4.24 Mutacao

Uma vez concluida a recombinagdo, todos os cromossomos ficam sujeitos a operacdo
de mutacdo. Esta operagdo é de grande importéancia, pois previne a perda irreversivel
de material genético. A sua aplicacdo ocorre da seguinte maneira. Para cada posi¢do no
cromossomo é sorteado um numero s com distribui¢do uniforme no intervalo [0,1], o
qual é comparado com a probabilidade de mutacdo p;;, inicialmente fixada. Se s < py,,
entdo o gene na posi¢do considerada é trocado, caso contrério, ele se mantém inaltera-
do. Em se tratando de cromossomos bindrios, as tinicas trocas possiveis sdo de “1” para
“0”, e vice-versa. Por exemplo, admitindo que a terceira coordenada do cromossomo

abaixo foi sorteada para a mutagdo, tem-se:

x=(01[o10) — ' = (01[7010)

59



Observacao 4.1. Note-se que a mutagdo é realizada de forma independente em cada posigdo
do cromossomo, ou seja, a sua ocorréncia em uma dada posi¢do ndo altera a probabilidade de

mutagio dos genes nas outras posicoes.

4.2.5 Critérios de Parada

Conforme exposto no algoritmo 4.1, as geragdes devem se repetir até que um certo
critério de parada seja satisfeito. Neste momento, o algoritmo genético é interrompido,
e o individuo mais apto é aceito como solu¢do do problema de otimizagdo. Segue
abaixo uma breve descri¢do dos critérios de parada usualmente utilizados em aplica¢des

praticas:

(a) Numero méaximo de Gerag¢des: Segundo este critério, o algoritmo genético é sus-

penso assim que um niimero maximo de geragdes é alcancado;

(b) Tempo de Processamento: Neste caso, o processo é interrompido apds um certo

tempo de processamento;

(c) Aptidao Constante: Estabelece a parada do algoritmo genético quando o in-
dividuo mais apto da populagdo ndo apresentar variacdo de aptidao por um certo

numero de geragoes;

(d) Melhor individuo: Dado um valor de aptiddo pré-estabelecido, interrompe-se
o algoritmo genético assim que a aptiddo do melhor individuo ultrapassar esse

valor.

4.3 Fundamento Teorico
O fundamento matematico que justifica o funcionamento dos algoritmos genéticos é

fornecido pelo Teorema dos Esquemas, devido a Holland [35]. Esta se¢do apresenta

uma demonstragdo desse teorema, bem como os conceitos subjacentes.
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4.3.1 A Teoria dos Esquemas

Um esquema é uma sequéncia de simbolos que tomam valores no alfabeto {1,0, %},
onde o asterisco * representa ambos os valores, 1 e 0. Assim, um esquema H = (1 % x1),
por exemplo, expressa o conjunto de todas as sequéncias de quatro bits que iniciam e
terminam com 1. Cada sequécia que satisfaz essa configuragdo (tais como (1001) e

(1111)) é referida como uma instincia de H.

Nesse contexto, os simbolos diferentes de * recebem o nome de bits definidores.
Define-se a ordem de um esquema H como a quantidade de seus bits definidores, in-
dicada pela notagdo o(H). Por outro lado, o comprimento de H é definido como a
distancia entre o primeiro e o tltimo bit definidor desse esquema, sendo denotado por

5(H)3. Portanto, para o esquema H = (1 x x1) tem-se o(H) =2 e §(H) = 3.
P q

A fim de estabelecer o Teorema dos Esquemas, considere um algoritmo genético
com codificagdo bindria, no qual emprega-se a selegdo pelo método da roleta, a recom-
binacdo de um ponto, e a mutagdo usual, conforme a descri¢do feita na se¢do anterior.
Tal especificagdo caracteriza o chamado Algoritmo Genético Candnico, por ter sido essa a
primeira configuracdo de AG proposta por Holland. Para a anélise subsequénte, é ttil

ainda fixar a seguinte notagéo:

f éa fungdo objetivo do problema, utilizada diretamente como fungdo de aptiddo;
m(H,t) é onuamero de instancias de H presentes {-ésima geragao;

f(H,t) éaaptidio média das instancias de H na t-ésima geragio;

f(t) éaaptiddo média da populagdo na t-ésima geracdo;

x € H significa que “x é uma instancia do esquema H.

Lema 4.2. Ignorando os efeitos da recombinagio e da mutagdo, ao se aplicar o método da roleta

a uma populagdo de N cromossomos, tem-se

E[m(H, t +1)] = m(H, t) (f%;)) .

3Se n é o ntimero de simbolos que separam os bits definidores mais afastados, entdo 6(H) = n + 1.
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Demonstragao: Considerando a equacgdo (4.3), o nimero esperado de copias de um

cromossomo X; na geragdo f é dado por:

STOSNG v {0 )/ (3 A () /N) = L3,
L f(x) = 1
j=1

Assim, ignorando os efeitos da recombinagdo e da mutagdo

Epm(H,t+1)] = Y L%

m(H’t) xe€H f(t)
_ m(H,t) f(x)
= TR LymAD

uma vez que, por definigdo, f(H,t) = ¥ f(x) por definicao. ]
xe

H Wl(H, t)’

Embora o recombinacdo e a mutagdo possam tanto destruir como criar instancias de H,
os proximos resultados levam em conta apenas os efeitos destrutivos dessas operacdes,
ou seja, aqueles que implicam em uma diminui¢do do niimero de instancias de H. Diz-
se que o esquema H “sobreviveu” a recombinacdo ou a mutagdo, se a0 menos um dos
cromossomos resultantes dessas operagdes ainda permanecer como uma instancia de

H. Nesse sentido, sdo estabelecidos os seguintes Lemas.

Lema 4.3. Considere o operador recombinagio de um ponto, definido pela probabilidade p..
Entdo, dado um esquema H de tamanho m, a probabilidade S.(H) dele sobreviver a recom-
binagdo satisfaz a sequinte desigualdade:

21 . (1),

Demonstragdo: Com efeito, se o ponto de clivagem ocorrer entre os bits definidores
mais afastados de H entdo esse esquema ndo ird sobreviver a recombinag¢do, a menos
que os outros cromossomos envolvidos também sejam suas instdncias. Como a quan-

tidade possivel de pontos de clivagem é igual a (m — 1), decorre que a probabilidade
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de nenhuma instancia de H ser propagada para a proxima geracdo é dada por:

(25

onde g é a probabilidade das outras instancias ndo pertencerem ao esquema H. Por-
tanto, a probabilidade de H sobreviver a recombinacao satisfaz a desigualdade:

Se(H) = 1-pc (Li{)l)q

m

Lema 4.4. Suponha que a mutagdo seja aplicada com probabilidade p,,. Entdo a probabilidade

de um esquema sobreviver a mutagdo satisfaz a desigualdade:

Sm(H) >1- O(H)Pm

Demonstragao: De fato, a probabilidade de determinado bit em um cromossomo ndo
ser alterado pela mutagédo é igual a (1 — py,). Logo, a chance de nenhum bit definidor
de H ser modificado é (1 — p,,,)°(H). Como p,, > 0eo(H) € N, pela Desigualdade de
Bernoulli#, a probabilidade de um esquema H sobreviver a mutagdo verifica a seguinte
relacdo:

Sm(H) = (1 - Pm)O(H) > 1—o(H)pm.

Teorema 4.5 (Teorema dos Esquemas). Dada uma populagio de N sequéncias com m bits,
seja H um esquema de ordem o(H) e comprimento 6(H), com ao menos uma instincia presente
na t-ésima geragdo. Suponha que um algoritmo genético candnico é aplicado com probabilidades
de recombinagdo e mutagdo dadas por p. e pm, respectivamente. Entdo, tem-se a sequinte

desigualdade:

f(H,t
f(t)

E[m(H,t+1)] >m(H,t) <

N—
~_
| — |
—_
|
=
o
N
>,
T
N—
~_
|
o)
—~
)
N—
=
3
—_
—~~
ke~
=

4Ver Capitulo 2 em [44].
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Demonstragao: Considerando os Lemas (4.2)-(4.4), segue que:

E[m(H,t+1)] = m(H,¢) (f(H't)>scsm

= m(H,t)<f§?(t')t) [1—0(H)pm — pe (%) +pe (%) Pm}

Observacao 4.6. O Teorema dos Esquemas implica que esquemas curtos, de baixa ordem e com
aptiddo acima da média, tendem a aumentar o niimero de instdncias na populagio conforme

avangam as geragoes, justificando assim o funcionamento do algoritmo genético candnico.

4.4 Algoritmos Genéticos com Codificacao Real

Feitas essas considera¢des sobre os AGs bindrios, esta secdo aborda os algoritmos
genéticos com codificacdo real. Tais algoritmos apresentam melhores resultados que
os bindrios no caso de problemas de otimizagdo continuos. Isto se da pelos seguintes

motivos:
(a) Ao se representar as varidveis em ponto-flutuante, o algoritmo genético passa a
ser limitado apenas pela precisdo da maquina;

(b) O armazenamento exigido pela codificagdo real é menor que o exigido pela codi-
ficacdo bindéria;
(c) A codificac¢do real implica em uma velocidade de processamento maior, em razao

de ndo exigir a decodificagdo dos cromossomos para avaliar a fungdo objetivo.

Um algoritmo genético com codificagdo real pode ser projetado usando-se os mes-

mos tipos de operagdes genéticas propostos para os algoritmos bindrios. Contudo,
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o seu diferencial reside justamente na possibilidade de se aplicar novos métodos de
recombinacdo e mutacdo. A seguir, sdo apresentados dois desses procedimentos, es-

pecificamente aqueles que caracterizam o AG aplicado nesta dissertagao [47].

4.4.1 Cruzamento Aritmético

Este tipo de recombinacdo obtém novos individuos a partir de combinagdes lineares
dos cromossomos de cada par. Se x,y € R" sdo dois cromossomos a serem recombi-

nados, entdo os individuos resultantes sdo dados por:

X' = ay+ (1—a)x, (4.5)
Yy = ax+ (1—a)y, (4.6)

onde « é um ntimero aleatério com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

4.4.2 Muta¢dao Nao-Uniforme

Na representacdo real, supondo que seja definido um ntimero maximo de geragdes
Tinax, 0 operador de mutacdo ndo-uniforme pode ser definido da seguinte maneira.
Seja xj a k-ésima coordenada de um vetor x € R”. Suponha ainda que essa coorde-
nada tenha sido selecionado para a mutagdo e esteja restrita ao intervalo [a,b]. Entdo,
sorteando um nimero s no conjunto {0, 1}, o valor de x na t-ésima geracdo € alterado

para x;, de acordo com as equagdes:

)
1—- d
xp = xe+ (b—xp) 1—r( Tinax , ses=0, 4.7)

t
(7o)
xp = xet+(a—x) | 1—7 Tinax , ses=1, (4.8)

onde r é um ntiimero escolhido aleatoriamente, com distribui¢do uniforme no intervalo

[0,1], ed > 0 é um pardmetro pré-estabelecido denominado grau de nao-uniformidade.
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Observacgao 4.7. Sem perda de generalidade, considere s = 1. Entdo, fixado r, parat = Qe

para t livre, tem-se respectivamente

lim x} = lim xg+ (a —x) (1 — %) = x+ (a — x) = a
d—oco d—c0

t_lj%ux X=X+ (a—x)(1—1) = x¢
Assim, durante as primeiras geracdes nota-se que a mutagdo ndo-uniforme induz sobre a coor-
denada uma forte perturbagdo, cuja intensidade é modulada pelo grau de ndo-uniformidade d.
Por outro lado, as tiltimas geragdes caracterizam-se por pequenas perturbagoes, realizando um

ajuste mais fino em busca da solugdo 6tima.

4.5 Vantagens e Limitacoes dos Algoritmos Genéticos

Comparando os algoritmos genéticos com os demais métodos de otimizacdo, pode-se

apontar duas principais vantagens:

(a) Diferente dos métodos tradicionais de otimizacdo, os algoritmos genéticos ndo
impde restricdes matemadticas sobre a fungdo objetivo, podendo ser aplicados a

qualquer tipo de problema de otimizacao;

(b) Ao invés de operar sobre apenas um ponto, os algoritmos genéticos atuam sem-
pre sobre uma populagdo de pontos, o que aumenta a chance de se encontrar o
ponto de maximo, além de previnir a convergéncia sobre pontos de maximo local

(sub-6timos).

Em contrapartida, entre as limita¢des dos algoritmos genéticos estao:

(a) A dificuldade de se identificar a fun¢do de aptidao;

(b) O problema de definir os varios parametros, tais como o tamanho da populagdo,
a forma de selecgdo, as probabilidades de recombinagdo e mutacéo, o critério de

parada, etc;

(c) A exigéncia de um grande niimero de avali¢des da fungdo objetivo, o que pode

inviabilizar a sua aplicacdo, dependendo do problema em estudo.
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Capitulo

Problema de Conducao da Politica

Monetaria

Neste capitulo, o processo decisério da politica monetaria é posto sob a forma de um
problema do regulador linear-quadratico estocastico. Para isso, seguindo Rudebusch
e Svensson [61], supde-se que o objetivo do Banco Central é minimizar uma funcao
perda quadrética, sujeito aos vinculos expressos por um modelo macroecondémico li-
near. Como ilustracdo dessa abordagem, a partir de um modelo estimado para a econo-
mia brasileira, realizam-se simula¢des de politica monetaria 6tima considerando dife-

rentes preferéncias para o Banco Central do Brasil.

5.1 Regime de Metas para a Inflacao

Desde junho de 1999, o Brasil adota o regime de metas para a inflagdo como diretriz da
sua politica monetaria. Nesse regime, o Banco Central anuncia ao ptblico uma meta
numérica de médio prazo para a inflagdo, e se compromete a atuar de forma que a
inflacdo observada se encaminhe para essa meta. O principal instrumento de politica
monetdria é a taxa bésica de juros que equilibra o mercado de reservas bancdrias, de-

nominada taxa Selic [8].
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Periodicamente, o Comité de Politica Monetéria do Banco Central (Copom) se retine
para estabelecer a taxa Selic do periodo subseqiiente. Como existe uma defasagem en-
tre as agdes de politica monetdria e os seus efeitos sobre a economia [12], as decisdes
do Copom baseiam-se em previsdes sobre o comportamento das varidveis macroe-
condmicas. Essas previsdes, obtidas por meio de modelos econométricos, consideram
dois cendrios principais: o de referéncia e o de mercado. No cendrio de referéncia,
supde-se que a taxa de juros se mantenha constante, no nivel em que se encontra,
ao longo de todo o horizonte de previsdo. Por outro lado, o cenério de mercado ad-
mite que a taxa juros varie de acordo com as expectativas do setor privado. Caso a
inflagdo prevista seja maior (menor) que a meta pré-estabelecida, isso é interpretado
pelo Copom como um indicativo de que a taxa Selic terd que ser elevada (reduzida) a
um patamar acima (abaixo) do seu nivel inicial, ou do nivel esperado pelo mercado, a

fim de trazer a inflagdo de volta para a sua meta [13].

Embora as delibera¢des do Banco Central resultem do voto majoritario entre os
membros do Copom, é possivel modelar matematicamente a politica monetéria, su-
pondo que ela seja conduzida por um tnico agente, cujo objetivo é minimizar uma de-
terminada funcdo perda. Nessa abordagem, a minimizagdo fica restrita as relagdes que
existem entre as varidveis macroecondmicas, exigindo portanto um modelo matemaético

para representar os vinculos entre essas varidveis.

No que segue, sdo apresentados os principais canais pelos quais as a¢des de politica
monetdria atuam sobre a economia. A partir desses fundamentos, um modelo mate-
matico é estimado para representar o comportamento das varidveis macroeconémicas
de interesse. Por fim, tendo esse modelo por base, o problema de otimizagao da autori-
dade monetdria é formulado e resolvido, resultado em regras 6timas para a escolha da

taxa Selic.

5.1.1 Mecanismo de Trasmissao da Politica Monetaria

Em razdo do seu caréter preventivo, a politica monetaria requer o conhecimento do

mecanismo pelo qual as altera¢des na taxa Selic sdo transmitidas para a economia. De
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acordo com [9], os principais canais de transmissdo da politica monetaria sdo: a taxa

de juros, a taxa de cdmbio, o crédito e as expectativas.

Canal da Taxa de Juros

Ao mudar a taxa Selic, o Banco Central provoca a variacdo das demais taxas de juros
da economia, haja vista a relagdo de dependéncia que existe entre elas. Considerando
que no curto prazo os pregos sdo rigidos, a agdo do Banco Central induz a alteracdo das
taxas reais de juros, o que tem um impacto direto sobre as decisdes de investimento do
setor privado. A variagdo no volume de investimentos, por sua vez, reflete-se sobre a

demanda agregada, sendo assim transmitida para o nivel de precos.

Em particular, uma elevacdo da taxa Selic implica uma alta da taxa real de juros, que
aumenta o custo do capital, ocasionando a diminui¢do do investimento em capital fixo
e estoques. Isto reduz a demanda do setor produtivo, forcando a queda dos precos,
de acordo com a Lei da Oferta e da Procura [70]. De forma anéloga, a elevagdo da
taxa Selic também diminui o consumo de bens duraveis, levando a uma consequente

redugdo dos seus precos.

Por outro lado, a diminui¢do da taxa Selic implica a redugdo da taxa real de juros,
o que estimula investimento e consumo, provocando assim o aumento da demanda
agregada. Isto induz a elevagdo dos precos por dois motivos. O primeiro é o au-
mento dos custos de produgédo, decorrentes da maior necessidade por trabalho, capital
e matérias-primas. O segundo motivo refere-se a tendéncia das empresas monopolis-

tas de explorar o aumento da demanda para elevar suas taxas de lucro.

Canal da Taxa de Cambio

A trasmissdo das agdes de politica monetaria através da taxa de cdmbio funciona da
seguinte maneira. Um aumento da taxa Selic torna os ativos internos relativamente
mais rentdveis que os ativos externos. Nesse caso, haverd uma tendéncia entre os in-
vestidores externos para converter moedas estrangeiras em reais (R$), aumentando

a demanda pela moeda nacional e alterando com isto a sua relacdo de troca (moeda
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estrangeira/real). Por um lado, essa valorizagdo da taxa de cdmbio acaba tornando
os produtos nacionais mais caros ao consumidor estrangeiro, o que reduz a demanda
mundial por exportagdes brasileiras, forcando assim a queda dos pregos. Por outro, ela
faz com que os produtos importados fiquem mais baratos ao consumidor brasileiro, o

que tem um efeito deflaciondrio pelas seguintes razdes:

1. Os bens domésticos passam a ser substituidos por bens importados, o que reduz

a demanda interna;
2. Aredugdo dos pregos das commodities importadas diminui os custos de producéo;

3. Dado que os bens importados também fazem parte da cesta que compde os
indices que medem a inflagdo, a queda dos seus precos contribui diretamente

para a redugdo dos indices de inflagdo.

Canal das Expectativas

Alterando a taxa Selic, o Banco Central influéncia as expectativas do setor privado
quanto a evolugdo futura das varidveis macroecondmicas. De acordo com [11], pode-
se citar trés formas pelas quais a expectativa de inflagdo pode interferir sobre o nivel

dos pregos:
1. Diretamente: pela sua incorporacdo aos precos de produtos e servigos;

2. Via Salérios: ao ser levada em conta nas negociagdes trabalhistas;

3. Indiretamente: alterando a taxa real de juros ex ante, a qual tem grande im-
portancia para empresas e individuos na tomada de decisdes sobre investimento

e poupanga.

Canal do Crédito

Reduzindo a taxa Selic, o Banco Central eleva o volume de crédito disponivel na econo-

mia, permitindo que os bancos comerciais aumentem seus empréstimos. Isso estimula
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tanto o investimento quanto o consumo, levando a um aumento da demanda agregada,

o qual provoca uma alta dos precos.

Por outro lado, ao elevar a taxa Selic, o Banco Central restringe o acesso ao crédito,
desestimulando o investimento privado. Como consequéncia, tem-se uma reducdo da

demanda agregada, que contribui para frear a inflacdo.

Conducdo da Politica Monetaria

Para todos os canais de transmissédo tratados acima, verifica-se que a elevagio (redugio)
da taxa Selic induz a diminuicdo (aumento) da taxa de inflacdo. Essa relacdo inversa entre
a taxa Selic e a inflacdo fornece a base para o procedimento de conducdo da politica
monetdria, o qual consiste em: elevar (reduzir) a taxa Selic, quando a inflagdo prevista no

horizonte considerado se mostrar acima (abaixo) da meta pré-estabelecida.

Encerrando esta se¢do, a Figura 5.1 resume os principais canais de transmissao da

politica monetéria':

__.| TAXASDE -

i INVESTIMENTO
EXPECTATIVA CONSUMO [
- DEMANDA .
TAXA SELIC ey INFLAGAO
CREDITO EXPORTAGOES [—
TAXADE |_ PREGOS
CAMBIO EXTERNOS

Figura 5.1: Sintese dos principais canais de transmissdo da politica monetéria.

!Esta figura é uma adaptacdo do diagrama apresentado em [9], pagina 91.
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5.2 Modelo Macroecondmico Linear

Com o objetivo de representar o mecanismo de transmissdo da politica monetaria,
neste trabalho, considera-se um modelo macroeconémico linear inspirado naquele pro-

posto por Rudebusch e Svensson [61]. As equagdes que o compde sdo as seguintes:

1 = an(L)m+ age(L) 7ty + ap(L)he + ac (L) Act + €4, (5.1)
hepr = Bu(L)he + Br(L) (i — 77) + Be(L)et + ene, (5.2)
M1 = Yre(L)7 + vr(L) 7t + ye(L)Ack + 7i(L)Adp + €7, (5.3)
ctr1 = Oc(L)cr + 67 (L)t + O (L) 7t + 6; (L) ANy + €cp, (5.4)

onde:

a(L), B(L), etc., sdo polindbmios no operador defasagem L, definido por Lx; = x;_1;

rt; corresponde a taxa de inflagdo no periodo ¢;

rty corresponde a expectativa de inflagdo que os agentes do mercado tem no periodo ¢;
h; corresponde ao hiato do produto no periodo t;

¢t corresponde a taxa de cdmbio real no periodo t, sendo Ac; = ¢t — ¢;_1;

iy corresponde a taxa nominal de juros no periodo ¢, com Aiy = iy — i;_1;

(it — 77) corresponde a taxa real de juros ex ante no periodo ¢;

€mt,Ents Eme b, Ect SAO erros aleatdrios, associados aos choques ocorridos no periodo t.

A equagdo (5.1), conhecida como Curva de Phillips, expressa a taxa de inflagdo em
funcdo das suas defasagens, da expectativa de inflagdo, do hiato do produto e do dife-
rencial da taxa de cAmbio real. Por sua vez, a equagdo (5.2) modela os canais de taxa
de juros e de crédito, sendo chamada de Curva IS. Nela, o hiato do produto é explicado
em funcdo das suas defasagens, da taxa real de juros ex ante e da taxa de cambio real.
O canal das expectativas é representado pela equagdo (5.3), referida neste texto como
Curva da Expectativa de Inflacdo. Ela supde que a expectativa de inflagdo seja determi-

nada pelas suas proprias defasagens, pela inflacdo realizada, pelo diferencial da taxa
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de cambio real e pelo diferencial da taxa de juros, sendo a escolha dessas varidveis
explicativas baseada em [11]. Por fim, o canal da taxa de cdmbio é representado pela
equacdo (5.4), denominada aqui como Curva da Taxa de Cambio. Essa equagdo explica
o comportamento da taxa de cdmbio real em funcdo das suas defasagens, da taxa de

inflagdo, da expectativa de inflacdo e do diferencial da taxa de juros.

5.2.1 Descri¢ao das Variaveis

O modelo (5.1)-(5.4) possui quatro varidveis enddgenas, quais sejam: a taxa de inflacdo,
o hiato do produto, a expectativa de inflacdo e a taxa de cdmbio real. A tnica varidvel

exdégena é a taxa nominal de juros, que no caso é a taxa Selic?.

Para a estimacgdo dos coeficientes das equagdes (5.1)-(5.4), utilizou-se dados trimes-
trais da economia brasileira, do terceiro trimestre de 2001 (2001/T3) ao segundo trimes-
tre de 2010 (2010/T2). Esse dados foram obtidos nos sites do Banco Central do Brasil
e do IPEADATAS3. A seguir faz-se uma descrigio detalhada das varidveis do modelo, e

também das séries histdricas utilizadas neste trabalho para representé-las.

Inflagao

A inflacdo é definida como o aumento generalizado dos precos em uma economia.
No Brasil ela é acompanhada por diversos indices de precos, sendo o Indice Nacional
de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA) a referéncia do Banco Central para efeitos de
politica monetaria. De acordo com o Decreto ntimero 3.088 [9], considera-se que a meta
de inflagdo foi cumprida quando a taxa de variacdo acumulada do IPCA, relativa ao
periodo de janeiro a dezembro do ano em questdo, situar-se na faixa do seu respectivo
intervalo de tolerancia. Por isso, como medida da infla¢do, optou-se por utilizar a taxa

de variacdo do IPCA acumulada em 12 meses*, sendo 71; = In(1 + IPCA;/100).

2Com respeito a um determinado modelo, uma variavel é dita enddgena quando a sua dinamica é
explicado por esse modelo. Por outro lado, uma variavel é dita exégena quando a sua dindmica nio é

explicada pelo modelo em questao.
SRespectivamente, https:/ /www3.bcb.gov.br/sgspub e http:/ /www.ipeadata.gov.br.
4Série 13522 do Sistema Gerenciador de Séries Temporais (SGS) do Banco Central do Brasil.
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Hiato do Produto

O hiato do produto é um conceito amplamente usado para representar as flutuagdes
da demanda agregada. Ele é definido como a diferenga entre o produto realizado, e
o nivel méximo de producdo que a economia é capaz de manter sem gerar pressdes

inflaciondrias, conhecido como produto potencial [31].

No presente trabalho, como medida do produto potencial utiliza-se a tendéncia de
longo prazo do PIB a pregos de mercado dessazonalizado®, obtida através do filtro
Hodrick-Prescott (ver detalhes no Apéndice B). Dessa forma, calculado o hiato, define-

se hy = In(1+ HIATOy).

Expectativa de Inflacao

A expectativa de inflagdo é representada pela taxa de variagdo do IPCA esperada para
os préximos 12 meses, pesquisada pelo Banco Central junto ao setor privado®, sendo

¢ = In(1 + IPCA¢/100).

Taxa de Cambio real

Corresponde a média no trimestre do indice da taxa de cAmbio efetiva real’, o qual
representa a dindmica do real (R$) em relacdo as moedas estrangeiras. Define-se c; =

In(CAMBIOy).

Taxa nominal de juros

A taxa nominal de juros considerada é a taxa Selic fixada pelo Copom?®, vigente ao fim

do trimestre considerado, sendo i; = In(1+ SELIC;/100).

5Série 1253 do Sistema Gerenciador de Séries Temporais (SGS) do Banco Central do Brasil.
®Disponivel no site PEADATA

7Série 11752 do Sistema Gerenciador de Séries Temporais (SGS) do Banco Central do Brasil.
8Série 432 do Sistema Gerenciador de Séries Temporais (5GS) do Banco Central do Brasil.
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Varidveis Binarias

Seguindo [3, 6], para evitar que as estimativas dos coeficientes fossem viesados por
dados discrepantes, foram adicionadas varidveis bindrias as equagdes (5.1)-(5.4). A

descrisdo dessas varidveis, bem como a sua justificativa sdo apresentada a seguir.

Na Curva de Phillips (5.1), a fim de capturar o forte aumento da inflagdo verifi-
cado durante o tltimo trimestre de 2002 e o primeiro trimestre de 2003, sdo incluidas,

respectivamentes, as varidveis binarias D, 1 € D ».
1 7,2

Por sua vez, a Curva IS (5.2) é modificada com a inclusdo de quatro varidveis
binérias, denotadas por Dy, 1, Dy, 5, Dy, 3 € Dy, 4. As variaveis Dy, ; e Dy, , buscam captar os
efeitos negativos decorrentes das condigdes de crédito adversas verificadas durante o
primeiro e o segundo trimestres de 2003, respectivamente. Por outro lado, as varidveis
Dy, 5 e Dy, 4 referem-se aos efeitos da Crise Financeira Internacional observados durante

o ultimo trimestre de 2008 e o primeiro trimestre de 2009, respectivamente.

Com respeito a Curva da Expectativa de Inflacdo (5.3), consideram-se as varidveis
Drey, D2y € Dres. As duas primeiras correspondem ao forte aumento das expecta-
tivas de inflagdo do setor privado observado durante o terceiro e quarto trimestres de
2002, em decorréncia da elei¢do presidencial. Ja a varidvel D e 3 busca captar a queda
das expectativas de inflagdo no segundo trimestre de 2008, frente a Crise Financeira

Internacional.

Por fim, na Curva da Taxa de Cambio (5.4) sdo incluidas quatro varidveis bindrias,
referidas como D, 1, D.p, D3 € D.4. As trés primeiras buscam capturar a desvalo-
rizagdo cambial ocorrida durante o segundo, terceiro e quartro trimestres de 2002,
respectivamente, associadas a crise de confianca diante da alternancia presidencial.
Quanto a varidvel D_ 4, ela representa a forte desvalorizacdo do real verificada no

ultimo trimestre de 2008 com a eclosdo da Crise Financeira Internacional.
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5.2.2 Anadlise das Séries Temporais

Como primeiro passo para a estimacdo dos coeficientes do modelo macroecondmico,
o teste ADF de raiz unitaria foi aplicado a fim de investigar a estacionariedade das
varidveis consideradas. Foram utilizadas as especificagds com e sem intercepto, re-
sultando nas estatisticas T e T, respectivamente’. Para a escolha do niimero de de-
fasagens, aplicou-se o Critério de Informacédo de Schwarz!?, admitindo um ntimero

maximo de nove defasagens. Os resultados sdo apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Teste de Raiz Unitédria

Série  Estatistica T Defasagens Estatistica 7, Defasagens

hy —3,863* 1 —3,7964* 1

7 -1,336 1 —2,7851** 1

¢ -1,778 6 —4,6088* 5

ot —2,179** 4 —0,2960* 4
Acy —5,219* 1 —4,1705* 3

it —3,105* 5 -1,9146 1

Aif —3,761* 1 —5,7069* 4
(i —m?) 1172 1 -2,0461 1

*  Rejeita a hipotese de raiz unitdria ao um nivel de 1%.

**  Rejeita a hip6tese de raiz unitaria ao um nivel de 5%.

***  Rejeita a hipétese de raiz unitaria ao um nivel de 10%.

Com excessdo da taxa real de juros (i — 777), em pelo menos uma das especificagdes
do teste, todas as varidveis se mostraram estaciondrias ao nivel de 10% de significancia.
No caso da taxa real de juros, optou-se por manté-la em nivel, tendo em vista o valor

T, correspondente, e 0 baixo poder do teste ADF.

9Ver a subsecio 2.3.3
10Ver a subsecio 2.3.2.
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5.2.3 Estimac¢ao dos Coeficientes

Cada equagdo do modelo, separadamente, teve seus coeficientes estimados pelo Méto-
do dos Minimos Quadrados Ordinéarios, utilizando-se dados trimestrais da economia
brasileira, referentes ao periodo [2001/T3 - 2010/T2]. Como as equagdes (5.1)-(5.4) en-
volvem polindmios no operador defasagem L, foi preciso escolher quais defasagens in-
cluir no modelo. Essa escolha deu-se com base no Critério de Informagédo de Schwarz,
o qual foi aplicado de maneira individual sobre as equagdes do modelo. Mais es-
pecificamente, admitindo um niimero maximo de trés defasagens para as varidveis,
foram estimadas todas as combinag¢des possiveis para cada equagdo. Entdo, dentre as
especificagdes obtidas, escolheu-se aquela que resultou no menor valor do Critério de
Informacdo de Schwarz (SIC). Os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos a

seguir.

Curva de Phillips

Incluindo as variadveis bindrias, a especificagdo selecionada para a equagdo (5.1) foi a

seguinte:
41 = Q70 + Q701 + 037 + aahy—1 + asAct + a¢Dyg +ayDyp + € (5.5)

A tabela 5.2 descreve os coeficientes estimados, o grau de ajuste obtido, e também os
testes estatisticos aplicados ao modelo. Com respeito aos testes realizados, pode-se as-
sumir que a Curva de Phillips (5.5) satisfaz as condi¢des do Teorema de Gauss-Markov.
De fato, mesmo a um nivel de 10% de significancia, o teste Shapiro-Wilk ndo rejeitou a
hipétese de que os erros sejam provenientes de uma distribui¢do normal. Além disso,
os testes Breusch-Godfrey e White ndo indicaram a presenca de autocorrelacgdo e hete-
rocedasticidade, respectivamente. Por fim, note-se ainda que todos os coeficientes se

mostraram estatisticamente significantes, ao menos a um nivel de 10%.
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Tabela 5.2: Curva de Phillips

Coeficiente Valor Estimado Desvio Padrao Estatistica t
a1 0,7157 0,1425 5,0228
0 —0,2667 0,1048 —2,5567
a3 0, 6086 0,1057 5,7568
0y 0,1538 0,0914 1,6824
s —0,0368 0,0243 —1,5118
Ng 0,0628 0,0092 6,7963
oy 0,0548 0,0103 5,3334
R? 0,9657 SIC -198,63
White 3,7117 Graus de Liberdade 4
Breusch-Godfrey 1,3502 Graus de Liberdade 4
Shapiro-Wilk 0,9707 P-valor 0,9999

Curva IS

Incluindo as variadveis bindrias, a especificagdo selecionada para a equagdo (5.2) foi a

seguinte:

his1 = Bihe + B2 (i — 7)) + Bact + PaDp1 + BsDyo + BeDue + B7Dny +eny  (5.6)

A tabela 5.3 descreve os coeficientes estimados, o grau de ajuste obtido, e também
os testes estatisticos aplicados ao modelo. No caso da Curva IS (5.6), note-se que o
teste Shapiro-Wilk rejeitou a hipotese de que os erros provém de uma distribuicao
normal. Enquanto isso, os testes Breusch-Godfrey e White ndo indicaram a presenca de
autocorrelacdo e heterocedasticidade, respectivamente. Por fim, quanto a estatistica ¢,
todas as varidveis se mostraram significativas, ao menos a um nivel de 10%. Contudo,
é importante notar que esses testes de significincia dependem da normalidade dos

erros'!, de modo que os seus resultados devem ser encarados com cautela.

HVer a subsecio 2.1.4.
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Tabela 5.3: Curva IS

Coeficiente Valor Estimado Desvio Padrao Estatistica t
B1 0,8273 0,0710 11, 65
B2 —0,1518 0,0394 —3,85
B3 0,0038 0,0008 4,60
Ba —0,0239 0,0063 —3,77
Bs —0,0093 0,0064 —1,44
Be —0,0515 0,0068 —7,52
B7 —0,0370 0,0063 —5,86
R? 0,89 SIC -215,08
White 4,4756 Graus de Liberdade 3
Breusch-Godfrey 8,1755 Graus de Liberdade 4
Shapiro-Wilk 0,9048 P-valor 0,014

Curva da Expectativa de Inflacao

A especificagdo selecionada para a equacdo (5.3), incluindo as varidveis bindrias, foi a

seguinte:

T = Y17t + Yorri_q + Y37t + YalAcy + ¥5Ais 4+ Y6Dpeq + ¥7D e 2 + 8D e 3 4 €e t
(5.7)

A tabela 5.4 descreve os coeficientes estimados, o grau de ajuste obtido, e também
os testes estatisticos aplicados ao modelo. Pelos testes realizados, também pode-se
admitir que a Curva da Expectativa de Inflacdo (5.7) satisfaz as condi¢des do Teo-
rema de Gauss-Markov. Com efeito, os testes Breusch-Godfrey e White ndo indicaram
a presenca de autocorrelacdo e heterocedasticidade, respectivamente. Além disso, o
teste Shapiro-Wilk ndo rejeitou a hipétese de que os erros sejam provenientes de uma
distribuicdo normal. Por fim, note-se que todos os coeficientes se mostraram estatisti-

camente significantes, a0 menos a um nivel de 10%.
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Tabela 5.4: Curva da Expectativa de Inflagdo

Coeficiente Valor Estimado Desvio Padrao Estatistica t
0% 1,048 0,0788 13,30
72 0,098 0,0888 11,10
73 —0,1877 0,0539 —3,48
Y4 —0,0237 0,0113 —2,09
s —0,222 0,0592 -3,75
Y6 0,0243 0,0048 5,05
vz 0,0747 0,0054 13,78
s 0,01347 0,0047 2,85
R? 0,94 SIC -220,50
White 7,015 Graus de Liberdade 4
Breusch-Godfrey 8,1394 Graus de Liberdade 4
Shapiro Wilk 0,9381 P-valor 0,1168

Curva da Taxa de Cambio

Por fim, a especificacdo selecionada para a equagdo (5.4), incluindo as varidveis bindrias,

foi a seguinte:

Cry1 = 01Ct + 0271t + 0371f + 04y + 05D 1 + 66Dcp + 07D 3+ 08D s + €c (5.8)

A tabela 5.5 apresenta de forma resumida os coeficientes estimados, o grau de ajuste
obtido, e também os testes estatisticos aplicados ao modelo. Também neste caso, os
testes Breusch-Godfrey e White ndo indicaram a presenca de autocorrela¢do e hetero-
cedasticidade. Além disso, mesmo a um nivel de 10% de significancia, o teste Shapiro-
Wilk ndo rejeitou a hipbtese de que os erros possuem uma distribui¢do normal. Quanto

aos coeficientes, todos se mostraram estatisticamente significantes, ao menos a um

nivel de 10%.
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Tabela 5.5: Curva da Taxa de Cambio

Coeficiente Valor Estimado Desvio Padrao Estatistica t

&1 0,9820 0,0080 122,67

Iy —0,9397 0,4607 2,039

03 1,9831 1,1058 1,793

Oy -1,7591 0,7415 -2,3724

5 0,083 0,0412 2,0149

6 0,2898 0,0428 6,7668

o7 0,1532 0,0408 3,7505

O 0,2751 0,0421 6,5330

R? 0,97 SIC -80,14
White 5,9371 Graus de Liberdade 4
Breusch-Godfrey 6,1547 Graus de Liberdade 4

Shapiro Wilk 0,9390 P-valor 0,1128

5.3 Modelagem Matematica da Politica Monetaria

Conforme exposto na sec¢do 5.1, o objetivo operacional da politica monetdria brasileira
é manter a inflagdo estdvel em torno de uma meta numérica pré-estabelecida. Para
isso, o0 Banco Central atua sobre a demanda agregada por meio da taxa Selic, cujo valor

é definido periodicamente pelo Copom.

Com base em [8, 9, 11, 12, 13], é razoavel supor que o processo decisério do Copom

seja orientado pelos seguintes critérios:

1. Manter a inflagdo na meta, ou trazé-la de volta ap6s a ocorréncia de um desvio;
2. Promover a estabilidade econdmica;

3. Quando ajustes sobre a taxa Selic se fizerem necessarios, realizd-los de forma

gradual e consistente com o padrdo de resposta anteriormente apresentado.
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O grau pelo qual esses critérios sdo satisfeitos pode ser expresso matematicamente

através da fungdo perda [4]:
Lt = An(mty — 70°)2 4+ Aph? + Ay — 1) (5.9)

O primeiro termo em (5.9) estd associado ao Critério 1, segundo o qual, quanto maior
for o desvio entre a inflacdo atual 71; e a sua meta 71", maior serd a perda associada.
Por sua vez, o segundo termo corresponde ao Critério 2, e mostra que a perda do
Banco Central aumenta com a flutuacdo da atividade econdmica, expressa pelo hiato
do produto. Finalmente, o terceiro termo representa o Critério 3, e estabelece que o
valor atual da taxa Selic i; ndo deve se desviar muito do seu valor no periodo anterior

i;—1, implicando uma suavizac¢do da taxa de juros.

A partir da fungdo (5.9), a trajetéria da taxa Selic que melhor satisfaz os critérios
1-3 corresponde aquela que minimiza o valor esperado das perdas atuais e futuras do
Banco Central. Dessa forma, considerando os vinculos expressos pelo modelo macroe-
condmico (5.5)-(5.8), a condugdo da politica monetaria pode ser vista como o seguinte

problema de otimizacao:

{it}i2o t=0
sujeitoa (5.5) — (5.8). (5.11)

min E (i 5th) , (5.10)

Nesse contexto, as decisdes do Banco Central sdo determinadas pelos valores que ele
atribui aos pesos J, A, A, e A;, 0s quais sdo referidos como as preferéncias de politica

monetdria.

5.3.1 Solucdo via Programacao Dinamica

Para resolver o problema de otimizacdo (5.10)-(5.11), este trabalho segue a mesma

metodologia empregada em [61]. O primeiro passo é escrever o modelo (5.5)-(5.8) em
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notagdo matricial:

[ T4 17 vy ap 0 a3 0 ag a5 —as5 O 11 u 11 0
7Tt 1 0 0 0 O 0 0 O 0 1 0

Tt 4 3 0 71 72 0 0 74 —1 —7s 7§ Y5
yn o 0o 1 0 0 0 0 O 0 T4 0

hyyr | 0 0 —B2 0 B O B3 O 0 he | +| —B2
hy o 0 0 0 1 0 0 O 0 hi—1 0
Ci41 oo 0 b5 0 0 0 &6 0 —dy Ct 04
Ct o 0o 0o o 0 0 1 o0 0 Ct—1 0
&+ |0 0 0 0 0 0 0 O 0 | @1 | | 1

Esta equacdo, por sua vez, pode ser sintetizada como:

X1 = AXy + Bip + uy

Emt

Emet

(5.12)

Por outro lado, supondo que a meta de inflacdo seja zero (77* = 0)!? e definindo o vetor

Yy =1[m he (ir— it,l)]/, tem-se as seguintes igualdades:
Lt = YtIKYt e
Yy = CXi+Ciiy,

onde
Ar 0 0 10000000 O
K=|l0 A 0|, C=[00001000 0 |eC=
0 0 A 000000O0GO0 —1

Logo, combinando as equagdes (5.13) e (5.14), obtém-se:
Ly = Y/KY;
= (CuXi+ Giit)'K(Ce Xy + Ciiy)
= X;CLKCyX; + X{CLKCjit + i;C/KCy X} + i;C;KCiiy
= Xi{RX; +i;Qis + 2iWX;

(5.13)
(5.14)

(5.15)

12A hipétese de inflagdo zero justifica-se no presente trabalho principalmente pela sua conveniéncia

analitica. Nao obstante, dentro da literatura econémica existe um extenso debate sobre qual deve ser

a meta de inflagdo a ser perseguida pela politica monetaria. Argumentos que defendem uma meta de

inflacdo nula podem ser encontrados em Hoskins [36], enquanto argumentos favordveis a uma meta de

inflacdo baixa, mas positiva, podem ser vistos em Aiyagari [1].
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onde

R = CLKCy, Q = CIKC; e W = C/KCy. (5.16)

Finalmente, substituindo (5.12) e (5.15) em (5.10) e (5.11), respectivamente, o problema
de condugdo da politica monetaria assume a forma de um problema do regulador li-

near-quadrético estocstico modificado!3:

min Eo | Y 6" (X{RX; +i:Qir + 2 WX¢) |, (5.17)
{it}izo t=0
sujeitoa X;y1 = AX; + Biy. (5.18)

De acordo com o estudo realizado na subsecdo 3.3.4, a solucdo desse problema é dada

pela seguinte regra 6tima:
iy = —FX; = —(Q + éB'PB) " }(6B'PA + W')X;, (5.19)

onde P é a matriz simétrica definida-positiva que satisfaz a equacdo matricial algébrica
de Riccati:

P =R+ 6A'PA—5*A'PB(Q+6B'PB)"'B'PA (5.20)

Observacgdo 5.1. Como R, Q e W dependem da matriz K, as equagdes (5.19) e (5.20) implicam
que F = F(8, Ax, Ay, A;). Em razdo disso, regras 6timas distintas podem ser obtidas quando se

consideram diferentes preferéncias para o Banco Central.

5.3.2 Regras Otimas para a Politica Brasileira

Nesta subsecdo sdo apresentadas regras 6timas para a politica monetéria brasileira,
simulando diferentes preferéncias para o Banco Central. Para obté-las, a equacdo

de Riccati (5.20) foi resolvida para matrizes K distintas aplicando-se o algoritmo 3.2.

I3Esta especificagio para o problema de otimizacdo do Banco Central decorre da funcao perda
quadratica e do modelo macroecondmico linear. Recentemente, duas abordagens tem sido propostas
como alternativas a esse arcabougo linear-quadrético. Na primeira delas, a politica monetaria 6tima
é investigada supondo modelos ndo-lineares para a estrutura econémica (por exemplo, Nobay e Peel
[53] e Orphanides e Wieland [54]). Ja a outra abordagem, com o intuito de modelar a existéncia de
preferéncias assimétricas, considera fung¢des ndo-quadraticas para representar a perda do Banco Central

(por exemplo, Cukierman [24] e Surico [66]).

84



Assumindo a taxa de desconto intertemporal § = 0.98, foram consideradas as pre-
feréncias descritas na tabela 5.6 a seguir, tendo em vista comparar os Critérios 1,2 e 3
de conducao da politica monetdria. A partir das regras obtidas, realiza-se uma anélise

das suas projec¢des obtidas para o periodo [2010/T3 - 2011/T4].

Tabela 5.6: Preferéncias Simuladas

Pesos na Funcdo Perda | A, | Ay | A;
Critério 1 11010
Critérios 1 e 2 1 (04| 0
Critérios1,2e 3 1 104]| 4

Critério 1

Para as preferéncias associadas ao Critério 1, obteve-se a seguinte regra 6tima de politica

monetaria:

iy = —0,20587; —0,24587;_1 + 2,64017; +0,66287; | +1,4878h;  (5.21)
+0,1417h;_1 — 0,05182¢c; — 0,05840c; 1 + 0,1315i;_.

Como neste caso o tinico compromisso do Banco Central é a manuteng¢do da inflagao
em torno da sua meta, a regra (5.21) apresenta coeficientes relativamente altos para
a expectativa de inflacdo e o hiato do produto, o que estd de acordo com a teoria
econdmica. Conforme mostra a Figura 5.2 ao final deste capitulo, no quarto trimestre
de 2011, a condugdo 6tima da politica monetaria sob o Critério 1 reduziria a inflagao
a um valor préximo do limite inferior da sua faixa de tolerancia'®. Para isso, logo no
terceiro trimestre de 2010, a taxa Selic seria elevada a um nivel acima dos 20% ao ano,

implicando uma diminuigdo substancial do hiato do produto.

14 Conforme estabelecido pelo Banco Central na Resolugdo 3.748 de 2009, a meta de inflagdo para
2011 é um IPCA de 4,5% com tolerancia de dois pontos percentuais para mais ou para menos, ficando

portanto limitado ao intervalo 2,5-6,5 (%).
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Critérios 1 e 2

Com respeito as preferéncias que representam os Critério 1 e 2, obteve-se a seguinte

regra 6tima para a politica monetaria:

iy = —0,0151m —0,22977;1 +1,86957f + 0,56307;_1 +2,3202h;  (5.22)
+0,1325h;_1 — 0,0256¢; — 0,04101¢;—1 + 0,0328i; 1.

Neste caso, o Banco Central busca controlar a inflacdo e manter a atividade econdmica
estdvel no seu nivel potencial, caracterizando o chamado regime de metas para inflagdo

flexivel. Em razdo disso, o valor do coeficiente do hiato é quase o dobro do seu corres-
pondente na regra (5.21). Com respeito a dindmica gerada por (5.22), na Figura 5.2
observa-se uma grande semelhanca com aquela referente ao Critério 1. Entretanto, por
conta do peso Ay, os Critérios 1 e 2, juntos, implicam uma elevagao maior da taxa Selic,
a qual chegaria a um valor préximo de 24,5% ao ano ja no terceiro trimestre de 2010.
Como consequéncia, a atividade econdmica seria reduzida ao seu nivel potencial, com

o hiato do produto praticamente nulo.

Critérios1,2e 3

Finalmente, considerando as preferéncias que representam, conjuntamente, os Critérios

1,2 e 3, obteve-se a seguinte regra 6tima para a politica monetaria:

iy = —0,0983m; —0,01847;_1 + 0,34207f — 0,01277;_; +0,1258h;  (5.23)
—0,0106h;_1 — 0,0007¢; — 0, 0045¢;_1 + 0,8163i;_1.

Neste cendrio, também tem-se um regime de metas para inflagdo flexivel, no qual o
Banco Central busca controlar a inflacdo e estabilizar a economia por meio de uma
trajetOria suave para a taxa Selic. Em decorréncia disso, o coeficiente sobre i;_; mostra-
se sensivelmente maior que os seus correspondentes nas regras anteriores. Além disso,
na Figura 5.2 observa-se uma elevagdo gradual da taxa Selic, chegando a um nivel
préoximo de 12,5% a.a., ao final de 2011. Por conta dessa politica, o IPCA acumulado em
12 meses terminaria exatamente sobre a sua meta central de 4,5%, enquanto a atividade

econdmica se manteria estdvel, mas ainda acima do seu nivel potencial.
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Figura 5.2: Projec¢Oes para diferentes preferéncias de politica monetéria.
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Capitulo

Preferéncias do Banco Central do Brasil

Neste capitulo, a funcdo perda do Banco Central do Brasil é calibrada utilizando-se
um algoritmo genético com codificagdo real. Esse procedimento permite estimar as

preferéncias que tem orientado o Banco Central na conducdo da politica monetaria.

6.1 Revisao da Literatura

A busca por um entendimento mais profundo da politica monetédria, em termos de
metas e preferéncias, tem motivado varios trabalhos que se dedicam a estimagao dos

pesos que a autoridade monetdaria atribui as varidveis alvo na sua fungdo perda.

Com respeito ao Banco Central dos EUA, o Federal Reserve (FED), Favero e Rovelli
[29] e Ozlale [55] estimam as preferéncias monetdrias em conjunto com os coeficientes
do modelo macroeconémico que restringe a otimizacgdo. Para isso, esses autores con-
sideram uma funcdo perda com horizonte finito e utilizam os métodos de momentos
generalizados (GMM) e maxima verossimilhanga, respectivamente. Dennis [26, 27],
por sua vez, supde um horizonte de programagdo infinito e obtém estimativas para
as preferéncias aplicando o método de maxima verossimilhanca. De maneira diferen-
te, Castelnuovo e Surico [19] e Soderstrom et al. [64] identificam as preferéncias do
FED por um procedimento de calibragem da func¢do perda, com o intuito de ajustar a

politica monetaria 6tima simulada com a politica praticada no periodo sob anélise. Em-
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bora esses trabalhos considerem modelos, amostras e métodos de estimacéao diferentes,
em relagio ao periodo Volcker-Greespan!, todos eles sugerem que o FED deu um peso
insignificante para o hiato do produto, enquanto atribuiu um peso considerdvel para a

suavizagdo da taxa de juros.

No que se refere as preferéncias monetérias em outros paises, Cecchetti et al. [20] re-
alizam um estudo sobre dez bancos centrais europeus, sete deles pertencentes a Unido
Monetaria Européia. Segundo esses autores, a maioria dos paises analisados atribuiu
um peso para a inflagdo significativamente maior que aquele dado ao hiato do pro-
duto. Por outro lado, usando um modelo VAR estrutural, Cecchetti e Ehrmann [21]
estimam as preferéncias de politica monetdria de 23 paises industrializados e em de-
senvolvimento. Em todos esses paises, verificou-se um aumento da aversao a inflacao
durante os anos noventa, o qual se mostrou um pouco mais pronunciado nos paises
praticantes do regime de metas para a inflacdo. Lippi e Neri [45], estimam as pre-
feréncias monetdrias na Area do Euro pelo método de maxima verossimilhanga, e con-
cluem que a autoridade monetéria européia tem atribuido um peso consideravel sobre
a suavizagdo da taxa de juros, o qual se mostrou maior que o peso dado para a inflacao
e o hiato do produto. Aguiar e Martins [2] obtém estimativas para as preferéncias
monetarias na Area do Euro durante o periodo 1995-2002, supondo um horizonte de
programacdo de quatro trimestres e utilizando GMM para obter os parametros. De
acordo com esse estudo, a funcdo perda do Banco Central Europeu tem sido caracte-
rizada por uma meta implicita de inflagdo em torno de 1,6%, com um peso significa-
tivo sobre a suavizagdo da taxa de juros e nenhum peso sobre o hiato do produto.
Ilbas [37], utilizando métodos bayesianos, também obtém estimativas para as pre-
feréncias monetarias na Area do Euro. Seus resultados sugerem que a inflagdo é a
maior preocupacdo da autoridade monetdria européia, seguida pela suavizagao da taxa

de juros e, por ultimo, pelo hiato do produto.

Ampliando o estudo das preferéncias monetarias para além do eixo América do
Norte e Europa, Colins e Siklos [23] estimam e comparam as preferéncias monetdrias

da Austrélia, Canad4, Nova Zeldndia e Estados Unidos, utilizando GMM e consideran-

IPeriodo de [1979 - 2006], no qual o FED esteve sob a presidéncia de Paul A. Volcker [1979 - 1987] e
Alan Greenspan [1987 - 2006].
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do o periodo a partir de 1988. Os resultados mostram que a politica monetaria do FED,
sob a presidéncia de Alan Greenspan, pode ser associada a um regime de metas para
a inflagdo 6timo, no qual ha uma propensao significativa para a suaviza¢do da taxa de
juros, com um pequeno peso dado ao hiato do produto. Para os outros paises anali-
sados, resultados similares foram obtidos, indicando que a politica monetéria nesses
paises tem sido muito parecida desde 1988. Tachibana [68] estima as preferéncias do
Japao, Reino Unido e Estados Unidos, supondo um horizonte de programacao de dois
trimestres e utilizando o Método dos Minimos Quadrados Ordindrios. Nos trés paises
analisados, apds a primeira crise do petréleo em 1980, verifica-se um aumento do peso
atribuido a inflagdo, principalmente no Reino Unido. Sanchez [62], obtém estimativas
para o Banco Central da Corea do Sul utilizando o método de méxima verossimilhanca.
Os resultados indicam que a autoridade monetaria sul-coreana, embora tenha priori-
zado o controle da inflagdo, também atribuiu um peso considerédvel para a suavizagdo
da taxa de juros. Além disso, pesos negligencidveis foram estimados para o hiato do
produto e a taxa de cambio, sugerindo que o controle dessas varidveis ndo constitui

uma meta em si para a autoridade monetdria sul-coreana.

Seguindo a metodologia proposta por Cecchetti e Ehrmann [21], Bandeén [7] estima
as preferéncias do Banco Central de Reserva do Perti (BCRP) durante a década de
noventa, obtendo um peso sobre a inflagdo bem maior que aquele atribuido ao hiato
do produto. Rodriguez [60] também apresenta estimativas para as preferéncias do
BCRP, supondo um horizonte de programagéo finito e utilizando GMM para obter
os parametros. Embora seus resultados mostrem grande sensibilidade em relacdo ao
método de calculo do hiato do produto, observa-se uma redugéo significativa da meta
implicita de inflagdo peruana ao longo do periodo 1979-2005. Mais recentemente, Pasca
[56] identifica as preferéncias do BCRP durante o regime de metas para a inflagdo,
utilizando um processo de calibragem da sua fun¢do perda. Os resultados sugerem
que a autoridade monetaria peruana tem priorizado o controle da inflagdo, com um
peso considerdvel sobre a suavizagdo da taxa de juros, acampanhada por um peso

infimo para o hiato do produto.

Por fim, com respeito a politica monetdria brasileira, Aragén e Portugal [6] apresen-

tam estimativas originais para as preferéncias do Banco Central do Brasil, utilizando
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também um processo de calibragem da funcdo perda. De acordo com esse estudo,
a autoridade monetdria brasileira tem praticado um regime de metas para a inflacdo
flexivel, onde grande peso é conferido ao controle da inflagdo, mas pouca importancia
é dada ao hiato do produto e a suavizagdo da taxa de juros. N&do obstante, o estudo
indica que o Banco Central atribui um peso maior para a suavizagado da taxa de juros,

em relacdo ao peso dada ao hiato do produto.

A seguir, procede-se a identificagdo das preferéncias do Banco Central do Brasil, a

fim de confronté-las com os resultados obtidos por Aragén e Portugal.

6.2 Estimacao das Preferéncias do Banco Central do Brasil

Seguindo [6, 19, 23, 56, 64], a estratégia utilizada para estimar as preferéncias da autori-
dade monetéria consiste em calibrar a fun¢do perda do Banco Central, de modo que a
politica 6tima resultante apresente o melhor ajuste em rel¢do a politica monetaria no
periodo sob andlise. Conforme salientam Castelnuovo e Surico [19], Aragén e Portugal
[6] e Pasca [56], em relacdo aos métodos de méaxima verossimilhanca e de momentos
generalizados, a vantagem do procedimento de calibragem reside na sua robustéz a

ma-especificacdo dos erros no modelo macroeconémico que restringe a otimizacao.

Formalmente, a calibragem da fun¢do perda consiste na busca pelo vetor de pa-
rametros (6, A, Ay, Aj), cuja trajetéria 6tima da taxa de juros, dada por iy = —FX,,
apresenta o menor desvio quadratico médio em relagdo a trajetéria efetivamente im-
plementada pelo Banco Central. Dessa forma, as preferéncias monetdrias sdo identifi-

cadas com a solugdo do seguinte problema de otimizagao:

T
. o~ 2
i —1:(0, A, Ay, A T 6.1
o min (t; [it = 14(6, A, Ap, Ai)] >/ (6.1)
sujeitoa (8, Ax, A, Aj) € Q. (6.2)
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6.2.1 Meétodo de Soluc¢ao Usual - Busca em Malha

Devido o carater peculiar do problema (6.1)-(6.2), os trabalhos anteriormente citados
obtém solu¢des sub-6timas aplicando o método de busca em malha. Nessa abor-
dagem, primeiro, o espago () é discretizado, a fim de restringir a busca a um sub-
conjunto finito S C . Em seguida, para todos os elementos (6, Az, Ay, Ai) € S, 0
problema (5.17)-(5.18) correspondente é resolvido, resultando em regras 6timas do tipo
ft = —F(6,An, Ay, Ai) Xe. A partir dessas regras, substituindo os valores reais de X,
calcula-se a trajetéria 6tima da taxa de juros associada a cada elemento de S. Ao fi-
nal, dentre todos os vetores (6, A, A, A;) considerados, as preferéncias monetérias sdo

representadas por aquele que apresenta 0 menor desvio quadratico médio:

T
DOM(iy, 3y) = (2 [ir — 14(8, A, Ah,Ai)f) /T. (6.3)

t=1
6.2.2 Meétodo de Solucao Alternativo - Algoritmo Genético

De acordo com a formaliza¢do do regulador linear-quadrético (5.17)-(5.18), essencial-
mente, a calibragem das preferéncias monetdrias corresponde ao problema de se de-
terminar matrizes de ponderacdo Q, R e W, tais que a solucdo 6tima correspondente
apresente caracteristicas de desempenho desejadas, no caso, o melhor ajuste com a
politica monetdria praticada. Sob essa perspectiva, esse tipo de problema tem sido
amplamente estudado tendo como foco o desenvolvimento de sistemas de controle
[14, 40]. Nesse escopo, a aplicacdo de algoritmos genéticos para a escolha das matrizes
de ponderacdo tem sido proposta em diversos trabalhos, demonstrando um desem-

penho superior quando comparada as técnicas usualmente utilizadas [39, 49, 52, 59].

Reconhecendo essa similaridade que existe entre o projeto de sistemas de contro-
le e a identificacdo das preferéncias monetdrias, o presente trabalho propde o uso
de um algoritmo genético para resolver o problema de calibragem da funcdo perda
do Banco Central. Especificamente, o algoritmo genético utilizado possui a seguinte

configuragio?:

2Ver detalhes no Capitulo 4.
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Codificagdo: Emprega-se a codificagdo real pela facilidade de implementacéo, e

também devido as vantagens discutidas na sec¢do 4.4;

Espaco de Busca: Respeitando a defini¢do de 6, e buscando ampliar a busca tanto

quanto possivel, considera-se

Q= {(6,An, Ap, M) €ER50<6 < 1,0 < Ag, Ay, Ay < 20} (6:4)

Populacao: Composta por 40 elementos de (), é escolhida inicialmente de forma

aleatoria;

Aptidao: Dado que o objetivo é resolver o problema (6.1)-(6.2), a aptiddo de cada
(6, Ax, Ay, Ai) em Q) é calculada como o inverso do desvio quadrético médio as-

sociado a esses pesos, isto &,

a(8, A, A, Aj) = 1/D(is, 1y); (6.5)

Selecao: Realiza-se pelo Método da Roleta;
Recombinagao: Aplica-se o Cruzamento Aritmético, com p, = 0, 6;
Mutagio: Utiliza-se a Mutagao Uniforme, com p,, = 0, 3;

Critério de Parada: Ntimero Méaximo de Iteracoes.

6.2.3 Resultados

Por se tratar de um procedimento estocastico, execugdes repetidas de um algoritmo

genético podem resultar em solucdes subdtimas distintas. Assim, o AG descrito acima

foi executado seis vezes, sendo cada uma delas limitada por um niimero maximo de

500 iteragdes. Os resultados sdo reportadas na tabela 6.1. O menor desvio quadrético

médio entre a trajetéria 6tima e a trajetoria real da taxa Selic foi de 1,7764 pontos

percentuais, e corresponde as preferéncias obtidas na quarta execugdo do algoritmo

genético. Essas preferéncias diferem das demais, principalmente, no que se refere ao

valor 6 obtido (0,9991), o qual se aproxima bastante dos valores usualmente utilizados

em trabalhos desse género [6, 51, 56]
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Tabela 6.1: Pesos Calibrados pelo AG

Execucgao ) Ax Ay A DOM
1 0,1878 | 9,7353 | 16,6239 | 1,0172 | 1,9208
2 0,2175 | 8,8582 | 5,0123 | 0,5423 | 1,8357
3 0,2604 | 9,7968 | 11,5449 | 1,5277 | 1,8984
4 0,9991 | 11,3651 | 0,2032 | 19,2743 | 1,7764
5 0,1710 | 9,9038 | 8,1460 | 0,5727 | 1,8209
6 0,1793 | 9,3351 | 11,7320 | 0,8672 | 1,8478

Em razdo dessa discrepdncia, e com o intuito de melhorar o ajuste obtido, o algo-

ritmo genético foi aplicado novamente, restringindo a busca ao subconjunto:

S = {(6,An, Ap, Aj) € Q;6 = 0,9991}.

apresentados na tabela 6.2.

Além disso, o tamanho da populagdo foi reduzido para 30 elementos, enquanto o

critério de parada foi limitado a 300 iteragdes. Os resultados desse experimento sdo

Tabela 6.2: Pesos Calibrados pelo AG (6 = 0,9991)

Execucao

Ar

Ay

A

DQM

7,0812

0,00152

13,6505

1,764855

5,8007

0,00016

10,7573

1,764299

7,8588

0,00120

14,3290

1,764304

7,7889

0,05534

14,1324

1,768254

7A778

0,03353

13,4662

1,766994

N O W [DN| =

6,0764

0,01478

11,5421

1,765792
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As preferéncias que resultaram no melhor ajuste entre a politica 6tima simulada e

a politica monetdria real foram aquelas obtidas na segunda execucdo do AG:

6 =0,9991,A, =5,8007,A, = 0,00016 e A; =10,7573.




Para efeitos de comparagdo, simulando as preferéncias estimadas por Aragén e Portu-
gal 3, obteve-se em um desvio quadratico médio significativamente maior (5,2411 pon-
tos percentuais), o que pode ser atribuido as diferencas de modelagem, amostragem e

método de estimacdo utilizados.

As preferéncias (6.7) sugerem que a autoridade monetdria brasileira tem atribuido
um peso considerdvel para a suavizacdo da taxa de juros e um peso infimo para o
hiato do produto, o que estd de acordo com os resultados reportados pela literatura
internacional com respeito a outros bancos centrais. No entanto, diferente do trabalho
de Aragon e Portugal [6], o peso obtido para o controle da inflagdo é inferior ao peso
dada para a suavizagdo da taxa Selic. Isso vem de encontro com os resultados obtidos
por Dennis [26] em relagdo ao FED, e por Lippi e Neri [45] para a Area do Euro, re-
fletindo uma grande cautela do Banco Central do Brasil no que se refere a realizagdo

de alteragdes sobre a taxa Selic.

6.3 Politica Adotada versus Politica Otima

A regra de politica monetéria 6tima, associada as preferéncias (6.7), é dada por:

iy = —0,2058m; —0,24587;_1 + 2,64017f +0,66287;_; + 1,4878h; (6.8)
+0,1417h;—1 — 0,05182¢c; — 0,05840¢; 1 + 0,1315i;_1.

A figura 6.1, a seguir, apresenta em um mesmo plano a trajetéria real da taxa Selic
e a trajetéria 6tima associada as preferéncias obtidas pelo algoritmo genético. Emb-
ora verifique-se um ajuste razodvel entre a politica 6tima e a politica adotada, algu-
mas diferencas importantes podem ser salientadas. Segundo (6.8), durante o primeiro
semestre de 2003, a decisdo 6tima de politica monetdria teria conduzido a valores da
taxa Selic menores que aqueles praticados. Ja no periodo seguinte [2003 /T3 - 2004 /T2],
em consonancia com a politica 6tima, o Banco Central promoveu uma redugao sub-
stancial da taxa Selic. Todavia, observa-se que a taxa Selic manteve-se sempre abaixo

da trajetéria 6tima postulada pela regra (6.8). A partir do segundo trimestre de 2004,

35 = 0,98, Ax = 0,727, A, = 0,073 e A; = 0,2.
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o Banco Central interrompeu a trajetéria decrescente da taxa Selic, dando inicio a um
periodo de aperto monetdrio, o qual se estendeu até o terceiro trimestre de 2005. Nesse
intervalo, nota-se uma elevacdo maior da taxa Selic, em relacdo aquela que seria real-
izada caso a politica monetdria fosse conduzida conforme a regra 6tima. Finalmente,

com respeito ao periodo restante [2005/T4 - 2010/T2], em geral, a trajetéria da taxa

Selic implementada pelo Banco Central fica sempre abaixo da trajetéria 6tima*.

Taxa Selic (% a. a.)
1Y L L R

s
2250 Ny e R E e,
T N N SO W of U NV O O O O s e
T |

12,5t
[ e .

- |==-Selic Otima
— Selic Adotada

or7/m1 08/T1  09/T1  10/T1

04/T1  05/T1  06/T1

03/T1

Figura 6.1: Taxa Selic adotada e taxa Selic 6tima

6.4 Projecoes Otimas

Utilizando a regra (6.8), e supondo que o Banco Central mantenha esse padrao de
reagdo, foram obtidas projegdes para a taxa Selic, o IPCA acumulado em 12 meses e o
hiato do produto, com respeito ao periodo [2010/T3 - 2011/T4]. Como essas proje¢des
resultam da solu¢do de um problema de otimizacdo, elas sdo referidas como projegoes

otimas.

*Qualitativamente, o comparativo entre a trajetéria 6tima da taxa Selic e a trajetéria real adotada pelo

Banco Central é idéntico aquele obtido por Aragén e Portugal [6], considerando [2003/T1 - 2007 /T3].
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Taxa Selic (% a. a.)

09/T2 09/T3 09/T4 10/T1 10/T2 10/T3 10/T4 11/T1 11/T2 11/T3 11/T4

Variacdo do IPCA (%) acumulada em 12 meses

09/T2 09/T3 09/T4 10/T1 10/T2 10/T3 10/T4 11/T1 11/T2 11/T3 11/T4

Hiato do Produto

09/T2 09/T3 09/T4 10/T1 10/T2 10/T3 10/T4 11/T1 11/T2 11/T3 11/T4

Figura 6.2: Projecdes Otimas para a Taxa Selic, a Inflacao e o Hiato do Produto.
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De acordo com os graficos apresentados na Figura 6.2, sob as preferéncias (6.7), a
politica monetéria 6tima resultaria no retorno da inflacdo para a sua meta central de
4,5% ao final de 2011. Para isso, o aperto monetdrio iniciado no segundo trimestre de
2010 teria que ser mantido até o primeiro trimestre de 2011, com a elevagdo da taxa
Selic a um patamar préximo de 11,75% ao ano. Como consequéncia disso, segundo as
proje¢des, haveria uma estabiliza¢do do hiato do produto, ainda que a um nivel acima

do seu potencial.

6.4.1 Avaliacao Preliminar

Considerando os dados disponiveis do periodo [2010/T3 - 2011/T1], a projegdo 6tima
obtida para a taxa Selic mostrou-se mais acurada® que a média das projegdes de curto

6

prazo realizadas pelo grupo TOP 5 do Relatério Focus®, e coletadas ao longo do més

de julho de 2010, como mostra a tabela 6.3.

Tabela 6.3: Desempenho das projec¢des para a taxa Selic

PROJECAO | MRE (%) | RMSE (p.p) | MAE (p.p)
OTIMA 5,95 0,45 0,14
TOP 5 10,36 1,33 0,35

Embora a amostra seja pequena, esses resultados sugerem o grande potencial desse
arcabougo teérico como ferramenta de previsdo para a taxa Selic, e vem de encontro
com a metodologia empregada pelo Norges Bank, o qual desde margo de 2005 publica

proje¢des 6timas para o seu proprio instrumento de politica monetdaria [67].

5As medidas de erro utilizadas foram as seguintes: Erro Relativo Médio (MRE, do inglés, Mean
Relative Error), Raiz Quadrada do Erro Quadratico Médio (RMSE, do inglés, Root Mean Square Error)

e o Erro Absoluto Médio (MAE, do inglés, Mean Absolute Error).
60 TOP 5 consiste nas cinco melhores Instituigdes Finaceiras participantes do Sistema de Expectativas

de Mercado do Banco Central do Brasil no que se refere a acuidade das projecdes.
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Capitulo

Conclusao

Neste trabalho de mestrado foram identificadas as preferéncias que tem orientado o
Banco Central do Brasil na conducado da Politica Monetéria. Para isso, o processo de-
cisério que envolve a escolha da taxa Selic foi modelado como um problema do regu-
lador linear-quadratico estocdstico, o que permitiu estabelecer uma correspondéncia

entre as preferéncias do Banco Central e os pesos que definem a sua fungdo perda.

Seguindo [6, 19, 23, 56], a estratégia utilizada consistiu em calibrar a fun¢do perda
da autoridade monetaria, de modo que a solugdo do seu problema de otimizagao resul-
tasse no melhor ajuste entre a politica real e a politica 6tima simulada. Entretanto, ao
invés de escolher os pesos pelo método usual de busca em malha, o presente trabalho

propos o uso de um algoritmo genético com codificagdo real.

Com respeito a gestdo de Henrique Meirelles, os resultados sugerem que o Banco
Central do Brasil praticou um regime de metas para a inflagao flexivel. Em consonancia
com as preferéncias obtidas para outros bancos centrais [26, 27, 45], o peso estimado
para o hiato do produto foi praticamente nulo, indicando que a sua presenca na regra
6tima deve-se a informagdo que ele contém sobre a inflagdo futura, e ndo que a sua
estabiliza¢do seja uma meta em si. Todavia, divergindo do trabalho de Aragoén e Por-
tugal [6], o peso obtido para a suavizagdo da taxa de juros se mostrou superior ao da

inflagao.
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7.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros

O trabalho realizado nesta dissertacdo pode ser incrementado de vérias maneiras. A
fim de descrever algumas delas, é 1til considerar o problema sob trés aspectos: Mode-

lagem, Métodos e Questdes.

711 Modelagem

Com respeito a modelagem matematica da economia e da politica monetaria, as agdes

que podem ser adotadas incluem:

(a) Acrescentar varidveis fiscais no modelo macroeconémico, tais como a divida pu-
blica e o superdvit primdrio, dada a relevancia dessas varidveis no processo de-

cisério do Copom [8];

(b) Considerar a meta de inflacdo na fungdo perda (em vez de * = 0), para que
ela possa ser estimada junto com as preferéncias e comparada com a meta oficial

anunciada pelo Banco Central;

(c) Incluir na fungdo perda um peso para o desvio da taxa Selic em relacdo ao valor
preconizado por uma regra simples de taxa de juros (regra de Taylor), tal como
faz o Norges Bank [4], a fim de tornar as proje¢des 6timas mais robustas frente a

ma-especificacdo do modelo.

7.1.2 Métodos

No que se refere aos métodos quantitativos, o presente trabalho pode ser melhorado

pelas seguintes medidas:
(a) Considerar outras formas de se estimar o hiato do produto, tais como o filtro
Kalman e a fungdo de produgdo, tendo em vista contornar o problema do filtro

HP conhecido como “efeito de borda”[13];
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(b) Utilizar outros critérios e procedimentos para selecionar as defasagens no mode-
lo, tais como o critério de Akaike ou a Simulacao fora da Amostra (SOQOS), a fim

de obter previsdes mais acuradas;

(c) Estimar em conjunto todas as equagdes do modelo macroecondmico pelo Método
dos Minimos Quadrados Generalizados, frente uma eventual correlacdo contem-

poranea entre os erros nas diferentes equagodes;

(d) Testar outras especificagdes para os operadores genéticos, com o intuito de me-

lhorar o desempenho do AG;

(e) Resolver a equagdo matricial algébrica de Riccati (5.20) utilizando o método de
Newton, ou métodos baseados em subespacos invariantes [72], para que o cdlculo
das aptiddes no algoritmo genético se dé de forma mais rapida, viabilizando as-

sim experimentos maiores.

7.1.3 Questoes

Por fim, no que tange aos temas de pesquisa, o instrumental teérico abordado nesta

dissertacdo pode ser dirigido para as seguintes questdes:

(a) Analisar as preferéncias monetdrias a partir de diferentes modelos, amostras e

métodos, a fim de avaliar a robustez das estimativas obtidas;

(b) Identificar as preferéncias monetarias durante o periodo em que Arminio Fraga
esteve na Presidéncia do Banco Central do Brasil, com o intuito de testar se houve

mudanca significativa de conduta entre a sua gestdo e a de Henrique Meirelles;

(c) Acrescentar outras varidveis na func¢do perda do Banco Central, tais como a divida
publica e a taxa de cambio, tendo em vista investigar se o controle dessas varidveis

constitui ou ndo uma meta implicita para a autoridade monetdaria brasileira.

101



Apéndice A

Distribui¢cOes de Probabilidade

Servindo como base para as demonstragdes realizadas ao longo do Capitulo 2, este
apéndice enuncia algumas defini¢des e teoremas referentes as distribui¢des normal,

qui-quadrado, F e t de Student.

1.1 Distribui¢ao Normal Multivariada

Defini¢dao A.1 (Distribui¢do Normal). Diz-se que um vetor aleatério x = (x1,...,Xn) tem
distribuigdo normal multivariada se existirem y € R" e X € M(n x n) simétrica definida

positiva tais que a fungio densidade de probabilidade de x é dada por:

1 1 e
109 = Gor g™ (o W= m) (A1)

Para indicar esse fato, escreve-se x ~ N(p, L).

Observagdo A.2. Se y e ¥ = o2 sdo escalares, entdo a funcio dada em (A.1) se reduz a

. (_M) , (A2)

2072

densidade da distribuicdo normal univariada

flx) =

Teorema A.3. Dado um vetor aleatério x = (x1,...,Xn), sejay = Bx+d, onded € R™ e

B € M(m x n). Nesse caso, se x ~ N(u,%) entdoy ~ N(Bu +d, BLB')

27102

Demonstrag¢ido: Ver Teorema C.1.1 em [25]. [ ]
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1.2 Distribui¢oes Correlatas

Defini¢ao A.4 (Distribui¢do Qui-quadrado). Diz-se que uma varidvel aleatéria w possui
distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade, w ~ x*(n), se w = z'z para z =

(Zl, ooy Zn) ~/ N(O, In).

Teorema A.5. Sejam z = (z1,...,zn) ~ N(0,I,) e M € M(n X n) uma matriz simétrica

idempotente com posto r. Entio z’ Mz ~ x2(r).

Demonstragiao: Ver Teorema C.3.3 em [25]. [

Definicao A.6 (Distribuicdo t de Student). Diz-se que uma varidvel aleatéria y possui dis-

tribuigdo t de Student com n graus de liberdade, y ~ t(n), sey = \/LT, sendo z ~ N(0, I,)
w/n

ew ~ x2(n).

Definicdo A.7 (Distribuicdo F). Diz-se que uma varidvel aleatéria y possui distribuicdo F
w1 /m

wy /17
emprega-se a notacio y ~ F(nq,ny).

sey = , onde wy ~ x%(n1) e wy ~ x%(ny) sdo varidveis independentes. Nesse caso,

As aplicagdes da distribuicdo F realizadas no Capitulo 1 tem como fundamento o

seguinte teorema.

Teorema A.8. Sejam z' Mz e 2’ Qz formas quadriticas idempodentes sobre o vetor aleatério

z = (z1,...,2n) ~ N(0,1,). Se MQ = 0 entdo essas varidveis aleatorias sdo independentes.

Demonstrag¢do: Ver Teorema C.4.1 em [25]. [ ]
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Apéndice

Filtro Hodrick-Prescott

Teoricamente, o hiato do produto é a diferenca entre o produto realizado e o produto
potencial. Na pratica, por se tratar de uma varidvel ndo-observavel, o produto po-
tencial custuma ser estimado como a tendéncia do produto realizado. Para extrair essa
tendéncia, nesta dissertac¢do, optou-se por utilizar o filtro Hodrick-Prescott (HP), tendo
em vista o seu extenso uso em aplicagdes do género, inclusive pelo Banco Central do
Brasil [10]. Este apéndice apresenta uma breve descri¢do sobre os principais aspectos

desse filtro.

2.0.1 Procedimento para Extracao da Tendéncia

Dada uma série de observagdes {y;}} ; ordenadas no tempo, considere a seguinte
decomposicao:
Yt =gi+c, para t=1,..,n, (B.1)

onde {g:}} ; é a tendéncia da série e {c;}} sdo as suas flutuagoes ciclicas.

Hodrick e Prescott [34] assumem como tendéncia a solugdo do seguinte problema de
otimizacao irrestrita:

n n—1
min {Z(yt — g+ A tZ; [(Te41 — &) — (&1 = Ttl)]z} : (B.2)

{1} =1

O primeiro termo em (B.2) é a soma dos quadrados dos desvios entre a série e a sua

tendéncia, medindo o grau de ajuste entre elas. Por sua vez, o segundo termo é a soma
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dos quadrados das diferengas entre componentes da prépria tendéncia, expressando

assim o seu grau de suavidade.

Para a anélise que segue, é ttil escrever o problema (B.2) em notagdo matricial:

ngnf (8)=Ww—-298) (y—g8) +A(Ag) (Ag) (B.3)
onde
(1 21 0 0..0 0 0] | e
01 -2 1.0 ..0 0 0 Y2 @
00 1 -21 0 0 0 Vs o
A — P y = , e g ey
(000 0 0001 -21| | g |

Nesses termos, observe que

f(g) = (y—98)(v—g) +A(Ag)'(Ag)
= yy—yg—gy+g's+AgA'Ag
= v —-2y'g+g's+Ag'A'Ag

Logo, diferenciando f com respeito a g e igualando o resultado a zero, obtém-se:

0 =—=2Y+ (L, +1,)g+A(A'A+ (A'A))g
= 0 =-2Y+2g+21A'Ag
= y =g+AAAg
= vy = (L, +AA'A)g
= ¢ =(L+1AA) Yy (B.4)

Por outro lado, sendo

% = 2y +29+21A"Ag

decorre que

P f , '
S oL, +2AAA = 2(I, + AAA),
0g?
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onde para todo x # 0 tem-se
x"2(I; + AA’A)x = 2(x'x + 2Ax' A’ Ax) = 2(x'x + 2A(Ax)'(Ax)) > 0, se A > 0.
Portanto, o vetor g especificado em (B.4) minimiza a fungdo f, sendo assumido como a

tendéncia de {y;}} ;. Como consequéncia imediata, pela equacao (B.1) o componente

ciclico dessa série é dado por:

¢ = y—g (B.5)
= y— (I, + \A'A) Yy (B.6)
= (Li— (L, +AA’A) Yy (B.7)

2.0.2 Estimacgao do PIB Potencial

O hiato do produto utilizada neste trabalho foi obtido aplicando-se o filtro HP a série
do logaritmo natural do PIB a pregos de mercado dessazonalizado (ano-base=1995),
referente ao periodo [2001/T3 - 2010/T2]. Seguindo [34], utilizou-se A = 1600, por
tratar-se de dados com periodicidade trimestral. A figura abaixo mostra a série do

produto junto com o componente tendencial obtido pelo filtro:

PIB a pregos de mercado (1995=100) dessazonallzado
160 T 1 T

|—PIB reallzado ---PIB potenC|aI |

150p - § ---- HEBRES
130} . D

{14/ SERE RENE mE R

o™ SN IR

02/T1 03/T1 04/T1 05/T1 06/T1 O7/T1 08/T1 09/T1 10/T1

Figura B.1: Produto Interno Bruto potencial obtido pelo Filtro HP
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