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GRANDE VICENTE, Daniela Maria. Memdrias autoassociativas esparsas em reticulados
completos com aplicacdes em reconstrucdo de imagens coloridas. 2011. 94 f. Dissertacdo
(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2011.

RESUMO

Uma Memdria Associativa (AM) € um modelo inspirado na forma com que o cérebro humano
armazena e recorda informacdes. Estes modelos sdo projetados para armazenar pares de
associacoes. Alem disso, uma AM deve ser capaz de recordar um padrdo memorizado mesmo
apos a apresentacdo de uma versao distorcida ou incompleta de um item memorizado. Esta
dissertacdo apresenta um estudo detalhado das Memdrias Autoassociativas Esparsas em
Reticulados Completos (MAERCS) que sdo equipadas com neurdnios que realizam operagoes
de dilatacdo e erosdo da morfologia matematica. Precisamente, a saida de um neurdnio é dado
ou pelo maximo ou pelo minimo de algumas de suas entradas. Estas memorias sdo
sintetizadas usando um esquema de armazenamento que geralmente fornece uma rede com
coneccdes esparsas. Portanto, em geral, elas requerem pouco esforco computacional. Além
disso, estes modelos sdo muito gerais, uma vez que necessitam somente de uma estrutura de
reticulado. Nesta dissertacdo sdo demonstrados resultados tedricos sobre a congergéncia,
capacidade de armazenamento e tolerancia a ruido das MAERCs. Uma caracterizacdo dos
pontos fixos desses modelos também é apresentada. Adicionalmente, é discutida a relacdo
entre as MAERCSs e as memorias associativas morfoldgicas introduzidas por Ritter e Sussner.

Por fim, foi estudada a aplicacdo das MAERCs para o armazenamento e recordagdo de
imagens coloridas. Existem diversas representaces para imagens coloridas como RGB, HSV,
HSL e CIELab. Além disso, diferentes esquemas ordenados podem ser definidos de forma a
obter uma estrutura de reticulado completo para o conjunto dos valores dos pixels nos
diferentes espagos de cores. Dessa forma, sdo apresentados resultados experimentais sobre o
desempenho das MAERCSs, definidas em diferentes combinacfes de espacos de cores e
esquemas ordenados, para a reconstrucdo de imagens coloridas corrompidas com ruido
pepper, gaussiano e impulsivo.

Palavras Chave: Memorias autoassociativas. Redes esparsas. Morfologia matematica.
Imagens coloridas.



GRANDE VICENTE, Daniela Maria. Memories autoassociativas sparse complete lattices
with applications in reconstruction of color images. 2011. 94 f. Dissertation (Master’s in
Applied and Computational Mathematics) - University of Londrina, Londrina, 2011.

ABSTRACT

An associative memory (AM) is a model inspired in the ability of the human brain to store
and recall information. These models are designed for the storage of pairs of associations.
Furthermore, an AM must to be able to recall a stored pattern even after the presentation ofan
incomplete or distorted version ofa memorized item. This dissertation presents a detailed
study of sparsely connected autoassociative lattice memories (SCALMs), which are AMs
equipped with neurons that perform either a dilation or an erosion of mathematical
morphology. Precisely, the output of a single neuron is given by either the maximun or the
minimun of some of its inputs. These memories are synthesized using a recording recipe that
usually yields a sparsely connected network. Therefore, they often require few computational
resources. Furthermore, these models are very general because they rely only on a lattice
structure. In this work, we demonstrate some theoretical results concerning the convergence,
storage capacity, and noise tolerance of SCALMs. We also characterize the fixed points of
these memory models. Moreover, we discuss the relationship between the SCALMs and the
autoassociative morphological memories introduced by Ritter and Sussner. Finally, we
investigate the application of SCALMs for the storage and recall of color images. There exist
several representations of color images such as the RGB, HSV, HSL and CIELab color
models. Furthermore, several different ordering schemes can be defined in order to obtain a
complete lattice structure on the set of pixels values in different color spaces. Therefore, we
present experimental results on the performance of SCALMs, defined on different
combinations of color spaces and ordered schemes, for the reconstruction of color images
corrupted by pepper, Gaussian and impulsive noise.

Keywords: Autoassociative memories. Sparsely connected neural networks. Mathematical
morphology. Color images.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Uma memoria associativa € um sistema que permite uma determinada informacdo ser as-
sociada com outra. Estudos de como o cérebro humano € capaz de armazenar e recordar in-
formacdo tem levado a varios modelos de redes neurais que atuam como memoria associativa
[6. 18]. O objetivo principal destas memorias € a recuperacdo de padrdes corrompidos ou in-
completos apresentados como dados de entrada . Aplicacdes de memorias associativas incluem
problemas de classificacdo [51, 66], previsdo [53. 54]. controle [27. 28], visdo computacional
[14. 39, 40] e reconhecimento de padroes [64. 65].

Na década de 90, Ritter e Sussner introduziram a classe das memdrias associativas morfo-
logicas (MAMSs) [36. 37. 38]. Estas MAMSs sdo definidas em termos de operacdes matriciais
definidas numa sub-algebra da algebra de imagens, chamada algebra minimax [41]. onde as
operacdes de soma e multiplicacdo sdo substituidas por operacdes de reticulados. Como conse-
quéncia, as propriedades desta classe de memorias sdo muito diferentes dos modelos de redes
neurais tradicionais. Por exemplo, as MAMs exibem otima capacidade absoluta de armazena-
mento e convergéncia em uma unica iteracdo no caso autoassociativo. Além disso. estes mode-
los de memoria tem sido efetivamente usados para reconstrucdo de imagens em tons de cinza
[51]. Entretanto as MAMSs originais de Rifter e Sussner nao sio indicadas para a reconstrucio de
grandes imagens coloridas, pois requerem uma grande quantidade de recursos computacionais.

Nos ultimos anos diversos estudos tem levado ao desenvolvimento de modelos de memorias
associafivas (AMs) para o armazenamento e recordacdo de imagens coloridas [32. 58. 67].
Sabemos que existem duas abordagens para generalizar modelos em tons de cinza para padrdes
coloridos. A primeira, baseia-se na representacdo de imagens digitais coloridas onde o valor de
cada pixel colorido varia de 0 a 2** — 1. Esta técnica tem sido usada por Monteros e Azuela
para o armazenamento de imagens coloridas no modelo associativo com sinapses dinamicas
[32]. A segunda abordagem & baseada no sistema RGB, onde uma cor € representada por
intensidades de vermelho. verde e azul. Portanto, uma imagem colorida pode ser decomposta
em trés imagens em tons de cinza. Esta segunda técnica armazena separadamente trés imagens
em tons de cinza, uma em cada memoria associativa, e foi empregada por Zheng et al. para o

armazenamento de imagens coloridas na classe das redes neurais de Cohen-Grossberg [67].

Neste trabalho estudamos a classe das memdrias autoassociativas esparsas em reticulados
completos (MAERCS), anteriormente denominadas memorias autoassociativas morfologicas
esparsas mulfivalor, que ndo baseiam-se em modelos em tons de cinza [58]. Estas memorias
tem como objetivo o armazenamento e recordacdo de padrdes definidos em reticulados comple-

tos, que incluem imagens coloridas como caso particular.
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As memorias autoassociativas esparsas em reficulados completos sdo constituidas por uma
simples camada de n neurdnios. onde cada neurdnio realiza uma operacdo de dilatacido oun
erosio da merfologia matematica. uma teoria muito usada para a analise de forma e estrutura
de imagens e sinais [44, 46]. Precisamente, a saida de um neurdnio € dado pelo maximo oun
minimo dos padrdes de entrada. Observamos que estes modelos sdo muito gerais, uma vez que
sdo baseados somente em uma estrutura de reticulado. ou seja, um esquema ordenado onde as
operacdes de supremo e infimo estdo bem definidas.

TUma das principais vantagens destes modelos se refere ao seu aspecto computacional. Estas
memorias sdo sinfetizadas usando um esquema de armazenamento que geralmente fornece uma
rede com coneccdes esparsas, € requer muito menos recursos computacionais que oufros mode-
los de memoria associativa. Por exemplo. para armazenar doze imagens coloridas de tamanho
512 x 512 pixels, nos modelos de memorias autoassociativas esparsas em reticulados completos
usando a ordem lexicografica no sistema RGB, foram gastos num certo experimento computa-
cional aproximadamente 162 MB de espaco de memoria. Em confrapartida. aproximadamente
384 GB de espaco de memdria seriam necessarios para o armazenamento das mesmas imagens
coloridas numa MAM classica. Supondo que cada canal de cor € armazenado numa memoria
diferente e que os pesos sinapticos sido representados usando inteiros com 16 bits [58].

Assim como as MAMSs em tons de cinza, as memorias autoassociativas esparsas em reticu-
lados completos tambem exibem caracteristicas desejaveis como ofima capacidade absoluta de
armazenamento e convergéncia em uma tnica iteracdo se usado com feedback [58]. Entretanto,
as memorias baseadas nas operagdes de supremo sdo capazes de recordar um padrdo original
somente se o padrio de entrada for menor ou igual ao padrao de saida desejado. Dualmente,
uma memoria baseada nas operacdes de infimo recorda um padrio original somente se o padrdo
de entrada for maior ou igual ao padrdo original. Em vista disto. a tolerancia a ruido desta
classe de memorias depende de uma estrutura de reticulado para as cores. ou seja, um esquema
ordenado que induzira a uma estrutura de reticulado.

Existem na literatura diversos esquemas ordenados com o proposito de ordenar padrdes mul-
tivalor, incluindo as ordens marginal. lexicografica e a—modulo, sendo a ordem lexicografica
a mais usada devido as suas propriedades [3. 4. 5]. Além disso, existem varias representacdes
de sistemas de cores para imagens coloridas. Faremos uma breve discussio sobre os sistemas
RGB. HSV, HSL. CIELab e a transformacio de Karhunen-Loéve [1. 2, 13, 17]. com o proposito
de combinar os diferentes espacos de cores e esquemas ordenados a fim de obter uma estrutura
de reticulado.

Em suma. nesta dissertacio apresentaremos resultados tedricos sobre a capacidade de ar-
mazenamento e tolerancia a ruido desta classe de memorias, baseadas em diferentes combi-
nacdes de espacos de cores e esquemas ordenados. Tambem faremos experimentos computa-
cionais para avaliar o desempenho destas memorias quando padrdes corrompidos com ruido

tipo pepper. gaussiano e impulsivo sdo introduzidos como dados de entrada.
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1.1 OBJETIVOS E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Neste trabalho temos o objetivo de fornecer resultados teoricos, bem como resultados ex-
perimentais sobre a capacidade de armazenamento e tolerancia a ruido das memorias autoas-
sociafivas esparsas em reticulados completos (MAERCS). baseadas em diversas combinacdes
de sistemas de cores e esquemas ordenados. Especificamente, os objetivos desta dissertacdo de

mestrado sdo:

1. Demonstrar que as memorias autoassociativas esparsas em reticulados possuem as mes-

mas caracteristicas que as MAMSs de Rifter e Sussner no caso autoassociativo, como:

i. Convergéncia em uma nica iteracao;
ii. Pode-se armazenar quantos padrdes forem desejados;

iii. Os padrdes recordados pelas memorias baseadas nas operacdes de supremo repre-
sentam o menor ponto fixo do modelo maior ou igual ao padrio de entrada. Por
dualidade, os padroes recordados pelas memorias baseadas nas operacdes de infimo

representam o maior ponto fixo do modelo menor ou igual ao padrio de entrada:

iv. O conjunto dos pontos fixos incluem os padrdes originais no conjunto de memorias
fundamentais, bem como um grande nimero de padrdes espiirios;

2. Os itens listados acima aparecem sem demonstracdo e para um reticulado completo par-
ticular em [58]. Nesta dissertacdo provamos e generalizamos estes resultados para um

reticulado completo V arbitrario.

3. Estabelecer uma relacio entre as MAMSs em fons de cinza e as memorias autoassociativas

esparsas em reticulados;

4. Investigar o desempenho das memadrias autoassociativas esparsas em reticulados, baseadas
em diferentes combinacdes de espacos de cores e esquemas ordenados, para a reconstru-

cdo de imagens coloridas corrompidas com ruido pepper, gaussiano e impulsivo.

Esta dissertacdo de mestrado esta dividida em 6 capitulos. No capitulo 2 revisamos os prin-
cipais conceitos da morfologia matematica bem como a estrutura matematica em que esta teoria
esta baseada. que sdo os reticulados completos. Especificamente, sdo apresentados os opera-
dores elementares da morfologia matematica, dilatacdo e erosdo, a relacdo de dualidade com
respeito a adjuncdo e as operacdes de abertura e fechamento. Também sdo definidos operado-
res de dilatacdo e erosdo para imagens multivalor, que incluem imagens coloridas como caso

particular.

O capitulo 3 apresenta uma breve revisdo dos modelos de memorias associativas morfolo-

gicas introduzidas por Rifter e Sussner [36, 38]. Em particular, no caso autoassociativo, revé-se
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alguns resultados que caracterizam os pontos fixos das memorias autoassociativas morfologicas
em tons de cinza [51]. Este capitulo também apresenta uma discussdo detalhada das memorias
autoassociativas esparsas em reticulados introduzidas por Valle [58], incluindo resultados teori-
cos sobre a capacidade de armazenamento e tolerancia a ruido desta classe de memorias. Por
fim. uma relacédo entre as MAMSs em tons de cinza e as memorias autoassociativas esparsas em
reticulados € estabelecida. Para efeitos de organizacio, os resultados novos estdo apresentados
na forma de feoremas enquanto que resultados encontrados na literatura estdo apresentados na
forma de proposicoes.

O capitulo 4 tem como objetivo apresentar alguns sistemas de cores para imagens coloridas,
como RGB. HSV, HSL e CIELab. Também discute a transformacao de Karhunen-Loegve, que
resulta num sistema de coordenadas ortogonal em que as componentes sdo descorrelacionadas.
Adicionalmente, em cada espaco de cor sdo apresentados esquemas ordenados que fornecem
uma estrutura de reticulado completo para o conjunto das cores.

O capitulo 5 contém varios experimentos computacionais aplicando as memorias autoas-
sociativas esparsas em reticulados para a reconstrucido de imagens coloridas corrompidas com
ruido pepper, gaussiano e impulsivo. Para uma melhor comparacdo entre os modelos de me-
morias sintetizados. sdo gerados graficos a fim de comparar os diferentes modelos de memoria.
Terminamos a dissertacdo no capitulo 6 com a conclusio.

Finalmente, como fiutos desta dissertacdo de mestrado. a autora e seu orientador subme-
teram um artigo para o congresso internacional de redes neurais, Infernational Joint Confer-
ence on Neural Networks, San Jose, California, July 31 - August 5, 2011, intitulado: Some
Experimental Results on Sparsely Connected Aufoassociative Morphological Memories for the
Reconstruction of Color Images Corrupted by Either Impulsive or Gaussian Noise. Além disso,

esta em elaboracdo um artigo de revista.
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CAPITULO 2
CONCEITOS BASICOS DA MORFOLOGIA MATEMATICA EM
RETICULADO COMPLETO

A Morfologia Matematica (MM) € uma teoria empregada no processamento e analise de
objetos ou imagens. Suas aplicagdes abrangem textura. segmentacdo. detecgdo de bordas, re-
construgdo de imagens, decomposicio de sinais entre outros [44, 46].

Essa teoria foi infroduzida por Matheron e Serra [30, 44, 45]. que desenvolveram uma
colecdo de ferramentas, chamados de operadores morfologicos, que se mostraram extrema-
mente eficazes na analise de forma e estrutura em imagens binarias. Estas ferramentas estdo
baseadas nos trabalhos de Minkowski e Hadwiger [15. 31]. Diversas abordagens foram pro-
postas para generaliza-la para imagens em tons de cinza. tais como a abordagem da umbra e
threshold [50]. Posteriormente os mesmos conceitos foram estendidos para imagens coloridas
e mais geralmente para imagens multivalor [4].

A morfologia matematica pode ser bem conduzida numa estrutura matematica chamada
reticulado completo [42, 45]. Neste capitulo revisamos os principais conceitos da teoria dos

reticulados completos como base para os operadores elementares da morfologia matematica.

2.1 RETICULADOS COMPLETOS

A teoria dos reticulados completos esta interessada na estrutura algébrica que surge ao impor
algum tipo de ordem a um conjunto [7]. Lembremos a definicdo de conjuntos parcialmente

ordenados.

Definicio 2.1. Dado um conjunto ndo vazio L, uma relacdo de ordem < em L é dito uma ordem

parcial se as seguintes propriedades sdo satisfeitas para todo .y, z € L.
1. Reflexividade: © < x;
2. Anfi-Simetria: r <y e Yy <r= r =1y

3. Transifividade: r <y e y<z= r < 2
Uma relacdo de ordem parcial diz-se total ou linear se para todo x,y € L, tem-se exclusi-

vamente v < youxr = 1.

Um conjunto L. munido de uma ordem parcial é dito um conjunto parcialmente ordenado.
ou poset. Seja L um conjunto parcialmente ordenado e X C L. Um elemento a € L é dito um
limitante inferior. ou cota inferior de X.sea < r .V € X. Da mesma forma. um elemento
b € L é um limitante superior. ou cota superiorde X.se b > r . ¥z € X. Note que a e bndo

necessariamente lJEl'TEIlCElD aX.
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O menor elemento de X, se existe. é uma cota inferior de X. Se o conjunto das cotas
inferiores de X. que ¢ um subconjunto de L. contém um maior elemento ag. entdo este elemento

¢ chamado a maior cota inferior, ou infimo, de X e satisfaz:
(i) ap <z Y e X, ouseja. ag é uma cota inferior de X;
(ii) a < ag para toda cota inferior a de X.

De forma analoga se define o conceito de supremo de conjunto. Um elemento by € L
chama-se supremo de um conjunto X' quando by € a menor das cotas superiores de X em L.

Assim € necessario e suficiente que sejam satisfeitas as duas condicdes abaixo:

(i »<b Yx e X.ouseja. béuma cota superior de X:
(ii) by < b para toda cota superior b de X.

Observamos que o infimo e o supremo de wm conjunto, se existem. sdo unicos. Denotamos
o infimo de X por A X ou A\;_, r; quando X = {xz; : j € J} para algum conjunto de indices
J. e o supremo de X por \/ X ou\/

jed Ly
Definicio 2.2 (Reticulado e Reticulado Completo [7, 22]). Um conjunto parcialmente ordenado
L é um reticulado se todo subconjunto finito de 1. admitiv um supremo e um infimo em .. Um

reticulado L é completo se todo subconjunto, finito ou infinito, de L admitir supremo e infimo

em L.

O conjunto dos numeros reais R € um exemplo de um reticulado. mas ndo € completo. pois
nio possui maior € menor elemento. Para obter um reticulado completo precisamos adicionar
ao conjunto dos numeros reais os simbolos —oo e 0o, representando o menor e maior elemento
do conjunto Ry, = RU {—00, +00}. Analogamente, Z, ., = Z U {—oc, +00} é também um
exemplo de um reticulado completo.

Um reticulado L. é limitado se possui um elemento minimo e um elemento maximo. De-
notemos por O, ou alternativamente por —oo o elemento minimo e por 1y, ou +00 o elemento
méximo. Em um reticulado limitado definimos \/# = 0, e A0 = 1.. Note que todo
reticulado completo € limitado.

Um conjunto M C L. onde LL € um reticulado. é chamado subreticulado se para quaisquer
dois elementos x,y € M tivermos z vV y € Me z A y € M. Além disso, se para todo X C M
tem-se \/ X € M e A X € M. entdo M ¢ chamado subreficulado completo. Por exemplo. o

intervalo fechado [a,b] C R, é um subreticulado completo sobre a ordem usual.

Definicdo 2.3 (Inf-fechado e Sup-fechado [7. 22]). Seja X um subconjunto de um reticulado
completo L, entdo dizemos que X é inf-fechado se todo subconjunto de X possui um infimo em
X. Por dualidade, X é chamado sup-fechado se o supremo de qualquer subconjunto de X esta

contido em X.
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2.1.1 Extensdo de Reticulado Limitado com Ordem de Grupo

Operacdes basicas, como por exemplo adicdo. podem ser definidas em reticulados, além
das operacdes de supremo e infimo. se tivermos uma estrutura de grupo. Consideremos um
reticulado arbitrario L.. Segundo Birkhoff [7]. L é um reficulado com ordem de grupo ou um
I-grupo se L é um grupo com uma certa operacdo (a notacdo aditiva sera usada para operar no
grupo) e se toda translacdo de grupo € isotona. Uma translacdo de grupo € isotona se a seguinte

condic¢do for satisfeita para todo r e y em LL tal que = < y:
a+r+b<a+y+b Vabel. (2.1)

Observamos que o tnico reticulado com ordem de grupo que € também um reticulado limitado
¢ o grupo frivial {0}, onde 0 denota o elemento neutro da operagio adigdo [7].

Na teoria matematica da algebra minimax [8], estruturas algébricas denominadas blogs -
“bounded lattice ordered groups™. que sdo definidos por um reticulado limitado G cujo conjunto
dos elementos finitos F = G\ {+o00, —oo} forma um l-grupo. onde o simbolo +oo denota o
\/ G. o maior elemento de G, e o simbolo —oo denota o A . o menor elemento de G, sugere
a existéncia de estruturas de grupos em reticulados limitados diferente de {0}. Em [48] essa
estrutura € chamada extensdo de reficulado limitado com ordem de griupo (ou extensdo de
I-grupo) ao invés de blog. No caso onde a extensdo de l-grupo G € um reticulado completo
dizemos extensdo de I-grupo completo.

Para que a definicdo de extensdo de l-grupo G seja consistente é necessario definir duas

operacdes “+ e “+'” como segue:

(—o0) + (+00) = (+00) + (—00) = —o0, (2.2)

(—o0) +' (+00) = (+00) +' (—00) = +cc. (2.3)

Desta forma. um l-grupo estendido pode ser denotado por (G, vV, A, +, +'). Exemplos de exten-
soes de l-grupos completos totalmente ordenados sdo (R, vV, A+, +') e (Lo, V, AL+, +)
onde + e +' coincidem com a operacdo usual de adicdo em .

A teoria da algebra minimax inclui a teoria da conjugacdo [8]. Numa extensido de l-grupo

completo, um elemento z € G corresponde a um elemento z* € (& chamado de conjugado de

r. definido como:

r* =4 —00, se I =400, (2.4)
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onde —z denota o inverso aditivode = € F.
Uma matriz A € G™*" comresponde a uma matriz conjugada A* € G™*™, onde cada

componente a;; de A* é dado por
ﬂ:j - (aj‘f)*‘ (35)
Logo (A*)* = A

As operacdes de maximo e minimo entre duas matrizes de dimensdes compativeis € reali-
zada componente a componente. Por exemplo, C' = AV B ¢ dada por ¢;; = [a;; V by;]. para
A B € G™*". De maneira semelhante. diz-se que A ¢ menor ou igual a B. denotado por
A < B. e A estritamente menor que B. denotado por A < B. se e somente se para cada entrada
das matrizes tem-se a;; < b;; e a;; < b;;. respectivamente.

Os modelos de memorias associativas morfologicas, discutidos no proximo capitulo, uti-
lizam dois tipos de produtos de matrizes. Sejam as matrizes. A de dimensdo m x pe B de
dimensdo p x n. com entradas em (. o produto-maximo de A por B é definido como a matriz
' = AWM B. e o produto-minimo de A por B é definido como a matriz ) = AR B. e sdo

dadas pelas seguintes equacdes:
P P
ciy=\/ (am+b) e /\ (air +" brs). (2.6)
k=1 k=1

A partir das definicdes anteriores, uma elegante relacao de dualidade entre as operagdes de

matrizes [8] sdo dadas por
(AMB)"=B"RA" ¢ (AAB)"=B"MA", (2.7)

para matrizes A e B de dimensdes apropriadas com entradas em R .

2.1.2 Operadores em Reticulados Completos

Neste trabalho usaremos a terminologia operador para uma aplicacio entre dois reticulados
completos. Estamos interessados em operadores com algumas propriedades especificas, tais
como operadores que preservam a ordem e que comutam com as operacdes de supremo e infimo.

Eis algumas defini¢cdes que nos serdo uteis.

Definicio 2.4 (Operadores Crescentes e Decrescentes). Sejam L. e M reticulados completos. O

operador V) : . — W é chamado:

1. crescente se x < y implica V(x) < v(y) para todo x,y € L;

2. decrescente se © < y implica U/(z) > ¢(y) para todo =,y € L;
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Definicio 2.5 (Endomorfismo [7]). Sejam ¢ : . — 1. um operador num reticulado completo
L. Dizemos que ¢ é um endomorfismo em um reticulado completo L se as seguintes equacdes

sdo verdadeiras para todo subconjunto X C L:

s(VX)= Vo) e o(AX)= N o). 28)

xeX xeX

Definicio 2.6 (Dominio de invaridncia de um operador). Seja v um operador em L e seja = um
elemento de L tal que 1V)(x) = x entdo x é um ponto fixo de 1 ou, alternativamente, dizemos
que T é invariante sobre 1. O conjunto de todos os elementos invariantes sobre 1) é denotado

por Inv(v) e chamado de dominio invariante de ).

Definicio 2.7 (Operadores Extensivos e Anti-extensivos). Seja . um reticulado completo. Um

operador 1) em L é chamado:
1. extensivo se V)(x) > x para todo x € L;
2. anti-extensivo se V(x) < x para todo = € L.

Operadores que comutam com as operacdes de supremo e infimo desempenham um papel
importante na MM. No contexto de reticulado completo. tem-se a seguinte definicdo algébrica

para estes operadores.

Definicdo 2.8 (Dilatacdo e Erosdo [22. 23. 45]). Sejam L, M reticulados completos. Um ope-

rador 6 : L. — W, que satisfaz a seguinte equagdo, para todo X C L, é chamado de dilatagdo.

5 (\/ X) -\ (). (2.9)

reX

De forma andloga, um operador ¢ : . — M representa uma erosdo se satisfaz a seguinte
equacdo, para todo X C L.

£ (/\X) = /\ 2(x). (2.10)

reX

Em outras palavras. um operador 4 representa uma dilatacdo quando comuta com a ope-
racdo de supremo, e um operador £ representa um erosdo quando comuta com a operacio de
infimo. Na literatura existem varios outros operadores morfologicos que podem ser obtidos
combinando estes dois operadores elementares, mas neste trabalho focamos somente nos ope-
radores de dilatacdo e erosdo. e nos operadores de abertura e fechamento definidos na secdo
2.1.4.
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2.1.3 Adjuncao
A adjuncio desempenha um papel importante na teoria dos operadores morfologicos. Os

operadores de dilatacdo e erosdo estdo geralmente relacionados por meio de uma relacio de

dualidade [7]. que pode ser baseada no conceito de adjuncio [22].

Definicio 2.9 (Adjuncdo [22. 23. 45]). Sejam L e M reticulados completos. Considere os
operadores s : L. — M ed : M — L. O par (e, ) representa uma adjungdo entre L e I se

dy)<r <= y<e(z), (2.11)

para todo r € L e para todo y € WL

A seguinte proposicdo mostra que a adjuncéo representa um conceito de dualidade entre os

operadores de dilatacdo e erosio.

Proposicio 2.1 (Adjuncio. Dilatacdo e Erosdo [22, 23. 45]). Sejam L e M reticulados comple-
tos e considere os operadores = : L. — Wled : M — L.

1. Se (z,0) é uma adjungdo entre L. e I, entdo = é uma erosdo e 4 é uma dilatagdo.

2. Para toda dilatagdo 0 existe uma tinica erosdo < tal que (=,0) forma uma adjun¢do. A

erosdo adjunta é dada por:
e(z) = \/{y e M : §(y) < =} (2.12)

3. Para toda erosdo = existe uma tinica dilatagdo 6 tal que (=, ) forma uma adjungdo. A
dilatacdo adjunta é dada por:

3(y) = Nz eL:y <e(x)}. (2.13)

A proposicdo acima garante que existe uma unica erosdo via adjuncio que pode ser associa-

da com uma certa dilatacdo, e vice-versa.

2.1.4 Aberturas e Fechamentos

Aberturas e fechamentos sdo operacdes que ocorrem em varios ramos da matematica, como
na topologia. Por exemplo. seja £’ um espago topologico. todo subconjunto X C FE pode ser
associado com seu interior. int(.X ). que é o maior conjunto aberto contido em X. Da mesma
forma. X pode ser associado ao seu fecho X, que é o menor conjunto fechado contendo X.

Neste caso a aplicacdo que leva um conjunto em seu interior € uma abertura e a aplicacdo que
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leva um conjunto em seu fecho € um fechamento [43]. As proposicdes seguintes sdo encontradas
em [22].

Definicio 2.10 (Abertura e Fechamento [43]). Um operador 1 : . — L, onde 1. é um reticu-

lado completo, é chamado:
1. idempotente se 1° = 1;
2. uma abertura se 1 é crescente, anti-extensivo e idempotente;
3. um fechamento se 1) é crescente, extensivo e idempotente.

Proposicio 2.2. Seja L um reticulado completo.

1. Se A é uma abertura em L, entdo Inv(.A) é sup-fechado e

A(z) = \/{y € Inv(A) 1y < z}. (2.14)
2. Se B é um fechamento em L, entdo Inv(B) é inf-fechado e

B(z) = \{y € Inv(B) : y > z}. (2.15)

A proposic¢do anterior afirma que todo subconjunto X C Inv(.A). onde .4 é uma aber-
tura. possui um supremo em /nv(.A). Por dualidade, todo subconjunto X C Inv(B), onde
B € um fechamento. possui um infimo em [nv(B). O resultado seguinte relaciona aberturas e

fechamentos com seus respectivos dominios de invariancia.
Proposicio 2.3. Seja L um reticulado completo:

a-) Sejam Ay, A, aberturas em L. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

@) Ai(z) < Ay(z) Vzels
(i) Inv(Ay) C Inv(Asz),
em particular, A;(r) = As(x), ¥V x € L, se e somente se Inv(A;) = Inv(As).

b-) Sejam B, B; fechamentos em L. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

@) Bi(z) > By(z) Yz €L

(i) Inv(B;) C Inv(B,),
em particular, By () = By(z), ¥V x € L, se e somente se Inv(B;) = Inv(B,).

Nas secOes anteriores apresentamos a caracterizacao da morfologia matematica sobre a es-
trutura dos reticulados completos numa forma algébrica. Contudo. a morfologia matematica.
especificamente a MM binaria. ndo surgiu dessa abordagem. Na proxima secio mostraremos o

sentido infuitivo no qual surgin a morfologia matematica.
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2.2 DILATAGAO E EROSAO PARA IMAGENS BINARIAS

A morfologia matematica inicialmente foi desenvolvida como uma ferramenta para a analise
de imagens binarias. Uma imagem binaria A ¢ identificada como um subconjunto de X. onde
X denota o espago Euclidiano R? ou o espago Z9 [55].

Os operadores elementares da morfologia matematica binaria. erosao e dilatacido. podem
ser descritos respectivamente em termos de inclusdes e intersecoes entre conjuntos. Especifi-
camente, estes operadores sdo associados com um subconjunto S de X. chamado de elemento
estruturante (SE), que pode ser visto como uma imagem de acordo com a definicdo de imagem
binaria acima.

Sejam A C X uma imagem binaria e S C X um elemento estruturante binario. A erosio
binaria £g(A ., S) e a dilatacdo binaria D(A, S) de uma imagem A pelo elemento estruturante
S sdo definidas em termos de translacdes e reflexdes de conjuntos. Por exemplo, a translagdo
Sx de S por x € X é dado por Sx = {s +x :s € S}, e areflexdo de S em torno da origem &
dadaporS = {—s € X : s € S}. e S, denota a translagido de S por x. Assim a erosio £z(A, S)

e a dilatacdo Di(A, S) de uma imagem binaria A por um elemento estruturante S sdo definidas

como [55]
Es(A,S)={xeX:S. CA}=[)A., (2.16)
s£8
Dp(A,S) ={x e X:5NA#0} = JA. = | Sa. (2.17)
58 acA

Observamos que as equacdes (2.16) e (2.17) correspondem, respectivamente, a subtracdo
e a adicdo de Minkowski [31. 44]. Uma erosdo binaria, dada pela equacido (2.16), calcula
em quais pontos X do espaco X um elemento estruturante S esta incluso em uma imagem
A, enquanto que uma dilatacdo binaria, dada pela equacio (2.17), mede em quais pontos o
elemento estruturante refletido S se intercepta com a imagem A. A Figura 2.1 mostra um
exemplo de erosdo e dilatacdo de uma imagem binaria onde o elemento estruturante € o disco
de raio 11 pixels.

As defini¢des de erosdo e dilatacdo binaria dadas pelas equacgdes (2.16) e (2.17) satisfazem
as definicoes de erosido e dilatacdo algébrica, dadas pelas equacdes (2.10) e (2.9), respectiva-
mente, para um elemento estruturante S fixo. De fato, os operadores M e U representam as
operacdes de infimo e supremo no reticulado completo P(X) (conjuntos de todos os subcon-
juntos de X). Desta forma. as operacdes de erosdo e dilatacdo binaria também representam uma
erosdo e uma dilatacdo no sentido algébrico.

Posteriormente diversas abordagens foram propostas para estender a MM binaria para ima-

gens em tons de cinza e imagens multivalor [4, 22, 44].
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Figura 2.1 —(a) Imagem original binaria (256 X 256 pixels), (b) Elemento estruturante: disco
de raio 11 pixels, (c) Imagem original erodida pelo elemento estruturante, (d)
Imagem original dilatada pelo elemento estruturante.

(a) imagem original (b) elemento estruturante
* e
> 4
. »
¢
é
. .l
e ©
(c) imagem erodida (d) imagem dilatada

2.3 DILATACAO E EROSAO PARA IMAGENS MULTIVALOR

Em termos gerais, uma imagem X é uma funcdo x : D — V onde V é um conjunto
de valores e D um conjunto de pontos. Embora cada valor x(d) de uma imagem X seja um
elemento de V. x(d) pode ser composto de varios valores. como por exemplo. se V = R,
entdo x(d) = (z1(d),...,: r,(d)). paracadai =1,..., v, onde r;(d) € R. Formalmente, se o
conjunto V pode ser escrito como o produto cartesiano V = [];_, V.. com v > 1. entdo V é
chamado conjunto multivalor. Logo. uma imagem multivalor é uma funcio x : D — V. onde
W € um conjunto com multiplos valores [41].

No contexto de reticulados completos. uma imagem X ¢ uma funcdo de um dominio
espacial D em um reticulado completo V. Por exemplo. tem-se uma imagem em tons de cinza
se V é um subconjunto de R, ou Z. ... No caso onde V sdo subconjuntos de BY _ ou Z!__.
para v > 1, tem-se uma imagem multivalor. Lembrando que uma imagem multivalor € um caso

particular de imagem colorida.



Consideramos. neste trabalho, somente dominios espaciais finitos. assim D = {d,ds. . ..,
d, }. Neste caso, uma imagem x corresponde a um vetor [xy, Xg, .. ., X,,] € V", onde x; = x(d;)
paratodoj=1,...,n.

Assumimos que V". o conjunto onde pertencem as memorias fundamentais, é dado pelo
produto cartesiano de um reticulado completo V. ou seja. V" = ¥V x ... x V. Lembrando
que V & um reticulado completo munido de uma ordem parcial < tal que todo subconjunto nio

vazio X C V tem um supremo e um infimo em V. Como veremos no capitulo 4. o conjunto

dos valores dos pixels das imagens coloridas pode ser dotado de uma ordem que fornece uma
estrutura de reticulado completo.

Desta forma, podemos definir operadores d e = de V" em V como segue. para todo conjunto
de indices J, K C {1,2,...,n}:

d(x) = v X ; e £(x) = /\ X - (2.18)
JET kekl
Os operadores 4 e £ definidos acima, comutam com a operacdo de supremo e infimo. respecti-

vamente. Portanto, tem-se a seguinte proposicio [58]:

Proposicio 2.4. Os operadores 6,2 : V" — V dados por (2.18) sdo, respectivamente, uma

dilatag¢do e uma erosdo para todo conjunto de indices 1. K C {1,2,...,n}.

Demonstragdo. A demonstracdo segue do fato que as operacdes de supremo e infimo serem

associativas e idempotentes.

Note que os operadores de dilatacdo e erosdo definidos em (2.18) dependem somente de um
reticulado completo. ou seja, um esquema ordenado para os elementos de V. Se os elementos
de V tem v > 1 valores. como no caso de imagens coloridas. se torna necessario definir uma
ordem para estes dados com multivalores. No capitulo 4 veremos alguns esquemas ordenados.

que fornecem numa estrutura de reticulado completo para o conjunto das cores.
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CAPITULO 3
TEORIA GERAL DAS MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS

Este capitulo contém uma breve revisdo sobre as memorias associativas morfologicas em
tons de cinza, introduzidas por Ritter e Sussner [36, 37, 38, 51]. voltando a atencao para o caso
autoassociativo. Depois, uma discussio detalhada das memorias autoassociativas esparsas em
reticulados introduzidas por Valle [58] € apresentada, incluindo a demonstracio de teoremas
gobre a capacidade de armazenamento e tolerancia a ruido. O capitulo termina estabelecendo
uma relacio entre as MAMs em tons de cinza e as memorias autoassociativas esparsas em

reticulados.

3.1 MEMORIAS ASSOCIATIVAS NEURAIS

Memorias associativas (AMs) sdo modelos inspirados na forma com que as informacoes sdo
armazenadas e recordadas pelo cérebro. Por exemplo. ao vermos algumas cenas de um filme
que ja assistimos, nos recordamos da historia do filme, ou parte dele. Investigacdes de como
o ceérebro € capaz de fazer tais associacdes tem levado a varios modelos de redes neurais que
atuam como memorias associativas [38].

Uma memoria associativa € um modelo que armazena pares de associagdes (X,y ). onde
x € X ey € ). O conjunto finito de p pares de associacdes {(x¢,y¢) : £ = 1,...,p} é
chamado conjunto das memorias fundamentais. A entrada do sistema (vefor x) € conhecido
como padrdo de entrada e a saida (vetor y) ¢ chamado padrdo recordado.

Um modelo de memoria associativa pode ser descrito, matematicamente, como: dado um
conjunto finito de memoérias fundamentais {(x*,y*) : £ = 1,...,p} a ser armazenado, o obje-
tivo é determinar uma aplicacdo (' tal que ((x?) = y* paratodo £ = 1,...,p. Além disso. a
aplicacdo (& deve ser capaz de recordar wm padrdo memorizado. mesmo que seja apresentado
um padrido ruidoso ou incompleto. Assim. se X* € uma versio ruidosa ou incompleta de x*,

deseja-se que X* e x* produzam a mesma saida, ou seja. ((X*) = y*. Desta forma, diz-se que

a funcdo G possui uma certa tolerancia com relacdo a ruido.

O processo de determinar ou sintetizar uma memoria associativa ¢ chamado fase de ar-
mazenamento. A qualidade dos resultados fornecidos pela aplicacdo associativa esta rela-
cionado com o algoritmo que especifica como a aplicacdo (& deve ser sintetizada. Um dos
problemas que surgem relacionado a memorias associativas € a criacdo de associacdes que ndo
fazem parte do conjunto de memorias fundamentais. Estas associacdes, armazenadas indevi-
damente, sdo chamadas memdrias espurias. Diz-se que uma memoria associativa armazena

corretamente o conjunto de memorias fundamentais se G(x*) = y* paratodo £ = 1,...,p.
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Terminada a fase de armazenamento, inicia-se a fase de recordagdo. Nesta fase podemos
verificar se as memorias fundamentais foram corretamente armazenadas e testar a eficiéncia da
memoria associativa na correcdo de erros, apresentando as entradas fundamentais corrompidas
com varios tipos de ruido e observando a saida resultante [20]. O conjunto dos pontos x € A
tais que G(x) = y € chamado regido de recordagdo do padrio y [57].

As memorias associativas sdo classificadas como memdrias heferoassociativas ou memo-
rias aufoassociafivas. Uma memoria € dita autoassociativa quando o conjunto de memdrias

fundamentais é da forma {(x*,x%) : £ = 1,..., p}. Caso contrario é dito heteroassociativa.

3.2 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS EM TONS DE CINZA

As Memorias Associativas Morfologicas (MAMS), introduzidas por Ritter e Sussner [36.
38], sdo redes neurais artificiais descritas por um modelo neural morfologico, onde cada neuronio
executa uma operacdo elementar da morfologia matematica. Estas MAMSs sdo definidas em
termos de operacoes da algebra de reticulados, onde o produto usual enftre duas matrizes €
substituido pelas operacdes produto-maximo e produto-minimo. infroduzidas na secdo 2.1.1.

A principal diferenca entre os modelos classicos de memorias associativas e os modelos
morfologicos esta nas operacoes produto-maximo e produto-minimo. O meodelo mais simples
de memodria associativa morfologica ocorre quando temos uma rede de camada tinica. Neste
caso, esta memoria pode ser descrita por uma aplicacdo Wyy : R7  — RT_ em termos de
uma matriz Wy, € RTZ" e o produto maximo, ou uma aplicacio Myxy : R} — RT_ em

M T

termos de uma matriz Myy € RYZ" e o produto minimo. como segue para todo padrdo de

enfradax € R} _:
Wiy (x) =WxyMx e Mxy(x)=MxyAX. (3.1)

Consideramos as memorias fundamentais (x%, y¥) € R® x R™ ao invés de (x¢, y*) perten-
centes a R} _ x R . uma vez que para efeitos praficos esta restri¢do € suficiente. Suponha que
deseja-se armazenar o conjunto de memorias fundamentais {(x%, y*) : £ = 1,...,p} usando
uma memoria associativa morfologica. Seja X de dimensdo n x p a matriz cujas colunas sdo

formadas pelos vetores x* € R™ e Y. de dimensdo m x p. a matriz cujas colunas sdo formadas

pelos vetores y* € R™ para £ = 1....,p. A fase de armazenamento das MAMs consiste de

definir as matrizes Wy ou Myy de dimensdo m x n como segue:

p

Wxy =YRX"= /\ oA (x5)", (3.2)
£=1
P

Mxy =YMX"= v yo I (x°)", (3.3)

£=1
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Note que podemos obter a seguinte igualdade Wy = (My x)* a partir da equacéo (2.7).

Dado um padrio de entrada x € R". a fase de recordacdo de um padrio y € R™ no modelo
Wxy é dado pela equacdo y = Wxy(x). Dualmente. a fase de recordacdo de um padrio
v € R™ no modelo My ¢ dado pela equacido y = My (x).

As matrizes Wyy e Myy sdo chamadas de matrizes de pesos sindpticos. Fazendo uma
interpretacdo da equacdo (3.1). podemos verificar que os operadores Wyy (x) = Wyy Mx e
Mxy(x) = Myy A x sdo operacdes de dilatacdo e erosdo da morfologia matematica. Desta
forma. o processo de sintetizacdo destas memorias consiste em determinar uma dilatacdo Wiy
tal que Wxy (x°) = y* e uma erosdo My tal que M xy(x*) =y paratodo £ =1,...,p.

Observamos que, uma dilatacdo € usada para remover ruido erosivo de uma imagem. € uma
erosdo € usada para remover ruido dilativo. Diz-se que uma imagem X € uma versdo corrompida
com ruido erosivo, também chamado ruido negativo. de uma imagem x. se X < X. De forma
semelhante, diz-se que uma imagem X € uma versdo corrompida com ruido dilativo, também
chamado ruido positivo, se X = x [47].

Na proxima secao trataremos do caso autoassociativo onde as MAMS possuem caracteristi-
cas notaveis como otima capacidade absoluta de armazenamento e convergéncia em uma unica

iteracdo.

3.3 MEMORIAS AUTOASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS EM TONS DE CINZA

Para o caso onde o conjunto de memoérias fundamentais com p padrdes € dado por {(x*, x":) :
£ =1,...,p}. obtemos as memorias autoassociativas morfologicas Wy y e My definidas

como segue

W;\'x {X} - I’L’i\’x Mx e MJ;;\' (X} ] ﬁu‘fxx A X, (3.4:}
onde,
i P
Wyx = A\X*B (x5 e  Myx=\/x'E ()" (3.5)
£=1 =1

Lembremos da seguinte proposigio a respeito das matrizes My y e Wiy x [38].

Proposicio 3.1. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {x',... x*} C R} _, as

matrizes My x € RL" e Wy € RLY dadas por (3.5) satisfazem as equagdes:

Myx = N{A€REI  AAX > x5, ¥E=1,...,p}, (3.6)

1’11",‘\"\' = v {B (S ]Rll? B XE <_: Xg.\ V\E: 1* *p} (3?)
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A Proposicio 3.1 afirma que as MAMSs definidas em (3.1) sdo 6timas no seguinte sentido:
se existe uma matriz A tal que A x* = x* para todo £ = 1,....p. entdo a matriz de pesos
sinapticos My y também satisfaz My y [ x° = x° para todo £ = 1....,p. Adicionalmente. a
desigualdade My y < A permanece verdadeira. Em outras palavras. se existe uma memoria A.
dada por A(x) = A[A x. tal que A(x*) = x* para todo £, entdo a MAM em tons de cinza M x x
também satisfaz My x (x°) = x* e My (x) < A(x) para todo x € R . Semelhantemente,
se existe uma memoéria B3 tal que B(x) = B x® = x¢, entdo Wy (x) = Wyy M x* =x‘e
B(x) < Wx x(x) para todox € R} .

A fase de recordacdo das memorias autoassociativas morfologicas podem ser descritas exa-
tamente em termos de seus pontos fixos [47. 51]. Lembrando que um vetor x € R% __ é um
ponto fixo de Wy x se Wyx Mx = x. Semelhantemente. X € um ponto fixo de My x se
My x [ x = x. Dizemos que um ponto fixo x é finito se x € R"™.

Nesta secdo faremos uma revisdo das memorias autoassociativas morfologicas em tons de
cinza. Nosso objetivo € apresentar alguns resultados que caracterizam os pontos fixos desta
classe de memorias. A proposi¢io abaixo mostra que as memorias Wy y e My y exibem otima
capacidade absoluta de armazenamento, em outras palavras, pode-se armazenar tantos padroes

quanto desejados nestas memorias [51].

Proposicio 3.2. Para fodo X = [}{1: ..., X"] € R"*?, o conjunto dos pontos fixos de ambas
Wy x e Mx x incluem o conjunto de memorias fundamentais X', . . . ,x". Além disso, para todo
x € R", tem-se Wy xMx = Xe Mxx X = X, onde X denota o supremo de X no conjunto

dos pontos fixos de Wy x e X denota o infimo de X no conjunto dos pontos fixos de My x.

O corolario abaixo afirma que a fase de recordacio das memorias autoassociativas morfolo-

gicas ¢ efetuada em um unico passo [51].

Corolario 3.3. Segja X € R"*P. O conjunto dos pontos fixes de Wy x consiste de todos
Wi x M x tais que x € R". Semelhantemente, o conjunto dos pontos fixos de M xx con-
siste de todos My x A X tais que x € R". Além disso, se x* é o padrdo recordado pela Wi x

apds apresentarmos o padrdo de entrada x, para £ = 1,....p, entdo X < x*. Da mesma

forma, My x A x = x* implica x > x°.

Os resultados seguintes envolvem expressdes que combinam as memorias fundamentais x*

7

com operacdes V e A. Expressdes deste tipo sdo chamados polinémios reticulados em x* [7].

Mais precisamente, usaremos a seguite defini¢do recursiva: Todo x*, onde £ = 1....,p, é um
polinémio reticulado em x', ... x". Se p e q sdo polinémios reticulados em x', ... X" entdo
pV q e p A q sdo também polinémios reticulados em x', .. . xP.

A proposicdo seguinte estabelece condicdes suficientes para os pontos fixos de Wy x. Os

pontos fixos de M y y podem ser dados de maneira semelhante [51].

Proposicio 3.4. Sgja X € R"™F um conjunto de memorias fundamentais. O conjunfo dos

pontos fixos de Wy x incluem todas as expressdes correspondentes a polinémios reticulados
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em x'&%, onde cada x'¢) é um miiltiplo af +x* de algum x°. Especificamente, o conjunto dos

pontos fixos de Wy x inclui a seguinte expressdo:

m P
v /\ ai +x%), onde af €R.,, meN. (3.8)

Especificamente, se x € R"™ pode ser escrito como dado em (3.8), entdo x € um ponto fixo
de Wy x. A proposicio seguinte estabelece que os pontos fixos finitos de Wy x sdo necessaria-
mente desta forma [51].

Proposicio 3.5. Dado um conjunto de memdrias fundamentais X = {x',....x"} C R",
o conjunto dos pontos fixos finitos de Wy x consiste exatamente das combinagdes lineares das
colunas de W x. Alfernativamente, o conjunto dos pontos fixos de Wy x sdo dados exatamente

por expressées da forma:
n o p
V/\ a; +x%), onde afeﬂ% (3.9)
l:l :

O corolario seguinte, combina os resultados anteriores para mostrar que o conjunto dos

pontos fixos de Wy y e My x sdo iguais [51].

Coroldrio 3.6. Dado um conjunto de memdrias fundamentais X = {x' ... x*} € R", o
conjunto dos pontos fixos finitos de W x e Mx x coincidem. Se JF denota este conjunto entdo
F consiste exatamente dos polinémios reticulados em miiltiplos de x*, onde £ = 1,...,p, da
forma dada por (3.9). Alternativamente, o conjunto F pode ser caracterizade como o conjunte

de todos os polinémios reticulados da seguinte forma:
n p
/\v c; +x%), onde CEER. (3.10)

Além disso, dado um padrdo arbitrdrio x € R", tem-se
WxxMx=x e MxxAx=x (3.11)
onde X denota o supremo de x em F e X denota o infimo de x em F.

O corolario 3.6 fornece condicdes necessarias e suficientes para a perfeita recordacio de um

padrdo original x°. Estas condicdes estdo formmuladas na proposicdo 3.7.

Proposicio 3.7. Dados um conjunto de memdrias fundamentais X = {x',... x"} CR" eum
padrdo de entrada x € R". A4 igualdade Wy x M x = X" permanece verdadeira se e somente

se X < X7 e ndo existe uma combinac¢do linear | = \f?zl{cf +x%) # X7 tal que x <1 < x7.
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Os resultados anteriores mostraram uma caracterizacao dos pontos fixos e regides de recor-
dacdo das MAMSs em tons de cinza. Em vista disto, a fase de recordacdo. em particular, a
tolerdncia a ruido das MAMSs podem ser qualificadas, ou seja. as MAMSs sdo adequadas para
lidar com certos tipos de ruido. tal como padrées com ruido erosivo usando o modelo Wiy x.
Na proxima secdo estudamos uma classe de memorias que armazenam e recordam imagens

coloridas. como caso particular.

3.4 A CLASSE DAS MEMORIAS AUTOASSOCIATIVAS ESPARSAS EM RETICULADOS COMPLETOS

As memorias autoassociativas esparsas em reticulados completos (MAERCS) introduzidas
em [58]. sdo constituidas por uma simples camada de n neurdnios onde cada neurdnio executa
uma operacao de dilatacdo ou erosdo definida em (2.18). As operacdes de supremo e infimo sdo

utilizadas para definir dois modelos de memoria que sido definidas como segue: sejam V um

reticulado completo e X = [xq, Xg, ..., X,| € V" um padrdo de entrada multivalor. O padrdo de
saiday = [y1,¥2,...,¥n| € V" é calculado como:
yi = V X, paratodoi=1,....n, (3.12)
Jied
onde J; C {1,2,...,n}, denota um conjunto de indices, que pode ser interpretado como o

conjunto das juncdes sinapticas do i-€simo neuronio morfologico. Assim a saida y; € simples-
mente o maior valor de entrada do neurdnio via juncdes sinapticas. Conforme [58], o modelo
baseado nas operagdes de supremo W : V" — V" € uma dilatacdo. definida por y = W(x)
com v dado em (3.12), que pode ser aplicada para a reconstrucdo de imagens multivalor.

De forma semelhante sdo definidas as memorias baseadas nas operacdes de infimo. Seja x =

de juncdes sinapticas do i-ésimo neurdnio, assim o padrdo de saiday = [y1,¥a,..., Vo] € V"

& calculado como:

Vi = /\ Xk paratodoi=1,...,m. (3.13)
kel

Salientamos que o modelo dado em (3.13) € uma erosdo M : V" — W". definida por y =

M(x).

3.4.1 Armazenamento de Padrdes

Na fase de armazenamento das memorias aufoassociativas esparsas em reticulados. tem-

se o objefivo de deferminar o conjunto de jungdes sinapticas dos neurénios morfolégicos.
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Em oufras palavras, suponha que deseja-se armazenar o conjunto de memorias fundamentais

{x!,x?, ..., x?} C V" em uma memodria W baseada nas operacdes de supremo, definida em
(3.12). entdo devemos determinar o conjunto de indices J; C {1,2,....n} de forma que a
equacao abaixo seja verdadeiraparatodo £ =1,...,p e i=1,...,m
£ _ £
x;=\/ x§. (3.14)
=N

Observamos que o conjunto 7, = {i} satisfaz (3.14) para todo £ € {1,....p} e i &
{1,...,n}. Portanto o problema de encontrar um conjunto apropriado de juncdes sinapticas,
tem pelo menos uma solucdo. Porém os conjuntos /;'s fornecem uma memoéria W que ndo

exibe tolerancia com relacdo a ruido. pois tem-se:
v X_i' - Xi "Ef X E Vn,
jE?T

Para obter uma memoria VYV com uma certa tolerdncia com relacio a ruido. os conjuntos de

indices J;’s devem incluir os conjuntos [7;’s. ou seja. procuramos o maior conjunto de indices

J:’s que satisfaca (3.14). paratodo £ = 1,....p e i = 1,..., n. Em outras palavras. o conjunto
Ji € {1,2,...,n} é definido como o maior conjunto tal que x? < x?. Matematicamente, tem-
separatodoi=1,... n:

J=\{Tc{l..n}:jeTex; <xi.VE=1....p} (3.15)

ouw. alternativamente
T— i <X ve—1p} (3.16)

Note que o conjunto J; corresponde a seguinte interseccéo:

=
et
=T
e
Il
—

P
‘j?;=m‘j7f,onde Jﬂ‘sz{j:x‘; < X; yeens D (3.17)
£=1

Analogamente define-se o conjunto de juncdes sinapticas do i-ésimo neuronio de uma memoria

M. baseada nas operacdes de infimo. como:

Ki= N\M{Kc{l,...,n}:keKex; < x;, VE=1,...,p}. (3.18)
o, alternativamente
Ki={k:x < x{,¥é=1,....p}. (3.19)

Os conjuntos de juncdes sinapticas das memorias W e M dados por (3.15) e (3.18) podem

ser representados pelo conjunto & dos pares ordenados (i, j) dado por:
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S={(i.j):x{<x5, VéE=1,...,p} (3.20)

comS C N x N,onde N = {1,... n} é o conjunto do inteiros positivos menores ou iguais
a n. e cada par ordenado (i,j) € & representa uma coneccdo da j-ésima entrada do i-ésimo
neurdnio nos modelos W e M. Note que (i,j) € Sse x; < x?, v £=1....,p. logo oindice j
pertence ao conjunto K;. Da mesma forma. se (j,i) € S entdo x;‘. < x?. paratodo £ =1,...,p.
entdo o indice j pertence ao conjunto 7;.

As memoérias W e M dadas em (3.12) e (3.13) podem ser expressas em termos do conjunto
de jun¢des sinapticas & como segue: suponha que seja dado um conjunto de memorias funda-
mentais {x',x%,...,x?} € V", onde cada x* = [x},...,x{] € V" representa uma imagem

multivalor. Seja W : V" — V" dada por:
W) =\/{x;: (j.i) €S} Vi=1,...,n. (3.21)

Por dualidade. seja a aplicacdo M : V" — V™
Mx)= A\{x;: (,5) €8} Vi=1,...,n. (3.22)

As expressdes dadas em (3.21) e (3.22) em termos do conjunto &. sdo uma forma alternativa
de representar as memorias WV e M, respectivamente. Na proxima secdo faremos uso destas
expressOes para mostrar as propriedades desta classe de memorias.

Observamos que existem outros modelos de Memorias esparsas como em [59]. As memo-
rias autoassociativas nebulosas implicativas esparsas (SCAFIMs, sparsely connected autoas-
sociafive fuzzy implicative memories), exibem otima capacidade absoluta de armazenamento
e folerdncia com respeito a padrdes incompletos e erodidos. Especificamente, uma SCAFIM
corresponde a uma rede neural morfologica de camada tnica cujos neurdnios computam o ma-
ximo de uma t-norma continua. Estas memorias podem ser usadas para reconstrucdo de grandes
imagens em tons de cinza.

A classe das Memorias Associativas Morfologicas Nebulosas (FMAMSs, Fuzzy Moipho-

logical Associative Memories), introduzido por Valle e Sussner [56, 60, 61, 62]. generalizam

as MAMs em tons de cinza considerando um reticulado completo dotado de duas operacdes
binarias que ndo necessariamente fornecem uma estrutura de grupo. Especificamente, uma
FMAM corresponde a uma rede neural morfologica de camada unica cujos neurdnios com-
putam o maximo de wma conjuncao nebulosa ou o minimo de uma disjuncao nebulosa. Como
consequencia, uma FMAM pode ndo exibir algumas caracteristicas desejadas. Por exemplo,
Valle e Sussner mostraram que uma FMAM autoassociativa exibe otima capacidade absoluta
de armazenamento se. e somente se. as subjacentes operacdes binarias nebulosas possuirem

uma identidade a esquerda [62]. Contudo, FMAMs também sdo definidas em um reticulado
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completo dotadas com uma certa operacdo binaria. A classe mais geral das memorias mor-
fologicas € obtida deixando de fora tais operacdes. como € o caso das memorias associativas
esparsas em reticulados completos.

Salientamos que, ao contrario da rede de Hamming [19]. das memorias associativas com ca-
pacidade exponencial (ECAM) [57] e da rede neural morfologica KS-FAM (Kosko subsethood
fuzzy associative memory) [9, 10, 49]. as memorias autoassociativas esparsas em reticulados e
as MAMs originais de Ritter e Sussner sdo modelos distribuidos, no sentido que a informacao
armazenada ¢ distribuida em todos os neuronios da rede.

Vale notar também que as operacdes em uma KS-FAM e outros modelos como as redes
desenvolvidas por Kaburlasos et al. [24, 25, 26, 33] e Gader et al. [11], ndo executam operacdes
morfologicas no sentido algébrico, mas estas operacdes podem ser vistas como uma erosao
ou uma dilatacdo por um elemento estruturante no amplo sentido da morfologia matematica
[46. 55].

3.5 PROPRIEDADES DAS MEMORIAS AUTOASSOCIATIVAS ESPARSAS EM RETICULADOS

COMPLETOS

As MAERCs W e M introduzidas em [58] exibem caracteristicas relevantes no estudo
das memorias autoassociativas, os resultados seguintes dizem respeito a capacidade de ar-
mazenamento e tolerancia a ruido destes modelos. Podemos listar as seguintes propriedades

das MAERCs definidas em (3.21) e (3.22). com o conjunto de jun¢des sinapticas S:

1. Ambas MAERCs exibem ofima capacidade absoluta de armazenamento. Deste modo. o

numero de padrdes que podem ser armazenados nestas memorias € ilimitado.

2. Cada padrao de saida permanece estavel sob repetidas aplicacées das MAERCs. Em

oufras palavras, ambas MAERCs exibem convergéncia em um inico passo.

i

. Os padrdes recordados pelo modelo de memoria W representam o menor ponto fixo do

modelo maior ou igual ao padrio de entrada x. Assim, esta memoria recorda um padrao

.. £
original x* = [xj,...,x%] corretamente somente se as componentes da entrada x =
- . 3 .
(X1,...,Xn| satisfizerem a desigualdade x; < x; paratodo i=1,... n.

Por dualidade. os padroes recordados pelo modelo de meméria M representam o maior
ponto fixo do modelo menor ou igual ao padrio de entrada. Desta forma, num padrdo
* < x; para

i —_

original x* é recordado corretamente por uma memoria M somente se x

todoi=1,...,n.
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4. O conjunto dos pontos fixos das memorias W e M dados por (3.21) e (3.22) incluem os
padrdes originais no conjunto de memorias fundamentais, bem como um grande nimero
de padrdes espurios. Lembrando que um padrdo espurio € uma memoria que foi ar-

mazenada involuntariamente no modelo.

Observamos que as propriedades listadas acima aparecem sem demonstracio e para um
reticulado completo particular em [58]. Nesta secdo provamos e generalizamos estes resultados
para um reticulado completo V arbitrario. Especificamente. demonstramos estas propriedades
fazendo uso dos conceitos da teoria dos reticulados e da morfologia matematica. As referéncias
utilizadas foram Birkhoff [7] e Heijmans [22]. O primeiro teorema nos mosira que as memaorias

W e M formam uma adjungio em V™.

Teorema 3.8. Dado um conjunto de memorias fundamentais {xl ,,,,, x”}, defina as memorias

1 ¥

W e M através de (3.20), (3.21), e (3.22). Neste caso, o par (M, W) é uma adjun¢do em V",
ou seja, a seguinte relacdo é verdadeira para todo x, v € V":

Wy)<x & y<Mx). (3.23)
Demonstragdo. Suponha que W(y) < x para todo x,y € V". Segue da definicdo de WV que

W)=y (i) eSt<x Yi=1,..n

Da definicdo de supremo segue que y; < X; para todos os indices i, j taisque (j, i) € S. Assim.

paracada j € {1,...,n} tem-se
V; <Xx; com (j,i) €8.

Logo y; € uma cota inferior do conjunto {x; : (j,i) € S}. e pela definicdo de infimo de um

conjunto tem-se
y; < /\{xi (j,i) eS=M[x)); Vi=1,...,n

Logo y < M(x). Reciprocamente, se y < M|(x) para todo x,y € V" segue que
yi < [(M(x)]; = /\{xj (i,j) eS8} Vi=1,...,n

Portanto y; < x; para todos os indices i, j tais que (¢, j) € S. Logo. paracada j € {1....,n}

tem-se

v; <x; talque (i,7) € &, ou equivalentemente, y; < x; talque (j,i) € S.
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Segue que X; € uma cota superior de {y; : (j,1) € §}. e da definicdo de supremo tem-se

W) = V{yj (i) eSS <x: Yi=1,...,n.
Logo W(y) < x. o que finaliza a demonstracéo.

De acordo com a Proposicdo 2.1, a adjuncdo entre os operadores M e W pode ser usada

para enunciar as seguintes propriedades a respeito destes operadores.

Corolario 3.9. Para qualquer conjunto de memorias fundamentais {xl, ..., x"}, as memdrias
W e M dadas por (3.20), (3.21), e (3.22) realizam uma dilata¢do e uma erosdo da morfologia
matematica. Em outras palavras, as seguintes equag¢des permanecem verdadeiras para todo

subconjunto X C V",

W(\/X): \/FW{x) e M(/\X)= /\’M{x).

Além disso, as memorias VWV e M estdo relacionadas como segue para todo padrdo de entrada
x e Ve

W)= N\y eV :x<M(y)} e Mx)=\/{yeV":Wy) <x}. (329

Demonstragdo. O resultado segue do Teorema 3.8 e da Proposicao 2.1.

Além do fato das memorias M e W realizarem uma erosdo e uma dilatacdo, estes opera-
dores tambeém representam uma abertura e um fechamento da morfologia matematica [22. 45].
Lembrando que um operador .4 em um reticulado completo é uma abertura se for idempotente,
crescente e anti-extensivo. Dualmente, B é um fechamento se for idempotente. crescente e ex-
tensivo. Aberturas e fechamentos podem ser usadas para recuperar imagens corrompidas por

ruido.

Teorema 3.10. Para qualguer conjunto de memorias fundamentais {}C]: ..., X"}, as memdrias
W e M dadas por (3.20), (3.21), e (3.22) realizam um fechamento e uma abertura, respectiva-

mente.

Demonstragdo. Mostraremos que W é um fechamento. A demonstracdo que M é uma abertura

segue de forma analoga.
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1. W é crescente.

Sejam u = W(x) e v. = W(y). Da definicdo de W segue que paracadai = 1,...,n

tem-se:

w; = [W(x): = V{xj- :(j,1) € S} = x;- onde (j*,i) € S.
Mas. se X,y € V" sdo tais que x < y. entdo x;. < y;.. logo

0 =X <y < \/{yj (f.i)eSt=v; Vi=1,...,n.

Logo W(x) < W(y). ou seja, W é crescente.

b

W é extensivo.

Seja x € V", da defini¢do de W tem-se

Mas como o par (i,i) € S paratodoi = 1,..., n. entdo

W(x)]; = V{xj- (j,i)eStz2x; Vi=1,...,n

Logo W(x) = x.

3. W é idempotente.

Sejam u = W(x) e v.= W(u). mostraremos que u = v. Como W ¢é extensivo segue que

v > u. Por outro lado, da definicdo de W tem-se paratodoi =1,...,n

vi= Wl = \/{w,: (4, 1) € S} = -,
onde (j*,i) € Seu; < u,. para todo j tal que (j.7) € §. Como u = W(x). segue que
we = WL = Vi : (k,3°) €8} = xie,

para algum indice k* tal que (k*,j*) € §. Contudo. se (j*.i) € S e (k*,j°) € S entdo

xﬁ. < xf e xi, < xj para todo £ = 1,...,p. Logo, }ci, < x?. < XE . para todo
&=1,...,p, consequentemente (k*,7) € S. Assim,

Vi = Xp < V{xk (ki) € 8} = W(x)]; = u,.
Como v; < u; para todoi = 1,. .., n. segue que v < u. Disto e da extensividade do operador

W tem-se a igualdade u = v, o que mostra que W é idempotente.
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O proximo colorario caracteriza os padrdes recordados pelas memérias W e M em ter-
mos de seus pontos fixos. Em outras palavras, os padrées recordados pela W representam o
menor ponto fixo do modelo. maior ou igual ao padrio de entrada x. Por dualidade, os padrdes
recordados pela M representam o maior ponto fixo do modelo, menor ou igual ao padrio de
entrada.

Relembrando que o dominio de invaridncia de um operador ¢ : V™ — V™ é o conjunto dos
pontos fixos de 1. ou seja. Inv(v) = {x € V" : ¢(x) = x}. Note que ambos Inv(W) e
Inv(M) sdo subconjuntos de V". O corolario do Teorema 3.10 afirma que todo subconjunto
X C I'nv(W) possui um infimo em /nv(W). ou seja. Inv(W) € inf-fechado. Por dualidade.
Inv(M) é sup-fechado. o que implica que o \/ X € Inv(M) para qualquer subconjunto X C
Inv(M). O Corolario 3.11 também relaciona os padrdes recordados pelas memorias VW e M

com seus dominios de invariancia.

Corolirio 3.11. Dado um conjunto de memorias fundamentais {x', ... x"}, defina as memdo-
rias W e M através de (3.20), (3.21), e (3.22). Os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo inf-
fechados e sup-fechados, respectivamente. Além disso, as seguintes equagdes sdo verdadeiras

para qualquer padrdo de entradax € V"
Wix)= Ay e Ino(W):x<y} e M(x)=\/{y € Inu(M):y <x}. (3.29)

Demonstragdo. Segue do Teorema 3.10 que W é um fechamento e M uma abertura. Por-
tando da Proposicdo 2.2 tem-se que VW é inf-fechado e M ¢é sup-fechado. Também segue da
Proposicéo 2.2 as equacdes dadas em (3.25).

O Corolario 3.11 fornece informacdes sobre a tolerancia a ruido das memoérias W e M.
Uma vez que a memoéria W (respectivamente, M) recorda um padrdo original x* exatamente
somente se X < x° (x > x%). em outras palavras, a memoria YV (M) ¢ adequada para recons-
trugdo de padrdes corrompidos com ruido erosivo (dilative), mas € incapaz de corrigir erros em
padroes corrompidos com ruido dilativo (erosivo).

O teorema seguinte revela que as memodrias VW e M sdo invariantes sob certos tipos de
transformacdes. Por exemplo, veremos na secdo 5.2 que as memorias W e M sdo invariantes
sob transformacoes de luminosidade quando aplicadas para o armazenamento e recordacido de
imagens coloridas no sistema RGB com as ordens lexicografica e marginal. Antes de enunciar
0 Teorema 3.12 recordemos que um operador ¢ : V — ¥ € um endomorfismo (Defini¢do 2.5)

!

em um reticulado completo se preserva a estrutura de V [7].

Teorema 3.12. Considere um endomorfismo ¢ em um veticulado completo V e seja & : V" —
V™ uma aplicagao definida como ®(x) = [¢(x;),...,d(x,)| para todo x € V". Para qual-
quer conjunto de memorias fundamentais {xl, ..., x"} as memorias YW e M dadas por (3.20),
(3.21), e (3.22) sdo invariantes sob ®, ou seja, W(P(x)) = P(W(x)) e M(P(x)) = ®(M(x))
para todo x € V™.
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Demonstragdo. Segue da definicdo de ® e VW que, paratodoi=1,.... n,

Il
i
b3

W@EE)| = [Wbx1). o), . dlxa) |

= \/{e(x) - (4.7) € S}

i

Como por hipétese ¢ é um endomorfismo em V. ou seja. &(\/ X) = \/ (X)) para todo subcon-

junto X € V. em particular para X = {x; : (j,i) € §}. entdo

W), d(xa). .- 60a))| = 6 (V2 (1) € 8Y)
= o))

- [cﬁ(W(x)}] .

i

i

Como [W(®(x))]; = [®(W(x))];. paratodo i = 1, ..., n. logo W(d(x)) = &(W(x)).
A prova que a memoria M € invariante sob & segue de forma analoga.

Uma consequéncia imediata do Teorema 3.12 é que os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo
invariantes sob endomorfismos. Em outras palavras, se x € Inv(W). entdo ¢(x) € Inv(W).
Semelhantemente. se x € Inv(M). entao ¢(x) pertence a Inv(M). O teorema seguinte revela

algumas caracteristicas do dominio de invariancia das memorias JV e M.

Teorema 3.13. Para qualquer conjunto de memérias fundamentais {x',... X"}, o dominio
de invaridncia das memdrias W e M dadas por (3.20), (3.21), e (3.22) coincidem e incluem
todas as memorias fundamentais. Além disso, o conjunto T = Inv(W) = Inv(M) é um
subreticulado completo em V. Em outras palavras, \| X € T e A X € 1 para todo X C T.

Demonstragdo. Mostraremos que W(x*) = x*, ouseja. x* € Inv(W). paratodo §{ = 1,...,p.

Sejax" € {x!,...,x?}. Tem-se da defini¢do de WW que paratodoi =1,...,n

W) = VAx) : (G.4) € S}

‘omo (j,i) € § sext < x% paratodo £ = 1,...,p. tem-se que x! < x7 para (,i) € S. Da
C i,i) €S8 E{ Ip d 1 P q T<x!p g S.D

definicdo de supremo segue que, paratodoi =1,....n

W] = V{x!: (j.i) € S} <x]

Logo W(x") < x" e como W é extensivo W(x") > x". o que implica que W(x") = x". Como
x" é uma meméria fundamental arbitraria, entdo W(x®) = x%, paratodo £ =1,....p.
Mostraremos agora que Inv(W) e Inv(M) sdo iguais. ou seja. x € Inv(W) implica que
x € Inv(M) uma vez que a reciproca é analoga. Suponha que x = W(x) e sejaz = M(x).
Verifiquemos que ambas desigualdades x < z e z < X ocorrem. A primeira desigualdade

segue de (3.24). Especificamente, tem-se que x € {y € V" : W(y) < x}. pois x = W(x) por
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hipotese. Alem disso. como o supremo de um conjunto € maior ou igual que qualquer elemento

do conjunto, concluimos que
z=M(x)= V{y eVi:x>W(y)} = x.

A desigualdade z < x segue do fato que M € uma abertura, ou seja, M é anti-extensivo. logo
z=M(x) <x.

Finalmente, do Corolério 3.11 segue que os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo inf-fechados
e sup-fechados, respectivamente, o que implica que A X € Inv(W)e\/ X € Inv(M). Como
1 = Inu(W) = Inv(M) tem-se que 7 € um subreticulado completo, ou seja. \/ X € T e

AX €T paratodo X CT.

Observacio. Note que a prova do Teorema 3.13 baseia-se somente na adjun¢do entre as me-
morias W e M e no fato que W é um fechamento e M uma abertura. Na verdade, uma versdo
particular deste teorema foi demonstrado por Sussner e Valle para as MAMs em fons de cinza
[51], secdo 3.3. Também ressaltamos que o conjunto dos pontos fixos das memorias asso-
ciativas implicativas nebulosas (IFAM, implicative fuzzy associative memories) podem diferir
da sua versdo dual porque estes dois modelos podem ndo ser relacionados por meio de uma

adjungdo, mas por meio de uma negag¢do nebulosa [52, 60].

O Teorema 3.13 afirma que as memorias VW e M exibem otima capacidade absoluta de
armazenamento. Mas também revela que as memorias WV e M possuem uma grande quantidade
de memédrias espurias. De fato, qualquer elemento no conjunto 7\ {x', ..., x”} é uma memoria
espuiria de ambas WV e M. A seguinte definicéo recursiva, que generaliza a nocdo de polindmio

reticulado [7]. caracteriza uma grande familia de elementos de 7.

Definicdo 3.1. (Polinémio Reticulado Endoméifico) Toda memdria fundamental X* é um po-
linémio reticulado endomdrfico em {x',... x"} C V" Dados dois polindmios reticulados

endomorficos y e z e dois endomorfismos componente a componente ¢(y) e ¥(z) em V", o

maxime ®(y) v U(z) e o minimo ®(y ) AV(z) sdo também polinémios reticulados endomorficos

O Teorema 3.13 e a nocdo de polindmio reficulado endomorfico podem ser combinados no

seguinte corolario relativo aos pontos fixos das memorias W e M.

Corolario 3.14. Dado um conjunto de memorias fundamentais {Xl: .., XV} C V" defina as
memorias VW e M dadas por (3.20), (3.21), e (3.22). Entdo, qualquer polinémio reticulado
endomérfico no conjunto de memorias fundamentais é um ponto fixo de W e M.

Demonstrag¢do. A demonstracio deste corolario segue dos Teoremas 3.12 e 3.13. Segue do

1

Teorema 3.13, que os polinémios reticulados endomorficos x°, ..., x” sdo todos pontos fixos

de ambas YW e M. ouseja. x* € T paratodo £ = 1,...,p. Agora. assumaquey € Zez €7
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sejam dois polinomios reticulados endomorficos em {X]: ...,x"}. Dados dois endomorfismos
componente a componente ¢ e ¥ em V", pelo Teorema 3.12, os padrdes ¢(y) e W(z) tam-

bém pertencem a Z. Como I é um subreticulado completo em V", os polinémios reticulados

endomorficos ¢(y) v ¥(z) e &(y) A PU(z) sdo também pontos fixos de W e M.

3.6 RELACAO ENTRE AS MAERCS E AS MEMORIAS AUTOASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS EM

TonNs DE CINzA

Nesta secdo, faremos uma breve discussdo sobre a relacdo entre as memdrias autoassocia-
fivas esparsas em reficulados e as memorias aufoassociafivas morfologicas em tons de cinza
(gray-scale AMMs) de Sussner and Ritter [36, 37, 38. 51]. Com este proposito. supomos que
as memorias autoassociativas esparsas em reticulados sejam definidas no conjunto dos niimeros
reais estendidos R4, ou seja, ¥V = R, constitui uma extensio de l-grupo completo e os
padrdes em tons de cinza pertencem a V™. Ressaltamos. contudo. que V pode ser qualquer
extensdo de l-grupo completo.

O Teorema 3.15 formaliza a relagdo entre as memorias W e M e as MAMs em tons de

cinza Wxx = Mx X

Teorema 3.15. Dado um conjunto de memérias fundamentais {x',... xP} C V", defina as
memédrias VW e M através de (3.20), (3.21), e (3.22). Neste caso, existe uma tinica matriz
de pesos sindpticos W € V™" e uma matriz M € V""" tais que as seguintes equagdes sdo

verdadeiras para todo x € V":

W(x)=Wnx e M(x)=MRAx. (3.26)
Além disso, estas duas matrizes podem ser obtidas a partir das mairizes de pesos sindpticos
Wy x e My x definidas em (3.5) como segue paratodoi,j=1,... n.

wy = T-(Wxx],) e my=To([Mxx],), (3.27)

ondeT_ :V —VeT,:V — Vsdo os operadores dados por:

0, sex =0, 0, sex < (0,
T@={ = e Ti(x)=4 ~

(3.28)
—00, caso contrdrio, +00, caso conirario

Demonstragdo. Faremos a prova somente para a memoria M. uma vez que a prova para a
memoria WV segue de forma analoga. Seja & o conjunto das juncdes sinapticas da memoria M

e defina a matriz M € V""" da seguinte forma:

0 se (i,j) €S
+oo se (i,j) ¢S

nlfj =
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Considerando a operacdo +' definida em (2.3), e o fato que 0 é a identidade em +'. e que +o00
€ o maior elemento de V. as seguintes igualdades sdo verdadeiras para qualquer x € V" e para
todoi=1,....n

MAx]; = /\ mi; + T5)

_ [/\{ 0+ z;) LJ}GS}] [/\{ +oo + ;) : (i, ) %3}]
I CHE NI
= /\{;rj-:{-i,j €S} = [M(x)];.

Como [MAXx|; = [M(x)]; .paratodoi =1,...,nentdio M(x) = M A x.
Agora, suponha que exista uma oufra matriz 4 € V"*" tal que M(x) = A x para qualquer
x € V" e sejae;, = (e, ..., e;m] € V" vetores definidos como segue para todo j = 1,... n:

{+00, se k# 7,
E’-ka

0, se k=]
Mostraremos agora que a;, = My para todo i,k =1,... n:
T T
Qi = /\ (ai; + ex;) = [AB €], = [M(ex)]i = [MB ], = /\ (mi; + ex;) = M.
i=1 j=1

Concluindo. note que ambas m;; e T+([M X \} ) possuem somente os valores 0 e +o00. Adi-
cionalmente. tem-se
m; =0 < (Lj)eS e i<, veé=1....p & z+(x5) <0,

P
ve=1...ps \H+() <0 & [Mu] <0 & Ti([Mxx],)=0
£=1

Logo, m;; = ’TJF([;’L{\;\] ) paratodoi,j=1....,n.

Na deducdo acima foram usadas as seguintes relacdes:
r<y & rz+y <0, VYryeV.
A desigualdade acima € trivial se y € R, pois y* = —y. Agora se y = —o0, entdo
r<y & r=—-00 & 4+ (+00)<0 & z+y <0

Finalmente. se y = +oc, entdo ambos r < y e =+ y* = = + (—oo) < 0 ocorrem para todo

rcV.
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O Teorema 3.15 mostra que as memorias W e M podem ser obtidas a partir das MAMSs
Wy x e M xx simplificando a matriz de pesos sinapticos. Entdo. em vista da Proposicdo 3.1.
podemos esperar que as MAMs em tons de cinza superem as MAERCSs na reconstrucao de
padroes corrompidos com mido positivo ou negativo, tambeém chamados rido dilativo e ero-
sivo, respectivamente. Esta observacio foi confirmada computacionalmente em [58] e pode ser

formalizada em termos do seguinte corolario:

Corolario 3.16. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {x',... . x*} C V", o
dominio de invaridncia I das memorias W e M definidas por (3.20), (3.21), e (3.22) incluem
fodos os pontos fixes das MAMs em tons de cinza Wy x e M xx definidas por (3.1), ou seja,

Inv(Wxx) €T elnv(Mxx) CT.

Demonstra¢do. Primeiramente, recordemos que as MAMs em tons de cinza My x e Wix
constituem. respectivamente. uma abertura e um fechamento da morfologia matematica [38.
58]. Do Teorema 3.15 segue que as desigualdades My x(x) < M(x) e W(x) < Wxx(x)
ocorrem para todo x € V". Portanto, da Proposi¢do 2.3 concluimos que Inv(Myx) C T e

Concluimos esta secdo salientado que as MAERCs podem ser obtidas das MAMSs em tons
de cinza excluindo algumas ligacdes sinapticas. Consequentemente, as MAERCs exibem fo-
lerancia a ruido inferior com relacdo a padrdes corrompidos com ruido positivo ou negativo.
A principal vantagem das MAERCs sobre as MAMs em tons de cinza se refere a aspectos
computacionais e teoricos. De fato, os modelos esparsos usualmente requerem muito menos es-
forco computacional que os modelos de MAMs em tons de cinza. Do ponto de vista teorico, as
MAERCs sdo definidas em um reficulado completo enquanto que as MAMSs em tons de cinza
sdo definidas em uma extensdo de l-grupo que. além da estrutura de reticulado, requer duas

operacdes binarias adicionais.
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CAPITULO 4
REPRESENTACAO DE IMAGENS COLORIDAS E EM TONS DE CINZA

Existem varias representacdes de sistemas de cores para imagens coloridas, como RGB,
HSV. HSL. e CIELab [1. 2, 13, 17]. Vandenbroucke [63] propde uma classificacdo para os es-
pacos de cores, em quatro familias principais: Os espacos de cores primarias baseado na teoria
tricromatica. assumindo que € possivel obter qualquer cor adicionando quantidades apropria-
das de cores primarias, como o sistema RGB. Os espacos que buscam qualificar a percepcio
de cores pelo sistema de visdo humano em termos da luminosidade, hue e saturagio, como as
representacoes HSV e HSL. Os modelos luminosidade-cromaticidade onde uma componente
representa a luminosidade e as duas outras componentes representam a cromaticidade, como
o CIELab, que quantifica a diferenca das cores percebidas pelo olho humano. Finalmente, os
espacos de eixos independentes que resultam de métodos estatisticos que descorrelacionam as
componentes, como a transformacdo de Karhunen-Loeve. Neste capitulo apresentamos uma
breve discussdo dos espacos de cores mencionados acima, bem como alguns esquemas ordena-

dos que fornecem uma estrutura de reticulado completo para o conjunto das cores.

4.1 IMAGENS

Com o intuito de definir uma imagem de maneira mais abrangente. consideremos ¥V um
conjunto de valores e D um conjunto de pontos. Desta forma. uma imagem em D é definida
como uma funcdo x : D — V. Dado uma imagem x. o conjunto ¥V € chamado conjuntos dos
possiveis valores da imagem de x e D de dominio espacial de x.

O grafico de uma imagem x € representado por GG(x) = {(d,x(d)) : d € D}. onde o ele-
mento (d. x(d)) é chamado “picfure element” ou pixel. a primeira coordenada d € a localizacdo
do pixel e a segunda coordenada x(d) € o valor do pixel de x no ponto d [41].

Embora cada valor x(d) de uma imagem x seja um elemento de V. x(d) pode ser composto
de varios valores, como por exemplo, se V = R”, entdo x(d) = (z1(d),...,z,(d)). para cada
i=1,...,v, onde x;(d) € R. Formalmente, se o conjunto ¥V pode ser escrito como o produto
cartesiano V = [[._, V.. com v > 1. entdo V é chamado conjunto muitivalor. Logo. uma
imagem multivalor é uma funcio x : T — V. onde ¥V é um conjunto com mnultiplos valores.
Uma imagem colorida é um exemplo particular de imagem multivalor onde V € geralmente um

subconjunto de R*.

Uma imagem digital € uma imagem onde os conjuntos D e V sdo discretos e finitos. Em
geral, uma imagem digital ¢ definida em um subconjunto retangular finito de R, e a imagem
da funcdo um subconjunto finito de £ ou B¥. Nesta dissertacdo. usamos na pratica imagens

digitais. embora a teoria ¢ desenvolvida para um conjunto de valores continuo. Um exemplo de
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imagem digital colorida x : D — V, onde D = {d;,ds,...,ds} e V C R, ¢ dado pela figura
4.1.

Figura 4.1 — Exemplo de imagem digital colorida

4.2 REPRESENTACAO RGB

Imagens coloridas, particularmente as geradas por um sistema de imagem digital, sdo re-
presentadas como vermelho. verde e azul e sdo chamadas imagens RGB. Um modelo RGB &
um tipo de espaco de cores ou modelo de cores usado. por exemplo, nos monitores coloridos e
algumas cameras de video [13].

Uma imagem no modelo RGB consiste de trés planos independentes de cores, uma para
cada cor primaria, correspondendo ao vermelho, verde e azul. O modelo de cores RGB ¢
baseado no sistema de coordenadas cartesianas e o subespaco de cores de inferesse € o cubo
[0,1] x [0,1] x [0, 1], ilustrado na figura 4.2.

Formalmente. uma cor u no modelo RGB corresponde a um ponto (u,, u,, i) no cubo
Vaes = [0,1] x [0,1] x [0,1]. A origem representa o preto e o vértice (1,1, 1) representa o
branco. Os vetices do cubo nos eixos representam as cores primarias, e os vertices restantes
representam as cores complementares de cada cor primaria. Os tons de cinza sdo os pontos
ao logo da diagonal partindo da origem ao vértice (1,1,1). Cada tom ao longo dessa diago-
nal é formado por contribuicdes iguais de cada cor primaria, assim um tom de cinza medio €
representado por (0, 5;0,5;0,5).

O sistema de cores RGB € um modelo adifivo. ou seja. intensidades de cores primarias sdao
adicionadas para produzir outras cores. Por exemplo. o vértice (1,0, 1) que representa a cor
magenta ¢ obtido pela adigdo de vermelho e azul. e o vértice (1,1, 1) que representa o branco.

¢ a soma de vermelho, verde e azul [21].



Figura 4.2 — Interpretacdo geometrica do modelo de cores RGB
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Exemplo 1. 4 representacdo no sistema RGB da imagem X = [xlf X3, . .
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1 1 0
X1 = 0 , Ko = 1 , Xg = X4 = 0
0 0
0 0 1 0
Xy — 1 X = 0 , Xy = 1 Xy = 1
0 0 1 1

47

., Xg| tlustrada na

Uma das limitacdes do espaco de cores RGB & a nio uniformidade do espaco. Um espaco

de cores uniforme & um espaco onde a distincia Euclidiana enfre dois pontos quaisquer do

espaco corresponde a diferenca enfre duas cores percebida pelo sistema de visdo humano. Mais

detalhes de como o olho humano percebe as cores podem ser enconfrados em [2, 29].

4.2.1 Ordem das Cores no Sistema RGB

Para ordenar os elementos de V no espaco de cores RGB usamos as ordens marginal. lexi-

cografica e a-modulo.



48

Ordem Marginal RGB

r

A ordem marginal também chamada ordem de pareto. denotada pelo simbolo <} .. é

definida como: dados u = (u,, Uy, up) € Vpep e = (i, fg. ) € Vpas.

u i:‘HCB poose up < py @ Uy < Hg © Uy < Up, (4.1)

onde < denota a ordem usual no intervalo [0, 1]. Nesta ordem, os vetores sdo ordenados em
cada canal ou banda independentemente [4]. Na ordem marginal o supremo e o infimo de

- - : M o or
um conjunto X' em um reticulado completo (Vpap, <y, ) comrespondem ao menor e maior

elemento componente a componente do vetor, respectivamente. Observamos que o A X e o
\/ X nio necessariamente pertencem a X . pois a ordem marginal € parcial e. no caso de imagens
coloridas, pode levar ao aparecimento de falsas cores em uma imagem recordada pelos modelos
de memoria ¥V e M . Lembrando que uma cor falsa € um elemento que nio faz parte do

conjunto de vetores considerado.

Ordem Lexicografica RGB

A ordem lexicogrdfica RGB corresponde a uma ordem condicional, onde os vetores sao
ordenados por meio de suas componentes marginais, selecionados sequencialmente de acordo
com diferentes condicdes. Esta ordem priorisa a primeira componente do vetor e € definida

como: dados u = (ur, ug, us) € Yrep € p = (lUr, llg. 1t6) € YV RGB.

Ur < fly 0L
u<hopp s § Up=f, € U, <j, ou (4.2)

Up = [y € Uy = f; € Up = Hp.

A definicdo (4.2) priorisa a cor vermelha, em seguida a cor verde, e por fim a cor azul.
Mas. podemos estabelecer diferentes prioridades para os canais de cor. por exemplo. a ordem
lexicografica GRB onde a cor priorisada € o verde, em seguida e vermelho e por fim o azul.

A ordem lexicografica tem sido amplamente nsada no contexto da morfologia matematica
para dados com multivalores, pois possui a propriedade de ser uma ordem total. Em outras
palavras, um esquema totalmente ordenado evita ambiguidades durante a ordenacio dos vetores.
Uma ordem total também possui a vantagem. do ponto de vista tedrico, de preservar os vetores.
Como consequéncia, o supremo e o infimo de um conjunto finito de vetores pertencem ao
conjunto. No caso de imagens coloridas. numa relacdo de ordem total, previne o aparecimento
de falsas cores. A ordem lexicografica € particularmente adequada para imagens onde existe

uma prioridade entre os diferentes canais ou bandas da imagem [5].
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Ordem Lexicografica c-médulo RGB

A ordem lexicogrdfica a-modulo, indroduzida por Angulo e Serra [3], reduz o grau de
influéncia da primeira componente através da criacdo de grupos equivalentes dentro da primeira
dimensdo [5]. Os grupos sdo obtidos aplicando a divisdo por uma constante a seguido por um
arredondamento. Consideramos neste trabalho a seguinte adaptacao da ordem lexicografica a-
médulo: dados v € (0, 1] e dois pontos u = (u,, Uy, uy) € Veep © 1 = (L, g, ) € Viran.

definimos

lur/a) < Lue/a) ou

|u./a| = |p/a] e  u,<pp ou

|u.fa| = |pja] e u,=p, e up<py ou

lu.fa] = |pefa] e w,=p, e wy=p e U <.

U <hop M se (4.3)

Observamos que a ordem dada em (4.3) difere da ordem proposta por Angulo e Serra com
segue: primeiro, o conjunto finito {0,1,..., 255}3 foi substituido pelo cubo vnitario Vacp =
[0, 1]%. Segundo. adicionamos a ultima condi¢do em que a primeira componente é reconsiderada
na sequencia da cascata na ordem lexicografica para evitar indistinguibilidade dentro dos grupos
equivamentes. Consequentemente, a ordem lexicografica a-modulo dada por (4.3) € uma ordem
total em V pgp. Assim. o supremo e o infimo de um subconjunto de V ;5 podem ser facilmente

determinados.

4.3 REPRESENTACAO HSL

Ao invés de um conjunto de cores primarias, o modelo HSL usa descricdes de cores que tem
um apelo intuitivo, aproximando-se muito da forma com que um artista de artes visuais mistura
as cores. Os pardmetros de cor neste modelo sdo hue (H). saturagdo (S) e brilho(L) [21].

Hue, assim como a cor. € uma propriedade da luz, e pode ser entendido como uma pro-
priedade da superficie refletora ou fransmissora de luz. Por exemplo. um carro azul, reflete
hue azul. Desta forma. hue € um atributo da percepcdo humana e também pode ser descrito
como vermelho, verde. azul, como hues primarios ou qualquer combinacio intermediaria de
hues primarios. As cores preto, branco e cinza ndo sdo hues, sdo cores ditas acromaticas [1].

O parametro (L) mede a quantidade de brilho das cores, ou seja, mede a quantidade de luz
emitida, ou refletida por um objeto, e toma valores ao longo do eixo vertical no intervalo [0, 1].
Os tons de cinza encontram-se sobre o eixo L, onde a cor branca € obtida quando L = 1. a cor

preta quando L = () e os chamados “hues puros” quando L = 0. 5.

A saturacdo refere-se a quantidade de cor branca ou a “pureza” de uma determinada cor. A
saturacdo com valor igual a um significa que a cor € pura. enquanto que uma safuracido com
valor zero significa que a cor € acromatica e, neste caso. o valor do parametro hue ¢ irrelevante.
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Devido a forma do modelo de cores HSL., a satura¢io atinge seu valor maximo quando L = 0, 5.

A representacdo do espaco de cores HSL ¢ baseado no sistema de coordenadas cilindricas
e tem a forma de um “cone duplo” como mostrado na figura 4.3. Uma cor (uy, Us. ;) € Vs
no modelo HSL pode ser determinada a partir da respectiva representacdo no sistema RGB
(Ur, Ug, up) € Vpop como segue onde M = (u, V uy V up) e m = (ur A g A up) denotam o

maximo e o minimo dos componentes RGB:

Figura 4.3 — Interpretacdo geométrica do modelo de cores HSL

L

M +:
U = _m (4.4)

0 se M=m

M—m
' ! / - F {:_ o
u,={ M+m se M7m e w05 (4.5)

;H —m

m se ﬂf%m e 'H.,["Z-‘-‘U':J
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i

0 se us =0
Uy — Up A
60 (ﬂ,-f — -m) e u, = M
Un=19 602+ 7" e u, = M (#-6)
M—-m/) a0
L Uy — U Y
60 (4 + S m) se uy = M,

.9

onde u,, U, up € [D._ 1]. Se up < 0 entdo redefinimos u; como sendo u, + 360, para obter

valores entre 0 e 360 graus. O algoritmo da transformacdo acima encontra-se em [2].

Exemplo 2. A representa¢do da imagem X ilustrada na figura 4.1 no sistema HSL é dado por

0 60 240 300
Xy = 1 ,Xo = 1 ,Xg = 1 JXy = 1 .
0,5 0,5 0,5 0,5
120 0 0 180
X5 = 1 yXe=1 01, X¢7= 01, xzs= 1
0,5 0 1 0,5

Na proxima subsecdo apresentamos alguns esquemas ordenados no espaco HSL. Tais ordens
sdo baseadas em variacdes da ordem lexicografica, uma vez que a ordem marginal ndo esta
bem definida devido a geometria do espaco de cores HSL. Por exemplo, na ordem marginal,
o maximo entre os pontos (0,0,1) € Vg e (120;1;0,5) € Vg, correspondentes as cores
banca e verde, respectivamente, é o ponto (120, 1, 1) que esta fora do cone duplo mostrado na
figura 4.3. Por esta razdo, apresentamos a seguir somente esquemas totalmente ordenados, onde

o supremo e o infimo de qualquer subconjunto X C Vg, percente a X.
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4.3.1 Esquemas Ordenados no Espaco HSL

Para ordenar os elementos de V nos espacos de cores HSL e HSV usamos a ordem lexico-
grafica com algumas adptacdes. pois a aplicacdo direta da ordem lexicografica ndo € possivel,
devido a forma destes espacos e a componente angular hue [16]. Para ordenar os valores do hue
no circulo unitario utilizamos um método que requer a escolha de uma origem fy e calcula a
distancia D; definida em (4.7) como um dngulo agudo entre a origem hy € um ponto arbitrario

h; no circulo:

s — ho se  |hy — ho| < 180°

D, = D(hy, ho) = h; + ho =
360° — |h; — ho|  se |hy — ho| > 180°.

(4.7)

Para ordenar os valores do hue em termos de (4.7) definimos que hy + hy < hy + hg. ou
seja. o angulo agudo entre hy e a origem hy € menor que o angulo agudo entre h; e a origem
hg. Observamos que esta ordem baseada somente em termos de (4.7) € uma ordem parcial.
Por exemplo. os pontos h; = 30° e ho = 330° tem a mesma distancia a partir da origem
hg = 0°. mas ndo sdo o mesmo ponto. Podemos impor wma ordem total para os valores do hue.

estabelecendo que quando D(hq, hy) = D(hs, hy) e hy # hy tomamos hy < hs.

Ordem Lexicografica LSH

A ordem Lexicografica LSH ¢ obtida aplicando-se sequencialmente a luminosidade, a sa-

turacdo e o valor do hue. Especificamente, dados dois pontos u = (up, ue, ;) € Viysy €

_ _ 5 A Fapdn e S, L
pt = (pn, Ps, i) € Vggr, @ um angulo de referéncia hy. definimos u <o, pt se e somente se

up < gy ou
U= e Us>fls Ou

¢ s (4.8)
W= e Us=ps e up+hyp>py=+ho ou

Up =y ¢ Us = s € up +ho=pp+hy e wp > pp.

Note que. o menor € 0 maior elemento de V5 com o esquema ordenado definido em (4.8)
correspondem as cores branca e preta, respectivamente. Além disso. os modelos de memoria
W, baseados nas operacdes de supremo. resaltardo as cores com maior valor de luminosidade
enquando que os modelos baseados nas operacdes de infimo. M. resaltardo as cores mais es-
curas, ou seja. com valor de luminosidade menor.

Observamos também. que o esquema ordenado dado por (4.8) € uma adaptacio da ordem
proposta por Hanbury e Serra [16]. Precisamente. adicionamos a ultima condicdo a escolha
da cor com o menor hue se ambos u e p formarem o mesmo angulo com a origem hy. Na
pratica esta modificacdo ndo tem um efeito significativo pois a sequéncia da ordem lexicografica
dificilmente atingira a ultima posicio.
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Ordem Lexicogrifica SLH

A ordem Lexicografica SLH que priorisa a saturacdo seguido da luminosidade e por fim o

valor do hue é definida como: dados u = (up, us. w;) € Vygr € pt = (pip, fle, j11) € Vg, e um

angulo de referéncia hg. tem-se u <%, ,, p se e somente se

Ug < jI; OU
Us = Us € |u1 - U,_ 5| = |Jiij — 0,5| ou
§ Us=ps e |up— 0,5 = | —0,5] e up + ho > pp + hg ou (4.9)

Ug = fls € |up — 0,5 = |y —0,5] e up +ho=pp+ho ey < pyou

Us = ps € |ug —0,5] = |y — 0,5 e up+ho=pp+ho ew = pyeup > py.

Note que. o maior e menor elemento de Vs, com a ordem dada por (4.9) corresponde
as cores puras com a referéncia hg para o hue e o preto. respectivamente. Além disso. os
modelos W, que sdo baseados na operacdo de supremo. priorizardo os elementos mais saturados
de uma imagem. e se dois pixels possuirem o mesmo valor de saturacdo. entdo o elemento
escolhido sera aquele com luminosidade para proximo de 0,5. Lembrando que a saturacdo
atinge o valor maximo quando o valor da luminosidade for 0, 5. Enquanto que os modelos M
dardo preferéncia as cores acromaticas, ou seja, resaltardo os tons de cinza.

Finalmente, salientamos que a ordem dada por (4.9) € uma adaptacdo da ordem proposta
por Hanbury e Serra [16]. Especificamente. as mudancas foram realizadas nas duas ultimas

condicdes com a finalidade de torna-la uma ordem total.

Ordem Lexicografica Hue Ponderado Pela Saturacio

Em contraste com as ordens anteriores, no sistema HSL uma ordem total com a componente
angular hue na primeira posicao da cascata na ordem lexicografica ndo pode ser diretamente
aplicada. pois o hue néo esta bem definido para as cores acromaticas, embora atribuimos uy, = 0
na equacio (4.6) se u, = 0. Como o valor do hue esta intimamente relacionado com a saturacio.
Hanbury e Serra proporam um preprocessamento no qual o valor do hue € ponderado pelo valor
da saturacdo [16]. Formalmente, dado um elemento u = (up, us, ;) € Vyygr e um angulo de

referéncia hy. defina um angulo # € [0, 360] como segue:

wuy, — h ifu, — hg = 0,
p—J " o= (4.10)
360+(Hh—hn} if'uh—h@{’:ﬂ.

Entdo, o valor do hue ponderado pela saturacio u,, € [0,360] é determinado por meio das

equacoes
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[90(1 —u)]ve if 0<6 <90,

[90(1 +ug)] A6 if 90 < 6 < 180, i
[90( Jve if 180 < < 270, |

[90( ]

90(3 +us)| A8 if 270 < 8 < 360.

Note que, se a safuracdo ¢ alta. entdo o valor do hue ponderado pela saturacdo u,, fica
proximo de #. o qual esta relacionado com a diferenca entre uy, e o valor de referéncia hy. Em
contrapartida, se a saturacio é baixa u,, fica préximo de hg +90 ou hg — 90. Consequentemente,
estes elementos serdo dificilmente escolhidos como o supremo ou o infimo do conjunto de
elementos.

As principais caracteristicas da ordem baseada no valor do hue ponderado pela saturacdo
sdo: os elementos com altos valores de saturacdo mantém seu valor inicial. Enquanto que.
elementos com baixos valores de saturacdo sdo movidos para hg + 90 ou hg — 90 para reduzir
a probabilidade de serem escolhidos como o supremo ou o infimo do conjunto de elementos.

A ordem lexicografica priorizando o valor do hue ponderado pela saturacdo € definida como:
dados dois pontos u = (up, us, ;) € Vs e pt = (pn, s, p1) € Vs definese u <k, o p
se e somente se

i

Uy =+ Mg =y + g Ou

Uw + ho = pw+ho e |ur—0,5| > |y — 0,5] ou

§ Uy +ho = pyy=hy e |y — 0,5 = | — 0,5 e ug < pg ou

Uy +ho= iy~ hp & |uy — 0,5 = | —0,5] e ug =p,; e w < gy on

Uy +ho=py+ho e |uyy—0,5=|m—0,5] e ug=p, e wy=p e up > pp.
(4.12)

A ordem definida em (4.12) foi ligeiramente modificada da ordem proposta por Hanbury e
Serra, adicionando duas condicdes, que fornecem um esquema totalmente ordenado. Observe
que, o maior e o menor elemento de Vy sy, com a referida ordem sdo os pontos (ho; 1; 0,5) e
(hg £ 180; 1; 0.5). que correspondem as cores puras com os angulos do hue hg. hy + 180 e
hg — 180.

4.4 REPRESENTACAO HSV

Outro modelo que usa descricdes de cores que tem um apelo intuitivo € a representacdo
HSV. Os parametros de cor neste modelo sdo hue(H). satura¢do(S) e valor (V) [21].

O hue tem o mesmo significado que no modelo HSL, e € representado por um angulo sobre
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0 eixo horizontal, variando de 0 a 360 grans. Neste modelo, assim como no anterior, a cor
vermelha corresponde a 0 graus. o verde 120 graus e o azul 240 graus. A saturacao. que refere-se
a quantidade de cor branca ou a “pureza” da cor, varia ao longo da distancia radial tomando va-
lores no intervalo [0, 1]. As cores com méximo brilho e saturacdo, V' = 1e S = 1. representam
0s hues “puros™ de qualquer cor.

O valor (V) refere-se a intensidade de brilho de uma determinada cor. ou seja, mede a
quantidade de luz que é refletida de um objeto. O paramentro V' varia de zero. cor negra, onde
os valores de H e S sdo irrelevantes. a um, onde a intensidade € maxima. Os tons de cinza
encontram-se sobre o eixo V', e a representacdo neste sistema de coordenadas para a cor branca
¢V =1eacorpreta quando V' = (.

A representacdo do espaco de cores HSV ¢ baseado no sistema de coordenadas cilindricas e
tem a forma cénica como mostrado na figura 4.4. Uma cor (uy, us, 4,) € V gy no modelo HSV
pode ser determinada a partir da respectiva representacdo no sistema RGB (u,, Uy, us) € Vpop
como segue onde M = (u, VgV up) e m = (ur Atig Atlp) denotam o maximo e o minimo dos

componentes RGB:

Figura 4.4 — Interpretacdo geométrica do modelo de cores HSV
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Uy = M, (4.13)
(0 se U, =10
) M—m se u, >0 (19
\ M ’ ’
0 se u,=10
fu. —
60 u) se  u, = M,
\M —m '
up — 4 y o (4.15)
60 | 2 + u) se u, = M,
N @ M-m
/ Uy — Uy
G604+ —— se  up = M,
. M-m

\

onde u,, u,,u, € [0,1]. Se u, < 0 entdo redefinimos u; como sendo u;, + 360, para obter
valores entre 0 e 360 graus. O algoritmo da transformacao acima encontra-se em [2].

Na subsecdo seguinte apresentamos um esquema ordenado para o espaco HSV priorizando
o valor. Tendo em vista a semelhanca dos espacos HSV e HSL usamos somente esta ordem

para os elementos de Vysv.

Exemplo 3. A4 representacdo da imagem X ilustrada na ficura 4.1 no sistema HSV é dado por

0 60 240 300
x1=| 1 |.x2= 1 |,x3= 1 ,Xq = 1 )
1 1 1 1
120 0 180
X5 = 1 Xe= | 0 | .x7r= 0 |,Xs= 1
1 0 1

4.4.1 Ordem Lexicografica VSH

Aplicando a ordem lexicografica sequencialmente ao valor, saturacio e a componente angu-
lar hue. obtemos um esquema ordenado. Especificamente, dados dois elementos w1 = (up, s, Uy)
€ Visy e o = (lp, ps, pty) € Vigsy e um angulo de referéncia hg, definimos u <, psee

somente se
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Uy < [ly OU

Uy = [y €  Ug = ou
< i |[ v 8 ;J'S (4I16)
Uy =y, €  Ug=p; € Uy—=hg>pu,="hy ou

Uy, =y, € Us=ps e Uy~hog=pp+hy e uy>= .

Note que o maior e o menor elemento de Vg com o esquema ordenado dado por (4.16)
correspondem as cores branco e preto. respectivamente. Além disso. o modelo W enfatizara as
cores mais claras, enquanto que o modelo M as cores mais escuras.

O esquema ordenado dado por (4.16) corresponde a uma adaptacdo da ordem proposta por
Hanbury e Serra [16]. uma vez que a forma do espaco HSV ¢ diferente do HSL. Tambem.

adicionamos a ultima condicdo para obter uma ordem total.

4.5 REPRESENTACAO CIELAB

O espaco de cores CTELab, foi adotado pela CIE (Commission Internationale de I’Eclairage).
como um padrio internacional em 1970. Este espaco tem a propriedade de ser perceptualmente
uniforme, ou seja, a distancia Euclidiana entre dois pontos no espaco de cores CIELab corres-
ponde a diferenca entre duas cores percebida pelo sistema de visdo humano [1, 17].

Nesta dissertacdo, o espaco de cores CIELab sera representado pelo reficulado completo
Viegepr = [0,100] x Ry, x Ry, Na pratica. entretanto, somente um subconjunto finito de
Wi+q+p sera usado devido a representacéo finita das imagens digitais coloridas.

As coordenadas wj., Ug.. @ Uy de um ponto 1 € Vy.,.; no espago de cores CIELab sdo
interpretadas como: ;. representa a luminosidade ou brilho, variando de preto a branco. A
coordenada u,. representa as cores de vermelho a verde. onde os valores positivos representam
a cor vermelha e os valores negativos a cor verde. A coordenada 1w, representa as cores de
amarelo a azul. onde os valores positivos indicam amarelo e os valores negativos indicam azul.
Os tons de cinza sdo os valores de u;- onde u,- = 0 e up- = 0, com uy- = 0 representando
o preto e up- = 100 o branco. Adicionalmente, o valor 4/ ug. + -u'g. representa o croma. que
mede a quantidade de cor de um ponto u € Vj.,.;. comparado com o branco [29].

O CIELab ¢ frequentemente usado em imagens cientificas e colorimetria como, por exem-
plo. para calibracoes corretas de instrumentos permitindo a troca de informacdes de cores medi-
das objetivamente entre diferentes observadores [17]. Este sistema também fornece uma medida
entre cores consistente com a pecepcio de cores do sistema de visdo humano.

A transformacdo do modelo RGB para o CIELab resulta em uma forma irregular para a
gama de cores. Esta transformacdo passa primeiro pelo sistema XYZ. o qual considera as

caracteristicas dos dispositivos de visualizacdo e as condi¢cdes de luminosidade. Para fazer a
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conversdo do sistema RGB para XYZ. € necessario especificar as coordenadas das trés cores
primarias do dispositivo de imagem e a referéncia de branco. As referéncias de branco sao os
padrdes de luminosidade desenvolvidos pela CIE Standard Illuminants, tais como Dgs (day-
light). que representa a luz do dia com temperatura de cor de 6.504°K ou A que representa uma
lampada de filamento de tungsténio, com a temperatura de cor de 2.854°K.

Usando as referéncias para as cores primarias do acordo internacional Rec. 709 para tele-
visores de alta definicao (HDTV), que corresponde as cores primarias usadas em monitores de
computador. e a referéncia de branco Dgs. a conversdo de RGB para XYZ pode ser determinada
como: dado u = (u,,u, us) € Vpep a respectiva representacdo v = (vy, Uy, Uz ) NO espaco

de cores CIE XYZ pode ser calculada como [1]:

Uy 0,412453 0,357580 0, 180423 u,
vy | =1 0,212671 0,715160 0,072169 u, |- (4.17)
vy 0,019334 0,119193 0,050227 uy

Agora. transformando do espaco CIE XYZ para o espaco CIELab. a respectiva representacio

pe= (pre, o=, i) € Vpegepe € dado por:

u. = 116f (%)—16, (4.18)
]

I I
e = 200 [f (1—0) —f (%’;)] : (4.20)

onde
Jq e g = 0, 008856,
flg) = 16 } (4.21)
T,787q + % se g < 0, 008856.

As coordenadas X. Y e Z; sdo as referéncias de branco. [Jg;. obtidas substituindo-se
(U, g, up) = (1,1,1) em (4.17). e os valores obtidos sdo Xy = 0,950456, ¥y = 1 e Z; =
1, 088754,

A distancia entre duas cores pt = (fir-, fla=, flpr) € ¥ = (Vp+, Vg, Vp= ) DO espaco CIELab &
denotado por AE?, (Delta E-ab) e ¢ dado por:

1
3

AEZ, = [(#L* — v ) 4 (e — Vo )+ (i — yb.)?]

Devido a caracteristica de uniformidade do referido espaco. se para duas cores o AL}, for

pequeno, entdo estas cores sdo visualmente semelhantes.

Exemplo 4. A4 representagdo da imagem X ilustrada na figura 4.1 no sistema CIELab é dado

por:
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53,241 07, 140 32,206 60, 324
x1 = | 80,004 |.xo=]| —21,552 |.xa=| 79,187 |.xa=| 98235 |,
67,202 04, 476 ~107,86 —60, 825
87,735 0 100 91,113
xs = | —86,181 |, xs=] 0 |. x»=] 0 |, xs=| —48,080
83,177 0 0 — 14,131

Note que 0 AE?, (x1,x2) = 114,03 enquanto que AL}, (xX2,x3) = 235,14. Lembrando que

X1, X9 € X3 representam as cores vermelho, amarelo e azul, respectivamente.

4.5.1 Ordem das Cores no Espaco CIELab

Para ordenar os elementos de ¥ no espaco de cores CIELab usamos a ordem lexicografica

com algumas variacdes.
Ordem Lexicografica L*a*b*

A ordem lexicografica L7a*b* é uma ordem total que prioriza a luminosidade. seguido
dos valores nos eixos vermelho-verde e amarelo-azul, e pode ser definida como: dados g =

(fre, flos , pip=) € ¥ = (Vs , Vgs, Ve ) do espaco de cores CIELab tem-se

i~ < V- ou

7] gﬁ.a.&. V Se{ fUp.=Vi. € g < Vg OU (4.22)
U= = Vs € g = Vg € [Upe < Vpe

Note que. o supremo e o infimo de V- ,-;- com a ordem dada por (4.22) corresponde aos ele-

mentos (100, 400, +00) e (0, —oo, —00). respectivamente. Na pratica. no entanto. o supremo &

(100,0,0) e o infimo é (0, 0, 0) pois consideramos somente um subconjunto finito de elementos

de Vi«gep-. Além disso. os modelos de memoria WV ressaltardo as cores com maior valor de

luminosidade. enquanto que os modelos M as cores mais escuras.

Ordem Lexicografica L*a*b* Baseado num Referencial

A Ordem Lexicografica L*a*b* definida em (4.22) ndo leva em consideracio o fato do es-
paco de cores CIELab ser perceptualmente uniforme. Em contraste. o seguinte esquema ordena
os elementos de acordo com a diferenca perceptual com uma certa cor referéncia. Precisa-
mente, sejar = (T'p.,Tge,Tpe ) € Vpegep- um ponto de referéncia fixo. Dados dois elementos

po= (P o= fipr) € Viegepr @V = (Vpo, Voo , Vo) € Viegepe, definimos pp <7, ., v see
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somente se

[ dp(p,1) > dg(r,r) ou
dp(p,r) =dp(v,r) e |pp- —re-| < |vge —rp-| ou
§ dp(p,r) =dg(v,r) e |pp- —rp-| = |vp- —7pe| @ fge < Vg o1
de(p,r) =dg(v,r) e |pr —rps| = |vpe —71p-| € Hoo = Ve € [l < Ve OU
| de(p,r) =dp(v,r) e |pr. —rpe| = |vpe —7Tre| € flae = Vau © plpe = Ve € pipe < Ve

(4.23)
onde dg(pt, ) denota a distancia Euclidiana entre e 1.
Note que. se a segunda condicdo em (4.23) for satisfeita. ou seja. dp(p,r) = dp(v,1) e

|pre — 7.

{ |If’f‘_-p - rlr‘j'_,-v

. entdo a desigualdade
ULT - T’a‘ }2 + {#b‘ — T‘b"‘ }2 = {V&-o - T’T }2 + [:L"b-o - T'b-o }2 (4:4)

¢ verdadeira. Em outras palavras, o croma de v esta mais proximo do croma do ponto de
referéncia r que o croma de p. Tambem, observe que as frés ultimas condicdes em (4.23),
que corresponde a ordem lexicografica aplicada sequencialmente ao vermelho-verde. amarelo-
azul. e os valores da luminosidade. tornam <7, .,. um esquema totalmente ordenado. O

maior e 0 menor elemento de V..., com a ordem dada por (4.23) € o ponto referéncia r e

(rp-, —00, —0C), respectivamente.

4.6 TRANSFORMACAO DE KARHUNEN — LOEVE

A transformacdo de Karhunen-Loéve (TKL) € baseada em propriedades estatisticas de re-
presentacdo de vetores, o que a forna uma ferramenta importante para o processamento de
imagens e sinais [13]. Esta transformacdo constitui um método para descorrelacionar os dados
que apresentam uma certa dependéncia. Por exemplo, as coordenadas do sistema de cor RGB
sdo altamente correlacionadas [35]. O objetivo da transformacdo de Karhunen-Loeve € fazer
uma mudanca de base para um novo sistema de coordenadas onde os dados estejam descorrela-
cionados.

Para obter a transformacao de Karhunen-Loéve, o primeiro passo & definir a matriz de co-
variancia e o vetor de médias de um conjunto de dados. Formalmente, sejam ug, ..., Wy 08
valores dos pixels de uma ou mais imagens coloridas no sistema RGB. Definimos o vetor das

médias m € R? e a matriz covariante C' € R*** dos valores dos pixels como segue:
m
1 7 T
m=— w e (=— E wu; | —mm'. (4.25)
i m i=1

Os elementos ¢;; de C representam a variancia dos u;. e 0s elementos ¢;; de C' a covariancia

entre os elementos u; € u;. Se os elementos u; € u; nio estdo correlacionados sua covariancia €
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Zero e ¢;; = ¢5; = 0.

Note que a mafriz C € simeétrica e semidefinida positiva, logo € possivel enconfrar uma base
ortonormal de autovetores [12]. Sejam (., gz € g3 € A;. A; € A3 0s autovetores e os autovalores
correspondentes de C', respectivamente, arranjados na ordem decrescente \; > A, para j =
1, 2. Defina a matriz () com as linhas formadas pelos autovetores de C', ordenadas de forma que
a primeira linha de () corresponde ao maior autovetor e a ltima linha corresponde ao menor
autovetor.

A matriz () ¢ a transformacdo de Karhunen-Loéve. Desta forma. dado um elemento u =
(U, Uy, Up) € Vipep no sistema se cores RGB. o correspondente elemento v = (v, Uz, v3) no

sistema de cores ortogonal Karhunen-Loéve V. € dado por:
v=0Q(u—m). (4.26)

O objetivo da transformacdo € estabelecer um novo sistema de coordenadas cujos eixos
estdo na direcdo dos autovetores de (. Precisamente. a transformacio de Karhunen-Loéve é
uma rotagdo que alinha os dados com os autovetores e este alinhamento € o mecanismo que
descorrelaciona os dados.

Uma propriedade importante desta transformagio ¢ o fato que () é ortogonal. ou seja. Q! =

Q. logo o processo reverso de recuperar um vetor u a partir de um vetor v € dado por:
u=0Q"v+m (4.27)

onde QT = [qy, qa, qs) € R*** é a matriz ortonormal formada pelos autovetores de C.

Exemplo 5. A4 representa¢do da imagem X ilustrada na figura 4.1 no sistema de coordenadas

Karhunen-Loéve é dado por:

0,5 0,5 —0,5 0,5
x;=| 05 |, xa=| 05 |.xs=] 05 |.xa=] —0.5
~0,5 ~0,5 0,5 0,5
—0,5 0,5 0,5 —0,5
xs=| 05 ]|,xs=| —0,5 x;=| 05|, xs=| 0,5
—0,5 0,5 0,5 0,5
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4.6.1 Ordem das Coresno Espaco TKL

Para ordenar os elementos de V no sistema ortogonal de cores Karhunen-Loéve Vg usa-
mos a ordem lexicografica. Matematicamente. dados dois pontos u € Vegp e p € Vaan

e sejam v = (v1,v2,v3) e ¥ = (1,9, V3) 0s vetores correspondentes no sistema de cores

Karhunen-Loéve. Definimos u <%, g se e somente se v é menor ou igual que v na ordem

lexicografica. ou seja,

T < 14 ou
L
U<ygL i ses v1=1 €& U<l Ou (4.28)

M =1 e vy =1 & Vg < L4

Note que a ordem dada por (4.28) ¢ uma ordem total. em que o supremo e o infimo de
qualquer subconjunto de Vg 1, sdo obtidos de acordo com a posicdo dos valores dos pixels no
espaco TKL. Também observamos que a ordem marginal nao pode ser aplicada sem adaptacodes
neste espaco. pois o inverso do supremo de um subconjunto X C Vg ;. bem como o inverso
do infimo de X, podem ndo pertencer ao cubo Vygp = [0, 1]3. Em vista disto. aplicamos o

sistema de cores Karhunen-Loéve somente com a ordem lexicografica.
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CAPITULO5
RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Neste capitulo realizamos diversos experimentos computacionais utilizando as memorias VW
e M para a reconstrucdo de imagens coloridas corrompidas com diferentes tipos de ruido. Para
isto consideramos doze imagens coloridas no sistema RGB de tamanho 512 x 512 pixels como
mostrado na figura 5.1. Para cada uma destas imagens. geramos um padrio x* de tamanho
n. com n = 262144, Também dividimos todas as entradas de x* por 255 para obter valores
no intervalo [0,1]. assim x* = [xi,...,x5] onde cada x; = [zf, 2, z;] € [0,1]°. Entdo.
armazenamos as doze imagens originais nas memorias W e M, aplicando as MAERCs em
diferentes representacdes de espacos de cores como RGB. HSV, HSL e CIELab com diferentes
esquemas ordenados. Nosso objetivo € avaliar o desempenho destas memorias na reconstrucio

de imagens coloridas corrompidas com rmido pepper, gaussiano e impulsivo.

5.1 MEDIDAS DE DISTORCAO

Para avaliar a qualidade das imagens recordadas por um modelo de memoria associativa
usamos duas medidas, a razao pico sinal-ruido! (PSNR) e 0 AE?,. O PSNR ¢ uma medida
bastante usada para avaliar a qualidade de imagens processadas por um sistema de imagem
digital e utiliza o erro quadratico médio (MSE) em sua formula. Assim dadas duas imagens

X,y € V", define-se o erro quadratico médio como:

1 i
= L2
MSE = -3 % — v,
n <
i=1
onde x; e y; representam os valores dos pixels na j-ésima posicdo e ||.|| denota a norma Eu-

clidiana. Para imagens definidas no dominio [0, 1] a razdo pico sinal-ruido em decibéis (dB) é

dado por:

1

' Traducdo de peak signal-to-noise ratio
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Figura 5.1 — Imagem originais de tamanho (512 X 512) pixels no espaco RGB

e —

Valores maiores do PSNR representam uma melhor correcdo com relacdo a ruido.

No contexto de imagens coloridas, a métrica no espaco CIELab denotado por AE7, ¢ uma
medida apropriada para avaliar a qualidade das imagens. pois 0 espago CIELab fornece a me-
dida da distancia entre duas imagens de acordo com as cores percebidas pelo olho humano. A

expressdo para o calculo do AE?, para duas imagens x,y € V" é dado por:

: 1y
AEL(xy) == lx =5l (5.2)

onde x; e y; representam os valores dos pixels no espaco CIELab na j-ésima posicédo e ||.||

denota a norma Euclidiana. A medida AE?, também sera referida neste trabalho por Delta.

5.2 EXPERIMENTOS UTILIZANDO DIFERENTES ESQUEMAS ORDENADOS NO SISTEMA RGB

Nesta secdo realizamos experimentos no espaco RGB utilizando as ordens lexicografica.
marginal e a-modulo. Armazenamos as doze imagens originais coloridas no sistema RGB,

mostradas na Figura 5.1, nas memorias W e M, com ordem lexicografica RGB. com a ordem
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marginal RGB e com a ordem a-moédulo RGB, com o = 20. Também sintetizamos os modelos
W e M. utilizando a transformacdo de Karhunen-Loéve para descorrelacionar os dados das

imagens no sistema RGB, passando para o sistema de coordenadas TKL e usamos a ordem

; . =1 =2 =3 _ -4
Figura 5.2 — Imagem ruidosas * , =7, X" e xX".

Gaussiano Impulsivo
g =1). 1 w3 = 0,1

lexicografica, totalizando oito memorias.
A matriz da transformacdo de Karhunen-Loéve () gerada a partir das 12 imagens originais

ilustradas na Figura 5.1 &:

IVU,GDGQT 0,57211  0,55161 ]
Q=1 0.60700 0,11429 —0,78644 | .
0,51298 —0,81217 0,27790

(5.3)

Como observado no capitulo anterior, a técnica utilizada para o armazenamento dos padroes
fornece uma rede com coneccdes esparsas. Em fermos compuftacionais, o conjunto de juncdes
sinapticas das memodrias W e M com ordem lexicografica RGB alocou aproximadamente 162
MB de espaco de memoria. Os modelos com ordem marginal RGB e a-modulo RGB alocaram
aproximadamente 2 MB e 151 MB, respectivamente. O modelo com ordem lexicografica no
sistema de coordenadas TKL alocou aproximadamente 140 MB de espaco de memoria. Nestes
experimentos utilizamos inteiros longos sem sinal, com um processador de 64 bits, para repre-
sentar os indices dos conjuntos de juncdes sinapticas.

Completada a fase de armazenamento, verificamos que cada um dos modelos de memorias
recorda perfeitamente as 12 imagens originais. ou seja, o conjunto de memorias fundamentais
x!,...,x? mostradas na Figura 5.1 sdo pontos fixos dos modelos W e M. conforme afirma

0 Teorema 3.13. Também aplicamos estas memorias em padrdes corrompidos com ruido tipo
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pepper, gaussiano e impulsivo. As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam os padrées recordados pelas

memoérias VW e M. respectivamente, quando apresentados os padroes de entrada x!, x?, X* e x*
ilustrados na Figura 5.2.

! e x? foram geradas introduzindo

Observamos que, na Figura 5.2, as primeiras imagens X
ruido pepper com probabilidades m; = 0,1 e m = 0, 3, respectivamente. Lembrando que esse
tipo de mido origina-se, por exemplo. por erros em sensores e falhas na comunicacdo enfre
canais [34]. O ruido pepper € obtido atribuindo-se zero em cada canal de cor, com uma deter-
minada probabilidade. nos valores dos pixels de uma imagem no sistema RGB. A imagem X°
foi gerada adicionando ruido gaussiano com media 0 e varidncia ¢ = 0, 1. Uma imagem cor-

rompida com ruido gaussiano € obtida adicionando-se um termo com meédia zero e distribuicao
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Figura 5.3 —Imagem recordadas pelos modelos W com ordem lexicografica (primeira linha),
com ordem marginal (segunda linha), com ordem a- médulo (terceira linha) e
(quarta linha) com os dados descorrelacionados utilizando a ordem lexicografica,

quando os padrdes corrompidos X'.%*.%" e X* mostrados na figura 5.2 sio
introduzidos como entrada.
Pepper Pepper Gaussiano Impulsivo

TL_QZUT?)

icografica

lex

I

=
)
3
=

normal com variancia o2 em todos os valores dos pixels da imagem no sistema RGB. A ultima
imagem. x*. foi gerada adicionando ruido impulsivo com probabilidade 73 = 0, 1 de ocorrer o

ruido nos valores dos pixels. e com probabilidade 0. 25 de ocorrer o ruido em cada canal de cor.

O modelo de ruido impulsivo considerado nesta dissertacdo € o seguinte:



68

1, com probabilidade (1 — )
d, ug,us)’, com probabilidade p,m
X7 = § (ur,d,us)”, com probabilidade p,m (5.4)

Uy, uy,d)’, com probabilidade pym

d,d,d)T,  com probabilidade p,m,

onde 7 denota a probabilidade dos valores dos pixels serem corrompidos, U = (u,, i, ub)T e

um vetor no espaco RGB, livre de ruido. Os termos p,., p, € p. satifazendo p, +p, +p, < 1.
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Figura 5.4 —Imagem recordadas pelos modelos M com lexicografica (primeira linha), com
ordem marginal (segunda linha), com ordem a- modulo (terceira linha) e (quarta
linha) com os dados descorrelacionadas utilizando a ordem lexicografica, quanto

N . =1 =2 =3 =4 : «
0s padrbes corrompidos X ,X €X" mostrando na figura 5.2, sdo
introduzidos como entrada.

, K

Pepper Pepper Gaussiano Impulsivo
m =01 m =10.3 o=01 g =0,1

icografica

lex

margina

cv-modulo

TKL

representam a probabilidade de introduzir ruido nos canais vermelho, verde e azul, respectiva-
mente., e p, = 1 — p, — p, — pp corresponde a probabilidade de corromper simultaneamente
todos os canais. Finalmente d € {0, 1} € o valor do impulso obtido da distribuicdo de Bernoulli
com iguais probabilidades de sucesso ou falha. O ruido impulsivo ocorre geralmente por falhas

na comunicacdo ou interferéncias ambientais [34].
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Observamos que as imagens recordadas com os modelos W com ordem lexicografica RGB
e com a ordem lexicografica a-médulo. quando a imagem X® corrompida com ruido gaussiano
¢ infroduzida como entrada. priorizaram a cor vermelha devido a sequéncia da cascata na ordem
lexicografica. Por dualidade. os modelos M., baseados nas operacdes de minimo, priorizaram o
azul e o verde. Observamos também. que a ordem lexicografica cv-modulo possui caracteristicas
muito semelhantes da ordem lexicografica RGB.

As imagens recordadas com os modelos }V e M com ordem lexicografica RGB. com a

ordem lexicografica a-médulo e com a ordem marginal, quando apresentado a imagem x*

corrompida com ruido impulsivo como dado de entrada. priorizaram as cores branca e preta,
respectivamente. Isto segue do fato que as cores introduzidas com o ruido impulsivo represen-
tam o maior e o menor elemento de Vs p com estes esquemas ordenados. Acreditamos que os
modelos com a ordem marginal introduzem menos elementos branco e preto. respectivamente,
porque o seu conjunto de jungdes sinapticas € muito menor se comparado com o0s outros mode-
los. Por exemplo. o modelo com a ordem marginal tem aproximadamente 1, 2% do mimero de
juncoes sinapticas do modelo com ordem lexicografica RGB.

As imagens recordadas com os modelos W e M. com os dados descorrelacionados uti-
lizando a ordem lexicografica. priorizaram as cores correspondentes a sua posicdo com respeito
a dispersdo dos pixels no espaco TKL.

! e x? representam versdes erodidas da imagem original. con-

Observamos que os padrdes X
sequentemente, os modelos de memoria V., com as ordens aqui consideradas. apresentaram
boa tolerancia. Em contrapartida, os modelos M apresentaram piora em relacio aos padrdes
erodidos, confirmando os resultados obtidos na secdo 3.5.

Para uma melhor comparacio entre os modelos de memorias V. com as ordens lexicogra-
fica RGB. marginal RGB, a-modulo RGB e ordem lexicografica com os dados descorrelaciona-
dos. a Figura 5.5, apresenta os graficos com a meédia do PSNR e do Delta, em 120 simulacdes,
10 para cada uma das 12 imagens originais. versus a probabilidade de ocorrer ruido pepper e a
variancia do ruido gaussiano, respectivamente.

Observamos que. em todos os graficos usamos os seguintes valores para a probabilidade de
ocorrer os ruidos pepper e impulsivo: 0, 005; 0, 01; 0,03; 0,05; 0,1; 0,2; 0,25; 0,3; 0,4e 0, 5.
Para a variancia do ruido gaussiano, com media 0, usamos os valores: 0, 005; 0, 01; 0,03; 0, 05;
0,07; 0,1; 0,15; 0,2; 0,25e 0, 3.

O modelo W no espaco TKL com ordem lexicografica se mostrou eficiente com relacdo a
padroes corrompidos com ruido gaussiano, conforme mostra o grafico na segunda linha a direita
ilustrado na Figura 5.5. Enfretanto, o grafico a esquerda com a medida PSNR ndo acusou me-
lhora. De fato. a medida Delta € calculada no espaco CIELab. que € perceptualmente uniforme.
Em outras palavras, no espaco CIELab a distancia enfre duas cores € mensurada de acordo com
a diferenca entre as cores percebidas pelo olho humano. Portanto. acreditamos que a medida
Delta seja mais apropriada que o PSNR. com relacdo a imagens coloridas, uma vez que o PSNR

¢ calculado no espaco RGB que ndo possui a propriedade de ser uniforme.
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Observamos que os padrdes recordados com os modelos W e M com a ordem marginal
RGB. quando apresentado como enfrada uma imagem corrompida com os ruidos gaussiano
ou impulsivo, sdo visualmente melhores que os outros modelos. Porém, os graficos ilustrados
na Figura 5.5 mostram que os modelos com ordem marginal RGB ndo recuperam imagens
corrompidas com os ruidos aqui considerados. De fato. as medidas PSNR. e Delta calculados
entre os padrdes originais e corrompidos sdo bem proximas das medidas PSNR e Delta enftre os
padrdes originais e os padrdes recordados pelos modelos W e M com a ordem marginal RGB.

Figura 5.5 —Media do PSNR e Delta versus a probabilidade de adicionar ruidos pepper
(primeira linha) e a variancia de adicionar ruido gaussiano (segunda linha). As
linhas marcadas com "B (vermelho), ~4 7 (verde), “= (magenta), ~= ~(azul),
representa as memarias w com as ordens lexicografica, c-modulo. margmal ¢
ordem lexicografica com os dados descorrelacionados.  respectivamente. Por

fim, as marcadas com “#7(preto) representa as medidas PSNR e Delta,
respectivamente, entre os padrdes originais e os padrdes corrompidos.

T
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Acreditamos que este fato se deve ao baixo numero de juncdes sinapticas destes modelos.

Observamos também que a tolerdncia a ruido dos oito modelos de memorias no espago
RGB e TKL com relacdo a padrdes corrompidos com mido impulsivo € baixa. ou seja. estas
memorias ndo foram capazes de corrigir erros na presenca de ruido impulsivo.

Finalmente verificamos que as memorias VW e M sdo invariantes sob transformacdes de
luminosidade. Conforme o Teorema 3.12, que afirma que estas memorias sdo invariantes sob
alguns tipos de transformacdes. De fato, ao apresentarmos como entrada as imagens ilustradas
na Figura 5.6. obtidas somando e subtraindo uma constante. os modelos W e M com ordem

marginal e lexicografica recordaram as mesmas imagens.

Figura 5.6 — Imagens obtidas somando e subtraindo uma constante, respectivamente.

5.3 EXPERIMENTOS UTILIZANDO VARIACOES DA ORDEM LEXICOGRAfICA NOS SISTEMAS HSL E
HSV

Nesta secdo realizamos experimentos com os modelos YV e M no sistema de cores HSL
com as ordens lexicografica LSH. priorizando a luminosidade, a ordem SLH priorizando a sa-
turacdo e com a ordem lexicografica hue ponderado pela saturacdo, totalizando seis modelos.
Tendo em vista a semelhanca dos espacos HSL e HSV, para o sistema de cores HSV, sinteti-
zamos os modelos W e M somente com a ordem lexicografica VSH priorizando o valor.

Precisamente, consideramos as 12 imagens originais de tamanho 512 x 512 pixels, ilustradas
na Figura 5.1. tal como na secdo anterior. Entdo. sintetizamos as memorias ¥V e M usando
(3.21) e (3.22). respectivamente. Em termos computacionais, o conjunto dos indices de juncdes
sinapticas dos modelos de memorias YV e M com a ordem lexicografica LSH alocou aproxi-
madamente 120 MB de espaco de memoria. Os modelos com as ordens SLH e hue ponderado
pela saturacdo alocaram aproximadamente 168 MB e 373 MB, respectivamente. Os modelos
no espaco HSV alocaram aproximadamente 110 MB. Lembramos que utilizamos nestes expe-
rimentos inteiros longos sem sinal, com um processador de 64 bits, para representar os indices

dos conjuntos de juncdes sinapticas.
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Completada a fase de armazenamento, verificamos que cada um dos modelos de memorias
recorda perfeitamente as 12 imagens originais. em outras palavras, o conjunto de memorias

fundamentais x! 12

,....X"* mostradas na Figura 5.1 representam pontos fixos dos modelos W
e M. conforme afirma o Teorema 3.13. Também aplicamos estas memdrias em padrdes cor-
rompidos com rido tipo pepper. gaussiano e impulsivo. As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam os
padroes recordados pelas memdrias VW e M. respectivamente. quando apresentados os padrdes
de entrada X!, %%, X* e X* ilustrados na Figura 5.2.

Observamos que, as imagens recordadas com os modelos W e M. mostradas nas Figuras
5.7 @ 5.8, com a ordem lexicografica LSH (primeira linha) priorizaram as cores branca e preta,
respectivamente, pois estes modelos sdo baseados nas operacdes de supremo e infimo onde o
maior e o menor elemento de Vs com a ordem LSH correspondem as cores branca e preta.
respectivamente. Observamos também que todos os modelos no espago HSL e HSV foram
sintetizados usando o dngulo de referéncia iy = 0. Lembrando que. o valor do hue igual a zero

corresponde a cor vermelha.
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Figura 5.7 —Imagens recordadas pelos modelos W com ordem lexicografica LSH (primeira
Linha), com ordem lexicografica SLH (segunda linha), com ordem lexicogréafica
hue ponderando pela saturacdo (terceira linha) e com ordem lexicografica VSH

. N . -1 22 =3 _ =4
(quarta linha), quando os padrdes corrompidos * % :* €X  mgostrados na
figura 5.2 sdo introduzidos como entrada.

Pepper Pepper Gaussiano Impulsivo
m =01 T =0,3 og=10.1 my = 0,1

LSH

SLH

hue-saturacdo

VSH

As imagens, na segunda linha da Figura 5.7. recordadas pelo modelo W com a ordem
lexicografica SLH priorizaram as cores puras com o angulo de referéncia hy = 0 para o hue. em
ouiras palavras, este modelo ressaltou os elementos mais saturados da imagem. Por dualidade,
as imagens. na segunda linha da Figura 5.8, recordadas com o modelo M com a ordem SLH

priorizaram os tons de cinza.
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As imagens recordadas com os modelos YV e M com a ordem lexicografica hue ponderado
pela saturacdo, mostradas na terceira linha das Figuras 5.7 e 5.8, ressaltaram as cores puras
com 0s valores do hue correspondente as cores vermelha e ciano, respectivamente. Lembrando
que, o maior ¢ o menor elemento de Vg, com a referida ordem sdo os pontos (0; 1; 0,5) e
(0 +180; 1; 0,5). que correspondem as cores vermelha e ciano. respectivamente.

As imagens, mostradas na quarta linha das Figuras 5.7 e 5.8. recordadas pelos modelos

W e M com ordem lexicografica VSH. priorizaram as cores branca e preta. respectivamente.

Figura 5.8 —Imagens recordadas pelos modelos M com ordem lexicografica LSH (primeira
linha), com ordem lexicografica SLH (segunda linha), quando os padrdes

. =1 =2 =3 _ =4 . ~ - .
corrompidos X :X".X" &X' mostrados na figura 5.2 sdo introduzidos como

entrada.
Pepper Pepper Gaussiano Impulsivo
m =0,1 e =10,3 og=10.1

171'3=D,1

LSH

SLH

hue-saturacio

VSH
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Podemos observar que as imagens recordadas com os modelos W e M, sintetizados com a
ordem lexicografica LSH. sdo semelhantes aos respectivos modelos W e M. sintetizados com
a ordem lexicografica VSH.

Para uma melhor comparacdo entre os modelos de memorias V. com as ordens lexicogra-
fica LSH e SLH. ordem lexicografica hue ponderado pela saturacdo e a ordem lexicografica
VSH, a Figura 5.9 apresenta os graficos com a média do PSNR e do Delta. em 120 simulagdes,
10 para cada uma das 12 imagens originais, versus a probabilidade de ocorrer o ruido pepper
(primeira linha) e ruido gaussiano (segunda linha).

Observamos que. os modelos W com ordem lexicogrifica LSH, SLH e VSH foram efi-
cientes com relacdo a padrdes corrompidos com ruido tipo pepper. conforme mostram os gra-
ficos ilustrados na primeira linha da Figura 5.9. Em contrapartida, o modelo WV com ordem

lexicografica hue ponderado pela saturacdo apresentou melhora somente para uma probabili-
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Figura5.9—- Meédia do PSNR e Delta versus a probabilidade de adicionar ruidos pepper
(primeira linha) e a variancia do ruido gaussiano (segunda linha). As linhas

marcadas com M (vermelho), “A7(verde), “© (magenta) e ¥ (azul),
representam as memorias W com as ordens lexicografica LSEH, lexicogréfica
SLH, lexicografica hue pon derado pela saturagdo g grdem lexicograficas
VSHrespectivamente. Por fim, as linhas marcadas com ~# (preto)
representam as medidas PSNR e Delta, respectivamente, entre os padrdes
corrompidos.

Dalna
-

(5] a1 ad [T 3 [T & [T
Frobabiidade de Adicdonar Ruido Pepper Frobablidade de Adiclonar Ruido Pepper

a a8 ]
“arianda do Ruldo Gaussiang

i ) ]
Wariancia do Ruido Gaussiano

dade de ocorrer ruido em torno que 0,4. Em oufras palavras, este modelo somente apresenta
melhora se a imagem apresentada como entrada for bem ruidosa.

O modelo W com ordem lexicografica LSH apresentou uma pequena tolerincia com relagdo
a padroes corrompidos com ruideo gaussiano, conforme mostra o grafico na segunda linha a
direita. ilustrado na Figura 5.9. Também aplicamos os modelos de memdria W em padrdes
corrompidos com ruido impulsivo e verificamos que estas memorias ndo foram eficientes.

Observamos ainda, que a meméria VWV com ordem lexicografica VSH. com relacdo a padrdes
corrompidos com ruido gaussiano. somente apresentou pequena melhora para uma variancia em

torno de 0, 2. que para o ruido gaussiano corresponde a nma imagem bem ruidosa. Os modelos
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W com as ordens lexicogréfica hue ponderado pela saturacdo e com a ordem lexicografica SLH
néo se mostraram adequadas para recuperar imagens corrompidas com ruido gaussiano.

Para comparar os modelos de memoria M. com as ordens lexicografica LSH. lexicografica

Figura 5.10 — Meédia do PSNR e Delta versus a variancia de adicionar ruido gaussiano. As
linhas marcadas com ~“M™ (vermelho), “4" (verde), "=~ (magenta) e “¥”
(azul), representamas memoriasMcomas ordens lexicografica LSH,
lexicogréafica SLH, lexicografica hue ponderado pela saturacéo e lexicogréafica
VSH, respectivamente. Porfim, as linhas marcadas com ~# (preto)
representam as medidas PSNR e Delta, respectivamente, entre os padroes
originais e os padrbes corrompidos.

a ais ] ai 213 ]
Warancla do Rukdo Gausshno Yarancla do Ruide Gaussiano

SLH, lexicografica hue ponderado pela saturacdo e ordem lexicografica VSH, a Figura 5.10
apresenta os graficos com a média do PSNR e do Delta. em 120 simulagdes., 10 para cada
uma das 12 imagens originais. versus a probabilidade de ocorrer o ruido gaussiano. Como
os modelos de memorias M ndo apresentam tolerdncia a padrdes corrompidos com ruidos
negativos, como € o caso do ruido pepper, ndo geramos os graficos.

Observamos que os modelos M com as ordens lexicografica SLH, VSH e hue ponderado
pela saturacdo mostraram-se eficientes para padroes corrompidos com ruido gaussiano. sendo o
modelo sintetizado com a ordem lexicografica SLH, priorizando a saturacio. o melhor modelo.
conforme mostra o grafico a direita ilustrado na Figura 5.10. No entanto. o modelo M com a or-
dem lexicografica LSH somente apresenta uma pequena tolerancia quando a variancia do ruido
gaussiano esta em torno de 0, 2. Também aplicamos estes modelos para padrdes corrompidos

com ruido impulsivo e verificamos que nao foram eficientes.
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5.4 EXPERIMENTOS UTILIZANDO VARIAGOES DA ORDEM LEXICOGRAFICA NO SISTEMA CIELAB

Nesta secdo realizamos experimentos com as memorias ¥V e M no espaco CIELab. Precisa-
mente, consideramos as doze imagens originais no espaco RGB e transformamos cada ponto do
espaco RGB em um ponto no espacgo de cores CIELab. passando pelo espago CIE XYZ. usando
as respectivas equacgdes (4.17), (4.18). (4.19) e (4.20).

Usando (3.21) e (3.22), armazenamos os doze padrdes multivalores. ilustrados na Figura

5.1 nas memorias VW e M com as ordens lexicografica L*a™b" e a ordem lexicografica L*a*b"
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Figura5.11 — Imagens recordadas pelos modelos W com ordem lexicografica L*a*b*

(primeira linha) e com ordem lexicografica L*a*b* baseada na cor referéncia
cinza (segunda linha). Na terceira e quarta linha, imagens recordadas pelos
modelos M com ordem lexicografica L*a*b* e com ordem lexicografica
L*a*b" paseada na cor referéncia cinza, respectivamente, quando os padrdes

. 1 =2 =3 -4 . ~ - .
corrompidos * +* X & X mostrados na figura 5.2 sdo introduzidos como

entrada.
Pepper Pepper Gaussiano Impulsivo

m =01 ma=0,3 og=~01 my =01

L
L*a*b®

r
WL- I!'.I.- b-

L
M ‘_- I!'.I:- |5'

L*a*b*

r

baseada num referencial. Observamos que esta ultima foi gerada usando a referéncia r =
(50,0, 0). que corresponde a cor cinza médio no espaco CIELab. Em termos computacionais,

os conjuntos de juncdes sinapticas dos modelos W e M com a ordem lexicografica L*a*b*
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armazenaram aproximadamente 130 MB de espaco de memoria. enquando que o modelo com
ordem lexicogrifica L*a*b* baseada na cor cinza armazenou aproximadamente 127 MB.
Completada a fase de armazenamento, confirmamos que os doze padrdes originais repre-
sentam pontos fixos dos quatro modelos, conforme afirma o Teorema 3.13. Depois. aplicamos
estas memorias em padrdes corrompidos com ruido pepper, gaussiano e impulsivo. A Figura
5.11 apresenta os padrdes recordados pelas memorias W e M, respectivamente, quando apre-

sentados os padrées de entrada X', X%, x* e x* ilustrados na Figura 5.2.
Observamos que as imagens. ilustradas na Figura 5.11. recordadas com o modelo WV com

a ordem lexicografica L*a*b* priorizaram as cores mais claras. ou seja. com maior valor de

luminosidade. Enquanto que as imagens recordadas pelo modelo M ressaltaram as cores mais
escuras. Salientamos que para padrdes corrompidos com ruido impulsivo. os modelos W e M
com a ordem lexicogréfica L*a*b™ priorizaram as cores branca e preta, respectivamente. Isto
segue do fato que as cores infroduzidas com o ruido impulsivo representam o maior e 0 menor
elemento de V;.,.;- com estes esquemas ordenados.

As imagens recordadas com o modelo W com ordem lexicografica L*a*b* baseado na refe-
réncia r = (50,0, 0), priorizaram os tons de cinza. ou seja. as cores mais proximas, na distancia
Euclidiana, do ponto de referéncia r. Por dualidade. as imagens recordadas com o modelo
M com ordem lexicografica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0, 0), priorizaram as cores
com valor de luminosidade igual a 50, que corresponde ao valor da luminosidade do ponto de
referéncia r com as cores verde e azul.

Os graficos ilustrados na Figura 5.12 foram gerados em 120 simulacdes, 10 para cada uma
das doze imagens. Precisamente. cada padio original, ilustrado na Figura 5.1. foi corrompido
10 vezes de maneira semelhante com o respectivo ruido e depois calculado a média das medidas
PSNR e Delta entre os padrdes original e recuperado ou corrompido.

Observamos que o modelo VW com a ordem lexicografica L*a*b* se mostrou eficiente para
padroes corrompidos com ruido pepper. conforme mostram os graficos, ilustrados na Figura
5.12 (primeira linha). Tambeém apresentou pequena tolerancia para padroes corrompidos com
ruido gaussiano com variancia a partir de 0, 1, conforme mostra o grafico na segunda linha a
direita na Figura 5.12. Entretanto. ndo foi eficaz para padrées corrompidos com ruido impulsivo.

O modelo W com a ordem lexicografica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0,0) se
mostrou eficiente para padrdes corrompidos com os ruidos pepper. gaussiano e impulsivo. Note
que. este foi o inico modelo que recupera padrdes corrompidos com ruido impulsivo, conforme
mostram os graficos. na terceira linha, ilustrados na Figura 5.12.

Finalmente, os modelos M com as ordens lexicografica L*a*b* e a ordem lexicografica
baseado na referéncia r = (50,0, 0) ndo se mostraram eficientes para padrdes corrompidos com

os ruidos aqui considerados.
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5.5 COMPARAGAO ENTRE OS MODELOS DE MEMORIAS W E M

Nesta secdo comparamos os modelos de memorias W e M nos diferentes espacos de cores.

Tendo em vista os experimentos realizados até o momento, selecionamos os modelos que apre-

sentam uma melhor tolerancia a ruido em cada espaco de cor. Entdo. geramos os graficos que

representam a média da medida Delta em 10 experimentos para cada uma das doze imagens

originais aqui consideradas versus a probabilidade de adicionar o ruido.

Os modelos mais eficazes com relacdo a padrdes corrompidos com ruido pepper estdao

ilustrados no grafico da Figura 5.13. Observamos que o modelo que melhor recupera este tipo

de ruido € o modelo W com ordem lexicografica SLH no espago HSL. Lembrando que esta

ordem priorisa a saturacdo seguido da luminosidade e a componente hue. Além disso. o modelo

Figura 5.12 — Média do PSNR e Delta versus a probabilidade de adicionar ruido pepper

FENR

(primeira linha), ruido gaussiano (segunda linha) e ruido Impulsivo (terceira
linha). As linhas marcadas com W (vermelho) e * (verde) representam as
memoérias W com a ordem lexicografical”a*h” e com a ordem

referencia 1 ) Lexicografica ."a™0" baseado na respectivamente.

As linhas marcadas com # (preto) representam as medidas PSNR e Delta
entre os padrdes originais e os padrdes corrompidos.

L)
| 3

(7] as as a as ] ™)
Probablidade de Adicionar Ruldo Pepper Probablidade de Adiclonar Ruldo Pepper

& a3 ]
‘Wariancia do Ruido Gaussiang

&i i )
Yarianda do Rulde Gausslro



[T} s a1 [ & as ) T}
Probabiidage de Adicionar Ruido Impulsio Probabikdade de Adidonar Ruids Impulsive

Figura 5.13 — Média do Delta versus a probabilidade de adicionar ruido pepper. As linhas

Delta

marcadas com “H” (vermelho), ¥ (azul), "® (magenta) e ~*  (verde),

representam as memorias W com as ordens
lexicografica RGB, lexicografica SLH. lexicografica VSH e ordem
lexacografica L7a"0" | respectivamente. Por fim, a linha marcada com B

(preto) representa a medida Delta entre o padrdo original e o padréo
corrompido.

o o2 a3 0.4 oS

Probabilidade de Adicionar Ruido Pepper
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W com ordem lexicografica SLH, baseado nas operacdes de supremo, prioriza os elementos
mais saturados da imagem. ou seja. as cores puras com relacdo ao valor de referéncia hy da
componente hue.

Para padrdes corrompidos com ruido gaussiano. o modelo que possui maior tolerancia €
o modelo W com ordem lexicografica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0, 0) no espaco
CIELab. conforme ilustra o grafico da Figura 5.14. Salientamos que este modelo prioriza as
cores mais proximas do ponto de referéncia r. que neste caso. & um tom de cinza médio.

Finalmente, observamos que para padrdes corrompidos com ruido impulsivo somente o
modelo W com ordem lexicogrifica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0, 0) no espaco
CIELab ¢ capaz de recuperar as imagens. Como ndo ha outros modelos capazes de recuperar
imagens com ruido impulsivo ndo apresentamos aqui os graficos.

A Tabela 5.1 apresenta o nimero de juncdes sindpticas dos modelos W e M sintetizados
com os diferentes esquemas ordenados. Na terceira coluna € apresentado a porcentagem do
numero de juncdes sinapticas das memorias autoassociativas esparsas em reticulados em relacdo
a modelos totalmente conectados. Lembrando que para armazenar as 12 imagens coloridas
em um modelo totalmente conectado seriam gerados aproximadamente 6,9 x 10 nimero de

juncoes sinapticas.
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Figura 5.14 — Média do Delta versus a variancia de adicionar ruido gaussiano. As linhas
marcadas com “A™ (verde) e “¥ (azul), representam as memorias W com as
ordens lexicografica L*a*b* baseado na referéncia e
lexicografica com os dados descorrelacionados no espago TKL
respectivamente. As linhas com "B (vermelho) e “+” (magenta) representam
as mem(’)rias M com as Ordens llf'KiCDgﬂ;lﬁCﬂ sLH e IEXiCGgfﬁﬁCﬂ 1':“_1]:‘11

4

respectivamente. Por fim, a linha marcada com (preto) representa a

medida Delta entre o padrdo original e o padréo corrompido.

1 L L L L L
o oS a1 215 o2 oz o3

Yariancia do Ruido Gaussiano




Tabela 5.1 —Tabela com o nimero de juncdes sindpticas dos modelos WeM
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Esquema Ordenado Juncoes Sindpticas || Porcentagem
Lexicografica RGB 1.1 x 10° 0,016
Marginal RGB 1.3 x 10° 0, 0002
a-Modulo 9,9 x 10° 0,014
Lexicografica TKL 9,2 x 10° 0,013
Lexicografica LSH 7,9 x 10° 0,011
Lexicografica SLH 1.1 x 107 0,016
Hue Ponderado Pela Saturacido 2,5 x 10° 0,036
Lexicografica L*a*b* 8.5 x 10° 0,012
Lexicografica L*a"b" com r = (50,0, 0) 8,3 x 10° 0,012
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo detalhado das memorias autoassociativas es-
parsas em reticulados completos. Estas memorias sdo equipadas com neurdnios que realizam
operacdes de dilatacdo e erosio da morfologia matematica multivalor e podem ser efetivamente
usadas para o armazenamento e recordacdo de grandes imagens coloridas.

No capitulo 2 apresentamos os principais conceitos da teoria dos reticulados completos. que
formam a base para os operadores de dilatacdo e erosdo da morfologica matematica. Precisa-
mente, apresentamos as definicdes dos operadores dilacdo e erosido, os operadores de abertura
e fechamento bem como o conceito de adjuncdo. Também foram apresentados os operadores
de dilatacdo e erosfio para imagens multivalor, que dependem somente de uma estrutura de
reticulado completo.

No capitulo 3 demonstramos teoremas referentes a fase de armazenamento e recordacéo das
memorias autoassociativas esparsas em reticulados completos W e M. Em particular. demons-
framos que estas memorias apresentam convergéncia em uma 1nica iteracdo e que podemos
armazenar quantos padroes forem desejados nestes modelos. O conjunto dos pontos fixos, e
portanto, a fase de recordacdo desta classe de memorias foram caracterizados. Precisamente,
os padrdes recordados pelos modelos de memoria W baseadas nas operagdes de supremo sio
capazes de recordar um padrdo original somente se o padrdo de enfrada for menor ou igual ao
padrdo de saida desejado. Dualmente, o modelo M baseado nas operacdes de infimo recorda
um padrdo original somente se o padrio de entrada for maior ou igual ao padrio original. Além
disso. o conjunto dos pontos fixos das memorias W e M possuem uma grande quantidade de
memorias espurias.

Ainda no capitulo 3 demonstramos o teorema 3.12 que afirma que as memorias W e M
sdo invariantes sob certos tipos de transformacio. Por exemplo, estas memorias sao invariantes
sob transformacdes de luminosidade quando aplicadas para o armazenamento e recordacido de
imagens coloridas no sistema RGB com as ordens lexicografica e marginal. Também, neste
capitulo, estabelecemos nma relacio entre as memorias autoassociativas morfologicas em tons
de cinza de Ritter e Sussner [36. 37, 38, 51]. com as MAERCs. O Teorema 3.15 mostra que

as MAERCs podem ser obtidas das MAMs em tons de cinza excluindo-se algumas ligacdes

sinapticas. Em consequéncia disto, as MAERCs exibem tolerancia a ruido inferior com relacdo
a padrdes corrompidos com ruido positivo ou negativo. A principal vantagem das MAERCs
sobre as MAMSs em tons de cinza se refere a aspectos computacionais e tedricos, uma vez que
as MAERCs requerem muito menos esfor¢o computacional que os modelos de MAMSs em tons
de cinza. Do ponto de vista teorico. as MAERCs sdo definidas somente em uma estrutura
de reticulado completo, enquanto que as MAMSs em tons de cinza sdo definidas num l-grupo

estendido que, além da estrutura de reticulado, requer duas operacdes binarias adicionais.
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No capitulo 4 discutimos as representacdes para imagens coloridas RGB, HSV, HSL, CIE-
Lab e a transformacio de Karhunen-Loéve. Cada modelo possui uma representacio especifica
e cada ponto no espaco de cores representa uma lnica cor. Apresentamos neste capitulo as
caracteristicas de cada espaco de cor. bem como sua respectiva representacdo no sistema RGB.
Em cada modelo de cor definimos alguns esquemas ordenados que fornecem uma estrutura de
reticulado completo para o conjunto da cores.

No capitulo 5 realizamos diversos experimentos computacionais com as memorias W e M
baseadas em diferentes combinacdes de espacos de cores e esquemas ordenados. O objetivo
destes experimentos € avaliar o desempenho destas memorias na reconstrucio de imagens co-
loridas corrompidas por ruido pepper. gaussiano e impulsivo. Precisamente, investigamos o
desempenho das memorias W e M nos seguintes modelos de cores e sistemas ordenados:
no sistema RGB com as ordens lexicografica. marginal e a-maédulo: o modelo com ordem
lexicografica no sistema de coordenadas TKL: no espaco HSL com as ordens lexicogréfica
LSH, lexicografica SLH e lexicografica hue ponderado pela saturacdo: no sistema HSV com a
ordem lexicografica VSH: e finalmente, no espaco CIELab com as ordens lexicografica L*a*b*
e lexicografica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0, 0).

Observamos que os modelos de memoria VW sdo eficientes para a reconstrucio de imagens
coloridas corrompidas com ruido negativo. como o ruido pepper. com exceciao dos modelos
com a ordem marginal RGB e com a ordem lexicografica hue ponderado pela saturagdo. Os
melhores modelos que recuperam padrées corrompidos com ruido pepper sdo as memorias W
com as ordens lexicografica RGB. lexicografica SLH. lexicografica VSH e lexicografica L*a*b".
Observamos ainda, que os modelos com a ordem marginal RGB ndo sido adequados para a
reconstrucio de imagens coloridas corrompidas com os ruidos pepper. gaussiano € impulsivo.
Acreditamos que este fato se deve ao baixo numero de juncdes sinapticas deste modelo.

Os modelos que melhor recuperam imagens coloridas corrompidas com ruido gaussiano
sdo as memorias VW com ordem lexicografica L*a*b* baseado na referéncia r = (50,0,0) e
o modelo M com ordem lexicografica SLH. Salientamos que o primeiro modelo também &
eficiente para padrdes corrompidos com ruido impulsivo, sendo o Ninico dentre os modelos

apresentados.
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