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OLIVEIRA, Rafael Massambone de. Caracterizacéo e continuidade das memorias
associativas morfoldgicas fuzzy baseadas em uninormas. 2010. 90 f. Dissertacao
(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2010.

RESUMO

Um modelo de memoria associativa (AM, Associative Memory), dado por uma rede neural
fuzzy em que os neurbnios efetuam operacGes elementares da morfologia matematica (MM) e
que é usado para o armazenamento e recordacdo de padrbes fuzzy, € chamado memoria
associativa morfologica fuzzy (FMAM, Fuzzy Morphological Associative Memory). Esta
dissertacdo de mestrado se concentra na classe de memdrias associativas morfoldgicas fuzzy
baseadas em uninormas, que generaliza varios modelos de memodrias associativas fuzzy
(FAMs, Fuzzy Associative Memories), incluindo a classe das memdrias associativas fuzzy
implicativas (IFAMs, Implicative Fuzzy Associative Memories), substituindo a norma
triangular e co-norma triangular por um operador uninorma. A disserta¢do esta dividida em
trés partes. A primeira parte revela que a estrutura matematica chamada CLODUM (Complete
Lattice Ordered Double Monoid), representa uma estrutura apropriada para a classe das
FMAMs baseadas em uninormas. Precisamente, mostramos que certos modelos de FAM
realizam um mapeamento associativo que efetua uma dilatacdo ou uma erosdo que é
invariante sob regraduacgdes dos padrdes fuzzy se, e somente se, forem uma FMAM baseada
em uninorma. Além disso, em um CLODUM, temos que o problema de encontrar uma
FMAM baseada em uninorma apropriada para um determinado problema de associagdo
corresponde ao problema mais simples de determinar uma adequada matriz de pesos
sinapticos. Em vista desse fato, a segunda parte da dissertacdo se concentra no aprendizado
implicativo fuzzy (IFL, Implicative Fuzzy Learning), também chamado de aprendizado fuzzy
por adjuncgéo, que pode ser efetivamente aplicado para 0 armazenamento de um conjunto de
memorias fundamentais em FMAMs baseadas em uni-normas. Além disso, ressaltamos que
este esquema de armazenamento fornece, em um certo sentido, uma matriz de pesos
sinapticos Otima e, consequentemente, a melhor FMAM num dado clodum. Em particular,
mostramos que as FMAMSs baseadas em uninormas apresentam Gtima capacidade absoluta de
armazenamento no caso auto-associativo. Finalmente, a terceira parte da dissertacdo estende a
nocao de continuidade introduzida por Perfilieva e Lehmke para a classe de FMAMSs baseadas
uninormas. Como consequéncia, temos que uma FMAM baseada em uninorma € continua se e
somente se é capaz de armazenar cada associacao no conjunto de memérias fundamentais. No
caso auto-associativo, qualquer FMAM baseada em uninorma treinada com o IFL é continua.

Palavras-chave: Memdria Associativa. Morfologia Matematica. Conjuntos Fuzzy. Redes
Neurais Artificiais.



OLIVEIRA, Rafael Massambone de. Caracterizacéo e continuidade das memorias
associativas morfoldgicas fuzzy baseadas em uninormas. 2010. 90 f. Dissertacao
(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2010.

ABSTRACT

An associative memory (AM) model, given by a fuzzy neural network in which the neurons
perform elementary operations of mathematical morphology (MM) and that is used for the
storage and recall of fuzzy patterns, is called a fuzzy morphological associative memory
(FMAM). This master dissertation focuses on the class of fuzzy morphological associative
memories based uninorms, which generalizes several fuzzy associative memories (FAMS)
models, including the class of implicative fuzzy associative memories (IFAMs), by replacing
the underlying triangular norm and co-norm by an uninorm operator. The dissertation is
divided in three parts. The first part reveals that the mathematical structure, called complete
lattice ordered double monoid (CLODUM), yields an appropriate framework for the class of
FMAMSs based on uninorms. Precisely, we show that a certain FAM model has an associative
mapping that perform either a dilation or an erosion that is invariant under regraduations of
the fuzzy patterns if and only if it is an FMAM based on uninorm. Moreover, in a clodum, we
have that the problem of finding an appropriate FMAM based in uninorms for a given
association task corresponds to the easier problem of determining an appropriate synaptic
weight matrix. In view of this fact, the second part of the dissertation is concerned with the
implicative fuzzy learning (IFL), also called fuzzy learning by adjunction, which can be
effectively applied for storage of a fundamental memory set in FMAMs based in uninorms.
Furthermore, we point out that this recording recipe yields, in some sense, an optimal synaptic
weight matrix and, consequently, the best FMAM in a given clodum. In particular, we show
that an FMAM based in uninorms model exhibit optimal absolute storage capacity in the auto-
associative case. Finally, the third part of the disseration extends the notions of continuity
introduced by Perfilieva and Lehmke to the class of FMAMSs based on uninorms. As a
consequence, we have that an FMAM based on uninorm is continuous if and only if it is able
to store every association in the fundamental memory set. In the auto-associative case, any
FMAM based on uninorm trained by IFL is continuous.

Keywords: Associative Memory. Mathematical Morphology. Fuzzy Sets. Artificial Neural
Networks.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Memorias Associativas (AM, Associative Memories) sao modelos criados para armazenar pares
de entrada e saida. Além disso, uma AM deve ser capaz de recordar uma saida desejada mesmo
apos a apresentacio de um padrio de entrada ruidoso ou imcompleto. Redes Neurais Arti-
ficiais (ANNs, Artificial Neural Networks) sio modelos matematicos inspirados no cérebro
humano [56]. Esses modelos sdo constituidos de unidades de processamento simples, chama-
dos neurdnios, que tém a tendéncia natural de armazenar conhecimento experimental e tornéd-lo
disponivel parauso [17]. As Memorias Associativas Neurais (MANs, Neural Associative Mem-
ories) sao modelos de memorias associativas representadas por redes neurais artificiais.

As memorias associativas t€m sido objeto de pesquisas desde o inicio dos anos 1970 e rece-
beram mais atencao apo6s os trabalhos de Hopfield [17, 16, 20] no inicio dos anos 1980. Hopfield
mostrou como um sistema dindmico nao-linear discreto pode exibir recordacio associativa de
padrdes bindrios armazenados. Nos anos seguintes, foram apresentados véarios modelos que
estendem o modelo de Hopfield, por exemplo, a Memoria Associativa de Capacidade Expo-
nencial (ECAM, Exponential Correlation Associative Memory) [5] e a Memoéria Associativa
Bidirecional (BAM, Bidirectional Associative Memory) [28, 29]. Porém, todos esses modelos
foram projetados para armazenar padrdes bindrios.

A teoria dos conjuntos fuzzy estende a teoria cldssica dos conjuntos. Em outras palavras,
a teoria dos conjuntos fuzzy contorna a dicotomia existente na légica dos conjuntos cldssicos.
Essa teoria matematica foi introduzida por Lotfi Zadeh a fim de modelar a imprecisdo e a am-
biguidade que surge em sistemas complexos [61]. As Memorias Associativas Fuzzy (FAM,
Fuzzy Associative Memories) sio modelos de memorias associativas que armazenam padroes
fuzzy, i.e., padroes que representam conjuntos fuzzy. Os modelos de Kosko, chamados FAM
Max-min e FAM Max-prod, representam os modelos mais conhecidos de meméoria associativa
fuzzy [30]. Na maioria dos modelos de FAMSs, utilizam-se operadores bindrios da logica fuzzy
denominados t-normas e s-normas. As uninormas, introduzidas por Yager e Rybalov em
[59], sdo operadores da logica fuzzy que generalizam os conceitos de t -normas e s-normas.

A Morfologia Matematica (MM) € uma teoria desenvolvida por Matheron e Serra no ini-

cio dos anos 1960 [34, 48, 49]. A MM foi criada devido a necessidade de resolver problemas



13

com uma caracteristica em comum: extracdo de informagées a partir de imagens. Diversas
pesquisas foram realizadas abrangendo esse assunto, por exemplo, nas dreas de Neurologia,
Robética, Engenharia de Producio e Geologia. Podemos falar ainda de aplicacdes em controle
de trafico urbano, da previsdo de tempo, da andlise de campos de temperatura, da classificagao
de cromossomos ou de galdxias, da andlise do adensamento de células com aberragoes genéti-
cas, etc [2].

J. D. Davidson mostrou que a teoria da MM cldssica se adapta a dlgebra minimax através de
um isomorfismo entre produtos matriciais e operadores elementares da morfologia matemdtica
[10]. Tais estudos levaram vdrios pesquisadores a aderirem os produtos matriciais adivindos
da dlgebra minimax, para efetuar a computagdo que ocorre nas camadas das redes neurais. As
primeiras pesquisas envolvendo Redes Neurais Morfolégicas (MNNs, Morphological Neural
Networks) foram realizadas a partir da teoria da dlgebra minimax, que corresponde a uma al-
gebra de reticulado. Ritter e Sussner introduziram as redes neurais morfoldgicas como sendo
modelos basecados na MM [42]. Ritter e Sussner introduziram também as Memorias Associa-
tivas Morfologicas (MAM, Morphological Associative Memories), que sao modelos de MANs
cujos neurdnios efetuam operagoes elementares da MM tais como dilatacoes e erosoes [44].
Tais modelos apresentam caracteristicas interessantes, por exemplo, pode-se armazenar quantos
padroes desejarmos no caso autoassociativo [51, 53]. Em particular, uma Memoria Associativa
Morfologica Fuzzy (FMAM, Fuzzy Morphological Associative Memories) ¢ uma MNN que
armazena padroes fuzzy [58]. Maragos explorou alguns aspectos algébricos da MM do ponto
de vista de sistemas invariantes a translacoes, logica fuzzy e dlgebra minimax [9, 8, 32]. Além
disso, Maragos introduziu uma estrutura matematica que permite a representacio das dilatacoes
e erosoes invariantes a translacoes. Essa estrutura matemaética é chamada CLODUM (Complete
Lattice-Ordered Double Monoid) e sera utilizada nesta dissertacio a fim de estruturar alguns
modelos de memaorias associativas.

Valle e Sussner introduziram as Memorias Associativas Fuzzy Implicativas (IFAM, Implica-
tive Fuzzy Associative Memories) [52] e suas versoes duais e adjuntas [58]. As IFAMs sido um
caso particular das FMAMs e estendem varios modelos de FAMs [57]. Elas estao baseadas em
um processo de aprendizagem denominado aprendizado R-implicativo fuzzy.

As memorias associativas foram aplicadas, por exemplo, em problemas de previsao, recon-
hecimento e classificacdo de padroes, etc [63, 64, 33, 60]. A FAM de Kosko foi aplicada em

problemas de controle [30].
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1.1 RESULTADOS RELEVANTES DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo mostra que podemos empregar operadores da l6gica fuzzy como as uninormas,
juntamente com os operadores de supremo e infimo, e formar a base de uma estrutura CLODUM
para as FAMs baseadas em uninormas, tais que estas, efetuem dilata¢Oes ou erosoes invariantes
a regraduacoes ', ou seja, é feita uma generalizacio dos modelos de FAMs onde utilizamos
uninormas ao invés de t-normas ¢ s normas. Em outras palavras, mostramos que a maioria
das FAMs presentes na literatura efetuam dilatagdes e erosdes invariantes a regraduagdes. Além
disso, mostramos que o problema de determinar uma FAM baseada em uninorma, que efetue
uma operacio elementar da MM invariante a regraduagoes. € o mesmo que determinar uma
matriz de pesos sindpticos. Em outras palavras, mostramos que para obter uma FAM baseada
em uninorma que efetue uma operacao elementar da MM invariante a regraduagoes € necessario
e suficiente que se obtenha uma Max-u ou Min-u’ FMAM.

Em seguida, estudamos as tecnicas de aprendizagem de redes neurais a fim de encontrar
a melhor matriz de pesos sindpticos para as Max-u ¢ Min-u’ FMAMs. Assim, estudamos o
aprendizado implicativo fuzzy e definimos as Max-u e Min-u’ treinadas desta forma. Logo
apos, sdo apresentados resultados interessantes relacionados a otimalidade e a fase de recor-
dacdao das FMAMs baseadas em uninormas treinadas com o aprendizado R-implicativo fuzzy.
Também investigamos as propriedades adquiridas pelas Max-u e Min-u’ FMAMs treinadas
com o aprendizado implicativo fuzzy no caso autoassociativo. Verificamos que estes modelos
apresentam armazenamento absoluto, tolerincia a padroes erodidos paras as Max-u FMAMs e
tolerincia a padrdes dilatados no caso das Min-u’ FMAMs.

Perfilieva et. al, [39] introduziram a nocdo de modelos exatos para sistemas de regras fuzzy
SE-ENTAO e provaram que a exatiddo desses modelos estd conectada ao problema de solu-
bilidade do respectivo sistema de equacoes fuzzy relacionais. Além disso, mostraram que um
sistema de regras fuzzy SE-ENTAO é um modelo exato se, e somente se esse modelo é con-
tinuo. Nesta dissertagdo, estendemos a nogdo de continuidade e exatiddo dos sistemas de regras
fuzzy SE-ENTAO para as FAMs basedas em uninormas. Veremos que tal no¢io estd diretamente

relacionada com o conceito de modelo exato. Vimos que tais no¢oes sdo importantes pois, um

'A defini¢dio de regraduacio se assemelha a defini¢io de v-translacdio definida por Maragos em [32].
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problema de memdria associativa s6 terd sentido quando a meméria associativa for continua.
Por outro lado, poderemos dizer, de certo modo, que as no¢oes de continuidade e exatidao dos
sistemas de regras fuzzy SE-ENTAO sdo semelhantes aos conceitos de continuidade e exatidao

das FAMs baseadas em uninormas.

1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTAGCAO

Esta dissertaciio estd organizada em 6 capitulos.

O capitulo 2 tratard dos conceitos matematicos bdsicos para o entendimento do texto. Aqui,
revisaremos alguns conceitos da MM, tais como reticulados completos e operadores de di-
latacio e erosdo. Logo apos, serdo apresentados conceitos bdsicos sobre a teoria dos conjuntos
fuzzy, juntamente com a defini¢cdo das uninormas. Por tltimo, serd apresentada a estrutura
CLODUM onde enunciaremos uma proposicao, devido a Maragos, que relaciona operadores
elementares da MM invariantes a regraduagdes, com os seus niicleos.

O capitulo 3 apresentard as memorias associativas fuzzy. Em particular, estaremos inter-
essados em modelos de memdorias associativas descritas por redes neurais artificiais. Portanto,
serd feita uma breve revisdo dos principais modelos de redes neurais. Por tltimo, enunciaremos
e demonstraremos o Teorema da Representacio das FAMs em CLODUMs. Esse teorema reve-
lard que a maioria das FAMs presentes na literatura efetuam dilatagoes ou erosdes invariantes a
regraduacdes. Esse teorema também revelard que podemos resolver um problema de meméria
associativa, através da obtencao de uma matriz de pesos sinédpticos.

No capitulo 4, estudaremos as técnicas de aprendizagem para obtencdo de uma matriz de
pesos sindpticos de uma FAM. Em particular, estudaremos a aprendizado implicativo fuzzy.
Apresentaremos alguns resultados que caracterizam os aspectos de otimalidade das FAMs.
Alguns resultados referentes ao caso auto-associativo também serdo apresentados. Por fim,

mostraremos as versodes duais desses modelos.

No capitulo 5 estenderemos as no¢oes de modelo exato e continuidade dos sistemas de re-

gras fuzzy SE-ENTAO para as FAMs baseadas em uninormas. Primeiramente, apresentaremos

as definicoes de modelos exatos e a definicdo de continuidade para as FAMs baseadas em uni-

normas. Em seguida, enunciaremos um teorema que revela que tais conceitos sdo semelhantes.
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Logo apds, investigaremos a continuidade nos modelos treinados através do aprendizado R-
implicativo fuzzy. Por tltimo, veremos que esses modelos, no caso autoassociativo, sdo sempre
continuos.

A dissertacio termina com conclusdo no capitulo 6 e um apéndice sobre Continuidade e

Exatiddo dos sistemas de regras fuzzy SE-ENTAO.
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CAPITULO 2
CONCEITOS MATEMATICOS RELEVANTES

2.1 MORFOLOGIA MATEMATICA E RETICULADO COMPLETO

A Morfologia Matematica (MM) € uma teoria empregada no processamento e andlise de ob-
jetos (ou imagens), que utiliza operadores e fungdes baseadas em conceitos topoldgicos e ge-
ométricos [19]. Essa teoria foi desenvolvida por Matheron e Serra, no inicio dos anos 1960
[34, 48, 49]. Veremos a seguir um resumo sobre a teoria da MM em reticulados completos
gerais. Em seguida, revisaremos os principais conceitos da MM bindria, desenvolvida inicial-
mente por Matheron e Serra para andlise de imagens bindrias. Finalmente, veremos a abor-
dagem da umbra que foi desenvolvida por Serra e Sternberg para estender a MM bindria para o

caso em tons de cinza [48, 50]. Para tanto, recordaremos alguns conceitos [19, 3].

Definicao 2.1. Dado um conjunto ndo vazio A, uma relacdao bindria < em A é denominada

uma ordem parcial se as seguintes propriedades forem vdlidas para todo x,y,z € A:

. x<a; (reflexividade)
Zr<yey<r=r=y (anti-simetria)
Jr<yey<z=0<2; (transitividade)

Um conjunto A com uma ordem parcial é chamado conjunto parcialmente ordenado, e denotado
por (A, <). Dizemos ainda que (A, <) é totalmente ordenado se x < y ou y < x, para todo
T,y € A

Exemplo 2.2. (a) O conjunto R dos nimeros reais com a relagao < usual € um conjunto total-

mente ordenado.

(b) Seja G um grupo. O conjunto de todos os subgrupos de GG ordenados por “H < K se H ¢é

subgrupo de K™ € um conjunto parcialmente ordenado [19].

(¢) Dado um conjunto E, o conjunto das partes P(E') ordenado por “A < B < A C B”, ¢ um

conjunto parcialmente ordenado.
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Se < representa uma ordem parcial em um conjunto A, entdo podemos definir <" através
da relagio "z <" y & = > y”. Observe que <’ também define uma ordem parcial em A,

denominada ordem parcial dual e (A, <') é o conjunto parcialmente ordenado dual a (A, <).

Definicao 2.3. Dado um conjunto parcialmente ordenado (A, <) e B um subconjunto de A,
dizemos que a € A é uma cota inferior de B se a < x, Yx € B. Analogamente, dizemos
que a é uma cota superior de B se x < a, Vo € B. O maior elemento do conjunto das cotas
inferiores de B é denominado infimo de B (notag¢do )\ B) e o menor elemento do conjunto das

cotas superiores de B é denominado supremo de B (notacdo \/ B).

Ao longo do texto, adotaremos as seguintes notagdes: Se B = {xy, 29, -+ ,z,} for um
conjunto finito, entdo denotaremos o infimo de B porz; Axy A--- Az, ou /\?:1 x;, de acordo
com a situacdo. Analogamente, as defini¢des acima podem ser atribuidas ao supremo de um

conjunto finito.

Definicao 2.4. Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) é um reticulado se todo subconjunto
finito de L tem infimo e supremo. Um reticulado IL é denominado completo se todo subconjunto

de IL (finito ou infinito) tem supremo e infimo.

Em reticulados completos, também podemos definir uma relacido de dualidade. Admitindo
a ordem parcial dual <’ temos as operagdes V" = Ae /\’ = \/. O reticulado completo L
com a ordem parcial <’ e as operagdes V" e /\’ recebe o nome de reticulado completo dual e o

denotamos por L.

Exemplo 2.5. O intervalo [0, 1] e os reais estendidos R = R U {—o00, +-00} sdo exemplos de
reticulados completos.

As operagoes \/ e A em um reticulado completo, satisfazem as propriedades de idempotén-
cia, comutatividade, associatividade, absorcio e consisténcia [19, 3]. Um reticulado completo
L € infinitamente distributivo se

a A (\/ T;) = \/(a A ;)

icJ (=

a.V(/\fsz-) = /\(a\/a:i)

ieJ ieJ
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paraa, r; € L, onde .J é um conjunto de indices. Novamente, o intervalo [0, 1] ¢ R sdo exemplos

de reticulados completos infinitamente distributivos.

2.2 OPERADORES ENTRE RETICULADOS COMPLETOS

Nesta sec¢do, trataremos de operadores entre reticulados completos. Dados dois reticulados
completos L e M, denotaremos por § = Fun(L,M) o conjunto de todos os operadores de L
em M. Observe que S torna-se um reticulado completo se definirmos a ordem parcial < e as

operacodes de /\ e \/ em S como segue:

0 <pebx) <p(x), Yeel, (2.1)

\/ ;| (z) = V 0;(x), Vzel, (2.2)

icd ieJ

/\ i | () = /\ 0i(x), Vzel, (2.3)

icd =
onde 6, p, §; € S e J € um conjunto arbitrdrio de indices.

Observacio 2.6. O conjunto Fun(E L), onde E é um conjunto arbitrdrio, também é um retic-
ulado completo se definirmos em Fun(E,L) a ordem parcial < e as operacoes )\ e '\ como

em (2.1), (2.2) e (2.3), respectivamente.

Definicao 2.7. [19] Dizemos que um operador  : L. — M é um isomorfismo entre reticulados
se  é uma bijecdo tal que 6 e sua inversa 0~ preservam a ordem parcial, i.e., ¥ <y < (z) <
0(y) para todo x,y € L.

Isomorfismos entre reticulados sio usados, por exemplo, para estabelecer uma relagdo entre
Memarias Associativas Morfologicas (MAMs - Morphological Associative Memories) em tons
de cinza e uma subclasse das Memorias Associativas Morfolégicas Fuzzy (FMAMs - Fuzzy
Morphological Associative Memories) baseadas em uninormas [57].

Definicao 2.8. Considere um reticulado completo .. Um subconjunto A C L é chamado sup-
fechado de L se \/,_, 0 € A. Analogamente, dizemos que A é um subconjunto inf-fechado de

Lse \gon 0 € A
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Exemplo 2.9. O operador f : [0, 1] — R definido por

T
— 3,-) (2.4)

O(z) = log (
representa um isomorfismo reticulado.
Definicao 2.10. [19] Um operador ¢ : . — M é chamado
(a) crescente se x < y = p(z) < ¢(y) para todo x,y € L.
(b) decrescente se x < y = p(x) > @(y) para todo =,y € L.

Observe que o operador do exemplo 2.9 ¢ crescente. Seja & = Fun(L, M), denotaremos

por &, e S_ o conjunto dos operadores crescentes e decrescentes de L em VL, respectivamente.

Revisaremos, a seguir, o conceito de adjuncdo. Esse conceito € fundamental pois estd inti-

mamente relacionado com dois dos operadores mais importantes da MM.

Definicao 2.11. [19] Sejam L e M reticulados completos. Considere os operadores = : L. — M

ed M — L. O par (¢,0) é denominado uma adjungio entre L e M se

oy) <z &y <e(x), (2.5)
paratodo xz € L, y € M.

Podemos observar facilmente que (A M) = ALes(\/L) =\/ M.

Exemplo 2.12. Se 6 é um isomorfismo reticulado de I em M entdo o par (#,0~!) ¢ uma ad-

jungio entre L e M e (A~ ) ¢ uma adjungéo entre M e L.

Um outro conceito de dualidade estd relacionado com as negacoes.

Definicao 2.13 (Negacoes). [19] Sejam L e M reticulados completos. Um operador v é uma
negagdo em L se é uma bijecdo involutiva que reverte a ordem parcial em L. Além disso, se ¢ é
um operador de I. em M e 11, e 1y sdo negacoes em L e M, respectivamente, entdo o operador
o . L. — M definido por

@V =mogoun Ly

é a negacdo de ¢ com relacdo a vy, e wy.

Observe que se v € uma negagio em L e ¢ : L — L, entdo (¢¥)" = ¢.
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2.2.1 Operadores Elementares da Morfologia Matematica

Em seguida, definiremos quatro classes fundamentais de operadores. Os operadores destas
classes serdo chamados de operadores elementares da Morfologia Matemdtica. Usamos esta
terminologia porque a decomposicdo de qualquer operador entre reticulados completos pode

ser feita em termos destes operadores [1].

Definicao 2.14 (Dilatacoes e erosoes). [19] Se L e M sdo reticulados completos, entdo uma
dilatacdo ¢ : . — M é um operador que comuta com o supremo. Dualmente, uma erosdo
£ : L — M é um operador que comuta com o infimo. Matematicamente, 6 e = é uma dilata¢do
e uma erosdo, respectivamente, se as seguintes equacoes forem vdlidas para todo X C Lz

6(VX) = V i(z) e S(AX) = /\ £(x). (2.6)

reX

Definiciao 2.15 (Anti-dilatacoes e anti-erosoes). [19] Sejam L e M reticulados completos. Um
operador § : . — M é uma anti-dilatacdo se

5 (\/ X) = A 3@). 2.7)

reX

Analogamente, um operador = : L. — M é uma anti-erosao se

= (/\ X) = \/ (). (2.8)

reX

Note que dilatagdes e erosdes sdo operadores crescentes e anti-dilatacdes e anti-erosdes sio
operadores decrescentes [2].

Nesta dissertacdo, nos focaremos nas dilatagdes e erosdes, pois as anti-dilatagdes e anti-
ersoes podem ser obtidas através de combinacoes entre dilatagoes, erosdes e negacoes [58].

A proposicio a seguir relaciona adjuncoes com os operadores de dilatacio e erosao.
Proposicao 2.16. [19] Sejam L e M reticulados completos. Considere funcoes 6 : L —

M e : M — L. Entdo:

(a) Se (g,0) é uma adjuncdo, entdo d é uma dilatagdo e = é uma erosao.

(b) Dada uma dilatagdo 6, existe uma tinica erosdo < tal que o par (£, 6) € uma adjungdo. Além

disso, £ é dada por

s(y) = V{Q’J eLl: é(x) <y}, (2.9)
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para todo y € M.

(¢) Dada uma erosdo e, existe uma tinica dilatagdo 6 tal que (=,9) é uma adjungéo. Além disso,

0 ¢ dada por
S(z) = /\{y eM: =(y) >z}, (2.10)

para todo x € L.
A proxima proposicio trata das negacoes de dilatacoes e erosoes.

Proposicao 2.17 (Negagoes, dilatacdes e erosoes). [19] Sejam L e M reticulados completos
com negacoes vy, € V., respectivamente. Um operador 6 : . — M é uma dilatacdo se e

somente se, o operador ¢ = 0" : . — M é uma erosdo.

Podemos observar ainda que, uma negac¢io v em LL representa simultancamente os oper-
adores de anti-dilatacido e anti-erosao [19]. A proxima proposicio relaciona os conceitos de

negacio e adjungio.

Proposicao 2.18 (Negacoes ¢ Adjuncoes). [19] Sejam L e M reticulados completos com ne-
gacdes. Dados os operadores § : L. — M e = : Ml — L, o par (=, 6) forma uma adjungdo entre

L e Ml se e somente se, o par (8" ") forma uma adjungao entre L e M.

Portanto, dada uma dilatacdo, podemos obter uma erosio através dos conceito de adjuncio
ou negacdo e vice-versa. Esse fato serd utilizado, pois ao demonstrar um fato relacionado a uma
dilatacdo, podemos utilizar os conceitos de adjuncio e negacdo para demonstrar, de maneira

analoga, tal fato relacionado a uma erosdo e vice-versa.

2.2.2 Morfologia Matematica Binaria

A MM foi inicialmente desenvolvida para anilise de imagens bindrias. Denotaremos uma ima-
gem bindria E como um subconjunto do espaco Euclidiano R? ou o espaco digital Z¢ e P¥
serd chamado conjunto das fungdes de E em P(E), i.e., P = Fun(E,P(E)). Pelo exemplo
2.2, sabemos que o conjunto P(E) (conjunto das partes de E) com ordem parcial “C” forma
um reticulado completo. Logo, pela Observacio 2.6, PE torna-se um reticulado completo.

Portanto, podemos aplicar as definicdes da secdo anterior para imagens binarias. Denotaremos
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ainda por P¥ o conjunto das fun¢des sobre P(E), ou seja, P¥ = Fun(P(E),P(E)). Este
conjunto ¢ um reticulado completo com ordem parcial < e as operagdes \/ e ) definidas da

seguinte forma para @, ¢’ € P* e para todo X € P(E):

p < ¢ e p(X)Cy(X), 2.11)

VelX)=\ oX), (2.12)

pePP XeP(E)

N el @X):= A o) (2.13)

pePP XeP(E)
As operacdes elementares da MM bindria sdo: dilatagdo, erosdo, anti-dilata¢do e anti-erosio.
Denotaremos por A o conjunto das dilatagoes sobre P(E) e denotaremos por £ o conjunto das
erosdes sobre P(E). Observe que A, € C P? e portanto, podemos definir a ordem parcial <
e as operagdes \/ e /\ nestes conjuntos de acordo com as equagdes (2.11), (2.12) e (2.13) de
modo que estes tornem-se reticulados completos.

Observe que neste caso, pelas propriedades das operagoes de unido e intersecdo estendidas
as familias de subconjuntos de P(E'), podemos definir de uma maneira equivalente as dilatagoes
e erosdes. Um operador sobre P(E) ¢ uma dilatagio se e somente se ele comuta com a unido,
e uma erosio se e somente se ele comuta com a intersecao, isto é, 0 € Ae e € & se, e somente
se, para toda familia (X;))i € [ em P(E), tem-se

Ué(xi):(s(UXf) e (e(Xi)=¢ (ﬁxi). (2.14)
icl icl icl icl

Estes operadores estdo diretamente relacionados com uma funcdo estruturante, que pode
ser vista como uma maneira de definir uma nocio de vizinhanga para os pontos do conjunto E.

Proposic¢io 2.19 (Caracterizacio das dilatacdes). [2] A funcdo F : A — P, que associa cada

dilatacdo 6 a uma funcdo as, definida para todo x € E por

as(x) = o({x}), (2.15)

é uma bijecéo. Sua inversa F~! associa cada funcdo a a uma dilatacdo 5, definida para todo
X € P(E) por
5.(X) = | a(x). (2.16)

reX
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A Proposigao 2.19 mostra que existe uma correspondéncia biunivoca entre A e P(E). As

funcgoes a com valores nas partes de £ caracterizam as dilata¢des, como mostra a Figura 2.1.

Fungdes
estruturantes

Dilatagoes

Figura 2.1 — Bijecdo entre as dilatacGes e as fungdes estruturantes.

A funcdo as é chamada de funcdo estruturante da dilatagdo 0. Portanto, dado um subcon-
junto X de P(FE), o subconjunto d,(X) chama-se dilatacdo de X pela fung¢do estruturante a.
Podemos caracterizar de uma maneira andloga as erosoes, anti—dilatacoes e anti—erosoes por
funcoes estruturantes. Podemos citar algumas propriedades importantes relacionando o con-

junto das dilatacdes A ou € e o conjunto P(E).

Proposicao 2.20 (Isomorfismo de reticulados)). [2] O reticulado A das dilatacoes e o reticu-
lado de fun¢oes P, sao isomorfos. Em outros termos, a funcdo F definida na Proposicdo 2.19
é um isomorfismo entre reticulados.

Proposicio 2.21. O subconjunto & das dilatacées é um subconjunto sup-fechado de P e o

subconjunto € das erosées é um suconjunto inf-fechado de PF .

No caso em que os operadores elementares sejam invariantes por translacoes as dilatacoes e
erosoes podem ser expressas em termos da Adicdo e Subtracdo de Minkowski, respectivamente

2].
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Proposicio 2.22. [2] Seja § uma dilatagdo sobre P(E) e seja a sua fungdo estruturante, entdo

as trés propriedades abaixo sdo equivalentes.

(a) a é invariante por translacdo.

(b) 0(X)=X@eB={2€FE:Jre X, e B, 2=a+b} paratodo X € P(E) onde B =
5(0).

(¢) O é invariante por translacdo.

Além disso, se ' € o conjunto das dilatacées invariantes por translacao, a funcio F : A —
P(E) definida por
F(8) = Bs com B; = 5(0),

P L . . -~ 71 . . . -
€ uma bijecdo. Sua inversa é a funcdo F — que associa cada subconjunto X com uma dilata¢do

5B(X) =XaB.

A proposic¢iao acima nos diz que os subconjuntos de £ podem caracterizar as dilatacoes
invariantes por translagdes. O subconjunto Bs ¢ chamado elemento estruturante da dilata¢do 6
(Figura 2.2).

Podemos caracterizar de maneira andloga as erosdes por elementos estruturantes. Neste
caso, dado um subconjunto X C E, o subconjunto £5(X) é chamado erosdo de X pelo ele-

mento estruturante B, onde

cp(X)=XeB={e€E:VYeB, Ixc X, 2=a-b}.

E importante observar que as operagoes X & B e X & B apresentadas acima constituem as
primeiras formulagoes das operacoes de dilataciio e erosio apresentadas por Matheron e Serra

[48, 49, 34].
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Dilatagbes invariantes
por translagées

Elementos
estruturantes

Figura 2.2 - Bijecdo entre as dilata¢Ges invariantes por translacdes e seus elementos
estruturantes.

Definicao 2.23. [48] Seja X C E wma imagem bindria e B um elemento estruturante. A

dilatacdo D(X, B) e a erosdo E(X, B) sdo dadas por:
DIX,B)={2€E:T.(B)nX #0} ¢ E(X,B)={>€ E:T.(B)C X}, (217
ondeT,(B)={2' € E: z2—2' € B} ¢ atranslacdo de B por z.

As dilatagoes e erosoes tem propriedades geométricas interessantes. Por exemplo, a di-
latacio D(A, B) geralmente estende os contornos e preenche lacunas na imagem. Interpre-

tacdes semelhantes podem ser feitas paras as erosoes [35].

2.2.3 Morfologia Matematica em Tons de Cinza (Abordagem da Umbra)

Uma das abordagens mais conhecidas para tratar imagens em tons de cinza € a abordagem da
Umbra, desenvolvida por Sternberg [50]. Na MM em tons de cinza, aplica-se os conceitos da
teoria dos reticulados para imagens, ou seja, fun¢des de X em V, onde X CR?ouX C Z9e V
¢ o conjunto dos valores da imagem. Nesta subsec¢io, V denota o reticulado completo dos reais

estendidos ou inteiros estendidos com negacio v(z) = —z V2 € V.

Duas operacoes importantes entre imagens a : X — V sdo as reflexoes e translacaoes.
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Definicao 2.24 (Reflexdes e Translacgoes). [19] Dada uma imagem a : X — V, definimos uma
reflexdo a de a com respeito a origem e a translacdo a,, de a por'y por

e a=a(—x), (Reflexdo com respeito a origem)
e a,(x) =a(x—y), (Translacdo de a pory)
para todo x € X.

O conjunto das imagens a : X — V ¢ denotado por VX, ie., VX = Fun(X,V). Tal
conjunto torna-se um reticulado completo se definirmos a ordem parcial < e a nega¢io v como

segue para todo a,b € VX,
a<b&ax)<b(x) e v(a)x):= —a(x), (2.18)

para todo x € X.

A abordagem da umbra para a MM em tons de cinza esta baseada na observacio de que
para toda imagem a : X — V, os pontos do grifico e os pontos abaixo dele ¢ um subconjunto
de X x V.

As operagoes bdsicas da MM em tons de cinza sdo a erosdo e a dilatacdo no reticulado

completo VX, Uma das suas formulacdes pode ser definida como segue.

Definicdo 2.25 (Erosio e dilatacio da umbra). [19] Sejam a,s € VX. A erosdo da umbra
Eula, s) e a dilata¢do da umbra Dy (a, s) da imagem a pelo elemento estruturante s sdo des-

critas pelas seguintes equagaoes, respectivamente:

Eula,s)x) = A\ @F) + (=) ¢ Dula,s)x) = \/ (a(y) +5(y),  (2.19)

veX veX

onde as operacées + e +' coincidem com a soma usual em R e
00 + (—00) = (—00) + 00 = —00 € 00+ (—00) = (—00) +' 0o = . (2.20)

Para finalizar esta subsecio, o préxima proposicio relaciona os operadores de dilatagio e

erosdao da umbra com adjuncdo e negacio.

Proposicio 2.26. [19] A erosdo Ey e a dilatagcdo Dy sdo operadores duais com respeito a

adjuncdo e com respeito a negacao v.
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2.3 TEORIA DOS CONJUNTOS Fuzzy

Os conjuntos fuzzy representam uma importante ferramenta na descricio de informacoes im-
precisas existentes no mundo real. Esta teoria foi introduzida por Lotfi Zadeh em 1965 [61].
Mais precisamente, um conjunto fuzzy ¢ caracterizado por uma funcio A que associa elementos
de um conjunto arbitririo X com alguns variados graus de pertinéncia. Em outras palavras, A
especifica qual o grau de pertinéncia de um elemento X € X no conjunto fuzzy A. Matemati-

camente, um conjunto fuzzy A € descrito pela funcdo de pertinéncia [61, 38]:
A:X = [0,1] (2.21)

Denotaremos por F (X) a familia de todos os conjuntos fuzzy sobre X. Observe que, se X
¢ um conjunto finito com n elementos, entdo um conjunto fuzzy A corresponde @ um ponto
no hipercubo [0,1]™ [30, 38]. A teoria dos conjuntos fuzzy pode ser aplicada, por exemplo,
ao desenvolvimento de operadores de imagens, pois uma imagem em tons de cinza pode ser

interpretada como um conjunto fuzzy em F (X) [38].

Observacio 2.27. O conjunto F (X) é um reticulado completo, pois F (X) = Fun(X, [0, 1])

e [0, 1] € um reticulado completo.

Assim como na teoria cldssica dos conjuntos, podemos efetuar operagdes entre conjuntos
fuzzy usando operagdes ldgicas. Em particular, operadores definidos sobre o produto [0, 1] x
[0,1] em [0, 1], satisfazendo as propriedades de comutatividade, associatividade, monotonici-
dade e existéncia do elemento identidade, sdo usados para modelar operacGes entre conjuntos

fuzzy. As defini¢oes de tais operadores podem ser encontradas em [38, 31].

Defini¢@o 2.28. Uma norma triangular ( t -norma), é um operador bindrio t : [0,1] x [0,1] —

0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades para todo a,b,c € [0,1]:

(@) atb=bta; (Comutatividade)
(b) at(btec)=(atbh)te (Associatividade)
(¢) Seb<c entdqoathb<ate (Monotonicidade)

(d) atl=a (Identidade)
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Exemplo 2.29. Sejam a,b € [0, 1], os operadores:

@ at,b=A{ab} =and (Minimo)

(b) at,b=ab (Produto)

() at;b=V(a+b—-1,0) (Lukasiewicz)
a seb=1

(d) aty b= b sea=1 (Produto Dristico)

0 caso contrario

sdo exemplos de t-normas.

No exemplo anterior, observe que apenas t,,, t, ¢ t; sdo operadores continuos.

Mais geralmente, uma t-norma € um caso particular de uma conjuncdo fuzzy, que € um
operador crescente C' : [0, 1] x [0,1] — [0, 1], satisfazendo C'(0,0) = C(0,1) = C(1,0) =0
e C'(1,1) = 1, i.e., C estende a conjungio cléssica [26, 37]. Uma t-norma modela a operagio
de intersecdo entres conjuntos fuzzy. Portanto, se A e B representam conjuntos fuzzy sobre X,
definimos (A N B)(z) = A(z)t B(z), para alguma t-norma. Todas as propriedades bdsicas
da intersecdo entre conjuntos cldssicos sdo preservadas para os conjuntos fuzzy. Porém, para
conjuntos fuzzy, podemos ter

ANA#0D

onde Z(a:) = 1— A(x), para todo x € X. Observe que existem diversas maneiras de realizar a

intersecdo A N B na teoria dos conjuntos fuzzy.

Definicao 2.30. Uma co-norma triangular ( s -norma), é um operador bindgrio s : [0,1] x

[0,1] — [0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades para todo a,b,c € [0, 1]:

(a) asb=">bsa; (Comutatividade)
(b) as(bsc) = (asb)sc; (Associatividade)
(¢) Seb<c entdoasb<asc; (Monotonicidade)

(d) asO=a (Identidade)
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Uma s-norma é um caso particular de uma disjuncdo fuzzy, que é um operador crescente
D :[0,1] x [0,1] — [0,1], satisfazendo D(1,1) = D(0,1) = D(1,0) = 1e D(0,0) = 0 [37].
Além disso, uma s -norma modela a operacao de unido entre conjuntos fuzzy. Portanto, se A e
B representam conjuntos fuzzy sobre X, definimos (A U B)(z) = A(z) s B(x), para alguma
s-norma. Todas as propriedades bdsicas da unidio entre conjuntos clissicos sio preservadas

para os conjuntos fuzzy. Porém, para conjuntos fuzzy, podemos ter
AUA#X.

Exemplo 2.31. Sejam a,b € [0, 1], os operadores:

(@ as,b=\{a,b}=aVvd (Miximo)

(b) as,b=a+b—ab (Soma Probabilistica)

(¢) as;b=A(a+b1) (Lukasiewicz)
a seb=0

(d) aszb= b sea=020 (Soma Dristica)

1 caso contrario

sdo exemplos de s -normas.

No exemplo anterior, note que apenas s,,. s, ¢ s; sio operadores continuos. As t-
normas e s -normas continuas efetuam dilatagdes e erosdes em [0, 1] x [0, 1], respectivamente.
De fato, considere subconjuntos X, Y C [0, 1] e tome uma sequéncia {x,, } ndo-decrescente de
elementos de X, que converge para \/ X. Assim, fixado y € Y teremos

(VX) ty = (1'1111 :cﬂ) ty= lim(z,ty) = \/ (zty)
N—0C n—00
TeX
Analogamente, fixado z € X, teremos zt (\/Y) =/ .y (zty). O mesmo raciocinio pode
ser aplicado para mostrar que uma s -norma continua efetua uma erosao.
Existe uma relagio de dualidade entre t-normase s-normas. Observe que, se a,b € [0, 1]

¢ s éuma s-norma,entioatb=1— (1 —a)s (1l —b) é uma t-norma. Por outro lado
(I1—a)t(1-b)=1—-[1—(1—a)]s[l—(1-b)=1—asb=asb=1—(1—a)t(1-0)

ou seja, dado uma t -norma podemos obter uma s-norma dual correspondente. Consequente-

mente, a lei de De Morgan € vilida para conjuntos fuzzy.
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As uninormas, introduzidas por Yager e Rybalov em [59], generalizam os conceitos de t -

normas e s-normas assumindo que o elemento identidade e seja algum nimero no intervalo

unitdrio, ou seja, e € [0, 1]. Precisamente:

Definicao 2.32. Uma uninorma é um operador bindrio u

2 [0,1] x [0,1] — [0, 1] satisfazendo

as seguintes propriedades para todo a,b,c € [0, 1]:

(a) aub="bua;
(b) au(buc) = (aub)uc;
(¢) Seb<e¢ entdoaub<auc;

(d) aue=a

(Comutatividade )
(Associatividade)
(Monotonicidade)

(Identidade)

Uma uninorma torna-se uma t-norma se € = 1 e uma s-norma se e = 0.

Exemplo 2.33. [38] Para qualquer uninorma u com e € (0, 1), temos a relacio

auy,b<aub<au,b

onde u, e u, sio as uninormas mais fraca e mais forte, respectivamente, dadas por:

-

au,b=><

LS

s

au.b=«

\

0, sea,be0,e)

aVb, seabelel]
a Ab, caso contrdrio
aNb, sea,bel0e

1, se a,b € (e, 1]

aV b, caso contririo

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Se u € uma uninorma que efetua uma dilatagdo no segundo argumento, dizemos que u ¢

uma uninorma dilativa. Analogamente, se u efetua uma erosio no segundo argumento, dize-

mos que u € uma uninorma erosiva.

Lembramos que existem uninormas que nido realizam dilatagbes nem erosoes.

Exemplo 2.34 (Classe de Uninormas U,,,;,, € U, 0. ). [57] A classe U,,,;,, de uninormas ¢é definida

como segue onde t e s denotam uma t-norma e uma S-norma, TCSpCCtiVﬁnlCIltCI

e(%tg) se 0 <a,b<e,
aub= e—l—(l—e)(%sg) see<a,b<l,

s

ADb caso contrario .

(2.25)
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Uma uninorma u € U,,;, nio representa uma dilatacio. De fato,se e < a < le B = [0,¢)
entdo au (\/ B) = amas \/,_gz(aub) = e. Também, u € U,,;,, ndo efetua uma erosio, pois
lua =1Aa=aparatodoa € [0,e).

Uma classe dual de uninormas, denotadas por U,,,., pode ser obtida substituindo a operagio
de minimo por uma operagio de maximo na Equacao (2.25). As uninormas da classe U,,,, nao

efetuam uma erosio.

Fodor et al. [13] investigaram a existéncia de uninormas com representacdo em termos de

uma fungio.

Proposicdo 2.35 (Uninormas Representdveis). [11, 13] Considere e € (0,1) e uma funcdo
continua estritamente crescente ¢ : [0,1] — R com ¢(0) = —oc, d(e) = 0 e ¢(1) = +o00. O

operador bindrio definido por
augb = ¢~ (¢(a) + #(b)), V(a,b) €0, 1]2 —{(0,1),(1,0)}, (2.26)

com
(Ougl) =(1u,0) =0 ou (Ouyl)=(luy0)=1,
¢ uma uninorma com elemento neutro e. Observe que a uninorma vy efetua uma dilatagdo
quando 0ug 1 = 1uy 0 = 0 e uma erosao quando Oug1 = 1u, 0 = 1.
Alternativamente, se {)(x) = exp ¢(z) : [0,1] — [0, +00] onde 1(0) = 0 e (1) = +oo,

entdo definimos 1y, através da seguinte equacdo
auyb = 7 (U(a)e (b)), ¥ (a,b) € [0,1]* = {(0, 1), (1,0)}. (2.27)

com

(Ouypl) =(1uyp0)=0 ou (Ouypl)=(luy0)=1.

Note que a uninorma w,, efetua uma dilatagdo quando (Ouy 1) = (1u, 0) = 0 e uma erosdao

quando (Ou, 1) = (1u,0) = 1.

As fungdes ¢ e v sdo chamadas geradores aditivos e multiplicativos de u, e uy, . respec-
tivamente e as uninormas descritas pelas equacodes (2.26) e (2.27) sdo chamadas uninormas
representdveis. Note que as uninormas representdveis sao dilativas ou erosivas com elemento

identidade dado por e = gb_l(o) = @_1(1)-
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Exemplo 2.36 (Uninorma 31T Parametrizada). [47] A classe das uninormas parametrizadas

311 € obtida considerando o gerador multiplicativo 1)(z) = % onde p € R,. Neste caso,

Iip e a funcio ¢ : [0,1] — R ¢ dada por ¢(z) = In =, onde $(0) = —cc e

exp () = 1=

(1) = +o0. Além disso, ~1(z) = Ij";plp. Portanto, de acordo com as equagbdes (2.27) e (2.26)

podemos definir

dugb = 67 (6(a) +6), ¥ (@b) € (0,12 - {(0,1),(1,0)}
= ¢ (W(@)y(b)), Y (a,b) € [0,1]" = {(0,1), (1,0)} (2.28)
= - V(ab) = [O: 1]2_{(011)1(1:0)}1

aPbP+(1—aP)(1-bP)

com
(OU3H 1):(1113]'[0):0 ou (0113]'[ 1):(1'031'[0):1
Note que a uninorma gy efetua uma dilatagio quando (Ougy 1) = (1us 0) = 0 e uma erosio

quando (0 uspl) = (1 usn [}) = 1. Além disso, a uninorma ugp tem elemento neutro e = {/%

Definiremos agora as implicacoes fuzzy e, a seguir, veremos a sua relacdo com as dilatagcoes

e erosoes.

Definicao 2.37. [38, 12] Uma implicacio fuzzy é uma funcdao = [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] decres-
cente no primeiro argumento, crescente no segundo argumento e estende a implicacdo cldssica

em {0,1} x {0, 1}, ou seja
. (0=0)=0=1)=(1=1)=1
2. (1=0)=0

Agora, se u representa uma uninorma dilativa, entdo, pela Proposi¢ao 2.16, existe uma
linica erosio = p, denominada R-implica¢cdo associada a uninorma u [52], tal que (=5, u) é

uma adjuncio. Além disso, fixado a € [0, 1]
(a=rb)=\/{ce[0,1]:auc < b}. (2.29)

Exemplo 2.38. [38] As equagoes a seguir representam R-implicagdes associadas as t -normas

do minimo, produto e Lukasiewicz, respectivamente.

1, sea<b
(@) a=pb= ) ) (Godel)
, sea>
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(b) a=pb=1n (g) . (Goguen)
() a=prb=1A(1—-a+b). (Lukasiewicz)

Dualmente, se u’ representa uma uninorma erosiva, entio, pela Proposicio 2.16, existe
uma tnica dilatacdo =, denominada R-coimplica¢do associada a uninorma u’ [57], tal que

(=g, u’) ¢ uma adjungio. Além disso, para todo a,b € [0, 1]
a=pb=\{ce€[0,1]:au’c>b}. (2.30)

Exemplo 2.39. [38] Os seguintes operadores representam as coimplicagcdes de Godel, Goguen

e Lukasiewicz, respectivamente.

0, sea=>b
(@) a=gb= (Godel)
b, sea<bh
0, sea=>b
(b) a=pb= (Goguen)
be ' sea<h
() a=pb=0V(b—a). (Lukasiewicz)

A seguinte proposi¢do mostra que as implicagoes associadas as uninormas representiveis

com geradores aditivos, podem, também, ser escritas em termos de seus geradores aditivos.

Proposicao 2.40. [11] Considere uma uninorma representavel u, com gerador aditivo ¢, onde
(Ouy 1) = (1u, 0) = 0. Entao, a implicacdo =, : [0, 1]° — [0,1] é dada por

0 = b= o (o (b) —b(a), se (ab)e[0,1]°—{(0,0),(1,1)} 031

1, caso contrdrio
Analogamente, podemos escrever essas implicacdes em termos dos geradores multiplica-

tivos.

Proposicao 2.41. Considere uma uninorma representdvel u,, com gerador multiplicativo 1),
onde (Ouy 1) = (1uy 0) = 0. Entdo, a implicagdo = 1 [0, 1)° — [0, 1] é dada por

41 (20 2_
il (48), se (a,b) € [0,1)” = {(0,0),(1,1)} o)

1, caso contrario
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Exemplo 2.42. Considere a uninorma us; como no Exemplo 2.36 com p = 1. De acordo com

a Proposicio 2.40, a implicacgio associada a esta uninorma € dada pela equacao

,ﬂ%@%: ¢ (Gb) < [01]2—{(00),(1,1)}

1, caso contririo

a4 =gy b= (2.33)

As uninormas e as implicacdes fuzzy podem ser combinadas com os operadores \/ e /\ para

definir os seguintes produtos matriciais.

Definicdo 2.43. Dado A € [0,1]™*" ¢ B € [0, 1], definimos o produto max-u e o produto

min-u denotados respectivamente por C' = Ao, Be D = A e, B, como segue:
q q
cij = V(aik u bkj) e d‘z,_? — A(ﬂ.ik u bkj) (234)
k=1 k=1

Definicao 2.44. Se A € [0,1]""? ¢ B € [0,1]7", entao definimos o produto Min =y, denotado
por C'= A <p B, da seguinte forma:
q
cij = |\ (bej =R ai) (2.35)
k=1
Definicao 2.45. Se A € [0,1]""? ¢ B € [0,1]"", entd@o o produto Max =y, denotado por

C = A4dgr B é calculado pela seguinte equacdo:
q
Cij = v (br; =R air) (2.36)
k=1

Tais produtos serao titeis no proximo capitulo, quando trataremos das memorias associativas

morfoldgicas fuzzy.
2.4 A ESTRUTURA CLODUM

Aspectos da teoria algébrica da morfologia matemdtica, tanto do ponto de vista da dlgebra min-
imax como de sistemas invariantes a translacoes foram investigados por Maragos [32]. Nesse
trabalho, Maragos introduz uma estrutura matemética minima para a representacio algébrica de
operadores de dilatacio e erosio invariantes a translagoes. Essa estrutura matematica € chamada

CLODUM. Vejamos a definicao de um CLODUM, mas antes, recordemos alguns fatos.
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Definicao 2.46. [3] Seja L um reticulado completo infinitamente distributivo. Podemos definir
em L uma operacao adicional , denominada multiplicacao. Com relagdo a *, dizemos que L é
um mondide se x é associativa e possui elemento identidade. Se * for comutativa, obtemos um
monodide comutativo. Analogamente, podemos definir em 1. uma outra operacdo ' chamada

multiplicacdo dual.

Com essas informacdes, podemos entido definir um CLODUM.
Definicao 2.47. [32] Se L é um reticulado completo onde:
(a) L é infinitamente distributivo;
(b) L, com relacdo a operacdo * é um mondide comutativo, onde * é uma dilata¢ao;
(¢) L, com relacédo a operacdo ' é um mondide comutativo, onde ' é uma erosdo;
entdo dizemos que I é um CLODUM (complete lattice-ordered double monoid).

Observacio 2.48. Denotaremos um CLODUM L por (L, V, A, *, %), quando houver a neces-

sidade de explicitar as operacaes.

Exemplo 2.49. Lembre-se que [0, 1] é um reticulado completo infinitamente distributivo. Se
considerarmos a operagio * como sendo uma uninorma dilativa u e a operagio *' como sendo

uma uninorma erosiva u’, entdo [0, 1] torna-se um CLODUM.

Exemplo 2.50. [32] Seja (L, <, V, A, %, ") um CLODUM e E um conjunto arbitririo. Podemos

definirem & = Fun(E, L) as operagdes * ¢ ' por
(F % G)(z) = F(z) * G(z), (2.37)

(F «' G)(z) := F(z) « G(z), (2.38)

para todo x € E. Assim, & com ordem parcial <, munido das operagcdes V, A, * e *' torna-se

um CLODUM.

Exemplo 2.51. Considere o conjunto F (X) (cf. observacio 2.27) e o CLODUM ([0, 1], <
VoA, u’) (cf. exemplo 2.49). Decorre do exemplo 2.50 que (F (X), V, A, u, u’) é também
um CLODUM.
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Definicao 2.52. Seja M um mondide. Fixado v € M, definimos uma regraduacao A, : M — M
por X\, (x) = vkx, onde *x é a multiplicagdo em M. Dizemos ainda que um operador ¢ : M — M

¢ invariante a regraduacdes' se Y\, = A\, para todo v € M.

Exemplo 2.53. Seja (S, V, A, *, *") um CLODUM (cf. exemplo 2.50). Um operadord : S — S

¢ uma dilatacdo invariante a regraduacgoes se, e somente se,

5 l\/(q * E(a:))] =\/(ci * [0(F))(x)), Yo € E (2.39)

ict icJ
onde ¢; € L, F; € S e J é um conjunto de indices. Dualmente, £ : § — S ¢é uma erosio

invariante a regraduagoes duais se, e somente se,

5 [/\(ci %' Fi(a:)):| = /\(cz- « [e(Fy))(x)), Ve e E (2.40)

icJ icJ
onde ¢; € L, F; € S e J é um conjunto de indices.

De fato, se 4 é uma dilatagio invariante a regraduacdes, entao

) (\/ ci ¥ E(a:)) =\/0(ci * Fi(2)) = \/ i x [6(F)](x), Yz € E.

icJ ieJ il
Reciprocamente, tome ¢; como sendo o elemento identidade de LL e o resultado estd provado.

Observacao 2.54. Denotaremos por D;.(X,Y) o conjunto de todas as aplicacées de X em'Y
que efetuem dilatagcoes invariantes a regraduagoes. Dualmente, denotaremos por E;,.(X,Y) o
conjunto de todas as aplicagoes de X em Y que efetuem erosoes invariantes a regraduagoes

duais.

Exemplo 2.55. Considere em F (X)) a multiplicac@o * como sendo uma uninorma u. Podemos

definir uma regraduagio A, : F (X) — F (X) da seguinte forma fixando v € [0, 1]:
Ao(A)(z) :=vuAx), Ve eX (2.41)
onde A € F (X).

De um modo geral, dado v € [0,1] ¢ A € F (X), dizemos simplesmente que v u A ¢ uma
regraduacio de A, i.e., v u A = A, (A). Note que uma regraduacdo em F (X) redefine o grau

de pertinéncia de um conjunto fuzzy.

!Esta definicfio é referida como invariante a v-translagdes por Maragos em [32].



Exibiremos agora dois conjuntos fuzzy fundamentais para a caracterizacio de todos os

conjuntos fuzzy. Precisamente, os seguintes conjuntos comportam-se como uma “base™ para

F (X):

g(2):={ | (2.42)
0, z#z2
e
e, r==z
q.(z) = ' (2.43)
1, z#z

onde z,z € X, e é o elemento identidade de u ¢ ¢’ é o elemento identidade de u’. Podemos
dizer que, para todo z € X, tem se
Az) = \/ [A@) u g (2)] = J\ [Al2) v’ ¢,(2)] (2.44)
zeX zeX
Defini¢ao 2.56. Dada uma dilatacdo 6 : F (X) — F (Y), definimos o ntcleo de § por H, :
Y — F(Y), definida para caday € Y como a imagem de & pelo conjunto fuzzy q.. Dualmente,

para uma erosao £, definimos o seu ntcleo dual por H!. Matematicamente, temos

[H:](y) := [0(¢2)](y) e [HL](y) := [e(2)](y), (2.45)
paratodor € X,y €Y.

A proxima proposi¢do, devido a Maragos [32], relaciona as dilatagdes (erosdes) invariantes

a regraduagoes em F (X)), com os seus nacleos (ntcleos duais).
Proposicio 2.57. Seja ([0,1],\/, \, u, u’) um CLODUM. Entdo:

(a) Um operador § € Dy (F (X),F (Y)), ou seja, obedece (2.39), se, e somente se, pode ser

expresso como

5(A) ) = VA u Ha(y)] (2.46)

reX
onde H, é o seu niicleo como em (2.45) e A é um conjunto fuzzy em X.

(b) Um operador = € &, (F (X),F(Y)), ou seja, obedece (2.40), se, e somente se, pode ser

expresso como
=(A)() = \[A@) v Hy(y)] (247)
reX
onde H!. é o seu niicleo dual como em (2.45) e A € F (X).

38
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A proposicido 2.57 serd usada no préximo capitulo para relacionar as FAMs que efetuam
dilatacOes (erosoes) invariantes a regraduacoes (regraduacoes duais) com as FMAMs baseadas

em uninormas dilativas (erosivas).
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CAPITULO 3
MEMORIAS ASSOCIATIVAS FUZZY E O SEU TEOREMA DA REPRESENTACAO
EM CLODUMs

3.1 MEMORIAS ASSOCIATIVAS

Em um contexto neurobiolégico, memdria se refere as alteragdes neurais relativamente du-
radouras induzidas pela interacdo de um organismo com o seu ambiente. Além disso, para que
a memoaria seja util, ela deve ser acessivel ao sistema nervoso para poder influenciar o com-
portamento futuro. Entretanto, um padrio de atividade deve ser inicialmente armazenado na
memoria através de um processo de armazenamento [17, 55].

Nessa dissertaciio, estaremos interessados em estudar as memdrias associativas. Em termos
gerais Memorias Associativas (AM, Associative Memories) sao modelos inspirados no cérebro
humano e projetados para armazenar pares de entrada (estimulo) e saida (resposta). Repre-

sentaremos os padroes de entrada e saida por vetores coluna X e y, respectivamente, onde

I P +~ 1T
X = [3'111:2:' o 1‘113]
e
_ . 1T
Y =[Y1,%2, s Ym]
Dado um conjunto finito I' = {(x;,y%) : k = 1,...,q}, onde X = [z, Top, ** , Toi T
T . - . .
e Vi = [-ylk,ygk} e ,ymk] sido padroes de entrada e saida de uma AM, respectivamente,

chamamos cada par (X, y) de memdria fundamental.

Acima de tudo, o problema principal a ser resolvido neste trabalho é denominado problema
de memoria associativa. Podemos atribuir a seguinte formulaciio a um problema de memoria

associativa:

Problema de meméria associativa 3.1. Dado um conjunto finito T = {(Xp,yr) : k =
1,...,q} de memorias fundamentais, estamos interessados em determinar uma funcdo G tal
que G(Xp) = yx para todo k = 1,....q. Além disso, G deve ser capaz de recordar os
padroes memorizados yy, mesmo apos a apresentacdo de padrées ruidosos ou incompletos,

i.e., G(Xi) =viparatodok =1,...,q[16].
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Tem-se uma memdria autoassociativa quando o conjunto das memoérias fundamentais € da
forma {(Xk, X))t k=1, q}. Caso contrario, temos uma memoria heteroassociativa.

Um problema muito comum na constru¢io de uma memoria associativa é a criacdo de
memorias falsas ou espurias. Uma memdria espiiria € um par de entrada e saida que foi ar-
mazenado na memoria, mas ndo pertence ao conjunto das memorias fundamentais, i.e., o par
foi armazenado involuntariamente na memoria associativa [56].

O processo usado para determinar GG é chamado fase de armazenamento e a aplicacio G é
referida como aplicacdo associativa.

Da motivagdo biologica, utilizaremos modelos de AM descritos por Redes Neurais Artifici-

ais (RNAs). Para tanto, recordaremos alguns conceitos de RNAs na préxima seg¢do.

3.2 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Uma rede neural artificial, ou simplesmente rede neural, ¢ um modelo matematico inspirado no
cérebro humano. Esse modelo € constituido de unidades de processamento simples, chamados
neuronios, que tém a tendéncia natural de armazenar conhecimento experimental e tornéd-lo

disponivel para uso. Ela se assemelha ao cérebro humano em dois aspectos [17]:

1. O conhecimento é adquirido pela rede a partir de seu ambiente através de um processo de

aprendizagem.

2. Forcas de conexao entre neurdnios, conhecidos como pesos sindpticos, sao utilizados para

armazenar o conhecimento adquirido.

Podemos identificar o modelo de um neurdnio através de trés elementos basicos [56]. Tal

modelo estd ilustrado na figura 3.1.

1. Um conjunto de pesos sindpticos e uma operacdo bindria que combina a entrada com o

respectivo peso sindptico.

2. Uma regra de agregacdo que combina as entradas dos neuronios ponderados com os

respectivos pesos sindpticos.



42

3. Uma funcdo de ativacdo com objetivo de introduzir ndo-linearidade no modelo ou confi-

nar a saida do neurénio num dado intervalo.

O modelo neural pode incluir um bias aplicado externamente. O bias tem o efeito de aumen-
tar ou diminuir a entrada liquida da funcio de ativacio. Entretanto, o bias pode ser interpretado

como um peso sindptico conectado a uma entrada constante [56, 17].

I 4

Entradas

o — Yi

Funcéo de
ativagao

Regra de
agregagao

g
.l-n o

Pesos
sinapticos

Figura 3.1 — Modelo geral de um neurdnio.

A topologia ou arquitetura de uma rede neural consiste na maneira pela qual os neurdnios
estao dispostos na rede. Podemos identificar trés classes de arquiteturas de redes neurais [17]

embora, essas nao sejam as unicas arquiteturas disponiveis na literatura.

1. Redes Progressivas com Camada Unica

Uma rede de camada iinica ¢ uma rede neural com apenas uma camada de neuronios
com pesos ajustaveis. Na figura 3.2, podemos visualizar um exemplo de rede neural de

camada tnica.
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Entradas .
Camada de neurénios com

pesos ajustaveis

Figura 3.2 — Rede progressiva de camada Unica.

Redes Progressivas com Multiplas Camadas

Esta classe de redes neurais € caracterizada pela presenca de uma ou mais camadas ocul-
tas ou intermedidrias. O objetivo destas camadas intermedidrias ¢ intervir entre as en-
tradas e saidas da rede, i.e., os sinais de entrada sdo aplicados aos neuronios da primeira
camada intermedidria, em seguida, os sinais de saida da primeira camada intermedidria
sdo utilizados como sinais de entrada para a segunda camada intermedidria, e assim por
diante para o resto da rede. Apos este processo, a camada de saida calcula a resposta
final da rede, como mostra a Figura 3.3. O Perceptron de Miiltiplas Camadas [17] é um

exemplo de rede neural progressiva com multiplas camadas.

Redes Recorrentes

Uma rede neural recorrente possui conexoes entre neurdnios da mesma camada e/ou
conexdes apontando na dire¢do da entrada. Uma rede recorrente pode consistir, por exem-
plo, de uma tnica camada de neurdonios onde cada neuronio € alimentado pela saida de
todos os outros neurdnios [17]. A rede de Hopfield ¢ um exemplo de uma rede neural

recorrente.
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Entradas

Camada de saida

Camadas intermediarias
de neurénios

Figura 3.3 — Rede progressiva com multiplas camadas.

Os conceitos acima podem ser descritos através de uma equacgio bdsica, ou seja, as redes

neurais tradicionais podem ser expressas através do seguinte modelo:
- n N P -
Y, =@ (AJ-:] (u"ij (@ .13)) (31)

onde z; denota o valor do j-€sima entrada, n representa o numero de neuronios da rede, w;;
o valor do peso sindptico entre o i-€simo e j-ésimo neurdnio, @ uma operagdo bindria que
combina as entradas com os respectivos pesos sindpticos, y; € o efeito total das entradas sobre
0 i-¢simo neurdnio, b; um bias, A denota uma regra de agregacio e  uma funcio de ativacio.
Embora nem todas as redes neurais possam ser exatamente descritas por essas duas equacoes,
pode-se dizer que sdo variagoes dessa equagio.

Descreveremos a seguir, as redes neurais fuzzy, redes neurais morfologicas e as redes neu-

rais morfologicas fuzzy.

3.2.1 Redes Neurais Fuzzy

As Redes Neurais Fuzzy (FNNs, Fuzzy Neural Networks or Neurofuzzy Networks) sao mo-

delos de redes neurais artificiais cujo os padrdes de entrada e saida e/ou os pesos sindpticos
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representam conjuntos fuzzy definidos em universos de discurso finito [23]. Podemos classificar
esses modelos como redes neurais fuzzy regulares e redes neurais fuzzy hibridas. As redes
neurais fuzzy regulares utilizam padroes de entrada e/ou pesos sindpticos sendo conjuntos fuzzy
com funcdo de ativag¢io, operacdo bindria e regra de agregacao definidos em termos do principio
de extensao de Zadeh [38], enquanto as redes neurais fuzzy hibridas utilizam operadores e regra
de agregacao da logica fuzzy, por exemplo, t-normas, s-normas, uninormas, etc. Apesar de
nao apresentarem muitas propriedades atraentes, tal como a habilidade de aproximar funcoes
continuas, as redes regulares fuzzy foram aplicadas em problemas de classificacio e controle
[21]. Por outro lado, as redes neurais fuzzy hibridas funcionam como aproximadores universais,
i.e., algumas delas sio capazes de aproximar qualquer funcio continua num dominio compacto
[4]. Além disso, elas podem ser usadas para implementar sistemas de regras fuzzy da forma
SE-ENTAO [ 14, 56].

Exemplos de FNNs hibridas com uma tinica camada e um Gnico neurénio sio os unineuronio:

T
Exemplo 3.2. [38] Dado um vetor de entrada fuzzy x = [zy,29,--- ,x,]" , um vetor de pe-
L T . ] . ~
sos sindpticos w = [wy, wy, -+ ,w,]" e uma uninorma u, define-se um E-unineurénio, F,
através da equacgio:

y=F, (x,w)= _ffv'1 (w;uz;) (3.2)

J:
onde y ¢ a saida fuzzy e T ¢ uma t-norma. Analogamente, defini-se um OU-unineurdnio,
OU, por:
y=0U, (x,w) =

l'eas

; l(wj uz;) (3.3)

onde y € a saida fuzzy e S € uma s -norma.

3.2.2 Redes Neurais Morfoldgicas

As Redes Neurais Morfologicas (MNNs, Morphological Neural Networks) foram criadas a
partir da dlgebra de imagens [45, 40, 46, 41]. Davidson mostrou que a teoria da morfologia
matemadtica classica se adapta a dlgebra minimax através de um isomorfismo entre produtos ma-
triciais e operadores elementares da morfologia matematica [10]. Tais estudos levaram varios

pesquisadores a aderirem os produtos matriciais adivindos da algebra minimax, para efetuar a



46

computacao que ocorre nas camadas das redes neurais. O perceptron morfologico desenvolvido
por Ritter e Sussner, estd entre os primeiros modelos de redes neurais morfologicas [43]. As
redes neurais morfolégicas foram aplicadas, por exemplo, em problemas de reconhecimento
automdtico de alvos, deteccdo de minas terrestres, reconhecimento de caracteres escritos a mao
e previsio de séries temporais financeirais [25, 15, 24]. Vejamos em seguida, como podemos
expressar matematicamente os conceitos basicos sobre redes neurais morfolégicas.

Os conceitos tedricos das redes neurais morfolégicas estdo baseados sobre as estruturas dos
semi-anéis (R_o,V,+) e (Rio, A\, +'),onde R_oo = RU{—x}eR,oc = RU {+0c0}. O

simbolo + denota a adi¢do usual em R com as seguintes especificagoes:
a+(—o0)=(—00)+a=—-00 YaceR__. (3.4)

O simbolo +' denota a adicdo auto-dual, pois coincide com a adi¢io cldssica em R. Além
disso,

a+' (+00) = (+o0) +'a =400 Va € R, . (3.5)

Com relacio as operacdes V e A, estipulamos que vale
aV(—o0)=(—o0)Va=ae aA(+o0)=(+00)Aa=a, (3.6)

paratodoa € R_ea € R, ., respectivamente.

Observe que —oo representa o elemento nulo de (R__,V,+) se considerarmos V como
adicdo e 4+ como multiplicagido. Analogamente, podemos realizar tais especificagdes na estru-
tura (R, A, +'). Note também que o nimero 0 torna-se o elemento identidade em (R_., vV, +)
e (Rico, A, +).

Com estas informagdes, podemos utilizar a estrutura (R_, V, +), na equagido (3.1), a fim

de descrever um modelo para as redes neurais morfolégicas através da seguinte equacio [42]:

yi=¢ |\ (@ +uwy)|. (3.7)
j=1
Para (R ., A\, +'), obtemos
vi=o | N\ (@ + wy) | (3.8)
j=1

Observe que as equacgdes (3.7) e (3.8) representam as operagoes elementares da MM de

dilatacio e erosio, respectivamente. Isto justifica o nome redes neurais morfolégicas.
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- 3 " . - . n ; T - ! - -
Podemos ainda expressar os termos \/"_, (z; +wy;) e A\, (z; +' w;;) presentes no lado
direito das equacdes (3.7) e (3.8), respectivamente, em termos de produtos matriciais da seguinte
forma:

T=Wmxe T=WRx, (3.9)

onde

X = [Ty, 20, -+, T,],

representa o vetor das entradas,

i

T= \/ (% +’w1;')1\/ (j + waj), - \/ (zj + wn;)
v :

Jj=1 j=1

ou
n

n n
T= /\ (z; + wij), /\ (z; + wy) -+, /\ () + wny)
=1 =1 J=1
denota o vetor das saidas e W € a matriz dos pesos sindpticos da rede. O simbolo M efetua
o produto entre as entradas e pesos sindpticos, onde a regra de agregacio € representada pela
operacido de supremo e a operacio bindria € representada pela operacio 4. Analogamente, o
simbolo [A] efetua o produto entre as entradas e pesos sindpticos, onde a regra de agregacio é
representada pela operagio de infimo e a operag@o bindria é representada pela operagdo +'. Se
denotarmos por 7; as componentes do vetor T, podemos reescrever as equacdes (3.7) e (3.8)
como

y = [o(11), (1), -+ (1], (3.10)

ou seja, y; = ©(7;) e y representa o vetor das saidas.
3.2.3 Redes Neurais Morfol6gicas Fuzzy

Finalmente, podemos unir as formulagdes discutidas acima a fim de definir as Redes Neurais
Morfologicas Fuzzy (FMNNs, Fuzzy Morphological Neural Networks), que sao modelos de re-
des neurais artificiais, cuja entrada e saida representam conjuntos fuzzy definidos em universos
de discurso finito e, além disso, seus neurdnios efetuam operagdes elementares da MM. Por
exemplo, definimos a classe de neurdénios Max-u e Min-u’, utilizando o produto max-u e o
produto min-u’ definidos em (2.34), i.e., se X = [z1, X9, - ,&,“ﬂ]T representa a entrada fuzzy

definida sobre um universo de discurso finito, entdo, a saida fuzzy y € calculada como segue:
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T
y:\/(wjuxj):wT Oy X, (3.11)
i=1
ou
n
- —/\(-w-u’:a-)—wTo ' X (3.12)
y= J 3} — u 1 =
=1
onde w = [wy,wy, -+ ,w,|" denota o vetor de pesos sindpticos, u é um uninorma dilativa

¢ u’ é uma uninorma erosiva. Observe que no modelo indicado pela equacio (3.11), a regra
de agregacio € descrita por uma operacio de supremo (neste caso, o supremo coincide com o
mdximo) e no modelo (3.12) por uma opera¢io de infimo (ou minimo). A operagdo bindria ¢
dada por uma uninorma em (3.11) ou pela uninorma dual em (3.12). Como u geralmente ¢

uma funcdo nio-linear, ndo ha necessidade de inserirmos uma fungio de ativagdo neste modelo.

As memorias associativas de Kosko [30], bem como algumas de suas generalizagoes [7],

sdo exemplos de FNNs ou FMNNs.

Outros modelos de neurdnios das FMNNs podem ser encontrados em [56].

3.3 MEMORIAS ASSOCIATIVAS NEURAIS

Uma memédria associativa neural (MAN, Neural Associative Memory) ¢ um modelo de memoria

associativa descrita por uma rede neural artificial [16].

Algumas caracteristicas desejdveis de uma MAN sdo [16]:

(a) Tolerdncia a ruidos. Isto implica que as memorias fundamentais armazenadas possam ser

recordadas com alta probabilidade.

(b) Capacidade de armazenamento de um nimero elevado de padroes. E importante esclarecer

que os termos armazenamento e aprendizagem em uma MAN t€m o mesmo significado.
(¢) Um nimero relativamente baixo de memorias espurias.

(d) Convergéncia em poucas iteracdes no caso autoassociativo recorrente.

Uma MAN pode ser classificada, em particular, como:
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(a) Memoria Associativa (Neural) Morfologica (MAM, Morphological Associative Me-
mory) se for descrita por uma rede neural morfologica, ou seja, seus neuronios efetuam

operagoes elementares da MM.

(b) Memédria Associativa (Neural) Fuzzy (FAM, Fuzzy Associative Memory) se for descrita por
uma FNN hibrida, onde os padrdes de entrada e saida sd@o conjuntos fuzzy definidos em

universos de discurso finito, i.e., x € [0,1]" e y € [0, 1]™ [30].

(¢) Memoria Associativa (Neural) Morfologica Fuzzy (FMAM, Fuzzy Morphological Associa-
tive Memory) se for descrita por uma FMNN hibrida, que armazena e recorda padroes

fuzzy definidos em universos de discurso finitos.

Matematicamente, uma FMAM G : [0, 1]™ — [0, 1]™ é geralmente descrita pela equacio

y=G(x)=Wox, (3.13)
onde x € [0,1]" e y € [0,1]™ representam os padrdes de entrada e saida, W € [0, 1]™*™ é

a matriz dos pesos sindpticos e o simbolo “o0” denota um produto matriz-vetor da teoria dos
conjuntos fuzzy [58]. E importante observar que, neste caso, o produto matriz-vetor € tal que

os neurdnios da FMAM efetuam uma operacio elementar da MM.

Em particular, podemos utilizar a classe de neuronios Max-u e Min-u (cf. eqs (3.11) e

. . . - . . . T
(3.12)), ou seja, se u é uma uninorma dilativa, u’ ¢ uma uninorma erosivae X = [y, zg, - -+ , T,

¢ um padrdo de entrada da FMAM, entdo, a saiday = [y;, 9o, - - , ym]T ¢ calculada através da

seguinte equagio:

T

Yi = \/ (wijuz;), Vi=1,--- ,m (3.14)
i=1
ou
'ys:/\(wz'jufi?j)a Vi=1,---,m (3.15)
j=1

onde W = (wj;) é a matriz de pesos sindpticos.

Definicao 3.3. Uma FMAM baseada em uninorma dilativa G' : [0,1]" — [0,1]™ é uma rede

neural morfologica fuzzy hibrida, de camada tinica, dada por

y=G(x)=Woy,x, (3.16)



50

onde x € [0,1]" ey € [0,1]™ sdo os padrées de entrada e saida, u é uma uninorma dilativa
e “o, " representa o produto max-u definido em (2.34). A classe das FMAMs baseadas em
uninormas dilativas serda chamada Max-u FMAMs.

Analogamente, podemos definir uma FMAM baseada em uninorma erosiva através do pro-
duto min-u'. A classe das FMAMs baseadas em uninormas erosivas é chamada Min-u’

FMAMs.

Exemplo 3.4. [30] As FAMs maz-min e maz-prod de Kosko sdo exemplos de Max-u FMAMs,

onde as saidas y = [y1, 92, - , ym]T sdo calculadas através dos produtos
n
vi = \/ (wij A j)
j=1
e
n
Yi = \/(wi,? ;)
j=1
respectivamente, onde X = [z, xg, - - - :xﬂ]T representa o padrdo de entrada da FAM.
Considere um conjunto de memérias fundamentais I' = {(x3,y%) :k=1,--- ,q}. Aes-

tratégia de armazenamento empregada numa FAM max-min é referida como estratégia de codi-
ficacdo correlacio-minimo (correlation-minimum encoding scheme). Essa estratégia determina

a matriz dos pesos sindpticos W = (w;;) através da seguinte equagio:

q
wi = \/ (i A Tjn.) (3.17)
k=1

ondei=1,.--- mej=1--- . n
Por outro lado, uma FAM max-prod emprega a estratégia de codificagio correlagdo-produto
(correlation-product encoding scheme) para a obtengido da matriz de pesos sindpticos, i.e., W =

(w;;) € calculada como segue:
q
wi; = \/ Wie - 1) (3.18)
k=1

ondei=1,--- . mej=1--- . n.

A FAM generalizada de Lukasewicz, introduzida por Chung e Lee, também € um exemplo

Max-u FMAM [7]. Outros exemplos de Max-u FMAMs podem ser encontrados em [54, 57].
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3.4 TEOREMA DA REPRESENTACAO DAS FAMs EmM CLODUMSs

O proximo teorema relaciona as FAMs que efetuam dilatacoes (erosoes) invariantes a regra-
duacoes (regraduacoes duais) com as FMAMs baseadas em uninormas dilativas (erosivas).
A estrutura algébrica CLODUM, juntamente com a Proposicdo 2.57, fornecem a base para a

demonstracdo do teorema acima, justificando assim o seu nome.

Teorema 3.5 (Teorema da Representagio das FAMs em CLODUMs). Uma FAM G : [0,1]" —
[0, 1]™ efetua uma dilatagdo invariante a regraduagaoes se, e somente se, é uma Max-u FMAM.
Dualmente, uma FAM G’ efetua uma erosdo invariante a regraduacoes duais se e somente se é

uma Min-u’ FMAM.

Demonstracdo. A demonstracio desse teorema segue das seguintes observagoes. Primeira-
mente, lembre-se que X = {zy,29,...,2,} ¢ Y = {y1,¥2,...,Yn} sdo conjuntos finitos.
Agora, se a FAM G € D, pela Proposi¢io 2.57, tem-se G(x)(y;) = /' [zi u Hz,(y;)], onde
H,,(y;) = [G(q.,)](y;) para todo i e j. Assim, basta escolher a matriz de pesos sindpticos W
como sendo o nicleo de GG. Reciprocamente, se G'¢ uma FMAM baseada em uninorma dilativa,
entido, pelas equacdes (3.16), (2.34) e (2.46), G € D;, . A segunda parte do teorema segue de

modo andlogo. O

Por um lado, o Teorema 3.5 revela que muitas FAMs encontradas na literatura efetuam
dilatacoes (ou erosdes) invariantes a regraduacoes. Por outro lado, o mesmo teore ma mostra que
o problema de determinar uma FAM G : [0,1]" — [0, 1]™ que efetua uma dilatac@o invariante
a regraduacoes corresponde ao problema (muito mais simples) de determinar uma certa matriz
de pesos sindpticos W € [0, 1]™*™,

Em seguida, estudaremos as técnicas de aprendizagem para obtencdo de tal matriz. Além
disso, pretendemos estabelecer critérios de otimalidade para W de tal forma que a FAM G

também receba tais propriedades.
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CAPITULO 4
APRENDIZ IMPLICATIVO FUZZY OU APRENDIZADO BASEADO EM
ADJUNCAO

Neste capitulo, estamos interessados em determinar uma FAM G : [0,1]" — [0,1]™ que
efetue uma dilatacao invariante a regraduacoes, isto €, dado um conjunto de memorias fun-
damentais I' = {(xp,yx) i k=1,---,q} com X = [Tk, Tog, " - ,xnk]T € [0,1]" e yir =
[Y1ses Yors - - > Y- € [0,1]™, queremos determinar uma aplicagio G € D, tal que G (x;,) =
Vi paratodo E = 1,--- ,¢q, e ainda, exiba tolerincia a padrdes ruidosos ou incompletos. Em
outras palavras, desejamos determinar uma FAM que efetue uma dilatacio invariante a regra-
duacoes e resolva o problema 3.1.

Dualmente, estamos interessados em determinar uma FAM G’ : [0, 1]" — [0, 1]™ que efetue
uma erosdo invariante a regraduacoes duais e resolva o problema 3.1.

De acordo com o Teorema 3.5, isto corresponde ao problema de determinar uma matriz
de pesos sindpticos W € [0,1]™". Para resolver este problema, utilizaremos o aprendizado
implicativo fuzzy ou aprendizado fuzzy por adjuncio. Antes disso, faremos uma breve revisao

sobre o aprendizado de redes neurais artificiais.

4.1 APRENDIZADO

O aprendizado é uma das caracteristicas fundamentais de uma rede neural. Ele representa a
habilidade de aprender a partir de um determinado ambiente e de melhorar o desempenho da
rede neural.

Aprendizagem é um processo pelo qual os parimetros livres de uma rede neural sdo adapta-
dos através de um processo de estimulacdo pelo ambiente no qual a rede esta inserida. O tipo
de aprendizagem € determinado pela maneira pela qual a modificacdo dos parametros ocorre
(22, 17].

Assim, quando pretendemos solucionar um certo problema, estabelecemos métodos, basea-

dos nos dados do problema, a fim de que a rede neural aprenda e assim, possa solucionar o prob-
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lema. Neste caso, dizemos que estabelecemos um algoritmo de aprendizagem. Logicamente,
existem diversos algoritmos de aprendizagem. Basicamente, os algoritmos de aprendizagem
diferem entre si pela forma como ¢ formulado o ajuste de um peso sindptico de um neurdnio
[17].

Uma proposta de algoritmo de aprendizagem pode ser formulado através do postulado de
aprendizado de Hebb [18):

“Quando um axonio da célula A estd perto o suficiente para excitar uma célula B e participa
do seu disparo repetida ou persistentemente, entdo algum processo de crescimento ou modifi-
cagdo metabolica acontece em uma das células ou em ambas, de tal forma que a eficiéncia de
A como uma das células que dispara B é aumentada’.

Este postulado foi utilizado e expandido para um contexo neurobiolégico a fim de ser
formulada a aprendizagem hebbiana. Matematicamente, se X = [y, 29, - }&:n]T ey =
[y1, 92, -~ }ym]T denotam um par de vetores de entrada e saida da rede, o valor do peso sindp-
tico w;;, excitado pela entrada x; e saida y;, ¢ dado pela seguinte equacido, apos o processo de
armazenamento [17]:

wij = F(z;,y:) (4.1)
onde F' ¢ uma func¢do de dois argumentos.

Na proxima sec¢ao, veremos o aprendizado implicativo fuzzy e determinaremos, neste caso,

a aplicacdo F' da equagao (4.1).

4.2 APRENDIZADO IMPLICATIVO Fuzzy PARA AS MAX-U FMAMS

Considere I' = {(xj,y%) : k=1,--- ,¢q} um conjunto de memorias fundamentais. Por sim-

- nxq mxq : e F0 Oc
plicidade, denotaremos por X € [0,1]"% e Y = [0,1] as matrizes cujas colunas sio os
vetores Xj, € Y., respectivamente. Seja G uma Max-u FMAM. Se existir uma matriz de pesos

sindpticos W tal que

Y = G(Xk) - 1’1’]0u Xk v;': — 11 4, (42)
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entdo, dizemos que a Max-u FMAM recorda perfeitamente as associagoes (X, Vi), para cada
k= 1,---,q. No capitulo 5, denominaremos os modelos de memérias associativas com esta
propriedade por modelos exatos.

Infelizmente, dependendo do conjunto das memorias fundamentais, pode ocorrer de ndo

existir uma matriz W que satisfaca a equacao (4.2).

Exemplo 4.1. Suponha que desejamos armazenar o conjunto com uma unica memoria funda-
mental {(0,y)} comy € (0,1], i.e., x; = 0 e y; = y, em uma Max-u FMAM. Neste caso,

nosso problema consiste em determinar uma matriz W = [w] € [0, 1], tal que
y=wul. (4.3)

Como u ¢ uma uninorma dilativa, wu 0 = 0 para todo w € [0, 1]. Logo, ndo existe uma matriz

W que satisfaca (4.3).
Por outro lado, o problema de determinar uma matriz W tal que
Gxp)=Wouxi <y, VeE=1,--- q, (4.4)

sempre tem solucio. De fato, podemos tomar a matriz W como sendo a matriz de zeros.

Em vista dessas observagoes, definimos a matriz dos pesos sindpticos de uma Max-u
FMAM como

w=\/{Ve1”": Vo, X <Y} (4.5)

onde X = [x1,Xa,--- ,X,] €[0,1]" e Y = [y1,y2,--- , ¥4 € [0,1]™"? sdo as matrizes com
as colunas sendo os padroes de entrada e saida de T

A equacio (4.5) oferece uma maneira de se determinar a matriz de pesos sindpticos W de
uma Max-u FMAM. Dizemos, neste caso, que I foi obtida através do aprendizado implicativo
fuzzy ou aprendizado fuzzy por adjuncdo [58].
Teorema 4.2. Se existe uma matriz V- € [0, 1]™"" tal que Vo, X =Y, entdo V< W e

Wo, X =Y.

Demonstracdo. Observe que V' < W devido a definicdo da matriz W na equagio (4.5). Além
disso

VIaW=Y=Vo, X<Wo, X<Y=Wo, X =Y,

devido a monotonicidade da uninorma u. -
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O Teorema 4.2 mostra que W € 6tima no sentido de que, se existe uma Max-u FMAM
que recorda perfeitamente as associacoes (X, yy), k= 1,--- ¢, entdo uma Max-u FMAM
treinada com o aprendizado implicativo fuzzy também as recordara.

O préximo teorema mostra que a matriz W de uma Max-u FMAM pode ser facilmente
calculada, utilizando-se as R-implicagoes fuzzy = p: [0, 1]2 — [0, 1] (justificando assim, o
nome aprendizado implicativo fuzzy), i.e., podemos calcular W através do produto Min =g,

definido pela equacio (2.35).

Teorema 4.3. Seja X = [x1,X,---.X,] € [0,1]" e Y = [y1,¥y2,---,¥,] € [0,1]""% A

matriz de pesos sindpticos W de uma Max-u FMAM ¢é dada pela equacdo
W=Yar X7 (4.6)

Demonstragdo. SejaZ = {1,--- m}, J ={1,--- ,n}e L={1,---,q}. Pelo Teorema 4.2 ¢
pela equagdo 2.5, podemos concluir que as seguintes equagoes sdo validas:
w =YV {V c0,1]™": Vo, X < Y}

=\ {V € [0,1]™" : V) (vijuz) < yu, Vie I, Vk € JC}

= V{V e, ™": (vuxy) <ys, VieI Vje T, VkeK}

= V{VeD1™" v <(zp=ryx), VicI, VjeJ,VkeK} C))

= V{Vel[0, """ v; < AL, (@jp =rya), VieI, Vje T}

= V{VeD1™m:V<Yqaq XT}

= Yap XT.

d

Em particular, Valle e Sussner introduziram as Memorias Associativas Fuzzy Implicativas,
(IFAMs, Implicative Fuzzy Associative Memories) [52], que sdo modelos de memorias associa-
tivas descritas por redes neurais fuzzy hibridas de camada tnica, equipada de neurénios Max-t ,
onde t ¢ uma t-norma continua. Como uma t -norma continua efetua uma dilatacdo, podemos
dizer que as IFAMs representam um caso particular das FMAMs. Portanto, podemos dizer que,

neste trabalho, generalizamos as IFAMs, tomando-se uninormas no lugar das t -normas.

Exemplo 4.4. Considere as matrizes X € [0, 1]**? ¢ V = [0,1]**?, dispostas na equagio (4.8).
A fim de verificarmos a validade dos Teoremas 4.2 ¢ 4.3, definimos Y = Vo, X e calculamos

W =Y < X7, como mostra a equacio (4.9). Observe que V' < W e que a Max-usy FMAM
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G :[0,1]% = [0,1]® recorda perfeitamente as associacoes {(x1, 1), (X2, y2) }.ie.. G(xz) = v

parak =1,2, onde X = [x1,x2] e Y = [y1,y2].

0 04
03 1
X= eV=1|1 01], (4.8)
05 0.1
0.9 0.7
04  0.069 0 04
Y = 1 1 |ew=|1 1 . (4.9)
0.7941 1 0.9 0.7941

23y =1[0,1)**, dispostas na equagdo (4.11).

Exemplo 4.5. Considere as matrizes X € [0, 1]
Calculamos a matriz W = Y <p X7T com a uninorma usp. como mostra também a equacao
(4.11). Observe que a Max-usn FMAM G : [0, 1]2 — [0, 1]3 com o aprendizado implicativo

fuzzy nao recorda perfeitamente a associacao (xy,y;). De fato, note que y; = [0.2,0,0.2], mas

G(x1) =Woy,, x3 =1[0.2,0,0.1] # y;. (4.10)
Neste caso, o Teorema 4.2 nos mostra que nao existe uma matriz V' € [0, 1]3><3 tal que ¥ =
V oy X.
0.2 08 0 02 0
05 0 09
X = Y=10 0 1 eW=1| 0 0]. (4.11)
02 1 06
0.2 03 0.5 0.1 0

Agora, podemos voltar ao problema 3.1 e resolvé-lo. Primeiramente, observe que o Teorema
3.5 revela que, para se obter uma FAM € D;, definida num CLODUM S = ([0, 1], \/, A, u, u’)

¢ suficiente obtermos uma FMAM baseada em uninorma dilativa.

Primeiramente, vamos calcular a matriz de pesos sinapticos W através do aprendizado im-
]m

plicativo fuzzy, e entdo, a aplicacdo G : [0,1]" — [0,1]™, definida por

G(x) =W o, x, (4.12)

onde u € uninorma dilativa, serd uma FAM € D;,.
Além disso, de acordo com as caracteristicas de uma Max-u FMAM treinada com o apren-

dizado implicativo fuzzy, podemos enunciar um importante resultado.
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Teorema 4.6. Considere o conjunto de memdrias fundamentais I' = {(x3,yr) :k=1,--- ,q}
e as matrizes X € [0,1]""% e Y € [0,1]™"? com as colunas sendo os padrées de entrada e
saida, respectivamente. Dada uma uninorma dilativa u, a aplica¢ao G : [0,1]" — [0,1]™
definida por

G(x)=Wo,x com W=Y ap XT, (4.13)

é a FAM € D, détima no CLODUM S = ([0,1],\/. A\, u. u’). no sentido de ser o supremo do
conjunto

{F €D ([0,1]",[0,1]") : Flxx) < yi, Yh=1,--+ ,q}. (4.14)

Além disso, se existir uma Max-u FMAM que recorda perfeitamente as associacoes (Xi,yi) , Yk =
1,---,q, entdo

Gxp)=Wo,xp =y, Vk=1--- q, (4.15)
ou seja, G também recorda perfeitamente as associa¢oes (X, yy) paratodok =1,--- | q.

T

Demonstragdo. Seja F' € D;,. Pelo Teorema 3.5, existe uma matriz V' € [0, 1] tal que
F(x)=Vo,x, ¥xe[0,1]". (4.16)
Mas, pelo Teorema 4.2, a aplicacio G definida pela equacdo (4.13) satisfaz
G(x) > F(x), Vx € [0,1]". (4.17)
Logo, G € o supremo do conjunto
{F € Dir([0,1],0,1]") : F(xx) < vk, Yh=1,-- ,q}, (4.18)
A segunda parte do Teorema €é uma consequéncia do Teorema 4.2. [

4.3 APRENDIZADO IMPLICATIVO Fuzzy DUAL PARA AS MIN-U'FMAMS

. 2 . .
Podemos considerar o caso dual, onde u’ : [0,1]" — [0, 1] representa uma uninorma erosiva,

1.e., trataremos da classe das FMAMs baseadas em uninormas erosivas Min-u’ FMAMs.

Considere as matrizes X = [xy,Xy, - ,X,]eY = [y1,¥2, - ,¥,] comas colunas sendo os

padroes de entrada e saida que serdo armazenadas numa Min-u’ FMAM G’ : [0,1]" — [0, 1]™.

Neste caso, o problema de determinar uma matriz de pesos sindapticos M, tal que
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G;(Xk):ﬂ-i!r.urxkzyk, szl,'“,q, (4]9)

sempre tem solucao.

De acordo com essa observagao, definimos a matriz de pesos sindpticos de uma Min-u’
FMAM como
M=NA{VeD1” :Ve.X>Y}. (4.20)

A regra acima € chamada aprendizado implicativo fuzzy dual ou aprendizado fuzzy dual por

adjuncao.

Teorema 4.7. Se existe uma matriz V€ [0,1]"*" tal que V e, X =Y, entdao V> M e

."TIII L /Y = Y

Demonstracdao. Note que V' > M devido a definicao da matriz M na equacao (4.20). Além
disso

ME<V3Y<Me  X<VeyX=Y=>Me X=Y

devido a monotonicidade da uninorma u’. -

O Teorema 4.7 mostra que M ¢ 6tima no sentido de que, se existe uma Min-u’ FMAM
que recorda perfeitamente as associagoes (X, yx), k = 1,--- , ¢, entdao uma Min-u’ FMAM
treinada com o aprendizado implicativo fuzzy dual também as recordara.

O préximo teorema mostra que a matriz M de uma Min-u’ FMAM pode ser facilmente
calculada, utilizando-se as R-coimplicacdes fuzzy =7 : [0,1]° — [0, 1]. i.e.. podemos calcular
M através do produto Max = definido pela equacio (2.36).

Teorema 4.8. Seja X = [x1,Xa, -+ ,X,] € [0,1]"7 e Y = [y1,y2,,¥, € [0,1]"% A

matriz de pesos sindpticos M de uma Min-u" FMAM é dada pela equacdo
W =Y3dp X" (4.21)

Demonstragao. SejaZ = {1,--- ;m}, J ={1,--- ,n}e K ={1,---  k}. Pelo Teorema 4.7

e pela equacdo 2.5, podemos concluir que as seguintes equacodes sio validas:
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M = ANVeD 1™ Ve, X >V}
A {V € 0,1]™" - NIy (v u'zja) = yar, Vi € T, Yk € }c}
= AN{Ve0,1™": (vyu'zy) > ya, Vi€, Vje T, VkeK}
= AN{V e v; > (zp=pya), VieL,Vje T, VkeK} (4.22)
= NV e ™" vvy > Vi (@p=rya), Vi€L,Vje T}
= AV 01"V >VF XT)
= Y3pXT.

O

Com estas informacgoes, podemos resolver o nosso problema dual 3.1, i.e., podemos calcu-
lar a matriz de pesos sindpticos M através do aprendizado implicativo fuzzy dual, e entdo, a

aplicacao G’ : [0,1]" — [0,1]™, definida por
G'(x) = Me, x, (4.23)

onde u’é uninorma erosiva, serd uma FAM € &;,..

Podemos apresentar o seguinte resultado, devido as caracteristicas de Min-u’ FMAM treinada

com o aprendizado implicativo fuzzy dual.

Teorema 4.9. Considere o conjunto de memdrias fundamentais T = { (X, yx) : k=1,--- ,q}
e as matrizes X € [0,1]"" e Y € [0,1]™? com as colunas sendo os padraes de entrada e
saida, respectivamente. Dada uma uninorma erosiva u', a aplicacao G' : [0,1]" — [0,1]™
definida por

G'(x)=Meyx com M=Y3p X", (4.24)

é a FAM € &;, 6tima no CLODUM S = ([0,1],\/, A\, u, u’), no sentido de ser o infimo do
conjunto

(F e &.([0,1]",[0,1)™) : F(xz) > yi, YE=1,--- ,q}. (4.25)

Além disso, se existir uma Min-u' FMAM que recorda perfeitamente as associacoes (Xx,yr), Vk =
1,--- ,q, entdo

Gxp)=Me,x. =y, Vhk=1,--+ ¢, (4.26)

ou seja, G' também recorda perfeitamente as associacoes (X, Vi) para todok =1,--- | q.
Demonstracdo. Seja F € &;,.. Pelo Teorema 3.5, existe uma matriz V' € [0, 1]™"" tal que

F(x)=Ve,x, ¥x<[0,1]". (4.27)
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Mas pelo Teorema 4.7, a aplicacao G’, definida pela equag@o (4.26), satisfaz
G'(x) < F(x), Yx e [0,1]". (4.28)
Logo, G’ é o infimo do conjunto
{F e &.([0,1]",[0,1]") : F(xx) > y&, Yk=1,--- ,q}, (4.29)
A segunda parte do Teorema ¢ uma consequéncia do Teorema 4.7. O

Mostraremos na proxima secao que as Max-u e MIN-u’ FMAMs treinadas com o apren-
dizado implicativo fuzzy (aprendizado implicativo fuzzy dual), apresentam caracteristicas in-

teressantes no caso autoassociativo.

4.4 MEMORIAS AUTOASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS Fuzzy MAX-U

Uma memoria autoassociativa morfologica nebulosa Max-u ¢ uma Max-u FMAM no caso au-

toassociativo, ou seja, o conjunto das memorias fundamentais sao do tipo { (xx,xx) : k= 1,--- . q}
comxy € [0,1]" paratodo k =1,--- ,q.
Seja X = [x1,%2, - ,%,] € [0,1]"*? a matriz com as memorias fundamentais como col-

una. A matriz de pesos sindpticos W da Max-u FMAM autoassociativa € calculada de acordo

com a equacao

W=Xa, XT (4.30)

A seguir, apresentaremos um teorema que revela que a matriz W possui a propriedade de
ser Reflexiva e Max-u idempotente. Para tanto, precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 4.10. Se ai, b, € [0,1] paratodo k = 1,--- | q entdo a seguinte desigualdade vale para

qualquer uninorma u:
q q q
N (axuby) > (/\a-k) u (/\ bk) (4.31)
k=1 k=1 k=1
Demonstracdo. Considere a,b, ¢ € [0, 1] arbitrdrios. Pela monotonicidade de u temos
(aAD)uec < (aue) A (buc)

e portanto,
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(anb)u(ecnd) < (au(ecAd))A(bu(end) < (auc)A(aud)A (bue)A (bud)
< (auc) A (bud),

(4.32)
para todo a,b,c,d € [0,1]. A prova do lema segue por indugdo. Evidentemente (4.31) vale
para ¢ = 1. Suponha que (4.31) valha para g —1 > 1. Assim, pela hipotese de inducdo e (4.32)

emos

Ni_; (apuby) = [/\ (akubk}/\(aqubq) > [( zi k)u( z;ibk”/\(aqubq)
(Aizy ar) w (AL br)

IV

(4.33)
U

Lema 4.11. Seja u : [0,1)> — [0.1] uma uninorma dilativa ¢ =p: [0,1]*> — [0,1] a R-

implica¢ao adjunta de u. Paratodo a,b,c € [0, 1], tem-se
(la=rb)u(b=rc) <(a=rc). (4.34)

Demonstra¢ao. Sejam ' = (a =5 b), ¥y = (b =g ¢)e 2/ = (a = ¢). Considere z =
2’uy’. Basta mostrarmos que z < 2. Como (z =5 y) = /{2 €[0,1]: zuz < y} entdo
zu (r=py) <y, paratodo z,y < [0,1]. Assim, pela associatividade e monotonicidade de
u, tem-se

auz =au (2'uy’) = (auz’) uy <buy <ec (4.35)
Logo, vale a desigualdade auz < ¢. Como 2’ = (a =p ¢) = \/{z€[0,1] :auz <c},

conclui-se que z < 2’ para todo z tal que au z < ¢. Logo, z < 2/, [l
Lema 4.12. Seja X € [0,1]"*% A matriz W = X <g X1 é u-transitiva, i.e., Wo, W < W,
onde o, é o produto max u, e u é a uninorma dilativa, adjunta da R-implicacdo fuzzy = p
empregada no aprendizado implicativo fuzzy.
Demonstracdo. Observe primeiramente que, aplicando-se o lema (4.11) nas componentes de
X, tem-se:

(Zjk =k Ti) 0 (20, =R Ti) < (Tj6 =R Tar) , (4.36)
para todo £k = 1,--- ,q e para todo 7,5,l = 1,---,n. Agora, aplicando o principio do
fechamento da dlgebra minimax [8] em (4.36) temos

q
/\ (zjx =R 2u) w (2 =R 7)) < /\ (Tjk =R Tik) (4.37)
k=1
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paratodo k =1,--- ,ge paratodoi,j,l = 1,---  n e utilizando as dltimas desigualdades do

Lema 4.10 concluimos que:

q q
wij = N\ @i =rxa) > N\ (@5 =row) v (wn =5 za)] (4.38)
k=1 k=1
q q
> [/\ (zjx =R Izk)] u [/\ (zi =g 933:1:)] = wy; uw,
k=1 k=1
para todo i, 7,0l = 1,--- ,n. Pela comutatividade de u e lembrando que (4.38) vale para todo
i,j,l=1,--,n [, (wguwy;) < w; paratodoi,j =1,--- ,n, ouseja, W é u-transitiva.

1

O proximo lema serd utilizado no capitulo 5, quando trataremos da continuidade das memorias

associativas fuzzy.

Lema 4.13. Considere uma uninorma dilativa u. Entdo, as seguintes relacoes sdo validas para

todo a,b,c € [0,1].
(aub) =pc=la=pr(b=rc)l=b=r(a=r )], (4.39)
b=k (aub)] > a. (4.40)

Demonstracdo. Primeiramente demonstraremos (4.39). Devido a associatividade da uninorma
u e arelacdo de adjuncdo entre os operadores u e =p segue que
[(aub) =rcd = V{z€[0,1 :[(aub)uz] <c}
= V{z€l0,1]: [au (buz)] < ¢}
= \{z€0,1]: (buz) <(a=pe)} (4.41)
= V{zel[0,1]:2< [b=pr (a=pg )]}
= [b=gr(a=rc)].

Pela comutatividade da uninorma u, temos que
b=pr(a=pgrc)] =[(aub) =g =[(bua)=rc=[a=pr (b=p ).

A desigualdade (4.40) segue do seguinte fato: Observe que a € {2 € [0,1] : buz < aub}e
portanto, \/ {z € [0,1] : buz < aub} = [b = (aubd)] > a. O

Teorema 4.14 (Reflexividade e Idempoténcia da matriz W). A matriz W = X <ar X7 é reflexiva

e Max-u idempotente, isto é, [ < W, onde
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(e 0 ... 0]
D e .- D

= " (4.42)
0o 0 - e

eWo, W=W.

Demonstragao. Primeiramente, note que (a =g a) = \/{c € [0,1] : auc < a} = e para todo
a € [0,1], pois caso contririo, se e < centdio a = aue < auc. Agora, para mostrar que a

-

matriz W ¢ reflexiva, note que
q q
Wi; = /\(-Tik =R Tik) = /\ e=e. (4.43)
k=1 k=1

pois, (z;, =g x;) = e para todo k. Assuma agora que W ¢ reflexiva e u-transitiva e provare-

mos que W é Max-u idempotente. De fato, sabemos que

wi; = (Wo, W)i; = \/(wiuwy), (4.44)
=1
paratodo i, j = 1,--- ,n. Aplicando o principio de abertura [8], temos
\/('wz'ﬁu'wij) Z Wi wwj, (4.45)
I=1
paratodo ! =1,--- ,n. Em particular, paral =i
\/(wﬂu*ng) > Wi VW, = eWW;; = W;j, (4.46)
=1
e portanto
Wi 2 ('Hf Cu I’l’r)t'j 2 Wij, (447)
de onde, concluimos que W ¢ Max-u idempotente. L]

Criaremos agora, um processo iterativo utilizando uma Max-u FMAM, ou seja, dado um
padrdo de entrada x(0) = x, podemos construir uma sequéncia x(0),x(1),---, dada pela
seguinte equacao

x(t+1)=(Wo,x(t)) paratodo t =0,1,--- (4.48)

O proximo teorema revela que o processo iterativo descrito acima converge com uma unica

iteracdo.
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Teorema 4.15. Seja X = [Xy,Xo, -+ ,X,] a matriz com os padroes de entrada de uma Max-u
FMAM autoassociativa. Neste caso, o processo iterativo descrito na equacdo (4.48) converge

com uma linica iteracdo.
Demonstracdo. Para todo t > 1 temos:
x(t+1) = Wo, x(t)
= Wo, (Wo,x(t—-1))

= (Wo, W)o, x(t—1)
= Woux(t—1)=x()

(4.49)

Aqui, usamos o fato da matriz W ser Max-u idempotente e a composi¢ao Max-u ser asso-
ciativa. A associatividade da composicao Max-u decorre diretamente da associatividade da

uninorma u. 1

O préximo teorema nos mostra que podemos armazenar quantos padroes desejarmos em

uma Max-u FMAM autoassociativa.
Teorema 4.16. Seja X € [0,1]"% Se W = X ap XT, entdo W o, X = X.

Demonstracdo. De acordo com o Teorema 4.2, temos que W o, X < X. Portanto, basta

mostrarmos que W o, X > X. De fato,
X=Ilo, X <Wo, X,
devido a reflexibilidade de W e a monotonicidade da composicao Max-u. ]

Desejamos que um modelo de memdria associativa possua uma certa propriedade de ca-
pacidade de correcdo de erros. Veremos no proximo teorema, que uma Max-u FMAM autoas-
sociativa exibe tolerancia com respeito a padroes erodidos.

Definicao 4.17. Um padrao x é chamado de versao erodida do padrao x se e somente se X < X.

Analogamente, um padrdo x é chamado de versao dilatada do padrao x se e somente se X > X.

Teorema 4.18. Considere um padrdo de entrada x € [0,1]" e W calculada pelo aprendizado

implicativo fuzzy. Entdo W o, x é o menor ponto fixoy de W tal que y > x. Matematicamente:

Woux=/\{y:Wouy=yey=x}. (4.50)
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Demonstracdo. Sejax € [0,1]". Por um lado, o padrao W o, x representa uma cota superior
de x pois

Woy,x>To,x=xXx

pelo Teorema 4.14 e pela monotonicidade da composicao Max-u . Por outro lado, o ponto fixo
x ¢ a menor cota superior no conjunto dos ponto fixos de W, pois, todo ponto fixo y > x
satisfaz

y=Wosy>Wo,x. (4.51)

O

Veremos agora, as principais caracteristicas de uma Min-u’ FMAM treinada com o apren-

dizado implicativo fuzzy dual.

4.5 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS Fuzzy MIN-U”

Uma memdria autoassociativa morfologica nebulosa Min-u’ ¢ uma Min-u’ FMAM no caso
autoassociativo.

Seja X = [x1,Xg, -+ ,X,] € [0,1]""? a matriz com as memoérias fundamentais como col-
una. Lembremos que a matriz de pesos sindpticos M de uma Min-u’ FMAM autoassociativa é

calculada de acordo com a equacao
M =Xz X" (4.52)

A seguir, apresentaremos um teorema que revela que a matriz M possui a propriedade de
ser Reflexiva e Min-u’ idempotente.
Teorema 4.19 (Reflexividade e Idempoténcia da matriz M). Seja u’ : [0,1)° — [0,1], uma

uninorma erosiva. A matriz M = X3ag X' é reflexiva e Min-u' idempotente, isto é, M < I,

onde _ .
e 1 1
1 € 1
I = , (4.53)
1 1 .. ¢

e’ é o elemento identidade da uninorma u’ e M e . M = M.
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Demonstracdo. A matriz M ¢ reflexiva pois

q

\/ Tk =R Tik) \q/e:e. (4.54)

k=1

pois, (z;, =g x;.) = e para todo k. Provaremos agora, que M é Min-u’ idempotente. De fato,

sabemos que

;< (M ey M), /\(mﬁ u’'my;), (4.55)
paratodoi,j = 1,---,n. Aplicando o principio de fechamento [8], temos

/\(mﬁ u'my;) < mgu'my;, (4.56)

I=1

paratodo! =1,--- ,n. Em particular, paral = i

n
/\ mau'my;) < mgu'mg; = eu'my; =my;, (4.57)
=1

e portanto

< (Mey M), <m, (4.58)

179

de onde, concluimos que M é Min-u’ idempotente. L]

Observe que, para provar que M ¢ Min-u’ idempotente, foram utilizadas a reflexibilidade
de M e o fato de M cumprir a desigualdade M < M e, M.
Note agora que, dado um padrdo de entrada x(0) = x, podemos construir uma sequéncia

x(0),x(1),---, dada pela seguinte equagao
x(t+1)= (M e, x(t)) paratodot =0,1,--- (4.59)

O proximo teorema revela que o processo iterativo descrito acima converge com uma unica
iterac@o.
Teorema 4.20. Seja X = [x1,Xs, -+ ,Xq] @ matriz com os padraes de entrada de uma Min-u’
FMAM autoassociativa. Neste caso, o processo iterativo descrito pela equacdo (4.59) converge

com wuma tnica iteracdo.

Demonstracdao. Paratodo t > 1 temos:

x(t+1) = M e, x(t)
— Mey (Meyx(t—1))
— (Mey W)ey x(t—1)
= Me, x(t—1)=x(t)

(4.60)
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Aqui, usamos o fato da matriz M ser Min-u’ idempotente e a composicao Min-u’ ser asso-
ciativa. A associatividade da composi¢do Min-u’ decorre diretamente da associatividade da

uninorma u’. O

O proximo teorema nos mostra que podemos armazenar quantos padroes desejarmos em

uma Min-u’ FMAM autoassociativa.
Teorema 4.21. Seja X € [0,1]"*% Se M = X 3g XT, entdo M e ;s X = X

Demonstracdo. De acordo com o Teorema 4.7, temos que M o, X > X. Portanto, basta

mostrarmos que M e, X < X. De fato,
X = IOU#X > M LI X:
devido a reflexibilidade de M e a monotonicidade da composi¢ao Min-u’. ]

Veremos no préoximo teorema, que uma Min-u’ FMAM autoassociativa exibe tolerdncia

com respeito a padroes dilatados.

Teorema 4.22. Considere um padrado de entrada x € [0,1]" ¢ M calculada pelo aprendizado
implicativo fuzzy dual. Entdo M e, x é 0 menor ponto fixoy de M tal que y < x. Matemati-
camente:

ﬂ.-fourx:/\{y:fla'ouxy:y ey <x}. (4.61)

Demonstracdo. Sejax € [0,1]". Por um lado, o padrao M e, x representa uma cota inferior
de x pois

Meyx<lTeo, x=Xx
devido a reflexibilidade de M e pela monotonicidade da composicao Min-u’. Por outro lado,
0 ponto fixo x € a maior cota inferior no conjunto dos ponto fixos de M, pois, todo ponto fixo
v < x satisfaz

v=Me,  v< Me X (4.62)

O
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CAPITULOS
CONTINUIDADE DAS MEMORIAS ASSOCIATIVAS FUZZY BASEADAS EM
UNIFORMAS

Neste capitulo, estenderemos as nocdes de continuidade e exatidao dos sistemas de regras fuzzy
SE-ENTAO para as FAMs baseadas em uninormas. Tais no¢oes foram introduzidas por Perfil-
ieva et. al. [39] no contexto dos sistemas de regras fuzzy SE-ENTAO. Devido a conexdo dessas

teorias, apresentaremos uma breve exposicao desse estudo no apéncice A.

As memorias associativas fuzzy sao comumente usadas em aplicacdes da teoria dos conjun-
tos fuzzy, por exemplo, a FAM de Kosko foi aplicada com sucesso em problemas de controle
[27, 30], rastreamento de alvos [36] e previsao de séries temporais [6]. O interesse no assunto
deste capitulo surge da razao de que, em muitos casos, desejamos obter uma memoria asso-
ciativa que resolva problemas de natureza continua. Por exemplo, quando desejamos recordar
algum padrdao armazenado em uma memoria associativa, mediante a apresentacdo de algum
padrdo ruidoso ou incompleto, desejamos obter um padrdo, no minimo, “proximo™ ao padrao
original armazenado. Logo, em muitos problemas, € esperado que os modelos exibam um com-
portamento continuo. Na verdade, veremos que um problema de memoria associativa s6 pode

ser resolvido quando esta for um modelo continuo.

5.1 CONTINUIDADE E EXATIDAO DAS MEMORIAS ASSOCIATIVAS Fuzzy

Neste secio, investigaremos a relacao entre a propriedade de continuidade de uma FAM e a pro-

priedade dessa ser um modelo exato. Provaremos que a continuidade da FAM, estd diretamente

relacionada com a sua fase de recordacdo. Resumidamente, dizemos que uma FAM baseada
em uninorma € um modelo exato se recorda perfeitamente todas as associacoes armazenadas e
continua se, para cada entrada fuzzy x “proxima” de algum padrao x; memorizado da FAM, a

saida fuzzy correspondente y estd “proxima’ a uma saida desejada y;..
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Definicdo 5.1. Considere o conjunto de memérias fundamentais U = {(xp,yx) : k=1,--- . q},
onde Xj, = [T1, Tog, - - - ,xnk]T € [0,1]" e yi = [k, Yok, - - _._ymk]T €[0,1]"e u : [0, 1]2 —
[0, 1] uma uninorma. Dizemos que uma FAM baseada em uninorma G : [0,1]" — [0,1]™ é um
modelo exato se

Gxp)=Wo,xp=vyi, VE=1,--- q. (5.1)

Em outras palavras, dizemos que G interpola as associagoes (Xj, y), Ou armazena corre-
tamente as memaorias fundamentais.

E importante observar que a exatidio de um modelo significa que ele é “exato com respeito
as associacoes (xg, vx)"

Se um modelo ndo € exato, diremos simplesmente que o modelo é inexato.

Obviamente, é possivel que, para um dado conjunto de memorias fundamentais I', ndo exista

um modelo exato (cf. exemplo 4.1).

Exemplo 5.2. Considere as matrizes X, Y e W do exemplo 4.4. A Max-us; FMAM G :
0,1 2 5 0,1 3, definida por G(x) = W o, x, ¢ um modelo exato de FMAM baseada em
3

uninorma dilativa.

Antes de fornecermos a definicdo de continuidade das FAMs baseadas em uninormas, definire-
mos uma opera¢ao bindria: Seja u uma uninorma dilativa. Se a, b € [0, 1], entdo definimos uma

bi-implicagao fuzzy < [0, 1]2 — [0, 1], por
(ae,b)=(a=pbA(b=>ra), (5.2)

onde =p: [0, 1]2 — [0,1] é a R-implica¢@o fuzzy adjuntaa u.
O valor (a <, b) pode ser interpretado como um “desvio” ou grau de proximidade, por

equivaléncia, entre os nimeros a e b.

Lema 5.3. A operacdo < : [0,1]* — [0,1] € reflexiva, simétrica e transitiva com respeito a
uninorma u. Matematicamente, para todo a,b,c € [0, 1] tem-se:

(@) (aeya) =e, (Reflexividade)
(b) (ae,b)=(be, a), (Simetria)

(¢ [(ae,bube,c)<(ae,c). (Transitividade)
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Demonstracdo. (a) Basta observarmos que
(aeua)=[(a=ra)N(a=ra)]=(eNe)=c.

(b) Segue diretamente da comutatividade da operaciao de minimo.

(¢) Primeiramente, note que

(&, D) <(a=rb),
(ae,b) <(b=pa),
(boyc)<(b=pc) e
(beac) < (c=rb).

De acordo com o Lema 4.11 e as propriedades de monotonicidade e comutatividade da

uninorma u, as seguintes desigualdades sao vilidas:
(e, bubes, o <[(la=pbu(b=pc)]<(a=pc), (53.3)
(be,cu(ae, b)) <[(c=pb u(b=pa) <(c=pra). (5.4)
Aplicando a operacdo de minimo em ambas desigualdades obtemos
(lae,bubes, ol N[(besc)ulas, b <(a=pc)AN(c=pa). (5.5)
Novamente, pela comutatividade de u, chegamos ao resultado desejado
(aeub)u(bew)] <(aew o). (5.6)

1

Lema 5.4. Seja u : [0,1]° — [0,1] uma uninorma dilativa com elemento identidade e e < :

0, 1]2 — [0, 1] a bi-implica¢ao fuzzy associada a u. Entdo

[(a <, b) > €] se, e somente se, a =b. (5.7)

Demonstracdo. De fato, se a = btem-se que (a <, b) = e. Reciprocamente, podemos afirmar
que
[(a<,b)>e] se,esomentese, ([a=,b)>e]e|[(b=,a)>e],ouseja,a <beb <a

de onde concluimos que a = b, pois [(a =, b) > €] = a < b. 1
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Lema 5.5. Seja u : [0,1]° — [0,1] uma uninorma dilativa e <: [0,1]*> — [0,1] a bi-

implicacdo fuzzy associada a u. Entdo, as seguintes desigualdades sdo vdlidas:

/\ (a; &, ;) <

ieJ

() = ()]

onde aj,b; € [0,1] e j € J onde J é um conjunto finito de indices.
(aub) &, (buc) > (a <, ¢,

para todo a,b, ¢ € [0,1].

(5.8)

(5.9)

Demonstracdao. A desigualdade (5.8) segue das seguintes observacdes vilidas para todo con-

junto de indices .J:

Njes(a; u b)) = Ajesl(a;=u bi) A(bj =u a;)]

Aves @ = 0] A [y O = )

IA

(Vieras) & (Viests)|

Moo (5= (Voer8))] A [Aves (5= (Vyesas))]

((Vieres) =+ (Viest))| A [((Vierts) = (Vi)

(5.10)

Nesta demonstracdo, usamos os seguintes fatos: A segunda igualdade segue pela distributivi-

dade de A com relagdo ao minimo. Em seguida, a desigualdade ¢ consequéncia de = p ser

crescente no segundo argumento. A pentltima igualdade segue do fato que a implicacao fuzzy

= p € decrescente no primeiro argumento.

Finalmente, pela equacdo (4.39) (cf. Lema 4.13) e pela comutatividade da uninorma u

em-se

[(aub) &, (buc)] = [(aub)=p (buc)|A[(buc) =r (aub)]

= l[a=gr (b=g (bue)| A b=k (c=g (aub))]

= [a=pg (b=p (cub)]Alc=pr (b=r (aub)).

Observe agora que, pela equacao (4.40) temos

b=pg(cub)]>c e [b=pg(aud)]>a.
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Como a implicacdo fuzzy = p € crescente no segundo argumento, segue que

[(aub) &, (buc)] = [a=r (b=pr (cub))|Alc=pr (b=p (aud))]
> [(a=pgc)N(c=pga)l
= (aey, o),

concluindo assim a demonstracao da equacao (5.9). L]

Definicdao 5.6. Considere um CLODUM S = ([0,1],\/,\, u,u’). Dado um conjunto de
memodrias fundamentais I, dizemos que uma FAM baseada em uninorma G : [0,1]" — [0, 1]™
5 P . L T :

é continua na k-ésima associagcdo se, para cada X = [x1,T2,- -+ ,x,] € [0,1]" a seguinte

desigualdade é vdlida:

(ki Su 1) 2 N\ (215 S0 25) | (5.11)

1=1 j=1

=3

onde G(x) =y = [y1,%a," - ,-ym]T. Se a desigualdade acima for vilida para todo k =

1,---,q, dizemos simplesmente que a FAM GG € continua em 1.

A exatidao entre os conjuntos fuzzy em (5.11) é medida com o auxilio da operacdo <.
A explicacdo do uso de (5.11) para a especificacao da continuidade das FAMs pode ser feita
observando o fato de que o operador <, expressa o grau do desvio entre dois nimeros no
intervalo [0, 1], i.e., podemos dizer que este operador mede a similaridade entre dois elementos
de [0, 1]. A equacido (5.11) nos mostra que a FAM G € continua se o seu valor em cada entrada
fuzzy x “proxima” de um padrao de entrada x;, for “proxima’ ao padrdo de saida correspondente
ve.onde k=1,--- q.

E importante observar que, para haver sentido a andlise da continuidade de uma FAM, temos

sempre que citar a operagio o da teoria dos conjuntos fuzzy e o CLODUM em quest@o.

5.2 EQUIVALENCIA ENTRE MODELOS EXATOS E MODELOS CONTINUOS DE FAMS

Veremos que, no contexto de memorias associativas fuzzy, a propriedade de ser um modelo
exato e continuidade sdo equivalentes.

Lema 5.7. Considere o conjunto de memdrias fundamentais T = {(xp,yr) k=1, ,q} e
uma memdria associativa fuzzy G - [0,1]" — [0, 1]™ baseada em uninorma. Entao, para algum
padrao de entrada x € [0,1]", paratodo k =1,--- ;qei=1,---  m, a seguinte desigualdade

évdlida
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(Yri ©u ¥i) = |Owriu /\ (T S0 75) |, (5.12)
=1

onde

Owiki = [Uki ©u (Woy,xz),].
Demonstracdao. Primeiramente, denotaremos
y=Wo,x=0G(z). (5.13)

Observe que y € [0,1]™. Pela transitividade da operacdo <, com respeito a uninorma u,

obtemos
(Yi & yki)] 2 [(Yi S i)l w [yi &0 (Wouxi)] u[(Wouxk);, ©uyrl,  (5.14)

onde k =1,--- ,g. Faremos estimativas com os trés fatores presentes ao lado direito da desigu-

ladade (5.13). Pela desigualdade anterior, temos que

(yi<:>ll y%) =€ V?:]- y 1.

O segundo fator pode ser estimado para algum ¢ = 1, -+ ,m como segue:
n Wowx)] = Vi (wguey)| @ [Vi (wgua)] 2 0
[ jo1 (Wi uT;) Sy (wt;“%kﬂ > N2 (@ ©u z3n),

devido ao Lema 5.5. O terceiro fator (W oy, X;). €, Y € igual a dyy ;. Estas trés estimativas

provam o Lema. ]

O Lema 5.7 estima um desvio de uma saida W o, x a partir do respectivo padrao de saida
vy das associacdes em ['. Tal estimativa, utiliza o desvio entre a entrada x e o padrao x
e 0 desvio dy ;. Assim, observe que, se G recorda a k-ésima associagdo de I', entdo, para
todoi = 1,---,m, dwr; = e e por (5.12), a memoria associativa fuzzy G é continua com
respeito a k-ésima associacdo. Caso contrdrio, G ndo serd continua (nao serd continua na k-
¢sima associacdo).

Finalizando, podemos agora relacionar a continuidade de uma FAM com a sua exatidao.
Teorema 5.8. Considere um CLODUM S = ([0,1],\/. A\, u. u’) e um conjunto de memorias
]T

Sfundamentais T = {(xp, yx) : k = 1,--+ , q}. Dado um padrdo de entradax = [x1,x9,- - ,z,] €

[0,1)", uma FAM baseada em uninorma G : [0,1]" — [0, 1]™ definida pela equagao

G(X) = I';Vou X=y= [yl;yQ.'- o :ym]T € [D 1]7’?1 3
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é continua em I se, e somente se, é um modelo exato em 1.

Demonstracdo. Suponha primeiramente que G seja continua em I'. Entdo, para todo x €

[0,1]", a desigualdade (5.11) é vilida para cada &k = 1,--- ,q. Escolhendo uma associacio
arbitrdria k € {1,--- ,q} e aplicando a desigualdade (5.11) para x = x;., obtemos
Nk oo Wouxi)] > N\ (21 u ziy) =, (5.16)
i=1 j=1

0 que implica

[Yri ©u (Wo, xi),] > e, (5.17)

paracadai = 1,--- ,m. Pelo Lema 5.4, segue que

Yri = (W oy xz),,

paracadai = 1,--- ,m, ou seja,

Ve = w 0, X = G(Xk)
para todo £ = 1,---,q e assim, G ¢ um modelo exato em I'. Reciprocamente, se G ¢ um
modelo exato em I', entdo G'(x;) = W o, x; = yp paratodo k = 1,--- ,q. Logo, oy, =€
paratodok=1,--- ,gei=1,--- ,m. Pelo Lema 5.7, G ¢ continuaem I". ]

Podemos notar a importancia desse teorema, uma vez que, ao buscarmos a solu¢do de um
problema de memoria associativa, sempre buscamos modelos exatos. Portanto, de certo modo,
podemos dizer que a continuidade € uma caracteristica requerida quando tratamos de memorias

associativas fuzzy.

Observacao 5.9. Observe que o Teorema 5.8 foi formulado utilizando wma uninorma dilativa.
Podemos enunciar, de maneira andloga, outro teorema baseando-se em uma uninorma erosiva.
No entanto, é importante verificar que o conceito de continuidade é diferente em cada caso.
Isso pode ser visualizado notando-se que, a definicdo de continuidade de uma FAM baseada
em uma uninorma erosiva u' é feita através do operador co-implicacdo =g : |0, 1]2 — [0, 1].
Mais precisamente, a continuidade de uma FAM baseada em uma uninorma erosiva u' seria

definida em funcdo de um operador bi-coimplicacdo = . : [0,1]°> — [0, 1].
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Também podemos utilizar o Teorema 5.8, a fim de encontrar um critério de solubilidade
para a obtencdo da matriz dos pesos sindpticos de uma FAM baseada em uninorma, de modo

que esta seja um modelo exato.

Corolario 5.10. Considere um CLODUM S = ([0,1],\/, \, u, u’) e um conjunto de memorias
fundamentais U = {(x3,y%) : k=1,--- ,q}. Uma FAM baseada em uninorma G : [0,1]" —
[0,1]™ definida pela equagao

G(x) =W oy x,
é um modelo exato em T se, e somente se, satisfaz (5.11) para todo k = 1,--- | q e para todo

x € [0,1]"
Demonstracdo. A Demonstracio deste corolario segue diretamente do Teorema 5.8. [

Exemplo 5.11. A Max-us; FMAM G : [0,1]* — [0, 1]* do Exemplo 5.2 é continua em todas

as suas associagoes, pois € um modelo exato.

Analisaremos agora, o comportamento das FMAMs baseadas em uninormas treinadas com

o aprendizado implicativo fuzzy.

Teorema 5.12. Seja u : [0,1)° — [0, 1] uma uninorma dilativa. Considere ainda, um conjunto
de memdrias fundamentais T = {(xXp,y1) :k=1,--- ,q} e as matrizes X € [0,1]"" e Y &
[0, 1]™7 com as colunas sendo as memérias fundamentais. Se existir uma Max-u FMAM que
recorda perfeitamente as associagéoes (X, vi), Vk =1,--- q, entdo a aplicacdo G : [0,1]" —
[0,1]™ definida por

G(x)=Wo,x

com
W =Y ar X7,

é continua em L.

Demonstracdo. Se existiruma Max-u FMAM que recorda perfeitamente as associagdes (X, V)

paratodo k = 1,--- , g entdo, pelo Teorema 4.6, a FAM G ¢ um modelo exato. Portanto, pelo

Teorema 5.8 GG € continua em T O

De acordo com a Observacio 5.9, podemos enunciar de maneira andloga, um resultado para

as FMAMs baseads em uninormas erosivas treinadas com o aprendizado implicativo fuzzy dual.
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Teorema 5.13. Seja u : [0,1]° — [0, 1] uma uninorma erosiva. Considere ainda, um conjunto
de memorias fundamentais T = {(xX,yr) : k=1,--- ,q} e as matrizes X € [0,1]"" e Y €
[0,1]™*% com as colunas sendo as memdrias fundamentais. Se existir uma Min-u' FMAM
que recorda perfeitamente as associacoes (X,yy), Vk = 1,--+ ,q, entdo a aplicacio G' :
[0,1]" — [0, 1]™ definida por

G'(x)=Me, x

com

M=Y3ap X",

é continuaem T,

O proximo teorema nos diz que as Max-u FMAMs autoassociativas sao continuas.

Teorema 5.14. Considere uma uninorma dilativa u : [0, 1]2 — [0,1] e um conjunto de
memorias fundamentais T' = {(x,x;):k=1,---,q}. A Max-u FMAM autoassociativa
G :[0,1]" — [0,1]" definida por

Gx)=Wo,x

com

W = X ap X7,

é continua em 1.

Demonstracdo. De acordo com o Teorema 4.16 as Max-u FMAMSs autoassociativas sio mo-

delos exatos e portanto, continuas em I O

Do mesmo modo, de acordo com a Observacio 5.9, verifica-se que as Min-u’ FMAMs

autoassociativas sio continuas.
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CAPITULO®6
CONCLUSAO

Em termos gerais, esta dissertacio de mestrado mostrou uma representacio das FAMs baseadas
em uninormas sobre CLODUMSs. Sobretudo, podemos visualizar que a maioria das FAMs
basedas em uninormas existentes na literatura efetuam dilatacdes (erosdes) invariantes a re-
graduacoes (regraduacdes duais). Além disso, vimos que o problema de determinar uma FAM
baseada em uninorma, que efetue uma operacao elementar da MM invariante a regraduacoes
¢ equivalente ao problema de determinar uma matriz de pesos sindpticos. Observamos através
dos Teoremas 4.6 ¢ 4.9, que as FAMs baseadas em uninormas treinadas com o aprendizado
implicativo fuzzy ou aprendizado implicativo fuzzy dual, apresentaram algumas caracteristicas
interessantes com relacdo a otimalidade e a fase de recordagdo. Também foram discutidas as
principais propriedades que uma FAM baseada em uninorma adquiri no caso autoassociativo.
Em particular, foi demonstrado que podemos armazenar quantos padrdes desejarmos nesses
modelos e mais, esses modelos apresentam convergéncia com uma tnica iteragiao. Além disso,
esses modelos exibem tolerdncia a padrdes dilatados e no caso dual, tais modelos exibem tol-
erdncia a padroes erodidos. Foram estendidas as no¢oes de continuidade e exatidao dos sistemas
de regras fuzzy SE-ENTAO para as FAMs baseadas em uninormas e vimos que tais conceitos
sdo equivalentes.

O capitulo 2 apresentou, precisamente, os conceitos basicos dessa dissertacao. Foram apre-
sentadas as defini¢oes de reticulados completos, os principais operadores da morfologia mate-
mdtica e os conceitos fundamentais da reoria dos conjuntos fuzzy. Logo ap6s, foi apresentada
a estrutura CLODUM, juntamente com os conceitos de operadores invariantes a regraduacoes
e nucleo. A Proposicio 2.57, devido a Maragos, nos mostrou que os operadores que efetuam
dilatacoes (erosoes) invariantes a regraduacoes (regraduacoes duais), podem ser expressos em
funcio de seus ntcleos (nucleos duais). Esta proposicao foi utilizada no capitulo 3, especifica-
mente, no Teorema da Representagdo das FAMs em CLODUMs.

O capitulo 3 discutiu as memdrias associativas. Focamos nosso estudo nas memarias asso-
ciativas neurais e apresentamos o Teorema da Representagiao das FAMs em CLODUMs, o qual
revela que, muitas FAMs encontradas na literatura efetuam dilatacdes ou erosoes invariantes a

regraduacdes. Sobretudo, este mesmo teorema nos mostrou que o problema de determinar uma
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FAM que efetua uma dilatacdo ou erosao, invariante a regraduagoes, corresponde ao problema
mais simples de determinar uma certa matriz de pesos sindpticos.

No capitulo 4 discutimos as nog¢oes de aprendizado a fim de buscar a melhor matriz de pe-
sos sindpticos de modo que a FAM baseada em uninorma que efetue uma dilataciio ou erosdo
invariante a regraduacio. Portanto, estudamos o aprendizado implicativo fuzzy e o aprendizado
implicativo fuzzy dual, através dos quais, obtemos resultados interessantes com respeito a oti-
malidade e fase de recordacdo das FMAMs baseadas em uninormas. Precisamente, se I' € um
conjunto de memdorias fundamentais, uma Max-u FMAM treinada com o aprendizado implica-
tivo fuzzy ¢ o supremo no conjunto {F' € D,.([0,1]",[0,1]™) : F(xx) < yx} e analogamente,
uma Min-u’ FMAM treinada com o aprendizado implicativo fuzzy dual é o infimo no con-
junto {F € &,([0,1]",[0,1]™) : F(x}) > y&}. Entretanto, vimos que nem sempre esses mod-
elos recordam perfeitamente as associacdes armazenadas, isto €, as Max-u FMAMs (Min-u’
FMAMs) treinadas com o aprendizado implicativo fuzzy (aprendizado implicativo fuzzy dual)
recordam perfeitamente as associacoes de um conjunto de memoérias fundamentais, desde que
exista uma Max-u FMAM (Min-u’ FMAM) que recorde perfeitamente todas as associagoes.
Portanto, em pesquisas futuras, podemos investigar critérios para a existéncia desses modelos,
dados diferentes conjuntos de memorias fundamentais. Outras técnicas de aprendizagem tam-
bém podem ser empregadas em trabalhos futuros. Também foi feito um estudo com as FMAMs
autoassociativas baseadas em uninormas. Precisamente, foram discutidas as principais pro-
priedades que a FMAM adquiri neste caso, tais como armazenamento absoluto, convergéncia
numa unica iteragdo e tolerdncia a padroes dilatados ou erodidos.

No capitulo 5 estendemos os conceitos de continuidade e exatiddao para as FAMs baseadas
em uninormas. Na verdade, vimos que tais conceitos sdo equivalentes. Em outras palavras,
vimos que a continuidade de uma memaria associativa é sempre uma caracteristica requerida.
Em seguida, relacionamos esses conceitos com as FMAMSs, baseadas em uninormas, treinadas
com o aprendizado implicativo fuzzy e aprendizado implicativo fuzzy dual. Finalmente, obser-
vamos que a classe das FMAMs autoassociativas, baseadas em uninormas e treinadas com o
aprendizado implicativo fuzzy sdo continuas. O nosso estudo sobre a continuidade e exatidao
de uma FAM baseada em uninorma foi focado nas uninormas dilativas. Lembre-se que toda
afirmacao sobre uma FAM baseada em uninorma, tem sua afirmacao dual. Portanto, resultados
sobre as FAMs baseadas em uninormas duais, podem ser obtidos substituindo uma uninorma

dilativa por uma uninorma erosiva ¢ a R-implicac¢io pela R-coimplicacao.
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A teoria sobre continuidade e exatidao das FAMs baseadas em uninormas se assemelha,
do ponto de vista 16gico, a teoria sobre continuidade e exatidio dos modelos de regras fuzzy
SE-ENTAO. Tal teoria serviu como motivaciio para o desenvolvimento do capitulo 5 desta dis-
sertacao de mestrado. Devido a isso, exporemos a seguir um resumo da teoria que revela que as

nogdes de continuidade e exatidio dos modelos de regras fuzzy SE-ENTAO sio equivalentes.



[1]

8]

80

REFERENCIAS

BANON, G., AND BARRERA, J. Decomposition of mappings between complete lattices
by mathematical morphology, part 1. general lattices. Signal Processing 30, 3 (1993),

299-327.

BANON, G. J. F., AND BARRERA, J. Bases da Morfologia Matemdtica para andlise de

imagens bindrias. INPE, Sao José dos Campos, 1998.
BIRKHOFF, G. Lattice Theory, 3 ed. American Mathematical Society, Providence, 1993.

BUCKLEY, J. J., AND HAYASHI, Y. Can fuzzy neural nets approximate continuous fuzzy

functions? Fuzzy Sets and Systems 61,1 (1994), 43-51.

CHIUEH, T., AND GOODMAN, R. Recurrent correlation associative memories. IEEFE

Trans. on Neural Networks 2, 2 (Mar. 1991), 275-284.

CHOUDHURY, J., SARKAR, B., AND MUKHERIEE, S. Forecasting of engineering man-

power through fuzzy associative memory neural network with arima: a comparative study.

Neurocomputing 47 (2002), 241-257.

CHUNG, F., AND LEE, T. On fuzzy associative memory with multiple-rule storage ca-

pacity. IEEE Transactions on Fuzzy Systems 4, 3 (1996), 375-384.

CUNINGHAME-GREEN, R. Minimax Algebra: Lecture Notes in Economics and Mathe-

matical Systems 166. Springer-Verlag, New York, 1979.

CUNINGHAME-GREEN, R. Minimax algebra and applications. In Advances in Imaging

and Electron Physics, P. Hawkes, Ed., vol. 90. Academic Press, New York, NY, 1995,

pp- 1-121.

[10] DAVIDSON, J. Foundation and applications of lattice transforms in image processing. In

Advances in Electronics and Electron Physics, P. Hawkes, Ed.. vol. 84. Academic Press,

New York, NY, 1992, pp. 61-130.

[11] DE BAETS, B.. AND FODOR, J. C. Residual operators of uninorms. Soft Computing 3. 2

(1999).



[12]

[13

e

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

81

DuBoIS, D., AND PRADE, H. Fuzzy sets and systems: theory and applications. Aca-

demic Press, New York, 1980.

FODOR, J. C., YAGER, R. R., AND RYBALOV, A. Structure of uninorms. International

Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems 5, 4 (1997), 411-427.
FULLER, R. Introduction to Neuro-Fuzzy Systems. Springer-Verlag New York, Mar. 2000.

GADER, P. D., KHABOU, M., AND KOLDOBSKY, A. Morphological regularization neu-
ral networks. Pattern Recognition, Special Issue on Mathematical Morphology and Its

Applications 33, 6 (2000), 935-945.

HASSOUN, M. H., Ed. Associative Neural Memories: Theory and Implementation. Ox-

ford University Press, Oxford, U.K., 1993.

HAYKIN, S. Redes Neurais: Principios e Prdtica. Bookman, Porto Alegre, 2001.
HEBB, D. The Organization of Behavior. John Wiley & Sons, New York, 1949.
HEIIMANS, H. Morphological Image Operators. Academic Press, New York, NY, 1994.

HOPFIELD, J. J. Neural networks and physical systems with emergent collective com-
putational abilities. Proceedings of the National Academy of Sciences 79 (Apr. 1982),
2554-2558.

ISHIBUCHI, H., FUJIOKA, R., AND TANAKA, H. Neural networks that learn from fuzzy
if-then rules. IEEE Transactions on Fuzzy Systems | (May 1993), 85-97.

J. M. MENDEL AND K. S. Fu. Adaptive Learning and Pattern Recognition Systems:
Theory and Applications. Academic Press, New York, NY, 1970.
KAsaABoOV, N. K. Foundations of Neural Networks, Fuzzy Systems, and Knowledge En-

gineering. MIT Press, Cambridge, MA, USA, 1996.

KHABOU, M., GADER, P., AND KELLER, J. Ladar target detection using morphological

shared-weight neural networks. Machine Vision and Applications 11, 6 (2000), 300-305.

KHABOU, M., GADER, P. D., AND KELLER, J. M. LADAR target detection using
morphological shared-weight neural networks. Machine Vision and Applications 11, 6

(May 2000), 300-305.



[26]

[27]

[28]

[29]

[31]

[32]

[34]

[35]

136

e

[37]

82

KLIR, G. J., AND YUAN, B. Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications.

Prentice Hall, Upper Saddle River, NY, 1995.

KONG, S.-G., AND KOSKO, B. Adaptive fuzzy systems for backing up a truck-and-trailer.

IEEFE Transactions on Neural Networks 3,2 (1992), 211-223.

Kosko, B. Adaptive bidirectional associative memories. In IEEE 16th Workshop on

Applied Images and Pattern Recognition (Washington, D.C., Oct. 1987), pp. 1-49.

Kosko, B. Bidirectional associative memories. I[EEE Transactions on Svstems, Man, and

Cybernetics 18 (1988), 49-60.

KoskO, B. Neural Networks and Fuzzy Systems: A Dynamical Systems Approach to

Machine Intelligence. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1992.

LEE, K. H. First Course on Fuzzy Theory and Applications, vol. 27 of Advances in Soft

Computing. Springer, Berlin, Germany, 2005.

MARAGOS, P. Lattice image processing: A unification of morphological and fuzzy alge-

braic systems. Journal of Mathematical Imaging and Vision 22, 2-3 (2005), 333-353.

MARCANTONIO, A., DARKEN, C., KUHN, G. M., SANTOSO, I., HANSON, S. J., AND
PETSCHE, T. A neural network autoassociator for induction motor failure prediction. In

Adv. Neural Inf. Process. Syst. (1996), vol. 8, pp. 924-930.

MATHERON, G. Random Sets and Integral Geometry. John Wiley & Sons, New York,
NY, 1975.

NACHTEGAEL, M., SUSSNER, P., MELANGE, T., AND KERRE, E. E. On the role of
complete lattices in mathematical morphology: From tool to uncertainty model. Informa-

tion Sciences (2010).

NDOUSSE, T. D. Fuzzy neural control of voice cells in ATM networks. IEEE Journal on

Selected Areas in Communications SAC-12, 9 (1994), 1488—-1494.

PEDRYCZ, W., AND GOMIDE, FE. An Introduction to Fuzzy Sets: Analysis and Design.

MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 1998.



[39]

[40]

[41]

[42]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

83

PEDRYCZ, W., AND GOMIDE, F. Fuzzy Systems Engineering: Toward Human-Centric

Computing. Wiley-IEEE Press, New York, 2007.

PERFILIEVA, 1., AND LEHMKE, S. Correct models of fuzzy if-then rules are continuous.

Fuzzy Sets and Systems 157, 24 (2006 2006), 3188-3197.

RITTER, G. X. Recent developments in image algebra. In Advances in Electronics and
Electron Physics, P. Hawkes, Ed., vol. 80. Academic Press, New York, NY, 1991, pp. 243—
308.

RITTER, G. X., L1, D., AND WILSON, J. N. Image algebra and its relationship to neu-
ral networks. In Technical Symposium Southeast on Optics, Electro-Optics, and Sensors

(Orlando, FL., Mar. 1989), Proceedings of SPIE.

RITTER. G. X., AND SUSSNER. P. An introduction to morphological neural networks. In
Proceedings of the 13th International Conference on Pattern Recognition (Vienna, Aus-

tria, 1996), pp. 709-717.

RITTER, G. X., AND SUSSNER, P. Morphological perceptrons. In ISAS’97, Intelligent

Systems and Semiotics (Gaithersburg, Maryland, 1997).

RITTER, G. X., SUSSNER, P., AND DE LEON, J. L. D. Morphological associative mem-

ories. IEEE Transactions on Neural Networks 9, 2 (1998), 281-293.

RITTER, G. X., AND WILSON, J. N. Handbook of Computer Vision Algorithms in Image

Algebra, 2 ed. CRC Press, Boca Raton, 2001.

RITTER, G. X., WILSON, J. N., AND DAVIDSON, J. L. Image algebra: An overview.

Computer Vision, Graphics, and Image Processing 49, 3 (Mar. 1990), 297-331.

SAASTAMOINEN, K. On new general class of 37 - uninorms. Proceedings of the IEEE

International, Conference on Computational Cybernetics (2006).

SERRA, J. Image Analysis and Mathematical Morphology. Academic Press, London,

1982.

SERRA, J. Image Analysis and Mathematical Morphology, Volume 2: Theoretical Ad-

vances. Academic Press, New York, 1988.



[50]

[51]

[52]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

84

STERNBERG, S. Grayscale morphology. Computer Vision, Graphics and Image Process-

ing 35 (1986), 333-355.

SUSSNER, P., AND VALLE, M. E. Grayscale morphological associative memories. [EEE

Transactions on Neural Networks 17, 3 (May 2006), 559-570.

SUSSNER, P., AND VALLE, M. E. Implicative fuzzy associative memories. [EEE Trans-

actions on Fuzzy Systems 14, 6 (2006), 793-807.

SUSSNER, P., AND VALLE, M. E. Recall of patterns using morphological and certain
fuzzy morphological associative memories. In Proceedings of the IEEE World Conference

on Computational Intelligence 2006 (Vancouver, Canada, 2006), pp. 209- 216.

SUSSNER, P., AND VALLE, M. E. Fuzzy associative memories and their relation-
ship to mathematical morphology. In Handbook of Granular Computing, W. Pedrycz,
A. Skowron, and V. Kreinovich, Eds. John Wiley and Sons, Inc., New York, 2008, ch. 33,
pp. 733-754.

T. J. TEYLER. Memory: Electrophysiological analogs. Academic Press, New York, NY,
1986.

VALLE, M. E. Fundamentos e Aplicacées de Memorias Associativas Morfologicas Neb-
ulosas. PhD thesis, Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), Campinas, Brasil,
Fevereiro 2007.

VALLE, M. E., AND SUSSNER, P. Fuzzy morphological associative memories based on
uninorms. In Proceedings of the IEEE World Conference on Computational Intelligence

2008 (WCCI 2008) (Hong Kong, China, June 2008), pp. 1582-1589.

VALLE, M. E.. AND SUSSNER, P. A general framework for fuzzy morphological asso-

ciative memories. Fuzzy Sets and Systems 159, 7 (2008), 747-768.

YAGER, R. R., AND RYBALOV, A. Uninorm aggregation operators. Fuzzy Sets and

Svstems 80, 1 (1996), 111-120.

YEUNG, D., AND CHOW, C. Parzen window network intrusion detectors. In Int. Conf.
Pattern Recognit. (2002), pp. 385-388.

ZADEH, L. A. Fuzzy sets. Information and Control 8, 3 (1965), 338-353.



85

[62] ZADEH, L. A. Outline of a new approach to the analysis of complex systems and decision
processes. IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics SMC-3, 1 (January 1973),
28—44.

[63] ZHANG, B.-L., ZHANG, H., AND GE, S. S. Face recognition by applying wavelet sub-

band representation and kernel associative memory. [EEE Transactions on Neural Net-

works 15, 1 (Jan. 2004), 166-177.

[64] ZHANG, H., HUANG, W., HUANG, Z., AND ZHANG, B. A kernel autoassociator ap-

proach to pattern classification. [IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics,

Part B 35, 3 (June 2005), 593— 606.



APENDICE

86



87

APENDICE A - Continuidade e Modelos Exatos de regras Fuzzy SE-ENTAO

Perfilieva et. al, [39] introduziram a nog¢ao de modelos exatos para sistemas de regras fuzzy SE-
ENTAO e provaram que a exatiddo desses modelos estd conectada ao problema de solubilidade
do respectivo sistema de equagdes fuzzy relacionais. Além disso, mostraram que um sistema
de regras fuzzy SE-ENTAO ¢ um modelo exato se, e somente se, esse modelo é continuo.

Este apéndice estd organizado da seguinte forma. Primeiramente, faremos uma breve re-
visdo das relagdes fuzzy como um modelo baseado em regras fuzzy SE-ENTAO. Depois disso,
veremos a defini¢io de continuidade de um modelo de regras fuzzy SE-ENTAO e logo em
seguida, enunciaremos um teorema que relaciona a continuidade com a exatiddo dos modelos

de regras fuzzy SE-ENTAO.

A.1 RELACOES Fuzzy E MODELOS DE REGRAS Fuzzy SE-ENTAO

As relagdes fuzzy generalizam o conceito de relagdes admitindo a no¢do de associagio parcial
entre elementos de universos de discursos. Dados dois conjuntos arbitriarios U e V, uma relag¢io
fuzzy R ¢ um subconjunto fuzzy do produto cartesiano de U e V [61]. Em outras palavras, uma

relacdo fuzzy sobre U x V ¢ uma fungao:

R:UxV =10,1]. (A1)

Se para algum par (u,v), R(u,v) = 1, entio os dois elementos u e v estio completamente
relacionados. Por outro lado, se R(u} ’L‘) = 0, entdo os dois elementos nio estiao relacionados.

Valores 0 < R(u,v) < 1 denotam uma associagio parcial.

Um sistema se regras fuzzy SE-ENTAO pode ser expresso da seguinte maneira:

SE u é x; ENTAO v é Vi
..................................... (A.2)
SEu ¢ x, ENTAO v ¢ y,,
onde X, Vi, k = 1,---,q, sdo varidveis linguisticas sobre as variaveis u € Uewv € V,

res pectiva mente.
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As varidveis linguisticas sao modeladas por conjuntos fuzzy sobre F (U) e F (V), respecti-
vamente, e o sistema de regras fuzzy SE-ENTAO é modelado na classe das relagdes fuzzy sobre
F (U x V). Dizemos que uma relagio fuzzy R € F (U x V) é um modelo de (A.2) se ela
determina uma fungio fr : F (U) — F (V) tal que

frX)(w) ="\/ K(u)t R(u,v)] =xo R, (A.3)
ueU
onde t representa uma t-norma. A expressdo ao lado direito da equacgdo (A.3) € conhecida

como regra composicional de inferéncia |62].
Definicdo A.1. [39] Dizemos que uma relagdo fuzzy R € F (U x V) é um modelo exato de

(A.2) se

Em outras palavras, R é um modelo exato de (A.2) se fg interpola os dados (X, Vi)

Tal definiciio pode ser escrita através do seguinte sistema de equacdes relacionais fuzzy

.................. (A.5)
e portanto, R é um modelo exato do sistema de regras fuzzy SE-ENTAO (A.2) se, e somente se,
€ solucdo do sistema (A.5).

E importante observar que a exatidio de um modelo significa que ele é “exato com respeito

aos pares (X, yx)”. Se um modelo ndo € exato, diremos simplesmente que o modelo € inexato.

A.2 CONTINUIDADE E MODELOS EXATOS DE REGRAS Fuzzy SE-ENTAO

Antes de fornecermos a definiciio de continuidade dos modelos de regras fuzzy SE-ENTAO,
definiremos a seguinte operacdo bindria: Seja t uma t-norma dilativa. Se a,b € [0, 1], entdo
definimos

(aeb)=[a=bAD=a), (A.6)

onde = [0, 1]2 — [0,1] ¢ a implicac@o fuzzy adjunta a t, também chamada R-implica¢ao

associada a t .
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Observe que < [0,1]° — [0, 1] é reflexiva, simétrica e transitiva com respeito a t-norma t .

Definicao A.2. [39] Considere um CLODUM S = ([0,1],\/, A\, t, s). Dizemos que uma
relagdo fuzzy R € F (U x V) é um modelo continuo de regras fuzzy SE-ENTAO (com respeito
aos dados fornecidos) na k-ésima regra fuzzy se, para cada conjunto fuzzy x € F (U), a

seguinte desigualdade for valida:

A\ i) & (ko B @] = A s(0) & frx)@)] 2 N (xw) & x(w). A7)

vEV veV uclU
Se a desigualdade (A.7) for vdlida paratodo k = 1, --- , q, dizemos simplesmente que a relagcdo

fuzzy R é um modelo continuo de regras fuzzy SE-ENTAO.

A propriedade de um modelo de regras fuzzy SE-ENTAO ser exato e portanto, cumprir a
equacio (A.4), e ser continuo sdo equivalentes. Antes de enunciarmos o teorema que corres-

ponde a este fato, vejamos o seguinte Lema.

Lema A.3. [39] Seja R € F (U x V) uma relacdo fuzzy. Entdo, para algum x € F (U), para

todok =1,--- ,qev €V, aseguinte desigualdade é vdlida

(ye(v) & (xoR)(v)) = dpi(v)t /\ (xx(u) & x(u)), (A.8)

uclU

onde

Ork(v) = [yr(v) & (xk o R)(v)].

O Lema A.3 estima um desvio (por equivaléncia) de um valor x o R a partir do respectivo
conjunto fuzzy y;., presente ao lado direito das regras em (A.2). Tal estimativa, utiliza o desvio
entre os conjuntos fuzzy x e X, (novamente expressa através de equivaléncia) e o desvio g (V).
Assim, se R ¢ uma solucio da k-ésima equagdo do sistema (A.5), entdo, para todo v € V,
drk(v) = 1epor (A.8), arelagio fuzzy R é continua com respeito a k-ésima equagio relacional
fuzzy. Caso contrario, i ndo serd continua (ndo serd continua na k-ésima equagio).

Com essas informacgdes, podemos enunciar o teorema principal dessa secio.

Teorema A.4. [39] Uma relagdo fuzzy R € F (U x V) é um modelo exato de regras fuzzy

SE-ENTAO se, e somente se, € um modelo continuo dessas regras.

O Teorema A.4 estabelece um critério de solubilidade de um sistema de equacdes relacionais

fuzzy.
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Corolario A.5. [39] Uma relacdo fuzzy R fornece uma solucdo ao sistema de equacaes rela-

cionais fuzzy (A.5) se, ¢ somente se, satisfaz (A.7) paratodok =1,--- ,qgex € F (U).



