Universidade
Estadual de LondRrina

|

CAROLINA LUPIFIERIO ANTONIO

PROBLEMAS DE TRANSMISSAO PARA MATERIAIS
CONSTITUIDOS POR TRES COMPONENTES

Londrina
2010



CAROLINA LUPIFIERIO ANTONIO

PROBLEMAS DE TRANSMISSAO PARA MATERIAIS
CONSTITUIDOS POR TRES COMPONENTES

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Programa
de Poés-Graduagdo em matematica Aplicada e
computacional da Universidade Estadual de
Londrina, como requisito parcial a obtencdo do
titulo de mestre em Matematica Aplicada e
Computacional.

Orientadora: Prof. Dra. Luci Harue Fatori

Londrina
2010



Catalogacédo na publicacéo elaborada pela Divisdo de Processos Técnicos da Biblioteca
Central da Universidade Estadual de Londrina.

Dados Internacionais de Catalogacéo-na-Publicacéo (CIP)

A635p  Antonio, Carolina Lupifierio.
Problemas de transmissdo para materiais constituidos por trés
componentes/ Carolina Lupifierio Antonio. — Londrina, 2010.
112f.

Orientador: Luci Harue Fatori.

Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias Exatas e da Terra,
Programa de Pds-Graduagdo em Matematica Aplicada e Computacional,
2010.

Inclui bibliografia.

1. Analise matematica — Teses. 2. Equagdes diferenciais parciais —
Teses. 3. Sistemas de equagdes — Teses. 1. Fatori, Luci Harue. I1.
Universidade Estadual de Londrina. Centro de Ciéncias Exatas e da
Terra. Programa de Pos-Graduagdo em Matematica Aplicada e
Computacional. III. Titulo.

CDU 517.95




CAROLINA LUPIFIERIO ANTONIO

PROBLEMAS DE TRANSMISSAO PARA MATERIAIS
CONSTITUIDOS POR TRES COMPONENTES

Dissertagdo de mestrado apresentada ao Programa
de Po6s-Graduagdo em matematica Aplicada e
computacional da Universidade Estadual de
Londrina, como requisito parcial a obtencdo do
titulo de mestre em Matematica Aplicada e
Computacional.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dra. Luci Harue Fatori
UEL — Londrina — PR

Prof. Dr. Jaime Edilberto Muiioz Rivera
UFRIJ — Petropolis — RJ

Prof. Dr. Albo Carlos Cavalheiro
UEL — Londrina — PR

Londrina, 15 de margo de 2010.



ammmmw.



AGRADECIMENTOS

Agradego a minha orientadora professora Luci Harue Fatori pelos seus
ensinamentos, sua dedicacdo, e, principalmente, pelo amadurecimento profissional que

conquistei trabalhando ao seu lado.

Agradeco a minha familia e a0 meu namorado José André, que sempre

estiveram presentes, pelo amor, pelo incentivo e pelo apoio nos momentos de fraqueza.

Agradeco aos meus colegas de curso, principalmente ao Vinicius, pelas

longas discussdes que me ajudaram a resolver muitos problemas e sanar muitas duvidas.

Agradego também a todos os professores e funciondrios que colaboraram
com minha formagao profissional, em especial, ao professor Albo Carlos Cavalheiro, um
grande exemplo e que me incentivou a seguir a carreira académica, e ao professor Jaime

Rivera, pela base tedrica e pela colaboragao neste trabalho.

Por fim, agradeco a Fundacao Araucdria pelo apoio financeiro.



ANTONIO, Carolina Lupifierio. Problemas de transmissdo para materiais constituidos
por trés componentes. 2010. 111 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada ¢
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2010.

RESUMO

Neste trabalho estudamos a propagacdo da onda dissipativa sobre materiais mistos, mais
especificamente, sobre materiais constituidos por trés diferentes tipos de componentes.
Inicialmente estudamos o problema de transmissdo em um material formado por trés
componentes elasticas, sendo duas delas dissipativas com dissipacdo do tipo friccional. Em
seguida, substituimos uma das dissipagdes por uma dissipacdo térmica. Em ambos os casos, a
existéncia de solucdo ¢ mostrada através do método de Galerkin e o decaimento exponencial
da solucdo ¢ obtido através de técnicas multiplicativas e multiplicadores convenientes.

Palavras-chave: Analise matematica. Equagdes diferenciais parciais. Sistemas de equagdes.



ANTONIO, Carolina Lupifierio. Problems of transmission in a material consisting of
three components. 2010. 111 f. Dissertation (Master’s Degree in Applied and Computational
Mathematics) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2010.

ABSTRACT

In this work we study the dissipative wave propagation over mixed materials, more
specifically on materials consisting of three different types of components. Initially we study
the problem of transmission in a material consisting of three elastic components where two of
them are dissipative with dissipation of frictional type. In the following, we replace one of the
dissipation for a thermal dissipation. In both cases, the existence of solution is showed using
the Galerkin method, and the exponential decay of the solution is obtained by multiplicative
techniques and appropriate multipliers.

Keywords: Mathematical analysis. Partial differential equations. Systems of equations.
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INTRODUCAO

A equacao da onda modela vibracoes de um corpo em um meio homogéneo, isotropico e

nao-dissipativo. e ¢ descrita matematicamente por
uy — AAu =0, em Q x (0, 00), (1)

onde Q C R™ e A é 0 operador laplaciano. A fun¢ao v = u(z,t) representa o deslocamento
transversal no ponto x e no instante . A constante ¢ ¢ a velocidade de propagacao da

onda e ¢ dada por ¢ =/ —, onde T ¢ a tensao e p & a massa por unidade de tempo.

A equacgao (1) ¢ wm sistema conservativo, ou seja, sua energia total ¢ constante para

qualquer tempo. Fisicamente, isso significa que a equacao da onda é um sistema oscilante.

Diversos autores introduziram diferentes tipos de mecanismos dissipativos na equacao
(1) para estabilizar as oscilacoes. Alguns exemplos desses mecanismos sao as dissipacoes
friccional, térmica e viscoelastica. No contexto da dissipacao Iriccional podemos citar o
trabalho de E. Zuazua [18], que obteve a taxa de decaimento da solu¢ao para uma larga
classe de equacao da onda com a dissipacao. Em termoelasticidade, a dissipacao produzida
pela diferenca térmica ¢ suficientemente forte para produzir decaimento expounencial das
solugoes quando o tempo vai para o infinito, como podemos ver nos trabalhos de J.U.
Kim [7] e J.EM. Rivera [15]: enquanto que em termoviscoelasticidade e viscoelasticidade,
a dissipacao produzida pelo termo integral produz wma dissipacao extra e neste caso, a
taxa de decaimento das solugoes depende da taxa de decaimento das funcoes de relaxacao

que caracterizam a memoria do material, veja Z. Liu e S. Zheng |9].

Cabe salientar que nos trabalhos anteriores a dissipacao age sobre o dominio inteiro.
Assim. uma questao natural que surge ¢ saber se o resultado permanece valido quando
a dissipacao ¢ eletiva somente em uma parte do dominio. Este tipo de problema é co-
nhecido na literatura como problema de transmissao e é caracterizado por um sistema de
equacoes diferenciais parciais com coeficientes descontinuos, Nesta linha podemos citar
o trabalho de L.H. Fatori, E. Lueders e J.EM. Rivera [5], onde foi estudado o problema
de transmissao para wm sistema termoelastico [racamente hiperboélico. o trabalho de D.

Andrade, L.H. Fatori e J.E.M. Rivera [2| para o problema de transmissao com dissipacao



na fronteira do tipo memoria, e o trabalho de J.E.N. Rivera e H.I>. Oquendo [17] para

problemas de transmissao para cordas viscoelasticas.

Nos trabalhos citados acima. os resultados sao obtidos para materiais lormados por duas
componentes. Trabalhos com materials compostos por trés ou mais componentes sao
raros na literatura. Entre eles podemos citar o trabalho de A. Marzocchi. J.E. M. Rivera
e M.G. Naso [10], onde os autores mostraram resultados de estabilidade para um material
formado por trés componentes, duas com propriedades termoelisticas, enquanto a outra

¢ indiferente a temperatura.

Nessa dire¢ao, o que nos propomos nesta dissertacao é estudar a propagacao da onda sobre
um material formado por trés componentes elasticas. onde inicialmente consideramos
duas delas com dissipacao [riccional. Em seguida substituimos uma das dissipacoes por
uma dissipacao térmica. Mais especificamente, consideramos uma corda unidimensional

definida no intervalo [0,1] C R, com a seguinte constituicao:

elastica elastica elastica P
dissipativa conservativa dissipativa
? p p ?
7 z
~ ,//
Z 7
Z Z
Z =
le ale ale al
Iy Ht H¢ ul
0 11 i? ]

onde Iy, ls € (0,1), com Iy < ly. O sistema que modela a situacao acima é dado por

Uy — Kyt +au, =0, em (0,1;) x (0, 00), (2)
Uy — kovz, = 0, em (ly,12) x (0,0), (3)
Wy — ksWyy +bwy =0, em (I, 1) x (0, 00), (4)

onde ky, kg, k3, a e b sao coustantes positivas. As lunc¢oes u = u(z,t), v = v(z,t) e

w = w(z,t) estao sujeitas as condi¢oes de fronteira
u(0,t) =w(l,t) =0, >0, (5)

as condic¢oes de compatibidade
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’U,(Il? t) = I“(Elv f‘)" klu'z(ll?t) == kQIUII:(El: t) t> 01 (G)

v(ly,t) = w(ly,t), kovg(lo,t) = kswy(ly, t), t>0, (7)

e as condicoes inicials

u(z,0) = u’(z), u(z,0)=u'(z), ze(0,1), (8)
11‘(;17: 0) = T"‘D(x): 1'rf($7 0) = 1JI(I)1 S (‘El] 22)1 [(N
w(z,0) =w’(z), wi(z,0)=w'(z), z¢€ (b,l). (10)

Na segunda situacao, onde substituimos uma das dissipagoes por wmna dissipacao térmica.
introduzimos a fungao real = #(x,t) na primeira componente, que representa a variagao

da temperatura no ponto z e no instante t. O sistema correspondente é dado por

Uy — kyUge +aug +mb, =0, em (0,1;) x (0, 00), (11)
0y —ab,, + muy,; =0, em (0,1;) x (0,00), (12)
Vet — kQ'UII = 01 2111 (JE].J 32) X (U, CX,) [13\_]
Wy — kaWee +bw; =0, em (Io,1) x (0,00), (14)
parte parte eldstica
;“//: termoeldstica  parte eldstica com dissipagdo %
Z Z
Z Z
- Z
le sle I N
| i s I |
0' !]_ !"\ I

onde ky, kg, k3, m, a, b e a sao coustantes positivas. As func¢oes u = u(z,t), 8 = 6(z,1).
v =v(x,t) e w =w(z,t) satislazem as condicoes de fronteira
u(0,t) = w(l,t) = 6(0,¢) =0, t>0 (15)

as condicoes de transmissao
'U-(E]_,t) = '?J(Il}t): klul(ll}t) — mﬂ(ll, t) = kz'l’r(gl,t), t > 0} [l()]

’L‘(Eg,t) = 'w(fg}t)} ;L‘Q’L‘I(fg}t) = kg'wx(lg}f)} t >0, (17)

0.(l;,t) =0, t>0, (18)
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e as condicoes iniciais

u(z,0) = u’(z), w(z,0)=u'(z), 0(z,0)=6=), xec(0,L), (19)
v(x,0) =2 (), v(x,0)=20'(z), =z (1), (20)
w(z,0) = w’(z), w(z,0)=w'(z), ze (1) (21)

Os modelos que estudamos podem ser aplicados em problemas na dinamica estrutu-
ral.  Muitas estruturas da engenharia civil, tais como pontes e componentes flexiveis
em grandes estruturas espaciais, sao modelados por equacoes de vigas. O problema de
estabilizar tais estruturas pode ser resolvido com o uso de vigas interligadas em série com
dispositivos de amortecimento, ou ainda, com a aplicacao de variacao de temperatura,

através de mecanismos externos de resfriamento ou calefacao.

Nossa contribuicao ¢ mostrar a existéncia e unicidade da solu¢ao bem como o decaimento
exponencial da energia associada aos sistemas (2)-(10) e (11)-(21). A existéncia de solugao
sera estabelecida pelo método de Galerkin, e o decaimento exponencial sera obtido através

de técnicas multiplicativas e multiplicadores convenientes.

Nosso estudo esta organizado em trés capitulos. No primeiro capitulo apresentamos as
notacoes e alguns resultados que nos servem como base para o restante do trabalho. No
segundo e no terceiro capitulo, mostramos a existéncia e unicidade de solucao fraca e
forte, e o decaimento exponencial da solucao dos problemas de transmissao. Finalizamos

com uma breve conclusiao do nosso trabalho.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo serao fixadas as notacoes e enunciados as defini¢oes e resultados funda-

mentais utilizados ao longo do texto.

1.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta secao apresentaremos os espacos funcionais e a nocao de derivada no sentido das

distribuicoes. Para isso, considere €2 um subconjunto aberto do R".

1.1.1 Espaco das Fungdes Testes

Seja u : 2 — R uma aplicacao. Denomina-se suporte de u em €2 o fecho do conjunto

{z € Q;u(z) # 0} e representa-se por supp(u), ou seja,

supp(u) = {x € Q;u(x) # 0}.
Denotaremos por C§°(€2) o espago vetorial de todas as fun¢oes numéricas em € que sao
infinitamente diferenciaveis em €2 e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma
sequéncia de fungoes {@y fyen C CF°(2) ¢ convergente para a fungao ¢ € C5°(2) se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

i) existe K C Q compacto, tal que supp(¢, — ¢) C K, para todo v,
ii) para cada a = (a,...,0,) € N*, = = (21,...,2,) € R", a sequéncia { D¢, }oen
converge para D@ uniformemente em K. onde D representa o operador derivagao

de ordem a definido por

ch‘l n

D"=————  com |a|l= E a;
[aTa S R ATty i 3 ) T
DeiRE . oo £
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O espago C5°(2) com esta nogao de convergéncia ¢ denominado espago das fungoes testes

e serd representado por D(€2).

1.1.2 Distribuigoes

Define-se distribui¢ao sobre Q a toda forma linear T sobre D(€2) que é continua no sentido
da convergéncia definida sobre D(2). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre Q ¢ um
espaco vetorial, o qual representa-se D'(€2). Neste espaco vetorial diz-se que uma sucessao
(T,))ven em D'(Q2) converge para T € D'(§2), quando a sequéncia numérica ((T,, ¢)),en
converge para (T, ¢) em R, para toda ¢ € D(Q).

Considere uma distribuicao 7" sobre 2 ¢ @ € N*. A derivada de ordem a de T, ¢ a forma
linear DT definida por

(DT, p) = (=1)*1(T, D*¢) , vy € D().

K

Quando @ € N e z € R, denotaremos D*I" como Verifica-se que D*T ¢ uma

M
distribuicao sobre €2, e que a aplicagao
D*:D'(Q2) — D(Q)
T — DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'(€2). Isto significa que se

lim 7, = T em D'(Q), entao lm DT, = DT em D'(2).

—+00 F—+00

1.1.3 Os espacos LP(Q)

Representaremos por LP(2), 1 < p < oo, o espaco das fungoes mensuraveis
u 2 — R, tais que |[u? é integravel a Lebesgue sobre €. e por L>®(€2) o espaco das
fun¢oes mensuraveis v @ 2 — R tal que existe uma constante ¢ com |u(z)| < ¢ quase

sempre em 2. Os espacos LP(€) munido da norma
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o=

u||Le) = / w(z)Pdx ] , paral <p< oo,
Q

[ul|ro @) = inf{c ; |u(x)| < ¢ quase sempre em QF,

¢ um espaco de Banach. Em particular, o espaco L%(€2). cuja norma provém do produto
interno
(u,v) = [ u(z)v(x)dr
Q

¢ um espaco de Hilbert.

Denotaremos por Lp (2) o espaco das funcoes u : © — R tais que u € L'(K) para todo

compacto K de €.

E possivel mostrar que, ver |1,

i) L?(2) ¢ reflexivo para todo 1 < p < 400
ii) LP(Q2) & separavel para todo 1 < p < +0¢.

Definicao 1.1 (Imersao Continua). Sejam X e Y espacos de Hilberl, sendo X wm subes-
paco de Y. Dizemos que X estda continuamente imerso em Y, e denotaremos X — Y, se

eriste wma constante positiva C tal que

[lul

y < |lullx, YueX.

Além dos resultados acima, temos que

i] D(Q) é denso em LP(2) e D(Q2) — LP(£2), para todo 1 < p < +0oc;

ii) Se Q¢ limitado e 1 < p < g < 400, entao LI(Q) — LP(Q2).

1.1.4 Espacos de Sobolev

Seja Q um aberto do R", 1 < p < oc e m € N. Representa-se por W™P?(€) o espago
vetorial de todas as fungoes uw € LP(€) tais que para todo |af < m, D*u pertence a LP().

Para cada uw € W™P(Q) defini-se a norma de u por
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u|fwmeq) = \D%u(x)|Pdx | , paral<p< oo,

Q

la|<m

] [rm.ee () = Z supess | D%u(z)].

lal<m zeld
Os espagos normados WP(Q) sao espacos de Banach, e sao denominados espacos de
Sobolev. Para o caso particular p = 2, 0 espaco W™2(Q) ¢ um espaco de Hilbert, repre-
sentado por H™(€2), com o produto escalar dado por

(u,v)gm(q) = Z (D%u, D*v)12(), Yu, v,€ H™(Q),

|| <m
¢ ¢ denominado espago de Sobolev de ordem m. Quando m =0, H™()) identifica-se com
L(9).
Define-se o espago W?(€2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q). Quando Q ¢
limitado em alguma dire¢ao z; de R" e 1 < p < o0, entao a norma em Wy"(€Q) dada por

1
P

||l

WP(Q) = Z /Q|Da’li($)|pdf-

|a|=m
¢ equivalente a norma induzida por W™P(Q). Representa-se por W~"-4(€2) o dual topoldgico
. : : .11
de Wi™P(Q2), onde 1 < p < o0 e g ¢ o conjugado de p. isto ¢, 5—|—§ = 1. Por H™(Q)

denota-se o dual topologico de HF*(€2).

1.1.5 Espacos Funcionais a valores Vetoriais

Considere X um espaco de Banach. Denotaremos por D(0,T;X) o espaco das fungoes
vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em (0,7).

Dizemos que ¢, — @ em D(0,T; X) se

i) existe K < (0,T) compacto, tal que supp(¢d, — @) C K, para todo v,
k dk

ii) para cada k € N, j?gy(t)

— Ep(t) em X uniformemente em t € (0,7).
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O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D(0,T') em X sera denotado por D'(0,T; X)
Neste espago dizemos que uma sucessao (S, )pen € D'(0,T; X) converge para S € D'(0,T; A
quando (S,, ) — (S,p) em X, Yo € D(0,T).

Denotaremos por LP(0,T; X), 1 < p < o0 o espag¢o de Banach das funcoes v : (0,7) — X,
u(t)||x pertenga a LP(0,7). Em L?(0,7; X) defini-se a norma

tais que u ¢ mensuravel e

T P
w]|zeorx) = (/ ()] % dt) , paral <p< oo,
0
ul| Lo 0, x) = inf{c:[|u(t)||x < cquase sempre em (0,7)}.

Quando p = 2 ¢ X ¢ um espago de Hilbert, entao L2(0,7;X) ¢ um espa¢o de Hilbert

munido com o }Jl'(')dlll,(') interno

T
(u,v)r2(07:x) :V/o (u(t),v(t))x dt.

O dual topologico de LP(0,T: X) ¢ o espago L(0,T; X’), sendo X' o dual topologico de
X e q o conjugado de p.

Representaremos por WP(0,7: X), 1 < p < o0 0 espago de Banach
Wm(0,T; X) = {u e LP(0,T; X);u% € LP(0,T; X), 0 < j < m},

onde uY) representa a j-6sima derivada no sentido das distribuicoes vetoriais, com a norma

1

m T

lullwmoorx) = (Z ||u(:)||§,p(o._1";xJ) -
=0

Quando p = 2 ¢ X ¢ um espaco de Hilbert, o espaco W™?(0,T; X) ¢ denotado por

H™(0,T;X)., que ¢ um espaco de Hilbert com o produto interno

m

(u, v)gmo1x) = Z(UU), v 20.7.x)-
=0

——— H™(0,T;X
Por HJ*(0,T; X) representaremos D(0, T X) O

sera representado por H1(0,T; X').

. O dual topologico de HJ*(0,T; X)

Representaremos por C°([0,T]; X) o espaco das fun¢oes continuas u : [0, 7] — X, tais

que ||u(t)||x pertenca a C°([0,T]), que munido com a norma

u . — ax o t N
]| coo,T7;) nax |w(t)]|x,
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¢ um espago de Banach. Denotaremos por C™([0,T]; X) o espaco de Banach das fun¢oes
u : [0,T] — X, tais que Hﬁ(ﬂ ‘ pertenca a C([0,T]) para 0 < k < m. Em
T X

C™([0,T]; X) defini-se a norma

Hdu

ul|om = ||u ’
[[ullemorix) = [|ullcogorx CO(0.T1:X Hdtm T):X)

1.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secao enunciaremos os resultados necessarios ao nosso trabalho, cujas demons-

tracoes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H wm espaco velorial munido

do produto interno (-,-). Entao, dadas u, v € H, lemos que
|(u, )| < [[uf] {[v]],

onde || - ||> = (-, ).

Demonstracao: Ver [8]. ]

1 1
Proposicao 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p.q < oo tal que —+—=1 ¢
p q

a,b> 0. Entao
a? b
ab < — + —
P q

Demonstragao: Ver |3]. [

Proposigao 1.4 (Desigualdade de Holder). Sejam w € LP(Q2) e v € LY(Q) com 1 < p <

1 1
0, e —+—=1. Entio wv € LY(Q), e lemos a desigualdade
p q

/ u(z)o(@)|dr < |lullz@ o]l

Demonstracgao: Ver [3]. ]
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Proposicao 1.5 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 <g<p <ocer > 1.
Entao
[l Loy < [ellzage 10 11T @)

se o intervalo b—a = oo. Quando b — a € finito, temos

[l ooy < [l Lt e |1l tr o).

onde

=

=+ [a1=
—t
|
o=

Q=

Demonstracao: Ver [16]. ]

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que 2 seja um aberto limitado

de R™. Enlao para todo 1 < p < oo, existe wma constante ¢,, tal que
. . ., . ,."1._‘1’3
||u||w'01=P(Q) = Cp||vu'||LP(Q): Vu € Wy P(€Q).

Observacao 1.7. A desigualdade de Poincaré também € valida para funcoes que se anu-
lam em apenas wma parte da fronteira 02 e também para as funcoes que tem média nula,

udz =0 (ver [16]).

isto €,

1
med(2) Jq
Lema 1.8 (Lema de Gronwall). Sejam ¢ € L>=(0,T) ¢ 8 € LY0,T) tais que 3 > 0,

¢ >0e K >0 umna constante. Se

o(t) < K+ /Ot B(s)p(s)ds, vte|0,T],

entao temos

o(t) < Kelo A& v e (0,1).

Demonstragao: Ver [16]. ]

Lema 1.9 (Du Bois Raymond). Seja Q um subconjunto aberto do R™ e sejo w e L}, ()

tal que
[ u@p@)dz=0. w < D(@),
Q

entao uw = 0 quase sempre em Q.



19
Demonstragao: Ver [14]. |

Proposigao 1.10. Secjam Q wm aberto limitado de R™ ¢ uw € WYP(Q) com p > n. Entio

eriste uma constante C' > 0 tal que

u||re (@) < Cllullwrr@y,

isto é, WHP(Q) — L>=(Q).
Demonstragao: Ver [16]. ]

Proposicao 1.11 (Imersao de Sobolev). Seja @ wm subconjunto aberto do R™. Entao

H™(Q) — Ck(ﬁ)_._ sem > g + k.
Demonstragao: Ver [13]. i

Proposicao 1.12. Seja (un)nen C L (), 1 < p < 400, tal que u, — u em Ly, (Q)

entao u, — u em D'(£2).
Demonstragao: Ver [14]. ]

Definicao 1.13. Seja E um espago de Banach e considere (U, )pen uma sucessao sobre E.

Dizemos que x,, converge fraco para x e denotamos x,, — x em E, quando (f,x,) — (f,z)

para todo f € E.
Proposicao 1.14. Sejam E um espaco de Banach ¢ (2y,)nen wma sequéncia em E. Entao
se verifica:

i) x, = x em E, se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vf € E.

i) Se x, — x em E, entao z,, = x em FE.

iii) Se v, = x em E, enlao ||x,||g € limitada e

|z||z < lminf ||z,||£.

iv) Se x,, =~x em E e f, — f em E', entao (f,,z,) — (f,x).
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Demonstragao: Ver proposi¢ao 1115 em |3]. [ |

Definicao 1.15. Sejam E um espaco de Banach e (fn)nen wma sequéncia sobre E'.
. g *
Dizemos que f, converge fraco estrela para f e denotamos f, — f em E’', quando

(fo,x) — (f,2), para todo = € E.
Proposicao 1.16. Scjam E um espago de Banach e ( fy)nen wina sequéncia em E'. Entao
se verifica:

i) fo—=f em E. se, e somenle se, (fnsx) — (f,z), Yz € E.

i) Se f, — f em E'. entio fn— f em E'.

iii) Se f, = f em E'. entao || f.||g ¢ limitada e

[fllgr < liminf || £, |-
iv) Se fo—f em E' ¢z, — x em E. entio (fn,z.) — (f, ).
Demonstragao: Ver proposi¢ao [11.12 em [3]. [ |

Teorema 1.17. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja (T)nen wma sequéncia

limitada em E. Entao existem uma subsequéncia (Tp, )ken ¢ x € E tais que Tn, — .

Demonstragao: Corolario [11.27 em |3|. |
Teorema 1.18. Seja E wm espago de Banach separdvel e seja (fn)nen wma sequéncia
. . ) ~ . - . . *
limitada em E'. Entao existem uma subsequéncia (fu,)ren ¢ f € E' tais que fn, — f.
Demonstragao: Corolario [11.26 em |3]. ]

Lema 1.19 (Lema de Kim). Denotemos por (w®) uma sequéncia de funcoes satisfazendo

wk 2w em L=(0,T; H(Q)),
wk —w, em L*0,T;H(Q)),

quando k — oo, para § < [3. Enltao, lemos que
wh — w em C([0,T]; H'(Q)),

para todo v < [3.



21

Demonstracao: Ver [6]. [

A seguir enunciaremos e demonstraremos dois resultados relacionados a equacao da onda

que serao utilizados no capitulo a seguir.

Lema 1.20. Sejam 2° € H?*(0,1), 2' € HY0,1) e 2 = z(x,t) wma funcio definida em
(0,1) x (0,T) solugao do problema

s

Zy — kZII = D:
2(0,t) = z(l,t) = 0,

4 (0,¢) = 2(1,t) (1.1)
#40,1) =2.{1,1) =10,

| z(z, 0) = 2%(=), z(=z.0) =2 (z).

Entao z =0 quase sempre em (0,1) x (0,T).

Demonstragao: A existéncia e unicidade da solugao sao dadas por [11]. Agora. se
z = z(x,t) é solugao de (1.1), entao multiplicando (1.1); por z e integrando de 0 a [,
temos gue

1
/ zuzs — kzppzdr = 0,
0

e, assim, aplicando integracao por partes,
d]L 2 2
%13 |ze|® + k|zz|*dz ¢ = kzo(1,8)ze(1, ) — k22(0,2)2(0,%) = 0.
- Jo

_ i &
Logo. definindo E(t,2) = 5/ |2¢|* + k|2, |*dx. obtemos
0
d
—J(t,z) =10
dt ( 1 ) 1

e assim, integrando de 0 a ¢, temos que E(t,2) = E(0, z) para cada t. Por outro lado,

d I I l
5 /Iztzrd:r- = /a‘.z“zzdx—k/ L2201
0 0 0
l l
= k/ a?zm:IdIJr[ T2t 2o dT
0 0

Erod, it d
— 2 2l Pde = | 2 z)Pde
2/[, e T+2/0“‘d;r|zf| ‘

= Bl T epite| 2 outtf = [ e

= 3 i 7] oA j Frn [ 5 x|z 4 : 2z dx
E [ e

o —Efn |ZI|2de' = § ; l:t “dx
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Logo, integrando de 0 a T, temos que

T
0:/ E(t,2)dt —
0

l 74
/ ;Eztzrda?] > / E(t,z)dt — Co(E(T, z) + E(0,2))
0 5 0
= (T —2Cy)E(0,2) = (T — 2Cy)E(T, 2).
Logo, para T suficientemente grande, temos que E(t,2) =0 e, portanto, z, =0e 2, =0
q.s. em (0,1) x (0,7). Logo. 2 é constante q.s., ¢ como 2(0,t) = 2(,t) = 0, segue que

z = 0 quase sempre em (0,1) x (0,T). [

Lema 1.21 (Argumento por Densidade). Sejam 2° € H}(0,1). 2! € L*0,1) ¢
2:(0,1) x (0,T) — R a solu¢ao do problema

f
Zit — kzzz‘ = 0-:

2(0,8) =2(l,1) =0,
:z(of) = ZI(L t) i 0:

2w, 0) =2, z(z0) ==z

Y

Entao, z =0 quase sempre em (0,1) x (0,T).

Demonstracao: Basta provar que a solucao de (1.1) ¢ o limite de uma sequéncia de
solucoes do problema (1.2} com dados iniciais com a regularidade do lema anterior.

De fato, sejam 2% € H}(0,1) e 2! € L*(0,1). Considere as aproximagoes de 2% e 2%

20 € H}(0,1) N H?(0,1) tal que 22 — 2% em H}(0,1),
z1 € HL(0,1) tal que 21, — 2! em L?(0,1).
Tomando 22 ¢ z! como dados, existe uma tinica funcao 2™ satisfazendo
2™ L0(0, T; Hi(0,1) N .32%(0,D),
2m € L(0,T; H3(0, 1)),
7 € L™(0,T; L*(0,1)), (1.4)
! !
/ zgpdr + k/ z2™p-dr =0em (0,T), Yo € H3(0,1),
0 0

(&, 0) =22 (2), 2"(x;0)==2L(z).

ver . Tomando ¢ = 1 (1.4)4. obtemos
or [11]. Tomand 2" em (1.4)4, obten

! I
001 B ¢ e Sl Yy 1 T
/ 252 4Tk / 2 2oy 0L =0,
0 0
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e, portanto,

d 1 [
5{2/ |2 |2d$—|—k/ |zm|2d$} 0.

Assim, integrando de 0 a t, t € [0,T], temos
(1) = E(0),

!
onde E™(t) = / | 2" 2d$+k/ |2"*dz. Logo. E™(t) ¢ limitada e. portanto, existe
0
uma subsequéncia de 2™ tal que
M 2 e L(0,T; Hy(0,1)) (1.5)
2 5z € LP°(0,T; L2(0,1)). (1.6)

De (1.4)4, obtemos

T T )
/ / 2700 dzdt + k/ / 2™p,0dzdt =0, Y0 € D(0,T).
0 0 0

Integrando por partes,

i
—// 2 ,,Bdtdr+k/ / 20,0 drdt = 0.
0 0

De (1.5) e (1.6), segue que

T T
— / / 200" dzdt + k/ / 20,0 dxdt = 0.
o Jo o Jo

Logo, aplicando a definicao de derivada no sentido das distribui¢oes e o lema de Du Bois

Ravmond, concluimos que

d l l
a/ 2pdr + k/ zppedr =0, em D'(0,T), Yo € Hy(0,1).
T Jo 0

Assim, obtemos uma funcao z tal que

2 e L=(0,T; HH(0,1))

z € L>=(0,T; L*(0,1)) (1.7)

d [ ! N
%/0 3tapd$—|—k/0 2. dr =0, em D'(0,T), Vo € HL(0,1).

Provaremos agora os dados iniciais e a unicidade.

Primeiramente, provaremos que z(0) = 2% De (1.5), temos que

/ /z ol dﬂ:dt—»/ /zl,oéi’dxdt
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para toda 8 € C'([0,T]) tal que 8(0) =1 ¢ §(T) =0. De (1.6), temos

T
/ /zt \,,Gd;?:dt—»/ /ztl,oﬁdrdt
0

para @ € C'([0,T]) tal que 8(0) =1 e §(T) = 0. Assim, obtemos

T g T g [l
— zm*-"ﬁ'dxdt—r/ —/ 2 dxdt,
/0 dt/o ’ o dt Jo

! !
/ 2"(0)pdr — [ 2(0)pdx, Yo € Hy(0,1).
0 0

! !
/ 20 pdr — / Yo dz.
0 0

Logo, pela unicidade do limite, segue que 2(0) = 2°.

o que implica

Por hipotese,

Provaremos agora que z(0) = 2! De fato. seja § > 0 e considere a funcio @5 definida por

t
——+1, se0 <t <9,

05(t) = 0 (1.8)

0, sed<t<T.

b

que pertence a H'(0,T). Multiplicando a equacao (1.4)4 por 85(t) e integrando de 0 a T,

T [l T [l
/ / 2 ls dxdt + ko / / 2,05 dedt = 0.
o Jo o Jo

Integrando por partes, resulta que
dx—f—kz/ / 20,05 dedt = 0,

l T
/ 2 pls| — / 7ol dt
0 0 0

ou, equivalentemente,

! 1 5 [ T
- / 2" (0)pdx + 5/ / 2" p dxdt + k-z/ / 2,05 dedt = 0.
0 o Jo o Jo

Usando (1.5) e (1.6), e fazendo m — oo, temos que

l 1 7% [ T
— / zlap dr + —_/ / 2o drdt + kQ/ / 2,005 dedt = 0.
0 0 Jo Jo o Jo

Agora fazendo § — 0, concluimos que

obtemos

I I
—/ zltpd:c—k/ 2(0)pdx =0, Yo e Hy(0,1),
0 0



e, portanto, 2! = z/(0).
Para provarmos a unicidade, considere g e h duas funcoes satisfazendo (1.7).
f =g — h ¢ uma funcao satisfazendo

fie —kfee =0 em LY0,T; H'(0,1))
F(0,6) = f(1,8) =0
f(2,0) = fi(z,0)=0

Para 0 < s < T, definimos

—/ flo)do, se 0 <t <s,
= t

0, se s<t<T.

(1)

A fungao ¢ € L*(0,T; H}(0,1)), entao faz sentido

/ t (fit — kfez, ) dt = 0.
0

Considere

£
ﬁazﬁﬂww

Entao.
v(t) = 1) = f1(s) e wlt) = fi(t) = f()
Assim,
s . B s d l I. B s pl o
/O<fﬁ,w> dt _/0 a/ﬂffg dxdt /D/Oftw dadt
1 ! s gl
:/0 ft(S)'?#'J(S)dI—/O ft(O)fz;';(O)d:c—/D /thw dxdt
Lea [t 1/ .
:_5/0 5/0 |f|2dmt:—§f0 (s)? de.
Logo,

T s s )
0 :/ (et = kfaz, ) dﬁ:/ (fees ) dt+k/ / [z, dxdt
0 0 0 0
1/ ) 1 d [
- sPdz+= | — [ |0.]?dedt
5 [ 1r@rdr+g [ 5 [k

1 /! . 1 /[ . 1 [t
S / &) de+ 2 ] W (s)2 dz — / 1 (0) de
2 Jo 2 ), 2 Jo
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Entao.
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!
Assim, como / W (s)|*dr =0,
0

I l
[r@rar+ [ 0P =o
0 0
e, portanto, temos gue

/ |f(s)Pdz =0,

Entao, segue que f(z,s) = 0 quase sempre em (0,1), para todo s € [0,7T]. concluindo

assim nossa demonstr ac a0.
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CAPITULO 2
PROBLEMA DE TRANSMISSAO PARA O SISTEMA ELASTICO

Neste capitulo mostraremos que a solucao do problema que modela as vibragoes de um
material elastico formado por trés componentes, duas das quais com dissipacao friccional,

decai exponencialmente para zero quando o tempo vai para o infinito.

Considere um material elastico unidimensional definido no intervalo [0,1] C R, e sejam
li,lo € (0,1) com l; < lp. Assumimos que o material ¢ conservativo sobre (ly,1l2), e

dissipativo sobre (0,1;) e sobre (l2,1).

elastica elistica eldstica
ﬁ dissipativa conservativa dissipativa ;-://f
Z Z
o
-~ _
st
2 Z
‘ e o .
0 I I I
O sistema que modela a situacao acima ¢ dado por
Uy — kg +auy =0, z€(0,1;),t >0, (2.1)
Vg — kQ'U.rr = D: T e (31:32); t > D: [_)_)]
wy — kawe, +bwy =0, x € (I, 1), t >0, (2.3)

onde ky, kg, k3, a e b sao nimeros reais positivos. As fungoes v = u(z,t), v = v(z,t) e

w = w(x,t) satisfazem as condicoes de fronteira
u(0,t) =w(l,t) =0, t>0, (2.4)

as condigoes de transmissao

8]

'U-(El_._ f?) = '1.-‘(-'31_._ f?), klur(h, ﬁ) = kg'b‘r(fl, ﬁ)_._ t > D, (

'I.-‘(-'Egrt) = 'L{J‘(E-z, t) kov, (-‘EQ_._ f) = kg'lb’r(z-z, t) t > C':. (2.6)



e as condicoes iniciais

u(z,0) =u’(x), w(x,0)=u'(z), z€(0,),
v(z,0) =0%(x), w(z,0)=v(x), =z (),

w(z,0) = w(z), wi(z,0)=w'(z), e ().
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Denotaremos por Q o conjunto (0,1;) U (I3, 1) U (I3, 1), e por £2(Q). HY(Q), H*(2) e V os

esSpacos
L) = L*(0,1,) x L*(Ly, Ip) x L*(la, 1),

HY Q) = H'(0,1;) x H'(I1,1y) x H'(I5,1),
HA(Q) = H*(0,1y) x H*(l,1y) x H*(Iy,1),

V= {(u,v,w) € HY(Q) : u(0) = w(l) = 0, u(ly) = v(lh), v(l2) = w(la)}.

Note que V juntamente com a norma

I Ia 1
1, 0, w)] [ = / a2 d + / (o + [vaf?) d + ] wa? dz
0 I la

¢ um espaco de Hilbert.

Por Ey, Es e E3 denotaremos as energias associadas a cada equacao:

1
Ei(t;u) = 5/ e |? + ki|u.|*de,
0

1 [
Es(t;v) = §/ 0| ? + kv, |2 dz,
b1

1 1
Es(tiw) = 5 J w|? + ks|w, |[*dz,
2

e finalmente por

E(t;u,v,w) = Ey(t;u) + Es(t;v) + Es(t;w).

Observe que introduzindo a notacao

u(z,t), sex e (0,1;)
z(x,t) = v(z,t), sex € (Iy,1)

w(z,t), sex e (ly,1)



ki,

kS:

a,

clz)=4¢ 0
b

2

2

.

o sistema (2.1)-(2.9) pode ser escrito como

2 — k() 2pe + ()2, =

com condi¢ao de fronteira

2(0,t) = z(I

e condi¢ao inicial

) =0,

sex e (0,)
ser e (I], fg)

sex € (Ip,1)

sex € (0,0)
ser e (II:EZ)

sex € (ly,1)

2(x,0) = 2%x), z/(z,0) = 2'(z),

em (0,1) x (0,00)

t>0
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Assim. o sistema (2.1)-(2.9) se torna equivalente ao problema da equacao da onda dissi-

pativa com coeficientes descontinuos, como descrito acima.

2.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Inicialmente definiremos o que se entende por solucao fraca do problema (2.1)-(2.9). Para

isso, sejam 0 € D(0,T) e (¢,0, ) € V. Assim, multiplicando a equacao (2.1) por ¢,

a equacao (2.2) por ¥6 e a equacao (2.3) por @, e integrando sobre (0,1;) x (0,7),

(l1,12) x (0,T) e (la,1) x (0,T). respectivamente, obtemos

T Iy T ly
/ / (g — kg, + auy) 0 dedt + / / (Vg — koUyq )00 dadt
o Jo 0o Jn

T pl
+/ / (wy — k3w, + bw, )l dzdt = 0.
o Ji
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Logo, integrando por partes, temos

1 T T 11 T 11
— / / w0 o dtdx + ky / / U, O, 0 dxdt + a-/ / w00 dxdt
o Jo o Jo o Jo
I T T la
— / / ve0" dtdx + ko / / V020 dzdt
1 0 0 Ik

1 T T T
— / f wyf o dtdx + kg / / w0 drdt + b/ / wypl dxdt = 0,

la JO 0 la 0 la

ou ainda,

T d Ih 5 181
/ 7 / w0 dx + ky / U ¢, dxr + a./ wodr |0 dt
0 0 0 0
T d la la
+ / — / v dx + ko / v, dx |0 dt
o \dtJy Iy

T(aq ! l l
—I—/ —/wtpdm—l—kgfwlgoxdx—f—b/ wypdr |0dt =0,

0 dt la la Ia

para toda # € D(0,T). Portanto, pelo lema de Du Bois Raymond, concluimos que

d Iy 51 Iy d Io
— wpdr + ky / U Oy dr + a/ updr + — / v dx
dt 0 ] o dt I
la d ) i 1
+k2/ vty dr + — wyp dr + kgf Wy, dr + b/ wypdr = 0,
I dt la l2 Ia

igualdade no sentido de D'(0,7T), para toda (¢,v,¢) € V.
A terna (u,v,w) que satisfaz a equagio acima ¢ dita solucio do sistema (2.1)-(2.9).
Teorema 2.1. Considere (u®, v, w®) € Ve (ul, o', w') € £2(Q), satisfazendo as condicoes

de transmissao. Entdo, eriste wma tinica solu¢ao (u,v,w) do sistema (2.1) — (2.9) satis-

fazendo
(u,v,w) € L>=(0,T;V),
(g, ve, w;) € L=(0,T; L*(9)).
Além disso, se (u®, v, w?) € HX(Q) NV e (u',v',w') €V, entio a solucao satisfaz
(u,v,w) € L=(0,T; HA(Q) NV),

(wg, ve,wy) € L(0,T5V),
(we, vy, wy) € L(0, T ’CQ(Q))-
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Neste caso, dizemos que (w,v,w) € wma solucao forte.

Demonstracao: O teorema acima ¢ provado através do método de Galerkin.

Considere {(¢*, 9", ¢"), i € N} uma base de V e denote por V,, o espago gerado pelos m
primeiros elementos da base. Mostraremos que existe uma tnica solucao

m

(W™ (), 0™ (1), w™ (1) = 3 hjm(0)(&7, 47, )

J=1

do problema aproximado

I I ' I _ Iy ' I _
/ ul¢! d + ky / uygldr +a / uy @’ dr + / v de + ks / v dx
0 0 0 I I

x ! !
+] w;’;pjd:c—i—kg,/ w;"pidx—kb/ we? drz =0 (2.11)

la la Iy

j=1,...,m. com os dados iniciais

(_u_m(o),_vm(o)’_wm(o)) = ('u'guvguwga):
(u;"(0),v7"(0),w;"(0)) = (tgys Vg W),

tais que

(Ug,”'l,’gn,’lUEn) - (uo; Uou'wo) em V
(ul vl wh ) — (u' o' w') em L£3H(Q).

Substituindo (u™(t),v™(t), w™(t)) na equacao (2.11) obtemos

Zh’fnz( ) éiﬂ @J) +klzh’f,m(t ':D G‘L'J +azh’t m ':D ij)
1=1 L 1=1
Zh”m(t ) (¥, 1,v3)+k22hm )
i=1

Zhi'm(f o', ) +kazhm +bzf?mf)»9 o)

onde (-, -) denota o produto interno em L? onde as fungoes estiao definidas. Colocando o
sistema acima em notacao matricial com
A= (ay); a;; = (¢',¢7), B = (by); by = (', 07), C=(c;j); ei = (¢, ¢"),
= (dij); di; = (4., 02), E= (e5): e = (V5. ¥1), F=(f;); fi = (5, #2),
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hl._m(t) h‘l,m(o) hflm(o)

h‘m,‘m (t) h'm.m (O) h:n ,m(o)

Lemos
(A+ B+ C)H"(t) + (k1D + ko E + k3 F)H(t) + (e A+ bC)H'(t) = 0.
Assim. como A, B, e C sio matrizes deflinida positiva. temos
H"(t) + PH'(t) + QH(t) = 0,
H(0) =H", H'(0)=H",
onde P = (A4+B+C)YaA+bC) e Q = (A+B+C)~L(kyD+kyE+ k3 F). Considerando

y1(t) = H(t) e y2(t) = H'(t). obtemos o seguinte sistema equivalente

y1(t) = (1),
Ys(t) = —Pya(t) — Qua(t),
y1(0) =H° 12(0) = H',

ou seja, utilizando a notagao matricial

; 0
vig=] PO " T B
yalt) g p !

obtemos
Y'(t) = AY (¢),
Y(0) = Yo
Logo, Y (t) =Y (0)ed, e, portauto, para cada m € Nexiste uina tnica solugao (u™, v™, w™)
do problema aproximado.
Mostraremos agora que essa solucao permanece limitada quando fazemos m — oo.

Estimativa a priori

Multiplicando a equagao (2.11) por A} (t) e somando em j de 1 a m, temos que
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31 32
(ujyu) + kyululy, + auy"u)") do + / (vp v + kov'vT) da+
5
l

|11t - m_ 1 RS . 1 p

(wiiw™ + kswl'w? + bw"w;") dz = 0.
I2

Logo,

d f1 (" 2 2 1ot 2 2 1 [ 2 2
E{E/ lu”|* + k|| dz + 5 / v [ + |y d33‘|‘§ [w”|* + ka|w| dfb"}
- Jo I *Jla

I I
= —a/ P dr —b [ |w|? da.
0 l2
Assim, definindo E™(t) := E(t,u™ 0™, w™), segue que

d 5 )
—E™(t) = —a/ luy" |2d:c — |u,;”|2d3:
dt 0

I2

Integrando a igualdade acima sobre (0,%). t € (0,T), temos que
Iy
E™(t) — E™(0) = —a/ / |2 d,z:dr—b/ / lw|? dadt,
I,

E™(t) < E™(0).

e assiin,

Mostrando que E™(t) ¢ limitada para cada m € N e t € (0,7T), de onde segue que

(u™, o™, w™) é limitada em L>(0,73V), (2.12)

(uf, v, w™) é limitada em L>®(0,T; £*(9)). (2.13)

Passagem ao limite

Observe que L(0,T;V) = [LY(0,T; V)] e L>=(0,T; £2(Q)) = [LY(0,T; £%(Q))]". e como
os espacos LY(0,T:V") e LY0,T;£3(2)) sao separaveis. obtemos de (2.12) e (2.13) a
existéncia de uma subsequéncia de (w™, 0™, w™), que serd denotada da mesma forma, tal

que
(w™ o™ w™) = (u,v,w) € L=(0,T;V), (2.14)
(u*, ", wy") = (@7, w) € L=(0,T; L*(Q)). (2.15)
Como  L>=(0,T;V) <  L*0,T;£*Q)) segue que. fazendo a identificagio

L2(0,T; £%(Q)) = L*Q) e usando sua reflexividade, de (2.14) obtemos a existéncia de

uma subsequéncia de (2™, 0™, w™), a qual denotaremos da mesma forma. tal que
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mom

(u™, o™ w™) = (u,v,w) € L*(Q), onde Q=Q x[0,T].
Assim, como a convergéncia fraca em L2(Q) implica na convergéncia no sentido das dis-
tribuicoes, segue que
(u™ 0™ w™) — (u,v,w) € D'(Q).
Sendo a derivagao uma operacao continua em D'(Q). temos que
(o w) — (e, veswe) € D'(Q).
Por outro lado, procedendo da mesma forma para {2.15), obtemos
('U,?l,t-‘?}w?%) - (ﬁl v, E) € ‘DI(Q)
Logo, da unicidade do limite em D'(Q), resulta que
(w,7,W) = (g, Vg, wy).
Portanto,
(v w2 (ug, v, wy) € L0, T £3(Q)). (2.16)

Multiplicando a equagao (2.11) por 8 € D(0,T) e integrando sobre [0, T, temos

51 I Iy
/ / utfq)t?da,dt—l—h/ / uy Qxﬂd.t:dt—l—a/ / uy" o dxdt
IQ EZ
—I—/ / vl d$df+k2/ / v, 0 dxdt
0 I I
T
—I—/ / wyy b dxdt—l—kg/ / w0 d-.t:d.t—l—b/ / wypldxdt = 0,
0 fg 0 fg 0 12

para toda (¢,1, @) € V. uma vez que {(¢/,97,¢?)} ¢ uma base de V. Assim, aplicando

integracao por partes, obtemos

T Il T I1 T lE1
— / / ui* ol dxdt + ky / / ul¢,0 drdt + a/ / uy o dzxdt
o Jo o Jo o Jo
T fg T IZ
— / / V"0 dzdt + ks / / v),0 dxdt
0 I1 0 l!1

T T T
— / / wit ol dedt + ks / / w0 drdt + b/ / wipf drdt = 0.

0 EQ 0 fg 0 12



35

Logo, de (2.14) e (2.16), podemos passar o limite, o que result

15 Iy h
/ f u o0 dadt + kl/ / U b0 dedt + a/ / up bl dxdt
Iy I
— ] / v dzdt + ko / / v, 0,0 ddt
0 h 0 Il
T T T
— / / wypl drdt + kg/ / w0 drdt + b/ / wypf dedt = 0.
0 IQ 0 12 0 12

Assim, aplicando a definicao de derivada [raca,

11 Iy I
/ dt/ uf09d$dt+k1/ / Iqaxé?d,t:dt—l—a/ / u0f dadt
IQ EQ
+ / — / ve00 dadt + ko / / v, 0 drdt
o dt J,, 0o Ji,
T g [ T pl T pl
—I—/ E/ wypb dxdt —I—kg/ / w0 dedt + b/ / wpl dedt = 0.
0 v Jla 0 la 0 la

Portanto. pelo lema de Du Bois Raymond. concluimos que

d I-]_ Il I1 d 12 12
— wodr + ky / Uy by dT + a / wpdr + — vt dz + ko / Uty dx
dt 0 0 0 dt Iy I

d [ 1 l
+E / wyp dr + kgf Wy, dr + b/ wppdr =0,
” 32 EQ Ig

para toda (o,1,p) € V.
Regularidade

Agora, diferenciando a equagao (2.11) com respeito a ¢, multiplicando por b7 (t) e
somando em j. temos que

11 IZ
51T o T o oy T T o T T \TL 1T
/ (ugpugy + kyuugy, + auguy) de + / (v + kguiuly,) do+
0 Iy

l
m m m m T m
/ (wipwiy + kswwyy, + bwiiw)) dz = 0.
Io

Logo,

d (1 [~ 1 L .

1

. 1
—I—k2|t!£:|2 d$+§/

la

I I
= —a/ lu? | do — b/ lw?|* da.
0 la

Assim, definindo E™(t) 1= E(t, uf”, v", w;"), temos que

w2 + kalul? dz}

d I 5 1
Ef”“()——a/{) lug|*dz — b | |wiy|? de.

lo
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Integrando a igualdade acima sobre (0,t), t € (0,7"). obtemos
I
£ (1) — €™ _—a// ur |2d.cdr—b/ w2 dad,
I2

o que implica
EM(t) < £m(0). (2.17)
Precisamos estimar £™(0), e para isso, inicialmente multiplicamos a equacao (2.11) por

Rl (1), somamos em j de 1 a m, e fazemos t — 07, para obter
Iy
/; (ug (0)uig (0) + Ky (0)ug;, (0) + awy®(0)uz; (0)) dx
I2
+ [ RO + kP O (0) de
1

+fme@®+%@Wm%®+wW%@@wwﬂ-

I2

Assim, integrando por partes e usando as condicoes de transmissao, temos que

/0 (g O)2 = kyuZ (0)u (0) + au" (0)u (0)) dir + / (0 (0)? = ka2 (0)05(0)) de

Iy

+ [ (O ~ ke 0u(0) + bup Oup (0) de =0

Ia

Logo, usando a desigualdade de Young,

1 1 1 1
! m ? m k E ! m
A mam&&+['w(mﬁm+ |mxm&&s—L/'mumFm

kl h m 2 k 2 . 2
o [ P+ 2 [P e+ 32 [P

k 51
3E | |2 +_/ Wi ( |2d +—/ luy (0 |2d$
1, .

+§/O Iu?l(ﬂ)lgdswr?/b |w;*;(o)|zd$+§/h ™ (0)[2 dz = 0,

onde € & uma constante positiva satislazendo

2
{kl—l—ajk_-Q,k-g—l—b

€ < min

Portanto. temos que

i

I Ia
CH/ Jug; (0)|? dz +Cz/ W (0)|2 dz + C4

I Ia

ky M
WO P < 2t [ O da
0

0
h 2 ;-, k2 2 gb ! 2 b ! m 2
v [ P+ 52 [P de+ 32 [ unoPde+ g [ o i

Iy Ia I2
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onde

k k: ks 4+ b
l‘j_a)e, ngl——ze e (5= —(3:_ )e

(71:1—( 2

sa0 constantes positivas.

B FTE . N e 2770 712 m E —_— *2 \ -
Assim. concluimos que o valor inicial (ufZ(0), v/ (0), wir(0)) & limitado em £2(€2). e por-
tanto, £™(0) ¢ limitada e de (2.17) segue que E™(t) ¢ limitada para cadam € Net € [0, T].

donde concluimos que

(u, v w™) ¢ limitada em L>=(0,T;V), (2.18)

(u, v, wit) é limitada em L™(0,T; £2()). (2.19)

Observe que L=(0,T;V) = [LY(0,T; V")) e L>=(0,T; £L%(Q)) = [L}(0,T; £3(2))]". e como
os espacos L0, T; V') e L'(0,T; £2(Q)) sao separaveis, obtemos de (2.14), (2.16), (2.18)
e (2.19) a existéncia de wma subsequéncia de (w™, 0™, w™). que sera denotada da mesma

forma. tal que

('u-m,'Um._."lUm) e (U-}'U,'?.U) c LOC(U,T V).. I:_)_)[J]
(.u';n!-v?l?ur?) - (u't}t"t:'wt) € LOC(O‘T? V)J I:_)_)l]
(uff, o, wip) = (4,7,@) € L=(0,T; £3(9)). (2.22)

Como L>(0,T;£%Q)) — L*0,T;£%Q)). segue que, fazendo a identificacao
L2(0,T; £2%(Q)) = L*(Q). e usando sua reflexividade, de (2.21) obtemos a existéncia de

uma subsequéncia de (u™; 0™, w™), que denotaremos da mesma forma, tal que

(uf, v, wi) — (ug, v, w,) € LAH(Q), onde Q= Q x [0,T7.
Assim, como a convergéncia fraca em L#(Q) implica na convergéncia no sentido das dis-

tribuicoes, segue que

m ,m _.m T /
('U‘t y Up » Wy ) — (u'fl Ut, wi) eD (Q)
Sendo a derivagao uma operagao continua em D'(Q). temos que
m ., m . m . . P — Ty
(ufy, vg wiy) — (e, Ve, wa) € D'(Q).
Por outro lado, procedendo da mesma forma para (2.22), obtemos

(ugy v, wiy) — (W,9,W) € D'(Q).
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Logo, da unicidade do limite em D'(Q). resulta que
(@, 0,W0) = (Ust, Vgt, Wet).
Portanto,
(Ul v w2 (g, v, wy) € L(0,T; £2(1)). (2.23)

Multiplicando a equagao (2.11) por 8 € D(0,T) e integrando sobre [0, T]. temos

T rl T rh T el
/ / uyy o6 dadt + k1/ / ur o 0 drdt + a/ / uy" o dzxdt
o Jo o Jo o Jo
T iz T 2
+ / / Uy VO dxdt + ko / / v 0 dadt
0 11 0 ltl

T T Tl
—I—f / wyy b dedt + kg/ / w0 drdt + b/ / w," b drdt =0,

0 fg 0 fg 0 12

para toda (¢, v, @) € V, uma vez que {(¢7, 97, %)} ¢ uma base de V. Assim, de (2.20),

(2.21) e (2.23), podemos passar o limite, o que resulta

T 11 T I T I
/ / Ul dxdt + kq / / Ugp @0 drdt + a/ / ur @8 dxdt
0o Jo 0o Jo 0o Jo
T 12 T 12
+ / / vl dxdt + ko [ f v, 0 dxdt
1] E-]_ 0 El

T pl T pl T
4+ f f wypl dxdt + kg/ / w0 drdt + b/ / wypl drdt = 0.

0 Ji 0 Ji 0 Jis

Em particular, a igualdade acima vale para toda (¢, 1, ¢) € D(Q) e para toda 6 € D(0,T).

Agora, por densidade de somas finitas dos produtos ¢, V6. @b, (o,1,p) € D() e
6 D(0,T) em D(Q). com Q = x (0,T), obtemos

11 I Iy
/ / uuﬁld@dt—l—kl/ / uxv‘lzd.t:dt—ka/ / uyth dedt
la Iy
+ / / vt dedt + ko / f Vo 5 dadt
0 15 0 11
T gl T f T rl
—l—/ / Wy dﬂ:dt—l—kg/ / w3 4 d:sd.t—l—b/ / wyly drdt = 0,
0o Ji 0o Ji, 0o Ji,

para toda (U, v,73) € D(Q). Entao,

I1
Fx (tnay 01); + Kz (Une Da)g + Kg (Weay Da)g = / / (e + )9, dad
0 1]

T I T i
/ / vy dadt - / / (we + bwy)Os dadt,
0 11 0 12
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onde (.,.)1. (., e (., .)3 denotam os produtos de dualidade entre
D((0.1)  (0.T)) ¢ D((O.1) x (0.T)),
D((1 1) % (0,T)) e D, 1) x (0,T)),
D((1 1) % (0,T)) ¢ D((la,1) x (0,T)),
respectivamente. Assim, segue que as distribuicoes kg, ¢ definida em (0,1;) x (0,T) por
Uy + au, € L>®(0,T;L*0,1})). kovy, ¢ definida em (I1,1) x (0,T) por
Uyt € L>(0,T; L2(1y,15)), e ksw,, ¢ delinida em (Ip,1) x (0,T) por
wy + bw, € L>=(0,T; L‘Q(EQ,E)) . Entao. identificamos ki, com uma [uncao de
L>=(0,T; L*0,1,)). kyvye com uma funcao de L>=(0,T; L*(1y,15)). ksw,, com uma funcio
de L>=(0,T; L?(l3,1)), e ainda representamos essas fungoes da mesma forma. Portanto,
concluimos que
(u,v,w) € L=(0,T; H*(Q) N V),
(g, v, wy) € L=(0,T5 V),
(e, veg, we) € L°(0,T; L2(Q))

Dados Iniciais

Provaremos inicialmente que (u(0),v(0), w(0)) = (u”,v°, w?). De fato, seja 8 € C1([0,T]).
tal que #(0) =1 e 6(T) = 0. De (2.21) segue que

Il Il
//utoﬂdxdt—r/ / webdrdt, Vo< L*0,1;).

Integrando por partes, temos que

14 Iy Iy
—/ de,—/ / u™ o drdt — —/ Od&,“—/ / udt)’ drdt.
0

Agora, de (2.20) resulta
T Ih T Ih
/ / u" ol dxdt — / / udl) dzdt.
o Jo o Jo

Il Il
/-u-m([})gﬁd&?—'»/ u(0)pdz, Yo € L*(0,1).
0 0

O que implica

Logo.
u™(0) = u(0) em L*0,1).
Por outro lado, como u™(0) = u2, — u’, segue que

u™(0) —u’ em  L*0,1).
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0

Portanto, pela unicidade do limite fraco, concluimos que u(0) = u". Procedendo da

mesma forma, concluimos também que v(0) = v” e w(0) = w'.

Analogamente temos que (u:(0),v,(0),w:(0)) = (u', 0!, w'). De fato, seja 8 € C([0,T]).
tal que 8(0) =1 e 6(T) = 0. De (2.23) segue que

Il Il
//uﬁoﬂd.rdt—»/ / ugdf drdt, Vo < L2(0,1;).

Integrando por partes, temos que

Iy Iy 14 Iy
—/ uy" (0)ddx —/ / u o dedt — —f ue(0)ddz —/ / ur ' dadt.
0 o Jo 0 o Jo

Agora, de (2.21) resulta
T E1 T l1-Il
/ f uy o dedt — / f ' dxdt,
o Jo o Jo

Iy Iy
/ uy"(0)p dx — / w(0)pdr, Yo e L*(0,1).
0 0

0 que implica

Logo,
uy"(0) — u(0) em LZ([}jll)_

Por outro lado, como u*(0) = ul — ul, segue que
uw™(0) = u' em L*0,1).

Portanto, pela unicidade do limite fraco, concluimos que u,(0) = ul. e de forma andloga.

conclufmos também que v(0) = vl e w(0) = wl. ]

2.2 UNICIDADE

Mostraremos agora que as solugoes dadas pelo Teorema 2.1 sao Gnicas.

2.2.1 Unicidade da Solugao Fraca

Sejam (@, 0,w) e (@,0,w) solugbes fracas do problema (2.1) — (2.9). Entao

(u,v,w) = (. —u,v —v,w —w) ¢ solucao fraca de
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Uy — ki, +au, =0, z€(0,,), t>0, (2.24)
Uy — !'\,'Q'UII = 0, T c (El,gg), t > D, (_)_)_)]
Wy — kW, +bw, =0, x € (Ip,1), t>0, (2.26)

satisfazendo as condicoes de fronteira

u(0,t) =w(l,t) =0, t>0 (2.27)

as condicoes de transmissao
u(ly,t) =v(ly,t), kus(l,t) =kove(ly,2), t>0, (2.28)
v(la,t) = w(la,t), kovy(lo,t) = kswy(l2,t), t>0, (2.29)

e as condicoes iniciais

u(z,0) =0, wu(z,0)=0, =ze(0,), (2.30)
v(z,0) =0, v(z,0)=0, =ze(l,l), (2.31)
w(z,0) =0, w(z,0)=0, =ze(ll). (2.32)

Afim de mostrar que (u, v, w) é a solugao nula, usaremos o método de Visik-Ladyzhenskaya.

Para 0 < s < T, definimos

—/ u(o)do, se 0 <t<s, : —/ v(o)do, se 0 <t <s,
Zl(fﬁ) — : Zz(t_) _ :

0, se s<t<T, 0, se s<t<T,

7

—/ w(o)do, se 0<t<s,
Zi) = t

0, se s<t<T,

onde (u,v,w) ¢ solugao fraca de (2.24) —(2.32). A funcao Z = (Z', 2%, Z%) € L>=(0,T; V).

entao faz sentido

T
/ (ue — krttae + aug, Z*) dt =0, (2.33)
OT
(vie — kovaa, Z%),, dt = 0, (2.34)
0

T
/(mfwmm+mm?%ﬁza (2.35)
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onde (-,-);. (-,-)5 € (-, )5 representam os produtos de dualidade entre

L0, T: HY(0,1,)) e L=(0,T: H'(0,1,)),
L0, T H M 1, )) o L(0,T B 1y, o)),
LI(U-JT-H_l(EQE)) e LOO(OTHI(IQE))

respect ivamente. Consideraremos

3 £ 3
2HE) = do, 2¢) = v(o)do, e 23(€) = do.
©) / woydo, €)= [oordn o €)= [ wo)ds
Entao, para i = 1,2, 3,

ZH(t) = 2'(t) — 2'(s), parate (0,s),

Z,(t) =z (t) =u(t), Z}t)=z(t)=v(t), Z)(t)=2z(t)=w()

para t € (0,s). Assim, de (2.33) temos que

/ (uu, Z = /Il uy(8) 2" (s) dw — /011 u,(0)Z"(0) dx — /OS /;1 w,Z} dxdt.

Como Z'(s) = u,(0) =0, Z}(t) = u(t) e u(0) = 0, resulta que

g Iy 5
/ (uﬁ_., Z1> dt = / / w,u drdt = / / |-u-|2 drdt
0 0

= — 2 2.36
2/0 lu(s)|* da. (2.36)

Procedendo da mesma forma, obtemos também que

] 1 jl:2
/(vtt,ZQ) dt = ——/ lv(s)|? dz, (2.37
0
/(-wu,Z3> dt = /|w (s)|? dz. (2.38)
0
De (2.33)-(2.38), segue que
Iy L
/ lu( |2d1‘+k1/ / u Zldxdt—l—a/ / w, Z" drdt
1 la I2
/ |1,=(3)|2d:r—|—k2// v, Z2 drdt — = /|w(3)|2dr
l1 I1 2
—|—L3f / wagdmdt—f—b/ /wEZSdIdt—D
I la

8]
o
=1
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Logo, fazendo integracao por partes,

1 1 I I
—5/ lu(s)|? dz + — /dt/ | ZY|? dadt — //uZldtd:c
1 la la
——/ v ( |3d + = / dt/ Z”dmr—— £ |w( )|? da
2
23 2dzxdt — b T.L‘ZS dtdz = 0.
T t
s J0O

Portanto. temos

1 b by M I
5/ lu(s)|* dz + — / |Z1(0) |2d3:+a/ / |u|* dwdt
0

1
—I—I/ |U(S)|2d;[‘—|—k2/ |ZQ( )|2d.1"—|—1 |u,r(9)|zd93
2 /i, 2 /i, 2

ly

k l s 1 .
+2 1 Z3(0)? d + b/ lw|* dxdt = 0,
2 ) 0 Jia

provando que u(z,s) =v(z,s) = w(x,s) =0, para todo s € [0, 7.
2.2.2 Unicidade da Solugao Forte

A unicidade da solucao forte segue do resultado de unicidade para solucao fraca, uma
vez que toda solu¢ao forte ¢ uma solugao fraca do problema. No entanto, para salientar
que a unicidade da solugao fraca é muito mais complexa, mostraremos que a unicidade
da solucao forte pode ser obtida através de simples téenica multiplicativa devido a sua
regularidade.

Sejam  (w,0,w) e (@,0,w) solugoes fortes do problema (2.1) — (2.9). Entao
(u,v,w) = (4 — 0,0 — v, —w) ¢ solucao forte de (2.24) — (2.32). Assim, multiplicando a
equacao (2.24) por ug, a equacao (2.25) por v, a equacao (2.26) por wy e integrando em

seus respectivos intervalos, temos que

f]_ £2

(wgpry — Ry uy + £1|'U»-t|2)d$ + / (vuv — Koy v,)da

0 l1

[
+/ (wyw; — kaw g w, + b|wt|2)d3‘. =0
Iy
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Logo, integrando por partes e usando as condicoes de transmissao, obtemos

d |1

[ I I
! 1 [ 1 .
E 5‘/0 |Ut|2 + ki |-u.I|2d1.‘ + §A |'Ut|2 + k:2|.u$|2d;r. + 5/1; |1,-;,1t|‘2 + k3|w3|2d$

It !
— —a.f u,[Pdx — b[ lw,|*dz.
0 Iy

Entao, aplicando a desigualdade de Poincaré, temos

d

I la l
— / |-u.¢|2+cl|u|2dm+/ |vt|2—|—k2|-vl|2d:r.+/ lwe|? + eslw|*dz p <0,
dt 0 11 la

onde ¢ = k1/¢, e e3 = k3/c,. Integrando de 0 a £, e usando as condi¢oes iniciais (2.30)-

(2.32). temos
I la l
/ |-u.t|2+cl|u|2d-:c+/ |Ut|2—|—k2|vz|2d$—|—/ lw,|* + es|w|*dz < 0.
0 Iy Iy

O que implica que w =0 q.s. em (0,1;), w =0 q.s. em (l5,1) ¢ v & uma fun¢ao constante.

Como v(z,0) =0, segue que v = 0. Logo, (u,v,w) =0, e, portanto, (u,0,w) = (u,v,w).
2.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Nesta se¢ao mostraremos que a solu¢ao do problema (2.1) — (2.9) decai exponencialmente

para zero quando o tempo vai para o infinito.

Denotemos por U(z,t) = u(z,t)e’, V(z,t) = v(z,t)e’ e W(z,t) = w(z,t)e’, sendo

v > 0. Entao,

Uy = we" + U, Uy = uge’ + 27U, — 72U,
Vi =ve’ + 9V, Vi =uvue? + 29V, — 4%V,

'L_;L_;'t = u, eﬁ.t + F}"I’V-, I’{'rtt = 'IL-‘ﬂe’"t + 2’}"1’1’2 - ’}"’21’1"’.

Assim, multiplicando as equacoes (2.1)-(2.3) por € e usando as igualdades acima, temos

que (U, V, W) satistaz
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Up — kUpr +aU; =Q, x€(0,lh),t>0, (2.39)
Vit — koVee = R, z € (h,la), t >0, (2.40)
Wy — kW, +0W, =8, x e (lp,1),t>0, (2.41)
onde
Q =29U; + (a — )7, (2.42)
R := 29V, — ~%V, (2.43)
S :=29Wi + (b —y)yW, (2.44)

e além disso. com U, V e W satislazendo a condicao de fronteira

U(0,8) =W{i,.t)=0, >0 (2.45)

as condicoes de transmissao
Ul t) =V(l,t), kU (lL,t)=kV.(L,t), t>0, (2.46)
V(lp,t) = W(ly,t), koVi(la,t) = ksWe(lo,t), >0, (2.47)

¢ as condicoes iniciais

U(z,0) =u’(z), Uz, 0)=u'(z)+~yu=z), =ze/(0,L), (2.48)
V(z,0) =2%z), Vi(z,0) =v'(z) +71 ), =z e (l1,k), (2.49)
W(z,0) = w'(z), Wy(z,0)=w'(x)+yux), < (l]1). (2.50)

Definimos E(t) := E(t;U,V,W), onde E(t;U,V,W) ¢ dado por (2.10). Entao, para
mostrar o decaimento exponencial de (u,v,w) basta mostrar que E(t) ¢ limitada. Para
isso, provaremos uma série de resultados, onde consideraremos (u, v, w) solucao forte de

(2.1)-(2.9).

Lema 2.2. Eriste wma constante C > 0 tal que

1 {
94 By < —a/ Uif2dz —b | |Wi[2dz + CyE(®).
di s g
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Demonstragao: Multiplicando a equacao (2.39) por U; e integrando de 0 a [;. temos que

E1 Il
/ (UuU; — kU, Uy + a|U|?) d = / QU, dz.
0 0

Logo, aplicando integracao por partes,

Iy
/ UyUgdr — kyq
0

e, assim. de (2.4

d

5

U.II Ut

Ih I l
— / U U, dx| + a-/ \U|* dz = QU, dzx,
0 0 0

9) segue

£1 11
—El(t;U):/ Qb}dm—a/ U, dz + kU (11, ) U, (1, £).
0 0

dt

Usando (2.42), temos que

(51

I I
QU; dx = 21;/ \U,[? dz + (a — ’r)’r/ UU, dzx.
0 0

0

Assim, pela desigualdade de Hdélder, obtemos

Iy l1 i
QUidr <2 [0 e+ ((a =) 2]%(] |U|‘f*d-:c)
0 0 0

1

2 11
f \U,|? dx
0

1
2

e, aplicando a desigualdade de Young, segue que

l1

0

11 o 2., 15t | 151
QU,dz < 2»«;-/ |Ut|2dm+w/ |U|2d9:+1/ U2 dz
0 2 0 2 0

== Iy R 2., I
- "; |Ut|2dx+wf U da.
0

0

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta que

151 I ) 1
/ QU,dz < —/ U2z + EZD % f U, |2 dz
0

< CyE\(;U),

onde C' é uma constante positiva. Portanto,

d g
—El(t; Dr) < C“;’El(f’ U) — a/ |Drt|2 dr + k]UI(Il,t)Ut(ll,t). (2.
0

8]
fay )
—

dt

Multiplicando a equacao (2.40) por V; e integrando de [; a ls, temos que

la

la
/ (Ve Ve — kaVi, Vi) doe = f RV, dx.
Ih I1



Logo. aplicando integracao por partes,
Iy b2
/ ViVide — k3 |V, V,

I

Iy Iy
— / V.V dr| = f RV, dx,
11 Iy

Iy

€. assim.

d .
ZE(t:V) = / RVidz + kyVa(lo, t)Vi(la. t) — kaVa(la, t) V(11 1),
t f

Usando (2.43), temos que

lo la Io
f RD}dm:Q*}f/ |If’;|2dm—72/ VV, da,
Iy Iy I

e. portanto, pela desigualdade de Young. obtemos

I Iy ~2  rla ~2 rl
/ RV,dx = 2»«,-/ VilPde + = [ |V|Pdz+ L% [ |ViJdx
I 11 2 I1 2 51
< CyE(3),

onde C' ¢ uma constante positiva. Logo.

d . , , .
Multiplicando a equacao (2.41) por Wy e integrando de Iz a [, temos que

I 1

(W W, — ksW,. W, + b|W,|*)dz = / SW, dzx.

la la

Logo. aplicando integracao por partes,

[ I
f WuW,dx — ks [1’1"} Wiyl — / W W, dz
la la

e, assim, de (2.45) temos

l

la la

1 l
L pw) = / SW,dz — b / (W, |2 da — ks W, (L, )W, (I, £).
dt Io ly

Usando (2.44), temos que

l I I
f SWdz =2y [ [Wilde + (b— )y / WW, dz.
la I

la 2

Assim, pela desigualdade de Holder, obtemos

B3|

1 I
/ SW,dz < 2v [ W,
l

2 Ig

)
2dz + [(b— 7)) ( W d)

la

I
( U, |* d-:r.)
Ia

I 1
+b |W’}|2 dr = / SW, dzx,
la

1
2

b
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e, aplicando a desigualdade de Young, segue que

: ) : 712 g (b— )2’?’ 2 : -2
SWedx < 2v | [W|*dx + ——— |H| dx —I— Wi dx
EQ EQ 2 2

5 , w W[ dx.

15 la

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta que

1 2., [
5 b 0
/smd:c < 2 |u 2dp+ E=D [y 2 g,
la 2 Ji 2 Iy
< CyEs(t; W),
onde C' é uma constante positiva. Portanto,
d
S By(t; W) < CyBs(t; W) — kWa(lo, OWillayt). (25

dt

la

Logo, de (2.51), (2.52) e (2.53), concluimos que existe uma constante C' > 0, tal que

151
GE0 < OB - [

+ka Vi (I, t)Villay t) — kaVa(ly, 6)Villy, t) — ksWa(la, t)Wi(lay t).

1
L2dz —b WU (1, ) UL(1y, 1)
5

Assim, usando as condi¢oes de transmissao (2.46) e (2.47), concluimos que

d

11 i
4 e < —a/ |Ut|2dx—b/ W, ? dz + CyE(1).
i , g

Lema 2.3. Seja Fi(t) o funcional definido por

Iy
Fl(t):/ UU, dzx.
0

Entao, exisie uma constante C' > 0 tal que

d a h aec h
—Fi(t) < CyE(;U 1+ — Ul?de — | ky — -
SR < vﬂ,)+(+%JA|f|x (1 Q)A

+k U, fl b(l], )

2dx

U,

ky

onde €, ¢ uma constante positiva satisfazendo €; < .
ac
P

Demonstracao: Note que

d 11 I ) 11
E{/ Uu, d:,:} :/ |Ut|‘2d:c+/ UUy dz.
" 0 0 0

48
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Assim, usando a equacao (2.39), temos que

d 11 E1 Il Il

—F(t) = / \U,|* dz + k1/ U, Udz — a-/ UUdxr+ | QUdz.

dt 0 0 0 0

Aplicando a desigualdade de Young e integrando por partes, segue que

I
5
- / \U,|* dx
0

Ih Iy
a .
—Fl(t < \U,[*dz + ky |UU + — \U,|? dz
0 2¢1 Jo
0
I I
aeq - .
+— \U|*dz + QU dx,
2 Jo 0
onde €; ¢ uma constante positiva que satisfaz €; < 2 Agora, de (2.45) e aplicando a
ac
P

desigualdade de Poincaré, obtemos

d £1 ﬁl
‘R o< (122 / U2 d + kiU (L, )U(El,t)—kI/ U, |2 do
dt 251 0

Iy Iy
+a51cp/ I |2 da QU dz. (2.54)
2 0 0

Por outro lado, temos que
I I I
QU dx = 2*}-‘/ UU dx + (a — ,},),},] \U|? dz,
0 0

0

e assim, pela desigualdade de Young

Iy § 5 ~ 15
QU da < 27/ |Ut|2dx+2_1/
1] 2 0 2 0

Logo, aplicando a desigualdade de Poincaré,

Iy
v) / |U|zdr

Il Il El £1
QUdr < “;’/ U, [* dx + ’rcp/ \U,|? dz + (a — ":r")":r"cp/ \U,|* dx
0 0 0
< CyE\(t;U),

0

onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (2.54),

concluimos que

d a h aeic h
—Fi(t) < CyE((t;U 14+ — Ul?dz — | ky — L
SR(0) < m(,)+(+2€1)/0|t|x ( 2)/

2 dx

U,




Lema 2.4. Seja F3(t) o funcional definido por

l
Fy(t) = / W W, da.

la

Entao, eriste uma constante C' > 0 lal que

b ! bese ! .
—Fg(t) < CyEs(tW)+ [ 14+ — / |Hﬂ:|2 dr — | ks — ? / W, |‘2 dx
21‘53 la 2 Ia

RV, W (1),

ks
2be

4

onde €s ¢ uma constante positiva satisfazendo €3 <

Demonstragao: Note que

[ 1
4 { / WWw, d&?} =
dt la I

l
/ WW, dx.
ls
Assim, usando a equacao (2.41). temos que

) 1 i
; / W Wdx—»b / WWdzr + / SW dzx.
la la la

Aplicando a desigualdade de Young e integracao por partes, segue que

—Fs(f) =

l
d — ,
—F3(t) < W, Wi — — | W, [Pdx
dt la I la la
2
l l
bes .
+— [ |W|*dz+ | SW dx,
2 la la
) i, - k3 : :
onde €3 ¢ uma constante positiva satisfazendo ez < TR Agora, aplicando a desigualdade
c

P
de Poincaré, obtemos

b
—F3 (1) < (1+—) W, [2 dz — ksWi(ly, )W (I, 1) —
2e3 Ia

beac f
n E;Cp V.12 da / SW dz. (2.5°
la

la

8]
ot
ot

Por outro lado, temos que

l 1 1
/ SW dz = 27 / WWdz+(b—~)y [ |W|*da,

Iy Iy Iy

e assim, pela desigualdade de Young

! ! ol !
/ SWdx < 2y AR e Ll / \W*dz + (b — “)”/
Iy 2 15 2 lo Iy
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Logo, aplicando a d(‘.Higualdado de Poincareé,

AN

[ I
/Sde < |n 2 dz + e, /|H;|2dx+(b W, |2 dx
la la Ia

[

C(TE3(t W )

onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (2.55),

concluimos que

d b ! besc ! .
—Fy(t) < CHEs(t:W 1+ — W,2de — [ kg — —2 W.|?d
7 5(t) < yEs(t; W) + ( + 2E3) ., W " dx ( 3 B) ) ; W, | dx

— kW (Lo, £)W (I, 1).

Lema 2.5. Seja Ji(t) o funcional definido por

Iy
Ji(t) = —/ xU, U, dx.
0

Entao, eriste uma constante C' > 0 lal que

d 1 aly 5 ky  alyn /fl )
—Ji(t) < CHE\(t;U — U,>d — U,>d
S < m(_)+(2+2n)]|f| x+(2+2 I de

Mh o aLnp,

I .
—§1|Ut(£1,t)|2

onde n ¢ uma constante posiliva satisfazendo n < —

2af

Demonstragao: Multiplicando a equagio (2.39) por oy (z)U,, oy € C1(0,1;), e integrando

de 0 a I;, temos que

151 Ik
/ (o1(2)UsUp — ky01(2)UpUpy + aoy () U Uy) dx = / o1(z)U,Q dzx.
0 0

d f] 11 Il
7 / o1(z)U U dx —/ o1(2)U U do — kI/ o1(z)UU,, dx
L Jo 0 0

I 5
—|—a-/ o1(x)U,Updx = / o1(z)U,Q dx,
0 0

Assim,

de onde segue que

df M - I d
a{/ﬂ o1(z)U U, d&?} 25/0 Jl(I)d:r.

5 5
—a/ Jl(x)UIdeI—I—] o1(z)U,Q dz.
0 0

ki
2

4 U,|? dz

dx

Ul(x)



Logo, integrando por partes, temos que

I
df 1
E{/ Ul(x)UIUtd:r}:§[01( )| U, |2
t) Jo
0
I

ky
2

0

5

—/ Ui($)|Ut|2dx 701( |U|
0

0

I 11
)| U *dx — a o1 (2 U Us dx + o1 (2)U,Q dz.
()| U2 d () U, d (2)U.Qd
0 0

Considerando o1(z) = —z, segue que

d h
E{_/ xzU, U, d-:r}
't o

—ly, . 1 [h —kily
- —lwt(zl,tmg | e+ R0

ki
2

Aplicando a desigualdade de Young, temos

dt

d borr S A
—Jl(f)§_§|bt(31,t)| +§ \Uy|* dz

+

Rl > k
T A
alin

11 I
5 ", |2dx+—/ |Ut|3d9:+31/ U,Q| dz

. - ky
onde 1 ¢ uma constante positiva satisfazendo n < Sl Portanto,

d 1 aly
N < — I
Ji (t) = (2 + 9

(125}

i ki al i l
2 17 2 1 2
. — T lr — — Lt

k zl h
— U, (It |2+31/ \U,Q| dz.
0

Por outro lado, de (2.42) temos que

151 181
/ QU:| dz < / 290U, | + (a = v)|UU, | dz,
0 0

e assim, pela desigualdade de Young

I L 2y b ) (a. _ ,-\..),-\.. I
/ QU,|dx < —/ U, [2de + =2 / |zfx|2dx+¥/
2 2 0
_ h
_|_a'7*)*/ |UI|2d$.
2 0

Ul dz

Logo, aplicando a desigualdade de Poincaré,

11
| 1euiin <
0

-~

!

_|_

i 31 (a —v)ve l
/ |Ut|2dx+’y/ U, |2d$+fp/ U.|* dx
0 0

— A~ A h
w/ U2 dz < CyEx(t;U),
0

Iy I
+— |b |2dx—i—a/ ;r.UIdem—/ xU,Q dz.
0

52
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onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (2.56),

concluimos que

d 1 ah\ (M, ki abm) [t
—Ji(t) < CYE\(U)+ |5+ — U d -+ = U,|>d
7 1(t) = CyEu(; )+(2+2'ﬁ)/0 UL $+(2+ 5 /0 U, d

[ 9 kily .
—lUl, 1) = = Ul 1)

Lema 2.6. Seja Jo(t) o funcional definido por

la T — _
@@:/(h”m’%@mmm
I

(b —1h)

Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

d lo+1 ly, . Iy .,
Ly < LW vy - ovme) + 2V, 0f + LV, o
dt Iy—1 2 2

ksl koly

Va(la, ) + ——|Va(le, t)*.

2

2

-

Demonstragao: Multiplicando a equagao (2.40) por oy(z)V,, oy € C(l,15), ¢ inte-

grando de Iy a ls, temos que

la

la
/ (o2(2) Vo Vi — kooo(2)V, V) dx :/ ay(z)V.Rdx.

I Iy
Assim,
la

d la lo la
{/ ao(z)V,V, d-:r} —/ oo(z) Vi Vi da — k-z/ oo(z)V, Vi dax = / oy(z)V.Rdz,
11 Iy

dt I Ik

de onde segue que

d 1o 1 Ia d k lo d .
%{/11 o2 (x) VeV, da:} = 5/“ O—Q(I)E Vil dz + 72 g Jg(:c)% V.|? dz
lp
+/ oy(z)V,.Rdz.
I
Logo. integrando por partes. temos que
d [ e 1 S . ks N
— / oo(x)VaVidr 3 = = |oa(z)|Vi|? —/ ol(z)|Vi|* dz | + =oa(x)|Va|?
it) J, 2 o 2 .

kg la Ia
) oy () |V, |* dx —I—/ oa(x) V. R dz.
51 '!1



(lo+1)x — 2Ll

Considerando oy(z) = . segue que

(la — 1)
d 1 (lo+1) [7 kaly
—J < —|L|Vi(ly, )|> + 11| Vi(ly, t)]* — Vi|? dz —Z1V. (I, t)]?
7 o(t) < 2[2| t(lo, )7 + L |Vill, 1) 1)), o I Va(lo, t)]
koly s ka(lo+1) /12 /52 .
+— |V (1, 1) — = . (2.57)
2 (1' )| 2 (fz—fl) L I3

Por outro lado, temos que

Iy Iy
/ V,R|dz < f
1 Iy

e assim, pela dcsigualdadc de Young,

) la 2 la 2 la
/ <X \Vlgd L / 2dw+l/ IVIQdTﬂLT—/ |V, [ da
I 2 I 2 151 2 h 2 h

< CvE(1),
onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a designaldade acima em (2.57),

Ve

concluimos que

d L+ 1 .
L@ < LW p gy 4oaBe) + Vit o2 + L, o2
dt b —1

kol Bl

2 g0+ B,

Lema 2.7. Seja J3(t) o funcional definido por

Iy(1
Jg(t):/ Mn W, dz.
la E_IQ
d IQ bf k3.‘!2 bfg?}
By < .
a0 = (2(5—32)+213) (z(z—zgﬁ 2 )
ksly

Py . .
—S Wil )P = =Wl D) + CrE(1: W),

Eniao, existe uma constante C > 0 tal que

_ ks
(1 — )’

onde 1 ¢ uma constante positiva salisfazendo n <

Demonstragao: Multiplicando a equacio (2.41) por o3(x)W,, o3 € Cl(l,1), e inte-

grando de Iy a I, temos que

1 [
/ (o3(x)W, Wy — k3oz(x)W, W, + bos(x)W, W,)dx = / o3(z)W,S dz.

EQ '!2

54
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Assim,

d I I I
— / os(x) W Widzx p — / o3(z)Wo Wi dax — ks / o3(x )W Woy dx
dt IQ l 2 £2

1 1
+b / o3(z)W, W, dx = / o3(xz)W,S dx,

I ly

de onde segue que

df [ L[ k d .
— VW Wodx 3 = — — |W,|? dz 2 )— | W, 2 d
dt{LU3(I)It$} 5 [ ooiwras+ 5 [ oo Lt

l

l
—b/ o3(z) W, W, dx—f—/ o3(z)W,S dx.
l2

Ia

Logo, integrando por partes, temos que
afr . 1 ! ) s
— o3(x)Wo Wi dz 3 = = | o3(z)|[W;|? oy(z)|Wi|* dz os(z)|We|
dt | Ji, 2 Iy .

ks | ! z
—53/ ()| W, |? :r—b/ o3 ()W, W, d:r+/ 5(2)W,.S d.
la

la la
Ih(l —x
Considerando o3(z) = %: segue que
- — g
d
S = 2 Wil 1) |2 ] Wi dz — S22 W0, )
t
ksla 2 g ( - )
R v W, — bl, W, W, dx
2(0—12) Ji | A d n =1
] —
—Hg/ ( )|H S|dzx.
, =1

Aplicando a dnsigualdado de Young, temos

d ksl
CH) < ~ W0 + ] W2 de = P20, 1, )
ksly - blyn / 2 bl 2
- W, | de + — W,|*dx + — W | dx
-1 EQI | 5 EQI | or ;2| ¢l
1
—1—32/ W, S| dzx,
la
onde 1 ¢ tomado de tal forma que 1 < B —1Iy)" Portanto,
d I bly ) ksls blyn /ﬁ .
—J. < W, |“d W, |* dx
a0 = (2(1—32)+2q)/| ! $+(2(3—.)+ ) £2| | de
Lo kssz ) -
—§|Hft(£2,t)| —= W (la, )]+ 1o |H =S| dx. (2.58)

la
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Por outro lado, temos que
1

)
W, S| dx < / Wy|WiW,| + (b — )y |[WW,| da,

la la

e assim, pela desigualdade de Young

[ 1 I
2ﬁr" 2
/ W.S|de < L[ Wi|Pde+ 2 / W,
la 2 2 la

la

. 1
+ (b T)T |'L;L_,'I
2 I

Logo, aplicando a desigualdade de Poincare,

I I I e gl
/|H@de < ’}f/ |Ifif‘}|2dx+’}f/ |WI|2d$+w/ W,
la la la 2 la

(b—7)y
T

onde C' é uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (2.58),

b— ~)~y l
Qd:c—kg/ W |? dz
2 I

2dx.

2dx

1
(W, |2 de < CyEs(t; W),

la

concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

d ly o\ [t ksly blon /f .
— Lt < B Bt W.1%2d W
S < (2(3_32)+2_n)/£2| Pdos (gt =12 ) [

l: 5 ksl
~ S (Willa, ) = =2 Walla, ) + Oy Ea(t; W),

2 dr

Lema 2.8. O funcional Hy(t) definido por
Hy(t) = Fi(t) + Ji(1)

satisfaz

d h o k .
—H,(t) < CyEL(t;U) + A/ \U:|* dx — B/ U, |? do + —|U (14, 1)),

3 a aly k1 aeic, aln
de A=—+—+ —, B=—— —
onde 5 + 9% + % 5 2 5

disso, a constante positiva €2 € tal que €3 < .

) e C' sao constanles positivas. Além

Demonstracao: Pelos Lemas 2.3 e 2.5, temos que existe C' > 0 tal que

d a h aec h
—Hi(t) < |[1+— U2 de — | by — —2

7 1(t) = (+2£1)/0 \Us|* dz (1 5 )/0

1 al\ /M, ki alm\ [, L )

4+ — de + [ = + =1 U,|2dr — —|U,(L,. t

+(2+2n)/0 r+(2+ 5 /0 Uz dx = S |U (L 2)

kil
e+ ovB ).

U, 2 dx + k1 Uz(ll, t)U(El_._ f?)

Ui




Logo, aplicando a desigualdade de Young, obtemos

d 3 a aly h 9 ki aec alyn /h
S L L2de+ [ -2 py U
dtHl(t)_(Q—I_Qel—’_Qn)/o || d“‘”“( > Ty T )

ki€ k l kyly
+ =5 Ua(b, O + 5 - |U (0, 0 = U0, 0 = =5 Ua (b, ) + Oy Er (),
2

U.|?dz

k ky

onde €3 ¢ uma constante positiva satisfazendo e; < I;. Como €; < AL 1 < ——, resulta
acy 2al;
que
d h oo ks .
D) < CyE(U) + A/ U2 dz — B/ U, P dz + 211U (1, 0)?,
dt 0 0 252
3 a aly 5 aec alin . .
onde A=—+—+—¢B=—-— 2+ —1) sao constantes positivas. [ |
M 2+2€1+27}' 5 ( 5 5 ) CO positIy

Lema 2.9. Seja Ha(t) o funcional definido por
Hy(t) = Jo(t) + Coi(t) + KoJs(2),

k k
sendo Cy = max{]_._ k_l} ¢ Ky = max {1: L_S} Entdn, existe wma constante C' > 0 fal
2 2

qire

d 1 al h ki alim b
—Hy(t) < CAE({)+Cy| =+ — Uil dx+Co| — 4+ —F U,|* dx
SH(t) < CyB)+ n(2+2n)f0|t| ot 0(2+2 JRCAE

I . _ !
- Kg(ig ( - bl’*) W2 dz + Ko( Sl MZ”) W, |2 de
Ig 52

I-L) 29 201-1,) ' 2
- 12+ZIE2(t‘1/)
Ih—1
k ks

onde 717 < min {2{131 ) m

} ¢ uma constante positiva.

Demonstragao: Usando os Lemas 2.5, 2.6 e 2.7, temos que existe C' > 0 tal que

d 1 al,\ [, ki alyn /51 e
—Hy(t) < CHE(t)+Co| =+ — Ufde+Co| =+ —2 U,|*d
7 2(t) < CyE(t) + 0(2+2W)/0 \U|” dz + 0(2+ 5 ; Uz |” dz

1,C, I Ne Iy +1 oy .
5% o - By 02 - BN b vy 4 B, o2

2 2 I, — 1, 2

l ksl kol . LK .
+5 Vil 0 + 2 |Vallo, O + == |Valls, )P — = Wiz, 1)

2 2 2 2

l, bl [fo ksly Ko )

+K, + — W, |>dx — W, (ly,t

0(2(332) 27]) [g| t| 2 | (3 )|

- ksl blon : 2
I W, |7 dz,

57
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ky ks
2al,” 26(1 — I)

onde 77 ¢ uma constante positiva satisfazendo n < min{ } Assim, pelas

condicoes de transmissao,

d 1 al ky _alm) "
—Hy(t) < CyE(t)+Co| =+ — U,? dz + C, — U, | dz
SH1) < O <w+o(2+2n)/’|q . 0(2 ) [k
] Iy bls kals  blan\ (1.
+Ko | = + W, |* dz + K + W, |? dz
0(2(3—52) zn) Wif* “(2(3—32) 2) b| |

I +1 i l Kyl [ Chl .
JEJ@mw+£—“ZW@m2 el LAV,
I, -1 2 2

kglz I{gkglg . 9 kgll Cgkgl .
+C;—2@ Vo, )+ 22 - S22 ) v, 0
Logo.

d B o 1 {Ifl !'\,1 afln 9
S H(t) < 0,,E(t)+co(2+%)/ U2 dz + Co (2 . )/ U, [? de

- ly bl; kals blyn - 12
+ K - Wy|* do + K + W, |* do
0(2(3—52) zn) W “(2(3—32) 2 ) L

lo+1
bt 1E2( £V,
lo—1
ky ks
desde que Cp = max {1, —} e Ky =max {1, —} [
ko ko
Lema 2.10. O funcional Hs(t) fifa[miido por
Hs(t) = 3(t) + Ja(t)

satisfaz

dng(t) < / |W; |2d:r - D |IV |zd + —|H (la, )|‘2 + CyE5(t; W),
Iy Iy
- 332 b bfg . kglfg bEnglg blz?}' .
onde K = 30 —1y) + 96, + o -1 2-1) 5 ¢ C sao constantes

positivas. Além disso, a constante positiva €4 € tal que €54 < lo.

Demonstracao: Pelos Lemas 2.4 e 2.7, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

d 2 b ly besc :
SHy(t) < 1+— ) [ W hy — =2 ) [ W2 da
a0 < 5—12( +2£3) Wil = 52(3 2 )L' I"de

k‘3£3 bf?

by : 712 ly 2
W, (ly, t)W(l — 4+ — W cdae — =|Wi(la,t
-'E f (2 ) (21 (2({_{2) + 2”) Iy | f| T 2| t( 2, )|

) i
L _fsle | blan W, |2 d — @HV (o, t)|* + CyBs(t; W).
-0 2 )L
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Logo, aplicando a desigualdade de Young, obtemos

) 3l bl, bl,
0 = ((f—fz) 2e3(£—sz)+2_n)

ks . ksls besc,ls  blon\ [
— W (ly, t)]?+ | — L
T2 (1)l +( 20— -k T2 ) ),

[ ksl
—5 Willa, ) = =2 (Walla, ) + CYEa(6: W),

W (2, 1)

ko ok
2bc, * T 2b(l—1y)

onde €4 ¢ uma constante positiva satisfazendo €4 < lo. Como €3 <

resulta que existem constantes K, D e C positivas tais que

d : ! . k .
CHyt) < K [ WilPde—D [ [Wol2de + —2 W (Lo, t)]2 + CyEs(t: W),
dt la la 2&1
332 b bfg kg-'fg bégcpﬂg bfg?}
nde K = —22__ %op= - -
MR =) T2, 2 Y T oI—n) 21-1) 2 -

Lema 2.11. Para todo 0 > 0, erxiste wma constante Cs > 0 independente dos dados

iniciais, lal que

’

T T
U(ll,t)|2dt+/ (W (la,t)|*dt < a/ E(t)dt +
0 0

T pl T pl
+Cs / / |Ut|2dxdt+/ /|If1f}|2dxdt :
0o Jo 0 Jiy

para toda solugao forte (U, V., W) do sistema (2.39) — (2.50), e T suficienternente grande.

Demonstragao: Provaremos por contradicao. Suponha que existe uma sequéncia de
valores iniciais (U%, VO W) € HZ(Q)NV e (UMW, VI W) € V, e uma constante

positiva dg tal que a solugao correspondente (UY, VY, W) do sistema (2.39) — (2.50) satis-

[

e verifique a desigualdade

T T 151 T l
1> 6 / E(t)dt + v / / U |? dadt + / / (W dwdt
0 o Jo 0 Jiy

para cada v, onde E¥(t) = E(t; UV, VY, W"). Assim, da desigualdade anterior temos que

faca

T
U”(Il,t)|2dt+/ W (I, t)[*dt = 1 (2.59)
0

T
/ E"(t)dt ¢ limitada para cada v, (2.60)
0



e também

[l

b?'tv'

T )
2 d&'}df — 0 o / / H_;L_rtv
0 la

Logo,

(Uv, V¥, W¥) ¢ limitado em  L>=(0,T; H'(Q)),
(Uy, vy, Wp) élimitado em L>=(0,T; £%()).

2dxdt — 0 quando v — oc.

(2.61)

Portanto, existe uma subsequéncia de (U7, V¥, W"), que sera denotada da mesma forma,

tal que

(v, vy, W¥) > (U, V,W) em L>=(0,T;H(Q)),

(U7 VY W) —=(U,, Vi, W) em  L*(0,T; £%()).
Entao, aplicando o Lema de Kim, com a =0e¢ b =1, temos que

(", vv.wW") — (U,V,W) em C(0,7T;H (),

onde r < 1. Assim. usando (2.59). temos

T T
/ |U(£1:t)|2dt+/ W (ly,t)[?dt = 1.
0 0
Por outro lado, a convergéncia em (2.61) implica que

U = 0 qs.em (0,0)x(0,7),

W, = 0 qs.em (lo,1) x (0,7).
Logo, temos que (U, V, W) satisfaz

—k1Usze = (a — y)7U,
;t - kQI/:I:I — 271/; - 721/:
kW, = (b— 7))y W,

(2.63)

(2.64)

(2.66)

(2.67)

Assim, multiplicando (2.65) por U, integrando de 0 a [, aplicando integracao por partes

e usando a desigualdade de Poincaré., temos que

60
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Iy
Iy

—k1/ U, Ude = —k lUxU
0

Iy
_/ |Ux|2 dﬂi‘]
0

l1
= —kle(ll;t)U(Il,t)-l—klf |Ux|2d93
0

0

I
— (= [ WP
0

I/

I
@) [ UL,
0
ol seja,
I

I
—k U (I, t)U (11, t) + Ky / U,|*dr < (a— q*)frcp/ \U, |*dz. (2.68)
0 0

Agora, multiplicando (2.67) por W, integrando de Il a [, aplicando integracao por partes

1
— / |1ifVI|2 dlf]
la

1
= W, (I, )W (o, £) + kg / W, |2 da

la

e usando a desigualdade de Poincaré, temos que
. l
—ks / W, Wdx = —k3|W, W

ly

la

l
= (b—9)y [ [W]dx

la

I
< 6= [ Wl
l2
ol seja,

l l
kW (lo, )W Iy, 1) + ks | W, |2 dz < (b—7)ye, | |[W.|*dz. (2.69)
la la
Por outro lado, derivando a equacao (2.66) em ¢, e considerando ¢ = Vi, temos que @

satisfaz

P1t — kaprz = 270 — 72,
p(li.t) = p(la, ) =0,

1 #allist) = @a(l2,) =0,
p(z,0) = ¢’

pi(z,0) = o',
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com ©° € Ve o' € L(11,13). Agora. considerando ¥ = ey, temos que ¥ satisfaz

4
:ﬁtt - k'z"ﬁ:cx = 01

3, t) = (I, t) = 0,
$ Tl t) = By(la, t) = 0,
¥(z,0) = 7,

Ti(2,0) = 3",

.

com 00 € Ve ' € L%(l1,15). Logo. pelos lemas 1.20 e 1.21, segue que 7 = 0, e, assim.
@ = 0. Portanto, V; = 0, e assim, da equacao (2.66), segue que —kyV,, = —*V em

(l1,13) % (0,7T). Assim, usando as condigoes de transmissao, temos que

la l2 la
—sz V.Vdr = —k|V,V —/ IV, |2 da
51 I I
la
= —koVo(lo, )V (lo,t) + ko Vo (11, )V (Iy,t) + kQ/ V.|? dx

I

2 dx

la
= —k31’1"rx(£2: t)Hr"r(l-z, t) + k] U_—E(l], t)U—(Il f) + kg /

Iy
la
— —’:;2/ |-'i/|2-‘.'i.':|."'.J
Iy

—kgwr’rx(lfgr t)Hr"r(lg_, f) + klbr_-,: (ll, f)U—(Il t) + kg /

51

Vi

ou seja,
la

la
P;de:—q,-z/ \V|*dx. (2.70)
I

Logo, somando (2.68), (2.69) e {2.70), obtemos

Iy la
C]/ |U—I|2d.1'+!'\,2/
0 l

onde €1 e ¢3 sao constantes positivas (desde que v seja suficientemente pequeno), de onde

Vs

l ly
2dx + 03/ W, |2 dx < —qu/ V|*dx <0,
la I

segue que
I 1 )
/ U dz+ [ |[W.|[*dz < 0.
0 la
Por outro lado, usando as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg, Young e Poincaré, temos
que
1 1
U@D] < TGl eom) < NTO 2o [TO o,
1 1
SO oy + IOl

Cl\U= ()| 2041

I

I



C > 0 uma constante. Assim, obtemos que

Iy
Uof<C [ U da,
0

e da mesma forma,

l
Wy, t)><C [ W, dx,

la

Logo,

I T
/ UL, r)|2dt+/ W (ly, )2 dt < c/ / / W, |? dedt < 0,
0 la

o que contradiz (2.62). Portanto, para qualquer 6 > 0, existe Cs5 > 0 tal que

r T
2 2 <
/c; |U(1y,1)] dt—l—/ |W(ly, t)|* dt 5/ E(t)dt +

I )
0 I
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No proximo teorema, definimos E(t) := E(t; u, v, w). onde E(t;u,v,w) ¢ dado por (2.10).

Teorema 2.12. Seja (u, v, w) wma solugao forte do problema de transmissao (2.1)—(2.9).

Entao existe uma constante positiva Cy tal que

E(t) < CoE(0)e 2,

Demonstragao: Considere o seguinte funcional

Pelos Lemas 2.2, 2.8, 2.9 e 2.10, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

d ] _ 1 al h
—L(t) —(am —AMU—CD(§+2—”))/D

ly bly SR kguo )
bN — KMy — Ko| =——~ + — W,|? dx W (ly, t
0— 0(2(3_ L) + 2??)) ; Wl dz + | (2, 7)]

L Iy
(BHO—CU( 1 “’;}”))/ U, 2 da — ij*i‘ Ey(t;V) + CyE(t)
0 2

o [Tl blon L,
DM, — W,|? dz.

kl MU

2dr +

[/

Uy

|Ufl )|
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Integrando a igualdade acima de 0 a ¢, ¢ aplicando o Lema 2.11, obtemos

i ) ] 1 al bt
L(t)—L(0) < —[aN—AMy—Co| =+ — U, |? dzds
2 27 o Jo
k ly; bk
| BMy — | L 20 // U, 2 daeds
bN — KMy — K, e bl t iw 2 dad
] TR R / MUl
ksly blyn /t g 2
— DM, — K, + W,|? dzds
(o2 - 21)) [ [ .

t i I t 1
+ké / E(s)ds + kC; / / \U,|? dzds + kCs / / \Wi|* dads
0 1] 0 1] la

l- l i t
S [ B vyas+ oy [ B as
la—1U Jo 0

kiMy ksM,
252 ’ 264
cientemente grandes, com N >> M,, concluimos que existe uma constante positiva Ny

onde k = max . Tomando ¢ e v suficientemente pequenos e N e My sufi-

tal que

L(t) — £(0) < —N, / tE(s) ds,

ol seja,

L(t) < £(0). (2.71)

Agora, observe que existem constantes positivas Ni e Ny tais que
NE(t) < L(t) < N2 E(t). (2.72)
De fato, utilizando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos que

151 51
Hi(t) = / Uu, dﬂ:‘—/ xU, U, dx
0 0

1 15 § 1 I ) ’Zl I 5 ’!1 I 5
G N dr + — 7 - — J i — J} .
< 2/0 U dI+2fo \Uy|” dx + 2/0 U, dx + 2/0 \U|* dz
1 1 i
e _ 141 l .
< Epfo U,|? dx + 5 1/0 |Ut|2d3:+§1/0 U, |? dz
< CLE(t),
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onde C7 uma constante positiva,

2 (1, — I})a — 2041, b (1 —
Hy(t) = / (lp — )z ”I/’;I/de—(?g/ xUIUtd:c—kKO/ Mu W, da
I 0 la

(I — 1y) [ — 1y
Iy I )
< 1 / V.V, dz + Col4 / U, U, dz + Kyly / W, W, dx
11 0 EQ
L l, [ Coly Col,
< Vol dx + = Vzd—/ U.|?dz + / U2 d
_2:1||I+2z1|t|$2 ||s‘:2 \Ut|* dx
Kol

ol
: m 5 |W|2

< CQE(t),

onde Cy uma constante positiva, e

Iy /f / I,(l — )
Hs(t) = WW,dx + —— W . W,dx
0 = gy J, Wt ) )
by : 2 ly £ 2 ly : r2 ly £ 2
< —— | [WPde+ — | W2 de+= | WP dz+ = | |[W,|*dx
< sy LW Hz)/bw ”2/52' |r+2/h|t|r
loe, z(1+z—32)/f i 32/1 .
< W, 24 = = W,12dx + = W, 2 dx
(3—32) zz' " 2(1 — 1) 12' g 2 12' |
< C3E(t),

onde C3 ¢ uma constante positiva. Assim, segue que existe uma constante Ny tal que

Por outro lado, temos também que

L(t) > NE(t) — MoC1E(t) — MoC3E(t) — CLE(t)
:2 J?\'IT].ETt)'J

onde N ¢ uma constante positiva. Logo.existem constantes positivas Ny e Ny tais que

NE(t) < L(t) < NoE(2).

Logo. de (2.71) e (2.72). segue que
N1E(t) < L(t) < £(0) < N2 E(0),

o que implica

E(t) < N3E(0), (2.7:

8]
=1
-
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onde N3 = No/Nj. Assim, para completarmos a demonstracao basta provarmos que
E(t)e™ < NyE(t),
onde Ny > 0 ¢ constante, para obtermos o decaimento exponencial. De fato, temos que

Iy Iy
/ lu,|2e® dx = / U, | de,
0 0

e

Iy by ly b

/ luy|?e? dr < / (|U,| +~|U|)?* dz < 2] \U,|* dz + 2’}’/ \U|? dz
0 0 0 0
151 51
< 2/ |Ut|2d$—|—2’rcp/ \U,|? dz,
0 0
de onde segue que existe uma constante positiva ¢ tal que
E] (t, 'U.)egﬁ’.t < clEl (t, U—) [_)T—l]

e, da mesma forma, obtemos a existéncia de constantes positiva ¢z e €3 tais que

Ey(t;v)e?" < ey Fo(t; V), (2.7

I
=1
o

Es(t;w)e?™ < caBs(t; W), (2.76)
Portanto. de (2.74), (2.75) e (2.76), segue que existe uma constante Ny > 0 tal que
E(t)e* < NyE(t).
Logo, pela desigualdade acima e de (2.73) concluimos que
E(t)e?t < CuE(0),
onde Cy = N4N3. Portanto
E(t) < CoE(0)e ™,

concluindo nossa demonstracao.
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CAPITULO 3
PROBLEMA DE TRANSMISSAO PARA O SISTEMA TERMOELASTICO

Neste capitulo mostraremos que ao substituirmos uma das dissipagoes do problema

(2.1)-(2.9) por uma dissipacao térmica, mantemos a estabilidade exponencial do sistema.

Mais precisamente, considere um material unidimensional definido no intervalo [0,1] C R,
e seja ly, lo € (0,1), com Iy < ly. Assumimos que o material é termoelastico sobre (0,1),

elastico sobre (Iy,12) e elastico dissipativo sobre (lz,1).

parte parte eldstica
? termoelastica parte eldstica com dissipacdo ?
2 _
Z Z
Z =
l¢ sl yle N
1% L [ o 1 l
0 I I I
O sistema que modela a situacao acima ¢ dado por
Uy — kg, +au, +mh, =0, xe(0,1;),1t>0, (3.1
0, — el +mu, =0, ze&(0,l),t>0, (3.2)
Uy — !‘\,‘2'?.;‘31. = 0._. T e (Il': E?_.)_-. L = 0._. [;;";JI
Wy — k3w, +bw, =0, z € (l,1), t >0, (3.4)

onde ky, ko, k3, m, a, a e bsao constantes positivas. As fungoes u = u(z,t), 6 = 0(z, 1),
v=1v(x,t) e w=w(x,t). satisfazem as condi¢oes de fronteira
u(0,t) =w(l,t) =60(0,t) =0, t>0 (3.5)
as condicoes de transmissao
u(ly, t) =v(ly,t), kug(ly,t) —mo(ly,t) = kov,(ly,t), t >0, (3.6)
v(la,t) = w(le,t), kovg(la,t) = kswy(l2,t), ¢ >0, (3.7)
0.(l;,t) =0, t=>0, (3.8)
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e as condi¢oes iniciais
u(z,0) = u’(x), w(z,0)=u'(z), 6(x,0)=6"x), ze(0,0), (3.9)
v(x,0) =0%x), wv(x.0)=0vY(z), =z (1), (3.10)
w(z,0) =w(z), wyx,0)=w'(z), =z¢& (1. (3.11)
Consideramos o conjunto ©Q e os espacos £2(2), HY(Q), H2Q) e V como definidos no
Capitulo 1. Denotaremos por H! o espaco
H! ={0 < H'(0,1;) : 6(0) = 0},
que juntamente com a norma

I1
16113 = ] 0, de,

¢ um espaco de Hilbert.

Denotaremos por Ey, Es e E3 as energias associadas a cada equacao:

1 .
By(t;u,0) = 5/ w2 + g2 + [0]2 dar,
0
1 [k .
Ey(t;v) = 5/ lvg|? + kv, |* da,
I

1 )
Es(t;w) = 3 lwy|? + ks|w,|* dx,

ly

e finalmente por

E(t;u,0,v,w) = Ei(t;u,0) + Ey(t;v) + Es(t;w). (3.12)

3.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Inicialmente definiremos o que se entende por solu¢ao fraca do problema (3.1)-(3.11). Para
isso, sejam ¥ € D(0,T), (6,0, 9) € Ve & € HE. Assim, multiplicando a equagio (3.1) por
oU, a equacao (3.2) por £, a equacao (3.3) por ¥ e a equacao (3.4) por @i, e integrando
sobre (0,11) x (0,7, (0,1y) x (0,T), (l1,l2) x (0,T) e (lo,1) x (0,T), respectivamente,

obtemos
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I T I2
/ / (g — kg, + auy +mb, )0 dedt + / (v — kovy, )0 dadt
0 0 Ji

"’/ / (wy — kawye + bwy)pddedt = 0,
la

T
f / (6; — b, + mug )€V dedt = 0.
o Jo

Logo, integrando por partes, temos

I T rly T rl
/ / u @ ditdr + kl/ / Uy @V dxdt + a/ / w0 dxdt
o Jo o Jo
1y ly T T la
—m/ / B, 0 dxdt — f f v dtda + kQ/ f v, 0,0 dxdt
I 0 0 I
T pl T
/ / wf@ﬁ ditdx + kg/ / Wy ipa P dredt + b/ / wyp dedt = 0,
E2 0 EQ 0 12
51 I I T
—/ / O£ dzdt + a/ / 0,.&.0 dxdt — / / u &V dtdz = 0.
o Jo o Jo
Assim, pela definicao de derivada fraca.
£1 I!] T I!:l
/ ] U drdt + kq / / U, O,V dedt + a/ w0 dadt
o Jo
11 I T )
—m/ / (40 ﬂd:z:dt—k/ / Utm?d.?:df—kkz/ f v, dadt
I 0 Ji
: l T lz
—l—/ — / wy U drdt + k3 / / w0 drdt + b / / wyptt dedt = 0,
o dt i, 0o Ji 0 Jiy

_—

T d il T il d il
/ — / 0&D dxdt + a[ / O£ dxdt +m — / uE0 dxdt = 0,
o dt Jy o Jo o dt Jy

para toda ¢ € D(0,T'). Portanto, pelo lema de Du Bois Raymond, concluimos que

d 11 I I1 Ih d l2
7 / wodr + ky / U, ¢, dr + a/ u,pdr — m/ 0o, dr + — v dx
L Jo 0 0 0 dt Ji,

Ia d ) I i
+k2/ U, dr + — wp dx + k3 / Wep, dr + b[ wypdr =0,
It dt 2 la la
d b

Iy Iy
— 95(13:—#05/ Iﬁrdx—f—m—/ u & dr = 0,
dt Jy

igualdade no sentido de D'(0,T), para toda (¢,v,¢) € V, e toda £ € HL.

A quadra (u,6,v,w) que satisfaz a equacao acima ¢ dita solugao do sistema (3.1)-(3.11).



70

Teorema 3.1. Considere (u?, 0%, w®) € V, (ul, vl wl) € £2(Q) ¢ 89 € L2(0,1y), satis-
fazendo as condigoes de lransmissio. Entao, eriste uma unica solugio (u,0,v,w) do

sistema (3.1) — (3.11) satisfazendo

(u,v,w) € L*=(0,T;V),
(g, vy, w,) € L(0,T; L*(Q)),
6 & L=(0,T; L*(0,1,)) N L*(0, T, HY).

Além disso, se (u®,0°,w%) € HEH(Q) NV, (ul,vl,w') €V e 8 € H*(0,1,) N H! . entio a

solugao satisfaz

(u,v,w) € L=(0,T; H(Q) NV),
(ue, v, we) € L=(0,T5 V),

(s, v, wy) € L(0,T; £3(Q)),

0 e L>(0,T: H*(0,1,) N HY),

§ e L>(0,T;L*0,1)) N L*(0,T; HY).

Neste caso, dizemos que (u,0,v,w) € uma solugao forte.

Demonstracao: Provaremos o teorema acima através do método de Galerkin.

Considere {(¢*,¢",¢"),i € N} uma base de V e por {(£),i € N} uma base de H].

Denotaremos

If‘rﬂ"’- = Spa'n{(qb]uul’lrpl): (‘?ﬁm:ﬂ"mu li‘?m)}ﬂ e Um = Spﬂ-'ﬂ;{(gl_, 'J&m)}

Mostraremos que existe uma tnica solug¢ao

(W™ (t), 0™ (), w" () = 3 by () (&7, 17, )
i=l1

™ (t) = Z gj__m(t)fj:
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do problema aproximado

I Iy 51 I la
/ ul ¢! dx + ky / wy ¢l dr + a./ ul@ dr — m/ 0" ¢! dx + / vi? de
0 0 0 0 I

Iy I I !
‘Hf-z/ vr? dx + / wit’ dr + kg,/ ! dr + b/ wy @’ dx =0, (3.13)
I la la Ia
I . l1 ) 11 )
/ 0 dr + o:f 07& dr + m/ up & dr = 0. (3.14)
0 0 0

j=1,...,m, com os dados iniciais

(@™(0),0™(0),w™(0)) = (tpy, V5, wy,),

(u(0), v (0), w7 (0) = (uly, vl wh),
0m(0) = o,
tais que
(ud v wl) — (u’ 0% W) em V),

(ul, vl wl) — (o wl) em £2(Q),

00 —6° em L*0,1).

Substituindo w™(t), v™(t), w™(t) e 6™ nas equacoes (3.13) e (3.14), obtemos
Zh )6, ) +k12hm (4L, of)+ath(t)(¢i¢i)
—mZgi__m(t)(Ei,cﬁi) + Z R ()W) + ke Z him(t) (W2, 7)

+) bl ¢ +kazhzm (k) +bzhm (¢, ¢') =0,
i=1

i=1

ngf)(az &) +ang (&, 8) +mZh t)(oh, &) =

onde (-,-) denota o produto interno em L? onde as fungoes estiao definidas. Colocando o

sistema acima em notagao matricial
A= (a'z'j) ] ':D @J) B = (bt_})| iy — (1'1 (L'j) C= 13 Cij = (*r9 l7‘}]
D = (d;;); dij = ('?f'ia @i) E = (ei); eij = (V3,0), F=(fy); fis = (Wi:@i),
K = (kij); kij = (é;gj): = (l); Ly = (&,&), M = (my); my; = (‘¢’ 5"?)
‘I\"T = (n't'j) 7 — (61 ':DJ)
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Bii i) 91,m(t)
H(t) = : , G(t) = '

P () Gk )

obtemos

(A+ B+ C)H"(t) + (k1D + ko E + ks F)H(t) + (aA+ bC)H'(t) — mNG(t) = 0,

KG'(t) + aLG(t) + mNH'(t) = 0,

com H(0) = H", H'(0) = H' ¢ G(0) = G°. Assim. como A, B, C ¢ K sio matrizes

definida positiva, temos

H"(t) + /IH’(t) + BH(t) + CG(t) =0,
&) + (r + BH/(1) =0,
H(0) = H'(0) =H!, G(0) =G°,
onde A = (A+ B+ C) Y ad +bC), B = (A+ B+ C) kD + KE + kF),
C=-m(A+B+C)'N.D=aK 'L e E=mK 'N. Considerando Y;(t) = H(t) e

Ya(t) = H'(t). obtemos o seguinte sistema equivalente

y

Y{(t) - (t) =0,
: Y;(t) + AY,(t) + BY;(t) — CG(t) = 0,
G'(t) + DG(t) + EY,(t) = 0,
v1(0) =H’, Y3(0)=H', G(0)=a°

.

Colocando em notacao matricial

Yi(t) 0 —~1 @ H?
YO =| %@ |« A=| B 4 =@ e Y'=1] H!
G(t) 0 B ‘D o

obtemos

Y'(t) + AY (t) = 0,
Y (0) = Y?.

Logo. Y(t) = Y (0)e~, . portanto. para cada m € N existe uma tinica solucao (u™, 0™, v™, w™)

do problema aproximado.

Mostraremos agora que essa solugao permanece limitada quando fazemos m — oc.



Estimativa a priori

Multiplicando a equacio (3.13) por A}, (t), a equagao (3.14) por gjm(t), e somando em

7, temos que

ly Iy I Iy ly
/ upuyt dr + ky / uul dr +a / " |* doe —m / 0" ul, dr + / vt dx
0 0 0 0 Ih

la 1 1 i 51
+ko / vty dr + / wy;wy" dx + / kaw™wTdr +b [ |w|? dx + / 0,"0™ dx
I la la la 0

51 Iy
—Hx/ 6™ dx + m/ uh0™ dr = 0.
0 0

Logo. definindo Em(t) = E(t;um: ™, v™, w™). segue que
d ~ i o Lo
—Em(t)—l—a«/ 07 dx = —a/ " |? dﬂ:‘—b/ w™|? de.
dt 0 0 la

Assim, integrando sobre (0,¢), t € (0,7"), obtemos que

- t 11 -
E™(t) + a/ / 0™ |* dzdt < E™(0).
0 Jo

Portanto, concluimos que

(u™, ™ w™) é limitada em L>(0,7T;V), (3.15)
(u™, ", wi™) é limitada em L>(0,T; £*(9)), (3.16)
6™ ¢ limitada em L>(0,T; L*(0,1,)), (3.17)
6™ ¢ limitada em L%(0,T; H}), (3.18)
Passagem ao limite
Observe que L>=(0,T;V) = [LY0,T;V")]), L*=(0,T;£%Q)) = [LY0,T;L%Q))].

L>=(0,T; L%(0,1,)) = [LY(0,T; L*(0,1,))], e L*(0,T; H!) = [L*(0,T;[H!)], e como os
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espacos LY(0,T; V"), LY(0,T; £%(Q)) e L*(0,T; L*(0,11)) sao separaveis, e L2(0,T;[HL]') ¢

reflexivo. obtemos de (3.15), (3.16), (3.17) ¢ (3.18). a existéncia de uma subsequéncia de

(w™, 0™ v™ w™), que sera denotada da mesma forma, tal que

(W™, o™ w™) = (w,v,w) € L(0,T; V). (3.19)

*

(uf", v, wi")

(@ v,w) € L=(0,T; £%(92)), (3.20)



o™ = 0e L>=(0,T;L*0.1,)). (3.21)
o™ — 0 L*0,T;H}). (3.22)

Como L>=(0,T;V) —  L*0,T;£%)), segue que, fazendo a identificacio
L2(0,T; £%(Q)) = L*(Q), e usando sua reflexividade, de (3.19) obtemos a existéncia de

m

uma subsequéncia de (u™, 0™, w™), que denotaremos da mesma forma, tal que
(u™ v™ w™) = (u,v,w) € L*(Q), onde Q=Q x [0,T].

Assim, como a convergéncia fraca em L?(Q) implica na convergéncia no sentido das dis-

tribuigoes, segue que

(u™, ™, w™) — (u,v,w) € D'(Q).
Sendo a derivagao uma operagao continua em D'(Q), temos que

('U-?:U?au’:n) - (ut:'vi:'wi) € ’D’(Q)
Por outro lado., procedendo da mesma forma para (3.20), obtemos

('U-?:U:nau’;n) - (ﬂ,ﬁ,@) € ’DF(Q)
Logo, da unicidade do limite em D'(Q). resulta que

(T, 7, W) = (ug, vy, wy).
Portanto.
m m

(W, o w) = (w, v, wy) € L0, T; £2(9)). (3.23)

Multiplicando as equagoes (3.13) e (3.14) por ¥ € D(0,T') e integrando sobre [0, 7], temos

I I Iy
/ / ug, U dedt + ky / / wy @0 drdt + a/ / uy o dxdt
Iy Iy Iy
—m / / 0" b0 drdt + / / Uy Y0 dxedt + Ky / / v 0 drdt
0o Jo 0 Ji 0 Ji
T pl T rl T pl
+ / / wiy ol dedt + ks / / w0 drdt + b / / wy' v drdt =0,
0 la 0 lo 0 la
T ph T ph T rh
/ / 0;" &V dxdt + o / / 07,0 dedt + m/ / up &V dxedt = 0,
o Jo o Jo o Jo



para toda (¢,%,0) € V e £ € HL, uma vez que {(¢?,¢7,¢7)} ¢ uma base de V, {{} &

base de H!. Assim, integrando por partes, obtemos

T T A T
— / ] ul* ) drdt + ky / / u o,V drdt + a / / uy* v dedt
o Jo 0 0
T T ply T ply
—m / / o™ @xﬁ drdt — / / 1'19}' dxdt + !'\,2 / 'L’zl’llfl,'r?.? dxdt
l 0 l
1 T 11
/ ] witpd dedt + ks / / w0 drdt + b/ ] w" pddxdt =0,
la Io 0 o

1 Iy T rh
—/ / 0 &Y dxdt + a«/ / e dedt —m / / ul &Y dxdt = 0.
o Jo o Jo 0

Logo. das convergéncias (3.19)-(3.23), resulta que

I1 T I
/ / w ) drdt + ky / / O dedt + a/ / w0 dadt
0 o Jo
I ly T rly
—-m/ / O¢ 0 dxdt — / vt dadt + kQ/ / vt 0 dadt
0o Ji
T 1;
/ / wyo) drdt + k3/ / W,V drdt + bf / wypt dedt = 0,
l 0o Ji
211 51 T 1
—/ / 0 dxdt + a/ / 0.6 dxdt — m/ / u £V dxdt = 0.
o Jo o Jo 0o Jo
Assim, pela definicao de derivada fraca,
T d It T I1 T 151
/ — / urd dxdt + ky / / Uz Qo drdt + a/ urdt) dzdt
0o Jo
Iy la T la
—m/ / O3 drdt + / / vthd dedt + kZ/ / v, dadt
I1 I1

—1—/ —/ -uxtgo-ﬁdxdt—f—kg/ /wxi,.-pzi?d:cdt—k /
o dt i, o Ji 0

"-]

Portanto, pelo lema de Du Bois Raymond, concluimos que

la

dt i,

I d 1 ) )
—I—kQ/ v, dr + — wep dr + kS/ w,p, dr + b/ wypdr =0,
I dt o la la
Iy

d h d b
— 0f d 0.& d m— - dr =0
7| e Hafo 3 x+mdt/0 u,é dv = 0,

para toda (¢,v,¢) € V. £ € HL.

/ wyed drdt = 0,
la

T d I T I1 5
/ — / O&Y dxdt + Cl’/ / 0.0 dedt + m/ — / u £V dxdt = 0.
o dt Jo o Jo o dt J,

d 11 5 I 51 d
— w0 dx + ky / U, O, dr + a-/ ¢ dr — m/ 00, dr + — v dx
0 0 0 0 dt
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Regularidade

Agora, diferenciando as equagoes (3.13) e (3.14) com respeito a ¢, multiplicando por A7 (%)

e por g}, (f), respectivamente, e somando em j, temos que

I 181 i
m,, m 1|2 m, 1 m,,m
/ (TR THA dx—f—k]/ THATI dx—f—a/ | dr — m/ o, umd:r—l—/ v Uy dx
0

la 1
—|—k2/ vl dx —l—/ wiwyy dr + / kswhw?, de +b |w >dz =0

Iy Ig Iy la
i1 I I1
ey ) m|2 _moam _
/ 0,607 dv + a/ |07 da + m/ ul, 07" dx = 0.
0 0 0

Logo. somando as equacoes acima e definindo Em(t) = E toult, O v w). resulta que
1 y Uy Uy, Uy, Wy ), 1

d o
dt t)——a/ ul|* dx — /|w "2 dr — a / 10,* dz.

Assim, integrando a igualdade acima sobre (0,%), t € (0,7, temos

Ih I
Em( (t) — c"“(0 +&f/ 10| dadt = // u;’ﬂgdxdt—b/ / lw|? dzdt,
15

o que implica
t 11 .
sm(t)+a/ / |0,|* dzdt < £™(0). (3.24)
o Jo
Precisamos estimar £™(0), e para isso, multiplicamos a equagao (3.13) por b7, (t),

quacao (3. or ¢ (t). somamos em j e fazemos t — 07, para obte
equacao (3.14) por ;_m t), somamos em j e fazemos ¢ — 07, para obter

Il I] £1
j“|u$anﬁdx+—kg/ ugunu$40)¢r+mi/ W0y (0)) d
0 0 0

11 la la
—m/ Gm(D)uz}t(O)d:r.—l—/ vy} (0)|‘2d$—|—k2/ ™ (0)v7,(0)) dz
0 ! !
! c !
+ |-wf§(0)|2d3:—|—k3/ wr(0)wr, (0) d&?—i—b/ w" (0)wi(0) do
Iy o la

11 I] 11
—I—/ 6 (0)* dz: —|—Of/ 67(0)67,(0) dz + m/ u(0)67"(0) dx = 0.
0 0
Assim, integrando por partes e usando as condigoes de transmissao, temos que
I . I Iy
| R de =ty [ @z ©)de+a [ @) dr
0 0 0
I1 I2 la
—I-'m./ 07 (0)uyy (0) dz + / [0 (0)]? dz — kg/ v (0)v(0)) dz
0 li

1

)
e (0)? dr — kg,/
i

la 2

[ I

Wy (0)wii (0) dz + b/ w;"(0)wyy (0) da

lo

11 I Iy
+ f 07 (0)? do — / o™ (0)07(0) da +m / £ (0)07(0) dz = 0.
0 0 0
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Logo, usando a desigualdade de Young, obtemos

Iy Ia I
/ mumﬁdx+]'wﬁ Pdm+/|%tMF¢r+j’wrdex
0

b1
< 2£ | (0))* da —I——/ w(0) |zd$+—/ ™ (0)|* da

Il I] Il
+% <Wﬁ+—/|w )2 de+ 7 [ jum(0)? da
2 Jo 2 0
k'z = m 2 kz . 2
+£ v (0)|" dz + v (0)]? dI+ | H(0)" dx
k b ﬁ
fra€ |wﬁ (0)[2 dz + — |w;“(o |2d9:+—/ ™ (0) |2 d
2 Qe
11 e m 11
_/ 167 (0)[2 dar + 25 |9;”(D)|2d:r+—/ ™ (0) |2 d
2 Jo 2¢e Jo
+§E " )2 .

onde € ¢ uma constante positiva satisfazendo

2 2 2 2 }

< mi —, ,
¢ mln{k1+a.+m’kg'kg—i—b'm—l—a

Portanto, temos que

Ih

It la
01/ |u;’§(0)|2d$+02/ |vtt(0)| d.I'—|—C3/ lwyy (0) |2d$+04/ |9;“(0)|2d$

I

_k h 4 ky [ .
< |%ﬂww+—/Wmoww+—/|wmﬁw+; (0 da
€ 1
kg I 11 I
+Fa M(nww~—| Fw+—]|9 OP e+ 2 [ o) d,
2¢ Iy 0

onde

ki +a+m k ks + b a+m
mTaeTm 5 )e, 02_1—?% 03:1—(32 )e, C, = —( . )e

o =1—(
sao constantes positivas.

Assim, concluimos que o valor inicial (uf(0),v/7(0),w(0)) ¢ limitado em £2(Q2). e 6™(0)

¢ limitado em L?(0,1;). Portanto, £€™(0) ¢ limitada. Logo, concluimos de (3.24) que

(", v, w™) & limitada em L>(0,T5V), (3.25)
(ul?, vt wir) é limitada em L2°(0, T3 £2(£2)). (3.26)
0" ¢ limitada em L>(0,T; L*(0,1;)), (3.27)

07" ¢ limitada em L*(0,T; H}). (3.28)
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Observe que L>=(0,T;V) = [LY0,T;V)]. L=(0,T;L£*Q)) = [LY0,T;L*Q)).
20, T51(0,1)) = (L0, T3 I(0,1)]s e L0, T; ) = [L(0,T; ()]’ ¢ como os
espagos L1(0,T; V"), L'(0,T; £3()) e L'(0, T [H]]') sao separaveis, e L*(0, T [H[]') ¢ re-
flexivo. obtemos de (3.19). (3.21). (3.22). (3.23). (3.25). (3.26). (3.27) e (3.28) a existéncia

de uma subsequéncia de (u™, 6™ 0™, w™), que serda denotada da mesma forma, tal que

(u™ v w™) = (u,v,w) € L=(0,T;V), (3.29)
(o, w™) = (ug, v, wy) € L2(0,T3 V), (3.30)
(ul op wr) = (w,v,w) € L=(0,T; L*(Q)). (3.31)
o™ = 6 L*(0,T;L*0,1,)), (3.32)
g 2 G e L>(0,T; L*0,1,)), (3.33)
o™ — e L*0,T;H}), (3.34)
o — e L*0,T; HY). (3.35)

Como L>*(0,T;V) —  L*0,T;£%Q)), segue que, fazendo a identificacao
L*(0,T; £%(Q)) = L*(Q), e usando sua reflexividade, de (3.30) obtemos a existéncia de

uma subsequéncia de (u™, v™ w™), que denotaremos da mesma forma, tal que
(uy", v, wi) = (ug, v, we) € LX(Q), onde Q=0 x[0,T].

Assim, como a convergéncia fraca em L%(Q) implica na convergéncia no sentido das dis-
tribuicoes. segue que

mo_m m . ) . ey
(w" vy wy") — (ue, v, we) € D(Q).
Sendo a derivagao uma operacao continua em D'(Q), temos que
mo_ . m my __ ., . !
(ug, vy wiy) — (U, Vi, wye) € D'(Q).
Por outro lado, procedendo da mesma forma para (3.31), obtemos
mom m — = — Ty
(ug, v, wyy) — (w,v,w) € D'(Q).
Logo, da unicidade do limite em D'(Q), resulta que

(ﬂ: v, @) = ('U-tt: Uit 'wtt)-
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Usando o mesmo argumento, obtemos também que

5’: g: 95.
Portanto.
(ol wi) = (g, vy, wy) € L0, T £2()), (3.36)
" = 9, L=(0,T:L*(0.1,)), (3.37)
o — 6, L*0,T;H}), (3.38)

Multiplicando as equacoes (3.13) e (3.14) por ¥ € D(0,T) e integrando sobre [0, 77, temos

T I T I T 1
/ / ug, v dzdt + ky / / ur ¢, 0 dzdt + a/ / uy U dxdt
0o Jo o Jo o Jo
T I T la T 1o
—m / / 0™ G} dxdt + / / vyl drdt + ko / / v dedt
o Jo 0 Ji 0 Jii
T ) T ) T 1
+ / / wyy v dzdt + ks / / wy .U drdt + b/ / w;" ¥ dzdt = 0,
0 la 0 Ia 0 la
T I T I T I
/ / O & dxdt + o / / 07 ¢, dadt + m/ / wn &0 dxdt = 0,

para toda (¢,1,0) € Ve £ € HL. Assim, das convergéncias em (3.29)-(3.37), resulta que

5 Iy 31
/ / w0 drdt + ky / / Uy O dxdt + a/ / w1 dadt
11 12 12
—m / f O, dxdt + / / v 00 dxdt + ko / / v, 0,0 dxdt
0o Jo 0o Ji 0 Jh
T T [l T gl
+/ / Wy drdt + ks / / w0 dedt + b/ / wypt) drdt = 0,
0 Jiy 0 Jiy 0 Jig
T I T 11 T It
/ / 0.0 dadt + a«/ / 050 dxdt + m/ / U £V dzedt = (.
o Jo o Jo o Jo

Em particular, a igualdade acima vale para toda (¢,7,p) € D(Q), & € D(0,11), e para
toda 8 € D(0,T).

que

Agora, por densidade de somas finitas dos produtos ¢, ¥, o0, 0. (0,0, p) € D(Q),
EeD0, ) e € D0, T) em D(Q), com Q= x (0,T), e em D(0,T;D(0,1;)). respec-

tivamente, obtemos



Iy
u, W dadt

T rh T sl T
/ / uyt drdt + / / Uy, dxdt + a/
o Jo o Jo 0
T Iy T ly T
—-m/ / 00, . drdt + / / Vo dxdt + ko /
o Jo o Ji 0
T pl T T
+/ / Wy s dedt + ks / / w, Vs, drdt + b/
0 lo 0 la 0
T I T I 51
/ / 0,9, dxdt + o / / 0,0y » dxdt + m/ / UV drdt = 0,
o Jo o Jo o Jo

para toda (¥1,7,73) € D(Q) e toda ¥4 € D(0,T;D(0,1;)). Entao,

é\

la

vV, dadt
I

wytls drdt = 0,

hu\

181
(k1tpy — MmOy, V1), + ko (Vg, U2)g + k3 (Wi, U3) 5 = / / (ug + aug) dedt
o Jo

T la T 1
+/ / vy dedt + / / (wy + bw; )03 dzdt,
0 I 0 Ia

T 11
a (93x1 194)4 = / / (97: + 'mutx)15'4 dzdt.
0 0

onde (.,.);. ()9 (1 .)5 € (.,.), denotam os produtos de dualidade entre

D((0,1) % (0,T)) e D((0,1;) x (0,T)),
D((ln, ) % (0,T)) e D((h, ) x (0,T)),
D((l2,1) x (0.T)) e D((la,1) x (0,T)),

D((0,;) % (0,T)) ¢ D((0,1;) x (0,T)),
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respectivamente. Assim, segue que as distribuigoes afy, ¢ definida em (0,1;) % (0,77) por
0; +mug, € L=(0,T; L2(0,11)). k1tze ¢ definida em (0,1;) x (0,T) por uy + aus +mb, €
L>=(0,T; L*(0,1})), kovy, ¢ definida em (Iy,ly) x (0,T) por vy € L>=(0,T;L*(I1,15)). e
ksw,, ¢ definida em (I, 1) x (0, T) por wy +bw, € L>=(0,T; L*(I3,1)). Entao, identificamos
kyt,, com uma funcao de L>=(0,T; L*(0,1,)), kav,, com uma funcao de L*=(0, T; L*(1, 15)).
ksw,, com uma fun¢ao de L*°(0,T; L?(1y,1)), af,, com uma func¢ao de L>(0,T; L?(0,1;)).

e ainda representamos essas funcoes da mesma forma. Portanto. concluimos que

(u,v,w) € L>=(0,T; H2(Q) NV),

(g, v, wy) € L>=(0,T3 V),

(Uggy Vs W) € L(0,T; £2(Q)),

0 < L>(0,T; H*(Q) N H)),

e L>=(0,T; L*(0,1,)) N L*(0,T; HY).
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Provaremos inicialmente que 8(0) = 6°. De fato, seja ¥ € C1([0,T]), tal que 9(0) =1 e

Y(T) = 0. De (3.37) segue que

11 181
/ / 0" o) dzdt —~/ / 0,00 dxdt.

Integrando por partes, temos que

I Iy I T Iy
—/ em(0)¢d¢.—/ / 0o drdt — —/ 9(0)@@—] / 000 dadt.
0 0 0 0 0 0

Agora, de (3.32) resulta

T 151 T I
/ / om0 ddt — / f 060 dadt,
0 0 0 0

11 Iy
/9”1(0)(@@&:—.»/ 0(0)pdz, Yo e L2(0,1,).
0 0

0 que implica

Logo,
0™ (0) — 6(0) em L*(0,1,).

Por outro lado, como 6™(0) = 6% — 6°. segue que

0m(0) = 6° em L*0,1).

Portanto, pela unicidade do limite fraco, concluimos que 8(0) = 6", Procedendo da mesma

forma, concluimos tambeém que (u(0),v(0),w(0)) = (u®, v, w?).

Temos também que (u(0), v,(0),w(0)) = (ub, v, wt). De fato, seja @ € CY([0,T7]).

que ¥(0) =1e (T) = 0. De (3.36) segue que

I 1
// uu@i}drdt—»/ / Uy dadt.

Integrando por partes, temos que

Il T Il I] T Il
—f ul*(0)odx —/ / ul* ¢ dedt — —/ u,(0)pdz —/ / w Y dadt.
0 o Jo 0 o Jo

Agora, de (3.30) resulta
T Iy T I
f / ul ¢l dzdt — / / w0 dadt,
o Jo o Jo

1 I
/ u"(0)¢ do — / u(0)pdz, Yo e L*(0,1).
0

0

o que implica

tal



Logo,
u(0) = u,(0) em L*(0,1,).
Por outro lado, como u™(0) = ul — u', segue que
uw(0) = u' em  L*0,1).

Portanto, pela unicidade do limite fraco, concluimos que u(0) = u!

mesma forma, concluimos também que v(0) = vt e w(0) = w'.

3.2 UNICIDADE

Mostraremos agora que as solucoes dadas pelo Teorema 3.1 sdo tnicas.

3.2.1 Unicidade da Solugdo Fraca

Sejam (ﬂ,é_._-ﬁ_._ﬁr) e (ﬂ,é._-ﬁ_._u"r) solucoes fracas do problema (3.1) — (3.11).

(u,0,v,w) = (4t —u,0 —0,0— v, 0w — w) ¢ solu¢ao fraca de

Uy — ktty, +au, +mb, =0, ze(0,), t>0
O —aby, +mu, =0, ze(0,l), t>0

Uy — kot =0, 2z € (lL,la), t>0

Wy — kswe, +bw, =0, z € (lg,l), t>0

satisfazendo as condicoes de fronteira
u(0,t) = w(l,t) = 6(0,t) =0,
as condicoes de transmissao

u(flt) = ’U(El:.t): kl'U-I(E]_, f) - m@(ll f) = !'\,'2'1?3(31, f) t > 0.J

v(ly, t) = w(ly, t),

kyv, (’!2: t) = kS'wr(IZ:t): t> D

0.(11,t) =0, >0,

82

. ¢ procedendo da

Entao

(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)

(3.43)
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e as condigoes iniciais

w(z,0) =0, wu(z,0)=0, 0(z,0)=0 =ze(0,1), (3.47)
v(z,0) =0, v(z,0)=0, ze (1), (3.48)
w(z,0) =0, w(z,0)=0, ze/(ll). (3.49)

Mostraremos que a solugao correspondente (u, 8, v, w) é nula.

De fato, integrando as equagoes (3.39)-(3.42) de 0 a ¢, t € (0,T), e usando as condicoes

de transmissao. obtemos
t t
us — kq / Uge ds +au+m [ 0,ds=0, em L*0,T; H_I(U,El)),
0 0
i
6 — a«/ Opr ds +mu, =0, em L*(0,T; H (0,1,)),
0
¢
—kZ/ Voo ds =0, em L=(0,T;H *(I1,1)),
0
i
- k;;,/ Wy, ds +bw =0, em L>=(0,T; H *(I,1)).
0

Assim. faz sentido

t
< kl/ umds—kau—f—m/ Gxds,u>:0_._
0 0
Iy
<9 Ct’/ zeds—f—mux,/ !9d$>:0,
0 0
< k’z/ Vex >:0.J
0

W, — k3/ Wy, ds + b | w>—0

0

1

onde (-,-) representa o produto de dualidade entre H™' ¢ H' onde as funcoes estao

definidas. Assim, fazendo integracdao por partes, obtemos
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I t 11
—l—kI/ /-u.zds -u.zda:—f—a-/ \ul? dx
o 0 0 0
151 t 11 d t t t t
+m/ /Grds -u-d-:r.—I—/ —/ fds /Gds dr — « /QIdS /Gds
0 0 o \dtJo 0 0 0
Iy t t t h 11 t
—Hx/ /szs /GIdS dr + mu /Bds —m/ U /Bxds dx
0 0 0 0 0 0
ly
Ld " 2 ‘ & 1d [ 2
+§% | d;r-—kg(/o Uy ds)vz —|—k2/£1 /0 vy ds | v, dx + 33t ), |w| dx
1
; l
—ks / w, ds |w
0

[ t I
+ kg / / w, ds |w, dr + b/ |w|2 dr = 0.
Iy Ia 0 la

I
I t
1d lu|* dz — ky / u,ds |u
2dt Jy 0

Ih

0

0

Logo,

1d I la t
—— / |ul? d;r—l—/ v dx—f—/ lw|?dz p — K / ug(ly,8)ds |u(ly,t)
2dt I o
h d [ , . 1d [ :
k1/0 / U, ds E[J U, ds d;r—|—a[) u dI+2dt [} Ods | dzx
Iy t t
—|—a/ / 0. ds | dz+mu(l;,t) / O(ly,t)ds | — ks f vz (l, 8) ds |v(la,t)
0 0 0
la i d t
/ v.(lq,8)ds |v(ly, )+k2/ / v, ds —/ v, ds |dx
15 0 dt 0
1 t t [
+ks (/ (1o, ) ds) u'(Ig,t)+k3/ (/ W, ds) (/ w, ds) dr+b | |w|?dz = 0.
0 fg 0 0 lg

_1_

Assim, usando as condi¢oes de transmissao, temos que

1d I la i 51 t 2
—— / |u|2d:'c+/ lv|* dx + |w|2d$+/ / Ods | dx
2dt | Jo I Ia o \Jo

k‘ d t 2 11 Iy i 2
+— /-uzds d$+a./ |u|?d-;r.+a/ /9_,,_,653 dz

2 dt 0 0 0 0

¢ 2 ¢ 2 !

—ﬁ—%% (/0 Uy ds) dzr + %% (/ w, ds) dr +b g lw|*dz = 0,
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o ainda.

1d 11 o ) 11 t 2
—— / |ul? d:s—i—/ lv|? d:s—i—/ lw|? d&?—f—/ / Ods | dx
2dt | Jo I Iy 0 0
1d 51 t 2 la t 2 ) t 2
+——1< kK / / Uy ds | dx + ks / / veds | dr + ks / / wyds | dzx
2dt 0 0 I 0 la 0
It It ¢ 2 I
= — / |u|2d3".—a/ (/ szs) de —b [ |w|*d.
0 0 0 la

Integrando a igualdade acima de 0 a t. £ € (0,7), e usando as condigoes iniciais, resulta

I la [ I t 2 I1 t 2
/ |u|2d:'c+/ |’U|2d;1’?—|-/ |w|2d:'c+/ (/ Bds) d&3+k1/ (/ urds) dx
0 51 la 0 0 0 0
1 ¢ 2 1/ 2
—|—k2/ (/ U, ds) dr + kg,/ (/ W, ds) dr < 0.
I 0 la 0

Logo, concluimos que w(z,t) = 0 q.s. em (0,1;), v(z,t) =0q.s. em (Iy, 1), w(z, t) =0 q.s.
2

t
em (Ig,1) e (/ Hds) =0 q.s. em (0,1y), para todo t € [0,T]. Assim, de (3.47)-(3.49)
0

que

t
temos que u =v=w=_0¢ (/ 6ds | =0, e portanto, 8(z,t) = 0, para todo t € [0, T].
0

3.2.2 Unicidade da Solugao Forte

A unicidade da solucao forte segue do resultado de unicidade para solucao fraca, uma
vez que toda solucao forte ¢ uma solucao fraca do problema. No entanto, para salientar
que a unicidade da solu¢ao fraca ¢ muito mais complexa, mostraremos que a unicidade
da solucao forte pode ser obtida através de simples téenica multiplicativa devido a sua
regularidade.

Sejam (ﬂ,é,fi},tﬁ) e (u,6,0,w) solugoes fortes do problema (3.1) — (3.11).  Entao
(u,0,v,w) = (@ — @60 — 0,0 — 9,9 — w) ¢ solucio forte de (3.39) — (3.49).  Assim,

multiplicando a equacao (3.39) por wu, a equacao (3.40) por €, a equacao (3.41) por v a
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equacao (3.42) por wy e integrando em seus respectivos intervalos, temos que

1 I
/ (Ugy — Kty + a.|ut|2 + mb,u;) dx + (60:0 — b0 + mub) dx
0 0

lo {
+ / (veeve — kovzgvy)d + / (wiwy — kswazwy + blw|*)dz =0
li

la
Logo, integrando por partes e usando as condi¢oes de transmissao, resulta que

1d
2dt

Iy I l
— —a./ |ut|2d:r.—a/ 0.°dz —b [ |w,/|*dz.
0 0

la

i la l
/ ug|? + Fy|ug|® + [0)? d:r.—l—/ |vt|2—|—k2|-uz|2d:c—|—/ \w,|* + ks|w,|*dx
0 l la

Entao, pela desigualdade de Poincaré, temos que

d o . 2 !
T / |-u-f|z+cl|u|2+|9|2d:r.—|—/ |'Ut|2+kg|'llz|2d$+/ lwe|? + es|w|?dx 3 <0,
b 0 51 la

onde ¢, = ki /¢, e ¢3 = k3/c,. Integrando de 0 a £, e usando as condi¢oes iniciais, temos

Iy la 1
/ lug|? + 1 |uf® + |{9|2dx—|—/ o2 + ka|v, |* da +/ lwe|* + es|w|®* dz < 0
0 Iy Io
O que implica que v = 0 = 0 q.s. em (0,0;), w = 0 qs. em (la,1) e v constante

q.s. em (l1,l3). Como v(z,0) = 0, segue que v = 0. Logo. (u,v,w) = 0, e, portanto,

(4,0,0,%) = (@,0,,).

3.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Nesta se¢ao mostraremos que a solu¢ao do problema (3.1)—(3.11) decai exponencialmente

para zero quando o tempo vai para o infinito.

Denotemos por U(z,t) = wu(z,t)e’, O(z,t) = 6Oz, t)e?, V(z,t) = vz, t)e’ e
Wiz, t) = w(z,t)e’, sendo v > 0. Entao,

U= we’ + U, Uy =uye” + 29U, — v°U,

O, = 0, +v0

Vi=ve +9V, Vi=uv4e" + 29V, =V,

W, = wet + AW, Wi = wpe + 29W, — 2.
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Assim, multiplicando as equagoes (3.1)-(3.3) por € e usando as igualdades acima, temos

que

(U — 29U, +72U) — kyUpe + a(U; = AU) +mO, =0, < (0,1;), t >0,
(0t —10) —aOuy + m(Uy —yU,) =0, 2z (0,1;),t>0,

(Ve — 29V, + V) — kyV = 0, z € (I, 1), t >0,

(W = 29W, + VW) — ksW,, + (W, = AW) =0, z € (I,,1),t > 0.

Logo, vemos que (U,0,V, W) satisfaz
Ui — kiU +aU; +mO, =P, z€(0,1}),t>0,
0, —aO,, +mU,=Q, z<(0,]),t>0,
Vie — kaVee = R, x € (li,l2), t >0,
Wy — ksWoe +0W, =S, z € (l,1), t >0,

onde

=29W, + (b —y)7W,
com U, ©, V e W satisfazendo a condicao de fronteira
U0,t) =W(l,t)=0(0,t)=0, t>0
as condigoes de fransmissao
Ully,t) =V(h,t), kU(lLi,t) —mO(L,t) =k V:(L,t), t=>0,
V(la,t) = W(la,t), kaVi(la,t) = ksWy(la,t), t>0,
O.(l;,t) =0, t=>0,
e as condicoes iniciais
U(z,0) =u’(z), Uyz,0)=u'(z)+~yu"(z), ze(0,l),
O(z,0) =6 (z), =z <(0,),
V(z,0) =v"(z), Vi(z,0)=v'(z) +712°(2), =€ (ih,L),

W(z,0) =uw’(x), Wi(z,0)=w"(z)+yu’(z), zec (l.l]).

(3.58)

(3.59)
(3.60)

(3.61)

(3.62)
(3.63)
(3.64)

(3.65)
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Definimos E(t) := E(t;U,©,V. W), onde E(t;U,0,V, W) ¢ dado por (3.12). Entao, para
mostrar o decaimento exponencial de (u, 6, v, w) basta mostrar que E(t) ¢ limitada. Para
isso, provaremos uma série de resultados, onde consideraremos (u,#,v,w) solugao forte

de (3.1)-(3.11).

Lema 3.2. Existe uma constante C' > 0 tal que

d ~ b Iy 1 _

—E(t) < —a./ \U,|*dx — a«/ 10, |%dr — b/ \W,|*dz + CyE(t).

dt 0 0 la

Demonstragao: Multiplicando a equagao (3.50) por Uy e integrando de 0 a I3, temos que

151 I
(UnUs — kyUpoU, + a|U, > + mO,U,) dz = / PU, dz.
0 0

Logo, aplicando integracao por partes,

2 I Ih 181 Ih
—/ U, U, dx +a/ |Ut|2d$+m/ ©.U,dx :/ PU, dx.
0 0 0 0 0

Iy
/ UyaUydr — ky lUx U,
0

Assim,
1 151 I
5 / \Ui|? + k1 |Uy|* do +m/ O, U dr = kU (ly,t)U(l1, 1)
0 0

51 1
—a/ |Ut|2dx+/ PU, dz. (3.66)
0 0

Por outro lado, multiplicando a equagao (3.51) por © e integrando de 0 a [;, temos que

11 51
/ (0,0 —a0,,0 +mlU,,0)dr = QO dz.
0

0

Integrando por partes, obtemos

I i I Iy I I
/ 0.0dr — a exe‘l—/ 0, [2dz| +m Ute) —/ U,0, dz :/ 00O dz,
0 0 0 0 0 0
de onde segue que

df1 [n h b
— —/ 0|2 dz —/ U0, dr = —a/ 10, |%dx
dt |2 Jo 0 0

Ik
U (1,000 1) + | Q6 da. (3.67)
0




Portanto. de {3.66) e (3.67). temos que

5

d
—Ei(t;U.0) = (klUI(zl,t)—-me(zl,t))m(zl,t)—a/ \U,|? dz:
0

dt
1 I l1
—a«/ |®I|2d3:-—|—/ PUtd:r.—I—f QO dx.
0 0 0

Agora, usando (3.54), temos que

I1 Ih I
/ PU,dx = 2’}*/ \U,|* dz + (a — '}-‘)'}-‘/ UU,dzx.
0 0 0

Assim, pelas desigualdades de Holder e Young, obtemos

51 11
/ PU,dx < 2*}*/
0 0

. 1 h % h ’
Yo (o= [ WP ) ([0 da
0 0

Uy

I Y Iy 1
< ny/ Utzdx+uf |U|2d-:c+3/ U, dz
I A2 I
= ) |Ut|2d$+u/ \U? da.
2 Jo 2 0

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta que

I E~ [l AN2a, I
/ PUdz < ‘T}/ |Ut|2dx+w/
0 2 0 2 0
< CiE\(t:U,0),

2dx

M

U.

onde Cy ¢ uma constante positiva. Usando o mesmo argumento, obtemos também que

Iy
QO dx < CyvEL(t; U, 0).
0

Portanto, existe C' > 0 tal que

L I
%El (t;U,0) < CyE(t;U,0)— a./ \U,|* dz — a/ 10, |*dx
t 0 0

89

Multiplicando a equacao (3.52) por V; e integrando de [; a Iy, temos que

Iy )
/ (Ve Vi — ko Vo Vi) doe = / RV, dzx.
1 I

Logo, aplicando integracao por partes,
la la
/ ViVide — ky |V, V;
I

la la
— / Vo Vide| = / RV, dzx,
I Iy

Iy



e, assin.

d &
EEg(t V)= / RVidx + kaVi(la2, t)Vi(la, t) — ko V(b t) Vi(la, £).
5]

Usando (3.56), temos que

IQ 12 £2
/ RV, dx = 27/ Vil da — »y?/ V'V, dz,
I Iy I

e, portanto, pelas desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

la la ,.} C la la
/ RV,dr = / V2 de + 52 / Vipdr+ L [ vipds
I4 Iy 2 51 2 I

< CVB(LV),

onde C' ¢ uma constante positiva. Logo,

d

TE(6V) < CYE(tV) + kaVilla, 0)Villa, ) — kaVa(ln, )Vl ).

Multiplicando a equacao (3.53) por W} e integrando de I3 a [, temos que

l l
/(Ifﬂﬂfﬂ — Es W W, + bW, |*)dx = / SW,dz.

15 la

Logo, aplicando integracao por partes,

i l
/ WuW,dx — k3 [H"} Wiyl — / W.W,, dx
la la

€. assim.

l

I la la

l
iEg(t;I’l"r) :f QW,dzx — b/ W |2dx— kW (la, t)Wi(lg, t).
dt Iy Io
Usando (3.57), temos que
l l l
/ SW,dx = 2~ |I-’[-"t|"2 dz+ (b—7)y / WW,dz.
la la o

Assim, pelas desigualdades de Holder e Young, obtemos

1
l l l 2 1 2
2 2 2 2
l 2 i ol
< 27/ Wi dz + 8= / W2 dz + 1/ W, 2 da
12 2 2 la

= Y s 020" /m ? da.
2 ),

1 1
W2 dx = / SW, dx,

[

90

(3.69)
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Aplicando a desigualdade de Poincaré, resulta que

A

1 l
SWde < 2 |u 2dz + [Chnleilc” W, |2 da
2 2

ﬁg ﬁg IQ

< OVE(LW),

onde C' é uma constante positiva. Portanto,

I
%Eg(t; W) < CyEs(EW) = b [ W2 de — ksWo (Lo, ) Wi (I, t). (3.70)
1 f

Logo, de {3.68), (3.69) e (3.70]), concluimos que existe uma constante C' > 0, tal que

~ ~ I Iy l
%E(ﬁ) < CyE(t) — a-/ \Uy|? d — a«/ 0,|%dz —b | |W,|*dx
o 0 Iy

+(k1Uz(l1,t) — mO(l1, 1)) Up(l1, t) + ko Vi (la, t)Vi(la,t)
—k'g{/ (f], )I/t fl ) kgi"’rx(zg_._t)"{’rt(lfg:.t).

Assim, usando as condigoes de transmissao, concluimos que

d ~ I I
—Et) < / |Ut|3d:s—o:/ 0, dx—b/ \W,|2dz + CyE(t).

Lema 3.3. Seja Fi(t) o funcional definido por

5
Fi(t) = / UU, dz.
0

Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

d a h . ae;c mes i
—Fi(t) < 1+ — Ul?de — | kg — P = U,|? dx
dtfl()_(+2£1)/|t| ’ (1 2 2)/0“'”‘"

me, [ .
=+ B) r |(9I|2 dx + (klbz(l], f) - m@(l], ))U— Il —|— C'y El(t U 6)
€2
) . _ ky
onde €; ¢ €9 sao constanles positivas salisfazendo € < €€y < —.
- m

Demonstragao: Note que

d 15t I . I
E {/ {}—{/Tt d&:} = / |{/rt|‘2 d.f': + / {/TUtt dfbﬂ
v 0 0 0



Assim, usando a equacao (3.50), temos que

d I 151 1
—Fi(t) = / |Ut|2d$—i—k1/ UIIde—a/ U U dx
dt 0 0 0

151 181
—m/ @IUda:—k/ PU dzx.
0 0

Aplicando a desigualdade de Young e integrando por partes, segue que

d h " h a [
—Ft) < / \U|* dz + Ky |UU —/ \U,|* dx +—/ U dx
ey h . " b h
+— \U|*dox —m |UO —/ U, dx —|—/ PU dz,
2 Jo 0 0 0

1 . :
. Agora, aplicando as desigual-

onde €; ¢ uma constante positiva que satisfaz € <
: ac
r

dades de Young e Poincaré, obtemos

a

l1
L < (1+ ) / U2 do + (ks U, (1, £) = mO(ls, )U (1, )
dt 251 0

Il ’ 11 v 11
—k1/ U, |2 d + 25 / U2 de+ 22 [ U e (371)

) 1 i
+%/ |C—>I|2da:.+/ PU dz,
2!‘52 0 0

.. e ke
onde € é uma constante positiva satisfazendo €5 < —. Por outro lado. temos que
2 2 : 1
m

I 1 l1
/ PUd-Iz?’}f/ Utbrdm—k(a-—’}f)’}f/ \U|? dz,
0 0 0

e assim, pela desigualdade de Young

Iy § 5 ~ 11
/ Pdeg%/ |Ut|2dm+2—’/
0 2 0 2 0

Logo. aplicando a desigualdade de Poincaré,

I4 I Iy 51
/ PUdzr < ’r/ U,|* dx + e, / \U,|? dz + (a — ":r")":r"cp/ \U,|? dx
0 0 0 0

b?'

Iy
2dr + (a — ”)*/ \U|? da.
0

onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (3.71),

. Iy
SR — / U,|* do
b2 2 ) ), 1V

I
/ |€)I|2 dr + (kiU (L, t) — mO(ly,t))U(ly,t) + CyEL(t; U, O).
0

concluimos que

d i} a h

mey,

252

U,

92
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Lema 3.4. Seja Ji(t) o funcional definido por

I
Ji(t) = —/ xU,U; der.
0

Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
. ki alyr ml h
2+ [ 24 171 + 112 / U, |2 dz
2 2 2 0

d 1 al h
_ ; < — - -
dtjl(t) - (2 * 2731) /0
okl

T??-El h 9 Il 2
o [, 10:l7 dz = SO0 = =5

U,

Us(ly, 1) + CyE (1 U, ©),

ky

onde ny € 179 a0 constantes positivas salisfazendo m < —— e 1mp < )
8(1-31 8m31

Demonstragao: Multiplicando a equacao (3.50) por oy (z)U,., o1 € C1(0,1;), e integrando

de 0 a I, temos que
l1 I
(o1(2)UUy — kvo1(2)UrUsz + aoq () UL Uy + moy (2)U,0,) dx = / o1(x)U, P dx.
0 0

Assim,

L I Iy
%{/ﬂ oy (z)U, Uy d:r} _/o o1 (z)U Uy dm—kll oy(z)U,U,, dx
I Iy 51
—|—a-/ o1(x)U U dz + m/ o1(2)0,U, dx = / o1(z)U, P dz,
0 0 0

de onde segue que
d

) I 1 1 d kl I P
L /0 o(x)UUpdx p = 5/0 01(&?)E|Ut|2 dr + 5, JI(I)£|UI|2 de
I I L
_a'/ (@)Ul dz —m / 01(2)0,U, dzr + / oy(2)U, P dz.
0 0 |

Logo, integrando por partes, temos que

d h T 1 0|1t . ’ 2 ky
7 / o1(x)U Uy dx =3 o1(x)| Uy ‘0 —/ o1 (z)|U|” dz —|—§01($)
L1 Jo 0

I ly b I
—E o (2)|\U.|*dx — a o (x)UUpde —m o(x)0,U, dr + o(x)U,Pdz.
5 1
0 0 0 0

[
Mk

U,
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Considerando o1(x) = —z. segue que
d h b, . I —kil
&{_/o e d’“”“} = SHU 0P +5 [ P de+ U, 0
}"1 11 I I
+— 5 |U | dzr + a/ U U, dx + m/ 0. U, dr — / xU,P dzx.
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Young, temos

d l 1 [ kil ky
Z(1) < ——1|Ut(31_._t)|2+—/ |4T_f;|2‘af:~c—Lujx(z1 ) + 2/ U, |? dz

l h ly7
+a12m/ U, [2 da +—/ U, 2 dz +”?2”2/ 10,2 do

, I
4+t |U |2d$—|—31/ U, P| dx,

. Portanto.

k1
onde 77 e 179 sdo constantes positivas que satisfazem 17, < ——
8a 31 8??1!1

d ) 1 (I-El k] allnl /1 . ‘El
—Nt) < |5 +— U*d Uz|? dz — —|Uy(11, 1) [?
dtJl()_(2+2n1)/ \U| $+(2+ 5 Ue|"dx 2| t(l1,t)]
31
kfl|U— fl |2 Tnll/ |9 |2d +?’??flﬂ2/ |{/ |2dI+31/ |U—IP|d.T (3.72)
21 2 0

Por outro lado, temos que

L L
/ |PU,|dx = / 290U, + (a — y)7UU,| da,
0 0

e assim, pela desigualdade de Young

I1 Iy [l 9~ [l o I
/ \PU,|dz < 7’}/ |Ut|2dx+7’r/ |b’x|2d$+w/ U|? dz
0 0 0 0
_ 51
azah ’}’)’}’/ U, 2 da.
2 0

Logo, aplicando a desigualdade de Poincaré,

I Iy l1 ( "‘")"‘"C I
/ \PU,|dz < ’yf |Ut|2dx—|—’}f/ U, |2d$+%/ U, |? dx
0 0

(a;) / U, 2 de < OBy (U, 0),

onde C' ¢ uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (3.72),

concluimos que

1  aly h 2 kv alympn - mlinge h 9
t) < + — U,|” dx + + + U,|* dx
i) < (2 27? ) / & (2 2 2 /o U de

mly

kol
LUy, 1) |2+ CEL (U, ©).

|c—> 2 de — 2{U. 0 0



Lema 3.5. Seja Jo(t) o funcional definido por

_ 1 N
T(t) —§/ (=2 + Lz — 12)|6)]? da.
0

Entao, eriste uma constante C' > 0 lal que

d ml I 372 312, l4
Lht) < CyE(U.0)— [a— 25 / O dr + | HE 4+ T / 0, dz
dt 2 0 4 8 0
mly  3l3m / b al;  mi} o  miliey, )
— U,|* dx 4+ e(l,t Udly,t
(263 + 8 o t T+ 2 + 264 | (11 )| + t( 1s )|
. o o 1
onde €3 ¢ € sao constante positivas satisfazendo €3 < — € €4 < ——.
mily mily

Demonstragao: Considere oy € C2(0,1;) e observe que

N B e " y(2)0,0d
—{ — oolT Ty = Ta(T L.
dt{z/n ) } f o

Logo. pela equacao (3.51), temos que
d 1 I I 11
— —/ o9(2)|0)Fdz y = Cl’/ 0y(7)00,, dx—-m/ oy(2)OU,,; dx
dt (2o 0 0

I
+ /0 o2(z)0Q dz.

Assim, integrando por partes, segue que

I
df1 " . h :
— —/ 02(1‘-)|®|2d;r- < aoy ()00, —cr/ o,y(2)00, dsc—a«/ O'Q(T)|9I|2 dr
dt 2 0 0 0 0
h 11 11 I
—m | oy(x)OU, —/ ah(z)eU, da:—/ oq(2)0,U, dx —1—/ o9(2)0Q dx,
0 0 0 0

ou ainda, de (3.58) e (3.61) temos

d [1 " 2 a (', cd o " 2
— 4 — . T < - ) — r — . T
7 {2/0 aa(z)|O| d:r} < 2[} U‘Z(I)dzr|9| dx a‘/o oa2(x)|0,|" dx

I
—moa(l1)O(l, t) U1y, t) +m/ o4 (x2)OU; dx
0

I 181
—|—m/ ay(z)0.U, dx—k/ 09(2)OQ d.
0 0

95
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Logo. integrando por partes novamente, obtemos
Iy

d (1 ™ a h
2]z 2DePdrl < = - "(z)e]d
ils [ mwerasf <3 - [ onera

Iy Iy
—a/ 09(7) |0, > dx — moy (1) (11, t)Uy(11, 1) + m/ oy (x)OU, dx
0 0

o3(x)|0f

I I
—Hn/ oy(2)0,.U,; dﬂ:‘—i—/ o(2)OQ dx. (3.73)
0 0
Considerando oy(z) = —2? + Lz — I3, resulta que
d al h 32a
() < —1|e(z1 t)|? —a/ Of dr+ =— T / 0,2 dz + mi?O(1y,t)Uy(14, 1)

I 3E‘f'ni
+-m11/ OU,| dx + / .U |dr—|——/ 0| dz.
0

Agora, aplicando a desigualdade de Young. obtemos
d al b 3a mi?
GO0 < GHe o —a [ 1ePdr+ TH0 /|9Pd+ oL

e 1 I
Il “|ayg(z1 8 + ””53/ 02 dz + 24 |Uf| dx

2 263
332m I 332m I 33 I
/ 0,2 dx + L / o / 00| dz,
N L . 2a 1 .
(')ll(l(‘. €3 € €4 5a0 constante }J(').":'ll.l\'&i.":' que .":'Ell.l.":'iax(‘.lll €3 < €€y < —. _\..":'.":'llll:
: mly mly

d mhes\ [, 3%a  32m /fl )
—h(t) < —|a- O|" dx O,|" dz
ml?  al; o  mliey

+(—254 +—2 )|9(51,t)| + D)

mly,  3Bm /fl 312 /51
+(253 + 3 \U[?dx +— 1 |0Q)| dz,

5 11 51
/ |0Q|dx < q’/ |0|? dx —I—m'}-"/ |U.O| dz,
0 0 0
e assim, pela desigualdade de Young
!1 ‘{1 11 11
/ 0Q|dr < / 02 dz + 2"’] |UI|2dI+¥/ 02 dz
0 0

(2+.?nf};)f};/ 5 /51
- O~ d
3 O dr + =" >,

(L, 1) 2 (3.74)

Por outro lado,

2dx

I\

U,
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onde C' é uma constante positiva. Portanto, usando a desigualdade acima em (3.74),

concluimos que

d ml l1 372 312, I
—J(t) < CyEi(t;U.0)—|a— s / |9|2d:r.-|— ﬁ—l— 1 / |.9I|2 dr
dt 2 0 4 8 0

ml;  3l2m i 12 offl mf 9 mf 1€4

Lema 3.6. O funcional G(t) definido por

Iy
60 =5 [ (==n)ePds

satisfaz

d « m(ec, + 1) /51
—G(t) < ——O(1l;.1)? 1+ —2 -7 2 dx
dtg(t) < 2|6\(if1_._t)| +(a£1+ 5 ) ; 0. dx

. Il
+M[ U,? dx + CyEy (t; U, ©),
0

onde C' ¢ uma constante positiva.

Demonstracao: Considerando o9(x) = 2 — Iy em (3.73), entao obtemos que

d a h . h
—g(t) < ——|®(£1,t)|2—of/ ($—31)|®I|2d$+m/ OU, dx
dt 2 0 0

I4 Iy
—Hn/ (x —1,)0,U, dx + / (x —1,)0OQ dx.
0 0
Logo,
a Iy Iy
—G(t) < —§|€)(Il,?f)|2 + ah/ 10,|? dr + —|—m/ OU, dx
Iy Iy
+mly / |0.U;| dx + / 0Q)| dz,
0 0

e pela desigualdade de Young, resulta que
d « . i h h .
Eg(t) < ——|®(ll,t)|2—|—allf 0,2 dz + — 5 / 0)? d:s—i—j \U,|? dx

mly mf 1

Iy
+T |@ 2 dx 7 |Uf|2d:c+£1/ 0Q| dz.



Assim, usando a desigualdade de Poincaré,

d « . ml h me, (U g
dt‘;() - 2| (, )|+(&1+ 2) 0 1O.["dz + 2 Jo 0" de

. 1 Iy ) I
Y e / Ut|2d3:+£1/ 00| d.

Portanto.

2
1y
. (M) / Uy|? dz + CyEy(t; U, ©),
0

d (1 h
26() < —§|e(z1,t)|2+(af1+w)/ 0. dv
T 0

2

uma vez que existe uma constante €' > 0 tal que
Ih
/ |9Q| dz < C~vE(t; U, ©),
0

COIo }Jl'()\'%l(].(') no lema anterior. ]
Lema 3.7. O funcional Hy(t) definido por

Hy(t) = Fi(t) + Ti(t) + Talt)
satisfaz

d h
ZHy(t) < CYE(5U,0) + A /
0

U

dt

L kq L m
255

onde

151 ly
2d-:~c+B/ |C—)I2dx—00/ U, 2 da
0 0

. m al ml mlie b
oul.,t)u(5+71+Ej)|@uht)|2— (a— 2)[ O da,

3 a aly  mly  3Bm
A=+ —+—+—
2+2E1+2ﬁ1+2€3+ 8

me mly 3% m
o 2 o),
%, T2, 2 \*T3)
o ky _ a1, ey alym _ mlyns
772 2 2 2 2

e C sao constantes positivas. Além disso, a constanle positiva €5 € tal que €5 < 1.



Demonstracao: Pelos Lemas 3.3, 3.4 e 3.5, temos que existe C' > 0 tal que

2, I
H (t) < CyE(t;U,0)+ (3 + 2 +a'—'!1+ iy + 3£1m) / |U|? da
0

dt 2 2 2m  2es 8

k1 ae1cy TmMes ail?h TRII'T?'Z /Il o

9 - - - U.l*d
( 2 2 2 9 9 ; \U,|" dz

me, m_fl 3_{% m /11 al; mf

+(2€2+2n2+4(a+2) 0, % dz + - + 1O(1y,1)|?
milie h miZe .1
_(a— 213)/ O dz + 214|Ut(31,t)|2—51|Ut(£1,t)|2
0

kqly
A

11 f’)|2 k]U (f] ) m@(flt))U(ht)

Logo, aplicando a desigualdade de Young, temos que

Iy

I4 Iy
L) < CvEi(: U,6)+A/ |Ut|2dm—00/ |UI|2d-:~c+B/ 0, % dx
0 0

ml l ;3
—(“—m;g’)] O do +(“;+m )|c—><f O + "%, 1, o)
0

l kql ke
— U, )2 — == 1|U (11, O + 21510 1, )2 + 2L w1, )2
2 2 2¢es

dt

m
+§|9(311t)|2 + §|U L, t))%,

onde €5 > 0 ¢ tal que e5 < Iy, e

A— 3 N a N aly N mly N 32m
o 2 2 2?}1 253 8 ’

mc mly 333 m
e )

252 i 27}'2 * 4 2 '

ki aeic, mex  alimn mbhine
Co= —— — — —

2 2 2 2 2

Portanto, de e < 1/mly e €5 < [;, obtemos

d I 5 I
—Hi(t) < CyEL(t; U, © / |Uf|?da~.+3/ |9I|?dx—00/ \U,|? da
dt 0 0 0

ki m 2 m aly  ml 9 m!lEg /h 2
— + — .t — Ol t O dx.
+(255+2)|<1)| (2+2+2)|<1)| 52 ) | erar

99

Lema 3.8. O funcional Hy(t) definido por

Ha(t) = C171(t) + Ja(t) + CoJa(t) + C3G(t),
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onde Jao(t) e J3(t) sao como nos Lemas 2.6 ¢ 2.7 do capitulo anterior, satisfaz

~ 1 aly  Cym(l; +1 h
—Hg(f) < CHE(t)+Cy _+ﬂ+M U,|? dz:
2 2y 2 0
ki alyg miyge /h 5 (lo +1)
Ci| —+—— Ul*de — —2FE,(t.V
ml,Cy ol Cy Csm(c, + 1) / o, |2dx
219 2

Iy bly 5 kel blan /£ 2
Co| =—— W, dz + C. W, |* dz,
+ 2(2(3—32)+2n)/| * dx + 2(2(3_1 + ;2| ¢|” dz,

.2) 9
4k k Am?
onde C; > max { 1, -t , Cy >max< 1, ) Cq > i
l k‘g k?

O:k-g

Demonstracgao: Pelos Lemas 2.6 e 2.7 do capitulo anterior

', e pelos Lemas 3.4 e 3.6,
temos que existe uma constante C' > 0 tal que

2 dr

k 1 ml l Iy +1
e _1+01?h 4 miqTl2 |UI|2dx—(2+ I)Ez(t; V)
2 2 2 o I, — 1,

ml,C Cam(e, +1 b L,C
Y U SN UGl / 0.2 dx = 22411, 1)
2?}'2 2 0
uol

2 " 2, 2

Uy

d ~ 1 al, Cym(l,+1)) [~
S Ha(t) < C’}fE(t)+Cl(—+_a1 +M) /
z D

Iy l
UL 03,0 + 2IVil, O + Vi, O + Z2Va o, 0
k"‘“w (1,0 = E2 Wl 1)~ 22 W, (1,00 — 252 00, 1)
Iy bl, 2 k3l blan 2
Cy| —— + — Wel= d C W,|* dx.
N 2(2(3—5)*%) Wil deo + 2(2(3—52)+ 2 z2| o

Agora, observe que usando as condicoes de transmissao (3.59) e (3.60),

!'\,zflu/r (fl )| i (klifr(flt)k_ﬂ?@(flt))z £ QkﬂUr(fl
2

temos que

£)[2 + 2m?|0(L;, t)?
ez !

Jeyl.

Bl 1, o) < 252, 1, 1)
2 xz\ b2, b =~ ng z\t2, L .
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Assim, obtemos que

klllCl 0-03 I‘JZII

U= (11, 1) = —==10(0, ) + = [Va(li, 1)]* <
klclll Qk' 2 Ong 27?? 9
— — | |U(! ——+— |19, )" <0
( 2+k)|(1)|+ >+ |18 <o,
o
ksloCo . K3\ jrrr 1 2
_ == | |W.,(l,, )" <0,
( > T on, (W (b, 1)]" < 0,
2
desde que C; = Ak, . hs e C3 = ﬂ Portanto.
31!'»2 Qg
) ~ 1 aly Cam(ly+1) S,
— . CyEt)+ G|z — Uy|* dx
CHat) < CvE() + 1(2+2m+ ) [ o as
kv alim | mlin -/11 5 (la + 1) ,
| — U.|l” de — Es(t;V
+ 1(2+ 9 + 9 0 ‘r| €T 32_31 2(.‘ )
. 5}
+ (thl +a3103+w)/ |9I|2d:€
21 2 0
l b\ [, ksl blon\ 1.
c ety e oty e ) [
2
desde que C = max{l ;1'212} C5 > max {1_._ i:} e C3 > i; [

Lema 3.9. Para todo §d > 0, existe uma conslante Cs > 0 independente dos dados iniciais,

tal que

T T T _
/ Ul )P dt+ [ [W(l,t)*dt < J/ E(t) dt+
0 0 0

T ply T rly T 5l
+C5 / / |Ut|2d3:dt—|—/ / |C—)I|2d3:dt—|—/ /|I’1"}|2da:dt ,
o Jo o Jo o Ji

para toda solugao forte (U,©,V, W) do sistema (3.50)—=(3.65), ¢ T suficientemente grande.

Demonstracao: Provaremos por contradicio. Suponha que existe uma sequéncia de
valores iniciais (U VO W) e H2(Q)NV, 0% € H(0,l;)NH], o (UM, Vv Wiv) e
V., e uma constante positiva dg tal que a solugao correspondente (UY, 07, VY W") do

sisterma (3.50) — (3.65) satisfaca

T T
f \U” (11, t)|* dt +/ WY (lp,t)[*dt =1, YveN, (3.75)
0 0
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e verifique a desigualdade

I I
1>%/‘H drm{/‘/|WF@&+],/|eﬁwﬁ+],/HWPﬁﬂ}
0

para cada v. onde E”( )= E(t; U7, 0V, VY W), Assim, temos que
T —~
/ EY(t)dt ¢ limitada para cada v, (3.76)
0

e também

I T i T
xdt — VI*dzdt — 0, ¢ VY|P dedt — 0, (3.77)
U?|? dxd 0, e dzd 0 WY |? dxd 0
o Jo o Ji,

quando v — oc. Logo,
(Uv, V¥, W*) ¢ limitada em L>®(0,T; H (Q)),
(Uy, VY, Wr) élimitada em L*(0,T; £3()),
©” ¢ limitada em L*(0,T; L*(0,1,)).
O ¢ limitada em L*(0,T; H'(0,1;)).
Portanto, existe uma subsequéncia de (U”, 0", VY WY), que sera denotada da mesma
forma, tal que
(U”, V', W¥) = (U,V,W) em L>=(0,T;H'(Q)),
(UY, V¥ W) —=(U, Vi, W,) em  L*(0,T;£%(%2)),
0" >0 em L>=0.T;L%*0,1)),
0" =0 em L*0,T;HY0,1,)).
Entao, aplicando o Lema de Kim, com a =0e¢ b =1, temos que
(", vv.w") — (U,V,W) em C(0,7;H (),

onde r < 1. Assim, usando (3.75), temos

T T
/|U&ﬁf&+/|W@jW&:L (3.78)
0 0
Por outro lado, a convergéncia em (3.77) implica que
U = 0 qs.em (0,0)x(0,7), (3.79)
O, = 0 qs.em (0,0;)x(0,T), (3.80)

Wy = 0 qs.em  (I1) x (0,7). (3.81)
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Assim, de (3.80) e (3.58) temos que O(z,t) = 0. Logo, temos que (U, 0, V, W) satisfaz

—k1Usz = (a — y)7U, (3.82)
0=—-myU,, (3.83)

e — ko Ve = 29V, — 42V, (3.84)
—ksW,, = (b— )W, (3.85)

de (3.83) segue que U, (z,t) = 0, ¢ assim, de (3.82), segue que U(z,t) = 0. Agora,

derivando a equagao (3.84) em ¢, e considerando ¢ = V4, temos que @ satisfaz

4

it — Koz = 2701 — V0,
p(l,t) = p(la,t) =0,
| P=(li,t) = pz(l2, 1) =0,
p(x,0) = ¢°

[f?f(x? U) = {r'gl:‘

com ©° € Ve o' € L(11,1l3). Agora. considerando ¥ = e . temos que ¥ satisfaz

4
"ﬁtt - k'z'ﬁ:cx = 01

B(ly,t) = 0(la,t) = 0,
$ B, t) = To(la, ) = 0,
¥z, 0) =7,

(e, 0) =,

“
com 00 € Ve 0! € L%(I1,13). Logo. pelos Lemas 1.20 e 1.21, segue que ¥ = 0, e, assim.

@ = 0. Portanto, V; =0, e assim, da equacao (3.84), segue que
—koVew = =3V em  (I1,13) x (0,7). (3.86)

Assim, multiplicando (3.85) por W, integrando de I a [ e aplicando integracao por partes,

temos que

b 15
_k3/ W, Wdxr = (b— ,},),},/ |Hf"|2d$,
0 0

[
—ks [WI w

1 l
— [ d”f‘] — (b—)y | WP da,

Iy la la

[
ksWo(lo, )W (lo, t) + ks |IVI|2 dr < ( ;C f |W,, |2 dz. (3.87)
ly
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Por outro lado, de (3.86). segue que

la la
—k.z/ V,.Vdz = —’}’2/ V|2 dz.
I 5

Agora, integrando por partes, obtemos
Is Iy
de — _{_}(2)/‘
I

v, V2 dz,

/IQ
Iy

e assim, usando a condigao de transmissao e o fato de U(x,t) = 0, temos que

la la
k.z/ |Vx|2d$+*y?/
11 51

—ky [v;v

I

VI2daz = koVa(la, )V (o, t) — koVa(ly, )V (Iy, 1)

= k31’{’rx(lg; t)"{’r(liz,t) - [k]Ux(fl,t) - m@(flt)]U(fl.t)
= kW, (Lo, t)W (Io, 1). (3.88)

Substituindo (3.88) em (3.87), segue que

la 1o
o [ WP deeo?
I I

o que implica

1 I
VI dz + ks / (W,|?dz < (b— 7)ve, f W, |* da,
l2 lo

v, V[2dz <0,

[ la
k[ |[Weol2de < —kg/
I

la

la
Qd;r—’}"Q/
I

onde k ¢ uma constante positiva para vy suficientemente pequeno, ou seja,

[
k| [W,|%dze < 0.
la

Por outro lado, usando as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg, Young e Poincaré, temos

que

1 L
||I'1"'(t)||15°°(12.-1) = ||H’r(t)||f,2(12,g)||1'1" (ﬂ“f{l(gg,;)

1 1, ,
§||”" ()| L2@0,0) + §||W (Ol 20y < ClIW2(0)]| L2100 »

(W(la, 1)

[/

[

C' > 0 uma constante. Assim, obtemos que

[
|If1f"(fg_.,t)|2 <C |IfVm|2 dx.
la
Logo,

T T rl
U(ly,t)*dt +f W (ly, t)[*dt < C/ \W,|? dzdt < 0,
0 0

la

[
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o que contradiz (3.78). Portanto, para qualquer ¢ > 0, existe Cs > 0 tal que

T T T _
/ Uy, )|2dt+/ W (L, 1) ? t<§/ E(t) di+
0

h U l
{/ / |Ut|2dxdt+/ / |9, |2dxdt—l—/ |1’1"}2dxdt},
0 Jia

No proximo teorema, definimos E(t) = E(t;u,0,v,w), onde E(t;u.0,v,w) ¢ dado por

(3.12).

Teorema 3.10. Seja (u,6,v,w) uma solugao forte do problema de transmissao (3.1) —

(3.11). Entao existe wma constante positiva Co tal que

E(t) < CoE(0)e 21,

Demonstragao: Considere o seguinte funcional
L(t) = NE(t) + Mo(Hq(t) + Ha(t)) + Ha(t) + NoG(2),

onde Hy(t) é dado no Lema 2.10 do capitulo anterior. Pelos Lemas 2.10, 3.2, 3.6, 3.7 e

3.8, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

d | N ] oo L+1) )
L) < —(a}\-—Kl)/D A de—(a‘.w—f{z)/o 0, |%dx — (zj lEz(t V)
1 1
~oN -k | (DM~ K [ + (1, 0)
2 2

I k .
—(Ooﬁ,fo—ﬁs)/ |U |2d:£—|— 11’0(21 %)HI(IIJ)F

- (""3“ - M}}Kﬁ) 0L, )2 + CrE(1),
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onde
1 al Com(ly +1 Nom(l; +1
K, = 4 —+—1+73 (L ) —|—Aﬂ-if(}—|——0 (h ):
2 2m 2 2
ml,C Cam l ml,C (c, + 1
K, = ey + al,Cs + amic, + 1) + Mt + BMy + Ny | al, + 77’??(6?3 + ) ,
21 2 219 9

S S
-2

)
k’3£2 bggf}
K, = ()
! ( -1 T

k al mly
K — Cl(—1+ 1?’31+ 17?2);

2 2 2
m  al;  mly
Ko = 5+5 +5

Logo, integrando de 0 a ¢, e aplicando o Lema 3.9, obtemos

t I t Ik
L) —L(0) < —(aN — K; —Cy) / / U, 2dds — (aN — Kz — Og)/ f 0, [2dzds
0 0 0 0

I I t t i
_bth) / Ey(s,V)ds — (bN — Ky — Cj) / W2 dzds
I'EQ - E] 0 12
t pl I
(DM, — ) / W, |? dads — (CoM, — / / U, |2 dxds
0 Jiy

t — LY
+a/ B(s)ds — (“;\“ - ‘IIUKG)/ o, 9)|2dq—|—C’}/ E(s)ds.
0

Assim, tomando 6 e v suficientemente pequenos e N, My e Ny suficientemente grandes,

com

r {K1+O¢‘ K> + Cj K32+Ca}

N > max , ; )
a fat ' b

My > m&x{ I;i gj},
24'1{01{5

Ny > ,
0%

concluimos que existe uma constante positiva Ky tal que

t
L(t)— L(0) < I&D/ E(s)ds,
0
ol seja,

L(t) < L(0). (3.89)
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Agora, observe que existem constantes positivas Ny e Ny tais que

N E(t) < L(t) < N2E(t), (3.90)

ou seja, o funcional £(t) ¢ equivalente a E(t). De fato, utilizando as desigualdades de

Young e Poincaré.
, g 5 2 S =
Gg(t)== (x —14)|Odr < — |O|*dx < a1 E(t),
2 Jo 2 Jo
onde a; ¢ uma constante positiva,

11 1y 1 i
Hi(t) = / UUtd;r-—/ ;L‘U_,;Utd;r+§/ (—2?2+ll;r—lf)|9|2d;r
0 0 0

(7 . 1+1 on L P
< 5[ U2 de + *2‘/ ol e+ [ |tfr|2dr+_—1/ 1e|2‘da-
0
< & 24 L 1+h AL L 2 kL 2
< 2 P 2/]L|d+ |£I|d—f—4 " P d
S QZE(')':

onde ap uma constante positiva,

. @+ 1)z — 2,1
Ha(t) = —cl/ ;I?UIde.?j—f—/ ((Qifl)rf) 2V, | de
0 15t I 4 ¢
I(1 I o
+c'3/ Lw W, dx + = f (z — 11)|0 dz
5 1=k 2t
0131/ L Gih Lo s L 2 5
5 g, = /. P ] ?
< 55 U, | dz 5 |Ur| dz + 5 ] Vel dz + 5 ] \Vi|? da
C_'3’!2 2 32] 2 l] —/h 2
+—=2 | |W,|?dz + W2 dx + — O|? dx
5 bl | 5 :2| ¢l 2 J, 1]
< a3zE(t),

onde ag uma constante }'J()Hif,i\'él.. e

ly S ",(1— )
Hy(t) = / WW,dr + W, W, dz
y (E_EQ) Iy : la (f )
L 3 L : ; P ; O
g - Wilde + —=——— W2 dx + = W% dzx —/ W,|? dx
= F=mdy T g, P et g IR e
lre, . " 32(1+J—52) b zgff 5
< 22 _ | \W,Pde+2—"_2 | \W|Pdz+—= | |W,|%dx
-1 S, ! W) L, el ety W
< Gqé(fl

onde ay ¢ uma constante positiva.
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Assim, segue que existe uma constante Na tal que
L(t) < N2E(t).

Por outro lado, temos também que

L(t) > NE(t) — My(asE;(t; U, ©) + ayBs(t; W))
—Q3E(t) - i\'rga-lEl (t, U, 9)

> N E(t),
onde N; ¢ uma constante positiva. Logo.existem constantes positivas Ny e Ny tais que

NiE(t) < [(t) < NE(t).

Logo, de (3.89) e (3.90), segue que

NE(t) < L(t) < L(0) < N2E(0),

o que implica

E(t) < N3E(0), (3.91)

onde N3 = N5 /Np. Assim, para completarmos a demonstracao basta provarmos que
E(t)e”™ < N4E(t),

onde Ny > 0 constante. De fato, temos que

11 Iy
/ 6, |2e*" dx = / 0, |*dx,
0 0
11 i
/ lug |t dor = / U, | de,
0 0

1 l1 l
[ wiapas <2 [Cupd v [ opds
0 0 0

I li
2/ |Ut|2d$—|—2frcp/
0 0

de onde segue que existe uma constante positiva ¢; tal que

[/

l1
/ luy|?e® da
0

[/

2dx,

U,

Ei(t;u.0)e”" < ¢ E\(t;U,0), (3.92)
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e, da mesma forma, obtemos a existéncia de constantes positivas e e ¢z tais que

Ey(t;v)e? < ey By(t; V), (3.93)

Es(t;w)e™ < c3Fs(t; W), (3.94)
Portanto, de (3.92], (3.93) e (3.94), segue que existe uma constante Ny > 0 tal que
E(t)e® < NLE(t).
Logo, pela desigualdade acima e de (3.91) concluimos que
Et)e < CuE(0),
onde Cy = NyN;5. Portanto
E(t) < CoB(0)e ",

concluindo nossa demonstracao.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado a propaga¢ao da onda sobre materiais elasticos formados por
trés componentes. Inicialmente foi considerado duas componentes dissipativas, com duas
dissipacoes do tipo friccional e posteriormente foi substituido uma das dissipa¢oes por

uma dissipacao térmica.

Em ambos os casos, foi considerado um sistema homogéneo com condicao de Dirichlet
na fronteira. A existéncia foi obtida através do método de Galerkin, A principal con-
tribuicao foi estabelecer uma taxa de decaimento do tipo exponencial através de téenicas
multiplicativas. Desta forma, concluimos que as dissipa¢oes térmica ou friccional foram
suficientes para determinar o decaimento e que esta estabilidade ¢ dada independente do

tamanho das partes dissipativas.

Para trabalhos futuros, poderiamos investigar se podemos estender esses resultados para
materiais com mais de trés componentes, e além disso, estabelecer o mesmo resultado
quando as dissipagoes nao atuam somente nas extremidades, por exemplo, em um material

formado por trés componentes com dissipagao somente na parte mediana.
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