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KLAIBER, Michelle Andrade. Sistema termoelastico em dominio nédo cilindrico com
condic¢des de fronteira mistas. 2009. 74f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2009.

RESUMO

Neste trabalho mostraremos a existéncia e unicidade de solucdo de um sistema ter- moelastico
em dominio ndo cilindrico com condi¢Ges de fronteira mistas bem como provaremos a
estabilizacdo da energia total do sistema com taxa de decaimento do tipo exponencial. Para a
obtencdo da existéncia de solucdo utilizaremos o Método de Galerkin, enquanto que o
decaimento da energia sera obtido através da construcdo de um funcional de Liapunov com
derivada negativa associada a energia do sistema.

Palavras-chave: Analise matematica. Equacoes diferenciais.



KLAIBER, Michelle Andrade. Sistema termoelastico em dominio nédo cilindrico com
condic¢des de fronteira mistas. 2009. 74f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2009.

ABSTRACT

In this study we will show the existence and uniqueness of solution of a thermoelastic system
in a noncylindrical domain with mix boundary conditions as well we will prove the total
energy stabilization of the system with decay rate of exponential type. To obtain the existence
of a solution we will use the Galerkin method, while the energy decay will be obtained by the
build of a Liapunov’s functional with negative derivative associated with energy of the
system.

Keywords: Mathematical analysis. Differential equations.
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INTRODUCAO

O sistema termoeléstico modela vibracdes de um corpo £ = E* formado por
um material ndo homogéneo sujeito a efeitos térmicos, sendo deduzido através da lei do
movimento de Newton, do principio de conservacdo de massa e das leis da termodinamica.

Consideremos as seguintes equacdes diferenciais que descrevem o movimento de um corpo

termoelastico em < B*

oy — divs = phb .
i1}
oI, + divg = pr

onde # é a densidade de massa, " é a densidade especifica de entropia, " = "=t} é a
densidade de fornecimento de calor por fontes externas, » = &(x.t) é a densidade de forca do

corpo, ¢ = gi=.t) é o fluxo de energia, T é a temperatura absoluta e & é o tensor de tensdo.

Note que 0 movimento do corpo termoeléstico é dado por uma funcéo #: =R — B quea
cada vetor posicdo X = {2 associa o vetor posi¢do = = * no instante .
Considerando a energia livre de Helmholtz

W=ec—Tn (2)

e as seguintes relacdes, que seguem da Desigualdade de Clausius-Duhem

3 L B
T |= S '|I — _ ". L4
SF(E.T), §=5(FT) = por(FT)

g(F.T,VT) VT <0 3)

P =yFT), n=9(F.T)=-
donde as hipdtes constitutivas em termoelasticidade afirmam que 5. 4. % e nséo funcBes de

F, T e VT em x; poderemos modelar o problema termoelastico no caso unidimen- sional onde
Q={0,L)c R
Para isso tomaremos a funcdo ri(t.X) = =, que a cada vetor posicdo X =
associa 0 vetor posicdo = = E noinstante . Seja T = T(#,X) atemperaturaem que * esta
fixado. Em termos de deslocamento, temos:
ult,r) =pit,z)—x, Bt,z)=Ttx) -7

onde ===, 7 € atemperatura de referéncia constante.

Assim, considerando o meio homogéneo i(#=1). para b=0er =10, ghbtemos
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de (1) que

tige — [S{uig, #)] =10

(6 + 7a) [N (., 0]]s — [Q(u., 0,6, =0

onde denotamos

Sl ) = S{uy + 1,0+ 1), N, 7) =l + 1,0 + n0)

e, #,8.) = —glu: + 1,8 + 7, 0:2). (4)

Logo de (2), (3) e (4), seguem as relacdes

%[RI.,H] = _%[u:-ﬁl]a. ;i(u_-. 6'-.':'] = %[HI..H, |:|:I
)

ﬁ(ﬂ“g‘ 0 =0, ¥, &)

E comum supor que S e% sejam monotonamente crescentes em relagio a
u. e, respec- tivamente, ou seja,

a8

anN .
(g, &) =10, ﬁ(ttﬂﬁ'} =0, iug, &),

i
Portanto, as equacbes do sistema termoelastico ndo linear unidimensional
sdo dadas por

thyy — [ b, 0] 0

8+ 7o) [N{ug, @] — [N, #,0:0]: = 0 (5)

onde 5 e N satisfazem

alN as anN
- - 0,0) =0 —(0,07=1[
g rl:i'i:.:rli v I .»'_-JEI: o) I

ji([m 0) = %{[u. 0,0) =0, j—ir_uzu, 0) = 0.

a5
(0,0 = —ﬁ['l o) #0,

e as condicOes iniciais e de fronteira séo

wfx, 0) = uglx), wlx,0) =u(x), dx,0) =z

w(l, ) =u{L ) =0(0t) =8{L.t) =10

O caso unidimensional equivale ao sistema termoelastico linear que modela
vibragdes de uma barra muito fina, homogénea, constituida de material sujeito a variacdes de

temperatura.
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Para obter o caso unidimensional, note que o sistema (5) é equivalente a

iy — [S(ug, @), = 0

[N (uz, 8], — [t:i'{tc:~9.5]::']: = 0 (6)

onde [, 8.8, = aﬁ[Q[u:-H-g::']x-
Tomando
Sluz,0) = uy —af, Niug, 0) = fu, +8 & Qlug, 6,6,) = ki,

em (6) obtemos o problema de valor inicial associado a um sistema termoelastico linear

unidimensional com condigdes de Dirichlet, isto é, com condicGes de fronteira nulas que é

dado por
Uy — Upr + 0y =0, Dewex<l, 0<i<T
H — kb 4+ Fu., =10, Derel, 0<teT
w(0,#) = u(L,t) =8(0,8) = 8(L,#) =0, D<t<T (7
iz, ) = ug(x), wdx,0)=u(x),
Bz, 0) = &l x), 0wz L

onde » = u(z,t) é o deslocamento, ? = #(=,f] é a temperatura da barra, = ¢ 7 sdo nimeros

reais positivos que descrevem o acoplamento do sistema e & € um namero real positivo que
representa a condutibilidade térmica do material da barra.

Um trabalho pioneiro no que se refere ao estudo de sistemas termoelasticos
é o artigo de . Dafermos [4], onde estuda-se o classico sistema termoelastico linear para ma-
teriais ndo homogéneos e anisotrépicos e prova-se que existe apenas uma solucdo de (7), a
qual é diferencidvel e assintoticamente estvel quando ¢ — =< J. E. M. Rivera [13] mostrou
que a energia do sistema (7) decai para zero exponencialmente quando * — = resultado este
que veio a complementar o trabalho de C. Dafermos [4] que ndo obteve taxas uniformes em
seu trabalho. No artigo [2], C. S Caldas, J. Limaco e R. K. Barreto estudaram o problema (7)
em dominio ndo cilindrico com condi¢des de Dirichlet na fronteira e concluiram que a energia
associada ao problema decresce inversamente proporcional ao crescimento das funcdes que
descrevem o dominio ndo cilindrico, sem estabelecer uma taxa de decaimento.

Neste trabalho mostraremos a exiténcia e unicidade da solugdo bem como a
taxa de decaimento exponencial da energia do sistema associado ao problema termoelastico
linear em dominio ndo cilindrico com condicGes de fronteira mistas, isto €, uma barra com
extremidades fixas isolada termicamente em uma extremidade e com temperatura constante

igual a 0° C na outra.
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A existéncia de solugbes do problema serd estabelecida pelo método de
Galerkin, e o decaimento exponencial sera obtido atraves de técnicas multiplicativas, ou seja,
através da construcdo de um funcional de Liapunov que é equivalente a energia do sistema
cuja derivada é negativa e proporcional a si mesmo.

Este trabalho serd desenvolvido em quatro capitulos, no primeiro capitulo
apresentaremos os resultados preliminares e as notagdes utilizadas no desenvolvimento dos
proximos capitulos; no segundo capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solucdes do
problema acima descrito; e no terceiro capitulo estabeleceremos o decaimento exponencial
das solugdes obtidas no segundo capitulo. No quarto e ultimo capitulo faremos uma breve

conclusdo do trabalho.
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CAPITULO 1 - PRELIMINARES
1.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta secdo serdo apresentados os espacos funcionais que serdo necessarios
a este trabalho, as notagdes adotadas e algumas propriedades importantes.
Seja © um subconjunto aberto limitado do E". Denotaremos por

LP(€1), 1 = p < ¢, a0 espago de Banach das funcdes » mensuraveis definidas em £ com
valores em E, tais que [u/" é integravel no sentido de Lebesgue em 2, ou seja,

) = {u {1 — B u & mensurdvel ef |ulz)[Pdr = 'x_}
L

munido da norma

Jul, = (L|u|;x;.|1*dx)w.

Denotaremos por L={{5l, o conjunto das funcbes mensuraveis e

essencialmente limitadas em £, munido da norma
[[t||oe = supess |ulz)| =inf {C' e BY /med{x = Qf|u(z)| > C} =0}
No caso r=2, L%} é um espaco de Hilbert, cujo produto interno

denotamos por

(u,v) = [tc(.r]v(m}dr
o101

€ a norma por

|u|® = (u,u).

Dados * = (1,72, 7)) E R" e a = (ay, a5, o) £ H", define-se

L
|| = Z .
i=1

Denotaremos por

Al=|
C Arptazs? - .- fro

b

o operador derivacdo de ordem lal- Seea =(0,0,---,0), " define-se D"u=wu, o operador
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identidade.

Definicdo 1.1 Seja £ um conjunto aberto do E" ew:{ — R uma funcdo. Denomina-se

zell

suporte de = em £ o fecho do conjunto 1 u(z) =0} ¢ representa-se por spp( ), ou seja

spplu) = {z = {}| w(z)=0}

Denotaremos C& (!} o conjunto das fungbes = : — E que sdo
infinitamente diferenciaveis em ! e que tem suporte compacto contido em . Os elementos
de Ci*(f1) s&o denominados funcdes testes.

Denotaremos por Tifl) o espaco topoldgico (Ci*(£2), D), ende D representa a
topologia do limite indutivo. Isto €, muniremos Pi{!) da seguinte nogdo de convergéncia

w, — u em (1)
se, e somente se, existe um subconjunto compacto & de £, tal
(i) epp(w,) C K, Y e He spplu) C K,
(i) Yo = H?, D*w, — D" uniformemente em K.
O espaco Tifl) denomina-se espaco das funcBes testes.Representa-se por
T'{1), o espago das distribuicGes vetoriais sobre I, isto é, o espaco vetorial formado por
todas as aplicacGes lineares e continuas de T(f2) em R ( no sentido da convergéncia de T'(£2}.
Denotaremos por I*u a derivada no sentido das distribui¢fes sobre 2.
Sejam m = Mel < p < cc. Representa-se por "¥"*(!!o espaco de todas as
funcdes mensurdveis u pertencentes a L*({2), tais que para todo « = H"com [a| = m, tem-se
Du e IP(£2). Ou ainda,

Wer(fl) = Ju e LP(0); D*u = IP((}), Yo = B com o] < m].

Para cada « = W™#(11), definimos a norma de  por

1ip

g = | 3 [ 10wtz

fee| o 5

O espaco (W™*(€l), | - |lms) é um espaco de Banach, denominado espaco de
Sobolev.

Quando » =2, W™#(£1) é um espaco de Hilbert e denotado por

W3 = H™(0).
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Define-seoespaco Mo (52} como sendo ofecho de C5*(£2) em W™#({1), jsto é,
F et J—
T (1) = Wre ().

Em particular, denotamos

H= () -
TE) = HMO)

)

o fecho de C3°(£2) em H™(£2).

Denotaremos por ((-:-}} = |[| o produto interno e a norma em Hg"{£2).

O dual topolégico de H;'(€2) seré denotado por #~"(%2).

Dado H um espago de Banach, se T =0 é um nlmero real e 1 =7 ==,
representa-se por L#(0,T; H) o espaco de Banach das funges = : (0,T) — H mensuraveis e

que l[ut)[[r = L7(0, T}, munido da norma

T 1ip
]| Loy = (/ [|u{t)||% dt) _
0

Se 1<p<nceH é reflexivo, demonstra-se que L7(0,T:H) também é

reflexivo.
Obtem-se que o dual topolégico de L#(0,T:H) é o espago L¥'(0,T: H'), sendo
1

H' o dual topoldgico de H e #'0 conjugado de 7. isto & 5+ =1 Sep=2e H & ym espaco de

Hilbert, entdo L*(0,T; H) é um espago de Hilbert com produto interno
T
{w, ¥} g2, = [ (lult), v(t)) ) gdt,
oS0

€ norma

T
[T —— f ) .
1]

Quando » = = tem-se 0 espaco de Banach L™(%.T;H) formado pelas
fungdes = : (0,T) — H mensuraveis e essencialmente limitadas em H, isto é,
supess|u(t)| g = o
munido da norma
||t | Lmpo, oy = supess||uit)||q.

Se Hé um espaco de Banach separavel el = p < oc, entdo L¥(0,T:H)

também é um espaco de Banach separéavel.
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Representamos por T'(0,T:H) o espaco das distribuicdes vetoriais sobre
D0, T) com valores emH, ou seja, o espaco das aplicacdes lineares e continuas

de D0, T) em H.

Se we LP(0,T: H), 1 < p < o, associa-se a u a distribuicdo . definida por

T
(i, ) = [ ult)p(t)dt, = D0, T
o

Demonstra-se que @ € univocamente definida por .

Identificando-se = comi , podemos dizer que
[F(0,T; H) « D'(0,T; H).

Seja = = 1'(0,T; H), define-se a derivada de ordem m de u, no sentido das
distribui¢bes, como sendo a distribuicdo &t™ definida por

T Sl T I r:::'""..;'-\_'

my

\gpm o P T ﬁ'«-m;‘.

Y= Do, TY.

1.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secdo, reuniremos os resultados béasicos que serdo utilizados para
obtermos a existéncia e unicidade de solucdo para o problema proposto, cujas demonstracdes

podem ser encontradas em [1].

Proposicdo 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espaco vetorial munido do

produto interno (-, entdo dadas®.v = H, tem-se

|{w, v)| < Jlufl o]

Onde ""2 = '::-v.-::'.

Proposicdo 1.3 (Desigualdade de Young) Sejam a e b positivos, se 1<p, ¥ <> ¢
st 7 =1 entio

a&*_13£+£.
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Proposicdo 1.4 (Desigualdade de Holder) Sejam

we LP(Q) e v e LY(Q) entio wv = LY(R) e tem-se a desigualdade

Ll‘tit‘l = "H"Lriﬂ]||"'-"||LP"|:Q]'

Definicdo 1.5 Seja E um espaco de Banach. A topologia fraca =(E, E'jsobre E é a topologia

menos fina sobre E que torna continua todas as aplicagdes f = E'..

Se (=lmem € uma sequéncia de E a qual converge para * em E na

topologia fraca «(E, E'}, dizemos que

T, = em F.

Proposicao 1.6 Seja (=-).=n uma sequéncia em E. Entdo verifica-se:
(i) z, = x em E se, e somente se, (f,z,,) — (f,z) 7f e E".
(i) Se x, — r em E, entdo x, = = em E.
{iii) Se xz, = x em E, entio ||z,| g ¢ Emitada e ||z|g < lminf ||z, |z
fiv) Sex, =z em Eef, — f em E', entio (f.,z.) — (f, x).
Seja E um espaco de Banach e = = E fixo. Definamos J: : £ — I por
{Jo, fy={f =
As aplicagbes J. sdo lineares e continuas, portanto J- = £, ¥z = E.

Definamos agora, J : £ — E" tal que J{z) = J..

Definigdo 1.7 A topologia fraca * também designada por ={E’, E'} é a topologia menos fina
sobre E' que torna continua todas as aplicacdes -

Quando (f:)Jnev € uma sequéncia de E', a qual converge para f em E' na
topologia fraca * «(E, E'),denotaremos

fro—=fem E'

Proposicdo 1.8 Seja (f«Jnsn uma sequéncia em E*.. Ent&o se verifica:

(i) fo—f em E' se, e somente se, {fn,x) — (f,z) Yz = E.
fii) Se fo— f em E', entdo f, — f em E'.

(iii) Se f, — f em E', entio f, = f em E'.
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Lema 1.9 Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja (¥='»<f uma sequéncia limitada em
E. Ent&o, existe uma subsequéncia (= 'kt tal que

Tp, —x em E.

Lema 1.10 Seja E um espaco de Banach separavel e seja (f=)==t1 uma sequéncia limitada em

E'. Ent3o, existe uma subsequéncia (fwJs=ti tal que

fop = f em E
Definicdo 1.11 Uma funcdo [f: % < R" — R ¢ dita localmente integravel se para todo
compacto K (&

[ |[fiz)|dr < oo,

K

Em particular, toda funcéo continua é localmente integravel.

Lema 1.12 (Lema de Du Bois Raymond) Seja © um subconjunto aberto do R" e seja

1 \ ~ - , ~
& L5 yma funcéo localmente integravel. Entdo

f fizlp(zide =0, Y = DO
Y]

se e somente se f =0 quase sempre em (1.

Observagio 1.13 Seja X = {= = {hu(z) # 0} Entende-se por « = 0 quase sempre que 0
conjunto X tem interior vazio, dito de outra maneira, « = 0 quase sempre quer dizer que

u =0 amenos de um conjunto de medida nula.

Definicdo 1.14 Sejam X =Y espacos vetoriais normados, dizemos que X esta imerso

continuamente em Y, se X — ¥ e existe uma constante positiva C tal que

Ifllv < Cliflx, ¥fekX.

Definicdo 1.15 (Imersdo Compacta) Sejam X eY espacos normados onde A — Y. Se para

toda sequéncia (u=)=en limitada em X , podemos extrair uma subsequéncia de (u.) que

converge forte em ¥, dizemos que a imersdo € compacta.
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Notac&o: Denota-se a imers&o continua por "—" e a imersdo compacta por """,

Proposicdo 1.16 Sejam @ um aberto limitado do R* eu = W'#{f}) com # > 7, Entdo existe

uma constante © = 0 tal que,
lullee = Cllull1p

ou seja, W) — L=(€2).

Teorema 1.17 (Imerséo de Sobolev) Seja £ um subconjunto aberto do E*. Entdo

H™ (1) — C*[ﬁ]. SE MM > %"‘ k.

Teorema 1.18 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que @ seja um aberto limitado do

R". Entdo paratodo 1 = p < 2o, existe uma constante ©» (dependendo da medida de @ e de
r/ tal que

)1, = Cl[Vul,, Yue WiF().
: P I 0

Observacao 1.19 A desigualdade de Poincaré também ¢é vélida se & — R* for um aberto
limitado somente em uma diregdo (ver [14], p. 122).

Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, a expressdo |Vulle ¢ uma
norma em Wa“(€2) equivalente a norma [/, ou seja,

a|Vulp = |ulip < e[Vl

onde 1 = e= sd0 constantes positivas. Em particular, em Ha(%2) a expressido

f"?tc‘fﬂdﬁ—z [5' .
I! ri

define um produto interno que induz a norma [ Vll= equivalente a norma de /= ||z
A seguir enunciaremos mais trés resultados, com suas respectivas

referéncias, que serdo essenciais no proximo capitulo.

Lema 1.20 (Lema de Gronwall) Sejam #<L=(0,T)ed e Li0T) tais que 5=0,

¥ =0 el =0 yma constante. Se
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t
wit) = K+ [ Ais)pls)ds, Wt [0,T],
Jo

entdo tem-se
pit) < KeloBis)ds vy o (0, 7).

Demonstracao: Ver [5], pg. 624.

Lema 1.21 (Lema de Aubin-Lions) Sejam &, E, B: espacos de Banach tais que
By-% B— B

onde Fa: B1 530 reflexivos, e definamos

W = {t:; ve LP0,T; By), o = ff—: E LP’(EI;T;BIJ}.

onde 1<po, ;<4 eT < 4.
Entdo W munido da norma
||#||zrogor;ay + ||¥ || LoriomE0is

é um espago de Banach e a imersdo de W em £™(0. 155} ¢ compacta.
Demonstracao: Ver [10], pg. 58.

Para obtermos a solucdo para o problema aproximado, a qual sera utilizada
no capitulo seguinte para resolver o problema em questdo, necessitaremos do resultado a
sequir.

Seja ! um subconjunto aberto de E*** cujos elementos sdo denotados por
(t,z),t € R, = =" eseja f: 1 — R* uma funcdo. Consideremos o problema de valor inicial

{ 2(8) = f(t, 2(t)) o
Titn) = xp.

Diz-se que [ :f! — R" satisfaz as condicdes de Caratheddory sobre 2 se:
(1) fit.=) é mensuravel em ¢ para cada = fixado;
(1) f{t,x) & continua em = para quase todo ¢ fixado;
(iii) para cada compacto i — 2, existe uma funcéo real ™x(t) integravel tal que

[Fit, ) |mn = mp(t), ¥it.z) e K.
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Teorema 1.22 (Teorema de Caratheddory) Seja f @ ¥ — R"satisfazendo as condicdes de
Caratheddory sobre . Entdo existe uma solugdo ={t} de (1.1) sobre algum intervalo
lt — to| = 4 (5= 0).

Demonstracao: Ver [3], pg. 43.

1.3 LEMA DE LAX-MILGRAM

A seguir sera apresentado o Lema de Lax-Milgram, essencial na obtencéo
do problema aproximado, isto é, na obtencdo da projecdo do problema em estudo, em um
espaco de dimensao finita. Para maiores detalhes, bem como as demonstragcdes dos resultados
aqui apresentados, remetemos o leitor ao texto de Milla Miranda [12].

Teorema 1.23 (Lema de Lax-Milgram) Seja V um espaco de Hilbert com norma [I-Iv e
denotemos por a (-} uma aplicacao bilinear simétrica satisfazendo:

alv,v) = aglv||E, alv,w) = aq||lv|[v||w||w
ou seja, “l--} é continua e coerciva.

Finalmente, seja f = V" Ent&o existe uma Unica solugdo = = V do problema

alu,v) = fiv), YvelV
Demonstracao: Ver [12].
— 1 1 . , . ~
Exemplo 1.24 Seja A€ (']‘f.:) ¢ f =0 Mostraremos que existe uma unica solucé@o para a
equacao
((w,2)) — Au,v) =0, Yve HY{-1,1).

Neste caso tomaremos V = Hii—1,1) e definiremos a bilinear =(--} da

seguinte forma

alw, v) = ({u,v)) — Au, vl

Verificaremos que @(-:-) é continua, simétrica e coerciva em Hz(—1,1)., De

fato, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Poincaré temo
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1 1
|a{u,v)| = |f (v — Auw) dy _[ [ty | 4+ Al dy
-1 J-1

1

1

= f |z ve| + AC, v | dy = (1 + }J_"P}f |at 0|
-1 -1
= Clluv|| < Clluf||v]-

Logo, @) é continua em Ha(—1,1)..
A simetria é obtida pela prépria definicdo. E por fim, temos
alu,u) = ((wu)) = Moyu) = [Jul|* = Aul® = [juf|* - AC[Ju]*

(1~ AC,) [uf2 = €l

ou seja, al.,-) é coerciva em Hg(—1,1).
Portanto, usando o Lema de Lax-Milgram concluimos que para toda f = V”
existe uma unica « = V tal que
alu, v) = fv)
isto é,
((w,v))— Aw,v) =0, Yoeel
Tomando v = €5°(—1,1), concluimos que

1
-1

Portanto, no sentido das distribui¢es temos que

—tyy — Au =10
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CAPITULO 2 - EXISTENCIA E UNICIDADE

Utilizando o método de Faedo-Galerkin, mostraremos neste capitulo a
existéncia e unicidade de solugdes do problema termoeléstico unidimensional em dominio ndo
cilindrico. Para isso utilizaremos um difeomorfismo com o objetivo de transformar o dominio

ndo cilindrico em um dominio cilindrico e assim obtermos a solu¢do do problema.
Consideremos uma funcdo real & : [0, 7] — E*. O dominio ndo cilindrico
() em I sera definido por
0 = {(m] cB%: —K(t) <z < K(t), t <], T[}
com fronteira lateral de % dada por

T = {(m] B z=K{t) ou z=—K(t), ¢ e]l:l;]"[}.

—K(t) tJE(t)

Figura 2.1 — Dominio Nao Cilindrico

Em & consideremos o problema
ey — Upe + bl =10 am Q (2.1
Oy — ko + Py =0 em () (2.2)
wl—H (), 8 =u(K(t),{) =0
B—K(t),t)=8(K(t),t)=10 para O<t<T (2.3)
wir, 0) = ug(x), wdx,0) =u(x),
Bz, 0) = fy{x) em — K(0) <z < K(0) (2.4)

onde «, 7 = k s80 constantes reais positivas.
Para estabelecer a existéncia do problema (2.1)-(2.4) assumiremos que

(H1) K = C*([0,T1.RY) e que
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Ky = min Kit) =0,
[

(H2) Existe #1 =0 tal que

1— (K'{tw)? =k,
(H3) k=0, af=0.
Considere @ =] —1,1[<]0, T e a transformacdo 7: ¢ — @, que para cada

\ & . _ 1
{z.t) em @), associa 0 ponto (#,t) onde ¥ = kg™

T T

— Kt () -1 t 1
] Q
fn!u —1 1

Figura 2.2 — Mudanca de Dominio

Note que 7 : @ — @ é um difeomorfismo, cuja inversa é dada por
Qg —

(w,8) — 7Yy, t) =(K{thy.t) =z, 1).

Assim, tomando # = u =" temos

v(y,t) = wor Yyt

w(rHy. 1))
= u(H(t)y.t).

Logo
v, = (Kt f)K(f) =u-K
vy = un( Kty K (K () = u, K*
v o= g (F ([, )R (1) 4w Ky, 1)
v = [uac (K (VK )y 4 vl K () u, )] K (#)y + (K (H)y, )K" () +

4+ Wy, Oy + v (K (g, 1)

K )y [nc K () + v 4 0 B () 4w Ky + 1y

ou seja
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K Uy
— 1.
Urz = FEUVwy
-
f oy = m— RKu, =u— %,-?.-‘5. (2.5)

wy = Uy — "y — w Ky — K yue Ky 4 )

. B (Ky? AT
= Uy — YU, — SRR, — 2K yu,.

L1

Analogamente, tomando ¢ = ¢ = 7! entdo

dy = BAR () ) K(t) =8 K

'i'yy = H::[K[t:'y:-f]x[fP:Ez:KE
¢ = O (K(Hy HR(Hy + 0Kty t) =K'y + 6,
by = Prl K8y VR (1) + 0 (K (t)y, )] K () + K ()8, (K (f)y, t)
ou seja
o, = 2
'9.1.': = E‘f&
= (2.6)
& = _-E}“"i';.
O = [¢'yt_KfK'gn'_ngr]ﬁ’=%;_%;¢w_%¢y-
Assim, substituindo (2.5) em (2.1) obteremos
- - 2 - - -
m" Ky K'y Ky iy o
e e~ () vn 2 [ TR T] R %
K" Ky K'y K'y\ 2 K2y 1 p
= e U (T) U ~ 2 +2(T) Ve T 20— Tate
K" K'y Kiyy? K2y 1 p
B S (T) Vot g T gt
1 K'y\* o K'y K"y
oo (F_ (;—) ) RN TR TR
)
= ve — a1y, t)vy], +az(y)dy + as(y, v + aaly, thy, =0
onde
1 Kty " a
t) = — t) =
@) = gz~ (o oalt) = g,
K(t)y K" (t)y
t] = -2 £ = —
ag(y, t) TOR agly. ) K@)

Substituindo (2.6) em (2.2) obteremos



26

. Ky ko a3 K' K’
P O T P T |V TV T
_ k: Ky B K K'
= (I:’:IE —_

sy, — b, + =y, — By, — G
KET KO R JiC K*Y

iy — by #) by + Bald) vy, + balu, # )y + balt Juy, + bely, thvy, =0

onde
() = e () = 35
b ) =~ Tl b)) = A
b, 8) = ~

Portanto, o sistema (2.1)-(2.4) é transformado pelo difeomorfismo = em

v — |2y, £y, +az(y)dy, + as(y. tloge + ag(y, t)v, =0  em @ (27
B — b (E)hy + Ba(t)y + (. 0, + Ba(t)e, + byl )y =0 em @ (28)
w(—1,8) = o(1,¢) = 0

fo(—1f)=0=qg(l.¢)] para O0<f<T (29)

viy, 0) = wiy), ve(y, 0) = valy). b, 0) = oly) em —1<y<1 (210)
Denotaremos, usualmente, por ((+-)1 €| o produto escalar e a norma em

Hi(~1,1) g por () e[| o produto escalar e a norma em L*(—1,1),
Definiremos 0 espaco

V={we HY{-1,1) twy,(—1) = w(l) = 0}.

Observe que 17 € um espaco de Hilbert separavel, pois V" é fechado e € um

subconjunto de H 1, que é um espaco de Hilbert separavel. Assim, V' possui uma base
ortonormal enumeravel (ver [9], p. 171).

O produto escalar e a norma em V serdo induzidos por H'(-1.1), o qual
denotaremos por &)1 € ll-l1 respectivamente.

. - 1 .
Introduziremos as formas bilineares em Ha(—1.1) e em V respectivamente:

1 1
alt,v,w) = f aply, to,dy e bt v,w) = f by () vy dy.
—1 -1

Note que @(f: v w) e bt v, w) 530 formas continuas, positivas e simétricas.
De fato, mostraremos a continuidade:
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Das hip6teses (H1)-(H3) temos a continuidade de @ily.t) e de bi(f) | ogo
existem constantes positivas “: Ca; @ € €4 tais que

o = oaply, ) = Oy e o < W) <G (2.11)

paratodo ¥ €| — L. 1[e t € [0.4].

Assim

1
|alt, v, w)| < = [1 ey (y, t)|| vy |dy < Caluy||w,| = Cal|v||||w|

1
[ ay [y, v, w, dy
J-1

donde se conclui a continuidade de aif, v w). Analogamente, mostra-se a continuidade de

blt, v, w).
Mostraremos agora a positividade: De (2.11) temos
! 2 4 . 2.
alt,v,v) = flful:y__ th|e,|" dy = au|||” = 0
e
1 ] oy
bit,v,v) = /1 by(#)|vy|” dy = o|v|[f = O
E por fim, a simetria segue da propria definicdo.
Observe que al,v,w) e bit.v.w) sdo coercivas em Hi(—1.1) pois de (2.11)
temos
! aQ o
alt,v,v] = [ ay(y, t)|v,|” dy = el
J—1
e

1
R IR
-1

A idéia para mostrar a existéncia de solucfes fracas para o problema (2.1)-
(2.4) é estabelecer a existéncia de solucdes fracas para o problema (2.7)-(2.10) utilizando o
Método de Faedo-Galerkin e utilizar o difeomorfismo para estabelecer a existéncia de

solucdes fracas do problema original.
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2.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO FRACA

Inicialmente, definiremos o que se entende por solugdo fraca do problema
(2.7)-(2.10), o que faremos motivados pelos calculos formais a seguir.

Multiplicando a equagdo (2.7) por ®w e a equacdo (2.8) por ¥z onde

® ¢ D(O,T), we Hj(—1,1), = € V] e integrando em & obteremos

1 T T 1 T 1
f -.'.t-f z.-klﬁfiffiy—f ‘T‘-‘[ [fiit.ly]‘?u'{iy(if-l-/. tfi'f agih, wdydt
-1 [u] [} o =1 J1 -1
T 1 T 1
+f ﬂﬁ[ agvy,wdydt +f lﬁ'[ gty weydt = 0
0 o =1 0 =1
1 T T 1 T 1
f :/ Doty — [ ﬁl[ -[:uifr-':w:-.fiyfif+/ lff'f bavy, zdydi
-1 J0 J1 -1 J -1
T 1 T 1 T 1
+f ﬂﬁ[ baeh, zdydt + [ lfi'f by, zaydt 4+ [ lf?f bgv,, zdydt = 1.
0 o =1 J1 -1 1 -1

Utilizando integracdo por partes teremos

1 T oy ) . 1
— f w f vyt dy + [ il / g vy, dydt + [ il f agip, wedydt
-1 Jo o) /. »
T 1 T )
+f ‘Tlf ﬂ&‘{:fy-ultiydf + f i [ ﬂ'ﬂ:a ,:,:_-,:’Eyd;f =1
1] -1 0 I
1 T T L , 1
_f :.*f ¢':¢T¥efiffiy+[ lfi'f -51r,-'hy:_.’,ciyfif+f Lfs[ byve, zdydt
-1 Jo Ja . )
T i T . . 1
+f @ f bach, zdydt + [ i / byv, zdydt — / D f by, 2 dydt = 0
1] -1 Jo I I 3

ou seja
T
[ [ vy, w) + D@y, w)) + Dlagdy,, w) + Dlagvy,, w) + D(age,, w)] df =0
Jo
T
/u. [ @l 2) + BBy, 2)) + Dibavy, z) + Blbaidy, ) + B(byvy, ) + P(bgvy, 2, )] dt = 0.

Utilizando a definicdo de derivada no sentido das distribuigdes nos

primeiros termos obtemos

! f—jl:z.-f__ w4 ((aqw, w)) + (aed,, w) 4 (agve,, w) + (aqvy, w) | Ddi =10
J0 9f

[

Tra
/D. (# (b, 2) 4+ ((bad, 2)) + (Bavy, 2] 4+ (Bady,, 2) + (bywy, 2) + (bsyy, :a:') Bdf — 0
paratodo @ € Hy(—1.1), z€ Ved e D(0,T).

Pelo Lema de Du Bois Raymond, obteremos a formulacdo fraca do
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problema (2.7)-(2.10)

a
ot
& .
2 (6,2) + ((brdh ) + (bave 2) + (bay. ) + (bavy 2) — (b ) =0

(ve,w) + ((ogv, w)) + (agdy, w) + (agve, w) + (aqv,, w) =0

Definicéo 2.1 Sejam v, ¢ : @ — R fungBes. Dizemos que o par 1% #I é uma solucéo fraca do
problema de valor inicial e fronteira (2.7)-(2.10) na classe
ve L=(0,T;HY-1.1)) e ée L=(0.T;V)
quando 1w ¢} satisfaz a formulagéo fraca do problema e as condigdes iniciais
v(y,0) =woly), welw.0)=wly) e ¢(y,0)=dn para —1<y<l
Consideremos e os intervalos | — K (&), Kit)[ e ]— K(0), K(0][,

respectivamente, com 0 < ¢ < T.
O resultado quanto a Existéncia e Unicidade do problema (2.7)-(2.10) sera

estabelecido pelo seguinte teorema

Teorema 2.2 Dados vy e Hi(—1,1) nHA—1.1),dy € V1 H}-1,1),v; € HY(—1,1), entdo
existem
v — R g —R
Unicas funcdes, satisfazendo:
(A) ve L=(0,T; HH{—1, )NH*(~1.1)), v e L=(0,T; HY(—1,1)), ve € L=(0,T,L3(—1,1))

(B) & e L0, T,V 1 HY—1,1)), de € L30T HY(—1,1))

das quais 1?:#} é uma solugéo de (2.7)-(2.10) em &

Demonstracio: Seja i %)iet base de Hi(—1,1)xV onde 1%ilien é solucdo do problema
espectral ((w;:v)) = A;(w;, v) para todo ¥ € Hal—1,1) e {z},en base ortonormal de V

Denotaremos  por Vi = [wi. - w21, zm] 0 subespaco  de
Hi(-1,1)xV gerado pelos = primeiros vetores w;e z; podemos supor, sem perda de
generalidade, que ;) e (%) s3o ortonormais em L*(—1, 1.

Procuramos @7 (f) € [wi e wm] o @™ (2 za] solucBes  do
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problema:

(v, w) +alt, o™, w) + (aad, w) + (agvly, w) + (agvy’, w) = 0 (2.12)

(@7 2) + bt @™, 2) + (b, 2) + (had 2) + (2bgvl, 2) — (hgv, 2,) =0 (2.13)

e™(0) = v — vy em  HY(—1,1)n H*-1.1) (2.14)
o (0) = o — vy em  HY—1,1) (2.15)
A0 = — o em VHY—1,1) (2.16)

para todo (%) € Van.

Mostraremos agora que o sistema (2.12)-(2.16) possui solucdo Unica. Para
isso reescreveremos (2.12)-(2.16) como um sistema de equacOes diferenciais ordinarias e
utilizaremos o Teorema de Caratheddory.
vR(t) = g @78 =Y M)
Sejam 2 e i=1 entdo de (2.12) e (2.13) e

tomando ' = ®i & £ = % temos

LEE

ZS‘?&( (s, "-"-':.l + alt zgz Jawg, "Lj ﬂz(ﬂzh?“)zi.y:wjj
i=1

P
+aaly, f]igﬂiﬁlu‘s.g:wﬂ+ (aa(y. f)é g (#)wsy, wy) =0 (2.17)
e
ilh:’; (2, ;) + B, ém V2, 2;) + (balt i;ﬂ Jits g 2)
ba(y, t) i R () 25 25) + (2ba(t) il g (thwig, 25)
—(bs(y, #) zﬂ Yy o z;) = D, (2.18)

i=1

Denotaremos por
GUt) = (az(®)e), w;) + (asly vy, wy) + (ma(y d)v)7, wy)
HP(t) = (ba(t)vy, 2;) + (baly, £)@7, ;) + (2ba(t)u]], 2;) — (bsly, t)v)7, 2, )

e usando que

e

a(f,ig?[f]wi:wj) Zg= (H)alt, wi w;) e .5( Zh ()2, zj) =S T RP b 2 2;).

i=1 i=1 i=1

escreveremos (2.17) e (2.18) da seguinte forma



z F:Ll:

i=1

S Rn(#) (=,

u, y +Zg!
+Ehm

alt,w,w;) + Gt =

I
=

btz z;) + H™(t) = 0.

i=1 i=1
Escrevendo
O = (o) onde o = (wy, wy)
= I:ffij:l onde -:'L-j- = I:zi:zj:l
Alt) = A= {ay) onde ay; = alt, w;, w;)
Bl:f:l = B = |:lr.3'z"i:| O??-(ilf .r_:.z-j = -B(f,z,-,zj:l
gy (t) Ryt grt0) ai:(U)
X=1 : r=| i Xo=| =] :
gt Rt gm (0] )
R (0} GT(t) H(¢)
Yo = : &= : H= :
h (0} Golt) H7t)
obteremos o sistema
(X" 4 AX 4 GIX, X Y) =0
DY'+ BY + HIX. X' Y)=0
X(0) =
X'(0) =
| Y(0)=Yq
Como 'wi)e(z) sio0 ortonormais em L* e fazendo
reescreveremos (2.19)
X X' Xo
' = | X" | = | —AX - GX,X.Y) Ziy = | x
V! ~BY — H(X,X"Y) Yy

31

(2.19)
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Considerando as projecoes
FE*xR*xR™ —RE™ F:BE"«xR"*"xR" —R™
Z—P(Z)=X Z— B(Z)=X'

e Py B™x B™ o« ™ — B™
Ar— I =Y

reescrevemos o sistema anterior como

onde

Z' = Fit,Z)
Z{0) = Zy

(2.20)

F(f:Z) = (Flif:E:':FEEEL:ELFi(tz”

(A)

(B)

— (X', —AX — G(X.X',Y),—BY — H(X,X'.Y))
= (B(Z),-ARZ)-G(AZ), R(Z), FZ), -BFR(Z) - HR(Z). RZ), FZ).

Provaremos entdo que Fit. Z) satisfaz as condi¢Ges de Caratheddory, ou seja
Mensurabilidade em ¢, para & ficado:
Note que
Fi(t, Z) & mensurdvel, pois Fy(f, ) = (£ =constante em
Fy(t, Z) & mensurdvel, pois A & contimma, definida em [0, 7], logo & limitada; e &
nac depende de #;
Fs(t, Z) & mensurdvel pois B é continua, definida em [0, T], logo & limitada; e H
nan depende de ¢,

Assim, F & mensurdvel.

Continuidade em &, para ¢ ficado:
Note que
Byt Z) & continua, pois Fa(Z) & projecio, logo & continua;

Folt, Z) & continua, pois A é continma, Py(Z) € projecio, e também
G(Z) = GX, X" Y] = ag(t)Y +as(y, )X +ay(y, )X = az(t) Patasly, f) Pataaly, 1) 7

onde s & constante em 2 e ag, gq 840 fungdes continmas logo, G(Z) & continua,
Analogamente, temos Fy( 2, ) continua, pois B, ba(y, ) e bely, #) si0 continuas,

Portanto, F' & continua.
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() Integrabilidade:
Consideremos i = [0, T| = B onde
Zye B={Z c ™| Z| <4}
Entéo proj. K = (0, T) e, para todo (¢, ) € K temos
F(t,Z)| < |Po(Z)| + |as (9, ) Po( Z) + aa(£) Po( Z) + as(y, ) Fa( Z) + asly, ) L ()|

+b1(y, ) Fa(Z) + ba(t) Fa(Z) + ba(y. £)Fs(Z) + 2ha(t) FA(Z) — bsly. ) FA(Z)|

Usando que as normas das projecOes sdo limitadas por uma constante e
majorando todas estas constantes pela constante ¢ obtemos

|F(t, Z)| = C(14]|a(y, t)[+[aa(t)| +[as(y, )| +|aaly, )| +[ba(y, )|+ b2 () |+ |balw, £)]

+| 2By ()] + [Bsly. )| ) = mg(t)
onde ai, ay, as, as, by, by, bs, bs & bs sdo continuas.

Logo ™(t]é continua, e portanto integravel.

Portanto, pelo Teorema de Caratheddory o problema aproximado (2.12)-
(2.16) possui solucéo.

Agora, por meio das estimativas a priori, estenderemos a solugéo a todo o
intervalo [0, 7], obtendo subsequéncias (v™) € (¢™), que convergirdo para a solucéo de (2.7)-
(2.10).

2.2 ESTIMATIVAS A PRIORI

2.2.1 Primeira estimativa

3 1T

Tomaremos w = vm em (2.12) e = =#" em (2.13), obtendo

(v vy ) 4+ alt o™ o)+ (a2l o) + (aguiy, o) + (age] ") =0 (2.21)
(67 67) + BEg™,07) + (), 67) + (b, 67) + (@bar], 6)

— (bsvy e =0 (2.22)

L
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Observe que

1 d

Eﬁlt':wz = ‘2 = f [ gdy- f Dytuly dy = (v, vy ) (2.23)
Ld 2 . i |
SPTd gﬁcf "" '-’5'5" 5 9':5 @ dy = (@™, 4" (2.24)

L[t i
) = [ ot =3 | [ aeogerta)
-1 -1 t

ld ! |2 1 ! I m |2
- 57 [ mewlta—5 [ awonra

2dt
1d mmy _]' ¥ m_m i
= EE@(E_'{ L™ ga[f,t- T (2.25)

onde

1
dtww) = [ ety

1

Por outro lado

i

1
L m ¥ m m ¥ m_ o m_m
[""’2':.3:'3 o) = (h—,.g':-sl U ) = /;1 —K_q':y vy dy = e j:l iy g dy

o ", 1 ! ! gl _ e
- E[‘*° o, [0 "‘**"gy] — / vy

alad [t m o m m ;
- 2|2 [ o] - S (226)

—
=]
[+
=
-
—
|

1
/ agvp, ey dy = ag|]"| ‘ f — [age e dy

-1

1
2
= wler?] [ asererds [ et
1 1
2

~ [ anlrPay— [ awizordy

1
= —flﬂgyh | dy — I:G.g‘lty, R (2.27)

Logo, multiplicando (2.21) por #/2, somando com (2.22) e usando (2.23)-

(2.27) obteremos

13 i o a
= = [ g m — | . g
g g [ a4 Sl6mE] bt g7, 9™
|II"3 m m ll:? 1 L 2 ll!j i m
=—2a¢f[f:t: L+ % £1ﬂ19|i:¢ ) dy — E[aﬂ'y L)

(e, ™)~ (Dbarfl ) + (b 6T



35

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que existe uma constante ¢ = 0

tal que

g d |2 mo_m & m) 2 m m
_ J ¥ ¥ — |1 i . b
“2 df [ltf | + ﬂ-':f,t L :|+ ':'ll|¢ | :| +IE'|:E1¢ s :|

< P [l + 6™ (2.28)

Integrando (2.28) e observando que @(f.v,w)eblt,v.w) gsio formas

coercivas, ou seja,

calle™|* < at,v™0™) e a6 < bt ¢, ¢)

teremos
-I w2 |2 o we| 2 ' e |2
sallorE + el S1m ] e [l
- .'Ij‘ 2 m _m & w2 f e gy Ay
< ElurP talt, o™ o)+ Zom 2] + | b o, om)di
EI_"I.' .':-ll il
3 2 ¥ )
l_ :"R . :rn :r.ﬂ _ l;".ﬁ
< gl OF +a0.07(0),07(0) + 5167 (0)]
t
b / (o2 + o™ |2 + 6™ 2t
i
= i o (2 o || 2 Elmz ‘ |2 |2 mzdf
< ZliorR+elopl+2lep] +c | (ur? + om|P + [gmf2)dt
ECI. J i
Como
1 1 3
a055) = [ a0 [ oo |
-1

-1

- ! ¥ 2 - ki 2

Y I
-1

[

C=E(ﬂ) | {.5 Be. 1 }
d0IE 0] =M S —. ——, =,
onde * % FU J Entao tomando 2a” 2a° 2" ) seque que

¥ &) o ¢
allgP + g+ loe+ [ o] < S lor e o+ Slom] 4 [ lemIs i
0 o / a
B mE mm 2y X w2  om2 m |2 2
< o [ler Pl + SR + e [ (o + o1 + |6
Eﬂ' .'j o
ou ainda

t
i ? + ||v’"||2+|<b”‘|2+£ 6™ dt < (2.29)

L
e | e o | 7 e P ]+m[[|t't| + [|[o™ + |¢™|7]dt
0

{ g ¢ a } ©
Co = AT — — oy = —.
onde 2o000 0y g3 e o1
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De (2.29) e da Desigualdade de Gronwall, deduzimos
t
sl i e +L ™5 dt < eal|o"|* + [of[|* + | ¢ ]e=T. (2.30)

Finalmente, de (2.14)-(2.16) obteremos

(™) @ limitada em L*(0,T; HY(—1.1)) (2.31)
{e77) & limitada em L™(0.T; L3—1.1)) (2.32)
(™) @ limitada em L= (0,T; L*(—1.1)) (2.33)
(™) & limitada em L*(0,T;V). (2.34)

Observe que

(L=(0,T;Hy(—1.1))) = L'(0.T:H'(-1,1)), (2.35)
(L=(0,T; 1% -1.1))) = LY (0.7, L*~1,1)). (2.36)
(L*0.7:V)) = L*0,T.Vv"). (2.37)

De (2.31), (2.35) e como L'(0.T:H™'(-1,1)) & separavel, existe uma
subsequéncia da sequéncia '*"Imer: a qual ainda denotaremos por (¥™)men, e uma funcio
ve L=(0,T; Hi(—1,1)) tal que

v poem L0, T HY—1,1)).

Agora de (2.32), (2.36) e notando que L' (0,7 L*(—1,1)} é separavel, entdo
existe uma subsequéncia da sequéncia (" J=<n. a qual ainda denotaremos por (v =<, € uma
funcdo «* = L= (0,T;L*(—1,1)) tal que

o 2wt em L0, T5L%—1,1)).

d
Usando o fato que o operador derivagio ¢ é continuo em P'(0. T, L*(—1,1))

entdo

i d . - 2
5" — v em D'(0,T, L3(-1,1)).

Sendo

o Bowt em L0, T LY -1,1)) — D0, T, L3 —1,1})

d

pela unicidade do limite * ~ @' ~ ™ Mas v € L= (0,T: L*(—1,1)) ento
o Sy, em L0, T L2(—1,1)).

Portanto
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o™ v em L(0,THy(—1,1)) (2.38)

o owy em L(0, T3 L3(—1,1)). (2.39)

Temos também de (2.33), (2.36) e como L' (0.T:L*(=1.1)] & separavel,

existe uma subsequéncia da sequéncia (™ l-en. a qual ainda denotaremos por (¢ Jmen, e uma
funcdo ¢* € L= (0, T:L*(—~1,1)) tal que

& bt em L0, T L1, 1)),

Agora de (2.34), (2.37) e notando que L*(0.T:V") ¢ separavel, entdo existe
uma subseqiiéncia da sequéncia (#™)=et. a qual ainda denotaremos por (¢™)men. e uma
fungio ¢ € L0.T5V) tal que

'_‘:.:ln:lt —i el LE I:[] T 1-:|

Como L=(0.T:L¥—1,1})e L*0.T:V} gsigo contidos em L@ segue da
unicidade do limite que ¢* = ¢- Portanto, concluimos

Portanto, concluimos

r

o My em LE(0,T; Hi(—1,1))
vt Swe em L(0,T;L3(—1,1))
™ g em L(0,TL3(—1,1)
¢™ — ¢ em L¥0,T;V)).

2.2.2 Segunda estimativa

Derivaremos (2.12) em relagdo & ¢ e fazendo * = U+, obtemos
(Vi v )+ alt, ol ol ) + (aadly, o) + ((as + ay) v, vl

Flazvyy, viy) + a'(t e, vl 4+ (el vl ) + (el vl ) = 0. (2.40)

Agora, derivando (2.13) com relagdo a t e fazendo * = ", segue
(o2, &) + Bt 477 48 ) + (bovi, @17) + (badiyy, #17) + (B + 2byJuiy, ¢47)
- [bst':'; , an';:I + Bt a™, ") + (bgffl: L+ [25:11-‘;.. ) — (b, r,-‘J':: =0 (241)

o

Observe que



1 1
alt, " vy = ——alf, v, ") — Ea“(t,v:',ﬂ:*j

1 i 1 i

2Ky 2K'y1d | .0

g = o ] md = d

I:G'Et'tt‘!,nitt:l ,/:1 IS t’t:yt'ﬂ U ,/:1 K Bd |

Kr r‘l m
- [ Kpa =5 [ ray

||2

e
d ! 1 1
Ej; ayvy v dy flalv dy+j;1 alt':;ﬂ,?dy+j;l ay vy v dy
1 1
_ f al?,"'t:;.:zﬁf gl [ ed
-1
1
_ f al?,"'t:;dy+f ) ol + vl |
1
1
= f ayu v, dy+f a'1|ﬂf;|2dy+f vy v dy
1 -1 1
logo

1
’ mo_ oy §om_m
a(f, vyl = f ap iy, J"-'t:y'if:'
-1

d 1 1
rom 1|2
= Ef ay vy vy — f ayvy v dy —/ ay |vg | “dy.
-1 -1 -1

Além disso
.llj 1 .lj "J-' 1
[b'Et'tty" s)o= (Eiﬁy!'i'?) = jll Eiﬁy'i':“dy = Ef "'-tty'i':“d&'

1 1
1—/ 1.::¢ ] f ¢.:‘; v dy
- -1
i
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(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Multiplicando (2.40) por #/a, somando com (2.41) e usando (2.42) até

(2.45) obteremos

1
g llmr 4 atar [ s+ SlerF] +be o o)

Ir-'? lIj HI‘ m 'jl ! " {ep!
= _'5'* t, v, ) f Al 2"-{ ctl:l:a'3+ﬁ¢:ﬂ:‘ty!'t’ltt]

[

Ilj ¥ Ilj F e m j r i e
+ /ﬁlt'y :ydy'i' fa1|t-:y|2dy Q('ﬂi‘ﬁyri?:t:' Q':'lity1ﬂ:t:'

* /%Inﬁ"‘l?dy ((2b+ By, 7) + (bsv, ) — B (E 67, 67)
— (B BT — (W) + (Bl 9.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young € a

regularidade dos =« =& obtemos que existe uma constante <1 = U tal que
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A d 1 1
sed P+ atorr)+ [ agdy+ SIerE] + geteor )

. - - (| im
e [ e R e [P e |]+?”¢* i (2.46)

onde cb é a constante de coercividade de bl#, v, w).

Integrando (2.46) de zero até t para @ < t < T, temos

i

a a
g (IR + alter o)+ SIArF] = [0 +a(0,u0(0),17(0)) + F147(0)?

/] vy t.wdydi‘+ f{a (f, d, ¢ )dt

- i
: - m Sb ™
< e [T I i 17 + 6P+ 3 [
]

ou seja,
) o 1 /. i
g'_a[h-mf‘ + a(z,zrf,t-;']+73|¢:*|2] +§f bif, ¢, 7 )di
f o
r 'Ij‘ e iprs i li:!' e
< £[|1-*”[D]|2+a[ﬂ, w(0), 2(0)) +.§|¢’ [n]|f*]
¢ . t
+ t‘:f [IIﬂ“||2+||’-'J?’I|2+|I¢"*||f+I1-‘=T|2+|¢="'|2]df+%f (g™ ekt
(] 1]
I.jn 1 "_:J' 1 ,
— '—f a’ltr:*?.ﬁdy+'—f ay (g, 0™ (00" (0], dy. (2.47)
i -1 i -1

Observe que da Desigualdade de Young segue que
1 1 1
[ agga < [ |a1||a-“"||-v:;|dy <% f o7y
. V265
= & vy Uy ey
f1 3 oo ¥

< —f |-u"*|dy+—f e 2 dy

2 om P + Jatt,om, o)

1A

a,

M

onde == é a constante de coercividade de a(t, v, w).

Logo existe uma constante ¢ = U tal que

‘E

a
ayvgudy| < < e ||v™|® +4—a[t MDA i (2.48)

Portanto, de (2.47), (2.48) obteremos

'jl m m i m ':J-l m m e
2 ey + SR+ el ottt o)+ 3 [ b 6

F

[lf-uﬂm )2 + a0, o (0), u(0) ) + 2 |¢"'m:||2]
&
e ™ m e m C m
b [ o 0 e [

Usando a coercividade de ait,», w) e &t v, w) e de (2.30) existem constantes
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positivas < € 7 tais que
d
EP 4 R+ e+ f |2 de
]
- m e 2 e
= l:"3“"'*\:: [':']l2 + (|e"(0)||” + | ':D:'lz]

-
e ™ i iprs 2 T
* ﬁf (o™ 1 + 1o P + [+ 1613 + 167 7] de.
a
Assim, da Desigualdade de Gronwall, temos

t
WP+ o R+ f 2 d
]
< a0 + [ @) + 40 . (2.49)

De (2.14) até (2.16), deduzimos que [v#(0)[* [ (0} & [¢(0)* s3o limitadas.

Entdo de (2.49) concluimos

(v7) & limitada em L>(0,T;L%(—1,1)) (2.50)
(/") & limitada em L*(0,T: H}(—1,1)) (2.51)
(¢") & limitada em L7°(0, T L*(—1,1)) (2.52)
(@) & limitada em L*(0,T; H'(—1,1)). (2.53)

De (2.50)-(2.53), pelos Lemas (1.9) e (1.10) existem subsequéncias de
(""lmen @ de (¢™)mem, as quais continuaremos denotando por (U™ )men & (#™)men

respectivamente e fungdes 1. vz #1 € ¢2 tais que

ytr-tl_"xirl em L0, T L3—-1,1))
o™ oy em L(0,T; HY-1,1))
i h em [RO,TIH-1,1)
¢ = ¢y em LF0,T; H'Y(-1,1)).

L=(0,T; L3 —1,1)), L=(0, T; H}(—1,1)) e L3{(0, T; H} -1, 1)) x
Como 0 0 estao

contidos em £*(@}, segue pela unicidade do limite que

v e em L2(0,T2(-1,1)) (2.54)
o' Seem LP(0,T5H(-1,1)) (2.55)
g em L0, I-1,1)) (2.56)

# = em L(0,T;HY(-1,1)). (2.57)
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2.2.3 Terceira estimativa

Tomaremos * = —v em (2.12) e = = —¢}; em (2.13), obtendo

(vig, —w) + alt, o™, —vl) + (gady, —vig,) + (asvyy, —v) + (eqv), —v) =0 (2.58)
(¢, —¢n) + b, @™, =) + (b}, =47 ) + (badl, —¢0 )

+(2bat], — ) — (sl — i) = 0. (2.59)

Desenvolvendo alguns termos de (2.58) e (2.59), usando integracdo por
partes na variavel y e da escolha da base temos

1
m ™ _ T
a(t, v™, —vg ) = flalt'y LOMNG. T
m_im 1 ! m m
= —myug| + lﬂalﬂy Dy Y

1
m Im I"."I
/Jal?tﬂ + ﬁl?‘s's':”*yydy

1 1
ST T S Imd
flalyiy ?‘wdy"'flaﬂyy?‘yy y

1
= G.I:t,‘-‘.-‘:,t';']-l-f an vy vl dy (2.60)
-1
e
1
bt m —d) =~ [ g,
-1
1 1
= —wopap| + [ mepena
= Bt 47, 60) (2.61)
e também
1
N
1 1
— |+ [ s
1 1
= f Bey vy + f Bou ey, (2.62)
-1 -1
De (2.58) e (2.60) segue
1
ot ) = = [ o+ (5) + (0 )
+  (aavgy, viy) + (agy, v ). (2.63)

Da coercividade temos que

a(t, o7, o) = e o) = ealep? (2.64)
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e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

(vi2, o) < W] = |l /5 5l
e usando a Desigualdade de Young, segue

m2

25 Ca m |2 5 m |2
el < 3 (1o Pt TP ) = o+ Tl (2.69)

Assim, de (2.63)-(2.65) temos

A |i";;|2 < (e, vl + _|t' *+ |1’s.?;-|2 + (azdy, vy )

+ (asv (2.66)

Ly"'Um] + [ﬂ"l?"y ~1|w:|

Note que da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e da Desigualdade de Young

existem constantes positivas di, dz, ds e dy tais que

Bl
[ﬂlyﬂryl';;.:l < |E-1‘!.,'U ||'E,.' | < dl ”'ti‘m" |tr';.;.|£ﬁ“ﬂmllz_'_lnl-umlz
(b em) < laadl|om) < o) |z-"'|<:-ﬁnqﬁ"*u%—"v“lﬂ
2Py V) =[R2y | [V | = 2 1l = 5 1 ]
(asig,ufy) < lasulega) < ds o7 ey < 3 || 1P+ Tl
(aqvy, v ) = |¢4"‘e'm||"'* | < dy|lv™| |?‘ < c: ||‘i'.-‘m||2+1—E|'1,';;||2.

Usando as estimativas anteriores em (2.66) concluimos que

Ca s ™ L

= * < da(|| 677 + |77 + [0 F + o))
% ged 52 5d2 5 5% 543
=ledg=maz s —, —, —, —, —
onde 2 : 20, 20, 20, 200 20,

2d;
Portanto, tomando ' ca temos

o [P < Dad 16715+ (o™ 1% 4+ [ + [l ]1*)- (2.67)
Analogamente, de (2.59), (2.61) e (2.62) obtemos

bit, 9", —dy,) = (@7, d) + (havig, @) + (Bad) gy
+ (bl BT+ (2, A7)+ (Bse 4T ). (2.68)

Da coercividade, segue
™ L. m||2 - me |2
bit, ¢y b)) = ”':51,- ”1 = cpldiy| (2.69)

usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois a Desigualdade de Young, temos

me Ly m ™ L"‘I"‘ e _ 3 m % im -
(@7 d) = 971140 < 3 (l'i' |2 El@"wlz) = El"i‘: |2+E|¢w|2. (2.70]
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Assim, de (2.68)-(2.70) obtemos
3
cldml® = C—‘}|¢a:“|f‘ + %lqﬁg;ﬁ + (bavly, 6f,) + (Bt ) +
+ [254‘1-‘:1,¢;;,:I + (%ﬂ;;:- ‘JI’;,.] + [&591'321 fr‘l:':.;.] (2.71)

Agora, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade nos

termos com produto interno em (2.71) podemos estimar que
e m - i m - M e - 3 m 2 Cb |2
(bavy, @) = [bavplldn | < ds |6 [d5,] = aﬁ'ﬁ ™l +E|¢'w|

e er - e er - 73 e - 3 e i e
(badys b)) = [bagy ||| < dr || ||1|¢wliad2.-ll¢ ||f+é|¢’w|2

,

') e er - ' e e - m {er - 3 ier 2 c‘b m
(2bavy’, @) = |2bavy| || < da ||V |6, zadé [ + 5 145

ML

m - 3
¥l < aﬁrg Yy
3

s

A,

(bsvig #35) < bsvgllofy| < da

T2 2 b e |2
vy + E|¢Fﬂl

m m - M i - m m - m 2 lf"ﬁ. m
I:'Bsblﬂy ?¢'yy] = |'E'5.5't"y ||¢'yy = dl':'”t" " |¢33| = ﬁ?ﬂllt" ” +ﬁ|¢*"'""|2.
Logo, das estimativas anteriores e de (2.71) concluimos que

G - m ™ m | 2 m
2 |#l® = dul|v (e P (e [ | e e

3 3 3 3 3 3
f—* =m »0e d]_l = Mmar {aﬂﬁ,aig, Edg,ar ad§~adfn}

onde 2
_ 2dp
Portanto, fazendo ~*~ & temos
i1 ! ™ T e e 2 i1 b of
B2 < Do+ (16713 + [P + [l |I* + 1627115 (2.72)

Agora, de (2.31), (2.50), (2.67) e (2.72), temos

I:?-‘:;.:I : adD n L [ [ ] f 3:'
e 1t el :" 2 i
I:d:' ] é ]-lllillt-ardD 2101 L [C11 "L [ ]]

Em (2.73), pelos Lemas (1.9) e (1.10) existem subsequéncias de
(v )men & de (¢ )matiy g5 quais denotaremos por «™ e ™ respectivamente, e funcdes tais que

v Lt'w em L*(0,T;L%-1,1))
G = @y em L0, T7L%(-1,1))

ou seja,

{ v Ly em L=(0,T;H*-1,1)) (2.74)

#™ =g em LA0,T;H*-1,1)).
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Agora tomaremos o limite em (2.12) e (2.13). De (2.50) e tomando & = ww

onde ¥ = D(0.T) e w & [wn, -, wn], seque da Proposicao (1.6) que

T T
lim /(?.-‘,';‘[t:l..?.-;']t;"[f]dt=[ (v ), w el £ ).
o 0 o0

uma vez que @ € L'(0,T5 L3 —1,1)) = (L=(0, T L%(~1,1)))"
Das estimativas (2.50) e (2.73) temos
vyt & limitada em  L*(0,T; HY(—1,1))

vpy & limitada em L30T I*(—1,1)).

Entéo, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma supsequéncia de (*y'): a qual

continuaremos denotando por ¥ tal que
v™ — v, em L7(0,T;E%(-1,1))

¥

logo,

T
f [ (E) — v, (t)[*dt — 0.
o

Por outro lado, tomando @ = ¥w,, onde ¥ € (0, T) e w & [un, -+

T T 1 1
f [alt, o™, w) — a(t,v,w)|ddf = [ ( [ aly, thv wahdy —f aly, t}z's,w&,?,-"ffy) dt
o -

1

Ja -1
T rl

[ [ aly, f) [l — vy wyihdydt.

Ja Ja

Como ai{y.#) é continua em (%71 [-1.1] ¢ de (2.76) concluimos que

T 1 T
[ }f arfy.t)[v] — t'y]&'y?;"dydt‘ = [ Erfu () — vyt [y [[50|dt
Joo Ja Ja

T
My [ gpie) — (o)
<0

T 1z T /
< M, (/ .:iz) (f () — t-yﬂf]th)
o 0 a

— 0 guando m — oo

Portanto,

Tt a0

T T
lj.mf alt, v™, wyhdt =f alt, v, w)idt.
o o

Da estimativa (2.31) temos

(2.76)
+ W] temos
1/2

(2.77)
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¢ — ¢, em L0, T;L*-1,1)). (2.78)

Tomando @ = wag(t), onde ¢ = DO T ew = [wy, -y, temos

we L30,T;L%(—1,1)) pois a2(t) é continua e assim como

T _ T 1
f [ﬁz';"’:’,‘i‘-t']‘i:.'r‘dt = f ([ ﬁg[tjlil;’wdy) bt
0 0 -1
T 1
= / as(t) (f q'::’wdy) whdt
0 -1
T
= f (g s wag(t)ehdt
0
entdo de (2.78) seque
T T
limf [agqﬁ;',ij{t=[ (o, withdt. (2.79)

Integrando por partes obtemos

1 1 1 1
f ag[y,f]ﬂgwdy=a3|:y,t]|1-f1w|_l —f a3yt':tttdy—f ag(y, t)u wydy.

1 1 .
paratodo @ € [y, - W]
Da estimativa (2.50) temos v" — v em L=(0,T5 Hi(—1,1)} assim, tomando

@ = asvw onde ¥ € D(O,T) ew = [wy, - wn] seque

T T
limf [aﬂ'f’[f],w_y]t"dt=f {agu™(t), wy )i, (2.80)
0 0

Agora, da estimativa (2.50) temos
(4") & limitada em L*(0, T, H}(—1,1))

(5) & limitada em L°°(0, T L*(—1,1)).

Entdo, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (¥ Jmsti: g
qual continuaremos denotando por (%" lm=n: tal que

-;_.*m—:‘.l,'t =111 LEI{D,T;LEK_L-J-:':'-

Assim,

T
/ [el™(t) — v (#)|%dt — 0.
a

Tomando @ = —iuy, sendo # = D(0,T) e w = [uy, - ,wm] temos

T T 1 1
f [lasv wy ) — (@avewy )|bdt = f ([ as(y, t)or wythdy — / as( v, ﬂjy:’u,'yt;l'd_‘i"l) dt
o -

1

] -1
T 1

= f f agly, t)[el" — w)wyrhdydt.
0oJd-1
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Como 4aly.f) é continua em [0, T] = [-1,1], segue que existe uma constante

positiva M- tal que

T rl T
f f agly, t)[e" — *u:]wy?,-"cfydt‘ = M, [ [[e?(#) — wel#)|| ot
0oJ-1 a

T 1/2 T 142
= ,?l'_fg ( [ l.'iﬂ) ( }r ”'i::'t'ﬁlzt:' — ‘t:‘:[f:lllzdf)
S0 S0
— 0 guando m — oo,
ou seja,
T T
].'i.l'.l.'l. [ (ﬂ_zt.:'"‘ ) uly:]t?dt = [ I:ﬂ.g [T ‘i‘.L's, :I 'i',!'w'.'lf‘f . |2-81 :I

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

{v™) & limitada em L*(0, T, HY(—1.1))

T
(vip) € limitada em L*(0,T; L*(—1,1)).

Assim, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (¥} a qual

continua- remos denotando por ‘t-‘;-. t.al que ‘1-‘; — ty, e Jr_-z[':'. T [-2[—1-. 1}).

[

Tomando @ = #w, cnde ¢+ = D0, T) e w & [un, -+, ], temos

Logo,

v (E) — v, (8)]|* de — 0.

T

[ [(aal, s @) —  (@aly, t)uy, w)]ddt
Ja

T 1 1

[ (f a;[y.f]tr;‘w?,-"ffy—f a;(y.t}aryw:!,-"dy) dt
o0 -1 -1

T 1
[ (f agly, t) [?.-*;" — ?.-*y]wt:-*-:iy) dt.
Ja -1

Como ai(y.t) é continua em [% 71 = [=1.1]; temos que existe uma constante

positiva Ms tal que

T 1 T
ffa,(y.t}[ﬂ;'—vy]mwdydf‘ < _-wzf lei () — wy(t)]|
R S o
— 0 quando m — oo,
ou seja,
T T
limf [a.;?.-‘:~t|:'j|t-‘n:it= [ [y, w)thdt, (2.82)
e—s O o Ja

Da estimativa (2.50) temos #* — ¢ em L*(0,T; L*(~1,1)) assim, tomando

z=1hz, onde ¥ € DO T) ez <21, 2] temos
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i— O
o

T T
lirn [ (" (), =)yt =f (i (8], ) el df. (2.83)
a 0

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

{ g & limitada em L3(0, T, H'[—1,1))

oy & limitada em L0, T: L3(—1,1)).
Entdo pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (%y)mst: g

qual continuaremos denotando por (#& ==t tal que €3 — ¢y em L*(0, T L3(—1,1)).

Assim
T
[ () — by (2)[*dt — 0.
]
Tomando Z =z, sendo ¥ € D(0.T) ez € [z, 2] seque

T
[[E-(L-fx'“"z] — b, g, z)]ebdi =
Ja
= f (f E:l[t"lr‘.i'“/ (iy—/ b(t‘luf:ﬂl/yﬁ,{fy)d‘
f E-fflf[ t— |z iy

Como (t) é continua em [07] = [-1,1]. temos que existe uma constante

M, =0 tal que

T 1 12
D by () r;:;"—r;:y]zytrciydf| < .-m( i ) U ¥y — P4l -rf‘f)
— 0 quando m — oo,
ou seja,
T T
lim [ b[t~r,-‘m"".:::|?,£:df=f b(t, b, = )epdt. (2.54)
|""|—|‘IC‘:‘|:| |:|
Da estimativa (2.50) temos v — v em L=(0, T, Hy(—1,1)).
Tomando = zk(t)d, onde ¥ € D0, T) ez € [z, , 2], segue
T 1 T
)f ba(t) ([ ‘E.-‘;;S:(iy)?,i.-‘dt = [ (v, 2) ba(E)ihdt
a0 o — <0
T
— [ (tegs 2)ba(thfidt  quando m — oo,
o0
ou seja,
T T
lﬂl.;.[ (E‘g.t*;:~2:lﬂ:.'df=jl; (b, vy, 2)ebdt, (2.85)

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos
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(¢7) & limitada em LA(0, T, HY{—1,1))
(¢ & limitada em L3(0, T L3 —1,1)).

Entdo pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (¢ )msti:

qual continuaremos denotando por (@, Jmeti: tal que #5 — #» em L*(0,T7 L*(—1,1)).

@) — gy () zdt — 0
Logo, [u % ()]

Tomando Z= 4=z, onde # € D(0,T) e z € [z1,- -+, 2], temos

T
[[l:bm:ykf:u:s;*.z:n = (baly, )y, z )|yt
<0

f ([ Baly, flr‘:"‘/qr{fy f Balw, ) /?,{fy)
= f ( [ baly, t)[#) — ¢y :’:?,'"dy) dt.
a o —1

Como ' bs(u.t) é continua em [0 7] = [~1,1], segue que existe uma constante

positiva Ms tal que

1 T
[53[y.f;.[¢;—e@]m,:-._rfyda‘ < Ms[ T (2) — gy ()| dt
o =1 ]

— 0 guando m — oc.

Portanto,

T T
limf (bagly, z )bt = [ (B, z)eldt. (2.86)
i} W1

Da estimativa (2.31) temos v™ — v em L=(0, T, Hy(-1,1)).

Tomando 7z = z2b(t), onde ¥ € D(0,T) e z € [z1, -+ , zm] Obtemos
T 1 T
f 2hy(#) ([ L';"z-:iy) wdt = [ (v, 2) 2hy (E )t
0 J1 Ja
T
— [ (v, 2 )byit)ebdf  quando m — oo
0
Portanto,

lim

LLE ]

T
(2bgu)’, z)ibdt = [ (2w, 2)ibdt. (2.87)
Ja

::T"""-;
=

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos
(v} € limitada em L0, T, Hy(—1,1))
(v} € limitada em L0, T; L% —1,1)).
Entdo, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v lmst: a

qual continuaremos denotando por (¥ lmet: tal que ¥ — vy em L0, T3 L3(—1,1)).
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T
) — v, ()] — 0.
Logo,f_u 50— w(Od — 0.

Tomando Z= %z, sendo ¥ = D0 T) ez & [, 2], ohtemos

T
/[':5511?1?23] = (bsvy, zy)]odt =
0

T 1 1
| ([t orpai - [ b r:wyzyw'-dy) dt
0 -1 -1
T 1
= f (f k(g,tj[t-;*—t'y]zt"dy) dt.
i} -1

Como bs(u,t) é continua em [0 7] =[-1,1], segue que existe uma constante

positiva Ms tal que

T 1 T
/ / be(y, t)[v]) — ’-'_fy]zy'i:.'}dydf‘ = Msf oy () — wy(t)|dt
1] -1 o

— 0 quando m — oo,

Portanto,

T T
limn f (ﬁir;[t],zy]t:}dt=‘[ (Bsvy(t), zg Jobdi. (2.58)
0 0

Fi—t Oaln

Por outro lado,
(v, w) 4+ alt, o™ w) + (@), w) + (asvy, w) + (agvy, w) =0

(9 2) + bt ™, 2) + (bavig, 2) + (bt 2) + (2w 2) — (b, 2,) =0

L

para todo @ € V-

Multiplicando (2.12) e (2.13) por ¥ € 20, T} e integrando sobre [ T] segue

que
T T T
f (vi, wiehdt  + f a(t,z-"',u-j¢dt+f (a2 ], withdt +
+ f [“31’:?;%']ﬂ"df+/ {aqvy’, withdf =0 (2.89)
0 a
T T T T
/ [¢;‘=1z:l'¢"df + f b(t, ¢m?z]ﬂ'-df+/ I:b'zt'f:rz]dt'kf (53¢f,2]t&dt+

T T
+ f [Ebiﬂ;’,z]df - f [ﬁlsﬂ;irzy)ﬂ'ldf =1 (2. a0
u} a

para todo w = Hi(—1,1) e z = V| uma vez que (®;)sen é uma base de Hi(—1,1) e (#;)ien é uma
base de V.
Assim, de (2.75) até (2.88), tomando o limite em (2.89) e (2.90) concluimos
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T T T
/ (vgp, wiebdt + f alt, v, whidt + j (g, w et 4
a 0 ]

T T
+ f (aguy, wighdf + f [y, w)ihdt = 0
0 0

T T T T
f (s, 2)ebdt  + / Bit, b, zhbdt +f (boty,, z)bdt +/ (bady, z)bdf 4+
] DT UT a
+ f (Byvy, 2)ebdf — f (Bsvy, 2, )hdf = 0.
0 0

Pelo Lema de Du Bois Raymond
(e, w) +alt, v w) + (azgy, w) + (eavy, w) + (agv,,w) =0 (2.91)
(dw,z) +B(E @, 2) + (bavg, 2) + (b, 2) + (2hywy, 2) — (bevy. 2, ) =0 (2.92)

para toda ¥ = D(0,T).

Portanto, v e ¢ sdo solucOes de (2.7)-(2.10) em &
2.4 CONDICOES INICIAIS

De (2.55) temos
vy 2y em Le=(0, T, Hy(—1,1)) — L=(0,T; L*(—1.1)).
Entdo,
T T
f (v (£), &(¢))dt _f (welt), £(¢))dt
a ]

paratodo &= L0, T, L*(—1,1)).
Seja ® = CY0,T) tal que P(0)=1,d(T)=0ewe Hj(—1,1). Tomando

£ = dw, segue

T T
f (v (£), w)d(f)dt —f (vl t), w)D(t)dt. (2.93)
o o

Integrando por partes na variavel ¢ e usando que ©(0) =1, ®(T) =0, teremos
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T
fr_ar;“-r_f].wjuirr_f]df = f oMyt ) () dydt
0

[

= f l/:nt: [y, nt:(t‘.._r.!‘f] w(y) dy
Ll
L

T T
T fHI}(t‘I| - [ t-""‘(yj]ﬂh(t}dt] w(y) dy
0

-

=L

r T
—u™(y, 0) — [ tr'"‘(yjjl{l‘r,(t}df] w(y) dy

T
= —(v™w)— (o™ (), wdy (#)dt
(1} i
o

obtemos entéo
T T
(vg', w) = — [ (v (), w) ()t —f (w™ (), wid,(t)dt. (2.94)
Ja 0

Por outro lado, de (2.38) temos

T T
f[t"“‘(f}.:lj-(t}}dt—f (vl t), i)t
0

a
paratodo » = LY0,T, L3(—1,1)).
Tomando em particular 7= w®:, onde w < Hy(—1,1) ¢ ® = (0, T) teremos
T T
)f (u™ (), w)d,dt — f (w(t), w)b,di. (2.95)
of 0 o
Usando (2.93) e (2.95) em (2.94) segue que

T T
(og, w) — — [(t-‘t[f].w}'ﬁ[f]df—[(v(t}.w}fb,(f}dt
0 Jo

o

T T T
—f [v,(t}.w}ﬂ‘-‘(f]dt—(t-‘(th]fﬁ(t}h +f (2], w ), (f)dt
o o
= (w0}, w)
paratodo w = Hi(—1,1).. Pelo problema aproximado (2.14) temos que
uy — vy em Hy(—1,1) 1 H*{—1,1)
entao
(wg'y w) — (wg, w)

para todo w = Hi(—1,1) n H*(—1,1).

Assim, pela unicidade do limite fraco

v(0) = vy em H}(—1,1)1 H*(-1,1).

Mostraremos agora que w(0) = em Hj(—1,1), Seja ®=C0,T) tal que

B0y =1e HT) =0

Consideraremos i = I e o problema aproximado (2.12)-(2.16) com m = j.



52

De (2.12)

Temos

T T T
f I:t'::lztj,w_?]'ﬁl:tjdf+f a(t,ir"’[f],u",jffl(f]dt+f (azd, w;)B(t) dt
a IIIT T 0
+f (agt':;,,wj.]'ﬁ(tjdt+f (aqvy’, w; ) D(t) df = 0. (2.96)
a ]
Integrando a primeira parcela obtemos

T T
f (v (), wy )P (E) df = — (0" (0), ) — / (™), vy ) D () dt
0 a

Substituindo em (2.96) segue

T T
— (w0, wy) f (o™ (), wy ) Dyt dt+f alt, u"*(tj,wj.]tﬁ(tjdf+f (aadl)’, w; ) D(t) dt
o i}

T
+ f [a;z':';,tL'Jj{I}(fjdt+f (mavy’ wy)B(t) dt =
a o

Tomando o limite quando ™ — 2. e de (2.15), (2.77), (2.79), (2.81), (2.82)
e (2.93), temos

T T T
—(v,wy) — f (?_r:(i'],'w_,l.]'ﬁ*{t}dt+f alt, v(t), w; ) D(E) 4t 4+ (o, w; ) D(t) di
0 0 0

T T
+ f (30, w; ) Dt} dt +/ (@qvy, wy)D(t) dt = 0.
0 0

Pela totalidade dos =; obtemos

T T T
—(v,w) — / [t'*(t]l_.w]if}*(tjdt+f a[f,v(tj,wjﬂ"[f]dt+/ (g, w)D(t) dt
a a

o

T T
+ f [ty w )D{E) di +f (v, widif) df =
0 0

para todo = = Hi(—1,1) e paratodo & = (0, T).

Integrando a segunda parcela da equagdo acima temos
T
—(vy,w) — ( {w(0), w) / (vl t), w ) (1) dﬂ) f alt,v(t), w)d(t) di
o

T
+ f {2y, w :I'f'[f]df-l—/ [a31¢y_u}£ﬁ{t}dt+f (aqvy, w)D(t) dt =
a 0

o
ou seja,
T T
—fay, w) 4 (e (0], w) +/ (ol ), w ) Dit) dt +/ alt, vlt), w)d(t) 4t
T ‘ T ! T
+f [agcpy,wjﬁl(f]dt+/ |:l2-3t'¢y?tt']1I}|:t:ldt+f (agvy, w)D(t)dt =0. (2.97)
o 0 D

De (2.91) e (2.97) temos

(vg, w) = (130}, w), para todo w = H)(—1,1).
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Logo, "1 = v (0) em HI{—1,1).
Finalmente, mostraremos que #(0) = ¢» em V 11 H*(—1,1}., De (2.56) temos
iy 2 em L0, T L3%-1.1)).
Entéo
T T
[ @), ende — f (u(t), £(8))dlt
W0 a
para todo ¢ = L'(0,T, L*(~1,1)).
Seja® = C1{0.T) tal que 2(0) =1, &(T)=0e z V. Tomando & = P2 segue
T T
f (g (8], 2 ) D(d)dt — f (pe (2], 2)D(2) . (2.98)
ia 0
Integrando por partes na variavel ¢ e usando que ®(0)=1,®(T) =0,
teremos
Py £z (w) D) dydt

11 0T
= [ f rﬂ;“[y.tjﬂﬁr_f]dz] 2(y) dy
-1 [J0

T T
—f r::"‘r.y.t}finr.f:ldt] (y) dy
(i}

II
6"'"--:_]
r

T
f (¢n(8), 2)D(t)dt
1}

= r,-‘:"'[y.t:lfil[f]|
a

1

17 T
= [ —d™ [y, 0) —f r;:"'[y,t:l{I',[f]dt] =y} dy

-1 L a

T
= —(¢7,2) — [ (™), 2 ) D, )t
S0
obtemos entéo
T T
(i ) = —[ (™ (), 2 ) D)t —f (™ (8, 21D 8)dt, (2.99)
<0 ]
Por outro lado, de (2.74) temos
T T
f r.r:s""lif]l.ulit))d't—f (¢(t), m(t))dt
[} a}
para todo 7= LZI:D..T. Lz[_l. L}).
Tomando em particular 1= #®:, onde =z =V e & = "0, T') teremos
" .
[ (#™(t), 2 )D,dt —f (B(1), z)D,dt. {2.100)
< o

Usando (2.98) e (2.100) em (2.99) segue que
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mo,
["r":'n ' ’5:'

T T
f[r,-‘::[f].:::l'fl[f]cif— [ (ablt), 2 )8t
0 ]
T

o

T T
= - [ (el ), 2 YD #)dt — (d:(t}~z:|111|:t}| +f (g (£, 2) Dl t)dt
Jo 0

= (0], %)
para todo w = V. Pelo problema aproximado (2.16) temos que
it — g em V0 H—1,1)

entdo

(65, 2) — (¢n,2)

paratodo # <V H*—1,1).
Assim, pela unicidade do limite fraco

#0) =g em V1 HY (—1,1).

2.5 UNICIDADE

Sejam (©.9). (2,9} solucdes de (2.7)-(2.10). ENtio v = & — ire ¢ = 6 — ¢ 40
solucdes de (2.7)-(2.10) com condicdes iniciais nulas.

Multiplicando as equagdes (2.7)-(2.8) por (#/a}u « ¢ respectivamente e
somando uma com a outra, segue

54

2o di
1d

+§E|¢|2 + bt ¢, ) + ['521':9- @)+ {'E'Sd’;- @) + {E'-l-t"y @) — (%t'}p d’;] =0

[ |2 + E"—T(t~t'- v + 5(32‘-4‘.5-- v ) + E':ﬂst':s-'-t'] + E[“-ﬁ"y*'“:] +

Como
5t v, 0 5 4 o) — L ‘(t, v, v)
—alt, v, v ot v v) — o—a'(t, v, v)
&}
E(ﬂz'f’ s 0 _|:£7'2't}:5-~rr:l:':|
a _ a a a
E[{Tgt'gy.'l-‘g_l - _1a33|1-‘¢| dy — o _lﬁg‘t-}&,t‘:d‘y.
segue que
[lt‘ |* +alt, v, v) a|‘:|2] +bit, 4™, &™) = f alt, v, v) +
El_’td‘f i LR Bl er' S T ] J_El_’t y By U

3 .
+Ej;1c135,|-tr,| dy

i3
E':“Jt'a-'t’t | — (hady, @) — (bavy, &) + (Bsvy, &)
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Da regularidade de wv.¢ e das fungbes a:eb; segue, utilizando a
Desigualdade de Cauchy- Schwarz e a Desigualdade de Young, que existe uma constante
e = 0 tal que

A d

\ ct o 2 1
Sl [|'u:|2 +a(t,v,v) + E|r;:|2] +bit, d, @) < Crf|wl® + [v|[* + |2[] + E”’r””%'

Integrando e observando que a e b sdo formas coercivas, obteremos
. i
g 2 a O o 2 .
E[Iﬂ:l téa vl +5l4l ] +fa£ ][y dt <
A 2, 2 o 2 L z 2 z
=1l +Ca ol + F1al?| + €1 [ [wef® + [[0]” + ¢k,
T o o
onde ©z é uma constante positiva.
E pelas condigdes iniciais nulas, segue que existe s =0 tal que
Juef* 4+ [lo])* + ¢ < Ca f (el + [0l + [ 4[)dt.
L]
Entdo, pela Desigualdade de Gronwall, teremos que
ul* + [[w]* + |4 = 0.

Portanto, @ =ie ¢ =¢, confirmando a unicidade. O que conclui a

demonstracdo do Teorema (2.2).
2.6 SOLUCAO DO PROBLEMA NO DOMINIO NAO CILINDRICO

Considere 0 espago

V= {we HYQ) : w,(—K(0)) =0=w(K{0))}.

Teorema 2.3 Dados tn € Hi(C) M H (), 6= VIH () ewr € H(fh), existem Unicas
funcdes
wil) — R #:0 —R
satisfazendo as condig0es:
(A) we L=(0,T; H{Q) 1 HAHQ,)), we = L=(0, T HYHY)), we = L2900, T L2(0,)),

(B) 0= [20,T,V 1 HXDQ,)), 6 = L0, T; HY(1,))

as quais sdo solucdes de (2.1)-(2.4) em Q.
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Demonstracdo: Se (v, ¢#) € uma solugdo do Teorema (2.2), consideremos as fungdes:

{tt(r.t} = wiyt), =Kty (2.101)
Blx,t) = ¢lut).
E também
vy, t) = %u[ﬁ'[f]y.f} =, Kty t) = w (K (w1 ) [y + w (K (g, 1)
vy, 1) = wp (K {0y K(0)y 4+ e K(0)y) = KDy g (K{0)y) + wy (K(0)y).
ou seja
valy) = ualk(O)y), doly)=Oo(K(D)y) (2.102)
vyl = w(k(0)y) + K0y wa (K (0)y) (2.103)

As funcdes u(x t) e 8(z,t) definidas por (2.101) sdo solugbes do Teorema

(2.3). Para isto, é suficiente observar que a aplicacao

) T
(z,8) — (ﬁ'r_f]‘t)

de @em]—1,1[x]0.T[ & de classe C*e as derivadas de «, @ satisfazem

1

e lr,t) = Et'”(y.t} (2.104)
afl (&) = ax(t)dy,(y,f) (2105}

gz, f) = vl f) — [arly, (e, b)), +

1

+ aa(y.t}v:y(y.tHa:(y.t}vy[yﬁjl+ﬁvwr_y.f] (2. 106)
Koo (z,t) = by(t)duly,t) (2.107)
Bz, t) = iy t)+baly f)dgly,t) (2 108)
Bz, t) = ba(tlug(y,t) + byt v, (u, t) + bs(w, t)vy, (v, 1) (2.109)

Entdo, de (2.104) a (2.109) e do Teorema (2.2) segue a existéncia no
Teorema (2.3). Analogamente, de (2.104) a (2.109) segue que, se (=) é solucdo de (2.1)-

(2.4) entdo ¥ definida por (2.101) é solugdo de (2.7)-(2.10). Portanto, os sistemas (2.1)-
(2.4) e (2.7)-(2.10) sdo equivalentes.
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Unicidade
Sejam (8}, (&,6) solucdes de (2.1)-(2.4). Como (2.1)-(2.4) e (2.7)-(2.10)

sdo equivalentes, (©,8), (#,8) definidas por (2.101) sdo solugdes de (2.7)-(2.10). Pela unicidade
no Teorema (2.2), temos que

Entdo, de (2.101) concluimos que
i=i e 6=04.

Completando a prova do Teorema (2.3).
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CAPITULO 3 — DECAIMENTO EXPONENCIAL DA SOLUCAO

Neste capitulo, com o uso de técnicas multiplicativas mostraremos a

existénica de um funcional de Liapunov £(f) ende £L(#) < —eL(#) que é equivalente & energia
associada as equacdes (2.1) e (2.2), obtendo assim o decaimento exponencial da energia do
sistema (2.1)-(2.4).

Para isto assumiremos as seguintes hipoteses
(H1) Existe uma constante positiva K tal que

0= Ky = K{t) = K, t =10

(H2) Existe uma constante positiva ko < ”"""”{I-m} tal que
0= K'(t) < ke, t =0

onde Cw = (¢ aconstante da imersdo H' — L=.

(H3) @ = 2 sdo constantes positivas.

Introduziremos o funcional de energia

. 1 Kit) a
E(t) =: E{t;u,8) = 5 [ [eeg ] + |ug|® + ?|€|2) dr.

=Kt}

Lema 3.1 Seja {#:#} solugdo de (2.1)-(2.4) dada pelo Teorema (2.3), temos ent&o:

d ka K@ K(t) .
— o ——— 2 _ VS _ .2 - -] KO a
de‘[:.f,u.E, < ~28 ) ke |8 |* da - (1 — B (Juc (K8, )7 + |ucl — (), 8% .

Demonstracdo: Multiplicando (2.1) por w: e integrando na variavel * temos

Kty Kty Kt
f Hyplly AT —f oty d + o [ oy dr =10 (a1
—K{t] —Ki{# <+ —K ()

utilizando a hipétese w(K(t),t) =0 = u(—K{t),t) segue

w(F (1), 1) = —K'(Hu (K1), 1) e wl—K(1),4) = K'(Hu—K (1), 1). (3.2)

Assim de,

1d fK® 1 R g K'(t) . K'(t) .
ﬁf_m e * -:ix=§f_h_mﬁlu:|2 dz + —=|w(K(t), ) + ——[u (K1), )
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e (3.2) obteremos

Kt

K]
i 1]d - - -
f gtydr = = _f ety |* e — F(8) [ (K (8), )7 — K () e (— K (), 6)F
K (1) 2 |dt Jokp
1 d Hrﬂ 2 i 3 - 2 i X - 2
=3 —/ " e — ()" [un (RKCE), )7 — KO(8) |uc(—KO(E), )7 .(3.3)
2 dt —K[!:I

Aplicando integracdo por partes e usando (3.2) segue

Rt K(#) K
f Uy tpdit = —'?.u!-l-‘tt-;| +f Uty AT

Ki# =Kt Ki#
Kt
= —u (H(), ) u (K () ) + w (— K{8), g — K (£), 1) +/ oty AT
—Ki{#
1d e
= K'(t)u(K(£),8)]" + K'(t)u(— K (), )" + 5+ f | iz
Edt _H’[:]
1 . 1 R
- EK“(tHu:(h(f],tﬂz—EK“[tﬂttI[—h[f],tﬂz
K'(t) 2 K)o g2, 1d (RO
= —|u (K [{t), ) +—=|u (K. ¢ +——f ug[*dr. (3.4
> AP+ KOO + 5 |l (34)

Assim, substituindo as igualdades (3.3) e (3.4) em (3.1) segue

1d R . . 1 . 1 .
_——/ we]* + [ue*) dz = K1) u(K(8), )" + = K(£)* |uc( — K (2), t)|
2 dt 0 2 2

—Ki
K'(¢ . Kt
(K (1), 0 ~ S5 - K 1), )
Kit)
- f Byue de. (3.5)
—K{#)

Agora multiplicando (2.2) por # e integrando na varidvel = obteremos

Kt}
f (8,8 — k6 _ 0+ Fu, &) de =10. (3.6)
—Kit)
Como
Kt} Kit) r
- 1d R K'(t) 2
Bidry = —— 8" dx — B —HK(t),t)
Lo T AN S U (CRY]
K Kt}
—kf 0. 0de = kf |6 |* da
—K{t] Kt
Kith Kt
'3f unpldr = —Fu| —K (), 8)8—-K(#),t) - ,’J"f wf, dx
—K(#) —Rt)
substituindo em (3.6) e usando (3.2) obteremos
Kt} r Kt} Kt}
_lif 6fdx = mw(—ma;.,fn?—kf 0, .:zz+;:rf 1, dx
24t =Kt 2 —K () — K}
+ ARt u (K (f), )0 K(t),1). (3.7)

iy
Multiplicando (3.7) por # e somando com a equagdo (3.5), segue que
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1d Kt |: . . o 2i| ko K} 2
— "+ |u "+ =E | dr = —— e
Mf_m_ﬂ el + fuc + 510 5 e
K.-f.ﬁ .
+ T K@, 007 + ol K (0, 0]
lcf’[f'] .
— e (K (), 8)* + | — K (2), )]

+ —K’[t|l§' K[f],tﬂ
+ -::K“[t)u:(—ff[f],f]E'(—K[f],t]l-

Utilizando a Desigualdade de Young no ultimo termo da equagdo acima
temos
al(thu (—K{t), )8(—K(t),t) < aoRK"(t)|ud—K(t),1)[|8(—K(T),t)|

K 1 PR 1
Y2 (K@), 0F)* 20/ 0 (10K (), )7)*
lcff[f“]

<

(—K(t),8) + oK (t)|0(—K(t), 1)

Da imersdo H' — L= temos

el - - Klll:tj r 2 % v K“] 2
ol (Hu(—K (1), 8- K(t),t) = u(—K(t), 1) +a K’[ﬂéuf |8 dr
—K )
onde ' == 0é a constante da imers&o.

Logo
14d K@) |: a @ i 2:| ko K a
—— wl |+l dr = —— A" dr
Mj_m_ﬂ e + e+ 510 5 [

K.- i 3 N
+ ;] [|u:(f\[f],t]||2+|u,|:—ff|:t]|,f]|2]

— B ke, 08 + K 0), 0]

Kt}
—4 2 i -p o 2
+ G (a + zﬁ,)h [ﬂf_m|9‘,| da.
Segue, da hipotese (H2) que

1 d le:t] |: ) ] L} a k‘l_"t K[:] a
rEn "+ [uz"+ |8 dz = —— |6: | dz
24t —Kit) ‘ g 24 —K{#)

@ (1= k3) [l B (), ) + fual — K (), 6)[]

0 que conclui a demonstragéo.

Kt}

) |t | daz ) .
Para estimar o termo j;h'r_:] da energla usaremos o SGgUlnte lema

Lema 3.2 Das hipoteses do Lema 3.1, temos

Kt} Kt} Kt

d L] ( 1
d_f tn:fudzif |tg | -ir——f - |* dz + C —f |8, | dz
t — K} —K () Kt} Kt
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onde C; é a constante de Poincaré.

Demonstracdo: Da condi¢do de contorno =(—H(t),t) = u(K(f),£) = 0 segue

{_E Kt} Kt} 5.
—f wudr f — () + K () [[ul K (t), )| (K (), )]
dt —K{t) —HK () It

K (1) [Ju(— K (2), £)F [ — K (£), )]
Kt} Kt}
= f |t.:1|2d.r+[ Uty dT.
Kt & =K (1)

Substituindo = == —at: 3 derivada acima temos

d Kt} Kit) K Kt
Ef wudr = [ |ti-¢|2 dr + [ gy AT — O [ ull, dr

Kt oS =K (#) & =K {t) S =Kt}
Kit) Kt} Kt

= [ |t.:1|2d'_r—f |ti:|2{f.1"+l_’tf ufde  (3.8)
o =K () —K ) — Kt}

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Young
em (3.8) temos

d K} K Kt} Kith % Kt %’
4 f wudz < f e ? dx — [ o P dz + o )f 192 de f g | de
dt =K {#) —Ki{t) o —K(t) o =Kt} Kt

Kt} Kt} al Kt} 1 Kt}
= f |'l-!-|:|2 de — [ |-;l_,5,__|2 (i$+ ? [ . |6||2{E_r+§f |-;_,!,I|2 dz

Kt} S—K(t) —K{#) K}

K} 1 Kt} o Kt}
< f g dix — _—f |tc_r|2¢‘f.r+f-'p_—f 16, da
—Ki{#) 2 K T2 Kt

obtendo a conclusdo desejada.

T aK )
. f ] ? dz o . )
Para estimarmos o termo /- da energia introduziremos a funcéo

q =f & ds,
Kt

Nestas condigOes temos o seguinte lema

Lema 3.3 Das hipoteses do Lema (3.1), temos que existem constantes positiva C1 e tais que

d K} . K¢} Ki#) A Kt}
_f wgdr = r_}f 10, de — [ t::ﬁ‘dx——[ g2 el
dt —K{#) —K{# —K{t) 4 —Ki{#)

o o

+e K () u (K (), )] + CoRK(8) [Juc(K(8),6)° + |ue( =K (£),8)] .

Demonstracdo: Calculando a derivada
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d Kt} Ki# -
G wads = [ S e+ KO 0,0l ), +
dt —K[?] —K[!:I C‘f

+R () u( — K (2], t)g( —K{t),1)

K Kit)
= fh m:qdr+f wgp dz + K (#)u(K(t), 8)g(K(t), t).
—K{#) -

Kt}

o thyy = e —alfl, & g=/ Bds
Substituindo —Kit)

d Kit)
L = Ef ] wgdr

Kt Kty d T
/ (i, — ol g dr +f Uy [—/ Ei'ds} dr
—Ki{t) dat |

K Kt}

+ Rt ) (K (), £)ql K(t),1).

na derivada acima

Integrando por partes e aplicando a regra de derivagdo sob o sinal de
integracao temos

Kit) Eit)
I, = (t::—crﬁ']lg| B —f (e — ol g dr

—K{t) Kt

Kith x
+/ s U 0, ds+H'[f]£’(—K[f],f]] e
—Ki{# =K
+K'l|:t:|t'51: (K| t)rf]g[K(tjrf]-

De a(—K(t),t) =8(K(t), t) =0 segue que

K} Kt} d T
L = u,[ff[f],f]g[ff[f],f]—f u:grdr+f crld |:—f Ei'ds:| dr
Kt —Ki#) dr

—K{#

Kt} ks Kith
+f u; d |:f i, ds:| - K'(fjﬁ'[—f{(f],tjf i dT
—K —Ki{# —Ki{#
+E (e K (), t)q(K(t),t).

o =0eq =f B ds + K (£)0(— K (£), 1)
Como —Kit) obteremos

Kt} Kt

K}
L = wu(K(t),1) Edm—f u,Edr+a/ 8| da
—K#) -

—Ki{t)

K} K}
+/ Uy A +K'(f]m[ff(tj,f]f 8.
—K(#) =Kt

K

Agora integraremos a equagdo (2.2) de —K(t) até =z

f E',-:e‘.s—.icf ﬁ',,ds+;j‘f e ds = 0
—K{# —Ki{# —Ki{#
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o q =f Hds
recordando que definimos -k (#) segue

ge — KON K (). ) — k0. + Bu, — Bup(—K($),4) =0.

Multiplicando por we integrando de — (¢} até K{t)

K} Kt} Kt}
Iy =: f wgpdr = K(H)0—K(t),t) [ iy dr + k [ f o dr
—K () o =K (1) o —K(t)
Kt} Kt}
- 5‘] |'i:|:1|2 n:ir+13ut|:—ﬁ'[t]l~f]f g da.
—K () —K ()

Substituindo (12) em (I1) e de (3.2) obteremos

d Kt}
b= g e
Kt} Kt}
= ttr[ﬁ'(t}..f]f de—[ w  dx

Kt} K}
+.:=[ |8 de +Ef‘r_fju?r_—h'r_f].t}[ uy d

=Kt} S—R{t)
Kt Kt} Kt}
+k‘f ety dx — Jﬂf e dz + .ﬁ'fi"'(t:lu_.(—ﬁ'(t:l..f]f updx
—Ki{# —K{#) —K{#)
K}
—[ﬁ'r[f]]gtt,(ﬁ'(t:ut:lf 8 dx. (3.9)
—K{#)

Facamos agora algumas estimativas:
Usando a Desigualdade de Cauchy Schwarz e a Desigualdade de Young
para estimar cada termo da equacao (I1) e usando a Desigualdade de Poincaré obtemos

Kt K}
'b!._-[]ri-[f:l.f:l[ Hdr <= |u_.(ﬁ'[:!‘].f}|[ |8 dx
S =K () d=R{t)

Kt ?l- Kt %
[eeoi FC(2), 8)] f 1de [ |8 da
Kt o —K ()

_ -1 K %
= VE|u(H(t), )] 2K (t) — ([ L§ d_r)

W —K{t]

) ) 'S K} )
= :.-'H[f]|tt;[ﬁ[f]..f]|2+2—J_"[ 8. |* de (3.10)

= J =Rt

, .- . -
onde = é uma constante positiva satisfazendo © = &

Usando que H! — L= segue



Kit)
K'[f]uﬂ?(—fﬂﬂ,ﬂf wdzr <
—K it

onde 'y = 0 é a constante da imersdo H*

Kt
k f wll, dx
—K ()

K}
w, dx

B (tun(— K (2),2) f

—K it
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K i)
g | dx

K}
Kt} EL Kt}

K'(t) |6 — K (¢), 1) (f ldz) (/
Kt —K{#)
K}

-f - l?
ﬁfa (£) [B(— K (¢), )| V2R ()= 2 (f

K'(t) |8(— K (£), ¢ If

M

i
T
|t|:1|2dr)

1

T
g |* dz)
Kt}

[ |*

—K{#)

A

g
THI:t:IH'[fFIEI:—K[thJF+'—f
j 8 —Kit)

F: Kt
6_|? dx + ff
5 —Ki{#

4 K}
K@K (©7Cy f

—K

A

e |* dx(3.11)

s [

i

e

Y

M

Kt
.ir,f [es | |B=| dx
— Kt}
ok

— Kt :
VB f e dz
—K{#

Kt} 1
(Luteres)
—K{#)

."_'-J\‘ Kit) Iii' Kt}
'_—f || dx + — 0| dx (3.12)
2 —K(#) 28 — it}
K}
AE'(t) |u:|:—ff[ﬂ1f]|f ftte | e
—Ki{t)
l i
Kit) Kit) I
ﬂff*[f]lu:(—ff[fml(f ldz) U [ dr)
Kt —K{t

28 ., . -
ﬁ‘h (#) |l — K (2),8)] v 2K zj—

",I__?' Kt}
(fh'rﬂ

| Kl:t ,Ij /I\I't'l
Kt

i
T
G dr)

Joz |* .

AR #)% un — K () (3.13)

Finalmente, estimando o Gltimo termo de (3.9) temos

K

K'[ﬂzu:(ff(tmf

—Ki{t)

Bdr < K'[t) |u(K(2), f]|/

14

Kt}
|| dzz

Kt}
l i
Kt Kit) T
£ e { K8, 1) (f ldm) (/ |8 dr)
—K{# Kt
%
] dz)

£ g (K8, 8)| /2K (1) (/
1 Kt}
K(tJK“(t)‘Iu:[K[f],ﬂF+_—f 8] dz
2 —K{#)

Kt}

—Ki{#)

v Hrﬂ
KO0 s (K1), 07 + 2 f 0, dr. (3.14)
—Ki{#
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Substituindo as estimativas (3.12) - (3.14) em (3.9) obteremos

d Kt} Kt Kit) A K
—f wgdr = Cr/ ||5'|2dr—f urﬂ?dm—'—/ |t |* A
dt J_kw —K(#) —K(#) 4 J_kwm

Kt
+ —'1.|3K[:!"]K“|{t]|2|u:|:—ff[tj,f]|2+riff[f]ff“[f]2f__-‘.;.f |8, |* d=

Kt}

+ K () (K (#), ) + KK () g (K (). 1) F

fh[:] ) '-r-"p s K .
— |8, dz + (—+_—-“‘)f |6 d.
24 —K(#) 2 2= —K{)

Aplicando a Desigualdade de Poincaré no primeiro termo da desigualdade

+

anterior e agrupando os termos em comum obtemos
d Ee ) N S U & A W el R
Ef-ffr_:] vads = (M'P +alkto+oz+5 +E) f—ffr_r] %=
Kit) 3 Kt}
— f u,ﬁ'dr—'—f e |* e + 4AK () K ()3 [uc( — K (2), )

Kith Kt}

+ KK (K (1), 6) ] + e K () u (K (1), 6],

Das hipoteses (H1) e (H2) temos

d Kt} ( f_-' O k2 Kit)
— wgder < C, +—+—”+—+ HAF jf 6. dr
7 2 2517 o

Kt} A Kt}
— f u:ﬁ'dr—'—f |'i:|:1| dr 4+ e () |u (K (t) f']|
Kt 4 —K
+ KK ko (48 4 k2) [luo( K(), ) + [u-(—K(t), )[7]

ou seja,

d Kith . Kt Kt A Kit)

—f wgdr = le |8 d'r—/ uré'dx—'—f |ute|* ez

dt J_gin Kt Kt 1 J_ k)

+ =K () K(t), ) + CaK" () [Ju{ K (), )] + | — K (£),1)[%]

- [ [ 4
O =al,+ L+ 24— 4+ ZKkC, e Ty = Kk (45 + 12 .
onde ' T2 Tae Tag gt WiHR) que conclui a

demonstracdo do lema.

. . 3 2 2
Para estimar os termos pontuais (& ()81 e [l =K{8).)" ysaremos o

seguinte lema:

Lema 3.4 Com as mesmas hip6teses do Lema (3.1), temos que:

Kt}
if P @n (K, O + [ K (2), )]

l'.'l!lf —f\"l:t]
1 K] . K} 1 Kt} .
- _—f [z dr—crf E’zzu:dz——f |1y |” dx
2 —K{t —Ki{# 2 —K

(] 2 -
- w[l K, 8 + u (K1), 6] -
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Demonstracdo: Inicialmente calcularemos a derivada

4 [Ei Ft)
_f wru, dr = / — (g ) de 4+ K (#VR(E) [ K(2), )uz (K(2),1)]
di Sk — k(e di

— () [l — K (8) ) ue(— K (2), 1))

De (3.2) temos
d Kt K&
— T, dr = [t iy + ey dx — KK [ ( (2], tj]z
dt |_g —Kit) )

—K(PR () [ua(— K (), 1))

Substituindo # = u= — @¥: na derivada acima

Kt} Kit) Kt

d

A Tt dr = f (tpy — cxf.) T, dx +f Tty dT
bk —E(#) K[

— KK () [ (K (8),8)° 4 e =K (8),8)]]

Kit) Kit) Kt x d
f Uy Tl AT —crf E?Irtt:dr+f ___|u:|3d$
—K{#) —K{#) —Ki{# 2dr

— KK () [ (K (8), )" + el =K (8),6)]]

Kit) d Kith Kit) d
= f £—|tt1|2dr—ﬂ/ T dz+f _E—|t-',:|2 dx
_K’[!.] 2 'ir —K[!:I —KI:?:I .2 dz

— K () K (#) [Juc (K (), 8)* + [uo(—EK(£),8)*] - (3.15)

Integrando por partes alguns termos e usando (3.2) temos

Kit) Kit)
(t] 5
- |ug|” dx
—K{#) Kt

1 jRE g 1
—f ude = =

2
T |

T |uy

1. . 1 fRm
- 5[Mﬂlludﬁ[f],ﬂlz+H[fllm[—h(t),tjlz]—Ef lue|? dz
—K{t
K'(tPK(t i 1 [
= %[|ur|:}1[f],tj|2+|u,|:—ﬂ’|:t]|_.f]|2}—af |‘i:|:-¢|2d_1"
—K{t)
— r—|u"dzr = g — .| dr
2 )k 75 = | |_Kw _Kml |

K}
g der.
C(t)

[ I X

(K () e (K (£), 8)]) + K (8) e — K (£),8)]) — 5/

Substituindo as duas ultimas identidades em (3.15) obteremos
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d Kit) K4 ) ) 1 Kt}
d [ wru dr = L) [ (K (), ) + [ua (— K (8), 8)]] — = e | da
dt S—K{t) 2 2 J—K(t)
K 1 Kt}
- o [ Boxu.dr — — [ | |* d
S =K (t) 2 S =K ()
KRR

— 5 (lua(K(8), 1) P Jug(— K (), 1))

concluindo assim a demonstragéo.
O principal resultado deste capitulo sera estabelecido pelo seguinte teorema:
Teorema 3.5 Sob as mesmas condi¢cdes do Lema 3.1, existem constantes
positivas ¢ e 7 tais que

Eltu,d) = ff-'.E-'I:D'.R.H]EE_ﬂ.

g
Demonstracgdo: Multiplicando a desigualdade do Lema 3.2 por & e somando com a
desigualdade do Lema 3.3, obteremos

d Rt) a ) 3 [H[:] . [H[:]
dt _Kig) (Eu:t: + u:q) dr <= 6, e |ug|” dz — s w f dx

A Kt} 5 A Kt} 2 ) . )
+ (ECP-::Q +(:t'1] [ x| dz — Ef || ” dae 4+ K ()| w (K (E), )]

oS — Kt} k —K ()
FO K (8) [Jua( K (), ) + [ue(—K(£), )] -

Logo, usando a Desigualdade de Young e a Desigualdade de Poincaré em
Kt}
f w.fdr
—K(#) obteremos

d K .'-.'-'l § j" Kt} Ij' . A Kit)
— — dr = —— [ P d (—cp e P) f 0" d:
p j;.&'.;:;. (Suttc+u,q) T = 32 ) [uz|” dx + T +Ch + E —_&'.;:;.l |” dx

] Kt -
—g [ Juig|* e + 2 K (8) e (K (), ) F 4+ ColC(8) [Jud K (), 8)F + [ue(—K(£),6)]*] . (3.16)
< — Kt}

Considere o funcional

Kt a
Fit) = J[__r-;.;:;. (Eu:tt + g — %u:x%) dr.

De (3.16) e do Lema 3.4 obtemos
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d A Kt A Kt} 74 Kt
—Ft) < —= |tz |? dz — i O ru, dr — ki |t |* d
at 64 Kt 32 =Kt} 64 S =K ()
+O K () [[ue (K (), 8)* + [uaf — (), )]

-

+K(t) ( - ;_1) [|tc,[ﬁ'|:t]hf]|3+ |'i:|:_1.[—f-;[f].t:||2]
{ T Kt}

N [iqﬂhr ¢ +£) f 16, 2 dix. (3.17)
16 o —K{#)

Note que, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade

de Young e da hipotese (H1) segue

Kit) Kit)
f ru. dr = '2!(1[ |62 |te| dx

Kith < —Ki{t)
Kt} % Kt} Jﬂ.
< 2K, U |E'I|2-ffr) (f || ci_r)
—K () —K{t)
a Kty F 3 Kt
i [ . ] 123.&1 [ b a .
£ —— t|” dE + — . da. (3.1%
128 , Kt | | g o+ —K(t) | | :I
Substituindo (3.18) em (3.17)
da . A Kt 2 T4 Kt 2
Eﬂ“[fj < —i28 Vs luz|* de — o e |ug|* de
K%
+ CaK'(#) [Juc(K (), 0 + [ue{ —K(£),£) ] +r_*3f |6 *de (3.19)
—K{1
G AC ot P 8C, 128K?
onde * ( 6 T“1TF T3 ) é uma constante positiva
Finalmente introduziremos o funcional
L(t) = F(t) + NE(t)
onde N = [ sera escolhido posteriormente.
Note que
E(t;u,8) < Lit) < C Bt u, 8) (3.20)

ou seja, L(t) e E(t) sdo equivalentes, pois
N
E(t) = Lit)
2

e Como

g Kit) K} z a Kt}
Fit) = Ef& . wpdr + [H_. i [f o E'ds] dr — Efr-. Uy Ty dr

usando as estimativas
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Kit)
.[—Kr_:]

Kt} T
f e [/
—K{#) —K{#)

i ds} dax
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|utg| || dx

% Kt
Juse[* dx) U |t:|2dr)
—K{t]

1 Kt}
(e dz + —f (uf de
2 J_kmw

1A

1A

K
|ut|2dz+§f g |? dix (3.21)

K i)
j:K[:]
i K}
2j;h:r_:]
1
Kt
Kt}
| tte ] |#| dz | dz
—Ki{#
Kith
wlds [
—Ki{#

Kit)
~[—K[t]
fff[*]
2k
ff'f[t]
—K{#)
K¢}
1ldr f
—K ()

Kt}
j:h'[t]
Kt
j:h’[:]

6] dx

% Kt %
|'i:|:¢|2dr) U |6 dz)
—K (%)

28K (M0, aK(t) ]""’-‘-‘ 2
= | dr + —— 8" dx (3.22
- _mﬂl ¢ 23 _Kml | )
Kt} K}
f UrTipdr = f |ute| || || dx
—K(#) —Kit)
Kit) B Kit) E
< 2K, U |u:|2dr) (f |u:|2-iz)
—K i —Kit)
Kit) 5 1 Kt} .
S Ny T (3.23)
—K ) 2 —Ki#
segue de (3.21), (3.22) e (3.23) que
g AR, i} K(z)
Fit) = [ — —K? *d
0 < (roteght) [, i
g, ﬁ)fmt] 2 ak, [5®
+ 4+ — " dr 4+ — 8" dx

5 1 Ko ] 2, & a2
= O —/ I:'h:? + |y +—t'5']dr
s(g e | + |1tz .3”
< GE(t)
. A 48K, Kig pC, 4 ok,
onde Cs = maz {§+ o 6 8 16 4 }
Logo, obtemos
Lit)y = NE(t)+C:E(t)
= CiE(t)

onde s =mazx {N,Csl.
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Do Lema (3.1) e de (3.19) segue

d . NE'(H) . ] .
ZE() < _$ (1 k3) [|un (K (), 8)] + |uel—K(t), )]
Nadk K} A Kt} 74 Kit)
__C_t |6, [F de — — |ug| dx — —— |, |* dax
2':'-. S—K{t) 128 & =K () 6d S —Ki{t)
Kit)
+C () [[u (K (), )" + |ue(— K (£, )] + Cs / |8 dz
S =K ()

A Ki{f . A Kt 2 Nak _ [H () 5
- _ﬁ S —K () |HI| e = a —K {4 |u:| d - (? a CS) <+ — Kt} |6II| da

—K'(t) (% (1-k3) — 'ﬂ) [ (B (2) 80 + e — K (£), 8)]7] -

Tomando N suficientemente grande concluimos que existe uma constante

positiva C- tal que

A Kt} Kt} Kt}
A< - f |?.¢I|2cir+f |tf¢|“..rs.r+[ 16, P dz| .
dt —K{#) —K{#) & =K ()

Portanto

d
— ity = —(-Et Y
d,f._[f_l = — O EE u, #).

Agora, da equivaléncia (3.20) segue

d (i
— Ly = —CLE) = —— Lt
dt (8) < —C22(8) < o,
d
— L) = —~ L[t
- rL(f)
ou seja,
Lty < L{0je™.
Assim
."'l-'- o et = "
?E'(t]l = L) = L(0e™" < Oy E (D)™™,
Concluindo
E(t) < CE(0) e
- 207,
onde N O que completa a demonstrago.

Observacao 3.6 A demonstracéo do Teorema 3.5 também é valida no caso particular em que,

na hipétese (H 2), temos #7(f) = 0 paratodo ¢ = 0, ou seja, no dominio cilindrico.
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Observacao 3.7 As funcdes do tipo Kit)=a+be™, onde a e b sdo constantes positivas com

- - o] —k - - 7 "
o> be bk < min{ LT satisfazem as hipéteses (H1) e (H2) para todo = 0. basta
tomarmos:

Fo=a-b e Hi=0a
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CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos o problema termoelastico unidimensional em
dominio ndo cilindrico com condigdes de fronteira mistas, isto €, um dominio cuja fronteira
depende da variavel temporal dada por uma funcdo K (t) e com condi¢cdes de Dirichlet no
deslocamento, temperatura nula numa extremidade e isolada termicamente na outra.
Estabelecemos a existéncia e unicidade do problema. Inicialmente, utilizamos um
difeomorfismo com o objetivo de transformar o dominio ndo cilindrico em um dominio
cilindrico, em seguida utilizamos o método de Galerkin para estabelecer a solucéo fraca do
problema com condic¢des de Dirichlet na fronteira.

A motivagéo do trabalho foi a de exibir uma taxa de decaimento visto que
em dominio cilindrico a solucdo decai exponencialmente e que em [2] foi mostrado que a
solucgéo decai conforme o dominio cresce, no entanto néo se obteve nenhuma taxa.

No célculo do decaimento com condi¢Ges de Dirichlet para estabelecer um
funcional de Liapunov que nos levaria ao decaimento exponencial deparamo-nos com termos
gue ndo conseguimos estimar. Assim, optamos por utilizar condi¢fes de fronteira mistas em
nosso trabalho.

Desta forma, estabelecemos que a dissipacdo térmica foi suficiente para que

a solugdo possuisse decaimento do tipo exponencial.



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

73

REFERENCIAS

BREZIS, H. Analisis funcional, Teoria y aplicaciones. Paris: Masson Editeur, 1983.

CALDAS, C.S.; LIMACO, J.; BARRETO, R.K. Linear Thermoelastic System in
Noncilindrical Domains. Funkcialaj Ekvacioj, 42 (1999), 115-127.

CODDINGTON, E.A.; LEVINSON, N. Theory of Ordinary Differential Equations.
New York: McGraw-Hill, 1955.

DAFERMOS, C.M. On the Existence and the Asymptotic Stability of Solution to the
Equations of Linear Thermoelasticity. Arch. Rational Mech. Anal., 29 (1968), 241-
271.

EVANS, L.C. Partial Differential Equations. University of California, Berkeley, 1998.

FIGUEIREDO, D.G; NEVES, A.F. Equac0es Diferenciais Aplicadas. Rio de Janeiro:

Colecdo Matematica Universitaria, IMPA, 1997.

[7]

[8]

[9]

HALE, J.K. Ordinary Differential Equations. New York: John Wiley & Sons, 1969.
KESAVAN, S. Topics in Functional Analysis and Applications. New York: John
Wiley, 1989.

KREYSZIG.E. Introductory Functional Analysis with Applications. New York: John
Wiley. 1989.

[10] LIONS, J.L. Quelques Méthodes de Résolution des Problémes aux Limites Non

Linéaires. Paris: Dunod. 1969.

[11] MEDEIROS, L.A.; MELLO, E.A. A Integral de Lebesgue. Rio de Janeiro: Textos de

Métodos Matematicos 18, IM-UFRJ, 1989.

[12] MILLA MIRANDA, M.A.; MEDEIROQS, L.A. Introducéo aos Espacos de Sobolev e

as Equacdes Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro: Textos de Métodos Matematicos 25,
IMUFRJ, 1993.



74

[13] RIVERA, J.E.M. Exponential Decay in Thermoelasticity. Funkcialaj Ekvacioj, 35
(1992), 19-30.

[14] RIVERA, J.E.M. Introducdo as Distribuicdes e Equagdes Diferenciais Parciais. Rio
de Janeiro, LNCC, 2004.

[15] RIVERA, J.E.M. Topicos em termo e visco elasticidade. Rio de Janeiro, LNCC Série:
Textos Avancados, 1998.



	BANCA EXAMINADORA
	Paulo e Lucinei
	RESUMO
	ABSTRACT
	ÍNDICE DE NOTAÇÕES
	INTRODUÇÃO
	Portanto, no sentido das distribuições temos que
	Unicidade






