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INAREJOS, Osvaldo. Possiveis contribuicbes do Pensamento Matematico
Avancado para o ensino de Matematica na Educagao Basica. 2023. 222 f. Tese
(Doutorado em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica) — Centro de Ciéncias
Exatas, Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

RESUMO

O Pensamento Matematico Avancado (PMA) possui caracterizagbes apresentadas
por diferentes autores, com convergéncias e algumas divergéncias, indicando
diferentes perspectivas de PMA. Nesta tese, tem-se por objetivo discutir e elencar, a
partir de diferentes perspectivas de PMA, possiveis contribuicdes desse pensamento
matematico e de seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educacao
Basica. Para isso, realiza-se um cotejo de diferentes caracterizacbes do PMA de
forma a se identificar e nomear perspectivas desse pensamento. Apresenta-se um
levantamento de pesquisas que utilizaram o referencial tedrico do PMA e
envolveram professores ou futuros professores, interpretando-se, a partir das
consideragdes dos autores, possiveis relagbes entre o PMA e o ensino de
Matematica na Educacdo Basica. Com base nas relagdes interpretadas no
levantamento, foram reunidas possibilidades de contribuicbes do referencial tedrico e
do PMA dos professores para o ensino na Educagéo Basica, que foram organizadas
em uma pesquisa tedrica e especulativa. Algumas articulagdes teodricas sao
realizadas, tais como entre o desenvolvimento do PMA e a aprendizagem em
Matematica Avancada, além de relagdes entre o Pensamento Matematico Elementar
(PME) e o PMA (em uma perspectiva de PMA nomeada como do pensamento
formal-axiomatico) com a Matematica Escolar e a Matematica Académica. Sao
apresentados exemplos de situacdes hipotéticas em que o PMA dos professores
pode contribuir para o ensino de Matematica na Educagao Basica. Das possiveis
contribuicdes do PMA dos professores elencadas nesta tese, pode-se destacar, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, a formulagdo de justificativas
inspiradas em demonstragcdes e a organizagao das ideias em uma sequéncia logica
em situagbes como mediagcdo de didlogos e validagdo de conjecturas. Na
perspectiva nomeada como da complexidade dos processos de pensamento, pode-
se destacar possiveis contribuicbes do PMA dos professores para a autorregulagéo
de seu pensamento matematico e garantia da validade geral de um resultado. Na
perspectiva nomeada como das concepc¢des dos conceitos, 0 pensamento proceitual
flexivel pode contribuir para que os professores pensem matematicamente a respeito
de resolugcbes dos estudantes, para compreendé-las, imaginar possibilidades e
orienta-los. Conclui-se que, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, as
possiveis contribuicdes do PMA dos professores para o ensino de Matematica que
foram elencadas estdo especialmente vinculadas as dedugdes ldgicas
caracteristicas desse pensamento matematico, pouco se remetendo a uma
abordagem axiomatica rigida ou as estruturas gerais caracteristicas da Matematica
Académica.

Palavras-chave: Conhecimento Matematico para o Ensino. Educagdo Matematica.
Matematica Académica. Matematica Escolar. Pensamento Matematico Avangado.



INAREJOS, Osvaldo. Possible contributions of Advanced Mathematical
Thinking to Mathematics teaching in Basic Education. 2023. 222 f. Thesis
(Doctorate in Science Teaching and Mathematics Education) — Center of Exact
Sciences, State University of Londrina, Londrina, 2023.

ABSTRACT

Advanced Mathematical Thinking (AMT) has characterizations presented by different
authors, with convergences and some divergences, indicating different perspectives
of AMT. In this thesis, the aim is to discuss and list, from different AMT perspectives,
possible contributions of this mathematical thinking and its theoretical framework to
Mathematics teaching in Basic Education. For this, a comparison of different
characterizations of the AMT is carried out in order to identify and name perspectives
of this thinking. A survey of studies that used the AMT theoretical framework and
involved teachers or prospective teachers is presented and, based on the authors'
considerations, possible relationships between the AMT and the teaching of
Mathematics in Basic Education are interpreted. Based on the relations interpreted in
the survey, possibilities of contributions from the theoretical framework and the AMT
of teachers for teaching in Basic Education were gathered, which were organized in a
theoretical and speculative research. Some theoretical articulations are carried out,
such as between the development of AMT and learning in Advanced Mathematics, as
well as relations between Elementary Mathematical Thinking (EMT) and AMT (in a
AMT perspective named as formal-axiomatic thinking) with School Mathematics and
Academic Mathematics. Examples of hypothetical situations in which teachers' AMT
can contribute to the teaching of Mathematics in Basic Education are presented. Of
the possible contributions of the AMT of the teachers listed in this thesis, it can be
highlighted, in the perspective of formal-axiomatic thinking, the formulation of
justifications inspired by demonstrations and the organization of ideas in a logical
manner in situations such as mediation of dialogues and validation of conjectures. In
the perspective named as the complexity of thinking processes, possible
contributions of the AMT of the teachers for the self-regulation of their mathematical
thinking and guarantee of the general validity of a result can be highlighted. In the
perspective named as conceptions of concepts, flexible proceptual thinking can help
teachers to think mathematically about students' resolutions, to understand them,
imagine possibilities and guide them. It is concluded that, from the perspective of
formal-axiomatic thinking, the possible contributions of the teachers' AMT to the
Mathematics teaching that were listed are especially linked to the logical deductions
characteristic of this mathematical thinking, referring little to a rigid axiomatic
approach or to the general structures characteristic of the Academic Mathematics.

Key-words: Academic Mathematics. Advanced Mathematical Thinking.
Mathematical Education. Mathematical Knowledge for Teaching. School
Mathematics.
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1 SOBRE ESTA TESE

No inicio da minha' graduagéo, licenciatura em Matematica®, eu me
indagava a respeito da utilidade dos assuntos abordados nas disciplinas do curso.
Participando do Projeto Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia (PIBID),
comecei a perceber relagdes entre a matematica trabalhada na Educacéo Basica e a
que eu estudava. Passados alguns anos, como professor no Ensino Superior,
percebi o quanto precisava pensar matematicamente em sala de aula. Essa
percepcao s6 aumentou quando atuei na Educacéo Basica, utilizando definicoes e
deducgdes aprendidas na graduagdo para me organizar ao ensinar Matematica.
Contudo, eu sentia uma dificuldade em analisar esse pensamento matematico® e
discursar a respeito, apresentar exemplos e levar essa questado a discussao. Com a
oportunidade de integrar-me no Grupo de Estudo e Pesquisa do Pensamento
Matematico (GEPPMat), passei a estudar temas que se relacionam a essa
inquietacao.

Dentre esses temas, estdo algumas pesquisas que utilizaram o
referencial tedrico do Pensamento Matematico Avancado (PMA) e envolveram
professores ou futuros professores de Matematica, tais como Bertolazi (2012),
Bianchini e Machado (2013, 2015), Broetto e Santos-Wagner (2017a), Flores,
Fonseca e Bisognin (2020), Fonseca e Henriques (2018), Fontenele (2018),
Gualandi (2019), Jesus e Savioli (2019), Jorge (2017), Kirnev (2012), Lopes (2019),
Menezes (2018), Sousa e Almeida (2017), Proenca (2019), Tedfilo, Lima e Menezes
(2020) e Vieira, Souza e Imafuku (2020). Percebemos que essas pesquisas, em
geral, visaram contribuir para o conhecimento matematico dos professores, ou seja,
o desenvolvimento do PMA nos professores ou futuros professores costuma ser

visto nas pesquisas da area, a nosso ver, como um meio para que os professores

A primeira pessoa do singular sera utilizada nesta tese para se referir as declaragdes do autor. A
Erimeira pessoa do plural sera utilizada para se referir aos discursos do autor e de sua orientadora.
Nesta tese, utilizamos a palavra Matematica em mailsculo ao nos referirmos a Matematica como
todo o corpo de conhecimentos matematicos, constituindo um nome préprio. Por vezes, nos referimos
a uma matemética, em minusculo, por se tratar de alguma matematica entre outras que existem.
Algumas dessas matematicas sdo especificadas e assim constituem nome préprio, como a
Matematica Escolar e a Matematica Académica, sendo assim escritas em maiusculo. O mesmo
critério € adotado para diferenciar pensamento matematico (em minusculo) de alguns pensamentos
matematicos com nome préprio, como o Pensamento Matematico Avangado e o Pensamento
Matematico Elementar.
* Conforme Dreyfus e Eisenberg (1996, p. 254, tradugdo nossa), entendemos o pensamento
matematico como “[...] o tipo de processo de pensamento usado para fazer matematica”, que
consideramos, conforme Dreyfus (2002), como uma atividade mental ligada a atividade matematica.
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aprendam conteudos matematicos presentes em sua formacgao inicial ou continuada.

Conforme Shulman (1987), Tardif (2012) e Ball, Thames e Phelps
(2008), o ensino de Matematica requer dos professores* uma diversidade de
saberes ou conhecimentos que vai além do conhecimento do assunto. Dessa forma,
consideramos refletir se o PMA pode contribuir com o ensino na Educagao Basica
para além do aprendizado dos professores de conceitos matematicos. Essa possivel
contribuigao nao foi foco das pesquisas que encontramos no levantamento.

Isso nos leva a indagar a respeito de que contribuicbes um
pensamento possivelmente desenvolvido durante a aprendizagem de conteudos de
Matematica Avancada® poderia oferecer ao ensino de Matematica na Educacéo
Basica®. Essa indagagdo nos levou a articular esse tema do PMA com a teorizaco
de Moreira e David (2007) a respeito da Matematica Escolar e da Matematica
Académica.

Além disso, tal reflexdo a respeito de possiveis contribuicbes do
PMA requer que pontuemos a que pensamento matematico “avangado” nos
referimos. Por exemplo, trata-se de um pensamento matematico em que o
pensamento é considerado, de acordo com determinados critérios, como avangado’,
ou no qual a matematica envolvida que é caracterizada como avangada? (HAREL,
SOWDER, 2005).

Por isso, precisamos identificar diferentes perspectivas de PMA para
especificar a qual ou quais pensamentos matematicos nos referimos ao discutir suas
possiveis contribuicdes. Além disso, ao invés de focarmos em uma dessas
perspectivas que pretendemos identificar, escolhemos abordar diferentes
perspectivas de PMA, visando enriquecer a discussao quanto a pensamentos
matematicos de professores de Matematica.

Assim, pretendemos discutir e elencar, a partir de diferentes
perspectivas de PMA, possiveis contribuicdes desse pensamento matematico e de

seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educagdo Basica.

* Para evitar repeticdes, escrevemos ‘professores’ nos referindo a professores de Matematica.

°> Adotaremos o termo Matematica Avangada como o corpo de conhecimentos matematicos
estudados em nivel de graduagao, pds-graduagéo ou pesquisa.

® Nesta tese, focada no ensino por parte de professores de Matematica, nos referimos a Educacao
Basica como a educacgao escolar nas etapas do Ensino Fundamental Il e do Ensino Médio.

A palavra “avangado” sera utilizada algumas vezes nesta tese. Entendemos como “avangado” algo
que depende de um avango, ou seja, que depende de algo anterior, estando a frente
cronologicamente. Nesse sentido, algo “mais avangado” ndo necessariamente seria “melhor” ou
“superior”.
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Considerando esse objetivo, esclarecemos que a expressao “possiveis contribui¢cdes

do Pensamento Matematico Avancado” no titulo desta tese refere-se tanto a

possiveis contribuicbes do PMA dos professores de Matematica quanto de

conhecerem o referencial tedrico.

Desse modo, estabelecemos os seguintes objetivos especificos:
cotejar diferentes caracteriza¢gdes do PMA para identificar e nomear
algumas perspectivas desse pensamento matematico;

analisar pesquisas que utilizaram o referencial teérico do PMA e
envolveram professores ou futuros professores, de forma a
interpretar, a partir das consideragdes dos pesquisadores, possiveis
relagdes entre o PMA e o ensino de Matematica na Educagao
Basica;
explicitar relagdes entre o desenvolvimento do PMA e a
aprendizagem em Matematica Avancada;

relacionar o Pensamento Matematico Elementar (PME) e o PMA, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, com a Matematica
Escolar e a Matematica Académica;

apresentar exemplos de situacdes hipotéticas em que o PMA dos
professores pode contribuir para o ensino de Matematica na
Educagao Basica.

Na Figura 1, apresentamos a forma como a tese esta estruturada

com relagao a esses objetivos e aos capitulos.

Figura 1 — Estrutura da tese com relagao aos objetivos e capitulos

Objetivos ||
especificos |

| 20 I
I Pensamento

Capitulos

| Avancado |

Estrutura i
da tese

r------\

|
i 1 i I 1 ijivev |
__________ . - | (.
| I 1 |
3 Saberes e ! 14 Levantamentos|! | 6 Possiveis I
I Conhecimentos | dePesquisas |I 5 ’?;;?;1”:3 | P(I\:/I?tr:abrg%ézisdigo
| Matematico | para o Ensino de || Embasadas no | . 1 Mp - |
Matematica PMA Especulativa de ate[natlga_na I
1 I | Educagdo Basica
__________ | RSP | | [ —— :
Fundamentacao || [ : 1 I
Tedrica | l Levantamento 1 Teorizacao

Fonte: os autores.
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Dessa forma, cotejamos, no Capitulo 2, diferentes caracterizagdes
do PMA, bem como identificamos algumas perspectivas que nomeamos para
utilizacdo posterior. No Capitulo 3, abordamos os conceitos de Matematica
Académica e Matematica Escolar de Moreira e David (2007), bem como o
Conhecimento Matematico para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008),
complementando, assim, a fundamentacado tedrica desta tese. No Capitulo 4,
apresentamos levantamentos que realizamos de trabalhos relacionados e nossas
interpretacdes, a partir das consideracdes dos pesquisadores, de possiveis relagdes
entre o0 PMA e o ensino de Matematica na Educagéo Basica, o que nos ajudou a
identificar potenciais contribuicdes do PMA para esse ensino. No Capitulo 5,
dissertamos a respeito da pesquisa tedrica e especulativa, descrevendo o
procedimento metodolégico adotado nesta tese, especialmente no Capitulo 6, em
que teorizamos a respeito de possiveis contribuicdes do PMA para o ensino de

Matematica na Educacgao Basica.
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2 O PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO

Alguns autores, tais como Tall (2002) e Dreyfus (2002), apresentam
caracterizagdes do Pensamento Matematico Avangado (PMA) em suas teorizagdes.
Outras teorizagdes, como as de Resnick (1987), Tall e Vinner (1981) e Sfard (1987,
1991), sdo associadas ao referencial teérico do PMA (DOMINGOS, 2006; TALL,
2002, 2013).

Desse modo, alguns autores, tais como Domingos (2003, 2006) e
Savioli (2016), se dedicaram a analisar diferentes teorizagdes e elencar
semelhancas entre elas, reunindo assim diversas caracterizagées do PMA?.

Outros pesquisadores focaram em algumas caracterizagdes,
embasadas por um autor ou dois, e fizeram sua pesquisa considerando tais
caracteristicas do PMA®.

Neste capitulo, cotejamos diferentes caracterizagdes do PMA.
Percebemos convergéncias e divergéncias nessas caracterizagdes, que podem
indicar diferentes perspectivas de PMA, cada uma reunindo caracteristicas que nao
se contradizem.

Nesta tese, estamos considerando que cada uma dessas
perspectivas pode ser utilizada em pesquisas e, para discutir possiveis contribuicdes
do PMA para o ensino de Matematica na Educagao Basica, podemos dissertar a
respeito de mais de uma perspectiva de PMA, visando enriquecer a discussao
quanto a pensamentos matematicos de professores de Matematica. Para tanto,
precisamos especificar, ao longo dessa discussao (especialmente no Capitulo 6), a
qual perspectiva nossas declaracbes se referem. Por isso, neste capitulo,
identificamos e nomeamos algumas perspectivas de PMA.

Uma maneira de especificar perspectivas de PMA ao trabalhar com
mais de uma em conjunto seria diferencia-las pelo nome de seus autores. Desse
modo, teriamos, por exemplo, o PMA de Tall. No entanto, comparando as diferentes

caracterizagdes que os autores propdéem do PMA, verificamos que muitas das

® Marins (2014), por exemplo, obteve caracteristicas em comum de trés diferentes autores e aplicou a
sintese realizada na analise de registros escritos de estudantes.

° Por exemplo, Bianchini e Machado (2013, 2015), Bussmann, Klaiber e Silva (2017), Bussmann e
Savioli (2020), Elias, Barbosa e Savioli (2011), Fléres, Fonseca e Bisognin (2020), Fontenele (2018),
Inarejos et al. (2022), Jesus e Savioli (2019), Jorge (2017), Kirnev (2012), Klaiber (2019), Lopes, G. L.
0. (2017), Lopes (2019), Menezes (2018), Proenga (2019), Sousa e Almeida (2017) e Vieira, Souza e
Imafuku (2020).
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caracteristicas do PMA condizem-se, de forma que podemos identificar perspectivas
de PMA e aproveitar, em cada uma, contribuicdes de diversos autores. Desse modo,
identificamos trés perspectivas de PMA, que nomeamos ao final deste capitulo.

Sendo assim, apresentamos, neste capitulo, uma pesquisa historico-
bibliografica, em que promovemos uma metanalise. Segundo Fiorentini e Lorenzato
(2006, p. 71), a pesquisa historico-bibliografica “se propde a realizar analises
histdricas e/ou revisdo de estudos ou processos tendo como material de analise
documentos escritos e/ou produgdes culturais garimpados a partir de arquivos e
acervos”.

Nao elaboramos um estado da arte, por ndo pretender descrever
tendéncias gerais da area, mas sim uma metanalise, pois realizamos “uma analise
critica de um conjunto de estudos ja realizados tentando extrair deles informagdes
adicionais que permitam produzir novos resultados, transcendendo aqueles
anteriormente obtidos” (FIORENTINI; LORENZATO, 2006, p. 71). Pretendemos
apresentar a nossa visao do PMA, elucidando-a pela forma como identificamos suas
caracteristicas de acordo com algumas perspectivas. Segundo Marconi e Lakatos
(2003, p. 183), “a pesquisa bibliografica ndo € mera repeticdo do que ja foi dito ou
escrito sobre certo assunto, mas propicia o exame de um tema sob novo enfoque ou
abordagem, chegando a conclusdes inovadoras”.

Além disso, esta inclusa neste capitulo e no proximo a
fundamentacéao tedrica que sera utilizada nos capitulos seguintes.

Sendo assim, abordamos caracterizagcbes do PMA propostas por
diferentes autores (Secéo 2.1), para depois comparar as caracteristicas abordadas
(Segao 2.2) e entdo identificar e nomear perspectivas desse pensamento (Segao
2.3). A seguir, na Segao 2.1, apresentamos um resumo de ideias de alguns autores
em ordem cronolégica. Cada autor inclui em seus trabalhos exemplos que ilustram
suas caracterizagoes e processos de PMA descritos. Porém, neste texto, reduzimos
a apresentacdo de exemplos e enfatizamos aspectos tedricos, porque sdo essas
ideias mais gerais que sdo utilizadas no cotejo que realizamos e nas perspectivas

que identificamos.

2.1 CARACTERIZACOES DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO

O encontro anual do International Group for the Psychology of



18

Mathematics Education, ocorrido em 1985 em Noordwijkerhout, na Holanda, marcou
o inicio das pesquisas do PMA, com a criacado do Advanced Mathematical Thinking
Group. Os pesquisadores desse grupo fundamentaram-se na Psicologia da

t'° e Lev Vygotsky'", visando

Educacgao, em especial nos trabalhos de Jean Piage
amplia-la a questdes relacionadas ao ensino e aprendizagem de pessoas adultas
(ALMEIDA; IGLIORI, 2013; PINTO, 2002).

As discussbées do Advanced Mathematical Thinking Group
culminaram no livro Advanced Mathematical Thinking, organizado por David Tall em
1991 e republicado em 2002. Por ser um marco histérico das pesquisas do PMA e
conter uma parte consideravel das caracterizacbes do PMA que utilizamos nesta
tese, organizamos o texto desta secdo com base no antes e depois da publicagao
desse livro. Assim, antes de explorarmos seu conteudo, mencionamos na Subsecao
2.1.1 alguns estudos realizados anteriormente e relacionados ao pensamento

matematico que foram importantes para essas caracterizagdes do PMA.
2.1.1 Alguns Conceitos Anteriores ao Termo ‘Pensamento Matematico Avancado’

Tall e Vinner (1981) apresentaram as ideias de conceito imagem e
conceito definicdo’®. Essas ideias ndo sdo especificas do PMA, mas sdo utilizadas
por Tall (2002) para descrever a forma como matematicos experientes conseguem
vincular conhecimentos com argumentos dedutivos, como explicaremos na
Subsecédo 2.1.2, bem como podem indicar elementos do pensamento matematico de
um estudante de acordo com a complexidade e coeréncia de seu conceito imagem e
conceito definicdo, conforme explicaremos nesta subsecido e relacionaremos a
outras ideias na Segéao 2.2.

Esses autores consideram que o cérebro humano n&o é puramente
l6gico (TALL, 2002; TALL; VINNER, 1981). Ao conceito matematico € associada

uma estrutura cognitiva que inclui todas as imagens mentais, propriedades e

% Jean Piaget foi um psicologo e epistemoldgico suigo, precursor do enfoque construtivista a
cogni¢cao humana (MOREIRA, 1999).

' Lev Vygotsky foi um psicélogo bielorrusso que enfatizou as origens sociais dos processos
psicolégicos (MOREIRA, 1999).

"2 Tall e Vinner (1981) introduziram os termos concept image e concept definition. Alguns autores os
traduzem para imagem conceitual e definicdo conceitual, tal como Amorim et al. (2020), ou imagem
de conceito e definicdo de conceito, tal como Soares e Cury (2017) e Lopes, L. M. L. (2017). Outros
autores, tais como Almeida (2013) e Domingos (2003, 2006), utilizam os termos conceito imagem e
conceito definicdo, conforme escolhemos adotar.
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processos que emergem na mente do estudante quando o conceito € estimulado por
sua consciéncia (TALL, VINNER, 1981). Para descrever essa estrutura mental, Tall e
Vinner (1981) utilizam o termo ‘conceito imagem’. De acordo com Tall e Vinner
(1981), estimulos diferentes podem ativar diferentes partes do conceito imagem, e
essas imagens podem ou ndo conflitar umas com as outras. O conceito imagem de
um individuo, segundo os autores, é constituido e modificado no decorrer do tempo.

Por exemplo, o conceito de limite pode emanar a imagem dinamica
de um grafico em que x se aproxima de a fazendo f(x) se aproximar de um valor L,
de um calculo algébrico que envolve simplificagdes para se calcular um limite, a
definicdo de limite, ou mesmo alguns exemplos que se tornaram marcantes (TALL,
VINNER, 1981).

Tall e Vinner (1981) utilizam o termo ‘conceito definicdo’ para uma
descrigao precisa utilizada para especificar um conceito. Essa descricdo pode ser
uma reconstrucao pessoal que um estudante faz de uma definigdo. Assim, de acordo
com Tall e Vinner (1981), o conceito definicdo varia por individuo e & parte do
conceito imagem que um estudante possui de um objeto matematico, diferente da
definigado formal de um conceito que é necessariamente aceita por uma comunidade
de matematicos.

De acordo com Tall e Vinner (1981), acontece de os estudantes
usarem conceitos imagem diferentes e conflitantes sem perceber, se forem
evocados em momentos diferentes. Os estudantes podem até trabalhar com
conceitos imagens diferentes e resolver problemas, desde que cada um seja
evocado em um contexto especifico. Mas quando ocorre de dois serem estimulados
ao mesmo tempo, o conflito é exposto, e pode se tornar o que Tall e Vinner (1981)

chamam de fator de conflito cognitivo.
Por exemplo, segundo os autores, alguns estudantes consideram /2

como um numero real e V2 + 0i como um numero complexo. Nesse caso, esses
numeros sao “[...] convenientemente considerados como entidades distintas ou
iguais, dependendo das circunstancias, sem causar qualquer conflito cognitivo. Eles
s6 se tornam fatores de conflito cognitivo quando evocados simultaneamente”
(TALL; VINNER, 1981, p. 4, tradugao nossa, grifo dos autores).

Assim, Tall e Vinner (1981) consideram importante, para a

aprendizagem matematica, que os estudantes possuam conceitos imagem
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fortalecidos e coerentemente relacionados entre si. Além disso, os autores discutem
a importancia de o conceito definicdo estar de acordo com a definicdo formal,
especialmente para a realizagdo de provas (demonstragées matematicas). Por meio
das analises que mencionaremos na Secado 4.2 do Capitulo 4, realizadas em
Inarejos e Savioli (2022), essas caracteristicas sdo identificadas como indicios de
PMA de estudantes considerados por pesquisadores. Por exemplo, Tedfilo, Lima e

Menezes (2020, p. 11) consideram:

[...] importante entender que se o aluno apenas verbalizar uma
Definigdo Conceitual Formal ndo podemos dizer que aquele conceito
foi entendido por ele. Para que haja tragos de construgdo de
conhecimento o estudante deve possuir construgdes de Conceitos
Imagens, ou seja, projetar em sua mente esquemas, experiéncias ou
propriamente imagens sobre determinado conceito, como também,
apresentar Conceito Definicdo Pessoal que esteja de acordo com a
definicao formal.

Relacionaremos, na Segéo 2.2, a importédncia de conceitos imagem
fortalecidos e coerentemente relacionados entre si (TALL; VINNER, 1981) com
algumas caracterizagdes de Dreyfus (2002) e de outros autores a respeito do PMA.
Ainda, na Secao 2.3, relacionaremos essa importancia as caracterizacbes de PMA
nas perspectivas identificadas. Antes disso, voltaremos a tratar de conceito imagem
e conceito definigdo na proxima subsecao, na caracterizacdo de PMA de Tall (2002).
Consideremos agora outras teorizagdes relacionadas ao PMA.

Resnick (1987) aborda o Pensamento de Ordem Superior (High
Order Thinking), que pode ser reconhecido por meio de algumas caracteristicas
principais, tais como n&o ser algoritmico, a tendéncia a ser complexo,
frequentemente levar a multiplas solugdes, além de envolver julgamento e
interpretacdo sutis, aplicacdo de multiplos critérios, incerteza, autorregulagdo do
processo de pensamento, atribuigdo de significado e esforgo mental. O Pensamento
de Ordem Superior pode estar presente além da Matematica, tal como em uma
leitura ou na resolugao de problemas cientificos.

Segundo Resnick (1987), os estudantes de Matematica com esse
pensamento empenham-se em comportamentos mais metacognitivos do que
procedimentais, como checar seu préprio entendimento de procedimentos, monitorar
sua consisténcia, tentar relacionar novos assuntos a conhecimentos anteriores,
procurar por abordagens alternativas e gerar subproblemas resolviveis.

Cabe observar que o livro Education and Learning to Think
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(RESNICK, 1987) discute as possibilidades de desenvolvimento das habilidades de
ordem superior (high order skills) nas escolas e n&o especificamente um
pensamento matematico. No entanto, as caracteristicas que Resnick atribui ao
Pensamento de Ordem Superior sao utilizadas por alguns pesquisadores
(BERTOLAZI, 2012; DOMINGOS, 2006; GERETI, 2014; KIRNEV, 2012; MARINS,
2014; SAVIOLI, 2016) para destacar caracteristicas do PMA, tal como pretendemos
utiliza-las.

Sfard (1987) combina a Filosofia com a Psicologia da Matematica, e
propde que ha uma dualidade nos conceitos matematicos, que podem ser vistos
operacionalmente ou estruturalmente. Segundo a autora, essa dualidade é
semelhante as ideias de operativo e figurativo de Piaget (1970, apud Sfard, 1991).

Segundo Sfard (1987, 1991), a concepgado operacional ocorre
quando o conceito é produto de um processo ou € identificado ele mesmo como o
processo, enquanto a concepcao estrutural ocorre quando o conceito matematico é
uma estrutura estatica, como se fosse um objeto real.

Por exemplo, uma fungédo f pode ser entendida operacionalmente
COmMO um processo que gera um y = f(x) para cada x em um dominio, onde x é a
variavel de entrada (input, na computagao) e y é a variavel de saida (output), e
também pode ser entendida estruturalmente como o conjunto de pares ordenados
(x,y) onde y = f(x) e (x,y) = (x,z) implica y = z. Essa concepgao estrutural pode
ser representada geometricamente por um grafico no plano cartesiano (SFARD,
1991).

Os conceitos de fungcdo e conjuntos numéricos sdo apresentados
pela autora como exemplos na Histéria da Matematica em que a abordagem
operacional precedeu a estrutural. Assim, Sfard (1987) sugere que a abordagem
operacional preceda a estrutural em sala de aula. Nesse sentido, Sfard (1991)

distingue trés passos do processo de formagao do conceito:

[...] se a conjectura das origens operacionais dos objetos
matematicos € verdadeira, primeiro deve haver um processo
executado nos objetos ja familiares, entdo deve surgir a ideia de
transformar esse processo em uma entidade autbnoma e, finalmente,
deve ser adquirida a capacidade de ver essa nova entidade como um
todo integrado, como um objeto. Vamos chamar esses trés estagios
no desenvolvimento do conceito de interiorizagcdo, condensacéo e
reificagédo, respectivamente. (SFARD, 1991, p. 18, tradugao nossa,
grifo da autora).
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Assim, a fase de interiorizagdo envolve a familiarizagdo com os
processos e a condensagao requer “[...] ‘espremer’ longas sequéncias de operagdes
em unidades mais gerenciaveis” (SFARD, 1991, p. 19, tradugdo nossa, grifo da
autora). No estagio de condensacéao, de acordo com Sfard (1991), o estudante se
torna mais capaz de pensar um processo como um todo, facilitando a realizagédo de
comparacgdes e generalizagoes.

Segundo Sfard (1991), a reificacdo ocorre quando a pessoa ja esta
familiarizada com uma nog¢do gerada por processos executados em objetos
conhecidos e passa repentinamente a vé-la como um novo objeto completo e
autdbnomo; envolve “uma capacidade repentina de ver algo familiar sob uma luz
totalmente nova” (SFARD, 1991, p. 19, tradugdo nossa), apés um esforgo

extenuante (e possivelmente um descanso):

[...] nem sempre se pode esperar que o insight seja uma recompensa
imediata pelas tentativas diretas de uma pessoa de entender uma
nova ideia. A reificagdo, que traz a compreensao relacional, é dificil
de ser alcangada, exige muito esforgo, e pode vir quando menos se
espera, as vezes num flash repentino. [...] um ‘efeito de iluminacao’
que pode ocorrer apos um periodo de trabalho intensivo seguido de
dias de descanso (‘periodo de incubacao’). (SFARD, 1991, p. 33,
traducao nossa, grifo da autora).

Segundo Sfard (1991), na Matematica Avancada, as diferengas
entre a Matematica e outras ciéncias e as peculiaridades do pensamento abstrato se
tornam mais evidentes. Com base nessas teorizagdes, consideramos que o0s
estudos da natureza do conhecimento matematico reforgam que o pensamento
matematico merece um tratamento préprio, diferente de outras formas de
pensamento.

Comentadas as teorizagdes de Tall e Vinner (1981), Resnick (1987)
e Sfard (1989, 1991), passemos as caracterizagbes de PMA publicadas no

Advanced Mathematical Thinking.

2.1.2 O Livro Advanced Mathematical Thinking

Considerado como um estado da arte das pesquisas na area até
entdo (ALMEIDA, 2013), o livro Advanced Mathematical Thinking reuniu pesquisas
de autores como David Tall, Tommy Dreyfus, Gontran Ervynck, Shlomo Vinner,
Edward Dubinsky, Gila Hanna, Bernard Cornu, Michéle Artigue, dentre outros.
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Destacamos os capitulos que desenvolvem elementos teoricos do PMA: Tall (2002),
Dreyfus (2002), Vinner (2002) e Dubinsky (2002)".

Tall (2002) considera a natureza do PMA do ponto de vista
psicologico, e foca em analisar o pensamento do matematico em seu trabalho
profissional como pesquisador e professor, além de suas implicagcdes no ensino e

aprendizagem. Segundo Tall (2002, p. 3, tradug&o nossa):

[...] muitas das atividades que ocorrem nesse ciclo [de atividade do
pensamento matematico avancado — desde a formulacdo de
conjecturas até a elaboracdo de provas] também ocorrem na
resolucdo de problemas de matematica elementar, mas a
possibilidade de definicdo e dedugao formal é um fator que distingue
0 pensamento matematico avangado.

Assim, para Tall (2002), embora o Pensamento Matematico
Elementar (PME) e o PMA tenham muitos processos em comum, o que os diferencia

€ que o:

[...] pensamento matematico elementar carece do processo de
abstracdo formal e ndo inclui a ‘fase de precisdo’ final em sua
aparéncia mais formal.

A mudanca do pensamento matematico elementar para o avancado
envolve uma transi¢ao significativa: da descricdo a definicdo, do
convencimento a prova de maneira légica com base nessas
definigbes. Essa transigdo requer uma reconstru¢ao cognitiva que &
vista durante a luta inicial dos estudantes universitarios com
abstracdes formais ao enfrentar o primeiro ano da universidade. E a
transicdo da coeréncia da matematica elementar para a
consequéncia da matematica avancada, baseada em entidades
abstratas que o individuo deve construir por meio de deducbes a
partir de definigdes formais. (TALL, 2002, p. 20, tradugéo nossa, grifo
do autor).

Ao considerar que essa transi¢cao pode ocorrer com estudantes do

3 0 livro Advanced Mathematical Thinking contém outros capitulos relevantes para a psicologia do
pensamento matematico e o ensino de matematica em niveis avangados, mas que nao destacamos
nesta tese para focarmos nos capitulos que trazem caracterizagdes a respeito do PMA, considerando
nossos objetivos. De fato, apds o capitulo introdutério escrito por David Tall, a respeito da psicologia
do PMA, que detalhamos nesta tese, a primeira parte do livro trata da natureza do PMA; essa
primeira parte conta com o capitulo de Tommy Dreyfus a respeito dos processos envolvidos, que
utilizamos nesta tese, o capitulo de Gontran Ervynck, que caracteriza a criatividade matematica e o
de Gila Hanna, que aborda a prova em Matematica; a segunda parte explora teorias cognitivas do
PMA; nessa segunda parte, além dos capitulos que abordamos de Shlomo Vinner e Edward
Dubinsky, a respeito da definicdo concebida por estudantes e da abstracdo reflexiva,
respectivamente, Guershon Harel e James Kaput tratam de entidades conceituais na Matematica
Avangada e seus simbolos; a terceira e ultima parte explora o progresso de pesquisas quanto ao
ensino e aprendizagem da Matematica em niveis avangados; Aline Robert e Rolph Schwarzenberger
comentam pesquisas na area e diferengas no ensino de Matematica na escola basica e na faculdade
ou universidade; outros capitulos tratam de assuntos mais especificos do ensino de Matematica,
como fungdes, limites, Analise Real, concepgdes de infinito, prova e a utilizagdo do computador.
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primeiro ano da graduagcdo em Matematica ao comegarem a lidar com abstragdes
formais, Tall (2002) caracteriza o PMA como um pensamento matematico voltado a
Matematica Avancada'®, especificamente a matematica que indicamos nesta tese
como Matematica Académica'®, baseada em abstracdes, definicbes e deducdes
formais.

ApoOs analisar aspectos sociais, de conteudo matematico, de
avaliagao, psicologicos e cognitivos entre o ensino e a aprendizagem de Matematica
na escola basica e na faculdade ou universidade, Robert e Schwarzenberger (2002)
corroboram com essa distingdo de Tall (2002) para a mudanca de pensamento
matematico requerida na graduacgdo, ainda que ndo haja, segundo Robert e
Schwarzenberger (2002), tantas diferengas sociais e de outros aspectos entre os

estudantes do Ensino Médio e do Ensino Superior'®.

A busca por caracteristicas Unicas que sejam especificas para o
aprendizado de matematica avangada mostra-se inconclusiva. Muitos
recursos propostos sao vistos, em um exame mais detalhado, como
demonstrando forte continuidade com o aprendizado da matematica
em idades mais jovens. No entanto, parece que, quando todos esses
recursos sao tomados em conjunto, ha uma mudanga quantitativa:
mais conceitos, menos tempo, necessidade de maiores poderes de
reflexdo, maior abstracdo, menos problemas significativos, mais
énfase na prova, maior necessidade de aprendizagem versatil, maior
necessidade de controle pessoal sobre a aprendizagem. A confuséo
causada por novas definicbes coincide com a necessidade de um
pensamento dedutivo mais abstrato. Tomadas em conjunto, essas
mudangas quantitativas engendram uma mudanga qualitativa que
caracteriza a transigdo para o pensamento matematico avangado.
(ROBERT; SCHWARZENBERGER, 2002, p. 133, tradugéo nossa).

Tall (2002) considera que o ciclo completo de pensamento
matematico envolve trabalho e descanso, sintese e analise, e prova. Segundo o
autor, a prova é o estagio final do processo de desenvolvimento cognitivo que leva
ao pensamento matematico. Por meio da prova, as ideias do matematico “sao
ordenadas em um desenvolvimento logico, tanto para verificar a natureza dos
relacionamentos quanto para apresenta-los para aprovagdo da comunidade

matematica” (TALL, 2002, p. xiii, traducédo nossa).

" Nesta tese, entendemos a Matematica Avangada como o corpo de conhecimentos matematicos
estudados em nivel de graduacgao, pés-graduagao ou pesquisa, o qual inclui a Matematica Académica
caracterizada por Moreira e David (2007).

"> Nesta tese, entendemos como Matematica Académica o corpo de conhecimentos matematicos tal
como é produzido e concebido pelos matematicos, que utiliza do formalismo e do método axiomatico,
conforme detalharemos no Capitulo 3 com base em Moreira e David (2007).

'® Adotamos a expressao ‘Ensino Superior’ como sindnimo de ensino em nivel de graduagéo, ou
undergraduate teaching, conforme utiliza Tall (2002).
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Para os matematicos pesquisadores, a resolucdo de problemas é
uma atividade mais criativa [do que para os graduandos], que inclui a
formulagdo de uma provavel conjectura, uma sequéncia de
atividades testando, modificando e refinando até que seja possivel
produzir uma prova formal de um teorema bem especificado. (TALL,
2002, p. 18, traducao nossa).

Assim, Tall (2002) defende que o ensino da Matematica Académica
considere que a prova € o estagio final da atividade matematica, de forma que a
prova nao seja apenas logica, mas possua um principio geral que fornega um
significado intuitivo a seu funcionamento.

Na secdo anterior, descrevemos como conceitos imagens
conflitantes podem gerar conflitos cognitivos (TALL, VINNER, 1981). Segundo Tall
(2002), matematicos profissionais também passam por tais conflitos, mas
conseguem vincular os conceitos em sequéncias de argumentos dedutivos.
Considerando que as caracteristicas do PMA de Tall (2002) emergem do trabalho do
matematico, interpretamos que a competéncia para resolver conflitos cognitivos por
meio de um sequenciamento logico-dedutivo € um indicio de PMA.

Para Tall (2002), a intuigdo e o rigor ndo sao tao disjuntos como os

matematicos costumam considerar.

Intuicdo é o produto dos conceitos imagem do individuo. Quanto
mais instruido o individuo estiver no pensamento l6gico, maior a
probabilidade de que os conceitos imagem do individuo ressoem
com uma resposta légica. (TALL, 2002, p. 14, tradugéo nossa).

Outros processos cognitivos discutidos por Tall (2002) sdo os de
sintese e andlise, generalizagdo e abstracdo. Apoiando-se em Poincaré'’, Tall

afirma que:

A sintese comega com o ato consciente da fase inicial para comecar
a reunir ideias, seguido por uma atividade mais intuitiva, na qual
ocorre a interagao subconsciente entre os conceitos imagem, até que
uma ressonancia poderosa forca os conceitos recém-vinculados a
emergir novamente na consciéncia. A analise, por outro lado, € uma
atividade consciente muito mais fria e l6gica que organiza as novas
ideias em forma légica e as refina para fornecer declaragbes e
dedugdes precisas. (TALL, 2002, p. 15, tradugao nossa).

Segundo Tall (2002), o ensino para criangas pequenas enfatiza a

sintese do conhecimento, partindo de conceitos simples, passando da experiéncia e

" Henri Poincaré foi um matematico francés, fonte de inspiragdo de algumas teorizagbes do PMA por
ser, segundo Dreyfus (2002), um dos poucos a escrever a respeito de como os matematicos
trabalham.
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exemplos para conceitos mais gerais. Ja na universidade, de acordo com o autor,
costuma-se enfatizar a analise do conhecimento, comegando com abstragdes gerais
e formando cadeias de deducgédo a partir delas, posteriormente as aplicando em
contextos especificos (TALL, 2002). Segundo Tall (2002, p. 15, traducéo nossa), “E
provavel que se exija a sintese do conhecimento para construir teorias
cognitivamente, bem como a analise do conhecimento para dar a estrutura total uma
coeréncia logica”.

Assim, considerando que o PMA de Tall (2002) baseia-se na
atividade do matematico e sua competéncia para organizar o conhecimento em uma
estrutura légica, concluimos que o PMA, segundo esse autor, envolve 0s processos
de sintese e analise, enquanto um processo de PME pode envolver apenas sintese.
Analogamente, o PMA envolve intuigdo e rigor, com inspiracdo em conceitos
imagem e formalizagdo baseada em conceitos definicdo (TALL, 1995), enquanto o
PME pode envolver apenas intuicdo e conceitos imagem.

Para explicar os processos de generalizacdo e abstracdo, Tall
(2002) utiliza um exemplo de espacgos vetoriais. Segundo o autor, generalizamos os
espacos de solucdes de equacgdes lineares R? e R3, obtendo R", com n€N, e
abstraimos desse contexto a nogao de espaco vetorial. Nesse processo, produzimos
dois diferentes objetos mentais, a generalizagdo R™ e a abstragdo: um espago

vetorial V sobre um corpo de escalares K. Assim,

Os termos ‘generalizacao’ e ‘abstracao’ sao utilizados na matematica
tanto para denotar processos nos quais 0s conceitos sdo vistos em
um contexto mais amplo quanto os produtos desses processos.

[...]

Enquanto o primeiro envolve simplesmente uma extensdo de
processos familiares, o segundo requer uma reorganizagao mental
maciga. (TALL, 2002, p. 11, tradugéo nossa, grifo do autor).

Tall (2002) explica diferentes tipos de generalizagdo de acordo com
as atividades cognitivas envolvidas, além de diferentes tipos de abstragdo que nao
detalhamos. Contudo, cabe enfatizarmos a presenca dos processos de pensamento
no PMA segundo Tall (2002). “Como vimos, a natureza do pensamento matematico
esta intrinsecamente interconectada com os processos cognitivos que dao origem ao
conhecimento matematico” (TALL, 2002, p. 14, tradugao nossa).

Essa caracterizagdo do PMA possui algumas implicagdes didaticas.

Tall (2002) defende que o ensino da Matematica na graduacéo favorega o processo
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de pensamento matematico ao estudante, e ndo somente o produto desse
pensamento. Assim, Tall (2002) critica a forma como comumente o conteudo
matematico € apresentado no Ensino Superior, mais préximo a uma teoria acabada

do que a uma forma que permita ao estudante participar do ciclo criativo.

[...] existe um enorme abismo entre a maneira como as ideias s&o
construidas cognitivamente e a maneira como elas sao organizadas
e apresentadas em uma ordem dedutiva. Isso nos adverte que
simplesmente apresentar uma teoria matematica como uma
sequéncia de definicdes, teoremas e provas (como acontece em um
curso universitario tipico) pode mostrar a estrutura légica da
matematica, mas falha em permitir o crescimento psicolégico da
mente humana em desenvolvimento. (TALL, 2002, p. xiv, tradugéo
nossa).

Portanto, segundo Tall (2002, p. 3, tradugcdo nossa), “uma
apresentacao légica pode nao ser apropriada para o desenvolvimento cognitivo do
estudante”. Em contrapartida, o autor defende sequéncias didaticas desenvolvidas
para ajudar o estudante a construir ativamente os conceitos matematicos.

Essas implicagdes didaticas do PMA sao corroboradas por Dreyfus
(2002), que foca nos processos caracteristicos do PMA.

Dreyfus (2002) justifica o interesse dos pesquisadores nos
processos envolvidos na aprendizagem da Matematica Avangada. Uma razédo é
obter conhecimento tedrico basico do que acontece na mente dos estudantes.
Ademais, de acordo com o autor, os processos que os professores esperam que
sejam desenvolvidos podem nao ocorrer espontaneamente ou de forma consciente
por parte dos estudantes. Assim, o estudo dos processos envolvidos na
aprendizagem da Matematica Avangada, de acordo com Dreyfus (2002), pode ajudar
os professores a se tornarem mais conscientes do que acontece na mente dos

estudantes durante esses processos.

[...] o pensamento matematico avancado consiste em uma grande
sequéncia de componentes de processos interagindo. E importante
que o professor de matematica esteja consciente desses processos,
a fim de compreender algumas das dificuldades que seus estudantes
enfrentam. (DREYFUS, 2002, p. 30, tradugdo nossa).

Assim, o PMA, segundo Dreyfus (2002), € um processo complexo
que envolve um grande numero de processos que interagem de formas intrincadas.
Por isso, "Um lugar para procurar ideias sobre como encontrar formas de melhorar a

compreensao dos estudantes é a mente do matematico trabalhando" (DREYFUS,
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2002, p. 29, tradugado nossa).

Segundo Dreyfus (2002), ha semelhancas importantes entre o
processo de aprendizagem e o processo de pesquisa. Em ambos os casos, “o
individuo precisa manipular, investigar e descobrir mentalmente objetos dos quais
seu conhecimento é muito parcial e fragmentado" (DREYFUS, 2002, p. 20, tradugéo
nossa). De acordo com o autor, ambos s&o complexos e envolvem a compreensao
de varios componentes de processos.

Com isso, Dreyfus (2002) critica a apresentacdo da Matematica
como um produto polido com formalismos convenientes, comumente na sequéncia
teorema-prova-aplicagdo, uma vez que, em contrapartida, o trabalho do matematico
frequentemente conta com tentativa e erro, formulagdes intuitivas e imprecisées por
meio de desenhos que tentam apresentar visualmente partes da estrutura
matematica sendo pensada (DREYFUS, 2002).

Assim, de acordo com o autor, o que os estudantes aprendem em

seus cursos de Matematica é:

[...] realizar um grande numero de procedimentos padronizados,
expressos em formalismos precisamente definidos, para obter
respostas para classes claramente delimitadas de questbes de
exercicios. Eles adquirem entdo a capacidade de executar, embora
muito mais lenta, o tipo de operacdo que um computador pode
realizar [...]. (DREYFUS, 2002, p. 28, tradugéo nossa).

Dessa forma, de acordo com Dreyfus (2002), os estudantes nao
ganham o insight dos processos que levaram os matematicos a cria-los, e nao
conseguem "usar seus conhecimentos de maneira flexivel para resolver problemas
de um tipo desconhecido" (DREYFUS, 2002, p. 28, tradugao nossa).

Assim como Tall (2002), Dreyfus (2002) também considera que
existe uma ligagado entre a Matematica e a Psicologia em cada processo de PMA.
Essa ligagdo entre a Matematica e a Psicologia “torna os processos interessantes e
relevantes para a compreensao da aprendizagem e do pensamento em matematica
avangada” (DREYFUS, 2002, p. 26, tradugao nossa).

Segundo Dreyfus (2002), a reflexdo sobre a experiéncia matematica,
no ato de pensar ou contar como se resolveu um problema, é importante na solugcao
de problemas n&o triviais e € uma caracteristica do PMA. Dreyfus (2002) afirma que
gostaria de ver mais essa reflexdo nos estudantes de Matematica Avancada e nos

professores de colégios. Essa reflexao, de acordo com o autor, ndo € comum em
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estudantes da Matematica Elementar'®, mas isso néo significa que os processos de
PMA sejam sempre exclusivos de matematicos, estudantes de Matematica
Avancada e professores.

"Nao ha uma distingdo nitida entre muitos dos processos de
pensamento matematico elementar e avangado, embora a matematica avangada
esteja mais focada nas abstragdes de definigdo e deduc¢ao" (DREYFUS, 2002, p. 26,
tradugao nossa). Para Dreyfus (2002), os processos de PMA podem ocorrer na
Matematica Elementar ou mesmo em outras areas do conhecimento, tais como
Fisica, Psicologia, Economia e Artes.

Mas o autor descreve os processos relevantes para o PMA, com
foco naqueles cujas caracteristicas tornam avangado o pensamento matematico.
"Uma caracteristica distintiva entre o pensamento avangcado e o elementar € a
complexidade e como ela é gerenciada" (DREYFUS, 2002, p. 26, tradugédo nossa).
Segundo Dreyfus (2002), os processos de PMA, em particular a abstracédo e a
representacdo, possibilitam o gerenciamento dessa complexidade, pois esses
processos permitem que se mova de um nivel de detalhe a outro.

Assim, Dreyfus (2002) e Tall (2002) consideram nao existir uma
dicotomia rigida entre o PME e o PMA, bem como atribuem a Matematica Avancada
um foco maior nas deducdes e definicbes. A principal diferenga, na nossa
interpretacdo, quanto as caracterizacbes de PMA desses autores, é que Tall (2002)
toma esse foco da Matematica Avangada nas definicbes e dedugbes como o fator
distintivo do PMA, enquanto Dreyfus (2002) caracteriza o PMA pela complexidade
dos processos de pensamento, nao o vinculando totalmente a Matematica
Avancada.

Antes de apresentarmos os processos descritos por Dreyfus (2002),
observamos semelhangas com ideias de Sfard (1991). Ver um conceito matematico
como objeto exige, segundo Dreyfus (2002), um processamento prévio do conceito
com repetidas fases de generalizacao, abstracdo e formalizagdo, enquanto Sfard
(1991) aborda as fases de interiorizagdo e condensagao na concepgao operacional,
necessarias para a reificacdo. Segundo Sfard (1991), a condensacao favorece o
processo de generalizagdo, a realizagdo de comparagdes e mudangas de

representacbes. Ainda de acordo com Sfard (1991), essa fase comprime as

'® Adotamos o termo Matemaética Elementar para nos referirmos a matematica da Educagao Basica.
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sequéncias de operag¢des em unidades mais gerenciaveis. Segundo Dreyfus (2002),
0s processos de generalizagdo e sintese' sdo caracteristicos do PMA e o
gerenciamento da complexidade € uma caracteristica distintiva entre o Pensamento
Matematico Avancado e o elementar.

Os processos de PMA mencionados por Dreyfus (2002) consistem
em representar, transformar, visualizar, verificar, deduzir, especializar, generalizar,
abstrair, formalizar, classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar, traduzir e
modelar. Alguns desses processos sédo detalhados em seu capitulo no Advanced
Mathematical Thinking, especialmente os processos que envolvem representacao e
abstracao.

Representagbes sao sinais com significado (DREYFUS, 2002).
Segundo o autor, representar um conceito € gerar uma instancia, uma imagem do
mesmo. De acordo com Dreyfus (2002), essa instdncia pode ser simbodlica ou

mental.

Uma representacdo simbodlica é escrita ou falada externamente,
geralmente com o objetivo de facilitar a comunicagdo do conceito.
Uma representacao mental, por outro lado, refere-se a esquemas
internos ou quadros de referéncia que uma pessoa usa para interagir
com o mundo externo. E o que ocorre na mente quando se pensa
naquela parte especifica do mundo externo e pode diferir de pessoa
para pessoa. (DREYFUS, 2002, p. 31, tradugéo nossa).

Por isso, consideramos que a representacdo mental é parte do
conceito imagem que a pessoa tem de um conceito matematico. Como ja
mencionamos a respeito do conceito imagem (TALL; VINNER, 1981), as diversas
representacbes mentais podem se completar ou entrar em conflito (DREYFUS,
2002).

Em casos mais favoraveis, varias representagdes mentais para o
mesmo conceito podem se complementar e, eventualmente, podem
ser integradas em uma unica representacdo desse conceito. Esse
processo de integracdo esta relacionado com a abstracdo [...].
(DREYFUS, 2002, p. 32, tradugao nossa).

De acordo com Dreyfus (2002), as representagbes mentais sao

criadas na mente com base em representagdes concretas.

[...] o ato de gerar uma representacdo mental baseia-se em sistemas
de representacgao, isto é, artefatos concretos, externos, que podem
ser materialmente realizados. No caso de fungdes, os graficos sao

hge) processo de sintese permite compor partes em uma unica imagem (DREYFUS, 2002).



31

um desses artefatos, férmulas algébricas sao outro, diagramas de
setas e tabelas de valores ainda outras. (DREYFUS, 2002, p. 31,
traducao nossa).

A visualizacao € esse processo pelo qual as representacdes mentais
podem surgir (DREYFUS, 2002).

Dreyfus (2002) destaca que uma representagao € rica se contiver
muitos aspectos ligados ao conceito, permitindo flexibilidade na resolugcéo de
problemas.

Segundo o autor, o processo de mudanga de representacdes
também ¢é util na resolugao de problemas. Dreyfus (2002) o caracteriza como um
processo dificil de ensinar e de aprender, pois envolve o dominio de cada
representacdo e a ligagdo entre elas, ou seja, muita informagéo a ser tratada,
tornando-se uma estrutura complexa.

Ligado a mudanga de representagdes esta o processo de tradugao,
que ocorre quando se move entre diferentes formulacbes ou declaragbes de um
problema, como no caso de problemas aplicados (DREYFUS, 2002). A modelagem,
de modo semelhante, € o processo de encontrar uma representacdo matematica
para um objeto ndo matematico, de acordo com Dreyfus (2002).

Comentados os processos relacionados a representagao
apresentados por Dreyfus (2002), passemos aos processos relacionados a

abstracao.

[...] o mais importante entre esses processos avancados € a
abstragdo. Se um estudante desenvolve a capacidade de
conscientemente fazer abstracbes de situacbes matematicas, ele
alcangcou um nivel avangcado de pensamento matematico. Alcancar
essa capacidade de abstrair pode bem ser o objetivo individual mais
importante de educagdo matematica avangada. (DREYFUS, 2002, p.
34, tradugao nossa).

No processo de abstragdo, o estudante ou matematico considera
apenas as relagbes entre os objetos, permitindo-se tirar conclusées que sao
geralmente validas, independente das propriedades especificas intrinsecas de cada
objeto (DREYFUS, 2002). Assim, os resultados que podem ser obtidos s&o gerais.
Por isso, de acordo com Dreyfus (2002), o processo de abstragdo é intimamente
ligado a generalizacdo. Todavia, a generalizagdo comumente envolve uma
expansao na estrutura de conhecimento do individuo, enquanto a abstragdo pode

envolver uma reconstrugdo mental, conforme Tall (2002).
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Para Dreyfus (2002, p. 35, tradugdo nossa), "Generalizar é derivar
ou induzir a partir de casos particulares, para identificar pontos em comum, para
expandir dominios de validade". Dreyfus (2002) descreve que, nesse processo, O
estudante precisa fazer uma transcricdo a partir de casos particulares, identificar
condigbdes em comum, conjecturar e estabelecer que um dominio de validade pode
ser expandido.

Além de estar relacionado com a generalizagdo, o processo de
abstracao permite descrever de uma forma unificadora uma grande quantidade de
situacbes que sem a abstracdo seriam consideradas separadamente e
independentes uma da outra (DREYFUS, 2002). Assim, a abstracdo favorece a
realizacdo de sinteses: "Sintetizar significa combinar ou compor partes de tal
maneira que elas formam um todo, uma entidade. Esse todo, entdo, muitas vezes
equivale a mais do que a soma de suas partes" (DREYFUS, 2002, p. 35, tradugéo
nossa). No processo de sintese, varios conteudos anteriormente n&o relacionados
"[...] se fundem em uma unica imagem, dentro da qual todos eles sao incluidos e
inter-relacionados" (DREYFUS, 2002, p. 35, tradugdo nossa).

Segundo Dreyfus (2002), é necessaria uma grande quantidade de
trabalho com os conceitos e operacdes para ser capaz de comecar a sintetizar. O
autor afirma que o matematico, que ja passou pelo processo de sintese, encontra
dificuldade para colocar-se no estado de espirito do estudante que ainda nao atingiu
essa sintese.

Com relagdo a pratica de sala de aula, de acordo com Dreyfus
(2002), nao é comum se colocar énfase suficiente no processo de sintese. Segundo
0 autor, mesmo que professores resumam os conteudos fazendo algumas sinteses,
pode ser que esse processo nao seja realizado ativamente pelos estudantes, que
continuam a exercitar as partes de um conteudo separadamente em exercicios
padrao.

Segundo Dreyfus (2002), a abstragao requer que o estudante realize
a explicitagdo das conexdes entre os conceitos. Por exemplo, quando:

[...] o estudante é obrigado a concentrar-se nas relagdes que existem
entre os numeros de modo a ser capaz de captar o que um corpo €,
em vez dos préprios numeros, e da mesma forma para outras nogdes
tais como a fungao, grupo e espaco vetorial.

A abstracdo contém, assim, o potencial tanto para generalizagao
quanto para sintese; e vice-versa, ela recebe o seu propdsito,
principalmente, a partir desse potencial de generalizacao e sintese. A
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natureza do processo mental de abstrair €, no entanto, muito
diferente da de generalizagao e de sintetizacdo. A abstracdo é antes
de tudo um processo construtivo — a construgdo de estruturas
mentais de estruturas matematicas, ou seja, a partir de propriedades
e de relacbes entre os objetos matematicos. Esse processo é
dependente do isolamento de propriedades e relagdes apropriadas.
Ele exige a capacidade de desviar a aten¢do do proprio objeto para a
estrutura das suas propriedades e relagdes. Tal atividade mental
construtiva por parte de um estudante é fortemente dependente da
atencdo do estudante sendo focalizada sobre essas estruturas que
devem fazer parte do conceito abstrato, e afastada das que séo
irrelevantes no contexto pretendido; a estrutura torna-se importante,
enquanto detalhes irrelevantes sado omitidos, reduzindo assim a
complexidade da situacdo. (DREYFUS, 2002, p. 37, traducdo nossa).

Nota-se que o processo de sintese descrito por Dreyfus (2002) nao
trata da mesma sintese descrita por Tall (2002). Tall (2002) considera a sintese
como a reunido de ideias e os vinculos estabelecidos entre conceitos imagem no
subconsciente, algo enfatizado na Educagéo Basica segundo esse autor, em que os
estudantes aprendem conceitos de formas diversas, como fracdo e numeros
racionais na forma decimal, e depois juntam essas ideias que podem emergir em
simultaneo na resolugédo de uma situacédo-problema. Ja a sintese de Dreyfus (2002)
vai além disso, com a reunido das ideias em uma imagem, envolve enxergar todas
as relagbes entre diversos conceitos, em processos complexos como de
generalizagao, especializagdo, abstragdo e mudancgas de representacdo que podem
envolver o reconhecimento de isomorfismos, como acontece quando se entende as
relacbes entre vetores (elementos de um espago vetorial), matrizes e
transformacoes lineares.

Os processos de abstracdo que ambos descrevem sao compativeis,
mas ha uma diferenga sutil quanto ao foco da descri¢ado. Dreyfus (2002) considera a
abstracdo como a construgado de estruturas mentais de estruturas matematicas a
partir de propriedades e de relagbes que foram apropriadamente isoladas; Tall
(2002) considera que a abstragao envolve tanto o processo de abstrair propriedades
quanto o produto do processo: um conceito definido formalmente a partir das
propriedades. Assim, ambas as concepg¢des de abstracdo envolvem estruturas
matematicas a partir de propriedades e relagbes abstraidas; mas a descricido de
Dreyfus (2002) é focada nas estruturas mentais e a de Tall (2002) é focada em um
pensamento formal-axiomatico, em que as estruturas matematicas sao definidas
pelas propriedades em um alto grau de generalidade.

Alguns dos processos de PMA descritos por Dreyfus (2002), como o
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de representacdo mental, ocorrem em qualquer nivel de pensamento matematico,
alguns sdo comuns até em criangas pequenas, de acordo com o autor. Outros
processos, como abstracdo, generalizagcdo e sintese, “[...] assumem uma
importancia adicional a medida que a experiéncia e as habilidades matematicas dos
estudantes se desenvolvem e a medida que os conteudos matematicos com os
quais lidam se tornam mais avangados” (DREYFUS, 2002, p. 34, tradugcédo nossa).
Esses sao processos especificos do PMA, enquanto outros sdo processos de PMA e

também de PME, como ilustrado por Klaiber (2019) no diagrama da Figura 2.

Figura 2 — Diagrama com alguns processos de Pensamento Matematico
Avangado conforme Dreyfus
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Fonte: Klaiber (2019, p. 55).

Analisando Dreyfus (2002), concluimos que o autor considera que
alguns processos de PMA sao mais propicios a ocorrerem em nivel de Matematica
Avangada, embora possam ocorrer na Matematica Elementar. Ndo somente os
processos relacionados com a abstracdo, mas também, por exemplo, ao afirmar que
a reflexao a respeito da experiéncia matematica ndo é esperada em estudantes de

Matematica Elementar:

Essa reflexdo € uma caracteristica do pensamento matematico
avancado. Geralmente, ndo esperariamos que um estudante de
matematica elementar parasse, apos ter resolvido um problema, e
pensasse ou contasse como foi que ele resolveu esse problema. No
entanto, definitivamente nds gostariamos de ver muito mais disso em
nossos estudantes avancados e, em particular, em nossos
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professores de colégios. (DREYFUS, 2002, p. 25, tradug¢do nossa).

Apesar de haver processos mais comuns na Matematica Avangada,
Dreyfus (2002) apresenta uma caracterizagdo do PMA que nédo o considera disjunto
do PME, mas que inclui esse pensamento elementar no avangado, conforme a
representacao de Klaiber (2019) apresentada na Figura 2. As ideias de Tall (2002),
por outro lado, indicam uma distingdo desses pensamentos, com alguns processos
em comum, na qual as dedugdes e definicbes formais (caracteristicas do PMA) s&o
fatores divisores.

Dos demais capitulos do Advanced Mathematical Thinking,
abordaremos os de Vinner (2002) e Dubinsky (2002).

Vinner (2002) aborda o papel das definigbes no ensino e na
aprendizagem de Matematica. Segundo o autor, as definicbes sao pouco
importantes para a pedagogia da Matematica no dia a dia e pouco utilizadas pelos
estudantes, embora sejam enfatizadas em materiais didaticos. Uma preocupacao
maior com as definicbes ocorre em contextos técnicos, para prevenir
desentendimentos (VINNER, 2002). Entretanto, o autor descreve algumas
evidéncias experimentais para respaldar a afirmacdo de que a maioria dos
estudantes nao utiliza definicbes, mesmo ao trabalhar em tarefas cognitivas em
contextos técnicos.

Assim, Vinner (2002) propde que uma abordagem de ensino néo
deve comecar do modo técnico, mas de aspectos intuitivos para formar o conceito
imagem. Segundo o autor, na Educagao Basica, apenas os estudantes interessados
a seguir para a Matematica Avancada devem ser capacitados para utilizar a
definigdo como critério definitivo nas tarefas matematicas, sendo necessario apontar
conflitos entre o conceito imagem e a definigdo formal e, mais profundamente,
discutir os exemplos peculiares.

Em todo caso, Vinner (2002) considera que o conceito imagem? é

necessario para o entendimento de um conceito:

Assumimos que adquirir um conceito significa formar um conceito
imagem para ele. Saber de cor a definicho de um conceito nao
garante a compreensao do conceito. Entender, assim acreditamos,
significa ter um conceito imagem. Certo significado deve ser
associado as palavras. Saber, por exemplo, que o conjunto das

2 Estrutura cognitiva que inclui todas as imagens mentais, propriedades e processos que emergem
na mente do estudante quando o conceito é estimulado por sua consciéncia (TALL, VINNER, 1981).
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partes de um determinado conjunto € o conjunto de todos os
subconjuntos desse conjunto dado, nao significa nada, a menos que
se possa construir alguns conjuntos das partes de conjuntos dados.
(VINNER, 2002, p. 69, traducdo nossa).

No capitulo em questdo do livro Advanced Mathematical Thinking,
Vinner (2002) descreve o conceito imagem e o conceito definicdo como duas células
distintas na estrutura cognitiva, diferente da concepgao de Tall (2003), em que o
conceito definicdo de um individuo é parte do conceito imagem. Tall e Vinner (1981)
denominam o conceito imagem de uma definicdo como ‘concept definition image’
(imagem da definicdo do conceito).

Nesta tese, adotamos a concepgao de Tall (2003) em que o conceito
definigado é parte do conceito imagem e possivelmente diferente da definicao formal
do conceito, o que torna obsoleto o termo ‘concept definition image’ e equivalentes
as ideias de ‘conceito definicdo’ e ‘conceito definicdo pessoal’, essa ultima adotada
por Tall e Vinner (1981) para distingui-la da definicdo formal do conceito.

Por exemplo, um individuo pode ter como conceito imagem de
funcao alguns graficos, diagramas que representam fungdes, formulas, tabelas,
pares ordenados, modelagem de alguns problemas especificos, a ideia de relagao
entre grandezas, além de fungdes logaritmicas, exponenciais e trigopnométricas. Ao
descrever o que é uma funcgao, esse individuo a considera como uma relagcéao entre
duas grandezas. Esse € o conceito definicdo pessoal desse individuo (VINNER,
2002), que chamamos apenas de conceito definicdo, conforme Tall (2003). Ele faz
parte do conceito imagem (TALL; VINNER, 1981) e ndo se trata, necessariamente,
da definicao formal de fungao, encontrada nos livros de Matematica.

O proximo capitulo que comentamos do Advanced Mathematical
Thinking € o de Dubinsky (2002), que se baseia na abstragao reflexiva de Piaget.
Segundo Dubinsky (2002), a abstracéo reflexiva é a coordenagao geral das agoes
de um individuo, sendo completamente interna ao sujeito.

A abstracdo reflexiva é utilizada por Piaget para descrever a
construcdo de estruturas légico-matematicas por um individuo durante seu
desenvolvimento cognitivo, especialmente por criangcas desenvolvendo a
coordenacgao de estruturas sensorio-motoras (DUBINSKY, 2002). Contudo, Dubinsky
(2002) considera, conforme Piaget, que a mesma abordagem pode ser expandida a
tépicos avangados.
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Na maior parte de sua propria obra, no entanto, Piaget concentrou-se
no desenvolvimento do conhecimento matematico nas primeiras
idades, raramente indo além da adolescéncia. O que achamos
empolgante é que, como ele sugeriu, essa mesma abordagem pode
ser estendida a tdépicos mais avancados na graduagcdo em
matematica e além. (DUBISNKY, 2002, p. 95, tradugéo nossa).

Assim, Dubinsky (2002) propde que a abstragao reflexiva pode ser
uma ferramenta poderosa no estudo do PMA, tanto para entendé-lo quanto para
ajudar os estudantes a desenvolvé-lo.

Desse modo, embora Dubinsky (2002) utilize a expressao
‘pensamento matematico avangado” para designar o pensamento em Matematica
Avancada, o aspecto cognitivo do desenvolvimento do PMA é considerado pelo
autor como similar ao desenvolvimento do pensamento matematico em topicos
elementares. Uma das passagens que indicam o entendimento do PMA como um
pensamento proprio da Matematica Avangada no capitulo de Dubinsky (2002) é a

seguinte:

A fim de tentar desenvolver a nocado de abstracao reflexiva para o
pensamento matematico avancado, vamos isolar o que parecem ser
as caracteristicas essenciais da abstracao reflexiva, refletir sobre seu
papel na matematica superior e reorganiza-las ou reconstrui-las para
formar uma teoria coerente do conhecimento matematico e sua
construcao (DUBISNKY, 2002, p. 102, tradug¢ao nossa).

Desse modo, consideramos que as contribuigdes de Dubinsky
(2002) para o PMA, embora desenvolvidas focando-se no ensino de Matematica
Avangada, ndo se limitam a essa matematica, de forma que a Teoria APOS,
proposta pelo autor, compreende um avan¢o no pensamento matematico gradual
em qualquer nivel de ensino.

A Teoria APOS (DUBINSKY, 2002) diz respeito ao desenvolvimento
de construgdes mentais por meio de agéo (A), processo (P), objeto (O) e esquema
(S). Dubinsky (2002) considera que um conceito matematico ndo possui uma unica
decomposicdo genética?’ e nem todo individuo aprendera por esse caminho, mas
sua teoria € um caminho possivel para o planejamento do ensino.

Dubinsky (2002) descreve cinco tipos de abstragéo reflexiva como
método de construgcdo dos conceitos matematicos: a construgdo de processos

internos como forma de perceber um fenédmeno (interiorizagdo), a coordenacao de

' Uma decomposig¢ao genética, segundo Dubinsky (2002), € uma descricdo da matematica envolvida
e de como um sujeito pode realizar as constru¢des necessarias para compreendé-la.
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dois ou mais processos para construir um novo, o encapsulamento de processos
como objetos (o mais importante para matematicos e mais dificil para estudantes,
segundo o autor), a generalizagado de esquemas (quando um esquema € aplicado a
uma colecado mais ampla de fenbmenos) e a reversao de um processo. Assim,
conforme menciona Sfard (1994), Dubinsky (2002)% utiliza o termo ‘encapsulamento’
para um ato de criagdo de entidades abstratas similar a reificacdo, ou seja, para a
transicdo entre uma concepcgéao operacional e um esquema estrutural corporificado.

Conforme Dubinsky (2002), as agdes com objetos conhecidos sao
interiorizadas em processos, quando o individuo responde a uma situacao
construindo um processo mental relacionado ao processo matematico. A
interiorizacdo permite que o individuo esteja consciente das agoes, reflita a respeito
e as combine com outras acgdes. Além da interiorizacdo de acdes, é possivel
construir processos a partir de outros processos, como na reversao ou coordenagao
de processos.

Por sua vez, os processos sdo encapsulados em objetos, que
podem integrar acdes a serem interiorizadas em processos em um nivel superior.

Um dos exemplos citados por Dubinsky (2002) € a definicdo da fungéo logaritmica
como log(x) = fOx%dt, para x > 0. Para compreendé-la, de acordo com Dubinsky

(2002), o estudante precisa entender o processo de estimar a area sob uma curva
com somas e tomar o limite para, entdo, encapsular esse processo como um objeto

e variar um dos parametros da integral em um novo processo. Os objetos:

[...] abrangem toda a gama de objetos matematicos: numeros,
variaveis, fungoes, espacos topoldgicos, topologias, grupos, vetores,
espacgos vetoriais, etc., cada um dos quais deve ser construido por
um individuo em algum ponto de seu desenvolvimento matematico.
(DUBINSKY, 2002, p. 106, tradug¢ao nossa).

Para Dubinsky, a abstracao reflexiva € "a construgdo de objetos
mentais e agbes mentais sobre esses objetos" (DUBINSKY, 2002, p. 102, tradugao
nossa). De acordo com o autor, essas construgdes assimilam-se ou acomodam-se?®

em esquemas.

Um esquema € uma colecao de objetos e processos mais ou menos
coerente. A tendéncia de um sujeito de invocar um esquema para

2 Relembrando que o Advanced Mathematical Thinking foi primeiramente publicado em 1991.

% Na teoria cognitivista de Piaget, na qual Dubinsky (2002) se baseia, a assimilacdo envolve novos
dados incorporados pelo individuo, ao passo que a acomodagao € um processo em que a estrutura
cognitiva precisa ser modificada (MOREIRA, 1999).
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entender, lidar, organizar ou dar sentido a uma situagéo-problema
percebida é seu conhecimento de um conceito individual em
matematica. (DUBINSKY, 2002, p. 102, traducéo nossa).

Segundo Dubinsky (2002), um individuo possui uma variedade de
esquemas, com esquemas dentro de esquemas e esquemas inter-relacionados em
uma organizagao complexa. Segundo o autor, o0 conhecimento matematico consiste
em uma colegdo de esquemas.

Ainda de acordo com Dubinsky (2002), quando um sujeito consegue
lidar com uma nova situagao, a assimila a seu esquema. Quando ndo consegue, 0S
esquemas podem ser acomodados para conseguir lidar com a nova situagao.

A medida que novos processos sdo encapsulados e os objetos s&o
acionados em um nivel superior, 0 esquema que o sujeito possui de um assunto &
modificado e por vezes generalizado (DUBINSKY, 2002). Assim, compreendemos
que o pensamento matematico é desenvolvido, de acordo com a Teoria APOS, no
sentido de uma espiral, com processos sendo encapsulados em objetos e objetos
sendo acionados e interiorizados em processos em um nivel superior.

Com isso, finalizamos nossa sintese de ideias tedéricas do PMA
contidas no livro Advanced Mathematical Thinking. Comentamos, na se¢ao a seguir,

algumas teorizagdes posteriores.
2.1.3 Teorizagbes a Partir do Pensamento Matematico Avangado

Nesta secdo, focamos em teorizacbes realizadas posteriormente a
publicacdo do Advanced Mathematical Thinking em 1991, que trazem detalhamentos
ou aprofundamentos para o quadro teérico do PMA.

Gray e Tall (1994) consideram a dualidade entre processo e conceito
em Matematica, além do simbolismo utilizado para a representacdo de ambos.

Sendo assim, os autores apresentam o termo ‘proceito’®*

125

, que une os termos
‘processo’ e ‘conceito’™”, para fornecer a combinagdo cognitiva de processo e
conceito em sua proépria terminologia.

Antes de explicarmos o que os autores entendem por proceito,
precisamos diferenciar o que entendem por procedimento, processo e conceito.

Procedimento € um algoritmo especifico, ou seja, uma sequéncia especifica de

2: Tradug&o nossa para ‘procept.
‘Process’ e ‘concept’, respectivamente.
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passos (GRAY; TALL, 1994). Ja processo, segundo Gray e Tall (1994), é a
representacdo cognitiva de uma operagdo matematica. O processo néo precisa ser
realizado de maneira Unica, podendo associar-se a varios procedimentos
alternativos (GRAY; TALL, 1994). Ja o conceito, de acordo com Gray e Tall (1994),
envolve uma entidade estatica, como na compreensao estrutural (SFARD, 1987,
1991), ou seja, um objeto, nos termos de Dubinsky (2002).

Por exemplo, para efetuar uma soma, como 3+4, uma crianga pode
realizar o procedimento de contar todos os elementos de um conjunto que une trés e
quatro elementos, possivelmente com o auxilio dos dedos. Um procedimento
alternativo, de acordo com Gray e Tall (1994), é contar quatro unidades a partir de
trés; assim, a contagem se resume a ‘quatro’, ‘cinco’, ‘seis’, ‘sete’, em que cada
palavra numérica é proferida sucessivamente até que a Uultima palavra seja
identificada como o resultado da soma. Segundo Gray e Tall (1994), uma crianga
pode perceber que € mais rapido contar a partir do maior, e mais tarde que,
independentemente do procedimento realizado, o resultado sera o mesmo. Assim,
‘3+4’ passa a ter o significado do processo de se somar trés e quatro, cujo resultado
€ 7, independente do procedimento. Entdo, ‘3+4’ pode ser encapsulado/reificado e
visto como uma das formas de representar o conceito 7, tal como ‘5+2’, “10-3’ e
inimeras outras. O mesmo simbolo ‘3+4’ representa tanto o processo quanto o
conceito (GRAY; TALL, 1994).

Deste modo, Gray e Tall (1994) definem um ‘proceito elementar’
como um amalgama de um processo, um objeto e um simbolo que representa
ambos; segundo os autores, um proceito € uma coleg¢ao de proceitos elementares de
um mesmo objeto. Em nosso exemplo, o proceito 7 € uma colecdo de proceitos
elementares, tais como ‘3+4°, ‘5+2’ e “10-3’. Esses simbolos representam o mesmo
objeto, mas indicam a maneira flexivel pela qual o proceito 7 pode ser decomposto e
recomposto utilizando-se diferentes processos em uma rica estrutura conceitual na
qual o simbolo 7 expressa todos esses vinculos.

Os autores consideram que a ambiguidade na interpretacdo do
simbolismo de maneira flexivel estd na raiz do pensamento matematico (GRAY;
TALL, 1994). Tal como Tall (2002) e Dreyfus (2002), Gray e Tall (1994) consideram
o pensamento de matematicos para entender o pensamento matematico de

estudantes:
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[...] em vez de ter que lidar conscientemente com a dualidade de
conceito e processo, 0 bom matematico pensa ambiguamente a
respeito do simbolismo para produto e processo. Defendemos que o
matematico simplifica situagbes substituindo a complexidade
cognitiva da dualidade processo-conceito pela conveniéncia de
notacdo da ambiguidade processo-produto. (GRAY; TALL, 1994, p.
121, tradugdo nossa).

Assim, o pensamento proceitual € a combinacdo de pensamento
conceitual e procedimental, de forma que os vinculos conceituais, procedimentais,
0S processos € 0 produto desses processos sS40 expressos por um unico proceito,
que combina essas diferentes formas em uma rica estrutura conceitual (GRAY;
TALL, 1994).

A auséncia desse pensamento, segundo Gray e Tall (1994), leva a
utilizacbes exageradas de procedimentos, que sdo lembrados como dispositivos
separados em seu proprio contexto. Gray e Tall (1994) investigaram métodos de
realizagao de exercicios de Aritmética com criangas de sete a doze anos de duas
escolas inglesas, e notaram uma divisdo entre aquelas que conseguiam comprimir
fatos conhecidos e utiliza-los para derivar novos fatos e as que estavam presas a
procedimentos acumulados que complicam a realizagcdo de um exercicio. A essa
diferenca deram o nome de ‘divisdo proceitual’. Segundo os autores, enquanto
alguns apresentam técnicas proceituais mais flexiveis, incluindo a selegdo de
procedimentos mais apropriados, outros contam com métodos procedimentais de
contagem menos flexiveis, em que os simbolos sdo utilizados apenas como
entidades concretas a serem manipuladas.

A divisao proceitual tem um efeito cumulativo, pois o pensador
procedimental se depara com a coordenacdo cada vez mais complicada de
processos sequenciais acumulados (GRAY; TALL, 1994). Por outro lado, o
pensamento proceitual envolve o que Gray e Tall (1994) chamam de compressao
mental, a utilizacdo significativa de fatos conhecidos para chegar a solugbes por
meio de fatos derivados.

Essa capacidade de produzir fatos novos a partir de antigos por
meio de estratégias flexiveis atua como um gerador autbnomo de conhecimento
(GRAY:; TALL, 1994). “O pensamento proceitual é caracterizado pela capacidade de
comprimir estagios na manipulagéo de simbolos até o ponto em que os simbolos sao
vistos como objetos que podem ser decompostos e recompostos de maneiras
flexiveis” (GRAY; TALL, 1994, p. 132, tradug¢ao nossa).
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A ideia de compressdo mental é retomada por Tall (1995, 2004,
2008, 2013), em pesquisas que abordam o desenvolvimento de longo prazo das

ideias matematicas.

O pensamento matematico envolve a compressdo de estruturas
matematicas em conceitos pensaveis conectados em estruturas de
conhecimento que sédo misturadas, levando a conceitos cristalinos
sofisticados que possuem uma estrutura matematica inevitavel.
(TALL, 2013, p. 133, traducao nossa, grifo do autor).

Segundo Tall (2013, p. 14, tradugdo nossa, grifo do autor), “A
compressdo do conhecimento ocorre quando um fendmeno de algum tipo é
concebido na mente de uma maneira mais simples ou mais eficiente”. Assim, a
compressao permite se pensar em situacbes complicadas de maneira simples.
Desse modo, a compressdo mental esta relacionada a um gerenciamento da
complexidade de uma situagcdo matematica, permitindo que consideremos a
compressao mental como uma caracteristica do PMA de acordo com a
caracterizagéo de Dreyfus (2002).

Tall (1995) aborda o desenvolvimento do pensamento matematico
de criangas pequenas até a Matematica Avancada, considerando que o crescimento
cognitivo ocorre a partir de ‘percepgdes de’ e ‘agdes sobre’ objetos no ambiente.
Segundo o autor, as ‘percepgdes de’ objetos levam a representag¢des viso-espaciais,
cujo suporte verbal crescente leva a provas verbais em Geometria. As ‘agdes sobre’
objetos levam ao encapsulamento progressivo do processo ao conceito, utilizando
representacdes simbdlicas de forma flexivel como proceitos, especialmente em
Aritmética e Algebra.

De acordo com Tall (1995), a transigdo do PME para o PMA requer
reconstrugdes cognitivas significativas. Como exemplos fornecidos pelo autor, no
desenvolvimento cognitivo a partir das ‘percepgdes de’ objetos, a prova euclidiana
requer a organizacdo sistematica e a deducdo verbal para prova visualmente
inspirada; em outro exemplo, a partir das ‘acdes sobre’ objetos, a Algebra Avancada
envolve a ideia de quatro ou mais dimensodes, que rompe com a ligagao visual entre
as equacdes e a Geometria; além disso, a partir das interagbes entre ambos os
desenvolvimentos paralelos, a passagem para o Calculo envolve dificuldades com o
conceito de limite. “No entanto, ha um salto ainda maior a ser dado no pensamento
matematico avancgado para defini¢des formais (que alteram o status dos objetos que

estdo sendo estudados) e dedugao formal (que altera a natureza da prova)” (TALL,
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1995, p. 169, tradugéo nossa).
Tall (1995) evita definir com precisdo os topicos matematicos que

delimitam a transi¢gao do PME para o PMA.

O pragmatismo sugere que seria pertinente incluir a geometria
euclidiana, o calculo e a algebra avancada acima da linha. No
entanto, enquanto cada um desses assuntos tem suas proprias
dificuldades idiossincraticas, a mudanga cognitiva universal ocorre
com a introducdo do método axiomatico, onde os objetos
matematicos tém um novo status cognitivo como conceitos definidos
construidos a partir de definigbes verbais. Esse €, portanto, um lugar
mais natural para tragcar a linha entre o pensamento matematico
elementar e o avancado. E essencialmente uma mudanca no estagio
cognitivo do equilibrio de convicgao visual e manipulagéo proceitual
para objetos definidos e dedugao formal. (TALL, 1995, p. 171-172,
traducao nossa).

Assim, Tall (1995) inicia uma abordagem que separa o
desenvolvimento cognitivo em Matematica em trés diferentes ‘mundos’, um que
envolve representagbes viso-espaciais, um que envolve manipulagdo proceitual e
outro, exclusivo do PMA, que envolve definicdo e deducido formal com o método
axiomatico.

Na mesma esteira, Gray e Tall (2001) adicionaram ao simbolismo
proceitual uma outra forma de construgdo mental em Matematica: por meio de

configuragdes corporificadas. Essas duas formas ndo sao excludentes entre si:

Uma de nossas hipdteses € que o encapsulamento (ou reificagao)
teorizado de um processo como um objeto mental esta
frequentemente ligado a uma configuragdo corporificada
correspondente dos objetos sobre os quais atua (que doravante nos
referimos como objetos de base). Observamos que as configuragdes
corporificadas sao mais primitivamente significativas do que os
objetos mentais encapsulados e ainda carecem da flexibilidade e do
poder da esséncia destilada do simbolismo que se liga duplamente
ao conceito matematico e ao processo matematico. (GRAY; TALL,
2001, p. 66, tradugéo nossa, grifo dos autores).

Considerando, ainda, as teorias logicamente construidas com base
nos axiomas, Gray e Tall (2001) listaram trés diferentes tipos de conceitos
matematicos: objetos corporificados, proceitos simbdlicos e conceitos axiomaticos.

A partir desses trés tipos de conceitos, Tall (2004) define os Trés
Mundos da Matematica: Corporificado, Simbdlico-Proceitual e Formal-Axiomatico.
Esses mundos sao baseados, respectivamente, em percepcdes, acdes e

propriedades (TALL, 2004). Segundo o autor, o Mundo Corporificado envolve tanto
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as percepgbes de objetos fisicos quanto as concepgdes internas que envolvem
imaginagao viso-espacial. O Mundo Simbdlico-Proceitual € o mundo dos simbolos
utilizados para calculo e manipulagdes, a partir de agdes que geram proceitos para
permitir um pensamento operacional flexivel. O Mundo Formal-Axiomatico utiliza
propriedades como definicbes formais para especificar estruturas matematicas, dos
quais outras propriedades podem ser deduzidas pela prova formal e novos conceitos
definidos em uma teoria logicamente dedutiva. O termo ‘formal’ deve-se ao
formalismo de David Hilbert?®, que Tall (2002, 2008) associa ao PMA.

‘O mundo formal-axiomatico surge de uma combinagdo de
concepgdes corporificadas e manipulagdo simbdlica, mas o reverso pode acontecer
e acontece” (TALL, 2004, p. 31, tradugao nossa). De acordo com Tall (2008, 2013), o
sistema formal-axiomatico tem propriedades que fornecem corporificagdes novas e
mais sofisticadas, como ‘teoremas de estrutura’®’. Assim, “Em um nivel superior,
teoremas de estrutura provados em teorias axiomaticas ligam-se a formas mais
sofisticadas de corporificacdo e simbolismo, revelando uma relagao intima entre os
trés mundos” (TALL, 2008, p. 5, tradugao nossa).

O Mundo Formal-Axiomatico inverte a sequéncia de construgao de
significado dos conceitos, pois estabelece conceitos formais baseados em defini¢des
da teoria dos conjuntos, ao invés de definicbes baseadas em objetos conhecidos
(TALL, 2008). Conforme as caracterizagdes que comentamos na Subsecao 2.1.2, a
mesma inversao ocorre na transicado do PME para o PMA (TALL, 2002).

Desse modo, entendemos os Trés Mundos da Matematica como
uma expansao da transicdo do PME para o PMA teorizada por Tall (1995, 2002),
explicando desde o aprendizado de criangas pequenas até a pesquisa em
Matematica. Assim, nesta tese, aproveitamos as ideias de Tall (2004, 2008, 2013)
que estdo em trabalhos focados nos Trés Mundos da Matematica e no
desenvolvimento de longo prazo do pensamento matematico, articulando-as com o
PMA; contudo, evitamos focar nesse quadro tedrico mais amplo, para nao nos
deslocarmos do nosso foco principal: o PMA.

Finalizando essa seg¢dao, comentamos os trabalhos de Domingos

% David Hilbert foi um matematico prussiano que apresentou uma axiomatizagdo para a geometria
euclidiana e defendeu que todos os ramos da Matematica deveriam se fundamentar em estudos
rigorosos caracterizados “[...] pela énfase na abstragéo, aritmetizacdo e desenvolvimento légico de
conceitos e teorias matematicas” (MERZBACH; BOYER, 2011, p. 557, tradugéo nossa).

# Por exemplo, qualquer corpo ordenado completo é isomoérfico a R. Assim, a reta numérica € uma
corporificagdo de um dado corpo ordenado completo (TALL, 2013).



45

(2003) e Harel e Sowder (2005), para entdo, na segdo seguinte, compararmos as
teorizacbes do PMA que elencamos.

Domingos (2003) analisou a compreensdo dos conceitos de
sequéncias, fung¢des e Calculo Diferencial de estudantes do primeiro ano de cursos
de graduacgéo, caracterizando desempenhos escolares tipicos de alguns estudantes
com base na teoria da reificagdo de Sfard (1987), na Teoria APOS (DUBINSKY,
2002), no pensamento proceitual (GRAY; TALL, 1994), em caracterizagcbes e
processos de PMA (DREYFUS, 2002; TALL, 1995, 2002) e no conceito imagem e no
conceito definicdo (TALL; VINNER, 1981; VINNER, 2002).

A partir de categorias formadas na analise de dados, Domingos
(2003) estabeleceu trés niveis de conceito imagem: incipientes; instrumentais; e
relacionais. Esses niveis foram utilizados em algumas pesquisas do nosso
levantamento (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2017a; RODRIGUES, 2019).

Segundo Domingos (2003), o conceito imagem incipiente €
incompleto e refere-se a objetos elementares que nao traduzem o conceito
pretendido; na maior parte das vezes, refere-se apenas a algumas caracteristicas
mais notdrias do objeto matematico, dificimente estabelecendo relagdes
significativas.

O conceito imagem instrumental, de acordo com Domingos (2003)
permite a utilizacdo de objetos matematicos que estdo na base do conceito em
estudo, possibilitando processos que possam conduzir a construgdo dos novos
conceitos; no entanto, esses objetos sdo muitas vezes insuficientes para que os
processos sobre eles levem as fases de interiorizacdo e condensacdo que
conduzem a reificagéo do conceito, no sentido de Sfard (1991).

O conceito imagem relacional, segundo Domingos (2003),
representa uma situagao 6tima em termos de aprendizagem, em que os estudantes
manifestam uma compreensdo efetiva dos conceitos. As propriedades séao
enunciadas com compreensao, representando objetos matematicos (concepgéo
estrutural) e verbalizadas a partir de definigdes formais.

Harel e Sowder (2005) argumentam que pode ser vantajoso ver o
PMA como o pensamento avangado em Matematica, potencialmente iniciado a partir
do Ensino Fundamental. Para enfatizar essa perspectiva, os autores inseriram um
hifen em Pensamento-Matematico Avancado, diferenciando-o de Pensamento

Matematico-Avangado. Embora esses termos designem duas perspectivas para
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interpretar o PMA, nao os utilizamos nesta tese porque os autores criam uma nova
definicdo para o Pensamento-Matematico Avangado, baseada em condi¢cdes para
um obstaculo ser epistemologico.

Uma vez que pretendemos utilizar as ideias dos diferentes autores
que caracterizam o PMA e estamos diante de um problema de divergéncia em
possiveis caracteristicas desse pensamento, por haver pequenas diferencas entre
elas, utilizar mais caracterizagbes néo contribui para identificarmos aproximagoes
nas ideias dos autores. Aproveitamos as caracterizagdes que os tedricos em que
estamos nos embasando ja propuseram, e com base nelas identificamos
perspectivas. Assim, na Secdo 2.2, cotejamos essas caracteristicas do PMA, para

depois nomear algumas perspectivas na Segao 2.3.
2.2 UM COTEJO DE CARACTERIZAGOES DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO

Na secdo anterior, procuramos incluir diversas caracterizacées e
autores que conhecemos a respeito do PMA. No entanto, alguns detalhes dessas
ideias e teorizagbes de outros autores podem ter sido suprimidos. Por mais que
tentassemos aproveitar ao maximo as ideias do PMA, um recorte se faz necessario
para viabilizar a producdo desta tese.

Por isso, cabe explicitarmos o corpus de analise para esta secéo e
para a secao posterior. Tratam-se dos trabalhos de Resnick (1987), Tall e Vinner
(1981), Sfard (1987, 1991), Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013), Gray e Tall (1994,
2001), Dreyfus (2002) e Dubinsky (2002).

Os principais critérios para a escolha desses trabalhos sao as ideias
tedricas que contribuem para o quadro do PMA e as citagdes a esses autores que
encontramos nos levantamentos (Capitulo 4) de trabalhos que se embasaram nesse
referencial tedrico em pesquisas envolvendo professores ou futuros professores.

Antes de discutirmos comparag¢des de caracterizagcbes do PMA,
cabe descrevermos nosso entendimento quanto aos termos ‘processos’?® e ‘indicios’
de PMA, bem como algumas relag¢des entre eles.

Os processos de PMA sao processos mentais e matematicos que

ocorrem durante a atividade matematica (DREYFUS, 2002), e podem ser aferidos

% Nzo confundir os processos de pensamento matematico com os processos matematicos

(operacoes) referentes a teorias de processo-objeto, tal como a Teoria APOS de Dubinsky (2002).
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apenas pelos registros da atividade matematica, ja que ndo temos acesso a mente
de um individuo. Sendo assim, Dreyfus (2002, p. 26, tradu¢&o nossa) esclarece que

0s processos sao tanto matematicos quanto psicologicos:

Por exemplo, quando vocé constréi um grafico de uma funcgao, vocé
esta executando um processo matematico, seguindo certas regras
que podem ser enunciadas em linguagem matematica; ao mesmo
tempo, porém, é muito provavel que vocé esteja gerando uma
imagem mental visual desse grafico; em outras palavras, vocé esta
visualizando a fungdo de uma forma que mais tarde pode ajuda-lo a
raciocinar sobre a fungido. As imagens mentais e matematicas estao
intimamente ligadas aqui. Nenhum pode surgir sem o outro, e eles
sdo de fato gerados pelo mesmo processo; sédo, respectivamente, os
aspectos matematicos e psicologicos desse processo.

Temos acesso apenas ao aspecto matematico do processo.
Consideremos, como exemplo, o processo de generalizagdo ocorrendo na mente de
um estudante ao realizar a expans&o de um dominio de validade (DREYFUS, 2002).
Nao é possivel averigua-lo em seu aspecto psicoldgico, na mente do estudante, mas
os registros da atividade matematica podem indicar que o estudante realizou a
expansao de um dominio, provavelmente compreendendo a abstragao envolvida.

Nesse caso, 0 processo de generalizagdo averiguado em um
registro de atividade matematica também opera como um indicio de PMA, pois a
generalizagdo € um processo caracteristico do PMA, conforme Dreyfus (2002).
Assim, nesta tese, entendemos os indicios de PMA como indicativos da existéncia
desse pensamento, entre eles os processos caracteristicos do PMA em seus
aspectos matematicos.

Realizadas essas observacgdes iniciais, passemos a comparar as
ideias do PMA apresentadas na segao anterior. Primeiramente, discutimos algumas
relagdes entre as caracterizacbes do PMA que foram resumidas®®. Posteriormente,
elencamos caracteristicas do PMA comuns entre todos os tedricos do corpus e
caracteristicas compartilhadas por alguns autores e nao por outros, que podem
demarcar divergéncias. Essas divergéncias sao importantes para identificarmos
algumas perspectivas de PMA na préxima segéo.

Primeiramente, agrupamos algumas teorizagbes no que chamamos

% Na Secao 2.1, ja estabelecemos algumas relagdes entre as caracterizagdes do PMA comentadas.
Consideramos o papel do conceito imagem e do conceito definicdo (TALL; VINNER, 1981) na
abordagem de Tall (2002). Observamos semelhangas das etapas de interiorizagdo, condensacéo e
reificagdo de Sfard (1991) com a caracterizagdo do PMA de Dreyfus (2002). Comparamos as
caracterizagbes do PMA de Tall (2002) e Dreyfus (2002), bem como diferengas na descrigao de
alguns processos.
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de teorias de processo-objeto, conforme Almouloud (2017, p. 29, grifo do autor):

A teoria APOS (DUBINSKY, 1991) e a teoria da reificagdo (SFARD,
1991) podem ser encaixadas num grupo chamado teorias de
processo-objeto. Estas duas teorias conjecturam que o aprendizado
se da por meio da encapsulagéo ou reificagdo (respectivamente) de
um processo em um objeto.

Com base em Almouloud (2017), Pegg e Tall (2005) e Tall (2013),
incluimos a teoria proceitual (GRAY; TALL, 1994) no mesmo grupo. Tall (2013)
utiliza o termo ‘teorias de compressao’. Pegg e Tall (2005) articulam alguns
referenciais tedricos de crescimento cognitivo e elaboram um ‘ciclo fundamental de
construcdo dos conceitos’. Para os propésitos desta tese, consideramos suficiente
comparar os termos adotados por Sfard (1987, 1991), Dubinsky (2002) e Gray e Tall

(1994), conforme o Quadro 1 a seguir:

Quadro 1 — Concepgdes dos conceitos de acordo com algumas
teorias de processo-objeto

Sfard Dubinsky Gray e Tall

Procedimento

Agao Procedimentos

Concepgao operacional .
pe P alternativos

Processo Processo
Conceito
Objeto Proceito elementar

Concepgao estrutural

Pensamento proceitual

Esquema

Fonte: os autores, inspirado em Pegg e Tall (2005) e Tall (2013).

No Quadro 1, alinhamos horizontalmente concepg¢des similares, mas
ha alguns detalhes divergentes, principalmente quanto a ordem e generalidade das
concepgoes.

Sfard (1987, 1991) propde que a abordagem operacional preceda a
estrutural em sala de aula. Os estagios de interiorizagdo, condensagao e reificagéo
permeiam o desenvolvimento do conceito matematico entre as concepgdes
operacional e estrutural.

Dubinsky (2002) propde que se siga a ordem agao-processo-objeto-
esquema, em que cada concepgao engloba as anteriores, formando ciclos de forma

que os objetos sdo utilizados em agdées em um esquema de nivel superior. Nesses
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ciclos, as acgbes sao interiorizadas em processos, que também podem ser
construidos por reversdo e coordenacdo, 0s processos sao encapsulados como
objetos e os esquemas podem ser generalizados (DUBINSKY, 2002).

Ja Gray e Tall (1994, 2001) ndo consideram que essa ordem seja
sempre a melhor, conforme explica Tall (1999), que recomenda uma nogao
corporificada precedendo a abordagem procedimental em alguns casos. Assim,
embora Dubinsky (2002) considere que a concepgéao de objeto englobe o processo e
a acao, Gray e Tall (1994, 2001) consideram que a concepg¢ao de um conceito pode
preceder os processos e até os procedimentos (acées sobre objetos conhecidos).
Os proceitos elementares envolvem um processo que produz um objeto (e, portanto,
também envolve o objeto) e um simbolo que representa o processo e 0 objeto.
Finalmente, o proceito envolve todos os proceitos elementares de um objeto,
englobando todas as outras concepgoes.

As teorias de processo-objeto resumem um dos dois caminhos que
Tall (1995) elenca de desenvolvimento cognitivo que levam ao PMA: o de agdes
sobre objetos, em que as a¢des sdo simbolizadas como processos e encapsuladas
como proceitos. No outro caminho de desenvolvimento cognitivo, de percepgdes de
objetos, os prototipos viso-espaciais (representagdes pictoricas, ndo somente para
objetos especificos, mas para outros de uma classe) tornam-se sucessivamente
mais verbais-dedutivos, culminando na prova em Geometria Euclidiana (TALL, 1995,
2008, 2013). Esses dois caminhos, embora se cruzem indefinidas vezes, resumem a
ponderacéo de Tall (1999) de que nem sempre a ordem processo-objeto ocorre na
aprendizagem matematica. Gray e Tall (2001) consideram que os objetos ligados a
uma configuragao corporificada sao mais significativos do que os objetos obtidos
somente por encapsulamento de processos.

Ainda, esses caminhos de desenvolvimento cognitivo delineados por
Tall (1995), juntamente com o PMA, “inspirado por conceitos imagem, formalizado
por conceitos definicdo e dedugdes logicas” (TALL, 1995, p. 4, tradugdo nossa),
estdo diretamente relacionados com os Trés Mundos da Matematica: Corporificado,
Simbdlico e Formal. Assim, podemos dizer que as teorias de processo-objeto
enquadram-se no Mundo Simbdlico do quadro teérico de Tall (2004, 2008, 2013).

Tall e Vinner (1981) ndo abordam exatamente o PMA. Todavia, as
nogdes de conceito imagem e conceito definigdo contribuem em varios pontos nesse

quadro tedrico. Em Tall (1995, 2002), o conceito imagem age na intuicdo e o
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conceito definigdo no rigor do pensamento matematico. Assim, o PMA é inspirado
em conceitos imagem e formalizado pelos conceitos definigdo (TALL, 1995).

A luz das teorias de processo-objeto, podemos afirmar que o
conceito definicdo define um objeto (uma concepcgéo estrutural), mesmo que néo
seja com a definigdo formal, pois se trata da definicdo na concepg¢éo do estudante. O
conceito imagem, por sua vez, resume a concepgao que um estudante possui de um
conceito matematico, que pode ser procedimental ou estrutural. Uma concepgéao
proceitual envolve tanto processos quanto um objeto gerado pelos processos
(GRAY; TALL, 1994) e, desse modo, podemos associar a concepgao proceitual,
principalmente em um nivel mais avangcado, com uma concepg¢ao em que o conceito
definicdo esta de acordo com as outras partes do conceito imagem, que envolvem
0S Processos.

Segundo Tall e Vinner (1981), é importante que o conceito imagem
seja fortalecido e coerente. A luz de Tall (2002), consideramos que essa qualidade é
importante para uma intuicdo acurada. Considerando a caracterizagdo de Resnick
(1987), o Pensamento de Ordem Superior envolve lidar com multiplas abordagens
para conseguir resolver situagdes complexas, em que ndo ha um caminho trivial a
ser seguido. E de acordo com Dreyfus (2002), é desejavel, para o sucesso na
aprendizagem matematica, que se tenha uma riqueza de representagées mentais de
um conceito. O conceito imagem nao se limita a uma diversidade de representacgdes,
mas pode inclui-las. Dessa forma, a importancia de uma riqueza de representacoes
dada por Dreyfus (2002) é coerente com a importdncia do conceito imagem
fortalecido conforme Tall e Vinner (1981).

Além disso, similar aos conceitos imagem conflitantes,
representacdbes mentais conflitantes também podem gerar conflitos cognitivos,

conforme Dreyfus (2002, p. 32, tradugado nossa):

Varias representacées mentais concorrentes de um conceito podem
coexistir na mente de alguém, e pode ser vantajoso acionar
diferentes representagdes mentais ao considerar diferentes situagdes
matematicas. No entanto, diferentes representagdes mentais também
podem entrar em conflito [...].

Dentre essas representagcdes mentais, pode haver concepgdes de
um conceito como objeto ou como processo, nos permitindo associar as
representacdes mentais com as teorias de processo-objeto. Dreyfus (2002) cita um

exemplo do conceito de fungdo, em que o estudante possui uma noc¢ao limitada a
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processos, como computagdo ou mapeamento, enquanto o professor entende uma
funcdo em uma integral como um objeto a ser transformado, discrepancias que
podem prejudicar um dialogo.

Agora, elencaremos caracteristicas do PMA em comum nas
interpretacbes do corpus que realizamos. Nas caracterizagbes do PMA que
discutimos (DREYFUS, 2002; DUBINSKY, 2002; RESNICK, 1987; SFARD, 1987,
1991; TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981) encontramos, de
acordo com nossas interpretacoes, elementos para respaldar que o PMA:

e envolve autonomia e autorregulacdo, o processo de ensino-
aprendizagem ¢é centrado no aluno; envolve reflexdo ou
metacognigcdo, ou seja, uma investigacdo ativa do proprio
conhecimento;

e € nao algoritmico;

¢ frequentemente leva a multiplas solugdes;

¢ envolve julgamento e interpretacdo sutis;

¢ envolve a aplicacdo de multiplos critérios;

e envolve conceitos imagem fortalecidos e coerentemente
relacionados entre si;

e envolve atribuigdo de significado;

e valoriza as ideias que constroem a Matematica e ndo a
Matematica pronta; considera a Matematica como uma atividade
humana;

e considera a Psicologia e a cogni¢cdo; sua complexidade esta
associada a complexidade da estrutura cognitiva.

Para elencar essas caracteristicas do PMA que interpretamos como
comuns aos tedricos do corpus, criamos um quadro auxiliar e listamos, na primeira
coluna, caracteristicas do PMA que encontramos nos textos. Na primeira linha,
inserimos os diversos autores citados. Assim, em cada célula marcamos ‘sim’ caso o
autor referente a coluna da célula contemple a caracteristica do PMA referente a
linha da célula, na nossa interpretacdo. As linhas em que todas as células foram
marcadas com ‘sim’ correspondem a caracteristicas do PMA que interpretamos
como comuns entre os tedricos. Agrupamos algumas caracteristicas similares e,

assim, elaboramos a lista que citamos.
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Nesse quadro auxiliar, filtramos as linhas em que nem todas as

células foram marcadas com ‘sim’ e as apresentamos no Quadro 2 a seguir.

Quadro 2 — Caracteristicas do PMA (em que nem todas as células da linha
correspondente foram marcadas com ‘sim’)

PMA nos Conceito

Pensamento PMA e Pensamento Trés imagem e
de Ordem Teoria proceitual Mundosda definigdo
Superior de PMA de APOSde Reificagdo de Graye Matematica deTalle
Caracteristicas do PMA Resnick PMAde Tall Dreyfus Dubinsky  de Sfard Tall de Tall Vinner
envolve a competéncia para X ) . . o . . . .
. . sim sim sim inconclusivo inconclusivo sim sim sim
resolver conflitos cognitivos
tende a ser complexo sim sim sim inconclusivo inconclusivo sim sim sim
frequentemente envolve . . ) o o o ) . .
. sim sim inconclusivo inconclusivo inconclusivo inconclusivo sim sim
incerteza
envolve esforco mental sim sim sim inconclusivo sim sim sim sim
é diferente do elementar sim sim emparte emparte emparte emparte inconclusivo sim
alguns ) o quadro
. o esquema o proceito
N processos sim,0 PMA . 0 processo todo
engloba o elementar ou sdo . A i inclui as engloba o o
L disjuntos de PMA inclui o faz parte do englobao disjuntos
disjuntos outras . processo e
ocorrem no PME ~ objeto . PMAeo
concepgoes o objeto
PME PME
exclusivo de matematicos e N . ~ . . . . .
L ndo sim ndo sim sim sim sim sim
estudantes de Matematica
exclusivo da Matematica N ) N PMA sim, N N . N
ndo sim ndo - ndo ndo sim ndo
Avancada APOS ndo
relacionado com a N
L . ndo sim ndo ndo ndo ndo sim sim
axiomatica e o formalismo
envolve organizar as ideias | ) . ) ) ~ ~ = . .
N inconclusivo sim inconclusivo nao nao nao sim sim
em uma sequéncia légica
relacionado com processos . . . ~ ) ) ~ . =
) sim sim sim ndo inconclusivo ndo sim ndo
mentais
se diferencia pela . ) . . x x x x «
. inconclusivo ndo sim nao nao nao nao nao
complexidade dos processos
esta relacionado com as A
. ] nao sim sim sim sim sim sim sim
concepgdes dos conceitos
se diferencia pelas
~ . ndo ndo ndo sim sim sim ndo sim
concepgdes dos conceitos
se inspira no trabalho de N ) ) N N . . .
L ndo sim sim ndo ndo sim sim sim
matematicos
envolve transformar uma
sequéncia de operagdes em
unidades mais gerenciaveis; inconclusivo sim sim sim sim sim sim inconclusivo

compressdo; informagdo
compactada.

Fonte: os autores

No Quadro 2, algumas células foram marcadas com ‘nao’, caso a
teorizacdo do autor referente a coluna da célula ndo contemple a caracteristica
referente a linha da célula, e algumas foram marcadas com ‘inconclusivo’, para o
caso de ndo termos encontrado respaldo suficiente para concluirmos que o PMA
possui essa caracteristica no referencial tedrico correspondente. Um ‘sim’ em negrito

indica que o autor correspondente a essa coluna foi o que nos inspirou a listar essa
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caracteristica.

Esse procedimento para comparar as caracterizagdes do PMA nos
levou a questionamentos que nao tivemos anteriormente, como se o PMA segundo
Tall (2002) é exclusivo de matematicos e estudantes de Matematica (consideramos
que sim, pois Tall (2002, 2008) considera que alguns processos de PMA ocorrem no
PME, mas nao disserta quanto a outras areas do conhecimento; ainda, esse autor
considera a natureza peculiar de um simbolo tanto como processo quanto como
objeto e teoriza os Trés Mundos da Matematica, conceitos especificos da
Matematica, além de inspirar a teorizagao do PMA no trabalho de matematicos), se o
PMA segundo Dreyfus (2002) frequentemente envolve incertezas (consideramos
inconclusivo, por ndo encontrarmos suporte nas afirmag¢des do autor para concluir
que o PMA frequentemente envolve incertezas) e se o PMA segundo a Teoria APOS
de Dubinsky (2002) envolve esfor¢co mental (consideramos inconclusivo, mas que
essa teoria é compativel com tal caracteristica; o pensamento matematico na
teorizacdo de Dubinsky (2002) avanga como em uma espiral, a cada passo ha um
avango, e quando se tem um esquema, 0 proximo passo € de acdo em que 0O
esquema é um objeto da agdo; Dubinsky (2002) considera que esses passos
possivelmente ndo sido faceis, mas nao temos respaldo para afirmar que
concepgdes mais avangadas exijam maior esforgo para serem obtidas; talvez esse
desenvolvimento requeira um esforgco continuo de longo prazo). Assim, com o
procedimento de cotejo adotado, conseguimos aprofundar nossos estudos e
discussdes a respeito do PMA. Além disso, utilizamos quadros similares ao Quadro
2 para identificar caracteristicas do PMA referentes a cada perspectiva que
descrevemos na seg¢ao seguinte.

Por meio do Quadro 2, observamos caracteristicas do PMA
compartilhadas por alguns autores e nao por outros, algumas que podem indicar
contradicbes e outras em que apenas podemos afirmar que alguns autores
embasam uma caracteristica e ndo podemos afirmar o mesmo quanto aos outros.
Considerando a importancia dessas caracteristicas embasadas por alguns autores
para o delineamento das perspectivas na proxima sec¢ao, as listamos especificando
os autores que as embasam e comentando cada uma:

e 0 PMA envolve a competéncia para resolver conflitos cognitivos

(DREYFUS, 2002; GRAY; TALL, 1994; RESNICK, 1987; TALL,
1995, 2002, 2008; TALL; VINNER, 1981);
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Essa caracteristica estd relacionada com a autonomia,
autorregulagdo e a metacognigdo que listamos como caracteristicas do PMA
segundo todos os autores do corpus. Ainda, de acordo com Resnick (1987), o
Pensamento de Ordem Superior permite que se encontre uma estrutura em uma
aparente desordem. A competéncia para resolver conflitos cognitivos ndo é uma
caracteristica que expde contradicdes de Dubinsky (2002) e Sfard (1987, 1991) com
os outros autores. Porém, resolver conflitos cognitivos, no sentido de Tall (2002) e
Tall e Vinner (1981), envolve ir além de refletir a respeito do proprio pensamento
matematico, regular as proprias agdes para aprendizagem e lidar com autonomia em
uma situacao-problema; envolve organizar as ideias em uma sequéncia légica, com
o conceito definicdo coerente, para resolver contradigdes no conceito imagem.

e 0 PMA tende a ser complexo (DREYFUS, 2002; GRAY; TALL,

1994, 2001; RESNICK, 1987; TALL, 1995, 2002, 2004, 2008,
2013; TALL; VINNER, 1981);

Essa caracteristica pode ter sentidos diferentes e também nao indica
contradicdes entre os discursos dos diferentes tedricos. No sentido de Resnick
(1987), envolve caminhos para se resolver uma situagdo que néo sao totalmente
‘visiveis’ de algum ponto de vista vantajoso. No sentido de Dreyfus (2002), a
complexidade dos processos de PMA se da pela quantidade de informacdes que
sdo tratadas e pelo gerenciamento de uma situagao matematica. No sentido de Gray
e Tall (1994, 2001) e Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013), o avango do pensamento
matematico leva a uma gama de processos que sdo comprimidos em proceitos
pensaveis, que geram novos processos em um nivel superior, até chegar ao PMA,
em que os conceitos sdo precisamente definidos e as relacbes deduzidas de
maneira légica, provando resultados mais gerais com base nos axiomas, levando a
uma complexidade maior da quantidade de informacbes que sao comprimidas
nesses resultados gerais. O conceito imagem e o conceito definicao (TALL; VINNER,
1981) complementam essa ideia de complexidade, pois 0 conceito imagem fica cada
vez mais diverso e com mais relagdes estabelecidas entre as imagens mentais e,
finalmente, deduzidas das definigdes.

e 0 PMA frequentemente envolve incerteza (RESNICK, 1987; TALL,

1995, 2002, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981);

Além da caracterizagdo de Resnick (1987), o desenvolvimento do

PMA, de acordo com Tall (1995, 2002, 2008, 2013), retomando os conceitos de Tall
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e Vinner (1981), envolve situa¢cdes complexas em que fatores de conflitos cognitivos
podem surgir e serem superados a medida que se desenvolve um pensamento mais
formal e légico. Nao encontramos sustentagdo para essa caracteristica nos textos
dos outros autores, mas ela n&o indica uma contradigao nos discursos.

e 0 PMA envolve esforgo mental (DREYFUS, 2002; GRAY; TALL,

1994; RESNICK, 1987; SFARD, 1987, 1991; TALL, 1995, 2002,
2004, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981);

Segundo Resnick (1987), o Pensamento de Ordem Superior requer
elaboracdo, adicdo de complexidade, ir além do dado para construir novas
formulacdes de questdes, pesar varias alternativas e, as vezes, aceitar a incerteza, o
que exige esforco e autorregulagdo. Além disso, segundo a autora, esse
pensamento requer saber quando certas estratégias sao apropriadas e ter
motivagado para aplica-las, mesmo que possam envolver mais esforco do que as
performances de rotina. Conforme Sfard (1991), a reificagao requer esforco, ou seja,
muito trabalho e possivelmente um descanso (‘periodo de incubacéao’).

Além disso, muita informacéo a ser tratada (DREYFUS, 2002), fases
de interiorizagdo e condensagao (SFARD, 1991), resolucéo de situagées complexas
(RESNICK, 1987) e reconstrugdo da estrutura cognitiva (TALL, 1995, 2002, 2004,
2008, 2013; TALL; VINNER, 1981) sao questbes que envolvem esforco de um
estudante; o que nao contradiz as teorizacbes de outros autores. Por exemplo,
Dubinsky (2002) considera que as etapas da APOS podem nao ser faceis para os
estudantes; ndo € o mesmo que dizer que concepgdes mais elevadas envolvam
esforco mental, mas é compativel com essa possivel caracteristica do PMA.

e ha diferengas nitidas entre o PMA e o PME (RESNICK, 1987;

TALL, 1995, 2002; TALL; VINNER, 1981);

As caracteristicas que Resnick (1987) elenca do Pensamento de
Ordem Superior o distinguem nitidamente de um pensamento elementar. Tall (1995,
2002) considera a precisdo do formalismo matematico como um fator distintivo entre
o PME e o PMA. Para que o conceito definigdo de Tall e Vinner (1981) seja coerente
com a definigdo formal € necessario um estudo da definicdo formal, que pode
envolver um PMA no sentido de Tall (2002).

Além disso, podemos analisar, nas caracterizagdes de cada autor,
como o PME se relaciona com o PMA. Segundo Tall (2002), alguns processos de
PMA ocorrem no PME, mas o PMA se diferencia pela abstracdo e precisdo das
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definicdes e dedugdes formais.

Segundo Dreyfus (2002), os processos de PME ocorrem no PMA,
conforme nossa interpretagao que inclui o PME no PMA (Figura 2), sendo esse
segundo mais abrangente.

Tall (2008) insere o pensamento mais voltado ao formalismo
matematico em um dos Trés Mundos da Matematica, incluindo tanto o PME quanto o
PMA nesse quadro.

Nas teorias de processo-objeto, o entendimento total de um conceito
inclui os entendimentos mais elementares; de fato, o esquema inclui as concepcdes
de acao, processo e objeto (DUBINSKY, 2002), o processo faz parte do objeto em
Sfard (1987, 1991) e o proceito envolve o entendimento de um conceito matematico
tanto como processo quanto como objeto (GRAY; TALL, 1994).

Desse modo, podemos observar diferengcas possivelmente
contraditérias nas caracterizagcbes de diferentes autores quanto a essas relagoes
entre o pensamento elementar e o avangado.

e 0 PMA é exclusivo de matematicos e estudantes de Matematica

(DUBINSKY, 2002; GRAY; TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991;
TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981);

Essa é outra questdo que distingue os discursos dos teoricos.
Resnick (1987) e Dreyfus (2002) afirmam, respectivamente, que o Pensamento de
Ordem Superior e o PMA ocorrem em outras areas do conhecimento. Os demais
tedricos do corpus construiram sua teorizacdo considerando as peculiaridades da
construgdo dos objetos matematicos. Tall (1995, 2002), por exemplo, considera o
formalismo da Matematica Avancada e a transicdo para o PMA a partir de situacdes
mais elementares que envolvem percepgdes de objetos corporificados e agbdes sobre
objetos por meio de representacdes simbdlicas que se tornam proceitos, fendbmenos
que ocorrem especialmente na Matematica.

e 0 PMA é exclusivo da Matematica Avancada (TALL, 1995, 2002,

2004, 2008, 2013);

Essa € outra caracteristica distintiva entre as teorizagdes, que
demarca o PMA de Tall (1995, 2002, 2008, 2013) como relacionado a Matematica
Avancada, especialmente a Matematica Académica, enquanto as teorizacbes de
outros autores (DREYFUS, 2002; GRAY; TALL, 1994; RESNICK, 1987; SFARD,
1987, 1991; TALL; VINNER, 1981) consideram que os processos ou indicios de
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PMA podem ocorrer em qualquer nivel de ensino.

Na nossa interpretacdo, Dubinsky (2002) associa o PMA a
Matematica Avangada, conforme argumentamos na Subsecédo 2.1.2. Porém, nao
encontramos respaldo para afirmar que algumas concepg¢des da Teoria APOS (como
objeto e esquema) sdo exclusivas de Matematica Avancada e, ao associar essa
teoria de processo-objeto com outras (Quadro 1), consideramos que essas
concepgdes podem ocorrer em qualquer nivel de ensino, tal como o pensamento
proceitual flexivel de Gray e Tall (1994).

e 0 PMA estd relacionado ao formalismo matematico e a

axiomatica; envolve organizar as ideias em uma sequéncia logica
(TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981);

Essas sao outras duas caracteristicas que demarcam o PMA de Tall
(1995, 2002, 2004, 2008, 2013), conforme descrevemos na Secao 2.1. O conceito
definigdo de Tall e Vinner (1981), ainda que possa ser entendido em qualquer nivel
de ensino, relaciona o pensamento matematico a uma abordagem mais formal da
Matematica e a uma organizagao légica das ideias matematicas.

e 0 PMA esta relacionado com processos mentais (DREYFUS,

2002; RESNICK, 1987; TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013);

Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013) considera os processos de
pensamento matematico em sua teorizagao, incluindo alguns que séo especificos do
PMA, como a abstracdo, que envolve a definicao formal de um conceito com base
em propriedades que sao abstraidas de casos particulares. Assim, essa
consideragao pelos processos de pensamento matematico ndo contradiz as ideias
do autor de como o PMA se diferencia do PME. Por outro lado, Dreyfus (2002)
considera que o PMA se diferencia pela complexidade dos processos de
pensamento, caracterizando-o de maneira diferente e, por vezes, divergente das
caracterizagdes de outros tedricos.

e 0 PMA esta relacionado com as concepgcdes dos conceitos

matematicos (DUBINSKY, 2002; GRAY; TALL, 1994, 2001,
SFARD, 1987, 1991; TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013; TALL;
VINNER, 1981);

Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013) considera as concepgdes dos

conceitos em sua teorizagdo, especialmente quanto a concepgdo de proceito

(GRAY; TALL, 1994) e quanto ao conceito imagem e o conceito definicdo que um
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estudante possui de um conceito matematico (TALL; VINNER, 1981).

Tall e Vinner (1981), Sfard (1987, 1991), Dubinsky (2002) e Gray e
Tall (1994) consideram o avango na concepg¢ao dos conceitos como o proprio
avango no pensamento matematico. Essa progresséao no pensamento matematico
indicada pelas concepg¢des dos conceitos matematicos € uma caracteristica que
distingue as concepgdes desses teodricos, podendo se contradizer com concepgdes
de outros.

e a teorizacdo do PMA se inspira no trabalho de matematicos

(DREYFUS, 2002; GRAY; TALL, 1994, 2001; TALL, 1995, 2002,
2004, 2008, 2013; TALL; VINNER, 1981);

Essa caracteristica difere entre os autores sem trazer contradi¢cdes
nas caracterizagcdes do PMA; essa inspiragdo para o desenvolvimento do quadro
tedrico do PMA ¢ interessante para esta tese porque ressalta a Matematica como
uma atividade humana, desenvolvida por matematicos. Entender o pensamento dos
matematicos nos ajuda a entender o pensamento dos estudantes e os processos
que precisam mobilizar para aprender Matematica (DREYFUS, 2002; TALL, 2002).
Assim, essa carateristica revela uma concepcdo construtivista do ensino de
Matematica.

e 0 PMA envolve transformar uma sequéncia de operagdes em

unidades mais gerenciaveis (DREYFUS, 2002; DUBINSKY, 2002;
GRAY; TALL, 1994, 2001; SFARD, 1987, 1991; TALL, 1995,
2004, 2008, 2013);

As fases de interiorizacdo e condensacdo, descritas por Sfard
(1991), transformam as sequéncias de operagdes em unidades mais gerenciaveis,
possibilitando a reificagdo do conceito. Nas teorias de processo-objeto, o objeto
comprime 0s processos que o envolvem em unidades mais gerenciaveis. Dreyfus
(2002) considera a quantidade de informagbes que sdo compactas em alguns
processos. Por exemplo, o processo de sintese comprime e relaciona varios fatos
anteriormente nao relacionados (DREYFUS, 2002). Tall (1995, 2004, 2008, 2013)
considera que o0s processos matematicos podem ser comprimidos para ocupar
pouca atengao consciente. Essa caracteristica € compativel com as ideias de todos
os autores do corpus, apesar de nao termos encontrado respaldo explicito em Tall e
Vinner (1981) e Resnick (1987).

Dessas divergéncias a respeito das caracteristicas do PMA, as que
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apontamos como possivelmente contraditorias nos impedem de obter uma
caracterizagdo do PMA que simplesmente reuna todas as ideias dos tedricos que
abordamos. Assim, na seg¢ao a seguir, identificamos algumas perspectivas que

reunem certas caracteristicas de forma a evitar contradicoes.

2.3 ALGUMAS PERSPECTIVAS DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Nesta secao, identificamos e nomeamos trés perspectivas de PMA.
Mostramos como cada perspectiva permite lidarmos com as divergéncias elencadas
na secgao anterior.

Nas caracteristicas do PMA compartilhadas por alguns autores e
nao por outros, listadas na secéo anterior, podemos perceber que as caracteristicas
que indicam contradigdes entre teorizagdes sdo as que definem uma exclusividade
do PMA (como ser exclusivo de Matematica ou de Matematica Avangada) ou que
determinam como o PMA se distingue do PME (pelo formalismo, pela complexidade
dos processos de pensamento ou pelas concepg¢des dos conceitos matematicos).
Focamos na distingdo entre o PMA e o PME para evitar contradicbes em cada
perspectiva, de forma que uma possivel exclusividade do PMA sera uma
consequéncia nas caracteristicas das perspectivas que identificamos.

Desse modo, consideramos uma questdo central para identificar
algumas perspectivas de PMA: quais critérios devemos tomar para distinguir se um
pensamento matematico € avancado? A partir desse critério, tomamos como foco
alguma ou algumas caracteristicas do PMA que se agrupam em uma perspectiva, ou
seja, uma forma de entender o PMA que enfatiza algumas caracteristicas em relagéao
a outras.

Assim, visando nao diferir muito das caracterizagbes do PMA
adotadas pelos tedricos, partimos dos critérios que alguns autores propdem para o
que define o pensamento matematico como avancado e identificamos trés
perspectivas de PMA em que as ideias de diversos autores podem ser entendidas
segundo essa perspectiva. Nao excluimos a possibilidade de haverem outras
perspectivas; apenas séo as trés que conseguimos identificar no momento.

A primeira perspectiva que identificamos é a de que o PMA é um

pensamento que ocorre na Matematica Académica. A chamamos de perspectiva do
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pensamento formal-axiomatico®. Essa perspectiva esta de acordo com Tall (1995,
2002, 2004, 2008, 2013), ao considerar que as deducdes e definigbes formais
distinguem o PMA do PME, e com a importancia do conceito definigdo coerente com
a definicao formal do conceito, conforme Tall e Vinner (1981).

Assim, os aspectos valorizados nessa perspectiva sao a distingao
entre os pensamentos envolvidos na Matematica Elementar e na Matematica
Académica, entre os pensamentos matematicos voltados a corporificagdes ou
simbolismos corporificados e os pensamentos matematicos voltados ao método
dedutivo e a axiomatica, bem como as dificuldades caracteristicas dos estudantes de
Matematica que ocorrem no Ensino Superior, devido a transicdo do PME para o
PMA esperada nesse nivel de ensino>’. Por isso, utilizamos essa perspectiva no
Capitulo 6 ao discutirmos o PMA em questdes envolvendo a Matematica Escolar e a
Matematica Académica (MOREIRA; DAVID, 2007).

A segunda perspectiva que identificamos considera que o
pensamento matematico € avangado se 0s processos de pensamento envolvidos
sdo complexos o suficiente para gerenciar a complexidade de uma situagao
matematica. A chamamos de perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento. Essa perspectiva estad de acordo com Dreyfus (2002).

Os aspectos valorizados nessa perspectiva sdo os processos de
pensamento, sua complexidade e as dificuldades envolvidas na execugao desses
processos.

A terceira perspectiva que identificamos e, por hora, a ultima, é a de
que o pensamento matematico € avangado se o0s conceitos matematicos sao
pensados de forma flexivel e coerente como processo e objeto. A chamamos de
perspectiva das concepgdes dos conceitos. Essa perspectiva esta de acordo com as
teorias de processo-objeto (DUBINSKY, 2002; GRAY; TALL, 1994; SFARD, 1987,
1991) e relacionada com as imagens mentais de um conceito (TALL; VINNER,
1981).

Essa perspectiva tem como foco os conceitos matematicos e suas

imagens mentais, valorizando o aspecto psicolégico do PMA, do conhecimento como

% Esse nome foi inspirado no Mundo Formal-Axiomatico do quadro teérico dos Trés Mundos da
Matematica de Tall (2004).

¥ Com base em Tall (2002), consideramos que essa transicdo pode ocorrer no primeiro ano da
graduagéo, e o PMA (na perspectiva do pensamento formal-axiomatico) pode ser desenvolvido ao
longo dessa graduagéo, nos estudos da Matematica Académica, de acordo com o curso.
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uma rede de relagdes, a dualidade processo-objeto dos conceitos matematicos, bem
como a coeréncia e diversidade dos conceitos imagem.

Assim, elaboramos trés perspectivas: uma mais focada na
Matematica Académica; outra nos processos de pensamento; e outra nas
concepgdes dos conceitos matematicos. A seguir, apresentamos um diagrama
(Figura 3) em que dispomos os principais autores do PMA e a principal caracteristica
de cada perspectiva, de forma a aproximarem-se mais ou menos dos trés vértices de
um triangulo, representando a proximidade de cada autor com cada perspectiva que

elencamos.

Figura 3 — Diagrama que dispde os principais tedricos do PMA e perspectivas de
PMA

Matematica
Académica

Vinner
perspectiva
do pensamento
formal-axiomatico -
concepgoes

Sfard de conceitos
c’i.e('\f";:i::m PMA < Dublnsky matematicos
Sy cray
o

e 9 teorias de
30 ' / processo-objeto
Resnick y perspen:tlva das

concepgoes
dos conceitos

perspectiva da

5 complexidade
o / Dreyfus dos processos
de pensamento

processos de
pensamento

Fonte: os autores

Ressalvamos que imagem alguma pode representar as relagdes
entre as ideias de todos os autores, porque algumas disposicbes que parecem
opostas no diagrama nao representam autores realmente com ideias opostas. Por
exemplo, Tall (2002) descreve o PMA como um pensamento voltado a Matematica
Académica, mas engloba as teorias de processo-objeto em seu quadro tedérico como
uma forma de transigdo para o PMA (TALL, 1995), além de descrever processos de
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pensamento. Outro exemplo dessa “falsa oposicao” é a relagdo das representagdes
mentais de Dreyfus (2002) com o conceito imagem (TALL; VINNER, 1981), que
comentamos na Secao 2.2. A ideia da Figura 3 é apenas ilustrar como as
perspectivas podem demarcar lados a se enfatizar no quadro teérico do PMA.

Sendo assim, devemos considerar certa flexibilidade nas posi¢oes
de cada nome ao interpretar o diagrama da Figura 3. Consideramos que ‘Tall’ esta
mais proximo da Matematica Académica em sua caracterizagdo do PMA (TALL,
2002), embora sua teorizacdo englobe processos de pensamento e concepgdes de
conceitos matematicos. As contribuicbes de ‘Vinner aproximam-se tanto da
Matematica Académica, principalmente quanto ao conceito definicdo em coeréncia
com a definigao formal (TALL, VINNER, 1981), quanto da concepg¢ao dos conceitos
inclusa no conceito imagem; por outro lado, suas contribuicbes focam nas
concepgdes matematicas e, assim, distanciam-se um pouco dos processos de
pensamento. As caracterizagdes de Resnick (1987) para o Pensamento de Ordem
Superior nos motivaram a colocar ‘Resnick’ em uma posicdo entre a Matematica
Académica, principalmente por enfatizar uma ‘Ordem Superior no pensamento
matematico, e os processos de pensamento, que sdo autorregulados pelo individuo
no Pensamento de Ordem Superior; ainda, a autora considera, em suas
caracteristicas desse pensamento, o desenvolvimento de processos mentais, além
de que esses processos nao sao exclusivos da Matematica, aproximando-se mais
de ‘Dreyfus’ e menos da perspectiva das concepgdes dos conceitos matematicos
que sao estabelecidas a partir desses processos.

A distribuicdo em trés perspectivas nos permitiu utilizar uma paleta
de cores na Figura 3 procurando facilitar a interpretacao das posicoes. Ao invés das
cores primarias subtrativas magenta, ciano e amarelo, optamos por representar as
perspectivas em cores mais fortes: vermelho escuro, azul e amarelo ambar, para
deixar os textos visiveis no fundo branco. Utilizamos a cor preta (sobreposi¢ao das
cores primarias subtrativas) para o PMA em geral, que estd em toda a regiao
triangular e por isso demarcado como ‘PMA’ ao centro. Os gradientes de cores
permitem interpretarmos posi¢cdes entre as perspectivas, como ‘Vinner proximo a
um tom de roxo e ‘Resnick’ em amarelo-alaranjado escuro.

Ainda quanto a Figura 3, observamos que nao temos linhas
divisorias dentro da regido triangular. As perspectivas ndo sao rigidamente

separadas umas das outras. Além das caracteristicas em comum do PMA nessas
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trés perspectivas e relagbes que discutimos na Secgdo 2.2, alguns indicios ou
processos de PMA sdo comuns a mais de uma perspectiva, conforme discutimos na
sequéncia.

Passemos, entdo, a detalhar como podemos entender as
caracteristicas do PMA em cada perspectiva, a partir das quais explicamos como
cada perspectiva lida com as divergéncias elencadas na segao anterior para nao ter
contradi¢cdes em si.

Ao discutir a generalizagdo e a abstragdo, com o exemplo dos
espacos vetoriais R", n € N, que citamos na Subsec¢ao 2.1.2, Tall (2002) considera o

processo de definigdo do espaco vetorial abstrato descrito por Dreyfus (2002):

Como Dreyfus discutira com mais detalhes no capitulo 2, o processo
de definicdo do espacgo vetorial abstrato deve ser seguido por uma
sequéncia de teoremas deduzindo as propriedades de um espaco
vetorial que decorrem dos axiomas. Cognitivamente este ndo é
apenas um processo de deducdo, mas um processo de construcao
em que o aprendiz esta construindo propriedades do objeto abstrato,
por exemplo, que os axiomas garantem as propriedades “usuais” de
adicdo de vetores e multiplicagdo por escalares, que um conjunto
linearmente independente de vetores contera no maximo o mesmo
numero de vetores que um conjunto gerador, que um espago com
um conjunto gerador finito tem uma ‘dimensdo’ precisa dada em
termos de um conjunto gerador linearmente independente, ou ‘base’,
e assim por diante. (TALL, 2002, p. 11, tradugdo nossa, grifo do
autor).

Desse modo, Tall (2002) considera descri¢des de processos de PMA
segundo Dreyfus (2002), porém, nédo considera como fator distintivo do PMA o
gerenciamento da complexidade matematica pelos processos, o que contraditaria o
seu modo de distinguir o PMA do PME pela precisdo das definicbes e deducdes da
Matematica Académica. A perspectiva do pensamento formal-axiomatico que
descrevemos segue essa ideia. Utilizamos processos e ideias de outros autores,
mas a distingao entre PMA e PME sera considerada conforme Tall (2002).

Assim, a descricdo dos processos de PMA realizada por Dreyfus
(2002) pode ser utilizada na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, com uma
diferenca: nessa perspectiva, um processo de pensamento matematico € de PMA se

envolve um pensamento matematico com definicdes e deducgdes formais.
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Por exemplo, os processos de abstragdo, generalizagéo e sintese®,
conforme descritos por Dreyfus (2002), sdo processos de PMA na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico. Porém, nessa perspectiva, ndo € o gerenciamento
de uma situacdo matematica que os classifica como avangados, e sim o fato de
estarem relacionados com as abstragdes e deducdes formais caracteristicas da
Matematica Académica.

O quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica (TALL, 2004,
2008, 2013) auxilia a situarmos as teorias de processo-objeto (DUBINSKY, 2002,
GRAY; TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991) na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico. Enquanto o PMA é mais voltado ao Mundo Formal-Axiomatico, essas
teorias envolvem abstragbes no Mundo Simbdlico-Proceitual, contribuindo
significativamente para a transicdo do PME para o PMA, principalmente na Algebra e
na Aritmética. Tall (1999) considera que nem sempre esse € o caminho para o
desenvolvimento cognitivo, principalmente em estudos de espago e forma (que
ocorrem, por exemplo, na Geometria e nas nogdes intuitivas do Calculo) em que os
conceitos podem ser entendidos inicialmente como objetos. Tall (1995) resume
essas duas formas de transi¢cdo para o PMA, uma mais voltada a Geometria com
corporificagdo dos conceitos e outra mais voltada & Algebra e Aritmética com o
encapsulamento dos processos como proceitos pensaveis.

O conceito definicdo (TALL, VINNER, 1981) tem um papel
importante na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, pois o formalismo
depende das definicbes precisas. Assim, um indicio de PMA, nessa perspectiva, é o
conceito definicdo coerente com as definicbes formais. O conceito imagem dos
estudantes pode ser um suporte ou, em caso de imagens insatisfatérias ou
conflitantes, torna-se um fator de conflito potencial para as abstragbes em niveis
avangados, conforme Tall (2002).

As caracteristicas de Resnick (1987) do Pensamento de Ordem
Superior sdo todas aplicaveis ao PMA na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, com a ressalva de que o Pensamento de Ordem Superior ndo é
exclusivo da Matematica Avangada e nem mesmo da Matematica, sendo, portanto,

um conceito mais geral.

%2 por conta das diferencas na definicao de ‘sintese’ em Tall (2002) e Dreyfus (2002), especificamos
qual estamos mencionando com a referéncia ao autor. No paragrafo em questdo, estamos
considerando a definicdo de sintese dada por Dreyfus (2002), considerando esse processo como de
PMA de acordo com a perspectiva do pensamento formal-axiomatico.
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Desse modo, além das caracteristicas que interpretamos como
comuns aos autores do corpus (Segao 2.2), o PMA, na perspectiva do pensamento
formal-axiomatico, tem as seguintes caracteristicas:

e envolve a competéncia para resolver conflitos cognitivos;

¢ tende a ser complexo;

e frequentemente envolve incerteza;

¢ envolve esforgco mental,

e ¢ diferente do PME, embora tenha processos em comum;

e ¢é exclusivo de matematicos e estudantes de Matematica;

e & exclusivo da Matematica Académica, com definicdes e
deducdes formais;

e esta relacionado com a axiomatica e o formalismo matematico;
envolve organizar as ideias em uma sequéncia logica;

e esta relacionado com alguns processos mentais e com as
concepgdes dos conceitos, embora esses nao sejam fatores
distintivos;

e se inspira no trabalho de matematicos;

e envolve transformar uma sequéncia de operagdes em unidades
mais gerenciaveis.

Das caracteristicas elencadas na seg¢ao anterior, as unicas que o

PMA nao contempla na perspectiva do pensamento formal-axiomatico sao as que
definem de forma diferente a transicdo do PME para o PMA, ou seja, de que o PMA
se diferencia pela complexidade dos processos de pensamento ou se diferencia
pelas concepgdes dos conceitos.

Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, os
processos de pensamento matematico descritos por Tall (2002) podem ser
considerados, observando que o que determina um processo de pensamento
matematico como de PMA é o gerenciamento da complexidade de uma situacao
Matematica. Assim, o PMA, nessa perspectiva, ndo € exclusivo da Matematica
Avancada.

O processo de analise (TALL, 2002), por exemplo, € um processo de
PMA na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, pois possibilita
o refinamento e a organizagcédo das ideias matematicas. Outros processos de PMA,
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de acordo com esse critério, definidos por Tall (2002), sdo os processos de
generalizar, abstrair, definir e construir, alguns também descritos por Dreyfus (2002).
Todos os processos descritos por Dreyfus (2002) sédo importantes nessa
perspectiva. Também a intuicdo bem desenvolvida é um indicio de PMA, pois indica
conceitos imagem fortalecidos que permitem estabelecer relagbes e gerenciar uma
situacdo matematica de uma maneira logica. Do mesmo modo, conceitos imagem
diversos e coerentes entre si (TALL; VINNER, 1981), enriquecendo a intuigdo (TALL,
2002), sao indicios de PMA nessa perspectiva.

Além disso, para que um individuo consiga gerenciar a informagao
utilizada na resolugdo de um problema, Dreyfus (2002) considera fundamental o
dominio das diversas representagdes de um conceito e que essas representagoes
sejam corretamente e fortemente conectadas. Desse modo, no PMA, na perspectiva
da complexidade dos processos de pensamento, as representacdes e outras
caracteristicas do conceito presentes no conceito imagem (TALL; VINNER, 1981)
nao somente sado diversas como também fortemente conectadas, para que o
individuo consiga trabalhar com toda a informacgao envolvida.

Quanto as teorias de processo-objeto (DUBINSKY, 2002; GRAY;
TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991), a perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento tem foco nos processos desenvolvidos quando o estudante lida com os
conceitos matematicos. Ag¢des com objetos conhecidos e procedimentos
desenvolvidos a partir das agdes sdo processos de pensamento matematico
relativamente elementares. A medida que o individuo condensa os processos
matematicos e passa a reifica-los como objetos e manipula-los como proceitos, os
procedimentos vao sendo compactados em unidades mais gerenciaveis,
caracterizando um pensamento matematico mais avangado. Quando um estudante
entende o processo, mas néo o objeto, ou vice-versa, a respeito de um conceito que
esta sendo utilizado, podem ocorrer dificuldades de aprendizagem, como Dreyfus

(2002) exemplifica com o conceito de fungéo:

Vocé ja perguntou a matematicos que trabalham em diferentes areas
o que lhes vem a mente quando pensam em fungdes? Quando vocé
também pergunta a professores e estudantes de Matematica, essas
diferencas se tornam n&o apenas mais pronunciadas, mas também
muito mais importantes. Por exemplo, a no¢cdo de uma fungdo de um
aluno pode ser limitada a processos (de computagdo ou
mapeamento), enquanto o professor que ensina integrais indefinidas
pode pensar na fungdo na integral como um objeto a ser
transformado. Tais discrepancias levam facilmente a situagdes em
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que os estudantes ndo conseguem entender seus professores.
(DREYFUS, 2002, p. 31, tradugao nossa).

A luz de Dreyfus (2002), o entendimento de um conceito como
processo ou como objeto, conforme as teorias de processo-objeto, esta relacionado
com as representagcdes mentais que o individuo possui do conceito, que podem ser
mobilizadas em processos de PME ou de PMA.

As caracteristicas que Resnick (1987) elenca para o Pensamento de
Ordem Superior sdo aplicaveis ao PMA na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, com exceg¢ao de que o Pensamento de Ordem Superior
sempre envolve incerteza. Porém, relacionada a essa caracteristica, ha a reflexdo a
respeito da prépria atividade matematica, que € uma caracteristica do PMA
(DREYFUS, 2002) na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento.
Ainda, Resnick (1987) caracteriza o Pensamento de Ordem Superior de forma que o
separa de um pensamento matematico elementar, enquanto consideramos, na
perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, que 0s processos de
PME também sao processos que ocorrem no PMA.

Desse modo, além das caracteristicas que interpretamos como
comuns aos autores do corpus (Segao 2.2), o PMA, na perspectiva da complexidade
dos processos de pensamento, tem as seguintes caracteristicas:

e envolve a competéncia para resolver conflitos cognitivos;

¢ tende a ser complexo;

¢ envolve esforco mental,

¢ inclui os processos elementares;

e esta relacionado com processos mentais e se difere do PME pela

complexidade dos processos de pensamento matematico;

e se inspira nos processos desenvolvidos por matematicos;

e envolve transformar uma sequéncia de operagdes em unidades

mais gerenciaveis.

Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, o
PMA ndo é exclusivo de matematicos e estudantes de Matematica, nem da
Matematica Avancgada; ndo ha uma relacdo direta com a axiomatica e o formalismo
matematico, embora o pensamento matematico em deducdes formais
provavelmente requer processos de PMA; o PMA, nessa perspectiva, também nao

se distingue pelas concepgbes dos conceitos e nao podemos afirmar que
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frequentemente envolva incerteza.

Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, focamos no
entendimento que os individuos possuem dos conceitos matematicos. Os processos
de pensamento matematico sdo como instrumentos para os aprendizes manipularem
os conceitos matematicos e evoluirem seu entendimento a respeito, como os
processos de generalizagdo, abstragdo, formalizagdo e sintese (DREYFUS, 2002)
presentes nas fases de interiorizacdo e condensagao dos processos matematicos
(SFARD, 1991). A medida que os processos com conceitos conhecidos s&o
realizados e reificados em proceitos pensaveis e manipulaveis (GRAY; TALL, 1994;
SFARD, 1991), esses sdo condensados em objetos para serem manipulados em
uma nova estrutura de ordem superior (DUBINSKY, 2002). Assim, o0 avango no
pensamento matematico, nessa perspectiva, se da na forma das relagdes que os
objetos vao estabelecendo entre si na estrutura cognitiva, formando uma estrutura
de rede com aspecto fractal, como descreve Machado (2000) quanto a concepgéao
de conhecimento como rede.

O conceito imagem (TALL; VINNER, 1981) envolve todas as
imagens que o estudante possui do conceito, que podem ser categorizadas de
acordo com as diferentes decomposi¢cdes genéticas (DUBINSKY, 2002; GRAY;
TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991) comparadas no Quadro 1. Um conceito imagem
fortalecido, de forma que o individuo desenvolva um pensamento proceitual que
relaciona processos e o objeto envolvidos, conseguindo transitar entre essas formas
de entendimento, revela uma concep¢do de esquema (DUBINSKY, 2002) do
conceito.

Relacionada ao conceito imagem fortalecido esta a diversidade de
representacdes mentais. Desse modo, embora a perspectiva das concepgdes dos
conceitos tenha as concepgdes como foco, alguns processos descritos por Dreyfus
(2002) podem ser considerados nessa perspectiva.

As representagbes mentais (DREYFUS, 2002) sado parte da
concepgao que um individuo possui de um conceito matematico. Como ja
mencionamos, essas representacdées podem estar associadas mais a uma
concepgao operacional ou mais a uma concepg¢ao estrutural. O processo de sintese
descrito por Dreyfus (2002) envolve o entendimento de toda uma estrutura,
relacionando varios objetos; assim, € um processo que revela um avango

consideravel no pensamento matematico (na perspectiva das concepgdes dos
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conceitos), ja que ha um avangco em cada conceito relacionado que € visto como
objeto, formando uma espécie de esquema de esquemas.

A transigao para o PMA, nessa perspectiva, se da no entendimento
de esquema dos conceitos, que passam a operar como conceitos basicos em um
novo nivel. O avango do pensamento matematico se da continuamente em cada
etapa, ndo ha uma unica transicdo para o PMA. Os processos passam a ser
entendidos como objetos, que passam a integrar processos em um proximo nivel,
num desenvolvimento que pode ser visualizado imaginando-se uma espiral, de
forma que as etapas das teorias de processo-objeto se repetem em cada nivel da
espiral.

Desse modo, nessa perspectiva, ndo se considera que a precisao
das definigdes e dedugdes da Matematica Académica seja o fator distintivo do PMA,
como em Tall (2002). Portanto, ndo se considera o PMA como exclusivo da
Matematica Avancada. Todavia, 0 pensamento matematico envolvendo definigcdes e
deducbes, depende, na perspectiva das concepgdes dos conceitos, de um
entendimento dos conceitos como objetos. De fato, uma definicdo de um conceito o
considera como um objeto. Assim, o conceito definicdo (TALL; VINNER, 2002) esta
relacionado, na perspectiva das concepg¢des dos conceitos, a um nivel de
pensamento matematico em que tais conceitos ja sdo vistos no minimo como
objetos.

A perspectiva das concepgdes dos conceitos ndo considera que o
PMA frequentemente envolva incerteza, mas, de resto, considera que o PMA possui
as caracteristicas elencadas por Resnick (1987) para o Pensamento de Ordem
Superior.

Desse modo, além das caracteristicas que interpretamos como
comuns aos autores do corpus (Segao 2.2), o PMA, na perspectiva das concepgdes
dos conceitos, tem as seguintes caracteristicas:

e envolve a competéncia para resolver conflitos cognitivos;

e tende a ser complexo;

e envolve esforco mental;

e avanga em cada etapa; a concepgado de esquema engloba todas

as outras concepgdes, assim como o proceito engloba o processo

e o objeto;
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e ¢ exclusivo em matematicos e estudantes de Matematica;
¢ se diferencia de um pensamento elementar pelas concepgdes dos
conceitos;
e se inspira parcialmente na forma como os matematicos alternam
flexivelmente entre processos e concepgdes estruturais;
e envolve transformar uma sequéncia de operagbes em unidades
mais gerenciaveis.
Na perspectiva das concepcbdes dos conceitos, o PMA ndo é
exclusivo da Matematica Avancgada; ndo ha uma relagao direta com a axiomatica e o
formalismo matematico, embora o pensamento matematico em aspectos formais
provavelmente requer concepg¢des avancadas dos conceitos; o PMA, nessa
perspectiva, também nao esta relacionado necessariamente a processos de

pensamento e ndo necessariamente envolve incerteza.

Figura 4 — Caracteristicas do PMA de acordo com as trés perspectivas identificadas

Perspectiva do pensamento formal-axiomatico

Exclusivo da Matematica Avancada;

L . Exclusivo na Matematica;
axiomatica e formalismo;

envolve a concepgao dos conceitos.

incerteza.
e ——
| ——
Autonomia;
autorregulagao;
metacognigao;
nao algoritmico; .
multiplas solugdes; Perspectlva das
interpretacdes sultis; concepgoes dos
multiplos critérios; conceitos
Envolve processos mentais; conceito imagem Diferencia-se pela
POSSUi processos em fortalecido; concepgao dos
comum com o PME. significado; conceitos.
atividade humana;
psicologia e cognigao;
estrutura cognitiva;
Perspectiva da conflitos cognitivos;
complexidade complexo;
dos processos esforgo mental;
de pensamento compressao.
Diferencia-se pela /
complexidade dos Engloba o PME.
processos.

Fonte: os autores

Apresentamos, na Figura 4, um diagrama com as caracteristicas do
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PMA dispostas de acordo com as trés perspectivas que descrevemos, com as
caracteristicas comuns as trés perspectivas (possivelmente ndo comum a todos os
autores analisados) inseridas ao centro do diagrama no retangulo de cor preta. As
caracteristicas exclusivas de cada perspectiva estdo nos retangulos de cores
vermelha escura, azul e amarelo ambar. Os retdngulos de cores roxa, laranja e
verde resumem as caracteristicas em comum entre exatamente duas perspectivas.
Ao fundo, esses retangulos estao dispostos dentro do ‘triangulo do PMA’ ilustrado na
Figura 3, de forma que as posi¢des dos retdngulos e disposicdes de cores dos
retdngulos e gradientes das linhas coincidem com as posi¢cées e cores esperadas
nessa regido triangular, possibilitando associa¢cbes entre as caracteristicas
elencadas na Figura 4 e os autores dispostos na Figura 3. Embora tenhamos
utilizado retangulos com contornos de tragos solidos, os segmentos de reta que os
unem representam as relagdes e transi¢cdes continuas entre eles.

Utilizamos tais perspectivas de forma a ter clareza nas declaragoes
desta tese, permitindo indicarmos em qual perspectiva algo € caracteristico do PMA.
Considerando nosso objetivo de discutir e elencar possiveis contribuicbes do PMA
para o ensino de Matematica na Educagdao Basica, podemos adiantar que, nas
perspectivas da complexidade dos processos de pensamento e das concepgdes dos
conceitos, em que o PMA pode ocorrer na aprendizagem de Matematica na
Educagdo Basica, algumas potenciais contribuicdbes desse pensamento bem
desenvolvido por professores podem ser respaldadas de uma forma mais direta: se
€ desejavel que os estudantes da Educacao Basica desenvolvam o PMA, entdo os
professores poderao utilizar-se desse pensamento bem desenvolvido para ajuda-los.
Cabe discutirmos com maior especificidade essas potenciais contribuigdes,
conforme as organizamos no Capitulo 6. Por outro lado, a perspectiva do
pensamento formal-axiomatico ndo possui uma relacdo com a aprendizagem de
Matematica na Educacao Basica, por estar mais voltada a Matematica Avancada,
exigindo uma analise mais complicada de suas possiveis contribuicbes para o
ensino. De todo modo, abordamos essas trés perspectivas na discussao teorica
apresentada no Capitulo 6.

A seguir, completamos a fundamentagédo tedrica desta tese com
questdes relacionadas aos saberes e conhecimentos para o ensino de Matematica,
que ajudam a respaldar nossas discussdes quanto a possiveis contribuigcdes para a

pratica docente.
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3 SABERES E CONHECIMENTOS PARA O ENSINO DE MATEMATICA

Neste capitulo, realizamos uma pesquisa historico-bibliografica
(FIORENTINI; LORENZATO, 2006), em que selecionamos alguns referenciais
tedricos voltados a saberes e conhecimentos para o ensino de Matematica,
complementando a fundamentacdo tedrica que sera utilizada nos capitulos
seguintes.

Nesta tese, entendemos ‘conhecimento’ “[...] como um conjunto de
informacgdes, teorias, praticas e principios armazenados pela humanidade,
compondo dominios cientificos especificos” que sdo “...] consolidados,
convencionados, consensuados e compartilhados por uma comunidade cientifica”
(BATISTA, 2016, p. 16). Ja o ‘saber, tomamos como um ‘[..] conjunto de
conhecimentos especificos adquiridos por um individuo a partir de sua interagdo com
os varios tipos de conhecimentos” (BATISTA, 2016, p. 17).

Assim, consideramos que os conhecimentos de um individuo sao
partes do saber desse individuo. Por isso, o fato de Moreira (2004) utilizar esses
termos de forma indistinta ndo entra em conflito com esse entendimento nas
citagdes que faremos, pois os conhecimentos dos professores sdo saberes desses
individuos. Transcrevemos um trecho de Moreira e David (2007) que ilustra essa
utilizacdo: “Sao muitas as concepg¢des que servem de base para a analise dos
saberes profissionais docentes, mas em grande parte delas o conhecimento
matematico [...] € tomado como o saber fundamental [...]. Os demais componentes,
ainda que reconhecidos como saberes complexos e importantes, conformam um
conjunto de conhecimentos de carater basicamente acessério ao processo de
transmiss&o do saber disciplinar’.” (MOREIRA, DAVID, 2007, p. 15)%.

A seguir, na Secao 3.1, discorremos a respeito dos conceitos de
Matematica Escolar e Matematica Académica (MOREIRA; DAVID, 2007), que serao
utilizados para discutirmos possiveis relacbes entre o PMA (na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico) e os saberes associados a pratica dos professores
de Matematica da Educagao Basica. Além disso, a teorizagdo de Moreira e David

* Nessa passagem, Moreira e David (2007) problematizam a énfase dada ao ‘conhecimento da
disciplina’ (Matematica Académica) como o ‘saber’ a partir do qual os outros saberes associados a
pratica docente passam a fazer sentido, o que exterioriza da formagao matematica a construcdo de
vinculos com a pratica. A trouxemos aqui apenas como exemplo de frases em que as palavras ‘saber’
e ‘conhecimento’ sdo utilizadas no mesmo sentido pelos autores.
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(2007) nos fundamenta para questionarmos o quanto um conhecimento matematico
de fato contribui para o ensino de Matematica nas escolas. Na Segdo 3.2,
relacionamos a Matematica Escolar com o Conhecimento Matematico para o Ensino
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008), cujos dominios utilizamos no Capitulo 6 para
organizar possiveis contribuicdes do PMA para o ensino de Matematica e justificar a
importancia de determinados conhecimentos para os professores. Especificamente,
utilizamos o dominio do Conhecimento do Conteudo no Horizonte (BALL; BASS,
2009), que descrevemos na Subsecao 3.2.1, para aprofundar a discussédo quanto a
extensdao do conhecimento de Matematica Avancada que pode pertencer ao
Conhecimento Matematico para o Ensino dos professores da Educacao Basica. Na
Secgao 3.3, continuamos essa discussdo com base em pesquisas que envolveram o
Conhecimento Matematico Avancado (ZAZKIS; LEIKIN, 2010). Tal discussao se
aproxima dos nossos objetivos por meio das relagdes que discutiremos nesta tese

entre a aprendizagem de Matematica Avangada e o desenvolvimento do PMA.

3.1 A MATEMATICA ESCOLAR E A MATEMATICA ACADEMICA

Moreira e David (2007) discutem relacbes entre duas faces de
saberes matematicos, diferenciando o conjunto de significados que a comunidade
cientifica identifica como Matematica e o conjunto de saberes especificamente
associados a educacido escolar em Matematica. Para isso, os autores utilizam os
termos Matematica Académica e Matematica Escolar. A Matematica Académica se
refere “a Matematica como um corpo cientifico de conhecimentos, segundo a
produzem e a percebem os matematicos profissionais” (MOREIRA; DAVID, 2007, p.
20). J& a Matematica Escolar se refere “ao conjunto dos saberes ‘validados’,
associados especificamente ao desenvolvimento do processo de educacao escolar
basica em Matematica” (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 20, grifo dos autores).

Com essa formulagdo, a Matematica Escolar inclui tanto saberes
produzidos e mobilizados pelos professores de Matematica em sua
acao pedagdgica na sala de aula da escola, quanto resultados de
pesquisas que se referem a aprendizagem e ao ensino escolar de
conceitos matematicos, técnicas, processos etc. Dessa forma,
distanciamo-nos, em certa medida, de uma concepgcdao de
Matematica Escolar que a identifica como uma disciplina ‘ensinada’
na escola, para toma-la como um conjunto de saberes associados ao
exercicio da profissdo docente. (MOREIRA, DAVID, 2007, p. 20, grifo
dos autores).
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Desse modo, a concepgédo de Moreira e David (2007) se distancia
tanto da concepgao de que a Matematica Escolar € uma adaptacdo da Matematica
Académica a escola (CHEVALLARD, 1991, apud MOREIRA; DAVID, 2007), quanto
de que a Matematica Escolar € constituida estritamente de praticas que se
desenvolvem no interior da escola (CHERVEL, 1990, apud MOREIRA; DAVID,
2007). Os autores consideram a Matematica Escolar como uma construg¢ao historica
que reflete multiplos condicionantes, externos e internos a escola, tais como lutas
politicas, econémicas e socioculturais. O curriculo € um exemplo, abordado pelos
autores, de um estagio do processo de constituicdo dos saberes associados a
pratica dos professores de Matematica que possui influéncia de agentes externos,
incluindo da Matematica Académica. Contudo, a Matematica Escolar ndo fica
totalmente definida por essa disputa que se desenvolve externamente a escola. “Ha
que se considerar, ainda, o que a pratica escolar vai produzir a partir das prescricoes
vencedoras, ou seja, como estas vao se acomodar dentro do processo historico de
producao dos saberes associados a docéncia escolar’ (MOREIRA; DAVID, 2007, p.
38).

Sendo assim, uma vez que a Matematica Escolar se constitui de
saberes validados associados a atuacdo dos professores na Educacao Basica,
contribuicdes validadas da Matematica Académica para essa atuacio fariam parte
da Matematica Escolar. Assim, consideramos a possibilidade de haver interse¢céao da
Matematica Escolar com a Matematica Académica. No entanto, precisamos de
cautela para discutir essa possivel interse¢cdo. Segundo Moreira e David (2007), a
Matematica Escolar ndo esta sujeita a uma ‘vigilancia epistemoldgica’ da Matematica
Académica. De acordo com os autores, justificativas menos formais podem ser
aceitas na Educacao Basica. Nessa perspectiva, a Matematica Académica € apenas
um dos multiplos condicionantes da Matematica Escolar, dentre outros como a
politica e o curriculo. Como um dos condicionantes, entendemos que a ela é
permitida contribuir e, se realmente contribuir, constituira saberes que séo parte da
Matematica Escolar. No entanto, a Matematica Académica ndo pode impor sua
l6gica a Matematica Escolar, seguindo a perspectiva de Moreira e David (2007).

Por essa razdo, ao discutirmos (no Capitulo 6) possibilidades de
contribuigdo do PMA articulado com a Matematica Académica para o ensino na
Educacdo Basica (especialmente na perspectiva de PMA do pensamento formal-

axiomatico), consideramos que, mesmo que tais possibilidades se concretizem em
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praticas escolares (e, portanto, constituam saberes da Matematica Escolar), essas
estdo limitadas a contribuigdes e impossibilitadas de serem vistas como uma
habilidade necessaria a pratica profissional docente.

A partir dessa relagao entre a Matematica Escolar e a Matematica
Académica, importantes questdes pdem-se em discussao na condicdo de problema

de investigagao. Por exemplo:

[...] em que medida e de que maneira concreta o conhecimento da
Matematica, na forma e nos valores associados a Matematica
Académica, poderia contribuir efetivamente para o desempenho
profissional no trabalho docente na escola basica? (MOREIRA;
DAVID, 2007, p. 36).

Como apontado por Moreira e David (2008, p. 38, tradugdo nossa),
evidéncias indicam “[...] que o conhecimento matematico académico nem sempre (e
naturalmente) € um instrumento Util para o professor na pratica escolar. Entretanto,
pode (ou ndao, em alguns casos) ser transformado em tal instrumento”. Em alguns
casos, a Matematica Académica pode ser conflitante com a Matematica Escolar,
como nos exemplos de conjuntos numéricos abordados pelos autores (MOREIRA,;
DAVID, 2007). Complementando, Moreira (2012) considera que um dos desafios

quanto a essa questéo é:

[...] desenvolver estudos fundamentados que permitam entender
melhor o papel da matematica académica na formagao do professor
da escola basica. Essa questao tem sido tratada, desde ha muito, na
base da tradicdo e de forma essencialmente opinativa [...].
(MOREIRA, 2012, p. 1148).

Desse modo, Moreira (2012) considera que o papel da Matematica
Académica na formacdo dos professores precisa ser objeto de estudos
investigativos. Voltaremos a comentar, Se¢do 3.3, a respeito da falta de um
consenso quanto a importdncia da Matematica Avangada para o ensino na
Educacgao Basica.

A partir dos termos de Moreira e David (2007) que adotamos, cabe
elucidarmos diferengas com relagao aos termos Matematica Elementar e Matematica
Avancgada que por vezes utilizamos.

Entendemos a Matematica Avangada conforme a caracterizacao de
Conhecimento Matematico Avancado de Zazkis e Leikin (2010), que abordaremos
adiante. Desse modo, a Matematica Avancada é entendida nesta tese como o corpo

de conhecimentos matematicos estudados em nivel de graduacgéo, pés-graduacgao
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ou pesquisa, o qual inclui a Matematica Académica, mais voltada ao formalismo e a
axiomatica. Consideramos que essa descricdo da Matematica Avancada faz sentido
com o referencial tedrico do PMA, conforme Tall (2002), Dreyfus (2002) e Dubinsky
(2002), por exemplo, que se refere a Matematica Avancada como a matematica
universitaria, por vezes relacionando-a a assuntos abordados de forma que nao
consideramos de Matematica Académica no sentido de Moreira e David (2007),
como Calculo e Geometria Analitica.

De acordo com essa descricio da Matematica Avancgada,
entendemos a Matematica Elementar como a matematica estudada na Educacéao
Basica. Assim, a Matematica Elementar esta incluida na Matematica Escolar, que se
trata de saberes associados a pratica docente escolar (MOREIRA; DAVID, 2007).
Embora ndo seja comum uma Matematica Avancada na escola basica, nada impede
que topicos de Matematica Elementar sejam trabalhados na graduacédo, fazendo
parte da Matematica Avancada.

Na sequéncia, relacionamos a Matematica Escolar (MOREIRA;
DAVID, 2007) com os dominios do Conhecimento Matematico para o Ensino (BALL;
THAMES; PHELPS, 2008).

3.2 O CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO

As pesquisas quanto aos conhecimentos para o0 ensino
frequentemente remetem-se a Shulman (1986, 1987), que organizou um repertério
de conhecimentos necessarios a pratica docente: conhecimento pedagogico geral,
conhecimento dos estudantes e suas caracteristicas, conhecimento de contextos
educacionais, conhecimentos de fins educacionais, objetivos, valores e motivos,
conhecimento do conteudo, conhecimento do curriculo e conhecimento pedagogico
do conteudo. Outra referéncia conhecida na area é o trabalho de Tardif (2012), que
considera a diversidade dos saberes docentes, identificando-os como saberes
disciplinares, curriculares, profissionais e experienciais.

Alguns pesquisadores desenvolveram modelos teoricos referentes a
conhecimentos especificos para o ensino de Matematica (BALL; THAMES; PHELPS,
2008; CARRILLO et al., 2013; FENNEMA; FRANKE, 1992; GODINO et al., 2017;
ROWLAND, 2013). Nesta tese, utilizamos o referencial tedrico do Conhecimento

Matematico para o Ensino (MKT), de Ball, Thames e Phelps (2008). Tais autores
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reconhecem que o trabalho de Shulman (1986, 1987) foi importante para mostrar
que ensinar € um trabalho profissional, que possui uma base de conhecimento
profissional unica. No entanto, Ball, Thames e Phelps (2008, p. 394, traducéo nossa)
consideram que as ideias referentes aos conhecimentos dos professores “[...] se
mantiveram teoricamente dispersas, deficientes de clara definicdo", e propdem um
refinamento das categorias ‘conhecimento do conteudo’ e ‘conhecimento
pedagogico do conteudo’ de Shulman (1987), com uma abordagem focada no
trabalho docente e em como demanda raciocinio, discernimento, compreensao e
habilidade matematica.

Assim, Ball, Thames e Phelps (2008) definem os seguintes dominios
do Conhecimento Matematico para o Ensino (MKT): Conhecimento Comum do
Conteudo (CCK), Conhecimento do Conteudo no Horizonte (HCK), Conhecimento
Especializado do Conteudo (SCK), Conhecimento do Conteudo e Estudantes (KCS),
Conhecimento do Conteudo e Ensino (KCT), Conhecimento do Conteudo e Curriculo
(KCC)**. Esses dominios agrupam-se em Conhecimento do Assunto e
Conhecimento Pedagogico do Conteudo (tradugdes nossas), conforme ilustrado na

Figura 5:

Figura 5 — Dominios do Conhecimento Matematico para o Ensino

CONHECIMENTO DO ASSUNTO CONHECIMENTO PEDAGOGICO
DO CONTEUDO
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do Contetido (SCK) Conhecm']ento (KCC)
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\/

Fonte: Ball, Thames e Phelps (2008, tradugdo nossa).

* Mantivemos as siglas referentes as iniciais dos termos na lingua inglesa, pois a tradugdo dos
termos resulta em iniciais que geram siglas idénticas. Para poupar o leitor de ter que memoriza-las ou
consulta-las com frequéncia, limitamos sua utilizagao e as relembramos em algumas oportunidades.
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Quanto ao Conhecimento do Assunto, o dominio do Conhecimento
Comum do Conteudo refere-se a conhecimentos e habilidades matematicos que sao
utilizados em outros contextos além do ensino, como a capacidade de resolver
problemas matematicos corretamente. O Conhecimento Especializado do Conteudo
refere-se a conhecimentos e habilidades matematicos especificos para ensinar, que
nao sao tipicamente necessarios para outros propésitos, como diferentes
interpretagcdes dos conceitos matematicos que nado precisam ser explicitadas pelos
estudantes. E o Conhecimento do Conteudo no Horizonte € a consciéncia dos
professores de como os tépicos matematicos estdo relacionados ao longo da
Matematica contida no curriculo, incluindo conexdes com ideias matematicas
posteriores (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Referente ao Conhecimento Pedagogico do Conteudo, o dominio do
Conhecimento do Conteudo e Estudantes combina conhecimento a respeito dos
estudantes e da Matematica. Esse conhecimento contribui para que os professores
antecipem as dificuldades dos estudantes e assim escolham exemplos apropriados
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008). O Conhecimento de Conteudo e Ensino combina
conhecimento a respeito da Matematica e do ensino. Refere-se as decisées dos
professores a respeito das atividades propostas, o conhecimento a respeito de
possiveis vantagens e desvantagens das representagdes e exemplos utilizados, de
meétodos e procedimentos de ensino, além da coordenagao entre a Matematica e as
opgdes instrucionais para tomar decisées em sala de aula. Por fim, o Conhecimento
de Conteudo e Curriculo refere-se a categoria de Shulman (1986) do conhecimento
do curriculo, tanto vertical (a familiaridade com tdpicos matematicos de séries
anteriores e posteriores) quanto lateral (familiaridade com tépicos abordados
simultaneamente em outras disciplinas), incluindo indicagbes e materiais
instrucionais disponiveis nos programas curriculares (BALL; THAMES; PHELPS,
2008).

Conforme nossas concepg¢does de saber e conhecimento, esses
dominios do MKT (BALL; THAMES; PHELPS, 2008) sao parte da Matematica
Escolar (MOREIRA; DAVID, 2007), por serem conhecimentos dos professores (e,
portanto, saberes) associados a pratica de ensino na Educagao Basica.

Na perspectiva de PMA das concepgdes dos conceitos (Capitulo 2),
podemos observar uma relagdo entre o PMA e o Conhecimento Especializado do

Conteudo (SCK). O PMA envolve muita informagdo compactada e a habilidade de
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descompacta-la para um pensamento flexivel, incluindo abordagens processuais e
estruturais. Os professores precisam dessa estrutura descompactada para explicitar
caracteristicas de conteudos especificos, conforme Ball, Thames e Phelps (2008, p.

400, tradugao nossa) consideram com relacéo ao SCK:

O ensino envolve o uso de conhecimento matematico descomprimido
que pode ser ensinado diretamente aos estudantes a medida que
eles desenvolvem compreensdo. No entanto, com os estudantes o
objetivo é desenvolver fluéncia com conhecimento matematico
comprimido. No final, os estudantes devem ser capazes de usar
ideias e procedimentos matematicos sofisticados. Os professores, no
entanto, devem ter um conhecimento matematico descompactado,
porque 0 ensino envolve tornar as caracteristicas de um conteldo
especifico visiveis e apreensiveis pelos estudantes.

Nesse sentido, Moreira e David (2007) consideram que a
Matematica Académica envolve definicdes formais em que os conceitos ja sao
apresentados de forma estrutural, enquanto na Matematica Escolar o aspecto
operacional precede o estrutural, o que requer, conforme Sfard (1991), as fases de
interiorizacdo e condensagado para se chegar a reificacdo dos conceitos. Segundo
Moreira e David (2007), essa precedéncia do aspecto operacional em relagdo ao
estrutural destaca uma insuficiéncia e inadequacédo de uma visdo do conhecimento
matematico como um sistema formal-dedutivo para o ensino na Educagao Basica.

Articulando essa distincdo entre os aspectos operacionais e
estruturais com a descompactacdo abordada por Ball, Thames e Phelps (2008),
consideramos que as concepgoes estruturais dos professores relacionam-se ao seu
Conhecimento Especializado do Conteudo (SCK) em uma espécie de
complementaridade, por envolver estruturas compactadas, enquanto o SCK requer
que os professores descomprimam® estruturas. E possivel que concepcdes
estruturais sejam desenvolvidas no estudo da Matematica Académica; no entanto,
conforme Moreira e David (2007), a légica da construgdo dos conceitos nessa
matematica ndo é adequada para a construgcdo escolar a partir dos aspectos
operacionais.

Além disso, € possivel que alguns tépicos da Matematica Académica
sejam incluidos no Conhecimento do Conteudo no Horizonte (HCK), por serem
topicos posteriores relacionados aos estudados na Educacdo Basica. No entanto,

como destacaremos ainda neste capitulo, para estar presente na Matematica

% Termo baseado em Ball e Bass (2000).
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Escolar (e no HCK), esse conhecimento matematico compactado necessita de
articulagdo com a Matematica Elementar, de forma que os professores tenham
flexibilidade para trabalhar com os conhecimentos descompactados, que permitem
acompanhar o desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes desde
os procedimentos a serem interiorizados e condensados.

No Capitulo 6, elencamos possiveis contribuicdes do PMA para o
ensino de Matematica, relacionando-as com os dominios do Conhecimento
Matematico para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Uma vez que o PMA
pode contribuir para o aprendizado em Matematica Avangada (conforme
argumentamos no Capitulo 6) e esse pode se relacionar ao HCK dos professores,

daremos uma atencao especial a esse dominio na subsegao a seguir.

3.2.1 O Conhecimento do Conteudo no Horizonte

O dominio do Conhecimento do Conteudo no Horizonte (HCK) foi
particularmente investigado por alguns pesquisadores. Ball e Bass (2009) refinaram
a definicdo de HCK por meio de quatro elementos constituintes: uma percepcao do
ambiente matematico em torno da ‘localizac&o’ atual na instrugéo; principais ideias e
estruturas disciplinares; principais praticas matematicas; valores e sensibilidades
matematicas fundamentais.

Segundo Ball e Bass (2009, p. 5-6, tradug¢ao nossa, grifo nosso), “[...]
0 ensino requer uma nogao de como a Matematica ‘em jogo’ agora esta relacionada
a ideias, estruturas e principios matematicos mais amplos”. Nesse sentido, o HCK é

uma consciéncia:

[....] da grande paisagem matematica na qual a experiéncia e a
instrugao presentes estao situadas. Ele envolve aqueles aspectos da
matematica que, embora talvez ndo estejam contidos no curriculo,
sdo Uteis para o aprendizado atual dos estudantes, que iluminam e
conferem um sentido compreensivel do significado maior do que
pode ser apenas parcialmente revelado na matematica do momento.
(BALL; BASS, 2009, p. 6, tradugéo nossa).

Com isso, Ball e Bass (2009) citam algumas responsabilidades
docentes que podem ser orientadas pelo HCK: realizar julgamentos a respeito da
importancia matematica; entender o significado matematico no discurso dos
estudantes; destacar pontos importantes; antecipar e realizar conexdes; perceber

oportunidades; e captar possiveis precursores de dificuldades.
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Zazkis e Mamolo (2011) argumentam que Ball e Bass (2009) se
referem ao horizonte dos estudantes, e questionam: e o horizonte dos professores?
Ao focar nos professores, as autoras consideram que “o conhecimento no horizonte
dos professores esta, para nés, profundamente conectado ao seu conhecimento de
matematica avangada (a nivel universitario ou de graduagado)” (ZAZKIS; MAMOLO,
2011, p. 9, traducao nossa).

Agregando essas perspectivas, nesta tese, entendemos que o HCK
abrange os conhecimentos matematicos que se relacionam a um determinado
conteudo ensinado na Educacao Basica, tanto de Matematica Elementar quanto de
Matematica Avancada, dentro ou fora do curriculo escolar, desde que possam
contribuir para os professores em sua pratica de ensino. Nesse entendimento, o
HCK, tal como os demais dominios do MKT, esta incluso na Matematica Escolar,
pois trata-se de um conjunto de conhecimentos voltado ao exercicio da profissao
docente.

Conforme Jakobsen et al. (2012, p. 4635, tradugdo nossa, grifo dos
autores), “[...] um horizonte indiscriminavel que inclui tudo ‘por ai afora’ € também
inutil aos professores ou impraticavel no tempo limitado e segundo as demandas do

ensino profissional”.

Isso significa que os professores ndao devem aprender matematica
em um nivel mais avangado do que o que eles ensinam? Nossa
resposta é ndo. Contudo, estamos convencidos que a matematica
avancada para professores precisa ser demonstrativamente
relacionada ao trabalho de ensinar na escola. (JAKOBSEN et al.,
2012, p. 4636, traducao nossa).

Jakobsen et al. (2012) examinaram episodios de ensino que
demandam um conhecimento que se apoia num ‘horizonte’ matematico e os
utilizaram para desenvolver uma definicdo de HCK. Segundo Jakobsen et al. (2012),
o HCK trata-se de estar familiarizado com a Matematica Avangada, mas em uma
maneira que permita ouvir, ver, sentir e fazer para o ensino. Com isso, os autores
afirmam que o HCK requer que se veja o cenario maior em termos de compreender
relagcbes com ideias que surgem no conteudo sendo ensinado e aprendido na escola
e que se situe a Matematica Avancada dentro de um maior conjunto de questdes
matematicas.

Os autores consideram que os “Professores nao precisam do

mesmo grau de tratamento formal necessario aqueles que usam ideias matematicas



82

de outras formas” (JAKOBSEN et al.,, 2012, p. 4641, tradugdo nossa). Segundo
Jakobsen et al. (2012), a compreenséao e a familiaridade com estruturas avancadas
sao importantes para que as conexdes entre conteudos avangados e escolares
sejam percebidas e aproveitadas.

Os episédios de ensino examinados por Jakobsen et al. (2012)
buscaram capturar circunstancias realistas de ensino em que os autores
hipotetizaram vinculos com a utilizacdo do HCK por professores.

No primeiro episodio, a respeito de uma situagado de igualdade de
areas, uma estudante desenha um retangulo dividido por trés linhas paralelas (n&o
paralelas aos lados do retangulo) e afirma que é possivel mover as linhas divisérias
até que as areas se tornem iguais. O professor, entdo, pode mobilizar o seu
conhecimento a respeito de continuidade e do Teorema do Valor Intermediario para
compreender a sugestdo da estudante, decidir se era uma sugestdo sensata, se
valeria a pena aborda-la e como aborda-la de uma forma que os estudantes

aprendessem matematica.

N&o seria apropriado ensinar a estudantes do segundo ano
explicitamente sobre continuidade, mas uma fundamentacao
matematica firme fornece a um professor uma base para evitar
plantar sementes de mas concepgbes, assim como um professor
com uma visao melhor da matematica futura pode evitar dizer a um
jovem estudante: ‘Nao podemos subtrair um numero maior de um
menor’. (JAKOBSEN et al., 2012, p. 4638, tradugéo nossa, grifo dos
autores).

No segundo episédio apresentado por Jakobsen et al. (2012),
pergunta-se qual seria 0 maior e o0 menor canil possivel a ser construido com 64
metros de cerca. Embora s6 esperasse solugdes retangulares, a professora sabia,
pelo seu conhecimento de Calculo, que o canil com maior area possivel seria
circular. Por conta dessa compreensdo, a professora procurou nao dar aos
estudantes apenas ferramentas que reduziriam o escopo do problema. Nas
discussdes com os estudantes, a professora mobilizou seu conhecimento a respeito
de provas em Matematica, levando os estudantes a entenderem que o fato de o
canil quadrado ter sido o maior encontrado pela turma n&o faria dele o maior
possivel. Ao comparar diferentes retangulos, um estudante percebeu que poderia
criar um canil com espag¢o quase nulo ao fazer uma largura proxima de zero e um
comprimento préximo de 32 metros. Percebendo a relagcdo com limites, a professora

decidiu explorar a questdo. Nessa exploragcao, um estudante observou que nao
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existia um espacgo minimo para o canil (JAKOBSEN et al., 2012).

Essa percepgao da professora do episddio de Jakobsen et al.
(2012), que levou a decisdo de explorar a questdo, esta de acordo com uma
utilizagcdo do HCK mencionada por Ball e Bass (2009), de forma a antecipar o
prosseguimento em que uma situagao pode levar. Ball e Bass (2009) apresentam
um exemplo disso com uma discussao em sala de aula a respeito de numero pares
e impares, em que a professora percebe o potencial da duvida de um estudante e
permite que a explorem, levando a conjecturas que se relacionam com divisibilidade
e congruéncia modular.

A partir dos episoddios descritos, Jakobsen et al. (2012, p. 4641,
tradugao nossa, grifo dos autores) consideram que o “[...] conhecimento do conteudo
no horizonte prepara um professor para falar e agir com sensibilidade & disciplina. E
sobre estar familiarizado com matematica ‘avangada’, mas de maneira que sustenta

ouvir, ver, sentir e fazer para o ensino”. Além disso, os autores argumentam que:

[..] os professores precisam de um tratamento de matematica
avancada que seja conduzido de uma ‘perspectiva elementar’, que
forneca uma compreensdo do papel de importantes tépicos na
disciplina, um controle intuitivo de conceitos e o0s recursos
necessarios para reconhecer e utilizar tal conhecimento no ensino.
(JAKOBSEN et al., 2012, p. 4643, tradugéo nossa, grifo dos autores).

Assim, Jakobsen et al. (2012) consideram que os professores devem
ter um conhecimento da Matematica Avangada voltado para o ensino, nao sendo
necessario se especializar em questdes que ndo fornecem diretamente alguma
utilidade ao trabalho docente.

Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013) apresentam um episddio de

ensino que retomaremos no Capitulo 6, em que os estudantes discutem a

irracionalidade de 2v2. Nesse episddio, o professor precisa decidir se o argumento
apresentado por um estudante esta correto e se vale a pena explora-lo, pois o
argumento extrapola os objetivos do Ensino Fundamental ao utilizar-se da
demonstracdo por redugdo ao absurdo. Desse modo, de acordo com Jakobsen,
Thames e Ribeiro (2013), o HCK fornece aos professores a consciéncia das
potencialidades de certas situacbes e sugere possibilidades para lidar com o
conteudo matematico ensinado.

Segundo Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013), algumas decisdes dos

professores requerem um Conhecimento do Assunto que nao faz parte do curriculo
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ensinado. Consequentemente, esse conhecimento ndo é especializado ou comum,
pois nao envolve representagdes, explicagdes e conhecimento desempacotado do
conteudo sendo ensinado. O conhecimento de prova por contradicdo e a
competéncia para utiliza-lo no ensino, por exemplo, trata-se de um Conhecimento do
Conteudo no Horizonte, que, segundo os autores, pode contribuir para os
professores ouvirem seus alunos, compreenderem além dos topicos sendo
ensinados e tomarem decisdes em situacdes de ensino.

Na secao seguinte, damos continuidade a essa discussdo quanto ao
conhecimento para o0 ensino abordando pesquisas que se referiram ao

conhecimento de Matematica Avancada dos professores de Matematica.

3.3 O CONHECIMENTO MATEMATICO AVANCADO

Zazkis e Leikin (2010) definem o Conhecimento Matematico
Avangado como o conhecimento matematico adquirido em cursos de graduagao. As
autoras utilizaram essa definicdo para analisar as percepcdoes de professores do
ensino secundario (correspondente aos Anos Finais do Ensino Fundamental e ao
Ensino Médio no Brasil) em relacdo a utilizarem o Conhecimento Matematico
Avancado em sua pratica de ensino.

Os participantes dessa pesquisa foram cinquenta e dois professores
que ensinam Matematica no ensino secundario (referente ao Ensino Fundamental
no Brasil). Zazkis e Leikin (2010) apresentaram aos professores a definicdo de
Conhecimento Matematico Avangado e perguntaram em que medida o utilizam no
ensino escolar, solicitando exemplos de tépicos matematicos, situagdes de ensino e
problemas ou tarefas do curriculo escolar em que o Conhecimento Matematico
Avancado é essencial ou util para os professores.

Essa pesquisa apontou uma variagdo no quanto os professores
afirmaram utilizar o Conhecimento Matematico Avangado em sua pratica. Parte dos
professores afirmou que esse conhecimento € utilizado o tempo todo; porém, a
maioria ndo apresentou exemplos especificos. Alguns professores citaram exemplos
gerais de topicos matematicos, como Calculo e Estatistica, mas n&o conseguiram
especificar situagdes ou problemas (ZAZKIS; LEIKIN, 2010).

Sendo assim, Zazkis e Leikin (2010) destacaram, nas respostas dos

professores, exemplos de utilizagdo do Conhecimento Matematico Avangcado nao
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vinculadas a conteudos especificos, tais como: formas de pensar; ‘boa percepgao’
para ensinar; capacidade de fazer conexdes entre os conteudos dentro e além do
curriculo; capacidade de responder as perguntas dos estudantes; agilidade;
habilidade de ver uma ‘imagem melhor’ ou uma ‘imagem completa’ do assunto;
‘sensacdo de terreno™®; conforto e confianga (autonomia); e dominio de ‘temas
transversais’ ou ‘questdes metamatematicas’, das quais destacam-se prova, rigor de
linguagem e ‘precisao e estética’ (elegancia da solugao).
A lacuna entre a matematica universitaria e a matematica ensinada
na escola secundaria é ainda evidenciada pela dificuldade que
muitos professores experimentam quando solicitados a articular
exemplos especificos do uso de seu AMK [Conhecimento
Matematico Avangado]. NO6s nos perguntamos se essa lacuna é
inevitavel ou é resultado dos curriculos implementados tanto na

universidade quanto no ensino médio. (ZAZKIS; LEIKIN, 2010, p.
280, traducao nossa).

Considerando a definicido de Conhecimento Matematico Avancado
de Zazkis e Leikin (2010), entendemos que ele pode se relacionar aos trés dominios
do Conhecimento do Assunto (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Embora Zazkis e
Leikin (2010) o pressupdem como um conhecimento especializado para o ensino,
sua definicdo, como um conhecimento adquirido em nivel universitario, permite que
englobe também conhecimentos matematicos comuns ou no horizonte. O
Conhecimento Comum do Conteudo da Educacao Basica pode ser trabalhado na
graduagédo. Além disso, o Conhecimento do Conteudo no Horizonte esta relacionado
ao dominio do conteudo ao longo do curriculo, possivelmente encontrando o
Conhecimento Matematico Avancado como um conteudo a frente, seja ou nao de
Matematica Académica. Mas ressalvamos que nem todo Conhecimento Matematico
Avangado é um Conhecimento do Conteudo no Horizonte, pois esse ultimo, na
caracterizagdo que adotamos, precisa estar relacionado a pratica de ensino na
Educacao Basica, tal como os outros dominios do MKT.

Ainda com relagdo a esse conhecimento de Matematica Avangada,
Leikin e Zazkis (2010) basearam-se em Tall e Vinner (1981), dentre outros autores, e
solicitaram a futuros professores de Matematica exemplos de definicbes de
conceitos de diferentes areas da Matematica. As autoras consideram que o conceito
imagem consistente com a definicdo formal do conceito faz parte do conhecimento

%A ‘sensagao de terreno’ € mencionada pelos entrevistados de Zazkis e Leikin (2010) como uma
‘visdo’' da direcdo que o ensino esta tomando, no mesmo sentido de ver uma ‘imagem melhor do
assunto.
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do assunto, conforme Shulman (1986).

O conhecimento do assunto dos professores compreende o
conhecimento dos professores de matematica [...]. Esta associado a
definicbes e inclui o conhecimento da estrutura da matematica, o
lugar e o papel dos axiomas, definicbes e teoremas dentro dessa
estrutura, compreensdo de conceitos matematicos (incluindo
definicbes pessoais e conceitos imagem consistentes com conceitos
definicdo formais) e compreensao do significado de definir e provar.
O conhecimento do assunto também inclui elementos
metamatematicos como a compreensdao do que é uma definicao,
como ela é diferente de um axioma ou teorema e quais sao suas
propriedades e estrutura légica. (LEIKIN; ZAZKIS, 2010, p. 454,
tradugéo nossa).

Com base nas respostas obtidas, Leikin e Zazkis (2010) sugeriram
que os futuros professores de Matematica ndo relacionam a Matematica que
estudam na universidade com a Matematica que estudaram e que ensinardo na
escola.

Zazkis e Mamolo (2011) sugerem que o Conhecimento Matematico
Avangado possibilita uma ampla visdo do horizonte a respeito das caracteristicas
especificas de um objeto e das ideias e estruturas disciplinares que envolvem o
objeto. Assim, as autoras relacionam o Conhecimento Matematico Avangado ao
‘conhecimento no horizonte matematico’ e, com isso, apresentam exemplos de
situagdes em que o Conhecimento do Conteudo no Horizonte contribui no ensino de
Matematica na Educacgao Basica.

Wiley (2014) examinou como trés professores da Educagdo Basica
percebem e descrevem sua utilizagdo do Conhecimento Matematico Avangado no
ensino e obteve conclusdes similares a de Zazkis e Leikin (2010), tal como
‘confianca’ e ‘habitos da mente’ percebidos por professores.

Outras pesquisas tiveram temas similares ao Conhecimento
Matematico Avangado. Por exemplo, Wasserman (2016) investigou como
conhecimentos de Algebra Abstrata podem transformar o entendimento de
professores do conteudo que ensinam, de forma a modificar sua pratica de ensino.
Para isso, o autor analisou conteudos curriculares, conversas e entrevistas com
professores e observacbes em sala de aula, que embasaram exemplos de como
conexdes entre a Algebra Abstrata e a matematica da escola basica podem ser
implementadas em sala de aula. Cofer (2015) também investigou contribui¢des da

Algebra Abstrata para o ensino na Educacao Basica.
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Em resumo ao que comentamos nesta secdo e na Subsecdo 3.2.1,
percebemos, com base nas pesquisas citadas, que pouco foi observado
empiricamente do Conhecimento Matematico Avancado de professores utilizado
para lecionar na Educagao Basica. Zazkis e Leikin (2010) e Leikin e Zazkis (2010)
apontam uma lacuna entre os conhecimentos de Matematica Avancada e de
Matematica Elementar dos participantes. Pesquisas como a de Ball e Bass (2009),
Jakobsen et al. (2012), Zazkis e Mamolo (2011) e Wasserman (2016) apresentam
situagdes hipotéticas em que esses conhecimentos sdo mobilizados por professores
de forma a contribuir para o ensino.

Isso nos leva a indagacgéo de o quanto do Conhecimento Matematico
Avancado é realmente importante para os professores da Educacdo Basica,
conforme questionam Moreira e David (2007) com relagao a Matematica Académica.
Conforme ja comentamos com base em Moreira (2012), o papel desses
conhecimentos na pratica dos professores precisa ser objeto de investigagdes.

De acordo com Zazkis e Zazkis (2011), mais estudos sao
necessarios para esclarecer como o0 conhecimento matematico pode afetar o

trabalho docente, talvez até de forma inconsciente:

Seu conhecimento tacito de matematica provavelmente os afeta de
maneira mais profunda e subconsciente. Por exemplo, orientar as
discussbes em sala de aula sobre o ensino de conceitos
elementares, bem como as escolhas de tarefas para os estudantes,
pode ter influéncia do conhecimento de conceitos mais avangados,
mas relacionados. Mais pesquisas sdo necessarias para explorar se
essa influéncia existe e quais aspectos do ensino ela afeta. (ZAZKIS;
ZAZKIS, 2011, p. 261-262, tradugdo nossa).

No mesmo sentido, Wasserman (2016) questiona o quanto de

Matematica Avangada os professores precisam conhecer:

[...] reconhecemos que exatamente o que os professores devem
saber sobre essas ideias avangadas e como eles devem conhecé-las
para posteriormente impactar sua instrugdo nao foi examinado. Por
exemplo: basta que os professores estejam cientes de algumas
dessas ideias e de suas aplicagbes? Ou eles precisam de
conhecimento mais fluido do que consciéncia, incluindo a capacidade
de gerar exemplos e contraexemplos de conceitos? Quais sao as
melhores maneiras de os professores adquirirem esse conhecimento
de forma que tenham um impacto positivo em sua pratica de ensino,
em vez de se tornarem um obstaculo ou um ponto cego?
(WASSERMAN, 2016, p. 42, tradugao nossa).

Seguindo a ideia de Jakobsen et al. (2012), a parte da Matematica
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Avangada que é importante para os professores € a que estiver demonstrativamente
relacionada ao trabalho de ensinar na escola. Contudo, pouco sabemos de que
parte dessa matematica esta demonstrativamente relacionada ao ensino na
Educacao Basica. O que temos, por enquanto, sdo possibilidades de contribui¢ao
desse conhecimento.

Resumindo algumas dessas possibilidades, retomamos que
Jakobsen et al. (2012) citam a contribuicdo para os professores compreenderem
sugestdes dos estudantes, decidirem se uma sugestido é sensata, se vale a pena
aborda-la e como aborda-la. Segundo os autores, o Conhecimento do Conteudo no
Horizonte permite aos professores falarem e agirem com sensibilidade a disciplina,
ouvirem os alunos e tomarem decisdes nas situagbes de ensino (JAKOBSEN;
THAMES; RIBEIRO, 2013).

Por sua vez, Leikin e Zazkis (2010) consideram que o conhecimento
dos professores das definicbes matematicas afeta suas decisdes didaticas, incluindo
a maneira como apresentam o conteudo.

Zazkis e Mamolo (2011) citam exemplos de utilizagcdo do
Conhecimento Matematico Avancado no ensino de Matematica como forma de
verificar as respostas dos estudantes, esclarecer possiveis confusdes, responder a
questionamentos e até mesmo aprimorar a compreensdo dos professores. Esses
exemplos envolvem simetria rotacional, divisibilidade, principio fundamental da
contagem, estrutura de grupos, conexao entre area da superficie e volume, inversos
e a impossibilidade de divisao por zero.

Um professor entrevistado por Wiley (2014) mencionou tdpicos de
Algebra Linear e Teoria dos Numeros, bem como o entendimento de propriedades
matematicas, conectados a assuntos da Educacao Basica.

Wasserman (2016) destaca alguns exemplos de areas de conteudos
matematicos em que o conhecimento dos professores de Algebra Abstrata pode
impactar no ensino na Educagdo Basica: propriedades aritméticas, inversos,
estrutura de conjuntos e resolucédo de equacdes.

Zazkis e Leikin (2010) apresentam declaragdes de professores de
que o Conhecimento Matematico Avangado permite maior confianga e agilidade com
0 conhecimento matematico para, por exemplo, responder a perguntas dos
estudantes. Dentre os exemplos especificos de topicos matematicos em que o

Conhecimento Matematico Avancado contribui para o ensino, os professores
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participantes citaram matrizes, sistemas de equacdes, teoria dos numeros e
combinatodria, aritmética modular, sequéncias e séries, numeros complexos,
logaritmos, o numero transcendental e, além de exemplos genéricos como Calculo,
probabilidade e estatistica e otimizacgao.

Com relagdo a essa confiangca e agilidade, a Matematica envolve
uma grande compressdo mental (GRAY; TALL, 1994; TALL, 1995, 2004, 2008,
2013), de forma que o aprendizado em um nivel superior requer muita informagao
compactada. Isso indica que o aprendizado de conceitos mais avancados do que os
conceitos a se ensinar pode levar a uma maior facilidade para lidar com o assunto.
Porém, para que isso ocorra, entendemos que seja necessario que 0s conceitos
‘avancados’ realmente compactem os conceitos ‘elementares’ a ensinar e, além
disso, que os professores tenha um pensamento proceitual flexivel para
descompactar esses conceitos, conforme mencionamos com base em Ball, Thames
e Phelps (2008). Por isso, consideramos que nado é todo conhecimento mais
‘avancado’ que realmente podera contribuir no ensino. E possivel que alguns
contribuam e outros ndo. Novamente, ndo saimos da questdo de ser necessario
investigar quais topicos da Matematica Avangada realmente contribuem para o
ensino na Educacao Basica.

Embora essa questdo ndo seja o foco desta tese, ela influencia
nossas conclusoes, pois discutimos (no Capitulo 6) possiveis contribuicbes do PMA
dos professores para o ensino de Matematica na Educacao Basica, com algumas
relacionadas ao conhecimento em Matematica Avangada. Por isso, observamos que
a concretizacdo dessas contribuicdes esta atrelada a uma contribuicido de fato da
Matematica Avangada para o ensino, algo que ainda ndo é consenso na literatura.

Com essa observacdo, encerramos as discussbes da
fundamentacgéo tedrica desta tese. Por isso, antes de passarmos aos levantamentos
(Capitulo 4), apresentamos, a seguir (Seg¢do 3.4), uma lista com termos que

utilizamos, abordados no Capitulo 2 e neste Capitulo 3.
3.4 TERMOS UTILIZADOS

Finalizando os capitulos de fundamentagdo tedrica desta tese,
apresentamos o Quadro 3 com caracterizagbes de alguns termos que utilizamos,

visando evitar dubiedade entre termos semelhantes.
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Quadro 3 — Caracterizagao dos termos utilizados

Termo Caracterizagao
Pensamento matematico que envolve autonomia, autorregulacao,
metacognicao, interpretagcdes sutis, atribuicdo de significado (RESNICK,
1987), resolucdo de conflitos cognitivos, complexidade, compresséo de
conhecimentos, dentre outras caracteristicas que elencamos no Capitulo
2. Na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA envolve
incerteza, organizar as ideias em uma sequéncia légica e esta
Pensamento . . L . e o
” relacionado a axiomatica e formalismo caracteristicos da Matematica
Matematico PO . ~ )
Avancado Académica, a definicbes e a dedugoc_es formais, conforme Tall _(1995,
(PMA) 2002, 2004, 2008, 2013) e Tall e Vinner (1981). Na perspectiva da

complexidade dos processos de pensamento, o PMA requer processos
que permitem gerenciar a complexidade de uma situagdo matematica,
como abstracdo, generalizacdo e sintese (DREYFUS, 2002). Na
perspectiva das concepgdes dos conceitos, o PMA permite a alternancia
flexivel entre concepgdes processuais e estruturais, conforme Dubinsky
(2002), Gray e Tall (1994) e Sfard (1987, 1991).

Conhecimento

Conhecimento de Matematica Avangada, ou seja, conhecimentos

Matematico matematicos que sao estudados a partir da graduagéo (ZAZKIS; LEIKIN,
Avancado 2010)%.
- Corpo de conhecimentos matematicos estudados em nivel de
Matematica ~ . ~ . . : »
graduacdo, pos-graduacdo ou pesquisa, o qual inclui a Matematica
Avancada Académi
cadémica.
Matematica Corpo de conhecimentos concebido pelos matematicos (MOREIRA;
Académica DAVID, 2007).
Matematica Conjunto de saberes associados a pratica docente escolar (MOREIRA,;
Escolar DAVID, 2007), incluindo o conhecimento da Matematica Elementar.
Matematica Matematica estudada na Educacao Basica, que pode estar presente no
Elementar Ensino Superior.
Pensamento matematico focado em  descricbes, exemplos,
representagdes, agdes (DUBINSKY, 2002) e procedimentos (GRAY;
TALL, 1994). Na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PME
Pensamento carece da precisao das definicbes e dedugdes formais, focando em
Matematico descricbes e convencimento (TALL, 2002). Na perspectiva da
Elementar complexidade dos processos de pensamento, o PME envolve processos
(PME) que ndo sao suficientes para gerenciar a complexidade de situagdes

matematicas (DREYFUS, 2002). Na perspectiva das concepg¢des dos
conceitos, o PME esta relacionado a concepgdes meramente
operacionais, conforme Sfard (1991).

Fonte: Gray e Tall (1994), Dreyfus (2002), Dubinsky (2002), Moreira e David (2007), Resnick (1987),
Sfard (1987, 1991), Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013), Tall e Vinner (1981) e Zazkis e Leikin (2010).

% Essa caracterizagao esta envolvida com o contexto da graduagéo. Nesta tese, estamos focados no
ensino na Educagao Basica, especialmente no Brasil, e assim consideramos os contextos escolares e
de graduacéo brasileiros.
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A seguir, apresentamos levantamentos de pesquisas que utilizaram
o referencial tedrico do PMA e envolveram professores ou futuros professores,
interpretando possiveis relagdes entre o PMA e o ensino de Matematica na

Educacéao Basica.
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4 LEVANTAMENTOS DE PESQUISAS EMBASADAS NO PENSAMENTO
MATEMATICO AVANGADO

Neste capitulo, pretendemos analisar pesquisas que utilizaram o
referencial teérico do PMA e envolveram professores ou futuros professores, de
forma a interpretar, a partir das consideragbes dos pesquisadores, possiveis
relacbes entre o PMA e o ensino de Matematica na Educacdo Basica. Essas
interpretacbes, embora tenham, por vezes, pouco respaldo para tornarem-se
afirmacgdes, sdo importantes para identificarmos possibilidades de contribuicées do
PMA para o ensino de Matematica, a serem discutidas no Capitulo 6. Embora nosso
foco seja em contribuicbes para o ensino na Educacdo Basica, este levantamento
envolveu trabalhos com futuros professores, especialmente com licenciandos, por
conta da relagao da formacéo inicial com o desenvolvimento de conhecimentos para
o ensino. Além disso, apresentamos, neste capitulo, levantamentos que apontam
algumas das inspiragdes para este trabalho.

Estes levantamentos foram realizados por meio de pesquisas
bibliograficas. Segundo Marconi e Lakatos (2003, p. 183), a finalidade da pesquisa
bibliografica “é colocar o pesquisador em contato direto com tudo o que foi escrito,
dito ou filmado sobre determinado assunto”. Assim, por meio deste capitulo,
aprofundamos a justificativa desta tese e evitamos tentar reinventar algo ja
consolidado.

Realizamos algumas buscas e nao encontramos trabalhos
académicos cujo propésito teria sido relacionar o PMA de professores com a sua
atuacao no ensino de Matematica na Educacao Basica®. Poucos trabalhos, como o
de Machado e Bianchini (2013), investigaram o referencial teérico do PMA como um
aporte ao trabalho de professores (ver Segao 4.3). Por haver poucos trabalhos que
relacionem enfaticamente o PMA com o ensino de Matematica, analisamos, em
secOes a parte, trabalhos que possuem alguma similaridade com o nosso tema,
como os que relacionam o PMA com outro referencial teérico — tal como Schastai
(2017) e Bussmann e Savioli (2020) — (Segéo 4.1) e os que utilizaram o referencial

% Essas buscas iniciais foram realizadas no segundo semestre de 2019, por meio do Google
Académico, do portal de periddicos e do catalogo de teses e dissertacées da CAPES (Coordenacao
de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior) e do acervo digital de teses e dissertagcdes do
Programa de Pds-Graduagao em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica (PECEM).
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tedrico do PMA e envolveram professores em formacido continuada ou futuros
professores, em especifico, licenciandos em Matematica (Secao 4.2).

Nas pesquisas que envolveram professores em formacéo inicial ou
continuada, esperavamos encontrar discussbes que relacionassem o PMA
possivelmente desenvolvido pelos formandos com conhecimentos esperados de
serem desenvolvidos por eles como futuros professores, para interpretarmos
possiveis contribuicbes do PMA para o ensino de Matematica na Educagao Basica.
Apesar de nao termos encontrado tais discussdes em trabalhos que envolveram
licenciandos em Matematica, foi possivel interpretarmos concepgdes que relacionam
o PMA dos estudantes com a aprendizagem em Matematica com base em
consideragdes dos autores, conforme as analises apresentadas em Inarejos e
Savioli (2022) e resultados que comentamos na Segao 4.2.

Apos varios testes que realizamos para buscas, com algumas
palavras-chave apresentando resultados muito genéricos, consideramos que a
palavra-chave ‘licenciatura’ € adequada para as buscas focadas em trabalhos que
envolvem futuros professores, embora direcione para a formacéao inicial. Palavras
como ‘professores’ e ‘ensino’ geravam resultados diversos e fora do nosso foco.
Assim, pudemos realizar um levantamento mais sistematico e detalhado descrito na
Secao 4.2, enquanto os levantamentos descritos nas secoes 4.1 e 4.3 sao resultado
de selegbes menos sistematicas.

Desse modo, na Secdo 4.1, comentamos trabalhos que
relacionaram o PMA com algum outro referencial tedrico. Na Secédo 4.2,
descrevemos o levantamento de trabalhos que se embasaram no referencial tedrico
do PMA e envolveram licenciandos em Matematica (ou questbes referentes ao curso
de licenciatura em Matematica). Por fim, na Segao 4.3, promovemos uma discussao
com relagcdo a trabalhos que fizeram consideragdes relacionadas a possiveis
contribuicdes do PMA para professores de Matematica para além da aprendizagem

de Matematica Avancgada.

4.1 TEORIZACOES EMBASADAS NO PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Nesta segcdo, comentamos algumas pesquisas que estabeleceram
relagdes tedricas do PMA com outros referenciais tedricos, buscando ideias para

apoiar nossa pesquisa tedrica e especulativa. Assim, destacamos como o PMA foi
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relacionado com os outros referenciais teoricos.

Reis (2001) investigou a relagdo entre rigor e intuicdo no ensino de
Célculo e Anadlise Real, mediante a analise de livros didaticos e entrevistas com
professores-pesquisadores. O autor nao utilizou a nogédo de intuigdo como produto
do conceito imagem (TALL, 2002; TALL; VINNER, 1981), optando por focar em
outros referenciais tedricos. No entanto, ao discutir o pensamento flexivel na
formacgao de professores de Matematica, Reis (2001) relacionou elementos do PMA

com a relagao entre rigor e intuicdo no ensino de Calculo e Analise.

Retomando os trabalhos da linha cognitivista de TALL acerca da
construgdo do pensamento matematico avangado, dois aspectos séo
apontados como fundamentalmente complementares pelo autor na
elaboragdo de conceitos e resultados: a criatividade ao se gerar
novas idéias e conceitos e o convencimento da validade de um certo
resultado através da prova matematica. Eis aqui mais uma visdo da
possibilidade de complementariedade entre a intuicdo presente na
criacao de novos resultados e o rigor no seu estabelecimento formal,
quer seja através de uma prova ou de uma definicdo formal de um
conceito. (REIS, 2001, p. 86).

Reis (2001) retoma a ideia de proceito (GRAY; TALL, 1994) para
criticar a énfase em procedimentos formais (regras e algoritmos) isolados dos
conceitos subjacentes ao processo. Essa énfase isolada nao contribui para a
flexibilidade do pensamento em Matematica que, segundo o autor, deve ser
considerada fundamental por todos os professores de Matematica em todos os
niveis.

Na pratica de sala de aula, o professor deve procurar explorar todos
os elementos da forma o mais dindmica possivel. Mas, isto sé sera
possivel caso ele, em sua formacgao inicial ou continuada, vivenciar

as possibilidades desta interagcdo dinamica em sua experiéncia
discente. (REIS, 2001, p. 89).

Reis (2001) forneceu exemplos de atividades que privilegiam o
conhecimento procedimental e atividades que privilegiam o conhecimento conceitual,
estabelecendo uma conexao entre o conhecimento procedimental e a intuicdo e
entre o conhecimento conceitual e o rigor. O autor considera que o conhecimento
procedimental deve estar fundamentado no conhecimento conceitual para que o
estudante conheca as regras e também entenda como funcionam.

Miranda (2010) investigou a utilizagdo de um software em conjunto
com a aplicagdo de atividades analisadas na perspectiva da aprendizagem

significativa, utilizando o referencial teérico do PMA na elaboragdo da proposta de
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ensino e aprendizagem de fungdes reais de duas variaveis e graficos tridimensionais
(na Secédo 4.2, abordamos pesquisas que elaboraram propostas com base no PMA).
Para isso, o autor relacionou caracterizagbes do PMA, conforme Tall (2002), com a
aprendizagem significativa de Ausubel. Por exemplo, Miranda (2010) recomenda
uma reconciliagdo integradora, nos termos de Ausubel, para resolver conflitos
cognitivos de estudantes e professores que sdo causados, conforme Tall (2002),
pela inconsisténcia nos conceitos transmitidos de geragdo em geragao.

Outra relacao estabelecida por Miranda (2010) foi entre conceito
imagem e conceito definigdo (TALL; VINNER, 1991) e subsuncgores (ideias
existentes na estrutura cognitiva de um individuo). Segundo Miranda (2010), a
aprendizagem se torna significativa quando o aprendiz estabelece por si préprio os
novos conceitos com os subsungores existentes na sua estrutura cognitiva. Assim, o
autor considera que o conceito imagem e o conceito definigdo, ao estabelecerem
relagbes associadas ao conceito, permitem a identificacdo de alguns tipos e formas
existentes na aprendizagem significativa segundo Ausubel. Miranda (2010) ainda
estabeleceu relagbes quanto a intuicdo e ao papel da visualizagdo na resolugédo de
problemas, culminando na proposta de se utilizar a tecnologia computacional para
auxiliar na visualizagdo e favorecer interagdes entre conceito imagem e conceito
definigao.

Tirosh, Tsamir e Levenson (2011) argumentaram que as ideias de
Tall e Vinner (1981) e de Ball, Thames e Phelps (2008) podem ser combinadas para
desenvolver o conhecimento dos professores para o0 ensino de conceitos de
Geometria em nivel pré-escolar. As autoras consideram relevante introduzir a teoria
de Tall e Vinner (1981) para que os professores possam incentivar as criangas a
construir conceitos imagem em concordancia com as definigoes.

Com foco em objetos geométricos, especialmente triangulos, Tirosh,
Tsamir e Levenson (2011) consideram que as criangas precisam de orientagao para
avaliar quais atributos sao criticos na identificagao de uma figura.

O quadro tedrico ‘combinado’ apresentado por Tirosh, Tsamir e
Levenson (2011) considera oito células, uma para o conceito imagem e uma para o
conceito definichko em cada um de quatro conhecimentos para o0 ensino:
Conhecimento Comum do Conteudo, Conhecimento Especializado do Conteudo,
Conhecimento do Conteudo e Estudantes e Conhecimento do Conteudo e Ensino.

Por exemplo, a célula que combina conceito definichio com Conhecimento do
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Conteudo e Ensino envolve o conhecimento de exemplos e contraexemplos que
podem encorajar as criangas a aplicarem a definigao.

Tirosh, Tsamir e Levenson (2011) consideram que seu quadro
tedrico pode contribuir tanto para formadores concentrarem-se no conhecimento
especifico a ser promovido quanto para professores, quando apresentado
explicitamente, para focarem no conhecimento que estdo construindo e sua
utilizac&o no ensino.

Ainda, Tirosh, Tsamir e Levenson (2011) trabalharam explicitamente
0 seu quadro teodrico com professores do jardim de infancia em um curso de
formagdo continuada. Segundo as autoras, o curso permitiu aos professores
desenvolverem seu Conhecimento Especializado do Conteudo, especialmente
quanto ao conceito definicdo de triangulos. Os professores participantes
reconheceram que nem toda definicdo pode ser adaptada para criangas pequenas.
Além disso, os professores investigados passaram a articular seu Conhecimento do
Conteudo e Estudantes com a tensdo entre o conceito imagem e o conceito
definicdo discutida a partir do referencial tedrico e, assim, repensaram formas de
abordagem para a superagdo dos obstaculos por parte das criangas, ampliando o
seu proprio Conhecimento do Conteudo e Ensino.

Bussmann, Klaiber e Silva (2017) realizaram uma discussao teorica
a respeito da teoria de Dreyfus (2002) com relacdo ao desenvolvimento de
processos de PMA e da abordagem metodolégica do Ensino Aprendizagem
Exploratério que, segundo os autores, tem a intengédo de proporcionar a reflexdo e a
aprendizagem por meio da resolugdo de tarefas que fazem emergir as ideias

matematicas a serem sistematizadas em discussao coletiva. Segundo os autores:

[...] para que a mobilizagdo de experiéncias durante a aprendizagem
possam promover a construcdo e o desenvolvimento de tais
processos [de PMA], bem como a reflexdo, € importante que as
estratégias utilizadas nas aulas proporcionem momentos em que 0s
estudantes sejam oportunizados a construirem tais relacdes e
reflexdes.

Sob essa o6tica, o ambiente das aulas precisa valorizar o estudante
de forma que este seja um sujeito ativo no processo de
aprendizagem, deixando de ser um mero ouvinte, ainda, o
desenvolvimento desses processos mentais requer aulas que
permitam discussdes e reflexbes em grupo - justificando a
necessidade da acdo de ‘Antecipacdo’ do professor, proposta no
Ensino Aprendizagem Exploratério, para a elaboragdo dos objetivos
e a escolha das tarefas —, sendo o dialogo coletivo, proposto no
momento de discussdo da tarefa, fundamental para a troca de
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experiéncias e a sistematizacdo de ideias.

Logo, trazemos para essa discussdo o Ensino Aprendizagem
Exploratério [..] como uma alternativa frutifera a fim de ser
implementada durante as aulas, podendo otimizar o desenvolvimento
do pensamento matematico e, consequentemente, a construcao de
processos mentais. (BUSSMANN; KLAIBER; SILVA, 2017, p. 12).

Essa conexao do PMA com a atividade exploratéria esta de acordo
com as implicagbes didaticas das ideias do PMA que comentamos no Capitulo 2 e
que observamos em algumas pesquisas que investigaram o PMA com futuros
professores de Matematica, conforme comentaremos na Secgéo 4.2.

Bussmann, Klaiber e Silva (2017) concluem que os professores,
para que possam realizar intervengdes adequadas para maximizar a aprendizagem
dos estudantes, precisam ter consciéncia das teorias que investigam como os
individuos aprendem e das abordagens de ensino.

Schastai (2017) aproximou as ideias de David Tall com a Educacgao
Matematica Realistica®. A autora identificou a aprendizagem com significado como
fio condutor comum, a partir do qual tragcou um paralelo entre os principios desses
referenciais tedricos. Essa aprendizagem com significado refere-se a ideia de
construcao/reelaboragao do conhecimento matematico pelo estudante. Conforme
Schastai (2017) argumenta, essa construcao liga a Matematica enquanto corpo de
conhecimento historicamente produzido ao processo de ensino e aprendizagem da
Matematica Escolar.

Dentre os pontos de semelhanca entre o pensamento matematico de
Tall e a Educagdo Matematica Realistica estabelecidos por Schastai (2017), estdo a
ideia de que a Matematica é uma atividade humana e pode ser aprendida por todos,
relacbes estabelecidas pela autora entre os Trés Mundos da Matematica e os
processos de matematizacdo horizontal e vertical, bem como a importancia da
linguagem, do contexto das situagcdes matematicas e do entrelacamento dos
conceitos matematicos.

Segundo Schastai (2017), o desenvolvimento do pensamento
matematico tem relacdo direta com a acao dos professores e dos estudantes em
sala de aula, ndo somente no planejamento, mas em cada minuto de aula.

Lopes, G. L. O. (2017) elaborou um modelo tedrico para apontar

algumas categorias criativas na obra Arithmetica Infinitorum, de John Wallis, e

% Conforme Schastai (2017, p. 19), "A Educagao Matematica Realistica € uma abordagem de ensino
idealizada pelo matematico alem&o Hans Freudenthal (1905-1990)".
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embasar potenciais pedagogicos, especialmente para o Calculo Diferencial e Integral
na licenciatura em Matematica. Para isso, a autora associou principios dos
processos de PMA descritos por Dreyfus (2002) com nogdes de criatividade.

Segundo Lopes, G. L. O. (2017), a criatividade requer que o
individuo tenha conhecimento do dominio em que deseja atuar, e “as
representacdes mentais e simbdlicas sdo os dois primeiros processos que devem
ser desenvolvidos por um individuo na diregdo de dominar as regras e
procedimentos simbdlicos que constituem o dominio” (LOPES, G. L. O., 2017, p. 53).
Os estudantes se desafiarem e terem espago para elaborar conjecturas é um
movimento que a autora considera necessario para um exercicio de criatividade e o
desenvolvimento dos processos de PMA.

Além da formulagao de conjecturas, Lopes, G. L. O. (2017) destaca
a reflexao sobre a prépria experiéncia matematica como uma caracteristica do PMA
e outro fator que requer que o individuo se familiarize com o dominio para

compreender 0s processos mentais que estdo envolvidos em seu desenvolvimento.

No caso particular da criatividade Matematica, o exercicio criativo de
um matematico ocorre quando o Pensamento Matematico Avangado
no individuo foi desenvolvido, a tal ponto, que este alcang¢ou o grau
de representacdo e abstracdo que o possibilita compreender o
dominio e reconhecer os processos de selegdo do campo. (LOPES,
G.L.0O, 2017, p. 58-59).

Ao discutir potenciais pedagogicos da obra Arithmetica Infinitorum,
Lopes, G. L. O. (2017) a considerou uma fonte de atividades que contemplam os
processos de PMA propostos por Dreyfus (2002), como atividades de exploragao,
especulacédo, investigacao e atividades que envolvem processos de generalizagao,
sintese e representacao.

Menezes (2018) investigou como a relagdo da Sequéncia Fedathi
com a teoria do PMA pode alicergar o ensino de Calculo Diferencial e Integral dos
estudantes de um grupo de estudos. Outras pesquisas, algumas das quais
comentaremos na segao seguinte (FONTENELE, 2018; TEOFILO; LIMA; MENEZES,
2020), utilizaram os referenciais tedricos do PMA e da Sequéncia Fedathi.
Entretanto, escolhemos destacar aqui a de Menezes (2018) por realizar
aproximacoes tedricas entre esses dois referenciais e utilizar essas aproximacgoes
em uma caracterizacdo docente. O autor elaborou caracterizagdes de ‘bom

professor e ‘bom aluno’, correspondentes a posturas docentes e discentes
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adequadas de acordo com a Sequéncia Fedathi e o referencial tedrico do PMA.
Algumas dessas posturas referem-se a consideragdes dos teoricos a respeito da
mediacao docente em sala de aula, conforme comentamos no Capitulo 2, tais como
estimular o pensamento do estudante ao invés de fornecer o produto final do
pensamento matematico; valorizar o erro, a investigacéo; e valorizar o ato criativo,
da formulagdo de conjecturas ao estagio final de refinamento e prova (TALL, 2002;
DREYFUS, 2002).

Bussmann e Savioli (2020) teorizaram o Pensamento Matematico-
Computacional, unindo concep¢des de Pensamento Computacional e do PMA
conforme Dreyfus (2002), embasados em uma metodologia de pesquisa teodrica e
especulativa. Essa teorizacdo tomou as caracterizagdes de Dreyfus (2002) como
linha mestra para a discussao, a partir dos quais os autores adicionaram concepgoes
de Pensamento Computacional e seus entendimentos de cada fase envolvida nas
construgdes simbdlicas e construgdes mentais. Por exemplo, a partir da necessidade
do estudante construir seus simbolos para representar um objeto matematico
(DREYFUS, 2002), os autores agregaram um dos entes do Pensamento
Computacional, a linguagem, que possui sua notagdo, concluindo que a notagao
apresenta uma utilidade que deve ser construida. Resumidamente, a relacdo entre
conceito e simbologia, as representagdes concretas, as inteiragdes e observacao de
padrdes, as acgcdes que envolvem padrdes, reflexdes, didlogo e arguicdo, as
conexdes entre os assuntos da disciplina, a experienciacdo da evolugdo do
pensamento cientifico, a construcdo da notagao e o sistema de representacdes sao
algumas caracteristicas do Pensamento Matematico-Computacional (BUSSMANN;
SAVIOLI, 2020).

Broetto e Santos-Wagner (2021) discutiram trés questbes
relacionadas aos saberes mobilizados na atividade docente. A primeira questao trata
da natureza e especificidades do conhecimento matematico escolar. Os autores
concordam com Moreira e David (2007) que o conhecimento matematico escolar
‘ndo se constitui apenas como uma reorganizagao didatica do conhecimento
cientifico nem como uma construgéo original da escola, mas como um conjunto de
saberes associados a profissao docente” (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2021, p.
109). A segunda questdo que os autores discutem é relativa aos saberes
necessarios para o desempenho da atividade docente. A terceira questao envolve os

impactos que as duas primeiras provocam na formacdo dos professores de
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Matematica. Os autores concordam com Tardif (2012) que os saberes difundidos
nas universidades ainda nao estio de acordo com os saberes construidos na pratica
docente, embora reconhegam avangos em diretrizes curriculares.

Os autores relacionaram essas questdes a pesquisas que
desenvolveram anteriormente (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2017a, 2017b).
Essas pesquisas envolveram a identificagdo de conceitos imagem de estudantes de
licenciatura em Matematica a respeito de numeros irracionais € a consequente
identificacdo de obstaculos de aprendizagem. Assim, Broetto e Santos-Wagner
(2021) estabeleceram uma relagdo entre o reconhecimento de conceitos imagem
(TALL; VINNER, 1981) e o conhecimento dos professores:

Shulman (1986) também aponta para a necessidade do
conhecimento das concepgdes e preconcepcdes trazidas pelos
alunos, frequentemente equivocadas, que demandardao que os
professores criem estratégias frutiferas para reorganizar o
entendimento dos aprendizes. Porém, trabalhar a partir das imagens
construidas pelos estudantes nao é algo simples, visto que elas séo
‘psicologicamente resistentes’ [...]. (BROETTO; SANTOS-WAGNER,
2021, p. 127, grifo dos autores).

Broetto e Santos-Wagner (2021) defendem uma abordagem para a
formacdo de professores que vise a pratica docente na Educacdo Basica e a
superacao das dificuldades trazidas pelos licenciandos ao ingressarem no curso,

considerando que, mesmo com a ruptura de uma abordagem mais formal:

[...] o futuro professor de matematica pode ter dificuldades com a
matematica basica escolar se suas imagens conceituais conflitantes
e/ou incoerentes nao forem detectadas e trabalhadas
apropriadamente ao longo de sua formacgao inicial. (BROETTO;
SANTOS-WAGNER, 2021, p. 129).

Inarejos et al. (2022), relacionaram referenciais tedricos de PMA
(DREYFUS, 2002; TALL, 2002; TALL; VINNER, 1981), criatividade matematica
(ERVYNCK, 2002; NADJAFIKHAH; YAFTIAN; BAKHSHALIZADEH, 2012), Atividade
Matematica Avancando (RASMUSSEN; ZANDIEH; KING; TEPPO, 2005) e
Conhecimento Matematico Avangado (ZAZKIS; LEIKIN, 2010). Os autores
apresentaram uma analise de produgdo escrita em que ilustraram algumas
contribuicdes que cada referencial tedérico pode oferecer ao ser utilizado em uma
pesquisa.

As principais similaridades identificadas por Inarejos et al. (2022)

nesses referenciais tedricos dizem respeito a Matematica como atividade humana a
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ser reconstruida em sala de aula, a criatividade matematica envolvida em todos
esses referenciais tedricos, a inspiragdo que algumas teorias buscaram no
pensamento de matematicos e aos processos e indicios de PMA que permeiam
outros referenciais. A principal divergéncia diz respeito a énfase dada pelos termos e
conceitos caracterizados no referencial tedrico. Assim, os autores concluiram que
“‘Nenhum deles ilumina todo o pensamento mobilizado na atividade, mas cada um
foca em determinados aspectos” (INAREJOS et al., 2022, p. 240), sugerindo
situagdes em que cada um desses referenciais tedricos pode ser mais adequado a

analise de uma producéo escrita:

O PMA destaca processos de pensamento desenvolvidos pela
estudante, mas nao evidencia as tentativas ‘falhas’, a diversidade de
resolugdes exploradas, a evolugdo do pensamento durante a
realizacao da atividade ou os conhecimentos avangados mobilizados.
A Criatividade Matematica, por sua vez, salienta as varias tentativas
de solugcdo e o pensamento matematico envolvido na comparagao
entre elas e procura por uma mais simples, além do pensamento
envolvido em solucdes que se destacam por serem mais diferentes
do usual. A Atividade Matematica Avancando ressalta as etapas
percorridas e a forma como a resolugéo foi organizada e pensada,
além da evolugao do pensamento durante a resolucao, incluindo a
formulagdo e investigagdo de conjecturas. O Conhecimento
Matematico Avancado é interessante para se discutir elementos do
curriculo da graduacado que foram mobilizados. (INAREJOS et al.,
2022, p. 240, grifo dos autores).

As pesquisas comentadas nesta se¢cdo nos serviram de inspiragao
para organizarmos nossas ideias para uma teorizagdo, no Capitulo 6, a partir do
PMA e de referenciais tedricos que envolvem saberes e conhecimentos para o
ensino de Matematica. A seguir, apresentamos um levantamento focado em
pesquisas que utilizaram o referencial teérico do PMA e envolveram futuros

professores de Matematica.

4.2 O PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO EM PESQUISAS QUE ENVOLVERAM FUTUROS

PROFESSORES DE MATEMATICA

Utilizando ‘licenciatura’ como uma das palavras-chave, foi possivel
realizarmos buscas sistematicas que nos permitiram fazer um levantamento extenso
e encontrar trabalhos relacionados ao nosso tema, incluindo alguns nao analisados
nesta secdo, como os que utilizaram o referencial teérico do PMA e envolveram

professores formados.
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Realizamos buscas por meio do mecanismo de pesquisa do Google
Académico, no portal de periddicos e no catalogo de teses e dissertagdes da
CAPES, posteriormente, nos periodicos de Qualis A1 e A2 especificos da Educacgéo
Matematica (Apéndice A) e nos acervos digitais de teses e dissertagdes dos
programas de pods-graduacdo em Educacdo Matematica que se destacaram nas
buscas iniciais (no caso de ao menos duas pesquisas de um programa terem sido
selecionadas).

Esse levantamento foi realizado no periodo de fevereiro a junho de
2021. Em todos os mecanismos de busca, utilizamos as palavras-chave
‘pensamento matematico avancado’ e ‘licenciatura’ e depois as palavras-chave
‘advanced mathematical thinking’ e ‘prospective teachers’, além de ‘advanced
mathematical thinking’ e ‘pre-service teacher education™.

Nos resultados gerados por essas buscas, utilizamos o seguinte
critério de selegao: selecionamos as pesquisas que utilizaram o referencial tedrico
do PMA e envolveram estudantes de licenciatura em Matematica (ou questdes
referentes ao curso de licenciatura em Matematica) ou de algum curso em nivel de
graduagdo voltado a formacdo de professores de Matematica (especialmente em
pesquisas realizadas no exterior).

Para realizar as selegdes, verificamos o titulo e o resumo dos
resultados encontrados. Se isso nao fosse suficiente para decidir quanto a selegao
(de acordo com o critério descrito), verificamos a introdu¢cdo e os procedimentos
metodoldgicos.

Considerando que o nosso objetivo diz respeito ao ensino de
Matematica na Educacgao Basica, descartamos pesquisas que estudaram o PMA no
Ensino Superior em geral, até mesmo que promoveram estudos em cursos de
licenciatura em Matematica e em algum outro curso, pois, ao ampliarem seu escopo
para outros cursos e formacgdes de outros profissionais, essas pesquisas nao
focaram nos futuros professores de Matematica da Educacéo Basica. Os trabalhos
de levantamento encontrados foram reservados para verificarmos as pesquisas
citadas.

Essas buscas sao descritas resumidamente em Inarejos e Savioli
(2022).

0 Testamos diferentes palavras-chave em inglés no Google Académico para procurar trabalhos que
envolvam a formacgao inicial de professores, na falta de uma tradugao precisa para ‘licenciatura’.
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Sendo assim, com esses mecanismos de busca e por meio do
critério de selegédo descrito, selecionamos oitenta e trés trabalhos que estudaram o
PMA e envolveram licenciandos em Matematica ou questdes referentes ao curso,
sendo nove teses de doutorado, vinte e oito dissertagcdes de mestrado, vinte e nove
artigos de periddicos e dezessete artigos de anais de eventos; sessenta e seis
trabalhos brasileiros, quinze estrangeiros e dois luso-brasileiros.

A fim de exibir alguns resultados encontrados em um quadro,
fornecendo uma ideia da forma das pesquisas levantadas, filtramos os trabalhos
mais recentes (a partir de 2017). Assim, no Quadro 4, sintetizamos alguns aspectos

gerais desses trabalhos publicados entre 2017 e 2021 (data do levantamento).

Quadro 4 — Aspectos gerais das pesquisas mais recentes selecionadas

Autores (ano): Amorim, Pietropaolo, Powell e Silva (2020). Titulo: Concepgbes de Estudantes de
um Curso de Licenciatura em Matematica sobre Argumentagbes e Provas. Objetivo: Discutir as
concepgdes e o conceito imagem de futuros professores a respeito de argumentagdes e provas
para ensinar e aprender Matematica. Procedimentos metodoldgicos: Os autores aplicaram um
questionario e realizaram entrevistas com estudantes de licenciatura em Matematica, que foram
analisados com base em Tall e Vinner, relativamente ao conceito imagem, e em Ponte,
relativamente a ideia de Concepgao.

Autores (ano): Broetto e Santos-Wagner (2017a). Titulo: Conhecimentos relativos a numeros
racionais e irracionais de uma aluna ingressante na Licenciatura em Matematica. Objetivo: Fazer
um diagnéstico dos conhecimentos referentes a niumeros racionais e irracionais trazidos por uma
aluna ingressante de um curso de licenciatura em Matematica. Procedimentos metodolégicos: O
artigo é parte de uma pesquisa de doutorado que teve uma fase inicial de diagndstico, composta
por dois questionarios, e uma fase posterior de intervencdo pedagdgica, envolvendo alguns
experimentos de ensino. No artigo, os autores focaram na fase de diagnéstico do estudo principal e
analisaram os dados referentes a uma participante.

Autores (ano): Broetto e Santos-Wagner (2017b). Titulo: Um modelo para analisar a imagem do
conceito de estudantes universitarios: o caso dos numeros irracionais. Objetivo: Construir um
modelo de analise de dados que articula as teorias de conceito imagem, exemplos protétipos e
compreensdo instrumental e relacional. Procedimentos metodolégicos: Consiste em um trabalho
tedrico em que os autores desenvolvem um modelo e exemplificam sua utilizagdo no diagnostico
de conceito imagem de nimeros racionais e irracionais de uma estudante.

Autoras (ano): Flbres, Fonseca e Bisognin (2020). Titulo: Processos do pensamento matematico
avangado revelados nas resolugbes de tarefas envolvendo numeros racionais. Objetivo: Analisar
quais processos do Pensamento Matematico Avangado (PMA) sdo mobilizados por estudantes de
um curso de formagao inicial de professores de Matematica ao realizarem tarefas exploratorias
envolvendo alguns aspectos da representagdo de numeros racionais. Procedimentos
metodoldgicos: Coleta de dados na produgéo escrita dos participantes, por meio da proposi¢ao
de tarefas relacionadas a representacéo decimal finita de numeros racionais.

Autores (ano): Fonseca e Henriques (2018). Titulo: Compreensao da Definicdo Formal de Limite:
um estudo na formacgéo inicial de professores de Matematica. Objetivo: Analisar a compreensao
evidenciada por estudantes de um curso de formagéao inicial de professores de Matematica a
respeito da definicdo formal de limite de uma fungdo num ponto, no decorrer de uma intervengéo
didatica. Procedimentos metodolégicos: Observacao participante com gravacdo em audio e
video das aulas lecionadas e produgbes escritas dos estudantes na resolugdo das tarefas
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propostas em sala de aula, que foram analisadas considerando os significados, as representacdes
de limite e a sua aplicacao na resolucao de problemas.

Autores (ano): Fonseca e Henriques (2020). Titulo: Learning with Understanding the Continuity
Concept: A Teaching Experiment with Brazilian Pre-service Mathematics Teachers. Objetivo:
Analisar a compreensdo de professores de Matematica do conceito de continuidade de uma
fungdo, no contexto de um experimento de ensino baseado em um modelo tedrico de
aprendizagem com compreensido. Procedimentos metodolégicos: A pesquisa envolveu
participantes de um curso de pré-calculo. As aulas seguiram uma abordagem exploratéria. Os
autores realizaram uma analise qualitativa e interpretativa de dados coletados por observagao
participante com gravagao de audio e video das aulas, trabalho escrito e digital dos estudantes
referente as tarefas propostas e entrevistas.

Autora (ano): Fontenele (2018). Titulo: Contribuicdes da Sequéncia Fedathi para o
desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangado: uma analise da mediagdo docente em
aulas de Algebra Linear. Objetivo: Compreender como a mediacdo docente, apoiada na
Sequéncia Fedathi, influencia no desenvolvimento do PMA de estudantes de licenciatura em aulas
de Algebra Linear. Procedimentos metodolégicos: Estudo de caso; a investigacdo de campo
dividiu-se em trés etapas: (a) observagéo de uma disciplina de Algebra Linear; (b) realizagdo de um
curso de extensdo, procurando identificar na mediagdo docente possiveis relagbes com o
desenvolvimento do PMA; e (c) grupo de estudos, em que os estudantes puderam conhecer a
Sequéncia Fedathi e expor suas impressdes sobre a experiéncia vivenciada.

Autores (ano): Jesus e Savioli (2019). Titulo: Concepg¢des manifestadas por licenciandos em
matematica ao lidarem com tarefas envolvendo o conceito de anel. Objetivo: Identificar e discutir,
por meio da Teoria APOS, as concepgcdes manifestadas por licenciandos em Matematica ao
lidarem com tarefas envolvendo o conceito de Anel. Procedimentos metodolégicos: Coleta de
dados por meio de cinco tarefas aplicadas a licenciandos concluintes da disciplina de Estruturas
Algébricas. A partir dos registros escritos obtidos, os autores identificaram as concepgdes (agao,
processo, objeto, esquema) de cada um deles.

Autor (ano): Jorge (2017). Titulo: Teoria de Conjuntos: Processos Manifestados do Pensamento
Matematico Avangado. Objetivo: Verificar tarefas desenvolvidas por estudantes do curso de
licenciatura em Matematica para identificar processos de Pensamento Matematico Avangado em
relacdo a Teoria de Conjuntos. Procedimentos metodolégicos: Estudantes do segundo ano da
licenciatura em Matematica foram convidados a resolver as tarefas propostas. O autor observou
caracteristicas dos processos de PMA envolvidos nas producgdes escritas, além de analisar quais e
quantos processos cada estudante demonstrou a respeito da Teoria de Conjuntos.

Autora (ano): Lopes, G. L. O. (2017). Titulo: A criatividade matematica de John Wallis na obra
Arithmetica Infinitorum: contribuicbes para ensino de calculo diferencial e integral na licenciatura
em matematica. Objetivo: Examinar de que forma as ideias de John Wallis, emergentes na obra
Arithmetica Infinitorum, apresentaram inovagdes que podem contribuir para o encaminhamento
conceitual e didatico de nogbdes de Calculo no curso de licenciatura em Matematica.
Procedimentos metodolégicos: Com base nos principios de criatividade elaborados por Mihaly
Csikszentmihalyi e nos processos de PMA propostos por Dreyfus, a autora formulou um modelo
para examinar a obra Arithmetica Infinitorum e indicou seus potenciais pedagdgicos.

Autores (ano): Lopes e Lopes (2017). Titulo: Numero de Ouro: Uma Interessante Aplicacdo da
Histéria da Matematica a Analise Matematica. Objetivo: Elaborar atividades matematicas,
aderentes a disciplina de Analise, que fogem de uma abordagem légico-formal-dedutiva e levem
em consideragdo os aspectos histéricos do conteudo; dar subsidios para o formador de
professores de Matematica da Educacdo Basica utilizar em seu trabalho na Licenciatura.
Procedimentos metodoldgicos: Pesquisa bibliografica e investigagdo de uma proposta de
abordagem preparatéria dos conteudos que permeiam os fundamentos da Anélise Real.

Autora (ano): Lopes, L. M. L. (2017). Titulo: Imagem de conceito e definicdo de conceito: um olhar
sobre o ensino de Geometria Analitica no ensino superior. Objetivo: Analisar as possibilidades que
a teoria do PMA oferece para o ensino de Geometria Analitica no ensino superior. Procedimentos
metodolégicos: A autora do projeto pretende utilizar um Experimento de Ensino como
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procedimento metodoldégico de coleta dos dados, utilizar de questionario e observagdo como
instrumentos para a coleta de dados, e realizar uma analise qualitativa dos discursos dos
estudantes para tentar responder as questdes norteadoras da pesquisa.

Autora (ano): Lopes (2019). Titulo: Formacao e reelaboragio de imagens e definicdes de conceito
relacionadas ao ensino de vetores em geometria analitica. Objetivo: Apresentar as contribuigdes
de atividades de Geometria Analitica na formacdo de conceito imagem e conceito definicdo
relacionados a vetores por estudantes de licenciatura em Matematica. Procedimentos
metodolégicos: Experimento de ensino; coleta de dados por meio de grupos de atividades,
observagao e questionario com discentes do curso de licenciatura em Matematica.

Autores (ano): Mateus-Nieves e Jimenez (2020). Titulo: Mathematical generalization from the
articulation of advanced mathematical thinking and knot theory. Objetivo: Oferecer aos estudantes
um espago de formacdo disciplinar adicional que lhes permita aprofundar o processo de
generalizagdo matematica; identificar como alguns conceitos basicos da Teoria dos Nos permitem
o desenvolvimento de habilidades de PMA a partir do processo de generalizagdo matematica em
estudantes da licenciatura em Matematica. Procedimentos metodolégicos: A pesquisa envolveu
estudantes do curso de Matematica que cursavam do terceiro ao sexto semestre. Os autores
assumiram a pesquisa-agdo a partir de trés fases: exploratéria, de intervencdo e de resultados.
Com énfase na segunda fase (intervencgédo), articularam o esquema holistico da Teoria dos Nos
com o PMA.

Autor (ano): Menezes (2018). Titulo: O ensino do calculo diferencial e integral na perspectiva da
Sequéncia Fedathi: caracterizacdo do comportamento de um bom professor. Objetivo: Investigar
como a relagédo da Sequéncia Fedathi com a teoria do PMA pode alicercar os processos de ensino
de Célculo Diferencial e Integral dos estudantes de um grupo de estudos, respondendo de que
maneira isso contribui para a aprendizagem de conceitos e procedimentos nessa disciplina, e como
pode ser feita a caracterizagcdo do docente em amparo nesses conceitos. Procedimentos
metodolégicos: Sessdes didaticas foram trabalhadas com a Sequéncia Fedathi como metodologia
para elaboragédo e condugédo no ensino do conteudo. O ensaio delineou-se num grupo de estudos
criados em um curso de Matematica e os participantes foram os estudantes inscritos e o professor
que mediou os encontros. No decorrer da experimentagdo, as perguntas da pesquisa foram
respondidas e colhidos resultados que serviram como embasamento para a classificagdo de bons
professores e bons alunos.

Autor (ano): Proenga (2019). Titulo: Generalizagdo de padrées algébricos no ensino via resolugéo
de problemas: compreensdo de licenciandos em Matematica. Objetivo: Analisar a compreensao
de licenciandos em Matematica no processo de generalizacdo de padrdes algébricos, voltado ao
trabalho que envolve o ensino via resolugdo de problemas. Procedimentos metodoloégicos: O
autor realizou um estudo exploratério e descritivo nas aulas de uma disciplina de um curso de
licenciatura em Matematica, frequentada por estudantes do quarto ano, os quais vivenciaram o
processo de generalizagao de padrdes de conteudos do Ensino Médio.

Autora (ano): Rodrigues (2019). Titulo: Contribuicbes de uma Sequéncia de Atividades para a
Compreensdo do Conceito de Comprimento de Curva. Objetivo: Investigar as possiveis
contribuicbes da aplicagdo de uma sequéncia de atividades, elaborada de acordo com a
Engenharia Didatica, para a compreensdo do conceito de comprimento de curvas planas por
estudantes de um curso de licenciatura em Matematica. Procedimentos metodoldgicos: Foi
utilizada a Engenharia Didatica, de acordo com Michele Artigue. A autora realizou uma analise dos
livros didaticos utilizados pelos professores e aplicou um teste diagndstico com estudantes de um
curso de licenciatura em Matematica, matriculados na disciplina de Calculo Il. Os resultados da
analise dos livros e do teste diagndstico serviram de subsidios para elaboragdo de uma sequéncia
de atividades para construgao do conceito de comprimento de curva. O levantamento de dados foi
realizado por meio dos registros feitos pela pesquisadora em seu diario de campo, dos registros
das resolucdes das atividades realizadas pelos estudantes e por gravagdes em audio.

Autores (ano): Santos e Domingos (2017). Titulo: Mathematics in Pre-service Teacher Education
and the Quality of Learning: an Experience with Papers Planes, Smartphones and Geogebra.
Objetivo: Apresentar um exemplo de modelagem matematica feita por estudantes em uma
atividade de geometria de um curso de formagédo de professores, analisando a atividade por um
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modelo desenhado para acessar o pensamento matematico e a qualidade da aprendizagem dos
estudantes. Procedimentos metodologicos: No estudo, os estudantes utilizaram avides de papel,
smartphones e um software de geometria dindmica para encontrar a equagdo que descreve a
trajetoria de voo dos avides de papel. Os dados foram analisados com um modelo analitico que
destaca os trés diferentes caminhos adotados pelos estudantes e integra a taxonomia SOLO com
as teorias de PMA e Teoria da Atividade.

Autoras (ano): Sousa e Almeida (2017). Titulo: Mathematical thinking in mathematical modelling
activities. Objetivo: Investigar a questdo “Os processos cognitivos que ocorrem durante as
atividades de modelagem matematica conduzem os alunos ao pensamento matematico
avancado?". Procedimentos metodolégicos: Andlise qualitativa e interpretativa do progresso de
um estudante de um curso de licenciatura em Matematica durante o desenvolvimento de atividades
de modelagem matematica, com dados coletados em gravagdes de audio, video e registros
escritos entregues.

Autores (ano): Tedfilo, Lima e Menezes (2020). Titulo: Calculo diferencial e integral: da
Sequéncia Fedathi ao Pensamento Matematico Avangado. Objetivo: Entender se a utilizacdo da
metodologia de ensino Sequéncia Fedathi, por parte dos docentes, pode desenvolver aspectos do
PMA na construg¢éo de raciocinio por parte dos discentes. Procedimentos metodolégicos: Estudo
de caso. Os participantes eram estudantes de um grupo de estudos. Para analise dos resultados,
os autores observaram categorias estabelecidas com base no referencial teérico do PMA.

Autores (ano): Trindade e Soares (2017). Titulo: O Conceito de Sequéncias Numéricas: Analise
de um Livro do Ensino Superior. Objetivo: Analisar uma sec¢ao especifica de uma obra de Calculo
presente nas ementas de um curso de licenciatura em Matematica, a fim de verificar a abordagem
do conceito de sequéncias numéricas. Procedimentos metodolégicos: Analise documental e a
técnica da anadlise de conteudo. Os autores observaram o rigor matematico na segéo analisada,
bem como a abordagem do conceito sob a ética do PMA.

Autoras (ano): Vidotti e Kato (2018). Titulo: Um Estudo sobre Conflitos no Processo de
Aprendizagem de Limite de Funcdes de Varias Variaveis. Objetivo: Investigar possiveis causas
para os erros cometidos pelos estudantes do curso de licenciatura em Matematica em um teste
diagndstico sobre limite de funcbes de varias varidveis. Procedimentos metodolégicos: As
autoras utilizaram um teste diagndstico constituido por questdes abertas envolvendo a definicéo e
propriedades do limite em que identificaram algumas das possiveis causas para os erros
manifestados pelos estudantes. Realizaram um questionario com académicos do curso de
licenciatura em Matematica de trés universidades paranaenses.

Autores (ano): Vieira, Souza e Imafuku (2020). Titulo: Sobre Justificativas em Questées do Tipo
Verdadeiro/Falso de Estudantes de Licenciatura em Matematica. Objetivo: Analisar percepcdes de
um grupo de estudantes de um curso de licenciatura em Matematica a respeito de prova e
justificativa em Matematica, com foco em sequéncias numéricas. Procedimentos metodolégicos:
Entrevista com sete docentes que ministram essas disciplinas para o curso de licenciatura em
Matematica para a elaboragédo dos instrumentos de coleta de dados; aplicagdo de duas questdes
do tipo Verdadeiro/Falso e entrevistas semiestruturadas, em dois momentos distintos do curso.

Fonte: os autores.

No Quadro 4, procuramos aproveitar as descricdes dos objetivos ou
procedimentos metodoldgicos para evidenciar questdbes como instrumentos de
coleta, participantes e referencial tedrico, mas sem desprender muito espago com
questdes de contexto como local de aplicagao e quantidade de participantes.

Nas oitenta e trés pesquisas selecionadas, verificamos que quarenta

e duas basearam-se no conceito imagem e conceito definigdo de Tall e Vinner
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(1981), dezoito nas caracterizagbes do PMA propostas por David Tall, quatro em
caracterizagdes do PMA propostas por Tommy Dreyfus, vinte e trés em processos
de PMA descritos por Dreyfus (2002), seis na Teoria APOS, proposta por Dubinsky
(2002), cinco na divisdo proceitual, proposta por Gray e Tall (1994), quatro nas
concepgoes e fases de formacado dos conceitos matematicos, propostas por Sfard
(1987, 1991) e duas nas ideias de compreensao incipiente ou niveis de conceito
imagem, propostas por Domingos (2003), considerando que muitas delas utilizaram
mais de um desses referenciais.

Embora o Quadro 4 apresente apenas um recorte das pesquisas
que encontramos, nele podemos observar que alguns desses trabalhos utilizaram o
referencial do PMA para verificar indicios desse pensamento em producgbes de
estudantes, futuros professores.

Assim, lemos os trabalhos levantados e pensamos em separar
esses que verificaram indicios de pensamento matematico nas producdes dos
estudantes, pois a avaliagao da aprendizagem em Matematica dos estudantes com o
referencial teérico do PMA pode indicar possiveis relacdes entre o desenvolvimento
do PMA e essa aprendizagem. Nosso interesse nessas relagdes se deve a procura
por possibilidades de contribuicbes do PMA para o ensino, considerando, conforme
Ball e Bass (2009), que o ensino requer o compromisso com a aprendizagem de
cada estudante e o fornecimento de oportunidades para tal.

Como normalmente acontece em uma pesquisa qualitativa
(BOGDAN; BIKLEN, 1991; FIORENTINI; LORENZATO, 2006), nossos critérios de
selegdo e analise foram se modificando e ganhando consisténcia conforme
realizavamos o levantamento e percebiamos similaridades e possiveis dualidades na
classificagdo dos trabalhos encontrados. Inicialmente, pretendiamos analisar
separadamente os trabalhos que avaliaram a aprendizagem por meio de indicios de
PMA e os demais. No entanto, tornou-se cada vez mais dificil diferenciar esses
trabalhos dos que verificaram processos de PMA na producao escrita de estudantes,
utilizando o referencial tedrico para justificar a importancia do desenvolvimento
desses processos de pensamento para a aprendizagem. Além disso, gostariamos de
analisar (nesses trabalhos realizados com estudantes de licenciatura) discussdes
com relacdo a possiveis contribuigdes do PMA para os futuros professores de
Matematica, mas ndo encontramos (nesses que verificaram indicios de PMA) nada

que nao fosse relacionado a aprendizagem matematica.
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Sendo assim, resolvemos analisar separadamente pesquisas que
utilizaram o referencial tedérico do PMA para verificar indicios de pensamento
matematico em produgdes de estudantes (futuros professores) que entendemos
como forma de avaliar a aprendizagem em Matematica ou discutindo o PMA dos
estudantes como um aporte para a aprendizagem. Das sessenta e seis pesquisas
que satisfizeram esse critério, selecionamos as dezessete completas e mais
recentes (realizadas nos ultimos cinco anos da data do levantamento, ou seja, a
partir de 2017). Nessas pesquisas, examinamos os critérios de avaliacdo do
pensamento matematico dos estudantes e possiveis relacdes entre os indicios de
PMA e a aprendizagem de conceitos matematicos, que interpretamos a partir de
consideragdes dos autores.

Essas anadlises podem ser vistas em Inarejos e Savioli (2022).
Resumidamente, foram interpretadas concepgdes*’ de que o PMA contribui ou é
mesmo necessario para a aprendizagem de conceitos (BROETTO; SANTOS-
WAGNER, 2017a, 2017b; FONSECA; HENRIQUES, 2020; FONTENELE, 2018;
JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017; LOPES, 2019; SOUSA; ALMEIDA, 2017;
TEOFILO; LIMA; MENEZES, 2020; VIDOTTI; KATO, 2018); a aprendizagem de
conceitos pode ser inferida pelo desenvolvimento do PMA (AMORIM et al., 2020;
FONSECA; HENRIQUES, 2018, 2020; JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017,
MENEZES, 2018; TEOFILO; LIMA; MENEZES, 2020; VIEIRA; SOUZA; IMAFUKU,
2020); a aprendizagem de conceitos contribui para o desenvolvimento do PMA
(JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017; SOUSA; ALMEIDA, 2017; VIEIRA; SOUZA;
IMAFUKU, 2020); a finalidade de uma abordagem pode ser o desenvolvimento do
PMA (FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020; FONTENELE, 2018; JORGE, 2017;
MATEUS-NIEVES; JIMENEZ, 2020; SOUSA; ALMEIDA, 2017; VIEIRA; SOUZA;
IMAFUKU, 2020); a aprendizagem de conceitos e o desenvolvimento do PMA
ocorrem juntos (FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020; JESUS; SAVIOLI, 2019;
JORGE, 2017) ou contribuem um para o outro (JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE,
2017; SOUSA; ALMEIDA, 2017); e o referencial teérico do PMA pode auxiliar os
professores no diagnéstico de dificuldades (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 20173,

*! Essas concepgdes foram interpretadas com base nas afirmagdes dos autores em seus trabalhos,
referindo-se a consideragdes que por vezes vao além das conclusGes das investigagdes realizadas.
Assim, enfatizamos que essas pesquisas nao tiveram o objetivo de estabelecer essas relagbes entre
o desenvolvimento do PMA e a aprendizagem em Matematica. No entanto, aproveitamos essas
concepgdes interpretadas para reunir ideias que nos auxiliaram a estabelecer relagbes tedricas entre
o PMA e o ensino de Matemética na Educagao Basica no Capitulo 6.
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2017b; JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017; VIDOTTI; KATO, 2018) ou no
embasamento do processo de ensino-aprendizagem (AMORIM et al., 2020;
FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020; FONTENELE, 2018; JESUS; SAVIOLI,
2019; LOPES, 2019; MATEUS-NIEVES; JIMENEZ, 2020; MENEZES, 2018;
RODRIGUES, 2019).

Essas concep¢des ndo se contradizem, de forma que podemos
reuni-las em uma unica concepg¢ao a respeito da relacdo do desenvolvimento do
PMA com a aprendizagem dos conteudos matematicos, conforme argumentaremos
no Capitulo 6 com relagdo a aprendizagem em Matematica Avangada.

Além disso, essas relacbes entre os indicios de PMA e a
aprendizagem de conceitos nos indicam possiveis contribuicbes do PMA para
professores de Matematica, como a aprendizagem de conteudos matematicos, o
entendimento de como os estudantes aprendem Matematica e consideracdes do
referencial tedrico para um processo de ensino favoravel a aprendizagem. Ainda,
essas relagdes indicam a utilizacdo desse referencial tedrico pelos pesquisadores
em avaliagdes, algo que poderia dar suporte a professores para avaliarem seus
alunos; porém, para isso, os professores precisariam estudar o referencial teérico do
PMA, como abordaremos na Secéo 6.1.

Nas pesquisas levantadas que utilizaram o referencial teérico do
PMA de uma forma diferente de verificar indicios de pensamento matematico nas
produgdes dos estudantes, buscamos entender como os autores utilizaram esse
referencial, procurando por possiveis relacdées que essas utilizagcdes estabelecem
entre o PMA e contribuicbes para os futuros professores, o que pode nos indicar
contribuigdes do PMA para o ensino de Matematica na Educagéao Basica.

Considerando a importancia dessas relagdes para o objetivo da tese
e uma quantidade menor de trabalhos a analisar, ndo nos limitamos a um recorte de
tempo para a analise dessas pesquisas selecionadas, diferente do critério de recorte
adotado em Inarejos e Savioli (2022). Desse modo, o corpus de andlise desta segao
€ formado por dezessete trabalhos: trés teses, duas dissertagdes, quatro artigos de
periddicos e oito publicacbes em anais de eventos. Os autores mais utilizados foram
Tall, em nove pesquisas, Tall e Vinner, em oito e Dreyfus, em sete.

Identificamos formas de utilizar o referencial tedérico do PMA e
concluimos que, dos dezessete trabalhos que compdem o corpus, sete deles

utilizaram para embasar a elaboracdo de propostas didaticas, quatro para a
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justificativa da pesquisa (incluindo dois que também embasaram o entendimento de
um termo adotado), trés para discutir dificuldades dos estudantes (mas sé um deles
utilizou o referencial do PMA exclusivamente para isso), dois para analisar materiais
didaticos, dois utilizaram esse referencial em alguma discusséao tedérica e um utilizou
na justificativa para uma disciplina. Ressaltamos que alguns deles conferem com
mais de uma utilizagao*.

Iniciamos comentando os trabalhos que embasaram a elaboragao de
uma proposta didatica com o referencial teérico do PMA.

Brito (2010) e Brito e Reis (2011) justificam que o rigor deve ser
compativel ao contexto de ensino, tendo suas particularidades na licenciatura em
Matematica. Assim, a proposta didatica produzida pelos autores se fundamenta na
necessidade de uma abordagem dialética dos aspectos intuitivos e rigorosos no
ensino de Analise Real na licenciatura. Fundamentados em Reis (2001), os autores
consideram a necessidade de um rompimento com o ensino formalista atual, tendo
em vista a formacao de professores de Matematica com multiplicidade e flexibilidade
de conhecimentos especificos. Defendem, assim, que “[...] o rigor é fundamental no
ensino de Andlise Real, mas que deve ser buscado de forma gradativa, levando-se
em consideragao todo o contexto da sala de aula” (BRITO, 2010, p. 78).

As pesquisas de Brunet, Leivas e Leyser (2009), Lopes e Lopes
(2017), Lopes, L. M. L. (2017), Miranda (2010) e Santos e Domingos (2011)
utilizaram o PMA como um embasamento para a elaboragcido de propostas visando o
aprendizado dos estudantes quanto aos conteudos de Matematica Avangada, sem
outra relacao, por nos identificada, com conhecimentos especificos dos professores
de Matematica. Entretanto, pensando além da importancia do aprendizado em
Matematica Avancada na licenciatura, essas pesquisas evidenciam o potencial da

teoria do PMA para a elaboracdo de planos de aula, por conta das implicagbes

42 Alguns trabalhos que nado fazem parte desse corpus por causa de verificarem indicios de PMA na
producéo de estudantes, sendo que os mais recentes foram analisados em Inarejos e Savioli (2022),
também utilizaram o referencial tedrico em formas como essas. Por exemplo: Amorim (2011) avaliou
a contribuicdo de uma proposta de ensino para a aprendizagem de licenciandos apds cursarem
Andlise Real e utilizou o conceito imagem e o conceito definicdo na andlise de uma produgédo de
estudantes; Dietrich (2010) utilizou a teoria de Tall e Vinner (1981) na analise de livros didaticos, na
analise de um teste diagnostico aplicado com os estudantes, na construgdo de uma sequéncia
didatica a partir dos dados das analises prévias e na analise das resolugbes; Mateus-Nieves e
Jimenez (2020) articularam o PMA com a Teoria dos Nés, propuseram um seminario com base nessa
articulagdo e identificaram processos de PMA desenvolvidos pelos estudantes durante sua
realizagédo; e Vieira, Souza e Imafuku (2020) utilizaram o PMA para justificar a pesquisa e para
analisar uma producao de estudantes.
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didaticas discutidas nessa teoria, algumas das quais ressaltamos no Capitulo 2. Por

exemplo, Lopes e Lopes (2017, p. 5) consideram que:

E desejavel para o sucesso do aluno, com relagdo ao aprendizado de
um conteudo matematico em uma determinada componente
curricular, que ocorra a substituicdo da atividade do estudante
meramente ligada a execugcdo de procedimentos padronizados
baseados na repeticdo, por aquela ligada a abstracdo, a
representagdo e a analise do conteudo. Para Dreyfus [...] uma longa
sequéncia de atividades de aprendizagem ¢é a base para a
compreensdo dos conceitos matematicos. A realizacdo dessas
atividades implica a execucdo de uma variedade de processos que
se interagem.

Analogamente, Santos e Domingos (2011) apontam, em suas
consideragdes finais, para a importancia de um ambiente investigativo na formagao

de professores:

Esta actividade aponta para a necessidade de envolver mais os
estudantes neste ambiente investigativo, mas €& necessario mais
trabalho de forma a flexibilizar e integrar estas actividades nao s6 na
realidade da experiéncia matematica de futuros professores, mas
que estes transportem essas experiéncias para a sua pratica
profissional. (SANTOS; DOMINGOS, 2011, p. 12).

Essas contribuicées do referencial teérico do PMA, que encontramos
nas pesquisas do corpus que fundamentaram a elaboragdo de uma proposta
didatica (BRITO, 2010; BRITO; REIS, 2011; BRUNET; LEIVAS; LEYSER, 2009;
LOPES; LOPES, 2017; LOPES, L. M. L., 2017; MIRANDA, 2010; SANTOS;
DOMINGOS, 2011), convergem com consideragdes indicadas em Inarejos e Savioli
(2022) e com outras pesquisas analisadas nesta secado (ELIAS; BARBOSA;
SAVIOLI, 2011; FRANCO; SOARES, 2013; PRADO, 2016; TRINDADE; SOARES,
2017) que fizeram consideragdes quanto ao embasamento do processo de ensino-
aprendizagem. Essas contribuicdes referem-se a ideias do referencial tedrico do
PMA, especialmente quanto a Tall e Vinner (1981), Tall (2002) e Dreyfus (2002),
com relagdo ao processo de ensino-aprendizagem, que podem contribuir para o
ensino de Matematica.

Considerando os trabalhos que, na nossa interpretagéo, utilizaram o
PMA para justificar a sua pesquisa, temos Bozkurt e Kog¢ (2012), que utilizaram as
nogdes de conceito imagem e conceito definicdo e argumentaram que o pensamento
geométrico de nivel superior requer ao menos uma compreensao basica do conceito

definicdo. Os autores consideram que “[...] os professores devem entender a
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geometria que ensinam e também preparar os alunos para niveis avangados”
(BOZKURT; KOC, p. 2950, traducdo nossa). Desse modo, interpretamos que essa
ideia é utilizada pelos autores para justificar a pesquisa com os futuros professores.
Ko e Knuth (2009) trabalharam com declaragbes verdadeiras ou
falsas, para analisar provas e contraexemplos. O instrumento foi elaborado com
cinco declaragdes modificadas de livros didaticos e testes seletivos, planejado para
avaliar conceitos de diferenciacdo. O referencial tedrico do PMA foi utilizado na
justificativa para a pesquisa com provas. Nas conclusbdes, os autores fizeram
consideragdes a respeito do conhecimento dos professores e de seu

desenvolvimento na graduacao:

Como é esperado que os futuros professores de matematica
desenvolvam fluéncia com prova e contraexemplos em cursos de
graduacdo para seu ensino futuro, com relacdo as recomendacbes
de prova e raciocinio nas reformas atuais, os professores de
matematica e de educagao matematica devem considerar como se
comunicar melhor entre si, para conectar melhor seus cursos e
envolver os alunos no desenvolvimento de conhecimentos e na
promogdo da compreensdo de provas e contraexemplos. (KO;
KNUTH, 2009, p. 266, tradugdo nossa).

Proenca (2019) considera que um dos objetivos do ensino de
Matematica na escola € levar os estudantes a desenvolverem o pensamento
algébrico e, com isso, o autor fez alguns apontamentos quanto ao conhecimento dos

professores:

Nesse sentido, é importante que na formacado de professores e,
especificamente para este artigo, na formagao inicial de professores
que ensinam Matematica, seja abordado o trabalho para favorecer
conhecimentos direcionados ao ensino e a aprendizagem para tratar
do processo de generalizagdo de padrdes algébricos. (PROENCA,
2019, p. 420).

Proenca (2019) considera o processo de generalizagédo de padrdes
como um conhecimento do assunto, no que se refere a constituicido de
conhecimentos necessarios ao trabalho docente, proposta por Shulman (1986). A
caracterizagdo do processo de generalizagdo, proposta por Dreyfus (2002), foi
utilizada, dentre outras, para embasar o entendimento a respeito do processo de
generalizagdo. Assim, interpretamos que a importancia atribuida a esse processo
para o conhecimento dos professores compds a justificativa dessa pesquisa.

Leikin e Zazkis (2010) utilizaram Tall e Vinner (1981), dentre outros

autores, para embasar o entendimento a respeito de definicio em Matematica. A
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importancia da definigho em Matematica integra a justificativa de tal pesquisa.
Conforme comentamos no Capitulo 3, Leikin e Zazkis (2010) afirmam que o conceito
imagem consistente com a definicdo formal do conceito faz parte do conhecimento
do assunto, conforme Shulman (1986). Ainda, as autoras relacionam esse
conhecimento dos professores com a importancia de envolverem os estudantes na

construgcéo dos conceitos, conforme discutimos no Capitulo 2.

A pesquisa educacional indica que o conhecimento dos professores
das definicbes matematicas afeta suas decisdes didaticas [...]. Esses
estudos argumentam que o conceito imagem dos professores e sua
compreensao da nocao de definicdo influenciam as maneiras pelas
quais os professores apresentam o conteudo matematico a seus
alunos. Um fio condutor comum na pesquisa em Educacao
Matematica € a critica a apresentacdo de produtos acabados aos
estudantes e uma forte recomendacgao de envolvé-los no processo
de definigao [...]. (LEIKIN; ZAZKIS, 2010, p. 454, tradugéo nossa).

Leikin e Zazkis (2010) concluem que:

Os futuros professores de Matematica tiveram dificuldade em reter
definicbes de um conceito matematico especifico, conforme ilustrado
por T9 acima, que nao se ‘lembrava’ das definicbes ‘da universidade’
que nao foram aprendidas na escola, apesar do fato de que seus
estudos na universidade estavam mais proximos da época do nosso
estudo. O argumento, no entanto, foi tipico da maioria dos
participantes. Sugerimos que essa afirmacgao indica que os futuros
professores de Matematica nado relacionam a Matematica que
estudam na universidade com a Matematica que estudaram e que
ensinardo na escola. (LEIKIN; ZAZKIS, 2010, p. 464, tradugdo nossa,
grifo das autoras).

Desse modo, essas pesquisas que utilizaram o referencial teérico do
PMA na justificativa para seu estudo destacaram a importancia de certas habilidades
matematicas ou de pensamento matematico para os futuros professores de
Matematica. Isso indica possiveis contribuicbes do referencial teérico do PMA no
embasamento dessa importancia.

Conforme Inarejos e Savioli (2022), € recorrente as pesquisas que
avaliam a aprendizagem dos licenciandos por meio de indicios de PMA utilizarem o
referencial tedrico para discutir as dificuldades esperadas ou observadas, o que é
coerente com a atividade de avaliar. Em algumas pesquisas do corpus desta
subsecdo, também encontramos discussdes quanto as dificuldades dos futuros
professores em um determinado conteudo de Matematica Avangada, ainda que
essas discussdes nao tenham se baseado na analise de indicios de PMA dos
estudantes.
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Ja comentamos os trabalhos de Brito (2010) e Brito e Reis (2011)
quanto a elaboragdo de uma proposta didatica. Além de embasarem a elaboracao
da proposta, o conceito imagem e o conceito definicdo (TALL; VINNER, 1981) foram
utilizados para embasar a discussdo a respeito de algumas dificuldades dos
estudantes. Os autores observaram a influéncia do conceito definigdo e de conflitos
no conceito imagem na dificuldade dos estudantes em descrever o pensamento
matematico.

Franco e Soares (2013) identificaram diversos conflitos de
aprendizagem com estudantes de Algebra Abstrata. Algumas consideragbes dos
autores estdo em concordancia com Tall (2002) e Tall e Vinner (1981), por exemplo,
ao conjecturarem que “[...] a definicao formal, pelo menos num primeiro momento,
nao foi suficiente para que os alunos formassem uma imagem conceitual, digamos
‘significativa’, da compreensao desses conceitos matematicos” (FRANCO; SOARES,
2013, p. 168, grifo dos autores). Franco e Soares (2013) completam que somente a
partir de exemplificacbes de conjuntos numéricos os estudantes formaram conceitos
imagem do objeto, e esses exemplos eram expressos sempre que 0s conceitos
definigdo eram solicitados. Os autores sugerem que sejam realizados, em sala de
aula, exercicios que explorem o conceito definicdo, para que os estudantes
expressem seu conceito imagem e fatores de conflitos sejam identificados.

Essas pesquisas que lidaram com a dificuldade dos estudantes
revelam que o referencial tedérico do PMA pode contribuir para professores
formadores prever dificuldades em um assunto e para entenderem dificuldades
verificadas, para assim delinearem estratégias didaticas e intervengdes que visem a
superacao dessas dificuldades. Discutiremos, no Capitulo 6, a possibilidade dessa
contribuicdo do referencial teérico do PMA se estender ao ensino na Educagao
Basica.

Ainda, com relacdo aos futuros professores de Matematica da
Educacdo Basica, as dificuldades que emergem no estudo dos conceitos
matematicos da graduacdo, discutidas nas pesquisas, estdo relacionadas a sua
aprendizagem em Matematica Avangada.

Elias, Barbosa e Savioli (2011) e Trindade e Soares (2017)
analisaram materiais didaticos a luz do aporte tedrico do PMA. Essa utilizagao esta
vinculada ao ensino da Matematica Avangada na licenciatura em Matematica. Esses

autores fizeram consideragdes quanto ao ensino e a aprendizagem fundamentadas
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no referencial tedrico do PMA. Por exemplo, Elias, Barbosa e Savioli (2011)
apoiaram-se nas ideias de Tall (2002) quanto a transicdo do PME para o PMA para

investigar como os livros didaticos apresentam o conceito de numeros naturais:

Acreditamos que, enquanto na matematica elementar — no Ensino
Médio - é feita a descricdo do conjunto dos numeros naturais,
apresentando apenas a no¢édo do que é o conjunto dos numeros
naturais e de suas propriedades, na matematica avangada — no
Ensino Superior — é feita a construgcdo deste conceito e de suas
propriedades, exigindo do estudante um pensamento matematico
avancado. Esta modificacdo na maneira de tratar o objeto
matematico — transicdo curricular - exige do estudante iniciante em
matematica avangada uma mudanga na maneira de encarar esses
objetos matematicos, exige um novo estado cognitivo.

(ELIAS; BARBOSA; SAVIOLI, 2011, p. 6).

Lopes, G. L. O. (2017) e Reis (2001) utilizaram o PMA em
discussoes tedricas, que abordamos na Secao 4.1.

Prado (2016) procurou compreender a Algebra Linear ensinada na
licenciatura em Matematica como um saber voltado para os futuros professores.
Para isso, o autor realizou analises documentais e entrevistas com docentes de
universidades, que foram analisadas com base em pressupostos de um estudo por
saturacdo. Quanto ao PMA, o estudo baseou-se nos processos descritos por
Dreyfus (2002). O autor identificou processos de PMA nas falas dos professores
formadores quanto & contribuicdo da Algebra Linear para a formacéo profissional
dos licenciandos. Assim, interpretamos que a possibilidade de desenvolver no
estudante varios processos de PMA emergiu como uma das justificativas para a
disciplina no curso. Além disso, o autor argumentou que o conhecimento explicito do
PMA por parte dos professores (ver Sec¢ao 4.3) pode Ihes oferecer um suporte no
ensino de nogdes de Matematica Basica.

Na proxima secgao, retomaremos as consideragdes de Prado (2016)
com relacédo ao conhecimento do referencial teérico do PMA para o ensino de

Matematica na Educacao Basica.

4.3 O PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO PARA ALEM DA APRENDIZAGEM DOS
PROFESSORES EM MATEMATICA AVANCADA

Na secao anterior, analisamos pesquisas que trouxeram

contribuicdes do PMA para professores de Matematica, geralmente focadas no
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aspecto formativo da aprendizagem em Matematica Avancada. Nado negamos que
essa formacgao possa contribuir para a atuacado dos professores de Matematica, mas
estamos interessados em conhecer outras formas de contribuicdes do PMA para o
trabalho dos professores de ensinar Matematica na Educacéo Basica. Além disso,
para efeito de realizar buscas sistematicas, realizamos, na Secédo 4.2, um recorte
que focou na licenciatura. Atentemo-nos, agora, a pesquisas que vao além desses
limitantes: pesquisas que n&o utilizaram o PMA somente para avaliar indicios de
aprendizagem em Matematica Avangada, nem para embasar questdes referentes a
essa aprendizagem, mas que trouxeram, mesmo que n&o por objetivo, outros
indicios de como o PMA pode contribuir para a pratica dos professores de
Matematica. Algumas delas estudaram o PMA de professores que atuam na
Educacao Basica em processo de formagao continuada.

Em resumo, reunimos, nesta secdo, discussdes baseadas em
trabalhos que evidenciaram contribuicdes para professores de Matematica que vao
aléem do aprendizado em Matematica Avancgada, considerando tanto trabalhos
encontrados nas buscas sistematicas descritas na secdo anterior quanto alguns
encontrados em demais buscas ou por outras formas de localizagdo, como
sugestbes de colegas de pesquisa e leituras diversas. Desse modo, procuramos
destacar, nos comentarios a respeito de cada pesquisa, possiveis contribuicbes que
encontramos do PMA para o ensino de Matematica na Educagao Basica.

Iniciemos com algumas investigacdes realizadas com professores
em formagao continuada.

Gualandi (2019) investigou processos de PMA, de acordo com
Dreyfus (2002), com professores em formagao continuada. A pesquisa baseou-se
nas etapas da engenharia didatica, com o objetivo de investigar os reflexos de uma
formacdo continuada na pratica de professores que ensinam Matematica. Os
professores participantes realizaram tarefas envolvendo generalizagdo de padroes,
que foram analisadas a luz do pensamento algébrico e do PMA. O autor considerou
que o envolvimento dos professores com os processos de pensamento matematico
indica um aperfeicoamento quanto ao seu ‘conhecimento matematico especializado’
(GUALANDI, 2019). Alguns professores adaptaram as tarefas e aplicaram em suas

turmas no Ensino Fundamental:

Entendemos que o momento em que relataram a adaptacdo da
tarefa frente a realidade de sua turma é bastante propicio para
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desenvolver a autonomia desses professores, que aos poucos vao
construindo situacdes favoraveis ao trabalho que envolve processos
do pensamento algébrico, pode promover a autonomia e o
desenvolvimento profissional. (GUALANDI, 2019, p. 108).

A partir das observacdes de Gualandi (2019), interpretamos que o
desenvolvimento do pensamento matematico dos professores pode contribuir para
sua autonomia, ao passarem a se sentir mais confiantes para mudar a sua pratica e
adaptar questdes conforme considerem necessario ao contexto de sua turma, o que,
por sua vez, contribui para a sua pratica de ensino.

Gualandi (2019) observou que alguns professores passaram a
discutir questdes de livros didaticos e definigdes de forma critica, percebendo que o
curso contribuiu para que se tornassem professores mais reflexivos e criticos.
Podemos nos indagar a respeito do papel do PMA nesse processo. E plausivel
pensar que o PMA, na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento,
favorece a articulacdo dos conceitos e a confianga e competéncia que os
professores precisam para analisar criticamente o livro didatico e adaptar questées
conforme considerem necessario para o desenvolvimento do pensamento
matematico de seus alunos.

Além disso, o autor relaciona o processo de resolu¢cao de problemas
em que os professores participantes trabalharam com as ideias de Dreyfus (2002) a
respeito da capacidade de comunicagao relacionada a flexibilidade na mudanca de
representacdes: “O uso de simbolos matematicos de forma criativa desenvolve a
capacidade de comunicar-se matematicamente, promovendo mais interagao frente a
resolugao de problemas” (GUALANDI, 2019, p. 116).

Bisognin e Bisognin (2013) também investigaram uma proposta de
ensino com professores em formacédo continuada. As autoras embasaram-se no
referencial tedrico do PMA para justificar a proposta com Resolu¢do de Problemas,
em uma pesquisa com professores da Educagao Basica em um curso de mestrado.

Segundo as autoras, uma:

[...] proposta pedagdgica como a apresentada nesse artigo permite a
aprendizagem dos proéprios professores, pois a metodologia da
Resolugdo de Problemas propicia uma interacdo entre professor e
alunos num processo dindmico de construgdo do conhecimento.
(BISOGNIN; BISOGNIN, 2013, p. 747).

As ideias do referencial tedrico do PMA foram utilizadas por Bisognin
e Bisognin (2013) para embasar a proposta com Resolugédo de Problemas:
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Nesta direcdo [em que se propde situacdes desafiadoras para a
construcdo dos conceitos com diferentes conceitos imagem],
acredita-se que, por meio da Resolugdao de Problemas, € possivel a
criacdo de imagens do conceito que podem contribuir para a
aprendizagem de novos conceitos matematicos. As multiplas
representagdes, que o processo de resolucdo de problemas pode
proporcionar, permitem que os alunos, em diferentes momentos,
possam evoca-los e assim novos conteudos podem se aprendidos.
(BISOGNIN; BISOGNIN, 2013, p. 742).

Nesse sentido, a pesquisa de Bisognin e Bisognin (2013) aproxima-
se das pesquisas analisadas na Sec¢do 4.2 que observaram aspectos didaticos
amparados no referencial tedérico do PMA, especialmente quanto ao carater
exploratorio de uma abordagem. As autoras também abordaram o desenvolvimento

da autonomia dos professores vinculado a forma de ensino proposta:

A situacdo desafiadora apresentada permitiu que eles falassem,

argumentassem, discutissem e escrevessem o0s resultados

matematicos encontrados, contribuindo dessa forma com a sua

autonomia.

A aplicacao dessa atividade trouxe, também, um impacto sobre a

pratica docente, pois problemas que favorecem os alunos a se

expressarem de modo escrito e oral permitem a identificacdo do

raciocinio desenvolvido por eles ao solucionarem o problema

proposto. (BISOGNIN; BISOGNIN, 2013, p. 747).

Wright, Murray e Basu (2016) estudaram como professores e futuros
professores fazem conexdes entre conceitos algébricos elementares e avangados, e
como a instrucdo em Algebra Abstrata impacta na forma como os professores
abordam Algebra no Ensino Fundamental. Os participantes cursavam um mestrado
em Educacao Matematica. Os autores utilizaram a Teoria APOS (DUBINSKY, 2002)
para investigar o entendimento do conteudo e o Conhecimento Matematico para o
Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008) para discutir abordagens didaticas.
Sendo assim, apesar de ter utilizado a Teoria APOS principalmente

para caracterizar o entendimento de um conteudo matematico, Wright, Murray e
Basu (2016) discutiram questdes envolvendo esse entendimento na pratica docente.
Os autores ainda consideram que os professores precisam aprender ‘habitos
matematicos da mente’ e ‘praticas matematicas’, como:

[...] procurar padrbes, fazer conjecturas, atender a precisao, utilizar

visualizagdes e conectar representagdes. Esses habitos e praticas no

pensamento e na aprendizagem matematica se estendem por areas

de conteudo e niveis de estudo matematico. Portanto, a medida que

consideramos como o conteudo matematico avancado afeta o
conhecimento e a compreensido dos professores do ensino e da
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aprendizagem da matematica secundaria, ¢é importante
considerarmos habitos e praticas que também podem influenciar
como as ideias avangadas sdo aprendidas e interpretadas para o
ensino. (WRIGHT; MURRAY; BASU, 2016, p. 483, tradug&o nossa).

Essas praticas matematicas coincidem com os processos de PMA,
conforme Dreyfus (2002); e, segundo Wright, Murray e Basu (2016), permitem
enxergarmos as conexdes entre a Algebra Abstrata e a matematica da Educagéo

Basica como algo além do conhecimento da Matematica:

Este estudo procura mostrar como as conexdes podem ser nao
apenas matematicas por natureza e relacionadas diretamente com o
conhecimento do assunto, mas também ilustrar como as conexdes
podem ir além do conhecimento da matematica e abranger o
engajamento na matematica por meio das lentes do conhecimento
matematico para o ensino, habitos matematicos da mente, e praticas
matematicas. (WRIGHT; MURRAY; BASU, 2016, p. 483, tradugéo
nossa, grifo dos autores).
No Conhecimento Matematico para o Ensino, Wright, Murray e Basu
(2016) focaram no dominio do Conhecimento do Conteudo e Ensino, que ilumina a
interacdo entre o conhecimento matematico especifico e a compreensdo de
questdes pedagogicas (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Alguns autores identificam
as relagbes que os estudantes estabelecem entre conceitos avangados e
elementares com o Conhecimento do Conteudo no Horizonte (BALL; BASS, 2009;
JAKOBSEN et al., 2012; ZAZKIS; MAMOLO, 2011). Wright, Murray e Basu (2016)
nao ignoram o Conhecimento do Conteudo no Horizonte, mas relacionam os efeitos
do conhecimento mais avancado em questdes da Matematica Basica com o
Conhecimento do Conteudo e Ensino, argumentando que as relagdes entre o
conteudo avangado e o elementar possuem implicacées na pratica dos professores:
[...] descobrimos que nossos participantes se conscientizaram da
importancia de manter uma progressao adequada dos conceitos
matematicos relacionados para uma pratica eficaz de ensino e
aprendizagem. Essa percepcdo sobre o0 sequenciamento de
conceitos matematicos estd alinhada ao CCE [Conhecimento do
Conteudo e Ensino] (Ball et al., 2008). Segundo o CCE, o ensino
eficaz é o resultado da combinagédo perfeita de conhecimento de
ensino e conteudo. (WRIGHT; MURRAY; BASU, 2016, p. 494,
tradugdo nossa).
Esses autores utilizam o conceito de inverso, a luz da Teoria APOS
(DUBINSKY, 2002), para exemplificar concepgdes diferentes que ocorrem em
diferentes niveis de ensino e afetam a docéncia. No Ensino Fundamental e no

Ensino Médio, o inverso € determinado em operagdes que anulam os efeitos das
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outras; em contrapartida, no nivel avangado da graduagdo, a abordagem
operacional muda para uma abordagem funcional (WRIGHT; MURRAY; BASU,
2016).

Wright, Murray e Basu (2016) desenvolveram uma unidade
instrucional focada na resolugdo de equacgdes, observando como os estudantes
consideravam as propriedades matematicas utilizadas nas resolugbes e as
relacionavam a estruturas algébricas, antes e depois da exposicao aos conceitos
algébricos abstratos. Pelas discussbes geradas nas resolugdes das equacgodes, 0s
autores verificaram que a maioria dos participantes possuia concepg¢des de inversos
em nivel de agdo ou processo antes da introducdo da Algebra Abstrata. Apds a
exposicdo a conceitos dessa disciplina, alguns participantes evidenciaram
concepgodes de inversos como objetos.

Uma vinheta foi apresentada aos participantes com uma situacéo de
ensino de equacdo de segundo grau, a partir da qual responderam algumas
perguntas. Os participantes concordaram que as palavras do professor na vinheta
teriam que ser mais precisas, por exemplo, ha diferenca entre "nao existe solugcao" e
"nao existe solugao real" (WRIGHT; MURRAY; BASU, 2016).

Assim, investigando o quanto a instrugdo em Algebra impacta a
forma como professores abordam Matematica Basica, Wright, Murray e Basu (2016)
encontraram participantes focando-se no uso da linguagem em sala de aula e seu
impacto na aprendizagem dos estudantes. No entanto, os autores ressalvam que ha
beneficios na linguagem ambigua na sala de aula para o desenvolvimento dos
conceitos, sendo que os estudantes da Educacio Basica devem ter a oportunidade
de expandir seu entendimento particular das palavras, como ‘solucéo’, a medida que

seu conhecimento matematico avanga:

[...] cabe ao professor enfrentar as ambiguidades de forma produtiva
que permita aos estudantes desenvolver uma compreensao mais
profunda de um conceito. No contexto de solugbes, isso pode
significar que os proprios estudantes podem questionar a ideia de
nao haver solugdo e chegar a entender que as solugdes das
equagdes estao intimamente relacionadas ao dominio sobre o qual a
equacao esta sendo resolvida. (WRIGHT; MURRAY; BASU, 2016, p.
494, tradugao nossa).

Santos (2008) utilizou o referencial teérico do PMA, entre outros,
para embasar a proposta de uma ferramenta computacional. A pesquisa envolveu

professores e futuros professores. Segundo o autor, o recurso é capaz de modificar



121

a pratica de professores e contribui para o conceito imagem de seus alunos.

Defendemos neste trabalho que, utilizando estes construtores, o
professor torna-se um ‘pesquisador em ag¢ao’ — desenvolvedor de
sua propria pratica —, capaz de produzir ambientes corporificados
que auxiliem o aluno a ter um aprendizado significativo, que possa
expandir a sua imagem de conceito referente aos assuntos
abordados em ‘sala de aula’. (SANTOS, 2008, p. 5, grifo do autor).

Nessa forma de ensino, Santos (2008) considera que os professores
operam diretamente sobre o conceito imagem dos seus alunos e de si préprio ao
elaborar e aplicar as tarefas. Algumas implicagbes didaticas das ideias do PMA sé&o
apontadas por Santos (2008), que conclui, com base nos dados coletados, que a

utilizagao da ferramenta:

[..] pode interferir positivamente sobre a pratica docente, [...]
transpondo os saberes matematicos em saberes ensinados de modo
eficiente e questionador, conduzindo o aluno a, por meio da
experimentacdo e da visualizagdo, compreender os detalhes e as
relagdes entre os elementos contidos nas atividades propostas, ao
mesmo tempo em que permite ao aluno propor conjecturas, visando
posterior abstracdo e formalizacdo, acerca dos conteudos, servindo
assim de ‘ponte’ entre o mundo corporificado e o mundo simbdlico,
no sentido de TALL [41]. (SANTOS, 2008, p. 74, grifo do autor).

[...] permitem ao professor [...] utilizar a tecnologia disponivel em prol
de uma mudanga na abordagem tradicional do ensino de
Matematica, migrando da cadeia formal (‘definicdo — teorema —
demonstragdo — corolario (aplicagbes)’) para a cadeia empirica
(‘exploragdo — conjectura — tentativa de demonstragdo —
conclusao e aplicagao’); (SANTOS, 2008, p. 75, grifo do autor).

Pires e Silva (2014) embasaram-se em Sfard (1991) para investigar
as concepgoes de estudantes e professores (de Ensino Médio e Superior, incluindo
de quatro licenciaturas em areas distintas) do conceito de fungéo.

Por se tratar de um estudo que envolve concepgbes tanto de
estudantes quanto de professores, € interessante levarmos em consideracdo a
relacdo entre as concepcbes dos dois grupos observada pelos autores: “Os
resultados mostram que muito do que é feito pelo estudante é reflexo da pratica do
professor, e, além disso, que no Ensino Médio as concepg¢des dos alunos transitam
entre a operacional e a estrutural” (PIRES; SILVA, 2014, p. 1). Desse modo, néo
somente o desenvolvimento do pensamento matematico, mas o modo como
professores concebem um conceito matematico influencia no processo de ensino.
Com essas concepgodes, os professores, segundo Pires e Silva (2014), carregam

outras crengas e saberes que vao sendo incorporados a sua pratica.



122

Dias (2002) investigou o conceito imagem de propriedades da reta
real de professores do Ensino Fundamental e Médio, em exercicio e em formacao
continuada. A autora comparou os resultados, obtidos de um teste diagnostico e um
questionario, com concepg¢des de estudantes relatadas na literatura, confirmando a
hipétese de que as concepgdes dos professores seriam as mesmas dos estudantes
nesse segmento de ensino. “Desse modo, é possivel sugerir que o conceito imagem
do professor reflita em sua pratica docente, repercutindo em seus alunos” (DIAS,
2002, p. 77, grifo da autora), conclusao similar a de Pires e Silva (2014), ainda que a
pesquisa de Dias (2002) seja mais antiga.

Ainda, a pesquisa envolveu entrevistas com alguns professores no
qual a autora investigou fatores de conflito cognitivo, concluindo que o “Conceito
definicdo préoximo ao formal, apresentado na entrevista, mostrou-se decisivo para o
sujeito resolver uma situagcado duvidosa, conflitante com conceito imagem” (DIAS,
2002, p. 77, grifo da autora). Outro participante sentiu a necessidade de reformular o
seu conceito definicdo ao considera-lo insuficiente em certa situacao.

De acordo com Tall e Vinner (1981), conceitos imagem conflitantes
geram fatores de conflito potencial, e esses podem ser tornar fatores de conflito
cognitivo se essas imagens forem evocadas simultaneamente, como nas entrevistas
realizadas por Dias (2002). Ocorrendo com professores em sala de aula, esses
conflitos podem levar a situacbes de confusdo e prejudicar a aprendizagem dos
estudantes, além de pdr em cheque a autoridade do professor como especialista na
disciplina que leciona, um problema que pode repercutir em aulas posteriores.

Santos e Domingos (2013) investigaram como futuros professores
operacionalizam conceitos de aritmética racional (formal) aprimorando a qualidade
de seu aprendizado matematico. Nao mencionamos o trabalho dos autores na
Secao 4.2 devido ao recorte de tempo das pesquisas analisadas em Inarejos e
Savioli (2022), no entanto, o comentamos aqui devido a questdes dos saberes de
professores que identificamos na leitura. De fato, os autores afirmam que o curriculo
na formacao de professores deve oferecer uma matriz matematica forte e flexivel o
suficiente para capacitar os futuros professores em manipular e criar as condi¢des
para ensinar Matematica com qualidade. Nesse sentido, os professores precisam de
um pensamento matematico flexivel, capaz de transitar entre o pensamento formal e
pratico, entre as concepg¢des de objeto e processo, para criar condigbes de

aprendizagem a seus estudantes.
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Os autores identificaram diferentes formas de pensamento
matematico em futuros professores de Portugal. Para isso, se fundamentaram na
divisao proceitual (GRAY; TALL, 1994), ou seja, na “[...] diferenga entre aqueles que
relacionam e comprimem os procedimentos aritméticos e aqueles que permanecem
na rotina aprendendo os procedimentos aritméticos passo a passo [...]" (SANTOS;
DOMINGOS, 2013, p. 3237, tradug&o nossa).

Por fim, comentamos algumas pesquisas que consideram relevante
para o ensino de Matematica que os professores conhegam o referencial teérico do
PMA.

Machado e Bianchini (2013) investigaram, com professores de
Matematica em formacao continuada, possiveis aportes do conhecimento de
processos de PMA, conforme Dreyfus (2002), para a reflexdo dos professores sobre

seu proprio saber.

Partimos da ideia de que o conhecimento sobre os processos do
PMA possibilita ao professor de matematica aprofundar sua relagao
com o saber matematico e assim, criar e avaliar situagdes propicias
para que seus alunos se mobilizem para aprendizagem de
matematica. (BIANCHINI; MACHADO, 2015, p. 37).

Os participantes das pesquisas desenvolvidas pelas autoras
(BIANCHINI; MACHADO, 2013, 2015; MACHADO; BIANCHINI, 2013) resolveram
situacbes-problema e foram solicitados a descrever tipos de recursos mentais e
representacionais empregados. Posteriormente, apds estudarem um texto de
Dreyfus (2002), os professores em formagao continuada revisaram suas analises
das resolugdes. Em um estudo semelhante, Bianchini e Machado (2013) solicitaram
ainda que os participantes descrevessem os diferentes usos da variavel (incégnita,
numero genérico ou relagao funcional) presentes em suas resolugbées. Machado e
Bianchini (2013) concluiram que o estudo do PMA permitiu aos professores
passarem de uma reflexao inicial focada em procedimentos algoritmicos para uma
reflexdo mais profunda sobre os préprios saberes. Bianchini e Machado (2013, 2015)
obtiveram conclusdes semelhantes em analises envolvendo outras situacoes-
problema.

De acordo com Dreyfus (2002, p. 30, tradugéo nossa), “E importante
para o professor de Matematica estar consciente desses processos para
compreender algumas das dificuldades que seus alunos enfrentam”. Machado e

Bianchini (2013) relacionam essa importédncia dos processos de PMA para a
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compreensao de dificuldades com a reflexdo dos professores sobre o proprio saber.
Segundo as autoras, a mudanga que os participantes da pesquisa observaram em
sua forma de avaliar “[...] reforca a sugestdo de Dreyfus sobre a importancia da
reflexdo do professor sobre seu proprio fazer matematico, para consciente dos
processos do PMA ele possa compreender algumas das dificuldades que seus
alunos enfrentam [...]" (MACHADO; BIANCHINI, 2013, p. 604, grifo das autoras).
Desse modo, entendemos que a reflexdo sobre o proprio saber por meio dos
processos de PMA é um caminho apontado pelas autoras para que professores se
tornem conscientes dos processos de PMA envolvidos em suas aulas.

Assim, além das reflexbes sobre o préprio saber, Bianchini e
Machado (2015) consideram que o conhecimento dos processos de PMA contribui
para o trabalho docente na avaliagdo de seus estudantes e na elaboragdo de

atividades:

Dessa forma, o conhecimento sobre os processos do PMA possibilita
ao professor de matematica avaliar, tanto as dificuldades inerentes
aos conceitos e ideias que deseja desenvolver com seus alunos,
como também aquelas apresentadas pela falta de habito dos alunos
com a utilizacdo dos processos do PMA requeridos na construcéo de
tais conhecimentos. [...] o conhecimento explicito dos processos do
PMA pode auxiliar o professor a elaborar atividades que visem a
apropriacdo desses processos por seus alunos. (BIANCHINI;
MACHADO, 2015, p. 29).

Com relacédo a avaliagao, Bianchini e Machado (2015) consideram
que o conhecimento dos processos de PMA contribui para que professores analisem
os processos do fazer matematico do estudante, indo além da vistoria de

procedimentos automatizados:

[...] quando um professor de matematica é instado a analisar os
conhecimentos mobilizados em sua resolugdo de uma situacao-
problema, ele enfoca e descreve principalmente os procedimentos
matematicos, muitas vezes ja automatizados, e algumas vezes
tacitamente aceitos. Tal fato dificulta sua percepgao sobre os
processos vivenciados, como a ocorréncia de tentativa e erro, idas e
vindas, visualizagdes, validagdes, generalizagbes etc., que fazem
parte de seu saber sobre o fazer matematico [...]. (BIANCHINI;
MACHADO, 2015, p. 29).

Tais autoras partem de uma perspectiva de que o PMA ocorre em
qualquer nivel de ensino (DREYFUS, 2002; HAREL; SOWDER, 2005), compativel
com a perspectiva que nomeamos como da complexidade dos processos de

pensamento. Desse modo, segundo Bianchini e Machado (2013), o conhecimento
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dos processos de PMA contribui para que professores avaliem e selecionem

situagdes-problema visando o desenvolvimento do PMA de seus alunos:

Isso nos levou a investigar o potencial de propiciar ao professor,
tanto a conscientizacido da importancia da selecdo de situacdes-
problema que possibilitem o aluno a vivenciar diferentes usos da
variavel, quanto compreender quais as situagdes favoraveis ao aluno
para o desenvolvimento de processos do pensamento matematico
avancado — PMA — ademais compreender melhor algumas das
dificuldades que seus alunos enfrentam ao serem expostos a essas
situagdes. (BIANCHINI; MACHADO, 2013, p. 1288).

Com relagéo ao planejamento e ao processo de ensino, Bianchini e

Machado (2015) os vinculam com a reflexdo dos professores sobre o proprio saber:

Os resultados desta pesquisa fornecem indicios de que o
conhecimento dos processos do PMA propicia o aprofundamento da
reflexao do professor sobre seu saber matematico. Essa reflexao, por
sua vez, pode levar o professor a criar situacdes nas quais esses
processos podem ser desenvolvidos e reconhecidos por seus alunos.
(MACHADO; BIANCHINI, 2013, p. 604).

Os resultados da pesquisa permitem inferir que a reflexao sobre o
proprio saber embasada nos principais processos do PMA auxilia o
professor de matematica a avaliar que atividade & propicia para o
desenvolvimento desses processos na construcdo de conhecimentos
matematicos de seus alunos. Além disso, propicia ao professor
antecipar o que os estudantes podem apresentar de dificuldade para
aprender além de lhes fornecer modelos alternativos ou explicacbes
para mediar essas dificuldades. (BIANCHINI; MACHADO, 2015, p.
39).

Prado (2016) investigou a Algebra Linear como um saber voltado
para professores de Matematica, conforme comentamos na Secédo 4.2. O autor
considera que o desenvolvimento dos processos de representagao e abstracdo é
parte do objetivo da disciplina de Algebra Linear, e devem ser desenvolvidos ao
construir nocdes elementares que sustentam a disciplina, como processos
norteadores. Prado (2016) também considera que as disciplinas de Matematica
Académica devem construir nogdes matematicas que sdo parte e ndo o objetivo
unico da disciplina, devendo ser relacionadas com a interface pedagdgica. Assim,
podemos pensar que talvez o desenvolvimento do PMA possa contribuir como parte
desse estudo e possivelmente atuar como elemento norteador, possibilitando que
relacbes sejam estabelecidas entre a matematica da Educacdo Basica e a
Matematica Avancgada.

Entre os elementos que podem contribuir para os saberes dos

licenciandos observados na pesquisa, Prado (2016) considerou que o PMA pode
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oferecer um suporte ao ensino de nogdes de Matematica Basica. O autor identificou
o PMA "[...] como sendo uma possivel referéncia para ‘instrumentalizar’ parte dessa
construcao profissional [dos professores de matematica], a partir das nogdes de
Algebra Linear" (PRADO, 2016, p. 225-226, grifo do autor). Assim, as nocdes de
Matematica que sdo ensinadas na Educagao Basica podem, segundo o autor, serem
abordadas a luz do PMA. Prado (2016) justifica que:

[...] a0 compreender quais € como 0s processos envolvidos na
construgdo de uma nocdo matematica, por um individuo, esse
professor de Matematica tera condicbes de refletir sobre as acoes
necessarias, para que seus alunos, diante das dificuldades
enfrentadas, possam aprender a estudar Matematica e aprendé-la.
(PRADO, 2016, p. 206).

Percebemos, assim, uma aproximagao das ideias de Prado (2016) e
Machado e Bianchini (2013) quanto ao PMA como um ‘instrumento’ que professores
possam utilizar para desenvolver os conceitos com seus alunos, sabendo quais
processos de PMA s&o necessarios na construgcao desses conceitos. Nesse sentido,
os professores, conhecendo o referencial tedrico do PMA, possuem condi¢cdes de
refletir sobre o proprio saber e construir estratégias didaticas baseadas nessa
reflexdo, avaliar conforme o0s processos de pensamentos desenvolvidos,
compreender as dificuldades dos estudantes e intervir adequadamente para que
seus alunos desenvolvam os processos de PMA e assim construam seus préprios
saberes.

Domingos (2006), apds apresentar as principais caracterizagoes

apontadas em referenciais tedricos do PMA, considerou que:

A tomada de consciéncia da existéncia deste tipo de pensamento
matematico pode ser bastante util para o ensino. Ao ter em conta os
diferentes processos envolvidos na construgdo dos conceitos é
possivel desenhar modelos pedagogicos que valorizem a
compreensdo e nao apenas a memorizagcdo e a repeticdo de
procedimentos realizada muitas vezes sem compreenséo.
(DOMINGOS, 2006, p. 26).

Essa perspectiva se aproxima a de Machado e Bianchini (2013) e
Prado (2016) quanto ao estudo explicito do referencial teérico do PMA ser relevante
para os professores. Segundo Domingos (2006), essa abordagem deve envolver os

estudantes em tarefas de pesquisa e descoberta.
O ensino e a aprendizagem podem assim beneficiar duma

abordagem que contemple as questbes relacionadas com o
pensamento matematico avangcado na medida em que pode alterar
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muitos dos processos de ensino e modelos pedagdgicos em vigor
nas nossas escolas. (DOMINGOS, 2006, p. 26).

Aproveitamos essas consideragdes na sintese que apresentamos a

sequir.

4.4 SiNTESE DO CAPITULO

Finalizando este capitulo, que trouxe os levantamentos relevantes
para a construgdo da tese, relembramos que realizamos, na Seg¢ao 4.1, um
levantamento de teorizagdes que relacionaram o PMA com outro referencial teorico.
Na Secado 4.2, investigamos pesquisas que utilizaram o PMA e envolveram
licenciandos em Matematica ou questbes referentes ao curso. E, na Secéo 4.3,
destacamos as contribuicbes de algumas pesquisas para pensarmos o papel do
PMA no ensino Matematica para além da aprendizagem dos professores em
Matematica Avancada, onde incluimos pesquisas realizadas com professores ou
futuros professores e que, desse modo, nao satisfizeram os critérios de selegdo da
Secao 4.2.

Considerando a forma sistematica de busca do levantamento das
pesquisas que estudaram o PMA envolvendo licenciandos em Matematica (Segao
4.2), podemos passar a impressdo de que esse levantamento possa ter sido
priorizado. No entanto, consideramos as trés se¢des deste capitulo igualmente
importantes para esta tese. Reiteramos que o procedimento metodoldgico adotado
na Secgao 4.2 foi possibilitado principalmente devido a conveniéncia de “licenciatura”
como palavra-chave. Nas outras secdes tivemos maior dificuldade com palavras-
chave e realizamos buscas menos sistematicas, com menos resultados aproveitados
em cada tentativa, além de selegbes de trabalhos que conhecemos por diversos
meios.

Resumimos, no Quadro 5, os métodos de busca, os critérios de
selecao e recorte para obtencdo do corpus, o foco que tivemos para analisar e
selecionar os pontos a destacar das pesquisas e alguns resultados obtidos para

cada um dos levantamentos realizados.



Quadro 5 — Sintese dos levantamentos

128

Secao 4.1 4.2 4.3
Métodos Seleg¢des menos Buscas e selegdes sistematicas, seguindo | Selegdes menos
de busca sistematicas, com rigor os procedimentos descritos em | sistematicas,
e sele¢do | buscas variadas. Inarejos e Savioli (2022). buscas variadas.
Trabalhos que utilizaram o referencial
tedrico do PMA e envolveram estudantes
de licenciatura em Matematica (ou
questdes referentes ao curso) ou de
algum curso em rjlvel de graduagao Trabalhos que
voltado a formacao de professores de idenci
Pesquisas que Matematica evidenciaram
- ) contribuicbes para
Critérios estabeleceram rofessores de
de relacdes tedricas Pesquisas que K/Iatemética e
selegao e | do PMA com utilizaram o V30O além doq
recorte outros referenciais | referencial tedrico Pesquisas que aprendizado em
tedricos. do PMA para utilizaram o Mpatemética
verificar indicios de | referencial teérico Avancada
pensamento do PMA de outras gada.
matemaético nas formas, sem
produgdes dos recorte de tempo.
estudantes, a partir
de 2017.
Buscamos Possiveis
Destacamos como . Lo
. Em Inarejos e entender como os contribuigbes que
o PMA foi . -
. Savioli (2022), autores utilizaram o | encontramos nas
relacionado com : : - .
foram interpretadas | referencial tedrico pesquisas
Foco de 0s outros ~ N
1 - relagbes entre do PMA e relagdes | embasadas no
analise referenciais T -
o indicios de PMA e com PMA para a pratica
tedricos, tal como : .
. a aprendizagem em | conhecimentos dos professores de
0s conceitos i . o
. Matematica. para o ensino na Matematica na
relacionados. - . ~ .
Educagao Basica. Educacgao Basica.
Destacamos Concepgdes Os pesquisadores O desenvolvimento
algumas relagdes | interpretadas de utilizaram o PMA do PMA pode
do PMA com que o PMA principalmente para | contribuir para a
outros referenciais | contribui para a embasar a autonomia dos
tedricos, como aprendizagem de elaboragao de professores, para
relagcbes com conceitos propostas seu aprendizado
teorias didaticas matematicos, a didaticas, justificar dos conceitos
que sugerem a aprendizagem de a pesquisa, discutir | matematicos e
reconstrugao do conceitos pode ser | dificuldades dos suas concepgodes,
conhecimento inferida pelo estudantes e para aspectos
matematico pelo desenvolvimento analisar materiais como reflexao,
Alguns estudante e do PMA, a didaticos. O criticidade,
resultados | rg|agGes com os finalidade de uma referencial tedrico comunicagéo,
dominios do abordagem pode do PMA pode interacéao,
Conhecimento ser o contribuir na pensamento

Matematico para o
Ensino, que
utilizaremos no
Capitulo 6. As
pesquisas
comentadas
serviram de
inspiragao para
organizarmos

desenvolvimento
do PMA, a
aprendizagem de
conceitos e 0
desenvolvimento
do PMA contribuem
um para o outro e
de que o referencial
tedrico do PMA

elaboragao de
procedimentos de
ensino que
valorizam as ideias
que desencadeiam
0s conceitos, além
de ter potencial
para justificar a
importancia das

matematico flexivel,
saber relacionar
conceitos
elementares e
avancgados, e
resolver uma
situagao duvidosa.
O conhecimento
explicito do
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nossas ideias para
uma teorizagao a
partir do PMA e
das questdes que
envolvem saberes
e conhecimentos
para o ensino de

pode auxiliar
professores no
diagnéstico de
dificuldades ou no
embasamento do
processo de
ensino-

definicoes,
argumentagoes,
provas e relagoes
entre as
matematicas
estudadas na
graduagéao e na

referencial tedrico
do PMA pode
contribuir para a
criacao e avaliagao
de situagdes
propicias de
aprendizagem.

Matematica. aprendizagem. escola.

Fonte: os autores.

No Quadro 5, procuramos enfatizar uma comparacéo entre a forma
como selecionamos trabalhos e fizemos os recortes para o corpus de analise de
cada secdo. Para a Secdo 4.2, em que separamos os trabalhos que foram
analisados em Inarejos e Savioli (2022) e os analisados nesta tese, dividimos em
duas colunas, pretendendo esclarecer as diferengas entre os critérios de recorte e os
focos de analise. Os resultados descritos no Quadro 5 sdo um resumo do que
consideramos que foi mais utilizado nas discussdes seguintes desta tese.

A sequir, dissertamos a respeito da pesquisa teorica e especulativa,
descrevendo procedimentos metodoldgicos adotados nesta tese, em especial na
pesquisa deste tipo realizada no Capitulo 6, em que pretendemos elencar possiveis

contribuicdes do PMA para o ensino de Matematica na Educacao Basica.
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5 A PESQUISA TEORICA E ESPECULATIVA

Esta tese € uma pesquisa de natureza qualitativa, conforme Bogdan
e Biklen (1991). Os dados recolhidos sao na forma de texto. Abordamos os dados
com a ideia de que “[...] tudo tem potencial para constituir uma pista que nos permita
estabelecer uma compreensdo mais esclarecedora do nosso objeto de estudo”
(BOGDAN, BIKLEN, 1991, p. 49).

Uma caracteristica da pesquisa qualitativa em que prezamos nesta
tese € o interesse “[...] mais pelo processo do que simplesmente pelos resultados ou
produtos” (BOGDAN, BIKLEN, 1991, p. 49). Nosso objetivo & discutir e elencar, a
partir de diferentes perspectivas de PMA, possiveis contribuicbes desse pensamento
matematico e de seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educacgao
Basica. Consideramos que essa discussao € interessante independente das
potenciais contribuicdes que forem elencadas, se forem muitas ou poucas ou se
concluirmos que algumas séo inviaveis em determinado contexto. Além disso, n&o
tivemos hipoteses construidas previamente. Valorizamos o processo de construir
essa discussao, tal como as articulagdes realizadas entre os referenciais tedéricos
que utilizamos.

Com relagdo aos objetivos, esta pesquisa pode ser caracterizada
como exploratoria ou diagnostica (FIORENTINI, LORENZATO, 2006), por buscar
informacgdes ou esclarecer uma tematica pouco conhecida, que é a possibilidade de
contribuicdes do PMA dos professores de Matematica (nas perspectivas que
adotamos) para a sua pratica de ensino. No Capitulo 4, apresentamos
levantamentos que apontam que esse assunto ainda foi pouco investigado. Sendo
assim, discutindo e elencando possiveis contribuicbes do PMA para o ensino de
Matematica na Educagao Basica, pretendemos iniciar investigacdes a respeito desse
pensamento no trabalho dos professores.

Com relagdo ao processo de coleta de dados, esta pesquisa é
bibliografica (FIORENTINI, LORENZATO, 2006). A pesquisa bibliografica esta
intrinsecamente relacionada aos dois primeiros objetivos especificos da tese: cotejar
diferentes caracterizagées do PMA para identificar e nomear algumas perspectivas
desse pensamento matematico; além de interpretar, no levantamento, possiveis
relagdes entre o PMA e o ensino de Matematica na Educacao Basica, a partir das

consideragdes de pesquisadores. Essas etapas da pesquisa forneceram ideias de
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potenciais contribuicbes do PMA (nas trés perspectivas que adotamos) para o
ensino de Matematica e de articulacbes entre o desenvolvimento do PMA e a
aprendizagem em Matematica Avancada, bem como do PME e do PMA, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, com a Matematica Escolar e a
Matematica Académica, contribuindo, assim, com o objetivo da tese e os demais
objetivos especificos.

Com o objetivo de discutir e elencar, a partir de diferentes
perspectivas de PMA, possiveis contribuicdes desse pensamento matematico e de
seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educagdo Basica,

promovemos uma pesquisa tedrica e especulativa.

[...] a pesquisa especulativa visa produzir afirmacgbes tedricas a partir
de outras afirmacdes tedricas. Ao contrario da pesquisa de campo,
ela ndo trabalha a partir de dados empiricos; a escrita, o texto
constitui, portanto, a fonte primaria de suas declaracdes. Uma
segunda observacdo nos permite especificar que esse tipo de
pesquisa nado consiste em uma demonstracdo realizada com base
em um ‘real’ observavel e mensuravel; ela visa antes a mostrar, a
encenar, a pesar os pros e os contras, a fazer escolhas e a apoia-las
com argumentacao. (MARTINEAU; SIMARD; GAUTHIER, 2001, p. 4,
traducao nossa, grifo dos autores).

Van der Maren (2004) afirma que a pesquisa especulativa, embora
nao trabalhe com dados empiricos, ndao pode comecar do zero. Ela precisa de
material, de outras declaragdes tedricas produzidas anteriormente. Assim, é
necessaria a constituicdo prévia do corpus de enunciados de base (VAN DER
MAREN, 2004).

Essa primeira tarefa da pesquisa tedrica e especulativa, de
selecionar os enunciados tedricos a partir dos quais as reflexdes serdo construidas,
foi realizada nos capitulos 2 e 3. Atentamo-nos aos critérios de validade propostos
por Van der Maren (2004): modalidade no acesso as fontes (utilizamos fontes
primarias, ou seja, textos originais dos tedricos do PMA*, do Conhecimento
Matematico para o Ensino* e referentes & Matematica Escolar e & Matematica
Académica®), integridade (buscamos extrair todas as informacdes do corpus
relevantes para esta pesquisa, incluindo as que pudessem trazer dificuldades,

contradigbes ou nuances, com o cuidado para nao isolar uma frase de seu contexto),

** Resnick (1987), Tall e Vinner (1981), Sfard (1987, 1991), Tall (1995, 2002, 2004, 2008, 2013), Gray
e Tall (1994, 2001), Dreyfus (2002) e Dubinsky (2002).

* Ball, Thames e Phelps (2008).

** Moreira (2012) e Moreira e David (2007).
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atualidade (confrontamos as ideias do PMA desde quando inicialmente
desenvolvidas até as discussdes mais recentes; verificamos que as questdes da
Matematica Escolar postas por Moreira e David (2007) se mantém no discurso de
trabalhos atuais em Educagao Matematica no Brasil) e autenticidade (novamente, a
importancia de se fazer referéncia direta as fontes primarias, com atenc¢ao ao ano e
local da publicag&o para se considerar o contexto da escrita).

O corpus de enunciados de base de uma pesquisa tedrica e
especulativa pode ser unico, intertextual ou contrastante. Trabalhamos com um
corpus de pesquisa intertextual, por contar com enunciados oriundos de diferentes
discursos. Identificamos as diferencas nas producbes desses enunciados e
construimos os enunciados por meio da interagdo de informacdes.
“Consequentemente, a interpretacdo correta e matizada de um enunciado s6 sera
possivel pelo exame concomitante das diferencas entre as formas dos enunciados e
as diferengas entre os contextos” (VAN DER MAREN, 2004, p. 135, tradug&o nossa).

No Capitulo 2, poderiamos ter adotado um corpus contrastante, e
enfatizar as diferencas nas caracterizacbes do PMA, das tensbes. No entanto,
optamos por uma perspectiva mais interativa, e buscamos construir uma concepgao
do PMA que viesse da convergéncia das caracterizagbes de varios autores
agrupadas em perspectivas de PMA, de forma a aproveitar diferentes
caracterizagdes e adequar-se ao nosso objetivo. No Capitulo 3, identificamos um fio
condutor que nos permitiu reunir referenciais tedricos que apresentam exemplos de
modo a defender uma utilidade do conhecimento de Matematica Avancada para
professores da Educacdo Basica (BALL; BASS, 2009; JAKOBSEN et al., 2012;
WASSERMAN, 2016; ZAZKIS; MAMOLO, 2011) com referenciais tedricos que
apresentam exemplos que trazem objec¢des para esse conhecimento trabalhado na
formacao inicial (MOREIRA; DAVID, 2007): a parte da Matematica Avangada que é
importante para os professores € a que estiver demonstrativamente relacionada ao
trabalho de ensinar na escola (JAKOBSEN et al., 2012). No Capitulo 6, cujo corpus
se baseia nos capitulos 2 e 3, também pretendemos construir uma analise que se
adeque aos enunciados dos autores da fundamentacdo tedrica, identificando
possiveis contrastes, mas nao os tomando por base.

De acordo com Martineau, Simard e Gauthier (2001), a pesquisa
tedrica e especulativa € um trabalho intelectual e de hermenéutica, que consiste em

trés eixos fundamentais: interpretar, argumentar e contar. A hermenéutica é a arte
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de interpretar, necessaria para evitar desentendimentos a medida que a distancia
geografica, temporal ou cultural separa um texto de seu leitor (MARTINEAU,
SIMARD, GAUTHIER, 2001).

Pesquisadores que realizam pesquisas tedricas e especulativas sao
confrontados com os textos (livros, artigos, comunicacgdes) de outros
pesquisadores que se dirigiram ao mesmo assunto. Assim, antes
mesmo de produzir seu proprio texto, os pesquisadores devem,
portanto, interpretar esses textos anteriores, a fim de ter uma viséo
do campo investigado, para especificar sua questdo de pesquisa e
para formular um problema original. Essa permanéncia na literatura
especializada é um exercicio de interpretagdo, um trabalho de
hermenéutica e analise conceitual. (MARTINEAU, SIMARD,
GAUTHIER, 2001, p. 12, tradugao nossa).

Segundo Martineau, Simard e Gauthier (2001, p. 16, tradugao
nossa), “a partir da analise conceitual, ele [0 pesquisador] mantera em memoria a
necessidade de definir corretamente os conceitos”, algo que nos preocupamos na
fundamentacéo tedrica (capitulos 2 e 3) e precisamos corresponder na discussao do
Capitulo 6.

Segundo Van der Maren (2004, p. 139, tradugédo nossa), “A analise
conceitual visa identificar o significado e possibilidades de aplicagdo de um conceito
ou nogao, identificando constituintes do campo semantico desse conceito ou nogao
e suas interacdbes com outros campos”. Nesse sentido, visamos identificar
possibilidades do PMA, nas trés perspectivas adotadas, com o ensino de
Matematica na Educacgao Basica.

Assim, a analise conceitual forma uma base para a teorizacao, pois
permite identificar a quais assuntos, situagcdes ou sujeitos um conceito se aplica e os
significados conduzidos por essas aplicagdes (VAN DER MAREN, 2004).

Martineau, Simard e Gauthier (2001) destacam que duas falsas
doutrinas devem ser evitadas na analise conceitual: a definicdo operacional e a
arbitrariedade linguistica. A primeira considera que um conceito € o resultado de
uma medi¢ao, o que significaria eliminar tudo o que € vago nele, mas nao contribui
para sua compreensao. A segunda considera que a definicdo de um termo é um
simples resultado de uma convengao, 0 que ignora a riqueza da realidade que ele
descreve (MARTINEAU, SIMARD, GAUTHIER, 2001). Nesta tese, os conceitos s&o
mais caracterizados do que definidos, como nas caracterizacbées do PMA de acordo
com cada perspectiva identificada. Com as caracterizacbes baseadas em diversos

autores do referencial tedrico, procuramos evitar tanto a rigidez da medigéo
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absolutamente precisa quanto da arbitrariedade de convencgdes. As caracterizacbes
dos principais conceitos utilizados nesta tese foram resumidas no Quadro 3, ao final
do Capitulo 3.

De acordo com Martineau, Simard e Gauthier (2001), o trabalho do
pesquisador em uma pesquisa tedrica e especulativa envolve um vaivém entre a
coleta de dados e a analise do material, na maioria das vezes sem saber o que
procura exatamente. Nesse processo, 0 problema e a metodologia sao construidos
ao longo da pesquisa.

Isso exige que o pesquisador ‘resida’ em seu campo, caracteristica
da pesquisa qualitativa (BOGDAN, BIKLEN, 1991), com a diferenga que, segundo
Martineau, Simard e Gauthier (2001), no caso da pesquisa tedrica e especulativa,
esse campo se trata da literatura especializada. Assim, o pesquisador se envolve
com trabalhos que abordam o tema antes de ter uma ideia clara do que o preocupa,
encontrando autores que |Ihe serdo uteis e obtendo acesso a uma rede de textos.

Passamos por esse processo, buscando inicialmente construir uma
tese que relacionasse o PMA com referenciais tedricos voltados a saberes para o
ensino de Matematica, especialmente com relacdo a Matematica Escolar e a
Matematica Académica (MOREIRA; DAVID, 2007). Realizamos os levantamentos
apresentados no Capitulo 4 e fomos refinando o problema e a metodologia enquanto

analisavamos os textos e as ideias para a tese anotadas durante a sua construcéo.

[...] o pesquisador ‘tedrico’ € sua prépria ferramenta metodoldgica.
Além disso, seu trabalho € mais ou menos solitario. Ele ndo deve
apenas extrair o significado oculto de um conjunto de textos tomados
isoladamente, mas também encontrar a estrutura profunda que liga
esses textos (mesmo que esta ‘ligacdo’ seja uma 0posicéo).
(MARTINEAU, SIMARD, GAUTHIER, 2001, p. 8, tradugdo nossa,
grifo dos autores).

As ideias de possiveis relagdes entre os referenciais tedricos foram
sendo anotadas em um diario. De acordo com Martineau, Simard e Gauthier (2001),
o diario serve para que nao se perca nenhuma informacdo e como uma ferramenta
de obijetificagdo, onde sao escritas subjetividades, como impressdes e sentimentos.
A medida que nos aproximamos do objetivo de elencar possiveis contribuicdes do
PMA para o ensino de Matematica na Educacdo Basica, as anotagdes no diario
foram ficando mais coerentes com esse objetivo. Apds reunir potenciais
contribuigdes, comegamos a organiza-las para construir uma discussao a respeito.

Na pesquisa teodrica e especulativa, o eixo de argumentar envolve a
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retérica. Uma vez que ndo ha uma demonstracdo para assuntos dessa matéria, o
pesquisador em Ciéncias da Educagédo deve argumentar pela sua tese de forma a
prever contra-argumentos que possam vir de seu publico-alvo (MARTINEAU;

SIMARD; GAUTHIER, 2001).

Ao contrario da demonstragcdo, o argumento visa a persuasao e
convicgao de seu publico; ela é, portanto, concebivel apenas em um
determinado contexto social. Longe de acontecer de forma abstrata
como a demonstracao, o argumento deve se adaptar ao seu publico.
Se a demonstragdo fornece provas convincentes, o argumento
oferece razdes a favor ou contra uma tese particular. (MARTINEAU;
SIMARD; GAUTHIER, 2001, p. 18, tradug¢ao nossa).

Trata-se, portanto, de se pesar os prés e os contras e construir uma
argumentacao retorica (que, no NOSSo caso, seja convincente perante a comunidade
de pesquisadores em Educacdo Matematica e estudantes interessados na leitura
desta tese). Os argumentos utilizados serdo validos em um contexto social
especifico, ndo sendo generalizaveis ou atemporais, o que esta de acordo com o
posicionamento epistemoldgico desta tese de natureza qualitativa.

No eixo de contar, destacamos ser necessario propor uma nova
analise, com base na interpretacao de textos anteriores e em um discurso coerente:

[...] as pesquisas teoricas e especulativas sdo, por um lado, ocasiao
de um diadlogo com uma determinada literatura e, por outro lado, o
local de uma argumentagdo que visa convencer um publico. No
entanto, essas duas atividades sé podem atingir seu objetivo dentro
de um texto capaz de despertar e manter um interesse constante no
leitor. Dai a importancia de uma boa narrativa; e, portanto, da escrita.
Além disso, tanto quanto a argumentagdo, a narrativa constitui um
fator de coeréncia discursiva. Na verdade, uma das questbes
centrais da pesquisa tedrica e especulativa reside em sua
capacidade para produzir uma problematica inédita, para propor uma
nova analise com base em interpretacido de textos anteriores e
argumentacao rigorosa. (MARTINEAU; SIMARD; GAUTHIER, 2001,
p. 20, tradugao nossa).

Por fim, na pesquisa tedrica e especulativa, a analise pode ser do
tipo conceitual, critica ou inferencial (VAN DER MAREN, 2004). Além da analise
conceitual referente aos capitulos anteriores, realizamos, no Capitulo 6, uma analise
inferencial, por se tratar do desenvolvimento ou extensdo de uma teorizagao.

Segundo Van der Maren (2004, p. 148, tradugdo nossa), na analise
inferencial “o desenvolvimento de uma nova teoria em um determinado dominio é
obtido pela transferéncia de uma teoria de outro dominio como resultado da

percepgdo de uma analogia entre dominios”. Nesta tese, procuramos fazer uma
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‘extensdo’ do dominio de algumas teorias, no sentido de “adicionar alguns
elementos tedricos que tornem possivel aplicar a teoria a um dominio reestabelecido
(ou aumentar o escopo, ou restringi-lo pela especificacdo de condi¢des)” (VAN DER
MAREN, 2004, p. 149, traducédo nossa). Assim, pretendemos discutir se o PMA (em
diferentes perspectivas), além de ter sua importancia no trabalho de matematicos e
na aprendizagem em Matematica Avangada, também pode contribuir no ensino de
Matematica na Educacao Basica. Além disso, ao relacionarmos o PME e o PMA, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, com a Matematica Escolar e a
Matematica Académica, percebemos uma analogia entre dominios, que nos permite
ter ideias de possiveis contribuigdes do PMA dos professores (nessa perspectiva)
para o ensino com base em possiveis contribuicbes da Matematica Académica, e
vice-versa (Subsecdo 6.2.2).

Por se tratar de uma extens&o externa, as inferéncias prosseguem
principalmente por analogias, ou seja, por semelhangas e a possibilidade de
expressar afirmacgdes tedricas de um dominio em outro (VAN DER MAREN, 2004).
Segundo Van der Maren (2004), uma vez formulada essa transferéncia hipotética,
surge a questado de saber se a validade das afirmag¢des de uma teoria se mantém ao
serem formuladas em outra.

Seguimos as recomendagdes de Van der Maren (2004) para
organizar as analises conceitual e inferencial, mas considerando os métodos
empregados em uma pesquisa do tipo tedrica e especulativa sdo dinamicos e pouco
restritivos. De fato, nossa perspectiva se alinha a de Martineau, Simard e Gauthier
(2001, p. 6, tradugdo nossa), em que “[...] o problema é construido ao longo da
pesquisa, ao mesmo tempo em que a metodologia é refinada”. Por isso, tomamos
liberdade tanto para modificar questdes a serem investigadas quanto para repensar
o método de investigacao durante a pesquisa.

No capitulo a seguir, apresentamos as discussdes referentes a esta

teorizacao.
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6 POSSIVEIS CONTRIBUIGOES DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO
PARA O ENSINO DE MATEMATICA NA EDUCAGAO BASICA

Neste capitulo, discutimos e elencamos, a partir de diferentes
perspectivas de PMA, possiveis contribuicdes desse pensamento matematico e de
seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educacgéo Basica, por meio
de uma pesquisa tedrica e especulativa, mais especificamente pelos eixos de
argumentar e contar (MARTINEAU; SIMARD; GAUTHIER, 2001).

Escolhemos abordar tanto possiveis contribuicbes do PMA dos
professores quanto do estudo do referencial teérico do PMA, porque as discussdes e
etapas de pesquisa que realizamos (especialmente no Capitulo 4) ajudaram a
elencarmos contribuicdes referentes a ambos. Ainda que escolhéssemos um deles
como foco, ndo havia como prevermos para qual encontrariamos relagdes entre o
PMA e o ensino de Matematica na Educacdo Basica nas pesquisas do
levantamento, que foram importantes para reunirmos ideias de potenciais
contribuicdes do PMA para entdo argumentarmos a respeito neste capitulo.

Assim, na Secdo 6.1, discutimos e elencamos possiveis
contribuicdes do referencial tedérico do PMA para os professores no ensino de
Matematica na Educacao Basica. Relacionamos essas contribuicdes com diferentes
caracterizagdes do PMA presentes no referencial tedrico, agrupando-as, ao final da
secao, pelas perspectivas que nomeamos no Capitulo 2.

Na Secdo 6.2, discutimos e elencamos, a partir de diferentes
perspectivas de PMA, possiveis contribuicbes do PMA dos professores para o
ensino de Matematica na Educacio Basica e apresentamos exemplos de situacoes
hipotéticas para algumas dessas potenciais contribuigdes.

Na Subsecéao 6.2.1, relacionamos o desenvolvimento do PMA com a
aprendizagem em Matematica Avangada, nas trés perspectivas de PMA adotadas.

Para discutirmos relacbes do PMA com a matematica da Educacéao
Basica na perspectiva do pensamento formal-axiomatico (algo que é mais imediato
nas outras perspectivas), relacionamos (na Subsecéo 6.2.2) o PME e o PMA, nessa
perspectiva, com a Matematica Escolar e a Matematica Académica (MOREIRA;
DAVID, 2007). Embora essa relagdo esteja focada em tal perspectiva de PMA,
envolvemos, neste capitulo, as trés perspectivas que identificamos no Capitulo 2,
pretendendo discutir e elencar possiveis contribuicbes do PMA para o ensino de
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Matematica na Educacdo Basica referentes as trés. Em alguns trechos, pode
parecer que focamos a discussdo mais na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, porém, isso se deve ao fato de suas potenciais contribuicdes envolverem
uma argumentagdo mais complicada, enquanto as perspectivas da complexidade
dos processos de pensamento e das concepg¢des dos conceitos estdo mais
diretamente relacionadas a aprendizagem matematica (e, portanto, ao ensino) na
Educacéo Basica.

Em cada secido deste capitulo, organizamos os argumentos apos
categoriza-los com o auxilio do modelo do Conhecimento Matematico para o Ensino
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008), inspirados na Analise de Conteudo (BARDIN,
1977).

6.1 PossiVEIS CONTRIBUICOES DO REFERENCIAL TEORICO DO PENSAMENTO MATEMATICO
AVANCADO

Um dos trabalhos que encontramos no levantamento, mas que nao
foi analisado em Inarejos e Savioli (2022) devido ao recorte de tempo, foi o de
Amorim (2011). A autora avaliou a contribuicdo de uma proposta de ensino baseada
em conceitos imagem, relacionada ao conceito de limite de uma fungdo, para a
aprendizagem de licenciandos apds cursarem Analise Real.

Em suas consideragbes finais, Amorim (2011) destacou que o
trabalho com o conceito imagem dos estudantes, realizado com uma turma de
Analise, trouxe contribuicbes para o professor da disciplina, como “entender e situar
0 momento em que os alunos se deparam com o ensino de limites agora em Analise
e avaliar a bagagem trazida do Calculo”, além de “perceber a importancia de
identificar eventuais imagens conceituais equivocadas que os alunos trazem, as
quais podem gerar situagdes de conflitos” (AMORIM, 2011, p. 126).

Embora essas conclusdes tenham sido proferidas quanto ao
professor da disciplina de Analise Real, elementos de intuicdo e conceito imagem
estdo presentes na Matematica Elementar, o que nos permite considerar que tais
contribuicdes poderiam ser aproveitadas por professores de Matematica da
Educacao Basica.

Outras conclusdes da autora quanto a contribuicbes no trabalho de

professores estdo mais relacionadas ao Ensino Superior e ndo nos permitem essa
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mudang¢a de contexto, como contribui¢des envolvendo o trabalho com definicdes
formais.

No entanto, na Secdo 4.3, comentamos que Domingos (2006),
Machado e Bianchini (2013) e Prado (2016) consideram que o conhecimento
explicito do referencial teérico do PMA, ao contribuir para reflexdes dos professores
da Educacao Basica sobre o préprio saber matematico, pode contribuir para a
criacdo e avaliacdo de situagdes propicias de aprendizagem, o que se relaciona ao
Conhecimento do Conteudo e Ensino.

De acordo com Machado e Bianchini (2013) e Bianchini e Machado
(2015), a reflexdo sobre o proprio saber proporcionada pelo estudo do referencial
tedrico do PMA possibilita aos professores de Matematica da Educagao Basica criar
e avaliar situagbes propicias para que seus alunos se mobilizem para a
aprendizagem matematica. As autoras baseiam-se em Dreyfus (2002), com uma
perspectiva de PMA dada pela complexidade dos processos de pensamento na
nossa interpretacédo, e consideram que o estudo dos principais processos de PMA
auxilia professores de Matematica a avaliar atividades que sejam propicias para o
desenvolvimento desses processos.

Segundo Prado (2016), o estudo do referencial teérico do PMA pode
contribuir para que os professores da Educacao Basica compreendam os processos
envolvidos na constru¢édo de uma nogao matematica por um individuo, tal como as
nocdes de Algebra Linear que o autor abordou, permitindo a reflexdo a respeito de
agdes para contribuir com a aprendizagem dos estudantes.

Desse modo, o referencial teérico do PMA (que embasa as trés
perspectivas de PMA que adotamos) pode auxiliar os professores da Educagao
Basica a refletirem sobre o préprio saber, entenderem os conhecimentos
matematicos que precisam ter dominio e diferencia-los do que precisa ensinar,
desenvolvendo seu Conhecimento do Conteudo e Ensino. Nas caracterizagdes do
PMA voltadas a perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o referencial teérico
ajuda a esclarecer as diferengcas na estruturagcao do conteudo e na légica de sua
construgcédo, como em Tall (1995, 2002). Quanto a perspectiva das concepgdes dos
conceitos, o referencial tedrico enfatiza diferentes concepg¢des, como em Sfard
(1991) e Dubisnky (2002). Enfim, nas caracterizagbes voltadas a perspectiva da
complexidade dos processos de pensamento, tal como em Dreyfus (2002) e Resnick

(1987), o referencial tedrico enfatiza os processos de pensamento matematico
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envolvidos e como eles auxiliam professores na reflexdo do préprio saber.

Ainda com relagao a reflexdo dos professores sobre o proprio saber,
Tirosh, Tsamir e Levenson (2011), conforme abordamos na Secéo 4.3, propdéem um
modelo que articula quatro dominios do Conhecimento Matematico para o Ensino
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008) com o conceito imagem e o conceito defini¢cao
(TALL; VINNER, 1981) e, segundo os autores, auxilia os professores do jardim de
infancia a focarem no conhecimento que estdo construindo e sua utilizagdo no
ensino. Com o estudo do referencial tedrico, os professores participantes
desenvolveram seu Conhecimento Especializado do Conteudo e Conhecimento do
Conteudo e Ensino (TIROSH; TSAMIR; LEVERSON, 2011).

Seguindo a ideia de Tirosh, Tsamir e Levenson (2011), o modelo do
Conhecimento Matematico para o Ensino (MKT) de Ball, Thames e Phelps (2008)
possui seis dominios de conhecimento que possivelmente estao relacionados a cada
conceito matematico. Uma vez que um conceito pode ser desmembrado conforme
alguma decomposicdo genética (especialmente proceitos em Aritmética e Algebra®®),
podemos tentar detalhar conhecimentos relacionados a cada dominio do MKT para
cada etapa de uma decomposicédo genética de um dado conceito matematico. Nao &
algo que pretendemos explorar a fundo nesta tese, mas é possivel comentarmos um
exemplo com um conceito especifico, nos limitando a alguns dominios do MKT e a
uma decomposigao genética.

Tomemos, como exemplo, o conceito de fungdo, as concepgdes
operacional e estrutural de Sfard (1991) e trés dominios do MKT: Conhecimento
Comum do Conteudo (CCK), Conhecimento do Conteudo e Estudantes (KCS) e
Conhecimento do Conteudo e Ensino (KCT). Na concepgao operacional, o CCK
incluir saber relacionar duas grandezas, calcular valores de uma fungao, determinar
pares ordenados e desenhar graficos. Nessa mesma concepgdo, o KCS
possivelmente inclui o conhecimento de que os estudantes podem ter dificuldade em
identificar as grandezas e qual variavel é a dependente, qual € a independente. O
KCS também inclui o conhecimento de exemplos relacionados ao cotidiano dos

estudantes?’. O KCS pode contribuir com o KCT, que inclui o conhecimento de

* Conforme Tall (1995, 1999, 2004, 2008, 2013).

*" Lecionando no sexto ano do Ensino Fundamental, certa vez cometi a gafe de utilizar o troco, em
relagdo a uma quantidade de paes comprados, como um exemplo que pensei ser familiar aos
estudantes. Ndo me atentei que as criangas da turma ndo estavam acostumadas a irem a padaria
com dinheiro a pedido dos pais, como era comum na minha infancia. Percebi que pontuagédo e dano
em jogos eletrdnicos eram exemplos mais familiares aos estudantes daquela turma.
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exemplos cujo contexto seja familiar aos estudantes e permitem explorar os
conceitos. Ja na concepgao estrutural, o CCK inclui ver a fungdo como um objeto
que relaciona duas grandezas, saber que relagdes s&o ou ndo uma funcgéo, enxergar
o grafico como um conjunto de pares ordenados, uma férmula como uma relagao
estabelecida entre as variaveis e ndo somente um comando de calculo, bem como
relacionar diferentes representagbes. Nessa concepg¢dao, o KCS pode incluir o
conhecimento de que os estudantes talvez tenham dificuldade em alternar entre as
diferentes representacdes e observar de forma mais rapida propriedades como
dominio, imagem, injetividade e sobrejetividade, e que pode ser comum
esquecerem-se de verificar se para cada elemento da variavel independente existe
um unico elemento da variavel dependente relacionado. O KCT, na concepgao
estrutural, pode incluir problemas ou exemplos que envolvem diferentes
representacdes para uma mesma fungao, para tentar evidenciar a estrutura e o que
se pode interpretar em cada representagdo. Ainda, pode incluir a estratégia de
solicitar que verifiquem se em cada representacdo pode-se observar que cada
elemento do dominio corresponde a um unico elemento da imagem.

Essa decomposicao dos conhecimentos voltados a um conteudo
especifico pode ser util para os professores da Educacéo Basica organizarem seus
conhecimentos, como Tirosh, Tsamir e Levenson (2011) exemplificam com o KCT
sendo construido a partir da consciéncia que os professores tém da cisdo entre
conceito imagem e conceito definicdo e do conhecimento que possuem dos
estudantes (KCS). Essa seria uma forma de se apoiar no referencial teérico do PMA,
especialmente voltado a perspectiva das concepgdes dos conceitos (DUBINSKY,
2002; GRAY; TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991; TALL; VINNER, 1981), para a
reflexdo dos professores sobre o proprio saber. Porém, tal decomposicdo envolve
muito estudo de referenciais tedricos, o que prejudica sua viabilidade.

Com relagdo ao Conhecimento Especializado do Conteudo, o
Conhecimento do Conteudo no Horizonte e o Conhecimento do Conteudo e Ensino,
o PMA, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, envolve trabalhos com
definicdes e provas na Matematica Académica. Na Matematica Escolar*®, as
descrigdes e justificativas podem ser diferentes.

Um exemplo de provas e justificativas diferentes ocorre com as

*8 Conforme abordamos no final do Capitulo 3, entendemos, nesta tese, a Matematica Escolar como o
conjunto de saberes associados a pratica docente escolar.
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regras de sinal, que podem ser provadas, na Matematica Académica, com base nas
propriedades dos conjuntos numéricos, e justificadas, na Educagdo Basica, com
base em desenhos, padrdes, interpretagbes contextualizadas da multiplicagéo, ou
outros recursos, conforme aborda Tall (2013). Esse € um exemplo em que é dificil
associar a Matematica Académica com a Matematica Escolar.

Outro exemplo é que na Matematica Académica ha uma coépia de Z
contida em Q e, na Matematica Escolar, entende-se que Z c Q. Nesse ultimo caso, é
possivel aproveitar de uma nocdo da Matematica Académica para uma explicacao
da inclusdo no ensino de Matematica na Educagéo Basica, identificando o conjunto

das fragbes % tal que a € Z como o proprio conjunto Z. Mas isso exige cuidado, pois

a Matematica Escolar ndo estd sob uma ‘vigilancia epistemoldgica’ da Matematica
Académica (MOREIRA; DAVID, 2007). Formalmente, o conjunto dos numeros
racionais é definido como um conjunto de classes de equivaléncia de pares
ordenados de numeros inteiros. Nesse conjunto, existem as classes de equivaléncia
da forma (a, 1), que formam um subconjunto de Q com a mesma estrutura de Z. Na

Educacgao Basica, a classe de equivaléncia pode ser desconsiderada, e o conjunto Q

ser definido como fragcbes de inteiros %, com a,b €Z, b # 0, no qual %z a€lZ.

Assim, & possivel aproveitar ideias de justificativas da Matematica Académica sem,
no entanto, exigir que sua abordagem formal rigorosa seja transposta a Matematica
Escolar.

E possivel que o conhecimento de referenciais tedricos*® que
ajudam a identificar diferencas no modo como a Matematica € construida na
Educacido Basica e na Matematica Académica possa contribuir para decisées dos
professores em situacbes como essas, ao favorecer o entendimento das diferentes
formas de justificativas matematicas e da logica interna de cada uma.

Assim, conhecer explicitamente o referencial tedrico do PMA,
especialmente nas caracterizagbes voltadas a perspectiva do pensamento formal-
axiomatico (TALL, 1995, 2002, 2004, 2008, 2013), pode auxiliar professores a
compreenderem essas diferencas e saberem até que ponto seu conhecimento de
Matematica Avancada pode ser utilizado, explicitamente ou implicitamente, na
Matematica Escolar. Desse modo, o Conhecimento Especializado do Conteudo e até

mesmo o Conhecimento do Conteudo no Horizonte que os professores possuem

*9 Tal como Tall (1995, 2002, 2008, 2013) e Moreira e David (2007).
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pode ser articulado e utilizado em suas decisbes no ensino, contribuindo, assim,
para o seu Conhecimento do Conteudo e Ensino.

Inarejos e Savioli (2022) interpretaram concepgbes de
pesquisadores de que a aprendizagem de conceitos pode ser inferida pelo
desenvolvimento do PMA (FONSECA; HENRIQUES, 2018, 2020; JESUS; SAVIOLI,
2019; JORGE, 2017; MENEZES, 2018; TEOFILO; LIMA; MENEZES, 2020) e o0 PMA
permite o diagndstico de dificuldades dos estudantes (BROETTO; SANTOS-
WAGNER, 2017a, 2017b; JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017; VIDOTTI; KATO,
2018). Na Secao 4.2, analisando pesquisas que nao verificaram indicios de PMA na
producdo de estudantes, encontramos algumas pesquisas que utilizaram do
referencial tedrico para discutir dificuldades (BRITO, 2010; BRITO; REIS, 2011;
FRANCO; SOARES, 2013). Esses trabalhos se desenvolveram na licenciatura em
Matematica, envolvendo avaliagbes no Ensino Superior, e em alguns casos suas
consideragdes ndo podem ser aproveitadas na Educacao Basica. Por exemplo, as
consideragdes de Franco e Soares (2013), que comentamos na Sec¢ao 4.2, dizem
respeito ao conceito imagem desenvolvido no trabalho com a definicao formal, algo
que esta além da matematica da Educacao Basica.

Contudo, considerando as perspectivas da complexidade dos
processos de pensamento e das concepgdes dos conceitos, podemos afirmar que o
referencial tedrico do PMA pode ser utilizado por professores para diagnosticar
dificuldades dos estudantes ou inferir aprendizagem com base em indicios de PMA,
pois, nessas perspectivas, o PMA pode ocorrer na Educagdo Basica, e assim o0s
indicios de PMA podem ser analisados como nas pesquisas mencionadas.

Essa ideia € respaldada por Dreyfus (2002), que afirma que a
discussao dos processos de pensamento matematico pode auxiliar os professores a
se tornarem mais conscientes do que esta acontecendo durante esses processos.
“Esperamos que isso ajude os professores a introduzir tal agado explicitamente em
suas salas de aula” (DREYFUS, 2002, p. 25, tradugéo nossa).

Machado e Bianchini (2013) baseiam-se em Dreyfus (2002), e
consideram que a consciéncia dos processos de PMA pode contribuir para os
professores compreenderem as dificuldades que seus estudantes enfrentam, tanto
dificuldades inerentes aos conceitos e ideias que pretendem desenvolver, quanto
pela falta de habito com o desenvolvimento dos processos requeridos em sua
construgdo (BIANCHINI; MACHADO, 2015).
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Além disso, segundo Bianchini e Machado (2015), a reflexdo sobre o
proprio saber embasada no estudo dos processos de PMA propicia aos professores
anteciparem o que os estudantes podem apresentar de dificuldade, o que se
relaciona, conforme Ball, Thames e Phelps (2008), ao Conhecimento do Conteudo e
Estudantes.

Desse modo, nas caracterizagbes do PMA referentes a perspectiva
da complexidade dos processos de pensamento, o referencial tedrico do PMA
(DREYFUS, 2002) pode contribuir para que os professores da Educagdo Basica
avaliem, de acordo com os processos de PMA, o desenvolvimento do pensamento
matematico dos estudantes e suas dificuldades para desenvolver esses processos,
contribuindo para o seu Conhecimento do Conteudo e Estudantes.

Do mesmo modo, as concepgdes dos conceitos, decompostas, por
exemplo, de acordo com a Teoria APOS (DUBINSKY, 2002), favorecem a analise do
entendimento dos estudantes. Assim, na perspectiva das concepgdes dos conceitos,
o estudo do referencial tedrico do PMA pode contribuir para que os professores da
Educacdo Basica interpretem as concepg¢des dos estudantes e avaliem sua
aprendizagem, contribuindo, assim, para o Conhecimento do Conteudo e Estudantes
por meio de um Conhecimento Especializado do Conteudo: as decomposicoes
genéticas dos conceitos.

Embora tenhamos foco, nesta secdo, em contribuicbes do
referencial tedrico do PMA, cabe observar que essa possivel contribuicdo para
professores interpretarem dificuldades e concepgdes de seus alunos e avaliarem a
aprendizagem pelos processos desenvolvidos requer ndo apenas o conhecimento
do referencial tedérico, como também o dominio dos processos envolvidos, ou seja,
requer um desenvolvimento do PMA nas perspectivas da complexidade dos
processos de pensamento e das concepgdes dos conceitos.

Na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, ndo é esperado
que os estudantes da Educacdo Basica manifestem indicios de PMA (um
pensamento voltado a Matematica Académica), ndo sendo possivel uma avaliagao
com base nesses indicios. Porém, tanto nessa perspectiva quanto nas outras, o
referencial tedrico contribui para o entendimento do Pensamento Matematico
Elementar (PME).

Por exemplo, Tall (1995, 2004, 2008, 2013) descreve o crescimento

cognitivo por meio de formas corporificadas e simbdlicas, que ocorre desde criangas
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pequenas. Além de possibilitar a professores entenderem o pensamento matematico
das criangas, o conhecimento dessas formas de crescimento cognitivo pode auxiliar
o planejamento de atividades com vistas a favorecer o desenvolvimento desse
pensamento, contribuindo para o Conhecimento do Conteudo e Ensino dos
professores. Ainda, o Conhecimento do Conteudo e Curriculo pode ser mobilizado
para que os professores situem o momento adequado em que ocorre cada etapa
desse desenvolvimento.

Similarmente, os processos de pensamento matematico a serem
desenvolvidos para o aprendizado de cada conteudo possibilitam aos professores
tanto entenderem o pensamento matematico dos estudantes quanto planejarem
atividades que visam o desenvolvimento desses processos™. Dessa forma, o
conhecimento do referencial teérico do PMA, no que se refere a caracterizagdes
voltadas a perspectiva da complexidade dos processos de pensamento (DREYFUS,
2002), pode contribuir para o Conhecimento do Conteudo e Estudantes e o
Conhecimento do Conteudo e Ensino dos professores de Matematica da Educagao
Basica.

Com relagdo a essa possibilidade, Inarejos e Savioli (2022)
interpretaram uma concepg¢ao de que o referencial teérico do PMA pode auxiliar os
professores no diagndstico de dificuldades ou no embasamento do processo de
ensino-aprendizagem, de acordo com Broetto e Santos-Wagner (2017a, 2017b),
Jorge (2017), Fontenele (2018), Menezes, (2018), Vidotti e Kato (2018), Jesus e
Savioli (2019), Lopes (2019), Rodrigues (2019), Amorim et al. (2020), Flores,
Fonseca e Bisognin (2020) e Mateus-Nieves e Jimenez (2020). Ainda, na Secéao 4.2,
observamos que essas consideragdes quanto ao processo de ensino-aprendizagem
convergem com consideragdes de Brunet, Leivas e Leyser (2009), Brito (2010),
Miranda (2010), Brito e Reis (2011), Elias, Barbosa e Savioli (2011), Santos e
Domingos, (2011), Franco e Soares (2013), Prado (2016), Lopes e Lopes, (2017),
Lopes, L. M. L. (2017) e Trindade e Soares (2017). Além disso, na Segao 4.1,
resumimos uma ideia de Schastai (2017), que se baseia em Tall (2013) para
fundamentar a aprendizagem com significado referente a ideia de
construgao/reelaboragao do conhecimento matematico pelo estudante.

Sendo assim, as pesquisas apontam a necessidade de os

% Consideramos, conforme Fontenele (2018, p. 138), que "[...] é possivel estimar os principais
processos que deverdo ser mobilizados para que haja uma compreensao do contetdo".
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professores saberem que o estudante precisa desenvolver ativamente os processos
de pensamento matematico. Essa necessidade respalda algumas metodologias. Por
exemplo, Fontenele (2018), Menezes (2018) e Tedfilo, Lima e Menezes (2020)
utilizaram o referencial teérico do PMA para embasar a metodologia da Sequéncia
Fedathi, enquanto Bussmann, Klaiber e Silva (2017) o relacionam com o Ensino
Aprendizagem Exploratério, bem como Bisognin e Bisognin (2013) utilizaram esse
referencial tedrico para respaldar o ensino com a Resolugédo de Problemas.

Desse modo, nas trés perspectivas de PMA adotadas nesta tese, o
conhecimento do referencial tedrico do PMA pode contribuir para o Conhecimento do
Conteudo e Ensino dos professores da Educacdao Basica, ao saberem que o
estudante precisa desenvolver ativamente os processos de pensamento matematico
e possibilidades para esse desenvolvimento, como o conhecimento dos processos
vinculados ao aprendizado de cada conteudo.

Na perspectiva das concepg¢des dos conceitos, o referencial tedrico
do PMA indica caminhos para suas construgdes, tais como a interiorizagao,
condensacgao e reificacdo (SFARD, 1991), bem como a compressao mental que
ocorre dos procedimentos aos proceitos pensaveis (GRAY; TALL, 1994). Assim, o
referencial teérico do PMA pode contribuir para o Conhecimento do Conteudo e
Ensino dos professores da Educacao Basica, ao conhecerem caminhos para a
construcdo dos conceitos, envolvendo um Conhecimento Especializado do
Conteudo dado pelas suas concepcgoes.

Por exemplo, o conceito de fungdo pode ser definido como uma
relagdo, ou seja, um conjunto de pares ordenados, subconjunto de um produto
cartesiano. Essa definicdo, bem como o grafico, que pode ser definido pelo mesmo
conjunto e representado geometricamente, acompanham uma concepgéao estrutural
de fungao que nao é facilmente abordada na Educacgao Basica.

Conforme expressa uma estudante entrevistada por Domingos
(2003, p. 131): “eu ndo sei em concreto o que é uma fungao. Nao se pode dizer que
é um grafico pois ndo? E um... Onde ha pontos do dominio, onde ha pontos que tém
imagens”. Outro estudante entrevistado por Domingos (2003, p. 135) afirmou que
‘uma fungdo é uma expressdao. Uma expressao constituida por constantes e
variaveis e que vai ser modificada através dessas variaveis. Aaa... que podem tornar
a fungdo... Aaa... ja ia falar em graficos. (...) Pode ter uma representagéo grafica,

pode ter uma representacao analitica...”.
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Esses sdao exemplos em que o conteudo é entendido de forma
isolada pelo estudante, sem entender as relagbes entre setas no diagrama de Venn-
Euler, graficos e expressbes algébricas. Assim, para que seja desenvolvida uma
concepgao estrutural de funcdo, consideramos importante relacionar as
representacdes de fungdes que favorecem essa concepgao. Por exemplo, as setas
no diagrama de Venn-Euler que representam uma fungdo passam uma ideia dessa
concepgao de que a fungdo € um conjunto de “ligagdes” entre dois conjuntos. O
trabalho dessa nogao de fungao relacionada a construcao do grafico, que representa
cada seta como um par ordenado no plano cartesiano, pode contribuir para que os
estudantes da Educagao Basica interiorizem esses processos e condensem as
relagdes entre eles, para que consigam reificar o conceito de fungao.

Amorim (2011) fez alguns apontamentos que cabem a nossa
discussao. Nas contribuicdes destacadas pela autora para o professor de Analise
Real no trabalho com conceito imagem, “A pesquisa mostrou a necessidade de uma
(re)construcao das imagens conceituais dos alunos, tornando-as coerentes, a partir
de elementos intuitivos significativos, especialmente aqueles presentes nos aspectos
graficos” (AMORIM, 2011, p. 127). Assim, a proposta baseada em conceitos imagem
(TALL, VINNER, 1981) mostrou a importancia de o professor explorar elementos
intuitivos para a construgdo de um conceito imagem coerente para os estudantes.
Embora tenha se realizado no Ensino Superior, o trabalho de Amorim (2011) destaca
algumas possiveis vantagens de os professores conhecerem alguns conceitos do
referencial tedrico do PMA para o seu Conhecimento do Conteudo e Ensino.

De acordo com Jesus (2016), € importante que os professores
conhegam decomposicdes genéticas para os conceitos matematicos, pois isso 0s
auxilia a planejar o ensino para que superem suas dificuldades e aprendam,

contribuindo, assim, para o Conhecimento do Conteudo e Ensino dos professores.

A decomposigido genética pode e deve ser usada de maneira que
forneca estratégias pedagdgicas que levem os estudantes a fazerem
as constru¢des necessarias e usa-las na resolucdo de problemas
diversos. Os professores e os futuros professores podem refletir
sobre o modo como seus alunos constroem o conceito, ou construir
suas proprias decomposic¢des genéticas. (JESUS, 2016, p. 125).

Entendemos que conhecer uma decomposicdo genética de um
conteudo especifico € um Conhecimento Especializado do Conteudo, pois € um

conhecimento especifico de professores quanto ao conteudo matematico. O
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referencial tedérico do PMA pode contribuir com esse conhecimento, nas
caracterizagdes mais voltadas a perspectiva das concepgcbes dos conceitos
(DUBINSKY, 2002; GRAY; TALL, 1994; SFARD, 1987, 1991; TALL; VINNER, 1981).
O conhecimento das decomposi¢cdes genéticas, como a Teoria APOS (DUBINSKY,
2002), pode ser aliado ao Conhecimento do Conteudo e Curriculo para que os
professores da Educacido Basica situem, na série em que lecionam, as etapas da
construgcao do conceito que |lhe cabem, o que também é importante para seu
Conhecimento do Conteudo e Ensino.

Na Figura 6, elencamos as possiveis contribuicdes do referencial
tedrico do PMA para o ensino de Matematica que foram discutidas nesta secéo.
Entre parénteses, inserimos as siglas dos dominios do Conhecimento Matematico
para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008) vinculados as respectivas possiveis

contribuigdes:

Figura 6 — Possiveis contribui¢cdes do referencial teérico do PMA para os
professores no ensino de Matematica na Educacao Basica

e entender os conhecimentos matematicos que precisa dominar
(SCK, HCK) e a diferenca para o que precisa ensinar (CCK, KCT); Referentes a
o saber lidar com definicdes e provas e sua diferenca na Matematica | caracterizagoes

Elementar e na Avancada (SCK, HCK, KCT); voltadas a
e ter conhecimento de como o PME se desenvolve, com formas perspectiva do
corporificadas e simbdlicas (SCK, KCT, KCC); f:r':ns;']“e"m
e saber que os estudantes precisam desenvolver ativamente os .
processos de pensamento matematico (KCT). axiomatico
a N

o refletir sobre o proprio saber e entender os conhecimentos
matematicos que precisa dominar (CCK, SCK) e a diferenca das
concepgdes que precisa ter para as que precisa ensinar (KCT);

e interpretar as concepgdes dos estudantes (KCS) e avaliar a
aprendizagem pelas concepgdes (SCK);

e saber que os estudantes precisam desenvolver ativamente os
processos de pensamento matematico (KCT);

e conhecer caminhos para o desenvolvimento do conceito, dos
procedimentos aos proceitos pensaveis (SCK, KCT);

e conhecer uma decomposicéo genética do conceito (SCK, KCT) e
sua disposicao no curriculo (KCC).

Referentes a
caracterizagcoes
voltadas a
perspectiva das
concepgoes dos
conceitos
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o refletir sobre o proprio saber e entender os conhecimentos
matematicos que precisa dominar (CCK, SCK) e diferenciar do que Referentes a

precisa ensinar (KCT); caracterizagcoes
e interpretar as dificuldades dos estudantes (KCS) e avaliar a @ voltadas a

aprendizagem pelos processos desenvolvidos (SCK); perspectiva da
e saber os processos de pensamento que precisam ser @ complexidade

desenvolvidos em cada conteudo (SCK, KCT); dos processos

e saber que os estudantes precisam desenvolver ativamente os de pensamento
processos de pensamento matematico (KCT).

Fonte: os autores.

Na Figura 6, agrupamos as possiveis contribuicdes do PMA
discutidas nesta secado de acordo com os referenciais tedéricos que caracterizam o
PMA nas trés perspectivas que adotamos.

As similaridades entre algumas possiveis contribui¢des referentes a
cada perspectiva de PMA foram o motivo pelo qual ndo separamos o texto por
perspectiva, mas por contribuicdes do referencial teérico do PMA organizadas com
base no MKT (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Assim, na Figura 6, elencamos
possiveis contribuicbes do referencial tedrico do PMA separadamente referentes a
caracterizagdes mais voltadas a cada perspectiva para especificar a qual ou quais
delas se referem essas potenciais contribui¢des.

Como identidade, podemos notar, na Figura 6, a possivel
contribuicdo quanto a professores saberem que os estudantes precisam desenvolver
ativamente os processos de pensamento, consequéncia das caracterizacdes do
PMA dadas pelos referenciais tedricos que embasam as trés perspectivas de PMA
que identificamos no Capitulo 2.

Ainda na Figura 6, podemos notar como similar o entendimento dos
professores da Educacido Basica a respeito do que precisam dominar e do que
ensinar, que, com foco no referencial teérico que embasa a perspectiva da
complexidade dos processos de pensamento (DREYFUS, 2002; RESNICK, 1987),
esta relacionado a reflexdo sobre o proprio saber e, no referencial tedrico que
embasa a perspectiva das concepgdes dos conceitos, envolve diferentes formas de
conceber um conteudo, como em Dubinsky (2002), Gray e Tall (1994) e Sfard (1987,
1991). Outra similaridade € quanto a interpretacéo das dificuldades dos estudantes,
que de acordo com a perspectiva de PMA pode estar mais relacionada aos

processos desenvolvidos ou as concepcdes manifestadas.
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Na secgéo seguinte, focamos no PMA dos professores da Educagao

Basica.

6.2 PossiVEIS CONTRIBUICOES DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO DOS
PROFESSORES

Nesta secao, abordamos possiveis contribuicdes do
desenvolvimento do PMA dos professores para o ensino de Matematica na
Educacgao Basica. Apresentamos exemplos de situagdes hipotéticas em que o PMA
pode contribuir para a pratica docente. Algumas questdes relacionadas a esses
exemplos foram discutidas e resolvidas por estudantes de um curso de licenciatura
em Matematica em minhas aulas®!, e aproveitamos algumas dessas resolugdes
como inspiracao para discutir encaminhamentos que possivelmente seriam dados a
essas situagdes hipotéticas.

Primeiramente, fagcamos alguns apontamentos com relagdo ao
Conhecimento Comum do Conteudo (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Em um desses dias em que eu estava escrevendo este texto, um
aluno meu, licenciando em Matematica, veio-me com uma pergunta apos a aula, que
dizia ele nao ser de Matematica, mas que estava o incomodando. Queria saber
como faria para atuar como professor, tendo defasagem em assuntos de Matematica
Elementar. Ele disse estar preocupado em ndo saber o conteudo que teria que
ensinar. Estavamos estudando trigonometria, e eu respondi que muitos dos assuntos
ele podera aprender durante o curso, como o0 que estavamos estudando. Ele insistiu
em indagar-me para o caso de ndo estudar algum assunto que tera que ensinar. Eu
gostaria de poder dizer que ele estudaria todos os assuntos de Matematica da
Educacado Basica, mas percebi que essa resposta ndo seria convincente. Lembrei-
me de alguns assuntos que tive que estudar para ensinar, pois nao havia estudado
antes ou ndao me recordava. Um deles era a redugcdo ao primeiro quadrante, que
irlamos abordar nas préximas aulas. Entdo o tranquilizei dizendo que n&o saber um
assunto ou outro pode ndo ser um problema se vocé conseguir aprendé-lo com
facilidade ao preparar a aula e que eu mesmo ja passei por isso muitas vezes. Ele

pareceu mais confiante de que o curso o ajudaria a aprender muitos assuntos e

> No Apéndice A, apresentamos o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido assinado pelos
licenciandos participantes da pesquisa. Cumprindo com o estabelecido no termo, ndo divulgaremos
qualquer informacao que permita identifica-los.
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desenvolver essa facilidade em aprender conteudos matematicos que nao foram
estudados, resolvendo sua preocupacdo, € com isso encerramos a conversa. Mas
esse episodio me deixou com algumas inquietacoes.

Ainda que o curriculo da licenciatura ndao seja o foco desta tese,
consideramos, conforme Moreira e David (2007), que a formacado inicial dos
professores de Matematica deve considerar os conhecimentos necessarios para a
pratica docente escolar. Por outro lado, sem qualquer intengado de propor que o
desenvolvimento de habilidades para propria aprendizagem substitua a abordagem
direta de assuntos de Matematica Elementar no tempo limitado da licenciatura em
Matematica, cabe refletirmos a respeito de o que poderia influenciar nessa facilidade
para aprender conteudos matematicos. Sendo assim, essa reflexdo nao se trata da
propositura de uma “solucdo” para o preenchimento de lacunas no contexto do
curriculo da licenciatura em Matematica, mas de uma discussao quanto a algo que
pode contribuir para os professores de Matematica, conforme nossos objetivos.

Focando em possiveis contribuicdes do PMA, percebemos algumas
caracteristicas desse pensamento relacionadas a essa habilidade. Por exemplo, a
autonomia e autorregulacdo (RESNICK, 1987) podem contribuir para que os
professores tenham mais facilidade em aprender sozinhos. Na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico, a facilidade com deducdes pode contribuir para
organizar as ideias matematicas e entendé-las. Na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, a habilidade de desenvolver processos matematicos
complexos pode contribuir para que esses processos sejam desenvolvidos na
aprendizagem de novos conceitos.

Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, em contrapartida, a
construcao dos esquemas esta relacionada aos conceitos especificos e, nesse caso,
nao podemos considerar que o PMA esta bem desenvolvido para um conceito que
nao foi aprendido e, reciprocamente, um esquema do conceito, conforme Dubisnky
(2002), ou um pensamento proceitual flexivel, conforme Gray e Tall (1994), significa
que tal conceito foi estudado. No entanto, professores possuirem esquemas em que
0 novo esquema pode se assimilar evita a necessidade de uma nova acomodacéao
para aprender um conceito. No exemplo de reducdo ao primeiro quadrante,
esquemas para o ciclo trigonométrico e fungdes periddicas facilitaram minha
assimilagdo de um esquema para o entendimento das férmulas de reducéo.

Reiteramos que consideramos que o Conhecimento Comum do
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Conteudo é indispensavel aos professores, conforme Ball, Thames e Phelps (2008).
Sendo assim, o ideal seria que os professores da Educacdo Basica tivessem
estudado todos os conteudos que ensinam, de forma que a preocupagédo do
licenciando mencionada nem faria sentido. No entanto, mesmo nessa situagao ideal,
temos que considerar as limitagdes de nossa memodria humana. Nao podemos
descartar a possibilidade dos professores precisarem, por vezes, relembrar um

assunto ao preparar uma aula. Conforme Domingos (2003, p. 20):

Quando o conhecimento esta altamente estruturado o novo
conhecimento pode ser relacionado e incorporado nas redes de
conhecimento ja existente. O conhecimento estruturado € menos
susceptivel de ser esquecido e proporciona varios caminhos para a
sua recuperacao, enquanto que pecas de informagao isoladas sao
mais dificeis de lembrar.

Nesse caso, o PMA, nas trés perspectivas que adotamos nessa
discussao, pode contribuir para o preenchimento de lacunas no Conhecimento
Comum do Conteudo.

Ainda, nas perspectivas da complexidade dos processos de
pensamento e das concepcdes dos conceitos, o desenvolvimento do PMA esta
relacionado ao aprendizado em Matematica na Educagéo Basica. Nesse sentido, o
PMA pode contribuir para que os professores auxiliem os estudantes a
desenvolverem esse pensamento.

Quanto a perspectiva das concepgdes dos conceitos, Amorim et al.
(2020) consideram necessario que os professores desenvolvam seu conceito

imagem relativo a argumentagdes e provas:

[...] entendemos que uma imagem conceitual rica dos licenciandos,
relativa a provas, resultante possivelmente de experiéncias
vivenciadas ao longo de sua formacao inicial e, talvez, como
estudantes da educacdo basica, seria condigdo necessaria para
proporcionar aos seus futuros alunos a oportunidade de construgéo
de uma imagem conceitual igualmente rica sobre esse tema.
(AMORIM et al., 2020, p. 390).

Para que os futuros professores desenvolvam esse conceito imagem
relativo a provas, Amorim et al. (2020) consideram que um caminho favoravel seria
um que envolvesse experimentagdes para testar conjecturas, verificagdo empirica,
tentativa e erro. Dessa forma, os autores consideram que os professores precisam
vivenciar a atividade matematica de validacdo de seus resultados para que possam

proporcionar essa construgcédo a seus alunos, considerando que essa experiéncia faz
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parte da Educacao Basica.

Do mesmo modo, de acordo com Reis (2001), como comentamos na
Secgao 4.1, os professores precisam desenvolver uma interagdo dinamica entre os
elementos na pratica em sala de aula, para propiciar essa interagdo aos estudantes.
Segundo o autor, o conhecimento procedimental deve estar fundamentado no
conhecimento conceitual para que os estudantes entendam como as regras
funcionam.

Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, os
professores precisam dominar os processos de pensamento matematico que
pretendem que os estudantes desenvolvam. Conforme mencionamos na Sec¢ao 4.2,
Proenca (2019) considera a generalizacdo de padrbes algébricos como
conhecimento do assunto (SHULMAN, 1986). Na Sec¢do 6.1, consideramos que o
conhecimento do referencial teérico do PMA pode contribuir para que os professores
da Educacao Basica conhegam os processos de pensamento matematico a serem
desenvolvidos para o aprendizado de cada conteudo, conforme Fontenele (2018),
para entender o pensamento matematico dos estudantes e planejar atividades que
visem o desenvolvimento desses processos. Contudo, mesmo sem conhecer
explicitamente o referencial tedrico e saber classificar tais processos, € necessario
que os professores os dominem ao esperarem que os estudantes os desenvolvam, o
que requer um PMA na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento.

A esse dominio esta relacionada uma autonomia na atividade
matematica, ou seja, os professores serem capazes de falar, argumentar, discutir e
escreverem resultados matematicos, conforme Bisognin e Bisognin (2013) apontam
que a Resolucdo de Problemas de sua pesquisa ajudou a desenvolver essas
capacidades.

Vieira, Souza e Imafuku (2020, p. 7) consideram:

[...] ser essencial que exista uma interagao de aspectos algoritmicos,
intuitivos e formais para que um sujeito possa se apropriar de
conceitos e técnicas e resolver problemas com autonomia. Além
disso, a disciplina Analise deveria retomar o estudo de sequéncias
numéricas®® para possibilitar o desenvolvimento de processos como
generalizagao e sintese, essenciais para a formagéao de professores
de Matematica.

Os processos de generalizagdo e sintese (DREYFUS, 2002) sao

52 Sequéncias e Séries € uma disciplina a parte de Introdugcdo a Analise Real no curso em que os
autores desenvolveram a pesquisa (VIEIRA; SOUZA; IMAFUKU, 2020).
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importantes para a composigdo de conhecimentos inicialmente fragmentados, tal
como a interagdo entre aspectos dos conceitos mencionada por Vieira, Souza e
Imafuku (2020), podendo enriquecer o Conhecimento Comum do Conteudo dos
professores da Educacao Basica.

Conforme levantamento apresentado na Secéo 4.3, Gualandi (2019)
também aborda a autonomia de professores, referente a adaptacdes que os
professores participantes da pesquisa foram capazes de realizar frente a realidade
de sua turma, com tarefas envolvendo generalizagbes de padrbes e o pensamento
algébrico. O autor observou que alguns professores passaram a discutir questdes de
livros didaticos e definicdes de forma critica. Na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, o PMA pode favorecer a articulagdo de conceitos de
Matematica Elementar e a competéncia que os professores precisam para analisar
criticamente o material.

Desse modo, €& possivel que o PMA, na perspectiva da
complexidade dos processos de pensamento, contribua para que os professores
tenham autonomia para analisar criticamente os materiais didaticos, resolver
problemas, adaptar questdes e decidir abordagens.

O pensamento proceitual flexivel contribui para se compreender uma
resolucdo inesperada apresentada por um estudante, imaginar possibilidades® e
orienta-lo, caso ele nao saiba como prosseguir. O dominio dos processos de
pensamento matematico também pode contribuir para que os professores
compreendam a resolugdo do estudante e imaginem possibilidades de
prosseguimento.

Em algumas situagdes, € proveitoso que essa compreensao e
orientagdo do professor sejam realizadas na hora, pois, “[...] em uma sala de aula, os
estudantes ndo podem esperar enquanto o professor quebra-cabecas sobre a
matematica” (BALL; THAMES; PHELPS, 2008, p. 397, tradugdo nossa). Por
exemplo, em uma investigacdo matematica ou resolucdo de problemas, em que os

estudantes precisam de auxilio, principalmente se a turma for grande e o tempo

%8 Imaginar possibilidades de dar sequéncia a uma resolugao inclui possibilidades para uma resolugao
incorreta. Recomendamos a leitura de Ball e Bass (2009), que apresentam um exemplo, envolvendo
numeros pares e numeros impares, no qual uma concepgao incorreta de um estudante leva a uma
discussdo proficua a respeito de divisibilidade e conjecturas relacionadas. Nesse exemplo
apresentado em Ball e Bass (2009), a percepgéao rapida do professor de para onde essa discusséo do
erro vai levar é fundamental para decidir se explora essa discussdo ou apenas corrige a concepgao
equivocada do estudante.
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limitado, uma assisténcia mais rapida do professor pode ajuda-lo a dar maior
atencao a todos.

Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, o PMA envolve uma
grande compressao mental (GRAY; TALL, 1994; TALL, 1995, 2004, 2008, 2013), o
que pode contribuir para que os professores da Educacdo Basica tenham um
pensamento matematico flexivel e uma maior facilidade para lidar com os conceitos
base ja comprimidos, o que esta relacionado a confianga e agilidade dos
professores, conforme sugerido pelos participantes da pesquisa de Zazkis e Leikin
(2010).

Desse modo, nas perspectivas das concepgdes dos conceitos e da
complexidade dos processos de pensamento, o PMA pode contribuir para que
professores pensem matematicamente ao realizar uma intervengao e orientar seus
alunos, mobilizando seu Conhecimento Comum do Conteudo e contribuindo para
suas decisbes didaticas, o que se relaciona ao Conhecimento do Conteudo e
Ensino.

Comentaremos agora algumas possiveis contribuicdes do PMA dos
professores para o preparo de uma aula para a Educacido Basica. Primeiramente,
consideremos a tarefa de elaborar ou adaptar questdes ou exemplos. Essa tarefa
envolve conhecimentos especificos, tais como o de niumeros adequados para serem
utilizados, conforme abordam Ball, Thames e Phelps (2008). Por isso, tais
conhecimentos estdo no dominio do Conhecimento Especializado do Conteudo.
Modificar os valores de uma questdo pode ser interessante, por exemplo, para
elaborar uma prova com questdes similares, mas nao idénticas, as trabalhadas em
sala de aula.

Uma questao que envolve um processo a ser realizado — no sentido
de Dubinsky (2002) — requer que o professor pense o processo inverso para elabora-
la, e possivelmente encapsule esse processo inverso em uma relacao entre o valor
esperado na resposta e os valores a serem fornecidos no enunciado.

Por exemplo, ao adaptar uma questao envolvendo juros compostos,
pretendendo-se que os estudantes mobilizem o conhecimento de logaritmos para
calcular um expoente, pode ser necessario escolher os valores de aplicacao,
montante e taxa de juros para que o resultado seja um tempo de aplicagdo. Uma
possibilidade seria inserir varios desses valores em uma planilha para encontrar

numeros para o enunciado. Faz sentido que um investimento seja de um valor
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redondo, por exemplo, R$ 20.000,00. Em uma coluna da planilha, pode-se inserir o
tempo de aplicagdo variando com valores inteiros, enquanto em outra coluna da
planilha calcular o montante, processo inverso ao exigido na questdo. Ao modificar a
taxa de juros e observar os valores, chega-se a possibilidades dos valores para o
enunciado. Por exemplo, com uma taxa de juros de 15% ao ano, compativel com
algumas taxas de investimento pré-fixadas, aplicada por 13 anos, gera-se um
montante de aproximadamente R$ 123.055,75. Assim, é possivel perguntar em
qguantos anos se tera um total capitalizado de no minimo R$ 123.000,00.

Utilizando planilhas dessa forma, € possivel modificar os valores a
serem enunciados. Desse modo, ao adaptar questdes com um cuidado para que os
valores sejam realistas e ao mesmo tempo possam simplificar os calculos, a
depender dos objetivos da questdo, os professores podem mobilizar os processos
inversos aos requeridos na questdo. Se esses processos forem, ainda,
encapsulados como objetos e relacionados a esquemas diversos, € possivel que os
professores mobilizem um PMA nessa tarefa, na perspectiva das concepgdes dos
conceitos.

A elaboracao ou modificagao de questdes que envolvem funcdes ou
Geometria Analitica, por exemplo, pode exigir mudangas de representacéo e
conexdes entre conceitos diversos, possivelmente requerendo um processo de
sintese no sentido de Dreyfus (2002). Assim, na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, o PMA pode contribuir para isso. Essa modificacdo esta
relacionada a autonomia que mencionamos, de forma que os professores possam
analisar criticamente um livro didatico e adaptar questdes, conforme Gualandi (2019)
observou com os participantes de sua pesquisa.

Outra possivel contribuigdo para o ensino na Educacao Basica é o
dominio de caminhos que levam a construgcao de conceitos. Na perspectiva das
concepgdes dos conceitos, o PMA envolve esse dominio, com concepgdes
operacionais que levam a concepgbes estruturais, conforme Sfard (1991). No
modelo de Dubinsky (2002), por meio de agéo, processo, objeto e esquema, o0s
professores precisam dominar as agdes e processos que pretendem que os
estudantes desenvolvam para chegarem e uma concepgao de objeto e construirem
esquemas. Enquanto os estudantes da Educagdo Basica podem desenvolver
concepgdes mais avangadas e superar outras mais elementares, os professores

precisam dominar todo o caminho para esse desenvolvimento, mantendo o
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conhecimento matematico descompactado, motivo pelo qual se trata de um
Conhecimento Especializado do Conteudo (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Tanto a capacidade para adaptar questdes quanto o dominio de
caminhos para a construgao dos conceitos sdo importantes para que os professores
possam elaborar ou escolher sequéncias de ensino, buscando formas intuitivas de
construgcdo dos conceitos. Assim, esse Conhecimento Especializado do Conteudo
pode contribuir para um Conhecimento do Conteudo e Ensino.

O PMA, na perspectiva das concepgdes dos conceitos, pode
contribuir para essas elaboragdes ou escolhas a partir da ideia de construir conceitos
encapsulando processos em objetos (DUBINSKY, 2002), que pode estar presente
na abordagem.

Ainda, na perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento, o PMA pode contribuir para essa elaboragdo por meio dos processos
de pensamento matematico que os professores precisam realizar para relacionar
conceitos e diferentes representagdes de modo a encontrar formas intuitivas de
aborda-los.

Nas trés perspectivas que adotamos, o PMA envolve um conceito
imagem fortalecido, incluindo exemplos peculiares, que podem contribuir para o
Conhecimento Especializado do Conteudo dos professores ao serem utilizados para
evitar mas concepg¢des dos estudantes no ensino na Educagao Basica. A habilidade
para pensar em exemplos e contraexemplos se articula com o Conhecimento do
Conteudo e Estudantes e colabora com o Conhecimento do Conteudo e Ensino
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Além disso, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o
PMA pode contribuir para que os professores reconhecam quando duas ou mais
definicbes sdo ou n&o equivalentes, conforme Tirosh, Tsamir e Levenson (2011)
abordam com relagéo a definicdo de tridngulo. A pesquisa de Leikin e Zazkis (2010)
sugere que os futuros professores de Matematica ndo costumam relacionar
definicbes entre diferentes areas da Matematica. No entanto, uma das tarefas
matematicas para o ensino na Educacido Basica elencadas por Ball, Thames e
Phelps (2008) é inspecionar equivaléncias. As dedugdes permitem que as definicbes
equivalentes sejam reduzidas umas as outras, o que € um indicio de PMA segundo
Tall (2002).

Leikin e Zazkis (2010) consideram o conhecimento de diferentes
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definicdes como conhecimento do conteudo curricular (SHULMAN, 1986):

O conhecimento do conteudo curricular dos professores inclui o
conhecimento das sequéncias de aprendizagem em que varias
definicbes de conceitos matematicos sdo usadas e as conexdes
entre varios topicos curriculares em que diferentes definicdes de
conceitos matematicos podem aparecer. Por exemplo, o0s
professores [...] devem conhecer as diferengas nas definicbes de
uma linha tangente em varias jungcbes do curriculo [...], e as
diferentes definicbes equivalentes de um circulo (como de outras
secdes codnicas) em geometria euclidiana, geometria analitica e
algebra. (LEIKIN; ZAZKIS, 2010, p. 454,455, traducao nossa).

Assim, as conexdes entre definicdes envolvem o Conhecimento do
Conteudo no Horizonte, o Conhecimento Especializado do Conteudo e o
Conhecimento do Conteudo e Curriculo, devido as definigbes que podem aparecer
em diferentes partes do curriculo, ao conhecimento de definicdes adequadas para
contextos especificos de ensino e a orientagdes curriculares envolvidas.

Ainda, o conceito definicdo de acordo com a definicao formal, bem
como conceitos imagem coerentes entre si e com o conceito definicdo (TALL,
VINNER, 1981), podem contribuir para que os professores consigam avaliar se os
conceitos imagem dos estudantes estdo coerentes, enriquecendo seu Conhecimento
do Conteudo e Estudantes. Mesmo que a definicdo formal ndo seja trabalhada em
determinado assunto na Educacdo Basica, professores podem mobilizar o seu
conceito definicdo e 0 seu conceito imagem para relaciona-los com um conceito
imagem diferente que um estudante possa apresentar, e assim decidir se tal
concepgao esta ou ndo coerente com as consolidadas. Essa utilizagado da definicao
em um sequenciamento logico é caracteristica do PMA na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico.

Segundo Tall (2002), os matematicos maduros ordenam as ideias
em uma sequéncia légica e assim resolvem conflitos cognitivos (conceitos imagem
contraditérios que emergem em simultaneo). Nesse sentido, o PMA, na perspectiva
do pensamento formal-axiomatico, pode contribuir para que professores organizem
as ideias em uma sequéncia logica para resolver situagdes que paregam
contraditérias para os estudantes.

No ensino de Matematica na Educacdo Basica, essa habilidade
pode ser requisitada para se explicar erros que possam aparecer devido a uma
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‘circularidade I(’)gica’54, guando duas solug¢des para um problema contradizem uma a
outra, para abordar falsas conjecturas que sao ‘provadas’ por meio de exemplos e
podem ser refutadas considerando suas consequéncias para elaborar um
contraexemplo, ou mesmo para resolver situacbes de conflito entre os conceitos
imagem.

Observei um exemplo de circularidade Iégica em uma questdo que
abordei como professor com estudantes de licenciatura em Matematica. Ao serem
perguntados, por escrito, se o numero inteiro 3 pertence aos numeros racionais,
alguns estudantes afirmaram que os conjuntos estao incluidos uns nos outros na
ordem Z c Q c R, e concluiram “pela ordem” que o fato de 3 ser inteiro faz com que
3 pertencga aos outros conjuntos. Mas o que faz com que a ordem seja valida, se nao
a inclusdo dos elementos de um conjunto nos conjuntos sucessivos? Com o PMA,
na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, um professor tem condigdes de
entender que para ocorrer tal ordem de inclusdo, é preciso garantir que cada
elemento de N estejaem Z, de Z em Q e de Q em R, de forma que a justificativa ndo
pode ser “pela ordem”, ja que a ordem esta sendo posta em questdo. Uma
dificuldade que os estudantes enfrentam na transi¢do para o PMA é provar algo que
parece O6bvio, sem poder utilizar o préprio resultado na prova (TALL, 2002).
Abordando essa questdo com futuros professores de Matematica, alguns deles

mobilizaram uma definicdo de Q, a nosso ver, coerente com a Matematica Escolar,

. . ~ . . 3 .
registrando que 3 pode ser escrito na forma de fragdo de inteiros como T € por isso

3€Q.

Um exemplo de conflito cognitivo que pode surgir de uma duvida de
estudantes da Educacdo Basica € a confusdo de divisibilidade com divisdo. Um
estudante poderia perguntar: “por que 0 é divisivel por qualquer numero e eu néo
tenho divisdo por 0?”. Mais especificamente: “por que 0 é divisivel por 0, mas eu nao
tenho 0/0?”. Para resolver esse conflito, pode-se mobilizar a definicdo de
divisibilidade e colocar as ideias em uma sequéncia légica, mostrando que 0 é

divisivel por 0 pois existe (pelo menos um) inteiro k tal que 0 = 0 - k. Por outro lado,

> A expressdo ‘circularidade logica’ € utilizada por Moreira e David (2007) para se referir a uma
possivel dificuldade em justificativas menos formais. Para ilustrar o que entendemos como
circularidade logica, considere uma sentenga C justificada a partir de uma sentenga B, que por sua
vez é justificada por uma sentenca A justificada por C. Assim temos A = B = C = A. O equivoco da
circularidade ldgica seria considerar que A, B ou C s&o verdadeiras com base nessa sequéncia de
implicagbes, sem que nenhuma das trés sentencas tenha sua validade previamente aceita.
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para mostrar que 0/0 nao existe é possivel considerar uma abordagem mais formal,
em que 0 ndo possui inverso multiplicativo (uma vez que nao existe um numero que
multiplicado por 0 resulte em 1, elemento neutro da multiplicagdo em R) ou uma
abordagem menos rigorosa, como mostrar que aproximagdes sucessivas de 0 no
divisor e no dividendo podem levar a valores diversos no quociente.

Dessa forma, alguns conflitos cognitivos podem n&o ser resolvidos
pelos estudantes sem o auxilio de um professor que consiga mobilizar o seu
conceito definicao e colocar as ideias em uma sequéncia légica, algo em que o PMA,
na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, pode contribuir.

Além da falta de sequenciamento légico, outras situagées podem
envolver erros em que os professores possuem melhores condi¢des de identifica-los.
Um exemplo é a resolucdo da equagao —3x =6, em que € comum estudantes
resolvé-la como x = 6/3, devido a regra “ao passar para o outro lado, muda de
sinal”’. Para entender o erro, é preciso identificar que o “passar para o outro lado” é
efeito de realizar a mesma operagao em ambos os membros (a multiplicagao por um
inverso) para que se obtenha o elemento neutro da multiplicagdo como primeira
parcela do produto no membro esquerdo da equacao, levando ao isolamento da
variavel x. Os estudantes podem entender que se deve realizar a mesma operacgao
em ambos 0s membros, mas talvez ndo enxergar que é necessario operar com um
elemento inverso multiplicativo para isolar um dos membros do produto. Professores
possuem maior clareza na distingdo entre as regras de “passar para o outro lado”,
possivelmente por conhecer melhor os motivos que as fundamentam, em especial as
propriedades de inversos e elementos neutros. Nesse exemplo, ndo estamos
afirmando que seja necessario ter o PMA, na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, para ter essa clareza, mas que alguns elementos desse pensamento,
como um dominio mais rigoroso das propriedades, bem como a abstracao requerida
para entendé-las de forma generalizada a qualquer equagdo, séo elementos que
contribuem para resolver uma situagéo de conflito cognitivo como essa.

Além disso, ao envolver a competéncia de resolver conflitos
cognitivos, o PMA, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, pode contribuir
para que os professores da Educagédo Basica resolvam duvidas que podem surgir
com eles mesmos. Conforme abordamos na Secao 4.3, Dias (2002) e Pires e Silva
(2014) sugerem que o conceito imagem dos professores reflete em sua pratica
docente. Portanto, é importante que os professores resolvam fatores de conflito em
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potencial para que ndo se tornem fatores de conflito cognitivo em sala de aula se
essas imagens forem evocadas simultaneamente.

Outro aspecto em que o PMA pode contribuir para o conhecimento
dos professores, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, € a compreenséao
a respeito do pensamento dos matematicos. No entanto, Moreira, Cury e Vianna
(2005) questionam a importancia do acesso a cultura matematica para a pratica de
professores na Educagao Basica. Os autores analisaram respostas de matematicos
quanto a importancia da disciplina de Analise Real na licenciatura em Matematica e
agruparam, em uma categoria, a ideia de que a disciplina possibilita ao professor
pensar matematicamente, observar como os matematicos pensam e ter acesso a
uma cultura especifica: a cultura matematica. Segundo Moreira, Cury e Vianna
(2005), o trabalho docente nao se identifica com a profissdo do matematico e a
escolarizagao basica ndo corresponde a ideia de dotar os estudantes de uma ética
especifica como a dos matematicos profissionais.

Embora concordemos que ha uma grande diferenca entre essas
profissdes, ressalvamos uma possivel contribuicdo desse conhecimento: para evitar
que uma compreensao equivocada a respeito da Matematica e da validade dos
resultados matematicos se reproduza na comunidade escolar, conforme
comentaremos na Sec¢ao 6.2.2. Para isso, os professores nao precisam conhecer os
conceitos matematicos conforme a Matematica Avangada, mas o conhecimento, por
exemplo, do método dedutivo, pode |hes ser proficuo.

Ainda, esse conhecimento a respeito de como a Matematica esta
estruturada pode contribuir para que professores entendam a importancia de uma
definicao e da precisdo necessaria ao definir um conceito. Além da definicdo, as
provas também sao importantes nessa estrutura.

Amorim et al. (2020) consideram importante que os professores
tenham um conceito imagem bem desenvolvido com relagcdo a provas e
argumentagdes, para proporcionar a seus alunos imagens igualmente bem
desenvolvidas. Ko e Knuth (2009) também consideram importante que os
professores dominem provas e contraexemplos, relacionando-as a comunicacéo,
conexao entre os cursos e envolvimento dos alunos na compreensao de provas e
contraexemplos.

Assim, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA,

que envolve definigdes e dedugdes formais (TALL, 2002), pode contribuir para que



162

os professores da Educacao Basica compreendam estruturas da Matematica como
provas, contraexemplos e defini¢cdes.

Ainda na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA
pode contribuir para que os professores sejam coerentes e tenham precisao,
especialmente na utilizagdo dos termos.

Com base em caracterizagdes do PMA de Tall (2002, 2013) e em
outros referenciai tedricos, Schastai (2017) considera a importancia da linguagem
para o desenvolvimento do pensamento matematico. Conforme comentamos na
Secgao 4.3, Wright, Murray e Basu (2016) fizeram observagbes quanto a linguagem
em sala de aula e seu impacto na aprendizagem dos estudantes. Segundo Wright,
Murray e Basu (2016), os estudantes da Educacéo Basica devem ter a oportunidade
de expandir seu entendimento particular das palavras a medida que seu
conhecimento matematico se desenvolve.

Assim, conhecendo a formalizacdo dos conceitos, professores
podem evitar incoeréncias com o que os estudantes ainda poderao estudar, para
nao confundi-los enquanto expandem seu entendimento (como o entendimento de
um dominio de validade ao passar de “nao existe solugao” para “ndo existe solucao
real”’). Para isso, o professor pode utilizar o seu Conhecimento do Conteudo no
Horizonte para delinear suas acbes de ensino.

Com relacdo a comunicagao, na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, o PMA contribui para a flexibilidade na mudanga de
representagbes (DREYFUS, 2002), o que, conforme Gualandi (2019), envolve a
capacidade de comunicar-se matematicamente, permitindo maior interacdo em uma
resolucao de problemas com a utilizacdo de simbolos matematicos de forma criativa.
Entendemos que essa flexibilidade pode estar relacionada a um Conhecimento
Especializado do Conteudo e contribui para o Conhecimento do Conteudo e Ensino
(BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

A seguir, na Figura 7, elencamos as possiveis contribuicdes do PMA
dos professores para o ensino de Matematica que foram discutidas nesta secéo,
ainda sem necessariamente envolver uma articulagdo com a Matematica Avancada.
Entre parénteses, inserimos as siglas dos dominios do Conhecimento Matematico
para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008) vinculados as respectivas possiveis
contribuigdes:
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Figura 7 — Possiveis contribui¢des do PMA dos professores para o ensino de
Matematica na Educagao Basica, sem necessariamente considerar articulagdes com
a Matematica Avancada

4 A

¢ aprender Matematica Elementar (CCK);

e ter um conceito imagem fortalecido, com exemplos peculiares
(SCK, KCS, KCT);

e saber quando duas ou mais definicbes sao equivalentes (SCK,

HCK, KCC); Referentes a

e avaliar se os conceitos imagem dos estudantes estdo coerentes perspectiva do
(CCK, KCS, KCT); pensamento

e colocar as ideias em uma sequéncia légica para resolver situacdes formal-
que paregcam contraditérias para os estudantes (SCK); axiomatico

e entender o que é uma definicho e como a Matematica é
estruturada (HCK);
e ser coerente e preciso (KCT), evitando incoeréncias com o que os

estudantes ainda poderao estudar (HCK).
. J

r 1
e aprender Matematica Elementar com a associagao de esquemas

(CCK);

e auxiliar o desenvolvimento do PMA dos estudantes (CCK);

e pensar matematicamente a respeito da resolugdo de um
estudante, para compreendé-la, imaginar possibilidades e
orienta-lo (CCK, KCT);

e elaborar ou adaptar questdes (SCK, KCT);

e dominar caminhos que levam a construgao de conceitos (SCK,
KCT);

¢ elaborar ou escolher sequéncias de ensino, buscando formas
intuitivas de construgédo dos conceitos; (SCK, KCT);

e ter um conceito imagem fortalecido, com exemplos peculiares
(SCK).

Referentes a
perspectiva das
concepgoes dos
conceitos

o aprender Matematica Elementar (CCK);

e auxiliar o desenvolvimento do PMA dos estudantes (CCK);

e ter autonomia no desenvolvimento dos processos (CCK);

e pensar matematicamente a respeito da resolugdo de um estudante,
para compreendé-la, imaginar possibilidades e orienta-lo (CCK,
KCT);

e elaborar ou adaptar questées (SCK, KCT);

e elaborar ou escolher sequéncias de ensino, buscando formas

intuitivas de construgao dos conceitos; (SCK, KCT);

ter representagdes mentais ricas, com exemplos peculiares (SCK);

e comunicar-se por meio da flexibilidade na mudanca de
representacdes (SCK, KCT).

Referentes a
perspectiva da
complexidade
dos processos
de pensamento

Fonte: os autores.

Tal como na sec¢do anterior, as similaridades entre as contribuigbes

para cada perspectiva de PMA foram o motivo pelo qual ndo separamos o texto por
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perspectiva, mas por contribuicbes do PMA dos professores organizadas com base
no MKT (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Assim, na Figura 7, elencamos possiveis
contribuicdes do PMA dos professores separadamente para cada perspectiva de
forma a especificar a qual ou quais perspectivas se referem essas potenciais
contribuigdes.

Repete-se, na Figura 7, a possivel contribuigdo para o
desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes da Educagao Basica, o
pensamento matematico para compreender a resolugdo de um estudante e orienta-
lo e a elaboragao ou adaptacdo de questdes e de sequéncias de ensino. O motivo
dessas possiveis contribuicbes do PMA dos professores se repetirem com as
perspectivas das concepgdes dos conceitos e da complexidade dos processos de
pensamento € que tais perspectivas caracterizam o PMA como um pensamento que
pode ocorrer com a matematica da Educacao Basica. Outra identidade diz respeito a
ter um conceito imagem fortalecido, que € uma caracteristica do PMA nas trés
perspectivas adotadas, com referéncia as representacdes mentais na perspectiva da
complexidade dos processos de pensamento. Ainda na Figura 7, podemos observar
o aprendizado em Matematica Elementar® por parte dos professores, em comum
nas trés perspectivas, que na perspectiva das concepg¢does dos conceitos foi
discutido com relacéo a associacao de esquemas.

A seguir, dividimos o restante desta secdo em trés subsecgdes: na
Subsecédo 6.2.1, dissertamos a respeito do papel do PMA para a aprendizagem de
Matematica Avancada; na Subsecao 6.2.2, partimos do referencial tedrico de
Moreira e David (2007) e relacionamos o PME e o PMA, na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico, com a Matematica Escolar e a Matematica
Académica, para discutirmos relagcbes do PMA com o ensino de Matematica na
Educacdo Basica; por fim, na Subsecdo 6.2.3, utilizamos os argumentos
desenvolvidos nas subsec¢des anteriores para dissertar a respeito do papel do PMA
na articulagao dos diferentes conhecimentos matematicos possivelmente envolvidos

nesse ensino.

% Conforme abordamos no final do Capitulo 3, entendemos, nesta tese, a Matematica Elementar
como a matematica da Educacéo Basica.
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6.2.1 Aprendizagem de Matematica Avancada

Nesta subsecdo, discutimos contribuicbes do PMA para o
aprendizado de Matematica Avancada®® por parte de professores. Deduzir que
essas contribuicbes sdo importantes para o ensino de Matematica na Educagao
Basica exige cuidado, visto que ha incertezas quanto a contribuigcbes concretas da
Matematica Avangada para o ensino de Matematica na Educacdo Basica, conforme
discutimos no Capitulo 3. Seguindo a perspectiva de Jakobsen et al. (2012),
entendemos que assuntos de Matematica Avangada demonstrativamente
relacionados ao trabalho docente de ensinar na escola estdo no dominio do
Conhecimento do Conteudo no Horizonte dos professores. Portanto, os professores
desenvolverem o PMA traz possiveis contribuicdes para sua pratica se esse
pensamento matematico os auxiliar em um aprendizado de Matematica Avangada
que esteja relacionado a pratica docente escolar.

Algumas concepgdes que relacionam o PMA e o aprendizado em
Matematica Avancada foram apresentadas no Capitulo 4, em que realizamos um
levantamento de pesquisas fundamentadas no referencial tedrico do PMA que
envolveram estudantes de licenciatura em Matematica. Na Secéo 4.2, apresentamos
os resultados das analises de pesquisas que utilizaram o referencial teérico do PMA
para verificar indicios de pensamento matematico em producées de estudantes
(INAREJOS; SAVIOLI, 2022), procurando entender como essas pesquisas
relacionam a aprendizagem em Matematica com os indicios de pensamento
matematico. Desse modo, encontramos pesquisas que, na nossa interpretacao,
conceberam o PMA como um elemento que contribui ou € mesmo necessario para a
aprendizagem dos conceitos (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2017a, 2017b;
FONSECA; HENRIQUES, 2020; FONTENELE, 2018; JESUS; SAVIOLI, 2019;
JORGE, 2017; LOPES, 2019; SOUSA; ALMEIDA, 2017; TEOFILO; LIMA;
MENEZES, 2020; VIDOTTI; KATO, 2018). Outros pesquisadores nos indicaram uma
concepcao de que a aprendizagem de conceitos pode ser inferida pelo
desenvolvimento do PMA (AMORIM et al., 2020; FONSECA; HENRIQUES, 2018,

% Conforme abordamos no final do Capitulo 3, entendemos, nesta tese, a Matematica Avancada
como o corpo de conhecimentos matematicos estudados em nivel de graduacéao, pés-graduagéo ou
pesquisa, no qual estd inclusa a Matematica Académica, que, por sua vez, é o corpo de
conhecimentos concebido pelos matematicos (MOREIRA; DAVID, 2007). Com essa caracterizagao, a
Matematica Avangada também pode incluir assuntos de Matematica Elementar, se esses forem
estudados na graduacéo.
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2020; JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE, 2017; MENEZES, 2018; TEOFILO; LIMA;
MENEZES, 2020; VIEIRA; SOUZA; IMAFUKU, 2020). Ainda, interpretamos
concepgOes de que a aprendizagem de conceitos e o desenvolvimento do PMA
ocorrem juntos (FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020; JESUS; SAVIOLI, 2019;
JORGE, 2017) ou contribuem um para o outro (JESUS; SAVIOLI, 2019; JORGE,
2017; SOUSA; ALMEIDA, 2017), conforme entendemos e pretendemos respaldar
nesta secao, de acordo com as trés perspectivas de PMA que adotamos.

Vieira, Souza e Imafuku (2020) investigaram percepgdes de prova
por parte de licenciandos em Matematica, considerando sua importdncia para o

desenvolvimento do PMA:

Entendemos que ¢ fundamental, para o desenvolvimento do
Pensamento Matematico Avancado (DREYFUS, 1991), a elaboracao
de provas, justificativas e contraexemplos de afirmacdes
matematicas e exploramos isso com os participantes, em questdes
do tipo Verdadeiro/Falso, acompanhadas de justificativas que
julgassem pertinentes. (VIEIRA; SOUZA; IMAFUKU, 2020, p. 2).

Nesse sentido, os autores argumentam como as dificuldades na

elaboracao de provas dificultam o desenvolvimento do PMA:

Entendemos que todas as incompreensoes, erros e limitacbes dos
estudantes na elaboragcao de justificativas e argumentagbes em
Matematica sao dificultadores do desenvolvimento de processos
mais sofisticados do Pensamento Matematico Avang¢ado, como
generalizacao e sintese, uma vez que tendem a restringir a expansao
de resultados e de dominios de validade e inviabilizam a composi¢ao
de conhecimentos fragmentados. (VIEIRA; SOUZA; IMAFUKU, 2020,
p. 16).

Assim, Vieira, Souza e Imafuku (2020) consideram que 0s processos
de generalizagédo e sintese requerem a expansao de resultados e de dominios de
validade e a composicéo de conhecimentos fragmentados, conforme Dreyfus (2002).
Com base nesse entendimento, além da importancia de justificativas e
argumentagdes que os autores apontam, consideramos importante que o0s
estudantes compreendam os conceitos matematicos e relacdes entre eles para
dominarem tais processos.

Reciprocamente, consideramos importante que os estudantes
dominem esses processos para comporem o0s conhecimentos e compreenderem
suas relagdes, pois, sem o desenvolvimento do PMA, a aprendizagem dos conceitos

sera fragmentada e incompleta.
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O processo de abstracdo, que esta relacionado aos processos de
generalizagdo e sintese, requer o isolamento de propriedades e relagdes
apropriadas, bem como a construgcédo de estruturas mentais a partir de propriedades
e de relagbes entre os objetos matematicos (DREYFUS, 2002). Desse modo, para
desenvolver o processo de abstracdo, € necessario que o estudante mobilize o
conhecimento dos conceitos, propriedades e relagdes. E um processo que exige a
capacidade do estudante de desviar a atengao do proprio objeto para a estrutura das
suas propriedades e relagbes, um pensamento caracteristico da Matematica
Académica.

Reciprocamente, o processo de abstragao permite que o estudante
descreva de uma forma unificadora uma grande quantidade de situagdes que, sem a
abstragcdo, seriam consideradas separadamente e independentes (DREYFUS,
2002). Assim, a abstragao contribui para o aprendizado da Matematica Académica.

Portanto, na perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento, o desenvolvimento do PMA e a aprendizagem em Matematica
Avancgada contribuem um para o outro.

Ainda nessa perspectiva, os processos caracteristicos do PMA estao
relacionados aos beneficios que Zazkis e Leikin (2010) observaram, no discurso de
professores, do Conhecimento Matematico Avancado®’ para o ensino na Educagao
Basica. Um dos beneficios mencionados € a ‘boa percepcao’ para ensinar, que
envolve a compreensao das conexdes entre as ideias matematicas, conforme Zazkis
e Leikin (2010). Essas conexdes estdo relacionadas ao processo de sintese
(DREYFUS, 2002), que possibilita a ‘sensacado de terreno’®® que os professores
entrevistados mencionaram, permitindo uma visao do direcionamento do ensino.

Relagdes similares entre os beneficios apontados por Zazkis e Leikin
(2010) e os processos de PMA (DREYFUS, 2002) foram estabelecidas por Inarejos
et al. (2022, p. 229, grifo dos autores):

As conexdes com contextos mais amplos estdo relacionadas aos
processos de generalizagdo e sintese, que sao caracteristicos do
PMA de acordo com Dreyfus (2002). De fato, a generalizagcao
envolve a expansdo de um dominio de validade, enquanto que a
sintese significa combinar partes de tal maneira que elas formam um

" Tal como abordamos no final do Capitulo 3, consideramos como Conhecimento Matematico
Avangado o conhecimento de Matematica Avangada, ou seja, conhecimentos matematicos que sao
estudados a partir da graduagao (ZAZKIS; LEIKIN, 2010).

%A ‘sensagao de terreno’ € mencionada pelos entrevistados de Zazkis e Leikin (2010) como uma
‘visdo’ da diregao que o ensino esta tomando.



168

todo. Quando o professor consegue ver o todo em uma unica
imagem, consegue criar conexdes entre os elementos dentro e fora
do curriculo a que estao relacionados. Assim, o processo de sintese
se relaciona a competéncia do professor para fazer conexdes entre
os conteudos dentro e além do curriculo, em ver uma ‘imagem
completa’ do assunto e ter sensacao de terreno, que sao beneficios
do CMA [Conhecimento Matematico Avangado] segundo os
professores entrevistados por Zazkis e Leikin (2010).

A visdao de uma ‘imagem completa’ do assunto estda também
relacionada ao PMA na perspectiva das concepgdes dos conceitos, a medida que
diferentes imagens, operacionais e estruturais, s&o relacionadas nessa
compreensao ampla dos professores. Assim, na perspectiva das concepgdes dos
conceitos, o PMA se desenvolve ao tempo em que os esquemas dos conceitos sao
construidos e relacionados, condicdo necessaria e suficiente para a aprendizagem
na Matematica Avancada.

Zazkis e Leikin (2010) elencaram ‘questdes metamatematicas’, como
‘prova’, ‘linguagem’ e ‘precisdao e estética’, apresentadas por professores da
Educacao Basica como beneficios do Conhecimento Matematico Avancado. Essas
questdes estdo relacionadas com o PMA na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico. Novamente, aproveitamos algumas relagdes estabelecidas por Inarejos
et al. (2022, p. 229, grifo dos autores):

O processo de prova é visto por Tall (2002) como o estagio final do
desenvolvimento do pensamento matematico, no qual as ideias
ganham precisdo. Nesse estagio, a linguagem necessita de precisdo
para que as ideias sejam organizadas em uma sequéncia légica
baseadas em definicbes, evitando inconsisténcias. A estética
observada por Zazkis e Leikin (2010, p. 274) diz respeito a ‘belas
solugdes’, o que esta relacionado a Criatividade Matematica, pois
envolve a busca por solugdes diferentes e valorizagdo das mais
criativas.

Essas relacbes entre beneficios do Conhecimento Matematico
Avangado e o PMA reforcam a nossa concepgdo de que a aprendizagem de
Matematica Avangada contribui para o desenvolvimento do PMA. Por outro lado,
parte do referencial teérico do PMA foi desenvolvido considerando os processos que
ocorrem na mente dos matematicos realizando pesquisas e dos estudantes
enquanto aprendem conceitos matematicos avancados (TALL, 2002; DREYFUS,
2002). Assim, o desenvolvimento dos processos ou das concepg¢des dos conceitos
favorece a aprendizagem da Matematica Avangada.

[...] os processos de pensamentos matematicos funcionam como
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meios para ativarmos as capacidades cognitivas e assim construir
novos conhecimentos que nos levam a novas reflexdes, e desse
modo continuar o infindavel ciclo do aprender e do ensinar!
(BERTOLAZI, 2012, p. 212).

Portanto, nessas trés perspectivas de PMA, consideramos que o
desenvolvimento do PMA e a aprendizagem em Matematica Avangada podem
ocorrer simultaneamente, um contribuindo para o outro.

Apenas esclarecemos que, nas perspectivas da complexidade dos
processos de pensamento e das concepgdes dos conceitos, isso nao significa que o
PMA se desenvolve exclusivamente por meio da Matematica Avancada, pois,
nessas perspectivas, esse pensamento pode se desenvolver por meio de outras
matematicas. Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento,
alguns processos de PMA se desenvolvem até mesmo em outras areas do
conhecimento, conforme Resnick (1987) e Dreyfus (2002).

Contudo, para a aprendizagem da Matematica Avangada, o PMA se
faz necessario, considerando as trés perspectivas que adotamos. Caso contrario,
nas perspectivas das concepg¢des dos conceitos e da complexidade dos processos
de pensamento, ndo seriam estabelecidas as devidas relacdes e conexdes entre os
conceitos, constituindo uma “aprendizagem” mecénica e fragmentada. Na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, a precisao formal requerida no PMA
esta intrinsecamente relacionada a Matematica Académica (MOREIRA; DAVID,

2007), conforme exploramos na seg¢ao a seguir.

6.2.2 Pensamento Matematico Elementar e Avangado

Lembramos que, nesta tese, consideramos o Pensamento
Matematico Elementar (PME) como o pensamento matematico focado em
descrigdes, exemplos, representagdes, agdes (DUBINSKY, 2002) e procedimentos
(GRAY; TALL, 1994). No final do Capitulo 3, elencamos algumas caracteristicas
mais especificas para cada perspectiva de PMA. Com essas caracterizagcbes, o PME
€ fundamental para a pratica docente na Educagao Basica, pois esta intimamente
relacionado a aprendizagem de Matematica Elementar. Cabe, entdo, pensarmos em
como e até que ponto o desenvolvimento do PMA pode contribuir no
desenvolvimento desse PME.

Para aprofundar essa questdo, na perspectiva do pensamento
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formal-axiomatico, identificamos relacdes entre o PME e a Matematica Escolar, bem
como entre o PMA e a Matematica Académica, conforme Moreira e David (2007).

De fato, a Matematica Académica, segundo Moreira e David (2007),
€ a matematica que a comunidade cientifica dos matematicos identifica como

Matematica:

Os tipos de objetos com os quais se trabalha, os niveis de abstragao
em que se colocam as questdes e a busca permanente de maxima
generalidade nos resultados fazem com que a énfase nas estruturas
abstratas, o processo rigorosamente légico-dedutivo e a extrema
precisdo de linguagem sejam, entre outros, valores essenciais
associados a visdo que o matematico profissional constréi do
conhecimento matematico. (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 21).

Ainda de acordo com Moreira e David (2007, p. 22-23), a
Matematica Académica possui uma estrutura axiomatica com “[...] provas que se
desenvolvem apoiadas nas definicbes e nos teoremas anteriormente estabelecidos
[...]".

Logo, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA é um
pensamento intrinsecamente ligado a preciséo formal da Matematica Académica.

Por sua vez, a Matematica Escolar aceita “[...] justificativas menos
formais, mais ‘livres’, que se desenvolvem tomando como postulados e elementos
primitivos tacitos certos conhecimentos provenientes da vida cotidiana [...]", que
podem levar “[...] a uma compreensao mais aprofundada das relacdes matematicas
em discussdao” (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 27). Assim, em vez da prova formal,
com argumentos irrefutaveis logicamente alinhados, a Matematica Escolar envolve o
desenvolvimento de uma convicgdo profunda a respeito da validade de um

resultado:

A questdo fundamental para a Matematica Escolar [...] refere-se a
aprendizagem, portanto ao desenvolvimento de uma pratica
pedagdgica visando a compreensao do fato, a construcao de
justificativas que permitam ao aluno utiliza-lo de maneira coerente e
conveniente na sua vida escolar e extra-escolar. (MOREIRA; DAVID,
2007, p. 23).

Ainda, com relacdo a generalidade, enquanto a Matematica
Académica procura por estruturas mais gerais, como, por exemplo, a de um corpo
ordenado completo, a Matematica Escolar tem foco em objetos particulares, como,
por exemplo, a representagdo decimal (MOREIRA; DAVID, 2007).

Essa diferenca entre Matematica Escolar e Matematica Académica é
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semelhante a que Tall (2002) considera entre o PME e o PMA. O PME, segundo Tall
(2002), tem foco na descricdo, no convencimento e na coeréncia da Matematica
Elementar. Portanto, consideramos o PME como um pensamento relacionado a
Matematica Escolar.

Desse modo, embora na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico o PME e o PMA sejam distintos, apenas com processos em comum,
potenciais contribuicbes da Matematica Académica para a Matematica Escolar
podem nos auxiliar a identificar possiveis contribuicbes do PMA dos professores
para o ensino de Matematica.

A fim de explorar essa questdo, ainda na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico, primeiramente levamos em consideragao as trés
possiveis formas de relacionar a Matematica Escolar com a Matematica Académica
elencadas por Moreira e David (2007).

Ha uma concepcao de que a Matematica Escolar € mera adaptacéo
da Matematica Académica a escola. Nao somente rejeitamos essa concepgao, tal
como Moreira e David (2007) a recusam, como renegamos a concepg¢ao de que o
PME é a parte elementar e simples do PMA. O PME ¢ suficiente para o aprendizado
da Matematica Elementar, da matematica pratica e €& fundamental para o
crescimento cognitivo que pode levar ao desenvolvimento do PMA (TALL, 1995,
2008, 2013). Talvez o unico apontamento que poderiamos usufruir relacionado a
essa ideia € de que o PME envolve um pensamento menos rigoroso e, assim, o
desenvolvimento do PMA, com suas precisbes e consequéncias logicas, torna
relativamente facil a mobilizacdo de um PME, que se satisfaz com coeréncia e
convencimento. Mas, considerando dessa forma, todo pensamento que exige mais
que o PME contribuiria para esse PME.

Ha, ainda, uma concepg¢ao de que a Matematica Escolar ndo é
influenciada pela Matematica Académica. Novamente, em conjunto com Moreira e
David (2007), recusamos essa concepgao. Quanto ao PME, embora ndo envolva a
fase de precisdao e deducado formal, pode se apoiar em processos que ocorrem
também no PMA, como os processos de conjecturar e representar, o processo de
sintese descrito por Tall (2002), além de aceitar argumentos logicos no
convencimento.

Logo, tragcando um paralelo com a concepg¢ado de Moreira e David

(2007) em que a Matematica Escolar possui multiplos condicionantes, o pensamento
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matematico caracteristico da Matematica Escolar (o PME) possui tanto
caracteristicas inerentes a suas especificidades como possivelmente a influéncia de
outros pensamentos diversos, nas quais, para citar um exemplo, podemos incluir o
Pensamento Matematico-Computacional (BUSSMANN; SAVIOLI, 2020), e, é claro, o
PMA.

Considerando essa concepg¢ao, passemos a destacar algumas
diferengas entre a Matematica Escolar e a Matematica Académica, para termos
certos cuidados ao discutir possiveis contribuigbes do PMA para o PME na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico.

Moreira e David (2007) entendem, tal como Vinner (2002), que a
definigdo formal pode ndo ser adequada no contexto da Educacao Basica, em que
os objetos devem ser definidos de forma que os estudantes os entendam, de modo
que a definicdo formal pode ser desnecessaria ou inconveniente. “As caracteristicas
da pratica escolar tendem a favorecer um modo mais flexivel de caracterizacdo dos
objetos matematicos, muitas vezes através de referéncias descritivas ou imagens
intuitivas, no lugar de definicbes formais” (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 30).
Exemplos disso sédo as definigdes dos conjuntos numéricos.

De acordo com Moreira e David (2007) e Vinner (2002), a definicdo
formal pode gerar um conflito entre a estrutura Matematica e os processos cognitivos
de aquisicdo dos conceitos. A definicdo expressa o que é o objeto matematico,
enquanto o conhecimento do objeto pelo estudante parece se desenvolver, segundo
Moreira e David (2007), pela construgdo de um ‘mosaico’ de representagdes
pessoais do objeto, o qual pode ou nao incluir a definigdo formal entre suas pegas.

Ainda de acordo com Moreira e David (2007), a construgao formal
dos conceitos, como no caso dos conjuntos numéricos, produz uma abstragdo que
fornece caracteristicas essenciais do objeto, o que valoriza a estrutura do conjunto
construido. Por outro lado, na Matematica Escolar, a “[...] aquisicdo da nogao
abstrata de numero racional parece estar associada a um longo processo de
construgao e re-elaboragdo, quase que elemento a elemento” (MOREIRA, 2004, p.
96). Segundo esses autores, os professores da escola basica precisam trabalhar
com os significados concretos dos numeros racionais.

Nesse sentido, a compactagdo de informacdo que ocorre na
Matematica Académica, que condensa uma variedade de ideias matematicas em

alguns enunciados formais, contrasta com a forma descompactada que essas ideias
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se tornam operativas na pratica docente na Educacao Basica, ao ponto que o objeto
de ensino escolar ndo pode ser identificado como a parte elementar do objeto
formalizado (MOREIRA; DAVID, 2007).

Ainda que existam essas diferengas entre a Matematica Académica
e a Matematica Escolar, consideramos que, para o ensino de Matematica na
Educacdo Basica, uma flexibilidade descuidada das caracterizagbes dos objetos e
das argumentagdes matematicas pode gerar complicacbes, conforme Moreira e
David (2007) pontuam:

Por certo, argumentacdes de tipo menos formal ndo estao isentas de
complicagdes e questionamentos dentro do trabalho pedagdgico na
escola basica. Exemplos de dificuldades a ser contornadas seriam:

e A possiblidade de estimulo a um relaxamento exagerado de modo
a se fazer despercebida a utilizacdo de circularidade logica
(algumas vezes mais evidente, outras vezes sutil) nos raciocinios
empregados nas justificativas;

e A possiblidade de promog¢ao de uma compreensao equivocada do
papel e da necessidade de validagdo dos resultados e das
sentengas matematicas no contexto da educacio escolar basica
[...]

¢ A possibilidade de reforgar certas concepgdes inadequadas [...].

(MOREIRA; DAVID, 2007, p. 27).

Desse modo, entendemos que as justificativas precisam seguir uma
l6gica no ensino de Matematica na Educagdo Basica, mesmo que nao tenha a
precisao formal da Matematica Académica. Por exemplo, na Matematica Escolar, é
possivel partir de resultados em que os estudantes acreditam, mesmo que nao
sejam provados, para justificar resultados que estdo sendo estudados, com o
cuidado para nao cair em uma circularidade légica. Moreira (2020) sugere essa
abordagem na justificativa para a unicidade da decomposi¢do em numeros primos a
partir do Lema de Euclides®®, por sua vez justificado pela multiplicidade entre os
numeradores e denominadores em uma fragdo equivalente, um fato, segundo o

autor, aceito pelos estudantes da escola basica.

Em suma, nossa visao ndo é a de que, ao se priorizar o didatico e o
pedagdgico nas argumentacdes matematicas na escola, fica
eliminada a necessidade de desenvolver um raciocinio logico
consistente para justificar a validade de um fato matematico nao
reconhecido como verdadeiro pelos alunos. Muito pelo contrario,
gastamos um espacgo razoavel neste texto para defender a ideia de
gue a unicidade da fatoragdo em primos nao é nada evidente e, por
isso mesmo, apresentamos [...] uma justificativa de sua validade que

% Termo que adotamos com base em Domingues e lezzi (2003).
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€ logicamente consistente e, a nosso ver, compativel com o ensino
escolar do tema no sexto ano. (MOREIRA, 2020, p. 242, grifo do
autor).

Além dessa necessidade de justificativas, atentamos para o possivel

reforgo a concepgdes inadequadas causadas por conceitos imagem conflitantes:

Assim como nas demonstragdes, também aqui podem surgir
problemas com essa flexibilizacdo no processo de caracterizagcao
dos objetos matematicos [restrita ao conceito imagem] operada em
determinadas circunstancias pela matematica escolar. Embora a
formacado de conceitos matematicos esteja fortemente associada a
um processo que envolve a constru¢cao de um conjunto de imagens,
estas podem ser, para um mesmo individuo e para um mesmo
conceito, contraditorias, limitadas e mesmo, em certos aspectos,
conflitantes com a definicdo formal do objeto a que se referem.
(MOREIRA; DAVID, 2007, p. 31, grifo dos autores).

Embora a definicdo formal possa ser por vezes inadequada de ser
abordada explicitamente na Educacdo Basica, se o pensamento matematico dos
professores se mantiver restrito ao conceito imagem, carecera da capacidade para
resolver conflitos cognitivos. Isso porque podem surgir imagens contraditorias,
limitadas, conflitantes. Conforme Tall e Vinner (1981) e Moreira e David (2007), um
conceito imagem inadequado pode levar a uma solugdo correta e se tornar um
reforco e uma resisténcia a modifica-la.

Uma vez que o conceito imagem tende a ser “psicologicamente
resistente”, “[...] a simples exposicdo do individuo a definicdo rigorosa nao é
suficiente para provocar uma re-organizagdo ou re-estruturacdo desse mosaico”
(MOREIRA; DAVID, 2007, p. 31). Assim, Moreira e David (2007), bem como Vinner
(2002), consideram que a definicdo formal ndo desempenha um papel significativo
na construcao dos conceitos pelos estudantes da Educagao Basica.

Por outro lado, consideramos que o PMA, na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico, ndo envolve apenas o conhecimento isolado de
defini¢gdes formais, mas a mobilizacdo do conceito definigdo (que pode ser ou ndo a
definicao formal) e organizagao das ideias em uma sequéncia logica. De acordo com
Tall (2002), o PMA envolve vincular os conceitos em sequéncias de argumentos
dedutivos e com isso resolver conflitos cognitivos. Assim, nessa perspectiva,
consideramos que o PMA possa contribuir para que os professores resolvam
conflitos cognitivos que possam surgir em sala de aula, pois permite que os

diferentes conceitos imagem para um mesmo objeto sejam identificados como
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equivalentes ou contraditérios.

Se esses conflitos ndo forem resolvidos, concepgdes inadequadas
podem ser reforgadas. Isso pode ocorrer ao surgir uma conjectura ou a partir de uma
pergunta de um aluno em sala de aula. Ainda, em situagdes como essas, raciocinios
pouco rigorosos empregados nas justificativas podem levar a empasses ou a uma
circularidade logica, conforme lembram Moreira e David (2007). Empasses podem
ocorrer em uma situagao na qual alguns alunos apresentam exemplos que reforgam
uma ideia e outros apresentam exemplos que a desvigoram. Uma vez que os
estudantes, desenvolvendo seu PME, podem apresentar dificuldades para resolver
esse conflito, os professores podem mobilizar seu PMA e promover uma mediagao,
convictos da validade proporcionada pelo sequenciamento logico de seus
argumentos.

Portanto, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA
pode ser pouco requisitado no desenvolvimento do PME, com sua contribuicdo se
reduzindo a fazer com que o PME pareca mais facil de desenvolver, acrescentar
argumentos légicos ao convencimento e favorecer alguns processos de
pensamento. No entanto, para a pratica dos professores de Matematica, o PMA
pode contribuir para o preenchimento de lacunas originadas de um pensamento
matematico unicamente elementar, tais como duvidas quanto a validade de
resultados, conjecturas ou concepg¢des em que o PME isolado nédo fornece uma
certeza absoluta e ndo permite resolver conflitos gerados por imagens conflitantes.

Essas possiveis contribuigbes referem-se ao Conhecimento do
Conteudo e Estudantes, principalmente quanto as concepg¢des inadequadas que
costumam surgir em sala de aula, e ao Conhecimento Especializado do Conteudo
que permite aos professores validarem ou invalidarem conjecturas.

Outra contribuicdo do PMA dos professores que identificamos na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, inspirados nas afirmacdes de Moreira
e David (2007), consiste em evitar a promogao de uma compreensao equivocada da
validagao das sentengas matematicas na Educacao Basica, o que se relaciona ao
Conhecimento do Conteudo no Horizonte dos professores. Embora nao seja simples
delimitar o que seria uma compreensao equivocada da validagcao das sentencgas
matematicas no contexto da Educacdo Basica, Moreira e David (2007, p. 27)
afirmam que um caso extremo seria considerar que “basta eu acreditar para se

considerado verdadeiro”. Por outro lado, exigir que as justificativas na Educagéao
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Basica sejam formais como na Matematica Académica recairia na vigilancia
epistemologica (MOREIRA; DAVID, 2007). Assim, consideramos que uma
compreensao adequada da validacdo das sentengcas matematicas na Educacao
Basica é que essa validacdo exige justificativas logicamente consistentes e
convincentes, embora ndo tdo rigorosas e organizadas em um sistema formal-
axiomatico como sao requisitadas pelos matematicos.

Com isso, ponderamos que, embora o PMA (na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico) e o conhecimento de Matematica Académica
possam contribuir para que os professores evitem promover a concepg¢ao de que a
Matematica aceita resultados sem justificativas, eles ndo séo suficientes para o juizo
do quanto de rigor e raciocinio légico sao satisfatérios na validagao dos resultados
na Educacéao Basica.

Passemos a comentar algumas possiveis contribuicbes do PMA
para o PME conforme outras perspectivas desses pensamentos.

Retomando um assunto que discutimos na Sec¢ao 3.2 do Capitulo 3,
de acordo com Moreira e David (2007), a Matematica Académica associa-se a uma
visdo do conhecimento matematico como um sistema formal-dedutivo, em que as
definigdes formais representam os conceitos diretamente no seu aspecto estrutural,
0 que oculta as etapas de interiorizacdo e condensacdo importantes para a
reificacdo. Segundo os autores, essa visao € insuficiente e inadequada para a
Matematica Escolar, em que o aspecto operacional precede o estrutural, conforme
Sfard (1991).

Concordamos com Moreira e David (2007) que essa visdao do
conhecimento matematico unicamente como um sistema formal-dedutivo oculta a
importancia das fases de interiorizagdo, condensacao e reificacdo para o ensino na
Educacao Basica. Contudo, isso néo significa que o conhecimento de concepgdes
estruturais dos conceitos seja incompativel com concepgdes operacionais.

Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, o PMA envolve um
pensamento proceitual flexivel, ndo apenas a concepg¢ao estrutural (seja da
Matematica Académica ou da Matematica Elementar). Nessa perspectiva, o PMA
bem desenvolvido requer esquemas que envolvem concepcdes operacionais e
estruturais, além da transicao flexivel entre elas.

Essa transicao esta relacionada ao processo de sintese, no qual as

concepgdes sdo comprimidas e inter-relacionadas (DREYFUS, 2002). De acordo
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com Dreyfus (2002), uma vez experienciado o insight que permite ver os objetos

comprimidos, o processo € irreversivel.

[...] portanto, & muito dificil para o matematico se colocar no estado
de espirito do estudante que ainda nio alcancou essa sintese, e ver
nado apenas quanto detalhe esta envolvido no aprendizado de
conceitos e operagdes simples, mas quanto trabalho detalhado com
esses conceitos e operagdes € necessario para poder comegar a
sintetizar. (DREYFUS, 2002, p. 35-36, traducdo nossa).

Sendo assim, de acordo com Dreyfus (2002) e Ball e Bass (2000),
cabe aos professores essa dificil tarefa de descomprimir o que ja foi aprendido,
revelando detalhes que foram sendo esquecidos. "Para fazer isso [reorganizar o que
se sabe em resposta a um contexto particular], é necessario ser capaz de
desconstruir o préprio conhecimento matematico em uma forma menos polida e
formal, em que componentes elementares sdo acessiveis e visiveis” (BALL; BASS,
2000, p. 98, traducao nossa). Ball e Bass (2000) chamam isso de decompression,
que traduzimos para descompressao. De acordo com os autores, os professores
precisam fazer o caminho de volta do entendimento compactado do conteudo para
desempacotar seus elementos constituintes.

Ball, Thames e Phelps (2008), abordando o Conhecimento
Especializado do Conteudo, apresentam alguns exemplos de modos nas quais 0s
professores da Educagdo Basica trabalham com o conhecimento matematico
descomprimido: para ensinar valor posicional, o que requer uma compreensao do
sistema numeérico posicional além do Conhecimento Comum do Conteudo; abordar
como a linguagem matematica € utilizada; escolher representagdes adequadas a
cada situacdo; explicar ideias matematicas especificas. McCrory et al. (2012)
abordam o processo de descompressdo no ensino de Algebra e mencionam
professores que descomprimiram o significado das identidades, explicando em
detalhes por que equacdes que produziam resultados como 0 =0 quando
simplificadas sao verdadeiras para todos os numeros reais.

Nesse sentido, o PMA, na perspectiva das concepgdes dos
conceitos, pode contribuir para a descompressao do conhecimento de aspectos
estruturais para aspectos operacionais a serem abordados com os estudantes da
Educacado Basica, pois envolve a compreensido de ambos e a flexibilidade de
transicéo entre eles. Tal descompressao, conforme Ball, Thames e Phelps (2008), é

prépria dos professores, o que a caracteriza como um Conhecimento Especializado
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do Conteudo.

Por fim, na perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento, o PMA envolve tanto processos de PME quanto alguns mais
complexos (tais como processos relacionados com abstragdo), caracteristicos do
PMA (DREYFUS, 2002).

Nessa perspectiva, a linha entre o PMA e o PME é t&o ténue que é
dificil dizermos quais processos sao de PMA. Por exemplo, na Figura 2 (Capitulo 2),
observamos que Klaiber (2019) considera os processos relacionados com
representacdo no PME. No entanto, Dreyfus (2002) destaca a complexidade da
mudanca de representacido, que pode envolver muita informacgao a ser tratada, bem
como Klaiber (2019) observa a relacdo entre a integracdo de diferentes
representacdes e o processo de sintese. Assim, ao descrever tal figura, a autora

esclarece que:

O quadro pontilhado abrangendo os processos e subprocessos
relacionados ao processo de representagcdo simboliza que tais
processos estdo presentes tanto no PME quanto no PMA, e que a
fronteira entre estes dois tipos de pensamento nido é tao clara e
definida, como foi exposto por Dreyfus (2002). (KLAIBER, 2019, p.
55, grifo da autora).

Assim, consideramos que uma analise mais especifica de cada
mudanca de representacdo poderia fornecer melhores indicios de um processo
desse tipo ser ou ndo de PMA.

De todo modo, podemos concluir que o PMA contribui para o
dominio de diversos processos de pensamento matematico, incluindo os de PME.

Na proxima subsecdo, aproveitamos essas relagdes que discutimos
entre o PME e o PMA para abordarmos possiveis contribuicbes do PMA dos

professores para a articulagao entre diferentes conhecimentos matematicos.

6.2.3 Articulacao Matematica

A pratica dos professores de Matematica envolve Conhecimento
Comum do Conteudo da matematica da Educacdo Basica, Conhecimento
Especializado do Conteudo, caracteristico da profissio que exercem, e
Conhecimento do Conteudo no Horizonte, que envolve conhecimentos matematicos

ao longo do curriculo e pode incluir conhecimentos de Matematica Avangada (BALL;
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THAMES; PHELPS, 2008; JAKOBSEN et al.,, 2012). No entanto, relacionar esses
diversos conhecimentos matematicos, ainda com os conhecimentos do conteudo
vinculados a estudantes, ensino e curriculo, de forma a utiliza-los para compreender
os estudantes e tomar decisdes em sala de aula, pode ser algo complexo. Nesta
secao, finalizamos a argumentagao teodrica deste capitulo com possibilidades que o
PMA confere para essa articulagdo entre os conhecimentos matematicos dos
professores.

Primeiramente, em procedéncia das ideias discutidas na subsecéao
anterior, temos alguns apontamentos quanto a possiveis contribuicbes do PMA (nas
perspectivas da complexidade dos processos de pensamento e das concepgdes dos
conceitos) para um conhecimento mais profundo da Matematica Elementar.

Moreira e David (2007) apresentam alguns exemplos de
conhecimentos a respeito de numeros necessarios a pratica docente na Educacao

Basica. Entre eles, destacamos a logica dos algoritmos das operagdes basicas:

O wuso dos algoritmos formais para as operagbes basicas,
diferentemente do uso das calculadoras, traz a tona a questdo da
l6gica do seu funcionamento e coloca, para o professor da escola, a
necessidade de uma percepcdo clara dos principios em que se
baseia a sua justificativa, ou seja, a explicacdo das razbes pelas
quais eles fornecem os resultados corretos. (MOREIRA; DAVID,
2007, p. 58)

De acordo com os mesmos autores, os tipos de dificuldades que os
estudantes da Educacao Basica costumam demonstrar com as operagdes sdo muito
diferentes, do ponto de vista do ensino. Uma formagdao focada na Matematica
Académica pode ignorar essas questdes importantes, segundo Moreira e David
(2007).

Com relagdgo ao PMA, na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, o dominio das propriedades dos conjuntos numéricos, do
sistema de representacdo e suas relacbes com os algoritmos favorece, aos
professores, o entendimento da légica operacional para as operagdes aritméticas
basicas. O processo de generalizacdo permite o entendimento de como os
algoritmos sempre funcionam, a partir das propriedades.

Esse entendimento permite que, a partir dos tipos de erros dos
alunos, como dificuldades quando ‘vai 1’, os professores identifiquem lacunas no
saber discente que geram o erro. Por isso, esse € um Conhecimento Especializado
do Conteudo, conforme Ball, Thames e Phelps (2008):
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[...] ensinar envolve mais do que identificar uma resposta incorreta. O
ensino habilidoso requer a capacidade de avaliar a origem de um
erro matematico. Além disso, esse é um trabalho que os professores
devem fazer rapidamente, muitas vezes na hora, porque, em uma
sala de aula, os estudantes ndo podem esperar enquanto o professor
quebra-cabecas sobre a matematica. (BALL; THAMES; PHELPS,
2008, p. 397, traducao nossa).

Outro exemplo que destacamos sédo as representacdes decimais

infinitas, principalmente as nao-periddicas. Nesse assunto, Moreira e David (2007)

indicam complicagbes para a concepgao estrutural de numero real na Matematica

Escolar. Formalmente, um decimal infinito € uma soma infinita que converge para

um ndmero real. E comum de os estudantes da Educagdo Basica possuirem a ideia

de que os decimais infinitos nao especificam exatamente o valor do limite,

desenvolvendo uma ideia de aproximag¢ao e nao de precisdo do valor do numero.

Por um lado, a abordagem escolar favorece essa concepg¢ao inadequada. Por outro,

o enfoque da Matematica Académica, que define a representacado decimal pelo limite

de uma série, dificilmente pode ser adaptado para o contexto escolar (MOREIRA;

DAVID, 2007). Uma argumentagao convincente, proposta pelos autores, diz respeito
a representacao geometrica:

E preciso que se venha a conceber o que seja o fim de um processo

que, em ultima instancia, ndo tem fim. E preciso conceber a soma de

infinitas parcelas como um objeto e abandonar, pelo menos

provisoriamente, a percepcao dela como um processo. Quando se

interpreta o conjunto dos reais como pontos da reta orientada,

desenvolvendo-se uma representagao geométrica para eles, pode-se

mostrar que qualquer forma decimal infinita, além de se traduzir

numa soma de infinitas parcelas, representa um unico ponto da reta

e, portanto, um numero real. (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 96, grifo
dos autores).

Nesse sentido, podemos afirmar que, na perspectiva das
concepgdes dos conceitos, o desenvolvimento do PMA (concepgdes estruturais) é
importante para os estudantes da Educacao Basica, e pode ser apoiado, no caso
dos decimais infinitos, pela representacdo geométrica dos numeros reais. Para os
professores, um esquema a respeito do niumero real e suas representacoes pode ser
fortalecido pelo conhecimento de convergéncia de séries, apoiando a sua concepgao
estrutural da representacdo decimal infinita. Assim, o PMA pode favorecer o
Conhecimento Especializado do Conteudo dos professores da Educagao Basica e
sua articulacdo com o Conhecimento Comum do Conteudo.

Ainda com relagdo a essa articulagdo, na Matematica Escolar, a
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forma decimal € mais que uma representacgao, ela é vista como o préprio numero.
Moreira e David (2007) destacam que essa identificagdo com a representagao
concreta € uma fase importante do aprendizado. No entanto, conforme apontam os
autores, os professores nao podem ter uma percepgao confusa da distingao entre a
nogao abstrata de numero real e uma de suas formas concretas de representacéo.
Necessitam de uma flexibilidade que ora permita tomar a forma concreta, ora a
forma abstrata. Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, essa flexibilidade é
uma caracteristica do PMA.

Considerando que os conhecimentos profissionais dos professores
nao se reduzem a uma “Matematica certa” (a Matematica Académica), Moreira e

David (2007) complementam:

Uma vez que, na pratica escolar, o professor estara lidando com
alunos de diferentes séries e ciclos do Ensino Basico, o processo de
apreensdo dos conceitos vai se encontrar em diferentes estagios de
elaboracido entre esses alunos. O desenvolvimento de uma visado
flexivel e multifacetada do conhecimento matematico pode contribuir
decisivamente para que o professor seja capaz de dialogar com seus
alunos, de reconhecer e validar, quando for o caso, certos pontos de
partida adotados para a constru¢cdo de um conceito ou de avaliar
uma determinada elaboragao conceitual como adequada para certo
estagio, ainda que se mostre necessaria uma reelaboragdo em
estagios posteriores. (MOREIRA; DAVID, 2007, p. 53).

Essa visdao multifacetada requer um conceito imagem fortalecido,
com imagens coerentes entre si (TALL; VINNER, 1981), que permite lidar com um
conceito de diferentes formas sem contradizé-las.

Além disso, essa visao flexivel do conhecimento matematico pode
contribuir para que os professores articulem seus conhecimentos de Matematica
Avancada e Elementar. Mas essa articulagdo nao é trivial. Investigando o
conhecimento de definicbes matematicas de futuros professores de Matematica,
Leikin e Zazkis (2010) observaram uma lacuna entre o que é aprendido na
universidade e a matematica da escola basica. A exemplo disso, consideremos o
conhecimento dos numeros em sua estrutura légico-formal que, segundo Moreira e
David (2007), elimina tudo o que considera n&o essencial, incluindo o significado
concreto dos objetos no ensino escolar.

Como discutimos no Capitulo 3, ainda ndo ha consenso na
Educacdo Matematica quanto a contribuicbes da Matematica Avancada para o
ensino na Educacédo Basica. Em um contexto de formacéo inicial de professores,
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conforme analisam Moreira e David (2007), questdes importantes da formagéao
podem ser deixadas de lado se a licenciatura priorizar a construcdo da estrutura
l6gico-formal da Matematica Académica em detrimento do significado concreto dos
objetos da Matematica Escolar.

Contudo, havendo possibilidades de contribuicdo da Matematica
Avangada para o ensino na Educacdo Basica, faz sentido que o estudo dessa
matematica seja realizado por professores, desde que n&o prejudique o
conhecimento dos aspectos mais diretamente vinculados ao trabalho de ensinar na
escola.

Sendo assim, em um possivel contexto propicio para que os
professores estudem a estrutura formal da Matematica Académica, consideramos
que uma articulacdo entre o PMA e o PME (especialmente na perspectiva do
pensamento formal-axiomatico) pode contribuir para que os professores tenham
flexibilidade entre a abstracdo da Matematica Académica e a corporificacdo dos
conceitos presente na matematica da Educagao Basica.

Focando na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, uma
articulacdo entre o PME e o PMA seria, interpretando as caracterizacbes de Tall
(2002), uma articulagéo entre as descrigdes e as definigbes formais, de forma que as
definicbes possam enriquecer as descricdes, além de uma articulacdo entre a
consequéncia e a coeréncia, entre a prova e o convencimento, de forma que as
ideias da prova e da logica que estrutura as dedugbes matematicas possam
contribuir para ideias que dao coeréncia e convencimento da validade das
sentencgas.

Quanto ao Conhecimento do Conteudo no Horizonte, essa
articulagao envolve a flexibilidade para professores verem um ‘quadro maior’ quando
estiverem ensinando um assunto na escola basica, conforme (JAKOBSEN et al.,
2012, p. 4641, tradugdo nossa):

[...] o conhecimento do conteudo do horizonte requer ter maneiras de
pensar sobre ideias com pinceladas mais amplas - ver o quadro
maior em termos de entender as relagdes entre matematica
avangada especifica e ideias especificas que surgem no conteudo
sendo ensinado e aprendido na escola e de situar isso matematica
avangada dentro de um conjunto mais amplo de questdes
matematicas.

A capacidade de ver um ‘quadro maior esta relacionado ao
processo de sintese (caracteristico do PMA na perspectiva da complexidade dos
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processos de pensamento), uma vez que envolve a composigdo de partes que
permite formar unica imagem, conforme caracterizado por Dreyfus (2002). Isso
envolve um processo de abstracdo, como, por exemplo, no reconhecimento da
situagao de deslizar uma linha por um retangulo até formar duas partes de mesma
area iguais como uma aplicagdo do Teorema do Valor Intermediario, abordada por
Jakobsen et al. (2012).

Ha, ainda, a possibilidade de lacunas no conhecimento de
Matematica Elementar dos professores (Conhecimento Comum do Conteudo),
conforme discutimos no inicio desta Se¢do 6.2, mas que nesta Subsecdo 6.2.3
consideramos a possibilidade de um suporte da Matematica Avangada. E possivel
que professores nao se lembrem de um detalhe ou outro de algum topico especifico,
mas consigam mobilizar o que sabem de conhecimentos mais avangados em seu
Conhecimento do Conteudo no Horizonte, como uma definicdo formal, e utilize-os
para realizar dedug¢des que permitam concluir a validade de alguma proposicao.
Essa dedugdo € um processo de PMA, nas perspectivas do pensamento formal-
axiomatico e da complexidade dos processos de pensamento.

Nem sempre a definicdo formal é trabalhada explicitamente na
Educacdo Basica. Em alguns casos, o PMA pode contribuir para professores
adaptarem a definicdo formal para o contexto da Educacéo Basica, mobilizando seu
Conhecimento do Conteudo e Estudantes e do curriculo. Entendemos, de acordo
com Moreira e David (2007), que essa adaptacado nao possa ser de forma a impor a
l6gica da Matematica Académica a Matematica Escolar, mas em muitos casos as
definicbes sdo compativeis, como nas definicbes de fungado, quadrilatero, equacao
do segundo grau, polinbmios e outras.

E comum, na Matematica Escolar, definicdes que descrevem melhor
os conceitos, diferente da formalizagao, que, por sua vez, prima pela minimalidade
das informagdes contidas na definigdo, conforme sustenta Vinner (2002). Com o
PMA (na perspectiva do pensamento formal-axiomatico), o professor tera melhores
condicbes de avaliar se uma definicdo com descrigdes a mais que 0 necessario é
equivalente a definicdo mais resumida.

Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, o
PMA envolve a reflexdo e autorregulagdo do préprio pensamento matematico.
Segundo Resnick (1987), o Pensamento de Ordem Superior sé € reconhecido

quando o individuo ‘chama o jogo’ em cada passo (toma iniciativa), pois envolve
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autonomia e autorregulacdo. De acordo com Dreyfus (2002), a reflexao a respeito da
propria experiéncia matematica € importante na resolugado de problemas nao triviais
e um aspecto importante da metacognigao, sendo uma caracteristica do PMA.

Portanto, o PMA pode contribuir para que os professores da
Educacdo Basica possam refletir e autorregular o préprio pensamento matematico.
Isso envolve a relagao dos professores com o seu Conhecimento do Assunto.

Ainda com relagao a articulagcbes no conhecimento matematico dos
professores da Educagao Basica, podemos destacar algumas questdes envolvendo
justificativas.

Segundo Moreira e David (2007), os professores de Matematica
possuem tarefas delicadas, como identificar argumentos convincentes e adaptaveis
ao estagio de desenvolvimento cognitivo dos estudantes, além de analisar
deficiéncias na forma como o assunto € desenvolvido no livro adotado.

Para identificar argumentos de Matematica Avangada que possam
ser utilizados na Educagao Basica, € necessario dominio desses argumentos, em
um grau de abstragdo que permita relaciona-los com outros argumentos
semelhantes, e um conhecimento dos estudantes para decidir se os argumentos
adaptados da Matematica Avancada podem ser compreendidos pelos estudantes do
contexto de ensino. Essa abstracdo é caracteristica do PMA nas perspectivas do
pensamento formal-axiomatico e da complexidade dos processos de pensamento.

De acordo com Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013, p. 3128,
tradugdo nossa, grifo dos autores), “0 HKC inclui o conhecimento explicito de
caminhos e ferramentas para conhecer, na disciplina, os tipos de conhecimento e
suas garantias, e de onde as ideias vém e como a ‘verdade’ ou validade é
determinada”.

Embora o PMA, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico,
foque em provas, consequéncias, e o PME em justificativas, coeréncia (TALL, 2002),
ha casos em que a prova pode ser a justificativa. Ha, ainda, casos em que € possivel
que a prova formal sustente uma justificativa menos rigorosa, desde que a

generalidade do argumento seja bem entendida pelos professores:

A estratégia de trabalhar com exemplos particulares para mostrar a
validade geral de um processo matematico (ou de uma afirmacéo)
precisa ser muito bem entendida pelo professor, porque se, por um
lado, tem a grande vantagem de evitar o uso de uma notac&o
carregada, que pode até impossibilitar o acompanhamento da
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argumentacado por parte do aluno, por outro, ndo deve induzir o
entendimento de que basta verificar que o processo funcione (ou que
a afirmacado seja valida) em um determinado numero de casos
particulares para se poder concluir que vale sempre. O aluno precisa
entender que, mesmo que o teste dé certo em um milhdo de casos,
nada garante que dara certo sempre, a nao ser que se faca uso de
um argumento geral, que ndo dependa das particularidades dos
numeros presentes nos exemplos testados. (MOREIRA, 2020, p.
243).

Assim, para elaborar explicacbes referenciadas em exemplos
numéricos, mas observando que o argumento utilizado é geral, os professores
precisam entender a demonstracao geral para utilizar seu argumento na justificativa
particular, o que pode ter suporte do PMA, na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico. Precisam, ainda, ter dominio da generalizagdo, um processo de PMA
nas perspectivas da complexidade dos processos de pensamento e do pensamento
formal-axiomatico.

Como exemplo, consideremos justificar o Lema de Euclides: “se um
numero primo p divide um produto de inteiros a - b, entdo p divide a ou b”. Moreira
(2020) utiliza essa sentenga para justificar a unicidade da decomposi¢cdo em fatores

primos com exemplos numeéricos:

Suponhamos que alguém alegasse ser possivel encontrar uma
fatoragdo em primos de 15.400, na qual figurasse, por exemplo, o
fator primo 3. Ora, neste caso sabemos que 3 seria um divisor
(primo) de 15.400 = 2x7.700. Entdo, pelo que mostramos [...], 3
deveria dividir 7.700 (ja que nao pode dividir o 2, por ser maior que
2). No entanto, como 7.700 = 2x3.850, o 3 deveria, pelas mesmas
razdes, dividir 3.850. Prosseguindo do mesmo modo, podemos
concluir que 3 teria que dividir 1.925, o que ndo acontece, uma vez
que para chegar a fatoragdo de 15.400 na segao anterior, testamos a
divisibilidade de 1.925 por 3 antes de passarmos ao fator 5. Entdo
podemos concluir que 3 ndo pode aparecer em nenhuma fatoragéao
de 15.400. (MOREIRA, 2020, 243).

Para justificar o Lema de Euclides sem cair em uma circularidade
l6gica e sem ter que utilizar o Principio de Indugdo Matematica ou a ldentidade de
Bezout®, Moreira (2020) propbe a seguinte prova para o sexto ano do Ensino
Fundamental: da hip6tese p - m = a - b para algum m inteiro, entdo as fragcbes a/p e
m/b sdo equivalentes e, sendo a/p irredutivel (se o primo p nao divide a), segue que
m e b sdo multiplos, respectivamente, de a e p, o que implica que p divide b. Dessa

forma, a justificativa se baseia na implicagdo “se uma fracdo € equivalente a uma

% Se dois numeros inteiros a e b sd0 primos entre si, entdo existem inteiros x e y tais que ax + by =
1 (DOMINGUES; IEZZI, 2003; MOREIRA, 2020).
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irredutivel, seu numerador e denominador sdo multiplos do numerador e do
denominador da irredutivel” (MOREIRA, 2020, p. 240), que pode ser provada na
Matematica Avancada pelo Lema da Divisdo de Euclides, mas € reconhecida como
verdadeira por estudantes do Ensino Fundamental, segundo Moreira (2020), o que
dispensa sua demonstragdo na Educacgao Basica.

De acordo com o autor, “a simbologia usada precisaria ser adaptada
ao estagio de desenvolvimento da formagéo matematica escolar dos alunos do sexto
ano do Ensino Fundamental” (MOREIRA, 2020, p. 240). Fagamos uma adaptagao: o
numero inteiro 3 divide 8736, que € igual a 96 x 91, pois 3 x 2912 = 8736.
Podemos concluir que 3 divide 96 ou 917 Como 3 X 2912 = 96 X 91, segue que
2912/96 = 91/3 (aqui é preciso ter cuidado com a escolha do fator a dividir,
considerando que na prova geral uma das fragdes possui como fatores o numero
primo e o fator que nao é divisivel por ele). Assim, se 3 ndo divide um dos fatores, o
91, entado a fragao 91/3 é irredutivel e segue que 3 divide 96, pois 0 denominador de
2912/96 é multiplo do denominador de 91/3.

Além da deducdo e do sequenciamento légico que foram
mobilizados, caracteristicas do PMA na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, destacamos a generalizagdo mobilizada para que se entenda que o
argumento € geral. Nao basta observar que os numeros sao uma particularidade da
demonstracao geral, é preciso reconhecer a forma dessa justificativa particular para
concluir que a argumentagéao utilizada foi independente dos numeros escolhidos, de
forma a evitar o entendimento de que a verificagdo de um exemplo prova uma
sentencga. Isso ilustra possiveis contribuicbes do PMA nas perspectivas do
pensamento formal-axiomatico e da complexidade das concepgbes dos conceitos
para a elaboragado de justificativas e para o delineamento do ensino na Educagao
Basica, portanto, para o Conhecimento do Conteudo e Ensino.

Ainda com relagao a justificativas, Tall (2013) considera que uma
prova nao € somente uma forma de validacdo, mas uma questao de juntar as ideias
em uma maneira matematicamente coerente que faz sentido para o individuo. Juntar
as ideias em uma maneira matematicamente coerente € um indicio de PMA, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico.

Abordando diferentes provas para uma formula, Tall (2013)
considera que a prova formal por indugdo contribui menos para os estudantes do

que provas corporificadas ou simbdlicas, porque nao explica o porqué da férmula ser
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verdadeira. Sendo assim, consideramos importante que os professores entendam
qual prova € melhor para convencer matematicos e qual € melhor para dar sentido
aos conceitos entre os estudantes.

Conhecendo essas diferentes formas de validagdo na Matematica,
os professores podem validar ou ndo as provas dos estudantes, sabendo até onde
0os argumentos com provas semelhantes sdo validos, e explicando porque uma
prova é valida e outra ndo. Consideremos agora um exemplo em Geometria. Se os
estudantes do Ensino Fundamental forem solicitados a construir diferentes tridngulos
e investigar a soma de seus angulos, alguns podem argumentar que a soma sera
sempre 180° porque isso se verifica nos triangulos construidos, mas um exemplo
nao prova o caso geral. Por outro lado, se alguns pensarem em juntar os angulos de
um tridngulo, como na Figura 8(a), isso se aproxima da prova euclidiana pela
igualdade dos angulos alternos internos entre retas paralelas, conforme a Figura
8(b). Essa igualdade decorre do postulado das paralelas. Na Educacdo Basica, é
possivel recorrer a simetria para justificar que os angulos alternos internos sao

congruentes, justificando a validade do argumento para qualquer triangulo.

Figura 8 — Soma dos angulos internos de um triangulo

(a) (b)
Fonte: Tall (2013).

De acordo com Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013, p. 3131,
tradugéo nossa):

Experiéncias com prova no geral, e prova por contradicdo em
particular, no contexto do ensino, fornece ao professor recursos para
ouvir as ideias matematicas por tras do argumento de Ben — ideias
relacionadas as maiores estruturas e desenvolvimentos da disciplina,
outra parte da nossa definicdo de HCK [Conhecimento do Conteudo
no Horizonte] em construgcdo. Um professor precisa tomar decisdes
sobre como lidar com discussbdes que ocorrem em sala de aula, e
fazer isso numa forma integra conforme os estudantes aprendam
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matematica adicional.

Aproveitamos a discussao em sala de aula envolvendo o hipotético
estudante Ben, de Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013), para formular a questao

apresentada no Quadro 6 que abordei com alunos de licenciatura em Matematica.

Quadro 6 — Questao utilizada para discutir a situagao apresentada por Jakobsen,
Thames e Ribeiro (2013) com futuros professores de Matematica

Em uma situagado hipotética de ensino apresentada por Jakobsen, Thames e Ribeiro no artigo
Delineating Issues Related to Horion Content Knowledge for Mathematics Teaching, de 2013, o
professor Sr. Lee pede a seus alunos que fornegam exemplos de niUmeros racionais ou irracionais

aprendidos anteriormente. Um estudante, Jay, sugere 2+/2. Ao passo que o professor pergunta: “E
2v/2 é racional ou irracional?”. Para sua surpresa, Jay responde que é racional, e passa a ter o
seguinte dialogo com outro estudante Ben:

Jay: Se vocé tem um ndmero racional e um numero irracional e os multiplica, o produto serd um
racional e vocé ainda tera uma fragao.

Ben: Eu acho que nao, porque quando multiplicamos um racional por um inteiro, ainda temos um
racional — acho que € o mesmo... o produto de um irracional e um racional sera irracional.

Jay: Olha..., digamos que vocé tenha um racional a/b e multiplique pelo irracional v, vocé
obtém av/b, que é racional, viu?

Ben: Na&o, isso ndo pode ser... se for racional... isso s6 & possivel se a/b for zero, e nao foi o
caso.

Jay: O que?... Como assim?

Ben: Ah, agora eu entendo porque vocé esta dizendo que é racional... vocé estava se
esquecendo de algo... bem..., se o produto é racional, entdo v também é racional, € ndo
pode ser porque dissemos no inicio que € irracional...

Com base nessa situacgéo hipotética de ensino, responda:

a) Quais argumentos apresentados pelos estudantes estdo coerentes e quais estdo equivocados?

Justifique-os.
b) Se estivesse no lugar do Sr. Lee, como vocé mediaria esse dialogo?

Fonte: os autores, com dialogo transcrito e traduzido de Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013).

Segundo Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013), para lidar com essa
situagao, o professor precisaria decidir se 0 argumento apresentado por Ben esta
correto, se vale a pena persegui-lo, em especial por conta de o argumento ir além
dos objetivos do Ensino Fundamental. Situagdes como essa exigem que 0s
professores coloquem em pratica todo o seu conhecimento intuitivo (JAKOBSEN,;
THAMES; RIBEIRO, 2013).

Os argumentos de Jay (Quadro 6) foram refutados por alguns dos
futuros professores, participantes da pesquisa. Um deles dissertou: “Jay esta
equivocado ao afirmar que a multiplicagdo de um numero racional por um irracional o

produto do mesmo sera uma fracdo e por isso ele € irracional. Pela definicdo de
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numero racional, precisamos garantir que tanto o numerador quanto o denominador
sejam numeros inteiros, logo, quando Jay nos da o exemplo temos que o numerador

€ um produto de um inteiro por um irracional, ou seja, o produto sera um numero

. . ” . . ~ « . a
irracional”. Outros preferiram utilizar a notacdo de Jay, por exemplo: “racional -
. . . . av av . ’ X 4 .
multiplicado pelo irracional v = — [temos que] ~ € Q pois um numero S € racional

sexey€Zl[e]av & Z". Apesar de dificuldades com a notagdo e de nao verificarem
0 caso a =0, ha um sequenciamento l6gico nos argumentos e mobilizagdo da
definicdo de Q para essas refutagdes ao argumento de Jay.

Analisando agora o segundo argumento de Ben, temos que o

produto de um racional a/b por um numero irracional v ser um numero racional c/d

. . . b
significa que % = 2. Supondo a # 0, isso leva a v = é, com bc,ad € Z. Segue que v

€ racional, uma contradi¢do, conforme observada por Ben.

Sendo assim, nessa situacao hipotética apresentada por Jakobsen,
Thames e Ribeiro (2013), um estudante utiliza um argumento de reducéo ao absurdo
em uma discussdo em sala de aula. Na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, o PMA contribui para o sequenciamento légico da demonstragdo por
contradicdo. Assim, com o PMA, os professores poderao compreender a validade
desse raciocinio e explica-lo aos estudantes. Nesse tipo de situagao, os professores
decidem se é possivel explicar o argumento avangado aos estudantes de alguma
forma ou se é melhor validar o argumento do estudante, mas explica-lo de outra
forma. Por isso, essas situacbes exigem preparo dos professores quanto ao
Conhecimento do Conteudo e Estudantes e ao Conhecimento do Assunto, incluindo
a légica matematica.

De todo modo, utilizando ou ndo o que conhecem de Matematica
Académica para fornecer uma explicacdo aos estudantes, os professores tém o
desafio de compreender os argumentos e valida-los. Entendemos, portanto, que o
PMA pode contribuir para os professores da Educacdo Basica utilizarem seu
Conhecimento do Conteudo no Horizonte de forma eficaz no ensino, o articulando
ao conteudo trabalhado.

Além dessa compreensdo da logica dos argumentos, outro ponto
que podemos destacar € a compreensao de processos de pensamento matematico
desenvolvidos pelos estudantes. Mesmo sem conhecer o referencial teérico do PMA,

o desenvolvimento do PMA dos professores, na perspectiva da complexidade dos
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processos de pensamento, favorece a compreensdo de processos desenvolvidos
pelos estudantes. Nessa perspectiva, os processos de PMA desenvolvidos por
estudantes da Educagdo Basica podem estar relacionados ao Conhecimento
Comum do Conteudo ou mesmo a algo além do que esta sendo estudado. Por
exemplo, a generalizagdo da soma dos angulos internos de um tridngulo a partir da
juncdo dos éangulos (Figura 8) esta associada ao Conhecimento Comum do
Conteudo na Matematica Escolar. No entanto, caso algum estudante perceba que se
forma uma reta paralela a base do triangulo passando pelo vértice oposto, € uma
oportunidade para o professor mobilizar seu Conhecimento do Conteudo no
Horizonte para validar essa generalizagdo, promovendo uma explicagdo convincente
para a turma. Em casos como esse, a capacidade dos professores em desenvolver
processos de PMA é mobilizada para compreender os processos desenvolvidos
pelos estudantes e compreender o pensamento matematico de seus alunos.

Assim, na perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento, o PMA pode contribuir para que os professores compreendam
processos de pensamento matematico desenvolvidos pelos estudantes,
possivelmente mobilizando seu Conhecimento do Conteudo no Horizonte e
desenvolvendo o Conhecimento do Conteudo e Estudantes.

Solugbes inesperadas podem exigir do pensamento matematico dos
professores. Atualmente, o avango no acesso a informagdo torna ainda mais
provavel que novos conhecimentos se confrontem com os que professores esperam
mobilizar em sala de aula. Ou ainda, com esse acesso a informacao, € possivel os
proprios professores considerem abordar tais conhecimentos. Porém, isso requer
algumas competéncias dos docentes.

Consideremos um exemplo disso relacionado a divisibilidade dos
numeros inteiros, ensinada no 6° ano do Ensino Fundamental (BRASIL, 2018).

Uma pagina de internet publicou a noticia: “Nigeriano de 12 anos é
premiado apds descobrir nova férmula de dividir [sic] na matematica” (SANTOS,
2019, s. p.). Nela, é explicado um método encontrado por uma crianga de 12 anos
para verificar se um numero inteiro € divisivel por 7. O método consiste em
multiplicar o numero formado pelo algarismo das unidades por 5 e somar com o
restante do numero obtido ignorando-se as unidades e tornando as dezenas
unidades, as centenas dezenas, e assim por diante. A reportagem afirma que se o

novo numero obtido for divisivel por 7, entdo o numero original & divisivel por 7.
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Por exemplo, o numero 987 sera divisivel por 7 se o numero 98 +
5x7 = 133 for divisivel por 7. Analogamente, o numero 133 sera divisivel por 7 se o
numero 13 + 5x3 = 28 for divisivel por 7. Como 28 é divisivel por 7, concluimos que
133 e 987 sao divisiveis por 7.

Além disso, na reportagem é descrito que o menino também
descobriu que o teste funciona se o ultimo algarismo for multiplicado por 12, 19, 26,
e assim por diante. Por exemplo, 133 € divisivel por 7 pois 13 + 12 x3 = 49 é
divisivel por 7.

A reportagem traz muitos exemplos que podem convencer um leitor
comum de que o método sera sempre valido. Mas muitos exemplos ndo garantem a
validade de uma sentenga matematica. Um professor de Matematica da Educacéao
Basica, ao ler a reportagem, pode ver uma oportunidade de ensinar o critério de
divisibilidade por 7 em suas aulas, que € um critério deixado de lado em alguns livros
didaticos que abordam os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 e 10. No
entanto, precisa ter certeza de que o método sempre vai funcionar antes de leva-lo a
sala de aula. Seria adequado ter uma prova, ou ao menos uma informacéo de fonte
confiavel (como um artigo cientifico ou de um livro didatico) de que esse é um
método comprovado.

Tratando-se de um método novo, o professor ndo tem acesso a
prova, podendo contar apenas com a afirmagéo da reportagem de que a ‘férmula’ foi
provada algebricamente por um professor de Matematica.

Aqui, o PMA pode mudar a forma como o professor vai lidar com a
situacdo. O PMA desenvolvido, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico,
pode auxiliar um professor a elaborar uma demonstracao, possivelmente como no
Quadro 7:

Quadro 7 — Demonstragao de um critério de divisibilidade por 7

Um numero inteiro n maior que 9 pode ser escrito como n = 10n, + n,, onde n, €
o numero formado pelo ultimo algarismo de n e n; € o numero formado pelos
outros algarismos. Assim, o que pretendemos provar é que 7|(10n; +n,) se, e
somente se, 7|(n; + 5n,).

Mas 7|(10n; + n,) equivale a dizer que 7|(50n, + 5n,), sendo que o fato de S5 e 7
serem primos entre si garante a volta. Por sua vez, temos que 7|(49n, +n, +
5n,) se, e somente se, 7|(n; + 5n,), pois é sempre valido que 7|49n;.

Fonte: os autores
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O professor precisara analisar o nivel de abstragcdo da demonstragao
para decidir se é possivel adapta-la a uma forma que os estudantes compreendam
ou fornecer outro argumento para validar o critério na escola basica. Nesse caso, é
possivel recorrer a exemplos numéricos, decompondo numeros até que o0s
estudantes entendam que o mesmo argumento pode ser aplicado aos outros
numeros inteiros, como mencionamos anteriormente com base em Moreira (2020)
em um exemplo envolvendo decomposicdo de numeros primos. No caso da
divisibilidade por 7, pode ser explicado aos estudantes do Ensino Fundamental que
273 =27 x 10+ 3 €& divisivel por 7 se 27 xX504+3x5=27%x49+4+27+3X%x5 é
divisivel por 7, que por sua vez é divisivel por 7 se 27 + 3 x 5 for divisivel por 7.
Depois de trabalhados mais alguns exemplos, os estudantes poderao perceber a
regularidade do argumento, marcada pela multiplicacdo por 5 e separagdo em
(49 + 1) vezes o numero obtido pelos algarismos a partir da casa das dezenas,
compreendendo a validade do critério de divisibilidade na Matematica Escolar,
mesmo sem ainda dominarem o processo de abstracdo necessario para a
compreensao da prova formal. Nessa possivel abordagem, a explicagdo na
Educacao Basica surge da formalizagdo da Matematica Académica, o que pode se
apoiar no PMA dos professores para formula-la, na perspectiva do pensamento
formal-axiomatico.

Outro método conhecido para verificar a divisibilidade por 7 é
subtrair o dobro do numero formado pelo ultimo algarismo do numero formado pelos
algarismos restantes, ou seja, dado n = 10n, + n,, verificar se n; — 2n, € divisivel
por 7. Esse método é amplamente divulgado na internet e encontrado em alguns
livros didaticos. No entanto, ele possui alguns problemas, como quando a subtragao
resulta um numero negativo, considerando que os estudantes do 6° ano do Ensino
Fundamental aprendem divisibilidade sem terem ainda estudado numeros inteiros,
tal como disposto na BNCC (BRASIL, 2018). O professor pode mobilizar seu
Conhecimento do Conteudo e Curriculo quanto a essa questao. Talvez seja esse um
dos motivos de alguns livros didaticos ndo abordarem esse critério de divisibilidade.

Esse ultimo método citado é compreendido na generalizagao
observada pelo menino nigeriano, de que podemos multiplicar o ultimo algarismo por
12, 19, 26, etc., sendo que nesse caso o fator € —2. Essa generalizagdo pode ser
provada como no Quadro 8.
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Quadro 8 — Demonstragéo do critério geral de divisibilidade por 7

Ja provamos que um numero inteiro n € divisivel por 7 se, e somente se, é
divisivel por n; + 5n,, em que n, é o ultimo algarismo de n e n; € 0 numero
formado pelos outros algarismos. Isso é equivalente a dizer que 7|(n, + 5n, +
7kn,), sendo k um numero inteiro.

Logo, n é divisivel por 7 se, e somente se 7|(n; + (5 + 7k)n,), com k inteiro.
Portanto, podemos utilizar qualquer numero inteiro congruente a 5 em maéddulo 7
no teste de divisibilidade, incluindo o —2.

Fonte: os autores

Esse € um exemplo de como o PMA dos professores de Matematica
pode contribuir para o ensino na Educagao Basica, especialmente nas perspectivas
do pensamento formal-axiomatico e da complexidade dos processos de
pensamento, devido as dedugdes e generalizagbes. Os professores podem se
deparar com sentencas que ndo sdo comprovadas pela academia e, um dos
possiveis suportes para que se assegurem dessa validade, decidindo se a integram
a sua aula, poderia ser o PMA. Além disso, a intuicdo acurada para avaliar a
validade de conjecturas que podem surgir em sala de aula € um indicio de PMA,
conforme as trés perspectivas que abordamos no Capitulo 2, associada a conceitos
imagem ricos e fortemente relacionados (DREYFUS, 2002; TALL, 2002; TALL;
VINNER, 1981).

Hoje em dia, € comum métodos como esses serem encontrados na
internet sem uma justificativa formal, apenas com exemplos. Nao somente os
professores podem se deparar com esses métodos, mas também os estudantes. Os
estudantes da Educacao Basica possuem, em geral, um acesso a informagdes, mas
podem nao possuir os saberes necessarios para lidar com as informacoes e valida-
las. Por isso, é importante que os professores os guiem em meio as informagdes,
considerando a possibilidade de definicdes e conclusdes equivocadas presentes nos
enderecos eletrdnicos.

Um conhecimento matematico como esse, encontrado na internet,
pode surgir em sala de aula pela expressdo de um estudante. Abordei essa
possibilidade com licenciandos em Matematica, por meio da questdo enunciada do

Quadro 9 a seguir:
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Quadro 9 — Questao utilizada para discutir um critério de divisibilidade por 7 com
futuros professores de Matematica
Em uma aula hipotética no sexto ano do Ensino Fundamental, foram abordados os critérios de
divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 e 10. O professor justificou todos os critérios abordados. Por
exemplo, ao justificar o critério de divisibilidade por 3, o professor utilizou exemplos em que os
numeros eram decompostos de acordo com as casas decimais, como:
123 = (100 x 1)+ (10 x2) + (1 x 3)
=99 x 1) +(9 x2)+(1+2+3)
Assim, considerando que (99 x 1) + (9 x 2) € divisivel por 3, 123 sera divisivel por 3 pois
1+ 2+ 3 é divisivel por 3. Apds varios exemplos, estabeleceu-se que um numero é divisivel por 3
se a soma de seus algarismos ¢é divisivel por 3.
Na aula seguinte, um estudante questionou o professor:
— Professor! Porque ndo estudamos um critério de divisibilidade por 7? Eu encontrei alguns na
internet. Olha esse! E sé multiplicar o nimero formado pelo algarismo das unidades por 5 e somar
com o restante do numero obtido. Se 0 novo numero obtido for divisivel por 7, entdo 0 numero
original é divisivel por 7. Por exemplo, eu ‘pego’ o numero 273 e fago 27 + 5x3 = 42. Como 42 é
divisivel por 7, entdo 273 é divisivel por 7.
Com base nessa situagéao hipotética de ensino, responda:
a) O método apresentado pelo estudante é valido para determinar se um numero inteiro qualquer
é divisivel por 7?
b) Como vocé, no papel de docente no sexto ano do Ensino Fundamental, validaria ou invalidaria
0 método apresentado pelo estudante?

Fonte: os autores.

A letra ‘a’ da questédo apresentada no Quadro 9 exige uma dedugéao
l6gica conforme o Quadro 7, ou ao menos uma justificativa generalizavel.
Abordando-a em sala de aula com futuros professores, obtive uma demonstragao
semelhante de um licenciando. Respondendo a questdo b, esse futuro professor
afirmou que pediria um tempo para pesquisar e voltar com a validagdo ou nao do
método, reconhecendo a dificuldade de uma determinacido rapida da validade da
conjectura.

Com a possibilidade de pesquisarem na internet, alguns dos futuros
professores participantes da pesquisa afirmaram que invalidariam o método, por
terem encontrado outro: “Nao. A melhor forma de confirmar se um numero € divisivel
por 7 € usar o critério de divisibilidade por 7, que € multiplicar o ultimo algarismo por
2 e o resultado subtrair com os numeros que restaram (menos o ultimo algarismo
que for multiplicado). Se o resultado for divisivel por 7, logo esse numero ¢é divisivel
por 7 também”. Outra resposta foi: “Ndo, nem sempre sera divisivel por 7, pois a
regra de divisibilidade do 7 € diferente da apresentada pelo aluno”. Esse licenciando

invalidaria o método e apresentaria a “forma correta”. Um participante afirmou que
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“‘Nem sempre o método do aluno funcionara, pois o critério de divisibilidade por 7 é:
Se o numero for divisivel por 7, o dobro do seu ultimo algarismo subtraido do
numero, sem esse Ultimo algarismo, resulta em um numero divisivel por 7”. Esse
participante respondeu a letra ‘b’ dizendo que invalidaria 0 método e apresentaria
um contraexemplo para facilitar o entendimento.

O PMA dos professores, na perspectiva do pensamento formal-
axiomatico, pode contribuir para evitar que tenham essa concepgéao inadequada de
que um método invalida outro, além de contribuir, por meio da dedugao formal, para
a verificagdo de equivaléncia entre métodos, como no Quadro 8. O processo de
sintese pode ser mobilizado para que o professor compreenda diferentes formas de
resolugao para uma mesma situagao, o que pode mudar ao longo do curriculo. Essa
€ uma possivel contribuigdo do PMA para o ensino na Educagdo Basica na
perspectiva da complexidade dos processos de pensamento.

Quanto a possibilidade de existir um contraexemplo, alguns dos
futuros professores participantes, apesar de nao terem conseguido formular uma
prova formal, apresentaram concepgdes coerentes a respeito. Um deles respondeu
que “para provar que o método ¢é invalido bastaria um exemplo falso. Porém com os
argumentos apresentados junto ao exemplo ele também n&o prova que o método
sera [...] valido [para qualquer inteiro] precisaria de uma prova para comprovar o
método”. Esse licenciando afirmou que recomendaria o algoritmo basico da divisdo
para verificar a divisibilidade por 7 no sexto ano do Ensino Fundamental. Tais
respostas nédo sao o suficiente para validar ou ndo a conjectura, mas mostram um
cuidado para nao passar concepcdes equivocadas de validade das sentencas
matematicas na Educacdo Basica. Nem todos apresentaram esse entendimento,
alguns afirmaram que o método é valido por ndo terem conseguido encontrar um
exemplo em que ele ndo funciona, outros o confirmaram por exemplos.

Uma possivel resposta a letra ‘b’ da questao apresentada no Quadro
9 seria, conforme um participante respondeu, uma validacdo utilizando
“‘demonstragdes com numeros”, tal como exemplificamos com o niumero 273 = 27 X
10 + 3, que é divisivel por 7 se, e somente se, 27 X 50 + 3 x 5 também o for, sendo
esse numero igual a 27 x 49 + 27 + 3 x 5. Esse ultimo, por sua vez, é divisivel por 7
se, e somente se, 27 + 3 x5 também o for. Repetindo com outros exemplos, é
possivel concluir que esse padrao ocorre com qualquer numero natural, de forma

que a divisibilidade por 7 sera garantida quando a soma de cinco vezes o numero
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formado pelo algarismo das unidades com o restante do numero obtido ignorando-se
as unidades for divisivel por 7. Isso recai em uma possivel contribuicdo do PMA (na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico) que ja mencionamos, quanto aos
professores elaborarem explicagdes referenciadas em exemplos numéricos, mas
observando que o argumento utilizado é geral.

Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, ha
também uma possibilidade do PMA ser mobilizado na compreensao de solugdes
inesperadas e na decisao quanto a integra-las a aula. Nos exemplos que utilizamos
envolvendo justificativas em que o argumento é geral, é possivel que o estudante
tenha um bom argumento, mas s6 o professor consiga observar se ele é
generalizavel. Isso pode ocorrer, por exemplo, no caso dessas justificativas para os
diversos critérios de divisibilidade no 6° ano do Ensino Fundamental.

Tal como abordamos no inicio desta Sec¢ao 6.2, nas perspectivas da
complexidade dos processos de pensamento e das concepgdes dos conceitos, 0
PMA pode contribuir para os professores compreenderem a solugcdo de um
estudante e orienta-lo. Aqui, destacamos também possiveis contribuicdes do PMA
dos professores para discutir com os estudantes possibilidades para a resolucéo de
um problema, pois essa tarefa pode envolver uma articulagdo entre os
conhecimentos matematicos dos professores. Essa articulagédo, integrada a um
pensamento proceitual flexivel e o dominio dos processos de pensamento
matematico, pode contribuir para que os professores da Educacgao Basica verifiquem
solucdes e auxiliem os estudantes que precisam de uma dica pra continuar uma
resolugao.

Para isso, é preciso entender o caminho que a solugao do estudante
esta tomando e as possibilidades para continua-lo. Isso depende da criatividade
matematica dos professores, ou seja, da capacidade para pensar em varias
solugdes para os problemas matematicos (ERVYNCK, 2002; INAREJOS et al., 2022;
NADJAFIKHAH; YAFTIAN; BAKHSHALIZADEH, 2012). O PMA frequentemente leva
a multiplas solugdes, conforme destacamos no Capitulo 2 com base em todos os
autores do corpus adotado para o cotejo de caracterizagbes do PMA. Pensar em
varias solucdes ndo somente pode contribuir para orientar os estudantes, responder
perguntas, optando pela resposta a abordar, além de preparar tarefas, imaginando
as resolugdes que podem surgir e possibilidades para o prosseguimento da aula, o

que faz parte do Conhecimento do Conteudo e Ensino dos professores. Ainda, as
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previsdes de como os estudantes podem prosseguir mobiliza o Conhecimento do
Conteudo e Estudantes e o Conhecimento do Conteudo e Curriculo.

Na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA também
pode contribuir nessa tarefa de pensar em varias solugdes com possiveis
justificativas que podem ser utilizadas em uma situagdo matematica.

Considerando agora uma possibilidade de abordagem explicita da
Matematica Avangada na Educacao Basica, relembramos, conforme comentamos na
Secao 4.2, que Bozkurt e Kog¢ (2012) consideram que os professores devem
preparar os estudantes para niveis avangados. Segundo Machado e D’Ambrosio
(2014), se um estudante esta interessado em conhecer algum assunto mais
avancado, como Calculo Diferencial e Integral, ndo é adequado ao professor uma
resposta evasiva. Os autores sugerem que o professor explore tal interesse em
beneficio do crescimento intelectual do estudante. O professor pode explicar alguns
tépicos e aspectos gerais da area de interesse, com cuidado para ndo exceder em
pormenores que nao podem ser compreendidos pelos estudantes, nem subestimar
sua capacidade de compreensao (MACHADO; D’AMBROSIO, 2014).

Nesse caso, conforme Machado e D’Ambrosio (2014), cabe ao
professor a escolha de uma escala adequada para abordar o tema que, segundo os
autores, esta relacionada a maturidade e a competéncia didatica do professor em
identificar as possibilidades e interesses da turma, o que entendemos como um
Conhecimento do Conteudo e Estudantes.

Considerando essa competéncia importante para o ensino, trata-se
de uma mobilizacdo do Conhecimento do Conteudo no Horizonte para explorar o
interesse de estudantes. O PMA pode contribuir com essa mobilizacdo na escolha
da escala feita pelo professor, que decide até que ponto abordar o assunto, em
diferentes perspectivas. Na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA
contribui para o entendimento de um assunto do ponto de vista da Matematica
Académica, e isso pode ajudar o professor a pensar se consegue promover uma
adaptacao ou se a formalizacdo é incoerente com a Matematica Escolar, o que
requer outra abordagem. Na perspectiva da complexidade dos processos de
pensamento, o PMA envolve o processo de sintese, descrito por Dreyfus (2002), que
permite relacionar conteudos sendo estudados com outros mais avangados e
possibilita abordar relagdes. A sintese também permite que o professor tenha uma

visdo ampla do assunto, permitindo a decisdo a respeito da escala adequada para



198

abordar o tema. Na perspectiva das concepgdes dos conceitos, o PMA favorece uma
articulacao flexivel entre formas de compreender um conceito matematico.

Por fim, destacamos a possibilidade do PMA dos professores
contribuir para sua confianga em sala de aula, especialmente para lidar com
situagdes diferentes do ensino tradicional. Conforme destacamos na Sec¢éo 6.1, o
referencial teérico do PMA aponta para a necessidade de que os estudantes sejam
ativos no processo de aprendizagem. No entanto, permitir que os estudantes
investiguem pode levar a situagdes néo previstas pelo professor, diferente de um
ambiente de aula expositiva em que os professores tém controle do curso da aula.
Podem surgir resolugdes inesperadas, conjecturas, perguntas inesperadas ou
conceitos matematicos que nao estavam previstos serem relacionados. Assim,
essas situagdes relacionam-se a muitas das possiveis contribuicbes do PMA dos
professores para o ensino de Matematica na Educacao Basica que elencamos nesta
secao (nas trés perspectivas que estamos abordando), relacionando-se aos diversos
dominios do Conhecimento Matematico para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS,
2008).

A seguir, na Figura 9, elencamos as possiveis contribuicdes do PMA
dos professores para o ensino de Matematica que foram discutidas nas subsecbes
6.2.1, 6.2.2 e 6.2.3, separadas, respectivamente, por linhas tracejadas nos baldes
referentes a cada perspectiva de PMA. Por envolverem, em alguns casos,
articulagbes com a Matematica Avangada, ressaltamos que, para que essas
contribuicdes tornem-se efetivas, € necessario que essa matematica possa de fato
contribuir para a pratica docente escolar. Seguindo o formato das figuras anteriores,
inserimos entre parénteses as siglas dos dominios do Conhecimento Matematico
para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008) vinculados as respectivas possiveis

contribuigdes:
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Figura 9 — Possiveis contribuicdes do PMA dos professores para o ensino de
Matematica na Educagao Basica, considerando potenciais articulacbes com a
Matematica Avancgada

HCK, KCS, KCT, KCC).
\§

aprender Matematica Avancada (HCK);

resolver conflitos cognitivos e evitar que concepgbes inadequadas
sejam reforgadas (SCK, KCS);

validar ou invalidar conjecturas (SCK, HCK);

resolver empasses e evitar 'circularidade légica' (SCK, HCK);
evitar a promogédo de uma compreensdo equivocada da validagao
das sentencas matematicas (HCK);

aprender Matematica Avancada (HCK) e articula-la com a
Matematica Elementar (CCK, SCK);

saber adaptar uma defini¢cdo (KCS, KCT, KCC);

formular justificativas inspiradas em demonstra¢des (SCK, HCK,
KCT);

elaborar explicacdes referenciadas em exemplos numéricos, mas
observando que o argumento utilizado é geral (SCK, HCK, KCT);
compreender e validar argumentos que estdo por tras das ideias
dos estudantes (CCK, SCK, HCK, KCS);

compreender, interpretar e relacionar uma solugido inesperada
que pode surgir em sala de aula, decidindo como integra-la a aula
(SCK, HCK, KCT, KCC);

assegurar a validade de um resultado (HCK);

evitar a concepgao inadequada de que um método invalida outro
(CCK, SCK, KCC);

pensar em varias solugcdes para os problemas matematicos
(CCK, SCK, KCS, KCT, KCC);

articular o conteudo com o que os estudantes ainda poderdo
estudar (HCK, KCS, KCC);

ter confianga para lidar com situagdes diferentes (CCK, SCK,

J

perspectiva das
concepgoes dos

Referentes a
perspectiva do
pensamento
formal-
axiomatico

r
e aprender Matematica Avancada (HCK);

Referentes a (CCK, SCK, HCK);

conceitos um problema (CCK, SCK, HCK, KCS, KCT);
(CCK, SCK, HCK, KCS, KCT, KCC);

estudar (HCK, KCS, KCC);

L HCK, KCS, KCT, KCC).

e dominar concepg¢des operacionais e estruturais (CCK, HCK);
e descomprimir o proprio conhecimento matematico (SCK);

e saber Matematica e ter um pensamento matematico flexivel

o discutir com os estudantes possibilidades para a resolugéo de
e pensar em varias solugdes para os problemas matematicos

e articular o conteudo com o que os estudantes ainda poderao

e ter confianga para lidar com situagdes diferentes (CCK, SCK,

J
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¢ aprender Matematica Avancada (HCK);
e dominar os processos de PME e de PMA (CCK);

e aprender mais profundamente a Matematica Elementar (SCK) e
articular com o que vai ensinar (CCK, SCK);

e aprender Matematica Avangada (HCK) e articula-la com a
Matematica Elementar (CCK, SCK);

o refletir e autorregular o préprio processo de pensamento (CCK,
SCK, HCK);

o formular justificativas inspiradas em demonstra¢des (SCK, HCK,
KCT);

o elaborar explicacoes referenciadas em exemplos numéricos, mas .
observando que o argumento utilizado é geral (SCK, HCK, KCT); Referentes a

e compreender os processos de pensamento matematico perspect_lva da
desenvolvidos pelos estudantes (CCK, SCK, HCK, KCS); complexidade

A . ~ dos processos
e compreender, interpretar e relacionar uma solugao inesperada
. - . N de pensamento

que pode surgir em sala de aula, decidindo como integra-la a
aula (SCK, HCK, KCT, KCC);

e assegurar a validade de um resultado (HCK);

e evitar a concepcao inadequada de que um método invalida outro
(CCK, SCK, KCC);

e discutir com os estudantes possibilidades para a resolucao de
um problema (CCK, SCK, HCK, KCS, KCT);

e pensar em varias solugdes para os problemas matematicos
(CCK, SCK, HCK, KCS, KCT, KCC);

e articular o conteido com o que os estudantes ainda poderao
estudar (HCK, KCS, KCC);

e ter confianga para lidar com situagdes diferentes (CCK, SCK,
HCK, KCS, KCT, KCC).

Fonte: os autores.

Ressaltamos, novamente, que as similaridades entre as
contribuicbes para cada perspectiva de PMA foram o motivo pelo qual nao
separamos o texto por perspectiva, mas por contribuicdes do PMA dos professores
organizadas com base no MKT (BALL; THAMES; PHELPS, 2008). Assim, na Figura
9, elencamos contribuicbes do PMA dos professores separadamente para cada
perspectiva de forma a especificar a qual ou quais perspectivas se referem essas
possiveis contribui¢des.

Das possiveis contribuicbes discutidas na Subsecdo 6.2.3, algumas
sao idénticas nas perspectivas do pensamento formal-axiomatico e da complexidade
dos processos de pensamento: articular a Matematica Avangada com a Matematica
Elementar; formular justificativas inspiradas em demonstragdes; elaborar explicagcbes

referenciadas em exemplos numéricos com um argumento valido para o caso geral;
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além de compreender uma solugdo inesperada, decidir como integra-la a aula,
assegurar a validade de um resultado e evitar a concepg¢do inadequada de que um
meétodo invalida outro. A existéncia dessas identidades é coerente, uma vez que
alguns processos de pensamento matematico, como generalizagédo e abstragao, sédo
processos de PMA em ambas as perspectivas. Ainda, uma possivel contribuicdo do
PMA similar nessas perspectivas diz respeito a compreender os estudantes, em que
enfatizamos, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, os argumentos que
os estudantes podem apresentar e, na perspectiva das concepgdes dos conceitos,
os processos de pensamento matematico desenvolvidos pelos estudantes.

A discussdo com os estudantes quanto a possibilidades para a
resolugdao de um problema € uma possivel contribuigdo do PMA tanto na perspectiva
das concepgdes dos conceitos quanto na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, pois envolve resolu¢cdes dos estudantes da Educacao
Basica, que podem desenvolver um PMA nessas perspectivas.

Além disso, nas trés perspectivas, algumas possiveis contribuicbes
que elencamos sao idénticas: pensar em varias solugdes; articular o assunto com
conteudos que os estudantes poderdo estudar futuramente; e ter confianga para
lidar com situacoes diferentes. Essas possibilidades envolvem amplas articulagdes,
em que muito do pensamento matematico e dos conhecimentos dos professores
pode ser exigido.

Ainda, as possiveis contribuicdes do PMA, na perspectiva das
concepgcbes dos conceitos, para os professores dominarem concepgdes
operacionais e estruturais e para descomprimirem o préprio conhecimento
matematico (Figura 9) sdo semelhantes a uma possivel contribuigdo elencada na
Figura 7: quanto aos professores dominarem caminhos que levam a construgao de
conceitos. No inicio da Sec¢ao 6.2, enfatizamos esse dominio para a elaboracao de
questdes ou sequéncias de ensino. Ja na Subsegcdo 6.2.2, enfatizamos a
flexibilidade entre as concepcbes dos conceitos e a descompressdao do
conhecimento matematico.

A seguir, apresentamos algumas consideragdes finais.
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesta tese, objetivamos discutir e elencar, a partir de diferentes
perspectivas de PMA, possiveis contribuicdes desse pensamento matematico e de
seu referencial tedrico para o ensino de Matematica na Educacgao Basica.

Para isso, cotejamos diferentes caracterizagbes do PMA e
identificamos trés perspectivas desse pensamento matematico no Capitulo 2.

Realizamos, no Capitulo 4, um levantamento de pesquisas que
utilizaram o referencial tedérico do PMA e envolveram professores ou futuros
professores, para interpretarmos possiveis relacbes entre o PMA e o ensino de
Matematica na Educacéo Basica. Com base nas relacdes interpretadas e ideias que
foram sendo anotadas em um diario de pesquisa, inclusive de discussdes e
resolugdes realizadas com estudantes de um curso de licenciatura em Matematica,
reunimos ideias de possiveis contribuicdes do referencial teérico do PMA e do PMA
dos professores para o ensino na Educagdo Basica, que organizamos em uma
discussao tedrica no Capitulo 6.

Além disso, no Capitulo 6, realizamos algumas articulagdes entre os
referenciais teoricos utilizados nesta tese. De fato, explicitamos relagdes entre o
desenvolvimento do PMA e a aprendizagem em Matematica Avangada que, na
nossa concepgao, ocorrem juntos, contribuindo um para o outro, nas trés
perspectivas de PMA que discutimos. Essa concepcao indica que contribuicbes da
Matematica Avangada para o ensino na Educacdo Basica, se constatadas em
pesquisas, estardo relacionadas a contribuicbes do PMA dos professores. Também
relacionamos o PME e o PMA, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico,
com a Matematica Escolar e a Matematica Académica, o que nos ajudou a organizar
possiveis contribuicdes do PMA dos professores para o seu PME.

Ao final da Secdo 6.1, elencamos possiveis contribuicdes do
referencial tedérico do PMA para os professores no ensino de Matematica na
Educacdo Basica, por meio da Figura 6. Na Secdo 6.2, listamos possiveis
contribuicdes do PMA dos professores para o ensino de Matematica na Educacao
Basica sem necessariamente considerar articulagdbes com a Matematica Avancada
(Figura 7) e, ao final de tal segao, elencamos outras dessas potenciais contribuicdes
considerando a possibilidade de articulagdes com a Matematica Avangada (Figura
9). Ainda no Capitulo 6, apresentamos exemplos de situagdes hipotéticas em que o
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PMA dos professores pode contribuir para o ensino de Matematica na Educacéao
Basica, das quais podemos destacar a elaboragcdo de uma justificativa referenciada
em exemplos numéricos para o Lema de Euclides, a mediagdo de um dialogo
envolvendo numeros irracionais e a validacdo de um critério de divisibilidade.

Quanto as possiveis contribuicdes do referencial tedrico que
discutimos, enfatizamos, conforme ja apontado por alguns pesquisadores
(BIANCHINI; MACHADO, 2015; DOMINGOS, 2006; FONTENELE, 2018; JESUS,
2016; JESUS; SAVIOLI, 2019; PRADO, 2016), a possivel contribuicao do referencial
tedrico do PMA para que os professores da Educagdo Basica procurem utilizar
formas de ensino em que os estudantes desenvolvam ativamente os processos de
pensamento matematico, o que relaciona o referencial teérico com outras tendéncias
da Educacao Matematica (SCHASTAI, 2017).

Conforme Dreyfus (2002), Bianchini e Machado (2015) e Prado
(2016), o conhecimento dos processos de PMA pode contribuir para os professores
interpretarem as dificuldades dos estudantes e avalia-los, além de planejarem
tarefas que busquem levar ao desenvolvimento dos processos vinculados a
determinados conteudos (FONTENELE, 2018). Do mesmo modo, o conhecimento
das teorias de processo-objeto (DUBINSKY, 2002; GRAY; TALL, 1994; SFARD,
1987, 1991) pode contribuir para os professores interpretarem as concepgdes dos
estudantes e assim avalia-los, além de conhecerem caminhos para a construgao dos
conceitos na Educacéo Basica, de concepgdes operacionais a estruturais.

Também podemos ressaltar a reflexdo sobre o proprio saber que
pode ser estimulada por esse referencial tedrico (BIANCHINI; MACHADO, 2013,
2015), para que os professores identifiquem conhecimentos matematicos que
precisam dominar e que precisam ensinar. O quadro tedrico de Tall (1995, 2002,
2004, 2008, 2013), em especial, enfatiza a diferenga das definicbes e provas no
contexto escolar e no trabalho de matematicos.

Quanto as possiveis contribuicbes do PMA dos professores que
discutimos, podemos destacar, na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, a
utilizacado de dedugdes logicas para saberem quando duas ou mais definigbes sao
equivalentes, avaliarem se os conceitos imagem dos estudantes estdo coerentes e
colocarem as ideias em uma sequéncia logica para resolver situagbes que paregam
contraditérias para os estudantes, além de evitarem circularidade logica nos

argumentos.
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Nas perspectivas da complexidade dos processos de pensamento e
das concepgdes dos conceitos, em que o PMA pode ocorrer na aprendizagem da
Matematica Elementar, podemos destacar a possivel contribuicdo para o
desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes da Educagao Basica,
para um pensamento matematico dos professores que possibilite compreender a
resolucdo dos estudantes e orienta-los, bem como para a elaboracdo ou adaptacao
de questdes e de sequéncias de ensino. Ainda, na perspectiva da complexidade dos
processos de pensamento, o PMA dos professores pode favorecer sua comunicagao
por meio da mudanca de representacdes e sua autonomia no desenvolvimento dos
processos.

Considerando potenciais articulagdes com a Matematica Avancada,
na perspectiva do pensamento formal-axiomatico, o PMA pode contribuir, por
exemplo, para a elaboragdo de justificativas inspiradas em demonstracdes e
explicagdes referenciadas em exemplos numéricos, observando-se que o argumento
utilizado € geral. Na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento, o
PMA pode contribuir para a autorregulacdo do préprio processo de pensamento e
articulacbes entre conceitos matematicos. Na perspectiva das concepcdes dos
conceitos, o PMA pode contribuir para a descompressdo do proprio conhecimento
para auxiliar os estudantes com concepg¢des mais elementares. ldentificamos
contribuicdes do PMA que consideramos possivel em mais de uma perspectiva,
como discutir com os estudantes possibilidades para a resolugdo de problemas e
pensar em varias solugdes para os problemas matematicos.

Uma situagcdo que pode ocorrer em sala de aula relacionada a
algumas das possiveis contribuicdes do PMA dos professores que elencamos ¢é a
formulacdo de uma conjectura por parte dos estudantes. Quando um estudante faz
uma pergunta ou levanta uma conjectura inesperada, o pensamento matematico do
professor pode fazer a diferenga para determinar sua resposta, sua validade geral
ou particular. Nas perspectivas do pensamento formal-axiomatico e das concepgoes
dos conceitos, o PMA pode contribuir para que, nessas situagdes de ensino, o
professor possa validar ou invalidar conjecturas, articular tépicos de Matematica
Avangada com a matematica da Educacao Basica, formular justificativas inspiradas
em demonstragbes, compreender e validar argumentos ou o pensamento
matematico dos estudantes, compreender, interpretar e relacionar uma solucéo

inesperada que pode surgir em sala de aula, decidindo como integra-la a aula, bem
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como para ter confianga para lidar com situacdes diferentes. Por vezes, € necessario
postergar a resposta, pesquisar a respeito e abordar o assunto em outra aula.
Porém, acreditamos que a forma recorrente como um professor responde a
questionamentos pode impactar até mesmo na confianga dos estudantes no
professor como autoridade no assunto que leciona.

Embora tenhamos concluido (na Subsecéo 6.2.2) que o PMA, na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico, € um pensamento intrinsecamente
ligado a precisao formal da Matematica Académica, devido a sua associacdo com as
definigdes, dedugbes e abstragdes formais (TALL, 2002), algumas possiveis
contribuigbes para o ensino de Matematica que elencamos estdo relacionadas
exclusivamente a uma mobilizacdo desse pensamento matematico com a
matematica da Educacdo Basica, tal como para resolver conflitos cognitivos ou
saber quando duas definicdes sao equivalentes.

De modo geral, observamos, ainda na perspectiva do pensamento
formal-axiomatico, que as potenciais contribuigdes do PMA dos professores para o
ensino de Matematica na Educacao Basica que elencamos estdo especialmente
vinculadas as dedugdes légicas caracteristicas desse pensamento. Encontramos
poucas possiveis contribuicbes do PMA, nessa perspectiva, voltadas ao que Moreira
(2020, p. 241) chama de “valores tipicos de uma abordagem axiomatica rigida (o
minimo de postulados, a elegancia da organizagao légico-dedutiva da teoria, o nivel
atual do rigor, sempre sob escrutinio dos pares etc.)’. Quanto a abordagem
axiomatica caracteristica da Matematica Académica, o mais préximo que discutimos
de uma possivel contribuicdo dessa estrutura é a organizagao das ideias em uma
sequéncia logica, que evita circularidade nos argumentos, pois, na abordagem
axiomatica, é necessario que os argumentos se apoiem em sentencgas ja validadas.

Ainda que as possiveis contribuicbes que elencamos do PMA (na
perspectiva do pensamento formal-axiomatico) néo se relacionem com as estruturas
gerais caracteristicas da Matematica Académica, para que seja viavel uma
contribuigdo dessas estruturas no ensino de Matematica na Educacédo Basica,
consideramos a necessidade de um pensamento proceitual flexivel (GRAY; TALL,
1994), que permita a descompressao dessas estruturas em concepg¢des mais
elementares (uma possivel contribuicdo do PMA que elencamos na perspectiva das
concepgdes dos conceitos), permitindo que 0s esquemas enriquecidos pelas

concepgdes estruturais e gerais sejam mobilizados com relagdo a Matematica
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Elementar. Além disso, para que essas relagdes entre estruturas gerais e conceitos
de Matematica Elementar sejam estabelecidas, podem ser necessarios processos
de generalizagao, sintese ou de mudancas de representagao, caracteristicos do
PMA na perspectiva da complexidade dos processos de pensamento.

Sendo assim, considerando a articulagdo que promovemos entre o
PMA (na perspectiva do pensamento formal-axiomatico) e a Matematica Académica
(MOREIRA; DAVID, 2007), consideramos que algumas caracteristicas do PMA
(nessa perspectiva), tais como as dedugbes formais, possuem um potencial maior
para contribuir para a pratica dos professores de Matematica da Educacido Basica
com relacdo a outras caracterizagdes relacionadas a Matematica Académica, ainda
que mais pesquisas sejam necessarias para se investigar a respeito da
(im)possibilidade de contribuicido da axiomatica e das estruturas gerais para a
Matematica Escolar.

Também consideramos importante o desenvolvimento de pesquisas
que investiguem a possibilidade de existéncia, na pratica de ensino na Educacgao
Basica, de contribuicbes do PMA e de outros pensamentos matematicos.
Reconhecemos que ha uma dificuldade quanto a coleta de informagdes que
permitam identificar indicios de PMA de professores atuando no ensino. Elaboramos
questdes (Quadro 6 e Quadro 9) que foram discutidas com estudantes de
licenciatura em Matematica, futuros professores, que nos permitiram ter ideias de
possiveis abordagens dos professores frente a essas questdes. Porém,
consideramos interessante, para pesquisas futuras, investigar encaminhamentos
sugeridos por professores de Matematica, para analisar potenciais mobilizagdes do
PMA e articula-las com as possibilidades que elencamos nesta tese.

Contudo, ndo somente pesquisas que investiguem possiveis
contribuicdes para o ensino observadas em sala de aula ou com professores que
atuam na Educacéo Basica que consideramos importantes, pois, a nosso ver, essa
exclusividade presumiria a aceitagao da perpetuacéo da pratica atual, ao considerar
que os saberes que contribuem para o ensino estejam restritos aos mobilizados
atualmente pelos professores. Da mesma forma, os saberes observados na pratica
docente escolar ndo sado obrigatoriamente identificados como necessarios para o

ensino.

[...] os conhecimentos qualificados como envolvidos nas questbes
que se colocam para o professor em sua pratica docente escolar ndo
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se identificam imediatamente com aqueles estritamente necessarios
a pratica do professor na escola basica, pois isto seria equivalente a
postular que a pratica do professor ndo pode passar por outros
caminhos.

Do mesmo modo que ndo consideramos o0s conhecimentos
envolvidos nas questdes da pratica como saberes estritamente
necessarios ao exercicio profissional docente, também nao podemos
afirmar que eles sejam, em sua totalidade, efetivamente mobilizados
na acao pedagoégica do professor, pois isso implicaria considerar a
pratica docente escolar como uma instancia auto-suficiente de
formacgéao profissional. O fato € que ndo tomamos os resultados da
nossa pesquisa como saberes normativos para a acido pratica do
professor em sala de aula. [...] O nosso pressuposto € o de que o
conhecimento envolvido nas questdes que se colocam para o
professor de matematica na pratica escolar deve ser objeto de
consideracdo cuidadosa nos processos de formacgao. (MOREIRA,
2004, p. 11, grifo do autor).

Moreira (2004) ndo considera que os conhecimentos mobilizados na
pratica docente escolar sejam normativos para o ensino de Matematica, mas que um
conjunto de pesquisas indica que os conhecimentos envolvidos na acéo pratica do
professor em sala de aula estdo associados a questoes que se referem diretamente
ao desenvolvimento do processo de educagao escolar em Matematica.

Nessa perspectiva, ainda que comprovassemos na pratica algumas
contribuicdes do PMA dos professores para o ensino (dentre as que elencamos ou,
talvez, outras), ndo poderiamos considerar que elas devem ser utilizadas pelos
professores, mas poderiamos procurar compreender como podem ocorrer na pratica
em sala de aula e possivelmente contribuir para o ensino de Matematica.
Acreditamos que os professores possuem autonomia em seu trabalho de ensinar na

escola. Novamente, cabem consideragdes de Moreira (2020):

No entanto, é importante destacar que, com esses comentarios, nao
estamos defendendo que o professor de matematica, em todos os
niveis da Educacgéo Basica, se veja na obrigacao de justificar tudo e
sempre, ou seja, mostrar as razbes pelas quais sao validos todos os
resultados matematicos referidos em suas aulas e discutir,
necessariamente, os fundamentos de todos os procedimentos
ensinados. Isso seria uma receita facil de prescrever, mas dificil de
cumprir. Temos claro que a decisdo Uultima sempre cabe ao
professor, dentro da autonomia que rege o trabalho docente. Assim,
no exercicio da sua autonomia, o professor desenha ou escolhe as
estratégias de abordagem para cada tépico, de acordo com o que
considere mais adequado a cada turma e em acordo também com as
diretrizes e orientacbes préprias de cada escola. (MOREIRA, 2020,
p. 235).

O que podemos concluir € que o PMA, nas perspectivas que
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adotamos, pode dar suporte a professores da Educacédo Basica para que tenham
essa autonomia, conforme as possiveis contribuicdes que destacamos no Capitulo
6, tal como a possivel contribuicdo do PMA (nas perspectivas do pensamento
formal-axiomatico e da complexidade dos processos de pensamento) para a
formulacdo de justificativas, sendo que a necessidade ou ndo de elaborar
justificativas € determinada, em ultima instancia, pelos professores.

Enfatizamos que a discussdo aqui apresentada € uma teorizagao
inicial a respeito do PMA no ensino de Matematica, com ideias que pretendemos
refinar. Ndo encontramos nos levantamentos (Capitulo 4) pesquisas que tivessem
como foco possiveis contribuicbes do pensamento matematico de professores para
além do aprendizado de conceitos matematicos presentes em sua formagao. Assim,
realizando uma pesquisa teorica e especulativa, produzimos declaragdes teodricas a
partir de outras declaragdes tedricas (MARTINEAU, SIMARD, GAUTHIER, 2001),
procurando contribuir para as pesquisas da area com uma argumentagao a respeito
de possiveis contribuicbes do PMA para o ensino de Matematica na Educacao
Basica. Outra possibilidade para pesquisas futuras seria utilizar de outros
referenciais teodricos, por exemplo, de pensamento algébrico, para discutir o
pensamento matematico de professores no ensino.

Essas possibilidades nos levam a novos questionamentos. Por
exemplo, que pensamento matematico é requerido dos professores para o ensino na
Educacdo Basica? As possiveis contribuicbes do PMA de professores que
elencamos produzem melhoras efetivas no ensino? O quanto esse pensamento
pode contribuir? O quanto de seu desenvolvimento é necessario para que seja

utilizado? Levantam-se, portanto, questées importantes a serem investigadas.
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