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Ciéncias e Educa¢ao Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2010.

RESUMO

O objetivo desta pesquisa ¢ verificar, por meio de uma sequéncia didatica que trabalha com a
inducdo finita via axiomas de Peano, se os estudantes compreenderiam a diferenca entre o
método de inducdo empirica e de inducdo finita, bem como esta ultima como uma
demonstragdo formal. Com relagdo aos aspectos referentes as provas e demonstracdes,
fundamentamos este trabalho a partir dos estudos de Balacheff (1987, 1988, 2004) e Hanna
(1990, 1989a, 1989b), j4 a indugdo finita esta baseada em (PALIS, 2001), Cury et al (2002),
Savioli (2007) e Souza e Miranda (2007). Utilizamos a Engenharia Didatica, nos moldes de
Artigue (1996) para o desenvolvimento deste estudo sendo os sujeitos da pesquisa estudantes
do curso de Matematica - Habilitacdo: Licenciatura. O confronto entre a analise a priori ¢ a
analise a posteriori mostrou que alguns deles ainda associavam a induc¢do finita com a indu¢ao
empirica. Entretanto, com o desenvolvimento das atividades da sequéncia didatica, pudemos
verificar que outros estudantes passaram do nivel do empirismo ingénuo para o nivel do
exemplo genérico, ou seja, entendemos que eles se encontram em um momento de transicao
entre as provas pragmaticas e as provas conceituais, consideradas por Balacheft (1988).

Palavras-chave: Provas e demonstragdes. Indugdo finita. Engenharia didatica. Ensino
superior. Educacdo matematica.



SILVA, Eduardo Machado da. Compreensédo de estudantes de um curso de matematica a
respeito do conceito de inducdo finita. 2010. 157 f. Dissertagdo (Mestrado em Ensino de
Ciéncias e Educa¢ao Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2009.

ABSTRACT

The objective of this research is to verify, by a didactic sequence that works with the finite
induction through Peano axioms, if the students would understand the difference between the
empirical induction method and finite induction, as well as, this last one as a formal
demonstration. With regard to the referring aspects the tests and demonstrations we base this
work from the studies of Balacheff (1987, 1988 and 2004) and Hanna (1990, 1989a, 1989b),
already the finite induction this one based on (PALIS, 2001), Cury et al (2002), Savioli (2007)
and Souza e Miranda (2007). We used Didactic Engineering, according to Artigue (1996) for
the development of this study being the citizens of the research students of the course of
Mathematics - Qualification: Licentiate. The confrontation between a priori and posteriori
analysis showed that some of them still associated the finite induction with the empirical one.
However, with the development of the activities of the didactic sequence, we could verify that
other students had passed from ingenuous empiric level to the generic example one, thus, we
understand that they have been at a moment of transition between the pragmatic tests and the
conceptual ones considered for Balacheff (1988).

Keywords: Proofs and demonstrations. Finite induction. Didactic engineering. Superior
education. Mathematical education.
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INTRODUCAO

A matematica ¢ uma ciéncia dedutiva cuja validade de seus resultados exige
uma demonstra¢do, como afirmam Domingues e lezzi (2003, p. 17). Dessa forma, durante o
curso de matematica ¢ comum estudantes lidarem com métodos de provas ou demonstragdes,
pois estas sao as ferramentas utilizadas por um matematico profissional para mostrar que um
teorema (ou proposicao) ¢ verdadeiro (a). Dessa maneira, temos com relagcdo a formagdo de
professores, a seguinte afirmacdo: "... um professor precisa dominar o conteudo da disciplina
que pretende ensinar." Sztajn (2002, p. 18). Portanto, parte da formagdo do professor de
matematica deve contemplar o conteudo referente aos métodos de demonstragdo matematica.
Destacamos, a seguir, algumas competéncias que Pires (2002, p. 47) apresenta como
fundamentais a um professor que ensina matematica: "conceber que a validade de uma
afirmacdo esté relacionada com a consisténcia da argumentacao [...], compreender nogdes de
conjectura, teorema, demonstracdo, [...], ter confianca pessoal em desenvolver atividades
Matematicas [...]". Acreditamos que o desenvolvimento de tais competéncias indica a
necessidade de serem abordados o tema provas e demonstracdes matematicas durante a
formagao inicial.

Assim, apesar do tema demonstracdo estar presente durante o curso de
matematica e pertencer também a trajetdria do professor de matemadtica, pois com este assunto
¢ possivel desenvolver as caracteristicas ja apontadas, encontramos pesquisas que indicam o
abandono do ensino de provas e demonstracdes por parte de alguns professores dos Ensinos
Fundamental e Médio (CARVALHO, 2007). Em outra pesquisa Gouvéa (1998) afirma que ha
professores de escolas publicas do estado de Sdo Paulo que ndo ministram mais o contetdo
referente a Geometria Euclidiana porque esse assunto envolve discussdo e desenvolvimento
de demonstragdes. Com relacdo ao Ensino Superior, Carvalho (2004), afirma que a
dificuldade dos estudantes em aprender com as demonstragdes provoca um alto indice de

desisténcia em cursos de matematica, pois

Demonstrar ¢ um grande desafio para o aluno, iniciante ou ndo, pois o
professor usa argumentos que parecem "obscuros", os encadeamentos de
proposi¢des ndo lhe fazem sentido. Aparecem as queixas relativas a
excessiva ansiedade provocada pelo que € ensinado e pela repeticdo de um
enunciado que sera cobrado em prova. Os alunos costumam declarar que se
sentem impotentes diante das primeiras tentativas de elaborar demonstragdes
e que isso provoca ansiedades. (CARVALHO, 2004, p. iii)
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Dessa forma, mesmo com os problemas levantados por Gouvéa (1998),

Carvalho (2004) e Carvalho (2007), acreditamos que

Demonstrar é um processo que serve para validar, esclarecer, sistematizar o
conhecimento matematico, por isso um tal processo deve ser utilizado com
as criancas, desde que comecam a aprender matematica. Neste sentido, a
demonstracdo estaria no cerne de toda a educagdo matematica, sem que
envolvesse nos primeiros anos de escolaridade qualquer tentativa de
formalismo. Para os alunos desenvolverem apreciagdo pela demonstracao
matematica ¢ necessario tempo, muitas e variadas experiéncias em todos os
contetidos e anos de escolaridade, orientagdo para desenvolver a habilidade
para construir argumentos validos e para avaliar os argumentos construidos
por si e pelos outros. (FONSECA, 2005)

Assim, com o intuito de realizar uma pesquisa que contemplasse o tema
provas e demonstragdes matematicas notamos que os trabalhos de Palis (2001), Cury et al
(2002), Hanna (1990), Savioli (2007) e Souza e Miranda (2007) abordam um método de
demonstragio matematica em especial, trata-se do principio de inducdo finita'. O trabalho de
Palis (2001) tem como foco as dificuldades apresentadas pelos estudantes acerca o conceito
de indugdo finita. J4 Cury et al (2002) procuram estabelecer conexdes entre a Algebra e
Educacdo Algébrica a partir das respostas dos estudantes quando os mesmos realizam a prova
de uma proposi¢ao usando a indugdo finita. Hanna (1990) caracteriza em sua pesquisa, que
aborda aspectos pedagdgicos da prova, a indugdo finita como uma prova que prova, ou seja,
uma prova nao explicativa em geral. A pesquisa de Savioli (2007) promove uma reflexao
sobre a induc¢do finita a partir de atividades de investigacdo em sala de aula em um curso de
formacgao de professores de matematica. J& Souza e Miranda (2007) discutem a indugdo finita
como um método de demonstragdo a partir de uma experiéncia em um curso de formagao de
professores.

Observamos que as pesquisas anteriores tratam da inducdo finita sob varios
aspectos, porém nenhuma delas busca explicagdo acerca da compreensdo e da aplicagdo da
inducdo finita por parte dos estudantes. Desse modo, inferimos que a compreensdo ¢ a
aplicacdo da inducao finita pelos estudantes se restringem a encontrar modelos que podem ser
seguidos, ou seja, que a utilizagdo da indugdo finita ¢ aplicada pelos estudantes como uma
"receita" a ser seguida, isto ¢, como um processo mecanico que consiste em verificar se para
uma determinada proposi¢do as duas propriedades que compde a demonstragdo por inducao

finita sdo verdadeiras.

' H4 outras denominagdes para este conceito, como por exemplo, indugdo matemética e método de indugio,
entretanto optamos por utilizar neste trabalho a denominagdo indugao finita.
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Assim, as primeiras evidéncias com relagdo a hipotese deste trabalho foram
realizadas comparando as pesquisas ja citadas com alguns livros didaticos, como por
exemplo, Domingues e lezzi (1982), que abordam a indugdo finita, e foi possivel perceber que
as formulas que devem ser provadas por inducdo finita j4 véem prontas, isto é, os autores
apresentam imediatamente as proposi¢cdoes que devem ser provadas sem se quer oferecer
oportunidade aos estudantes de realizarem uma experiéncia matematica. Entendemos que este
modo de trabalhar os exercicios de inducdo finita ndo motiva os estudantes a resolvé-los, a
ndo ser ¢ claro, se tais problemas forem para nota. Assim pensamos que "A motivagdo e,
conseqiientemente, o envolvimento nas atividades, constitui uma questdo essencial nos
processos de ensino e de aprendizagem. Eles estdo diretamente relacionados com a
predisposi¢ao do aluno para uma aprendizagem efetiva.", como afirma Savioli (2007, p. 46).
Além disso, Savioli (2007, p. 45) assegura que "... quando se trata de um problema de indugao
finita existe uma preocupagdo com o procedimento e, geralmente, este ndo apresenta nenhuma
motivacao que gere o envolvimento dos alunos nas atividades."

Além dos argumentos anteriores foi possivel notar no trabalho de Palis
(2001) outras caracteristicas por parte dos estudantes com relacdo a demonstragdes por
inducdo finita, como por exemplo, a dificuldades que eles apresentam com relagdo ao
significado do termo indugdo. Outra caracteristica que Palis (2001) aborda em seu trabalho ¢ a
existéncia de um equivoco quanto ao entendimento do conceito da indugdo finita, isto ¢, em
ndo considerar que uma das propriedades que compde a demonstracao ¢ fundamental, ou seja,
em ndo considerar a primeira propriedade, que constitui a base da inducdo finita como uma
das etapas. Assim como esta autora Avila (2005) e Souza e Miranda (2007) fazem uma
observacdo sobre a importancia dessa etapa ser verificada. Watanabe (1986), propde um
exercicio nesse trabalho que consiste em demonstrar que em uma turma de n alunos todos sao
inteligentes. A resolucdo deste exemplo permite verificar a importancia de se estabelecer a
base indutiva na demonstracao por indug¢ao finita.

Hanna (1990) caracteriza a prova realizada por inducao finita como um tipo
de prova que prova, isto ¢, considera tais provas como sendo ndo explicativas, isto porque,
nesse tipo de prova ndo é possivel encontrar explicitamente as justificativas apresentadas
pelos estudantes, assim, entendemos que a preocupacgdo deles consiste em buscar modelos a
fim de que seja possivel resolver o problema a partir de algumas manipula¢des algébricas. E
isto que caracterizamos como processo mecanico nesta pesquisa.

A terminologia processo mecanico, que usamos anteriormente, também se

justifica pelo seguinte argumento: os estudantes sabem como desenvolver uma prova por
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indugdo finita, isto €, que devem provar que uma determinada afirmacao ¢ verdadeira para um
No inicial e que se para um Kk qualquer ela também for verdadeira, entdo também sera para o
seu sucessor, ou seja, para k+1. Dessa forma nossa hipotese de trabalho foi delineada a partir
das leituras anteriores, onde notamos que os estudantes nao entendem por qué e nem para qué
se utiliza o principio de inducao finita.

Assim, a partir dessas analises estabelecemos como objetivo deste trabalho
verificar por meio de uma sequéncia didatica, que trabalha com a inducéo finita via
axiomas de Peano, se os estudantes compreenderiam a diferenca entre o método de
inducdo empirica e de inducdo finita, bem como, esta Gltima como uma demonstracéo
formal e ndo somente como um processo mecanico.

Visando atingir nosso objetivo buscamos como a indugdo finita aparece na
literatura, nos livros didaticos, na historia da matematica e nos registros escritos dos
estudantes.

Esta dissertagdo ¢ composta por seis capitulos. No primeiro capitulo a
apresentamos uma exposi¢cdo sobre a defini¢do dos termos prova e demonstracdo relatando
sobre a origem historica dos processos de prova e demonstragdo e finalizamos este capitulo
expondo algumas posi¢des sobre a importancia das provas e demonstragdes além de suas
fungdes a partir de perspectivas da Educagdo Matematica. No segundo capitulo, abordamos o
principio de inducdo finita juntamente com o método de indug¢do empirica, no qual
caracterizamos cada um deles. O terceiro capitulo se refere aos procedimentos metodologicos
adotados nesta pesquisa, assim, expomos a teoria das situacdes didaticas e a engenharia
didatica focadas no desenvolvimento do nosso trabalho. O quarto capitulo trata da andlise
preliminar onde definimos nosso fendmeno de estudo e descrevemos os procedimentos
utilizados para a constru¢do da sequéncia didatica. No quinto capitulo relatamos como
ocorreram as etapas de experimentagdo, as analises a priori, as analises a posteriori
juntamente com a validagdo. Por fim no sexto e ultimo capitulo apresentamos nossas

consideragdes finais.
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CAPITULO 1
FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1 PROVA E DEMONSTRACAO: BREVE EXPOSICAO

Denominar professores de matematica como matemdticos ¢ um hdabito
comum, porém isso nem sempre corresponde a uma verdade, isso porqué suas praticas
profissionais podem ser muito diferentes. Fiorentini ¢ Lorenzato (2007, p. 3) apontam que um
matematico profissional concebe a matematica com um fim em si mesma, além disso,
priorizam contetidos formais dela com intuito de formar pesquisadores em matematica. Ja o
educador matematico, como ¢ denominado por esses autores o professor de matematica,
idealiza a matematica "como um meio ou instrumento a formacao intelectual ¢ social de
criancas, jovens e adultos..." Dessa forma, temos que a producdo de conhecimento dessas
duas categorias ¢ distinta.

Com relagao a pratica do matematico profissional destacamos que

[...] uma de suas caracteristicas mais importantes, a producao de resultados
originais de fronteira. Os tipos de objetos com os quais se trabalha, os
niveis de abstracdo em que se colocam as questdes ¢ a busca permanente de
maxima generalidade nos resultados fazem com que a énfase nas estruturas
abstratas, o processo rigorosamente logico-dedutivo e a extrema precisdo de
linguagem sejam, entre outros, valores essenciais associados a visdo que o
matematico profissional constrdi do conhecimento matematico. (MOREIRA;
DAVID, 2005, p. 21)

Complementando a ideia referente a pratica do matematico profissional
apresentamos a posicdo de Bicudo (1999, p. 117) na qual "o matemadtico profissional,
eliminado tudo o que seja supérfluo, estd constantemente preocupado com duas operagdes de
sua razdo: definir os conceitos de uma certa teoria e demonstrar as propriedades desse
conceito."

Esclarecidas as tarefas desenvolvidas por um matematico profissional tem-
se que um dos temas presentes neste trabalho se refere a segunda operagdo apresentada por
Bicudo (1999), ou seja, consiste no ato ou efeito do profissional de mateméatica em realizar
demonstragdes. Essa ¢ sem duvida uma tarefa que os matematicos profissionais desenvolvem
frequentemente em seu oficio. Mas afinal, o que ¢ uma demonstragao? Qual o objetivo de
uma demonstracdo? Qual a utilidade de uma demonstracio? A demonstracdo busca

demonstrar o qué?
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Segundo o dicionario Aurélio (1999, p. 621) demonstragao ¢: "1. ato ou
efeito de demonstrar. 2. Tudo que serve para demonstrar; prova." Ja4 o diciondrio Houaiss

(2001) define demonstragdo como:

ato ou efeito de demonstrar 1 qualquer recurso capaz de atestar a veracidade
ou a autenticidade de alguma coisa; prova 1.1 raciocinio que torna evidente o
carater veridico de uma proposicado, idéia ou teoria <d. matemética> [...] 5
FIL raciocinio que desenvolve principios reconhecidamente verdadeiros com
o intuito de alcancar, por intermédio da evidéncia e da necessidade inerentes
ao processo de elaboracdo dedutiva, determinadas verdades que ndo se
manifestam a primeira vista.

No dicionario filoso6fico de Abbagnano (2000, p. 239 e 240) o termo

demonstragdo possui a seguinte defini¢do:

O termo D. e seu conceito foram introduzidos na Légica por Aristoteles
(Top., T 100 a 27; An.post., I, 2 e passim) como silogismo que deduz uma
conclusdo de principios primeiros e verdadeiros de outras proposigdes
deduzidas silogisticamente de principios primeiros e evidentes. [...] Mas,
enquanto do ponto de vista gnosiologico se acentuaram os caracteres de
necessidade e evidéncia intuitiva da D. (Descartes, Kant), do ponto de vista
logico evidenciou-se o carater de dedugdo formal a partir de premissas
(Descartes, Leibniz), o que distingue a D. (cujo tipo ou ideal continua sendo
a D. matematica) de outros gé€neros de prova.

As defini¢des anteriores ndo apresentam aparentemente um consenso em
relacdo a uma mesma interpretagdo ou mesmo um entendimento para o termo demonstragao.
Porém, em todos os significados apresentados € possivel notar um termo comum. Trata-se do
termo prova ou provar. Mas entdo, o que significa a palavra prova? No dicionario Aurélio
(1999, p. 1656) o termo prova ¢ definido como: "1. Aquilo que atesta a veracidade ou a
autenticidade de algo. 2. Ato que atesta uma intencdo ou sentimento; testemunho. 3. Processo
que permite verificar a exatiddo dum calculo. 4. Ato de provar...". J& para a palavra provar o
mesmo dicionario tras como significado: "1. Estabelecer a verdade, a realidade de; dar prova
de. 2. Demonstrar, comprovar." No dicionario Etimologico Nova Fronteira (1997, p. 642)
encontramos apenas a palavra provar, e esta possui como defini¢do: "'estabelecer a verdade'
'patentear, testemunhar."

No dicionario Houaiss (2001, p. 2320) encontramos os dois vocabulos. A
definicdo de prova é: "1 aquilo que demonstra que uma afirmac¢ao ou um fato sdo verdadeiros;

evidéncia, comprovagdo." E para a palavra provar temos como significado: "demonstrar a
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verdade, a realidade, a autenticidade de uma coisa com razoes, fatos etc. 2 dar testemunho,
prova, demonstracdo de; patentear, evidenciar, revelar."
J4, no dicionario filoséfico Abbagnano (2000, p. 805) o termo prova ¢

definido como:

Procedimento apto a estabelecer um saber, isto é, um conhecimento valido.
Constitui P. todo procedimento desse género, qualquer que seja sua natureza:
mostrar uma coisa ou um fato, exibir um documento, dar testemunho, efetuar
uma indu¢do sdo P. tanto quanto as demonstragdes da matematica ¢ da
logica. Portanto esse termo ¢ mais extenso que demonstracdo (v): as
demonstracdes sdo P., mas nem todas as P. sdo demonstra¢des.

Podemos notar que nos dicionarios os termos demonstragdo e prova
apresentam certas sutilezas que os tornam substancialmente diferentes. Contudo,

matematicamente pode-se utilizar os dois termos indistintamente. Assim,

No léxico, tanto quanto no jargdo matematico, prova ¢ demonstracdo sdo
tidos como sinénimos: € o que atesta a veracidade ou autenticidade, a
garantia, o testemunho, o processo de verificagdo da exatiddo de calculos ou
raciocinios, a dedugdo que mantém a verdade de sua conclusdo apoiando-se
em premissas admitidas como verdadeiras. Em Matematica, "Prova" ou
"demonstragdo" sempre vém, implicita ou explicitamente, adjetivados: sao
rigorosas. (GARNICA, 2000, p. 8)

Neste sentido, para o desenvolvimento desta pesquisa vamos adotar, os

termos prova e demonstragao como sindénimos.

1.2 PROVA E DEMONSTRACAO: ORIGENS HISTORICAS

O intuito desta sessdo ¢ descrever como ocorreu o nascimento dos processos
de provas e demonstracdes na matematica. Além disso, pretendemos identificar quais foram
as necessidades iniciais que levaram os primeiros estudiosos de Matematica a desenvolverem
estes processos. Assim, como D'Ambrosio (1996, p. 29 - 30), concordamos que: "A histéria da
matematica ¢ um elemento fundamental para se perceber como teorias e praticas matematicas
foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto especifico de sua época."

Os alicerces de uma teoria em matematica sdo compostos por conceitos
primitivos ou postulados e por teoremas ou proposi¢des. Os conceitos primitivos sao
afirmagdes aceitas sem a necessidade de demonstragio, como por exemplo, na Algebra temos

a nocao de conjunto, de elemento de um conjunto e de pertinéncia. Na Geometria Euclidiana
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temos os conceitos de: ponto, reta e plano. Ja os teoremas sdo afirmacdes em que ¢
imprescindivel ter uma prova. Na Geometria Euclidiana um dos teoremas mais antigos e
também um dos mais conhecidos que podemos citar como exemplo € o teorema de Pitagoras.
Ja na vertente algébrica um exemplo de teorema é o teorema fundamental da Algebra.

As primeiras evidéncias sobre o desenvolvimento de alguma atividade
matematica se deram, segundo Boyer (1974) e Eves (2004), por meio de ideias relacionadas
com os problemas de contagem, donde vem os primeiros conceitos relacionados a defini¢ao
de nimero. Além dessa atividade, houve preocupacdo do Homem antigo em relacionar
grandezas e formas.

Boyer (1974) e Eves (2004) apontam também que os primeiros povos
antigos a desenvolverem aplicagdes da Matematica para atender suas necessidades diarias
foram os egipcios e os babilonios. Devido ao interesse pela Astronomia os egipcios
elaboraram um calendario com a finalidade de determinar os periodos de enchente do rio
Nilo. Segundo Boyer (1974) este calendario era composto de 12 meses dispostos em 30 dias
cada meés. Os egipcios também dispunham de um sistema decimal usado para realizar
contagens. A partir do desenvolvimento do processo de escrita, os egipcios deixaram os
registros de seus estudos em papiros. Para Boyer (1974) e Eves (2004) os papiros que
apresentam um vasto conjunto de informacdes sobre o desenvolvimento da matematica
egipcia sdo os papiros de Rhind e de Moscou. Nestes papiros ha descrigdes de métodos de
multiplicagdo e divisdo desenvolvidos pelos egipcios, além de uma regra conhecida como a
regra da falsa posicdo, utilizada para resolver equagdes lineares.

Ja os babilonios dispunham de regras gerais para determinar a area de
figuras planas, além de regras para calcular volumes de certos solidos geométricos. Este povo
também aplicava com éxito o que mais tarde chamou-se de teorema de Pitagoras. Os registros
do desenvolvimento da matematica babildnica estdo contidos no Papiro de Plimpton 322.

Olhando o desenvolvimento da matematica promovido pelos egipcios e
babildnios ndo encontramos registros sobre os processos de provas e demonstracdes relativos
a matematica, isto ¢, a &énfase destes povos era centrada em aplicagdes praticas do dia-a-dia,
seus interesses estavam voltados para o desenvolvimento de estratégias que pudessem ser
aplicadas para encontrar a solugdo de problemas particulares. Tanto os egipcios quanto os

babildnios ndo se preocupavam em generalizar suas regras.

Deve-se notar, contudo, que nenhum exemplo do que hoje chamamos
demonstragdo pode ser encontrado na matematica oriental antiga. Em vez de
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um argumento encontra-se meramente a descri¢do de um processo. Instrui-se
'Faca assim e assim'. Além disso, exceto possivelmente em alguns casos,
essas instrugdes ndo eram dadas na forma de regras gerais, mas
simplesmente aplicadas a seqiiéncias de casos especificos. (EVES, 2004, p.
58)

Além disso,

No caso da matematica babilonica e egipcia, por exemplo, os historiadores
sdo concordes em que nenhuma delas se baseou em qualquer estrutura
axiomatica que pudesse servir de garantia para a validade dos procedimentos
praticos de que essencialmente se compunham. O critério de confiabilidade
das regras e procedimentos usados era simplesmente a concordancia com a
realidade a que se destinavam. O que também pode ser tomado como uma
idéia de verdade matematica. (DOMINGUES, 2002, p. 47).

Assim, como se pode notar, ndo ha qualquer evidéncia sobre o
desenvolvimento de provas e demonstragdes na matematica desenvolvida pelos povos
egipcios e babilonios, a énfase destes povos estava centrada em regulamentar instrugdes que
serviam para os mesmos resolverem certos problemas ou efetuarem calculos.

De acordo com Cajori (2007), foi por meio de um intercdmbio que o povo
grego tomou contato com a matematica desenvolvida pelos egipcios. Isso ocorreu, segundo
este autor, em meados do século VII a.C., e por essa razdo a matematica grega nao ¢
considerada totalmente original. Apesar disso, temos ainda, segundo Cajori (2007), que os
conceitos egipcios ao chegarem a Grécia estimularam esse povo direcionando novas linhas de
pensamento. Portanto, apesar de terem recebido todo o arcabouco da matematica da época, os
gregos ndo ficaram satisfeitos em apenas aplicar regras e seguir instrucdes. Dessa forma,
Bicudo (2005, p. 58) aponta que: "... com os matematicos da Grécia, a razdo suplanta a
'empeiria® como critério de verdade, tornando-se a Matematica uma ciéncia dedutiva."

Como afirma Eves (2004, p. 94), isto ocorre porque os gregos pela primeira
vez formulam questdes como, por exemplo: "Por que os angulos da base de um triangulo
isosceles sdo iguais?" Podemos verificar a validade da questdo anterior construindo finitos
tridangulos isosceles e medindo os angulos da base, mas apenas pela experiéncia ndo € possivel
garantir que isso seja de fato uma afirmagdo verdadeira sempre, pois ndo ¢ possivel testar
todos os casos.

Os processos empiricos que satisfaziam as necessidades dos egipcios e

babilonios eram aceitaveis apenas para responder COMO, mas ndo eram suficientes para

? Relativo a empirismo
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responder por que. O carater de generalizagdo, isto ¢, de apontar a validade de uma afirmacao
para todos 0s casos possiveis ¢ o que distingue o pensamento grego do pensamento egipcio €
babilénico. E a busca de uma verdade incontestavel que impulsiona os gregos a uma nova
perspectiva de raciocinio. Portanto, ¢ essa a caracteristica que diferencia o pensamento dos
gregos e que Bicudo (1999, p. 118) enfatiza: "[...] ndo bastar mais ver para crer; para CRER
era preciso PROVAR."

E a mudanga da matematica empirica dos egipcios e babilonios para a
matematica dedutiva sistematica grega, que d& esse novo método de pensamento, o qual
atualmente ¢ denominado de método dedutivo.

O dicionario Aurélio (1999, p. 613) tem como defini¢ao para deducao: "I.
acdo de deduzir. 2. o que resulta de um raciocinio; conclusdo. 3. enumera¢do minuciosa de
fatos e argumentos". Em linhas gerais podemos dizer que a deducdo ¢ um tipo de raciocinio
que vai do geral ao particular. Adiante discutiremos os aspectos dos métodos dedutivos,
indutivos e abdutivos.

Voltando aos gregos, foi a partir das investigagdes realizadas por esse povo

que nasce o conceito moderno de matematica:

Algumas experiéncias com o método demonstrativo foram se
consubstanciando e¢ se impondo, e a feicdo dedutiva da matemadtica,
considerada pelos doutos como sua caracteristica fundamental, passou ao
primeiro plano. Assim, a matematica, no sentido moderno da palavra, nasceu
nessa atmosfera de racionalismo e em uma das novas cidades comerciais
localizada na costa oeste da Asia Menor. (EVES, 2004, p. 94)

Para Boyer (1974), Eves (2004) e Cajori (2007), os protagonistas que
desenvolveram as primeiras provas e demonstragdes matematicas foram Tales de Mileto (624
- 547 a.C.) e Pitagoras de Samos (596 - 475 a.C.). Ambas as datas sdo aproximadas, pois nao
ha registros oficiais sobre nenhum deles. Assim, os resultados de suas pesquisas sdo citados
por outros estudiosos gregos. Para Boyer (1974), Tales ¢ considerado o primeiro matematico

moderno:

A proposi¢cdo agora conhecida como teorema de Tales - que um angulo
inscrito num semicirculo é um angulo reto - pode ter sido aprendida por
Tales durante suas viagens a Babilonia. No entanto, a tradigdo vai mais longe
e lhe atribui uma espécie de demonstracdo do teorema. Por isso Tales foi
saudado como o primeiro matematico verdadeiro. (BOYER, 1974, p. 34)
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Apesar de Boyer (1974) considerar Tales como o primeiro matematico
moderno ele discorda que Tales teria dado os primeiros passos em dire¢do a criagdo de um
sistema axiomatico-dedutivo. Assim, Boyer (1974, p. 35) afirma que: "Tais referéncias, no
entanto, ndo trazem mais provas relativas a importante questdo de saber se Tales arranjou de
fato, ou ndo, um certo numero de teoremas geométricos numa sequéncia dedutiva." Existem
outras demonstragdoes de teoremas que sdo creditadas a Tales, mas ndo hd documentos que
comprovem a veracidade de tais informagdes.

Assim como Tales, outro estudioso que tem seu nome ligado a varias
descobertas e demonstragdes matematicas ¢ Pitagoras. Para Boyer (1974), Eves (2004) e
Cajori (2007) o nome de Pitagoras ¢ cercado de misticismo e incertezas. Porém, estes autores
apontam Pitagoras como fundador de uma escola, denominada escola pitagérica, onde ele e

seus seguidores se dedicavam a estudar filosofia, musica e matematica.

O Sumério Eudemiano diz que 'Pitagoras transformou o estudo de geometria
em uma forma de educacao liberal, pois examinou seus principios a fundo, e
investigou de um modo integral e intelectual os seus teoremas'. A geometria
estava intimamente ligada a sua aritmética. Ele foi particularmente
admirador das relacdes geométricas extraidas da expressdo aritmética.
(CAJORI, 2007, p. 47)

Por ser Pitdgoras o fundador da escola pitagdrica tem-se que muitas
descobertas e demonstragdes produzidas nessa escola sdo atribuidas a ele, mas assim como
aconteceu com Tales, isto €, por ndo haver registros seguros que garantam a veracidade das
informagdes, ndo se sabe realmente quais das descobertas foram legitimamente desenvolvidas
por Pitagoras. Embora tais fatos ndo possam ser comprovados, Domingues (2002) afirma que
a escola dirigida por Pitagoras ¢ a responsavel pela criagio da chamada matematica pura’.
Isso porque os pitagoricos se dedicavam ao estudo de problemas abstratos.

Apesar das ideias iniciais referentes ao conceito de provas e demonstragdes
terem inicio na Grécia Antiga com os trabalhos realizados por Tales e Pitdgoras, ndo foram
estes homens os primeiros a organizar a matematica do modo como ela ¢ concebida
atualmente. Para Domingues (2002, p. 49), Tales e Pitdgoras muito contribuiram, mas "ainda
faltava uma estruturagao preliminar composta de nogdes basicas, postulados e defini¢des."

Foi Euclides de Alexandria, que viveu entre 325 - 265 a.C.

aproximadamente, que, na sua obra denominada Os Elementos, escrita por volta do século III

antes de Cristo, estruturou a matematica utilizando a perspectiva expressa por Domingues

3 Matematica pura: Segundo Eves (2004) ¢ uma ramo da Matematica no qual especialistas se interessam por um
assunto em si proprio.
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(2002). Assim como Tales e Pitagoras, pouco se conhece da vida de Euclides. De acordo com
Boyer (1974), sabe-se que Euclides era da cidade de Alexandria, e dedicava sua vida a ensinar
matematica nesta cidade. Além disso, se tem conhecimento, segundo o mesmo autor, que
Euclides conviveu com discipulos de Platdo.

Segundo Boyer (1974, p. 77), Os Elementos, de Euclides, "estdo divididos
em treze livros ou capitulos, dos quais os seis primeiros sdo sobre geometria plana elementar,
os trés seguintes sobre teoria dos numeros, o livro X sobre incomensuraveis e os trés ultimos
versam sobre geometria no espago."

A obra Os Elementos, de Euclides, se diferencia dos demais trabalhos
desenvolvidos, pois o autor conseguiu organizar logicamente todo o conteido matematico até
entdo conhecido. A organizacdo logica que nos referimos ¢ expressa por Bicudo (2005, p. 65)
da seguinte maneira: "Euclides abre os seus Elementos, o mais bem acabado exemplar da
matematica grega a chegar até nds, arrolando trés tipos de principios: "as defini¢fes, os
postulados, ¢ as no¢Bes comuns (ou axiomas)." Ainda com relagdo a organizagao logica do
conteudo matematico disponivel Boyer (1974, p. 76 - 77) diz que: "Os Elementos se limitam
austeramente ao seu campo - a exposi¢do em ordem ldgica dos assuntos basicos da
matematica elementar."

Apesar de nao ser considerada uma obra totalmente original, como apontam
Boyer (1974) e Cajori (2007), Os Elementos ¢ a primeira obra a apresentar uma organizagao
conhecida como axiomatica, isto €, a partir de um conjunto de nogdes primitivas que nao
admitem demonstracdo e que constituem a base de um ramo da matematica, ¢ possivel
deduzir, pelo raciocinio, todo o conteido deste ramo. Assim, as novas afirmagdes sao
chamadas de teoremas e diferentemente das definigdes anteriores os teoremas devem ser
demonstrados a partir das nogdes precedentes.

Embora a obra Os Elementos seja considerada como uma das mais notaveis

obras matematicas, Cajori (2007) aponta uma critica ao trabalho de Euclides:

Os Elementos, em uso, pode ser considerado como oferendo modelo de
escrupulosas e rigorosas demonstracdes. E certamente verdade que em
termos de rigor pode ser comparado favoravelmente com os seus rivais
modernos; mas quando examinado exclusivamente sob a luz da logica
matematica, foi considerado por C. S. Pierce® 'crivado de falacias™. Os
resultados estdo corretos somente porque a experiéncia do escritor o coloca
sob protecdo. Em muitas provas Euclides baseou-se na intuicdo. (CAJORI,
2007, p. 63)

* Charles Sanders Pierce (1839 - 1914).
> Fal4cia: engano que se comete com razdes falsas ou mal deduzidas



24

Outro problema da obra Os Elementos, agora apontado por Boyer (1974) é:

[...] algumas defini¢des ndo definem, pois ndo ha um conjunto prévio de
elementos ndo definidos em termos dos quais os outros sejam definidos.
Assim, dizer como Euclides, que 'um ponto ¢ o que ndo tem parte', ou que
'uma reta ¢ comprimento sem largura', ou que 'uma superficie é o que tem
apenas comprimento e largura' nao ¢ definir esses entes, pois uma definicdo
deve ser expressa em termos de coisas precedentes que sdo melhor
conhecidas que as coisas definidas. (BOYER, 1974, p. 77)

Mesmo com algumas deficiéncias, Os Elementos foi a obra que abriu o
caminho para o desenvolvimento dos conceitos referentes a prova e demonstragdo que
utilizamos hoje em dia. Assim, foram os gregos que, segundo D'Ambrosio (1996),

proporcionaram a nos a concep¢ao de matematica que se tem atualmente,

Eles praticaram uma matematica utilitaria, semelhante aquela dos egipcios,
mas ao mesmo tempo desenvolveram um pensamento abstrato, com
objetivos religiosos e culturais. Comega assim um modelo de explicacdes
que vai dar origem as ciéncias, a filosofia e a matematica abstrata.
(D'AMBROSIO, 1996, p. 35)

Temos, portanto, que os primeiros conceitos que se referem a busca de uma
verdade absoluta e incontestdvel tiveram inicio com os gregos, isto &, este povo foi o
primeiro, como aponta relatos historicos, a demonstrar interesse em entender por que
determinadas afirmagdes sdo verdadeiras; foi a partir dessa nova perspectiva que os conceitos
envolvendo provas e demonstragdes matematicas foram estudados e desenvolvidos. A
Matematica como ¢ conhecida e praticada atualmente por matematicos profissionais possui

forte influéncia dos gregos.

1.3 PROVA E DEMONSTRACAO: NO CONTEXTO DA EDUCACAO MATEMATICA

Nesta sessdao veremos alguns problemas, como os levantados pelos
pesquisadores Balacheff (1987, 1988, 1999, 2004), Hanna (1998a, 1998b, 2000), Villiers
(2001), dentre outros que se referem ao ensino de provas e demonstragdes matematicas.
Também abordaremos algumas perspectivas relativas a defini¢do de alguns autores sobre os
termos: provas e demonstragdes; apresentando as funcdes deste objeto matematico, isto ¢, as

funcdes que as provas e demonstracdes tém na Matematica.
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Garnica (2002, p. 74) afirma que: "a prova rigorosa ¢ tida como elemento
fundamentalmente importante para a formagao de professores." Temos deste modo, que o
trabalho relativo ao ensino de provas e demonstracdes matematicas se faz essencial e
relevante, pois tais objetos matematicos pertencem a etapa de validagdo de conhecimentos,
segundo Pais (2006). Porém, a dificuldade associada ao ensino de provas ¢ demonstragdes ¢
uma realidade constatada tanto por estudantes de Ensino Médio quanto do Ensino Superior.
Talvez uma das razdes para essa dificuldade se refere a metodologia adotada pelos professores
que ministram aulas de matematica. Tal metodologia ¢ baseada na transmissdo dos conceitos
esperando que os estudantes memorizem regras e principios pré-estabelecidos. Um exemplo

caracteristico deste tipo de aula de matematica em nivel superior ¢:

Na universidade, uma aula tipica de matematica avangada, especialmente
uma aula dada por um professor com interesses 'puros', consiste inteiramente
em definicdo, teorema, demonstracdo, defini¢do, teorema, demonstracao,
numa concatenagdo solene e sem interrupgdes. (DAVIS; HERSH, 1985, p.
182)

Com relagdo a formacdo de professores Fonseca (2005) aponta que "a
formac¢do inicial deve proporcionar aos futuros professores experiéncias enriquecedoras e
desafiadoras, permitindo-lhes ser criativos, tanto na resolucdo de problemas e nas
investigacdes, como na formacdo de novos conceitos." Dessa forma, as demonstracdes
matematicas cumprem esse papel, pois, € um processo util que serve para validar, esclarecer,
sistematizar o conhecimento matematico.

Balacheff (1999) expde que os primeiros sintomas relativos a fontes de
dificuldade no ensino e aprendizagem da prova matematica se refere a posicao do estudante e
do professor, isto ¢, ¢ o professor o responsavel em garantir a legitimidade dos conceitos em
questdo, além de validar epistemologicamente o conceito que estd se construindo. Dessa
forma, o estudante fica privado de um acesso auténtico no que se refere a problematica da

verdade da prova. Portanto, corroboramos com Pais (2006) quando este afirma que:

A validade dos enunciados de uma disciplina escolar ndo pode ser imposta
por uma atitude dogmatica, o que seria incompativel com as finalidades da
educagdo, pois o estimulo da argumentagdo contribui tanto na formacdo de
uma atitude mais critica quanto no desenvolvimento intelectual do aluno.
Para isso, diferencia-se a argumentacdo cientifica da argumentagdo didatica.
(PAIS, 2006, p. 40)
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Além dos problemas levantados por Balacheff (1999) quanto a dificuldade
dos estudantes em lidar com provas matematicas, ha ainda outro fato, apresentado agora por

Bicudo e Garnica (2006):

Varias sdo as origens dessas dificuldades mas, certamente, a linguagem
matematica desempenha, quanto a isso, papel significativo. Compreender o
funcionamento dos mecanismos da Matematica, a natureza de seus objetos e
processos e a vinculagcdo desses mecanismos com a pratica materializada nas
salas de aula de Matematica podem ser uma possibilidade de desenhar, com
mais clareza, um quadro desse contexto, indicando propostas de agdo.
(BICUDO; GARNICA, 2006, p. 44)

Ainda com relagdo as dificuldades dos estudantes quanto as provas e

demonstragdes em matematica temos que:

[...] diversos alunos em diferentes situagdes em que 'demonstracdes' de
resultados matematicos foram exigidas. Ha registros de alunos que se dizem
confusos entre o que ¢ 'hipotese'e 'tese', isto é, entre o que se pretende
utilizar para demonstrar certo resultado e o que é para ser demonstrado; ¢
quais os caminhos seguir, por exemplo, se a demonstra¢do sera feita por
'contradi¢do' ou 'contra-positiva'. (CARVALHO, 2004, p. ii)

Complementando as idéias descritas anteriormente, Villiers (2001) aborda
outro fator que se refere as dificuldades dos estudantes produzirem demonstragdes
matematicas. Este autor sinaliza para os trabalhos de Freudenthal (1958), que dizem que o
problema esta presente nas dificuldades cognitivas dos estudantes. Para estes autores o
problema consiste em um desenvolvimento cédgnito lento, ou seja, falta aos estudantes
desenvolverem competéncias para demonstrar proposi¢des matematicas.

Apesar de a descricdo anterior pertencer a uma gama de problemas
referentes ao ensino de provas e demonstracdes, Villiers (2001, p. 31) afirma que: "A questao
que se coloca, contudo ¢, 'que fun¢des tem a demonstracdo na propria matematica que podem
ser utilizadas na sala de aula para tornar a demonstracao mais significativa para os alunos?"

Outro problema referente a questdo das provas ¢ detectado por Carnielli e
Epstein (2006), que afirmam ser grande o nimero dos matematicos que nao se preocupam em
definir o que ¢ uma prova. Tais matematicos sabem de forma intuitiva quando uma prova esta
certa e quando est4 errada. Para estes autores essa intuicdo caracteristica dos matematicos ¢:
"resultado da imitacdo e correcdo durante o aprendizado de matemadtica, cada geragdo

passando a proxima um modo de se expressar matematicamente, uma cultura matematica."
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Estes autores ainda fazem uma adverténcia com relagdo as provas produzidas hoje, as

produzidas por Euclides e ainda as produzidas por Newton e Leibniz:

Certamente, em nosso trabalho fazemos muitas distingdes que nunca foram
feitas antes. Mas serdo nossas provas melhores? Pensar assim leva as provas
matematicas do dominio da cultura para um dominio de padrdes absolutos.
Uma das razdes para pensar que ha somente um padrdo absoluto de prova ¢é
que acreditamos que provas fornecem conhecimento absoluto e certo.
(CARNIELLI; EPSTEIN, 2006, p. 56)

Portanto, como as culturas passam por modificagdes com o decorrer do
tempo, temos que os padrdes relativos as provas também se alteram. Este aspecto pode ser
também acusado como um dos problemas relacionados ao ensino de provas e demonstragdes.

Expostos alguns dos problemas referentes ao ensino de provas e
demonstragdes vamos caracterizar, segundo alguns autores, o significado dos termos prova e
demonstra¢cdo agora sob o ponto de vista da Educagdo Matematica. Davis e Hersh (1985, p.
178) afirmam que a matematica fica caracterizada de maneira nica pelas suas demonstragdes.
Estes autores ainda dizem que: "o que torna a demonstracdo mais do que um simples
pedantismo sdao suas aplicagdes a situacdes onde as afirmativas sdo muito menos
transparentes." Também destacam que a linguagem da demonstragdo possui uma qualidade
formal e severamente restritiva. Prosseguem ainda dizendo que os ingredientes que compde

uma demonstracao sdo: abstragdo, formalizagdo, axiomatizagao ¢ deducio.

As demonstragdes preenchem simultaneamente varios fins. Ao serem
expostas ao exame e julgamento de uma nova audiéncia, as demonstracdes
estdo sujeitas a um processo constante de criticismo e revalidacdo. Erros,
ambigiiidades e incompreensdes sdao dissipados devido a exposicao
constante. Uma demonstracao significa respeitabilidade. Uma demonstragdo
¢ o sinete da autoridade. Uma demonstrag¢do, no melhor dos casos, aumenta
o entendimento, mostrando o que ¢ essencial no assunto. As demonstra¢des
sugerem matematica nova. O principiante que estuda demonstragdes se
aproxima mais da criagdo de matematica nova. Uma demonstragdo ¢
poténcia matematica, a voltagem elétrica no assunto, que vitaliza as
afirmativas estaticas dos teoremas.

Finalmente, as demonstracdes sao um ritual, e uma celebragdo do poder da
razdo pura. Um tal exercicio de reafirmacdo pode ser muito necessario,
levando em conta todas as confusdes em que o pensamento claro claramente
nos mete. (DAVIS; HERSH, 1985, p. 182)

Carnielli e Epstein (2006, p. 56) dizem que: "uma prova ¢ uma forma de
comunica¢do. A demonstragdo consiste na apresentagdo ou no particular arranjo dos

argumentos que produzem a prova." Deste modo, tem-se, que uma prova tem como objetivo
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convencer alguém (ou a si mesmo) de que uma afirmacdo segue a partir de outras. Além

disso, estes autores apontam que:

Se provas s3o formas de comunicagdo, entdo s3o formas altamente
especializadas. Uma prova matematica ¢ diferente de uma num tribunal de
justica, ndo pela virtude de apelar para termos especializados ou formas de
comunicacdo rigidas, porque a lei também o faz, mas sim pelas formas
particulares de prova que s3o consideraveis aceitdveis. Consideraremos
como sin6nimos os conceitos de prova e demonstracdo, embora alguns
autores prefiram considerar uma demonstracdo como uma versao informal
de uma prova, que comunica as idéias gerais a partir das quais a prova pode
ser reconstruida. (CARNIELLI; EPSTEIN, 2006, p. 56)

Silva (2002) antes de apresentar sua defini¢do para demonstragdo
matematica, apresenta trés aspectos referentes a ela. Estes aspectos sdo: o retérico, o logico-
epistemologico e o heuristico. Porém, antes de defini-los Silva (2002) destaca duas

finalidades para a demonstracao ou prova matematica:

Uma demonstra¢do (ou, como alguns preferem, prova) matemadtica tem
varias finalidades. Em primeiro lugar, compete-lhe estabelecer a veracidade
relativa de um enunciado (a tese da demonstragdo). A veracidade da tese
depende, claro, da veracidade dos enunciados pressupostos na demonstragao,
esta ¢ suficiente para aquela. Em segundo lugar, uma demonstragdo deve
convencer-nos da veracidade da tese que demonstra, desde que aceitemos os
pressupostos dos quais essa demonstragdo depende. (SILVA, 2002, p. 56)

Porém, Silva (2002, p. 56) ressalta o seguinte alerta em relagdo aos
objetivos da demonstracdo: "esses dois aspectos, apesar de relacionados, sdo independentes
entre si." Além disso, este autor propde as seguintes definigdes referentes aos aspectos das
demonstragdes: (1) Aspecto Retorico: as demonstracdes aparecem como portadoras de forga
coercetiva’ de aquiescéncia’ as teses demonstradas; (2) Aspecto Logico-Epistemologico: as
demonstragdes se mostram como objetos l6gicos ideais, arvores ou sequéncias ordenadas no
espago logico, segundo relagdes de dependéncia, ou consequéncia logica; (3) Aspecto
Heuristico: as demonstragdes sao indutoras de descoberta matematica.

Quanto a relagdo entre estes aspectos Silva (2002) propde que os aspectos
logico e retérico podem conviver em harmonia, enquanto que o aspecto heuristico depende

dos erros ocorridos na logica da demonstragdo e resume:

% Se refere a coercivo, isto ¢, que pode exercer coergdo, ou seja, impde seu direito por obediéncia.
7 Ato de aquiecer (anuéncia), consentir, aprovar.
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Em suma, uma demonstragdo nao € uma demonstragdo propriamente dita, do
aspecto logico-epistemologico; se ndo for logicamente impecavel, ela pode
desempenhar sua fungdo retorica, mesmo se for logicamente falha, mas néo
tem certamente, ou assim parece, nenhum papel heuristico, a menos que seja
logicamente imperfeita. (SILVA, 2002, p. 57)

A fim de associar os aspectos referentes a uma demonstragdo matematica

Silva (2002) afirma:

Parece, somando todos os aspectos que consideramos até aqui, que uma
demonstracdo matematicamente perfeita deve ser logicamente correta,
compreensivel a um agente racional com limitagcdes cognitivas humanas, e,
ainda assim, heuristicamente estimulante. Um delicado equilibrio de
demandas quase inconcilidveis: correcdo logica e riqueza heuristica
acessiveis a um agente severamente limitado em termos cognitivos. (SILVA,
2002, p. 59)

A partir da caracterizacdo das demonstracdes matematicas Silva (2002) faz o
seguinte questionamento: as demonstragdes matematicas da forma como foram caracterizadas

podem ser objeto de estudo matematico? E apresenta como resposta:

Ao contrario de um preconceito muito difundido entre matematicos, nem
todo dominio de interesse admite um tratamento matematico. E isso ndo
significa necessariamente, de modo algum, uma limitagdo, talvez apenas
temporaria, da propria Matematica ou de matematicos de pouca imaginagao
ou talento. Ha4 dominios que sdo essencialmente intrataveis do ponto de vista
matematico. Para se entender isso, é necessario se ter claro o que € a
Matematica. Uma das caracteristicas fundamentais da Matematica ¢ sua
universalidade. O escopo irrestrito da Matematica s6 ¢ possivel porque seu
foco de interesse ¢é exclusivamente formal, os dominios objetivos
interessam-lhe apenas pela sua forma, ndo pelo seu conteudo. Por isso tudo,
a rigor, pode ser de interesse matematico, desde que seja formalmente
interessante. Um dominio é matematicamente tratavel na exata medida em
que se pode extrair dele uma forma matematicamente tratavel. Se
abstrairmos a natureza dos objetos de um dominio, ou, se quisermos, a sua
matéria, resta a sua forma, se é que alguma coisa sobra. (SILVA, 2002, p. 61)

Além disso, Silva (2002, p. 62) aponta que uma demonstracdo matematica &
definida como uma sequéncia finita de proposig¢des logicamente ordenadas, ou seja, "... para
fins de tratamento matematico, as demonstracdes ndo sdo nada além de cadeias finitas
logicamente articuladas de formas declarativas no contexto de um sistema formal
determinado"

Silva (2002, p. 63) expde ainda que, "da perspectiva da teoria das

demonstragdes, uma demonstracdo ndo ¢ aquilo que os matematicos entendem como tal, mas
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uma imagem ideal disso." O autor salienta ainda, que um defeito em relagdao as demonstragdes
matematicas ¢ uma mistura de elementos objetivos e subjetivos.

Em seus trabalhos Hanna (2000, p. 5) afirma que "a prova se encontra viva e
sauddvel na pratica matematica e continua a merecer um lugar de destaque no curriculo de
matematica." Carvalho (2004) concorda com Hanna (2000), que a prova estd presente na
pratica matematica, porém aponta que isso ndo garante que os estudantes considerem as
provas e demonstracdes como uma oportunidade para aprender.

Hanna (1989a) apresenta uma discussdo acerca do papel das provas
rigorosas no ensino secundario canadense. Esta autora diz que as provas podem ter diferentes
niveis de validade ja que tais niveis dependem dos processos sociais vivenciados pelos
estudantes. Portanto, para Hanna (1989a), os processos de provas possuem cardter de
flexibilidade ja que sdo passiveis de criticas, contraexemplos e se constitui como um processo
social de negociagdo de significados, isto ¢, uma prova para se constituir como prova precisa
ser aprovada pela comunidade matematica dos matematicos, assim, a prova nao possui carater
definitivo. Com relagdo ao desenvolvimento do raciocinio, para a realizacdo de provas
matematicas Hanna (1989a) apresenta 4 fatores. Sdo eles: (1) O formalismo que atua como
instrumento que visa clarear ideias, validar argumentos e o entendimento; (2) As experiéncias
matematicas que ndo sao suficientes, sendo assim necessario refletir sobre elas; (3) Que os
estudantes devem ser tolerantes as ambiguidades e (4) Que na ocorréncia de
desentendimentos deve-se aplicar o rigor com o intuito de correcao.

Hanna (1989b, p. 46) destaca uma distingdo com relagdo as provas que
provam e as provas que explicam. Para a autora ambas as modalidades de provas sao
legitimas e "... possuem os requisitos de uma demonstracdo matematica ..." além disso, ambas
objetivam constituir a verdade de uma afirmagao e sdo aceitas pela comunidade matematica.
A disting¢do entre as provas que provam e as provas que explicam, segundo Hanna (1989b, p.
47), ¢ quanto a presenca de argumentos matematicos para a compreensao da prova, isto €, as
provas que explicam procuram apresentar as ideias de maneira clara a fim de encadear um
encaminhamento logico para o desenvolvimento da demonstra¢do. Assim, a autora explicita
essa diferenga como: "... hd, entretanto uma diferenga muito importante entre estes dois tipos
de demonstracdo. Uma demonstragdo que prova mostra apenas que um teorema ¢ verdadeiro;
uma demonstra¢do que explica também mostra porqué ele ¢ verdadeiro." Como consequéncia
pedagogica esta autora diz que as provas que explicam estdo ao alcance dos estudantes, pois
estdo presentes nesse tipo de prova as ideias do cotidiano deles. Dessa forma, acredita-se que

o estudante ¢ desafiado a encontrar argumentos que justifiquem os resultados. Assim, para
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Hanna (1989b), a caracteristica fundamental que deve ser desenvolvida nos estudantes a partir
das provas que explicam ¢ o entendimento, pois € a partir dai que eles iniciam a construc¢ao de
uma cadeia de argumentos dedutivos.

Ainda segundo Hanna (1990), ha trés aspectos sob os quais devemos
considerar as provas. O primeiro aspecto ¢ a prova formal, o segundo a prova aceitavel e o
terceiro € ensinar por meio da prova. Com relagdo aos aspectos apresentados por Hanna

(1990), Carvalho (2004) vé a prova formal da seguinte maneira:

A 'prova formal' ¢ a prova vista sob o viés da conceitualizagdo teorica, na
logica formal, uma seqiiéncia finita de afirmag¢des, cada afirmagdo sendo ela
propria um axioma ou advindo de uma afirmagdo prévia - e, portanto, talvez
de um axioma -como resultado de aplicagdes corretas das regras de
inferéncia, a ultima sentenca sendo o resultado a ser provado. (CARVALHO,
2004, p. 60)

Para a prova aceitavel, Carvalho (2004) aponta que:

A prova aceitavel ¢ aquela vista como um principio normativo; mais do que
enraizada em critérios 16gicos, a prova precisa ser compativel com o corpo
do conhecimento matematico que define o que € aceitavel ao matematico. A
prova ¢ considerada um processo social, sendo uma de suas fungdes
'promover o entendimento'. (CARVALHO, 2004, p. 61)

E com relagdo ao ensino por meio da prova Carvalho (2004, p. 61) expde
que: "O ato de se ensinar através de uma demonstragao deve incluir a possibilidade de se fazer
da propria demonstragdo a resposta de como o resultado foi possivel de ser provado e ndo
apenas de demonstrar o resultado."”

Além das perspectivas apresentadas até aqui, temos em Hanna (2000) que as
provas possuem 8 funcdes que sao,

1. Verificar (relacionado com a verdade de uma afirmacao);

2. Explicar (fornecendo 'pistas' do por que ¢ verdade);

3. Sistematizar (organizar os varios resultados em um sistema dedutivo de

axiomas, conceitos e teoremas);

4. Descobrir (a descoberta ou a invengao de novos resultados);

5. Comunicar (a transmissao do conhecimento matematico);

6. Construir (uma teoria empirica);

7. Explorar (o significado de uma definicdo ou as consequéncias de uma

afirmacao);
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8. Incorporar (um fato bem conhecido em um contexto diferente e, portanto

vé-lo sob outro ponto de vista).

Relacionando os itens anteriores com o nosso objeto de estudo, a inducao
finita, ¢ possivel notar que na realizacdo de uma experiéncia matematica os estudantes podem
descobrir proposi¢des por meio de construgcdes empiricas, a partir dai verificar a veracidade
de tal proposi¢do. Para isso o estudante deve apresentar argumentos explicando porque se
trata de uma afirmagdo verdadeira. Assim, continuando a experiéncia matematica, organizar
os resultados encontrados em um sistema dedutivo, explorar novas possibilidades com relagao
a essa nova afirmac¢do, investigar sob outros aspectos a experiéncia realizada e por fim
comunicar os resultados encontrados.

Villiers (2001, p. 32) também apresenta suas concepgdes sobre prova e
demonstragdo em matematica além de elencar as fungdes deste objeto matematico. Para este
pesquisador temos que: "... a pratica real da investigacdo moderna em matematica requer uma
analise mais completa das diversas funcdes e papéis da demonstragdo."

Assim, para Villiers (2001), um panorama referente a fun¢do de uma

demonstragdo ¢ dada por:

Tradicionalmente, a fungdo da demonstragdo foi vista exclusivamente como
dizendo respeito a verificagdo da corre¢do das afirmagdes matematicas. A
ideia é que a demonstragdo ¢ usada principalmente para remover a davida
pessoal ou a de cépticos, uma ideia que dominou unilateralmente a pratica de
ensino e a maior parte das discussdes ou da investigacdo relativa ao ensino
da demonstragdo. (VILLIERS, 2001, p. 62)

Segundo Almouloud (2007), as fungdes da demonstracdo para Villiers
(2001) sdo:

1. De verificagdo, onde se busca o convencimento proprio e de outros a
respeito da veracidade de uma afirmagao;

2. De explicacdo, que consiste na compreensdo do por que uma afirmagao ¢
verdadeira;

3.Na descoberta de novas teorias, conjecturas ou resultados a partir da
tentativa de demonstrar uma conjectura;

4. Na comunicagdo que versa sobre a negociacao dos significados de objetos
matematicos;

5. No desafio intelectual que contempla a satisfagdo pessoal por ter obtido

éxito na demonstracdo de um teorema;
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6. E na sistematizacdo onde ha organizacdo de resultados num sistema
dedutivo de axiomas, conceitos e teoremas.
Garnica (1995, p. 14) faz um levantamento acerca do estudo da prova

rigorosa em matematica com o foco na formag¢do de professores. Logo na revisdo

"

bibliografica o autor apresenta sua definicdo sobre a prova rigorosa: "... a prova rigorosa ¢

tomada como elemento formador do discurso matematico, manifestado em salas de aulas -
mais claramente aquelas de 3° grau - pela chamada metodologia tradicional vigente,
alimentando-se e sendo por ela alimentado."

Além disso, com relacdo a formagao do professor, Garnica (1995) define
duas leituras referentes as demonstragdes, que sdo a leitura técnica e a leitura critica. Carvalho

(2004) apresenta essas leituras do seguinte modo:

A leitura técnica privilegia o uso da demonstrag¢do apenas pelo viés sintatico,
com a funcdo exclusivista de validar o conhecimento matematico por ela
gerado; ¢ subjugada por normatizagdes, procedimentos bem definidos e
transmissiveis, objetivando a producdo de resultados considerados tuteis. A
leitura critica, embora ndo se desfaga do viés técnico, atenta para os
relativismos pertinentes a prova rigorosa e sua dependéncia com o regime de
'verdade' adotado; preocupa-se com o exame de um fato ou principio, para
produzir um juizo de apreciacdo. Implica, pois, em uma reflexao intrinseca a
elaboragdo da demonstragdo, feita por aquele que a 1€. (CARVALHO, 2004,

p. 65)

Outras possibilidades para se atribuir fungdes as provas e demonstragdes
matematicas ¢ apresentado por Bashmakova e Smirnova (2000) onde tais autoras afirmam que
as proposi¢cdes matematicas lidam com objetos matematicos. Desta forma, para essas autoras

as demonstragdes possuem varias fungdes:

A primeira dessas fungdes foi a de estabelecer a verdade de uma proposicao.
A prova chegou a ser considerada como o unico meio de estabelecer a
verdade. O que é compreensivel: afinal, todas as proposi¢cdes da matematica
referem-se a objetos abstratos que pode ser realizado apenas
aproximadamente em pratica (como por exemplo a construcdo de um
tridngulo equilatero). Além disso, a maior parte das proposi¢des matematicas
se referem as classes contendo infinitamente muitos desses objetos (por
exemplo, a classe de todos os tridngulos retdngulos, de todos os triangulos
isosceles, de todos os primos, e assim por diante). Assim € impossivel
estabelecer a verdade de tais proposi¢des sem prova. (BASHMAKOVA;
SMIRNOVA, 2000, p. 11)

A segunda func¢do da demonstragdo que Bashmakova e Smirnova (2000, p.

12) propde é: "A segunda, ndo menos importante funcdo da prova foi a de estabelecer
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conexoes entre as proposigdes, para descobrir por que algumas proposi¢des sdo verdadeiras."
Para a terceira fungdo encontramos: "A terceira funcdo da prova consiste na descoberta do
novo."

Para finalizar a exposicdo de alguns trabalhos referentes as provas e
demonstragdes em matematica apresentamos as perspectivas desenvolvidas por Balacheff
(1987, 1988, 2004). Para este pesquisador o elemento que nos permite raciocinar € tomar
decisdo com relagcdo a um processo de prova ¢ a racionalidade. Isso se deve ao fato de que a
verdade ou validade de uma afirma¢do depende das regras e critérios que sdo utilizados, isto
¢, dependem do contexto onde estdo envolvidos.

As atividades referentes as provas sao consideradas, segundo Balacheff, sob
diferentes perspectivas, nas quais podem explicitar caracteristicas particulares. Dependendo

da situagdo a ser considerada hé varios tipos e niveis de provas.

Para Balacheft (1987), a atividade de provar pode ser considerada sob
diferentes perspectivas podendo-se explicitar caracteristicas que em cada
situacdo nos permitem falar de tipos de prova. Por outro lado, em um
contexto de ensino e aprendizagem, indica que os processos de prova devem
ser estudados na situacdo em que sdo colocados em funcionamento e em
referéncia ao sujeito cognoscente que os poe em pratica. (PIETROPAOLO,
2005, p. 93)

O trabalho de Balacheft (1987), referente as provas e demonstracio, estd
baseado na metodologia de resolu¢do de problemas, isto por que este autor possui interesse
nas possiveis relagdes entre as provas e as contradigdes, sob a Otica cognitiva e situacional, na
forma de como os estudantes trabalham com a resolucdo de determinados exercicios.

Nesse trabalho Balacheff (1987) considera que os termos explicacdo, prova
e demonstragdo sdo sindnimos em enunciados de problemas matematicos, mas alerta que tais
termos possuem significados distintos fora destes contextos. Tais distingdes sdo caracterizadas
pelo autor da seguinte maneira: a explicagdo ¢ um discurso cujo objetivo visa tornar
inteligivel o caréater de verdade adquirido pelo locutor de uma proposi¢do ou de um resultado,
os quais podem ser discutidos, recusados ou aceitos. A prova consiste numa explica¢do aceita
por uma dada comunidade num dado momento. Essa determinagdo pode ser assunto de um
debate cujo significado ¢ a exigéncia de determinar um sistema de validagdo comum aos
interlocutores. A demonstragdo ¢ uma prova aceita pela comunidade matematica. A
demonstragdo estd fundamentada em explicagdes apresentadas por meio de uma sequéncia de

enunciados conforme regras determinadas. Um enunciado ¢ conhecido como verdadeiro, ou ¢
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deduzido a partir daqueles que o precedem devido a uma regra de dedugdo. Assim, a
demonstracdo ¢ um resultado de um processo particular de prova que valida uma afirmagao.
Desse modo, temos que a demonstragdo ¢ um tipo de prova com estas caracteristicas e que,
além disso, as demonstragdes sdo as unicas provas aceitas pelos matematicos.

Com relagdo as perspectivas de prova matematica no processo de ensino e
aprendizagem Balacheft (2004) expde as seguintes caracteristicas a respeito das fungdes da
prova que sdo baseadas nos trabalhos de Hanna (2000) e Villiers (2001):

1. Verificagdo, explicagdo, sistematizacdo, descoberta e comunicacao e

2. Construgdo de uma teoria empirica, com o intuito de explorar o

significado de uma definicdo ou das consequéncias de uma hipotese,
absorvendo um fato novo numa nova estrutura e permitindo uma nova
percepgao.

Neste trabalho o autor ainda destaca caracteristicas diferentes na qual a
prova pode ter um papel de comprovacao universal e exemplar, a prova € tida como inicio de
uma natureza idiossincratica® no niicleo da matematica ou ainda como algo que adquire
significado de aplicagdes no campo da matematica.

Para Balachef (1988), ha basicamente dois tipos de prova, que sdo
denominadas: prova pragmatica e prova conceitual’. As provas pragmaticas consistem em
acoes atuais ou "mostragdes". J4 as provas conceituais se caracterizam por formulagdes de
propriedades e as possiveis relagdes entre elas. Assim, as demonstra¢des seriam um tipo de
prova conceitual. Segundo Balacheff (1988) as provas pragmaticas sdo produzidas por
pessoas que tomam como base fatos e agdes. A comunicacao de tais resultados ¢ por meio de
exemplos onde o autor manifesta e apresenta suas ideias. As provas conceituais precisam de
uma mudanga de posi¢do da pessoa que a realiza, ja que sua atuagdo nessa perspectiva passa a
ser de um "tedérico". Para elaboragdo de uma demonstragdo na perspectiva da prova
conceitual, o tedrico precisa ter acesso a uma linguagem que se constitui como uma
ferramenta intelectual na qual se denomina como uma linguagem funcional, neste caso a
linguagem ndo ¢ apenas um meio de descrever as operacdes e acdes do teodrico. Portanto,
segundo Balacheff (1987), o que tornam as provas pragmaticas e conceituais diferentes sdo os
tipos de raciocinios subjacentes e a natureza do conhecimento em questao.

Com relacdo ao sujeito e o processo de validacdo de afirmagdes Balacheff

(1987) considera que os processos que permitem construir uma prova sdo de natureza

8 Que se refere a idiossincrasia, isto €, maneira propria de ver, sentir, reagir, de cada pessoa
? Ou prova intelectual
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distintas, isto €, o "caminho" das provas pragmaticas as provas conceituais, as demonstracoes

matematica, tem como arcabouco trés aspectos que se relacionam entre si. Esses aspectos sado:

o conhecimento (concepgdes), a linguagem (formulacao) e a validagdo (tipo de raciocinio).
Segundo Pietropaolo (2005) o quadro a seguir mostra a correspondéncia

entre os diferentes aspectos que interferem no processo de prova.

Tabela 1 — Pietropaulo (2005, p. 93)

Natureza das concepcdes Formulacio Tipo de raciocinio
Praticas Manifestacio e expressio Provas pragmaticas
Conhecimento como objeto Lmguagem famihiar Provas conceifuais
Conhecimento tedrico e Linguagem funcional
_ _ ) Demonstracido
reconhecido Formalismo singelo

Balacheff (1988) admite existir varios niveis de provas pragmaticas € provas
conceituais que podem ser classificados da seguinte maneira:
EMPIRISMO INGENUO: consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢io apds a

verificagdo de alguns casos. E considerado o primeiro passo no processo de generalizagao;

EXPERIMENTO CRUCIAL: consiste em afirmar a verdade de uma proposicdo apds a

verifica¢do para um caso especial, geralmente nao familiar;

EXEMPLO GENERICO: consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢io apds a
manipulacdo de alguns exemplos de modo a deixa-los com uma caracteristica que representa

uma classe de objetos;

EXPERIMENTO DE PENSAMENTO: consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢ao

de forma genérica, porém baseada no estudo de alguns casos especificos.

O autor destaca que as provas pragmaticas se situam ao nivel do empirismo
ingénuo e do experimento crucial. J& as provas conceituais sdo estabelecidas ao nivel do
experimento de pensamento. Porém, as provas situadas ao nivel do exemplo genérico

caracterizam um momento de transicdo entre as provas pragmaticas e as provas conceituais.
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Balacheff (1988) acrescenta ainda um nivel superior de prova denominado calculo nas
afirmacgdes. Neste nivel as provas conceituais sao semelhantes as demonstragoes.

Para Balacheff (1988) ha ainda uma hierarquia entre esses niveis de prova
de forma que um nivel especifico depende do grau de generalidade e conceitualizacdo do
conhecimento envolvido. Assim, para este pesquisador, a demonstragdo ¢ um instrumento que
busca a negociagdo da verdade nas salas de aula, portanto trata-se de um instrumento de
validac¢ao social.

A demonstracdo ¢ util como um instrumento de negociacdo de verdade em
sala de aula além de um instrumento de validagdo social, pois ¢ a partir de resultados
experimentais que os estudantes apresentam seus resultados, como afirma Balacheff (1988).

Assim, com relagdo as andlises que apresentaremos ao final do capitulo 4
desta pesquisa, destacamos que para a realizagdo da andlise a priori optamos pelos trabalhos
de Hanna (2000) e Villiers (2001) com o intuito realizar um levantamento inicial de quais
fungdes da prova os estudantes apresentam quando estdo demonstrando determinadas
proposi¢cdes. Apesar de esses trabalhos conterem fun¢des de prova com nomes semelhantes ¢
possivel notar que suas definicdes sdo diferentes. Entendemos que as fungdes apresentadas
por Hanna (2000) e Villiers (2001) buscam destacar o significado e o objetivo de uma
demonstragao.

A andlise a posteriori serd avaliada tomando-se como referéncias o trabalho
de Balacheff (1988) no qual procuraremos caracterizar as provas apresentadas pelos
estudantes segundo a classificagdo desse autor, isto é, em prova pragmatica ou prova
conceitual. Além do mais, buscaremos estabelecer em qual nivel de prova se encontra a
solucdo apresentada, ou seja, se trata-se de um empirismo ingénuo, experimento crucial,
exemplo genérico ou experimento de pensamento. Outro trabalho que utilizaremos na analise
a posteriori sera o de Silva (2002), onde este autor apresenta trés aspectos sobre a
demonstragdo. Tais aspectos sdo: o retdrico, logico-epistemologico e o heuristico. Cada um
destes possui uma particularidade, assim, buscaremos nas demonstracdes dos estudantes
caracteristicas que apontem quais destes aspectos eles apresentam. Além desses trabalhos ja
destacados, utilizaremos também o de Hanna (1989b) no qual a autora classifica as provas em
provas que provam ou em provas que explicam. Ao mesmo tempo, neste trabalho a autora
afirma que a prova por indugdo finita ¢ uma prova que prova, dessa maneira procuraremos
comparar o argumento apresentado pela autora juntamente com os argumentos apresentados

pelos estudantes nas demonstracdes por indugao finita a fim de confirmar ou nio tal tese. Por
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fim, na analise a posteriori, vamos comparar as fungdes de prova segundo Hanna (2000) e

Villiers (2001) que levantamos na andlise a priori e verificar quais ocorreram ou nao.
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CAPITULO 2
A INDUCAO FINITAE A INDUCAO EMPIRICA

2.1 INTRODUCAO

O pensamento ¢ um processo mental. Dessa forma temos segundo Chaui
(2000, p. 194) que "O pensamento exprime nossa existéncia como seres racionais € capazes
de conhecimento abstrato e intelectual, e sobretudo manifesta sua propria capacidade para dar
a si mesmo leis, normas, regras e principios para alcancar a verdade de alguma coisa."

A construcdo do pensamento ocorre por meio da razdo, e, segundo Chaui
(2000, p. 70 - 71) "a razdo ou racional, significa a clareza das ideias, ordem, resultado de
esfor¢o intelectual ou da inteligéncia, seguindo normas e regras de pensamento e de
linguagem." Segundo essa autora, na chamada sociedade ocidental, a palavra razao ¢ oriunda
das palavras latina ratio e grega logos. O termo logos vem do verbo legein e significa, contar,
reunir, juntar e calcular. Ja ratio ¢ do verbo reor que quer dizer contar, reunir, medir, juntar,

separar, calcular. Assim,

logos, ratio ou razéo significam pensar e falar ordenadamente, com medida
e proporc¢do, com clareza e de modo compreensivel para outros. Assim, na
origem, razdo ¢ a capacidade intelectual para pensar e exprimir-se correta e
claramente, para pensar e dizer as coisas tais como sdo. A razdo é uma
maneira de organizar a realidade pela qual esta se torna compreensivel. E,
também, a confian¢a de que podemos ordenar e organizar as coisas porque
sd0 organizaveis, ordendveis, compreensiveis nelas mesmas e por elas
mesmas, isto €, as proprias coisas sao racionais. (CHAUL 2000, p. 71)

Em Chaui (2000) temos também que, o homem, quando faz uso da razao,
realiza uma atividade racional e sdo elementos desta a¢do a intui¢do e o raciocinio. Segundo o
dicionario Aurélio (1999, p. 1130) a intuicdo €: "1. o conhecimento imediato que independe
do raciocinio." E raciocinio quer dizer: "1. encadeamento, aparentemente 16gico, de juizos ou

pensamentos." Dessa forma, temos que:

Ao contrario da intui¢do, o raciocinio € o conhecimento que exige provas ¢
demonstracdes e se realiza igualmente por meio de provas e demonstragdes
das verdades que estdo sendo conhecidas ou investigadas. Nao ¢ um ato
intelectual, mas s3o varios atos intelectuais internamente ligados ou
conectados, formando um processo de conhecimento. (CHAUI, 2000, p. 71)
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O raciocinio ¢ desencadeado segundo certas regras de generalidade e

universalidade. Tais regras sdo chamadas de deduc¢ao, indugdo e abdugdo. A deducao

consiste em partir de uma verdade ja conhecida (seja por intuicdo, seja por
uma demonstracgdo anterior) e que funciona como um principio geral ao qual
se subordinam todos os casos que serdo demonstrados a partir dela. Em
outras palavras, na dedugdo parte-se de uma verdade ja conhecida para
demonstrar que ela se aplica a todos os casos particulares iguais. Por isso
também se diz que a dedugdo vai do geral ao particular ou do universal ao
individual. O ponto de partida de uma dedugdo ¢ ou uma idéia verdadeira ou
uma teoria verdadeira. (CHAUI, 2000, p. 81)

Para Peirce (1975), o raciocinio indutivo (ou sintético) ¢ uma aplica¢do de
uma regra particular a um caso geral, inicia-se com uma premissa menor'’ e conclui-se uma
maior. A indugdo ¢ a inferéncia de uma regra a partir do caso e do resultado. Sendo assim, ela
ocorre quando generalizamos a partir de certo nimero de casos em que algo ¢ verdadeiro e
inferimos que a mesma coisa sera verdadeira do total da classe.

Ja a abducdo (ou hipdtese) € considerada um tipo de intui¢do. Para Pierce
(1975) o raciocinio abdutivo estd presente em todas as descobertas cientificas. Segundo Eco
(2003), a abdugdo ¢ um caso de inferéncia sintética onde encontramos alguma circunstancia
muito curiosa que pode ser explicada pela suposi¢cdo de que ela seja o caso especifico de uma
regra geral e por isso adotamos essa suposi¢do. Assim, a abducdo consiste na formacao de
hipoteses explicativas para um fenomeno dado.

Para ilustrar o descrito acima, apresentamos o exemplo classico de Peirce

(1975) descrito da seguinte maneira por Mora (1998)

Se entro num quarto em que ha varios sacos que contém diversos tipos de
feijdo e, depois de investigar, descubro que um dos sacos contém apenas
grdos de feijao branco, posso inferir como probabilidade, ou conjectura
razoavel, que, dado um punhado de feijao branco, este procede do saco que
contém somente feijdo branco. Com isso formulo uma hipétese, distinta de
uma indugdo e de uma dedugao, isto €, infiro um caso partindo de uma regra
e de um resultado. (MORA, 1998, p. 12)

Segundo o dicionario de filosofia Abbagnano (2000, p. 2) "Pierce introduziu
o termo abduction (ou retroabduction) para indicar o primeiro momento do processo indutivo,

o da escolha de uma hipotese que possa servir para explicar determinados fatos empiricos."

19 Verificagdio de um caso particular
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Como podemos notar o raciocinio €, em particular, uma caracteristica
presente e marcante em atividades matematicas, isto ¢, quando uma pessoa resolve um
exercicio, demonstra um teorema ou expde uma ideia ¢ necessario que ela apresente seus
argumentos com o intuito de validar o resultado encontrado. Assim, temos que na matematica
a regra de generalidade e universalidade empregada comumente ¢ o raciocinio dedutivo, ou
seja, os raciocinios empregados para encontrar a solu¢ao de um problema ou a demonstragao
de uma proposi¢do estdo ligados ao encadeamento logico de principios e conceitos ja
estabelecidos anteriormente.

Com o intuito de chegarmos ao objeto de estudo deste trabalho faremos a
seguir um levantamento das caracteristicas do método indutivo utilizado frequentemente nas

ciéncias empiricas e do principio de indugdo finita empregado especificamente em problemas

matematicos.

2.2 ASPECTOS GERAIS SOBRE A INDUCAO EMPIRICA E INDUCAO FINITA

Nas ciéncias como a Fisica e a Quimica muitos resultados sdo generalizados
como leis ap6s o estudo de certo nimero de observagdes. As conclusdes destas observagoes
estdo fundamentadas na realizacdo de experiéncias. Tais experiéncias sdo repetidas um
nimero finito de vezes e atendem a certas condigdes. Assim, apos a coleta dos dados, feita por
meio das observacdes, os cientistas fisicos ou quimicos buscam generalizar um resultado a
partir do estudo de um caso particular. O método descrito anteriormente ¢ denominado
indugao.

Em busca de uma defini¢do precisa para o método de indugdo investigamos
seu significado em alguns dicionarios. No dicionério de lingua portuguesa Houaiss (2001, p.

1608) temos:

1 acdo, processo, ou efeito de induzir 2 p. ext. raciocinio que serve de
indicios para chegar a uma causa por eles tornada patente 3 p. met. conclusdo
ou consequéncia extraida desse(s) raciocinio(s) 4 FIL raciocinio que parte de
dados particulares (fatos, experiéncias, enunciados empiricos) e, por meio de
uma sequéncia de operagOes cognitivas, chega a leis ou conceitos mais
gerais, indo dos efeitos a causa, das consequéncias ao principio, da
experiéncia a teoria |[...]
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O dicionario etimoldgico Nova Fronteira (1997, p. 434) tras para o termo
indu¢do a seguinte definigdo: "sf 'introduc¢do, condugdo' 'raciocinio em que, de fatos
particulares se tira uma conclusdo genérica'

E no dicionério de filosofia de Abbagnano (2000, p. 556) temos:

'A 1. € o procedimento que leva do particular ao universal: com esta
definicdo de Aristoteles (Top., I, 12, 105 a 11) concordaram todos os
filosofos. O proprio Aristoteles vé na I. um dos caminhos pelos quais
conseguimos formar nossas crengas; a outra ¢ a dedugfo (silogismo) (An. pr.,
11, 23, 68 b 30). Além disso, atribuiu a Sécrates o mérito de haver descoberto
os 'raciocinios indutivos' (Met., XIII, 4, 1078 b 28)

Assim, tomando as defini¢des acima se pode concluir que a indugdo ¢ o
raciocinio ou método que nos leva a passagem do particular ao geral por meio de observagdes
de fenomenos ou experiéncias. O método de inducao ¢ amplamente utilizado no campo das
ciéncias experimentais, como por exemplo, na Fisica e na Quimica, como ja dissemos.

Diferentemente do que ocorre nas ciéncias experimentais, na Matematica
ndo se pode afirmar que uma proposi¢do ¢ verdadeira ou falsa a partir de certo numero de
observagdes de uma experiéncia ou fendmeno. Por exemplo: ndo ¢ possivel afirmar que a
soma dos n primeiros numeros naturais impares ¢ n°, para qualquer nimero natural n, testando
a mesma para um grande nimero de valores. Podemos analisar essa afirmagdo paran=1,n=
2, n =3, e mesmo depois de realizadas varias tentativas ndo sera possivel concluir que se trata
de uma afirmacao verdadeira ou falsa. Sempre ficard uma duvida se para o proximo teste a
proposicdo sera verdadeira.

A Matematica ¢ uma ciéncia que possui caracteristicas proprias e seus
resultados ndo sdo baseados somente em observagdes empiricas. Assim, uma das diferengas
que podemos apontar entre a Matematica a Fisica, a Quimica, a Biologia e outras ciéncias
experimentais € que seus resultados necessitam ser demonstrados por meio de provas formais
0 que ndo ocorre necessariamente no campo das ciéncias experimentais. Davis e Hersh (1985,

"

p. 178) afirmam que a matematica fica caracterizada, de maneira Unica, por algo
conhecido como 'demonstragoes'.
A organizacdo da Matemadtica, segundo Bicudo (2005), ¢ descrita da

seguinte maneira:

Ao desenvolver sua ciéncia, a missdo do matematico consiste em definir os
conceitos do ramo em questao, isto ¢, definir seus objetos matematicos e em
demonstrar as propriedades que esses conceitos possuam, ou as relacdes que
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tais objetos satisfagam. Ora, definir um conceito significa explica-lo em
termos de outros conceitos ja definidos, e demonstrar uma proposi¢cdo que
enuncie uma relagdo entre os objetos matematicos considerados ¢
argumentar por sua validade, usando regras de inferéncia fornecidas pela
I6gica (dos predicados de primeira ordem com igualdade), a partir de
proposigdes anteriormente demonstradas. (BICUDO, 2005 p. 59)

Entendemos que a proposta de Bicudo (2005) ndo ¢ viavel para ser aplicada
em demonstragdes matematicas, pois, segundo as regras da logica, deveriamos a todo o
momento que demonstramos certa proposi¢do, nos remeter a conceitos anteriores
relacionando-os com propriedades ja demonstradas a fim de obter novas defini¢des e provas
de teoremas. Dessa forma, apesar das provas e demonstracdes matematicas ndo possuirem o

rigor da logica sdo consideradas como provas formais. Assim, temos que:

A prova aceitavel € aquela vista como um principio normativo; mais do que
enraizada em critérios logicos, a prova precisa ser compativel com o corpo
de conhecimento matematico que define o que ¢ aceitavel ao matematico. A
prova ¢ considerada um processo social, sendo uma de suas fungdes
'‘promover o entendimento'. (CARVALHO, 2004, p. 60)

Além disso, para o desenvolvimento de suas atividades o matematico

considera que

Se uma defini¢do presta-se de bom grado as demonstragdes, se em nenhum
momento esbarra-se em contradi¢des, se conexdes entre temas
aparentemente distantes entre si deixam-se perceber, e se deste modo resulta
em ordem e regularidade superiores, costuma-se entdo considerar a defini¢ao
suficientemente estabelecida, indagando-se pouco sobre sua legitimidade
logica. (FREGE, 1980, p. 203)

Sendo a Matematica uma ciéncia onde seus resultados precisam ser
demonstrados formalmente, encontramos nessa area de pesquisa e estudo alguns tipos de
provas que apresentamos segundo Bicudo (2005), Carnielli e Epstein (2006) e Savioli (2007)

e que podem ser classificadas do seguinte modo:

Prova Direta: chega-se a conclusdo por meio da combinagao logica dos axiomas, defini¢des e
teoremas ja existentes.
Exemplo: mostrar que, paraa, b, c €Z, a\b A a\c =a\b+c

Dem.
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Como a\b ,b pode ser escrito na forma ak;, onde k; ¢ um ntimero inteiro. De
modo analogo, ¢ = ak,, com k, €Z. Portanto, b+c = ak;+ak, = a(k;+k;), onde k;+k; ¢ inteiro,

ou seja, a\b+c.

Prova por Contrapositiva: ¢ considerada uma tipo de prova indireta, pois determina-se a
conclusdo negando-se a tese € assim chega a negacao da hipotese.

Exemplo: mostrar que se o quadrado de um numero inteiro € par, entdo esse
numero €

par.

Dem.

Para demonstrar a proposi¢do anterior basta notar que se um namero ¢
impar, entdo seu quadrado ¢ impar. Todo nimero impar pode ser escrito na forma 2k+1, onde
k ¢ um inteiro. Elevando 2k+1 ao quadrado temos, (2k+1)* = 4k* +4k+1 = 2(2k*+2k)+1 que é

impar, pois também ¢ da forma 2k+1, k €Z.

Prova por Contradicédo (reductio ad absurdum): nas provas por contradi¢do ao negarmos a
tese (enunciado) chegamos também a negagdo da hipotese o que equivale dizer que temos
uma contradi¢ao;

Exemplo: mostrar que existe infinitos nimero primos positivos.

Dem.

Vamos supor, por absurdo, que exista um nimero finito de primos positivos
P1, P2, -, Pk, para algum k € N. Formemos o numero a =pip2ps...pxt1. Temos a >1. Logo
existe um numero primo positivo p tal que p\a. Como existe um nimero finito de primos
positivos, temos que p € um dos p;, 1< 1 >k. Temos p\a e p\pipz...pk. Logo p\l. Isso ¢ um

absurdo, pois p>1.

Prova por Inducgdo Finita: constata-se que uma proposi¢ao ¢ verdadeira
para um ng (base de indugdo), dai assume que tal proposi¢ao ¢ verdadeira para um n fixo
arbitrario e mostra-se que a proposicao ¢ verdadeira para n+1.

Exemplo: mostrar que para todo natural n, n >1, 143+5+ ..+ (2n-1) = n’.

Dem.

Consideremos o conjunto A= {n € N*/ 1+3+5+...4(2n-1) = n%, entdo temos
que demonstrar que A = N*

1 € pois 17 =1 & verdadeira (base de indugio).
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Suponhamos agora que k>1 e ainda que k € A (hipétese de indugdo), isto ¢, que
143+5+..4(2k-1) k* é verdadeira. Vamos demonstrar que 1+3+5+..+ (2(k+1)-1) = (k + 1)%
verdadeira. De fato, supondo que temos 1+3+5+...+(2k-1) = k?, podemos somar a ambos 0s
membros 2k+1, obtendo 143+5+..+(2k+1) = 1+3+5+..+(2(k+1)*-1) = (k+1)* Assim temos
que
a)l € A
b)sek>1ek € A, entdo kt1 € A.

Logo pelo principio de indugdo finita, A = N', em outras palavras,

1+3+5+...+(2n-1) = n* & valida paratodon e N

Prova por Contraexemplo: neste caso basta apresentar um caso particular
onde uma determinada propriedade ndo vale.

Exemplo: todo niimero primo ¢ impar.

Dem.

Essa afirmagdo ¢ falsa, pois 2 € par e ¢ um niimero primo.

Nao ha davidas que no decorrer do curso de Matematica ha diversas
oportunidades para que o professor demonstre um teorema ou entdo deixe como exercicio
para que os estudantes possam produzi-la. Um dos desafios do professor de matematica ¢
demonstrar os teoremas de forma a priorizar o entendimento dos estudantes € nio uma
conversao formal produzida no quadro.

Neste trabalho, nosso interesse ¢ estudar varios aspectos de um tipo
particular de demonstracdo. Trata-se da demonstragdo por indu¢do finita, que também ¢
conhecido como indu¢ao matematica, principio de indugdo, dentre outras terminologias.

A inducio finita ¢ um método dedutivo enquanto que a indugdo empirica ¢é
uma generalizagdo nao dedutiva, ou seja, na demonstragao por indugdo empirica nao ocorre
deducdo no sentido matemadtico, pois a generalizagdo ¢ realizada por meio de observagdes.

Portanto, neste trabalho adotamos:
indugdo = indugdo empirica # indugao finita = método dedutivo = demonstragao formal
A partir de uma pesquisa em livros, como Domingues e lezzi (1982), Lima

(1999) e Gongalves (2001) ¢ possivel notar que eles se referem a indugdo finita utilizando

apenas o termo indugdo, dessa maneira, entendemos que tais autores propde uma
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"simplifica¢dao" da linguagem natural. Dessa forma, a partir das definigdes de inducao finita e
de indugdo empirica acima € possivel perceber que ambos ndo possuem caracteristicas
comuns. Concluimos entdo que essa simplificacdo da linguagem acaba gerando problemas
quando os estudantes estdo demonstrando proposic¢des utilizando a indugdo finita.

Retornando a defini¢do de indugdo dada pelo dicionario de filosofia de

Abbagnano (2000, p. 557) temos:

Entre a indugo e o silogismo, Aristoteles estabelece, todavia uma grande
diferenga de valor. No silogismo dedutivo ('Todos os homens sdo animais;
todos os animais sdo mortais; logo, todos os homens sdo mortais') o termo
médio (animal) constitui a substancia ou a razdo de ser da conexdo
necessaria entre os dois extremos: os homens sdo mortais porque sdo
substancialmente animais. No raciocinio indutivo, entretanto ('O homem, o
cavalo e o mulo sdo duradouros; o homem, o cavalo € o mulo sdo animais
sem fel; logo, os animais sem fel sdo duradouros'), o termo médio (sem ser
fel) aparece na conclusdo, o que significa que ele ndo ¢ um porqué
substancial, mas um simples fato (An. pr., II, 23, 68 b 15). Portanto a 1. ndo
tem valor necessario ou demonstrativo, conquanto seja mais clara que o
silogismo; seu dmbito de validade é o mesmo do fato, ou seja, da totalidade
dos casos em que sua validade foi efetivamente constatada. Pode, portanto,
ser usada para fins de exercicio, em dialética, ou com objetivos persuasivos
em retorica (R. her., I, 2, 1356 b 13), mas ndo constitui ciéncia porque a
ciéncia € necessariamente demonstrativa (An. post., [, 2, 71 b 19)

Ainda no mesmo dicionario de filosofia (p. 561) encontra-se para indugao

(matematica) finita:

Essa expressdo designa o principio que serve para estabelecer a verdade de
um teorema matematico em um numero indefinido de casos. Denomina-se
também principio de recorréncia ou raciocinio por recorréncia (POINCARE,
La science et I'hipothése, 1, § 3). Peano assim definiu esse principio: 'Seja S
uma classe, suponhamos que O pertenca a essa classe e que todas as vezes
que um individuo pertenca a essa classe o seguinte também pertence a ela;
entdo todos os numeros pertencerdo a classe. Essa proposicdo denomina-se
principio de I'. (Formul. mat., § 10).

E nesse dicionario ainda é encontrada, como conclusao, que a indu¢ao finita
e a inducao ndo t€ém nada em comum a nao ser o carater de generalizagao.

Se as definigdes de indugdo finita e indugdo nada tém em comum, entdo
porqué os autores de livros didaticos e professores de matematica utilizam o termo indugdo
como sindénimo para indugdo finita? Quais motivos levam os estudantes de um curso de

licenciatura em Matematica a confundir esses termos? Quais fatores fazem com que os
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estudantes utilizem a inducao finita de forma equivocada? Mas entdo o que significa indugdo
finita? Como os estudantes empregam a inducao finita? A inducao finita é confiavel?

Com relagdo a primeira pergunta acima Carvalho (2004, p. 154) indica "A
palavra que define, que d4 nome ao objeto matematico, deixa de ser do dominio do corpo
matematico, passa a ser da pessoa." Dessa forma, acreditamos que provavelmente quem
detém controle sobre os termos indug¢ao e inducao finita sao os autores de livros didaticos e os
professores sendo assim, eles sdo responsaveis sobre a utilizagdo adequada ou ndo da

terminologia. Portanto

O dito rigor matematico entdo sustentado pelo sujeito identificado com o
papel que lhe ¢ reservado, escapa da especificidade da fala e passa ao
sentindo do discurso. O papel que o sujeito desempenha é o de garantir que a
Matematica possa exercer o sentido da fala do rigor no para si de seu
discurso, isto ¢é, garantir que termos usados rigorosamente sdo o proprio
sentido do discurso. E, em parte, dai que o efeito autoritario aparece na sala
de aula. (CARVALHO, 2004, p. 153.)

Tais questdes sdo pertinentes, pois varios estudantes realizam
demonstragdes por meio da inducdo finita seguindo os passos caracteristicos dessa
demonstragdo, utilizando-a como um algoritmo, € nem sequer param para analisar o que
significa realizar esses passos € porqué sao exatamente esses passos.

Fonseca (2005) aponta diversos contextos onde o termo demonstracdo ¢
empregado. Assim, no contexto da logica e dos fundamentos da matematica encontramos: "a
veracidade de um teorema baseia-se nas regras logicas utilizadas na demonstragao, visto que o
teorema surge como uma consequéncia logica e necessaria das premissas através de inferéncia
dedutiva". No contexto da matematica profissional esta autora afirma que a nocdo de
demonstragdo ¢ diferente da utilizada na logica formal e nos fundamentos da matematica,
dessa forma as demonstracdes do matematico profissional tornam-se complexas e nas
investigacdes matematicas nao ¢ possivel manter a formalizagdo ao longo de toda

demonstragdo. Com relagdo as ciéncias empiricas Fonseca (2005) afirma que

a demonstracdo ¢ baseada principalmente na inducao empirica e na analogia,
a partir das quais se conclui que, o que ¢ verdade para alguns individuos de
um determinado grupo. Neste contexto, a validade das afirmac¢des aumenta
proporcionalmente com o niumero de factos que a suportam, nao sendo estas
invalidadas por um contra-exemplo. (FONSECA, 2005)
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E por fim Fonseca (2005) diz que no ambito da sala de aula "os teoremas
sao verdadeiros, mas os argumentos que estabelecem a verdade sdao frequentemente informais,

ndo dedutivos, ou baseiam-se em critérios de autoridade externa."

2.3 AINDUCAO OU INDUCAO EMPIRICA

Para Popper (1996, p. 27) as ciéncias empiricas sdo caracterizadas por
empregarem métodos indutivos. Para este pesquisador "E comum dizer-se 'indutiva' uma
inferéncia, caso ela conduza de enunciados singulares (por vezes denominados também
enunciados 'particulares'), tais como descricdes dos resultados de observagdes ou

experimentos, para enunciados universais, tais como hipéteses ou teorias." E conclui dizendo:

Ora, esta longe de ser 6bvio, de um ponto de vista logico, haver justificativa
no inferir enunciados universais de enunciados  singulares,
independentemente de quiao numerosos sejam estes; com efeito, qualquer
conclusdo colhida desse modo sempre pode revelar-se falsa:
independentemente de quantos casos de cisnes brancos possamos observar,
isso ndo justifica a conclusdo de que todos os cisnes sdo brancos. (POPPER,
1996, p. 28)

O processo de inducao ¢ usado naturalmente nas ciéncias fisica, quimica,
dentre outras. Segundo Chaui (2000) o método de inducdo empirica ¢ caracterizado pela
busca de uma conclusdo, isto ¢, de uma lei geral que a partir do estudo de casos particulares,
iguais ou semelhantes explica todos os casos particulares. Porém, para a utilizacao da indugao
¢ necessario que sejam respeitadas certas regras, caso contrdrio a indugdo sera considerada

falsa. Um exemplo de aplicagdo do método de indugao é:

[...] colocamos agua no fogo e observamos que ela ferve e se transforma em
vapor; colocamos leite no fogo e vemos também que ele se transforma em
vapor; colocamos varios tipos de liquidos no fogo e vemos sempre sua
transformacdo em vapor. Induzimos desses casos particulares que o fogo
possui uma propriedade que produz a evaporacdo dos liquidos. Essa
propriedade é o calor. (CHAUI, 2000, p. 82)

O exemplo anterior nos mostra que a partir do aquecimento de substancias
no estado liquido todas elas em algum momento evaporam. A experiéncia produzida com cada
um dos liquidos indica que foram verificados casos particulares e, portanto, por indugao,
podemos dizer que toda substancia no estado liquido quando aquecida muda de fase, isto &,

passa do estado liquido para o de vapor, que ¢ a conclusao geral.



49

Um contraexemplo que destacamos e que pode ser encontrado em Watanabe
(1986), Sominski (1996) e Geronimo e Franco (2002) com relagdo ao uso da indug¢ao empirica
¢ dado pelo trindmio n> + n + 41. Substituindo n por 0, 1, 2, 3, 4 e 5 encontramos
respectivamente os numeros primos 41, 43, 47, 53, 61 e 71. Analisando os resultados
anteriores somos induzidos a dizer que ¢ possivel determinar nimeros primos a partir desse
trindmio. Isso, entretanto nao ¢ verdadeiro. Basta observar que substituindo n por 40
encontramos o numero 1681 que ¢ um nimero composto, pois seus divisores formam o
conjunto {1, 41, 1681}.

Com relag@o ao método de indugdo utilizado nas ciéncias empiricas, Popper

(1996) afirma que:

O problema da indugdo também pode ser apresentado como indagagdo
acerca da validade ou verdade de enunciados universais que encontrem base
na experiéncia, tais como as hipdteses e os sistemas tedricos das ciéncias
empiricas. Muitas pessoas acreditam, com efeito, que a verdade desses
enunciados universais ¢ 'conhecida através da experiéncia"; contudo, esta
claro que a descricdo de uma experiéncia - de uma observagcdo ou do
resultado de um experimento - s6 pode ser um enunciado singular € ndo um
enunciado universal. (POPPER, 1996, p. 28)

Apesar de levantar tal problema, quanto ao método de inducdo empirica,
Popper (1996, p. 29) diz que as justificativas e inferéncias produzidas por esse método
necessitam estarem embasadas na ldgica indutiva e conclui dizendo que "[...] o principio de
inducdo hé de constituir-se num enunciado sintético, ou seja, enunciado cuja negacdo nao se

mostre contraditéria, mas logicamente possivel."
2.4 ORIGENS E HISTORIA DA INDUCAO FINITA

Nesta sessdo trataremos das caracteristicas relativas ao conceito de inducao
finita. Abordaremos a historia e as propriedades referentes a este conceito.

Segundo Lima (s/d, s/p) a axiomatizagdo do conjunto dos niimeros naturais
deve-se ao matematico italiano Giuseppe Peano (1858 - 1932). Essa realizacao quer dizer que
¢ possivel deduzir e demonstrar todas as propriedades desse conjunto a partir dos axiomas de
Peano. Tais axiomas foram divulgados numa obra de 1889, denominada Arithmetices
Principia Nova Methodo Exposita. E nesta obra que Peano apresenta seus axiomas e enuncia

a base de um processo demonstrativo designado como indugao finita.
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Enunciamos a seguir os axiomas de Peano, segundo Lima com algumas

adaptacdes':

a) Existe uma fun¢do s: N —N, que associa a cada n € N um elemento S (n)
€ N, chamado sucessor de n, que significa dizer todo nimero natural
possui um unico sucessor, que também ¢ um namero natural;

b) A fungdo s: N—N, ¢ injetiva, ou seja, numeros naturais diferentes
possuem sucessores diferentes;

c¢) Existe um unico elemento 0 no conjunto N, tal que 0 #S (n) para todo n
€ N, isto ¢, 0 ¢ o unico nimero natural que nao ¢ sucessor de nenhum
outro;

d) Se um subconjunto X © N ¢ tal que 0 € N e s(X) C X(isto é, n €
X=s(n) € X), entdo X = N. O que significa dizer que se um conjunto de
numeros naturais contém o numero 0 e, além disso, contém o sucessor de
cada um de seus elementos, entdo esse conjunto coincide com N, isto €,
contém todos 0s nimeros naturais.

O axioma referente ao item d é chamado de axioma de induc¢ao finita. Sobre

este axioma Lima informalmente, diz que, ¢ possivel obter qualquer nimero natural a partir
de 1 a partir de repetidas operagdes de tomar o sucessor de n. Outra abordagem dada por este

autor sobre o axioma de inducao finita é:

Dentro de um ponto de vista estritamente matematico, podemos reformular o
axioma da indugdo do seguinte modo: Um subconjunto X C N chama-se
indutivo quando s(X) C X, ou seja, quando N € X=s(n) € X, ou ainda,
quando o sucessor de qualquer elemento de X também pertence a X.

Dito isto, o axioma da indugdo afirma que o unico subconjunto indutivo de
N que contém o numero 1 & o proprio N. (LIMA, s/d, s/p)

E Lima conclui: "O papel fundamental do axioma da indug@o na teoria dos
numeros naturais e, mais geralmente, em toda a Matemadtica, resulta do fato de que ele pode
ser visto como um método de demonstra¢do, chamado o Método de Inducdo Matematica, ou
Principio da Inducéo Finita, ou Principio da Inducéo, ..."

Assim, a partir dos axiomas de Peano podemos enunciar o principio de
indugdo finita: Principio de Inducdo Finita (Teorema): Seja P(n) uma proposigdo

envolvendo um numero natural n e suponha que:

' Egse autor assume o conjunto dos niimeros naturais a partir de 1, isto €, N = {1, 2, 3, ...}, neste trabalho
abordaremos N como N = {0, 1, 2, 3, ...}.



51

a— P (0) é verdadeira
b— v k € N, P (k) verdadeira= P(k+1) verdadeira.
Entao P(n) ¢ verdadeira paratodon € N

Dem.

Consideremos o seguinte subconjunto de N, A = {n € N/ P(n) ¢
verdadeira}. Observemos que 0 € A, pois P (0) ¢ verdadeira e decorre do item a do teorema.
Além disso, para todo n € A = P(n) é verdadeira = P(n+1), que deriva do item b do teorema,
¢ verdadeira=n+1 € A. E portanto, em decorréncia do axioma d, concluimos que A=N.

A abordagem anterior adota o conjunto dos nimeros naturais N para
enunciar o principio de inducdo finita, entretanto hd abordagens que consideram o conjunto
dos niimeros inteiros Z para enunciar o principio de indugdo finita. Assim, autores como
Domingues e lezzi (1982), Gongalves (1999), Shokranian, Soares ¢ Godinho (1999) iniciam a
apresentagdo da inducfo finita a partir do principio de boa ordenagdo'.

As demonstragdes baseadas na inducdo finita sdo caracterizadas por duas
propriedades. A primeira diz que a proposi¢ao deve ser verdadeira para um niimero natural ny
(que ndo necessita ser o 0). A segunda considera que se a proposicao for verdadeira para um
nimero natural n arbitrario entdo ¢ também verdadeira para n+1, ou seja, ¢ valida para o seu
sucessor. A primeira propriedade ¢ denominada como base da indugdo e a segunda ¢ chamada
de passo indutivo. Segundo Geronimo e Franco (2002) as propriedades da indugdo finita
podem ser comparadas ao efeito domin6', isto &, se temos uma fila de dominds dispostos
verticalmente de modo que as distincias entre eles permitam que uns toquem nos outros ao
cairem, entdo se a primeira peca do domind cai a seguinte também caira.

Com relacdo ao tratamento da indu¢do finita em livros didaticos ha autores
como Domingues e lezzi (1982) e Geronimo e Franco (2002) que abordam o conceito como
principio de inducdo finita enquanto que Lipschutz e Lipson (2004) tratam como teorema de
inducdo finita. Consideramos que tais nomenclaturas sdo sindnimas, ja que, "[...] um
principio é um teorema (ou axioma) que ocupa um papel basico e central numa teoria,
constituindo um ponto de apoio para demonstrar um grande nimero de propriedades

importantes e ¢ uma arma-chave para resolver uma série de problemas" como sugere Carneiro

'2 Principio da Boa Ordenagio: A defini¢io desse principio segundo Shokranian, Soares ¢ Godinho (1999) é:
"todo subconjunto ndo vazio A de inteiros ndo negativos possui em elemento minimo (isto é, existe Ny<n, para
todon € A)."

13 Efeito dominé: consiste em dispor verticalmente em fila diversos dominés de modo que se o primeiro for
derrubado com um toque, acaba derrubando os demais dominés. Nas ciéncias ¢ comum utilizar esse termo
quando nos referimos a processos recursivos.
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(1996, p. 44). No decorrer desta pesquisa abordaremos o assunto como principio de indugao
finita.

Apesar do principio de indug¢do finita ter sido desenvolvido por Peano, Katz
(2004) mostra indicios de que a indu¢do finita j4 era conhecida desde a Antiguidade,
aparecendo de forma implicita na obra Os Elementos, de Euclides (300 a.C.). Além disso, ha
autores como Coelho e Milies (2006) que apontam o matematico francés Blaise Pascal (1623
- 1662) como o primeiro a utilizar o principio de indugdo finita para demonstrar as
propriedades do triangulo aritmético, em um folheto que tinha como titulo Traité du Triangle
Arithmétique.

Porém, contrariando a posi¢do anterior, Vacca (1909) defende que foi
Francesco Maurolico, matematico italiano (1494 - 1575), o primeiro a utilizar a indug¢ao finita
em seus trabalhos e que Pascal teria apenas utilizado-a em seu folheto. Hefez (1993), ao
encontro de Vacca (1909), vai além e diz que o primeiro problema de indugao finita resolvido
por Maurolico foi provar que, para todo natural n, a soma dos n primeiros nimeros naturais
impares ¢ dada por n’.

Ha outros autores como Cajori (1918), que apontam que a indugdo finita
apresenta origens diferentes. Este autor ainda afirma que foi apenas em 1838 que o nome
indugdo finita foi utilizado aparentemente pela primeira vez. Fato esse, que se deve ao
matematico britdnico Augustus De Morgan (1806 - 1871) em um artigo publicado com o
titulo Induction (Mathematics).

Outra perspectiva em que se pode abordar o principio de inducdo finita ¢é
apoiando-se na filosofia da matematica, como fez Russel (1974). Segundo Monk (2000),
Russel buscava definir a matematica como uma ciéncia livre de contradi¢des, sendo assim
incontestavelmente verdadeira. Russel (1974) a fim de explicar os axiomas de Peano, introduz
a sequéncia 1, 2, 3, dos nimeros naturais, dizendo que um ponto de partida 6bvio em relagao
a matematica e que, para reescrever esta sequéncia como 0, 1, 2, 3, n, n + 1, ... a civilizagdo
passou por varios niveis de desenvolvimentos intelectuais. Para isso, basta notar, que nesta
ultima série temos 0 como elemento, fato que mostra desenvolvimento intelectual da
humanidade, ja que, por exemplo, os gregos ¢ os romanos ndao dispunham de uma

representacao para tal algarismo. Deste modo, Russel (1974) alerta que:

Pouquissimas pessoas tém uma definicdo para o significado de 'nimero' ou
'0' ou 'l'. Nao ¢ dificil ver que, partindo-se de 0, pode-se atingir qualquer
numero natural por adi¢des repetidas de 1, mas teremos de definir o que
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queremos dizer com as expressdes 'adicionar 1', e 'repetir'. Essas questdes
ndo sdo de modo algum faceis. (RUSSEL, 1974, p. 11)

Assim, Russel (1974) aponta que para construir a série dos nimeros naturais

basta saber o que se quer dizer com os termos "0" e "sucessor" e afirma que:

Quais os numeros que podem ser atingidos sendo dados os termos '0' e
'sucessor'? Havera algum meio pelo qual possamos definir toda a classe de
tais nameros? Atingimos 1 como sucessor de 0; 2, como sucessor de 1; 3,
como sucessor de 2, ¢ assim por diante. E esse 'e assim por diante' que
desejamos substituir por algo menos vago e indefinido. Poderemos ser
tentados a dizer que 'e assim por diante' significa que o processo de passar
para o sucessor pode ser repetido qualquer nimero finito de vezes, mas o
problema em cuja solugdo estamos empenhados ¢ o de definir 'nimero
finito', e, portanto, ndo devemos usar essa no¢ao em nossa definicdo. Nossa
definicdo ndo devera pressupor que saibamos o que seja um nimero finito.
(RUSSEL, 1974, p. 27)

A solucdo que Russel (1974, p. 27) apresenta para este problema estd no
principio de inducdo finita. Este autor diz que: "Essa proposicdo declara que qualquer
propriedade que pertenca a 0, e também ao sucessor de todo nimero que tenha essa
propriedade, pertence a todos os numeros naturais."

Portanto, com relacdo as ideias primitivas de Peano, Russel (1974)

apresenta uma perspectiva na qual diz que:

[...] demos defini¢des delas que as tornam precisas, ndo mais capazes de uma
infinidade de significados diferentes, como eram quando ainda determinadas
apenas até ao ponto de obedecer aos cinco axiomas de Peano. Nos retiramos
do aparato fundamental de termos que t€m de ser meramente apreendidos, e
aumentamos assim a articulacdo dedutiva da Matematica. (RUSSEL, 1974,
p. 30)

Assim, a partir dos conceitos apresentados por Russel (1974) temos agora
que o principio de indugdo finita é o meio pelo qual definimos os nimeros naturais € somos
capazes de deduzir, demonstrar e generalizar todas as suas propriedades. Tais propriedades
estdo baseadas no conceito de posteridade de 0 com relagcdo entre um numero natural e seu

sucessor imediato. Russel (1974) diz que:

Uma propriedade ¢ 'hereditdria com respeito a N', ou simplesmente 'N-
hereditaria’, se, quando pertencer a um nimero m, também pertencer am + 1,
isto €, ao nimero com o qual m tenha a relagdo N. E se dird que um ntimero
n pertence a 'posteridade’ de m com respeito a relacdo N se n tiver todas as
propriedades N-hereditarias pertencentes a m. (RUSSEL, 1974, p. 31)
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Dessa maneira Russel (1974, p. 33) enuncia o principio de inducao finita
como "o que pode ser inferido do seguinte para o seguinte pode ser inferido do primeiro ao
ultimo." Tal enunciado ¢ segundo Russel (1974) um modo popular de definir a inducao finita.

Gastev (apud SOMINSKI, 1996) afirma que a inducdo finita ¢ um método

dedutivo e a define da seguinte maneira:

O 'principio de inducdo matematica’ ¢ uma proposi¢do precisa (cuja
evidéncia intuitiva € aceita por muitos matematicos como indiscutivel, ainda
que no momento da exposi¢do axiomatica da Aritmética figure como um
axioma) que permite obter, a partir da base e do passo indutivo, uma
demonstracdo puramente dedutiva da proposi¢cdo para todos os numeros
naturais n. (apud SOMINSKI, 1996, p. 59)

Para este autor os nomes inducao e indugao finita, estdo relacionados devido
a uma associacdo que a nossa consciéncia, ao realizar argumentagdes, produz ao envolver
esses dois principios. Além disso, Gastev (apud SOMINSKI, 1996) relata que a indugao
empirica necessita de algumas experiéncias em particular a fim de que tenhamos hipdteses
iniciais sobre um determinado fendmeno enquanto que a inducdo finita ndo necessita de tais
hipoteses. Este autor ainda declara que a indugdo finita ¢ "completa" ou "perfeita", pois ¢ um
método dedutivo que pode ser empregado com 100% de seguranga, ja a inducdo empirica €
"imperfeita" porque ndo se pode assegurar que a experiéncia produzira os mesmos resultados
sempre. Deste modo, Gastev (apud SOMINSKI, 1996) conclui que a indugdo finita é um
método de demonstracdo de teoremas aritméticos, isto €, que em se tratando do conjunto dos
nimeros naturais a inducdo finita ¢ um instrumento universal para demonstrar as propriedades
desse conjunto.

Complementando as ideias e Gastev temos que:

A indugdo ¢é o processo de descoberta de leis gerais pela observagdo de casos
particulares. E utilizada em todas as 4reas das ciéncias, inclusive na
matematica. A inducdo finita é utilizada exclusivamente na Matematica, para
demonstrar teoremas de um certo tipo. E de lamentar que estes nomes
estejam relacionados, pois ha muito pouca conex@o logica entre os dois
processos. Ha, no entanto uma conexao pratica, pois muitas vezes utilizamos
ambos conjuntamente. (POLYA, 1975, p 91).

Assim, € necessario tomar cuidado quando nos referirmos a indug¢ao finita e
a indugdo empirica. A inducdo finita ¢ um método dedutivo, enquanto que a indugdo empirica,

como aponta Chaui (2000, p. 82) trata de um estudo de casos particulares, iguais ou
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semelhantes e busca uma lei geral que explica e subordina tais casos. Assim, temos que neste
ultimo "a defini¢do ou a teoria sdo obtidas no ponto final do percurso."

Ao encontro da posicao de Katz (2004) quanto ao aparecimento da indugdo
finita, Baron (1985) tras algumas aplicagcdes para este principio, que segundo a autora se

devem aos pitagoricos.

[...] que o numero exercia para os pitagéricos o papel da matéria e da forma
do universo. Eles chamavam um ponto de um, uma reta de dois, uma
superficie de trés e um sélido de quatro. O somatorio de pontos gerava retas,
o de retas, superficies e o de superficies, solidos; com os seus um, dois, trés e
quatro eles poderiam construir o universo! (BARON, 1985, p. 17)

Assim, Baron (1985) afirma que os pitagéricos ja conheciam os nimeros
figurados'?, como os niimeros triangulares, quadrangulares, dentre outros, mas foi Nicémano
de Gerasa (100 d. C.) que em sua obra intitulada Introductio Arithmetica apresentou a melhor
e mais completa descri¢do dos nimeros figurados. Um exemplo dessas descricdes € que os

numeros triangulares que sao dados por:

n(n+1)
I, =——
cuja expressao algébrica que representa cada um desses niumeros, ¢ dada por 2

pois, T, =1,
I,=3=1+T+2,
T,=6=3+3=T,+3,
I,=10=6+4=T, +4,

I.=15=10+5=T1,+5

]

'* Ou nameros poligonais
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Assim, observando as parcelas anteriores temos que T,=Tp+n, isto €, que
cada numero triangular ¢ a soma do anterior com seu niumero de ordem. Agora somando,
membro a membro, a igualdade anterior tem:

L+L,+L+N,+TL+  +T,=1+T+,+L+T,+.. . +T, _,+2+3+4+5+.. . +n
e simplificando os termos iguais em ambos os lados da igualdade encontramos a seguinte

T,=1+2+3+4+5+_+n

representacdo para 0os numeros triangulares: . Essa férmula

expressa a soma dos N primeiros termos de uma progressdo aritmética e, ¢ dada por

r nn+1)
n= , . ~ ’

2 . De modo andlogo podemos deduzir outras expressdes para 0s nimeros
figurados.

Nas consideragdes anteriores apontamos algumas perspectivas sobre a
abordagem da indugdo finita. Como serd possivel notar mais adiante nesta pesquisa a
abordagem do contetdo indugdo finita em grande parte dos livros didaticos ndo é apresentada
via axiomas de Peano, mas como uma consequéncia do principio da boa ordenacgao.

A seguir buscaremos esclarecer o que queremos dizer com a aplicagdo da
indugao finita como uma "receita" ou utilizagao da inducao finita de forma mecanica.

Como ja dissemos, Hanna (1990) afirma em seu trabalho que a inducao
finita é um tipo de prova considerada como uma prova que prova, pois em geral € vista como

nao-explicativa. Sendo assim, a autora apresenta o seguinte exemplo para confirmar sua tese.

Figura 1 — Exemplo de uma prova que prova segundo Hanna (1990)

i ; P EN IER P PR : £
Prove that the sum of the first i positive intCgers, Stn), is equal to nfn+l}

A progof that proves
Proof by mathematical induction:

For n=/ the theorem is true.
Assume it is true for an arbitrary &.
Then consider:

:I-[—I){.uty
S(k+1) = Sk) + (k+)) = 2

ﬁfﬂ + (n+1) = 3

Therefore the statement is true for A+J if it is true for k.

. S

By the induction theorem, the statement 1s lrue for all n.
-
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E possivel notar que na demonstragdo apresentada por Hanna (1990)
constam as duas etapas que compdem a prova por inducao finita, além disso, a autora em sua
conclusdo diz que a afirmagdo ¢ verdadeira e o que atesta sua veracidade ¢ o principio de
inducdo finita.

O exemplo a seguir foi realizado pelo estudante pesquisador na ultima
sessdo da sequéncia didatica.

* . . 7 4
Mostre que para qualquer n € N, a soma dos n primeiros numeros impares

Dem.

Seja S o conjunto dos nimeros naturais N para os quais a soma dos n
primeiros niimeros impares é n*. Temos que

1 € S, pois a soma dos 1 primeiros nameros impares é 1 = 1%

Vamos supor que k € S, isto &, que a soma dos K primeiros impares é k*.

Estamos supondo que 1+3+5+..+ 2k-1= k2 ¢ queremos provar que
1+3+5+..+2k+1=(k+1)*.

Assim, basta observar que 1+3+5+...+ (2k-1) + (2k+1) = k*+ (2k+1)=(k+1)".

O principio da indu¢do matematica nos garante, agora, que S =N, ou seja, a
afirmacfo "a soma dos n primeiros niimeros impares é n*” ¢ verdadeira para todos os numeros
naturais maiores que zero.

Apresentamos o exemplo anterior, pois as analises das demonstragdes, por
inducdo finita, apresentadas pelos estudantes serdo realizadas tomando como orientacdo a
demonstragdo anterior. Isso porque entendemos que além dela conter as duas proposigdes que
fazem parte da prova por indugdo finita temos em sua conclusdo mencao a tal principio. Mais
adiante apresentaremos uma demonstracdo por inducdo finita na qual entendemos que o
estudante age de maneira mecanica.

Com o intuito de exemplificarmos o que ¢ uma prova que explica
apresentamos a seguir alguns exemplos propostos por Hanna (1990) que sdo utilizados para

demonstrar a mesma proposi¢ao. Assim, os outros exemplos sao:
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Figura 2 — Primeiro exemplo de prova explicativa segundo Hanna (1990)
A proof that explains
Gauss's proof is as follows:

& =1+ 2 -+ =]
S =n 4+ (n—l1) 3 + |
15 = (4D + (i) + ...+ (atl) =0 (n+1)
g e B,
o

-

Para a autora essa prova ¢ considerada explicativa, pois utiliza a propriedade
de simetria para a operagao de adig¢do, pois como podemos notar existem duas representagdes
diferentes para indicar a mesma operagdo. Segundo Hanna (1990) essa demonstragdo foi

- 15
realizada por Gauss ~.

Outra maneira de demonstrar a mesma proposi¢ao ¢ utilizando os nimeros
triangulares.

Figura 3 — Segundo exemplo de prova explicativa segundo Hanna (1990)

Segundo a autora a explicacdo ¢ que a soma de S(n) com S(n) resulta em um
quadrado que contém n® pontos, além disso, ha n pontos adicionais ja que os pontos que

formam a diagonal sdo contados duas vezes. Assim, temos que

' Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) matematico alemao
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H':-rz = S(n) = n(n+1)

28(n)=n"+n=98(n)=

A tultima maneira apresentada por Hanna (1990) de provar que a soma dos n
n(n+1)
primeiros numeros naturais positivos ¢ dada por 2, que é também considerada como

uma prova explicativa € representando a soma da seguinte maneira

Figura 4 — Terceiro exemplo de prova explicativa segundo Hanna (1990)

nt+l

| l 1 ] g

-

Os lados dos retangulos sdo dados por n e n+1 respectivamente. Sendo
assim, a area total da figura é dada por n(n+1), porém estamos interessados somente na area
n(n+1)
parcial, isto ¢, apenas na metade da area, temos que esta ¢ dada por 2
Como ja dissemos anteriormente, apresentaremos um exemplo no qual
entendemos se tratar de uma demonstracdo, que utiliza a indugdo finita, ¢ que foi
desenvolvida de maneira mecanica (ou seguindo uma "receita"). Trata-se de verificar se a

292 2 +D(2n+1
5 P(ff]il'—2'+.__+n'=nm )(2n+1) .
proposicao dada por p  Esto exemplo fof retirado de

Domingues e Iezzi (2003), com a seguinte demonstragao
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Figura 5 —Exemplo de uma aplicagdo da indugdo finita como um processo mecanico
(DOMINGUES; IEZZI, 2003)

Para n = 1,
H1+-1)(2-141)
(7]

Suponhamos que seja verdadeira para algum r = 1, isto &, suponhamos que
; 5 rr+1)(2r+1 )
17+22+ .+ 7= { J; ) seja verdadeira.

Entao, paran =r + 1, o primeiro membro da igualdade a ser provada é

o primeiro membro dessa igualdade é 12 = 1 e o segundo

= g: 1. Portanto, a funcdo proposicional é verdadeira para n = 1.

R r‘j'+{r1'-1jli= r{r+1)é2r+1] b (1) = rir H{Er-;ﬂ F6lr+1) p:
(r+1)(2r2+r +6r+6) _ (r+1)(2r* + 7r+6)

6 6

ao passo que o segundo e

(r+1)r+2)2(r+1)+1)  (r+1)(r+202r+ 3)  (r+ 1022+ 7r+6)

6 6 o 6
e, portanto, a funcao proposicional também & verdadeira para n=r + 1. Isso prova

que a igualdade efetivamente vale para todo inteiro n = 1.

Como podemos notar as duas proposicdes que compde a demonstragdo por
indugdo finita sdo desenvolvidas e satisfeitas, mas também ¢ possivel observar que o principio
de indug¢do finita, que ¢ o que garante se tratar de uma proposicdo verdadeira ndo € citado
pelos autores.

Em nossa analise ndo estamos dizendo que a demonstragdo proposta por
Domingues e Iezzi (2003) esta errada, porém entendemos que ela ndo estd completa, ja que
sua esséncia ndo consta na prova. Sendo assim, temos que esta ¢ uma das caracteristicas que
nos permite afirmar que a demonstragao foi desenvolvida como sendo um processo mecanico,
isto €, o que estamos querendo dizer é que o proposito da demonstracdo consistiu em
examinar as duas proposicoes que pertencem a prova por indugao finita.

Além da caracteristica apontada na demonstragdo anterior, encontramos em
algumas provas realizadas por estudantes que participaram das atividades propostas em nossa
sequéncia didatica que alguns deles ndo se preocuparam em verificar a primeira proposi¢ao do

principio de inducao finita, isto €, eles iniciam a prova a partir da segunda proposi¢do. Essa



61

caracteristica fica evidente quando analisamos a demonstragao proposta por E9S2Q1, apesar

de ndo estar correta.

Figura 6 — Solugdo apresentada pelo estudante E9S2Q1

¥ - - . . F 2
Mostre que V' #2 € N, a soma dos » primeiros nimeros impares é dada por 1.
: T

’f

MOED oo

AL L2k I'TJ-L
I

8 ﬁn"’("’- it 1 e TS Tees+ dengl | = N Lgalitiio. _ 2
0 QMRS ARSI b | e Cammieay wilanal ¥ a” AiFw i A0LLD
Po® (o ¥ o+ ..o+ (2l -"Ir ~rlamt3) =mel ) ¢ Abudofurio
. 1R J
] o Sl i I
,~|~=5” + &M+ 3 =M o T
3 Wt L4 = Mt Mk
3 |
@ OmiL) £ Masoouia

E possivel notar a partir dos livros didaticos que analisamos nesta pesquisa,
e em outros, que o principio de indugao finita ¢ composto por duas etapas e os autores desses
livros deixam explicito quais sdo essas etapas.

Notamos que esse estudante ndo se preocupou em verificar se estava
partindo de uma afirmacdo verdadeira ou ndo, por essa razdo também entendemos que
demonstragdes que apresentam essa caracteristica indicam que o estudante agiu de maneira
mecanica, isto ¢, que ele se preocupou em seguir um modelo, porém se esqueceu de um dos

ingredientes.
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CAPITULO 3
ASPECTOS METODOLOGICOS

3.1 NATUREZA DA PESQUISA

Segundo Bogdan e Bliken (1994, p. 47, 48, 49) a investiga¢ao qualitativa
possui cinco caracteristicas, contudo nem todo trabalho qualitativo precisa contemplar todas
elas. Neste trabalho destacamos:

1. A fonte direta de dados € o ambiente natural, constituindo o investigador
0 instrumento principal: a coleta de dados desta pesquisa foi realizada
durante as aulas da disciplina 6MATO019 - Toépicos em Educagio
Matematica II. O estudante-pesquisador juntamente com a professora
responsavel pela disciplina e orientadora deste trabalho, se ocuparam
com os registros e a coleta dos dados que ocorreram durante as
atividades.

2. A investigacdo qualitativa é descritiva: no processo de coleta de dados
buscamos descrever as agdes produzidas pelos estudantes durante a
realizacdo das atividades, dessa maneira buscamos transformar os dados
originais provenientes das observagdes de campo.

3. Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos: os sujeitos desta pesquisa
foram os estudantes matriculados na disciplina 6MATO019. Assim, o
processo no qual estamos interessados ¢ analisar por meio de uma
sequéncia didatica, que trabalha com a indugdo finita via axiomas de
Peano, se os estudantes compreenderiam a diferenca entre o método de
inducdo empirica e de inducdo finita, bem como, esta Ulltima como uma

demonstracdo formal e ndo somente como um processo mecanico.

3.2 CONTEXTO DA PESQUISA

Com o intuito de compreendermos como os estudantes entendem a inducao
finita, contetido exclusivamente matematico, utilizamos os conceitos que pertencem a Teoria
das Situacoes Didaticas, que segundo Freitas (1999), possibilita compreender o fenomeno da

aprendizagem matematica.
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A teoria das situagdes didaticas ¢ um modelo proposto por Guy Brousseau
durante a década de 80, onde se busca criar um ambiente de intera¢do entre o estudante e o
saber no qual deve-se desenvolver a aprendizagem segundo Almouloud (2007). Nesta teoria o

estudante ¢ denominado "o aprendiz" e este se relaciona com o saber por meio do ambiente

161

denominado "meio °" no qual a aprendizagem deve ocorrer.

Para Almouloud (2007)

r

O objetivo da teoria das situagdes ¢é caracterizar um processo de
aprendizagem por uma série de situagdes reprodutiveis, conduzindo
frequentemente a modificacdo de um conjunto de comportamentos dos
alunos. Essa modificacdo ¢ caracteristica da aquisicdo de um determinado
conjunto de conhecimentos, da ocorréncia de uma aprendizagem
significativa. (ALMOULOUD, 2007, p. 32)

Ainda temos que:

Essa teoria representa uma referéncia para o processo de aprendizagem
matematica em sala de aula envolvendo professor, aluno e conhecimento
matematico. Trata-se de um referencial para a educagdo matematica que, por
um lado, valoriza os conhecimentos mobilizados pelo aluno e seu
envolvimento na constru¢do do saber matematico e, por outro, valoriza o
trabalho do professor, que consiste, fundamentalmente, em criar condigdes
suficientes para que o aluno se aproprie de conteudos matematicos
especificos. (FREITAS, 1999, p. 78)

Em nossa pesquisa propiciamos aos estudantes uma situagdo didatica'’,
sobre o principio de inducdo finita, isto ¢, a partir das interagcdes deles com os problemas
propostos, nosso intuito foi possibilitar a constru¢do do conhecimento e promover um
ambiente onde os mesmos pudessem redescobrir seu conhecimento sobre a indugdo finita.

Isso por que

O significado do saber matematico escolar, para o estudante, ¢ fortemente
influenciado pela forma didatica pela qual o contetido lhe é apresentado. O
envolvimento do aluno dependera da estruturagdo das diferentes atividades
de aprendizagem através de uma situacao didatica. Existira uma situagdo
didatica sempre que ficar caracterizada uma intengdo, do professor, de
possibilitar ao aluno a aprendizagem de um determinado contetdo.
(FREITAS, 1999, p. 80)

' Traducéo de milieu é onde acontecem as intera¢des do estudante.
7 Ocorre sempre que o professor deseja promover aprendizagem ao estudante.
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Com relacao a nossa pesquisa, os estudantes que participaram das atividades
propostas ja haviam estudado a indugdo finita em outras disciplinas do curso, como por
exemplo, em 6MATO007 - Elementos de Matematica. Dessa forma, os sujeitos dessa pesquisa
j& possuiam nogdes acerca do nosso objeto de estudo. Tais nogdes presentes nos estudantes
vieram dos livros didaticos utilizados por eles ou pela forma com que os professores das

disciplinas anteriores abordaram o assunto.

3.3 A ENGENHARIA DIDATICA

A metodologia utilizada nesta pesquisa foi a engenharia didatica, pois
segundo Machado (1999), "essa metodologia se constituiu com a finalidade de analisar as
situagdes didaticas objetos de estudo da Didatica da Matematica." Dessa forma, a engenharia
didatica complementa a teoria das situagdes didaticas.

Segundo Almouloud (2008), a engenharia didatica ¢ um recurso
metodoldgico utilizado em pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem de
um certo conceito. As nogdes da engenharia didatica nasceram durante a década de 80 com
enfoque na didatica francesa. Este tipo de pesquisa se diferencia das demais, como, por
exemplo, a analise de caso ou registro de representagao semiotica devido as etapas de andlise
e validacdo dos dados, que sdo realizadas internamente ao processo, ou seja, ¢ por meio da
comparag¢do entre a andlise a priori e a analise a posteriori que ¢ possivel validar a pesquisa.

Para Sarrazy (1995, p. 10) a engenharia didatica ¢ o "meio de agdo sobre o
sistema de ensino, bem como uma metodologia de pesquisa." Farfan Marquez (apud
D'AMORE, 2007, p. 118) entende que, "a engenharia didatica se constitui como uma
metodologia de pesquisa que se aplica tanto aos produtos de ensino baseados ou derivados
dela propria; bem como metodologia de pesquisa para guiar as experimentagdes em classe." O
conceito de engenharia didatica para Artigue (1996) ¢ de uma metodologia de investigagao,
caracterizada por um esquema experimental baseado em realizagdes didaticas na sala de aula.

Pais (2002, p. 105) acredita que o termo técnica de pesquisa € mais
apropriado para caracterizar a engenharia didatica, e justifica, "Mesmo que essa possa ser uma
diferenca secundaria, ndo ¢ bem assim, pois o debate metodologico ¢ fundamental para
garantir a validagdo da pesquisa."

Neste trabalho adotamos, como perspectiva para engenharia didatica, uma
"metodologia de investigacdo", ja que o objetivo ¢ verificar por meio de uma sequéncia

didatica, que trabalha com a inducdo finita via axiomas de Peano, se os estudantes
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compreenderiam a diferenga entre a inducdo empirica € a indugdo finita, bem como, esta
ultima como uma demonstragao formal e ndo somente como um processo mecanico. Segundo
Pais (2002, p. 99), "Uma das vantagens dessa forma de conduzir a pesquisa didatica decorre
dessa sua dupla ancoragem, interligando o plano tedrico da racionalidade ao territorio
experimental da pratica educativa."

Segundo Artigue (1996) os conceitos da engenharia didatica emergiram em

meados da década de 1980 e podem ser comparados ao trabalho de um engenheiro, onde:

para realizar um projecto preciso, se apoia nos conhecimentos cientificos de
seu dominio, aceita submeter-se a um controlo de tipo cientifico mas, ao
mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objectos muito mais
complexos do que os objectos depurados da ciéncia, e portanto a estudar de
uma forma pratica, com todos os meios ao seu alcance, problemas que a
ciéncia ndo quer ou ainda ndo é capaz de se encarregar (ARTIGUE, 1996, p.
193)

D'Amore (2007, p. 229) compreende a expressao engenharia didatica como
"[...] o estudo conduzido de maneira cientifica (ou pelo menos racional) do fendmeno
didatico; a colocagdo em evidéncia de uma realizagdo didatica concreta, como atividade de
investigagdo para verificar as construgdes tedricas."

A seguir apresentamos as etapas da engenharia didatica juntamente com a

respectiva descri¢do:

3.3.1 Analises Preliminares

Nesta fase do projeto o objetivo ¢ identificar quais sdo os problemas de
ensino e aprendizagem de um determinado objeto de estudo, ou seja, consiste em definir o
fenomeno a ser estudado. Para isso, o pesquisador procura fazer inferéncias e levantar
hipéteses com o intuito de compreender a realidade na qual o problema estd inserido. Pais
(2002) aponta que a compreensdo inicial da realidade nem sempre ¢ percebida pelo
pesquisador devido & sua complexidade. Assim, esse autor recomenda que se faca uma

descri¢do das principais caracteristicas do problema.
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3.3.2 Concepgao e Analise a Priori:

Esta fase da engenharia didatica compreende a construgdo das situacdes-
problema e uma andlise a priori, que tem por finalidade responder a(s) questdo(des) e validar
as hipdteses que foram levantadas nas analises preliminares.

Para Almouloud (2008), na analise a priori, deve-se:

- descrever as escolhas das variaveis locais ¢ as caracteristicas da situagao

adidatica a ser desenvolvida;

- analisar a importancia da situacdo para o estudante e, em particular, em
funcdo das possibilidades de agdes, escolhas para a construgao de
estratégias, tomadas de decisdes, controle e validagdo que o estudante
terd. As agdes do estudante sdo vistas no funcionamento, quase isolado,
do professor, que, sendo o mediador no processo, organiza a situagdo de
aprendizagem de forma a tornar o estudante responsavel por sua
aprendizagem;

- prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a andlise feita
permite controlé-los, assegurando que os comportamentos esperados, se
e quando eles intervém, resultem do desenvolvimento do conhecimento
visado pela aprendizagem.

Este mesmo autor ressalta que a analise a priori de situagdes-problema ¢
composta por duas fases, uma analise matematica e uma andlise didatica, nas quais se
procuram as seguintes caracteristicas: (a) Analise matematica: busca identificar os métodos
e/ou estratégias de resolucdo de cada situacdo-problema de forma a evidenciar os saberes
matematicos envolvidos e (b) Analise didatica: deve ser feita considerando os seguintes
aspectos: analise da pertinéncia das situagdes propostas, em relagdo ao saber matematico em
questdo e em relagdo aos saberes anteriormente adquiridos; identificar as variaveis de
comando da situacdo e escolher aquelas necessdrias para o estudo; estudar a consisténcia das
situacdes, isto €, verificar se as variaveis escolhidas ndo possibilitam que os estudantes
construam conhecimentos incompativeis; previsdo e andlise das dificuldades que os
estudantes podem enfrentar na resolugdo de cada atividade; identificar os novos
conhecimentos e/ou métodos de resolucdo que os estudantes podem adquirir; prever os

saberes/conhecimentos e ou métodos de resolugdo de problemas que serdo institucionalizados.
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3.3.3 Experimentagao

E considerada uma fase classica da engenharia didatica segundo Almouloud
(2007). A experimentacdao de acordo com Pais (2002, p. 102) "¢ também uma etapa de suma
importancia para garantir a proximidade dos resultados praticos com a analise tedrica."

E nessa fase que aplicamos a sequéncia didatica construida, corrigindo-a se
necessario. Isso implica em um retorno a andlise a priori € em um processo de

complementacdo de acordo com Almouloud (2008).

3.3.4 Analise a Posteriori e Validag¢ao

Ap0s a fase de experimentagdo tem-se a andlise a posteriori de uma sessdo,
a qual € constituida por um conjunto de resultados coletados com o intuito de contribuir para a
melhoria dos conhecimentos didaticos que se tém sobre as condi¢cdes do saber em questao
segundo Almouloud (2007). O mesmo autor ainda acrescenta que a analise a posteriori "[...]
ndo ¢ cronica da classe, mas uma analise feita a luz da andlise a priori, dos fundamentos
teoricos, das hipoteses e da problematica da pesquisa." Essa fase da pesquisa, segundo
Almouloud (2007, p. 177), ainda supde que:

- a etapa da observacao foi preparada por uma andlise a priori conhecida do

observador;

- 0s objetivos da observagdo foram delimitados por ferramentas apropriadas,

e estruturados também pela analise a priori.

Segundo Almouloud (2007, p. 177) a analise a posteriori "depende das
ferramentas técnicas (material didatico, video) ou tedricas (teoria das situagdes, contrato
didatico, etc.) utilizadas com as quais se coletam os dados, que permitirdo a constru¢do dos
protocolos de pesquisa". As sessdes devem ser analisadas de forma rigorosa pelo pesquisador
afim de que os resultados obtidos sejam confrontados com a analise a priori.

Almouloud (2008, p. 68) diz que a validagdo consiste em "relacionar as
observagdes com os objetivos definidos a priori e estimar a reprodutibilidade e a regularidade
dos fendmenos didaticos identificados." E complementando, temos segundo Pais (2002, p.
103), o processo de validagdo "¢ uma etapa onde a vigilancia deve ser ampliada, pois se trata
de garantir a esséncia do carater cientifico."

Assim, no campo didatico, temos que a metodologia da engenharia didatica

contempla aspectos tedricos e experimentais de tal maneira que eles se complementam.
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Nesse sentido, pelo fato de interligar o aspecto cientifico com a pratica
pedagodgica, a técnica da engenharia didatica esta inserida na defesa desse
pressuposto. A partir dessa posi¢ado, toda racionalizagdo deve ser submetida a
uma verificagdo experimental, e analogamente toda a experiéncia deve ser
submetida a uma analise racional. (PAIS, 2002, p. 104)

Portanto, assumindo engenharia didatica como uma metodologia de
investigacdo, que possui seus registros fundamentados em estudos de casos temos que, a
validacao da pesquisa ¢ dada internamente a essa metodologia, isto €, a validagao da pesquisa
estd apoiada na comparacdo da andlise a priori e da andlise a posteriori levando em
consideracdo o contexto em que foi aplicada a sequéncia didatica.

Na sess@o seguinte, tratamos das analises preliminares com o foco sobre o

nosso objeto de estudo, qual seja inducao finita.
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CAPITULO 4
ANALISE PRELIMINAR

4.1 O FENOMENO

O fendmeno que estamos interessados em analisar nesta pesquisa consiste
em identificar qual(is) entendimento(s) alguns estudantes de um curso de licenciatura em
Matematica possui(em) acerca do objeto matematico indugao finita.

Dessa forma, entendemos que os estudantes ao demonstrarem proposicoes
que envolvem o principio de indugdo finita, tomam como referéncia alguns exemplos e/ou
exercicios que estdo resolvidos em algum livro didatico ou que foram solucionados por algum
professor. Assim, quando eles percebem que para provar determinada proposi¢do deve ser
empregada a demonstragdo por inducao finita logo realizam a demonstracdo seguindo os
exemplos j& conhecidos. Para nds, tal fato caracteriza a aplicacdo da demonstragdo por
inducdo finita como um processo mecanico, no qual o objetivo do estudante ¢ realizar a prova
tomando como referéncia os exemplos ou exercicios ja resolvidos. Ao agirem com esse intuito
¢ possivel notar que nao ha uma reflexdo sobre o que significa a proposicao que estdao
provando, mas sim o interesse em resolver o problema.

Assim, com o objetivo de levantar problemas referentes ao tema do nosso
trabalho e propormos uma possibilidade de abordar a indugdo finita, destacamos nas sessoes

seguintes as analises preliminares e a construgdo da sequéncia didatica.

4.2 ANALISES PRELIMINARES

Nesta etapa da pesquisa levantamos hipdteses sobre os problemas relativos
ao ensino do objeto matematico indugdo finita, ou seja, submeteremos as primeiras
constatacdes a uma analise inicial da realidade sobre a qual a experiéncia matematica sera
realizada.

Na busca de hipoteses, escolhemos como varidvel macro-didatica (ou
global), a no¢d@o que os estudantes possuem sobre o objeto matematico inducao finita, isto ¢, a
abordagem que ¢ dada pelos estudantes sobre tal conceito. Esta escolha nos permite analisar
as consideragoes dos estudantes sobre a indu¢do finita, isto ¢, como eles entendem,

interpretam e aplicam a indugdo finita como um método, ou seja, usam a indugao finita como
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um processo mecanico. Para isso tomamos como referéncia os trabalhos desenvolvidos por
Palis (2001), Cury et al (2002), Savioli (2007) e Souza e Miranda (2007).

Alguns dos métodos de demonstracdo que encontramos na Matematica sdo,
como ja colocamos anteriormente, segundo Carnielli e Epstein (2006), prova direta, prova por
contrapositiva, prova por contradi¢gdo e prova por inducdo matematica. Dessa forma, em
qualquer atividade matematica que envolva o emprego de provas e demonstracdes os
estudantes devem indicar o raciocinio empregado explicando e explicitando os procedimentos
adotados, a fim de justificar sua resolugdo. Assim, afirmam Davis e Hersh (1985, p. 32), a
demonstragdo ¢ "a metodologia pela qual a hipétese conduz a conclusao."”

Palis (2001) observa, em seu trabalho, que tanto na graduagdo quanto na
pos-graduacdo os estudantes apresentam dificuldades em redigir uma demonstracdo usando a
inducdo finita. Considerando a inducdo finita uma demonstracdo formal, ¢ relevante que
busquemos mais do que a mera aplicagdo de "um método" para demonstrar proposi¢des ou
teoremas. A indugao finita, segundo Lima (2006, p. 33), "¢ uma forma sagaz e operacional de
dizer que qualquer nimero natural n pode ser alcangado se partirmos de 1 e repetirmos
suficientemente a operagdo de tomar o sucessor de um niimero." Nesta mesma perspectiva
Singh (2005, p. 219) diz: "A prova por indugdo ¢ uma forma poderosa de demonstracdo
porqué permite a0 matematico provar que uma declaracao ¢ valida para certo nimero infinito
de casos, demonstrando apenas um tnico caso."

Com relagdo ao ensino habitual da inducdo finita Palis (2001) apresenta um
levantamento das dificuldades encontradas pelos estudantes. A primeira dessas dificuldades ¢
com relagdo a analogia que eles fazem a partir do termo inducao, dessa forma a autora aponta
a necessidade de distinguir a palavra indugdo que estd presente tanto na denomina¢do método
de indugdo empirica quanto no método de demonstracao por indugdo finita. Segundo a autora
e como ja comentamos anteriormente ¢ comum os estudantes utilizarem a verificagdo de

alguns casos para demonstrarem certa proposi¢ao P,

A argumentagdo empregada por um aluno para se convencer ou convencer os
outros da veracidade de uma opera¢do quantificada como (v n) P(n) pode se
restringir a mostrar que algumas instanciagdes da proposicdo P sdo
verdadeiras, isto ¢, que P(n) é verdadeira para alguns valores especificos de
n. (PALIS, 2001, s/p)

Outro problema levantado por Palis (2001, s/p) ¢ com rela¢do a necessidade
de verificar os dois passos na indugdo finita. A autora relata que: "Uma interpretag¢do incorreta

freqiiente do Principio de Inducdo Matematica consiste em considerar que uma das suas
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componentes nao ¢ de fato essencial, em particular a que estabelece a base de indugdo." Isso
quer dizer que os estudantes nao conseguem perceber a importancia em verificar a validade de
uma proposi¢do para o menor valor possivel. Souza e Miranda (2007) apresentam em seu
trabalho uma questdo na qual os estudantes deveriam verificar o erro cometido em uma
demonstragdo por inducdo finita. O enunciado do problema é: "analise a demonstra¢do por
Inducao abaixo. Qual o erro cometido? Registre as suas analises e conclusdes. Prove
Pi)=1+2+3+ +n=0FD

8 Nesta atividade os autores apresentam uma solucao
para este problema na qual os estudantes devem analisar. A atividade foi realizada por 18
estudantes dos quais 6, isto €, pouco mais de 30% encontraram o erro.

J& o terceiro problema relativo ao ensino da indugdo finita apresentado por
Palis (2001, s/p) ¢ quanto a diversidade de ideias que permeiam o conceito de indug¢do finita.
A autora afirma que "A presenga de multiplas implicacdes e quantificagdes reveste esse
principio de uma complexidade 16gica com a qual os estudantes ndo estdo acostumados a lidar
quando se deparam pela primeira vez com seu estudo." Algumas das implicagdes que
permeiam o conceito de indugdo sdo segundo Palis (2001): o conceito de prova, o conceito de
quantificador existencial e universal, o conceito de relacao de recorréncia dentre outros.

Sendo a indugdo finita mais do que uma simples "técnica" ou "método" de
prova ¢ importante que os estudantes notem e reflitam sobre a importancia deste assunto.
Dessa forma Savioli (2007) propde que os estudantes vivenciem uma experiéncia matematica,
isto ¢, realizacdo de atividades nas quais os mesmos, a partir de certos problemas, fagam
conjecturas e desenvolvam a demonstracdo. Assim, uma possibilidade de abordar a indugdo

finita de maneira alternativa seria

[...] apresentar a inducdo finita via axiomas de Peano, pois se acredita que
esta forma facilita a compreensdo da mesma e deixa clara para o estudante a
estrutura do método, isto é, mostra a importancia das condigdes a ¢ b para a
conclusdo de que P(n) é verdadeira para qualquer n natural. (SAVIOLI,
2007, p. 45)

Dessa maneira entendemos que a primeira caracteristica que deve ficar
evidente durante a exposi¢ao do tema inducao finita ¢ que este decorre de um dos axiomas de
Peano, ou do Principio da Boa Ordem. Um tratamento dado ao principio de indug¢ao finita, por
alguns autores de livros didaticos como, por exemplo, Domingues e Iezzi (1982) ¢ que este
assunto ¢ abordado como um processo mecanico, ou seja, um algoritmo, levando o estudante

a acreditar ser suficiente provar apenas as duas propriedades do teorema sem relaciona-las
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com o mesmoou com a indugdo finita. E essa a ideia que entenderemos como processo
mecanico, ou seja, o estudante provar apenas as duas propriedades que compde o principio de
inducao finita.

Assim, tomando os apontamentos anteriores, temos que € necessario que
ocorra uma reflexdo sobre o objeto matematico inducdo finita, ou seja, uma reflexdo que
contemple outras perspectivas sobre o tema, como os numeros figurados na Historia da
Matematica. Desse modo, as féormulas propostas nos exercicios dos livros didaticos poderiam
fazer mais sentido aos estudantes. Assim, concordamos com Savioli (2007, p. 45) que
"Considerando a indug¢do finita como um método, precisa-se estuda-lo e analisa-lo para que
sua aplicacao nao fique restrita as formulas que os alunos ndo tém idéia de onde vieram."

As metodologias de investigacdo matematica e resolu¢do de problemas
também oferecem uma nova perspectiva para a discussdo e desenvolvimento do objeto
matematico indugdo finita. Polya (1975) diz que a utilizagdo de tais metodologias requer que
o professor proponha aos estudantes problemas que se oponham aos exercicios repetitivos,
isto ¢é, ¢ preciso que o professor desafie a curiosidade dos estudantes, proponha problemas
compativeis com seu desenvolvimento intelectual e que crie condi¢des para que eles cheguem
a conclusdo. Essa perspectiva dada por Polya (1975) vai de encontro a tipica aula de
matematica, onde o professor passa para a lousa aquilo que ele julga importante e o estudante
copia, seguindo uma repeticao de exercicios.

Com relacdo a abordagem da indugdo finita apresentada pelos livros
didaticos'® seria interessante que seus autores enfatizassem ndo s6 a parte tedrica deste tema,
mas adotassem, como sugestdo, as perspectivas sugeridas por Polya (1975). Tais autores
poderiam destacar pelo menos o contetido histérico a fim de contextualizar os problemas
presentes no livro e ndo apenas deixar um enunciado do tipo, "demonstre por inducao",
seguido de vdrios itens com formulas a serem demonstradas sem ao menos apontar outras
discussodes. Contudo, acreditamos, que a apresentacdo de alguns aspectos historicos ndo ¢
suficiente para que a abordagem e a aplicagc@o da inducdo finita deixe de ser empregada como
um processo mecanico.

Complementando a analise relativa aos problemas do ensino da inducdo
finita, realizamos a partir da bibliografia indicada pelos professores das disciplinas 6MAT007
e 6MATO015 dos anos de 2006, 2007 e 2008 e procuramos aqueles que evidenciavam o

tratamento do assunto indug¢do finita, encontrando

18 Domingues e lezzi (1982) e Geronimo e Franco (2002)
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DOMINGUES, H. H.; IEZZI, G. Algebra moderna. Sio Paulo: Atual,

1982.

GERONIMO, J. G; FRANCO, V. S. Fundamentos de matematica.

Maringé: Eduem, 2002.

No livro de Domingues ¢ lezzi (1982) a indugdo finita ¢ abordada no
capitulo 0 onde os autores iniciam uma exposi¢do sobre o conjunto dos numeros inteiros. A
sessdo referente a inducdo finita inicia-se apds apresentarem o principio do menor inteiro.
Outra caracteristica que notamos ao analisar este livro € que os autores se reportam a indugao
finita utilizando apenas o termo indugdo. Além disso, Domingues ¢ lezzi (1982) formulam a

indugdo finita do seguinte modo:

Figura 7 — Enunciado do 1° principio de indugdo (DOMINGUES; IEZZI, 1982, p. 3)

“Dado a € Z, suponhamos que a cada inteiro n = a esteja associada uma afir-

magdo P(n). Entdo, P(n) serd verdadeira para todo n = a desde que seja possivel
provar o seguinte:

(i}  Pla) é verdadeira;
(i) Se P(r) é verdadeira parar = a, entdo P(r+ 1} também é verdadeira.”’

O enunciado anterior se refere ao que os autores denominam de primeiro
principio de indug¢do. O enunciado abaixo os autores chamam de segundo principio de

inducdo, e ¢ apresentado aos leitores do seguinte modo:

Figura 8 — Enunciado do 2° principio de indugdo (DOMINGUES; IEZZI, 1982, p. 3)
Segundo principio de inducdo

“Dado a € Z, suponhamos que a cada inteiro n = a esteja associada uma
afirmacao P{n}. Entdo P(n) sera verdadeira para todo n = a, desde que seja possivel
provar o seguinte:

(i) Pla) é verdadeira;
(i)  Dado r > a, se P{k) é verdadeira para todo k tal que a < k < r, entio
P(r) & verdadeira.”

Os autores demonstram, neste livro, apenas o segundo principio de indugdo.

A demonstracdo tem como ponto de partida o principio do menor niimero inteiro. Além das
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caracteristicas ja apresentadas, neste livro ha apenas um unico exemplo da utilizagdo desse

principio. O exemplo apresentado pelos autores é: "Provar que 1+ 7= 2", 7n =0." Todo o
contedo da inducdo finita ¢ apresentado em apenas uma pagina e os autores retornam ao
assunto apenas nos exercicios do final do capitulo. O primeiro exercicio ja trata da indugao
finita, ¢ é enunciado da seguinte maneira: "Prove por indugdo:" E composto por oito itens que
envolvem proposicoes referentes a somas infinitas, desigualdades, multiplos e divisores e
algumas propriedades dos niimeros inteiros.

E possivel notar durante a formulagdo da indugdo finita deste livro que os
autores, como ja dissemos anteriormente de maneira geral, ndo levam em consideragao
aspectos referentes a resolucao de problemas nem sobre investigagdo matematica. Evidenciam
nos exercicios propostos que os estudantes deverdao soluciona-los por meio da indugdo finita.
Nao ha, portanto, aspectos referentes a histéria da matematica, nem sobre os axiomas de
Peano.

As formulagdes da indugdo finita apresentadas pelos autores anteriormente,
ou formulagdes semelhantes a elas sdo, segundo Palis (2001), inadequadas do ponto de vista
pedagdgico a estudantes iniciantes, isso porque para tais estudantes ¢ interessante iniciar
indugdo finita a partir de np = 0 ou Ny = 1 e apds essa apresentacdo dizer que Ny pode assumir
qualquer valor em N. Para a autora o problema de apresentar a inducdo finita dessa forma
consiste na escrita (redagdo) apresentada. Além disso, Palis (2001) observa que ha livros
didaticos com formulagdes mais discursivas podendo ser mais adequadas ao inicio da
aprendizagem da indugdo finita, como exemplo a autora cita Lima (1992).

Ja no livro de Geronimo e Franco (2002) a abordagem do principio de
indugdo finita ¢ feita no capitulo dois, que tem como titulo ldgica. Pertencem a este capitulo
0s seguintes topicos: proposicdes, tabelas-verdade, inferéncia e equivaléncia logica,
quantificadores e método dedutivo. O principio de inducdo finita se localiza na sessdo método
dedutivo. Os autores introduzem a sessao sobre indugao finita a partir de uma breve discussao
sobre os métodos dedutivos e indutivos. Diferentemente da abordagem do livro anterior,
Geronimo e Franco (2002) introduzem o assunto a partir de um exemplo, onde os leitores
devem avaliar uma proposi¢do referente a determinacao de niimeros primos. A proposicao é:
P(n) = n* + n + 41. Os autores produzem uma tabela com valores de n a partir de 0 até
alcancar 40, e fazem uma observagao dizendo que somos fortemente induzidos a dizer que
P(n) ¢ um numero primo para todo natural n. Porém, os autores mostram que P(41) ¢ um

contraexemplo da proposi¢do anterior, e isto quer dizer que trata-se de uma proposicao falsa.
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Geronimo e Franco (2002) concluem o exemplo dizendo que: "este exemplo mostra que o
raciocinio indutivo em matematica nem sempre nos conduz a um argumento valido."

Apobs a conclusdo do exemplo anterior os autores continuam a sessao

analisando um novo exemplo, agora referente a seguinte proposigdo: P = 1+2+3+ .

:rz(n‘—l)

R seguir sdo apresentados ao leitor alguns exemplos de que a féormula anterior ¢

+ R

verdadeira, porém os autores fazem um alerta quanto ao uso do raciocinio indutivo neste
exemplo e dizem que nunca podemos afirmar que tal proposi¢do ¢ verdadeira a partir de
alguns testes. Apds esse alerta, Geronimo e Franco (2002) demonstram que a veracidade da
proposicdo usando o raciocinio dedutivo e o artificio utilizado para demonstrar esta
proposi¢do consiste em somar k +1 a ambos os lados da igualdade, ja que para n = 1 a
proposicao ¢ verdadeira. Os autores associam a demonstracdo ao efeito domind. Assim, ao
término desse exemplo encontramos a seguinte afirmacdo: "A matematica ndo ¢ um jogo de
pedras e devemos garantir que estas duas propriedades sdo suficientes para garantir que P(n) é
verdadeira em todo o conjunto dos nimeros naturais, pois lembre-se que em matematica o que
vale, precisa passar por um raciocinio dedutivo." Geronimo e Franco (2002, p. 48).

Depois de discutir esses dois exemplos ¢ que Geronimo e Franco (2002)
enunciam o principio de indu¢do finita em forma de teorema. A primeira formulag¢do ¢ dada

por:

Figura 9 — Enunciado do 1° principio de indugdo finita (GERONIMO; FRANCO, 2002, p.
48)

Teorema 2.21 (1" Principio de Inducdo Finita) : Seja P(n) uma
proposicao aberta envolvendo um nimero natural n e suponha que:

a) P(ny) € verdadeira para algum n, € IN;
b) (¥ k € IN, k = ng)[P(k) = P(k + 1)}

Entdo P(n) é verdadeiro para todo niimero natural n maior ou
igual a n,.

O

Apos esta formulacdo os autores explicam que para utilizar tal teorema ¢

preciso verificar as condi¢des a) € b). A condi¢do a) verifica a validade da proposicao para o
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menor dos casos possiveis enquanto que a condi¢ao b) ¢ um teorema auxiliar que tem como
hipotese P(k) verdadeira ¢ tese P(k+1). Além disso, Geronimo e Franco (2002, p. 48)
apresentam a seguinte observagdo: "O nome principio da indugdo finita ndo é apropriado,
pois como se pode observar, este método ¢ sem diivida nenhuma baseado no método dedutivo.
Contudo, a similaridade do método com o raciocinio indutivo serviu como inspiragdo para
este nome."

Os autores fornecem mais um exemplo e fazem a segunda formulacdo do

principio de inducao finita,

Figura 10 — Enunciado do 2° principio de indu¢ao finita (GERONIMO; FRANCO, 2002, p.
49)

Teorema 2.22 (2° Prihci’pia} de Indugdo Finita) : Seja P(n) uma
proposicao aberta envolvendo um nimero natural n e suponha que;
a) P(ny) € verdadeira para algum n; € IN;
b (V k € IN, k = ng)((P(r) A (ng <1 < k)) = P(K)).

Entdo P(n) € verdadeiro para todo nimero natural n maior ou
igual a n,.

U

Segundo Palis (2001) os dois principios de indugao finita sdo enunciados de
forma a contribuir com a aprendizagem do estudante iniciante no assunto.

Apos esta formulagdo, os autores apresentam outro exemplo complementar
e a seguir inicia-se a lista de exercicios do capitulo. Com relacdo aos exercicios sobre o
principio de inducdo finita, os autores deixam a cargo dos leitores doze exercicios, que
envolvem somas infinitas, desigualdades e funcao recursiva, além da formula do binomio.

Apesar de ndo conter citagdes historias a respeito da indugdo finita € nem
sobre os axiomas de Peano os autores apresentam diversos comentarios como, por exemplo, a
diferenga entre o raciocinio dedutivo e o raciocinio indutivo e alertam os leitores que apesar
de se chamar principio de indugdo finita a base da demonstragao ¢ um método dedutivo. No
livro de Gerdnimo e Franco (2002) apesar de haver varios comentarios ndo ha a demonstracao
dos teoremas de indugao finita.

Com relagao a abordagem da indugdo finita no Ensino Médio ha:
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[...] uma tendéncia de ampliagdo de sua presen¢a no ensino pré-universitario,
muitos professores de ensino médio t€ém ainda muito pouco contato com ela,
em particular ndo tiveram a oportunidade de explorar as potencialidades da
inducdo matematica durante a sua graduacdo e véem o Principio da Indugio
Matematica somente como um método para provar certas formulas de somas
de n termos de uma seqiiéncia (PALIS, 2001, s/p)

Complementando a perspectiva anterior, encontramos na introdugdo de
algumas notas de aula sobre este tema, para estudantes que participam da Olimpiada
Brasileira de Matematica de Escolas Publicas (OBMEP), a seguinte colocacdo de Hefez
(2008, p. 5), quando perguntado sobre quais temas deveriam compor o curriculo de
Matemética do Ensino Médio: "E com o conceito de Indugdo que se estabelece o primeiro
contato com a nocdo de infinito em Matematica, e por isso ele ¢ muito importante; porém, &,
ao mesmo tempo, sutil e delicado." Além da posicao de Hefez (2008), notamos que a indugao
finita pode ser abordada no Ensino Médio para demonstrar proposi¢des como, por exemplo,
as formulas relacionadas as Progressdes Aritmética e Geométrica, as propriedades do
Triangulo de Pascal, além de algumas férmulas da Geometria Euclidiana plana. Apesar de nao
constar oficialmente como um dos topicos abordados no Ensino Médio, segundo os
parametros curriculares nacionais, o principio de inducdo finita ¢ contemplado em
vestibulares como, por exemplo, da Universidade Estadual de Maringd - UEM e da
Universidade Estadual Paulista "Julio Mesquita Filho" - UNESP, conforme consta nos
manuais do candidato dos vestibulares de inverno 2009. Apesar de ndo ser contemplado nos
parametros curriculares nacionais brasileiro a indugao finita ¢ abordada no ensino médio norte
americano, como aponta Palis (2001). Esse fato segundo a autora se deve a utilizagdo de
métodos recursivos e interativos com maior frequéncia.

Embora o contetudo referente a indugdo finita ndo pertencer oficialmente ao
programa do Ensino Médio brasileiro ¢ possivel notar que ha materiais, como por exemplo,
apostilas do Anglo, do Objetivo e do Etapa que abordam esse contetido. Analisando esses
materiais foi possivel concluir que a inducdo finita é apresentada de forma sucinta sem
qualquer meng¢ao aos axiomas de Peano ou ao Principio da Boa Ordenacao. Além disso, tais
apostilas tratam a inducgdo finita como um processo mecanico a ser desenvolvido, isto &,
mostram a prova por inducdo finita. Tal afirmacdo se baseia no material disponivel a
estudantes que cursam a 3a série do Ensino Médio ou curso pré-vestibular que utilizam o

sistema Etapa de ensino.
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Figura 11 — Enunciado da demonstragdo por indu¢ao finita do sistema Etapa (ETAPA, 2009,
p. 144)

'*F-'.
i Principio da indugdo finita

Seja M) uma sentenca aberta na varidvel n e 7

Ba:

al Pmil é verdadeira;

L) pars todo inteiro &, se & = me Pkl ¢ verdadeira, entio Pik + 106 verdadoira,
entido Pln)d verdadeira para todo i =

Exemplo:

Demonstrar que para todo naturaln 2 L1+ 3£ 54 .. + (%0 — 1) = ne,

Solugdo:

A propriedade 1 + 8+ 5+ ... +(2n - 1) = n*, a qual nos referiremos como P(n), & verdadei-

raparan = 1, poisl = 12 é verdadeira,
Suponhamos que a propriedade ¢ vilida para k (hipitese de indugio) o mostremos gue & vi-
lida para k + 1, isto 6

Lt 3eb+ o +(2h=1)= k2 = 14305+ . +(B+1]=(hep
*ara isso, somemos 2k +1 a ambog 08 membros de 1+ 3+ 5+ . + (2% =11 = £, Temos
143456+ ... #(2k—1)+(2k+ 1) = % + (2 + 1}, Como para todo &, &2 + (2% + 1) = (& 4 17

temoz 1+ 34 8+ ... + (28 +1) =k + 1~ Pelo prineipic da inducdo finita, a propriedade
Fin)é valida para todo natural m = L

Ja no sistema Anglo de ensino, que também trata do assunto no material
disponivel aos estudantes que cursam a 3 série do Ensino Médio e pré-vestibular, a prova por
inducdo finita é apresentada de modo diferente. Neste material, como veremos a seguir, antes
dos autores apresentarem a demonstracao por inducao finita eles iniciam o capitulo discutindo
como seria possivel desenvolver a prova para a seguinte proposigdo, P = 2" > n?, para todo
inteiro positivo n. E possivel que os autores utilizem tal exemplo com o intuito de diferenciar
a indugdo finita da indugdo empirica. Apesar dos autores ndo mencionarem os axiomas de

Peano nesse material ha algumas observagdes com relagao a demonstragdo por inducao finita.
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Figura 12 —Enunciado da demonstragdo por indugéo finita do sistema Anglo (ANGLO, 2002,
p. 41)

Inducao finita

1 - INDUCAO MATEMATICA

Como exemplo inicial, vamos considerar a
proposicdo P = “2" > n?, para todo inteiro
positivo n”.

Vejamos:

2! > 12 (verdadeira)
2% > 22 (falsa)
24 > 32 (falsa)
21> 42 (falsa)
25 > 52 (verdadeira)
28 > 62 (verdadeira)

Como se vé, a proposigao P é FALSA,

Mas consideremos a proposigao:

P = “2" > n?, para todo inteiron, n > 5”.

Ela é verdadeira? Como poderiamos provar?

Observe que nao se pode fazer infinitas
verificagoes!

2 - PROVA POR INDUGCAO

Consideremos um nimero inteiro n, e o con-
junto de nimeros inteiros A = (n € Z|n = ny).

Seja P uma proposigao qualquer sobre os ele-
mentos do conjunto A.

Se for possivel provar que:

I - P é verdadeira para n;

I - se existir um inteiro k, k = n,, para o qual
P é verdadeira, entao P também ¢é verda-
deira para k + 1;

entdo P é verdadeira para todos os elementos de

A, isto &, P é verdadeira para n, ¢ para todos os

nimeros inteiros maiores que n,,

m Exemplo 1

Prove por indugdo que 2° > n?, para todo intei-
ron,n=5
Resolugio:

| - A proposi¢do é verdadeira para n = 5, pois
255 52,

Il - Hipdtese (de indugao): 3k, k € Z, k = 5 tal que
2> k2

Tese: 25>k 4 1%

Demonstracio:

2% > k2 (hipitese)

22552k

ket 5 oK

2x+1 S k¥4 k2

et s g2ykk

21 > K2+ 5K (pois k = 5)
ket 5 k24 2k 4 3k

k1 5 k2 4 2k + 15 (pois k = 5)
26+1 > k24 2k + 1 (pois 15 > 1)
2srsk 30

(c.q.d.)
Observacgoes:

- A validade deste método de prova é assegurada
por um teorema chamado “Principio da Indugao
Finita”,

- A prova por indugdo contém, sempre, duas par-
tes: na primeira, deve-se provar cue a proposi-
¢ao € verdadeira para o menor valor possivel da
variavel; na sequnda, deve-se provar que o fato
de a proposi¢iao ser verdadeira para um inteiro
k implica a veracidade da mesma para k + 1.

- A segunda parte, tomada sozinha, ndo prova a
veracidade da proposi¢ao! Assim, por exemplo,
se existisse um inteiro k, tal que 1* =0, teriamos
também, 11 = 0, pois 1%*1=1k. 11 =0:1=0.
No entanto, sabemos que a proposi¢ao “1" = 0,
para todo inteiro positivo n” é falsa!

— De maneira intuitiva, é como se a primeira par-
te garantisse o inicio de um processo, enquanto
a segunda parte garantisse a sua continuidade
por reagoes em cadeia.

Embora ndo conste oficialmente no programa do Ensino Médio brasileiro ¢

possivel notar que existem materiais desse nivel de ensino que abordam esse assunto, ja que
algumas

Universidades contemplam esse conteido em seus vestibulares. Como ja
dissemos, as abordagens desses materiais visam a busca de um modelo onde o estudante, se
cobrado no vestibular, consiga apresentar uma solucdo para a questdo. Além disso, tal
abordagem ¢ superficial.

De acordo com nossa experiéncia docente no Ensino Médio e trabalhando

com essas apostilas, foi possivel notar que os estudantes deste nivel de ensino estio mesmo
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preocupados em procurar modelos e seguir uma "receita", ou seja, estdo interessados em um
processo mecanico. Assim, uma discussao sobre a indugdo finita se torna desinteressante para
os mesmos. Entendemos que ¢ possivel tratar da indugdo finita no Ensino Médio, porém nao
como sugerem as apresentacdes acima. Acreditamos que problemas computacionais com

caracteristicas recursivas possam motivar os estudantes desse nivel de ensino.

4.3 CONSTRUCAO DA SEQUENCIA

Ao término das andlises dos livros didaticos ja citados nesta pesquisa e
complementando esse exame com verificagdes em outros livros didaticos como Hefez (1993),
Gongalves (1999), que também foram indicados nas referéncias bibliograficas dos planos de
ensino das disciplinas 6MAT007 e 6MATO015 dos anos de 2006, 2007 e 2008, em anexo,
notamos que hé alguns exercicios comuns em todos esses livros. Porém, em outra etapa da
analise, agora a partir de investigacdes em artigos da Revista do Professor de Matematica
(RPM"), percebemos ainda que hé exercicios pouco explorados com os estudantes como por
exemplo o problema da torre de Hanoi, isso comparando os problemas propostos nos livros
didaticos e os exercicios sugeridos pela RPM.

Com intuito de atender alguns topicos a serem desenvolvidos na disciplina
6MATO019 - Topicos em Educagdo Matematica II, como a metodologia de resolugdo de
problemas e a investigagdo matematica, optamos, para a constru¢do da sequéncia didatica, por
selecionar tanto exercicios comuns aos livros didaticos quanto exercicios pouco explorados
em tais livros. O objetivo dessa escolha foi verificar a abordagem dos estudantes com relagao
ao objeto de estudo indugdo finita. Assim, em nossa sequéncia didatica constam exercicios
que apareceram frequentemente nos livros didaticos analisados e em outros que serviram de
referéncia para este trabalho, porém excluindo qualquer palavra que remetesse a inducao
finita, e exercicios que abordam um problema no qual os estudantes devem tragar uma
estratégia para resolvé-los. Acreditamos que nossa proposta foi uma maneira de desafiar os
estudantes a discutir e apresentar uma solug¢do para os exercicios, além de proporcionar uma
experiéncia matematica aos mesmos.

Pautamos as atividades da nossa sequéncia didatica a fim de atender os
conceitos propostos da teoria das situacdes didaticas, pois esperamos que os estudantes ao

final das atividades compreendam a indugdo finita como uma demonstra¢cdo e ndo como um

1 Revista do Professor de Matemética, publicacdo da Sociedade Brasileira de Matematica - SBM.
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processo mecanico a ser desenvolvido. Deste modo, desejamos fundamentar e promover o
ensino/aprendizagem da inducdo finita como método de demonstracdo, além de enfatizar a
necessidade de verificar as duas propriedades que constituem a prova por inducao finita.

As atividades propostas na sequéncia didatica foram desenvolvidas para
serem discutidas pelos estudantes em 4 sessdes. Assim foi possivel dispor de 8 horas aula para
aplicar a sequéncia didatica. A pedido da professora responsavel pela disciplina 6MAT019,
que ¢ também orientadora deste trabalho, as sessdes ndo foram aplicadas em semanas
seguidas, por conta do plano de trabalho dos estudantes. Dessa forma, realizamos os
encontros nos meses de margo ¢ abril de 2009.

As questdes que compdem a sequéncia didatica deste trabalho foram
baseadas no artigo de Watanabe (1986), no livro de Lopes (1999), no livro de Hefez (1993) e
nos livros analisados nesta pesquisa. Assim, temos a seguinte distribui¢cdo: as questdes 1, 2, 3,
4 ¢ 5 da primeira sessdo foram adaptadas de Watanabe (1986) enquanto que a questdo 6 de
Lopes (1999). Na segunda sessao, a questdo 1 foi adaptada de Watanabe (1986), a questao 2
adaptada de Hefez (1993) enquanto que a questdo 3 foi retirada integralmente de Hefez
(1993). A questdo da terceira sessdo foi adaptada de Watanabe (1986). Por fim, na quarta
sessdo, temos a questdes 1 e 2 adaptadas de Hefez (1993) enquanto que a questdo 3 foi
integralmente retirada de Hefez (1993).

O capitulo seguinte trata do desenvolvimento do estudo e relata as etapas de
experimentacdo, andlise a priori e a analise a posteriori e validacdo desta pesquisa. Nesse

capitulo também apresentamos as atividades que compde a sequéncia didatica.
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CAPITULO 5
DESENVOLVIMENTO DO ESTUDO

5.1 EXPERIMENTO

O experimento foi realizado no primeiro semestre de 2009 em uma turma
composta por 23 estudantes do curso de Matemadtica - Habilitagdo: Licenciatura do periodo
noturno, da Universidade Estadual de Londrina - UEL. As atividades da sequéncia didatica,
como ja dissemos, foram desenvolvidas nas aulas da disciplina 6MAT019, Tépicos em
Educacdo Matemadtica II. Esta disciplina faz parte da estrutura curricular do curso de
Matematica -Habilitagdo: Licenciatura, da Universidade Estadual de Londrina e ¢ oferecida
regularmente para os estudantes da 3a série.

Topicos em Educacdo Matemadtica II ¢ uma disciplina anual com carga
horaria de 68 horas, onde 17 horas sdo destinadas a parte teorica e 51 horas reservadas para a
parte pratica. A ementa desta disciplina, segundo a resolu¢do CEPE n. 42/2005, da
Universidade Estadual de Londrina é: Tendéncias em Educacdo Matematica; Elaboracao de
projetos de investigagao/estudo em Educagao Matematica.

Por se tratar de uma disciplina especifica do ambito da Educacao
Matematica, onde sdo tratadas as tendéncias dessa area de pesquisa, foram aproveitadas as
tendéncias sobre '"resolugdo de problemas" e ‘'investigacdo matematica" para o
desenvolvimento das atividades desta pesquisa. Dessa forma, optamos pela realizagdao de
encontros semanais ndo necessariamente consecutivos onde seriam aplicadas as atividades da
sequéncia didatica e também abordadas questdes em relagdo as tendéncias anteriores.

Em 2009, ano em que foi aplicada a sequéncia didatica, a disciplina foi
oferecida as 6a feiras nos dois primeiros horarios de aula do periodo noturno, isto ¢, das
19h15 as 20h55. A aplicagdo das atividades que compdem a sequéncia didatica foi realizada
em 4 sessdes, que ocorreram durante os meses de margo (2 sessdes) e abril (2 sessdes).

Escolhemos essa turma para aplicarmos as atividades da sequéncia didatica
por duas razodes: a primeira ¢ que os estudantes ja haviam trabalhado em algum momento no
decorrer do curso com o nosso objeto de estudo, ou seja, a inducdo finita, em outras
disciplinas do curso e dessa forma poderiamos verificar qual a abordagem que esses
estudantes possuem acerca da indugdo finita. A segunda razio é que a professora orientadora
desta pesquisa e responsavel pela disciplina 6MAT019 se dispos a ceder algumas aulas para

que as atividades pudessem ser realizadas.
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Antes do inicio da primeira sessdo, a professora responsavel pela disciplina
e também orientadora deste trabalho apresentou o estudante pesquisador aos estudantes
informando que os dados coletados durante a realizagdo das atividades fariam parte de um
trabalho de pesquisa. Apds a apresentacdo da professora, o estudante pesquisador explicou aos
estudantes como ocorreriam as atividades da sequéncia didatica e sobre o termo de
consentimento. A primeira instru¢do do estudante pesquisador era de que os estudantes se
dividissem em duplas ou trios. Nao ocorreu nenhum tipo de interferéncia por parte da
professora da disciplina nem do estudante pesquisador na composi¢do dos grupos.

Sendo assim, a primeira sessdo de atividades foi realizada do seguinte
modo: os estudantes receberam duas folhas onde em cada uma havia trés proposigdes para
serem examinadas com relacao a veracidade das mesmas. As folhas com as atividades foram
distribuidas separadamente, isto €, todos os estudantes do grupo receberam a primeira folha
com 0s mesmos problemas e apo6s concluirem a resolucdo desta primeira atividade eles
recebiam a segunda folha. A condicdo que foi adotada para distribuir a segunda folha de
problemas era de que todos os estudantes do grupo tivessem concluido todos os exercicios
que compunham a primeira atividade. Dessa forma, procuramos respeitar a forma de cada
grupo pensar e discutir a solugdo para os problemas propostos.

No decorrer das atividades o estudante pesquisador e a professora
orientadora desta pesquisa ficaram responsaveis por anotar o maior numero de informagdes
possiveis e a Unica pergunta que poderiam responder aos estudantes seria em relagdo a
notagdo utilizada nos enunciados dos exercicios. Assim, se um dos estudantes ou o grupo nao
lembrasse ou nao conhecesse o significado de determinados simbolos, os observadores
poderiam esclarecer tal notagdo.

Durante o transcorrer da atividade foi possivel notar que todos os grupos e,
consequentemente, todos os estudantes participaram da resolugdo das questdes. Dessa forma,
constatamos que aconteceram diversas discussdes entre os estudantes do grupo até que eles
pudessem apresentar alguma solu¢do para a questdo. Consideramos essa atitude um fator
positivo para o desenvolvimento da atividade, ja4 que a proposta esta pautada nas tendéncias
de resolugdo de problemas e investigacdo matematica.

Apresentamos a seguir uma analise dos problemas propostos como foram
dados aos estudantes. A sequéncia utilizada ¢ a mesma que foi adotada durante as sessdes.
Acreditamos que a notacdo empregada nas questdes ndo causaria problemas aos estudantes,
pois 0os mesmos se cursavam a 3a série do curso de Licenciatura em Matematica. Dessa

forma, consideramos que a notagao utilizada ja fazia parte do cotidiano dos mesmos.
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5.2 ANALISE A PRIORI

Nesta andlise contemplamos parte do referencial teoérico, investigando as
possiveis provas a serem utilizadas pelos estudantes e quais fungdes de demonstragdo, como
coloca Villiers (2001) e as fungdes da prova apresentadas por Hanna (2000). Também,
esporadicamente, Chaui (2000) e outros citados no referencial teorico. O destaque nesta
analise a priori para Villiers (2001) e Hanna (2000) se deve ao fato deles trabalharem com

fungdes de demonstragdo e de prova matematica.

1% SESSAO

A primeira sessdo ocorreu no dia 13/03/2009 e contou com a participacao de
23 estudantes. Iniciou-se as 19h23 e terminou as 21h. Com os estudantes ja divididos em
grupos iniciamos a aplicagdo das primeiras atividades.

O inicio da sessdo contou com uma breve explicagdo aos estudantes de
como ocorreria o desenvolvimento da atividade, isto €, que os problemas seriam distribuidos a
cada um dos componentes do grupo, que eles poderiam discuti-los, porém cada um deveria
apresentar a sua resposta e solucao na folha que havia recebido. Para resolver os exercicios os
componentes do grupo poderiam discutir a questdo entre si, no entanto sem qualquer tipo de
consulta a outros materiais como livros, cadernos, apostila, etc.

O objetivo das questdes dessa sessao era observar qual(is) estratégia(s) de
demonstracdo os estudantes utilizariam para resolver os exercicios propostos. Além disso,
nosso intuito foi buscar indicios de como os estudantes abordam a inducao finita.

Assim, as questdes propostas para a primeira sessdo de atividades da

sequéncia didatica foram:

QUESTAO 1. A sentenga 7 # = N, n < 9.876.543.210 ¢ verdadeira? Por qué? Justifique

sua resposta.

Esta questdo teve como objetivo verificar qual estratégia os estudantes
utilizariam para mostrar que se trata de uma afirmacgdo falsa. Esperdvamos que nessa questao
os estudantes apresentassem um contraexemplo para demonstrar que ndo se trata de uma
afirmacao verdadeira. Assim, acreditdivamos que os estudantes ndo teriam problema para

resolver a mesma.
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No entanto, algumas dificuldades que os estudantes poderiam apresentar em
relagdo a essa questdo ¢ que o numero 9.876.543.210, por possuir varios digitos, causa uma
certa estranheza por ndo ser um niimero natural encontrado de forma corriqueira no dia a dia.

Com relacdo ao método de prova que os estudantes utilizariam para verificar
a falsidade da proposi¢do, esperavamos que fosse empregado o método de prova por
contraexemplo, que consiste em mostrar um caso onde a propriedade ndo se verifica. Assim,
uma caracteristica que levamos em conta ao considerar esta questdo na sequéncia didatica, ¢
que a solugdo, isto €, o contraexemplo procurado, ¢ encontrado a partir da comprovagdo da
existéncia de um numero que torna a proposi¢do falsa. Dessa forma, contemplamos as
seguintes funcdes da demonstragdo apresentadas por Hanna (2000): a de verificar, a de
explicar, a de descobrir, a de comunicar e a de incorporar. J& com relagdo as funcdes
apresentadas por Villiers (2001) entendemos que esta questdo ¢ eficaz para que os estudantes

desenvolvam as fungoes de: verificagdo, explicagdo, comunicagdo e de sistematizacao.

QUESTAO 2. E verdade que 7n N, n’+n+41 é um nimero primo? Por qué?

Explique.

Este problema faz parte da nossa sequéncia didatica pois, nosso intuito era
verificar qual estratégia que os estudantes utilizariam para mostrar que a proposicao ¢ falsa.
Deste modo, esperdvamos que os estudantes realizassem alguns testes com o objetivo de
encontrar um contraexemplo. No entanto, o primeiro contraexemplo para essa proposicao € o
nimero 40, dessa forma acreditamos que os estudantes desenvolveriam seu raciocinio por
meio da indugdo empirica.

Diferentemente do problema anterior acreditivamos que os estudantes
apresentassem dificuldades para encontrar um contraexemplo que mostrasse que a proposi¢ao
¢ falsa, tal dificuldade consiste em determinar o primeiro contraexemplo, ja que para isso sao
necessarios varios testes.

Um erro que pode ser cometido pelos estudantes ao tentarem resolver esse
problema ¢ que, apds alguns testes, eles afirmariam que a proposi¢cdo em estudo ¢ verdadeira,
podendo usar como justificativa a indugdo finita. Outro dado em relagdo a essa questdo ¢ que
ela ja pode ter sido discutida com os estudantes em outras disciplinas do curso, isso porque
alguns livros da bibliografia indicada pelos professores apresentam essa questdo. Dessa
forma, entendemos que o objetivo dos autores de tais livros didaticos ¢ mostrar aos estudantes
que ndo basta fazer algumas substituicdes para afirmar que uma certa proposicao ¢ verdadeira

diferenciando a indugdo finita da inducao empirica.
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A solu¢do desse problema estd amparada no método de prova por
contraexemplo, pois basta apresentar um valor para n onde nao seja possivel obter um nimero
primo como resposta. Assim, temos que com relacdo as func¢des da demonstragdo os
estudantes vivenciariam, segundo Villiers, (2001) um desafio intelectual, ou seja, onde ha o
contentamento do estudante em obter €xito na demonstracio da proposicdo. Complementando
as funcdes propostas por esse autor temos ainda a de verificagdo, a de explicacdo, a de
descoberta, a de sistematizacdo e a de comunicagdo. Além disso, esta questdo possui as
caracteristicas que Chaui (2000) relata com relacdo ao método de inducdo empirica. Com
relacdo as fungdes da demonstracdo apresentadas por Hanna (2000) entendemos que os
estudantes podem desenvolver: a de verificar, a de explicar, a de sistematizar, a de comunicar

e a de incorporar.

QUESTAO 3. Seraque 7 1 £ N, 9917° +1 nio é um quadrado perfeito? Justifique.

Esta questdo ¢ semelhante a anterior e nosso objetivo continua sendo o
mesmo, isto €, verificar qual estratégia os estudantes utilizariam para provar que esta
afirmacdo ¢ falsa. Porém um aspecto que diferencia a questdo 3 da questdo 2 ¢ que ndo
encontramos a questdo 3 em nenhum dos livros didaticos analisados. Outra caracteristica que
levamos em conta ao propor essa questdo ¢ que, como a questdo 2 ocorre em alguns livros
didaticos analisados, poderia acontecer de estudantes ja saberem antecipadamente qual ¢ o
contraexemplo, enquanto que para a presente questdo o contraexemplo possui maiores
dificuldades para ser encontrado.

Notemos que a questao exige o conhecimento do que seja um quadrado
perfeito. Esperamos que isso ndo seja um problema, pois os estudantes cursam o terceiro ano
do curso de Matematica e provavelmente ja devem ter trabalhado com essa definicao.

Para a resolugdo dessa atividade esperdvamos que os estudantes utilizassem
a inducdo empirica para determinar o contraexemplo, porém, o primeiro nimero que torna a
proposicao anterior verdadeira ¢ 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767. Obviamente nao
seria possivel que os estudantes encontrassem esse contraexemplo durante a realizagdo da
atividade, assim acreditdvamos que os estudantes justificassem a solug¢@o usando o principio
de inducao finita dizendo se tratar de uma proposi¢ao verdadeira.

Esta questdo possui caracteristicas semelhantes as anteriores, isso porqué, o
método de prova que deve ser empregado na resolugdo ¢ a prova por contraexemplo. Além

disso, os estudantes poderiam vivenciar as seguintes fungdes de uma demonstragdo: a de
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verificacdo, explicacdo, comunicagdo, descoberta, sistematizacao e o desafio intelectual, que
sao fungdes apresentadas por Villiers (2001). Ja na otica de Hanna (2000) acreditamos que as
seguintes funcdes podem ser desenvolvidas pelos estudantes: a de verificar, a de explicar, a de
sistematizar, a de comunicar e a de explorar.

Com relacdo a inducdo empirica, temos que esta questdo também possui

caracteristicas que podem fornecer pistas a fim de que seja utilizacao este tipo de raciocinio.

QUESTAQ 4. T n = N*, a soma dos N primeiros nimeros impares ¢ dada por n*? Por qué?
Justifique sua resposta.

O objetivo dessa questdo foi verificar se os estudantes lembrariam e
utilizariam a indugdo finita como estratégia para mostrar que se trata de uma proposicao
verdadeira, ou se os estudantes se baseando nas questdes anteriores fariam algumas
verificacdoes e diriam que a proposicdo em estudo ¢ verdadeira. Acreditivamos que os
estudantes que utilizassem a inducdo finita para demonstrar a veracidade dessa proposicao a
fariam de forma mecanica, isto ¢, a indugdo finita seria usada como método. Uma outra
possibilidade dos estudantes justificarem a solugdo seria por meio da inducao empirica.

A abordagem dessa questdo ¢ distinta em relacao as questdes anteriores, 1SS0
porque se trata de uma proposi¢do verdadeira e, além disso, ¢ apresentada frequentemente em
livros didéticos. E possivel notar esta caracteristica, pois grande parte dos livros observados
apresenta essa proposi¢ao, tanto como exercicio quanto como exemplo.

Por se tratar de uma questao que ocorre com certa frequéncia acreditavamos
que os estudantes lembrariam rapidamente que se tratava de uma proposi¢ao verdadeira e que
utilizariam prontamente a indugao finita.

Uma das razdes dessa questdo pertencer a nossa sequéncia didatica é que
historicamente ha evidéncias de que esse problema foi um dos primeiros a serem resolvidos
por indugdo finita. Isso se deve ao matematico italiano Francesco Maurolico. Ressaltamos
aqui que o método de indugao finita utilizado por Maurolico ¢ diferente do método de indugao
finita conhecido e usado atualmente.

Com relagdo as funcdes das demonstragdes temos que, os estudantes podem
vivenciar as seguintes caracteristicas apontadas por Villiers (2001): a de verificagdo, a de
explicagdo, a comunicacdo, o desafio intelectual e a de sistematizacdo. J& as funcdes que os
estudantes podem desenvolver segundo Hanna (2000) s3o: a de verificar, a de explicar, a de

sistematizar, a de comunicar, a de explorar ¢ a de incorporar.
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QUESTAO 5. Asentenga 7 1 € N, 2n+2 ¢ a soma de dois niimeros primos ¢ verdadeira?
Por qué? Justifique sua resposta.

Essa questdo ndo foi encontrada em nenhum dos livros didaticos que
verificamos. Ela ¢ referente a Conjectura de Goldbach?® e um dos objetivos dessa questdo era
mostrar aos estudantes que existem problemas abertos na Matematica, isto €, problemas que
ainda nao possuem solugdo (neste caso demonstragao). Assim, nada se pode afirmar quanto a
veracidade dessa proposi¢ao.

Um outro objetivo dessa questdo foi verificar qual a abordagem que os
estudantes utilizariam para resolver e justificar sua resposta. Esperavamos que a partir das
questdes anteriores os estudantes fizessem algumas verificagdes na tentativa de encontrar um
contraexemplo para mostrar que se trata de uma proposicao falsa. Entretanto, como esta
questdo ¢ uma conjectura acreditivamos que os estudantes diriam se tratar de uma afirmagao
verdadeira por meio da indug¢do empirica ou aplicando a inducao finita.

Como essa questdao se refere a uma conjectura acreditamos que as fungdes
da demonstracdo apresentadas por Hanna (2000) e Villiers (2001) ndo se aplicam
integralmente, ja que esta afirma¢do ndo possui uma prova. Porém, levando em conta o
aspecto investigativo e de resolucdo de problema, pensamos que esta questdo possui
caracteristicas que podem estimular e desenvolver as fungdes de verificagdao, de descoberta,
de comunicacdo, de desafio intelectual e de sistematizagdo. Além das fungdes ja levantadas
anteriormente temos que os estudantes podem vivenciar na visdo de Hanna (2000) as
seguintes fungdes: a de verificar, a de explicar, a de descobrir, a de comunicar, a de construir,
a de explorar e a de incorporar.

J& com relagdo ao método de demonstragdao a ser empregado na resolucao
desta questdo ndo € possivel apresentar um que seja eficaz para resolvé-la, pois esta ¢ uma
afirmacdo que ainda ndo tem demonstragdo, entretanto, seria interessante que os estudantes
tentassem utilizar os métodos de inducdo empirica e de indugdo finita a fim de que possam

diferencia-los.

~ — n J— . ~
QUESTAO 6. Para 7 n = N*., considere @» =7 —1_ Os resultados obtidos sdo sempre
divisiveis por 3? Por qué? Explique.
Nosso intuito ao propor essa questdo também foi verificar qual estratégia os

estudantes utilizariam para justificar a solucdo apresentada. As caracteristicas que pertencem a

2% Christian Goldbach (1690 - 1764), matematico prussiano que apresentou esse problema.
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essa questdo sdo encontradas com frequéncia em livros didaticos, inclusive nos livros
analisados neste trabalho, portanto ¢ por essa razao que essa questao faz parte das atividades
da sequéncia didatica.

Esta proposi¢cdo ¢ verdadeira, assim acreditivamos que os estudantes
lembrariam e utilizariam a inducao finita para demonstrar a veracidade dessa questdo. Porém,
a utilizag¢do da indugdo finita por parte dos estudantes ficaria restrita a um processo mecanico.
Hé a possibilidade também de alguns estudantes fazerem uso da inducdo empirica para
justificar a validade dessa proposicao.

Acreditamos que esta questdo, na qual os estudantes deveriam aplicar a
indugdo finita, propicia o desenvolvimento das seguintes fungdes de demonstracao, segundo
Villiers (2001): a da verificagdo, a da explicagdo, o desafio intelectual, a comunicacdo e o da
sistematizacdo. Com relagdo as fungdes da prova apresentadas por Hanna (2000) temos que os
estudantes podem ser contemplados com o desenvolvimento das seguintes: a de verificar, a de
explicar, a de sistematizar e a de comunicar.

O método de prova eficaz que deveria ser empregado para demonstrar a
veracidade desta questdo ¢ o da indugdo finita, no entanto os estudantes poderiam realizar
alguns testes e comprovar por meio destes que se trata de uma proposi¢do verdadeira. Porém
ao procederem dessa forma estariam se baseando na indu¢do empirica, que neste caso, nao €

adequada para demonstrar a validade da proposicao.

22 SESSAO

A segunda sessao ocorreu no dia 20/03/2009. As atividades tiveram inicio as
19h23 e terminaram as 21h e contou com a participagdo de 20 estudantes. As atividades se
desenvolveram de forma semelhante a primeira sessdo de atividades, isto é, primeiramente os
estudantes se dividiram em duplas ou trios e assim que eles se organizaram e receberam a
primeira lista de exercicios e apds a conclusdo desta, receberam os demais exercicios. A
seguir abordaremos a analise a priori das questdes referentes a esta sessao.

O objetivo das duas primeiras questdes dessa sessdo era avaliar como o0s
estudantes abordam o principio de inducao finita. A terceira questdo se refere ao problema da
torre de Handi e é uma questdo em que queremos mostrar tanto a aplicacdo da inducao
empirica no processo de descobrir padroes quanto do principio da indugdo finita para
demonstrar a validade de proposicdes. A terceira questdo foi dividida em duas partes, pois o

tempo disponivel para realizacao de todas as atividades dessa sessdo ndo era suficiente.
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Outro objetivo desta sessdo foi complementar a coleta de dados ja iniciada
na sessao anterior, isto ¢, como as questdes dessa etapa contemplam diretamente a aplicacao
do principio de indugdo finita para serem resolvidas, nosso intuito era buscar os primeiros
indicios que pudessem confirmar nossa hipotese inicial, ou seja, que os estudantes aplicam a

inducdo finita como um processo mecanico.

QUESTAOQ 1. Mostre que 7 11 = N*, a soma dos N primeiros niimeros impares é dada por n’.

O objetivo dessa questdo nessa atividade era coletar as primeiras
informagdes relativas a abordagem dos estudantes com relacdo ao nosso objeto de estudo, a
inducdo finita. Acreditdvamos que os estudantes utilizariam a indugao finita com um processo
mecanico, ou seja, seriam guiados por um modelo ja conhecido ou que seguiriam uma receita.

Este ¢ um problema semelhante a uma das questdes da primeira sessdo.
Porém, na primeira abordagem o estudante deveria dizer se a proposicdo em questdo era
verdadeira ou falsa justificando sua resposta. Nesta sessdo, os estudantes deveriam provar que
a proposicao ¢ verdadeira e apresentar como justificativa na solugdo a aplicacdo da indugdo
finita. Uma caracteristica que destacamos aqui ¢ que tal proposi¢do ocorre com frequéncia em
livros didaticos que abordam a indug¢do finita. Assim, um problema que levantamos quanto a
abordagem dos livros didaticos é que o enunciado deixa explicito que o estudante deve usar o
principio de indugdo finita, ou entdo fica evidente a aplicacdo da indugdo finita porque este
exercicio pertence a sessdo do livro onde se aborda esse principio.

O contexto que utilizamos em nossa atividade ndo deixa claro como o
estudante deve provar a proposicdo anterior. Dessa forma, no decorrer desta atividade
acreditavamos que alguns estudantes ficariam em davida em qual procedimento utilizar para
demonstrar que tal afirmacdo ¢ verdadeira. Assim, existia a possibilidade dos estudantes
cogitarem, junto aos observadores, uma possivel aplicacdo da indugdo finita.

Outro fato que podia ocorrer durante a realizacdo dessa atividade
comparando com a questdo da atividade anterior € que nesta o enunciado indicava se tratar de
uma proposicao verdadeira e que deve ser demonstrada, enquanto que na sessdo anterior o
estudante deveria decidir se a proposicao era verdadeira ou nao.

Consideramos este problema relevante para nossa sequéncia didatica, pois
segundo alguns pesquisadores como Hefez (1993) e Vacca (1909), esse foi o primeiro

problema a ser resolvido usando a indugao finita.
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Além dessas caracteristicas temos que esta questdo possui as seguintes
fungdes de prova, segundo Villiers (2001): a da verificagdo, a da explicagdo, o desafio
intelectual, a de comunicacdo e o da sistematizacdo. Agora tomando como referéncia as
funcdes apresentadas por Hanna (2000) temos: a de verificar, a de explicar, a de sistematizar e
a de comunicar.

A indugdo finita deveria ser utilizada pelos estudantes para demonstrarem
que a proposi¢do era verdadeira, porém como ja dissemos, existia a possibilidade deles
abordarem essa questdo utilizando a indug¢@o empirica, que para este caso nao ¢ util para
demonstrar a validade da proposigao.

A segunda atividade proposta nesta sessao foi:

QUESTAO 2. Uma Progressio Aritmética com primeiro termo a; e razio r ¢ uma sequéncia

de numeros cujo primeiro elemento ¢ a; e tal que cada elemento, a partir do segundo, ¢ igual
ao anterior mais a razdo. Em simbolos, se # = 2 entdo @» = @1 T Prove que o termo geral

de uma Progressdo Aritmética ¢ dado por @, = @1 T (n—-1)r.

O objetivo dessa questao era verificar qual o tratamento que os estudantes
irlam adotar para demonstrar que a féormula anterior ¢ verdadeira. Uma das razdes dessa
questdo fazer parte da sequéncia didatica era para mostrar aos estudantes, futuros professores
de matematica, que a inducao finita pode ser estudada e utilizada e aplicada no Ensino Médio,
e que uma das aplicacdes deste principio se refere ao conteudo de progressdes. Existem outras
possibilidades de questdes para aplicagdes da indugdo finita referentes ao Ensino Médio,
porém devido ao tempo, ndo foi possivel aborda-las durante esta sequéncia didatica.

Essa questdo, assim como as anteriores, também poderia deixar os
estudantes em duvida com relagdio ao método de prova que deve ser empregado para
soluciond-la. Como ja dissemos esperdvamos que a opg¢ao deles fosse pela indugdo finita e
ndo pela inducdo empirica, porém ha a possibilidade de encontrarmos algumas solu¢des onde
alguns dos estudantes empregassem este raciocinio a fim de resolver o problema.

Com relagdo as fungdes das provas, acreditamos que, segundo Villiers
(2001), os estudantes podem desenvolver: a verificacdo, a explicagdo, o desafio intelectual, a
sistematiza¢do, a descoberta e a comunicagdo. Agora pautando as fun¢des de demonstracao,
segundo Hanna (2000), eles podem apresentar: o de verificar, o de explicar, o de sistematizar,

o de comunicar, o de explorar e o de incorporar.
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A terceira atividade que compde a 2a sessao ¢ o problema conhecido como a

Torre de Handi. E foi assim proposto aos estudantes:

QUESTAO 3. Apés a criagio do mundo, em um mosteiro escondido na India, o Grande
Criador colocou uma placa de bronze e nela fixou trés bastdes cobertos de diamantes. Em um
dos bastoes, em ordem decrescente de tamanho, colocou 64 discos de ouro. E assim disse aos
monges: "transfiram essa pilha de discos para outro bastdo, movendo, ininterruptamente, um
disco de cada vez e nunca permitindo que um disco fique acima de um menor. Quando
terminarem essa tarefa e os 64 discos estiverem em outro bastdo, este templo se reduzird a péd
e com um estrondo de trovoes o0 mundo acabard".

Dizem os sabios que o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos
aproximadamente e os monges, desde a cria¢do, estdo movendo os discos na razdo de um
disco por segundo. Sera que o mundo vai acabar?

O problema da Torre de Handi foi proposto pelo matemdtico francés
Edouard Lucas (1842 -1891) em 1883. O nome Torre de Handi foi inspirado na torre simbolo
da cidade de Hanoi, no Vietna.

1. Utilizando a Torre de Hanoi verifique quantos movimentos sio

necessarios para movimentar 1 disco? E dois discos?

2. Com a Torre de Hanoi determine quantos movimentos sdo necessarios

para mover 3 discos?

3. E possivel diminuir o niimero de movimentos realizados?

4. Repita os procedimentos anteriores, considerando 4, 5, ¢ 6 discos

respectivamente.

5. Organize uma tabela com o nimero de discos utilizados € o niimero

minimo de movimentos para transporta-los de um bastdo para outro.

Discos
Movimentos

6. Analisando a tabela que vocé organizou, ¢ possivel relacionar a
quantidade de discos com o numero minimo de movimentos para resolver o problema? Qual ¢
essa relacdo? Expresse-a por meio de uma formula.

A proposta dessa questao era mostrar aos estudantes que a indugdo empirica

e a inducdo finita sdo métodos distintos e que ndo possuem caracteristicas comuns. Dessa
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forma, nesta primeira etapa da atividade os estudantes deveriam responder as questdes
propostas manipulando a torre de Hanoi. Devido ao tempo que dispinhamos para realizar
todas as tarefas propostas desta sessdo essa atividade foi dividida em duas etapas. A primeira
etapa era composta pelas seis perguntas apresentadas anteriormente. Para executar esta
atividade cada grupo de estudantes recebeu um modelo da torre de Handi. Este modelo era
composto por seisdiscos. Assim, pensamos ser possivel aos estudantes deduzirem a féormula
que determina o nimero minimo de movimentos necessarios para movimentar os n discos da
torre de Handi. O processo de dedugdo da férmula anterior seria realizado utilizando o método
de indugdo empirica, mas a demonstracdo da formula, que foi realizada na sessdo seguinte,
seria por meio da indugdo finita.

Esta atividade se apresenta diferente das demais atividades propostas aos
estudantes, pois ela estd baseada num problema, onde a formula que deveria ser provada nao
era dada. Dessa forma o grupo deveria deduzir a formula e a prova dessa formula ocorreria na
sessdo seguinte. Por essa atividade ser composta por uma parte experimental, acreditivamos
que os estudantes participariam efetivamente da resolucdo dessa questao.

Outra caracteristica presente nesta atividade ¢ com relacdo a promocdo da
experiéncia matematica. Acreditamos que essa questdo retrata a atividade de um matematico
profissional, pois a partir de um problema (neste caso uma lenda) os estudantes discutiriam
estratégias para abordé-lo a fim de encontrar uma solucdo. Tal estratégia passaria por algumas
experimentacdes com o intuito de conjecturar uma possivel férmula, até ser finalizado com a
demonstragdo da validade da formula na proxima atividade.

Tomando como referéncia as fungdes de prova para Villiers (2001)
acreditamos que esta questdo pode proporcionar aos estudantes o desenvolvimento de:
verificagdo, explicagdo, descoberta, comunicacdo, desafio intelectual e de sistematizacdo. J&
tomando as fung¢des apresentadas por Hanna (2000) é possivel que sejam observadas: a de
verificar, de explicar, de sistematizar, de descobrir, de comunicar e por fim a de explorar.

Durante a resolugdo desta questdo os estudantes ndo utilizariam a inducao
finita, entretanto nosso intuito foi e promover uma atividade experimental a fim de que os
estudantes utilizassem a indu¢do empirica para encontrar uma féormula. Assim, esperdvamos
que apods a realizagdo da atividade da sessdo seguinte os estudantes poderiam observar que a

inducdo empirica pode ser um complemento da indugdo finita, isto €, a indugdo empirica ¢ um
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meio pelo qual podemos determinar formulas®' enquanto que a inducdo finita ¢ utilizada para

demonstrar que as formulas sdo ou ndo verdadeira.

3% SESSAO

A terceira sessdao da sequéncia didatica aconteceu no dia 17/04/2009
iniciando-se as 19h25 e sendo concluida as 20h55. Essa sessdo contou com a participacao de
19 estudantes.

Comegamos com a conclusdo da questdo iniciada na segunda sessdo, qual

seja a da Torre de Hanoi, apresentando-a da seguinte forma:

QUESTAOQ: Em relagio ao problema da Torre de Hanéi, é possivel construir um quadro
indicando a quantidade de discos e o numero minimo de movimentos para muda-los de

bastao. Por exemplo:

Discos (n) 1 2 3 4 5
Movimentos (M) 1 3 7 15 31

Analisando a tabela anterior, é possivel concluir que para um nimero n
qualquer de discos temos que a quantidade de movimentos minimos é dada por: m=2" - 1.

- Mostre que a formula anterior ¢ verdadeira

- Sabendo que, segundo os sabios, o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos e

que hé 64 discos na Torre original e ainda que os sabios estao movendo os
discos na razao de um disco por segundo responda: serd que o mundo ird
acabar?

O intuito desta atividade era analisar a abordagem que os estudantes
utilizariam para demonstrar a formula referente ao numero minimo de movimentos
necessarios para passar os n discos da torre de Hanoi de um bastdo para outro. A prova dessa
formula ¢ realizada utilizando a inducdo finita. Dessa maneira nosso objetivo consistiu em
verificar as estratégias que os estudantes utilizariam para concluir que a formula ¢ verdadeira.

Como ja dissemos os estudantes deveriam provar a formula que determina o
numero minimo de movimentos necessarios para passar N discos da torre de Handi de um

bastdo para outro. Como essa sessdo ocorreu apos certo periodo de tempo com relagdo ao

21 As formulas que nos referimos envolvem o conjunto dos nimeros naturais.
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término da segunda sessdo deixamos indicada a tabela que ja havia sido completada pelos
estudantes na ultima sessdo. Além disso, apresentamos a formula que deveria ter sido
deduzida pelos estudantes na segunda sessao.

Além dos estudantes terem de provar a formula anterior, eles deveriam
calcular aproximadamente em que ano o mundo ira acabar. Acreditamos que esta atividade
nao gere problemas para ser solucionada, pois pode ser realizada com calculos aritméticos.

Esperdvamos que, ap6s os estudantes terem realizado as atividades das
segunda e terceira sessoes, estaria evidente para eles a diferenca entre a inducdo empirica e a
inducdo finita. Contudo, entendemos que as fungdes de prova que essa questdo pode
proporcionar, na oOtica de Villiers (2001) sdo: verificacdo, explicagdo, desafio intelectual,
sistematizagdo, descoberta e comunicagdo. J4 na perspectiva de Hanna (2000) entendemos
que as fungdes sdo: verificar, explicar, sistematizar, comunicar, explorar e incorporar.

A demonstracdo da formula que determina o nimero minimo de
movimentos necessarios para movimentar os n discos de um bastao para outro se faz por meio
da inducdo finita, assim, como os estudantes ja haviam realizado a atividade experimental na
sessdo anterior acreditamos que eles ndo fariam uso da indugdo empirica.

Apds a conclusdo dessa atividade o estudante pesquisador apresentou os

axiomas de Peano e demonstrou o principio de indugao finita a partir dos axiomas expostos.

4% SESSAO

A quarta e ultima sessao foi realizada em 24/04/2009 iniciando-se as 19h15
e terminando as 20h55. Estiveram presentes 21 estudantes.

O objetivo dessa sessdo era verificar se, apos a demonstracdo do principio
de inducdo finita via axiomas de Peano, a abordagem dos estudantes havia se modificado.
Dessa forma o intuito dessa ultima sessdao era mostrar aos estudantes que a inducao finita ndo
consiste apenas num processo mecanico, mas que pode ser utilizada para demonstrar
proposicdes relativas aos nimeros naturais. Além do mais, outro objetivo desta ultima sessdo
era explicitar que a prova por indugdo finita ¢ um método dedutivo e ndo empirico.

Antes de propor as atividades, o estudante pesquisador refez a apresentagao
da ultima sessdo sobre os axiomas de Peano, demonstrando novamente o principio de indu¢do
finita, onde apresentou e resolveu dois exemplos aos estudantes.

Assim, as atividades dessa ultima sessdo foram:
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A . P(m)=142+3+--+n =200 |
UESTAOQ 1. Mostre que proposi¢ao 2 ¢ verdadeira para

ThneN.

Trata-se de uma questdo que esta presente na maior parte dos livros
didaticos que verificamos. O objetivo dessa questdo era observar como os estudantes
utilizariam a indugdo finita para demonstrar a validade dessa proposi¢do. Acreditavamos que
apds a exposicdo realizada sobre os axiomas de Peano e a demonstragdo do principio de
indugdo finita os estudantes nao apresentariam dificuldades em realizar a demonstragdo e nao
a utilizariam como um processo mecanico.

Ainda com relacdo a solugcdo dessa questdo € possivel que os estudantes
realizem alguns testes, ou seja, fagam algumas verificagcdes a fim de se certificarem que se
trata de uma proposi¢ao verdadeira. Dessa forma, os estudantes partiriam de algumas
observagdes particulares com o objetivo de concluir o caso geral e assim, ¢ possivel
caracterizar a aplicacdo da indugdo empirica como ja apresentamos de acordo com Chaui
(2000).

Com relagdo as fungdes de demonstragdo, temos que segundo Villiers
(2001) os estudantes podem desenvolver as seguintes: a de verificacdo, a de explicacdo, o
desafio intelectual, a de sistematiza¢do e comunicacdo. Tomando como referéncias as fungdes
apontadas por Hanna (2000) entendemos que as fungdes sdo: verificar, explicar, sistematizar e
comunicar.

Esperdvamos que os estudantes utilizassem prontamente a indugdo finita

para apresentarem a demonstracdo dessa proposicao.

L] 3 3 2 et *
I"+2°+ _ +n = n(n+1)@n+1) . TneN

QUESTAO 2. Prove que 6

Esta ¢ outra questdo que ocorre com frequéncia nos livros didaticos que
verificamos. E semelhante a anterior ¢ nosso objetivo foi verificar qual a abordagem e
estratégia que os estudantes utilizariam ao aplicarem inducao finita para demonstrarem que tal
proposi¢do ¢ verdadeira.

A solucdo dessa questdo também pode apresentar caracteristicas da indugdo
empirica, isso porque antes de iniciarem a demonstra¢do dessa proposicdo com a indugdo
finita os estudantes podem realizar algumas verificagdes para comprovarem que se trata de

uma proposi¢do verdadeira.
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As fungdes que acreditamos que podem ser desenvolvida pelos estudantes
durante a resolucdo dessa questdo sdo, segundo Villiers (2001): a de verificagdo, a de
explicacdo, o desafio intelectual, a de sistematiza¢do e a comunicagdo. Se adotarmos como
referencial as fungdes apresentadas por Hanna (2000), temos que podem ser notados:
verificar, sistematizar € comunicar.

Nao esperamos que os estudantes utilizem a indu¢ao empirica para resolver
esta questdo, pois como ja dissemos, antes do inicio do desenvolvimento das atividades eles ja

teriam visto a demonstracdo do principio de inducdo finita e alguns exemplos.

QUESTAO 3. Uma progressdo Geométrica com primeiro termo a; e razdo 9 (g=0eg=1)

¢ uma sequéncia de nimeros cujo primeiro elemento ¢ a; e tal que, cada elemento, a partir do

segundo, ¢ igual ao anterior multiplicado pela razdo. Em simbolos, se # =2 @, =4a, ;.G
n-1
Prove que a formula do termo geral de uma Progressdo Geométrica é @» = @14

Esta questdo ndo ocorre com tanta frequéncia como as duas anteriores € isso
foi possivel notar a partir das andlises dos livros didaticos. Porém, trata-se uma questdao
pertinente as nossas atividades, pois novamente os estudantes deverao utilizar a indug¢ao finita
para demonstrarem que a formula ¢ verdadeira. Dessa forma nosso objetivo consiste em
verificar a abordagem dos estudantes quando estes utilizam a indug@o finita para provarem
certas afirmagodes. Além disso, novamente apresentamos uma oportunidade dos estudantes
relacionarem os contetidos do Ensino Médio e do Ensino Superior.

Outra abordagem que os estudantes podem apresentar com relagdo a solugao
dessa questao ¢ que eles podem atribuir alguns valores para n a fim de verificar que a formula
¢ verdadeira. Dessa forma, ¢ possivel caracterizar as agdes deles a partir da utilizagdo do
conceito de indugdo empirica que como ja afirmamos, segundo Chaui (2000), consiste em
concluir uma regra geral a partir de algumas verificagdes particulares.

Além das possibilidades ja apresentadas, temos também que, os estudantes
podem confundir hipotese e tese de indugao no momento de utilizarem a indugao finita, pois
estdo acostumados em tratar a férmula do termo geral de uma progressdo geométrica como
sendo verdadeira e acabam dessa maneira demonstrando a outra equagao, ou seja, a equacao
de recorréncia.

Com relacdo as funcdes das provas, entendemos que, segundo Villiers
(2001), os estudantes podem desenvolver: a verificagdo, a explica¢do, o desafio intelectual, a

sistematiza¢do e a comunicagdo. Agora pautando as fun¢des de demonstragao, segundo Hanna
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(2000), eles podem apresentar: o de verificar, o de explicar, o de sistematizar ¢ o de
comunicar.

Acreditavamos que apos termos demonstrado o principio de indugdo finita
no inicio desta sessdo, os estudantes ndo utilizariam a indu¢do empirica para resolver esta

questao.

5.3 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO

Nesta etapa da analise vamos comparar as fungdes de prova apresentadas
por Hanna (2000) e Villiers (2001) e que foram levantadas na analise a priori, seguindo o
esquema utilizado anteriormente. Além desta, propomos como uma forma de complementar a
analise os conceitos discutidos por Hanna (1989b) onde a autora apresenta os conceitos de
provas que provam e provas que explicam. Também utilizaremos as classificacdes apresentas
por Balacheff (1988) sobre os tipos de provas que sdo categorizadas em pragmatica ou
conceitual e seus respectivos niveis que sdo empirismo ingénuo, experimento crucial,
exemplo genérico e experimento de pensamento. Por fim abordaremos também os aspectos
retorico, logico-epistemologico e heuristico apresentados e discutidos por Silva (2002).

A turma em que foi aplicada a sequéncia didatica era composta por 23
estudantes, porém durante a aplicagdo das atividades nem todos compareceram aos encontros.
Dessa forma, com intuito de realizar as analises das atividades selecionamos como amostra
desta pesquisa 13 estudantes. Tal escolha se deve ao fato de que foram estes os estudantes que
participaram de todas as atividades propostas.

Classificamos os estudantes que fazem parte da amostra da seguinte
maneira: depois de selecionados, organizamos os nomes em ordem alfabética. Assim, o
estudante 1 corresponde ao primeiro da nossa lista, o estudante 2 corresponde ao segundo e
assim sucessivamente. A seguir adotamos a letra E para indicar o estudante, a letra S
corresponde a sessdo e a letra Q significa questdo. Desse modo a classificagdo E1S2Q3 quer
dizer que ¢ o estudante 1 que participou da sessdo 2 e apresentou uma solucdo para a questao

3.

1% SESSAO

QUESTAO 1. A sentenga 7 11 = N, n < 9.876.543.210 ¢ verdadeira? Por qué? Justifique

sua resposta.
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O objetivo dessa questdo era de que os estudantes apresentassem um
contraexemplo para mostrar que tal afirmacao ¢ falsa. Todos os estudantes que compde a
amostra selecionada responderam que a proposi¢do ¢ falsa, mas nem todos apresentaram um
contraexemplo.

Com relagdo as respostas dadas pelos estudantes encontramos como
contraexemplo que ocorreu com maior frequéncia o numero 9.876.543.211 que apareceu 7
vezes. Os contraexemplos 9.999.889.999, 9.999.999.999 e 10.000.000.000 também foram
encontrados para justificar as respostas, cada um deles encontrado uma tnica vez. Além das
justificativas anteriores, trés estudantes responderam que a afirmacdo ¢ falsa, e como
justificativa disseram, que o conjunto dos nimeros naturais N ¢ um conjunto infinito, € assim,
deve existirum n & N tal que n > 9.876.543.210.

Confirmando as hip6teses que levantamos para essa questdo apresentamos a

solugdo do estudante E1S1Q1.

Figura 13 — Solugao apresentada pelo estudante E1S1Q1

Confrontando as analises a priori e a posteriori referentes a essa questao, foi
possivel notar que o tipo de prova apresentada pelos estudantes ocorreu como previsto nas
analises a priori, ou seja, os estudantes utilizaram um contraexemplo para mostrar que a
proposicdo era falsa. Na perspectiva de Balacheft (1988), podemos inferir que os estudantes
utilizaram um experimento de pensamento que constitui, segundo esse mesmo autor, um tipo
de prova conceitual.

Com relagdo aos aspectos apresentados por Silva (2002), podemos notar que
o0 aspecto logico-epistemologico esta presente na prova dada pelos estudantes, pois a exibigao
de um contraexemplo ocorre mediante a apresentacdo de uma sequéncia ordenada. J& com
relacdo as caracteristicas apontadas por Hanna (1989b) entendemos que as provas dos
estudantes sdo provas que explicam, porque as justificativas contemplam suas explicagdes em

particular.
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Entendemos que as fungdes das demonstracdes segundo Hanna (2000) e
Villiers (2001), ja apresentadas anteriormente, neste mesmo capitulo, estdo presentes nas
respostas dadas pelos estudantes. Com relagdo as fung¢des da primeira autora temos que a
fungdo de verificar estd contemplada, pois os estudantes verificaram que se tratava de uma
questdo falsa, a de explicar também foi notada, pois suas respostas continham justificativas, a
de descobrir também esteve presente nas respostas deles ja que houve argumentacdo, a de
comunicar foi contemplada ja que ocorreu a transmissdo do resultado encontrado escrevendo-
o, ¢ a de incorporar, foi satisfeita, pois os estudantes utilizaram a no¢do de sucessor para
justificar o resultado obtido. Na perspectiva do segundo autor a func¢do de verificagdo estd
presente, pois a questdo se refere a uma afirmagdo evidente na qual se buscou uma
demonstragdo para ela, a funcdo de explicagdo estd presente, pois houve verificacio de um
certo niumero de observagdes, a comunicacdo também esteve presente, pois ocorreu interagao
social ente os estudantes, e a sistematizacdo foi atendida os estudantes sistematizaram os
conceitos envolvidos na produgdo escrita. Além disso, para solucionar esta questao foi

utilizada a inducao empirica por quase toda a amostra considerada.

QUESTAO 2. E verdade que 7 # € N, n” +n+41 ¢ um ntimero primo? Por qué? Explique.

Nesta questdo nosso objetivo era de que os estudantes também
apresentassem um contraexemplo para mostrar que a proposi¢ao ¢ falsa. A partir das analises
das justificativas apresentadas pelos mesmos foi possivel notar que nosso objetivo foi
alcangado.

Com relagdo as respostas encontradas temos que 12 estudantes disseram que
a proposi¢do ¢ falsa e apresentaram um contraexemplo. Os contraexemplos apresentados
pelos estudantes como justificativa foram n = 40 dado por um estudante e n = 41 apresentado
por 11 estudantes. Apenas o estudante E6S1Q2 disse que a proposicdo ¢ verdadeira e
justificou dizendo que ndo encontrou um contraexemplo. Dessa forma acreditamos que essa
questao ja havia sido discutida com os estudantes em outras disciplinas.

Um exemplo de uma das respostas apresentadas para essa atividade foi do

estudante ESS1Q2:
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Figura 14 — Solug¢ao apresentada pelo estudante ESS1Q2
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Comparando as andlises a priori e as analises a posteriori dessa questdao ¢
possivel afirmar que, segundo as perspectivas de Balacheft (1988), os estudantes realizaram
um tipo de prova conceitual, ou seja, nessa atividade os estudantes que responderam que a
proposicao ¢ falsa usaram o experimento de pensamento. J& o estudante que afirmou que a
proposi¢ao ¢ verdadeira justificando que ndo havia encontrado um contraexemplo, realizou
um tipo de prova pragmatica chamada de empirismo ingénuo.

A andlise das solucdes apresentadas pelos estudantes indica que eles
realizaram um tipo de prova considerada por Hanna (1989b) uma prova que prova, isto ¢é, o
intuito deles consistiu em indicar o contraexemplo que mostrasse que a proposi¢do era falsa.
Esperdvamos que na resolu¢do houvesse pistas que indicassem o caminho escolhido pelos
estudantes para solucionarem esta questdo, mas analisando as respostas ndo os encontramos.
Além disso, esperavamos também, que a solugdo seria apresentada apos algumas tentativas,
isto ¢, que a inducao empirica seria utilizada para justificar a solugcdo dada pelos estudantes.
Se referindo aos aspectos apresentados por Silva (2002) entendemos que o ldégico-
epistemologico apareceu caracterizando as respostas apresentadas pelos estudantes ao
resolverem esse problema. Assim, esse aspecto se caracteriza, pois ¢ possivel notar o
desenvolvimento de uma sequéncia ordenada, onde os estudantes descobriram o
contraexemplo e em seguida apresentaram, por meio de calculo, que a afirmacao era falsa.

Ja com relacdo as caracteristicas apontadas por Hanna (2000) temos que a
funcdo de verificar ocorreu, pois durante a resolucdo dessa questdo foi possivel notar que os
estudantes apresentaram prontamente uma solu¢do para a mesma, indicando que houve uma
relagdo da verdade de uma afirmagdo. Nao foi possivel caracterizar a fung¢ao de explicar, pois
eles ndo indicaram indicios de que se tratava de uma afirmacao falsa. A fun¢do de sistematizar
ficou parcialmente caracterizada, pois eles mostraram uma certa organiza¢do na forma de

apresentar suas solugdes, porém ndo explicitaram como chegaram até ela. A fungdo de
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comunicar que se refere a transmissao do resultado encontrado foi contemplada e a de
incorporar nao ocorreu, pois os estudantes ja sabiam que se tratava de uma afirmagdo falsa.
Com relagdo as fungdes propostas por Villiers (2001), encontramos a de verificagdo, que nao
ficou completamente caracterizada, pois segundo o autor, os estudantes deveriam realizar
alguns testes para se convencerem ou ndo da veracidade de tal afirmacdo e isso nao
aconteceu. A fun¢ao de explicagdo ocorreu, pois houve uma satisfagdo pessoal dos estudantes
em demonstrarem que se tratava de uma questao falsa. Nao houve indicios sobre a funcao de
descoberta, pois os estudantes ja sabiam que se tratava de uma afirmagdo falsa e dessa
maneira partiram logo para a resposta e a de sistematizar ocorreu devido ao fato deles
apresentarem um contraexemplo mostrando se tratar de uma afirmacao falsa. A funcdo de
comunicagdo que se expressa pelo processo social de interagdo humana, apesar do desafio
intelectual indicar que houve éxito na demonstra¢do, ndo ha pistas sobre a inven¢do de uma

nova maneira de realizar a prova.

QUESTAO 3. Sera que 7 1 N, 9911 +1 ndo é um quadrado perfeito? Justifique.

O intuito dessa questdo era de que os estudantes realizassem algumas
verificagdes com o objetivo de encontrar um contraexemplo e mostrar que tal proposicao ¢
falsa. Porém determinar o contraexemplo dessa atividade ndo era uma tarefa facil. Dessa
forma pensamos que apoOs algumas verificagdes os estudantes diriam se tratar de uma
proposicao falsa e justificariam a resposta pela indu¢do empirica.

Uma das dificuldades apresentadas pelos estudantes durante a resolugdo
desta questdo foi que uma parte deles ndo se lembrava da defini¢do de quadrado perfeito. Este
problema gerou algumas duvidas e dificuldades no momento em que os estudantes tentavam
resolver esta questdo.

Além de ndo lembrarem a defini¢do de quadrado perfeito alguns estudantes
confundiram a defini¢do de quadrado perfeito com a do trindmio quadrado perfeito. Esta
davida também influenciou os estudantes no momento de apresentarem a solucao para essa
questao.

Assim, com relagdo as respostas apresentadas pelos mesmos encontramos
trés estudantes que ndo responderam essa questdo deixando o espago reservado para

apresentar a solugdao em branco. O estudante E13S1Q3, que também nao respondeu a questao,

I
I|a‘+.2a

) 5 n=
tentou resolver a equagio 291" +1=a" +2a+1 ¢ deixou indicado que Vo991 A
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parti dessa ultima equacdo o estudante tentou aplicar a indugdo finita. Notemos que para esse

estudante em especial a no¢cdo de quadrado perfeito ¢ o resultado de desenvolvimento da

.
seguinte expressio la+1)

e ndo o resultado da multiplicagdo de um niimero natural por ele
proprio. Dos estudantes selecionados como amostra da pesquisa apenas um, o estudante
E12S1Q3 respondeu se tratar de uma proposicio falsa e argumentou dizendo que 991n* +1 ¢
um numero natural paran =1, 2, 3, porém a raiz quadrada do nimero encontrado nem sempre
¢ natural. Dos estudantes que responderam ser verdadeira a proposi¢do encontramos como
argumentos: dois estudantes tentaram justificar a solu¢cdo por meio da inducdo finita e o

estudante E10S1Q3 disse ser verdadeira a proposi¢do, mas ndo soube justificar sua resposta.

Ainda com relagdo aos estudantes que disseram se tratar de uma proposi¢do verdadeira temos

que um deles, o estudante E1S1Q3, tentou resolver a equagio a° +2a+1=991n" +1 como
estratégia. O estudante E7S1Q3 justificou sua resposta com um contraexemplo falso. Ja o
estudante ESS1Q3 justificou sua resposta dizendo que o conjunto universo nio havia sido

determinado no enunciado da questdo. O estudante E8S1Q3, que respondeu se tratar de uma

proposicdo verdadeira justificou dizendo que a expressdo 991n° +1 ndo representa um
quadrado perfeito. Ja o estudante E9S1Q3 disse que a expressdo ndo ¢ um quadrado perfeito,
pois o nimero 991 nao ¢ um quadrado perfeito.

Ao relacionarmos as andlises a priori com as andlises a posteriori desta
questdo concluimos que os estudantes que responderam ser uma afirmac¢do verdadeira e
justificaram suas respostas por meio de algumas verificagdes, ou seja, substituindo n por
alguns niimeros naturais, como por exemplo, N = 1, n =2, etc. a fim de testar se a proposi¢ao
era verdadeira ou nao realizou segundo Balacheff (1988), um tipo de prova pragmatica
denominada de empirismo ingénuo.

O estudante que disse em sua resposta ser falsa a proposicao foi guiado pela
sua intuig¢do, isso porque ele ndo dispunha de tempo suficiente para realizar todas as suas
hipoteses e justificou que em algum momento seria possivel determinar a raiz quadrada de um
nimero natural. Dessa forma classificamos a resposta dada por esse estudante como um

experimento crucial que, segundo Balacheff (1988), também ¢ um tipo de prova pragmatica.
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Figura 15 — solu¢do apresentada pelo estudante E12S1Q3

Esta questdo era uma tentativa de forcar os estudantes a utilizarem a indugao
empirica, para resolvé-la, porém nossa tentativa ndo obteve sucesso, ja que eles utilizaram
outros caminhos para concluirem suas respostas.

Assim, verificando as soluc¢des apresentadas pelos estudantes foi possivel
notar que nenhum deles acertou essa questdo. Mesmo assim, entendemos ser possivel
classifica-la segundo Hanna (1989b) e Silva (2002). Com relagao a classificagdo apresentada
pela primeira autora temos que os estudantes estdo preocupados em mostrar a validade ou nao
da proposicao, isso caracteriza as provas dos estudantes como provas que provam, ja que eles
ndo se preocupam em apresentar explicacdes para indicar os procedimentos adotados.
Entendemos que com relacdo aos aspectos definidos pelo segundo autor temos que estdao
presentes o aspecto ldgico-epistemologico ja que os estudantes procuraram estruturar suas
justificativas por meio de uma sequéncia ordenada de argumentos.

Como a analise desta questdo ¢ semelhante a analise da questdo anterior,
temos que, as funcdes da demonstracdo apresentadas por Hanna (2000) e Villiers (2001)
constam nas resolugdes apresentadas e desenvolvidas pelos estudantes.

Pela a otica de Hanna (2000) notamos que a fung¢do de verificar esta
presente, pois os estudantes buscam de alguma maneira demonstrar a proposi¢do, a de
explicar também consta nas solugdes apresentadas, isso porque eles indicam quais foram os
caminhos que tentaram utilizar para encontrar uma resposta, a de sistematizar esta presente,

pois hd uma ordem na apresentacdo das respostas, a funcdo de comunicar que consiste na
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transmissdo do conhecimento e a de explorar também estd presente, pois os estudantes
argumentaram em seus registros escritos, do que poderiam estar pensando e isso talvez fez
com que os estudantes apresentassem significados para uma definicdo e as consequéncias
desta.

Ja na perspectiva de Villiers (2001) é possivel notarmos a fungdo de
verificacdo onde os estudantes ao suspeitarem que a afirmagao ¢ falsa ou verdadeira buscaram
uma demonstracdo para a mesma, entendemos que a de explicagdo vem junto com uma
frustracdo ja que eles ndo conseguem se convencer de suas proprias justificativas, sendo
assim, ndo ha satisfacdo pessoal. A funcdo de descoberta se da pelo fato dos estudantes
buscarem explorar o problema, a de sistematizagdao ocorre, pois ha o desenvolvimento 16gico
das ideias apresentadas, a comunicagdo se deve pela transmissdo dos resultados obtidos e o
desafio intelectual ocorre, pois eles utilizam sua energia intelectual e engenho matematico

para encontrar uma solugao.

QUESTAQ 4. " n = N*, a soma dos n primeiros nimeros impares ¢ dada por n*? Por qué?
Justifique sua resposta.

O objetivo dessa questdo era verificar se os estudantes lembrariam e
utilizariam a indugdo finita para justificarem suas respostas, ja que se trata de uma proposicao
verdadeira.

Todos os estudantes que foram selecionados apresentaram uma resposta
para essa questdo. Quatro desses estudantes, ou seja, os estudantes E1S1Q4, E7S1Q4,
E11S1Q4 e E13S1Q4 utilizaram a indugdo finita para justificarem a solu¢do apresentada.
Entretanto a utilizagdo da inducdo finita confirmou nossa hipdtese inicial, isto €, que os
estudantes utilizam-na como um processo mecanico, ou seja, se baseiam em exemplos e
modelos ja conhecidos.

Os estudantes E4S1Q4, E5S1Q4, E10S1Q4 e E12S1Q4 disseram que a
proposicao ¢ verdadeira e deixaram indicado como justificativas algumas verificagdes, isto €,
inferimos este grupo de estudantes deixou implicito nas respostas que utilizaram a indugdo

empirica. Um exemplo dessas respostas foi dado por E5S1Q4
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Figura 16 — verificagdes apresentadas pelo estudante E5S1Q4
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Dos dados coletados encontramos que o estudante E2S1Q4 apenas deixou

S 2p+1=14345+ T+ +2n+1=
indicada a n seguinte férmula: #-0

, assim consideramos

que ele ndo apresentou uma resposta para essa questdo. Ja o estudante E3S1Q4 apresentou

indicios de que utilizaria o principio de indugao finita, pois verificou a validade da proposi¢ao

para n = 1, mas esse estudante ndo conseguiu desenvolver o outro passo da demonstracao

deixando indicado que a formula apresentada era verdadeira. O estudante E8S1Q4 disse que a

proposicdo ¢ verdadeira, porém argumentou que faltou tempo para apresentar uma

justificativa para a solugdo. O estudante E6S1Q4 respondeu nao saber se a proposicio era

verdadeira ou falsa. E o tnico estudante que respondeu que a proposicao era falsa foi o

estudante E9S1Q4, e sua solugao foi

Figura 17 — solu¢ao apresentada pelo estudante E9S1Q4
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A seguir destacamos a solu¢do do estudante E13S1Q4 para ilustrar nossas

analises:

Figura 18 — solugdo apresentada pelo estudante E13S1Q4
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A partir das analises a priori e a posteriori dessa questao notamos que alguns
estudantes utilizaram a indugao finita para demonstrar a veracidade da proposi¢ao, porém no
estudo dessas justificativas observamos o emprego da indugao finita como método, ou seja, os
estudantes a utilizaram de forma mecanica. A partir desta tentativa concluimos que esses
estudantes ensaiaram a realizacdo de um experimento de pensamento, considerado para
Balacheff (1988), um tipo de prova conceitual.

Os estudantes que justificaram suas respostas a partir de algumas
verificacoes como as de E5S1Q4 apresentaram indicios da utilizacdo da indugdo finita
promoveram um empirismo ingénuo denominado por Balacheff (1988) um tipo de prova
pragmatica.

Para a resolucdo desta questdo houve tanto o emprego da indugdo finita
quanto da a indugdo empirica por parte dos estudantes, essa caracteristica indica que existe
uma confusdo com relacdo ao procedimento que deve ser adotado para encontrar a resposta
para esta questdo, isso porque os estudantes empregam ambos 0s processos.

Analisando as respostas dos estudantes a partir das perspectivas ja
apresentadas por Hanna (1989b) e Silva (2002) temos que as solugdes indicam com relagdo a
primeira autora que encontramos como caracteristica as provas que provam, ou seja, O

interesse dos estudantes consiste em encontrar uma solugdo para o problema, enquanto que na
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otica do segundo autor estdo presentes os aspectos retorico e logico-epistemoldgico. O
segundo desses aspectos se justifica pelo modo dos estudantes apresentarem suas respostas,
isto ¢, eles buscam desenvolve-las de maneira ordenada como uma sequéncia. Ja o primeiro
desses aspectos se deve pelo fato dos estudantes serem guiados por um modelo ja estabelecido
previamente, isto €, os estudantes sdo influenciados pela forma didatica pela qual o contetido
foi exposto, segundo Freitas (1999).

Entendemos que as fun¢des das demonstragdes propostas por Hanna (2000)
e Villiers (2001), sdo apresentadas parcialmente nas respostas dos estudantes. Com relagdo as
funcdes propostas pela primeira autora temos que a de verificar esta relacionada com a
veracidade ou ndo da proposicao, a de explicar se justifica pelos argumentos utilizados a fim
de desenvolver a demonstragdo, a de sistematizar ¢ caracterizada pela organizacdo
apresentada, a fun¢do de comunicar se encontra devido a exposicdo dos resultados
encontrados e a de explorar, onde eles abordaram o problema de diversas maneiras.
Entretanto, a fungdo de incorporar prevista na analise a priori, ndo foi contemplada totalmente
j& que alguns estudantes ndo associaram a inducado finita para demonstrarem que a proposicao
era verdadeira. J4 com relagdo as fungdes apresentadas pelo segundo autor entendemos que a
de verificagdo poderia ter ocorrido, pois os estudantes poderiam partir de algumas
verificagcdes e assim inferir que a proposicao ¢ verdadeira em seguida provando-a, porém
alguns deles omitiram a etapa das verificagdes. Mesmo assim entendemos que tal funcao foi
apresentada por eles. A explicacdo foi indicada pela realizagdo pessoal em solucionar o
problema proposto, a de sistematizacdo onde alguns estudantes, os que justificaram utilizando
a indugao finita, apresentaram relagdes logicas entre as afirmagdes, a fungdo de comunicagao
onde eles socializaram suas respostas e por ultimo o desafio intelectual onde eles puderam

mostrar suas justificativas.

QUESTAO 5. A sentenga TneN, m+2 ¢ a soma de dois nimeros primos ¢ verdadeira?
Por qué? Justifique sua resposta.

Como j& dissemos, um dos objetivos dessa questdo era verificar se os
estudantes utilizariam a indug¢do empirica para demonstrar a validade ou ndo dessa
proposicao. Lembramos aqui que esta proposicao trata da Conjectura de Goldbach.

O levantamento dos dados mostrou que, com relagdo a nossa amostra,
quatro estudantes ndo responderam essa questdo deixando-a em branco. O estudante E6S1Q5

disse que ndo soube respondé-la.
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O estudante E1S1Q5 disse que a proposicio era verdadeira paraumn € N,
desde que esse n tivesse menos de 17 algarismos, e completou seu raciocinio, dizendo que tal
proposi¢do ainda ndo havia sido provada. Ja o estudante E8S1Q5 respondeu ser verdadeira e
justificou dizendo, que 2n + 2 ¢ sempre um nimero par, ¢ que a soma de dois nimeros
impares primos ddo como resultado um nimero par, € que esse resultado poderia ser expresso
por 2n + 2. Os estudantes E2S1Q5, E4S1Q5 e E10S1Q5 disseram se tratar de uma proposicao
verdadeira e justificaram suas respostas utilizando exemplos.

Os estudantes que disseram se tratar de uma proposicdo falsa foram
E5S1Q5, E9S1Q5 e E12S1Q5 e justificaram por meio de exemplos, como 12 =6 + 6 ¢ o
nimero 6 nao ¢ primo.

Confrontando as andlises a priori e a posteriori dessa questdo notamos que
tanto os estudantes que responderam ser verdadeira quanto falsa se justificaram a partir de
manipulagdes de alguns casos especificos. Portanto, temos que ocorreu o emprego do
empirismo ingénuo, que segundo Balacheff (1988) ¢ um tipo de prova pragmatica.

As solugdes apresentadas pelos estudantes indicam que eles tentaram
realizar um tipo de prova, denominada por Hanna (1989b), como provas que explicam, ja que
analisando as respostas apresentadas encontramos caracteristicas onde os estudantes, que
apostaram em alguma justificativa, tentaram explicar qual foi o procedimento utilizado. Se
referindo aos aspectos apresentados por Silva (2002) entendemos que ha a presenca apenas do
logico-epistemoldgico, pois os estudantes buscam apresentar ordenadamente suas
justificativas. Acreditdvamos que o aspecto heuristico poderia ter sido apresentado em
algumas respostas, mas nao encontramos indicios que indicassem a presenga deste aspecto,
isso ndo foi possivel em razdo de ndo ocorrer descoberta matematica. Com relacdo as fungdes
das demonstragcdes que Hanna (2000) e Villiers (2001) apresentam, temos que nem todas
foram contempladas.

Com relacao as fungdes que Hanna (2000) propde entendemos que a de
verificar ndo pode estar presente, pois como a proposicao trata de uma conjectura ndo ha
possibilidade de associa-la com a validade de uma afirmagdo, com relagcdo a de explicar foi
possivel notar que alguns estudantes propuseram algumas verificagdes por meio da indugdo

empirica como por exemplo
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Figura 19 — solu¢ao apresentada pelo estudante E2S1Q5

Para a funcdo de descobrir entendemos também que os estudantes nao
obtiveram éxito, pois ndo houve descoberta ou invencdo de novos resultados, a de incorporar
foi outra funcdo ndo contemplada durante a realizacdo da atividade, pois a conjectura de
Goldbach nao se trata de um fato conhecido. Ja as fun¢des de comunicar, de construir e de
explorar foram observadas durante a atividade sendo caracterizadas da seguinte maneira: a
primeira se deve pela agdo de comunicar os resultados obtidos, com relagdo a segunda funcao,
isto é, a de construir, ficou caracterizada pelas verificagdes realizadas, como o exemplo de
E2S1Q5 e por fim entendemos que na terceira funcdo os estudantes buscaram meios para

soluciona-la.

QUESTAOQ 6. Para 7 1 £ N , considere 4, = 7" =1, Os resultados obtidos sdo sempre

divisiveis por 3? Por qué? Explique.

O objetivo dessa questdo foi verificar novamente se os estudantes
utilizariam a inducdo finita para demonstrar que a proposi¢ao ¢ verdadeira.

Da amostra considerada temos que apenas o estudante E1S1Q6 utilizou a
inducdo finita para justificar se tratar de uma proposi¢do verdadeira. Esse estudante utilizou a
indugdo finita como um processo mecanico. Os estudantes E2S1Q6, E4S1Q6 ¢ E10S1Q6
disseram que a proposicdo ¢ verdadeira e argumentaram a partir da inducdo empirica, ou seja,
estes estudantes apresentaram alguns exemplos para chegarem a uma conclusao.

Os estudantes que afirmaram ser falsa a questdo argumentaram em suas
respostas dizendo que a proposi¢do 7" - 1 nem sempre ¢ divisivel por 3, porque substituindo n

por 0, obtém-se um contraexemplo. Dois estudantes utilizaram o argumento anterior, sdo eles
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o E50S1Q6 e o E12S1Q6. Porém estes estudantes se descuidaram, pois o conjunto
considerado na questdo foi o N, portanto nao poderiam ter substituido n por 0.

Os demais estudantes ndo responderam a essa questdo. Assim, temos que 0s
estudantes E3S1Q6, E7S1Q6, E9S1Q6 ¢ E11S1Q6 deixaram a questdo sem resposta. Ja os
estudantes E6S1Q6 e E8S1Q6 alegaram ndo saber responder essa questdo. E por fim o
estudante E13S1Q6 deixou indicado que 7" -1 = 3@, mas ndo respondeu se tratar de uma
proposicdo verdadeira ou nao.

O exemplo que destacamos sobre a utilizagdo da inducdo empirica foi

desenvolvido pelo estudante E2S1Q6

Figura 20 — solucdo apresentada pelo estudante E2S1Q6

"

Comparando as andlises a priori e a posteriori referentes a essa questdo
encontramos que apenas um dos estudantes provou que a afirmagdo ¢ verdadeira por meio da
inducdo finita, entretanto a utilizacdo dessa demonstracdo ficou restrita a aplicacdo de um
modelo, isto ¢ u processo mecanico assim, neste caso, o estudante tentou um tipo de prova
conceitual denominada, segundo Balacheff (1988), experimento de pensamento.

Os estudantes que justificaram suas respostas usando a indu¢do empirica,
isto ¢, que afirmaram se tratar de uma proposicao verdadeira a partir de algumas verificagdes
realizaram um empirismo ingénuo, que ¢ classificado por Balacheff (1988) como um tipo de
prova pragmatica.

A analise desta questdo ¢ semelhante a da quarta questdo desta mesma
sessdo. Dessa forma, temos novamente que os estudantes confundiram a indugao finita com a
indugdo empirica, isto nos mostra que, para os estudantes, o método indutivo e dedutivo pode

ser tratado da mesma maneira.
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Analisando as respostas apresentadas pelos estudantes entendemos que as
provas que provam, classificagdo dada por Hanna (1989b), se encontram presentes, iSso
porque o interesse dos estudantes consiste em apresentar uma solugdo para o problema sem se
preocupar em explicar qual(is) procedimentos foram utilizados. Considerando os aspectos de
uma demonstragao apresentados por Silva (2002) temos que estdo presentes o retorico, pois as
demonstragdes realizadas por meio da inducdo finita aparentam ter caracteristicas ja
estabelecidas anteriormente e o logico-epistemoldgico se deve ao encadeamento sequencial da
solucao.

Analisando as respostas dos estudantes a partir das fungdes da prova
propostas por Hanna (2000) e Villiers (2001) entendemos que com relagdo a primeira autora a
verificagdo estd presente, pois a partir das respostas apresentadas encontramos caracteristicas
que apontam para a validade da proposicdo. Com relacdo a de explicar, as solu¢des indicam
qual o raciocinio utilizado, ou seja, foram feitas substitui¢des que indicam que se trata de uma
afirmacao verdadeira, a de sistematizar ¢ evidenciada por uma certa organizagao apresentada
na solu¢do, e por fim, a funcdo de comunicar ¢ possivel ser encontrada ja que héd a
comunicag¢do dos resultados obtidos.

Com relagdo as fungdes propostas por Villiers (2001), temos a de
verificacdo, caracterizada pela proposta de uma demonstracdo apds algumas substituigoes
para valores de n, a de explicacdo ¢ apresentada nas respostas que buscaram generalizar a
afirmacdo apo6s a verificagdo de casos particulares, o desafio intelectual também esté presente,
pois os estudantes confirmaram os resultados obtidos ap6s a demonstracdo e isso gerou
satisfacao pessoal, a de sistematizagdo foi caracterizada pela percepcao global do problema e
por fim a de comunica¢do que foi encontrada devido as interagdes sociais que ocorreram entre
eles.

Entendemos que ao final da primeira sessdo da sequéncia didatica os
estudantes conseguiram diferenciar as caracteristicas que permeiam tanto o conceito de
inducdo finita quanto o da indu¢do empirica, porém mesmo assim, eles continuam utilizando a

indug@o empirica como uma prova que pode ser empregada na Matematica.
2% SESSAO

~ — * . . ’ ’ r
QUESTAO 1. Mostre que 7 # = N, a soma dos n primeiros niimeros impares ¢ dada por n.
Esta questdo tinha como objetivo verificar se os estudantes utilizariam como

estratégia a indugdo finita para demonstrar a validade da férmula. Com relagdo as respostas
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apresentadas foi possivel notar que o estudante E6S2Q1 utilizou como meio para resolver essa

questao a indug¢ao empirica. Este estudante apresentou como solugdo o seguinte raciocinio:

i[?ﬂ +D)=Q20+D)+C1+D+(224D)+ .. +(2n+1) =n".

n={

O estudante E8S2Q1 mostrou indicios de usar como estratégia a inducdo
finita, porém esse estudante acabou usando, juntamente com a indugdo finita, a formula da
soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética. A partir dai o estudante acabou se
confundindo com os passos da inducdo finita e a formula da soma dos termos de uma
progressdo aritmética.

As demais solugdes foram baseadas na indugdo finita, entretanto os
estudantes cometeram alguns erros. Como por exemplo, o estudante E9S2Q1 apresentou
indicios que usaria a indu¢do finita para demonstrar a proposi¢do, mas esse estudante ndo
verificou a primeira parte deste principio, ou seja, neste caso, ndo fez a verificacdo paran =1,
portanto esse estudante demonstrou apenas a segunda parte do principio de indugdo finita.

Outros trés estudantes que foram E2S2Q1, E5S2Q1 e E10S2Q1 também
apresentaram pistas que usariam como estratégia a inducao finita, entretanto, esses estudantes,
ao fazerem a verificagdo da primeira etapa do processo de demonstragdo cometeram um erro.
O erro cometido foi verificar a hipdtese inicial para n = 0, o que ndo se aplica para a
proposicdo, ja que a questdo ¢ sobre a soma dos primeiros nimeros naturais impares. Ja o
estudante E4S2Q1 verificou corretamente a primeira parte da indugdo finita, porém ao
demonstrar a segunda parte se equivocou trocando o conjunto N* por Z. Podemos inferir que
esta troca significa que o estudante aborda a inducdo finita a partir do principio da boa
ordenagdo. Outra caracteristica com relagdo a demonstracio sugerida por esse estudante ¢ que
o mesmo utiliza a indugao finita como método, ou seja, de forma mecanica.

Ja os estudantes E1S2QI1, E3S2Q1, E7S2Q1, E1152Ql, E12S82Q1 e
E13S2Q1 confirmam nossa hipdtese inicial, ou seja, adotam como estratégia a indugdo finita,
mas a utilizagdo fica caracterizada como um processo mecanico que se desenvolve a partir de

modelos ja conhecidos. Como exemplo, apresentamos a solug¢do do estudante E3S2 Q1:
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Figura 21 — solu¢ao apresentada pelo estudante E3S2Q1

¥’ Lt

Com relacdo a essa questdo, comparando as analises a priori e a posteriori,
encontramos que grande parte dos estudantes emprega a indugdo finita para demonstrar a
veracidade de tal afirmagdo. Porém, a partir das analises das justificativas apresentadas pelos
estudantes encontramos erros de manipulagdes de expressoes algébricas, mas mesmo assim, a
utilizacdo da indugdo finita ficou caracterizada como a aplicagdo de um método. Dessa forma,
entendemos que os estudantes se aproximaram do tipo de prova conceitual denominada
experimento de pensamento, segundo Balacheff (1988).

Apenas um estudante afirmou que a proposicao era verdadeira e justificou
sua resposta apresentando verificagdes de alguns exemplos. Tal estudante realizou um
empirismo ingénuo que, segundo Balacheff (1988), ¢ considerado um tipo de prova
pragmatica.

A partir da andlise das respostas dos estudantes entendemos que eles
apresentaram, segundo a classificacdo de Hanna (1989b), um tipo de prova denominado
provas que provam. Isso porque, nas solugdes, ndo foi possivel encontrar explicacdes dos
estudantes de como eles procederam para chegar até a conclusdo, se tal caracteristica estivesse
presente poderiamos dizer que se trata de um tipo de prova considerada pela autora como
provas que explicam. Levando em conta agora os aspectos das demonstragcdes apresentados

por Silva (2002), encontramos o retdrico e o ldgico-epistemologico, pois entendemos que com
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relagdo ao primeiro aspecto os estudantes procederam seguindo um modelo que ja foi
assimilado por eles em outras aulas, e com relacio ao segundo ¢ possivel notar um
desenvolvimento sequencial dos procedimentos que foram utilizados até chegarem a uma
conclusdo.

Analisando as respostas dos estudantes a partir das fun¢des da demonstracao
temos que na perspectiva de Hanna (2000) a de verificar esta presente, pois eles buscaram
uma demonstragdo para mostrar que se tratava de uma proposi¢ao verdadeira, a de explicar,
para esta questdo, tem interpreta¢do idéntica a andlise da questdo 4 da sessdo anterior porém,
os estudantes ja tinham certeza que se tratava de uma afirmagao verdadeira, sendo assim, eles
ndo deixaram as pistas utilizadas na atividade anterior. A fun¢do de sistematizar ocorreu
devido a uma certa organizacdo apresentada pelos estudantes e por fim a de comunicar se
deve ao fato de haver a comunicagao escrita dos resultados obtidos.

J& considerando as fun¢des da demonstragdo propostas por Villiers (2001)
entendemos que a de verificagdo ndo ocorreu, pois ndo houveram verificagdes por parte dos
estudantes sobre essa questdo, a de explicacdo ocorreu devido a satisfagdo de encontrar uma
solucdo para o problema proposto, o desafio intelectual se caracterizou pelo empenho dos
estudantes ao buscar uma solugdo para o exercicio. A fungdo de sistematizagdo ¢ notada, pois
elesapresentaram uma perspectiva global da situagdo e por fim a de comunicacao que ocorre

por meio das interagdes sociais entre os estudantes.

QUESTAO 2. Uma Progressio Aritmética com primeiro termo a, e razio r é uma sequéncia

de nimeros cujo primeiro elemento ¢ al e tal que cada elemento, a partir do segundo, ¢ igual

a0 anterior mais a razdo. Em simbolos, se # = 2 entdo @» = @»1 7T, Prove que o termo geral
de uma Progressio Aritmética ¢ dado por @ =@; +(n—=1r.

Esta questdo se refere a formula do termo geral de uma progressao
aritmética e nosso objetivo continua sendo analisar quais as estratégias que os estudantes
utilizaram para provarem essa afirmacdo. Durante as andlises verificamos que os estudantes
E6S2Q2, E9S2Q2 e E1252Q2 apresentaram como estratégia para solucionar esse problema a

inducdo empirica, ou seja, estes estudantes avaliaram casos particulares da foérmula e

concluiram que se trata de uma féormula verdadeira.
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Os demais estudantes adotaram como estratégia a indu¢ao finita, porém
alguns estudantes cometeram erros de transformagdes algébricas® na segunda etapa da
demonstragdo. Outros estudantes impdem que se P(n) ¢ verdadeira entdo P(n + 1) também
sera e a partir dai procuram relacionar as duas proposi¢des. Dessa forma, notamos que a partir
das respostas apresentadas pelos estudantes, nossa hipdtese inicial se confirma novamente,
isto €, que os estudantes utilizam a inducao finita de maneira mecanica. Uma observagdo com
relacdo a essa atividade ¢ que o estudante E12S2Q2 iniciou sua demonstracdo estudando
alguns casos particulares da formula e somente apods essas verificagdes ¢ que este estudante
utilizou a inducao finita.

Apresentamos a solu¢do via inducao finita do estudante E4S2Q2

Figura 22 — solu¢ao apresentada pelo estudante E4S2Q2

A seguir destacamos uma solucdo onde o estudante E12S2Q2 utilizou a

inducdo empirica:

2 Transformagio algébrica: segundo Miorim et al (1993), consiste no processo de obtencdo de expressdes
algébricas equivalentes entre si mediante a utilizacdo de regras e propriedades validas.
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Figura 23 — solu¢do apresentada pelo estudante E12S2Q2
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O exame das andlises a priori e a posteriori mostrou que alguns estudantes
justificaram suas respostas para essa questdo por meio da indug¢do empirica. Neste caso
caracterizamos que houve um empirismo ingénuo, tipo de prova pragmatica segundo
Balacheff (1988).

J4 os demais estudantes tentaram aplicar a inducdo finita para justificar as
respostas. Como neste caso o uso da inducdo finita ficou caracterizado como um processo
mecanico desenvolvido a partir de modelos ja conhecidos por eles, assim, entendemos que
tais estudantes estdo proximos de realizarem um experimento de pensamento, considerado por
Balacheff (1988) um tipo de prova conceitual.

Com relagdo as fungdes da demonstracdo que sdo indicadas por Villiers
(2001) temos a de verificagdo ocorreu, pois os estudantes buscaram analisar casos particulares
de que a foérmula da progressdo aritmética ¢ verdadeira, a explicagdo esteve presente no
contentamento em apresentar uma solug@o para o problema, o desafio intelectual deveu-se ao
fato deles terem se empenhado em solucionar o problema, a sistematizagao ocorreu devido a
indicagdo de uma visdo geral do problema, a fungdo de descoberta se apresentou em fungao
da investigagdo promovida pelos estudantes ¢ a de comunicacdo foi notada a partir das

interagdes sociais entre os estudantes.
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Analisando as func¢des de demonstragao apresentadas por Hanna (2000),
encontramos a de verificar pela acdo dos estudantes associarem a proposi¢do como sendo
verdadeira, a de explicar na qual eles apresentam argumentos que evidenciam a validade da
proposicdo, a de sistematizar que ocorreu, pois houve uma organizacao deles ao resolverem a
questdo, a de comunicar tendo a demonstracdo como um resultado, a fun¢ao de explorar pelo
trabalho com a formula do termo geral de uma progressao aritmética com a indugao finita e a
inducdo empirica e por fim da de incorporar que ¢ sustentada pelo argumento de terem um
conceito conhecido, que ¢ o termo geral de uma progressao aritmética, com os conceitos de
inducdo finita e indu¢ao empirica.

Considerando a classificacdo das provas a partir de Hanna (1989b), as
respostas dos estudantes apresentaram aspectos que nos permitiram classificar as provas dadas
em provas que provam ja que ndo encontramos como caracteristica a explicacdo deles de qual
foi o procedimento para encontrarem uma solucdo. Levando em conta agora os aspectos de
Silva (2002), notamos a presenca do retorico e do logico-epistemologico, pois os estudantes
se preocuparam em seguir um modelo j& apresentado anteriormente em outras aulas, além
disso, temos que eles se preocuparam também em apresentar seus argumentos numa

sequéncia ordenada.

QUESTAO 3. Apos a criagdo do mundo, em um mosteiro escondido na india, o Grande
Criador colocou uma placa de bronze e nela fixou trés bastdes cobertos de diamantes. Em um
dos bastoes, em ordem decrescente de tamanho, colocou 64 discos de ouro. E assim disse aos
monges: "transfiram essa pilha de discos para outro bastdo, movendo, ininterruptamente, um
disco de cada vez e nunca permitindo que um disco fique acima de um menor. Quando
terminarem essa tarefa e os 64 discos estiverem em outro bastdo, este templo se reduzird a p6d
e com um estrondo de trovdes o mundo acabara".

Dizem os sdbios que o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos
aproximadamente ¢ os monges, desde a criagdo, estdo movendo os discos na razdo de um
disco por segundo. Serd que o mundo vai acabar?

O problema da Torre de Handi foi proposto pelo matemadtico francés
Edouard Lucas (1842 -1891) em 1883. O nome Torre de Hanoi foi inspirado na torre simbolo
da cidade de Hanéi, no Vietna.

1. Utilizando a Torre de Handi verifique quantos movimentos sao

necessarios para movimentar 1 disco? E dois discos?
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2. Com a Torre de Hanoi determine quantos movimentos s3o necessarios
para mover 3 discos?

3. E possivel diminuir o nimero de movimentos realizados?

4. Repita os procedimentos anteriores, considerando 4, 5, e 6 discos
respectivamente.

5. Organize uma tabela com o nimero de discos utilizados € o nimero

minimo de movimentos para transporta-los de um bastdo para outro.

Discos
Movimentos

6. Analisando a tabela que vocé organizou, ¢ possivel relacionar a
quantidade de discos com o nimero minimo de movimentos para
resolver o problema? Qual ¢ essa relacdo? Expresse-a por meio de uma
formula.

O objetivo dessa questdo era promover uma atividade experimental com os
estudantes, para que na atividade proposta na sessdo seguinte eles pudessem identificar as
diferengas entre a indugdo empirica e a inducdo finita. Esta questdo era composta por 6
perguntas que deveriam ser respondidas usando a torre de Handi disponibilizada aos mesmos.
Nem todos os estudantes responderam todas as perguntas dessa atividade. Por exemplo, o
estudante E1S2Q3 nado respondeu as perguntas 1, 2 e 3 propostas, mas apresentou respostas
para as demais perguntas, inclusive utilizando a inducao finita, como método, para demonstrar
a veracidade da férmula da pergunta 6.

Ja os estudantes E2S2Q3, E5S2Q3, E1S2Q3 ¢ E10S2Q3 responderam as
perguntas 1, 2, 3, 4 e 5 corretamente, porém nao conseguiram deduzir a férmula proposta na
pergunta 6. O estudante E8S2Q3 ndo apresentou respostas para todas as perguntas e
respondeu as perguntas 4 e¢ 5. Os estudantes E1252Q3 e E13S2Q3 ndo responderam as
perguntas 1 e 2, mas responderam as questdes 3, 4 e 5. A diferenga entre esses estudantes foi
que o primeiro colocou, com relagdo a pergunta 6, que nao ha formula que expresse o nimero
de movimentos minimos em fun¢do do numero de discos, enquanto que o segundo estudante
deduziu de maneira errada a formula proposta.

Por fim, os estudantes E3S2Q3, E4S2Q3, E6S2Q3, E7S2Q3, ¢ E1152Q3
responderam a todas as questdes corretamente, inclusive deduziram a formula da pergunta 6

perfeitamente.
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O intuito dessa atividade era que os estudantes, a partir de diversas
experimentagdes com a torre de Handi, conseguissem solucionar as questdoes. Durante essa
atividade os estudantes ndo precisaram demonstrar nenhuma afirmacdo. Assim, consideramos
que nesta etapa da atividade os estudantes realizaram um experimento genérico, que segundo
Balacheff (1988), ¢ uma etapa de transicdo entre as provas pragmaticas € as provas
conceituais.

Durante a resolucdo desta questdo ndo era necessario que os estudantes
demonstrassem nenhuma proposicdo. Mesmo assim entendemos ser possivel que eles
apresentem caracteristicas com relagdo as fun¢des da demonstracdo, ja que esta atividade se
refere a indugdao empirica para encontrar uma solugdo. Dessa forma, analisando as respostas
dos estudantes e os comportamentos durante a realizacdo dessa atividade foi possivel
concluirmos que todas as caracteristicas que levantamos na analise a priori, segundo Hanna
(2000) e Villiers (2001) foram apresentadas por eles.

Assim, com relacdo as caracteristicas propostas por Hanna (2000),
entendemos que a de verificar ¢ associada pelos estudantes, pois eles verificaram
experimentalmente que uma formula poderia ser deduzida a partir dos movimentos dos discos
da Torre de Hanoi, a de explicar se constituiu pelo fato deles completarem a tabela a partir das
experiéncias vivenciadas com o jogo, a de sistematizar deveu-se a organizacao apresentada
pelos estudantes, a descoberta deveu-se pelo fato de conjecturarem a existéncia de uma
formula matematica a partir de uma experiéncia matematica. A fun¢do de comunicar deveu-se
pela argumentagdo apresentada nas solucdes propostas por eles e por ultimo a de explorar
onde eles puderam relacionar os resultados com experiéncias.

As fungdes da prova dadas por Villiers (2001) foram as de verificagdo
caracterizada pelas experiéncias realizadas pelos estudantes, a de explicagdo que entendemos
ser indicada pela satisfagdo da experiéncia ter sido bem sucedida por eles, a de descoberta
onde os mesmos puderam explorar, analisar e vivenciar um processo de descoberta, a fungao
do desafio intelectual onde os estudantes se esforcaram para resolver o problema proposto, a
de sistematizagdo que se constituiu como aplicagdes tanto dentro como fora da matematica e

por fim a da comunicag@o que ocorre devido as interagdes sociais vivenciadas por eles.
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3* SESSAO
QUESTAOQ. Em relagdo ao problema da Torre de Hanoi, ¢ possivel construir um quadro

indicando a quantidade de discos e o numero minimo de movimentos para muda-los de

bastdo. Por exemplo:

Discos (n) 1 2 3 4
Movimentos (M) 1 3 7 15 31

Analisando a tabela anterior, ¢ possivel concluir que para um nimero n
qualquer de discos temos que a quantidade de movimentos minimos é dada por: m =2" -1,

- Mostre que a formula anterior ¢ verdadeira

- Sabendo que, segundo os sabios, o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos e

que hé 64 discos na Torre original e ainda que os sabios estdo movendo os
discos na razdo de um disco por segundo responda: serd que o mundo ird
acabar?

Nosso objetivo nesta sessdo era analisar qual seria a abordagem dos
estudantes, com relagdo ao nosso objeto de estudo, isto ¢, a indugdo finita. Assim, com relagdo
a primeira pergunta dessa atividade, que se refere a demonstracdo da férmula do numero
minimo de movimentos em fungdo do nimero de discos da torre de Hanoi, temos que o
estudante E11S3Q1 nao apresentou solugdo para esta pergunta. Ja os estudantes E2S3Q1,
E5S3Q1 e E10S3Q1 deixaram alguns calculos indicados como justificativa que a formula ¢é
verdadeira. Neste caso temos que os estudantes utilizaram como estratégia a inducao
empirica.

Os estudantes E3S3Q1 e E7S3Q1 apresentaram indicios de que utilizariam a
inducdo finita, porém eles ndo conseguiram desenvolver a demonstracdo. Enquanto isso os
demais estudantes abordaram o problema via inducdo finita, mas todos desenvolveram a
demonstragdo de forma mecanica e isso comprova novamente a hipdtese levantada nesta
pesquisa. Uma caracteristica que podemos notar em relagdao as respostas apresentadas nessa
atividade ¢ que os estudantes afirmam sempre que se P(n) for verdadeira entdo P(n +1)
também sera verdadeira, ou seja, que a veracidade da primeira condi¢do sempre valida a
segunda.

Indicamos a seguir a solugdo apresentada pelo estudante E1S3Q1
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Figura 24 — solu¢do apresentada pelo estudante E1S3Q1

A comparacado entre as analises a priori € a posteriori dessa questdo apontam
que alguns estudantes apresentaram como justificativa algumas verificagdes, ou seja,
realizaram alguns testes, isto ¢, realizaram algumas substituicdes para mostrar que a formula
do nimero minimo de movimentos necessarios para passar os discos de um bastdo para outro
da torre de Handi ¢ verdadeira. Assim, esses estudantes se basearam na inducdo empirica.
Consideramos, portanto, que tais estudantes promoveram um empirismo ingénuo, tipo de
prova pragmatica ao tentarem justificar suas solugdes dessa maneira.

Os estudantes que utilizaram a indugdo finita para justificarem suas
respostas, usaram como um método, ou seja, como uma receita a ser seguida, como um
processo mecanico. Dessa forma, com relagdo a esses estudantes concluimos que estes
chegaram proximos a promover um experimento de pensamento, que € classificado por
Balacheff (1988) como um tipo de prova conceitual.

A partir das respostas dos estudantes temos que eles apresentaram para esta
questdo um tipo de prova, denominado por Hanna (1989b) como uma prova que prova, isso

porque, em nossa analise, ndo encontramos explicacdes que indicassem quais foram os
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procedimentos que eles utilizaram afim de chegarem até a conclusdo. Considerando agora as
ideias de Silva (2002) localizamos o aspecto retorico, ja que os estudantes se basearam em
modelos para desenvolverem sua resposta e o aspecto logico-epistemoldgico caracterizado
pelo encadeamento 16gico de suas respostas.

Em nossa analise entendemos que as fungdes de demonstragdo apresentadas
por Hanna (2000) foram caracterizadas da seguinte maneira: a de verificar se associa com as
verificagdes que foram promovidas pelos estudantes a fim de comprovar a validade da
formula do numero de movimentos minimos para movimentar os discos da Torre de Hanoi, a
de explicar foi possivel de ser constatada, pois as verificagdes apontadas anteriormente por
eles indicam qual o raciocinio foram utilizados pelos mesmos, a de sistematizar mostra que
eles apresentaram a solugdo com certa organizac¢do, a fun¢do de comunicar se destaca a partir
da notificagdo da solu¢do encontrada, a de explorar pode ser notada pela associacdo entre a
atividade experimental e a experiéncia matematica ¢ por ultimo a de incorporar que ¢
percebida devido a relagdo entre um problema e a teoria matematica.

Ja as fungdes de prova que sdo destacadas por Villiers (2001) que
percebemos foram: a de verificacdo caracterizada devido as substituigdes que os estudantes
fizeram na formula do ntimero de movimentos dos discos com o intuito de comprovar que
esta era verdadeira, a de explicacdo que estd relacionada com a demonstragdo, via indugao
finita, proposta pelos estudantes, a qual pode gerar uma satisfacdo pessoal por ter consigo
chegar a uma conclusdo, o desafio intelectual que se refere ao empenho deles em
solucionarem o problema proposto, a fungdo de sistematizagdo que pode ser constatada, pois
os estudantes apresentaram uma perspectiva global do problema, a de descoberta que ¢
caracterizada devido a andlise do problema e ao processo de explorar e por fim devido as

interacdes sociais que a questdo gerou esta também presente a fungdo de comunicar.

4% SESSAO
+1
- P(n}=l+2_3+.._+n=”(” )
QUESTAO 1. Mostre que proposi¢ao 2 ¢ verdadeira para

O objetivo desta questdo era verificar se apds a abordagem da inducao finita
via axiomas de Peano os estudantes mudariam o tratamento com relacdo ao nosso objeto de

estudo, a indugdo finita.
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Como ja dissemos, antes de iniciar esta sessdo apresentamos os axiomas de
Peano e demonstramos o principio de indugdo finita e concluimos nossa apresentagao com
dois exemplos de como utilizar a inducado finita. Desse modo, um dos objetivos de apresentar
os axiomas de Peano e demonstrar o principio de indugdo finita aos estudantes nesta etapa da
sequéncia didatica foi mostrar a eles primeiramente que certas afirmac¢des na Matematica nao
podem ser consideradas verdadeiras apenas por meio de observagdes. Dessa forma, nesta
etapa, procuramos apresentar algumas ideias que diferenciam a prova por inducdo empirica da
prova por inducao finta.

Outro objetivo em discutir os axiomas de Peano e o principio de inducao
finita com os estudantes foi mostrar que a aplicagdo deste conceito ¢ composta por duas
etapas onde a primeira delas ¢ chamada de base e a segunda constitui o passo indutivo. Além
disso, nosso intuito era deixar claro que para uma afirmacdo ser demonstrada utilizando a
inducdo finita ambas as etapas deve ser satisfeitas.

Além dos objetivos que ja destacamos, procuramos mostrar aos estudantes,
com alguns exemplos uma maneira de se utilizar a indugdo finita. Nos exemplos que
apresentamos destacamos a importancia de se verificar as duas propriedades que compde a
demonstragdo por indugdo finita e, além disso, enfatizamos que ao final da demonstragao ¢
necessario que na conclusao indique que tal proposicao ¢ verdadeira devido ao principio de
inducdo finita. Portanto, ao final da apresentacdo esperavamos que os estudantes comecassem
a ver a demonstragdo por indu¢do finita como uma prova dedutiva e ndo como um método
empirico.

Esta questdo ocorre frequentemente nos livros didaticos analisados e nos
demais livros que utilizamos para construir a sequéncia didatica. Assim, com relagdo a
estratégia adotada pelos estudantes temos que todos utilizaram a indugdo finita, entretanto, as
solugdes apresentadas ainda foram desenvolvidas mecanicamente, isto €, como se bastasse
apenas verificar as condigdes do teorema de inducdo finita. Porém, com relagdo a
apresentacdo da demonstracdo, os estudantes conseguiram desenvolver o raciocinio
especificando quais hipdteses estavam sendo verificadas.

Como exemplo, destacamos a solucao apresentada por E8S4Q1:
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Figura 25 — solu¢ao apresentada pelo estudante E8S4Q1

5

As andlises a priori e a posteriori dessa questdo evidenciaram uma
caracteristica com relagdo as respostas dos estudantes. Todos resolveram a questdo utilizando
a indugdo finita, porém as justificativas continuaram incompletas, ou seja, as conclusdes sao
dadas da seguinte forma: "como valem as propriedades i e ii temos que a proposicao €
verdadeira." Nao explicitando referéncia ao principio de indugao finita. E a partir de respostas
semelhantes a anterior que podemos concluir que os estudantes ainda utilizam a indugdo finita
como um processo mecanico, como aponta Savioli (2007). Ou que, influenciados por uma
concepedo linguistica-pragmatica esperam aprender um contetido enquanto que o discurso €
sobre um método dedutivo, segundo Cury et al (2002). Contudo ndo podemos afirmar que
eles estdo errados, pois podem ter aprendido desse modo nos livros didaticos ou ainda nas

disciplinas anteriores.
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Dessa maneira, temos que segundo Balacheff (1988), os estudantes
mantiveram-se proximos de realizar um experimento de pensamento, que € classificado pelo
mesmo autor como um tipo de prova conceitual.

Além de classificar as solugdes apresentadas pelos estudantes segundo a
perspectiva de Balacheff (1988), podemos complementar a analise desta questao segundo os
aspectos definidos por Silva (2002) com relagao a demonstragao, isto ¢, encontramos presente
na resolucdo dos estudantes o aspecto retorico e o aspecto logico-epistemoldgico. Com
relagdo ao aspecto retorico temos que os estudantes, ao apresentarem suas justificativas,
atuam apoiando suas ag¢des em critérios ja estabelecidos anteriormente. Quanto ao aspecto
logico-epistemologico os estudantes procuram desenvolver as demonstracdes como
sequéncias ordenadas.

Com relagdo as caracteristicas apresentadas por Hanna (1989b) acreditamos
que as solugdes dos estudantes proporcionaram provas que provam, pois o objetivo deles
consistiu em validar a proposi¢do sem se preocuparem em explicar quais foram os
procedimentos adotados.

Analisando as respostas dos estudantes a fim de buscar pistas sobre as
funcdes da demonstragdo presentes nas solugdes temos que, considerando Hanna (2000), nao
ha a presenca da verificagdao. Acreditamos que a auséncia desta se deve pelo fato de ja termos
enunciado o principio de indugdo finita antes do inicio das atividades. A funcdo de
sistematizar foi notada, pois os estudantes estruturaram a demonstracdo de uma maneira mais
organizada, isto € explicitaram quais eram as etapas que estavam demonstrando e a de
comunicar ocorreu quando houve a apresentacdo dos resultados obtidos. Complementando
nossa andlise ¢ possivel notar que com relacdo as caracteristicas apresentadas por Villiers
(2001) a funcdo de verificagdo também nao ocorreu. Entendemos que a razdo ¢ a mesma que
apresentamos anteriormente, ou seja, apos a apresentacdo do principio de inducdo finita via
axiomas de Peano os estudantes estavam certos de qual o caminho utilizar para demonstrar a
proposicdo. A funcdo de sistematizacdo foi notada, pois eles conseguiram identificar algumas
inconsisténcias que desenvolveram em atividades anteriores. A de explicacdo foi observada
porque os estudantes conseguiram validar a proposi¢do. A fun¢do de desafio intelectual esteve
presente, pois os estudantes demonstraram interesse em provar que a proposicao proposta ¢
verdadeira e por ultimo a de comunica¢do pelo fato deles interagirem entre si durante a

resolucdo do problema.
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QUESTAO 2. Prove que 6

O objetivo desta questdo também era verificar a abordagem dos estudantes
com relagdo a inducdo finita. Na andlise das demonstracdes apresentadas pelos estudantes
para esta questdo encontramos caracteristicas semelhantes as levantadas no problema anterior,
ou seja, os estudantes continuaram aplicando a indug¢ao finita mecanicamente. Com relagdo as
analises € possivel notar que os estudantes continuaram a deixar a demonstragdo incompleta,
ou seja, eles provam as duas etapas que constituem o principio de inducdo finita, mas nao
concluem a demonstracdo. Apesar dos estudantes ndo concluirem a demonstracdo das
proposicdes eles conseguiram organizar a demonstracdo de modo mais adequado, isto &,
especificando qual passo eles estdo provando.

Por exemplo, o estudante E1S4Q2 apresentou a seguinte solugao:

Figura 26 — solucdo apresentada pelo estudante E1S4Q2

"

Confrontando as analises dessa questdo notamos que os estudantes
continuaram aplicando a indugdo finita como um processo mecanico, ou seja, o objetivo dos

estudantes se limita a buscar ou identificar modelos de problemas semelhantes para serem
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seguidos. Dessa forma, caracterizamos as respostas apresentadas como algo proximo ao
experimento de pensamento, que € um tipo de prova conceitual, segundo Balacheff (1988).

Com relagdo aos apontamentos de Hanna (1989b), podemos classificar as
provas que os estudantes apresentaram por indugdo finita como provas que provam, ja que a
finalidade deles consistia em mostrar a validade da proposi¢ao. Ja a partir das consideragdes
de Silva (2002) temos presente novamente nas justificativas dos estudantes os aspectos
retdrico e logico-epistemologico. O primeiro desses aspectos ocorre, pois entendemos que os
estudantes apresentaram algumas caracteristicas que apontam influéncias pela forma didatica
que o contetdo foi apresentado. Ja o segundo aspecto se deve pela maneira sequencial que os
estudantes apresentam suas justificativas.

Analisando as func¢des de demonstragdo que sdo propostas por Villiers
(2001) temos que a de verificacdo ndo ocorreu, entendemos que isso se deve pelo fato de ja
termos apresentado o principio de inducdo finita juntamente com alguns exemplos. A fungao
de explicacdo consistiu na satisfacdo pessoal dos estudantes em resolverem a questdo. O
desafio intelectual esteve presente, pois eles se empenham em solucionar o problema proposto
e a funcdo de sistematizagdo esteve presente porque os estudantes indicaram os passos que
seguiram para resolverem o problema e isso quer dizer que eles apresentaram a solucio de
modo organizado. A comunicacao caracterizou-se a partir das interagdes sociais promovidas
por eles mesmos.

Com relacdo as funcdes que Hanna (2000) apresenta, temos que a
verificagdo ndo foi possivel notar, pois os estudantes ja sabiam qual prova deveriam empregar
para solucionar a questdo, mas a sistematizagdo ocorreu ¢ ¢ notada pela organizagdao. A

comunicag¢do apresentou-se pela solucdo dada pelos estudantes.

QUESTAO 3. Uma progressido Geométrica com primeiro termo ai e razdo ¢ (@ Deg=1)
¢ uma sequéncia de nimeros cujo primeiro elemento € al e tal que, cada elemento, a partir do

segundo, ¢ igual ao anterior multiplicado pela razdo. Em simbolos, se " z2a,=a,,q9

. , _ n-1
Prove que a formula do termo geral de uma Progressao Geométrica ¢ » = @;1-4

A finalidade dessa questdo também era observar a abordagem dos estudantes
com relagdo a inducao finita.

Os estudantes E2S4Q3 e E10S4Q3 apresentaram pistas de que aplicariam a
inducao finita para demonstrar a proposi¢do, mas nio conseguiram desenvolver a prova. Ja os

estudantes E5S4Q3, E6S4Q3, E9S4Q3 e E1254Q3 nao utilizaram a indugdo finita para
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demonstrar a proposi¢do. Utilizaram o método de indugdo empirica, isto ¢, as justificativas
%
foram baseadas a partir das seguintes verificagdes: 92 = 41.4- 43 = 1.4 = a1.4.9 = a1.4 . a3 =

2 3 _ n-1
ai.g =alq .g=alqg e que em geral tem-se 9n =914 -

Como exemplo, destacamos a solu¢ao do ESS4Q3:

Figura 27 — solucao apresentada pelo estudante E5S4Q3

- y

n—d 1 : TR

Os demais estudantes demonstraram esta proposi¢do via indugdo finita, no
entanto, os mesmos equivocos das questdes anteriores desta mesma atividade se mantiveram,
ou seja, os estudantes continuaram aplicando a indu¢ado finita de maneira mecanica, como um
processo mecanico. As demonstracdes continuaram sem conclusdes, mas a utilizagdo da
linguagem matematica melhorou, isto €, os estudantes comegaram a especificar o que estavam
tentando demonstrar. Esse modo, que nos consideramos, mais organizado dos estudantes
aplicarem a inducdo finita ocorreu apds a apresentacdo dos axiomas de Peano e a
demonstragdo do principio de indugao finita.

Destacamos a solugdo do estudante E3S4Q3 que utilizou o principio de

inducao finita.
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Figura 28 — solu¢do apresentada pelo estudante E3S4Q3

--------

J& o estudante E6S4Q3 aplicou a indu¢do empirica, como podemos observar

abaixo:

Figura 29 — solu¢do apresentada pelo estudante E6S4Q3
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Sendo esta a ultima atividade da sequéncia didatica acreditavamos que todos
os estudantes utilizariam a indugao finita para resolverem a questao, porém nem todos usaram
essa justificativa.

As andlises dessa questdo mostraram que alguns estudantes fizeram
verificagdes de casos particulares para a formula da soma do termo geral de uma progressao
geométrica. Dessa forma fica caracterizado o empirismo ingénuo, que ¢, segundo Balacheff
(1988), um tipo de prova pragmatica. Ja os demais estudantes aplicaram a inducdo finita e
continuaram apresentando as mesmas caracteristicas que ja levantamos neste trabalho, isto &,
o uso desse principio fica restrito a aplicacdo de um método, ou seja, os estudantes
caracterizaram a utiliza¢dao da indugdo finita de forma mecanica. Dessa forma, temos que os
mesmos se aproximaram de um tipo de prova conceitual chamada de experimento de
pensamento.

Os estudantes utilizaram a indug@o finita com o objetivo de provar uma
proposi¢ao, e isto caracteriza, segundo Hanna (1989b), um tipo de prova denominado prova
que prova. Ja com relagdo aos aspectos apresentado por Silva (2002) encontramos novamente
o retdrico que ¢ caracterizado por alguns termos que apontam para a influéncia da forma
didatica que foi apresentado esse conteudo. O 16gico-epistemologico verificou-se por conter
sequéncias ordenadas na solugao.

Entendemos, a partir de nossas andlises, que durante o desenvolvimento das
respostas os estudantes apresentaram as seguintes fungdes das demonstracdes, segundo Hanna
(2000): a de verificar ndo estava dentre as fungdes, pois os estudantes ja sabiam que deveriam
utilizar a inducao finita para mostrarem que a proposi¢cdo era verdadeira, dessa forma nao
foram necessdrios testes a fim de constatar que se tratava realmente de uma afirmagdo
verdadeira, a de explicar também ndo apareceu nas respostas, pois eles ja sabiam quais
procedimentos deveriam ser tomados. A func¢do de sistematizar foi notada a partir da
organizacao apresentada por eles, isto €, os estudantes deixaram claro quais eram as etapas
que estavam sendo demonstradas e a de comunicar deveu-se pela resposta apresentada.
Levando em consideragdo agora as fungdes da demonstracdo que Villiers (2001) apresenta,
ndo encontramos a verificacdo pela mesma razio ja colocada anteriormente, isto €, por termos
apresentado o principio de indugdo finita seguido de alguns exemplos, € a sistematizagdo deu-
se por meio da organizacdo e por relacionar informacdes isoladas, o desafio intelectual se
constituiu devido ao empenho apresentado pelos estudantes a fim de resolverem a questdo, a
funcao de explicagdo aconteceu a partir da sensacdo de compreender e resolver o problema e a

de comunicagado € notada a partir das interacdes sociais entre os estudantes.
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CAPITULO 6
CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desta pesquisa foi verificar por meio de uma sequéncia didatica,
que trabalha com a inducao finita via axiomas de Peano, se os estudantes compreenderiam a
diferenca entre o método de indug¢do empirica e de indugdo finita, bem como, esta ultima
como uma demonstracao formal e ndo somente como um processo mecanico.

No decorrer do trabalho apresentamos elementos como a analise de livros
didaticos, os aspectos histdricos e filosoficos, além de uma sequéncia didatica construida a
partir dos pressupostos da engenharia didatica, que apontam para uma discussdo acerca do
objeto matematico indugao finita. Isto se deve pelo fato de alguns estudantes, mesmo ja tendo
estudado anteriormente este assunto em outras oportunidades, confundirem o uso da indugao
finita com o da indugdo empirica.

Com relagdo a demonstragdo de sentencas que envolvem o principio de
inducdo finita serem utilizadas como um processo mecanico por alguns estudantes,
acreditamos que a caracteristica que identifica tal processo é quando o estudante ndo cita em
momento algum durante a demonstracdo de uma dada proposi¢ao o principio de indugao
finita, ou seja, prova as duas propriedades do teorema sem relaciona-las com o mesmo,
desenvolvendo-as de modo independente.

Dessa forma, notamos que nas primeiras atividades da sequencia didatica os
estudantes utilizaram a indug¢do finita como um processo mecanico, semelhante ao da indugao
empirica, ou seja, promoveram a verificacdo de alguns casos particulares e concluiram que a
afirmacdo era verdadeira para todos os demais casos. Durante o processo de andlise das
justificativas apresentadas pelos estudantes foi possivel perceber que o objetivo destes
consistia em verificar os passos do principio de inducdo finita e a seguir apresentar uma
conclusdo, onde afirmavam que se a propriedade que estavam avaliando vale para P(n+1)
também vale para P(n), isto ¢é, se a propriedade ¢ verificada para o sucessor de n entdo, esta
propriedade, também pode ser estendida para n. Entretanto, a inducdo finita mostra que se
uma propriedade ¢ verdadeira para um n entdo ¢ verdadeira também para o seu sucessor.

Desse modo, essa andlise indica que alguns dos estudantes que participaram
das atividades pensam de modo contrério ao apresentado no principio de indugao finita.

Ainda com relagdo as atividades iniciais da sequéncia didatica, notamos que
alguns estudantes verificaram certos casos particulares da propriedade que estdo tentando

demonstrar. Isso mostra indicios de que tais estudantes apresentaram um tipo de prova,
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considerada por Balacheff (1988), como prova pragmatica, pois suas agdes ficam
caracterizadas em verificacdes particulares da afirmacao. Com isso, temos que, esses
estudantes apresentam suas conclusdes baseadas na inducdo empirica, entretanto, na
matematica este processo ndo ¢ util para demonstrar afirmacgdes.

Outra analise realizada a partir das respostas das atividades propostas ¢ que
alguns estudantes nao concluem suas demonstracdes, sejam elas pela indugao finita ou pelo
método indutivo, ou seja, os estudantes indicam o procedimento que utilizaram para
demonstrar ou verificar a validade de uma proposi¢do, porém ndo deixam explicita a
conclusdo que chegaram. Assim, com relacdo a indugao finita, a impressdo que temos é que 0s
estudantes sao instruidos pela intuicdo a verificar as condigdes que compoe esse método, isto
¢, se interessam pela busca de modelos, dessa forma, caracterizamos tal aplicagdo como um
processo mecanico a ser desenvolvido, ou como uma "receita" a ser seguida como aponta
Savioli (2007). Além disso, os estudantes, provavelmente, se quer se interessam em apresentar
ou dar algum significado a propriedade que estdo provando. Isto aponta indicios de que eles
tém como objetivo concluir rapidamente a demonstra¢do, ou seja, como apontam Cury et al
(2002), procuram seguir um modelo a fim de obter regras para solucionar o problema
proposto. Essa preocupagdo em obter regras ¢ modelos e seguir instru¢des apresenta sinais de
que os estudantes pensam de forma empirica. Essa forma de expressar o raciocinio ¢, segundo
Balacheff (1988), um tipo de prova pragmadtica, denominada empirismo ingénuo, onde os
estudantes se expressam de maneira pratica.

Além disso, nossas analises apontam que os estudantes associam
equivocadamente a inducao finita e a indu¢ao empirica. Acreditamos que isso se deve ao fato
do termo indugdo pertencer as duas nomenclaturas. Notamos, que grande parte dos livros
didaticos apresenta o tema indu¢do finita apenas como inducdo, e essa pode ser uma das
razdes que influenciam os estudantes a associar esses dois métodos. Esta abordagem possui
razoes historicas. Segundo Cajori (2007), o termo indugao foi usado de forma ocasional na
matematica, assim este termo possui dois significados: (1) para indicar indugdes incompletas
da ciéncia natural e (2) para prova de n a n +1. Outro motivo que encontramos para que
autores de livros didaticos usem o termo indu¢do ao invés de indugdo finita é com a intengao
de simplificar a linguagem.

Contudo, notamos a partir da avaliagdo das respostas dos estudantes que isto
pode gerar uma confusdo com relagdo ao entendimento de cada uma dos conceitos
envolvidos, assim entendemos que a simplificacdo de linguagem pode atrapalhar os

estudantes. Para isto basta observar que alguns dos estudantes que participaram da pesquisa
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apenas observaram a validade de uma determinada proposicao para casos particulares e apos
essa verificagdo eles generalizam para qualquer valor de n.

Voltando novamente as analises das atividades propostas na sequéncia
didatica temos que mesmo apds expor para os estudantes os axiomas de Peano, demonstrar o
principio de indugdo finita e enfatizar que este principio ¢ um método dedutivo, as atividades
realizadas em seguida, ou seja, na 4 sessdo, apresentaram caracteristicas semelhantes as
verificadas nas atividades anteriores. Temos assim, que determinados estudantes continuaram
a interpretar a indugdo finita como um processo mecanico, buscando modelos para solucionar
todos os problemas propostos. No entanto, mesmo mantendo essas caracteristicas, pudemos
observar uma mudanga em relacao a apresentacdo da demonstragdo. Isto €, alguns estudantes
expuseram de maneira mais organizada suas demonstracdes. Portanto, a partir desse novo
panorama concluimos que parte dos estudantes passou do nivel do empirismo ingénuo para o
nivel do exemplo genérico, este ultimo considerado por Balacheff (1988), um momento de
transi¢do entre as provas pragmaticas e as provas conceituais.

Como aponta Hanna (1990), a prova € considerada uma atividade da
educacdo matematica para elucidar ideias e transmitir valores aos estudantes. Portanto, sendo
a indugao finita um método de demonstragao formal e um contetido abordado inicialmente nas
primeiras séries dos cursos de Matematica, existe a oportunidade dos estudantes realizarem
suas primeiras experiéncias matemadticas, ou seja, refletir sobre alguns casos particulares,
realizar conjecturas e por fim demonstré-las usando esse método.

Por fim esperamos que essa pesquisa contribua para uma reflexdo do objeto
matematico indugdo finita, a fim de que esse tema, ao ser abordado, em varios niveis nao seja
visto apenas como um processo mecanico ou uma "receita" a ser seguida. Que os estudantes
ndo fiquem somente a procura de modelos, que ndo fagam associa¢do da indugdo finita com a
indugdo empirica, mas que possam buscar significado para as férmulas, além de formalizar
suas demonstracdes e desenvolver o raciocinio abstrato, elementos considerados fundamentais

tanto para um pesquisador em matematica quanto para um professor de matematica.
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Sequéncia Didatica

12 SESSAO

1. (Adap. RPM 9) A sentenca V n € N, n < 9.876.543.210 ¢ verdadeira? Por qué? Justifique
sua resposta.

2. (Adap. RPM 9) E verdade que V n € N, n> +n+41 é um nimero primo? Por qué?
Explique.

3. (Adap. RPM 9) Seraque V n e N’, 9911 +1 ndo é um quadrado perfeito? Justifique.
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4. (Adap. RPM 9) V n € N, a soma dos n primeiros nimeros impares é dada por n*? Por qué?
Justifique sua resposta.

5. (Adap. RPM 9) A sentenca ¥V n € N, 2n+2 & a soma de dois nimeros primos &
verdadeira? Por qué? Justifique sua resposta.

6. (Adap. LOPES, 1999) Para V n € N, considere a, =7"—1. Os resultados obtidos sdo
sempre divisiveis por 3? Por qué? Explique.
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22 SESSAO

* . . , , I 2
1. Mostre que V n € N, a soma dos » primeiros numeros impares ¢ dada por n”.

. +1 . *
2. Mostre que proposi¢do P(n)=1+2+3+---+n= % ¢ verdadeirapara Vn € N .

3. (HEFEZ, 1993) Uma Progressdo Aritmética com primeiro termo a; € razdo r ¢ uma
sequéncia de numeros cujo primeiro elemento € a; e tal que cada elemento, a partir do
segundo, ¢ igual ao anterior mais a razdo. Em simbolos, se n > 2 entdo a, =a, , +r. Prove

n—1

que o termo geral de uma Progressdo Aritmética ¢ dado por a, =a, + (n—1)r.



Torre de Hanoi

(Adap. RPM9)
Lenda

Apoés a criagdo do mundo, em um mosteiro escondido na India, o Grande Criador
colocou uma placa de bronze e nela fixou trés bastdes cobertos de diamantes. Em um dos
bastdes, em ordem decrescente de tamanho, colocou 64 discos de ouro. E assim disse aos
monges: “transfiram essa pilha de discos para outro bastdo, movendo, ininterruptamente, um
disco de cada vez e nunca permitindo que um disco fique acima de um menor. Quando
terminarem essa tarefa e os 64 discos estiverem em outro basto, este templo se reduzira a po
e com um estrondo de trovdes o mundo acabara”.

Dizem os sabios que o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos aproximadamente e os
monges, desde a criagdo, estdo movendo os discos na razdo de um disco por segundo.

Sera que o mundo vai acabar?

O problema da Torre de Hanoi foi proposto pelo matematico francés Edouard Lucas
(1842 — 1891) em 1883. O nome Torre de Handi foi inspirado na torre simbolo da cidade de

Hanéi, no Vietna.

1. Utilizando a Torre de Handi verifique quantos movimentos sdo necessarios para
movimentar 1 disco? E dois discos?

2. Com a Torre de Handi determine quantos movimentos sdo necessarios para mover 3
discos?

3. E possivel diminuir o nimero de movimentos realizados?

4. Repita os procedimentos anteriores, considerando 4, 5, e 6 discos respectivamente.

5. Organize uma tabela com o nimero de discos utilizados ¢ o nimero minimo de

movimentos para transporta-los de um bastdo para outro.

Discos

movimentos

6. Analisando a tabela que vocé organizou, ¢ possivel relacionar a quantidade de discos com o
nimero minimo de movimentos para resolver o problema? Qual ¢ essa relagdo? Expresse-a

por meio de uma férmula.
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3* SESSAO

Em relacdo ao problema da Torre de Handi, ¢ possivel construir um quadro indicando a
quantidade de discos ¢ o nimero minimo de movimentos para muda-los de bastdo. Por

exemplo:

Discos (n) 1 2 3 4 5
Movimentos (m) 1 3 7 15 31

Analisando a tabela anterior, é possivel concluir que para um nimero n qualquer de discos
temos que a quantidade de movimentos minimos ¢ dada por: m =2" —1.

- Mostre que a formula anterior ¢ verdadeira

- Sabendo que, segundo os sabios, o mundo foi criado a 4 bilhdes de anos e que ha 64 discos
na Torre original e ainda que os sabios estdo movendo os discos na razdo de um disco por

segundo responda: SERA QUE O MUNDO IRA ACABAR???
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4* SESSAO

- nn+l) , . ,
1. Mostre que proposicdo P(n)=1+2+3+---+n= 5 ¢ verdadeira para Vn e N .
2. Prove que 1> +2° +...+n’ =M, VneN.

6

3. (HEFEZ, 1993) Uma progressdo Geométrica com primeiro termo a; e razdo g (¢ #0 e g #
1) é uma sequéncia de numeros cujo primeiro elemento ¢é a; e tal que, cada elemento, a partir

do segundo, ¢ igual ao anterior multiplicado pela razdo. Em simbolos, se n > 2 a, =a, ,.q.

Prove que a formula do termo geral de uma Progressdo Geométrica ¢ a, = a,.q"".



Apresentacio dos Axiomas de Peano — 3" e 4” sessdes

1.VneN,n<100
contra-exemplo: n = 100
2.V n € N, n*+n+41 é um nimero primo.
contra-exemplo: n = 40
3.V n e N, 991n*+1 ndo éum quadrado perfeito.
contra-exemplo: n = 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767
4.¥ n e N, 2n+2 é a soma de dois nimeros primos.
conjectura de Goldbach
5.V n e N, asomadosn primeiros nimeros impares ¢ n’.
Como demonstrar???
Axiomas de Peano
a) Existe uma fungdo s: N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, chamado
sucessor de #;
b) a funcdo s: N — N ¢ injetora;
¢) existe um Unico elemento 0 no conjunto N, tal que 0 # s(n) para todon € N;
d) se um subconjunto X < N ¢é tal que 0 € X e s(X) < X (isto é,n € X = s(n) € X), entdo X
=N.

Teorema (Principio de Inducio Matematica): Seja P(n) uma proposi¢do envolvendo um
namero natural » € suponha que:

a - P(0) ¢ verdadeira

b- V k € N, P(k) verdadeira = P(k+1) verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todo n € N.

dem.

Consideremos o seguinte subconjunto de N:

A= {n € N/P(n) ¢ verdadeira}

0 € A, pois P(0) ¢ verdadeira (item a do teorema). n € A = P(n) ¢ verdadeira = P(n+1)

(item b do teorema) ¢ verdadeira = n+1 € A. Portanto pelo axioma d, A = N.
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Exemplos:

1.V n e N', a soma dos n primeiros nameros impares é n°.

dem.

Seja S o conjunto dos niimeros naturais n para os quais a soma dos n primeiros nimeros
impares é n”.

1 € S, pois a soma dos 1 primeiros nimeros impares é 1 = 17,

Vamos supor que k € S, isto ¢, que a soma dos k+1 primeiros impares & (k+1)%

Estamos supondo que 143+5+ ... + 2k-1 = &

E queremos provar que 1+3+5+ ... + 2k+1 = (k+1)?

Basta observar que 1+3+5+ ... +(2k-1)+(2k+1) = K*+(2k+1) = (k+1)%.

O principio da indugdo matematica nos garante, agora, que S = N, ou seja, a afirmagio “a
soma dos n primeiros niimeros impares é n*” é verdadeira para todos os numeros naturais

maiores que zero.

2. Considerando o jogo da Torre de Hanoi, mostre que, se n > 1, entdo m = 2"-1.
dem.
Seja S o conjunto dos nimeros naturais n tais que n discos sdo movidos com 2"-1
movimentos.
1 € S, pois para 1 disco necessitamos de 1 = 2'-1 movimentos.
Vamos supor que k € S, isto é, k discos sdo removidos com 2*-1 movimentos.
Vamos provar que k+1 discos € S, isto &, que my; =25-1.
Para remover k+1 discos passamos, inicialmente, k£ discos para o bastdo de tras com my
movimentos; em seguida, com 1 movimento, o (k+1)-ésimo disco vai para o outro bastdo da
frente; com mais m; movimentos, os & discos de tras passam para o bastdo da frente. Isto é,
M+ = my+1+my,
My = 251414251 = 2201 = 2%
e isso mostra que k+1 € S.
O principio de indu¢do matematica nos garante que n discos podem sempre ser removidos
com 2"-1 movimentos.

A
Em especial temos que 2°*-1 segundos ap6s a criagdo do mundo, ele terminara. Com alguns

calculos vemos que isso ocorrera logo.
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Pois, em um ano ha 31.557.600 segundos (60.60.24%365 =31.557.600) e esse valor ¢ menor

que 2%
2% =1024.1024.32 = 33.554.432.
Exagerando, vamos supor que os monges fagam 2*° movimentos por ano (na verdade fazem

uns 2 milhdes a menos). Com isso o mundo acabara em

264
o= 2% anos.

27 =2"92"2"2°=1024.1024.1024.512 > 512.10’
Passaram-se até hoje 4 bilhdes de anos, ou seja, 4.10° anos.
Podemos ficar tranqiiilos, faltam mais do que 508 bilhdes de anos para os monges terminarem

sua tarefa — supondo que eles ndo errem o caminho.
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ANEXOS



Ementas e Contetido Programatico da disciplina 6MATO007 — Elementos de Matematica

Durante a analise do plano de ensino da disciplina 6MATO007 notamos que nos anos de

2006, 2007 e 2008 a ementa e conteudo programatico foram iguais.

Ementa
Logica. Teoria de Conjuntos. Relacoes e Fungoes. Fungoes Elementares. Trigonometria.
Funcgoes Trigonométricas. Logaritmo e Exponencial. Progressoes. Andlise Combinatoria e

os métodos de contagem. Nuumeros Complexos.

Conteudo Programatico

3.1. Logica
A) Raciocinio Logico
1. Proposicdes simples e seus valores 16gicos.
II. Proposi¢des compostas e os conectivos “e”, “ou”, “nao”, “se ... entdo ...” ,“...see
somente se ... .

II1. Tabela-verdade de uma proposig¢do simples e composta.
IV. Valores l6gicos das proposi¢cdes compostas.

V. Exemplos praticos de proposi¢cdes compostas.

VI. Problemas praticos para o desenvolvimento do raciocinio 16gico.

B) Técnicas Dedutivas
I. Demonstracdo direta.

II. Demonstragdo pela contrapositiva.

II1. Demonstragdo por absurdo.
IV. Demonstragdo por indu¢do matematica.

V. Mostrar a equivaléncia das técnicas de demonstragdes (direta, contrapositva e por

absurdo) usando a tabela verdade.

VI. Aplicagdes das técnicas dedutivas, em resultados simples da aritmética dos niimeros

inteiros, racionais e irracionais e também em contetdos contidos neste programa.

152



3.2. Teoria de Conjuntos

I. Sentengas abertas e conjuntos verdade.

II. Quantificador universal e quantificador existencial.

II1. Negacdo de sentengas quantificadas.
IV. Axiomas para a teoria dos conjuntos.
V. Operagdes com conjuntos.

VI. Propriedades das operacdes.

3.3. Relacoes e Funcoes
A) Relagoes
I. Produto Cartesiano.

I1. Definigdo de relagdo.

I11. Relacdo de equivaléncia: classe de equivaléncia e conjunto quociente.

IV. Relagdo de ordem.

B) Funcoées
I. Defini¢do de fungdo.

II. Grafico de uma fung@o.

I11. Tipos de fungdes: constante, lineares, quadraticas, polinomiais e racionais.

IV. Fungoes injetoras, sobrejetoras ¢ bijetoras.
V. Imagem inversa.

V1. Composi¢des de fungoes.

3.4. Fungoes Trigonométricas
L. Definicoes das fungoes trigonométricas.
1. Graficos.

1. Periodicidade.

IV. Relagdes entre as fungoes trigonométricas.

V. Formulas de adigdo e subtracdo de arcos: arco duplo e arco metade.

V1. Lei dos senos e dos co-senos.

VIL Area do trigngulo: formula de Herdo.

3.5. Fungoes Exponenciais e Logaritmicas
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I. Fungoes Exponenciais e Logaritmicas.
1. Propriedades.
1. Equacgoes exponenciais.

IV. Equacées logaritmicas.

3.6. Progressoes Aritméticas e Geométricas

A) Progressdo Aritmética

L. Definicdo e propriedades.

II. Formula do Termo Geral.
1. Média aritmética e representagoes especiais.
IV. Soma dos termos.

V. Aplicacoes a Matemdtica Financeira: juros simples e compostos.

B) Progressdo Geométrica
I. Definicdo e propriedades.
. Formula do termo geral.
. Média Geométrica.
IV. Representagoes Especiais.

V. Soma dos termos e limite da soma.

Analise Combinatoria
I. Principio fundamental da contagem.
1. Arranjos simples e com repeticdo.
1. Permutacgoes simples e com repeticio.
IV. Fatorial.

V. Combinagoes.

3.7. Numeros Complexos
I. Corpo dos numeros complexos.
1. Forma Algébrica.

1. Forma trigonométrica.

IV. Potenciagdo.

V. Radiciacao.
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Ementas e Contetido Programatico da disciplina 6MAT015 — Algebra A

Durante a analise do plano de ensino da disciplina 6MATO007 notamos que nos anos de

2006, 2007 ¢ 2008 a ementa e conteudo programatico foram iguais.

Ementa
Teoria dos numeros. Estruturas algébricas: Grupos. Anéis. Modulos. Aspectos historicos e

epistemoldgicos dos contetidos trabalhados.

Conteudo Programatico

1. NUMEROS INTEIROS

1.1 Inducdo matematica e suas aplicagoes.

1.2 Divisibilidade nos inteiros, mdc e mmec.

1.3 Numeros primos, equagdes diofantinas e congruéncias.
1.4 Problema chinés do resto.

1.5 Aspectos historicos e epistemologicos dos contetidos trabalhados.

2. ESTRUTURAS ALGEBRICAS E GRUPOS

2.1 Principais estruturas algébricas. Operagoes.

2.2 Grupos: defini¢do, exemplos e resultados importantes. Subgrupos.
2.3 Homomorfismos de grupos. Grupos ciclicos e grupos finitos

2.4 Teorema de Lagrange. Subgrupos normais e grupo quociente.

2.5 Aspectos historicos e epistemologicos dos contetidos trabalhados.

3. ANEIS

3.1 Anéis, defini¢do e exemplos. Tipos de anéis.

3.2 Subanéis, exemplos.

3.3 Ideais. Anel quociente e exemplos.

3.4 Homomorfismos de anéis. Corpo de fragdes de um anel.
3.5 Caracteristica de um anel. Anel de Polindmios.

3.6 Aspectos historicos e epistemologicos dos contetidos trabalhados.
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4. MODULOS

4.1 Modulos: defini¢do e exemplos.
4.2 Submodulos, exemplos.

4.3 Modulo quociente e exemplos.

4.4 Aspectos historicos e epistemologicos dos contetidos trabalhados.



TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Tendo em vista a necessidade de coleta de dados para o desenvolvimento de
projetos de investigagdo e pesquisa, sob responsabilidade de Angela Marta
Pereira das Dores Savioli, professor(a) lotada no Departamento de
Matemadtica da Universidade Estadual de Londrina, declaro que consinto que
o(a) mesma utilize, parcial ou integralmente, registros dessas
atividades, entrevistas, gravacées em dudio ou video de minhas falas ou
imagem, minhas anotagdes, para fins de pesquisa, podendo divulgd-las em
publicagdes, congressos e eventos da drea com a condigdo de que meu nome
seja citado apenas como participante da pesquisa, garantido o anonimato no

relato da pesquisa.

Declaro ainda, que fui devidamente informado(a) e esclarecido(a) quanto a

investigagdo que serd desenvolvida.
Londrina, /  /20089.

NOME:

RG:

ASS.:
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