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Tudo no mundo comegou com um sim.

Uma molécula disse sim a outra molécula e
nasceu a vida. Mas antes da preé-historia
havia a pré-histéria da pré-histéria e havia o
nunca e havia o sim. Sempre houve. Nao sei
0 qué, mas sei que O universo jamais
comegou. (A Hora da Estrela, Clarice
Lispector).
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RESUMO

A pergunta geradora desta pesquisa é “(como) seria possivel um ensino mais explicito
das demonstracdes a partir de um debate histérico-filosofico?”. E mais especificamente,
“‘qual seria a importéncia desta pergunta no contexto de formagdo do bacharel em
Matematica?”. A pesquisa & de cunho qualitativo, em que os passos principais foram o
levantamento bibliografico, a reconstrugédo histérica das demonstragdes, a busca por
aspectos filoséficos acerca das demonstragdes e a realizacdo e analise de entrevistas
semiestruturadas com professores envolvidos com a coordenagdo € o0 com o curso de
Bacharelado em Matematica, buscando uma epistemologia subjacente que caracteriza
sua pratica real com relagdo a demonstracédo. A partir de outras pesquisas da area de
Educacado Matematica e do diagndstico obtido por meio da anélise e da sintese dos
depoimentos, apresentamos elementos que possibilitem propostas de abordagens
historico-filoséficas acerca das demonstracbes em cursos de Bacharelado em
Matematica, de forma que o bacharel tenha capacidade de compreender de uma
maneira mais aprofundada a Ciéncia que se estuda, possivelmente tornando-se capaz
de realizar um exame critico e analitico desta.

Palavras-chave: Demonstracdo. Prova matematica. Historia da matematica. Filosofia
da matematica. Discussao historico-filoséfica. Bacharelado em matematica.
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ABSTRACT

The question that guides this research is “(how) would it be possible a more explicit
teaching of mathematical proof from a historical-philosophical approach?”. And, more
specifically, “what would be the significance of this question in the awarding bachelor’'s
degree on Mathematics?”. This research adopts a qualitative approach in which the
main proceedings were documentary and bibliographic research, the historical
reconstruction of mathematical proof, the pursuit for philosophical aspects of
mathematical proofs and the realization and the analysis of semi-structured interviews
with professors involved with the coordination of Bachelor of Mathematics
undergraduate courses, searching for un underlying epistemology which describes
teacher’s real practice upon mathematical proof. From other mathematical education
researches and the diagnosis obtained by the analysis and synthesis from the
testimonials, we present some elements that make possible historical-philosophical
approaches for mathematical proofs in Bachelor of Mathematics undergraduate courses,
in a way that the bachelor has the ability to comprehend in a deepest way the Science in
study, possibly being able to realize a critical and analytical exam of it.

Keywords: Mathematical proof. Proving. History of mathematics. Philosophy of
mathematics. Historical-philosophical discussion. Bachelor of mathematics.
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E — ndo esquecer que a estrutura do atomo

nao é vista mas sabe-se dela. Sei de muita coisa
que nao vi. E vos também. Nao se pode dar uma
prova da existéncia do que € mais verdadeiro, 0
jeito é acreditar. Acreditar chorando. (A hora da
estrela, Clarice Lispector).
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E inegavel que determinadas concepcdes de mundo e de Ciéncia
influenciam sobremaneira as escolhas procedimentais, metodoldgicas, epistemoldgicas,
axiolégicas, dentre outras, quando um pesquisador escolhe e identifica seu objeto de
estudo. Peco licenca para comecar esta introducdo em primeira pessoa, para narrar as
motivacdes desta pesquisa de mestrado.

O gosto pela Matematica nao impediu o espanto que tive ao perceber
que passaria quatro anos estudando algo diferente daquela Matematica que conheci no
Ensino Fundamental e Médio. Porém, um dos elementos que me fez tomar gosto por
essa Matematica de um jeito novo, foi a demonstragcdo matematica.

Num primeiro momento, mesmo sendo incapaz de construir uma “bela”
demonstracado aos olhos do professor, eu era totalmente capaz de entender a estrutura
l6gica subjacente as infinitas demonstragcdes apresentadas no quadro, nos livros ou nos
materiais dos colegas de curso. O medo da disciplina de Analise era, no fundo, 0 medo
e a inquietagcdo gerados por pensamentos como “ou vocé aprende a construir belas
demonstra¢des agora, ou vocé vai continuar eternamente no curso de Analise”. Que
nada! O curso de Analise passou — e eu passei por ele — sem muita dificuldade: bastou
decorar mecanicamente as demonstracbes feitas em livros ou pelo menos suas
estruturas.

Outras disciplinas exigiram bem mais. Mas depois de tantas
demonstragdes, estruturas, métodos, estratégias, ferramentas comegaram a se repetir e
a importancia e as fungdes das demonstragcdes se fizeram claras: era assim que a
Matematica funcionava e era isso que eu teria de fazer caso optasse por uma carreira
de docéncia e de pesquisa no Ensino Superior. Assim, conclui o curso de Bacharelado
em Matematica.

No momento em que fui aprovado para o curso de verdo em
Matematica Pura da Universidade de Sao Paulo — USP, porta de entrada para o
mestrado, decidi desistir da Matematica, pois naquele instante nao teria condi¢coes
financeiras de fazé-lo.

O incentivo de nao desistir da Matematica veio no ano de 2006 quando,
aprovado num teste seletivo, tive a oportunidade de ministrar disciplinas como Calculo

Diferencial e Integral | e Il e Algebra Linear para cursos como Quimica e Engenharia
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Civil na Universidade Estadual de Londrina — UEL.

Com essa oportunidade, descobri que eu gostava de lecionar no Ensino
Superior e que este era o caminho que queria seguir: a docéncia em uma Universidade.
Foi o impulso para tentar um mestrado e voltar aos estudos. Na época, estava
envolvido em algumas leituras de Filosofia e, como o Programa de Pés-Graduagdo em
Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica da UEL possui a linha de pesquisa
“Historia e Filosofia da Ciéncia e da Matematica”, escolhi o0 mestrado em Educacéao
Matematica, ja com a intengéo de focar a pesquisa na questao das demonstragdes.

A principio, o projeto maquinava um ataque a um suposto formalismo —
que mais adiante mostraria um cenario complexo, que resultou neste estudo —
incorporado nas aulas da graduacg&o da qual fiz parte. No fundo, o que realmente me
incomodava era o fato de eu ter de conhecer conceitos dos quais nenhum professor se
preocupou em dissertar sobre as suas naturezas: o que é teorema? O que é
demonstracao? Por que a Matematica é dessa forma e nao de outra?

Assim, o corpus desta pesquisa foi se constituindo e se
consubstanciando a partir de muita leitura. Dito isso, destituo-me da primeira pessoa e
conto o percurso e os passos seguidos neste trabalho de mestrado.

A pergunta geradora desta pesquisa era “(Como) Seria possivel um
ensino mais explicito das demonstragbes a partir de uma abordagem histérico-
filosofica?”, porém, com os dados obtidos, se transformou em “Qual o papel das
demonstragdées na formacédo do Bacharel em Matematica?”. E, mais especificamente,
“Qual seria a importancia dessa pergunta no contexto de formagdo do bacharel em
Matematica?”.

Justificada a opcéo pelas demonstragdes, resta explicar a escolha pela
habilitagdo de Bacharelado em Matematica. Inicialmente, por uma questdo pessoal, o
pesquisador em formacgao é bacharel. Outro motivo € a pouca frequéncia de pesquisas
explicitas acerca dos problemas do curso de Bacharelado em Matematica,
principalmente na esfera das pesquisas nacionais em Educacdao Matematica. Das
pesquisas encontradas que tratam do Ensino Superior, ou elas focam o curso superior
em Matematica de forma geral, sem fazer referéncia as habilitacbes especificas, ou

focam apenas a Licenciatura ou até mesmo outros cursos da area de Exatas, como as
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engenharias. Outra razdo é que o bacharelando também tem dificuldades de
aprendizagem e merece estudos na area de Educacdo Matematica.

Porém, como as estruturas curriculares das duas habilitagbes em
Matematica mantém semelhangas em relagdo aos conteudos programaticos, isso nos
permite procurar articulagbes e construir paralelos com as pesquisas ja existentes
acerca das demonstragdes na formagao inicial do professor de Matematica. Tal

conclusao é possivel com o aporte da seguinte afirmacéo:

Nas universidades publicas, a partir da década de 1970, o conteudo
matematico dos dois cursos [Licenciatura e Bacharelado] foi se
diferenciando gradativamente. E certo que ainda permanecem
licenciaturas com todos os rigores dos cursos de matematica pura. [...].
No entanto, em varios casos, a licenciatura assumiu o papel de
bacharelado atenuado, com menor carga de conteudo, alteragdes que,
afinal, poucos valem e tém apenas carater quantitativo, porque se
mantém a mesma visdo da matematica e de seu ensino que
encontramos no bacharelado (LELLIS apud PIETROPAOLO, 2005,
p.120).

Dadas as devidas justificativas, seguimos com a descrigdo da pesquisa,
que compreendeu duas fases: a primeira foi a busca de um referencial teérico por meio
de uma reconstrugao histérica e a busca de uma visdo fundamentada em aspectos
filosoficos da demonstracdo. A segunda fase, de carater empirico, constituiu-se de
entrevistas realizadas com professores e coordenadores de curso que estivessem
diretamente ligados a seis cursos de Bacharelado em Matematica, em que se buscou
nocdes, abordagens e as principais dificuldades dos alunos que, de alguma forma,
pudessem descrever e caracterizar a participacdo da demonstragdo — como conteudo
ou como uma pratica per se — que se realiza nas Instituicées participantes.

Na primeira etapa da primeira fase, foi realizado o levantamento
bibliografico. Em um primeiro momento, em que a busca se restringia as pesquisas
nacionais, encontramos um numero pequeno de pesquisas sobre as demonstragoes
feitas no Brasil. Numero que ndo condiz com a grande quantidade de pesquisas sobre
0s mais variados aspectos desse tema na Educacdo Matematica e na Filosofia da

Matematica em outros paises.
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As pesquisas acerca das demonstragdes vém se intensificando nos
ultimos quinze anos com a formagao desses grupos de pesquisa, com publicagbes de
numeros especiais de importantes revistas sobre o tema — como a nacional Bolema e a
internacional ZDM Mathematics Education —, grupos de trabalhos em importantes
congressos internacionais e com a publicagdo de capitulos ou de livros inteiros
dedicados a tematica.

Na segunda etapa da primeira fase, foi realizada uma reconstrugao
histérica das demonstragdes matematicas. Talvez seja a etapa mais longa, além de ser
aquela que jamais sera finalizada e completa. A principio, porque nao ha registros que
comprovem, por exemplo, o que de fato aconteceu para que surgissem as
demonstracbes matematicas. Outra razdo ¢é que existem poucos estudos
historiograficos que tratam especificamente das demonstra¢des. E, por ultimo, porque
esta sera sempre uma versao da historia das demonstragdes e ndo a Histéria. Trata-se
ainda de uma versao reduzida, dada a dimensao e a extensao de uma dissertagao de
mestrado que ndo é de Historia da Matematica, e sim em Educagdo Matematica. Todo
o cuidado com anacronismos e questdes metodoldgicas e historiograficas foi tomado.

A partir do levantamento realizado, uma terceira etapa surgiu, que foi a
leitura e analise de artigos que tratassem das demonstragdes com enfoques filosoficos.
Analisamos as relagbes entre as demonstragcbes com a Matematica, a Ldgica e a
Filosofia da Matematica, além de concepcdes sob um ponto de vista social da
Matematica. Encerramos com um panorama de uma visao epistemoldgica da relagao
entre as demonstragdes e a Educagao Matematica.

Essas trés etapas, que constituem a parte tedrica do trabalho, guiaram
a formulagdo do roteiro de entrevista que conduziu a segunda fase deste texto: a
aplicagao das entrevistas e a analise dos dados coletados a luz da pesquisa qualitativa
em Educagao Matematica.

Dessa forma, o objetivo principal do trabalho é trazer a tona uma
discussdo que apresente elementos que possibilitem uma proposta de abordagem
histérico-filoséfica das demonstragdes, que seja significativa na formagao do bacharel
em Matematica.

Como objetivos especificos, procuramos elaborar uma reconstru¢ao



17

historica das demonstragdes matematicas através dos tempos; realizar um
levantamento em pesquisas existentes dos aspectos filoséficos das demonstragdes e
entrevistar docentes ligados a coordenacdo do Bacharelado em Matematica ou as
disciplinas essencialmente demonstrativas, buscando uma epistemologia subjacente
que caracteriza sua pratica real em relacdo a demonstracgao.

Vale assinalar que, como no ambito da Matematica as palavras prova e
demonstracdo s&o, em geral, tomadas como sindnimas (PIETROPAOLO, 2005),
também as tomaremos como sinénimas no decorrer deste trabalho.

Observamos também que todas as citagdes em lingua estrangeira sao

traducdes nossas.
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DEMONSTRACAO E A FORMACAO DO

BACHAREL EM MATEMATICA

O que é, efetivamente, o tempo? Quem podera
explica-lo breve e facilmente? Quem podera
alcancar tal nogdo, com o pensamento, a ponto de
dizer sobre ele uma palavra exata? E, no entanto,
em nossos discursos, que idéia damos como mais
conhecida e familiar que a de tempo? E, quando
falamos a seu respeito, a entendemos, assim
como a entendemos quando dela ouvimos falar. O
que €, portanto, o tempo? Se ninguém me
pergunta, eu sei; se quero explica-lo a quem me
pergunta, ndo sei (Santo Agostinho).
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Ha quem diga que as provas sao o coragao da Matematica. De toda
forma, ndo ha como negar sua importancia histérica e epistemologica no
desenvolvimento da atividade matematica e também no atual cenario que se encontra a
Ciéncia.

A despeito de sua importancia para a Matematica, por vezes a prova se
torna a atividade nuclear no ensino de diversas disciplinas que se encontram nos
programas curriculares de cursos superiores de Matematica. Um motivo que, sozinho,
torna suficiente — e também necessaria — a inclusdo de uma discussao aprofundada do
tema entre os educadores matematicos.

Motivos nao faltam, também, para tal discussdao na Educagao
Matematica. Basta notar o crescente numero de pesquisas internacionais realizadas
nos ultimos anos como lembra Pietropaolo (2006), que do fato do tema chamar tanto a
atengao dos pesquisadores, levou a criagdo de um jornal a ele dedicado: International
Newsletter on the Teaching and Learning of Mathematical Proof, disponivel em
<http://www.lettredelapreuve.it>. A maioria das pesquisas envolvendo esse assunto na
Educacdo Matematica foi desenvolvida a partir de meados dos anos 80 e intensificada
nos anos 90.

Um dos possiveis motivos da explosao de pesquisas sobre provas e
demonstragdes foi a inclusdo das demonstracdes no curriculo da educacao basica em
paises como Estados Unidos, Canada e Inglaterra. Hanna e De Villiers (2008)
corroboram dizendo que diversos documentos curriculares de Matematica elevaram o
status da prova na Matematica escolar em diversas jurisdicdes educacionais pelo
mundo.

O tema vem sendo igualmente discutido nos principais congressos
internacionais de Educagao Matematica. No proximo ICMI, que se realizara em maio de
2009 em Taiwan, havera um grupo de estudos intitulado Proof and Prooving in
Mathematics Education que, contara com uma conferéncia de estudos com
apresentacoes de trabalhos e a edicdo de um volume com contribuicdes selecionadas
nessas apresentacdes. E possivel encontrar um website com informacdes sobre a
conferéncia, disponivel em <http://jps.library.utoronto.ca/ocs/index.php?cf=8>. Mais

informagdes constam na revista ZDM Mathematics Education numero 1, volume 40 de
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janeiro de 2008. O documento de discussdo da conferéncia propde inumeros e
possiveis temas de estudo e debates. Essa mesma revista teve um numero especial
publicado em junho de 2008, totalmente voltado as pesquisas envolvendo as provas
matematicas.

No Brasil, em 2002, na UNESP de Rio Claro — SP, ocorreu um encontro
para a discussdo do tema. Tal encontro gerou um numero especial do periddico
BOLEMA, o que mostra que o assunto vem tomando cada vez um lugar de importancia
em pesquisas nacionais da Educacdo Matematica. Porém, as discussdes sobre o tema
ainda devem ser ampliadas por aqui.

Por conseguinte, faz-se conspicua a discussao sobre provas e
demonstracbes na Educacido Matematica, principalmente na realidade brasileira, que

carece de reflexdes sobre o tema.

1.1 As PALAVRAS: DEMONSTRACAO E PROVA

A pergunta que direciona os estudos desta sessdo €& “O que é
demonstracdo?”. E interessante, sobremaneira, iniciarmos com os significados das
palavras prova e demonstracao.

Numa busca no dicionario de lingua portuguesa Houaiss Online,

encontramos os seguintes significados e rubricas:

Demonstracao: ato ou efeito de demonstrar. 1 qualquer recurso capaz
de atestar a veracidade ou a autenticidade de alguma coisa; prova. 1.1
raciocinio que torna evidente o carater veridico de uma proposicao, idéia
ou teoria Ex.: d. matematica.

Prova: 1 aquilo que demonstra que uma afirmagdo ou um fato sao
verdadeiros; evidéncia, comprovagao. 2 ato que da uma demonstragao
cabal de (afeto, fidelidade, felicidade etc.); manifestagdo, sinal. 3
trabalho escolar, ger. composto de uma série de perguntas, que tem por
finalidade avaliar os conhecimentos do aluno; teste, exame (HOUAISS
Online).
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Desconsiderando o uso coloquial da palavra, vemos que apenas a
rubrica 1.1 do significado de demonstracdo tem uma relagdo direta com o contexto
matematico, como se fosse um caso particular da primeira rubrica. Vemos também que
a prova € uma espécie de demonstracdo, usada para demonstrar que um fato ou
afirmacdo séo verdadeiros, e ainda pode incluir o significado de demonstragao
matematica.

Um olhar mais cuidadoso para as palavras nos leva a um dicionario de

termos filosoficos, no qual encontramos o seguinte:

Demonstracdo: Uma demonstracado é uma deducdo destinada a provar
a verdade da sua conclus&o apoiando-se sobre premissas reconhecidas
ou admitidas como verdadeiras (LALANDE, 1999, p. 239).

Prova: Operacdo que leva a inteligéncia de uma maneira indubitavel e
universalmente convincente (pelo menos de direito) a conhecer a
verdade de uma proposigao antes considerada como duvidosa. A prova
€, em geral, um raciocinio, mas nem sempre: pode consistir huma
apresentacado de fato que afasta a duvida. Dai que esta palavra, num
sentido, por assim dizer, material, se aplique também ao fato, ao
documento, que prova alguma coisa. Por outro lado, a prova distingue-
se, pelo seu carater de verdade, das formas do raciocinio hipotético-
dedutivo, onde simplesmente se mostra que existe uma ligagao
necessaria entre certas premissas e certas conseqliéncias, sem nada
pronunciar assertoticamente sobre estas. A idéia de ‘prova’ pertence a
mesma ordem de nogdes légicas como as de duvida, refutagcdo e
certeza (LALANDE, 1999, p. 879).

Ou seja, nesse dicionario, o termo prova € tomado como mais amplo
que demonstracdo e, da mesma forma que o dicionario de Lingua Portuguesa, inclui o
significado de demonstragao.

Ja num dicionario espanhol de termos matematicos, o Dicionario de
Matematicas, encontramos: “Prova: sinbnimo de demonstragdo” (BOUVIER; GEORGE,
1984, p.678). E, uma busca pelo termo demonstracédo remete diretamente ao termo
formal, em que se define demonstragdo formal como sendo referente aos célculos de

predicados e proposicional. Ja o Dictionnaire des Mathématiques Modernes, define
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apenas demonstracédo: “Demonstracdo: série de relagbes pelas quais passamos de
axiomas, ou de teoremas ja estabelecidos, para um teorema dado” (CHAMBADAL,
1969, p. 67).

Entretanto, muitas vezes, principalmente em Matematica e nas aulas a
gue somos submetidos as provas, as palavras sao tomadas como sindnimas.

Como nos diz Pietropaolo (2005), no ambito da Matematica as palavras
sdo sinbnimas e nao precisam de adjetivagdes, como no caso de prova rigorosa.

Essa diferenga também existe em outras linguas. Em francés, existem
as palavras preuve e demonstration que, embora muitas vezes usadas como sinénimas,
sao distintas para educadores matematicos. Ja na literatura angléfona, usa-se proof e
proving e ainda uma distingdo em formal proof e mathematical proof (PIETROPAOLO,
2005).

O significado da palavra ainda pode variar de acordo com o contexto e
o proéprio conceito de demonstracdo. E, mesmo dentro da comunidade de educadores
matematicos que pesquisam sobre o tema, ha variagdes, como veremos no quarto
capitulo. Como ja assinalado, tomaremos, salvo especificado o contrario, as palavras

prova e demonstracdo como sindnimas.

1.2 O QUE E DEMONSTRACAO?

Vimos anteriormente diferentes rubricas e significados retirados de
diferentes dicionarios, compreendendo suas naturezas coloquiais ou contextuais, em se
tratando da Matematica e da Filosofia. Porém, perguntar “O que € uma demonstragao?”
ou “O que é saber o que é uma demonstracao?” & buscar por uma conceituagao mais
complexa e aprofundada do que uma rubrica pode oferecer. Este nem mesmo € o
objetivo de um dicionario.

Saber construir uma demonstragao e saber demonstrar, ndo implica em
saber o que é uma demonstracéo, quando “saber” é dar uma resposta coerente, factual

e conceitual. Hersh problematiza:
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O problema é que, a “prova matematica” tem dois significados. Na
pratica, € uma coisa. Em principio, € outra. Nés mostramos aos
estudantes o que a prova é na pratica. Nos os dizemos o que é em
principio. Os dois significados ndo s&o idénticos. Tudo bem. Mas jamais
reconhecemos a discrepancia. Como pode estar tudo bem? (HERSH,
1997, p. 49, italicos do autor).

Para Hersh (1997), o primeiro significado, o significado pratico, é
informal e impreciso. E o que é feito para que os outros acreditem nos teoremas
provados, ou seja, para que reconhegam que determinado resultado é valido. Os outros
sdao os especialistas céticos e qualificados. Sdo as provas que encontramos n’Os
Elementos de Euclides e nos boletins da Sociedade Brasileira de Matematica. O que é,
de fato, ninguém diz.

O outro significado é o formal, conceituado por Aristételes, Boole,
Frege, Hilbert, Peirce, Russel, Goédel e outros. E uma transformagdo de certas
sequéncias simbdlicas de acordo com certas regras logicas, “uma sequéncia de passos,
sendo cada um uma dedugdo logica estrita, ou prontamente expandida em uma
deducao logica estrita.” (HERSH, 1997, p.49), e ainda, de acordo com uma conversa
particular com Paul Ernest citada pelo autor, esta € uma “formalizacao, idealizacao,
reconstrugdo racional da ideia de prova” (HERSH, 1997, p. 49).

Isso traria trés problemas: (i) 0 que o primeiro significado tem a ver com
o segundo?; (ii) por que tdo poucos notam o problema (i)? E desinteressante?
Embaragoso?; (iii) isso importa?

Importa, moralmente, psicologicamente e filosoficamente. Os
professores demonstram coisas, porém, nao dizem o que compreendem por
“‘demonstrar”. Tem-se que aprender. “Vé-se o que o professor faz, e, entdo, faz-se a
mesma coisa. [...] depois, torna-se professor e passa o mesmo ‘know-how’, sem o
‘saber o qué’ que o professor ensinou” (HERSH, 1997, p. 50).

Exploraremos mais essa questdo dos aspectos filoséficos das
demonstragbes mais adiante, no capitulo 4. Para compreendermos como essas
questdes se encaixam no contexto da formagao do bacharel em Matematica, devemos
entender como essa formagao € prevista por meio das diretrizes curriculares, de forma

a localizar essa discussdo no ambito de nossa pesquisa.
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1.3 DIRETRIZES CURRICULARES NACIONAIS DO CURSO DE MATEMATICA

As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) constituem um documento
redigido e apresentado pelo Ministério da Educacdo, e mais especificamente, o
Conselho Nacional de Educacdo, que serve de base para a elaboragdo, a
(re)estruturacdo e as transformagdes de Projetos Politico- Pedagdgicos (PPP) de
cursos superiores situados no territério nacional brasileiro.

As DCN surgiram com o intuito de substituir os antigos Curriculos
Minimos, que tiveram validade até o final dos anos de 1990. Para a elaboragao das
novas diretrizes, diversas reunides foram realizadas com docentes e pré- reitores das
mais variadas instituicdes do pais. As principais queixas que surgiram dessas reunides
foram a insatisfagcédo de institutos ou departamentos — principalmente os de Engenharia,
que reclamavam a abordagem essencialmente formal nas disciplinas matematicas —
que eram atendidos pelos professores dos institutos de Matematica e a pouca procura
dos alunos pelos cursos de bacharelado (NETO, 1998).

Naquela época, o perfil esperado de um bacharel em Matematica era:

-Formacgéao solida e abrangente do conteudo matematico, com dominio
das técnicas basicas de provas de teorema;

-Incentivo a estudos extra-curriculares que despertem no aluno o espirito
cientifico;

-Capacidade de leitura e detalhamento de artigos cientificos (NETO,
1998).

Os egressos dos cursos de Matematica deviam ter uma formagéao que
possibilitasse o0 dominio de técnicas de provas de teorema. Em 2001, as diretrizes
foram homologadas e, finalmente, em 2003, estabelecidas e aprovadas por meio de

resolucdo. Nessas, o perfil esperado do formando é:

[...] -uma sdlida formacgéo de contetidos de Matematica;
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-uma formagao que lhes prepare para enfrentar os desafios das rapidas
transformacdes da sociedade, do mercado de trabalho e das condicbes
de exercicio profissional (BRASIL, 2001).

O que, por sua vez, nao indica explicitamente a importancia das provas
para a formagao de um bacharel em Matematica. Em nenhum lugar desse documento
ha citagcao das palavras “prova” ou “demonstracao”.

As DCN séo claras ao dizer que o objetivo principal dos cursos de
bacharelado é a preparacao e a formacido de profissionais para a carreira de Ensino
Superior e pesquisa, de forma que possibilitem a aquisicdo de habilidades e
competéncias, tais como o raciocinio légico, a postura critica e a capacidade de
resolver problemas, possibilitando que o profissional possa atuar em outros campos no
mercado de trabalho, que ndo o meio académico, em areas em que O raciocinio
abstrato é uma ferramenta indispensavel.

Um dos objetivos das DCN para os cursos superiores de Matematica é:

[...] assegurar que os egressos dos cursos credenciados de Bacharelado
e Licenciatura em Matematica tenham sido adequadamente preparados
para uma carreira na qual a Matematica seja utilizada de modo
essencial, assim como para um processo continuo de aprendizagem
(BRASIL, 2001).

A partir da publicacdo desse documento, as Instituicbes de Ensino
Superior deveriam formular seus novos Programas Politico-Pedagdgicos, de forma que
as determinagdes presentes no mesmo, no prazo de 2 anos, pudessem permitir
formagdes diferentes para os graduados, seja para aquele que deseja seguir a carreira
académica, seja para os que buscam um mercado de trabalho ndo académico, que
exija uma formagéo solida de conteudos matematicos, contemplando suas areas de
atuacdo, para que ele esteja preparado para enfrentar os desafios das rapidas
transformacgdes da sociedade e das condigdes de exercicio profissional.

Nas DCN também estdo descritas as habilidades e as competéncias

esperadas de um bacharel em Matematica, quais sejam: capacidade de expressao
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escrita e oral; habilidade de identificar, formular e resolver problemas utilizando rigor
l6gico-cientifico; capacidade de estabelecer relagdes entre a Matematica e outras areas
do conhecimento; conhecimento de questdes contemporaneas; educagdo abrangente
necessaria ao entendimento do impacto das solugbes encontradas num contexto global
e social; trabalho na interface da Matematica e outras areas do saber.

Nas habilidades e nas competéncias esperadas de um licenciado,
encontramos itens que teriam valor para o bacharel que, de alguma forma, tem

pretensdes de seguir a docéncia no Ensino Superior:

- desenvolver estratégias de ensino que favorecam a criatividade, a
autonomia e a flexibilidade do pensamento matematico dos educandos,
buscando trabalhar com mais énfase nos conceitos do que nas técnicas,
férmulas e algoritmos;

- perceber a pratica docente de Matematica como um processo
dindmico, carregado de incertezas e conflitos, um espaco de criagédo e
reflexdo, onde novos conhecimentos sdo gerados e modificados
continuamente (BRASIL, 2001, italicos nossos).

Nas DCN estdo também relacionados os conteudos curriculares das
habilitagdes, os estagios e as atividades complementares. Os conteudos curriculares
para o bacharelado sado, especificamente, as diferentes areas da Matematica, como
Analise, Topologia, Algebra, etc. A inclusdo de Histéria e Filosofia das Ciéncias é

indicada somente a formagao do Licenciado (BRASIL, 2001).

1.4 BACHARELADO E LICENCIATURA

No momento em que foram homologadas as diretrizes, houve um
movimento de discussao, por meio de féruns estaduais, incentivados pela Sociedade
Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), inicialmente motivados em discutir as
Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formagao de Professores de Educagao Basica.

Durante a realizagdo do primeiro forum nacional da PUC- SP, as DCN de Matematica
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passaram a ser objeto de analise para que a comunidade de educadores matematicos
pudesse implementar principios orientadores das DCN, visando uma possivel
reorientacao das diretrizes, com foco na licenciatura e sem debate sobre o bacharelado.
Para tal, os féruns contaram com a criagdo de grupos de estudos, que contemplaram
diversos pontos de discussao.

Anterior ao férum nacional, aconteceram os regionais. O forum
paranaense, por exemplo, contava com o grupo que buscava a identidade dos cursos
de Licenciatura em Matematica. Dentre as propostas do grupo, interessam-nos aquelas
que, de alguma forma, buscavam um dialogo entre a formacao das duas habilitagdes.
Citamos duas, presentes no documento final do | Férum Estadual dos cursos de
Licenciatura em Matematica do Parana — FELIMAT, realizado na Universidade Estadual
de Londrina (UEL) em 2002:

- Separar Licenciatura e Bacharelado de modo que cada um componha
sua propria identidade;

- Fazer notar a necessaria formacéao didatica dos bacharéis, que atuarao
como professores, futuros formadores na licenciatura (LONDRINA,
2002, p. 20).

No ano seguinte, aconteceu o | Férum Nacional de Licenciatura em
Matematica, destinado a socializar os resultados dos féruns regionais. Porém, naquele
periodo, o Ministério da Educagao ja havia homologado a aprovacédo das DCN. Dessa
forma, os participantes do férum nacional pediram, por meio de um documento, a
revogacgao de tais diretrizes, e solicitaram — e até o momento n&o foram atendidos — a
“abertura de espacgos para a participacdo das instituigdes superiores de ensino e das
sociedades cientificas e representativas de professores na elaboracdo de uma nova
proposta de Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Matematica” (CYRINO,
2007, p. 11).

No ano de 2007 ocorreu o Il FELIMAT, com o intuito de realizar
discussbes sobre a implementacdo dos novos Projetos Politico-Pedagogicos
implantados a partir das diretrizes. Apesar de o documento gerado no férum estar

voltado inteiramente a formacao do licenciado, pois esse era o foco do férum, vemos
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que existia uma proposta de articulacdo entre as diversas sociedades (Educacgao
Matematica, Matematica e Matematica Aplicada) para que fosse repensada a “formacao
dos formadores” de professores, destacando o mesmo ponto apresentado no |
FELIMAT acerca da formagao pedagogica dos futuros bacharéis, mesmo n&o sendo
esse 0 objeto de discussao desses féruns.

Nao se encontram discussodes parecidas sobre a formacgao do bacharel
em Matematica. Uma busca pelos websites da Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM) e da Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional (SBMAC)
mostra que existe uma certa preocupagdo com o ensino de Matematica de uma forma
geral, mas pouca ou nenhuma discussao explicita acerca dos cursos de bacharelado,
como ocorreu com os foruns que discutiram as licenciaturas.

Ao que parece, no fundo, é que a preocupacao € mais qualitativa do
que quantitativa. No documento Panorama dos Recursos Humanos em Matematica no
Brasil: Preméncia de Crescer, elaborado por membros da SBM e do Instituto de
Matematica Pura e Aplicada (IMPA), em 2001, o nome ja evidencia a principal
preocupacado da comunidade matematica naquele momento: o crescimento de recursos
humanos qualificados nessa area.

No decorrer do documento, o ensino da Matematica e a formagao de
professores sdo problematizados da seguinte forma, a formagdo de professores
depende da qualidade dos cursos de licenciatura, que, por sua vez, depende de um
corpo docente qualificado, com professores que tenham, pelo menos, mestrado na area
(Matematica Pura ou Aplicada). A formacdo de mestres depende de cursos de
mestrado “fortes” e “adequados”, de acordo com as palavras do documento. E, uma vez
que os cursos de mestrado tém corpo docente formado estritamente por doutores, é
imprescindivel que existam recursos humanos capacitados e com titulagéo.

Dessa forma, os elaboradores do documento especulam que, para
melhorar o ensino da Matematica na Educacdo Basica, deve-se agir sobre “toda a
cadeia que inclui as licenciaturas e bacharelados, os mestrados e os doutorados”
(BARBOSA et al., 2001, p. 5).

Enquanto as licenciaturas buscam uma identidade, sera que a

identidade dos cursos de bacharelado ja esta estabelecida? O que podemos responder
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€ que, historicamente, os cursos de licenciatura surgiram de derivagcdes dos cursos que
pretendiam formar matematicos que, por sua vez, sempre apresentaram o objetivo de
formar profissionais aptos a exercerem pesquisas em Matematica.

O primeiro curso de Matematica do Brasil, implantado com a criacdo da
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da USP em 1934, tinha o objetivo de formar
pesquisadores, nao professores. Aos que procuravam a licenga para o magistério
poderiam, além dos 3 anos necessarios para a obten¢ao do grau de bacharel, cumprir 1
ano do curso de formagdo pedagdgica do Instituto de Educagdo. Esse modelo
denominado de “3+1” perdurou por longo tempo. (SILVA, 2002).

Isso evidencia que a formacado do pesquisador, em detrimento da
formagdo para a docéncia, desempenhou uma importdncia maior nos cursos de
Matematica. E também justifica as semelhangas entre as duas habilitagdes, como ja
dito na introdugdo, o que nao justifica a falta de estudos por parte da Educagao

Matematica em relagao a formacao do matematico.

1.5 DEMONSTRACOES NO BACHARELADO

Nas DCN e nos projetos curriculares, ndo ha uma mengao explicita de
como as demonstragdes sdo abordadas nas disciplinas do curso e qual é a importancia
e o significado dessas na formacao do bacharel em Matematica.

Dessa forma, discutiremos elementos que possibilitem a implementagao
de uma abordagem histérico-filoséfica como maneira de enriquecer conceitualmente,
para proporcionar uma abordagem mais explicita das demonstragées em cursos de
bacharelado em Matematica, uma vez que a Histéria e a Filosofia da Ciéncia podem
contribuir para “superar o mar da falta de significacdo de formulas e equacgdes”
(BATISTA, 2007, p.260) que invadiu as salas de aula.

Além disso, especialmente na formacéo do pesquisador, Batista (2007)
afirma que a Histdria e a Filosofia da Ciéncia contribuem para a realizagao de pesquisa

cientifica criativa, para o entendimento de metodologia e planejamento cientificos, para
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a aquisicao de fontes dos elementos de decisdo de pesquisa (como dificuldades
estruturais e epistemoldgicas e tendéncias frutiferas) e para o reconhecimento de
formas de pesquisa.

Nesta investigagdo, a reconstrugdo historia das demonstracbes nos
mostra como esse conceito foi evoluindo através dos tempos, desde as hipéteses do
surgimento da demonstragao até a justificagao da atual conceituagdo de demonstracéo,
considerada, por muitos, como cerne da Matematica.

Os aspectos filosoficos expdem muitos significados e papéis que as
demonstragcées podem ter em ambitos diversos, como na Matematica, na Filosofia da
Matematica, na Logica e na Educacdo Matematica, provocando uma rica discussao,
que mostra que nao existe uma resposta geral para a questdo “O que é e para que
servem as demonstragbes?”.

Dessa forma, a Historia das demonstracbes matematicas e a Filosofia
da Matematica se entrelagam para que se torne possivel uma compreensao a respeito
do desenvolvimento historico-filosofico das demonstragdes, evidenciando como tal
conhecimento se consubstanciou formando o atual cenario do qual a Matematica faz

parte.

1.6 POR QUE UM DEBATE HISTORICO-FILOSOFICO ACERCA DAS DEMONSTRAGCOES?

Healy e Hoyles (1998) sugerem, como veremos no capitulo 4, que
esforgos mais explicitos sejam feitos para chamar a atengdo dos estudantes para a
prova enquanto seja discutida com eles a ideia de prova num metanivel, em termos dos
seus significados, generalidade e propdsitos. Pietropaolo (2005) propde uma
ressignificagdo da prova matematica, ampliando o seu significado, enquanto Garnica
(1995) sugere esforcos complementares para que, na formacéo inicial do professor de
Matematica, seja aberto o campo da leitura critica (do campo da Educagao Matematica)
para que as concepgdes acerca das demonstragdes nao se tornem o germe destrutivo

de praticas que visem abertura de horizonte.
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Para essas pesquisas, a problematica das provas, seja num ambito de
formagao de professores ou de aprendizagem, esta conectada intimamente com as
concepgdes, ou seja, com a epistemologia em voga daqueles responsaveis pelo ensino
da prova nos mais diversos niveis.

Uma problematica anterior a essa, que esta no cerne desta pesquisa, é
que, se ha esforcos sendo erigidos pelo mundo a partir do momento que a
demonstracdo se torna um obstaculo de aprendizagem, por que ha poucas, senao
nenhuma, pesquisa que estude suas relacbes com a formagdo do matematico
profissional, quer seja o sujeito que buscou o titulo de bacharel em Matematica? Seria
uma questdo Obvia demais para merecer estudos ou poderiamos admitir que os
bacharelandos n&o encontram dificuldades com as provas?

O que parece o6bvio, mas que esta sustentado por questbes sdcio-
culturais, € que o bacharelando deve apreender os possiveis significados de prova, por
meio de uma aculturacao, a que Hemmi (2008) denomina de condicao invisivel, e que a
autora descreve que, para alguns pesquisadores em Educacdo Matematica, o
aprendizado da prova se da por um tipo de aculturacdo, por meio da experiéncia.
Porém, para essa pesquisadora, o aprendizado viria com um equilibrio entre a condi¢ao
invisivel e os esforcos tomados em direcdo a uma condi¢cao de transparéncia, em que a
prova é também assunto especifico que merece estudos e discussdes num metanivel.

Uma razao muito pertinente para a existéncia de estudos mais
explicitos acerca do bacharelado em Matematica — e ndo focando somente as
demonstragcdes e sim a totalidade complexa pela qual a Educagdo Matematica torna
assuntos inerentes ao ensino e a aprendizagem da Matematica em objeto de pesquisa
— € que uma consideravel parcela de bacharéis seguira a carreira académica e,
inevitavelmente, sera responsavel pela formacao de novos bacharéis ou até mesmo
responsavel pela formacgao inicial de professores de Matematica. E, mesmo que nao
faca parte dessa parcela, € evidente a influéncia do que Garnica (1995) chama de
leitura técnica, ou seja, de aspectos sdcio- culturais concernentes a pratica matematica
enquanto Ciéncia nas questdes de ensino e de aprendizagem que, por sua vez, possui
o foco da leitura critica, o campo da Educacao Matematica.

Postas essas observagdes, algumas questées restam: Como ensinar
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demonstragcées? Como re-significar as provas para um ensino efetivo das mesmas?
Dentre as diversas contribuicbes para o ensino e para a aprendizagem das provas,
focaremos numa em especifico, a abordagem historico-filosofica.

Alguns estudos apontam consideraveis contribuicbes que a perspectiva
histérico-epistemoldgica pode trazer a questdo das demonstragdes. Para Mariotti e
Balacheff (2008), essa é uma perspectiva tradicional, e ela esta diretamente
relacionada a natureza da prova — e argumentagdo — matematica e suas fungdes.
Estudos dessa natureza recheiam, em grande parte, o numero especial da ZDM
Mathematics Education sobre as provas matematicas sendo que, algumas delas, fazem
parte da fundamentacao deste trabalho.

Por que o enfoque historico-filoséfico? Matthews nos lembra que a
Histéria, a Filosofia e a Sociologia da Ciéncia podem n&o ser a panaceia para a

melhoria da Educagao. Porém, elas podem

humanizar as ciéncias e aproxima-las dos interesses pessoais, éticos,
culturais e politicos da comunidade; podem tornar as aulas de ciéncias
mais desafiadoras e reflexivas, permitindo, deste modo, o
desenvolvimento do pensamento critico; podem contribuir para um
entendimento mais integral de matéria cientifica mais desafiadoras e
reflexivas, permitindo, deste modo, o desenvolvimento do pensamento
critico; podem contribuir para um entendimento mais integral da matéria
cientifica, isto €, podem contribuir para a superagcédo do ‘mar da falta de
significagdo’ que se diz ter inundado as salas de aula de ciéncias, onde
férmulas e equacfes sao recitadas sem que muitos cheguem a saber o
gue significam; podem melhorar a formacao do professor auxiliando o
desenvolvimento de uma epistemologia da ciéncia mais rica e mais
auténtica, ou seja, de uma compreensao da estrutura das ciéncias bem
como do espago que ocupam no sistema intelectual das coisas
(MATTHEWS, 1995, p.165, italico nosso).

E, além disso, Batista nos diz que

A reducado das Ciéncias e da Matematica a pura técnica, em certos
casos, a técnica experimental e, em outros, a técnica matematica para a
deducdo logica de conseqUéncias dos axiomas da teoria, evita
questionamentos conceituais no seu ensino e gera uma formagao
estreita e acritica. Assim, a investigagdo e o ensino de Ciéncias e da
Matematica ndo devem ignorar simetricamente os avangos e contrastes
histéricos que deram origens as idéias de hoje (BATISTA, 2007, p.270).
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Como campos distintos, a Histéria e a Filosofia da Ciéncia necessitam
uma da outra. Parafraseando Lakatos, que por sua vez parafraseou Kant, “a histéria da
matematica, a falta de orientacdo da filosofia, tornou-se cega, ao que a filosofia da
matematica, voltando as costas aos fendmenos mais curiosos da historia da
matematica, tornou-se vazia.” (LAKATOS, 1978, p.15, grifos do autor). E, para
D’Ambrosio, o que se entende por Matematica nos leva a uma reflexao sobre a Filosofia
da Matematica, e “é inegavel que a Historia da Matematica esta atrelada a Filosofia da
Matematica” (D’AMBROSIO, 2004, p.175).

Enquanto um dos objetivos da Histéria da Matematica € explicar e
justificar a evolugao da Matematica (D’AMBROSIO, 2004), um dos objetivos da Filosofia
da Matematica € questionar a natureza de conceitos e objetos matematicos.

E nesse sentido que a Histéria da Matematica, em especifico a histéria
das demonstragdes matematicas, e a Filosofia da Matematica se entrelagam para que
se torne possivel uma compreensdo a respeito do desenvolvimento historico,
evidenciando como o conceito e 0 conhecimento de demonstragao se modificou através
dos tempos e como tal conhecimento se consubstanciou formando o atual cenario do
qual a Matematica, como Ciéncia hipotético-dedutiva, faz parte.

Para Bicudo e Garnica (2003), o tratamento das questdes geradas pela
Filosofia da Matematica (e incluamos aqui as questdes da Historia da Matematica) &
‘relevante para a autocompreensdo da Matematica e necessario para a definicdo de
propostas curriculares, por determinar escolhas de conteudos, atitudes de ensino,
expectativas de aprendizagem, indicadores de avaliagdo” (BICUDO; GARNICA, 2003,
p.29). E isso reflete diretamente no ensino de Matematica, pois:

o educador precisa necessariamente responder as questdes filosoficas
fundamentais sobre o estatuto do objeto matematico, sobre a natureza
da verdade matematica, sobre o carater do método matematico, sobre a
finalidade da matematica, sobre o estatuto do conhecimento matematico
enfim, antes de criar teorias, estabelecer objetivos, elaborar estratégias,
desenhar métodos ou qualquer outra atividade teérica ou pratica cuja
finalidade ultima seja o ensino de matematica [...]. Assim, a filosofia da
matematica deve, necessariamente, estar presente em qualquer reflexao
sistematica e critica cujo foco seja a educagdo matematica [...]. (DA
SILVA, 1999, p.57).
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E, especificamente acerca das provas, nos diz Balacheff:

De fato, ndao podemos evitar envolver em nosso trabalho nossa prépria
epistemologia de prova matematica, e além, nossa prépria epistemologia
da Matematica. Mas se nao estamos cientes das diferengas entre estas
epistemologias e as implicagcbes destas diferengas ao compartilhar
teorias e métodos, problemas e resultados, estas epistemologias tornar-
se-80 o obstaculo essencial ao progresso em nosso campo de pesquisa.
E neste sentido que a epistemologia dos pesquisadores poderia tornar-
se um impasse muito dificil de evitar ou resolver (BALACHEFF, 2004).

Compreender a prova matematica, epistemologicamente,
ontologicamente ou metodologicamente é deveras importante para o pesquisador e
educador matematico interessado no assunto e para os envolvidos com 0 ensino e a
aprendizagem das provas matematicas.

Com base nos nossos objetivos e justificativas, seguiremos com a
fundamentagéao tedrico-metodoldgica, a fim de descrever as abordagens metodolégicas

abordadas neste trabalho em todas as suas fases.
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CAPITULO 2
FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA

As vezes tenho a impressdo de que escrevo por
simples curiosidade intensa. E que ao escrever, eu
me dou as mais inesperadas surpresas. E na hora
de escrever que muitas vezes fico consciente das
coisas, das quais, sendo inconsciente, eu antes
ndo sabia que sabia (A descoberta do mundo,
Clarice Lispector).
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2.1 A PESQUISA QUALITATIVA EM EDUCACAO MATEMATICA

Esta pesquisa se insere na categoria de pesquisa qualitativa em
Educacao Matematica. Para Bogdan e Biklen (1991) e Ludke e André (1986), algumas
caracteristicas que configuram esse tipo de pesquisa sao os fatos de que: nesse tipo de
investigacdo a fonte de dados € o ambiente natural e o pesquisador € o principal
instrumento; a investigagdo tem uma natureza descritiva; os pesquisadores qualitativos
tém um interesse maior no processo do que nos resultados ou produtos e o significado
tem uma importancia. Dessa forma, a abordagem qualitativa oferece os meios para que
esta pesquisa seja realizada de acordo com os objetivos propostos.

Para Martins e Bicudo, “o pesquisador como aquele que deve perceber
a si mesmo e perceber a realidade que o cerca em termos de possibilidades, nunca s6
de objetividades e concretudes, a partir do que a pesquisa qualitativa, dizem, dirige-se a
fendbmenos, ndo a fatos” (MARTINS; BICUDO apud GARNICA, 1997, p. 112).

Baseado nos fundantes da investigacdo qualitativa supracitados,
utilizamos de alguns métodos especificos para a obtengdo de dados, seja na fase
tedrica ou na fase empirica, e para a analise dos mesmos.

Usamos da analise documental para a leitura e para a escolha dos
textos que fizeram parte do levantamento bibliografico, da reconstrugéo histérica e da
constituicdo dos aspectos filoséficos. Phillips (apud LUDKE; ANDRE, 1986) caracteriza
os documentos como quaisquer materiais escritos que podem ser usados como fonte
de informagéo acerca do comportamento humano. Dessa forma, fazem-se documentos
os artigos, capitulos, livros e teses, uma vez que os consideramos como discursos dos
pesquisadores que os escreveram. A analise documental busca a identificagdo de
informacdes factuais presentes nesses textos a partir de questdes ou hipdteses de

interesse, quando os observamos com o filtro do nosso referencial tedrico.
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2.2 METODOLOGIAS PARA A RECONSTRUCAO HISTORICA

A reconstrucdo historica também exige algumas metodologias proprias.

Para Martins,

Nao existe uma féormula magica ou receita infalivel para fazer uma boa
pesquisa em Historia da Ciéncia. Em diversos momentos, o pesquisador
vai refletir sobre o problema estudado e procurar novas fontes. Ele vai
precisar fazer levantamentos, selecionar e localizar documentos, busca-
los ou obter copias deles e analisa-los. Precisara também escrever,
elaborar uma argumentacéo, discutir trabalhos historiograficos anteriores
sobre 0 mesmo assunto e fundamentar bem suas conclusées.
(MARTINS, 2005, p. 307-8).

Cabe aqui fazer a distingdo entre os termos Histéria e Historiografia.
Enquanto a Histdria € o conjunto dos acontecimentos humanos ocorridos no passado, a
Historiografia € o conjunto dos registros, das interpretacbes e das analises desses
acontecimentos (D’AMBROSIO, 2004). Ou seja, a Historiografia, como um metaestudo
ou um estudo metacientifico, pode ser considerada como uma investigagao
interpretativa e analitica acerca da Historia da Ciéncia.

Kragh (1987) distingue o termo “histéria” em dois niveis diferentes. A
Historia (H1) € objetiva e descritiva, na medida que narra fendbmenos e acontecimentos.
A Histéria (H2) é a analise e a interpretagéo tedrica da realidade histérica H1.

A Historiografia pode significar simplesmente uma escrita profissional
sobre Histéria ou, ainda, Teoria ou Filosofia da Histéria, e nesse caso, quando seu
objeto de estudo é H2, a Historiografia pode ser caracterizada como uma metadisciplina
em um sentido similar ao descrito por D’Ambrosio acima (KRAGH, 1987).

Como nosso objetivo principal ndo € uma investigagcado histérica ou
historiografica acerca das demonstragbes em Matematica, baseamos nossa
reconstrugdo a partir de pesquisas historicas ou historiograficas ja realizadas sobre o
tema ou em livros de Historia da Matematica. Isto é, a reconstrucédo foi baseada em

fontes secundarias, que Martins (2005) classifica como estudos historiograficos acerca
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do periodo, do autor ou do conceito investigado.

Quanto aos enfoques, aqui consideraremos dois deles: o enfoque
conceitual ou internalista, que discute os fatores cientificos, como evidéncias, fatos de
natureza cientifica, relacionados a determinado assunto ou problema, e o enfoque nao-
conceitual ou externalista, que lida com os fatores extracientificos, como influéncias
sociais, politicas, econOmicas, luta pelo poder, propaganda, fatores psicolégicos
(MARTINS, 2005).

Kragh (1987) também distingue a Ciéncia em dois significados
diferentes. A Ciéncia (C1) € uma coletanea de dados e afirmagdes empiricas e formais
acerca das teorias que assenta o conhecimento cientifico num determinado momento
no tempo. A Ciéncia (C2) diz respeito as atividades e comportamentos dos cientistas
que estejam relacionados aos empreendimentos cientificos.

Sendo a Ciéncia um assunto multifacetado e, assim, permite os mais
diversos aspectos e vias de acessos, propomos uma econstrugcao histérica que segue,
sobremaneira, em um sentido HC2 (Historia da Ciéncia C2), uma vez que nao nos
baseamos somente em um enfoque internalista, mas também em aspectos
extracientificos que tenham influenciado de alguma forma na histéria das
demonstragbes matematicas.

A seguir, descreveremos 0s passos e as metodologias que foram

aplicados nas entrevistas.

2.3 NARRATIVA DA COLETA DAS ENTREVISTAS

Para a fase empirica da pesquisa, usamos da entrevista
semiestruturada, “que se desenrola a partir de um esquema basico, porém nao aplicado
rigidamente, permitindo que o entrevistador faca as necessarias adaptacdes” (LUDKE;
ANDRE, 1986, p.34). Ainda para as autoras, uma entrevista de cunho semiestruturado
€ mais adequada para uma investigagdo em Educagdo, ao passo que os sujeitos

entrevistados “sdo mais convenientemente abordaveis através de um instrumento mais
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flexivel” (LUDKE; ANDRE, 1986, p.34).

A idéia inicial da pesquisa era analisar os programas curriculares de
alguns cursos de Bacharelado em Matematica do Brasil, predominando as instituicoes
mais representativas. Porém, com a leitura dos projetos politicos pedagdgicos,
percebeu-se que o0 que buscavamos estava muito além dos projetos, pois estavamos
interessados nas epistemologias dos professores acerca das demonstragdes e suas
praticas de abordagem das mesmas. Com isso, surgiu a proposta de entrevistar
professores que trabalhassem com o Bacharelado em Matematica e com professores
ligados a coordenacéao do respectivo curso.

Seis foram as instituicdes escolhidas: trés no estado de Sao Paulo,
Universidade de S&o Paulo (USP), Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP),
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, campus Rio Claro (UNESP —
RC); uma no estado do Parana, Universidade Estadual de Londrina (UEL); uma no
estado do Rio de Janeiro, Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ); e uma no
Distrito Federal, Universidade de Brasilia (UnB).

A escolha das instituicdes foi realizada a partir das notas de
recomendagdo e reconhecimento concedidas pela CAPES para programas de pos-
graduacao strictu sensu em Matematica Pura. As notas dos cursos recomendados
variam de 3 a 7, sendo 7 o conceito mais alto de um curso de pds- graduagéo strictu
sensu segundo a CAPES. Escolhemos as instituicdes com notas 6 ou 7, ou seja,
instituicbes em exceléncia de formagao de recursos humanos de pesquisa e docéncia
no Ensino Superior, excluindo-se o IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada), por
nao ofertar curso de graduagéo. Nessa categoria estdo: UNICAMP (com nota 7), USP,
UFRJ e UnB (com nota 6).

Uma vez que houve um congresso na UNESP de Rio Claro, houve a
possibilidade de colher entrevistas 13, instituicido que também possui um dos cursos de
pos-graduacéo strictu sensu em Educagdo Matematica mais bem avaliado pela CAPES.
E, a UEL nao é somente a instituicdo na qual fazemos nossa pesquisa de mestrado no
Programa de Pdés-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica, mas
também abriga um Departamento de Matematica que tem mais de 30 anos.

De cada uma das universidades visitadas, foi entrevistado o professor
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responsavel pela coordenagao do colegiado do curso ou que fizesse parte da comissao
de graduacgao e pelo menos um professor que ministrasse uma disciplina que fosse
responsavel pela introducdo ao tema “demonstracédo” ou, no caso de uma disciplina
com uma abordagem explicita do tema inexistir, um professor que ministrasse uma
disciplina que trabalhasse bastante com demonstragées (como por exemplo, Analise
Real e Geometria Euclidiana). E interessante observar que os professores entrevistados
que estdo envolvidos com a coordenagao de curso também ministram essas disciplinas.

As entrevistas foram marcadas com antecedéncia via correio eletrénico
ou pessoalmente. As conversas com os professores das instituigdes USP, UNICAMP,
UNESP e UEL foram realizadas nas salas de cada um dos professores, nos respectivos
institutos ou departamentos das universidades visitadas. Os professores da UFRJ e da
UnB foram entrevistados por meio de correio eletrénico ou softwares de comunicagao,
como MSN Messenger e Skype.

O universo total de professores entrevistados é treze, sendo oito do
sexo feminino e cinco do sexo masculino. A média de idade de docéncia dos
professores é de 20,38 anos, com um desvio padréo de 11,22, sendo que o tempo
minimo e maximo de docéncia sao, respectivamente, 3 e 41 anos.

Dentre as disciplinas ministradas por eles, a maior parte trabalha com
Analise Real ou Algebra, enquanto um trabalha com a disciplina Fundamentos de
Matematica, responsavel pela introducdo das demonstragcdes, e outro com as
disciplinas Geometria Euclidiana e Algebra e Aritmética Elementares, que tem o objetivo
de trabalhar com as demonstragdes.

Todos os professores assinaram um termo de autorizagdo permitindo
que a gravagao e a publicacdo parcial ou total da entrevista fossem feitas neste
trabalho. As entrevistas foram feitas com um gravador digital e transcritas com a ajuda

do software Express Scribe.



41

2.4 A ENTREVISTA

A entrevista € um importante instrumento de obtencéo de dados. O tipo
de entrevista adotado nesta pesquisa é aquele que segue um roteiro semiestruturado.
Para Ludke e André, “a grande vantagem da entrevista [...] € que ela permite a
captacdo imediata e corrente da informagdo desejada” (2004, p.34) e, ainda, a
liberdade do percurso associada a entrevista semiestruturada “permite correcoes,
esclarecimentos e adaptagbes que a tornam sobremaneira eficaz na obtencao de
informacdes desejadas” (LUDKE; ANDRE, 1986, p.34).

Para a construgcdo das questdes da entrevista, focamos em aspectos
que sao significativos a pesquisa, envolvendo a abordagem em que as provas sao
feitas nas disciplinas, as principais dificuldades dos alunos identificadas pelos
professores, quais as formas de superacado dessas dificuldades que eles valorizam e
nocdes acerca das demonstragdes e os papeis dessas que eles atribuem para a
construgéo do conhecimento matematico, com perguntas auxiliares para a identificagao
de possiveis diferengas de abordagem das habilitagdes licenciatura e bacharelado. As
perguntas objetivam a pratica de cada professor, buscando a identificagdo e a
caracterizagao do curriculo real por meio dos dados obtidos acerca da nogédo dos
mesmos quanto ao papel, a importancia e o significado das demonstra¢cdes para a
formacao do bacharel.

A escolha por entrevista semiestruturada permitiu uma maior
flexibilidade em relacdo a sua realizagdo. As perguntas possuem um nucleo comum,
porém, mudangas sutis foram feitas para cada grupo dos sujeitos de pesquisa
envolvidos diretamente com a coordenacao do curso de Bacharelado em Matematica
em suas respectivas instituicoes. Dessa forma, o roteiro das questdes obteve a seguinte

configuragao:

Professor envolvido com a coordenacéo de curso:

— Qual o significado, o papel e a importancia que o(a) senhor(a) atribui
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para as demonstracdes na formacdo de um bacharel em Matematica?
Ha alguma diferenca para a formacdo de um licenciado em
Matemética?

— O que é saber o que é uma demonstracao?

— Quais séo as principais dificuldades com as demonstracdes e como
elas podem ser superadas?

— Qual seria o papel das demonstracdes para a construcdo do

Conhecimento Matematico?

Professor de disciplinas especificas:

— Como o tema “demonstracao” é abordado na disciplina? A abordagem
€ a mesma para as outras habilitacdes, como Matematica Aplicada ou
Licenciatura?

— Para o(a) senhor(a), o que é uma demonstracdo e qual o significado
gue a demonstracao deve ter para um bacharel em Matematica? E para
um licenciado? E diferente?

— O que é saber 0 que € uma demonstracao?

— Quais séo as principais dificuldades com as demonstracdes e como
elas podem ser superadas?

— Qual seria o papel das demonstracdes para a construcdo do

Conhecimento Matematico?

2.5 A ANALISE DAS ENTREVISTAS

A partir das entrevistas e das transcri¢des, criou-se um banco de dados
com certa riqueza de informagdes. Quando o pesquisador vai a campo, porque esta
envolvido com determinado assunto, possui em mente possiveis respostas ou

resultados. Porém, a natureza humana é muito mais intrigante — e por que nao dizer
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complexa — do que uma previsado ou crencgas iniciais. O momento de analise de dados é
aquele em que o pesquisador mergulha num mar incognito buscando uma sintese do

que foi estudado e coletado como dado. Para Bogdan e Bikley,

A analise envolve o trabalho com os dados, a sua organizagao, divisao
em unidades manipulaveis, sintese, procura de padrdes, descoberta dos
aspectos importantes e do que deve ser aprendido e a decisao do que
vai ser apresentado aos outros (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 205).

E para Ludke e André,

A tarefa da analise implica, num primeiro momento, a organizagdo de
todo o material, dividindo-o em partes, relacionando essas partes e
procurando identificar nele tendéncias e padrées relevantes. Num
segundo momento essas tendéncias e padrdes s&o reavaliados,
buscando-se relagdes e inferéncias num nivel de abstracdo mais
elevado (LUDKE; ANDRE, 1986, p. 45).

As entrevistas transcritas passaram por leituras criteriosas, nas quais
identificamos aspectos importantes no discurso de cada professor entrevistado.
Unidades de analise foram identificadas e a analise foi construida a partir de
semelhangas ou ndao que surgiram das respostas dos professores a luz da analise
textual discursiva proposta por Moraes e Galiazzi (2007). Quanto as unidades
abordadas, a seguir, listar-se-a as mesmas: a nogao geral das demonstragdes, a nogao
quanto ao papel e a importancia das demonstragdes, das dificuldades e superacdes e
das abordagens das demonstragdes nas habilitagdes de bacharelado e licenciatura.

As unidades criadas a partir das analises s&o nao-excludentes, ou seja,
a fala de um professor pode estar inserida em mais de uma unidade. Com o intuito de
facilitar a identificacdo dos professores, foi criada uma sigla para cada um deles, de
forma que o primeiro caractere € uma letra em caixa alta (C), que indica aquele que
esta envolvido com a coordenagédo de curso, e (P), aquele que ministra disciplina
introdutdria ou disciplina cujas demonstragdes possuem grande énfase. A fim de

diferenciar os professores, o segundo caractere € um algarismo romano.
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2.6 A ABORDAGEM DA ANALISE TEXTUAL DISCURSIVA

A analise textual discursiva € um conjunto variado de metodologias de
trabalho com textos, que inclui desde a analise de discurso até a analise de conteudo, e
representa “‘um movimento interpretativo de carater hermenéutico” (MORAES;
GALIAZZI, 2007, p.7).

Para Bardin, essa abordagem constitui-se de

Um conjunto de técnicas de andlise das comunicagdes visando obter,
por procedimentos, sistematicos e objetivos de descricdo do conteudo
das mensagens, indicadores (quantitativos ou nao) que permitem a
inferéncia de  conhecimentos relativos as condigdes de
producao/recepcao (variaveis inferidas) destas mensagens (BARDIN,
1997, p. 42).

A analise é realizada a partir do texto das entrevistas transcritas,
buscando um aprofundamento das compreensdes dos fendmenos investigados,
constituindo-se de uma analise rigorosa e criteriosa das informagdes obtidas. A
intengdo é “reconstruir conhecimentos existentes sobre os temas investigados”
(MORAES; GALIAZZI, 2007, p. 11).

Os autores descrevem a analise textual discursiva por meio de quatro
focos: desmontagem dos textos, estabelecimento de relagdes, captagdo do novo
emergente e o processo auto-organizado.

A desmontagem do texto emula os possiveis significados de leitura e a

diversidade de sentidos criados de um texto. Segundo Moraes e Galiazzi,

A multiplicidade de significados que é possivel construir a partir de um
mesmo conjunto de significantes tem sua origem nos diferentes
pressupostos tedricos que cada leitor adota em suas leituras (MORAES;
GALIAZZI, 2007, p. 15).

Em seguida é feito um movimento de desconstrugao e unitarizagdo dos
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textos do corpus, que se trata de um conjunto de textos — no caso a palavra texto
extrapola o préprio vocabulo, podendo ainda ser imagem ou outros tipos de expressdes
linguisticas — que representa informagdes da pesquisa, € ndo necessariamente se
trabalha com todo o corpus.

O passo seguinte a delimitagdo do corpus € a desconstrugdo dos
textos, a partir dos quais as unidades de analise sao criadas. Tal processo constitui-se
de trés etapas distintas: a fragmentacdo dos textos e a codificacdo das analises; a
reescrita de cada analise de modo que assumam significados; e a atribuicdo de um
nome ou titulo para cada unidade produzida.

A seguir, o processo de estabelecimento de relagbes € também
caracterizado como categorizagdo, em que sdo criadas relagdes entre as unidades de
analise por meio de combinacdo e de classificagdo, resultando num sistema de
categorias.

O processo de captar o novo emergente jaz na elaboracdo de um
metatexto em que se € comunicada uma nova compreensao, sua critica e validacéo. O
metatexto tem a intencdo de explicitar a compreensdo que surge de uma nova
combinagao dos elementos construidos nos passos anteriores.

As unidades de analise e a constituicdo de um metatexto encontram-se
no capitulo 5 e nas consideragdes finais. A seguir, apresentaremos a reconstrugao

historica das demonstracbées em Matematica.
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UMA RECONSTRUCAO HISTORICA DAS

DEMONSTRACOES

There is a noticeable general difference between
the sciences and mathematics on the one hand,
and the humanities and social sciences on the
other. It's a first approximation, but one that is real.
In the former, the factors of integrity tend to
dominate more over the factors of ideology. It's not
that scientists are more honest people. It's just that
nature is a harsh taskmaster. You can lie or distort
the story of the French Revolution as long as you
like, and nothing will happen. Propose a false
theory in chemistry, and it'll be refuted tomorrow.
(A Life of Dissent, Noam Chomsky)
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Nosso intuito € realizar uma reconstrugdo histérica acerca do tema
prova em matematica, sem a pretensédo de tornar este um levantamento completo do
tema, mas com o intuito principal de identificar episddios que consideramos centrais no
modo como tal conceito se desenvolveu ao longo dos tempos.

Nosso interesse aqui ndo jaz somente no como, mas também no
porqué. E uma vez que nos interessamos no porqué, temos de indicar qual € o nosso
objeto de estudo, pois, afinal, de que tipo de prova estamos falando?

A pergunta “de que tipo” presume que existam diferentes formas e
concepgdes de prova. E podemos, no paragrafo anterior, substituir a palavra tipos por
significados. Balacheff (2004, 2008) mostrou-nos que, mesmo dentre os pesquisadores
em Educacao Matematica que se debrugam sobre o tema, ha diferentes concepcgdes de
prova.

Vimos, no capitulo inicial, que alguns pesquisadores consideram o
termo prova como sinbnimo de demonstracdo, assim como ha outros que adjetivam o
termo adicionando a palavra “rigorosa” e, para outros, prova é uma coisa e
demonstracao é outra.

A despeito disso, a principio tomaremos os termos prova e
demonstracdo como sinénimos e, como nosso foco principal é, além da origem das
provas, a formalizagdo e a rigorizagdo da Matematica, pois, como veremos, esses
foram momentos importantes que caracterizaram o curso e o atual estado desta
Ciéncia, adotaremos aqui a concepgao de prova rigorosa, baseados em Balacheff

(1987) e Arsac (1987, 2007), para os quais, a definicado de prova se polariza em:

-um polo formal em que a prova matematica é caracterizada por sua
forma, como um texto que respeita algumas regras precisas [...]: uma
afirmacdo é conhecida como verdadeira, ou é deduzida a partir de
precedentes usando-se uma regra de inferéncia tomada em um conjunto
bem definido de regras;

-um polo social, ou cultural, no qual a prova matematica é caracterizada
como procedimento de validagdo usado pelos matematicos. Entdo um
texto € uma prova matematica se ele é reconhecido como valido pelos
matematicos (ARSAC, 2007, p. 27).
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Essa polarizacao foi o principal alvo epistemoldgico em nossas buscas
pela Historia da Matematica. Esse também € o conceito que desempenhou um papel
importante na transformacado da Matematica em Ciéncia hipotético-dedutiva.

A apresentacao da reconstrucao se dara de forma a apresentarmos os
fatos que consideramos importantes identificados nas fontes pesquisadas na Historia
da Matematica, cobrindo o tempo de forma cronolégica, comegando com as hipoteses
sobre a origem da matematica demonstrativa, percorrendo fatos historicos sobre os
mais diversos povos e tempos até chegar numa sintese do atual estado da

demonstracéo.

3.1 A ORIGEM

7

“‘Qual é a origem da prova?” é uma pergunta que abarca diversas
outras questdes de nosso interesse: Por que a matematica se transformou em Ciéncia
hipotético-dedutiva? Como e onde ocorreu essa transformagdo? Quais foram os
personagens que protagonizaram essa transformacéo? Como entender esse processo
transformador?

Algumas respostas alcangam consenso dentre aqueles que
pesquisaram o tema: Euclides de Alexandria (séc. lll a.C.) seria o protagonista e a
Grécia seria o palco. Porém, antes de aprofundarmos nessas questdes, faremos duas
consideragdes: uma que trata da auséncia de estudos histéricos sobre o tema e outra
que diz respeito a diferentes niveis de prova que sado anteriores ou paralelos a
matematica grega.

Para a primeira consideragcado, tomamos as justificativas identificadas
por Garnica (1995), sobre a auséncia de material a respeito da histéria da prova que,

segundo o autor, sdo as mais frequentes:
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(a) o modo relativamente natural com que a prova rigorosa — e sua
necessidade — ingressa no discurso matematico, ndo oferecendo
problemas a priori, sendo carregada adiante por uma tradigao
abalizadora; (b) uma certa “repugnéncia pela nogdo de ‘histéria’ no
interior das ciéncias” (CAZENAVE apud MONCHICOURT, 1987, p.31);
(c) as dificuldades inerentes as pesquisas de carater histérico quase
arqueoldgico; e finalmente, (d) o argumento de que, no caso do rigor,
nao ha uma histéria de mudancgas, mas de adaptagdes ao que ditam as
leis da légica (GARNICA, 1995, p. 15).

Para a ultima justificagao, o autor inclui uma nota em que assevera que,
ao afirmar que existe uma histéria do rigor, ele quer dizer que existe sim “uma histéria
das alteragdes do sistema de suporte das regras que indicam as agdes possiveis numa
demonstracao” (GARNICA, 1995, p. 15).

De todo modo, tal auséncia ndo condiz com a necessidade de um
estudo historico do tema. Essa necessidade foi um dos motes para a publicagéo do livro
Theorems in School em 2007, editado por Paolo Boero.

Para a segunda consideracéo, sairemos da Grécia por um instante”.

Se caracterizarmos a prova como uma explicacdo com a funcado de
convencer sobre a verdade acerca de uma afirmacgdo, encontraremos esse tipo de

prova em diversos textos antigos. Consideremos alguns casos historicos:

e No Egito, a aproximagao dos calculos efetuados pelos escribas era
amiude provada pela verificagado do resultado (KELLER apud ARSAC,
1987).

« Na india, as assercdes geométricas eram provadas pelo apelo a figura
(ARSAC, 1987).

e Ainda na india, os textos matematicos eram escritos em sanscrito, e
0os comentarios em prosa continham demonstragcdes (ou derivagdes),
junto de principios explicativos (HAYASHI, 1994).

e Na China, os comentarios do matematico Lui Hiu (século Ill d.C.) ao

Alguns autores, como Antonio Garnica, Ubiratan D’Ambrosio e Paul Ernest criticam o enfoque
estritamente eurocéntrico dado aos principais tratados sobre Histéria da Matematica. Apesar de
concordarmos com essas criticas, por muitas vezes a prova nos levara a histéria da Matematica na
Europa.
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Jiu Zhang Suan Shu (Nove capitulos sobre a arte matematica) podem
ser tidos como provas explicativas de um periodo que mostrava uma
mentalidade diferente da escola confucionista e que tinha uma
influéncia da filosofia daoista, aproximadamente no século Il antes de
Cristo (SIU, 2008).

Ha de se fazer uma observagao aqui acerca da exiguidade de fontes
primarias dos gregos. Muito disso se deve ao fato de eles terem adotado materiais
pereciveis, como o papiro, como forma de registro. Por isso ndo ha como precisar com
exatiddo a origem da demonstracdo. Porém, sabe-se que a Grécia € o bergco dessa
nova forma de pensar, de definir os objetos da matematica axiomaticamente como
idealidades ou objetos ideais, principalmente a prova matematica, que permite a
distincao de afirmacdes verdadeiras.

Voltemos a Grécia. Primeiramente, identificamos trés hipéteses para a

origem da demonstragdo na Grécia Antiga:

(@) Uma hipdtese tradicional evolucionaria em que, segundo Eves,
algumas “experiéncias com o método demonstrativo foram se
consubstanciando e se impondo, e a feicao dedutiva da matematica [...]
passou ao primeiro plano. Assim, a matematica, no sentido moderno da
palavra, nasceu nessa atmosfera de racionalismo” (EVES, 1995, p.94),
completando que essa tradicdo comecara com Tales de Mileto (624 -
556 a.C.).

(b) Uma hipétese revolucionaria internalista, em que a origem da prova
entre os gregos foi uma consequéncia do problema da
incomensurabilidade/irracionalidade.

(c) E, finalmente, uma hipotese externalista, que se da na base da
afirmagdo de que a “transformagcdo da matematica em ciéncia
hipotético-dedutiva sera a ‘aplicagcdo’ das regras do debate
argumentativo que governa a vida politica na cidade grega” (ARSAC,
1987, p. 271).
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A primeira hipbétese versa sobre o surgimento, especificamente, da
geometria demonstrativa, em que Tales de Mileto € atribuido como seu precursor no
século VI a.C. e responsavel pela primeira demonstracédo, de acordo com historiadores
que se basearam em relatos feitos por Proclus.

As outras hipoteses, a despeito de se considerar a prova como uma
consequéncia natural da Ciéncia, encontra nos problemas da
incomensurabilidade/irracionalidade um mote para a transformagao radical desta.

Elas se interconectam numa relacao dialética, proposta por Arsac, em
seus dois artigos ja citados anteriormente. Vamos expor sua tese sobre a origem da
demonstracado em Matematica.

Em primeiro lugar, faz-se necessaria uma breve exposi¢cdo contextual
da Grécia Antiga, em especial o surgimento da Pdlis e o florescimento da democracia e
da filosofia.

Como nos lembra Garnica, “enquanto a constituicdo do povo grego
radica-se num passado muito distante, passando pela cultura das Ciclades, pelas
civilizagdes minoica e micénica, fermento da criatividade artistica dos Dérios, Edlios e
Joénios dos anos geométricos (século Xl a VIl a.C.), é certo que a constituigdo das
cidades ocorre entre os séculos VIII a VIl a.C.” (GARNICA, 1995, p.16), para o qual o
autor afirma terem desempenhado papéis essenciais a palavra falada e a escrita.

E esse papel, para Vernant, devia-se ao fato de que

todas as questbes de interesse geral que o soberano tinha por funcao
regularizar [...] sdo agora submetidas a arte oratoria e deverao resolver-
se na conclusdo de um debate; € preciso, pois, que possam ser
formuladas em discursos, amoldadas as demonstracdes antitéticas e as
argumentacoes opostas (VERNANT, 2004, p. 53).

E para o mesmo autor,
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Certamente, ndo é uma questdo de sorte se a razdo surge na Grécia
como conseqiéncia desta forma tao original de instituicdes politicas
chamadas de cidade. Com a cidade, e pela primeira vez na histéria, o
grupo humano considera que seus assuntos comuns podem ser
estabelecidos, decisbes de interesse geral podem ser tomadas, somente
ap6s um debate publico e contraditério, aberto a todos, no qual
discursos argumentativos conflitam uns com outros. Se o raciocinio
racional aparece nas cidades gregas da Asia Menor tais como Mileto, é
por causa das regras do jogo politico — debate publico, argumentativo e
contraditério — que também tornaram-se as regras para o0 jogo
intelectual. (VERNANT apud ARSAC, 2007, p. 29)

Arsac (1987; 2007) cita a tese de Szabd, que supde que a origem da
demonstracdo seja fruto da escola Eleatica de Zendo e Parménides, que é
essencialmente externalista, pois credita a essa origem influéncias externas a
Matematica, como por exemplo, a politica.

Por outro lado, ha a tese internalista, em que o surgimento da
demonstracdo, conforme Arsac (2007), € contemporaneo ao problema da
incomensurabilidade/irracionalidade. Enquanto o problema da incomensurabilidade diz
respeito a impossibilidade da diagonal de um quadrado admitir particdo comum com
seu lado, o problema da irracionalidade versa sobre a constatacdo de que a raiz
quadrada de 2 ndo é um numero racional.

Para ndo cometermos um anacronismo, vale assinalar que o uso
matematico do termo “irracional” era diferente do qual usamos hoje. Para Euclides, o
termo “racional” denotava as medidas comensuraveis, ou seja, grandezas que podem
ser medidas a partir de uma mesma mensuragao de um segmento ou de um quadrado
quaisquer (KATZ, 1998). E, antes de Euclides, Platdo utilizava o termo irracional para
significar aquilo que é “impossivel de enunciar’. Do mesmo modo, a palavra racional,
traduzida por Arsac (2007) do francés “exprimable” para o inglés “rational”, significa
“‘possivel de enunciar”. Por exemplo, era impossivel atribuir uma medida racional a
diagonal do quadrado de lado 5 (ARSAC, 2007).

Arsac (2007), em sua analise, diz ser impossivel somente pela figura —
e a partir dela —, constatar a incomensurabilidade. Para Aristoteles, seria possivel
mensurar a diagonal a partir de um quadrado de lado unitario. Bastaria tomar um valor

aproximado, como 1,4 ou 1,41. Entdo, surge a questdo de como apareceu o problema
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da incomensurabilidade, uma vez que, na Matematica pré- helénica, dois segmentos
Sao sempre comensuraveis.
Entra aqui o importante papel da escola pitagodrica. A tradigdo € de que

a descoberta da irracionalidade? da raiz quadrada do nimero 2 advém dela. Para Eves,

[...] ndo so6 ela parecia perturbar a suposi¢cao basica da escola, de que
tudo dependia dos numeros inteiros, como também porque a definicao
pitagérica das propor¢des, assumindo como comensuraveis duas
grandezas quaisquer similares, fazia com que todas as proposi¢cdes de
teoria pitagorica das propor¢cdes se limitassem a grandezas
comensuraveis, invalidando sua teoria geral das figuras semelhantes (EVES,
1995, p. 107).

Para Arsac (2007), eles teriam realizado esta descoberta por meio do
processo de anthyphairesis, em uma versao geométrica do algoritmo de Euclides, que
consiste em “substracdes sucessivas”.

O processo, em uma notagdo moderna, se da da seguinte forma: dados
dois segmentos AB e CD, com AB = CD, substituimos AB por AB — CD, ou seja,
consideramos um novo par (A1B¢,C1D4) em que A1B1 = AB - CD e CiD1=CD se CD <
AB - CD, e A1B1 = CD, C1D1 = AB — CD no caso oposto. Se os segmentos iniciais AB e
CD fossem comensuraveis, seguindo em iteragbes finitas, chegariamos ao par
(AkBk,CkDx) com AcBk = CiDx , tal que ABk seria o maior segmento contido em numero
inteiro de vezes tanto no segmento AB quanto no segmento CD. Se AB e CD séao
incomensuraveis, o processo € infinito.

Aplicando o processo de anthyphairesis na figura emblematica da
escola pitagorica (ilustragéo 1), que é a estrela inscrita formada pelas diagonais de um
pentagono, nota-se que as diagonais nao sao comensuraveis com os lados. Ironia do
destino! Uma vez que os pitagodricos acreditavam que tudo podia ser representado por

meio de razbes de numeros inteiros.

? Essa descoberta causou tamanho impacto, que foi mantida em segredo. Existem até lendas de que o
pitagérico Hipaso de Metaponto, que teria provado a irracionalidade de V2 por reductio ad absurdum, fora
langado ao mar por revelar o segredo a estranhos ou que ele fora banido da comunidade pitagoérica,
sendo-lhe erigido um tumulo, como se estivesse morto. (EVES, 1995)
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llustracdo 1 — O pentagrama que era o emblema dos pitagoricos

Esse processo consiste em tracar as cinco diagonais do pentagono
regular, formando um pentagono menor. As diagonais deste formam outro pentagono
ainda menor e prossegue-se assim indefinidamente. Como este processo nao tem fim,
pois se pode conseguir pentagonos tdo pequenos quanto se queira, conclui-se que a
razao da diagonal para o lado do pentagono regular ndo é racional.

Alguns historiadores acreditam que, por essa razdo, o numero que teria
revelado a existéncia dos incomensuraveis seria V5, ndo V2, uma vez que a razao do
lado do pentagono regular com sua diagonal &, em notacdo Matematica atual, (\5 —
1)/2.

Como ja citado anteriormente, Arsac (1987, 2007) enuncia a tese de
Szabo essencialmente externalista, cujo aparecimento da prova na Matematica foi um
reflexo do debate filoséfico, principalmente da escola eleatica, e em caminho contrario;
e a tese de Caveing, para a qual o problema da irracionalidade levou a criagédo de
idealidades matematicas que seriam usadas mais tarde por filésofos como Platdo e
Aristoteles.

No segundo caso, a idealidade dos objetos matematicos garantia que
estes ndo pertencem ao mundo sensivel, e possuem as caracteristicas de objetividade,
perfeicao e inteligibilidade. Para Arsac (2007), essa definigdo dos objetos matematicos,
que ao mesmo tempo constitui a Matematica como uma Ciéncia autbnoma, “é
necessariamente contemporédnea ao surgimento da prova matematica usada
sistematicamente como uma ferramenta de validagédo” (ARSAC, 2007, p. 39).

E neste cenario, Arsac (1987, p.298; 2007, p.39) chega a uma
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conclusao compativel com as teses internalista e externalista, sob a forma de duas

proposi¢cdes negativas:

e Sem o problema da irracionalidade, a transformagcdao da matematica
nao teria ocorrido, mesmo na sociedade grega;

e Em um outro contexto social, mesmo diante do mesmo problema, a
matematica ndo teria mudado da mesma forma (ARSAC, 2007, p.39).

A tese essencialmente internalista sugere que a Matematica teria
influenciado os pensamentos de Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.). Independente da
origem, ele teve seu papel na histéria da demonstragao.

Enunciaremos alguns fatos sobre os gregos e a demonstracéo e, apos
a discussao acerca de Aristoteles, seguimos com uma discussdo sobre Euclides de

Alexandria (360 a.C. — 295 a.C.) e sua grande obra Os Elementos.

3.2 ALGUNS FATOS SOBRE 0S GREGOS

Vimos que a Matematica demonstrativa provavelmente surgiu com os
gregos. Da Silva afirma que a tradigédo atribui a primeira demonstragdo em Matematica
a Tales de Mileto (século VI a.C.), ainda que pelo método empirico do epharmdzein, ou
superposicao (DA SILVA, 2007, p.32). Kline (1972) acredita que, de acordo com
Aristételes, uma das primeiras demonstragdes foi uma reductio ad absurdum?®
construida pelos pitagoricos para provar que 2 , que é a medida da diagonal de um
quadrado unitario, € um incomensuravel, demonstragcao esta que teria sido realizada

por Hipocrates de Chios (século V a.C.).

3 A técnica reductio ad absurdum, também conhecida como método indireto, prova um teorema T
supondo que “ndo T~ é verdadeira, e em seguida deduzindo de “ndo T” e dos axiomas do sistema, a um
tempo, uma afirmativa e a negagéao desta., ou seja, uma contradi¢ao (LOSEE, 1979).
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i}
llustracdo 2 — Tridngulo isésceles

A prova consiste no seguinte: seja a razao da hipotenusa para um dos
catetos de um triangulo reto isésceles (ilustracdo 2) dada por a/p e considere que esta

razao € expressa pelos menores numeros, ou seja, hao possui fatores comuns.

Pelo Teorema de Pitagoras, a =2f"

como 0 quadrado de um numero
inteiro impar é impar, o deve ser um nuimero inteiro par, pois é o dobro do quadrado de

B, e, portanto, o € um numero par. Segue, entdo, que 3 € um numero inteiro impar, uma
a,
V7.

Como « é par, entdo a = 2y , para algum y . Entdo, o = 4y* = 2%, ou

vez que a razao nao possui fatores comuns.

seja, p=2y 0 que significa que B é par. Mas 3 € impar, e ai esta a contradigdo. Ou
seja, se a hipotenusa for comensuravel com o cateto de um tridngulo isésceles reto,
entdo o mesmo numero seria par e impar.

Essa prova encontrava-se em edigbes antigas de Os Elementos de
Euclides como a proposi¢ado 117 do livro X. Porém, como nao estava no texto original
de Euclides, ela foi retirada de versdes modernas (KLINE, 1972).

A insisténcia de que todo resultado matematico fosse estabelecido por
meio de axiomas explicitos foi a contribuicao vital dos gregos a Matematica. Porém, nao
ha garantias de que os pitagoricos tenham provado seus resultados geométricos, pois
nao existe a certeza de que provas dedutivas em uma base axiomatica, explicita ou
implicita, fosse um requerimento no periodo inicial ou médio da Matematica pitagérica.
E, ainda, segundo Kline (1972), a pergunta de que se eles provaram o teorema de
Pitagoras foi extensamente perseguida e a conclusdo usual € a de que eles nao

provaram. A conclusdo mais provavel sobre prova na geometria pitagérica é que,
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durante a maior parte da vida da escola, os membros asseveravam os resultados
baseados em casos especiais, tal como fizeram em sua aritmética. Entretanto, no
tempo dos ultimos pitagéricos, isto é, aproximadamente 400 a.C., o status da prova
mudou por causa de outros desenvolvimentos. Entdo, os membros dos ultimos dias da
irmandade podem ter realmente realizado demonstragoes.

Com a escola pitagorica, a Matematica comeca a ter uma natureza
mais dedutiva. Proclus de Alexandria (410-485) contribuiu muito para a historia da
Matematica grega. Em seu Sumario Eudemiano, relatou inclusive que a escola
pitagorica foi responsavel pela criagdo da Matematica Pura. Embora a escola pitagérica
ajudasse no desenvolvimento da Matematica dedutiva, Hipaso de Metaponto, que por
acaso era um pitagorico, colaborou com o fim da escola.

De acordo com os pitagéricos, todos os fenbmenos do universo
poderiam ser explicados em termos das propriedades dos numeros inteiros positivos e
suas razoes, os arithmos. Hipaso demonstrou que tal afirmacao era falsa e, apesar de
nao haver registros de como ele o fez, Aristételes (século IV a.C.) diz que foi por
reducdo ao absurdo e da uma demonstracdo de que a diagonal e o lado de um
quadrado sao incomensuraveis®, demonstracdo essa que pode ter sido a encontrada
por Hipaso. A demonstracédo de Aristoteles é essencialmente a mesma que se da hoje
para provar que é irracional (DOMINGUES, 2002).

Como vimos, Hipocrates, que era pitagorico, pode ter introduzido o
método indireto de demonstracdo. Ele pode ter introduzido o método indireto de
demonstracdo na Matematica. Diz-se que a razdo entre as areas de dois circulos €&
igual a razdo dos quadrados de seus diametros, ou ndo é. Por reductio ad absurdum a
partir da segunda possibilidade, prova-se a unica alternativa (BOYER, 1974).

Porém, Kline (1972) afirma que é duvidoso que Hipdcrates tenha feito
tal prova, pois ela é feita por meio do método da exaustdo® que sé foi criado depois por
Eudoxo. Segundo o mesmo autor, uma das principais contribuicbes de Hipdcrates foi a

ideia de arranjar os teoremas de forma que os ultimos possam ser provados baseando-

* Os atithmos n&o bastavam, por exemplo, para comparar um lado de um quadrado com a sua diagonal,
e por isso 0s segmentos eram chamados de incomensuraveis (BOYER, 1974).

> Segundo Losee (1979), o método da exaustdo € uma extensdo da técnica do reductio ad absurdum.
Consiste em mostrar que todo contrario possivel de um teorema tem consequéncias inconsistentes com
0s axiomas do sistema.
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se nos primeiros, familiarmente usada por Euclides.

Segundo Kline (1972), ndo se sabe se os platonistas deram
contribuigdes a estrutura dedutiva da Matematica. Contudo, eles se preocupavam com
as demonstracbes e com a metodologia da raz&do. Proclus e Didgenes (séc.lll d.C.)
atribuiram aos platonistas dois tipos de metodologia. O primeiro € o método da analise,
em que o que deve ser estabelecido € dado como conhecido e as consequéncias sao
deduzidas até que uma verdade conhecida ou uma conclusdo é alcangada. Se uma
contradicdo é alcangada, entdo a conclusdo desejada é falsa. Se uma verdade
conhecida é alcangada, entdao revertem-se 0s passos, se possivel, e a prova esta
completa. O segundo método, como ja vimos, € o reductio ad absurdum ou método
indireto atribuido a Hipdcrates. O primeiro método provavelmente n&o era novidade
para Platdo, mas talvez ele tenha enfatizado uma necessidade por uma sintese
subsequente.

Na seguinte passagem de A Republica, Platdo parece descrever a

atividade matematica de seu tempo:

[...], aqueles que se dedicam a geometria, a aritmética ou as outras
ciéncias do mesmo género pressupdem o par e o impar, as figuras, trés
espécies de angulos e outras coisas da mesma familia para cada
pesquisa diferente; que, tendo pressuposto estas coisas como se as
conhecessem, ndo se dignam justifica-las nem a si proprios nem aos
outros, considerando que elas sdo evidentes para todos; que,
finalmente, a partir dai, deduzem o que se segue e acabam por
alcancar, de forma consequiente, a demonstragdo que tinham em vista
(PLATAOQ, 2002, p. 253).

Se essa passagem é de fato descritiva dos matematicos daquela
época, entdo provas certamente eram feitas, mas a fundamentagdo axiomatica era
implicita ou devia variar de um matematico para outro, de alguma forma.

Para Platdo, a tarefa da Ciéncia era descobrir a estrutura da natureza
ideal e dar a ela uma articulagdo em um sistema dedutivo. Ele foi o primeiro a
sistematizar as regras da demonstragdao rigorosa, e seus seguidores devem ter
arranjado teoremas em uma ordem logica (KLINE, 1972).

Insistindo nessa forma de prova, os gregos estavam renunciando todas
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as regras, procedimentos e fatos que eram aceitos no corpo da Matematica pelos
milhares de anos que precederam o periodo grego. Por que os gregos insistiram na
prova dedutiva, visto que a indugéo, a observacado e a experimentacdo eram e ainda
sdo fontes vitais do conhecimento cientifico?

Segundo Kline (1972), os gregos valorizavam o raciocinio e a
especulacao, fato evidenciado por suas grandes contribui¢cdes a Filosofia, a Logica e a
Ciéncia tedrica. Além do mais, os fildsofos sdo interessados pela busca da verdade. Ao
passo que indugdo, experimentagao e generalizagbes baseadas na experiéncia rendem
somente conhecimentos provaveis, a dedugao fornece resultados absolutamente certos
se as premissas sao corretas.

O desdém da classe educada do periodo classico grego para com 0s
assuntos praticos era outro motivo. Platdo afirmava que as atividades dos homens do
comércio deviam ser punidas como crimes, Aristételes dizia que nenhum cidadao, em
Ooposicao aos escravos, devia praticar as artes mecanicas. Para os pensadores de tal
sociedade, a experimentagcdo e a observagédo seriam repugnantes. Por conseguinte,
nenhum resultado, cientifico ou matematico, deveria ser derivado de tais fontes. Tal
desdém também explica o fraco desenvolvimento das Ciéncias experimentais e
mecanicas da época.

Os pensadores platbénicos provaram alguns teoremas da geometria
plana. Teaeteto provavelmente mostrou que ndo pode haver mais que cinco poliedros
regulares. Teodoro de Sirene mostrou que algumas raizes quadradas sao numeros
irracionais (KLINE, 1972).

O trabalho de Eudoxo (408 — 355 a.C.) estabeleceu a organizagao
dedutiva na base de axiomas explicitos, cuja justificativa fora a necessidade de se
compreender e operar com razdes incomensuraveis. Segundo Kline (1972), Eudoxo
encarregou-se de prover a base logica precisa para essas razoes, além de que ele
provavelmente viu a necessidade de formular axiomas e deduzir as consequéncias,
uma a uma, tal que nenhum erro fosse cometido com essas magnitudes nao familiares.
Essa necessidade de trabalhar com razbdes incomensuraveis também reforgcou
indubitavelmente a primeira decisdo de contar somente com o raciocinio dedutivo para

a prova.
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Com isso — a busca pela verdade e a preferéncia pelo raciocinio
dedutivo — os gregos sentiram a necessidade de obter axiomas que fossem verdades
per se. Ou seja, eles buscaram afirmagdes cujas verdades fossem autoevidentes,
mesmo que as justificacbes para a aceitagdo desses axiomas variassem. Os gregos
acreditavam que a mente era suficiente para reconhecer tais verdades. Platdo dizia que
deviamos recordar da nossa existéncia como almas num outro mundo, onde tivemos

experiéncias diretas com as verdades da geometria, por exemplo.

3.3 O PAPEL DE ARISTOTELES

Aristételes, apesar de ter alguns resultados em Os Elementos e de sua
contribuicdo com a metamatematica, ndo contribui com novos resultados matematicos
significantes. Contudo, suas visdes sobre a natureza da Matematica e sua relacdo com
o mundo fisico exerceram forte influéncia.

Aristoteles discutia as definicbes, que para ele eram nomes para uma
colecao de palavras. Além disso, ele aponta que a definicdo deve ser dada em termos
de algo anterior a coisa definida. Da mesma forma que ele admite a necessidade de
termos ndo definidos, uma vez que deve existir um ponto de partida para as séries de
definicdes.

Ele e Platdo também notaram, de acordo com Plutarco, que uma
definicdo nos diz 0 que uma coisa €, mas ndo que a coisa existe. Como por exemplo,
um unicérnio, que podemos defini-lo por meio de uma descricdo detalhada, nao
implicando que tal animal, de fato, exista. A existéncia das coisas deve ser provada —
exceto no caso de coisas primarias, como ponto e reta. O meio que Aristoteles e
Euclides encontraram para provar a existéncia dos objetos geométricos foi a
construgdo. Os trés primeiros axiomas em Os Elementos de Euclides garantem a
construcado de retas e de circulos; todos os outros conceitos matematicos devem ser
construidos para que suas existéncias sejam estabelecidas. Por conseguinte, coisas

como a trissetriz de um angulo — que é a divisdo de um angulo em trés partes iguais —
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que nao podem ser construidas a partir de retas e circulos, eram desconsideradas na
geometria grega.

Aristoteles também estudou os principios basicos da Matematica. Ele
fazia distingdo entre nogcbes comuns ou axiomas, que sao verdades comuns a todas as
Ciéncias e os postulados, que s&o os primeiros principios aceitaveis a qualquer Ciéncia.
Entre os axiomas estdo os principios Iégicos, como a lei da contradic&o, a lei do terceiro
excluido, etc. Os postulados ndo tinham a necessidade de serem autoevidentes, mas
suas verdades deviam ser certificadas pelas consequéncias derivadas deles. O
conjunto de axiomas e de postulados deveria ser o menor possivel, de forma que
possibilitasse a prova de qualquer resultado.

Segundo Kline (1972), embora Euclides fizesse a mesma distingdo de
Aristételes entre axiomas e postulados, todos os matematicos do final do séc. XIX
ignoraram essa distingdo e trataram axiomas e postulados como autoevidentes. De
acordo com Aristoteles, os axiomas sdo obtidos a partir da observacdo de objetos
fisicos. Eles s&o generalizagbes imediatamente apreendidas, ou seja, mesmo o0s
axiomas e os postulados dependem de um elemento empirico.

Segundo Da Silva (2007), para os gregos, a demonstracdo de um
teorema da geometria envolve uma verificacdo empirica, além de reflexdo ou andlise
l6gica para fundamentar a generalizagao. Conforme o autor, para demonstrar o teorema
angular de Tales, que enuncia que a soma dos angulos internos de um objeto triangular
qualquer ¢ igual a dois retos,

[..] tomamos um objeto triangular qualquer. Por construgbes
verificamos, empiricamente ou na imaginagcdo, ndo importa, mas, de
algum modo, por constatagao ad oculos, que os angulos internos desse
objeto somam efetivamente dois retos (considerando que os aspectos
matematicos desse e outros objetos envolvidos nas construgdes — por
exemplo, as formas geométricas e os angulos — séo instancias perfeitas,
nao apenas aproximadas, das suas categorias, como caracterizadas
pelas suas definicdes). Note que até aqui mostramos apenas que o
objeto triangular tem a propriedade em questdo. No entanto, podemos,
por analise das construcdes levadas a cabo, verificar que as
peculiaridades do objeto escolhido, outras que sua triangularidade
exclusivamente, ndo desempenham nenhum papel na demonstracao de
que o objeto em questao satisfaz a propriedade dos angulos internos.
Logo, por generalizagdo, qualquer outro objeto triangular tem essa

mesma propriedade, isto €, a triangularidade esta subordinada a ela (DA
SILVA, 2007, p. 47).
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Para o autor, a metamatematica, que seria a analise de nogdes
matematicas fundamentais como axioma, definigdo, hipotese e demonstragcao foi
contribuigdo importante de Aristoteles para a Matematica. Existia uma critica aristotélica
ao método da demonstragao por absurdo, pois ele as considerava nao causais, isto €,
nao explicativas, pois sabe-se que algo € verdadeiro sem saber porque € verdadeiro.

Ainda segundo o autor

Demonstragdes por reducao ao absurdo [...] ocorrem com freqiiéncia na
matematica grega, em particular o método da exaustdo de Arquimedes,
que envolve uma dupla redugao ao absurdo. A introducido de métodos
infinitarios na matematica do século XVII, em especial com Cavalieri,
visava em grande medida substituir demonstragdes por exaustdo por
demonstragbes diretas, causais, respondendo assim as demandas
aristotélicas (DA SILVA, 2007, p. 52).

Outro grande feito de Aristoteles foi ter sido o primeiro a sistematizar a
l6gica enquanto uma Ciéncia independente. Nao que os demais gregos nao tivessem
participado disso, eles produziram leis corretas do raciocinio matematico e
estabeleceram os fundamentos para a légica, mas foi Aristoteles quem codificou e
sistematizou essas leis em uma disciplina separada. Acredita-se que ele tenha derivado
a logica a partir da Matematica. Kline (1972) diz que seus principios basicos da légica —
a lei da contradicéo, que afirma que uma proposicdo nao pode ser verdadeira e falsa ao
mesmo tempo e a lei do terceiro excluido, que sustenta que uma proposicao deve ser
verdadeira ou falsa — sdo o coracdo do método indireto da prova matematica. A logica
aristotélica manteve-se indisputada até o séc. XIX.

A Logica, apesar de ser derivada da Matematica, era considerada
independente, prior a ela e aplicavel a todo tipo de raciocinio. Mesmo Aristoteles
considerava a logica como preliminar a Ciéncia e a Filosofia. Na Matematica, ele
enfatizava a prova matematica como a base exclusiva para o estabelecimento de fatos.
Para Platdo, que acreditava que as verdades matematicas pré-existiam ou existiam em
um mundo independente do homem, o raciocinio ndo era garantia da exatiddao dos
teoremas; os poderes da légica tinham um papel secundario (KLINE, 1972).

Segundo Da Silva (2007), outro aspecto importante do pensamento
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aristotélico no desenvolvimento das Ciéncias foi sua concepcao de Ciéncia dedutiva,
que para ele era um “edificio logicamente estruturado de verdades encadeadas em
relacbes de consequéncia logica a partir de pressupostos fundamentais nao
demonstrados” (DA SILVA, 2007, p.50). Por demonstracao ele entendia:

Aquilo que nés chamamos aqui de saber € conhecer por meio da
demonstracdo. Por demonstracdo eu entendo o silogismo cientifico, e eu
chamo de cientifico um silogismo cuja posse constitui para nés a ciéncia.
Se entdo o conhecimento cientifico consiste nisso que dissemos, é
necessario também que a ciéncia demonstrativa parta de premissas
verdadeiras, primeiras, imediatas, mais conhecidas que a concluséo,
anteriores a ela, e da qual elas sejam as causas (ARISTOTELES apud
DA SILVA, 2007, p. 50).

Para Da Silva (2007), o germe de uma Matematica formal encontra-se
na concepgao aristotélica de Ciéncia dedutiva e na possibilidade de uma logica

estritamente formal, cujos esbogos primeiros foram tragados por Aristoteles.

3.4 EUCLIDES DE ALEXANDRIA E OS ELEMENTOS

Euclides pertenceu ao periodo Helenistico da Histéria da Grécia antiga.
E quase certo que ele tenha vivido em Alexandria por volta de 300 a.C. e que ele tenha
formado estudantes por 14, embora sua prépria educagao tenha sido provavelmente
adquirida na Academia de Platao.

Seu mais famoso trabalho foi Os Elementos. Muito do material provém
dos platonistas com os quais Euclides estudou. Acredita-se, ainda, a partir de uma
afirmacdo de Proclus, que Euclides incluiu em seus Elementos muitos teoremas de
Eudoxo, teoremas aperfeicoados de Teaeteto e realizou diversas demonstracbes de
resultados fracamente provados por seus predecessores (KLINE, 1972).

Vale lembrar que Os Elementos nao foi o primeiro trabalho a apresentar

o sistema axiomatico-dedutivo na Matematica. Hipocrates de Chios ja havia escrito seu
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Elemento (um dos muitos trabalhos perdidos dos gregos) e, segundo historiadores, ele
foi o primeiro a dar importancia ao uso da deducdo para demonstrar os teoremas e,
pouco antes da publicagao de Os Elementos, Autdlico de Pitane, em 330 a.C., publica o
seu On The Moving Sphere (um dos textos gregos mais antigos que chegaram até nés),
trabalho sobre astronomia amplamente usado pelos gregos da época, que apresentava
a mesma forma axiomatica do famoso trabalho de Euclides (BOYER, 1974).

Euclides foi um grande matematico. A escolha particular de axiomas, o
arranjo de teoremas e o rigor das provas sdo méritos exclusivos dele. O trabalho teve
altissimo valor entre os gregos da época. E ndo somente os textos foram tidos como
ideais até meados do séc. XIX. Os Elementos € a primeira fonte substancial do
conhecimento matematico, foi usado por geragbes ulteriores e influenciou o
desenvolvimento da Matematica como nenhum outro livro. O préprio conceito de
Matematica, a nogao de prova e a ordenacgao légica dos teoremas foram apreendidas
pelo seu estudo e seus conteudos caracterizaram o curso do pensamento subsequente.

Euclides selecionou os teoremas que ele achava priores em
importancia e os arranjou de forma que se partisse dos mais simples para chegar aos
mais complexos. Segundo Kline (1972), a escolha dos axiomas foi excepcional e, a
partir de um pequeno grupo de axiomas, ele foi capaz de provar centenas de teoremas,

muitos deles profundos. Além disso,

sua escolha foi sofisticada. Seu manejo com o axioma das paralelas é
especialmente inteligente. Euclides indubitavelmente sabia que tal
axioma declara explicita ou implicitamente o que deve acontecer nos
alcances infinitos do espaco e que qualquer declaragdo sobre o que
deve ser verdade acerca do espacgo infinito é fisicamente duvidoso,
porque as experiéncias do homem sao limitadas. Ainda assim, ele
também percebeu que tal axioma é indispensavel. Ele entdo escolheu
uma versao que determina condigdes sob as quais duas retas encontrar-
se-a40 em um ponto finitamente distante. Além disso, ele provou todos os
teoremas que poderia, antes de apelar para tal axioma (KLINE, 1972,
p.87).

Porém, o trabalho de Euclides nao foi perfeito. Kline (1972) supde que,
com um estudo criterioso, com a vantagem dos avangos e do estado da atual

Matematica, é possivel mostrar que ele usou varias suposi¢cdes que ele nunca declarou
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e que, sem duvida, nao reconhecia. O que Euclides e centenas dos melhores
matematicos das proximas geracgdes fizeram, foi usar fatos que eram ou evidentes a
partir das figuras, ou intuitivamente t&o evidentes, que eles ndo percebiam que estavam
usando.

Ha também alguns defeitos nas provas dadas. Alguns séo erros feitos
por Euclides que podem ser remediados, embora novas provas tornar-se- iam
necessarias. Outro problema que ocorre em toda a obra s&o teoremas gerais que sao
provados com casos particulares (KLINE, 1972).

O que ndo se pode negar € a enorme influéncia que a obra Os
Elementos exerceu sobre a Matematica. Por mais de dois milénios acreditou-se que os
livros continham verdades acerca do universo, claras e indubitaveis, o que foi
denominado de “mito de Euclides”. Partindo de verdades evidentes, por si préprias e
procedendo por demonstragcdes rigorosas, Euclides chega ao conhecimento certo,
objetivo e eterno. O bispo Berkeley chegou até a atacar o Calculo Diferencial de
Newton e Leibniz, expondo suas obscuridades e inconsisténcias, dizendo que o Calculo
estava longe de se ajustar a ideia matematica segundo o mito de Euclides (DAVIS;
HERSH,1985).

3.5 DEMONSTRACAO NA MATEMATICA ARABE

Os matematicos arabes antigos, que tinham contato com a Matematica
grega, resolveram alguns problemas, como as novas equagdes de Diofanto usando
habilidosas variacbes de métodos gregos. No entanto, nenhum avango metodolégico
substancial foi feito na teoria dos numeros (HOGENDIJK, 1994).

Segundo Boyer (1974), os arabes claramente preferiam a trigonometria
e a algebra. Porém, eles tinham um fascinio especial pela prova do quinto postulado de
Euclides, que ja era um problema famoso entre os gregos. Algumas tentativas, em
especial, sdo notaveis.

Para provar o postulado, Al-Hazen (965 — 1040) partiu de um
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quadrilatero tri-retangulo e julgava ter provado que o quarto angulo também devia ser
reto. Porém, desse “teorema”, resulta o quinto postulado. Segundo Boyer (1974), em
sua “prova”, Al-Hazen assumia que o lugar de um ponto que se move de modo a
permanecer equidistante de uma reta dada é necessariamente uma reta paralela a reta
dada — mas isso, como se provou no periodo moderno, é equivalente ao quinto
postulado de Euclides.

Omar Khayyam (1048 — 1123) criticou tal prova argumentando que
Aristoteles havia condenado o uso de movimento na geometria. Para provar o
postulado, Khayyam partiu de um quadrilatero com dois lados iguais, ambos
perpendiculares a base e concluiu que os angulos superiores do quadrilatero podiam
ser ou agudos, ou retos ou obtusos. Omar Khayyam s6 considerou a hipotese de serem
angulos retos baseado num principio que atribuiu a Aristételes, que diz que duas retas
convergentes devem cortar-se. Novamente um enunciado equivalente ao postulado das
paralelas de Euclides (BOYER, 1974).

No periodo em que Khayyam morreu, em 1123, a Ciéncia arabe
declinava. Porém, ainda houve tentativas de provar o quinto postulado. Nasir Eddin al-
Tusi (1201 — 1274), neto do conquistador Gengis Khan, partiu das hipéteses sobre o

quadrilatero de Saccheri . Sua prova dependia da hipotese a seguir:

Se uma reta u é perpendicular a uma reta w em A e se aretav é
obliqua a w em B, entdo as perpendiculares tragadas de u sobre v sao
menores que AB do lado que faz um angulo agudo com w e maiores do
lado em que v faz um angulo obtuso com w (BOYER, 1974, p.176).

Ninguém obteve sucesso ao tentar provar que o quinto postulado de
Euclides ndo era um postulado e sim um resultado que dependia dos postulados
anteriores. O que eles, no maximo, conseguiram, foram variagbes do mesmo postulado.
Os textos de Nasir Eddin influenciaram, mais tarde, o surgimento das geometrias nao-
euclidianas.

No séc. XV, o colapso cultural do mundo mugulmano praticamente

encerrou a Matematica arabe antiga.
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3.6 IDADE MEDIA E RENASCIMENTO EUROPEUS

A Igreja Catdlica exerceu uma influéncia essencial naquele periodo: as
primeiras universidades, a internacionalizagdo do latim e sua oficializagdo como a
lingua das Ciéncias, sdo alguns exemplos dessa influéncia.

O Medievo pode ser caracterizado como periodo entre a queda do
Império Romano em 476 e a queda de Constantinopla perante os turcos em 1453.
Boyer (1974) prefere classificar o periodo, para a Histéria da Matematica, como sendo
aquele entre os anos subsequentes a morte de Boécio, precisamente 529, ano em que
Justiano fechou as escolas filoséficas pagas de Atenas e, terminando em 1436, com o
nascimento de Regiomontanus e a morte de al-Kashi. Uma das principais civilizagbes
medievais foi o Império Romano, em que o latim era a lingua utilizada pelos estudiosos
(BOYER, 1974).

Com o advento do latim, pouco da Matematica grega chegou a Europa
por meio de alguns tradutores. O principal deles foi Boécio (480 — 524), que traduziu
parte de Os Elementos e compilou alguns tratados elementares em Aritmética,
Geometria e Astronomia. Ele também escreveu um livro sobre Geometria, com
definicbes e teoremas, mas sem qualquer prova, e traduziu o Introductio Arithmetica de
Nicébmaco. Mas, segundo Kline (1972), ele omitiu alguns resultados.

Os livros de Matematica produzidos no comeg¢o da Idade Média
tratavam basicamente das quatro operagdes elementares. Os numeros irracionais mal
apareciam, e quem bom calculador fosse, poderia ser acusado de praticante de magia
negra. No comego do segundo milénio, o estudo da Matematica foi aprofundado com
Gerbert, que mais tarde tornou-se o Papa Silvestre |l. Mas seus estudos se reduziam a
Aritmética e a Geometria elementares.

Apesar da exiguidade de material, a Matematica era importante nos
curriculos do comeco do medievo. Ela fazia parte do Quadrivium®, que era parte do

curriculo, que também era composto pelo Trivium. Seu ensino era importante ndao s6

°o Quadrivium era composto pela aritmética (Ciéncia dos numeros puros), pela musica (aplicacdo dos
numeros), pela geometria (estudo das magnitudes paradas) e pela astronomia (estudo das magnitudes
em movimento). O Trivium compunha-se de: retdrica, dialética e gramatica.
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como um treino ao raciocinio teoldgico, mas era difundido pela Igreja com o intuito de
manutencao dos calendarios e predi¢ao de feriados (KLINE, 1972).

Outra motivagdo para o estudo da Matematica era a pseudociéncia
Astrologia. E, como se acreditava que os corpos celestes influenciavam na saude,
houve uma ligacdo também com a medicina, que estava longe de ser um estudo do
corpo humano. Quando Tycho Brahe passou pela Universidade de Rostock em 1566,
nao havia astrénomos por la, e sim astrologos. Galileu deu aula de Astronomia para
estudantes de medicina, mas voltada a Astrologia.

Kline (1972) afirma que no Alto Medievo europeu ndao houve progresso
ou tentativa de se fazer Matematica. As preocupagdes, motivadas pelo cristianismo
recém instaurado, eram a vida apos a morte e a preparacgao para tal vida, ao invés do
mundo fisico.

Com o movimento das Cruzadas (séc. XI até séc. Xlll), por meio dos
arabes e dos gregos bizantinos, os europeus entraram em contato com os textos
originais gregos e, nas Ciéncias, esse periodo caracterizou-se como o periodo das
tradugdes das grandes obras como Os Elementos de Euclides, trabalhos de Aristoteles
e Ptolomeu, a Aritmética e a Algebra de al-Khowarismi, entre outros.

Em um movimento contrario a Ciéncia pregada pelos escolasticos, que
pregavam a harmonizagdo da fé e da razdo, Roger Bacon (1214 — 1294) e William
Ockham (1287 — 1347), com ideias contrarias ao aristotelismo e ao dogmatismo
presente na Ciéncia da época, defendiam a experimentagdo como meio de descoberta
e como fonte do conhecimento cientifico.

Embora tenham ocorrido notaveis progressos no periodo medieval,
como, por exemplo, os trabalhos de Fibonacci e Oresme, os esforcos ndo foram
comparados as realizagdes matematicas da Grécia Antiga. Porém, antes de 1400, a
Europa fora devastada pela peste negra. A Franga e a Inglaterra sofreram severas
perturbacdes com a Guerra dos 100 Anos e a Guerra das Rosas. Isso caracterizou o
declinio do desenvolvimento da Matematica naquele periodo.

No Renascimento, nao surgiram novos resultados brilhantes na
Matematica. O pequeno progresso nessa area € contrastante com os grandes feitos em

literatura, pintura e arquitetura, época de criagdo de grandes obras de arte. Na Ciéncia,
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o0 modelo heliocéntrico eclipsou o melhor da astronomia grega e sobrepujou qualquer
contribuigcdo arabica ou medieval.

Na Matematica, segundo Kline (1972), o periodo foi de absor¢céo dos
trabalhos gregos. E, mais uma vez, como na era Alexandrina, a Matematica re-
estabelecia conexdes intimas com a Ciéncia e com a tecnologia.

Ja para Boyer (1974), a Matematica classica era uma disciplina
intensamente esotérica, acessivel somente aos que tinham preparo prévio e, por isso, a
revelagao dos tratados gregos nao teria interferido muito no prosseguimento da tradi¢ao
medieval.

Para Molland (1994), com a influéncia do aristotelismo, em que a mente
tinha um papel significante para a determinacdo dos objetos matematicos, e
principalmente os entes geométricos, a Matematica foi reduzida a um entendimento
cientifico da natureza.

Para Siu (2008), o periodo que ele chama de Era da Exploragao, que
compreendeu 0 meio do século XV até o século XVI, influenciou sobremaneira a
Ciéncia praticada na época, uma vez que as navegagdes e os exploradores dos
oceanos e novos continentes (cruzadores, colonialistas e piratas) tornaram o espirito
aventureiro como um modelo de inspiragcao para os promovedores da Ciéncia moderna.
Siu (2008) pondera que, naquele periodo, a Matematica jazia sobre os fundamentos
estaveis da geometria euclidiana enquanto os desbravadores deviam navegar um mar
ardiloso com o intuito de descobrir o novo mundo. Essa ultima frase sintetiza a razéo
pela qual a Matematica, naquele periodo, ndo tenha se ocupado com estudos

sistematicos ou metodoldgicos acerca da prova.

3.7 O ALVORECER DA MATEMATICA MODERNA

O desenvolvimento matematico do séc. XVII, motivado por estudos da
Geometria Analitica por Descartes, Fermat, Roberval, Torricelli, Laplace, entre outros,

foi essencial para o surgimento do Calculo e da Analise.
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O Calculo surgiu no final do séc. XVII, sendo Isaac Newton e Gottfried
W. Leibniz apontados como os criadores. Para Eves (1995), o desenvolvimento da
disciplina seguiu um movimento contrario daquele apresentado em livros-textos:
primeiro surgiu o calculo integral, relacionado aos problemas de somas de areas e
volumes com os gregos’ e, muito tempo depois, surgiu o calculo diferencial, resultante
de problemas de curvas e tangentes e de questdes de maximo e minimo de fungdes.

Uma historia do Calculo mais detalhada pode ser encontrada nos livros
de Histéria da Matematica. Aqui nos concentraremos nos aspectos historicos que
estiverem ligados aos movimentos de rigorizagao da Matematica.

A Matematica, neste periodo, final do século XVII e inicio do século
XVIll, estava amalgamada aos problemas fisicos, o que foi essencial para o
desenvolvimento tanto do Calculo quanto da Analise. Porém, naquele periodo, o
Calculo estava sob constante ataque. Os trabalhos de Newton e Leibiniz foram
criticados pela falta de fundamentacdo do infinitamente pequeno e do infinitamente
grande.

Para Kline,

O significado fisico da matematica guiou os passos matematicos e
freqlientemente forneceu argumentos parciais para preencher os passos
nao-matematicos. O raciocinio era em esséncia igual a prova de um
teorema da geometria, em que alguns fatos Obvios na figura eram
usados mesmo que nenhum teorema ou axioma os sustentassem.
Finalmente, a certeza fisica das conclusdes assegurava que a
matematica fosse correta. (KLINE, 1972, p.618)

E, ainda para Kline (1972), os homens do século XVIII estavam cientes
da necessidade matematica da prova. Porém, o sucesso da Fisica os deslumbrava de
forma que eles ficassem indiferentes a falta de rigor. Os esforgos de rigorizar o Calculo
nao foram bem-sucedidos e os matematicos da época escarnizavam os trabalhos dos

gregos. Para Josef Maria Hoene-Wronski (1778 — 1853), o rigor era uma pedancia.

" E dever citar ZenZo e seus paradoxos (aproximadamente 450 a.C.) e Arquimedes (287 — 212 a.C.)e o
problema do tragado da reta tangente a espiral. Eves (1995) cita o método da exaustacdo de Eudoxo e
sugere que Arquimedes aplicou o método de forma elegante, aproximando-se do que conhecemos hoje
por integracao.
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Todavia, isso ndo se tornou motivo para apoucar o grande desenvolvimento que a
Matematica teve naquele periodo.

Outra questdo importante ao desenvolvimento da Ciéncia do periodo
era a metafisica subjacente que assegurava a verdade matematica, fundamentada em
argumentos teoldgicos e filoséficos. A verdade era assegurada porque a Matematica
estava desvelando o design matematico do universo.

Dessa forma, estabelecida na principal ideia filosofica do periodo,
expressa especialmente por Thomas Hobbes, John Locke e Leibniz, de que existia uma
harmonia pré-estabelecida entre natureza e razdo; como poderiam as leis matematicas,
que se aplicavam tao claramente a natureza, depender puramente da precisao da prova

matematica?

3.8 SEcULO XIX: REINTRODUCAO DA PROVA

Domingues (2002) chama o periodo que se estende do medievo até o
comecgo do séc. XIX de periodo de transigcdo. Naquele periodo houve um resgate da
geometria euclidiana e também uma produg¢ao muito elevada na Matematica.

Kline (1972) vai mais além ao afirmar que quase todos os matematicos
que viveram no periodo que vai de 200 a.C. até 1870 se basearam em fundamentos

empiricos e pragmaticos e perderam de vista o conceito de prova dedutiva.

E uma das revelagdes espantosas da histéria da matematica que este
ideal [da Matematica] foi, em efeito, ignorado durante os dois mil anos
em que seu conteudo foi expandido tdo extensivamente (KLINE, 1972,
p.1024).

Para Domingues (2002), a visdao da Matematica que foi predominante
no comeco do século XIX era a do filésofo Immanuel Kant (1711-1776), que acreditava
no apriorismo matematico (principalmente do conhecimento geométrico), ou seja,

argumentava que as proposi¢cdes geométricas tratavam de um conhecimento universal



72

que nao comportava excegao e, além disso, sao independentes da experiéncia e se
fundamentam na razdo. Para Pietropaolo (2005), a expressdo “Matematica Pura”
ganhou corpo nesse periodo, principalmente pelo impeto gerado pela Critica da Razdo
Pura de Kant, em que a expressao teria sua evolugdo semantica.

E ainda, as novas areas, sob o ponto de vista do rigor, ndo satisfaziam
nem mesmo seus criadores. Descartes (1596-1650), por exemplo, que valorizava o
método axiomatico-dedutivo, n&o 0 usou em sua unica obra matematica, A geometria.

E ndo foi sé Descartes. Podemos também citar um dos criadores do
Calculo, Isaac Newton (1643-1727), que fez trés tentativas de passar suas idéias a
limpo, sem ser convincente rigorosamente. Nao se trata de desmerecer tais cientistas,
eles foram importantes para o desenvolvimento da Matematica que hoje conhecemos.
O que faltava ainda era algo que servisse como uma base segura para os fundamentos
da Matematica.

E foi nesse periodo — no qual também ocorreu a criagao das algebras
nao convencionais e da geometria n&o-euclidiana, que excluia, por exemplo, a
propriedade de autoevidéncia dos axiomas — que surgiram as primeiras tentativas de
suster um fundamento firme para a Matematica, em especial a Analise.

Para Reis (2001), isso aconteceu devido as falhas geométricas nos
fundamentos do Calculo e, como solugao, buscou-se uma alternativa para a Analise,
fundamentando-a estritamente pelos numeros.

Para Pietropaolo (2005), a reconstrugao da Analise sobre bases nao-
geométricas — e para ele esse movimento esta ligado ao desenvolvimento da

Matematica Pura — foi um dos maiores avangos matematicos do século XIX.

A ‘aritmetizacdo’ da analise ilustra as teses de Kant em dois de seus
aspectos: possibilidade de uma Matematica em que todo recurso a
intuicdo sensivel é banido, porque se apoia tdo-somente sobre o
conceito de numero; a construgdo de conceitos matematicos em razao
de a aritmetizacdo encontrar seu apice na construcdo dos reais, o que
permite realizar uma ruptura absoluta entre a analise e a experiéncia
sensivel. Relativamente as provas, Kant afirmou que aquelas que sao
demonstrativas encontram-se somente no dominio da Matematica, pois
estas se realizam mediante a construcdo dos conceitos, € que os
principios empiricos ndo podem gerar nenhuma prova apoditica
(PIETROPAOLO, 2005, p. 55-6).
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Esse movimento, que também foi chamado de rigorizagao da Analise,
consistia na axiomatizagdo dos sistemas numéricos. Entre os nomes que participaram
do movimento, citamos Bolzano, Klein, Fourier, Dirichlet, Cauchy e Weierstrass. Reis

sintetiza o movimento em trés fases distintas:

Primeiro Programa: compreende os trabalhos de rigorizagdo da Analise
realizados, com pouco ou muito sucesso, pelos matematicos pré-
weierstrassianos, destacadamente Cauchy;

Segundo Programa: compreende a “Ildade do Rigor”, que havia chegado
com Weierstrass ao substituir os antigos conceitos intuitivos por precisao
l6gica critica;

Terceiro Programa: compreende os ftrabalhos de refinamento dos
weierstrassianos, destacadamente Riemann (1826 — 1866) e Cantor
(1845 — 1918) que tentaram dar a Anadlise um estado de perfeicéo
rigorosa, através de suas contribuicdes fundamentais das aplicacdes da
Topologia a Analise (REIS, 2001, p. 61).

Climaco (2007) evidencia a importancia de Bernard Bolzano no
movimento de aritmetizagdo da Matematica, que poderia ter sido o primeiro exemplo de
uma nova forma de fazer Matematica: de que a Matematica se reduzia a calculos. Ou
ainda da ideia advinda da geometria euclidiana, em que o cerne dessa Ciéncia estaria
na analise de figuras concretas ou relagdes de grandezas.

Ainda para Climaco (2007), as obras de Bolzano foram cruciais no
desenvolvimento da Matematica Pura, trazendo a tona a no¢cdo de que mesmo as
questdes intuitivas ou oObvias deveriam ser demonstradas. A necessidade da prova
matematica teria surgido juntamente com a Matematica Pura como a conhecemos hoje,
na época em que ocorreu a aritmetizacdo da Analise.

Siu (2008) afirma ser interessante que, depois de dois séculos de
descobrimentos interessantes ocorridos com o desenvolvimento do Calculo, a
sequéncia na Histéria mostra que no, século XIX, o desenvolvimento “gradualmente
reverteu-se para um estilo mais conservador denominado pelos ‘notérios’ [...] de Analise

‘epsilon-delta™ (SIU, 2008, p.358), que ¢é a tradicado rigorosa com base nas defini¢cdes e

provas que utilizam “épsilons e deltas”.
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No final do séc. XIX, a demonstracdo deixa de ter um carater
grandemente material — que a caracterizava como uma atividade intelectual com o

objetivo de convencer racional e psicologicamente — pois a

intuicdo apenas ou raciocinios heuristico-geométricos ja nao bastavam
para explicar alguns resultados aparentemente paradoxais. Como
entender, por exemplo, que uma curva pudesse recobrir uma parte do
plano ou que o todo pudesse ndo ser maior que uma parte sem remeter
essas questdes pura e simplesmente para o plano da coeréncia légica?
(DOMINGUES, 2002, p.62).

Isso foi realizado com a reformulacdo da ideia de demonstracéo por
matematicos como Frege, conceituando a demonstragdo formal. Tarski, mais tarde,

sintetizou a prova formal da seguinte forma:

(i) a primeira proposicdo € um axioma; (ii) cada uma das outras ou € um
axioma ou é dedutivel diretamente das que a precedem na seqtiéncia;
(iii) a ultima proposigéo € aquilo que se pretendia demonstrar (TARSKI,
1969, p. 75).

O periodo entre o fim do século XVIII e meados do século XIX assistiu a
uma transformacdo Unica e essencial da Matematica, principalmente com a
aritmetizagdo da Analise e a criagdo das Geometrias ndo-euclidianas. E isso deveu-se,
nao somente aos novos conhecimentos, mas, principalmente, por mudancas em sua
prépria natureza, com exigéncias do rigor, com a relagao dessa Ciéncia com as outras e

sua relagéo com a realidade.

3.9 O MOVIMENTO AXIOMATICO

Por volta de 1900, com a axiomatizagdo de varias nogcdes da

Matematica, como grupo, corpo e espago vetorial, o objetivo de estabelecer essa
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Ciéncia rigorosamente parecia ter sido alcancado, e havia um sentimento de satisfagcao
nos matematicos.

E, uma vez que eles se questionaram quanto aos raciocinios intuitivos —
como a percepgdo visual — do paradigma da geometria euclidiana, surgiu a
necessidade de buscar uma nova axiomatizagdo para ela. A tentativa mais bem
sucedida foi a do matematico alemao David Hilbert (1852-1943) em seu Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos da Geometria), de 1899 (DOMINGUES, 2002). Nesse
trabalho, Hilbert desenvolveu toda a teoria assumindo trés conceitos primitivos: ponto,
reta e plano, definindo as relagbes entre eles unica e exclusivamente por meio de
axiomas. Ou seja, com ele, os axiomas deixaram de representar apenas tracos
autoevidentes, passaram da axiomatica material dos tempos de Euclides para a
axiomatica formal dos dias atuais. Segundo Da Silva (2007, p.183), o método
axiomatico-dedutivo consiste em “fundar toda uma ciéncia em uma base de verdades
nao demonstradas — os axiomas da teoria — a partir das quais se podem derivar todas
as verdades dessa ciéncia por meios exclusivamente l6gicos”.

Assim, o objetivo do trabalho era derivar consequéncias dos axiomas.
Além disso, a independéncia, a consisténcia e a especificidade dos axiomas devem ser
estabelecidas em cada um dos sistemas formais, trabalho que deveria ser garantido por
meio de um estudo metatedrico.

Este era um dos objetivos de Hilbert: demonstrar as propriedades de
um sistema formal para a aritmética: seu objetivo era que o conjunto dos enunciados
aritméticos verdadeiros correspondesse ao conjunto das formulas demonstraveis na
aritmética usual. Para isso, ele deveria mostrar que o sistema é completo, ou seja, que
a verdade de todas as suas proposi¢cdes (axiomas ou teoremas) pode ser provada
dentro do préprio sistema; e que o sistema é consistente, ou seja, que nenhuma das
proposi¢cdes deduzidas no seu dominio combinatério de referéncia admite contradicao
(WAGNER, 2002).

No comego do séc. XX, o método axiomatico proveu um fundamento
l6gico para varios ramos da Matematica, revelando as proposi¢des subjacentes a cada
ramo e tornou possivel a comparagao e o esclarecimento dos relacionamentos de

varias partes da Matematica. Esse foi o Movimento Axiomatico.
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3.10 O FORMALISMO E OS TEOREMAS DE GODEL

O Movimento Axiomatico trouxe consigo um problema: como garantir a
consisténcia, a completude e a independéncia dos axiomas de uma teoria formal? A
tentativa de Hilbert, em seu programa formalista, foi concebida por meio da
metamatematica, cujos objetos de estudos n&do sdo os entes matematicos, mas as
teorias formais, ou seja, € o estudo de sistemas formais por métodos matematicos.

Um sistema formal é consistente se ndo admite contradi¢des. Da Silva
(2007, p.188) diz que “num sistema inconsistente, qualquer assercao é dedutivel. Um
sistema inconsistente, portanto, é trivialmente desinteressante, uma vez que o conceito
de teorema, ou assercao demonstravel, € completamente trivializado”.

A completude é a propriedade que garante que, dado um sistema
formal, qualquer formula (assergcao) expressa na linguagem formal do sistema, ou ela
ou sua negagao sdo demonstraveis. Se ambas forem demonstraveis, o sistema é
inconsistente (DA SILVA, 2007).

E, por ultimo, garantir a independéncia dos axiomas & mostrar que
nenhum deles pode ser derivado, por meios logicos, dos restantes.

Para Da Silva, o programa de Hilbert comportava dois momentos:

(1) a formalizagao das tradicionais teorias matematicas (a aritmética dos
reais, a analise, a teoria dos conjuntos etc.) e (2) a demonstracdo da
consisténcia dessas versdes formalizadas da matematica standard
numa aritmética finitaria cuja veracidade poderia ser diretamente
verificada (DA SILVA, 2007, p.195).

Porém, o programa de Hilbert sofreu um terrivel golpe quando, em
1931, um matematico austriaco chamado Kurt Goédel publicou um artigo em que
mostrava que, além de ser impossivel demonstrar a consisténcia da aritmética formal,
ela é incompleta.

Os estudos de Goddel originaram tanto a teoria da prova, que focava

essencialmente a parte sintatica e estrutural de um sistema légico, estudando as provas
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como objetos matematicos por meio de técnicas matematicas, quanto a teoria dos
modelos, essencialmente semantica, cujo estudo se baseava nas linguagens formais e
suas interpretacdes dentro de um sistema formal.

Esses campos, que tiveram um grande desenvolvimento no decorrer do
século passado, a partir dos estudos acerca dos fundamentos da Matematica, fazem

parte da logica contemporanea.

3.11 UM BREVE PANORAMA DA ATUALIDADE

Segundo Bicudo (2002), na Matematica atual, prevalecem a visao
formalista e o sistema Z-F®, que consiste na axiomatizagdo da teoria dos conjuntos que
torna possivel a construgao dos numeros naturais e de toda a analise classica. Embora
esse sistema seja livre de contradigbes, ndo existe, ainda, uma prova de sua
consisténcia.

E necessario, também, colocar o importante papel dos computadores
no campo das demonstragdes, que nao foi muito bem recebido pelos matematicos mais
puristas. Ele trouxe uma vasta possibilidade de desenvolvimento da Matematica,
atuando em diversas aplicagbes e novos processos de investigagdo. Na década de
cinquenta, um computador foi programado para provar alguns teoremas do Principia
Mathematica de Russel.

Em 1976, Kenneth Appel e Wolfgang Haken, publicaram uma
demonstragcdo para a conjectura das quatro cores’, em que os calculos essenciais
foram feitos por computador. Um trabalho que gerou controvérsias, pois se a
demonstracao depende da crenga de que os computadores fazem o que supostamente

devam fazer, o que aproxima o conhecimento matematico do conhecimento vulgar,

8 A tentativa foi primeiro feita por E. Zermelo (1871 — 1953) e aprimorada por A. Fraenkel (1891 — 1965).
gDomingueS, 2002).

O problema das quatro cores consiste em demonstrar que qualquer mapa, numa superficie plana ou
numa esfera, pode ser colorido sem utilizar mais de quatro cores diferentes. A Unica exigéncia, é a de
que quaisquer dois paises com uma fronteira comum nao tenham a mesma cor.(DAVIS; HERSH apud
PONTE et al., 1997).
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poderia parecer que ha uma certa degradagdo do grau de certeza, o que violaria a
préopria natureza da Matematica (PONTE et al., 1997).

Em 1993, a Scientific American publicou o artigo “The Death of Proof”,
de John Horgan, que trata das provas por computadores e questiona o “espléndido
anacronismo” de 200 paginas, que em seus conteudos reside a prova do ultimo
teorema de Fermat'® realizada por Andrew J. Wiles. O artigo coloca lado a lado os
argumentos dos que defendem e dos que s&o contrarios as provas assistidas por
computador, e que, na época, previa um futuro incerto para a tradicional prova
axiomatica, um futuro em que ela poderia ser relegada ao esquecimento. O que, por
acaso, ainda nao aconteceu.

Na efervescéncia da discussao, surgiram outros artigos com propostas
de defender ou criticar o uso dos computadores nas demonstracdes e a provavel morte
anunciada por Horgan. Hanna (2007) cita dois: o primeiro, de Doron Zeilberger, em
1993, intitulado “Theorems for a price: Tomorrow’s semi- rigorous mathematical culture”,
prevendo um estado de “semirrigor’, em que os altos pregos de provas realizadas por
computadores resultaria em escolhas mais baratas e, por conseguinte, menos
completas; o segundo artigo, de George Andrews, de 1994, intitulado “The death of
proof? Semi-rigorous mathematics? You've got to be kidding!”, contra-argumentando a
visdo de Zeilberger, dizendo que o alto prego dos algoritmos nado significaria que os
matematicos desistiriam da ideia da prova absoluta, pois ela possibilita o descobrimento
matematico e, o autor arremata, tem a sua beleza.

De toda forma, é inegavel a importancia que o computador tem para
novos ramos da Matematica, experimentais ou ndo, e até mesmo o papel que ele
exerce no ensino e no aprendizado dessa Ciéncia em todos os niveis.

Uma alegoria interessante é feita por Rav (1999) em seu artigo
entitulado “Why do we prove theorems?”. Ele propde um exercicio mental, supondo a
existéncia de um programa de computador “oracular’ chamado PYTHIAGORA, capaz
de responder a qualquer questdao matematica a velocidade da luz. O conhecimento

matematico sofreria uma exploséao, visto que todo suor e trabalho seriam revertidos no

190 problema proposto por Fermat ha mais de 350 anos, para o qual ndo ha solugdo para equagao X" + y"
=7", para quaisquer X, y e z inteiros e qualquer valor inteiro n maior que 2.
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simples ato de escrever o problema e esperar uma resposta do programa. Bastariam os
matematicos criarem conjecturas e deixar a PYTHIAGORA responder “verdadeiro” ou
“falso”.

Porém, para o autor, seria a morte da Matematica, pois ideias e
possiveis conjecturas cessariam, ao passo que a esséncia da Matematica reside no ato
de inventar métodos, ferramentas, estratégias e conceitos para a solugdo dos
problemas. E as provas, para ele, sdo “o coracdo da Matematica, a estrada real para a
criacdo de ferramentas analiticas e para a catalisacdo de crescimento” (RAV, 1999,
p.6). Ou seja, ele considera a prova como um catalisador para o conhecimento
matematico.

O desenvolvimento de um programa de pesquisa desse tema em
Educacdo Matematica possibilitou, também, um aumento consideravel no estudo da
prova matematica e suas relagbes com o ensino e a aprendizagem em niveis
cognitivos, epistemoldgicos, intuitivos, heuristicos, etc. O que traz a discussao do tema
ndo somente nas esferas matematicas ou filosdficas, mas também nas esferas
educacionais.

Esse aumento e, somando-se a isso o fato de existirem poucos estudos
histéricos'" sobre as demonstracdes matematicas, é um dos pilares que sustentam a
importancia sobremaneira de nossa pesquisa.

A seguir, mostraremos algumas perspectivas e abordagens de cunho
filosofico encontradas em diversas pesquisas tanto da Educagao Matematica quanto da
Filosofia e da Sociologia da Matematica, de forma a conceituar o que € e qual é o papel

das demonstragdes.

1 Um interessante trabalho é o de Irineu Bicudo, que consta no numero especial da revista BOLEMA de
2002, cujos artigos s@o frutos de um seminario intitulado “Como a demonstracéo € Considerada em
Diversas Areas do Conhecimento”, que aconteceu em Rio Claro no ano de 2002.
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CAPITULO 4
ASPECTOS FILOSOFICOS DA DEMONSTRACAO

A inelutavel preocupagdo com O Verbo da ao
poeta uma vantagem sem prego: enquanto 0s
naofazedores (sic) devem contentar-se com o fato
simplesmente irrecusavel de que dois e dois séo
quatro, ele se compraz com uma verdade
puramente irresistivel (a ser encontrada, de forma
sintética, no titulo deste volume). (introdugcdo a
SAO 5, e.e. cummings).
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4.1 DEMONSTRACAO, MATEMATICA E FILOSOFIA DA MATEMATICA

A Matematica € uma Ciéncia que permite um campo muito amplo de
aplicagdes. Mesmo dentro da Matematica, existem campos, como por exemplo, a
Matematica Aplicada, cujo fim nao é, naturalmente, unicamente tedérico. O nosso
interesse aqui € investigar o que é demonstragado para aquele matematico que faz de
seu uso uma busca ao desenvolvimento de uma Ciéncia tedrica.

A possibilidade da demonstragdo no seio da Matematica a distingue da
necessidade e do carater empirico das Ciéncias que sao ditas naturais. Por meio dela,
os matematicos podem desenvolver e avancar em sua Ciéncia, estabelecendo uma
arvore tedrica derivada de algumas verdades primeiras, os postulados e os axiomas,
em que cada galho e cada folha representam um resultado, um teorema ou um

corolario, mantendo o carater de verdade, universal e atemporal.

Como o conhecimento matematico parece estar baseado em
demonstracdo, ndo em observacao, a matematica € um aparente contra-
exemplo a principal tese empiricista. De fato, a matematica é, algumas
vezes, tida como um paradigma de um conhecimento a priori —
conhecimento anterior a, e independente da experiéncia (SHAPIRO
apud BICUDO, 2002, p. 82).

Para Bicudo (2002), as definigbes da Loégica deveriam modelar as
demonstracbes matematicas, porém, a demonstracdo que se encontra nos livros e
periddicos € aquela que satisfaz a comunidade de especialistas, ndo interessando o
quéo distante ela possa estar do ideal logico.

Godino e Reécio (1997) argumentam que, no contexto da Matematica
profissional, como a atividade produzida pelos matematicos, nem sempre as
demonstragcées obedecem estritamente a caracteristica tdo cara aos aficionados pelo
formalismo, ou seja, elas ndo sao dadas de acordo com a definicdo de prova formal.

A Histéria da Matematica, como assevera Pietropaolo (2005), mostra
que a busca da verdade e o desejo de valida-la tém sido objeto de estudos

matematicos ha mais de dois mil anos, e que apenas recentemente o absolutismo da
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demonstragao e da verdade foi posto em cheque.

Ainda para o mesmo autor, a explicagdo da obsessdo pela busca de
verdades absolutas é simples: isso afastaria definitivamente a incidéncia do julgamento
humano e das evidéncias meramente intuitivas da Matematica.

Era esse afastamento que pretendiam as escolas logicista e formalista
da Filosofia da Matematica. Por um lado, a primeira tentaria a fusao entre dois campos
do conhecimento, a Matematica e a Légica. Russel (1974, p.185) argumentou que “a
consequéncia € que se tornou impossivel tragar uma linha entre as duas; de fato, as

duas sdo uma”. E, ainda,

A Matematica € uma ciéncia dedutiva: partindo de certas premissas,
chega, por um estrito processo de dedugdo, aos varios teoremas que a
constituem. E verdade que, no passado, as deduges matematicas eram
com freqliéncia muito destituidas de rigor; € também verdade que o rigor
€ um ideal dificilmente alcancavel. Ndo obstante, se faltar rigor em uma
prova matematica, ela sera, sob esse aspecto, defeituosa; ndo constitui
defesa a alegagdo de que o senso comum mostra ser o resultado
correto, porquanto, se tivéssemos de confiar nisso, melhor seria
abandonar completamente o argumento do que trazer a falacia em
socorro do senso comum. Nenhum apelo ao senso comum, ou “intuicéo”
ou qualquer outra coisa que nado a estrita légica dedutiva, deve ser
necessario a Matematica apds estabelecidas as premissas (RUSSEL,
1974, p.139).

Por outro lado, num sentido de preservar o rigor, o Formalismo pregava
a completude dos sistemas formais que pudessem estar subjacentes as teorias
matematicas, querendo axiomatizar e formalizar todas as teorias possiveis.

Como ja exposto no capitulo anterior, o caminho que Hilbert encontrou
para isso foi a metamatematica, cujos objetos de estudo sao as teorias formais. Por um
lado, cabia-lhe mostrar que a teoria € consistente, ou seja, ndo encerra contradigbes
em si. Havia também o problema da completude, isto é, “a propriedade que garante que
dada qualquer assergao expressa na linguagem do sistema, ela, ou sua negagao, sao
demonstraveis (mas nao ambas, pois sendo o sistema seria inconsistente)” (DA SILVA,
2007, p.188), e ainda a independéncia dos axiomas do sistema.

O programa de Hilbert sofreu um terrivel golpe quando, em 1931, um
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matematico austriaco chamado Kurt Gédel publicou um artigo em que mostrava que: (1)
“a aritmética formal, e por extensdo a maior parte das teorias matematicas
interessantes, era incompleta” e que (2) “a demonstragcédo da consisténcia da aritmética
formal era impossivel por métodos que pudessem ser formalizados na propria aritmética
formal” (DA SILVA, 2007, p. 204-5, italicos do autor).

Isto &, Godel mostrou que: (1) é impossivel fazer corresponder
exatamente a nogdo de verdade e a nogdao de demonstragcdo formal, e que (2) é
impossivel demonstrar que o sistema consistente para a aritmética &, de fato,
consistente (WAGNER, 2002).

A forma que Gddel inventou para mostrar tais resultados é bastante
sofisticada, de forma que as proposicdes da metalinguagem pudessem ser
representadas e expressas no proprio sistema formal. Para isso, ele codificou por meio
de numeros os enunciados que exprimem as propriedades dos numeros.

Uma outra escola filosoéfica, que surgiu como uma contraposi¢cao ao
Formalismo, quando se acreditou que os teoremas de Godel significavam a inutilidade
da formalizagéo, foi o Quasi-empiricismo de Imre Lakatos.

Lakatos propds uma dindmica do conhecimento matematico baseada
em uma heuristica que tem como motores principais as provas e as refutagcbes. Os
passos dessa heuristica sintetizam-se da seguinte forma: (1) Uma conjectura primitiva,
(2) prova, (3) contraexemplos a conjectura primitiva, chamados de globais, (4) a prova &
re-examinada, (5) exame de provas e outros teoremas para verificar se o lema achado
ou o conceito gerado pela prova ocorre neles, (6) as consequéncias até entao aceitas
da conjectura original e agora refutadas s&o conferidas e (7) os contraexemplos
convertem-se em novos exemplos, abrindo novos campos de investigagdo (LAKATOS,
1978).

E, assim, ele argumenta que o estilo dedutivista, fundamentado nos
axiomas, teoremas e provas, “oculta a luta, esconde a aventura. Toda a historia
evapora, as sucessivas formulagdes provisorias do teorema durante a prova sao
relegadas ao esquecimento enquanto o resultado final é exaltado como infalibilidade
sagrada” (LAKATOS, 1978, p.186).
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4.2 DEMONSTRACAO E A LOGICA MATEMATICA

Destacamos inicialmente o estreito lago entre a demonstracido e a
Logica, que possui um ramo que a tem como objeto de estudo. Dessa forma, expomos
novamente a definicado de prova formal dada por Tarski (1969), que a considera como

uma sintese de uma construgdo de uma sequéncia de proposicoes tal que:

(i) a primeira proposicdo € um axioma; (ii) cada uma das outras ou € um
axioma ou é dedutivel diretamente das que a precedem na seqiiéncia;
(iii) a ultima proposigao € aquilo que se pretendia demonstrar (TARSKI,
1969, p.75).

E ainda podemos definir a demonstracdo por meio de um sistema
formal, que consiste de (i) um conjunto de axiomas e (ii) um conjunto de regras de
inferéncia, que permitem uma relacdo entre os axiomas e as proposi¢des. No primeiro
conjunto, encontramos, além dos axiomas da teoria propriamente dita, os axiomas
l6gicos.

A partir disso, na Logica, sendo F uma formula escrita numa linguagem
formal L, ela sera formalmente demonstravel num sistema formal se existir uma
sequéncia de formulas que contém apenas axiomas ou féormulas demonstradas
formalmente a partir das formulas que precedem na lista. E assim, uma demonstragao
de F é uma sequéncia, uma lista, que termina por F. As férmulas demonstradas séo
chamadas teoremas ou teoremas formais (WAGNER, 2002).

Para Da Silva (2002), considerar a demonstragcdo como sequéncias
ordenadas no espaco logico, com relagdes de dependéncia ou consequéncia logicas,
reflete apenas um de seus aspectos, que ele chama de ldgico- epistemoldgico. Para
ele, ainda existem mais dois aspectos: o retdrico e o heuristico.

O aspecto retorico remete ao poder de convencimento das
demonstragcdes que, “segundo o qual, elas aparecem como portadoras de forga
coercitiva de aquiescéncia as teses demonstradas” (DA SILVA, 2002, p.69).

O outro aspecto, em que uma demonstragdo tem uma funcio
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heuristica, versa que ela pode ser indutora de descoberta matematica. Aqui o autor
toma a perspectiva da epistemologia falibilista popperiana, proposta por Imre Lakatos
em sua Filosofia da Matematica, centrada na dialética de provas e refutacdes.

Sendo assim, uma vez que a demonstracao precisa de uma incorregao
l6gica para poder induzir ao progresso matematico, segundo o aspecto heuristico, ela
nao poderia ser uma demonstracdo logicamente impecavel do ponto de vista do
aspecto logico-epistemoldgico. Isso evitaria, segundo essa visdo, a possibilidade de
uma convivéncia entre esses dois aspectos discutidos.

Weber (2008) discute trés perspectivas acerca das provas. Uma delas,
denominada de perspectiva formal, assemelha-se ao aspecto légico- epistemoldgico
descrito acima, em que a prova € vista como uma estrutura formal que é validada por
regras logicas e convengbes matematicas bem definidas e explicitamente
estabelecidas.

A segunda perspectiva, semelhante ao aspecto retorico descrito por Da
Silva (2002), é de que a prova é um argumento com a finalidade de convencer, seja um
matematico que conhece o assunto especifico, seja um cético arrazoado ou um inimigo.
O autor apresenta dois argumentos: a aceitagdo da prova tem objetivo maior de
considerar a plausibilidade do argumento apresentado do que a verificabilidade dos
passos especificos do processo dedutivo; e a plausibilidade dos argumentos, fatores
nao-matematicos, influenciam na aceitacao, tal como a reputacdo do autor da prova.

A ultima perspectiva apresentada por Weber (2008) enfatiza o papel
social da prova, que é um argumento que se constitui como uma questdo de
negociagao social e de consenso, com regras, normas e técnicas bem estabelecidas no
seio de uma comunidade.

Outra perspectiva possivel, que aqui denominaremos de tedrico-
metodoldgica, proposta por Rav (1999) e Hanna e Barbeau (2008), € de que as provas
sao fomentadoras do conhecimento matematico, ao passo que a esséncia da
Matematica reside na invengao de métodos, ferramentas, estratégias e conceitos para a
resolucdo de problemas, e pelo fato de as provas incorporarem tais métodos,
ferramentas, estratégias e conceitos, elas deveriam ser o foco primario do interesse

matematico.
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Da Silva (2002) enumera duas finalidades das demonstragdes: (i)
estabelecer a veracidade de um enunciado e (ii) convencer sobre a veracidade do que
€ demonstrado.

Uma vez que as definicbes dadas anteriormente por Da Silva (2002)
favorecem apenas a finalidade (i), pois néo abre espag¢o para um sujeito, a finalidade
(ii)), assim como o aspecto heuristico, mostra a necessidade de um sujeito, de um
carater subjetivo.

Embora o autor afirme que ndo tenha o papel de expor a teoria das
demonstragdes, e muito menos critica-la, ele conclui apresentando duas observagdes: a
primeira, em que ele chama essa mistura de elementos objetivos e subjetivos de
indesejavel, alegando “por que nao separar definitivamente o objetivo do subjetivo,
relegando a teoria matematica das demonstragdes simplesmente o papel de estudar
relacbes de dependéncia légica em seu escopo mais geral [...]?" (DA SILVA, 2002,
p.78); e a segunda, alegando que, ao passo que a demonstracdo so existe no interior
de um sistema formal determinado, ndo se pode esperar que as verdades da
Matematica sejam demonstraveis em um sistema formal que obedecga restricbes como
a decidibilidade de seus axiomas, alegando que isso ndo ocorre nas demonstracdes “da
vida real”.

Em outro estudo, encontramos ainda uma analise da palavra formal,
que pode ter alguns significados enumerados por Arzarello (2007). A primeira forma
concerne as sentengas matematicas como objetos sintaticos estruturados, que sao
independentes de seus contextos intertextuais. Por exemplo, as sentencas da teoria do
silogismo de Aristoteles, em que as conclusdes dependem das formas sintaticas das
sentengas. A segunda forma concerne o modo como a Matematica € apresentada como
produto final numa linguagem formalizada. A terceira forma diz respeito a nogao de
consequéncia légica.

Antes de falarmos dessa terceira forma, convém introduzir as nogdes
de prova e de derivagdo dadas por Rav (1999) e também discutidas por Arzarello
(2007).

Para os autores supracitados, uma prova € uma prova conceitual do

discurso matematico costumeiro, com um contelddo seméantico irredutivel. J& uma
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derivacdo em uma teoria formalizada T, € uma sequéncia finita de férmulas na
linguagem de T, cada membro da qual € ou um axioma ou é o resultado da aplicagao
de uma das muitas regras de inferéncia estabelecidas finita e explicitamente a formulas
prévias na sequéncia (RAV, 1999). Ou seja, para ele, uma derivagéo é o que definimos
anteriormente como prova formal.

A seguir, chegaremos numa outra definicdo de prova de acordo com
essa perspectiva. Porém, fagamos algumas observagdes antes. Cada teorema € uma
suposicao B para a qual existe outra suposigéo A, tal que B é a consequéncia légica de
A. Isso pode ser simbolizado por “A — B”, em que a seta tem somente uma fungao

icbnica, ou seja, nao significa implicagao formal. Para Rav,

ao ler um artigo ou monografia, de forma freqlente acontece — como
todos sabem muito bem — que se chega num impasse, ndo vendo
porque uma certa afirmacado B deve seguir de uma afirmacéo A. [...].
Assim, ao tentar entender a afirmacgao do autor, se pega um papel e um
lapis e tenta-se preencher as lacunas. Apés alguma reflexdo na teoria
que esta por tras, o significado dos termos e o uso do conhecimento
geral sobre o topico, incluindo eventualmente uma manipulagao
simbdlica, vé-se um caminho de A para A1, de A1 para A2,..., e
finalmente de An para B. Esta analise pode ser escrita sistematicamente
como segue: A — Ay, Ay — A,,..., Ay — B (RAV, 1999, p. 14).

E se ha dificuldade em uma dessas passagens, pode haver uma
interpolagao entre A e Ay, como A — A’ e A' — A4. O processo de interpolagbes nao
tem um limite superior, ou seja, o tamanho da analise de uma afirmagéo depende do
agente.

Assim, chegamos a seguinte definicdo de prova: uma prova € um
conjunto ordenado de afirmagdes da forma A; — Ai+1, que s&o ligadas por transitividade.
Em outras palavras, “a prova nada mais € do que uma decomposicdo da relagao de
consequéncia numa corrente de instdncias da mesma relagdo (garantida a
transitividade) que é facil de ver, até que as pessoas concordam que as véem’
(ARZARELLO, 2007, p.49), completando que a prova € um discurso que pode se referir
a cada ramo possivel do conhecimento matematico que o agente acredita ser util para

garantir que B é de fato consequéncia logica de A.
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A partir dos comentarios anteriores, vimos que, embora as definicdes
dadas pela Logica excluam a possibilidade de um sujeito, o apelo de uma prova esta
intimamente conectado ao sujeito. E ele quem deve compreender, convencer-se,

estruturar e reescrever uma prova.

4.3 TIPOS DE DEMONSTRACAO

4.3.1 Terminologia e Simbologia

Ainda dentro do contexto da Logica Matematica, a despeito das
definicbes dadas anteriormente, encontramos diferentes tipos de demonstragao, que se
utilizam de alguns aspectos légicos. Um dos principios basicos € a lei do terceiro
excluido, que diz respeito ao fato de uma afirmacgao ou ser verdadeira ou ser falsa, néo
existindo uma terceira possibilidade. Para compreendermos melhor as demonstracoes,
apresentaremos a seguir alguns tipos e exemplos.

Outro fator interessante € o uso de alguns jargdes que permeiam o
mundo das demonstragdes. A partir do momento que os fatos sdo derivados uns dos
outros, ha a necessidade de termos que fazem ligagbes entre eles. H4 um uso
excessivo de conjungbes conclusivas, como: assim, portanto, desta forma, por
conseguinte, logo, assim sendo, pois, etc.

Existem, também, as relagcbes logicas entre preposi¢cdes, indicadas na

seguinte tabela:

Afirmacgao Notacao
PeQ. PAQ
P ou Q. PvQ
Se P entdo Q. P=0Q
P se, e somente se, Q. P<Q
N&o P. P
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Temos que P A Q é uma afirmacgao verdadeira se ambas P e Q forem
verdadeiras. Ja P v Q serd uma verdade ao passo que pelo menos uma das afirmagdes
seja verdadeira. Este ou légico é chamado de ou exclusivo e pode ser exemplificado
por uma alusdo contada por um professor durante uma das entrevistas: um pai aflito
esperando o nascimento do primeiro filho pergunta para o médico “E menino ou é
menina?” e o médico responde “Sim”. Outro exemplo é a tautologia “Ou chove ou nao
chove.”

Os teoremas matematicos comumente sdo escritos na forma
“se...entdo” (implicagao direta) e “se, e somente se” (equivaléncia). Quando nao o sao,
€ possivel escrevé-los em alguma destas formas. Por exemplo, o teorema “existem
infinitos numeros primos” pode ser reescrito como “se P € o conjunto dos numeros
primos, entdo P tem infinitos elementos”.

A implicagao direta carrega a verdade de uma proposi¢cao a outra, se P
€ verdadeira, entdo Q também o é. A relacdo de equivaléncia funciona como uma
implicacao direta em ambas as dire¢des, vale tanto P implica na verdade de Q como o
contrario.

Nas aulas, usualmente pode ser apresentada da seguinte forma: na
implicagao direta, P = Q, usamos P como hipdtese para provarmos Q, na equivaléncia,
P < Q, escrevemos a prova em duas partes, primeiro usando P para provar Q e depois
usando Q para provar P.

As tautologias séo afirmagdes verdadeiras em todas as circunstancias.
Por exemplo, P = Q, P v 7P, etc. Duas delas sao bastante caras a Logica e recebem
nomes especiais em latim: Modus Ponens (modo que afirma) e Modus Tollens (modo
que nega).

O modus ponens, escrito [(P = Q) A P] = Q, traduz-se em “se P implica
em Q e P é verdadeiro, entdo Q é verdadeiro”. O modus tollens, [(P = Q) A =Q] = -P,
traduz-se em “se P implica em Q e Q é falso, entdo P é falso”. Um exemplo classico do

primeiro modo é “Todo homem é mortal, Sécrates € homem, entdo Sécrates € mortal.”
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4.3.2 Tipos e Exemplos de Provas Matematicas

e Prova Direta

Nos teoremas do tipo “se...entdo”, que podem ser representados por P
= Q, se é assumido a verdade de P e entdo com uma série de modus ponens se deriva
Q. A prova direta é estimada pelos matematicos, ao passo que ela explica, por meio
dos axiomas e resultados ja provados, a razdo da validade da afirmacdo que esta
sendo provada. Ela é direta, pois ndo usa de artificios como a prova por contra-positiva

ou por reducdo ao absurdo.
Exemplo. Sejam A e B conjuntos. Se 4w B=4MEB entso AcB.

Prova: Assuma que A4'wB=A4nB Bastaprovarque *< 4= xe B
Sejax € A,como Ac Au B, temos x € A U B. Pelo fato de que AU B =

ANnB,xe AnB. Finalmente, como AnBc B, temos que x € B. o
e Prova por Contrapositiva

Este € um dos tipos de prova indireta. Na forma de implicagéo direta, P
= Q, assume-se -Q, ou seja, nega-se Q, para se provar —P. Inicialmente utiliza-se o
modus tollens e entdo uma série de modus ponens. A caracteristica principal da prova
por absurdo é a negagao da tese. Ela ndo é uma prova direta, pois sua conclusdo nao é
Q, ou seja, nao € a tese que se deseja provar, e sim a negagao da hipotese.

Exemplo: Seja n um nimero natural. Se n? é um nimero par, entdo n é
um numero par.

Prova: Assuma que n € um numero natural impar, entdo existe um

numero  natural k tal que n = 2k + 1 Consequentemente,

1

we — 7} Y _ ARt 4 — WL L . . , , ,
nt =2k +1)7 =4k +4k+1=202k" +25)+1 o que implica n? é que um ndmero impar. o
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e Prova por Absurdo (Reductio ad absurdum)

Na prova por absurdo, assume-se que a hipotese € falsa, ou seja, numa
implicagao direta, P = Q, assumimos -Q e P. A prova consiste, entdo, em derivar uma
contradigdo a partir do que foi assumido. Em légica simbdlica podemos escrever na
forma [(P A =Q) = (T A =T)] = (P = Q), em que T € uma proposi¢ao qualquer. Esse
tipo de prova assemelha-se a contrapositiva exposta acima, uma vez que se comeca
negando a tese. Porém, o objetivo & concluir um “absurdo”, quer seja uma proposi¢ao
que contradiga uma suposi¢ao provada anteriormente ou um dos axiomas do sistema.

Exemplo. Sejam a e b dois numeros reais. Se ab=0, entdioa=00u b =

Prova: Assuma que 2=0, a=0 & 520 ymavezquea=0eb=0,
podemos dividir os dois lados da igualdade ab = 0 por ab , obtendo 1 =0, o que é uma

inverdade. o
e Prova por inducgdo finita

A inducdo matematica serve para provar que uma sequéncia de
proposi¢oes P(1), P(2),..., P(n),... € verdadeira, sem a necessidade de realizar a prova
para cada uma delas. O principio € mostrar P(1), a base indutiva, e mostrar que,
supondo P(n), temos P(n+1), que s&o os passos indutivos. Esse tipo de prova, também
conhecido como “método da inducdo” ou “indugao finita”, € baseado em um dos
axiomas de Peano para a construgdo do conjunto dos numeros naturais, que diz que
“se um conjunto de numeros contém 1 e o sucessor de qualquer numero nele contido,
entdo ele contém todos os numeros”, e que também é conhecido como primeiro
principio da inducdo. A indugcdo matematica € usada para provar teoremas sobre
nameros naturais (LIMA, 2002).

142+ _+n="0FD

Exemplo: Prove que 2 para todo natural n.
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1141
2

1

Prova: Verificamos primeiramente P(1): A seguir,
assumimos P(n) e mostramos P(n+1), somando (n+1) dos dois lados da igualdade:

a(r+1)

1+2+ +n+(n+l)=——F7—+(n+1)

< Manipulando o lado  direito, temos
" . a1 3 o N 1 n+2 7 7]
""(”,,H} ++1) = n(n +1,|-52{a. +1) _ ( +1JE +2) _ (r+l}[(j+1}+1] |

Ou seja, assumindo P(n), podemos provar P(n+1).

O simbolo “0”, um pequeno retangulo, preenchido ou n&o, € utilizado
para indicar que a demonstragao esta finalizada, assim como a sigla “Q.E.D.”, do latim
quod erat demonstrandum, que significa “como se queria demonstrar’, ou em portugués

“C.Q.D.”, para “como queriamos demonstrar”.

4.3.3 Sobre os Métodos Indiretos de Demonstracao

Os dois métodos indiretos apresentados anteriormente sdo constantes
na pratica do matematico e nos livros-textos e aulas das mais diversas disciplinas
matematicas. Muitas provas famosas sao indiretas, como por exemplo, aprova da
irracionalidade de V2 apresentada no capitulo anterior. Isso indica que esse tipo de
prova esta presente na Histéria da Matematica desde o tempo dos matematicos gregos.
Szabo (apud ANTONINI; MARIOTTI, 2008) acredita que a prova por contradigao tenha
desempenhado um papel central no surgimento da demonstragdo com os gregos. E,
além disso, a prova indireta foi leitmotif de muitos debates filoséficos através dos
tempos.

Alguns debates questionavam o status particular desse tipo de prova
entre os tipos de argumentos usados na Matematica, e outra parte questionava
algumas duvidas acerca da aceitabilidade da prova indireta como prova matematica.
Um dos debates foi levantado pelos intuicionistas no comego do século XX, com sua

rejeicdo pelos métodos indiretos de demonstracdo, uma vez que eles rejeitavam — e
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procuravam por solugdes légicas — a lei do terceiro excluido (ANTONINI; MARIOTTI,
2008).

Outro exemplo, citado pelas autoras, é relativo a discussao a respeito
da nocdo de causalidade introduzida por Aristoteles, que se desenvolveu entre os
séculos XVIlI e XVIII. De acordo com a causalidade aristoteliana, o conhecimento
cientifico deveria proceder da causa para o efeito. E, uma vez que a prova indireta parte
de uma afirmacao falsa e chega a uma contradi¢do, ela ndo poderia ser considerada

como parte do propdsito e do progresso cientifico.

4.4 ASPECTOS SOCIOLOGICOS DA DEMONSTRACAO

Deixando o escopo da Logica, podemos argumentar sobre o papel
social da demonstragao. Se a demonstracado é o nucleo da Matematica, entédo ela € um
aspecto central a pratica da Matematica.

Paul Ernest propde uma Filosofia da Matematica cunhada em aspectos
sociais, a qual ele denomina Construtivismo Social. Ernest (2006) descreve tal filosofia
como nominalista, em relagdo a ontologia, e como convencionalista, em respeito a
epistemologia e aos fundamentos do conhecimento. O construtivismo social é uma
filosofia nominalista, porque os objetos da Matematica sédo signos, e é convencionalista,
porque os conceitos, termos, teoremas, regras e ldégica das provas, verdades e teorias
matematicas sdo entidades culturais socialmente construidas.

No construtivismo social de Ernest, grosso modo, a producédo do
conhecimento matematico dar-se-ia por um ciclo entre o conhecimento subjetivo e o
conhecimento objetivo, em que a prova seria um dos movimentadores desse ciclo. No
nivel subjetivo, o matematico produz novos conhecimentos e torna esse conhecimento
objetivo, a partir do momento que o mesmo é publicado em revistas especializadas ou
livros, etc. Dessa forma, o conhecimento fica disponivel para que outros matematicos o
validem ou o refutem, fazendo novamente o ciclo entre conhecimento objetivo e
subjetivo (ERNEST, 1991).
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Para ele, a prova é algo essencial para o estabelecimento da verdade
matematica. Necessaria, porém, ndo é suficiente. Ela depende que um grupo de
profissionais a aceite e a use, além de fatores de segunda ordem, que sao subjetivos a
cada profissional e que influenciam o estabelecimento de novos conhecimentos
matematicos.

Lembremos dos significados propostos por Hersh (1997): o significado
pratico, em que as demonstracbes sdo o que os matematicos fazem para que ele e
outros matematicos acreditem no teorema; e o significado formal, no qual a
demonstragao € uma sequéncia simbdlica de acordo com certas regras logicas.

Hersh (1997) afirma que o matematico submete seu trabalho aos olhos
criticos de seus colegas. E a maneira que o matematico tem de testar e “provar’ seu
trabalho.

Em um sentido parecido, Davis (2006) cita o Clay Mathematics
Institute®, que oferece prémios de um milhdo de délares para a solucdo de cada um
dos sete problemas propostos (como, por exemplo, a hipotese de Riemann sobre os
numeros primos, a conjectura de Poincaré e a conjectura de Hodge). O Instituto, por
conseguinte, criou um critério de aceitabilidade das solugdes. Primeiro, a solugao deve
ser publicada num periédico renomado; segundo, a solugdo deve permanecer aceita na
comunidade matematica por um periodo de dois anos; e por ultimo, o instituto nomeia
uma comissao para verificar a solugao.

Em resumo, uma solugdo é aceita se um grupo de matematicos
qualificados concorda com a solugdo. Ou seja, € um fendbmeno social, em que a
natureza da Matematica € construida socialmente e depende de um consenso.

Dessa forma, a demonstracdo nao €& apenas um motor, o modus
operandi do conhecimento matematico, € também o que caracteriza socialmente esse
conhecimento.

Livingstone (1999) analisa a demonstrag&o sob a o6tica da Sociologia da
Ciéncia e desenvolve seu argumento acerca das culturas de demonstragao,
concatenando o0s seguintes aspectos da prova: o raciocinio matematico, a

argumentagdo matematica, a materialidade da cultura matematica, o papel das

Yhttp://www.claymath.org/
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definicdes e a fenomenologia da descoberta matematica.

Para tanto, o autor utiliza a teoria da Gestalt, argumentando que o
raciocinio matematico de uma prova é analogo a algumas caracteristicas da percepgao
gestalt. Por exemplo, considere a seguinte prova da unicidade do elemento identidade
de um grupo: sejam e e e’ dois elementos identidades, entdo e = e’.e = e’. A prova
apresenta duas gestalts, a primeira, reside no fato de o termo intermediario poder ser
lido de duas formas diferentes (e’ como um elemento identidade a esquerda e e como
um elemento identidade a direita), a segunda, que diz respeito ao que realmente foi
provado, no caso, que se existem dois elementos identidades, eles devem ser iguais.

Ou seja, para o autor, a gestalt € essa caracteristica do raciocinio que
esta implicita e que subjaz as provas matematicas, presente em todos os niveis de
demonstragdes. Essa gestalt - idiossincratica a uma demonstragéo particular — € uma
organizacdo de praticas de demonstragédo que exibe o raciocinio daquela gestalt. E
ainda mais, o raciocinio e a pratica matematica sdo a arte de encontrar tais gestalts.

E é por meio delas que Livingstone justifica o que ele chama de
fenomenologia da descoberta matematica. O mote da descoberta seria o buscar e
encontrar tais gestalts, residindo nesse ato os elementos necessarios para que isso
ocorra. Enquanto o matematico configura um curso de raciocinio integrando,
descartando, revisando, comparando, combinando e investigando seus argumentos
parciais, ele orienta e compde o seu trabalho.

E nesta visdo sociolégica, quase antropoldgica, se o trabalho dos
matematicos € provar teoremas, a descoberta matematica é o real trabalho do “fazer
Matematica”.

Em uma das conclusdes, Livingston sugere que o “aparecimento da
verdade necessaria ou certeza absoluta na demonstragcdo matematica [...] pode ser
examinado como um fenébmeno cultural e como um fenbmeno gerado pelas mesmas
praticas que sustentam essas praticas - ou seja, como um fendmeno que pertence a
uma tribo particular, a tribo dos matematicos provadores’™ de teoremas”
(LIVINGSTONE, 1999, p. 885).

3 Tradug&o livre do termo “prover”.
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4.5 PROVA E EDUCACAO MATEMATICA: UM PANORAMA DE UMA VISAO EPISTEMOLOGICA

4.5.1 Pesquisas Nacionais

Apesar de ser um terreno pouco explorado no Brasil, duas importantes
pesquisas nacionais norteiam este trabalho. A primeira, de Garnica (1995), buscou
significado da prova rigorosa na formagao do professor de Matematica. A segunda, de
Pietropaolo (2005), procurou compreender a necessidade e a acessibilidade da
implementagdo das demonstragbes nos curriculos de Matematica no ciclo basico de
Educacao, além de ter investigado as implicagbes dessa inovagédo nos curriculos de
formacgao inicial de professores.

Garnica (1995) entrevistou nove professores - pesquisadores em
Matematica e em Educacdo Matematica que estivessem envolvidos com a Licenciatura,
obtendo duas possiveis leituras do significado de provas formais na formacgao inicial do
professor de Matematica: a leitura técnica, que poderia situar-se no terreno da
producao cientifica de Matematica e a leitura critica, no terreno da producao cientifica
da Educagcdo Matematica, em que cada modo carrega visbes divergentes, seja no
ambito dos parametros que identificam o trabalho com a prova rigorosa “— como as
nogdes de verdade, de rigor, do que deve ser tomado como conceito de prova, de como
€ validada, de como se deve veicula-la em sala de aula, etc.” (GARNICA, 1995, p.230),
quer seja nas “consideragdes sobre como a formagéo do professor deve ser conduzida”
(GARNICA, 1995, p.231).

Dentre as conclusdes, Garnica afirma que

[...] sdo necessarios esforgcos complementares para que seja aberto, na
formacgdo do professor, um campo para o estabelecimento da leitura
critica — onde devem ser expostas todas as nuancas da questao,
inclusive a da leitura técnica —; caso contrario as concepg¢des vigentes,
reforcadas e reproduzidas, desempenhardo a fungdo de germe
destrutivo de toda e qualquer pratica que se caracterize pelo dinamismo,
visando uma abertura de horizontes (GARNICA, 1995, p. 231).
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Pietropaolo (2005), também a partir de entrevistas com pesquisadores
em Educacao Matematica e professores atuantes da Educacgao Basica, aos quais ele
chamou, respectivamente, de fala da teoria e fala da pratica, propde uma
ressignificagdo da prova nos cursos de Licenciatura em Matematica, dando as provas

um enfoque mais amplo, em que elas devem ser consideradas como

o ferramenta a ser tratada nas diversas disciplinas do curso (para
validar, explicar, refutar, apresentar teorias) e como tema importante
para estabelecer conexdes entre os temas matematicos (problemas
histéricos, relagbes entre conteudos), ou seja na perspectiva da
compreensao e aprofundamento de conceitos e procedimentos.

e elemento caracteristico e imprescindivel da Matematica, como
elemento sintatico, independente de conteudos particulares, ou seja, na
perspectiva de um tema transversal, mas que em dado momento ela — a
prova — seria tematizada em si mesma (caberiam discussbes sobre os
tipos de prova aceitos pelos matematicos, a linguagem, os termos
utilizados, caracteristicas dos sistemas axiomaticos, no¢des de ldgica,
da modificagdo da nogao de rigor ao longo da histoéria).

e tema que ira se constituir em conteudo de ensino, ou seja, em sua
perspectiva pedagdgica [...].

e aspecto importante de um curriculo de Matematica, ou seja, em sua
perspectiva curricular (caberiam discussbes acerca da natureza e
caracteristicas do conhecimento matematico, do papel das provas nas
aulas de Matematica, organizagdo e estruturacdo de materiais — a
questdo da prova na informatica, andlise de livros didaticos)
(PIETROPAOLO, 2005, p. 221-2).

Ainda para ele, essa amplitude pode ser alcangcada por meio de uma
perspectiva didatica, curricular e histérica, em que uma das possibilidades seria “refletir
sobre a ‘evolugcdo’ do pensamento matematico, no qual se inclui a demonstragao,
indispensavel a Matematica” (PIETROPAOLO, 2005. p.222). O autor conclui que os
cursos de Licenciatura em Matematica ndo estdo em condicbes de oferecer uma
formagao de qualidade a um profissional que vai ensinar provas. Por essa razao, ele
propde a ressignificagdo das provas nos curriculos de formacgao inicial de professores
de Matematica, para que o “estudante desse curso possa aprender e ensinar provas”
(PIETROPAOLO, 2005, p.226).



98

Para esses autores, a despeito do grande numero de pesquisas
internacionais, muitas nao estao alicergadas numa teoria consistente, tampouco parece
haver projetos articulados entre si e em diferentes niveis de ensino. A seguir, expomos
duas pesquisas internacionais, uma delas sugerindo uma nova abordagem das provas
e a outra corroborando com a constatagdo acerca das pesquisas internacionais, em que
nao ha um consenso acerca do significado de prova matematica para os pesquisadores

em Educacao Matematica que trabalham com o tema.

4.5.2 Pesquisas Internacionais

Vimos a importancia que o assunto demonstragdo vem ganhando em
pesquisas na area da Educacdo Matematica. Segundo Hanna e Barbeau (2008), as
areas de énfase desses estudos sdo: os aspectos epistemologicos da prova, os
aspectos cognitivos, uso de intuicdo e dos esquemas nas provas, a relagcédo entre prova
e raciocinio, a utilidade da heuristica para o ensino da prova, a énfase em estruturas
l6gicas no ensino superior, etc.

As palavras-chave das pesquisas ndo se limitam a palavra prova, ha
ainda argumentacéao, justificacdo, validagao e, para cada uma delas, os pesquisadores
tém em mente significados ligeiramente diferentes.

O principal objetivo do artigo citado acima, de Hanna e Barbeau,
intitulado “Proofs as Bearers of mathematical knowledge” € discutir, a partir do ponto de
vista da Educacdo Matematica, a visdo proposta por Yehuda Rav em seu artigo
intitulado “Why do we prove theorems?”, de 1999. Rav (1999) acredita que a esséncia
da Matematica reside em inventar métodos, ferramentas, estratégias e conceitos para a
solucao de problemas e, além disso, a prova teria um papel central. Por essa razao, a
prova deveria ser o foco primario, pois ela incorpora varios métodos, ferramentas,
estratégias, conceitos e, portanto, seriam os bearers do conhecimento matematico.

A palavra bearers nao foi traduzida de propésito. O verbo to bear, em
inglés, pode significar, entre outros, suportar, segurar, conduzir, sustentar, guiar,

possuir, etc. E, por isso, o substantivo bearer traduz-se como “aquilo ou aquele que
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suporta, sustenta, segura, conduz, guia”’. Ou seja, entender prova como bearers do
conhecimento matematico € distingui-la por seu papel sustentador, portador,
fomentador e, sobretudo, como um catalisador do conhecimento matematico. Por esse
motivo, utilizaremos no decorrer do texto os termos sustendador ou fomentador como
traducoes livres de bearer.

Compreendendo o papel essencial que a prova tem para o
conhecimento matematico, os autores delimitam o campo que eles pretendem
investigar; enquanto o foco principal de Rav, em seu artigo, era a pratica da Matematica
e, dessa forma, dos matematicos, o foco de Hanna e Barbeau é a Educacao
Matematica. Os educadores reconhegam o valor explanatério da prova, tendo em
mente “a luz que tais provas explanatérias podem emitir no assunto matematico com o
qual eles [os educadores] lidam” (HANNA; BARNEAU, 2008).

Os autores vao mais além, propondo mostrar que as provas podem ser
fomentadoras do conhecimento matematico de outra forma, isto €, da forma proposta
por Rav, de que elas tém o potencial de transmitir aos alunos métodos, ferramentas,
estratégias e conceitos para a solugao de problemas.

Os autores consideram que existe um consenso entre filésofos,
matematicos e educadores matematicos de que as provas sao centrais a Matematica,
uma vez que ela estabelece a verdade de uma afirmagdo matematica. Rav n&o é
contrario a essa afirmacao, mas ele acredita existir um aspecto despercebido, e que a
importancia da prova vai além do fato de estabelecer verdades; ela ndo demonstra
somente um resultado, mas os métodos, ferramentas, estratégias e conceitos que ela
apresenta sdo de uma aplicabilidade vasta e abrem um leque de possibilidades e
direcdes para a Matematica.

Hanna e Barbeau ainda discutem a visdo de Avigad (2006), que é
similar a de Rav. A visdo de Avigad € de que o papel da prova vai além de demonstrar

que um teorema € verdadeiro. Para ele,

[...] nés damos valor a uma prova quando ela exibe métodos que sao
poderosos e informativos; isto €, nés damos valor a métodos que séo
uniforme e geralmente aplicaveis, tornam facil seguir uma seqiéncia de
uma complexa cadeia de inferéncia, ou prové informacdes Uteis além da
verdade do teorema que esta sendo provado (AVIGAD, 2006, p.2).
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E como a atividade do matematico é construir provas, para Avigad
(2006), um fildsofo deve analisar a relagao entre prova e método. Essa associagao
pode tomar duas formas: por um lado, novos métodos podem ser introduzidos no curso
da prova e, por outro lado, resultados antigos podem ser re- demonstrados a fim de
ilustrar os beneficios de um método que fora introduzido no desenvolvimento de uma
teoria mais geral.

Hanna e Barbeau citam Dawson (2006), que analisou as razdes pelas
quais os matematicos re-demonstram resultados, ou seja, provam resultados ja
provados, e ainda sustenta a visdo de Rav, pois estratégias e métodos inovadores
inseridos nas provas sao os primeiros valores que elas trazem a Matematica. Dawson

(2006) apresenta, com comentarios, as seguintes razdes:

(1) Remediar furos percebidos ou deficiéncias em argumentos
anteriores; (2) Empregar raciocinios mais simples, ou mais perspicazes,
do que provas anteriores; (3) Demonstrar o poder de metodologias
diferentes; (4) Fornecer uma reconstrugao racional (ou justificacdo) de
praticas histéricas; (5) Estender um resultado, ou generaliza-lo em
outros contextos; (6) Descobrir um novo caminho; (7) Dar importancia a
pureza metodoldgica e (8) A existéncia de multiplas provas de teoremas
serve a um proposito abrangente que é freqiientemente despercebido,
analogo ao papel da confirmagado das ciéncias naturais. (DAWSON,
2006, p.275-281)

Finalmente, Hanna e Barbeau (2008) reiteram os raciocinios acima
citando Cornfield: “O que os matematicos procuram a partir das provas de outros
matematicos sdo novos conceitos, técnicas e interpretagbes” (CORNFIELD apud
HANNA; BARBEAU, 2008, p. 3).

Os autores em seguida fazem uma distingdo do que eles propdem e do
que vem sendo estudado sobre provas por educadores matematicos. Eles afirmam que
essa discussao trazida por eles € nova e que as pesquisas sobre esse tema lidam
primeiramente com os aspectos l6gicos e com os problemas encontrados pelos alunos
com argumentos dedutivos. Eles listam os seguintes assuntos tratados nessas
pesquisas: 0s aspectos epistemoldgicos da prova; os aspectos cognitivos da prova; o

papel da intuicdo e do esquema na demonstragao; a relagao entre prova e raciocinio; a
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utilidade da heuristica para o ensino de prova; a énfase em estruturas légicas de provas
e 0 ensino no nivel superior; provas como explicacao e justificacdo; prova e hipotese;
assuntos curriculares; prova no contexto de softwares dindmicos; analise de
argumentos matematicos produzidos por estudantes; a relagdo entre argumentacgéao e
prova.

Eles ainda citam uma lista proposta por De Villiers sobre os significados
e as fungdes das provas: “(1) verificagcdo (a ver com a verdade da afirmagéo); (2)
explicacdo (justificando o porqué a afirmacédo é verdadeira); (3) sistematizacédo (a
organizacao dos resultados em um sistema dedutivo de axiomas, conceitos gerais e
teoremas); (4) descoberta (descoberta ou invencdo de novos resultados) e (5)
comunicacdo (a transmissédo do conhecimento matematico)” (DE VILLIERS apud
HANNA; BARBEAU, 2008, p.4, italico e negrito no original).

Numa pesquisa sobre os trabalhos com referéncia ao artigo de Rav, os
autores concluiram que todos tinham um foco diferente: a objecdo de Rav a uma
Matematica presa pelo Formalismo e sua énfase na dindmica social para alcangar uma
consisténcia na Matematica.

Em seguida, eles analisam alguns exemplos e mostram como eles
poderiam ter esse sentido proposto por Rav e suas relagdes com a possivel expansao
no conjunto de técnicas e de ferramentas, que podem ser usadas pelos alunos para a
solucao de problemas. Eles afirmam que os exemplos se concentram em propriedades
intrinsecas as provas e ndo em modos pelos quais elas deveriam ser ensinadas ou
compreendidas pelos alunos. Faremos a exposicao de um exemplo.

Exemplo da férmula quadrética. Este exemplo é a solugédo de uma

equacdo quadratica da forma @x +bx+c=0 em que a = 0, dada por

— bt ~b? —4ac

2a . Essa formula é usada para encontrar raizes de equacoes

=

quadraticas. Mas, por que ela funciona? Como demonstrar que ela sempre dara as
raizes da equagao?

Uma maneira de responder a essas questdes € fazer a substituicido dos
valores de x dados pela férmula e verificar que, de fato, eles satisfazem a equagao

quadratica. E uma prova, sem duvida, porém, Hanna e Barbeau (2008) chamam-na de
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“caixa preta”, pois ndo indicam a significancia da férmula, como surgiu tal férmula e
como usa-la com outras propriedades e aplicagbes de fungdes quadraticas ou outras
relacionadas.

Hanna e Barbeau (2008) propéem que, ao invés de pensar “Qual € a
férmula que indica a solugdo da equagao quadratica?”, pensar em “Como podemos
resolver uma equagao quadratica?”, pelo fato de que a segunda pergunta nos induziria
a pensar no processo, nao no produto.

Para responder a essa pergunta, comega-se com o0 caso mais simples,
a equacio da forma ¥ =k, para k20  que pode ser convertida em

N S SO _ , ~ . x=xajk
0=x" —k=(x+k)x=k) donde concluimos que a solugéo é '“'I'_.

Para a férmula da solugdo geral, deveremos usar o método de
completar o quadrado, ou seja, adicionar um termo a expressado de forma que ele se

torne o desenvolvimento de um mondémio ao quadrado. Vamos escrever a equagao
quadratica, ax” +bx+c=0,C0m a#0 43 seguinte forma:

3 b C
Xr4+—x=—
a a

Subtraimos ¢ dos dois termos da equagado e em seguida dividimos por

7

=

a. A seguir, somamos 43" 4os dois lados, obtendo:
, b B c b
X t—xt——=——t+—
a da” a da°
By _ ,.,b b
X+ | =1 +—x+ E
Como R a da e podemos  reescrever
c b 3 b —4ac
a d4a’ 4a” | ficamos com o seguinte:
| bV b —4dac
| x+— | = =
2a da-
42y b —dac
. ¥
Ou seja, 2a =d

Donde obtemos a férmula
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Com isso, os alunos nédo sé podem responder a pergunta de como
podemos resolver uma equacao quadratica, mas também acabam aprendendo uma
técnica que lhes sera muito util em todos os niveis de aprendizagem da Matematica.

Por exemplo, para resolver a equacdo * —8x—48=0, ¢ aluno poderia
usar a técnica transformando-a em (-‘5_4)2_54:{:’. Ou entdo, poderia usa-la para
fatorar o polindbmio de grau 4, X +4 da seguinte forma:

A=t A D) -4 = (T2 - (20 = (2 = 2+ 2)(x T +2x+ 2).

E assim por diante, essa ferramenta é também muito usada no Ensino
Superior, juntamente com outras técnicas que facilitam a obtencdo de derivadas e
integrais, os problemas de pontos criticos e muitos outros da disciplina de Calculo, por
exemplo.

Vale notar que o foco dos autores € o Secondary-School, que equivale
aos quatro ultimos anos do ciclo basico de ensino, que corresponde ao nosso Ensino
Médio. Embora eles ndo tenham duvida de que o ensino de provas, no sentido descrito
por Rav, possa ser usado de forma produtiva no ensino de Matematica deste periodo
em especifico, eles deixam algumas questdes em aberto, que eles propdem que sejam
tratadas num programa de pesquisa.

Qual seria o efeito para o atual curriculo? Como seriam as mudancgas
no programas pedagogicos? Como administrar o envolvimento de alunos e de
professores para as demandas criadas por essas abordagens propostas pelos autores?
Como orientar e preparar os professores para essas abordagens? Como isso afetaria
seu desenvolvimento profissional?

Os autores concluem que as provas deveriam ter um papel central no
Secondary-School e chamam a atencao para o potencial de explorar as provas dessa
forma por eles proposta. Os diversos estilos de prova mostram aos estudantes como se
pode chegar a conclusbes validas de diferentes formas, usando movimentos
especificos, manipulagbes algébricas, conceitos geométricos, geometria dinamica,

aritmética computacional e muito mais.
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Eles criticam que os educadores deixaram passar despercebida a
grande extensao do papel da prova como fomentador do conhecimento matematico na
forma de métodos, ferramentas, estratégias e conceitos que sdo novos aos estudantes
e as abordagens que o estudante pode usar em outros contextos.

Contudo, seria necessario preparar e “polir” provas que pudessem ser
utilizadas nesse contexto e torna-las disponiveis aos professores, e ainda pesquisas
que pudessem mostrar a forma mais efetiva de ensinar provas com essa abordagem.

Hanna e Barbeau concluem que o ensino de provas tem o potencial de
trazer aos estudantes outras partes importantes do conhecimento matematico e de dar
a eles um quadro mais amplo da natureza da Matematica. Além disso, as provas, dessa
forma, ddo aos educadores uma razao adicional de manter as provas nos curriculos de
Matematica.

Porém, com o crescente numero de pesquisas a respeito do tema,
sobre as mais diversas perspectivas, ha de se esperar que nao haja consenso entre 0s
préprios pesquisadores acerca do que é demonstracdo em matematica.

Como argumentou Balacheff (2004, 2008), em uma pesquisa em que,
da analise de diversos artigos sobre o tema, chegou a conclusao sobre diferentes
pontos de vista a respeito das concepgdes dos pesquisadores em Educagao
Matematica que escreveram sobre o tema. Nao que os pesquisadores devam todos
seguir uma mesma linha, mas as convergéncias deveriam ser visiveis e as divergéncias
tornadas em questdes de pesquisa.

Balacheff (2008) pergunta se um consenso € possivel, em que
consenso seria uma estrutura tedrica comum, e o impasse na rota para alcancgar tal
programa € a propria epistemologia de prova matematica. Por epistemologia, o autor
entende a identificagdo de um objeto e a rede de relagbes que se estabelece em volta
de outros objetos, tal como problemas, tarefas e outras possiveis atividades que a
envolvem.

Ele enumera, entdo, as diferentes visbes epistemologicas acerca da
prova e argumenta que cada visao € essencial na determinacdo da escolha de
programas de pesquisa e até mesmo compreensdes radicalmente diferentes do que os

alunos podem produzir.
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Um olhar atento do pesquisador por diversas pesquisas sobre o tema
nao apresentou surpresas. A pergunta tem uma resposta negativa. A preocupagao
central do pesquisador € que, sem o esclarecimento desse ponto, dificimente sera
possivel compartilhar resultados e ter qualquer progresso real no campo de pesquisa.
Ele n&o espera que todos os pesquisadores tenham um mesmo ponto de vista, mas ele
acredita que ser capaz de testemunhar as convergéncias e tornar as divergéncias em
questdes a serem pesquisadas sé pode trazer beneficios.

Para explicitar possiveis divergéncias, o autor listou pontos divergentes,
ou simplesmente diferentes, de pesquisas que ele considera mais representativas

nesse campo de pesquisa. A seguir, listaremos os pontos levantados por ele.

4.5.2.1 A Prova Matematica como um Tipo Universal e Exemplar de Prova

Nesse ponto ele traz pesquisas que tratavam, de forma geral, a
Matematica como uma Ciéncia moldada pela légica, como o melhor exemplar de
racionalidade. A ideia principal era de que a validade de uma afirmagao — uma opiniao,
uma crenga ou um saber — poderia ser escrutinada com a ajuda de um formato que
estruture a explicitacdo de seu racional. O exemplo utilizado pelo autor é a prova de

duas colunas:

Teorema de Pitagoras: Em um triangulo reto, o gquadrado da hipotenusa & igual a
soma dos quadrados dos catetos.

Dado: o triangulo ABC é reto e C & um angulo reto.

A
A I.."' 1 -‘_h
l.-'ll i -I_- & _.

e A

B

Prove: a’ +b° =¢°




106

Afirmacgoes Razoes

O tridngulo ABC é reto e C & um angulo Dado

reto

Desenhar a perpendicular de C a AB Dado por tecrema anferior.

c/a = a/x e ¢/b = biy Semelhanga entre tridngulos

at—exe b=y Produto dos meios igual ac produto dos
: extremos

a’ +b° =cx+ cy Propriedade da adicdo

a’ +b* =c(x+y) Propriedade distributiva

a’ +b =c? Soma de seguimentes e substituigio

Esse tipo de prova foi muito criticado, porque é considerado como uma
reducao radical da prova em uma organizagao formal, desconstituindo os significados

de prova que o aluno pudesse criar.

4.5.2.2 A Natureza ldiossincratica da Prova Matematica

Esse ponto de vista € sustentado pela pesquisa de Harel e Sowder
(1998) sobre esquemas de provas de estudantes. Para eles, o conceito de prova de
uma pessoa consiste do que constitui o ato de aprender e persuadir, em que aprender e
persuadir sdo termos subjetivos que variam de sujeito para sujeito, civilizagado para

civilizagdo e geragao para geragao, e “0 esquema de prova € idiossincratico e pode
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variar de campo para campo, mesmo na propria matematica” (HAREL; SOWDER, 1998,

p.275). Eles ainda consideram que

-Uma “conjectura” é uma observagado feita por uma pessoa que nao
possui duvida acerca de sua verdade. A observacdo de uma pessoa
deixa de ser uma conjectura e se torna um fato em sua visdo ao passo
gue a pessoa se torna certa em relagao a sua verdade.

-“Provar” significa o processo empregado por um individuo para remover
ou criar duvidas sobre a verdade da observacéao.

-Aprender € o processo que um individuo emprega para remover sua
propria duvida acerca da verdade de sua observacéo.

-Persuadir é o processo que um individuo emprega para remover outras
duvidas sobre a verdade da observagdo. (HAREL; SOWDER, 1998,
p.241)

Esses autores colocam, assim, o sujeito no centro de uma
problématique’* de prova. Compreender a prova é um processo continuo que vai do

mais “idiossincratico” para o mais “objetivo”.

4.5.2.3 A Prova é o Nlcleo da Matemética

Nesse ponto, o autor cita uma pesquisa de Healey e Hoyles, de 1998,
realizada a partir de 1995 na Inglaterra, envolvendo 2459 estudantes e seus
professores do décimo ano, que corresponderia ao nosso primeiro ano do Ensino
Médio, em que foi investigada a concepgao e a compreensao de prova matematica dos
alunos e a forma com a qual esses estudantes constroem provas (envolvendo o
processo de construgcado e os métodos de construgao utilizados).

Healey e Hoyles consideram que

14 Balacheff utiliza o termo problématique para se referir a problemas que sio focos de programas de
pesquisa.
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A prova é o coracdo do pensamento matematico, e o raciocinio dedutivo,
que esta por tras do processo de prova, exemplifica a distingdo entre a
Matematica e as ciéncias empiricas. (HEALEY; HOYLES, 1998, p. 1)

Eles obtiveram diversos resultados que demonstram a dificuldade de
construir provas, com resultados melhores em algebra do que em geometria, embora
muitos estudantes entendessem a generalidade de uma prova valida. Os estudantes
foram melhores em reconhecer um argumento valido do que em construi-lo, e suas
concepgdes de prova e de seu papel foi essencial na construgdo dos argumentos. A
performance dos alunos, mais do que ligadas as caracteristicas dos professores,
estavam relacionadas ao numero de horas em contato com a Matematica e a énfase

explicita acerca do tema “prova”. Um dos resultados foi que

[...] a pesquisa indica que a habilidade de construir, estimar ou escolher
uma prova valida ndo ¢é simplesmente um assunto do alcance
matematico geral. Naturalmente ha uma influéncia, mas pelo menos
algumas das performances mais pobres em prova de nossos melhores
estudantes podem simplesmente serem explicadas pela falta de
familiaridade com o processo de demonstracédo. Muitos alunos tém uma
pequena ideia deste processo e nenhuma compreensado de prova, a
que, nossos achados sugerem, podem impedir suas habilidades de
construir e avaliar corretamente as provas (HEALEY; HOYLES, 1998,
p.6-7).

De acordo com Balacheff (2008), acerca desta pesquisa, a educacgao da
prova matematica ndo deve ser levada a um reducionismo quanto a sua forma, e sim ao
significado de prova dentro da atividade matematica. Os autores da pesquisa ainda
sugerem que esforgcos mais explicitos sejam feitos para atrair os estudantes pela prova
enquanto seja discutida com eles a ideia de prova num metanivel, em termos dos seus
significados, generalidade e propésitos. David Tall corrobora com os resultados dessa

pesquisa, sugerindo que

O desenvolvimento cognitivo dos estudantes deve ser levado em conta
tal que a prova seja apresentada em formas que sejam para eles
potencialmente significativas. Isto requer que os educadores e os
matematicos repensem a natureza da prova matematica e considerem o
uso de diferentes tipos de prova de acordo com o desenvolvimento
cognitivo do individuo (TALL apud BALACHEFF, 2008, p. 506).
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Sendo ou nao o coragao da Matematica, a prova tornou-se um desafio

para o ensino e a aprendizagem dessa Ciéncia.

4.5.2.4 A Prova Matematica Obtém Significado a Partir de Aplicacdes

Balacheff cita as pesquisas feitas por Hanna e Janke, cujas visdes de
prova sdo de uma natureza instrumental, defendendo que, “em primeiro lugar, a prova
formal surgiu como uma resposta a persistente preocupacao pela justificagdo” (HANNA;
JANKE apud BALACHEFF, 2004), e para a qual, a prova formal permanece como uma
util resposta. Eles sdo contrarios a uma visdo ingénua de rigor e da visdo que a
Matematica € um corpo correto e infalivel de conhecimento, mostrando por meio de
erros na Histéria da Matematica e defendendo o uso de computadores para construir

provas. Os autores fazem uma escolha pragmatica, expressa por duas hipoteses:

Hipotese 1. a comunicagcdo na matematica académica serve
principalmente para lidar com a complexidade matematica, enquanto a
comunicagao na escola serve mais para lidar com a complexidade
epistemologica.

Hipotese 2: para compreender o significado de um teorema e o valor de
sua prova, os estudantes devem ter uma experiéncia extensiva e
coerente na area apropriada de aplicagido. Este fundamento pragmatico
pode e deveria ser ensinado em uma separagao consciente a partir da
derivacao formal. Somente assim os estudantes serdo capazes de ver o
real objetivo da prova (HANNA; JANKE apud BALACHEFF, 2008,
p.506).

Para Balacheff (2004), ndo é a forma da prova matematica que esta
posta em questdo, ou a defesa de outro tipo de prova. Ele defende a busca por outra
relagdo entre a prova matematica e a Matematica como um conteudo. O autor entende
a complexidade epistemoldgica que Hanna e Janke apontam, como a complexidade
que surge pela natureza especifica dos objetos matematicos, e ainda, a forma proposta

por eles para direcionar essa complexidade é evita-la por meio da construgdo de uma
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ligacdo sistematica entre a Matematica e seus campos de aplicagao. E ainda, “a prova
matematica ndo pode ser ensinada ou aprendida sem levar em consideracdo as
relacbes entre a Matematica e a realidade” (HANNA; JANKE apud BALACHEFF, 2008,
p.506).

4.5.25 A Prova Matematica € um Campo Especifico a Matematica como um

Campo Autbnomo

A visdo apontada no titulo acima € inicialmente justificada pela seguinte

afirmacao:

Um fato geométrico, um teorema [...] é aceitavel somente porque ele é
sistematizado com uma teoria, com uma autonomia completa de
qualquer verificagdo ou argumentacdo em um nivel empirico (MARIOTTI
apud BALACHEFF, 2008, p. 506).

Essa visdo contrasta com a anterior, uma vez que a autora nao
pretende buscar as raizes do significado de prova matematica fora da Matematica, pois
ela reconhece que os axiomas, definicdes e teoremas sdo os elementos basicos que
caracterizam o conhecimento matematico.

O autor enfatiza que esse ponto de vista esta inserido numa abordagem
identificada especificamente num grupo de pesquisadores italianos tais como Paolo
Boero e Maria Alessandra Mariotti. Os conceitos trabalhados por esses pesquisadores
envolvem dois problemas: a relagdo com o conteudo, uma vez que a demonstragcao
esta sempre atestando a validade ou a verdade de uma proposicdo que tem um
conteudo; e a relagdo com a linguagem, que por sua vez, é devida a natureza dialégica
da produgéao de provas.

Balacheff afirma que é importante ter consciéncia de que o grupo
italiano defende a necessidade da existéncia de uma referéncia a prova, como um

sistema de principios compartilhados e regras de dedugdo. Portanto, o problema
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educacional é ajudar os estudantes “passar da ideia de justificagdo para a idéia de
validagcao dentro de um sistema matematico e de que a aceitacdo da validacao
depende do significado das regras e da aceitacdo dessas regras” (BALACHEFF, 2008,
p.507).

A escolha do grupo €, em especial, a Geometria, e o foco do estudo € o
processo mental envolvido no ato de construir provas nesse contexto, que
correspondem aos passos: dar o problema, produzir a conjectura, discutir a conjectura,
trabalhar as formalizagdes e preparar a prova. O papel do professor € essencial, e cabe
a ele introduzir o estudante a perspectiva tedrica necessaria a visdo sistematica da
Matematica.

Um dos resultados das pesquisas € que os alunos estavam conscientes
da necessidade de demonstrar a validade das afirmacdes por meio de raciocinio
indutivo. Os autores ainda afirmaram que a forma que os alunos encontraram de
trabalhar com as provas era muito parecida com a forma que os matematicos usam
quando produzem conjecturas e provas em alguns campos da Matematica.

Eles concluiram que “a cultura da sala de aula é fortemente
determinada pelo recurso a discussdo matematica orquestrada pelo professor para
mudar as atitudes esponténeas dos estudantes para a validagcao teérica” (MARIOTTI
apud BALACHEFF, 2008, p.507). Balacheff (2004, 2008) afirma que a expressao
validagao tedrica captura a esséncia da abordagem do grupo italiano.

A partir das visdes expostas, o autor faz uma primeira sintese. Seria um
consenso possivel? Para o autor, consenso € uma estrutura teérica comum, ou pelo
menos um glossario que garantisse significados compartilhados. Para ele, “o caminho
sem volta' na rota para alcancar tal programa € nossa propria epistemologia de prova
matematica” (BALACHEFF, 2008, p.508). E ele entende epistemologia como “a
identificacdo de um objeto e a rede de relagdes que estabelecemos em volta dela com
outros objetos, tal como problemas, tarefas e outras possiveis atividades que a
envolvem” (BALACHEFF, 2008, p.508).

15 ; . . ~ , :
No caso, caminho sem volta € uma possivel tradugéo para a palavra de origem inglesa deadlock, que
também pode ser traduzida como impasse.
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De fato, ndao podemos evitar envolver em nosso trabalho nossa prépria
epistemologia de prova matematica, e além, nossa prépria epistemologia
da matematica. Mas se nao estamos cientes das diferencas entre estas
epistemologias e as implicagbes destas diferengas ao compartilhar
teorias e métodos, problemas e resultados, estas epistemologias tornar-
se-40 o0 obstaculo essencial ao progresso em nosso campo de pesquisa.
E neste sentido que a epistemologia dos pesquisadores poderia tornar-
se um impasse muito dificil de evitar ou resolver (BALACHEFF, 2004).

O autor enumera, ainda, alguns pontos comuns que envolvem o
aspecto social da racionalidade matematica, a existéncia de relagdes entre
argumentagao e prova, a necessidade de se analisar a prova sob a luz tanto da teoria
quanto da pratica, etc. E afirma, com surpresa, que dentre esses aspectos, um nao

aparece: a relagao entre prova e linguagem e o ato de provar e de escrever uma prova.

4.5.2.6 A Prova e seus Aspectos Textuais

Essa posigao esta intimamente conectada com Raymond Duval e sua

teoria de registros semioticos.

Um registro semidtico...

...mantém tragos que podem ser reconhecidos como representagcdo de
algo;

...fornece regras de transformacao para produzir novas representacoes
que poderiam servir para criar novo conhecimento;

...fornece regras para a conversao para outro sistema de representacao
para explicitar outras significagoes;

...prové regras de conformidade em ordem de permitir a construgcédo de
unidades de um nivel mais alto (BALACHEFF, 2008, p. 509).

Para o autor, essa caracterizagao permite o estudo do papel funcional
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da escrita na construgcado da prova matematica, e ainda enfatiza duas caracteristicas do
raciocinio dedutivo: de um lado, o valor epistémico das afirmagdes nao é central — que
para ele, reconhece a prova matematica é apodictica'® — e de outro, que o raciocinio é
analogo a um calculo, isto é, na visdo de Duval, prova e argumentagao tém naturezas
radicalmente distintas.

O ponto de vista de Duval é estritamente textual, conquanto, o autor
parte para o ponto de vista de que a fungdo de um texto matematico diz respeito a
aspectos interpessoais e, para ele, mesmo considerando o ponto de vista da
linguagem, pode-se descobrir uma importante discrepancia entre as possiveis

epistemologias de prova que estao subjacentes.

4.5.2.7 A Prova como um Aspecto Interpessoal

A exposigao do autor esta cunhada na afirmacéo a seguir:

As convengdes da escrita matematica ndo sdo nem necessarias nem
consequéncias naturais da natureza do assunto em questdo; ao invés,
elas sdo “o produto das relagdes correntes de poder e praticas de
discurso” (CLARK; INVANIK, 1997) dentro da comunidade (BURTON;
MORGAN, 2000, p. 450).

Os autores mencionados analisaram um conjunto de 53 artigos de 70
matematicos, em que eles tracaram a preseng¢a do autor, a expressao de autoridade
(positiva ou negativa), a identificagdo de um territorio e a identificagdo de um dominio
de conhecimento. Os resultados apresentados s&o convergentes com a afirmagao de

Clark e Invanik.

% Ou seja, é evidente, indubitavel, incontestavel.
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A escrita, tanto para os estudantes como para os pesquisadores, nao
serve apenas para comunicar um assunto especifico da Matematica.
Também serve para a comunicagdo entre os leitores individuais,
incluindo poderosos guardas'’ tais como examinadores, revisores e
editores. O escritor precisa conhecer como escrever de forma que
plausivelmente convenca para tais leitores de que ele tem a autoridade
de escrever sobre esse topico, de que o assunto em questdo é
importante o suficiente para ser interessante e de que vale a pena
prestar atencéo para o que esta sendo dito (BURTON; MORGAN, 2000,
p.451).

Morgan ainda pesquisou a escrita de estudantes ingleses e notou a
consequéncia dessa visdo nas pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem de
Matematica, pois o objetivo do texto matematico € visto como um meio de agir sobre o
leitor, de persuadi-lo. Para Morgan, esse fenbmeno € uma consequéncia de uma

obrigagao dupla introduzida pelo contrato didatico:

-Enfase na sinceridade de expressdo do estudante, mas o que no fim é
avaliado n&o é o produto, mas o autor;

-Enfase no processo de pesquisa, mas a avaliagdo conseqiientemente
privilegia o conteudo demonstrado (MORGAN apud BALACHEFF, 2008,
p.510).

O autor sintetiza que prova e linguagem estdo firmemente relacionados
€ que, por isso, ndo é surpresa encontrar em pesquisas que privilegiam a linguagem o
mesmo tipo de discrepancia que encontramos nas pesquisas que tratam sobre prova.
Para o autor, devemos tirar beneficios dessas pesquisas tanto para fazer progressos
como para compreender novos problemas.

Balacheff, entdo, conclui a importancia do papel desempenhado pela
epistemologia do pesquisador em sua escolha por uma problématique e por escolha da
teoria e da metodologia subjacentes. O autor questiona: como é possivel ir além de um
mero relatério das diferengas? Como € possivel organizar o estudo das relagdes entre

“verdade” e “validade” dentro de uma sociedade, uma cultura e a constituicdo da

" Tradugdo livre de gatekeepers.
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problématique didatica da prova matematica, isto €, uma problématique da prova
matematica a partir de um ponto de vista do ensino e da aprendizagem? Como a
racionalidade de um pesquisador interfere ou sustenta a pesquisa na qual ele esta
envolvido? Qual papel desempenha a visdo do pesquisador sobre os critérios aceitaveis
para decidir, escolher ou julgar uma atividade matematica tomada da perspectiva da
aprendizagem? Como isso se relaciona com as provas?

O autor finaliza sugerindo que os pesquisadores

-procurem por léxicos comuns e consertem definigbes comuns
reconhecendo diferengas relacionadas as diferencas de linguas, culturas
e instituicoes;

-eliciem diferentes problématiques e suas possiveis relagbes e
contrastes;

-eliciem os pontos comuns e divergentes, e possivelmente os tornem em
questdes de pesquisa;

-comentem as diferencas metodoldgicas, seus beneficios e possiveis
limites;

-reconhecam os resultados aceitos ou tornem objecdes e diferengas em
problemas de pesquisa (BALACHEFF, 2008, p. 511).

4.6 AFINAL, O QUE SAO E PARA QUE SERVEM AS DEMONSTRACOES?

Este capitulo mostrou algumas nogdes sob o ponto de vista filosofico e
epistemoldgico sobre o que sdo e para que servem as demonstragdes. A nossa
hipotese é de que uma resposta sistematica ou deveras técnica nao é suficiente para as
questdes da Educagao Matematica quando relacionadas ao tema.

N&ao é suficiente, porque elas ndo respondem as dificuldades cognitivas
ou epistemoldgicas do ensino e aprendizagem da prova e nao correspondem ao grande
numero de pesquisas que abarcam o tema, isto €, a necessidade de estudos
aprofundados. Ou seja, essa pergunta ndo tem uma resposta pronta e evidente. Porém,

€ um dos objetivos da finalizagdo desta pesquisa caracterizar essa pergunta e uma



116

possivel resposta com aporte da Histéria e da Filosofia da Matematica.

Para tal, fizemos essa pergunta para alguns professores que trabalham
no curso de bacharelado em Matematica e, a seguir, apresentamos uma analise das
entrevistas realizadas, bem como uma possivel resposta gerada no contexto desta

pesquisa.



117

CAPITULO 5
ANALISE E SINTESE DAS ENTREVISTAS

A Comunicacgao € impossivel. Jacques Derrida.
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Neste capitulo trataremos da analise e da sintese dos dados obtidos
por meio das entrevistas com os docentes. A analise constitui 0 processo que vai da
desconstrucdo do corpus do texto até a categorizagdo das unidades e subunidades de
analise construidas e consubstanciadas. A sintese € a construcdo de um metatexto.

A desconstrugdo do corpus € um processo lento que é realizado por
meio de uma leitura criteriosa. O texto é literalmente desintegrado de forma que se
destaquem os elementos constituintes. Tal processo tem a intengdo de pormenorizar os
limites de significados possiveis, mas ndo de forma absoluta e final. Moraes e Galiazzi
afirmam que é “o proprio pesquisador quem decide em que medida fragmentara seus
textos, podendo dai resultarem unidades de analise de maior ou menor amplitude”
(MORAES; GALIAZZI, 2007, p.18).

Elaboramos unidades de analise com caracteristicas amplas, geradas
por meio das perguntas comuns feitas a todos os professores, como, por exemplo, a
pergunta “O que é saber o que € uma demonstracdao?”, que pode caracterizar uma fala
constituinte da unidade “nogéo geral quanto ao significado de demonstragao”.

A partir dos fragmentos de texto, escolhemos um termo que mais
represente sua ideia central para que esse se torne uma subunidade de analise e que,
entdo, possa ser estabelecido dentre as unidades de analise escolhidas. Cada
subunidade é identificada por um codigo, de modo a organizar e tornar mais facil sua
identificacdo em outros fragmentos. Finalmente, os coédigos sdo ordenados de acordo
com as unidades.

Vale ressaltar que a identificacdo das unidades de andlise € um
processo que tem por base o conhecimento tacito do pesquisador, consonante com os
objetivos da pesquisa. Em nosso caso, a construgdo das unidades de analise se deu

com o filtro tedrico dos estudos historicos e filosoéficos.

5.1 As UNIDADES DE ANALISE IDENTIFICADAS

Tomamos como pressuposto que a nogao de demonstragcdo esta

conectada a epistemologia de cada um dos professores entrevistados, pois é a
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exposicao daquilo que o professor compreende acerca da natureza, da finalidade, do
significado a respeito da nocdo das demonstracdes no corpo da Matematica, ou seja,
do que o professor tem para si 0 que € uma demonstragao.

Separamos a identificagdo dessa no¢cao em duas partes, aquela que
chamamos de “nogao geral”, em que o professor, em sua fala, define de forma objetiva
0 que ele acredita ser uma demonstragao; e a “nogédo quanto ao papel e a importancia
das demonstragdes”, na qual o professor emite um juizo de valor acerca do papel e da
importancia dessas no seio da Matematica e na formagao do bacharel.

Em seguida, enunciamos as unidades de analise identificadas quanto
as dificuldades, as suas possiveis causas e como os professores acreditam que as
mesmas podem ser superadas.

Finalmente, mostramos as opinides dos professores em relacédo ao
questionamento sobre o fato de dever ou nado existir diferenga na abordagem das
demonstragbes nas habilitagbes de Licenciatura e Bacharelado no curso de
Matematica. A seguir, listaremos as unidades de analise e as falas correspondentes.

Podemos separar as unidades identificadas de acordo com sua
natureza: aspectos epistemoldgicos, que inclui as “nog¢des gerais, quanto ao significado
de demonstracdo” e a “nogdo quanto ao papel e a importancia das demonstragdes”;
aspectos de aprendizagem e de ensino, que inclui as “dificuldades dos alunos com
relagdo as demonstracdes”, as “possiveis causas apontadas em relacido as dificuldades
dos alunos”, “superando as dificuldades e as “abordagens para a licenciatura e para o

bacharelado”. Segue a tabela geral das unidades e subunidades de analise.
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Aspectos Epistemologicos

Aspectos de Aprendizagem e de Ensino

-Papel tedrico-
metodolégico
-Formalizacdo

Unidades de Nogoes Gerais Nocdo Quanto ao Dificuldades dos Paossiveis Causas Superando as Abordagens para a
Analise Quanto ao Papele a Alunos com Apontadas em Dificuldades Licenciatura e para
Significado de Importancia das Relacfo as Relacdo as o Bacharelado
Demonstracio Demonstragées Demonstracdes Dificuldades dos
Alunos
Subunidades de -Estrutura logico- -Essencialidade -“Comegar a - A demonstracdo & | - Pratica -lgual
Analise formal -Entendimento demonstracéo” uma novidade -- Situacdo de -Diferente
-Raciocinio Légice- | -Verdade - Estrutura logico- - Falta de pratica conflito
Formal -Referencial Tedrico | formal - Falta de bom - Exemplos
-Justificativa formal | -Construgdo do - Dificuldades senso do professor | - Incentiva
-Retorica conhecimento notacionais - Imediatisma -- Experiéncia
-Proficuidade Matematico - Interpretacdo - Megligéncia das Matematica
-Aplicacdo em - Abstragdo teorias de prova - Escrita e
outras areas do - Organizacdo das - O ensino é expressio
conhecimento idéias tradicional - Abstracdo
-Normas - Necessidade da - Falta de leitura - Leitura
sociomatematicas demaonstracio meios de - Estrutura légico-
-Auxilio no comunicagdo formal e teorias de
raciocinio de forma - Dificuldade prova
geral inerente e talento - Demonstragéies na

Educacfo Basica
- Interpretacdo de
texto

- Desenvolver o
talento

5.2 ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS

5.2.1 Nocdes Gerais Quanto ao Significado de Demonstragéo

De acordo com as perspectivas filosoficas investigadas que detalhamos

no capitulo 4, podemos classificar e categorizar as no¢des gerais dos professores da

seguinte forma:

e Perspectiva logico-formal: 16gico-formal e raciocinio;

e Perspectiva retorica: justificativa e retorica;

e Perspectiva tedrico-metodoldgica: aplicabilidade.

A perspectiva mais enfatizada pelos entrevistados € a perspectiva

l6gico-epistemoldgica, pois, a despeito de sua importancia para o bacharel, saber o que

€ uma demonstracdo € ter o dominio da estrutura légica. Esse fato corrobora a

afirmacdo de Weber (2008) de que tal perspectiva formalista € tradicional. Uma

interpretacao possivel para essa visao é de que a “prova pode ser vista como uma

estrutura formal cuja validade pode ser determinada se ela obedece a convengoes
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matematicas bem-definidas e explicitamente estabelecidas e regras logicas” (WEBER,
2008, p.3). O mesmo autor afirma que muitos matematicos, filésofos e educadores
matematicos criticam essa concepcao formal, porque eles acreditam que ela ndo condiz
com a pratica dos matematicos.

Uma interpretagao diferente € de que um argumento é considerado
como uma prova se for possivel escrevé-lo como uma prova formal na teoria axiomatica
dos conjuntos sem que suas caracteristicas sejam perdidas, sendo que a questédo de
como um matematico julga se um argumento pode ser reescrito dessa forma
permanece em aberto.

Outra perspectiva encontrada é a tedrico-metodoldgica, aquela em que
uma prova pode ndo somente justificar outros conhecimentos, relacionados ou n&o as
provas, mas elas também oferecem ferramentas, métodos, estratégias e conceitos no
sentido descrito por Rav (1999) e Hanna e Barbeau (2008). Um dos professores citou o
mesmo exemplo da equagao quadratica comentado no capitulo 4, contando como a
prova da férmula de Bhaskara poderia fornecer, por exemplo, a implementagcédo e uso
do método de completar quadrados. Para essa perspectiva, as provas fomentam o
conhecimento matematico.

Por ultimo, também foi encontrada a perspectiva retérica, de que as
demonstragées sdo argumentos de convencimento de si mesmo ou de outro, de que
um determinado argumento é valido.

Em seguida, apresentamos as subunidades de analise:

a. Estrutura légico-formal

Para essa nogdo, o significado de demonstracdo subjaz em sua
estrutura légico-formal, ou seja, quanto ao dominio e o entendimento dos elementos
estruturais e logicos que compdem a demonstragdo. Como por exemplo, a identificagao

do que é tese, do que é hipotese, do problema de condigdo necessaria e suficiente, etc.

Bom, ai eu acho que é a estrutura mesmo, é a estrutura légica que eu
acho que é importante dominar, [...] é ter clareza do que é hipdtese e o
que é tese, de onde eu estou saindo onde que eu quero chegar, 0 que
eu posso usar [...]. Cl
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[saber o que é demonstragao €] Entender os passos da demonstracéo,
nao necessariamente ter que pegar a demonstracao e repetir. Clll

[...] conseguir entender o que ele tem como hipétese ou o que ele tem
que provar, o que sado as hipoteses, onde elas aparecem nas
demonstracdes que ele esta fazendo. CllII

[...] o fazer demonstracdo também envolve o processo de sistematizagao
dos resultados, ele tem que organizar l6gico-dedutivamente o que ele
esta fazendo. CVI

Sei [0] que é uma [demonstracao] pela sequéncia dos passos ldgicos, a
forma como a Matematica é construida; se aquela sequéncia de passos
leva a uma sentengca verdadeira entdo de fato aquilo é uma
demonstragao. CVI

E saber que ele desencadeou uma sequéncia de raciocinios légicos que
nao tem nada de errado, usando aquilo que ele ja havia provado
anteriormente, saindo do que ele queria demonstrar e foi usando o que
ele conhecia e chegou na demonstracdo, eu acho que € isso, sem
cometer nenhum erro. A logica esta correta. Pl

b. Raciocinio Légico-Formal

A demonstracdo € uma espécie de raciocinio matematico dedutivo e
l6gico-formal. Embora dependa da sua estrutura formal, essa nogédo € dependente do

sujeito que constréi a demonstragéo.

Eu acho que demonstragdes sao jogos mentais e vocé tem que sair de
uma coisa que é verdade e tem que chegar no que vocé quer,
respeitando as regras do jogo e, além das regras do jogo, respeitar a
linguagem do que vocé esta fazendo. PIV

Se ele [0 aluno] consegue por meio dos raciocinios, por meio da
dedugdo com aquelas hipoteses, chegar a tese, utilizando resultados
anteriores, ja provados ou que sao axiomas. PVII

c. Justificativa formal

Nessa nogdo, o significado de demonstracdo assume uma
caracteristica de justificagcdo, no qual as demonstragcdes sao atestado de verdade e

validade de resultados e afirmagdes matematicos.
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A demonstracdo € uma justificativa plausivel daquilo que se pretende
afirmar. CII

De forma bem simplista, é saber diferenciar um exemplo de quando algo
funciona, de um saber geral de que, preenchendo determinadas
condicoes, sempre vai funcionar. CIV

[...] se aquela sequéncia de passos leva a uma sentenca verdadeira
entao de fato aquilo € uma demonstracdo. CVI

[O bacharel] tem que compreender porque que um resultado é
verdadeiro, ele tem que compreender que aquilo la esta sendo
demonstrado, ndo entendo mais que significado deve ter. Pl
Demonstragcdo para mim [...] € vocé, baseado em ideias anteriores ou
em axiomas, em coisas bem fundamentadas através de uma série de
operagbes ou de encadeamentos de pensamento, chegar em alguma
conclusdo, que é verdadeira baseada nas hipétese em que vocé colocou
toda a Matematica. PlIII

Uma demonstracdo € uma justificativa de uma afirmagédo matematica a
partir das hipéteses (e suas consequéncias) e das regras légicas. PV

Para a nocgao retérica, a demonstracdo € convencimento, tanto para a

prépria pessoa que provou quanto para a comunidade externa, de que um determinado

resultado é valido de acordo com as normas propostas pelas sociedades matematicas.

e. Proficuidade

Nao sei te dizer assim com poucas palavras, acho que cada caso é uma
coisa, acho que vocé deduzir uma coisa com meios licitos em
Matematica, deduzidos, de maneira formal ou nao, depende das suas
argumentacdes e vocé convencer que vocé chegou no resultado que
vocé quer provar. PIV

Aqui, a demonstracdo € tomada como a esséncia dos resultados

matematicos, que permite a aplicagdo proficua desses tanto na propria Matematica

quando em outras areas do conhecimento.
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As demonstracbes sdo a esséncia dos resultados matematicos. Sem
conhecer a demonstragdo € impossivel aplicar de forma segura os
resultados matematicos, ainda que estes sejam conhecidos. CV

Saber o que é uma demonstragdo € conhecer a “tecnologia” e
possibilidades “tecnolégicas” subjacentes a qualquer resultado
matematico. CV

Eu acho que é importante, fundamentalmente, que a demonstracao seja
mais em termos da aplicagao do resultado. PII

5.2.2 Nocao Quanto ao Papel e a Importancia das Demonstracdes

Nessa unidade de analise, encontramos diversas caracteristicas que os
professores atribuem as demonstracbes, desde o fato de ser uma esséncia, uma
condicdo sine qua non da Matematica, até o seu papel importante na compreensao de
um assunto matematico.

Percebemos que alguns professores consideram a demonstragcdo um
objeto central e necessario para o matematico profissional, inclusive reduzindo todo o
seu trabalho ao fato de “demonstrar teorema”.

A verdade também é um valor bastante citado, pois os resultados
matematicos sem demonstragao sao conjecturas que podem ou ndo serem verdadeiras.
A prova garante sua verdade absoluta.

Destaca-se também o papel das demonstragdes na construgdo do
conhecimento matematico, em que s&o consideradas o modus operandi que alicer¢a o
desenvolvimento e o “funcionamento” dessa Ciéncia.

As provas também sdo uma espécie de norma sociomatematica, pela
qual os resultados devem ser submetidos para terem uma validade assertada. Weber
(2003) vai mais além ao afirmar que essas normas estao impregnadas em livros-textos
e comentarios de professores, ou seja, em um ambiente de aprendizagem, e que elas
determinam as crencgas e os pensamentos subsequentes dos alunos. O autor cita que
pesquisadores acreditam que isso pode levar os estudantes a terem crencas
indesejaveis a respeito do rigor e da prova.

Alguns professores acreditam que as demonstragdes sirvam para
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garantir todo o leque de aplicagbes que a Matematica permite no ambito de outras
Ciéncias. Assim como as ideias contidas numa demonstracdo que sirvam para uma
aplicagao dentro da propria Matematica.

E ndo s6 como uma espécie de formalizagdo do pensamento
matematico, as provas também s&o tidas como um tipo de raciocinio que torna mais
facil o entendimento de diversas outras coisas. E nesse sentido que um dos
professores cita que as demonstragbes abrem uma “chave no cérebro” que torna tudo
mais facilmente compreensivel.

Esse conjunto representa qualificagbes que os professores
entrevistados empregam para as demonstragcbes. O numero de subunidades
identificadas remete ndo somente ao fato dos professores atribuirem as mais diversas
opinides, mas também a tamanha importancia que esses professores acreditam que a
demonstragao deva ter para um matematico profissional, um bacharel, e até mesmo um
professor da Educagao Basica que deve saber justificar tudo o que diz.

A seguir, as subunidades:

a. Essencialidade

A demonstragao € essencial para a Matematica e para o matematico
profissional e, portanto, para o bacharelando, pois ela justifica e valida os resultados e

até mesmo caracteriza a Matematica e a constru¢gao do conhecimento matematico.

Eles [os alunos] dominarem as demonstracées e entenderem como é
que isso funciona é a esséncia de ser um matematico, entdo se o aluno
nao tem esse contato, um bacharel em Matematica simplesmente nio
sabe o0 que é Matematica. Entado, a importancia é total, ela é essencial
no curso, faz parte de como é que é construida a Matematica, como é
que se faz Matematica e um bacharel tem que sair do curso sabendo
isso. ClI

O papel das demonstragdes é primordial, ja que para ensinar tem que
saber justificar e para obter resultados originais, tem que saber
comprovar a validade deles, através de demonstracbes dos mesmos.
Clv
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Acho que ensinar sem demonstragao é totalmente o oposto do que é
Matematica. PI

E 6ébvio que o que ele [o matematico] vai fazer da vida é demonstrar
teorema. PI

Tudo o que ele [o matematico] fizer, no fundo ele estd demonstrando
algo. PII

A demonstracao é o tijolo, esta 1a no comecinho. PlII

A Matematica é a Ciéncia essencialmente onde tudo possui uma
justificativa e uma demonstragao a partir de um conjunto de axiomas. PV

b. Entendimento

A demonstracdo € uma forma de compreensao de um determinado

conteldo matematico.

As demonstragdes sao parte fundamental da compreensao do assunto
ou daquilo que se pretende e, portanto, uma demonstracdo é sempre
muito importante e o que a gente ndo pode negar € que ele deve
compreender. Mas tem que se destacar um aspecto que eu considero
importante, o bacharel, € bom que ele saiba a demonstragdo como uma
forma de compreensao daquele contetudo. ClI

c. Verdade

A demonstracdo é o que garante e valida a certeza absoluta e a

verdade dos resultados matematicos.

Sem demonstragao, temos uma conjectura: pode ser verdadeira ou nao.
Com a demonstragcao obtemos uma certeza. CIV

Se vocé ndo tem a demonstracdo, ndo sabe se realmente aquilo é
verdade, vocé néo vai para frente. PlII

Uma demonstracdo é importante ndo s6 por provar a veracidade de
algo, mas principalmente porque ela pode conter ideias que se aplicam
em muitos outros contextos. PVI

O bacharel tem que entender que a demonstragdo é o que garante que
aquele resultado matematico funciona. PVII
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d. Referencial Teérico

A demonstracdo é parte do referencial tedrico fundamental que o
bacharel em Matematica deve receber em sua formacao e pode dar ideias nas quais o

estudante pode definir pelo prosseguimento dos estudos de pds- graduagao.

Eu vejo assim, na carreira de um bacharel, acho de fundamental
importancia, faz parte do referencial teérico que ele esta recebendo na
formacéo. CllI

Eu chamo atengdo que a demonstragao talvez comecga a dar uma idéia
para o estudante o que ele pode fazer na vida académica, como fazer
uma tese posterior. PlI

e. Construgédo do conhecimento matematico

A demonstracdo tem um papel importante e faz parte da construgao do

conhecimento matematico.

[...] eu acho que as vezes uma demonstragdo nao é simplesmente o fato
de vocé demonstrar um resultado; na demonstragao, as vezes, vocé usa
algo que vocé ja viu ou algum outro resultado, entdo vocé vai
construindo um conhecimento através das demonstracoes. Cll|

Em todos os resultados e na prépria produgao de um matematico, a
demonstragao faz parte da construgao do conhecimento do matematico.
CVI

Sem [demonstragédo] vocé ndo conseguiria construir todo o castelo da
Matematica. PIII

f. Aplicacdo em outras areas do conhecimento

O conhecimento das demonstracbes garante a possibilidade da

aplicagao dos resultados matematicos em outras areas do conhecimento.
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Somente com o dominio desse conhecimento [demonstracao] € possivel
garantir a aplicagdo robusta da Matematica em qualquer outra area da
Ciéncia e na industria. CV

As demonstracbes sdo importantes porque elas dao credibilidade a
Ciéncia que esta sendo desenvolvida. Mas é importante salientar que,
mais importante do que saber demonstrar algo, € entender o que esta
sendo provado e as implicagdes daquilo tudo, seja para a Matematica,
seja para as atividades praticas como engenharias, computacio, etc.
PVI

g. Normas sociomatematicas

7

Um resultado sé €& aceito pela comunidade matematica se for

demonstrado de acordo com as regras propostas pela prépria comunidade.

A medida com que ele vai produzindo resultados, se ele nao tiver
demonstrado o resultado que ele esta evidenciando, aquele resultado
nao vai ser aceito pela comunidade matematica. CVI

h. Auxilia no raciocinio de forma geral

As demonstracbes sdo uma ferramenta que ajuda no raciocinio de
profissionais da area de exatas em geral, ou ainda, de forma mais abrangente, para

profissionais de qualquer area.

Eu ndo vou fazer as mesmas coisas que fago num curso de Matematica
num curso de Engenharia, mas também ele precisa ter uma ferramenta
para se moldar alguma coisa, ele esta na area de exatas, entdo ele teria
condi¢des de raciocinar em cima daquilo para poder utilizar. Cll

Eu acho que [a demonstrac&o] abre uma chavinha no cérebro da gente,
nao sei te explicar o que acontece; a coisa é tdo complexa que as outras
coisas que vocé queira fazer ficam mais faceis, mais claras. [...]. Eu
acho que isso abre realmente uma chavinha para o intelecto de modo
geral. PIV

A questdo das demonstragdes, essa parte logica, de dedugdes, ela é
como um joguinho mental, que independente do que vocé esta fazendo,
auxilia vocé em tudo, o esqueleto, o jeito de pensar, isso abre caminhos
para outras coisas. PIV
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k. Papel tedrico-metodologico

A demonstragdo fornece um arcabougo tedrico-metodolégico que

permite uma aplicagado em outros contextos matematicos.

Uma demonstragdo é importante ndo s6 por provar a veracidade de algo, mas
principalmente porque ela pode conter ideias que se aplicam em muitos outros
contextos. PVI

|. Formalizacao

A demonstracdo é um instrumental para a formalizagdo de um

raciocinio acerca de um resultado matematico.

Deve ser o instrumento que ele [0 bacharel] tem para formalizar um
pensamento, uma conjectura que ele fez e entdo deve pensar na
demonstracdo, como esse instrumento que ele usa para formalizar e
verificar se aquilo que ele pensou sobre certo enunciado realmente
funciona. PVII

5.3 ASPECTOS DE APRENDIZAGEM E DE ENSINO

5.3.1 Dificuldades dos Alunos em Relacdo as Demonstracdes

Entre as mais citadas pelos professores, temos tanto a dificuldade de
comecar ou ter a ideia inicial da demonstragéo e os erros com a estrutura légico-formal.

Pode existir uma relacdo entre “comecgar a demonstracdo” e as outras
dificuldades citadas, pois se o aluno nao consegue identificar os elementos da estrutura
l6gico-formal, ou se ele ndao consegue interpretar o enunciado do teorema, ele nao
conseguira comegar.

A prova por absurdo oferece uma situacao particular, uma vez que,
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mesmo sendo logicamente fundamentada, ndo € explicativa e direta, ou seja, ela ndo
justifica o resultado demonstrado e, por isso, o aluno pode nao ter facilidade ao tentar
utiliza-la.

A dificuldade notacional ndo é exclusiva das demonstracdes. Weber
(2003) cita estudos em que menos de 10% dos sujeitos avaliados foram bem sucedidos
ao fazer a tradugcdo de afirmacbes matematicas informais em linguagem de légica
predicativa.

A dificuldade de interpretar o texto de uma proposicdo é exterior a
Matematica, pois € uma dificuldade que o aluno encontra em outra area do saber, mas
que reflete diretamente naquela.

Mesmo nao sendo questionados diretamente em relacdo as possiveis
causas das dificuldades, os docentes se posicionaram a respeito e, a seguir, expomos
as unidades de analise identificadas.

Abaixo seguem as subunidades:

a. “Comecar a demonstracao”

Segundo os entrevistados, os alunos mostram dificuldades em comecar
a demonstracdo, em identificar qual € o ponto de partida, ter a ideia inicial da

demonstracao e de sua estrutura légico-formal.

[A dificuldade] com as demonstragdes € identificar de onde ele [0 aluno]
parte. ClII

A gente percebe que os alunos tém muitas dificuldades em saber por
onde comegar. CVI

Em geral é ter a ideia, saber como comecar, ai, € o segredo de tudo. PI

E saber como comecar. As vezes, até ndo é uma questdo de como
fazer, mas o que fazer e interpretar aquilo que ele esta querendo
resolver. PIV

Muitos alunos me relatam que se eu desse a primeira linha da
demonstragdo conseguiriam muito mais facilmente seguir e completar a
demonstracio. PV5

O principal problema é que o aluno nao sabe por onde comecar. PVI
Construir o raciocinio que é necessario para a demonstragao. PVII
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b. Estrutura l6gico-formal

Neste caso, pode existir dificuldade em identificar os elementos logico-
estruturais das demonstragcdes, como a hipotese e a tese, além de ter dificuldades

relacionadas as técnicas de demonstracgao.

Com as demonstragoes é identificar de onde ele parte, quer dizer, tem
umas hipoteses que querem levar a um determinado resultado [...],
entdo, eu acho que € ele conseguir enxergar o que ele tem de hipotese
e aonde ele quer chegar. CllI

Um deles é supor que é um exemplo em que o resultado funciona serve
como uma demonstragdo de que o resultado vale sempre; o outro é
supor como condi¢cao prévia que o resultado funciona e utilizar esta
condig¢ao para provar que o resultado funciona. CIV

A gente percebe que os alunos tém muitas dificuldades em saber por
onde comecgar, em saber de fato o que é hipdtese, o que é tese, quais
sdo os métodos que ele pode usar, o que caracteriza os métodos e
técnicas de demonstracdo. CVI

Muitos ndo tém aquele conceito de onde que eu parto e onde que eu
chego; e a demonstragdo esta por ai, existem demonstracbes com
problemas de condicdo necessaria ou suficiente, por isso que, esta
muitas vezes envolvido com a ldgica, um tipo de légica que, por mais
comum, mais simples que seja, esta envolvido. PlI

As vezes o professor ja comeca a fazer demonstragdo por absurdo, é
uma demonstracado que no inicio eles falam “ele ndao demonstrou ele fez
um negocio la que nao era”. PIII

Usar a tese na demonstracao e fazer casos particulares. PV

Muitos deles provam usando a tese no meio da demonstracéo, isso é
normal, eles ndo usam a hipotese e acham que chegaram ou eles pulam
etapas que ndo sabem justificar e usam hipdteses inexistentes no
enunciado. PVII

As vezes ndo consegue usar o raciocinio l6gico em que as coisas vao
sendo deduzidas umas das outras até chegar a tese. PVII

c. Dificuldades notacionais

O aluno tem dificuldade de escrever e de se expressar
matematicamente. Ele tem dificuldade de “traduzir’ as notagdes formais, como simbolos

e quantificadores e vice-versa.
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Eles cometem muito erro de escrita, tem dificuldade de expressar o que
estdo pensando. CVI
A primeira dificuldade grande é escrever. PlI|

[...] as vezes vocé da uma demonstracdo simples e o cara nao

consegue, nao porque ele nao saiba fazer demonstragdo, mas porque
ele ndo sabe qual € a simbologia a ser usada. PIII

d. Interpretacgao

Apesar de a interpretacdo de texto ndo ser uma area da Matematica,
alguns entrevistados acreditam que os alunos podem ter dificuldade com o texto do

enunciado ou ainda com interpretagcédo de texto num ambito mais geral.

Ele 16 uma sentenca e ndo esta conseguindo interpretar para saber o
que ele tem que demonstrar. PIV

Varias vezes é falta de ler com clareza o enunciado, o entendimento do
enunciado é que é o problema. PVII

e. Abstracéao

A abstracido necessaria para o entendimento das demonstra¢des € uma

primeira dificuldade a ser superada.

Abstracdo é uma coisa dificil de conseguir, mas é falta de treino, por
pura falta de treino, ndo é porque é uma coisa estratosférica. Cl

f. Organizacéao das ideias

O aluno tem dificuldade de organizar e de estruturar o pensamento para

construir uma demonstragao.

E, depois, a dificuldade da Matematica em si, como estruturar o
pensamento. As vezes o cara entendeu o resultado, mas ele nao
consegue estruturar o pensamento na ordem certa. Pl
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g. Necessidade da demonstracao

Esta dificuldade esta relacionada ao pensamento de que certas coisas

sao Obvias o bastante para nao precisar de demonstracio.

Eles também tém a dificuldade de sentir a necessidade de demonstrar
aquilo que parece tao verdadeiro. PV

5.3.2 Possiveis Causas Apontadas em Relacdo as Dificuldades dos Alunos

Muitos professores apontaram que o fato da demonstragcdo ser uma
novidade, pois a Matematica do Ensino Médio e Fundamental € basicamente “simbdlica
e cheia de formulas”, sem que essas sejam explicadas ou justificadas, € uma das
principais causas dos problemas que os alunos encontram com as demonstragdes.

Assim como as dificuldades, existem causas citadas que sao exteriores
a Matematica. Uma delas seria o imediatismo, a forma na qual as pessoas recebem
todas as informacgdes prontas e, por essa razao, nao tém necessidade de uma reflexdo
mais profunda sobre o que se esta fazendo. De forma semelhante, um professor citou
que nao somente os meios de comunicagdo, mas a falta de leitura colabora com as
dificuldades em relagdo as demonstragoes.

Um entrevistado apontou que alguns professores nao tém “bom senso”
na escolha do conteudo ministrado e insistem em provas que seriam desnecessarias
naquele momento, irritando e afastando os alunos das demonstracdes. A despeito de
sua importancia, ndo ha necessidade de se provar tudo.

Talvez a resposta mais inesperada foi a dos professores que citaram a
dificuldade inerente e o talento. Nesse caso, a dificuldade é nata, e talvez ndo haja
nada a se fazer a ndo ser se contentar com a mediocridade.

As subunidades:
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a. A demonstracdo é uma novidade

Essa foi a causa mais apontada pelos professores. Na maior parte

porque o0 aluno nao teria tido um contato prévio com as demonstragdes no ciclo de

Educacao Basica e isso causa certo “choque”.

b. Falta de pratica

[...] entender 0 que € uma demonstragido, porque no colégio ndo tem
nada parecido com isso, vai ser uma novidade. Em 90% dos casos, ou
mais até, os alunos nunca viram nenhuma demonstragao. ClI

Porque o aluno em geral chega aqui e, pelo menos no curso de
Matematica, ndo vem com essa formacao de demonstrar coisas. [...] 0
aluno néao esta habituado a demonstracao. CllI

Tudo isso € muito novo para o aluno... Na escola pode ser que seja
tratado. CVI

Em geral, os professores de colégio sé dao um bando, um monte de
férmula e um monte de regrinha sem ensinar os alunos a pensar porque
que ele esta fazendo aquilo; isso que eu acho o jeito totalmente errado
de ensinar. PI

[...] os alunos piravam porque no Ensino Fundamental e Médio nao é
dada atencao ao que é uma demonstracdo e como se demonstra. PlII
Por que os professores do Ensino Fundamental e Médio s6 fazem
Matematica cheia de simbologia? PIII

Por isso muita pessoa tem ojeriza a Matematica. Porque no Ensino
Médio, [...] apresenta-se o resultado, se coloca a férmula e em geral se
usa a formula e se passa para frente, ndo se da uma luz sobre o que
esta sendo construido, qual é a fungao da Matematica. PIlI

As dificuldades estao relacionadas a falta de treino dos alunos.

Mas é falta de treino, por pura falta de treino. ClI

c. Falta de bom senso do professor

O professor exige provas especificas, que talvez nao tivessem tanta

necessidade de serem abordadas.
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Também entender a necessidade, se € que ha, de provar certas coisas...
Tem professor que perde muito tempo com isso e isso irrita
barbaramente os alunos, entdo tem que ter um pouco de bom senso
com essas coisas, nao fazer das demonstracbes uma coisa vazia. ClI

d. Imediatismo

Causa externa a Matematica, o imediatismo leva os alunos a nao

quererem pensar a respeito de certas coisas.

[...] hoje em dia se tem muito o imediatismo. [...]. Entdo é o imediatismo,
0 que leva as pessoas a nao pensarem muito a respeito do que se
propoe. ClI

e. Negligéncia das teorias de prova

Essa dificuldade esta relacionada a uma negligéncia de areas da

Matematica que sao importantes para o aprendizado das demonstragdes.

Existe uma série de areas dos fundamentos da Matematica
negligenciada no ensino superior da Matematica no pais: Teoria de
Conjuntos, Loégica Matematica, Teoria de Prova, entre outras.
Lastimosamente, essa negligéncia estende-se de forma intransigente a
matematicos formados de maneira bastante restrita no pais;
matematicos que unicamente reconhecem areas como analise, algebra
e geometria como centrais das Ciéncias Matematicas. CV

f. O ensino é tradicional

O professor nao estimula formas diferenciadas de se trabalhar com as

demonstragdes e, ao invés disso, mantém uma forma tradicional de abordagem.

Nao ha problema algum em iniciar a “vida demonstrativa” através de
tentativa e erro. Mas nossos alunos ndo sdo estimulados a fazer isso.
PVI
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g. Falta de leitura e meios de comunicacao

Causa externa a Matematica, que seria advinda da falta de leitura e da
precariedade das informagdes adquiridas por meio de meios de comunicagao

contemporaneos.

Nao sei se é falta de leitura, ndo sei se sdo os meios de comunicacéo,
internet, que deixa tudo pronto ali e vocé nao tem que pensar sobre. PIV

h. Dificuldade inerente e talento

Algumas pessoas tém dificuldades inerentes ou nao possuem um

talento necessario para aprenderem com sucesso as demonstragdes.

Olha, eu vou ser sincera, eu acho que tem gente que tem uma
dificuldade muito grande com isso [...].Eu acho que existem dificuldades
inerentes, [...] ndo é todo mundo que serve para fazer tudo. Cl

Muitos ja tém o talento, tem o gosto pela Matematica. [...] eu considero
que uma pessoa que fala “ndo gosto de demonstragdo”, ndo € uma
pessoa com talento para Matematica. PllI

5.3.3 Superando as Dificuldades

Aqui citamos as tentativas de solucdo para as dificuldades citadas pelos
docentes, uma vez que perguntamos como eles acreditam que tais dificuldades podem
ser superadas.

Grande parte dos entrevistados acredita que a pratica, o trabalho com a
demonstracdo, independente da dificuldade apresentada, € a melhor forma de se
conseguir uma possivel superagao. A subunidade “pratica” é extensa. Ela inclui desde a
pratica pela pratica (mecanicamente), ou um incentivo para que os alunos construam

demonstragées sozinhos ou, ainda, a proposta de algo como a “experiéncia



137

matematica” — em que o aluno vivenciaria uma situagao da pratica de um matematico
profissional procurando a solugao de um determinado problema — que foi citada por um
professor.

Alguns professores expressaram a importadncia de ensinar a
demonstragao explicitando sua estrutura, dando a ideia do que é hipdtese, do que é
tese, as diferentes técnicas de provas, etc. Um dos docentes mantinha, inclusive, um
caderno (para os alunos resolverem os exercicios e entregarem periodicamente ao
docente para que ele fizesse a corregdo) em que os alunos deviam sempre explicitar a
tese e a hipotese antes de realizar a demonstracéo.

Algumas respostas foram pontuais. Por exemplo, um docente que citou
que o imediatismo é uma dificuldade no aprendizado das demonstragdes, apresentou
uma resposta para a superacao especificamente desta dificuldade.

Em conversas complementares as entrevistas, muitos dos docentes
concordaram que, de forma adaptada e adequada, as demonstragbes deveriam ser
abordadas no ciclo de Educacgao Basica.

As subunidades sio:

a. Prética

Grande parte dos professores concorda que a melhor forma de superar

as dificuldades com as demonstragdes € incentivar as praticas demonstrativas.

[...] eu acho que é treino. E treinar, eu acho que n&o tem o que fazer. Cl
Acho que exercitando, nao tem outra forma. CllI

Trabalhando com demonstragdes frequentemente. [...] s6 se aprende
fazendo, colocando as maos na massa, errando e acertando. CIV

S6 tentando, é que nem ginastica, vocé s6 aprende, vocé s6 malha se
vocé mesmo malhar. PI

Com pratica, acho que nao tem outro jeito, & aprender fazendo mesmo.
PIV

Com exercicios, fazendo demonstragdes. PVII

[...] ele [o aluno] teria que trabalhar com aquilo que ele vai
amadurecendo no que é uma demonstragdo no proprio fazer da
demonstragao. PVII



138

Alguns professores propuseram praticas especificas:

a.a. Situacao de conflito

Colocar o aluno em situacdo de conflito e explicitar seus erros e suas

falhas nesse momento.

A gente tenta explicar para ele numa situagdo de conflito [...]. Tentar
colocar para o aluno, perante as falhas, o que aquilo pode expressar de
errado. CVI

a.b. Exemplos

O professor sugere exemplos do que ndo deve ser uma demonstragao.

[...] em geral apresento exemplo de frases matematicas erradas que
poderiam ser demonstradas erradamente se fizermos apenas com um
exemplo. PV

a.c. Incentivo

Incentivar que os alunos construam as demonstragdes sozinhos por

meio de uma perspectiva de “tentativa e erro”.

[...] entendo que as dificuldades em fazer demonstragbes diminuem com
exercicios onde os alunos devem buscar as demonstragdes sozinhos,
muitos alunos me relatam que se eu desse a primeira linha da
demonstragéo, conseguiriam muito mais facilmente seguir e completar a
demonstracio. PV

[...] em geometria plana, é relativamente simples imaginar o que deve
ser feito, tragando-se algumas retas ou circunferéncias. E isso mesmo!
Nao ha problema algum em iniciar a “vida demonstrativa” através de
tentativa e erro. Mas nossos alunos ndo sao estimulados a fazer isso.
PVI
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a.d. Experiéncia Matemaética

O professor propde a ideia de “experiéncia matematica”, descrita na

passagem que segue.

[...] eu acho que o aluno tem que fazer o que chamamos de experiéncia
matematica. Vocé da o problema, o aluno tem que pensar no problema,
tem que montar conjecturas do problema e ele tem que provar [..],
nesse ir e vir [...] ele vai aprendendo a argumentar e aprende a deduzir.
PVII

a.e. Escrita e expressao

Incentivar os alunos a escrever e a expressar-se matematicamente.

[...] fazendo eles escreverem e contando para eles que a Matematica
precisa do Portugués. PIII

b. Abstracao

A superacao da dificuldade de abstragao faz que o aluno supere outras

dificuldades futuras.

[...] eu acho que tem uma dificuldade grande na abstracdo, e uma vez
superado esse obstaculo primeiro, um aluno que superar esse
comecinho e, em frente, consegue superar com muito treino, ndo tem
segredo. ClI

c. Leitura

Incentivar a leitura de modo geral.
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[...] eu acho que incentivar mais o habito da leitura, eu acho que isso
ajuda as pessoas a refletirem um pouco mais e a passarem a elaborar
um pouco mais os seus raciocinios de deducao. ClI

d. Estrutura l6gico-formal e teorias de prova

Realizar um ensino de demonstragdo num metanivel, em que sua
estrutura é apresentada. O que pode ser feito em disciplinas que abordam teorias de

prova.

[No Calculo 1] ele ja comega a ter um pouco dessa questdo da
demonstracgao. [...] ele tem um pouquinho dessa nog¢éo de logica, do que
€ hipotese e do que é tese, como ele faz uma demonstracdo por
contradicao. CllI

[...] a superacédo é, eu digo que sempre seria em termo nao s6 de ver
bem as passagens, muitas vezes € importante que ele esteja lendo as
demonstragoes. PII

O conhecimento e valoragdo dos fundamentos da Matematica,
expressos em dareas como Légica Matematica e Teoria de Prova,
representou um salto tecnolégico para sociedades do primeiro mundo e
representa um ponto fraco da Matematica no Brasil. Sem esse dominio
da teoria de provas é impossivel elevar a produgéo tecnoldgica do pais
aos padrdes de qualidade de sociedades nas quais o conhecimento
matematico é tomado mais seriamente. CV

e. Demonstra¢cdes na Educacéo Basica

Muitos professores concordam que o fato de as demonstracbes nao
serem abordadas no ciclo de Educacdo Basica pode ser uma das causas das
dificuldades relacionadas dos alunos no Ensino Superior, embora somente um deles
tenha pronunciado explicitamente que as demonstragdes deveriam ser abordadas na

Educagao Basica, como forma de superacao das dificuldades.

A partir de certa idade, no final do Ensino Médio, o aluno tem que ter
contato com as demonstragdes [...], conhecer esse lado da Matematica,
para que ele ndo chegue no Ensino Superior e leve esse choque. CVI
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f. Interpretagcédo de texto

A superacao das dificuldades poderia vir por meio de um trabalho com

interpretacéo de textos.

[...] trabalhar essa parte de interpretagdo de texto [...], 0 pessoal chega
aqui vocé tem que ensina-los a ler, ndo é coisa sofisticada, nao é porque
eu quero que os alunos sejam cultos... Nao! E o basico, é arroz com
feijao que esta faltando mesmo. PIV

g. Desenvolver o talento

Desenvolver o talento daqueles que ja o tém.

Muitos ja tém o talento, tem o gosto pela Matematica. E isso tem que ser
desenvolvido. Pl

5.3.4 Abordagens para a Licenciatura e para o Bacharelado

A grande maioria dos professores entrevistados acredita que a

abordagem das demonstra¢cdes deve ser igual para ambas as habilitagbes. Seguem

suas justificativas:

Tanto o licenciado quanto o bacharel deveriam ser capazes de explicar e
justificar a raz&o, ou seja, demonstrar de uma maneira bastante clara
porque aquele resultado vale. ClI

Eu vejo assim, ndo s6 para o bacharelado, mas mesmo até para a
licenciatura, as demonstragbes acabam permitindo o aluno a utilizar
coisas que até entao ele nao saberia onde ele iria utilizar. CllI

Nao deve existir nenhuma diferenca entre o conhecimento de teoria de
demonstragdes (teoria de prova) entre um licenciado e um bacharel em
Matematica. Ambos deverdo, como profissionais, realizar esforgos para
disseminar de maneira concreta o conhecimento matematico. CV

[O licenciado] tem que saber tanto quanto o bacharel de demonstracéo,
que tudo tem que ser demonstrado, a mesma coisa. Se ele vai ensinar
Matematica, ele tem que saber isso. PI
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Tem que aprender a pensar em Matematica vislumbrando um futuro com
Matematica, para pesquisa ou docéncia em Ensino Médio ou Ensino
Fundamental, isso é indiferente. PIV

Para mim, bacharelado ou licenciatura devem ter o mesmo curso do
ponto de vista matematico. Se um professor sabe o porqué de um
resultado podera lecionar este conteudo com muito mais seguranca
neste sentido acredito que as disciplinas lecionadas para licenciatura
devem ter o mesmo cuidado que para o bacharelado. PV

Eu acho que é necessario que eles tenham esse trabalho com
demonstragdo da mesma maneira, tanto na licenciatura quanto no
bacharelado. PVII

Alguns professores concordam que a abordagem para a licenciatura

pode ser menos rigida do que num curso de bacharelado.

Eu acho que o licenciado ndo precisa dominar tanto a arte de saber
manipular as demonstracbes. Ele tem que saber que o papel é
importante, tem que saber fazer algumas, mas n&o precisa ser um
mestre nessa arte. E o bacharel precisa. Cl

Agora, quando é para o licenciando do noturno obviamente a cobranga é
um pouco menor, a gente foge de algumas demonstra¢cdes mais
complicadas. PII

Com relagao as questdes matematicas e as diferengas entre licenciatura
e bacharelado eu poderia ser um pouco mais especifico citando o
exemplo da UnB. Ambos os alunos fazem o mesmo curso de Andlise na
reta, o que parece um erro grave. O ideal seria um curso de Analise
simples, talvez até suprimindo a parte de Integral, ou fazendo essa parte
somente para fungdes continuas. Esse curso deveria ser feito por todos
os alunos. Em seguida, os candidatos a bacharel poderiam fazer outros
cursos mais avangados, tendo em vista suas perspectivas de pesquisa
futura. Isso permitiria fazer um curso honesto, sem pretensdes de
entender todas as minucias das questdes de integrabilidade, por
exemplo. PVI

Uma vez que as demonstracdes tém valor alto para os docentes
entrevistados, ndo € surpresa que grande parte deles acredite que a abordagem para
as duas habilitacbes deva ser a mesma. Talvez, com uma cobranga menor ou uma
diminuicdo no conteudo. Mas, de forma alguma excluindo a demonstracédo da

licenciatura.
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5.4 DE QUE FORMA UM DEBATE HISTORICO-FILOSOFICO PODE AJUDAR A SUPERAR AS

DIFICULDADES EM DEMONSTRAR?

A grande atengdo vertida sobre o tema “prova matematica”,
principalmente em pesquisas internacionais, indica que os alunos apresentam
dificuldades no aprendizado de demonstracdo. No Brasil ndo é diferente, todos os
professores reportaram dificuldades que eles notam nos alunos quando estes tentam
construir demonstragdes.

O numero de pesquisas e a metainvestigacado de Balacheff (2004;
2008) também mostram que ndo existe uma solugdo que seja uma panaceia e que,
ainda, n&do existe uma epistemologia consensual dos pesquisadores que investigam
especificamente essa questao.

Se nao podemos dizer que existe uma resposta final para os problemas
de aprendizagem das demonstragbes, podemos, pelo menos, dizer que existem
possiveis formas de tornar o ensino mais satisfatério. Como vimos no capitulo 4,
existem diversas formas de olhar o mesmo problema, seja focando aspectos cognitivos
ou epistemoldgicos, ou as diferentes fungdes das provas, ou o papel de softwares
dinamicos, etc. Citamos algumas pesquisas cujo foco era o Ensino Superior.

Hemmi (2008) aponta para a condi¢cdo de transparéncia, em que deve
existir um equilibrio no ensino de acordo com a “quantidade” de foco que deve ser dado
sobre os diferentes aspectos da prova. Ela denomina esse equilibrio de condi¢cao de
transparéncia.

Weber (2003), que reuniu em seu artigo as principais dificuldades
apontadas em diversas pesquisas, entre elas, a nogdo de prova que o aluno tem, o
desenvolvimento cognitivo inadequado, dificuldades notacionais e normas
sociomatematicas, propde algumas possiveis solugdes. Dentre as propostas,
encontram-se métodos pragmaticos e algoritmicos de ensino, o debate cientifico ja
descrito acima e a inclusdo das provas no Ensino Médio (no caso, a pesquisa foi
realizada nos Estados Unidos da América).

Harel e Sowder (1998) concluiram também que as provas nao deveriam
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ser uma novidade no Ensino Superior. Eles afirmam que anos de ensino focado nos
resultados matematicos, a despeito das razdes subjacentes ao resultado, podem deixar
a impressao que somente os resultados s&o importantes na Matematica e, além disso,
sugerem que uma disciplina com topicos metamatematicos pode ser importante na
formacao do matematico.

Como isso pode ser feito? Das mais variadas abordagens possiveis,
defendemos que um debate histérico-filosofico pode ajudar para a realizagdo de um
ensino mais explicito das demonstragdes. A seguir damos um exemplo de como isso
poderia ser feito.

Muitos professores comentaram a respeito da dificuldade em “comecar
a demonstragao”. Como ja dito, essa dificuldade pode estar relacionada as outras.
Tomamos como hipétese que, por exemplo, se o aluno tem dificuldade em relacédo a
estrutura légico-formal, ele pode nao conseguir identificar a hipétese e por isso nao
comecaria a demonstracdo. Se o aluno nao consegue interpretar o enunciado do
teorema, quer seja pela notagdo matematica ou pela lingua vernacula, ele pode nao
conseguir comegar. E assim por diante.

De que forma um debate histérico-filosofico poderia, entdo, ajudar a
superar tais dificuldades? Em primeiro lugar, a histéria das demonstracdes justifica o
que é uma demonstracdo hoje por meio do que ela foi no passado. E, além disso, por
meio de uma reconstrucdo histérica, podemos entender as razbdes que levam a
Matematica ser o que é hoje, uma Ciéncia demonstrativa.

Pensamos que a Histéria da Matematica responde a pergunta “Por que
demonstracéo?” e a Filosofia da Matematica busca respostas para a questao “O que é
demonstragao?”

Vimos que nado existe uma resposta final para essa ultima pergunta e
que podemos interpreta-la por meio de diversas vertentes. A demonstragdo pode
significar coisas diferentes de acordo com o contexto: um matematico pode reportar-se
a sua pratica, um filésofo pode fazer atribuicbes a légica e um socidlogo pode
responder por meio da cultura daqueles que a praticam.

Dessa forma, debates, contextos, leituras, problematizacdes e

reconstrugdes historico-filosdficas podem justificar as demonstragdes sob os seus mais
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diversos aspectos, como o logico-estrutural, o retérico, o tedrico- metodoldgico e, ainda,
sao solugdes plausiveis para dificuldades citadas pelos docentes, como o imediatismo,
pois levariam os alunos a pensar acerca das demonstragcées, o ensino tradicional, a
falta de leitura e, ainda, estimularia o desenvolvimento de possiveis talentos para a
Matematica.

Em um curso de bacharelado em Matematica, poderia haver o primeiro
contato do aluno com as demonstracées no Ensino Superior a partir de uma introdugao
dos aspectos logico-estruturais da demonstragdo, podendo caber aqui, as
reconstrugdes histérico-filosoficas que sao capazes de enriquecer a experiéncia escolar
da pratica demonstrativa.

Em outra etapa futura em que o aluno tenha adquirido um
amadurecimento conceitual e uma visdo mais abrangente e critica da Matematica,
haveria uma aproximacado com a Filosofia da Matematica, que fosse responsavel por
apresentar, possibilitar e problematizar debates histérico-filoséficos sobre a Matematica,

incluindo uma atencéo especial as demonstracdes, devido a sua importancia.



CAPITULO 6
CONSIDERACOES FINAIS
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Eu sei de muito pouco. Mas tenho a meu favor
tudo o que nao sei e — por ser um campo virgem —
esta livre de preconceitos. Tudo o que nao sei é a
minha parte maior e melhor: é a minha largueza. E
com ela que eu compreenderia tudo. Tudo o que
ndo sei € que constitui a minha verdade. (A
descoberta do mundo, Clarice Lispetor).
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Iniciamos o trabalho com a pergunta “(Como) Seria possivel um ensino
mais explicito das demonstracdes a partir de um debate histérico- filoséfico?”, porém,
no decorrer da pesquisa, por meio dos dados das entrevistas que se consubstanciaram,
a pergunta central — assim como o objetivo principal —, se transformou em “Qual o papel
das demonstracbes na formacdo do Bacharel em Matematica?” e, ainda, mais
especificamente, discutimos qual é a importancia de um estudo histdrico-filosofico
acerca desse papel.

No decorrer do texto oferecemos diversos elementos que trazem a tona
um debate histérico-filosoéfico das demonstragdes e possibilitam propostas de
abordagens de tal natureza, como, por exemplo, a origem das demonstracbes que
esbocga a necessidade desta no corpo da Matematica.

Essa pesquisa indica a importdncia de um debate historico-filoséfico
que enriquega o ensino das demonstracdes e, ainda, uma (re)significagdo das provas
num nivel mais abrangente, que va além dos cursos de Licenciatura e da Educacéao
Basica, como propbés Pietropaolo (2005), alcangcando também os cursos de
Bacharelado e os cursos nos quais sua relevancia seja identificada.

A partir da reconstrugao histérica do tema, podemos notar que existem
dois momentos historicos importantes que condicionaram o curso de toda a Matematica
e que sobremaneira justificam o atual estado dessa Ciéncia. Estes dois momentos sio:
(i) a origem e o surgimento da organizagao e estruturacao hipotético-dedutiva na Grécia
Antiga e (ii) a reintrodugéo da prova, e por conseguinte o valor primario dessa no corpo
da Matematica, no momento que cobre o movimento de rigorizagdo da Analise até a
Crise dos Fundamentos, na passagem do século XIX para o século XX.

A origem demarca uma mudanga radical no modo de pensar e de
comunicar o conhecimento matematico numa sociedade que colocara a razdo num
lugar central, de forma que o surgimento tenha sido uma evolugdo natural da
Matematica ou devido ao cenario intelectual e politico caracteristico da sociedade
grega.

E, finalmente, com a busca do rigor que pudesse suster os
fundamentos da Matematica, a prova passa a ter um papel primario no

desenvolvimento dessa Ciéncia: o movimento de aritmetizacdo da Analise, a criagcao
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das Geometrias nao-euclidianas, a crise dos fundamentos, os teoremas de Gdodel e o
desenvolvimento da Logica e dos sistemas formais foram as principais causas.

No capitulo com o aporte filoséfico, vimos alguns significados e papéis
atribuidos as demonstragcdes em diversos ambitos, desde a Matematica em si até a
Educacao Matematica.

Vimos que uma pesquisa internacional apontou que nao existe
consenso entre os pesquisadores que se debrugam sobre o tema na Educacao
Matematica, e fazemos de sua sugestdo a nossa: ha necessidade de um maior numero
de estudos relacionados ao tema no Brasil, que a partir de pesquisas realizadas sejam
buscados léxicos comuns aos envolvidos com o ensino e com a aprendizagem das
demonstragdes e que, caso ndo seja possivel, as diferengas possam se tornar objetos
de investigacéo.

E natural que para isso mais pesquisas sejam realizadas no Brasil,
tanto em se tratando da questao das demonstragdes, quanto da formacao do bacharel
em Matematica, sob os mais diversos aspectos possiveis — que n&o S0 poucos.

Vale ressaltar que, apesar de existirem muitos resultados positivos, um
enfoque histdrico-filoséfico ndo € a panaceia (muito menos o Santo Graal da
Educacao), mas sim um enfoque possivel, o enfoque que escolhemos e que, ex aequo,
tem seu lugar entre as mais diferentes vertentes que ocupam o nucleo das pesquisas
em Educacao Matematica.

Entrevistamos 13 professores, dos quais 6 estavam envolvidos
diretamente com a coordenacao do curso no momento das conversas. A analise das
respostas se deu por meio de técnicas de analise textual e também por meio de um
filtro tedrico adquirido com as investigacdes historicas e filoséficas.

Das respostas, sob um olhar quantitativo de frequéncia relativa,
pudemos concluir, dentre outras coisas, que as demonstragcées tém um papel essencial
para a Matematica, de que a perspectiva légico-formal € a mais comum, que “comegar
a demonstragdo” é um problema para os alunos tdo quanto a questao Iégico-estrutural
das demonstragdes e que a melhor forma de superagao € a pratica.

Essa epistemologia influencia diretamente ndo somente nas aulas

ministradas, mas também na preparacdo das politicas pedagogico-curriculares de
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instituicdes que sao tidas como modelo no pais. Mesmo as duas instituicbes que nao
oferecem cursos de pds-graduagdao em Matematica Pura, avaliados como excelentes
pela Capes, as respostas foram semelhantes.

Segundo os sujeitos entrevistados, a abordagem da demonstragao é
realizada por meio da pratica, mesmo quando os alunos passam por disciplinas em que
a demonstragao per se €, também, burocraticamente, uma ementa.

De um lado, a pratica garante um meio de aculturagédo, de outro, um
ensino explicito, num metanivel, garante um entendimento estrutural das
demonstragées. Como vimos, Hemmi (2008) defende que deve haver um equilibrio para
um efetivo aprendizado, focando, majoritariamente, na questao da transparéncia.

O nosso foco € o ensino mais explicito, num metanivel, em que a
demonstracdo deva ser ensinada por seus significados, objetivos e papéis nos ambitos
tedrico-conceituais e culturais. Uma forma de alcangar tal objetivo é realizar uma
abordagem histérico-filosofica.

Exemplificamos no final do capitulo anterior possiveis contribuicbes que
os debates, as problematizacdes e as reconstrucdes em um contexto da Histéria e da
Filosofia da Matematica podem exercer na superagao de algumas dificuldades que os
alunos mostram em relagado as demonstracoes.

O objetivo ndo era apresentar uma abordagem possivel, mas sim
apresentar elementos que possibilitassem propostas de tais abordagens. Esses
elementos histéricos, filoséficos e pedagdgicos caracterizam, justificam e explicitam de
forma estrutural, conceitual, epistemoldgica, cultural e educacional a importancia da
demonstracado e da matematica demonstrativa.

A partir desta pesquisa, nossa sugestdo € que isso seja feito em pelo
menos dois momentos no curso de bacharelado em Matematica: em uma disciplina —
por exemplo ‘Légica Matematica’ — no comego do curso que apresente as
demonstragcdes estrutural e ldgico-epistemologicamente e, em outra disciplina, a
apresentacdo das demonstragdes, realizada por meio de abordagens com enfoques
histéricos, filoséficos e culturais, em uma disciplina de Histéria e Filosofia da
Matematica.

Dessa forma, um bacharel teria a possibilidade de compreender mais



150

aprofundadamente a Ciéncia que se estuda, possivelmente tornando-se capaz de
realizar um exame critico e analitico.

A histéria das demonstracdes, os aspectos filosoficos e as falas dos
docentes nos trazem um contexto deveras rico. As possiveis combinagdes e escolhas
permitem uma frutuosidade de pesquisas que possam surgir dessa.

Reiteramos a importancia dessa pesquisa pois, a despeito do cenario
de pesquisas internacionais acerca das demonstragdes, pouco € debatido sobre esse
tema e sobre a formacéo inicial do Bacharel em Matematica no Brasil.

A pesquisa aqui apresentada nédo se encerra. Ha muito o que ser feito e
muitas formas de se fazer. Encerramos uma etapa e deixamos a sugestdo de um
possivel estudo futuro que investigue, aplique e analise a construgdo de uma
abordagem histérico-filoséfica das demonstragcbes num curso de bacharelado em

Matematica.
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