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MARINS, Alessandra Senes. Pensamento Matematico Avancado em tarefas
envolvendo Transformagdes Lineares. 2014. Dissertacdo (Mestrado em Ensino de
Ciéncias e Educacao Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina
2014.

RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo Identificar e discutir que indicios/caracteristicas de
processos do Pensamento Matematico Avancado estudantes do curso de
Matematica manifestam ao lidarem com tarefas referentes ao conteudo de
transformacdes lineares. Para isso, realizou-se um estudo a respeito do Pensamento
Matematico Avancado (PMA) segundo Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987),
a fim de obter caracteristicas comuns aos autores, o qual serviu de base para
analise dos registros escritos dos estudantes. Além disso, foi aplicado um
instrumento contendo nove tarefas relacionadas ao conceito de transformacdes
lineares a treze estudantes do segundo ano do curso de Bacharelado em
Matematica da Universidade Estadual de Londrina. A metodologia escolhida para a
analise das informacdes foi a de Analise de conteudo segundo Bardin (2004), a qual
possibilitou a inferéncia de indicios/caracteristicas dos processos do PMA nas
resolucbes dos estudantes. Da utilizagdo dessa metodologia, emergiram
agrupamentos (unidades de registro) e subagrupamentos que descrevem elementos
comuns aos conceitos de transformagdes lineares juntamente com indicios dos
processos de representacdo e abstracdo do PMA. Em um processo de
desconstrucao e (re)construgcdo desses agrupamentos emergiram quatro categorias
em relacdo aos processos de representacdo: simbodlica, mental, visualizacao,
mudanca de representagdes e alternancia entre elas, e modelacéo; e de abstracao:
generalizagao e a sintetizagdo, manifestados nos registros escritos dos estudantes
referente ao conceito de transformacdes lineares. Seis dos treze estudantes
manifestaram os processos de representacao desse tipo de pensamento, e desses,
trés manifestaram os processos de abstragdo. Dos sete processos presentes do
PMA, sendo cinco de representacdo e dois de abstracdo, dois estudantes
manifestaram indicios de apenas um processo, o de representacdo simbdlica, e
somente dois manifestaram caracteristicas de todos os processos. As categorias
confirmam que estudantes do curso de graduagao podem manifestar caracteristicas
dos processos do PMA durante a graduagao, porém, a maioria dos estudantes nao
evidenciaram indicios desses processos. Para os autores, esses processos nao
ocorrem por si mesmos e, se acontecem, ndo sao conscientes por parte do
estudante. Desse modo, é preciso que o professor propicie o desenvolvimento de
atividades as quais possibilitem a sua manifestagao.

Palavras-chave: Educagcdo matematica. Pensamento matematico avangado.
Transformacdes lineares.



MARINS, Alessandra Senes. Advanced Mathematical Thinking in tasks involving
Linear Transformations. 2014. Thesis (MA in Teaching Science and Mathematics
Education) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina 2014.

ABSTRACT

This research aims to identify and discuss what clues / characteristics of Advanced
Mathematical Thinking processes the students of mathematics manifest while dealing
with tasks related to the content of linear transformations. In order to achieve that, we
performed a study on the Advanced Mathematical Thinking (AMT) under Dreyfus
(2002), Tall (1995) and Resnick (1987), so it was possible to obtain common
characteristics to those authors, which served as the basis for analysis of written
records from the students. Furthermore, it was applied an instrument containing nine
tasks related to the concept of linear transformation to thirteen students of second
year of Bachelor of Mathematics from Universidade Estadual de Londrina. The
methodology chosen for the analysis of the information was to Content Analysis
Bardin (2004), which enabled the inference of evidence / characteristics of the AMT
process in the students resolutions. Using this methodology, groupings emerged (log
units) and sub groupings that describe common elements of the concepts of linear
transformations together with evidence of representation process and abstraction of
AMT. In a process of deconstruction and (re) construction of these groupings four
categories emerged in relation to the representation process: symbolic, mental
visualization, switching representations and translating, and modeling; and
abstraction: generalization and synthesis, manifested in writing records of the
students regarding the concept of linear transformations. Six of the thirteen students
expressed the processes of representation of this kind of thinking, and from these,
three expressed the processes of abstraction. From the seven processes inside
AMT, five of representation and two of abstraction, two students showed evidence of
only one case, the symbolic representation one, and only two showed characteristics
of all processes. The categories confirm that undergraduate students can express
characteristics of AMT processes during graduation; however, most students did not
show evidence of these processes. For the authors, these processes do not occur by
themselves, and if they happen, the student is not aware. Thus, it is necessary that
the teacher encourages the development of activities which enable its manifestation.

Keywords: Mathematics education. Advanced mathematical Thinking. linear
transformations.
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INTRODUCAO

O ensino e a aprendizagem da matematica, mais especificamente da
algebra, nos diferentes niveis de escolaridade, muitas vezes, tém sido foco de
estudo de pesquisadores e professores que buscam novas abordagens para a sala
de aula. Outro fato, em geral, a matematica é ensinada mecanicamente, enfatizando
procedimentos de memorizagao, de reproducéo de algoritmos, sem proporcionar aos
estudantes a compreensao dos significados de objetos matematicos, como citam

Fiorentini, Miguel e Miorin (1993, p.40) a respeito do ensino da algebra,

[...] a maioria dos professores ainda trabalha a Algebra — de forma
mecénica e automatizada, dissociada de qualquer significagdo social
e loégica, enfatizando simplesmente a memorizacdo e a manipulagao
de regras, macetes, simbolos e expressdes — tal como ocorria ha
varias décadas.

Para Ponte, Branco e Matos (2009), essa maneira de ensino pode
se tornar incompreensivel para o estudante, pois ndo ha a valorizagdo dos
significados dos objetos matematicos, ao contrario, valoriza-se a manipulagdo de
simbolos, tornando a matematica um jogo de manipulagéo.

O ensino por meio de manipulacdo de simbolos e repeticdo de
técnicas nao fica restrito a Educacao Basica, ultrapassa suas barreiras e se estende
ao Superior. E comum no préprio curso de Matematica o ensino por meio da
reproducao de procedimentos.

Durante a graduagédo em Licenciatura em Matematica, em algumas
disciplinas, vivenciei o ensino por meio de manipulagdo de simbolos e repeticdo de
técnicas, o que acarretou no ndo aprendizado de alguns conteudos como o de
algebra linear. Posteriormente, ao me deparar com provas em concursos que
exigiam o conhecimento dessa disciplina, verifiquei que ndo havia compreendido os
seus objetos, pois ndo foi promovida uma reflexdo de seus elementos durante o
aprendizado.

Para Dreyfus (2002) a reflexdo em relacdo a propria experiéncia
matematica € um aspecto importante para o aprendizado de um conceito

matematico e uma caracteristica do Pensamento Matematico Avangado (PMA)'.

! Utilizaremos a sigla “PMA” para referir ao Pensamento Matematico Avangado.
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Para Tall (2002), existe um ciclo criativo que pode ser proporcionado
aos estudantes do Ensino Superior, no qual o estudante considera o contexto de um
problema em investigacdo que o conduz a formulagdo de conjecturas a fim de leva-
lo ao refinamento e a prova. Porém, para o autor, o ensino da matematica na
graduacgéo, na maioria das vezes, ao invés de promover o estudante a participar
desse ciclo, do processo de construgdo de um objeto matematico, inicia-se com a
forma final da teoria deduzida, ou seja, o produto do Pensamento Matematico
Avancado.

Dreyfus (2002) também afirma que os estudantes vao sendo
ensinados a partir do produto da atividade de matematicos em sua forma final ao
invés de serem conduzidos a processos que levaram os matematicos a construirem
esses produtos. De acordo o autor, para um estudante atingir a compreenséo de um
objeto matematico ndo é suficiente apenas definir e exemplificar um conceito
abstrato, e sim construir as propriedades de um tal conceito por meio de dedugdes a
partir da definicao (DREYFUS, 2002).

Autores como Dreyfus (2002), Tall (2002), Resnick (1987), entre
outros, defendem a importancia de conduzir o ensino e a aprendizagem da
matematica no Ensino Superior de modo que o estudante nao se limite a sequéncia
“teorema-prova-aplicacéo”, a fim de proporcionar ao estudante o desenvolvimento
do Pensamento Matematico Avangado.

Nesse sentido, esta pesquisa abrange algumas reflexdes dos
processos do Pensamento Matematico Avangado segundo caracterizagcbes de
Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987), tendo por objetivo:

e |dentificar e discutir que indicios/caracteristicas de processos do
Pensamento Matematico Avangado sdo manifestados por
estudantes do curso de Matematica da Universidade Estadual de
Londrina ao lidarem com tarefas referentes ao conteudo de
transformacgdes lineares.

E como pergunta norteadora:

e Que processos do Pensamento Matematico Avancado séo
manifestados nos registros escritos apresentados por estudantes do
curso de Matematica ao resolverem tarefas relacionadas ao

conteudo de transformacdes lineares?
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O instrumento da pesquisa foi aplicado no primeiro semestre de
2013 a treze estudantes do curso de bacharelado em matematica da Universidade
Estadual de Londrina, sendo onze estudantes do segundo ano e dois do quarto ano.
Aplicamos oito tarefas relacionadas com o conteudo de transformacgdes lineares, e
as analises foram realizadas a luz da Analise de Conteudo segundo Bardin (2004).

A escolha do conteudo de transformacgdes lineares se deu por
algumas razdes: a) € um conteudo relevante na graduagdo em Matematica e tem
relagdo com outras disciplinas do curso, como Calculo e Anadlise; b) faz parte da
disciplina de Algebra Linear que, em geral, € ministrada no primeiro ano do Curso de
Matematica e requer um formalismo por parte do estudante, o qual ele ainda nao
domina; c) alguns conceitos basicos para o aprendizado de transformacdes lineares
estdo presentes no Ensino Médio, como sistemas lineares, matrizes e
determinantes; d) por suas aplicagbes na Engenharia, Agronomia, Economia, entre
outros cursos; e e) por ser exigido em algumas provas para graduados em
matematica, como prova de mestrado e concursos para ingressar na carreira de
professor do nivel superior.

Ao iniciarmos nosso trabalho, procuramos no portal da Capes
pesquisas relacionadas ao Pensamento Matematico Avangado que tratavam a
respeito do conteudo de transformacdes lineares desenvolvidas recentemente.
Nessa perspectiva n&o encontramos, mas localizamos algumas pesquisas
envolvendo o Pensamento Matematico Avancado relacionado a outros conteudos,
como também com o conteudo de transformacgdes lineares. Descreveremos um
breve resumo de algumas dessas pesquisas no capitulo da fundamentagéo tedrica.

Esta pesquisa esta estruturada em cinco capitulos. O primeiro
capitulo abrange a fundamentagdo teorica. Nesse, inicialmente abordamos a
respeito de duas pesquisas, uma relacionada ao Pensamento Matematico Avangado
e a outra ao conteudo de transformagdes lineares. Em seguida, destacamos a
concepcdo’ a respeito do Pensamento Matematico Avancado segundo Dreyfus
(2002), Tall (1995) e Resnick (1987), além de uma reflexdo sobre alguns possiveis
pontos em comum referente as caracteristicas desse tipo de pensamento em

relacdo a Dreyfus (2002) com os outros autores, Tall (1995) e Resnick (1987).

2 Entendemos a palavra concepgdo como as caracteristicas adotadas pelos autores para descrever o
que é o Pensamento Matematico Avangado.
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No segundo capitulo descrevemos aspectos do conteudo de
transformacdes lineares, bem como do conteudo de espacgos vetoriais, necessarios
para a resolucao das tarefas que foram aplicadas.

O terceiro capitulo compreende os procedimentos metodolégicos
adotados nesta pesquisa, a metodologia escolhida, os sujeitos da pesquisa, o
instrumento e sua aplicagao.

O quarto capitulo € o das analises. Neste descrevemos 0s passos
seguidos para a sua realizagdo, a construgdo dos agrupamentos, como inferimos
indicios/caracteristicas dos processos do Pensamento Matematico Avancado e a
elaboragao das categorias.

E, por fim, o quinto capitulo apresenta as consideragdes finais.
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1  FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1 ALGUMAS PESQUISAS RELACIONADAS CoM O TEMA DESSE ESTUDO

Ao iniciarmos nossa pesquisa buscamos dissertagcdes e teses no
portal da Capes, bem como em outros portais de instituicbes de Ensino Superior, a
fim de encontrarmos pesquisas relacionadas com o nosso tema, Pensamento
Matematico Avangado (PMA) relacionado ao conteudo de transformagdes lineares,
que pudessem contribuir em nossa investigacao. Nesse sentido ndo encontramos,
mas localizamos estudos a respeito do Pensamento Matematico Avancgado
relacionado com outros conceitos e algumas pesquisas envolvendo o assunto de
transformacdes lineares.

Citamos aqui alguns trabalhos que encontramos os quais fazem
referéncia ao Pensamento Matematico Avancado: a dissertacdo de Santos (2011),
que trabalha esse tipo de pensamento com fungéo logaritmica utilizando o software
GeoGebra para explorar suas representacdes; a dissertagao de Elias (2012), a qual
o conceito de grupos e/ou isomorfismo de grupos, investigando as dificuldades na
compreensao desses conceitos; a dissertagdo de Bertolazi (2012) que juntamente
com o conteudo de sistemas de equacdes lineares busca indicios dos processos do
Pensamento Matematico Avancado.

Sobre o conteudo de transformagdes lineares, destacamos duas
pesquisas: a dissertagdo de Oliveira (2002), que utiliza o conteudo de
transformacgdes lineares para investigar a produgédo de significados para a nogéo
desse assunto; e a tese de Karrer (2006), o qual trabalhou esse conteudo articulado
com a geometria a fim de fazer um estudo na perspectiva dos registros de
representacdo semidtica.

Dentre as pesquisas mencionadas faremos um breve resumo a
respeito de duas pesquisas que foram importantes para o desenvolvimento de nosso
trabalho a de Bertolazi (2012) e Karrer (2006).
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1.1.1 Pesquisa de Bertolazi (2012)

Consideramos a pesquisa de Bertolazi (2012) relevante para nosso
estudo, pois além de utilizar Dreyfus (1991) e Resnick (1987) como autores do seu
referencial tedrico (autores que utilizamos), o seu instrumento de pesquisa contém
atividades envolvendo o conteudo de sistemas de equagdes lineares, o qual é
considerado base para o estudo de transformacgdes lineares, e porque os sujeitos de
sua pesquisa foram estudantes do quarto ano do curso de Licenciatura em
Matematica.

O trabalho de Bertolazi (2012) tem por objetivo “[...] investigar
processos do pensamento matematico avangado manifestados em registros escritos
de dezessete estudantes de Licenciatura em Matematica em tarefas sobre Sistemas
de Equacbes Lineares” (p. 15).

Para isso foi construida uma proposta de Avaliacdo Reflexiva a
respeito do conteudo de sistemas lineares com o intuito de buscar nos registros
escritos dos estudantes relatos e indicios dos processos do Pensamento Matematico
Avangcado segundo Dreyfus (1991) e Resnick (1987), além de um perfil dos
participantes de acordo com a concep¢ao de matematica no sentido de Thompson
(1997) e, ainda, indicios de atitudes de professor reflexivo a luz de Freire (2004,
2011).

Em suas analises em relacdo ao perfil dos estudantes, Bertolazzi
(2012) verificou que muitos estudantes apresentaram uma visao instrumentalista da
matematica; explicitaram o gosto pela matematica desde o inicio da sua vida
escolar; demonstraram atitudes reflexivas a luz das ideias de Freire (2004, 2011); e
que concebem a matematica de forma automatica.

Ja em relagdo aos seus conhecimentos a respeito do conteudo de
sistemas e equacgdes lineares, apenas um estudante alegou nao ter estudado o
conteudo na Educacgédo Basica; grande parte dos estudantes estava insegura na
resolucdo do instrumento; as aplicabilidades em relacdo ao tema praticamente sao
desconhecidas pela maioria dos sujeitos; e, para tais participantes, ao tratar desse
conteudo em sala de aula o professor deve ter como prioridade as relagbes desse
assunto com outros dentro da propria matematica, bem como as suas

aplicabilidades.
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Os participantes da pesquisa manifestaram ao menos trés processos
diferentes do Pensamento Matematico Avancado em relagcdo a representacao,
dentre nove que foram analisados. E, para o processo de abstracdo, apenas trés
estudantes apresentaram a capacidade de formalizagdo, generalizagdo e sintese.
Além disso, constatou que os estudantes demonstram ser conscientes de muitas
interacdes pertinentes ao processo de representacdo, mas que faltam oportunidades
as quais os levem a formalizar e sintetizar diferentes aspectos de um conceito

matematico.

1.1.2 Pesquisa de Karrer (2006)

Consideramos relevante a pesquisa de Karrer (2006) para o
desenvolvimento dessa pesquisa, porque trata de atividades que envolvem o ensino
e aprendizagem do conteudo de transformacdes lineares no Ensino Superior.

O trabalho de Karrer (2006) tem como objetivo:

[...] elaboracéo, aplicacédo e avaliagdo de uma abordagem de ensino
do objeto matematico “transformacoes lineares planas”, incorporando
mudangas de registros e o auxilio do software Cabri-Géometre, tendo
por foco as conversdes envolvendo principalmente o registro grafico

(p. 7).

Karrer (2006) organizou seu trabalho em duas fases. A primeira
consistiu na realizacdo de estudos preliminares que, baseando-se na teoria dos
registros de representagao semidtica de Duval (1995, 2000, 2003), a autora analisou
em livros de Algebra Linear e de Computacéo Gréafica a exploracdo dos registros e
conversdes presentes no conteudo de transformacgdes lineares.

Essa andlise evidenciou que essas obras referentes a Algebra
Linear dao privilégio a certos tipos de registros, como o simbdlico algébrico e o
numerico, em contrapartida o registro grafico € o menos desenvolvido. Além disso,
nota-se que essas referéncias pouco valorizam a utilizagado de software matematico
e, quando existe a mengao de algum, esse nao € voltado para fins geométricos
(KARRER, 2006).

Ja na analise relativa aos livros de Computagdo Grafica, segundo
Karrer (2006), € fundamental o dominio do registro grafico e matricial pelos

estudantes e as conversdes que partem das representagdes graficas.
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Ainda na primeira fase, foi aplicado a oitenta e seis estudantes da
area de computagao, de quatro instituicbes de Ensino Superior do estado de Séao
Paulo, um questionario contendo cinco exercicios relativos a transformacdes
lineares no plano. A investigagao relativa a essa primeira fase apontou dificuldades e
deficiéncias por parte dos estudantes no que diz respeito a exploracao de diferentes
registros, principalmente o registro grafico e matricial (KARRER, 2006). Os
resultados obtidos na primeira fase propiciaram o desenvolvimento de uma
abordagem de ensino, que se constitui na segunda fase.

Na segunda fase foram construidas atividades de exploracdo de
variadas representacdes de transformacdes lineares planas a partir do referencial
metodoldgico de Design Experiments (COBB et al., 2003), utilizando o software
Cabri-Géometre e papel&lapis. Participaram desse experimento seis estudantes do
curso de Engenharia da Computagao de uma universidade privada da cidade de Sao

Paulo e, segundo a autora, na analise das produgdes escritas, houve

[...] evolugbes dos sujeitos na compreensdo das condigbes de
determinacdo de transformacdes lineares e de particularidades
graficas inerentes a esta, além de um dominio mais amplo das
diversas representacoes e suas conversdes (KARRER, 2006, p. xxi).

Apds o breve resumo das pesquisas de Bertolazi (2012) e Karrer
(2006), seguem algumas consideragdes a respeito do Pensamento Matematico
Avancgado segundo Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987).

1.2  PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Neste capitulo abordaremos a respeito do Pensamento Matematico
Avancado com base em trés autores: Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987).
Resnick (1987), em seu trabalho, discorre a respeito do Pensamento de Ordem
Superior — Higher Order Thinking — nao se limitando apenas a exemplos
matematicos como Dreyfus (2002) e Tall (1995). Os autores compartilham de
algumas ideias para caracterizacdo desse tipo de pensamento seguindo uma
perspectiva cognitivista. Para as analises utilizaremos o0s processos de

representacdo e abstragcdo de Dreyfus (2002), com algumas nuances dos outros
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dois autores. Vejamos as caracterizagbes a respeito do Pensamento Matematico

Avangado segundo cada autor.

1.2.1 Caracterizagdes a Respeito do PMA Segundo Resnick (1987)

Resnick (1987) nomeia o Pensamento Matematico Avangcado como
“‘Pensamento de Ordem Superior" (Higher Order Thinking). De acordo com a autora,
listar algumas caracteristicas desse tipo de pensamento é relativamente simples,
porém, quando acontece isso, temos que estar cientes de que nio é possivel defini-
lo exatamente. Algumas consideragdes a respeito do Pensamento de Ordem

Superior de acordo com Resnick (1987) sé&o

¢ Nao algoritmo. Isto é, o caminho da ag¢éo nao é previsivel,

e Tende a ser. O percurso nado é “visivel” (mentalmente falando) de
uma unica posi¢ao vantajosa;

¢ Frequentemente aponta solugées multiplas, cada uma com custos
e beneficios, além de solugdes Unicas;

e Envolve julgamento e interpretacdo com nuances;

Envolve aplicagbes de multiplos critérios, que as vezes conflitam-
se entre si;

e Envolve incerteza, nem tudo que sustenta a tarefa é conhecido;

e Envolve a auto-regulagdo do processo de pensamento. N&o
reconhecemos um pensamento de ordem superior no individuo
quando esse pergunta “os passos do jogo”;

e Envolve certa ordem, encontrando uma estrutura em aparente
desordem;

e Exige esforco. Ha um trabalho mental consideravel envolvido nas
elaboragbdes e nos julgamentos exigidos. (RESNICK, 1987, p. 3,
traducdo nossa®).

3-Higher order thinking is non algorithmic. That is, the path of action is not fully specified in advance.
- Higher order thinking tends to be complex. The total path is not “visible” (mentally speaking) from
any single vantage point.
- Higher order thinking often yields multiple solutions, each with costs and benefits, rather than
unique solutions.
- Higher order thinking involves nuanced judment and interpretation.
- Highter order thinking involves the application of multiple, which sometimes conflict with one
another.
- Highter order thinking often involves uncertainty. Not every-thing that bears on the task at hand is
known.
- Higher order thinking involves self-regulation of the thinking process. We do not reconize higher
order thinking in na individual when someone else “calls the plays” at every step.
- Higher order thinking involves imposing meaning, finding, structure in apparent disorder.
- Higher order thinking is effortful. There is considerable mental work involved in the kinds of
elaborations and judgments required.
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Para a autora esse tipo de pensamento ndo € exclusivo da
matematica, de modo a estar presente em outras areas do conhecimento. Um
exemplo desse pensamento apresentado pela autora é o da leitura como uma
habilidade do Pensamento de Ordem Superior. Segundo Resnick (1987), a
compreensao de um texto é realizada por meio de um processo, no qual o leitor
utiliza de uma combinagdo do que esta escrito com seu conhecimento prévio a
respeito do assunto, juntamente com outros processos gerais: inferéncias,

conexodes, verificagdo e organizagao, entre outros.

1.1.2 Caracterizagdes a Respeito do PMA Segundo Tall (1995)

Tall (1995) desenvolve sua teoria a respeito do desenvolvimento do
Pensamento Matematico Avancado. Parte da hipétese que o desenvolvimento na
matematica comeca a partir de “percepcdes de” e “acdes sobre” objetos do mundo
externo.

O quadro a seguir (quadro 1) exemplifica essa ideia separando trés
componentes da atividade humana a fim de mostrar que uma atividade matematica
pode ser entendida como um objeto de percepg¢ao (entrada), passando por um

processamento interno (pensamento) seguido de uma agéo sobre este (saida).

Quadro 1 - Componentes da atividade humana baseado em Tall (1995)

Percepgdo ——> Pensamento | ——> Aci0

Entrada Processamento Interno Saida

Fonte: Tall (1995, p. 1)

O autor segue a teoria de Van Hiele (1959), na qual os objetos
inicialmente s&o percebidos como visuais-espaciais e durante o processo de analise,
em que suas propriedades sdo testadas, sdao descritos verbalmente levando a
classificagao (primeiramente em colegdes e depois em hierarquias) que relaciona o
comego de uma deducdo verbal relativa as propriedades e ao desenvolvimento
sistematico de uma demonstracao verbal.

Segundo Tall (1995), o desenvolvimento dos dois componentes

“‘percepcao de” e “acdo sobre” na evolucido da matematica elementar pode ocorrer
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ao mesmo tempo, e também independentemente, sendo um visual-espacial o qual
se torna verbal e conduz a prova (demonstragao) e o outro utiliza simbolos como
processos para fazer operagdes (como contar, adicionar, multiplicar) e também
como conceitos para pensar a respeito (de numeros, soma, produto).

Assim, o desdobramento desses dois componentes pode conduzir o
individuo a um desenvolvimento cognitivo do pensamento elementar ao Pensamento
Matematico Avancado, e serve para inspirar o pensamento criativo baseado em
definigbes formais de objetos e provas sistematicas (TALL, 1995). No quadro a

seguir (quadro 2), podemos observar o desenvolvimento descrito pelo autor.

Quadro 2 — Desenvolvimento cognitivo da crianga ao matematico pesquisador

Pensamento Matematico Avancado
Inspirado por conceitos imagens,
formalizado por conceltos dgfinicao

T e deducdes légicas T
Prot6tipos \ / Acbes
o visuais-espaciais tornando-se

desenvolvimento tornando-se Ligagdes
da estrutura . conceituals
sucessivamente COMO Processos
cognitiva .
mais / encapsuladas
depende . . )
verbais-dedutivos como proceitos
menos das | |

simbolizadas

sensac0es fisicas

e mais das T T
construgoes Percepcoes de
e
Internas OBJETOS interagées com ACOES

0 mundo externo

Fonte: Tall (1995, p. 4)

Entre os dois desenvolvimentos paralelos que se relacionam com os
papéis complementares de percepgcdo (entrada) e acdo (saida) estd o
processamento mental interno que, para Tall, € mais complexo de descrever e
analisar.

De acordo com o autor, a atividade cerebral tem duas caracteristicas

contrastantes: é um lugar que armazena inumeras experiéncias e atividades



26

simultaneas; e a outra é que tem um pequeno foco de atencao (TALL, 1995). Além
disso, para minimizar o esforgo cognitivo de um individuo é preciso fazer duas
coisas:

o Comprimir adequadamente os conhecimentos para o pequeno
foco de atencao, e

e Construir ligagées com outras informagdes mentais para facilitar a
sua utilizagdo (TALL, 1995, p. 3, tradugdo nossa®).

A primeira pode ser feita de varias maneiras, como utilizar imagens
para obter a concentragdo usando palavras e simbolos para comprimir a notacéo de
modo que essas sejam manipulaveis. Para a segunda, a construcdo de ligacdes
envolve o desenvolvimento de conhecimento conceitual com variedade de “links”, a
fim de maximizar a recuperacao do conceito em questao (TALL, 1995).

Os objetos visuais s&o percepgdes diretas do mundo exterior, sendo
construidos a partir de nossas préprias experiéncias, como pensamos a respeito do
mundo exterior. No desenvolvimento cognitivo, os objetos mentais podem ser
construidos de varias maneiras, cada qual com seu estado. No decorrer do
desenvolvimento, objetos assumem um significado abstrato (TALL, 1995).

Para o autor, os objetos mentais que sdo construidos a partir do
processo de encapsulagdo do objeto, procept’, tem um estado diferente. Em nossa
estrutura mental, temos as estruturas de reconhecimento e, ligado a elas temos as
sequéncias de a¢des mentais, as quais sdo acionadas para realizar esses processos
a tempo. A imagem de um conceito utiliza o simbolo para ligar o processo
apropriado e suas relagdes na estrutura cognitiva, desse modo, quando nos
deparamos com um objeto, utilizamos simbolos possiveis de manipular como se
fossem objetos mentais. O termo procept contribui na analise das dificuldades
cognitivas relacionadas ao simbolismo, ele permite entender os diferentes tipos de
processos de encapsulamento em contextos distintos.

De acordo com Tall (1995), quando visualizamos um objeto, nés nao

usamos “imagens de decisdes” e sim “imagem reconhecendo instalagées®. Em

te compress knowledge appropriately for the small focus of attention,
» construct linkages to other mental data to make it easy to use.

® Para o autor esse termo representa a juncdo de duas palavras “process” (processo) e “concept”
(conceito), que juntas dao ao termo o significado de: processo de encapsulamento, ou seja,
processo de entendimento, que para um objeto pode ter mais de um “procept”.

® Picture-recognising facilities.
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nosso ceérebro, temos varias estruturas que ressoam com entrada de estimulos
visuais e usamos disso para construir o nosso imaginario visual-espacial.

Para Tall (1995), existe uma distingdo entre a matematica elementar
(incluindo a geometria) e a matematica avangada em relagédo aos objetos, pois no
primeiro tipo de pensamento os objetos matematicos sdo descritos e no segundo
definidos. Em ambos os casos a linguagem é usada para formular as propriedades
dos objetos, uma vez que no pensamento elementar a descricdo das propriedades é
realizada a partir da experiéncia e no outro sdo construidas a partir da definicdo. O
autor parte da teoria de Brunner (1966) a respeito de representacbes — enativa
(processo fisico), iconica (visual) e simbdlica (escrito) - para fazer essa distingao,
acrescenta algumas representagdes dentro da simbdlica: verbal (descrigdo), formal
(definigdo) e proceptual (objeto dualidade).

De acordo com o autor, o pensamento matematico elementar € uma
fase preliminar para o desenvolvimento do avancado. A mudanga da fase cognitiva
do pensamento elementar para o avancado pode ocorrer com a introdugcdo do
método axiomatico, no qual os objetos matematicos passam a ter um novo status
cognitivo da descricdo a definicdo, ou seja, “[...] quando na estrutura cognitiva o
conceito de imagem é reformulado como definigdo e € usado para a construgao
formal de conceitos que fazem parte de um corpo sistematico do conhecimento
matematico comum” (TALL, 1995, p. 1, traducdo nossa’). Segundo o autor, esse é o
lugar mais natural para tragar a linha entre o pensamento matematico elementar e o

avancado. Segundo Domingos (2006, p. 5), essa transicao

[...] requer uma reconstru¢do cognitiva que se vé durante o inicio do
percurso no ensino superior como uma luta com as abstracgoes
formais como se elas dominassem a aprendizagem nesta fase inicial.
E a transicdo da coeréncia da matematica elementar para a
consequéncia da matematica avancada, baseada em entidades
abstractas que o individuo deve construir através de dedugbes das
definicbes formais.

" when the concept images in the cognitive structure are reformulated as concept definitions and
used to construct formal concepts that are part of a systematic body of shared mathematical
knowledge.
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Para Tall (1995), o ensino da matematica no ambito Superior,
geralmente nao cria oportunidades para o desenvolvimento do Pensamento
Matematico Avancado, pois a sequéncia “definicdo-prova-teorema-ilustracéo”
comumente € usada, dificultando muitas vezes o desenvolvimento do PMA. Para o
autor promover o desenvolvimento do pensamento matematico avangado na

graduacéao é um desafio que cabe aos professores.
1.1.3 Caracterizagdes a Respeito do PMA Segundo Dreyfus (2002)

Para Dreyfus (2002), a forma de ensino da matematica dos anos
iniciais até o Superior, em geral, promove aos estudantes uma capacidade de
executar operagcbes matematicas, pois esta centrada na repeticdo de “[..]
procedimentos padronizados, expressos em formalismos definidos com precisédo
para a obtengao de respostas de forma clara das classes delimitadas de questdes
de exercicio” (DREYFUS, 2002, p. 28, traducdo nossa)®. Assim, na maioria das
vezes, 0s estudantes aprendem a matematica mecanicamente tornando-se
especialistas em reproduzir técnicas para a obtencdo de resultados, nao
compreendendo o objeto matematico em questdo. Para o autor, essa maneira de
ensino, na maioria das vezes, proporciona uma quantidade consideravel de
conhecimento matematico, mas sem a habilidade de utiliza-lo para resolver
problemas desconhecidos para si mesmos.

No nivel superior, geralmente, o professor ao ministrar um conteudo
apresenta aos estudantes o produto em sua forma final, ou seja, o resultado da
atividade de dezenas de matematicos - “o produto polido e acabado”, “intocavel” — e
que de certa forma segue uma sequéncia de ensino que se baseia em “teorema-
prova-aplicacdo” (DREYFUS, 2002). Desse modo, muitas vezes impossibilita os
estudantes de refletirem a respeito dos objetos envolvidos nessa sequéncia de
ensino, e promove a visao de que a matematica € intocavel, ao contrario da forma

como esta sendo criada,

8 [...] of standardized procedures, cast in precisely defined formalisms, for obtaining answers to
clearly delimited classes of exercise questions.



29

[...] por meio de tentativa e erro, por meio do parcialmente correto (e
parcialmente errado), por meio de formulacgdes intuitivas, nos quais
termos e imprecisdes soltas sao intencionalmente introduzidos, por
meio de desenhos que tentam apresentar visualmente as partes das
estruturas matematicas que esta sendo pensada, por meio de
mudancas dindmicas que estao sendo feitas para esses desenhos,
etc., etc. (DREYFUS, 2002, p.27, tradugéo nossa®).

Quando isso acontece, uma das consequéncias é dificultar o
desenvolvimento de um nivel de pensamento matematico avangado, pois nao foi
promovida aos estudantes a visdo dos processos que levaram os matematicos a
criar esses produtos (DREYFUS, 2002).

Segundo Dreyfus (2002), a compreensao de um objeto matematico
se da a partir de um processo que ocorre na mente do estudante e que, geralmente,
€ baseado numa sequéncia de atividades, na qual uma variedade de processos
mentais ocorrem e interagem. Esses processos ndo acontecem por si mesmos, e se
acontecer, ndo sao necessariamente conscientes por parte dos estudantes. De
acordo com o autor, o Pensamento Matematico Avangado é um processo que “[...]
consiste em uma grande variedade de interagcdo de processos componentes”
(DREYFUS, 2002, p. 30, traducdo nossa'). Alguns desses processos s3o:
representar, visualizar, generalizar, classificar, conjecturar, induzir, verificar, analisar,
sintetizar, abstrair, provar, definir, formalizar, entre outros.

Para Dreyfus (2002) os processos envolvidos no Pensamento
Matematico Avancado ndo sao exclusivos deste tipo de pensamento, podem fazer
parte do Pensamento Matematico Elementar (PME), bem como de outras areas,
como psicologia, fisica, artes, etc.. Desse modo, ndo existe uma diferenca nitida dos
processos envolvidos no Pensamento Matematico Avangcado e no Pensamento
Matematico Elementar, mas uma caracteristica distintiva desses pensamentos, de
acordo com o autor, esta na complexidade dos pensamentos e em como sao
tratados, ou seja, como essa complexidade é gerenciada. Os processos que

permitem fazer isso sdao o de abstracdo e representacdo, pois por meio desses

o [...] but through trial and error, through partially correct (and partially wrong) statements, through
intuitive formulations in which loose terms and imprecisions have intentionally been introduced,
through drawings that try to visually present parts of the mathematical structures being thought
about, through dynamic changes being made to these drawings, etc., etc..

10 [...] consists of a large array of interacting component processes.
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processos € que “[...] pode-se mover a partir de um nivel de detalhe para o outro e,
assim, gerenciar a complexidade” (DREYFUS, 2002, p. 26, tradugdo nossa'").

A utilizagdo desses processos pode estar ligada a compreenséo de
um objeto matematico, para isso ndo basta definir e exemplificar um conceito

abstrato aos estudantes, e sim promover que construam

[...] as propriedades de tal conceito por meio de deducbes a partir da
definicdo. Eles podem se envolver por meio de atividades que
promovam a abstracdo de sua parte e tem que ser levado ao
conhecimento deles o que esta sendo feito, e qual é o objetivo do
exercicio. (DREYFUS, 2002, p. 25, tradugéo nossa'?).

Para o autor, além da utilizagcdo desses processos para auxiliar no
aprendizado da matematica, contribuem também para a avaliagdo dos estudantes
pelo professor, “[...] € importante para o professor de matematica estar consciente
desses processos, a fim de compreender algumas das dificuldades que seus alunos
enfrentam” (DREYFUS, 2002, p. 30, tradugdo nossa').

Na secdo que segue apresentaremos e discutiremos 0s processos
do Pensamento Matematico Avancado, elencando os processos envolvidos na

representacao e abstragcdo segundo Dreyfus (2002).
1.1.3.1 Processos envolvidos no PMA

Para Dreyfus (2002) os processos do Pensamento Matematico
Avancado, geralmente estdo distribuidos em dois grupos, o da representacao e o da
abstracdo. Na representagao se agregam os seguintes processos: a) o processo de
representacdo, constituido pelas representagdes simbdlicas, mentais e a partir desta
ultima a visualizagao; b) a mudancga de representagdes e alternancias entre elas; e a
c) modelagao. Na abstracdo temos os seguintes processos: a) generalizagao; e b)
sintetizacao.

De acordo com Dreyfus (2002), ndo ha uma hierarquia entre os

processos, ou seja, nao existe a necessidade de um processo ser dependente do

1 [...] one can move from one level of detail to another and thus manage the complexity.

12[...] the properties of such a concept through deductions from the definition. They may involve being
through activities that promote abstraction on their part and it has to be brought to their attention that
this is what is being done, that this is the aim of the exercise.

3 It is important for the teacher of mathematics to be conscious of these processes in order to
comprehend some of the difficulties which their students face.
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outro para acontecer. Segundo o autor os processos sdo complementares e, para
um estudante realizar a abstragdo, um dos principais incentivos € a realizacdo da
generalizagdo e da sintese. O quadro a seguir (Qquadro 3) mostra quais sdo os
processos que constituem o Pensamento Matematico Avangado segundo Dreyfus
(2002).

Quadro 3 — Processos envolvidos no PMA baseado em Dreyfus (2002)

PMA

Representacdo Abstracdo

Mudanca de
Simbalica — representacdes e
alternancia entre elas

Generalizagao Sintetizacao

Mental Modelacdo

Visualizacdo

Fonte: Do autor

Em seu trabalho, Dreyfus destaca alguns processos do Pensamento
Matematico Avancgado, os quais serao descritos nas proximas seg¢des, como se

constituem e interagem para a compreensao de um objeto ou processo matematico.
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1.13.11 Representacéo

O processo de representacdo em matematica tem o papel de
representar ou simbolizar um objeto ou processo em forma de simbolo, notagdo, ou
outro, de modo que o represente em sua nocgao, a fim de facilitar a sua manipulagao
e compreensao (DREYFUS, 2002). Segundo o autor, nesse processo estao
envolvidos,: a representagao simbdlica, a representacdo mental, a visualizacao, a

mudanca de representacdes e alternancia entre elas, e a modelacgao.
a) O processo de representacao

Para o autor, “representar um conceito significa gerar uma amostra,
por exemplo, a imagem dela” (DREYFUS, 2002, p. 31, traducdo nossa'®), porém
iSsO ndo € capaz de dizer se a instancia gerada é simbdlica ou mental e também n&o
indica se a palavra “[...] ‘gerar’ significa em termos dos processos pelos quais as
representacées mentais vém a existéncia e como eles se desenvolvem” (DREYFUS,
2002, p. 31, traducéo nossa15). Nesse processo fazem parte a representagao
simbdlica, a representacdo mental e o processo de visualizagao.

Representar simbolicamente geralmente tem como objetivo tornar
mais simples a comunicagao de um conceito, a qual é realizada por meio da escrita
ou da fala (DREYFUS, 2002). Para Harel e Kaput (2002), as notagbes matematicas,
podem servir como simbolos que fragmentam as ideias complexas ou processos
mentais, facilitando a sua compreensdo e a manipulagdo a fim de gerar novas
ideias.

Segundo Dreyfus (2002), a representagao mental indica uma forma
de interagir com o mundo externo a respeito dos esquemas internos ou quadros de
referéncia formados na mente de uma pessoa. Quando pensamos ou falamos a
respeito de um objeto matematico ou um processo, relacionamos eles com algo que
temos em mente, ou seja, uma representagdo mental do objeto ou processo, por
exemplo, para um estudante e/ou matematico, a representacdo mental de um

conceito matematico indica a imagem de como ele vé esse conceito — como uma

" To represent a concept, then, means to generate an instance, specimen, example, image of it.
®[...] “generate” means in terms of the processes by which mental representations come into
existence and how they develop.
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integral, a imagem que pode vir a mente é -fﬂ — entrelagcada com algumas
propriedades do conceito, ou também esta imagem pode ser nada mais que um
simbolo.

Como as representacdes mentais sao criadas na mente, um mesmo
individuo pode gerar uma unica ou varias representagdes para 0 mesmo conceito,
por exemplo, para o conceito de fungbes ele podera gerar graficos, tabelas,
expressbes algeébricas, entre outros. E ainda, mesmo pessoas chegando a
definicbes semelhantes de um mesmo objeto matematico, possivelmente as
representacdes mentais podem ser amplamente diferentes (DREYFUS, 2002).

Nesse sentido, a representacdo mental pode ser expressa em forma
de simbolo. Para Kaput e Harel (2002), os simbolos matematicos apresentam papéis
diferentes a medida que incluem funcionalidades que refletem a estrutura dos
objetos matematicos, sendo alguns mais elaborados ou nao, esses podem
representar relagées ou operagdes. Segundo os autores, as notagbes matematicas
foram criadas com intencdo de expressar conteudo da mente de um matematico, a
fim de ajudar nas a¢des do seu pensamento e também para auxiliar na comunicagao
de suas concepgdes. E ainda, sugerem que essas notagdes tém uma importancia
maior quando regulam a reflexdo das agées mentais sobre as concepgdes, do que
simplesmente ser um simbolo para representar um objeto.

Para Dreyfus (2002), outro processo que pode vir a gerar uma
representacdo mental € o de visualizagdo. De acordo com o autor “[...] € um
processo pelo qual as representagbes mentais podem vir a existir’ (DREYFUS,
2002,