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JORGE, Jair Lucas. Teoria de Conjuntos: Processos Manisfestados do Pensamento
Matemético Avancado. 2017, 132 f. Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias e
Educacao Matematica) —Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2017.

RESUMO

O objetivo deste trabalho, que constitui em uma pesquisa qualitativa, € verificar tarefas
desenvolvidas por estudantes do curso de licenciatura em matemética com a intencdo de
identificar os processos do Pensamento Matematico Avancado (PMA) em relacdo a Teoria de
Conjuntos. Utilizamos Dreyfus (2002) como referencial tedrico e apresentamos um breve
histérico da Teoria de Conjuntos. Foram participantes da pesquisa 20 estudantes do segundo
ano de Matematica, habilitacdo: Licenciatura, que resolveram tarefas a eles propostas. Foi
possivel observar caracteristicas dos processos envolvidos no PMA nas producgdes escritas dos
estudantes, tais como modelagdo, comutacdo de representacOes e traducdo, processos de
representacdo, sintese e generalizacdo. Além disso, analisar quais e quantos processos cada
estudante possui a respeito da Teoria de Conjuntos. Concluimos que todos os estudantes
apresentaram ao menos uma caracteristica dos processos do PMA, nove estudantes
evidenciaram somente as caracteristicas envolvidas no processo de Representacdo, cinco
apresentaram apenas as caracteristicas dos processos de Abstracdo e dois apresentaram
caracteristicas de todos os processos do PMA.

Palavras-chave:  Pensamento matematico avancado. Teoria de conjuntos. Educacdo
Matematica.



JORGE, Jair Lucas. Set Theory: Processes of Advanced Mathematical Thinking. 2017. 132 f.
Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica) — Departamento de
Matematica Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2017.

ABSTRACT

The purpose of the present work is to verify and identify the processes of Advanced
Mathematical Thinking (AMT) presented by undergraduate students in Mathematics in
relation to Set Theory. We will use Dreyfus (2002) as a theoretical reference and will do the
analyzes based on some ideas of the content analysis of Bardin (1977). We present a brief
history of Set Theory, the development of theory and the studies that made it possible. Tasks
were proposed for students of the second year of Mathematics, Habilitation: Degree,
altogether 20 accepted to participate in the research. Finally, we conclude that it was possible
to observe the characteristics of the processes involved in the AMT in the written productions
of the students and to verify what and how many processes each student has regarding the Set
theory.

Key words: Advanced mathematical thinking. Set theory. Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Quando ingressei no curso de Matematica, habilitacdo: Licenciatura, deparei-
me com abstracdo matematica iniciando pela Teoria de Conjuntos. Assim, tive meu primeiro
contato com as demonstracfes formais matematicas. Durante o curso, percebi a importancia
disso em diversas disciplinas, e que muitos de meus colegas tinham dificuldades com esse
contetdo.

Considerando que tais dificuldades séo evidenciadas no inicio dos estudos
com conjuntos, aplicamos tarefas para estudantes do segundo ano de Matematica, habilitacéo:
Licenciatura, de uma Universidade Pablica do norte paranaense.

Como objetivo verificaremos tarefas desenvolvidas por estudantes do curso
de licenciatura em matemaética com a intencdo de identificar os processos do Pensamento
Matemético Avancado (PMA) em relacdo a Teoria de Conjuntos. Utilizaremos Dreyfus (2002)
como referencial teorico e a parte histérica de Teoria de Conjuntos.

Como Objetivos especificos temos:

e propor tarefas que envolvam os conceitos da Teoria de Conjuntos;

e coletar dados referentes aos conhecimentos dos alunos em relagdo a

Teoria de Conjuntos a partir da aplicacdo das tarefas propostas e de

entrevistas;

e analisar a producdo dos alunos decorrente da aplicacéo das tarefas e das

respostas obtidas durante as entrevistas;

e identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos sobre a Teoria dos

Conjuntos;

e desenvolver uma reflexdo em relagdo as dificuldades encontradas a partir

da coleta de dados.

Assim, o tema de nosso trabalho versa a respeito da Teoria de Conjuntos e as
manifestacdes dos processos envolvidos no PMA em tarefas envolvendo esse conteudo.

Ha pesquisas que evidenciam que estudantes nesse nivel de ensino estejam
ainda em transicdo de pensamento matematico, do elementar para o avangado, porém ja devem
apresentar caracteristicas desse pensamento mais avangado. Como em Marins (2014) e Gereti
(2014).
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A importancia de identificar o PMA refere-se ao nivel dos estudantes, que
estédo no segundo ano de ensino superior, ou seja, na etapa, que segundo a teoria utilizada nesse
trabalho, Dreyfus (2002), ja deveriam apresentar processos desse pensamento mais avangado.

Consideramos que identificar os processos do PMA seja suficiente para um
trabalho a nivel de mestrado, pois 0 passo seguinte seria a construgdo de uma proposta de
intervencédo que é inviavel no periodo de um mestrado.

Ha disciplinas no curso de graduacdo em matematica, na Universidade
Estadual de Londrina, que necessitam desse pensamento em um nivel mais avangado como, por
exemplo, Anélise Real’.

O Grupo de Estudo e Pesquisa do Pensamento Matematico — GEPPMat,
desenvolve estudos e pesquisas a respeito do pensamento matematico, este grupo integra 0s
grupos de estudo do Programa de PoOs Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica da Universidade Estadual de Londrina. Algumas das discussdes e pesquisas do
grupo versam a respeito de caracteriza¢es do pensamento matematico (avancado e elementar),
em especial do pensamento algébrico, os processos envolvidos no desenvolvimento deste
pensamento e dificuldades na aprendizagem de conceitos matematicos.

Alguns trabalhos apresentados pelo grupo que discorrem a respeito do
Pensamento Matematico Avancado podem ser vistos no quadro 1.

Quadro 1 — Trabalhos do GEPPMat

AUTOR ANO | ASSUNTO
Tratou do PMA por meio da Teoria APOS de Ed
Dubinsky, sua pesquisa versou a respeito das dificuldades
manifestadas por estudantes a respeito dos conceitos de
grupos e isomorfismos de grupos.
Apresentou o0 PMA por meio das afirmacdes de Dreyfus e
de Resnick, sua pesquisa teve por objetivo investigar 0s
processos do PMA manifestados em estudantes a respeito
de Sistemas de Equaces lineares.

Investigou as dificuldades relacionas as formas de
KIRNEV, D. C. B. 2012 | demonstracdes matematicas e abordou o PMA segundo a
perspectiva de Dreyfus (2002).
Discutiu 0 PMA por meio das resolugcGes de estudantes de
GERETI, L. V. 2014 | questdes de provas do ENADE, descreveu indicios das
caracteristicas dos processos do PMA.

ELIAS, H. R. 2012

BERTOLAZI, K. S. 2012

1 Ementa do Curso de Analise Real: Conjuntos Finitos e infinitos. Ndmeros reais. Sequéncias e séries de nimeros
reais. NocGes de Topologia na reta. Fungoes reais: Limite e continuidade. Derivada. Férmula de Taylor. A integral
de Riemann.
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AUTOR ANO | ASSUNTO

Identificou e discutiu caracteristicas dos processos do
MARINS, A. S. 2014 | PMA em estudantes referente ao conteudo de
transformacoes lineares.

Observou as concepcdes, a luz da teoria APOS, de
SOUZA, M. L. 2016 | licenciandos em matematica com relacdo ao conceito de
dependéncia e independéncia linear.

Discutiu  concepgbes, por meio da teoria APOS,
JESUS, M. S. 2016 | manifestadas por estudantes em tarefas que abordavam o
conceito de Anel, presente nas Estruturas Algébricas.

Fonte: dos autores

No primeiro capitulo, serd apresentado um breve historico da Teoria de
Conjuntos, o desenvolvimento da teoria e 0s estudos que a tornaram possivel. Bem como alguns
aspectos e axiomas dessa teoria.

No capitulo dois, sdo expostos os processos do Pensamento Matematico
Avangado, as caracteristicas de cada processo descrito por Dreyfus (2002) e, além disso,
apresentamos um quadro sintese dessas caracteristicas.

Os aspectos metodoldgicos utilizados nesse trabalho podem ser vistos no
terceiro capitulo, juntamente a isso uma breve descri¢do da aplicagdo das tarefas e possiveis
solugdes para cada uma delas.

O quarto capitulo apresenta as andlises das tarefas de estudantes de
Matematica, Habilitacdo: Licenciatura, as resolugdes por eles realizadas e os processos do PMA
apresentados por esses estudantes.

E no capitulo cinco, sdo apresentadas as consideracdes finais, uma sintese das

analises e as dificuldades encontradas nas resolucdes das tarefas dos estudantes.
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CAPITULO |

CONJUNTOS

1.1 Um Pouco de histéria

A Teoria de Conjuntos tal como entendemos hoje comecou a ser desenvolvida
por George Cantor no final do século XIX, quando ele sentiu necessidade de sistematizar o
conceito de conjunto ao estudar os numeros transfinitos, descobrindo que existia uma distingdo
entre 0 “tamanho” dos conjuntos, a cardinalidade. Este estudo transformou a Matematica
(AVILA, 2007).

A nocdo de conjunto é algo intuitivo, basta ver uma crianga agrupando
objetos, ou seja, separando em conjuntos, Cantor sentiu a necessidade de formalizar este
conceito. Apesar de nao existir uma definicdo explicita de conjunto, ele apresentou um conjunto
como sendo qualquer colecdo de objetos que podemos intuir ou pensar (CANTOR, 1915).

Cantor, no entanto, ndo foi o primeiro a trabalhar com conjuntos infinitos.
Antes Bernhard Bolzano produziu alguns trabalhos no tratamento de conjuntos infinitos e
escreveu um livro a respeito dos paradoxos do infinito que tratava de questdes acerca de
conjuntos infinitos, publicado apenas depois de sua morte em 1859 (AVILA, 2007). Apds
Bolzano, ainda no século XIX, Richard Dedekind utilizou a nogdo “de conjunto na construgdo
dos niimeros reais” (AVILA, 2007, p. 62).

No inicio de sua carreira, Cantor estudava representacdes de fungdes por meio
de séries trigonométricas e foi nesse estudo que ele se viu obrigado a estudar o conjunto de
pontos de descontinuidade destas fungfes. Durante esse estudo foram aparecendo conjuntos
cada vez mais complexos e isso 0 levou a introduzir o conceito de equivaléncia de conjuntos
(AVILA, 2007). Dizer que dois conjuntos sdo equivalentes é dizer que os dois possuem a
mesma cardinalidade, assim, deve verificar se “é possivel estabelecer uma correspondéncia que
leve elementos distintos de um conjunto a elementos distintos do outro, todos os elementos de
um e do outro conjunto sendo objetos dessa correspondéncia” (AVILA, 2007, p. 62). Essa

correspondéncia é chamada de correspondéncia biunivoca. Os nimeros chamados de nimeros
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transfinitos? vém do conceito de cardinalidade de conjuntos, dois conjuntos possuem 0 mesmo
nimero de elementos se possuirem a mesma cardinalidade (AVILA, 2007).

A teoria de Cantor foi descrita por David Hilbert como “o fruto mais
admiravel da mente matematica e uma das conquistas mais preciosas dos processos intelectuais
do homem” (CASTRUCCI, 1968, p. 127). Em 1874, Cantor fez sua primeira grande publicagéo
a respeito da Teoria de Conjuntos (mengenlehre) no Journal de Crelle, famoso jornal cientifico
da época. Esta publicacéo foi retardada pelo matematico Kronecker, pois na sua visdo, a época,
ndo era muito satisfatoria considerando a logica matematica. Esses problemas “logicos”
causaram algumas lacunas.

As lacunas que Cantor deixou em sua teoria fizeram surgir paradoxos. Um
desses paradoxos € a ideia de existir um conjunto de todos os conjuntos, o conjunto universo,
que mais tarde ficou conhecido como Paradoxo de Russell®. A partir dos paradoxos, foi
necessario a criacdo de axiomas, e um dos primeiros sistemas de axiomatizacao apresentado foi
de autoria de Zermelo e foi aperfeicoado por Fraenkel. Este sistema ficou conhecido como
sistema ZF (GERONIMO e FRANCO, 2008). Zermelo, percebendo os paradoxos na Teoria de
Conjuntos, formulou um axioma, que veio a ser chamado de axioma da especificacio* (AVILA,
2007). Posteriormente a isso, Fraenkel juntamente com Skolem “propuseram que a linguagem
corrente fosse completamente banida da Matematica e substituida por uma linguagem formal,
construida com poucos simbolos e as regras de sintaxe necessarias para se conduzir o raciocinio
dedutivo” (AVILA, 2007, p. 75). Nesse momento da historia, final do século XIX e inicio do

século XX, a Teoria de Conjuntos sai do sistema intuitivo e passa para o sistema axiomatico.
1.2 Elementos da Teoria de Conjuntos
A Teoria de Conjuntos comtempla os primérdios de conjuntos e é a primeira

que os estudantes tém contato. Conjunto, colecdo ou classe séo apresentados como sindnimos

na Teoria de Conjuntos. Nao existe uma definicdo formalizada do que seja um conjunto, mas

2 O tipo de ordem de um conjunto bem ordenado infinito é chamado de niimero ordinal transfinito ou niimero
transfinito. Em outras palavras nimeros transfinitos séo os tipos de ordem de conjuntos infinitos e bem ordenados
(SANTOS; LOPES; CUNHA, 2001, p. 43).

3 Paradoxo de Russell: “Esse conjunto pertence a si mesmo?”. Existem duas repostas possiveis: sim, ele pertence
a si mesmo, ou ndo, nao pertence a si mesmo. Se a resposta é que ele pertence a si mesmo, ele € um conjunto que
ndo pertence a si mesmo (porque essa € a caracteristica que define os participantes desse conjunto especifico). E
se a resposta for que ele ndo pertence a si mesmo, entdo ele é um conjunto que pertence a si mesmo (LAGES,
2014).

4 Ver o axioma da especificagdo na pagina 19.
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pode-se intuir que um conjunto é um aglomerado de coisas, objetos, elementos que devem
seguir uma lei de formacéo estabelecida previamente (CANTOR, 1915). Alguns exemplos de
conjuntos podem ser o conjunto dos seres vivos, dos seres humanos ou das plantas. Para estar
em um desses conjuntos, ou seja, para pertencer a um deles, o elemento deve possuir as
caracteristicas deles exigida, como no exemplo a seguir, uma flor pode pertencer ao conjunto
dos seres vivos bem como ao conjunto das plantas, porém ndo pertence ao conjunto dos seres
humanos. Podemos ter conjuntos formados por outros conjuntos, por exemplo, o conjunto dos
seres humanos pode se um elemento do conjunto dos seres vivos, como também ser subconjunto
do conjunto dos seres Vivos.

Halmos (1960, p. 1) afirma que “o conceito matematico de conjunto pode ser
usado como fundamento para toda a matematica conhecida®”, essa afirmacio nos revela a
importancia dos conceitos de conjuntos para a matematica. Além disso, esse conceito €
fundamental para a compreenséo de outros conceitos, tais como o de fungdes, de pertinéncia e
de subconjuntos, por exemplo. E para compreender estes conceitos, deve-se conhecer primeiro
os simbolos que sdo utilizados e suas correspondéncias, podemos ver alguns destes no quadro
1, além disso, usualmente os elementos de um conjunto sdo representados por letras minusculas

e 0S conjuntos por letras maiusculas.

Quadro 2 — Correspondéncias dos simbolos

Simbolo Correspondéncia
€ pertence a/elemento de
¢ ndo pertence a/ndo é elemento de
c contido/subconjunto de
- contem
c contido ou igual

¢ n&o esta contido/ndo é subconjunto de
N intersecédo

V) unido

AC complementar do conjunto A

® Tradugdo nossa de: the mathmatical concept of a set can be used as the fundation for all known mathematics.
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Simbolo Correspondéncia
P(A) conjunto das partes do conjunto A
{a} conjunto que tem 0 a como elemento
A—-B diferenca entre conjuntos A e B
) conjunto vazio

Fonte: dos autores

Para Halmos (1960), o principal conceito da teoria de conjuntos é o de
pertinéncia, pois é por meio deste conceito que se pode compreender os outros. Escrevemos

x € A para representar que x é um elemento do conjunto A ou x pertence a A.

Figura 1 — O elemento x pertence ao conjunto A

A

Fonte: dos autores

A partir de agora apresentaremos alguns axiomas da Teoria de Conjuntos,
pois serdo importantes para o entendimento de conceitos e propriedades dessa teoria. Sao eles:
axioma da extensao, axioma da especificacdo, axioma da unido e axioma da poténcia.

Um conceito relativo a pertinéncia é o de subconjunto. Para um conjunto B
ser subconjunto de outro conjunto A € necessario que todos os elementos dele pertengam ao
outro conjunto e podemos escrever como B c A, que pode ser lido como o conjunto B é um
subconjunto do conjunto A ou, ainda, B esta contido em A. Quando todos os elementos de um
conjunto séo todos os elementos do outro conjunto, podemos usar 0 axioma da extensao, este
axioma diz que “os conjuntos S e T sdo chamados iguais (S = T) se cada um é um subconjunto

do outro, isto &, se eles contém os mesmos elementos®” (FRAENKEL, 1966, p. 5).

® Traducdo nossa de: the sets S and T are called equal (S=T) if each is a subset of the other, i.e., if they contain
the same elements.

18



Figura 2 — O conjunto B esta contido no conjunto A

A

Fonte: dos autores

Para descrever as caracteristicas de um conjunto, ou seja, que tipo de
elementos pertencem ao conjunto, temos a necessidade de apresentar o axioma da
especificacdo, como por exemplo, quando determinamos A = {x € R|x > 2}, estamos
especificando o conjunto que estamos trabalhando, e neste caso, o conjunto A sdo todos 0s
elementos do conjunto dos nimeros reais maiores ou iguais a dois. Halmos (1960, p. 6)
apresenta a seguinte defini¢do: “a todo conjunto A e a toda condi¢do S(x) corresponde um
conjunto B cujos elementos sdo exatamente aqueles elementos x de A para os quais S(x) vale”” .
Essa condicdo representa quais elementos de A devem ser os elementos de B, como no exemplo
anterior.

Sabemos que ndo pode existir um conjunto que contenha todos o0s conjuntos,
pois teriamos um paradoxo, se um conjunto possuir todos 0s conjuntos, ele deve possuir a si
mesmo, 0 que ndo é possivel. Esse paradoxo ficou conhecido como Paradoxo de Russell.
Contudo, quando necessitamos trabalhar com dois ou mais conjuntos, devemos recorrer ao
axioma do par, que nos afirma: “para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto a qual ambos
pertencem® (HALMOS, 1960, p. 9).

" Traducdo nossa de: To every set A and to every condition S(x) there corresponds a set B whose elements are
exactly those elements x of A for which S(x) holds.
8 Traducdo nossa de: for any two sets there exists a set that they both belong to.
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Figura 3 — llustragdo do axioma do par

Fonte: dos autores

Suponhamos que um elemento pertenca a dois ou mais conjuntos
simultaneamente ou, que no minimo, pertenca a um deles, neste caso estaremos trabalhando
com a Intersecdo ou Unido de conjuntos. Como afirmado anteriormente, existe um conjunto ao
qual ambos 0s conjuntos que estamos trabalhando pertencem, deste modo, quando fala-se em
unido e intersecdo de conjuntos, estamos afirmando a existéncia de um conjunto que contenha
0s conjuntos que esta sendo efetuado as operacGes de unido e intersecdo. O axioma da uniao
(ou axioma da soma) aponta que “para toda colecdo de conjuntos existe um conjunto que
contém todos os elementos que pertencem a pelo menos um conjunto da colecdo dada®’
(HALMOS, 1960, p. 12), ou seja, para um elemento pertencer ao conjunto unido, ele deve
pertencer a pelo menos algum conjunto da colecdo de conjuntos que foi efetuada esta operagéo.
De forma analoga, pode-se compreender a nocéo de intersecdo de conjuntos, pois para um
elemento pertencer a intersecdo de conjuntos, ele deve pertencer a todos os conjuntos que

pertencem a colecdo de conjuntos em que esta sendo efetuado essa operacéo.

® Traducédo nossa de: for every collection of sets there exists a set that contains all the elements that belong to at
least one set of the given collection.

20



Figura 4 — Unido de conjuntos

A B

Fonte: dos autores

Figura 5 — Intersecdo de conjuntos

A B

Fonte: dos autores

Por meio das operacdes de unido e intersecdo pode-se destacar algumas
propriedades relevantes ao uso da Teoria de Conjuntos as quais sdo associatividade,
comutatividade, distributividade e idempoténcia da unido e, também, da intersecdo
(GERONIMO e FRANCO, 2008). Algumas dessas propriedades foram utilizadas neste texto.

Outras operagdes importantes na Teoria de Conjuntos s&o as de complemento,
diferenga e as partes de um conjunto. As operacbes de diferenca e de complemento sdo
semelhantes. A diferenca entre os conjuntos A e B pode ser escrita como A — B, e é definida
comoA— B ={x € A|x & B}, que se |§, x pertence a A tal que x ndo pertence a B, ou seja, a

diferenca entre o conjunto A e B s&o todos os elementos de A que ndo sdo elementos de B.
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Figura 6 — Diferenca entre os conjuntos A e B ou B¢

A B

Fonte: dos autores

No caso de complemento, temos a seguinte notacio B¢ que se I&, B
complementar ou complementar de B em A (assumindo B c A), e pode ser definida como
B¢ ={x € B | x € A} tomando B c A.

O conceito das partes de um conjunto, ou poténcia de um conjunto, esta
atrelada ao axioma da poténcia e, este axioma, afirma que “para cada conjunto existe uma
colecdo de conjuntos que contém todos os subconjuntos do conjunto dado 1** (HALMOS, 1960,
p. 19), e sua notagdo é dada por P (A4), em que A é um conjunto. Tome, por exemplo, A = {a, b}
e B={cde}, deste modo teremos P(A)= {(D, {a, b},{a}, {b}} e P(B)=
{(Z), {c,d, e}, {c} {d},{e} {c,d}, {c e}, {d, e}}, observe que o nimero de elementos do conjunto
das partes de A é igual a 22 = 4 e do conjunto B € igual 23 = 8, ou seja, pode-se determinar o
namero de elementos do conjunto das partes utilizando as poténcias de 2 de acordo com o
numero de elementos do conjunto ‘original’, deste modo, para um conjunto C que contenha n
elementos teremos P (C) com 2™ elementos, a demonstracdo desta Ultima afirmacdo € realizada
utilizando inducéo finita e pode ser encontrada em livros de Algebra ou de Teoria de Conjuntos.
Além disso, veja que o0 conjunto vazio pertence ao conjunto das partes, pois @ € P(A) para
qualquer A, pois “o conjunto vazio € subconjunto de qualquer conjunto” (GERONIMO e
FRANCO, 2008, p. 107).

Apresentou-se neste capitulo apenas alguns conceitos da Teoria de Conjuntos,
exatamente aqueles que foram utilizados na elaboracéo do instrumento que seria aplicado aos
estudantes. No capitulo que segue, destaca-se 0 Pensamento Matematico Avancado (PMA) com

base nas afirmag6es de Dreyfus (2002).

10 Tradugéo nossa de: for each set there exists a collection of sets that contains among its elements all the subsets
of the given set.
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CaAapriTUuLO Il

PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Ao ingressarmos no Ensino Superior, por vezes, ocorre um estranhamento
referente a forma de apresentacédo dos contetdos, a qual difere, e muito, daquela a qual estamos
acostumados a lidar no Ensino Fundamental e Médio. Essa mudanca pode ser esclarecida
quando estudamos a respeito do Pensamento Matematico Elementar (PME) e do Pensamento
Matematico Avangado (PMA), tais como as representacdes simbdlica e mental. Para Tall
(2002), a transicdo do PME para 0 PMA esté na passagem da descri¢do para a definicdo e do
convencimento para a prova formal. O PMA esta intimamente ligado ao Ensino Superior, pois
é neste nivel de ensino em que se aprende a utilizar métodos de provas légicas, muitas vezes
com base em abstracOes e deducdes das defini¢bes formais (TALL, 2002).

Nesta transicdo de niveis, do ensino basico para o superior, estamos sujeitos
a apresentar algumas dificuldades, que por muitas vezes estdo associadas ao nivel de
complexidade dos assuntos que vao surgindo no decorrer do curso. Para Dreyfus (2002) o que
pode distinguir os processos que sdo envolvidos do PME dos processos do PMA é a
complexidade dos assuntos trabalhados, com isso, inferimos que dificuldades que apresentamos
na aprendizagem de conceitos trabalhados apenas no Ensino Superior vem dessa transicdo, que

pode ndo ter ocorrido no individuo.

2.1 PROCESSOS ENVOLVIDOS NO PMA SEGUNDO DREYFUS

Dreyfus (2002) apresenta os processos envolvidos PMA e afirma que néo
existe uma distincdo clara entre os processos envolvidos no PME e o PMA. O que pode
distingui-los é a complexidade e a forma que séo tratados. Os processos que permitem uma
maior percepcdo a respeito dessa distingdo sdo 0s processos envolvidos na representacao e 0s
processos de abstragdo, pois “por meio da abstra¢do e da representagdo pode-se passar de um

nivel de detalhe para outro e, assim, gerenciar a complexidade”!! (p. 26).

11 Tradugéo nossa de: by means of abstracting and representing, one can move from one level of detail to another
and thus manage the complexity.
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Dreyfus (2002) descreve trés processos envolvidos na representacdo, o
processo de representacao, a comutacao de representacgoes e a traducdo entre elas e a modelacéo.
Além disso, ele descreve dois processos que estdo ligados com a abstracéo, a generalizacdo e a
sintetizacdo. Domingos (2003) afirma que esses processos aplicados ao PMA, podem vir a ser
processos matematicos e psicoldgicos simultaneamente.

Dreyfus (2002) descreve o processo de representacdo em uma juncdo de
outros processos, 0 processo de representacdo simbolica, representacdo mental e a visualizagéo.
Ele salienta que a representacdo simbolica é indispensavel na matematica moderna. Afirma

ainda, que as representagdes tém um papel importante na matematica, por exemplo,

se queremos falar sobre o grupo de permutagdes de n objetos, por exemplo,
muitas vezes nao é conveniente chamar o grupo simétrico de grau n e denotar
pelo S_n. A notacdo S_né um sinal de que se refere, e, assim, representa ou
simboliza, o grupo em questdo; é uma representacdo simboélica do.*? (p. 30).

A representagdo simbolica tem o objetivo de tornar mais facil a comunicagéo
assim ela € escrita ou falada, a representacdo mental possui relagdo com os esquemas internos
gue um individuo usa na sua interacdo com o mundo externo (DOMINGOS, 2003). Quando
pensamos em qualquer objeto matematico, o relacionamos com algo que ja possuimos em nossa
mente, ou seja, € 0 processo de uma representacdo mental do objeto que estamos considerando
(Dreyfus, 2002). Quando representamos um conceito matematico geramos uma imagem
instantanea.

As representacGes mentais sdo criadas na mente por meio de bases concretas
de sistemas de representacédo, por exemplo, quando estudamos conjuntos podemos visualizar a
representacdo por meio de simbolos, mas, também, por meio de sua representacdo gréfica, os
diagramas de Euler-Venn. Estes tipos de representac@es sdo concretas, porém uma pessoa pode
criar uma Unica imagem mental para um conceito o que pode acarretar em uma representacao
mental pobre, que ndo permite uma resolucdo de um problema de maneira flexivel, enquanto o
desejavel para ser bem sucedido na matematica seria ter representagdes mentais ricas, ou seja,
gue possuem mais de uma representacao concreta para um mesmo conceito e, assim, flexibilizar
a resolucdo de um problema. As representacdes mentais de objetos e definicdes matematicas
podem ser distintas entre as pessoas, para Dreyfus (2002) isso pode gerar situacbes em que 0S

alunos ndo conseguem compreender seus professores. Além disso, representacdes mentais

12 Traducdo nossa de: grupoif we want to talk about the group of permutations of n objects, for instance, it will
often be convenient to call it the symmetric group of degree n and denote it by S_n. The notation S_n is a sign that
refers to, and thus represents, or symbolizes, the group in question; it is a symbolic representation of the group.

24



pobres, ou imagens mentais pobres, podem atrapalhar estudantes na interpretacdo de problemas.
Por menor que seja a mudanca na estrutura de um problema pode acarretar em um blogueio,
um obstaculo, na resolugdo do problema por parte do estudante (DREYFUS, 2002).

Para Dreyfus (2002) a “visualizagdo ¢ um processo pelo qual as
representagdes mentais podem vir a existir”*® (p. 31), pois € a visualizagio a responsavel por
“enxergar” as construcdes concretas, tais como os simbolos e as representagdes graficas de
conceitos matematicos, como por exemplo, o conceito de Conjuntos. Domingos (2003)
apresenta um exemplo em que esses trés processos envolvidos na representacdo sdo

simultaneos,

se considerarmos a construgdo de um grafico de uma funcéo, executamos um
conjunto de processos que seguem certas regras que podem ser expressas em
linguagem matematica, mas em simultaneo estamos a criar uma imagem
mental do gréafico da fungdo. Ambas as imagens criadas (mental e matematica)
estdo relacionadas e uma ndo pode aparecer sem a outra, pelo que elas
representam os aspectos matematico e psicoldgico deste processo (p. 72).

O processo de Comutacdo de Representacdes estd ligado ao anterior, o
processo de representacdo, pois ressalta a importancia da pluralidade de representacGes para
um mesmo conceito, porém o dominio de diversas representacdes de um mesmo conceito ndo
garante o uso flexivel delas na resolucdo de problemas. Dreyfus (2002) comenta da
possibilidade de ser necessario a mudanca de representacdo para uma outra sempre que isso se
mostre mais eficiente para a resolucdo de um problema. Podemos utilizar o exemplo de
Funcbes, que muitas vezes sdo necessarias mais de uma representacdo para conseguir resolver
um problema, seja ela gréafica, algébrica, tabular e, as vezes, por diagramas de conjuntos,
precisamos fazer a comutacdo entre essas representacdes do conceito.

A Traducdo por sua vez estd ligada ao processo de Comutacdo de
Representacdes. Podemos ver o papel da Traducdo na formulacdo de um enunciado de um
problema matematico, ou seja, um professor, ao elaborar um problema vai traduzir os conceitos
matematicos em um contexto que seja passivel de compreensédo por parte do aluno, mas isso
ndo significa que o aluno va fazer uma correspondéncia, ou mesmo consiga traduzir novamente,
para o conceito que o professor utilizou na elaboragdo. Para Dreyfus (2002, p. 31) “esta
correspondéncia pode ser obvia para o professor, mas para o0 aluno a construcdo de esquemas

mentais adequados é uma tarefa dificil que precisa ser apoiada por uma acdo explicita do

13 Traducdo nossa de: Visualizing is one process by which mental representations can come into being.
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professor”**. No PMA pode ser entendida como a transposi¢do de uma formulacdo de uma
propriedade matematica para outra (DOMINGOS, 2003).

O termo modelacdo usualmente € abordado quando precisamos encontrar
uma representacdo matematica para um objeto, inicialmente, “ndo-matematico” (DREYFUS,
2002). Nos processos de representagdo esse termo significa “a constru¢do de uma estrutura
matematica ou teoria que incorpora caracteristicas essenciais do objeto, do sistema ou processo
a ser descrito”?® (DREYFUS, 2002, p. 32). O processo de modelacio pode ser visto como
analogo ao processo de representacao, pois a representacao mental esta associada com o modelo
matematico. A modelagdo de uma situacdo € da ordem fisica, a constru¢do de um conceito
concreto, enquanto o modelo é de ordem matematica, pois o objeto a ser representado é uma
estrutura matematica e o0 modelo é uma estrutura mental (DREYFUS, 2002). A representacao
mental esta relacionada com o modelo matematico bem como o modelo matematico esta
relacionado com o sistema fisico, Dreyfus (2002), afirma que cada um é parte do outro, ou seja,
eles podem refletir as propriedades do outro e, assim, aumenta a capacidade da manipulagéo
mental de um sistema que estamos considerando.

Os processos descritos anteriormente sdo possiveis de serem alcancados ja
nas séries iniciais, Dreyfus (2002, p. 34) afirma que “até mesmo as criangas pequenas criam
representagdes mentais de qualquer coisa que pensam, e, particularmente, dos objetos
matematicos do pensamento, tais como numeros ou tridngulos®. Com isso, quando um aluno
consegue desenvolver a capacidade de abstrair conscientemente situacfes matematicas
podemos inferir que ele alcangou o nivel de Pensamento Matematico Avancado.

Para a Abstracdo ser alcangada por um individuo € necessario que ele domine
0s processos de representacao e, além disso, 0s processos de generalizagdo e de sintese, 0s quais
serdo descritos a seguir.

Generalizar para Dreyfus (2002) é derivar ou induzir por meio de indicagdes
para encontrar pontos comuns, assim expandir os dominios de validade. A experiéncia de um

aluno pode leva-lo a conseguir generalizar algum conceito matematico, por exemplo, por meio

14 Tradugéo nossa de: This correspondence may be obvious to the teacher, but for the student the construction of
the appropriate mental schemata is a difficult task which needs to be supported by explicit teacher action.

15 Traducdo nossa de: constructing a mathematical structure or theory which incorporates essential features of the
object, system or process to be described.

16 Tradugdo nossa de: even small children create mental representations of anything they think about, and
particularly of mathematical objects of thought, such as numbers or triangles.
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de sua experiéncia com conjuntos finitos ele pode estabelecer uma conexdo com 0s conjuntos
infinitos e, assim, generalizar o conceito.

O processo de sintese pode ser observado quando um estudante consegue
fazer ligacGes de partes distintas de um mesmo conceito, por exemplo, em Teoria de Conjuntos
temos os conceitos de elementos de conjuntos, de unido e intersecdo, de incluséo, entre outros.
Dreyfus (2002) diz que € esperado que todas essas partes distintas sejam fundidas em uma Gnica
imagem, em que todas possam ser abrangidas e inter-relacionadas. E esse “processo de fusdo
em uma Unica imagem é uma sintese”*’ (DREYFUS, 2002, p. 35).

Dreyfus (2002) cita que por meio da sintese é possivel dizer que a matematica
é, de certa forma, compreensivel. No entanto, vale ressaltar que Dreyfus (2002) afirma ainda
que é muito dificil para o professor, especificamente o matematico, se colocar no lugar do
estudante que ainda ndo atingiu o processo de sintese, pois para ele esse processo € irreversivel,
ou seja, uma vez atingido o processo de sintese ndo € possivel distinguir as partes de uma
imagem.

Mesmo assim, Dreyfus (2002) afirma que é possivel que os professores
contribuam com o processo de sintese que deve ser realizado pelos estudantes, pois quando o
professor faz resumos, estabelece conexdes e relagdes entre os conceitos, de certa forma, ele
acaba ajudando nesse processo. Outro meio pelo qual o professor pode contribuir no processo
de sintese do estudante, é realizar uma grande quantidade de trabalhos que detalhem os
conceitos estudados.

“[...] a maior parte da matemética deriva da abstragio”'® (DREYFUS, 2002,
p. 36), pois, por mais que a abstracdo esteja intimamente ligada com o0s processos de
generalizacdo e de sintese, é com a abstracdo que os estudantes aumentam a suas capacidades
cognitivas. A abstracdo é capaz de realizar uma reconstrucdo mental no individuo. O estudante
devera se concentrar nas relacdes que existem entre 0s conceitos para poder compreender o
campo estudado, por exemplo, em Teoria de Conjuntos o estudante deverd ser capaz de
relacionar os conceitos de conjuntos a fim de compreender o que séo Conjuntos.

O que destaca o processo de abstragdo dentre os outros é que ele é intrinseco

a capacidade de construcdo de estruturas mentais. Para Dreyfus (2002),

a natureza do processo mental de abstrair €, no entanto, muito diferente do de
generalizacdo e de sintese. Abstracdo é primeiro acima de tudo um processo

17 Tradugcdo nossa de: process of merging into a single picture is a synthesis.
18 Traducéo nossa de: much of the power of mathematics derives from abstraction.
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construtivo -a construcdo de estruturas mentais e de estruturas matematicas,
ou seja, de relacOes entre as propriedades e os objetos matematicos?® (p.37).

Dreyfus (2002) relata que existe uma dificuldade que pertence a abstracéo:
como gerar estruturas mentais se na grande maioria das vezes essas estruturas estdo ligadas a
imagens visuais? Ele ndo traz uma resposta definida a esse tipo de pergunta. Entretanto, Dreyfus
(2002) afirma que imagens visuais ajudam os estudantes a estabelecer uma representacéo
mental, ou seja, uma estrutura mental, contudo para conceitos matematicos abstratos essas
imagens visuais sdo inexistentes, incompletas ou enganosas.

No PMA os processos de representacdo e de abstragdo sdo complementares.
Para Dreyfus (2002) de um lado o conceito pode ser entendido por meio de varias de suas
representacdes, por outro as “representagdes sao sempre representagoes de algum conceito mais
abstrato”?° (p. 38).

Ambos 0s processos podem ser utilizados na aprendizagem. Tendo isso,
Dreyfus (2002) define os processos de aprendizagem em quatro etapas

* Usando uma uinica representagio;

» Usando mais de uma representagdo em paralelo;

* Fazendo ligacdes entre representagdes paralelas;

« Integrando representacdes e flexibilizando a comutagéo entre elas #* (p. 39).

Dreyfus (2002, p. 39) explica que na primeira etapa “os processos comegam
a partir de um caso concreto, uma Unica representacio”?2. Na segunda etapa sdo usadas varias
representacfes de um mesmo objeto (conceito) mateméatico em paralelo, para Dreyfus (2002,
p. 39) o “processo de transi¢do para o conceito abstrato depende de forma essencial sobre as
ligagdes entre as representacdes que sdo formadas™?3, com isso, chegamos a terceira etapa, em

que, as ligacbes permitem aos estudantes mudar de representacdes, o que, segundo Dreyfus

19 Tradug&o nossa de: the nature of the mental process of abstracting is, however, very much different from that of
generalizing and from that of synthesizing. Abstracting is first and foremost a constructive process — the building
of mental structures from mathematical structures, i.e. from properties of and relationships between mathematical
objects.

20 Traducdo nossa de: representations are always representations of some more abstract concept.

21 Tradugdo nossa de: * Using a single representation;

+ Using more than one representation in parallel;

» Making links between parallel representations;

* Integrating representations and flexible switching between them.

22 Traducdo nossa de: processes start from a concrete case, a single representation.

23 Traducdo nossa de: process of transition to the abstract concept depends in an essential manner on the links
between the representations that are formed.
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24 e por sua vez, “influenciar

(2002, p. 39), pode “torna-los cientes dos conceitos subjacentes
positivamente a abstragio”?°. E, finalmente, na quarta etapa acontece um processo de integragio
entre as diferentes representagcdes. Resumindo o que ja foi citado anteriormente, para ser parte
do processo de abstragdo temos: “as ligagdes, as relagdes e as propriedades comuns”
Z(DREYFUS, 2002, p. 39). E quando esse processo for concluido o estudante tera formado
uma nocdo abstrata de um determinado conceito e, assim, ele tem disponivel esse conceito.
Deste modo, quando o estudante necessitar resolver um problema em que esse conceito seja
necessario, talvez seja preciso voltar a uma ou mais de suas representacdes concretas, mas isso
ndo ¢ uma coisa ruim, pelo contrario, o “conceito abstrato ¢ capaz de fazer exatamente isso e
fazé-lo de maneira controlada”?’ (DREYFUS, 2002, p. 39), vérias representacdes do mesmo
objeto podem ajudar o estudante a fazer a transicdo da compreenséo concreta limitada para uma
compreensdo mais abstrata e flexivel.

Reunimos todas essas caracteristicas do PMA no quadro 1, sintetiza os

processos envolvidos na abstragéo e na representacéo.

24 Traduc&o nossa de: makes them aware of the underlying.

25 Traducdo nossa de: positively influence abstraction.

26 Traduc&o nossa de: the links, the relationships, the common properties.

27 Traduc&o nossa de: abstract concept is that one is able to do precisely that, and to do it in a controlled manner.
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Quadro 3 — Caracteristicas do PMA com base em Dreyfus (2002)
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(T ~ . ,
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= P ¢ escritos ou falados.
A
o .
= Imagens concretas de conceitos
nd Representacdo Mental | matematicos, esquemas ou imagens
S que um individuo possui.
[72)
o P
o a E o processo pelo qual as
) 29‘: 8 Visualizagdo representacfes mentais podem vir a
ZE)A O a existir.
Z | g
o
Ww| 89
< w 5 18
@) |6|:J g glg Possuir uma pluralidade de representacdes de um mesmo conceito,
Olax| o S S | efetuar mudancas de representagdes quando forem necessarias. Fazer
I<TZ |6|:J 53 -ch correspondéncia de um enunciado de um problema com conceitos
S Q | matemaéticos.
[7p)
vd
L 3
= ° 5
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>
@) 1
= 3 ~ -~ . . .
- S Representacdo matematica para um objeto, construir um conceito
w g concreto.
<§£ =
%)
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L] S
o G . . . . T
@) = Derivar ou induzir por meio de indicagcbes para encontrar pontos
’5 = comuns, assim expandir os dominios de validade.
c
< @
o O
|_
%)
m o e . .
< 2 Construir ligacGes distintas de um mesmo conceito, fundir partes
E‘,E) distintas de um todo em uma Unica imagem.

Fonte: dos autores

No préximo capitulo trataremos dos aspectos metodoldgicos utilizados no
presente trabalho, alguns conceitos e modo que utilizamos.

30




CAPiTULO I

ASPECTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa é caracterizada como exploratéria, de natureza qualitativa, de

cunho interpretativo. De acordo com Gerhardt e Silveira (2009), a pesquisa exploratoria

[...] tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o problema, com
vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipoteses. A grande maioria dessas
pesquisas envolve: (a) levantamento bibliogréafico; (b) entrevistas com pessoas
que tiveram experiéncias praticas com o problema pesquisado; e (c) analise de
exemplos que estimulem a compreenséo (p. 35).

Segunda Bogdan e Biklen (1994) esta pesquisa € considerada qualitativa, pois
foi constituida em ambiente natural em que o investigador se torna o principal instrumento de
pesquisa.

Foram propostas tarefas, envolvendo contetidos de Teoria de Conjuntos, a 21
estudantes da disciplina de Estruturas Algébricas?® que esta inserida no segundo ano de
Matematica, Habilitacdo: Licenciatura, da Universidade Estadual de Londrina. A aplicacdo se
deu em duas aulas no dia 11 de abril de 2016, segunda semana do ano letivo de 2016.
Concebemos essa data por ser inicio da disciplina de Estruturas Algébricas que tem como pré-
requisito a disciplina de Fundamentos de Matematica, onde é apresentado aos estudantes a
Teoria de Conjuntos. Deste modo, poderiamos afirmar que todos os estudantes ja haviam
passado por pelo menos uma disciplina que tem a Teoria de Conjuntos em sua ementa.

As tarefas foram realizas individualmente pelos estudantes, e eram entregues
em ordem, uma a uma, conforme um estudante terminava uma tarefa a ele era entregue a
posterior. Todos os estudantes receberem todas as tarefas no periodo de duas aulas, porém,
foram analisadas as producdes escritas de 20 estudantes, pois um estudante ndo quis participar
da pesquisa. A seguir apresentamos as tarefas que foram aplicadas com possiveis resolucgdes e

0s possiveis processos do PMA que elas poderiam evidenciar.

28 Ementa do Curso de Estruturas Algébricas: Teoria elementar dos nimeros. Grupos: subgrupos, subgrupos
normais, grupos quocientes. Homomorfismos de grupo. Grupo de permutagfes. Anéis: subanéis, ideais, anéis
guocientes, homomorfismos de anéis. Anéis de polindmios. Extensdes de corpos sobre os racionais. Construcéo
com régua e compasso. Aspectos historicos e epistemoldgicos dos contelidos trabalhados.
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3.1 PossiVEIS SOLUCOES

1) (Adaptado de UEL — 2015) Considere que 300 homens estavam construindo a Torre de
Babel, que eles receberam uma numeracdo de 1 a 300 e que foram divididos em trés grupos: o
grupo A formado pelos homens com numeragdo multipla de 2, o grupo B formado pelos homens
com numeragdo multipla de 3 e o grupo C formado pelos demais homens. Cada um dos homens
pertencentes somente ao grupo A ou somente ao grupo B passou a falar idiomas distintos entre
si. Os homens do grupo C permaneceram falando o idioma original, bem como os homens cuja
numeracao pertencia, simultaneamente, aos grupos A e B. Nessas condi¢des responda quantos

foram os idiomas falados na Torre de Babel, apds essa acao.

A quantidade de multiplos de 2 é igual a 150, de maltiplos de 3 é igual 100 e a quantidade de
maultiplas de 2 e 3 simultaneamente € igual a 50. Sendo assim, temos:

n(4) = 150
n(B) = 100
n(AnB) =50
n(C) = 100

Deste modo, 0 ndmero de idiomas falados na Torre de Babel é igual & n(A) + n(B) —
2n(ANnB)+1=150+100—-(2-50)+1 =151

2) Defina o que sdo conjuntos:

Como afirmamos anteriormente, o conceito de conjunto ndo possui uma definicéo formal, sendo
assim, é algo concebido na intui¢do, deste modo, iremos considerar como valida qualquer
afirmacéo que descreva quaisquer conjuntos.

3) Sejam os conjuntos A, B e C definidos por:
A = {a,b,c,d,e};

B ={def g}
C = {a,b,c}.

Mostre, se for possivel, as operacdes de conjuntos a seguir e justifique suas respostas.

a. C cA4;
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Verdadeiro, pois 0 conjunto C possui apenas 0s elementos a, b, ¢ e esses elementos pertencem

ao conjunto A, logo o conjunto C esta contido em no conjunto A.

b. B c A;

Falso, pois o conjunto B possui 0 elemento f e este elemento ndo pertence ao conjunto A, logo

0 conjunto B n&o estéa contido no conjunto A.

C. AcC;

Falso, pois o conjunto A possui o0 elemento d e este elemento ndo pertence ao conjunto C, logo

0 conjunto A ndo esta contido no conjunto C.

d. ANC =0Q;

Falso, pois a intersecéo entre os conjuntos A e C é o proprio conjunto C, pois ele é composto

por elementos que pertencem aos dois conjuntos simultaneamente.

e. ANB ={d};

Falso, pois a interse¢do entre os conjuntos A e B compdem o conjunto {d,e}.

f. P cA;

Verdadeiro, pois 0 conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

g. @ c B;

Verdadeiro, pois 0 conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

h. a € A;

Verdadeiro, pois o elemento a é um elemento do conjunto A.

I. {a} € 4;

Falso, pois o0 conjunto que tem a como elemento ndo pertence ao conjunto A.

J. {a} c 4

Verdadeira, pois {a} é um subconjunto do conjunto A.

K. acA;

Falso, pois a € um elemento do conjunto A e ndo um subconjunto do conjunto A.

l. P(A);

Sdo todos os subconjuntos proprios de A. A cardinalidade do conjunto das partes de A ¢ igual
a dois elevado a cardinalidade do conjunto A. Nesse caso, 2°=132. E P(4) =
{@,{a},{b},{c},{d},{e}{a, b}, {a,c},{a,d},{a, e}, {b,c},{b,d},{b, e}, {c,d}, {c, e}, {d, e},
{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,d},{a,c,e},{a d, e}, {b c d},{b,c,e},{b,d, e}, {c,d, e},
{a,b,c,d},{a,b,d, e}, {a,b,c e}, {a,cd, e}, {b,c,d, e}, {a,b,c,d, e}}
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m. P(C);

Sdo todos os subconjuntos proprios de C. A cardinalidade do conjunto das partes de C é igual

a dois elevado a cardinalidade do conjunto C. Nesse caso, 23=8. E P(C) =

{0, {a}, {b},{c}.{a, b}, {a,c},{b,c}.{a,b,c}}

n. A-B;

Sao todos os elementos de A que ndo pertencem ao conjunto B. Neste caso, A-B = {a, b, c} =

C, que é o conjunto C.

0. BuUC.

Sdo todos os elementos do conjunto B e os elementos do conjunto C, ou seja, BUC =
{a,b,c,d,e, f, g}

4) Escreva o que cada diagrama a seguir representa e justifique suas respostas.

B c A, pois a representacdo do
diagrama indica que B esta dentro
de A.

=

A N B, pois a parte destaca é

A B justamente na intersecdo entre A
e B. Sdo os elementos comuns
aos dois.
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A — B ou B®, pois estdo
destacados apenas a parte que

pertence somente ao conjunto A.

A U B, pois sdo todos 0s
elementos dos dois conjuntos que
estdo destacados no diagrama.

5) (GERONIMO e FRANCO, 2008) Sejam 0 A, B e C conjuntos quaisquer, demonstre

que:
a. AU(BUC)=(AUuB)UC,

Seja x€EAUBUC)=x€Aouxe(BUC)=>x€Aouxe€BouxelC=x€ (AU

B)ouxeC=x€(AUB)UC=AU(BUuC)c (AuB)UC.

Seja x€E(AUB)UC=x€(AUB)oux€EB=x€Aoux€Boux€elC =xE€

Aoux € (AUB)=x€AUBUC)= (AUB)UCcAU(BUC).

Portanto AU(BUC) = (AUB)UC.
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b. An(BNnC)=(ANB)NnC;

Seja x€EAN(BNC)=x€Aexe(BNC)=x€Aex€EBexelC=x€(AN
Bl)exeC=xe(AnB)NC=An(BnNnC)c(AnB)NnC.

Seja xE(ANB)NC=x€(ANB)exEB=x€Aex€EBouxeElC=x€EAexE€
AnB)=x€eAn(BNC)=(ANB)NCcAn(BnC).

Portanto AN (BNC)=(ANnB)NC.

c. AUB =B UA;

Sejaxe AUB=x€AouxeEB=x€Boux€EA=x€BUA=AUBCcBUA.
SejaxEBUA=x€Boux€eA=x€AouxeEB=x€AUB=BUACAUB.

Portanto AU B = B U A.

d AnNB=BnNA;

SejaxE AUB=x€Aoux€EB=x€Boux€EA=x€BUA=AUBCBUA.
SejaxEBUA=x€Boux€EeA=x€AouxeEB=>x€AUB=BUACAUB.

Portanto AU B = B U A.

e. AUBNC)=(AUB)N (AU );

Seja x€EAUMBNC)=x€AouxeEBNC=x€Aou(x€BexelC)=(x€
Aoux€B)e(x€Aouxe(C)=x€AUBex€AUC =x€(AUB)N(AUC) =

AUMBNC)c(AUB)N(AUC).

Seja x€E(AUB)N(AUC) =>x€AUBex€AUC = (x€Aoux€B)e(x€
Aoux€C) =x€Aou(x€Bexel)=x€Aouxe€BNC=x€AU(BNC)=
(AUB)N(AuC)c Au(BnC).

Portanto AU(BNC)=(AuB)n (AU ).
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f.An(BUC)=(ANB)U(ANCO);

Seja xeEAN(BUC)=>x€AexeEBUC=x€Ae(x€EBouxel)=(x€Aex€E
B)ou(x€AexelC)=x€ANBoux€ANC =>x€(AnNnB)uAnC)=An(BU
C)c(ANnB)U(ANnC).

Seja x€EANB)UANC) =x€ANBoux€ANC = (x€Aex€B)ou(xE€
Aex€(C) =>x€Ae(x€EBouxe€lC)=x€Aexe€EBUC=x€AN(BUC) =
(AnB)u(AnC)cAn(BuUC).

Portanto AN (BUC) =(ANB)U (AN C).

g. AUA =4,

SejaxEAUA=x€AouxeEA=>x€EA=>AUACA.
SejaxeEA=x€A=x€AouxeEA=AcCAUA.

Portanto AU A = A.

h. ANA=A4,

SejaxEANA=x€AexeEA=>x€EA=ANACA.
SejaxeA=x€eA=x€ldexeA=AcCANA.

Portanto AN A = A.

I. @ € A, paratodo A.

Suponha que @ € A= 3 x € Qtal que x € A,um absurdo! Pois 0 vazio ndo possui

elementos, logo @ < A, para todo A.

i A—B=ANBC°

SejaxEA—-B=>x€Adex¢B=x€Adex€B* "= x€ANB = A—Bc AnBC.

Sejax EANB =>x€Aex€EB*=x€Aex¢B= x€EA—B=ANB‘c A-B.

Portanto A— B = AN B¢
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Assim, ao verificar as tarefas desenvolvidas pelos participantes com a
intencéo de identificar os processos do PMA em relacdo a Teoria de Conjuntos, iremos analisar
as suas producdes escritas seguindo os procedimentos:

e Caodificacdo dos documentos;
e Primeira leitura;
e Constituicdo do corpus;
e Exploragdo do material;
e Analise do material;
e Interpretacéo das resolugdes dos estudantes;
e Obtencéo dos dados.
O capitulo a seguir ira tratar das analises realizadas por meio das resolucgdes

dos estudantes que participaram da presente pesquisa.
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CAPITULO IV

ANALISES

Cada estudante preencheu uma ficha no inicio da aplica¢do do instrumento,
com isso, fomos capazes de identificar algumas das caracteristicas dos estudantes. As idades
dos mesmos variavam entre 0s 18 e 29 anos de idade e 0 ano de ingresso no curso de Matematica
de 2010 a 2015. Podemos observar no quadro a seguir as caracteristicas dos estudantes

analisados.

Quadro 4 — Caracteristicas dos Estudantes Analisados
Faixa Etaria dos Estudantes

18 19 20 21 22 25 28 29
6 6 1 2 2 1 1 1
Ano de Ingresso no Curso de Matematica
2010 2013 2014 2015
1 1 1 17

Quantas vezes cursou a disciplina de Estruturas Algébricas
Primeira Vez Mais de uma vez
19 1
Habilita¢cBes no Curso de Matematica
Licenciatura Licenciatura e Bacharelado
16 4
Estudantes que atuaram como professores
Sim Nao
3 17
Estudantes que possuem outra graduacao
Sim Nao
1 19

Fonte: dos autores
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4.1  ANALISES DAS TAREFAS

4.1.1 Estudante E1

Tarefa 1

O estudante E1 utilizou a ideia de conjuntos para a resolucdo desta tarefa,
ele usou a representagdo do diagrama de Venn-Euller e identificou quais eram os elementos
de cada conjunto por meio das informag6es dadas no enunciado. Percebeu a intersecdo entre
0s conjuntos A e B e, por fim, conseguiu chegar a solucdo do problema proposto.

Colocou, entretanto, na representacdo dos elementos dos conjuntos, a

quantidade de elementos destes, ndo 0s elementos que pertenciam aos conjuntos.

Figura 7 — Resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E1
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 2
Apresenta 0 que sdo conjuntos e, ao dizer que 0s conjuntos sdo apenas uma
unido de elementos, ele se esquece do conjunto vazio e de conjuntos unitarios. Para ele,

conjuntos séo agrupamentos.
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Figura 8 — resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E1

Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 3
E1l utiliza bem as notacBes, as definicbes e axiomas, contudo néo

compreendeu a representacdo do conjunto vazio (@) considerando-a um elemento.

Figura 9 — exemplo de resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E1, conjunto vazio
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 4
Ele descreveu o que cada diagrama representava, além disso, justificou com

coeréncia o significado de cada operacéo que estava representada.

Figura 10 — resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E1

B

Fonte: resolucédo do estudante E1
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No item a) ele descreveu o diagrama, mas ndo escreveu a operagao que

estava sendo representada.

Figura 11 — resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E1, inclusdo
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 5

O estudante ndo conseguiu resolver todos os itens dessa tarefa, no entanto,
ao provar algumas propriedades de conjuntos: associatividade, comutatividade e de
idempoténcia, ele utilizou equivaléncias logicas das leis associativa, comutativa e de
idempoténcia, mas parece ndo se lembrar dos nomes dessas propriedades; ele faz uma

observacao que nao se lembra das propriedades, contudo as utiliza.

Figura 12 — resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E1
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Ele ndo provou a propriedade distributiva. Ele poderia ter recorrido a
mesma estratégia. E, além disso, ndo mostrou que o conjunto vazio esta contido em qualquer
conjunto. Infere-se que esse fato se deva a dificuldade de compreender o simbolo @ como

sendo o conjunto vazio (ver tarefa 3). Além disso, ndo conseguiu provar que a diferenca entre
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0s conjuntos A e B é igual a interse¢do do conjunto A com o complementar do conjunto B no

conjunto A.

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E1

O estudante E1, ao resolver as tarefas propostas, demonstra compreender
alguns simbolos usados na Teoria de Conjuntos, bem como utiliza-los em suas resolugdes. Ele
consegue compreender mais de uma representacdo do mesmo conceito e ainda as converte
para outra representacdo, como pode ser observado na tarefa 4. Ele consegue descrever
matematicamente as informac6es apresentadas em um enunciado. Mostra compreender que o
conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto, mas quando a ele é proposto que se
demonstre isso, ele ndo o faz.

Com isso infere-se que ele possui caracteristicas dos processos envolvidos
na representacdo, porém ele ndo consegue generalizar e nem sintetizar os conceitos, ou seja,
ele ndo atinge o processo de abstracdo, pois ele define conjuntos de maneira ampla, ndo
consegue provar algo que ele afirma, ndo percebe a semelhanca entre as defini¢cbes que ele
utilizou para provar algumas proposicdes para provar outras, como no caso da propriedade
distributiva em que poderia ter demonstrado do mesmo modo que provou as propriedades
associativas e comutativas. Além disso, consegue ver que o conjunto das partes € um conjunto
que tem elementos que s@o conjuntos, mas a0 mesmo tempo afirma que a relacdo de

pertinéncia ndo pode relacionar conjuntos como sendo elementos de outros conjuntos.
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4.1.2 Estudante E2

Tarefa 1

O estudante E2 usou diagramas de Venn-Euller na resolucdo da tarefa,
conseguiu identificar quais elementos pertenciam a cada conjunto, a intersecdo entre 0s
conjuntos A e B, e que o conjunto C era disjunto aos outros dois. Porém, representou 0s

elementos dos conjuntos com sua quantidade, tanto na representacdo com diagramas como na
representacdo simbolica.

Figura 13 — resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E2
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Fonte: resolucédo do estudante E1

Tarefa 2

Apresenta uma definicdo semelhante ao estudante E1, que também n&o
comtempla o conjunto vazio.
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Figura 14 — resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E2
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Fonte: resolucédo do estudante E1

Tarefa 3

Ele demonstra compreender as operacdes de conjuntos propostas nessas
tarefas, no item i), ele percebe que o conjunto que possui 0 a como elemento ndo é um
elemento de A e, mesmo assim, ele ndo afirma que a relacdo de pertinéncia € especifica de
elemento/conjunto. Observando o item k), quando a relacdo era de um elemento estar contido
em um conjunto, ele compreende que essa relacdo € especifica de conjunto/conjunto, o que
nos leva a inferir que ele compreende que a relacdo de que um conjunto enquanto elemento

pode pertencer a outro conjunto.

Figura 15 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E2, pertinéncia
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Figura 16 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E2, incluséo
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Fonte: resolucédo do estudante E1

Nos itens ), m), n) e 0), deveriam ser realizadas as operagdes descritas. Nos
itens 1) e m), ele mostrou as operacdes, porém nos itens n) e 0) ele apenas diz que era possivel
efetuar as operacgdes e as descreveu. A notagdo poderia ter sido 0 motivo desse equivoco, pois
ndo foi utilizado o simbolo da igualdade apos as relagdes, contudo nos itens I) e m) também

ndo foi utilizado o simbolo da igualdade e ele efetuou as operagdes das partes de um conjunto.
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Figura 17 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E2
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Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 4
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O estudante E2 consegue perceber quase todas as representacbes dos

diagramas presentes na tarefa e faz justificativas satisfatorias, entretanto, no diagrama

apresentado no item c), descreve que sao 0s elementos que somente pertencem ao conjunto A,

ndo estabelecendo a relagcdo com o conjunto B.

Figura 18 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E2

A B

Fonte: resolucdo do estudante E1

Tarefa 5

A

O estudante sé apresentou resolugdo para os dois primeiros itens. Provou

apenas que o lado esquerdo da igualdade estava contido no lado direito e concluiu que a

igualdade valia.
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Figura 19 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E2
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Fonte: resolugdo do estudante E1

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E2

O estudante compreende varios simbolos e representacdes usados na Teoria
de Conjuntos e consegue representa-los, faz correspondéncia entre as representacfes do
conceito, descreve matematicamente as informacdes de um enunciado. Contudo ele n&o
conseguiu relacionar a diferenca entre os conjuntos A e B por meio do diagrama de Venn-
Euller. Mesmo sabendo o que significa a representacdo simbolica da diferenca, como pode ser
visto na tarefa 3. Deste modo, ele ndo conseguiu encontrar pontos comuns entre essas
representacdes. Além disso, E2 ndo completa as demonstragdes que ele iniciou, fazendo
somente uma implicag&o.

Infere-se que ele comtempla as caracteristicas dos processos envolvidos na
representacéo, tais como processos de representacdo, modelacdo e Processo de Comutagéo de
Representacdes e Tradugdo, mas ndo generaliza e nem sintetiza conceitos da Teoria de

Conjuntos, pois ndo encontra pontos em comum entre essas representacoes.
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4.1.3 Estudante E3
Tarefa 1

Ele relaciona a tarefa com conjuntos, mas ao escrever na forma simbolica de
conjuntos, ndo utiliza a simbologia correta para a intersecdo de conjuntos. Porém, consegue

obter a quantidade de elementos de cada conjunto, descrevendo as caracteristicas de cada um.

Figura 20 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E3

%

Fonte: resolucédo do estudante E1

Tarefa 2

Ao apresentar conjuntos, o estudante E3 trata apenas conjuntos numeéricos.
Além de ndo considerar conjuntos de elementos distintos, também ndo considera conjuntos

unitarios e o conjunto vazio.
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Figura 21 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E3

Fonte: resolucdo do estudante E3

Tarefa 3

No item a), o estudante justifica sua resposta com a prépria questdo e
descreve isso como sendo igual ao proprio conjunto A. Nos itens posteriores ele apresenta

uma justificativa, mas ndo uma resposta.

Figura 22 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E3, incluséo
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Fonte: resolucdo do estudante E3

Quanto ao conjunto vazio, ndo considera que seja um subconjunto proprio
de todos os conjuntos. Em sua resposta espera encontrar a notacdo do conjunto vazio inserida

no conjunto A ou B.
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Figura 23 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E3, conjunto vazio

Fonte: resolucdo do estudante E3

Ele relaciona o simbolo de inclusdo com elemento e conjunto, mas a
inclusdo € uma operagdo exclusiva entre conjuntos. O estudante ndo compreende que 0

conjunto unitario que possui a como elemento é um subconjunto do conjunto A.

Figura 24 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E3, subconjuntos

Fonte: resolucdo do estudante E3

Compreende as operacgdes do conjunto das partes, da diferenca e unido entre
conjuntos. Apresenta justificativas e resolve os itens.
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Figura 25 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E3
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Fonte: resolugdo do estudante E3

Tarefa 4

E3 consegue interpretar todos os diagramas da tarefa, descreve cada um e
escreve simbolicamente cada operacdo representada por diagramas, contudo ndo apresenta
justificativas, que foram solicitadas pela tarefa.

Figura 26 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E3
b. |

A B

Fonte: resolucédo do estudante E3

Tarefa 5

O estudante E3 considera apenas algumas solucgdes para a tarefa 5, ele optou
resolver por meio de equivaléncias logicas e utilizar as propriedades associativa, comutativa e
distributiva, mas néo utilizou os conectivos “e” e “ou” para realizar as demonstragdes. Infere-
se que ele compreende as mesmas propriedades aplicadas na teoria de conjunto, mesmo nédo

conseguindo demonstrar matematicamente esses conceitos.
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Figura 27 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E3

S
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Fonte: resolucdo do estudante E3

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E3

O estudante ao resolver a tarefa 1 ndo representa corretamente os simbolos
envolvidos na Teoria de Conjuntos. Ndo consegue unir todos 0s conceitos que conhece em
uma Unica imagem, como pode-se observar nas tarefas 3 e 5. Tem dificuldades com a
representacdo de alguns simbolos, tais como as chaves e o simbolo do conjunto vazio,
observando os itens da tarefa 3. Consegue efetuar mudancas entre representagdes de um
mesmo conceito, mas ndo consegue generalizar nem 0s conceitos que mostrou em algumas
das tarefas propostas.

Infere-se que esse estudante ndo atinge todos os processos envolvidos na
representacdo, pois ndo representa corretamente os simbolos envolvidos no conceito. Além
disso, ndo atinge os processos de sintese e de generalizacdo, ou seja, também nao desenvolveu
0s processos envolvidos na abstracdo. Contudo consegue traduzir e alternar entre algumas

representacdes de conceitos de conjuntos.
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4.1.4 Estudante E4
Tarefa 1

O estudante E4 usou representacdo de diagramas para indicar a quantidade de

elementos de cada conjunto, ou grupo como ele chamou. Entretanto, ele cometeu um equivoco

ao escrever a quantidade de elementos do grupo B, que eram todos os homens que receberam

numeros mdltiplos de 3, que estavam entre os numeros 1 e 300. Ele considerou apenas 90

nlmeros, ou seja, ndo considerou 10 que totalizavam 100 numeros maultiplos de 3 entre os

nameros 1 e 300. No verso da folha, ele foi descrevendo os elementos de cada conjunto e como

era 0 comportamento de cada um.

Figura 28 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E4
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Fonte: resolucdo do estudante E4
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Figura 29 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E4, parte 2

o

/
Fonte: resolucdo do estudante E4

Tarefa 2

E4 utiliza as palavras ‘contém’ e ‘inclusdo’ quando esta se referindo aos
elementos que pertencem a um conjunto qualquer. Além disso, quando vai se referir a um
conjunto, simbolicamente, ele acaba acrescentando as ‘chaves’ no conjunto, o que ndo ¢

necessario. Porém ele consegue expressar uma definicdo bem consistente para conjuntos.
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Figura 30 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E4
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Fonte: resolugdo do estudante E4

Tarefa 3

O estudante apresenta contraexemplos como justificativa nos itens que nao
eram verdadeiros. No item a), ele apresenta a defini¢do de inclusdo para mostrar que o conjunto

C é subconjunto do conjunto A. Ele prova que o conjunto vazio esta contido no conjunto A.
Figura 31 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E4, item a.
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Fonte: resolucdo do estudante E4

Figura 32 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E4, item f.
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Fonte: resolucdo do estudante E4
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Ele confunde pertencer com estar contido, troca o elemento pelo conjunto.
N&o consegue estabelecer o conjunto das partes. Compreende as definicdes de unido e de

diferenca entre conjuntos.

Figura 33 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E4, item h.
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Fonte: resolugdo do estudante E4

Tarefa 4
Compreende as representacdes apresentadas por diagramas de Venn-Euler, e

faz a conversao entre as representacdes por meio de simbolos e por diagramas.

Figura 34 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E4
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Fonte: resolucdo do estudante E4

Tarefa 5

O estudante utilizou as equivaléncias logicas das leis associativa, comutativa,
distributiva e de idempoténcia para provar as propriedades de conjuntos de mesmo nome.
Provou que o vazio é um subconjunto de qualquer conjunto. Também conseguiu provar a

relacdo entre a diferenca entre conjuntos com a defini¢do de conjunto complementar.
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Figura 35 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E4

Fonte: resolucdo do estudante E4

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E4

Ele compreende os simbolos apresentados nas tarefas. Nao apresenta uma
claramente o que sdo conjuntos, mas apresenta 0 conjunto vazio. Consegue compreender varias
representagdes do conceito de conjunto, como pode-se ver nas tarefas 3 e 4. Consegue
generalizar seus conhecimentos acerca dos conceitos tratados nas tarefas propostas.

Assim, infere-se que o estudante E4, ndo contempla todos os processos de
envolvidos na representacdo e na abstracdo, porém ele apresenta algumas das caracteristicas
desses processos, ele consegue representar por meio de simbolos e fazer a comutacdo e traducao

entre eles, além disso, generaliza os conceitos abordados.
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4.1.5 Estudante E5

Tarefa 1

O estudante utilizou conceitos da Teoria de Conjuntos para resolver a tarefa.
Em sua resolucdo usou diagramas e simbolos. Ao estabelecer o nimero de elementos de cada
conjunto confundiu a quantidade do conjunto C, infere-se que ele considerou a intersecao entre

0s conjuntos A e B, que correspondia exatamente a quantidade de elementos que faltaram no

conjunto C.

Figura 36 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E5
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Fonte: resolucdo do estudante E5

Considerou uma intersecdo entre os conjuntos A, B e C, sendo que o conjunto

C e disjunto dos demais conjuntos.

Tarefa 2

Ele definiu apenas conjuntos numéricos. N&o definiu conjuntos unitarios nem
0 conjunto vazio.

58



Figura 37 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante ES
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Fonte: resolugdo do estudante E5

Tarefa 3

O estudante mostra que o conjunto C é subconjunto de A por meio da
definicdo de subconjuntos. E, do mesmo modo, mostra que 0 conjunto B ndo € subconjunto de
A e nem o conjunto A é subconjunto de C. Compreende as interse¢fes entre conjuntos e, além

disso, mostra compreender que o0 vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Figura 38 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E5, parte 1
a. Cica;

C wtd 0L wm
oy o0 G »6e Jowbum
% C’ iqi)‘b C"i (\J(" Jov v.;(,rr‘ o P‘ YQ b i Ol ,L7} “qvth ccC A

WA I
.CHBPCI:/OJQ’M Sredi Ok O op wt;e pUanCLM 08 Q@W
y o fade— o
QI0uS oD VRS 08 F .
= ‘t@\(-p.@b\;ug(ﬁrwm% msmw

A M, 3 Qowuwkt at) eolen on UL e -
1)1-1«‘})9\ oo A . Coruer \,B‘ e

”
A

Or o

¢  Ac(; JSWC

) rto,,s
G
Fonte: resolucdo do estudante E5
Distingue que o simbolo de “contido” ¢ algo que relaciona apenas conjuntos
com outros conjuntos. Compreende as operacdes de unido e diferenga entre conjuntos, mas ndo
compreende a composi¢do do conjunto das partes, utiliza uma diferenca entre um conjunto que

ele chamou de U com os conjuntos A e C.
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Figura 39 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E5, parte 2.

h. a€A; )
f o, pov o Harbgte €T (prtirer) rlotisre vty
o oav%w«hs,.L S Sworks al e , ou fisbe, o8 COnjum

o A
i {a} € 4; "
/ m' et yudoadno oA S comn W! o

(orve

{ i %O\ W Pwe durrds o O, w oerw o9
\Li\’\ RS A A\¢1As Eo..qu»
e C;:];AM e va _— WM {o& Wram .SCS
(bvw A, wibe A enbs S {0\}\, )
e “©~ -UY('}\LJ'Q LS -

db\, ’yi q)u 7 C.* )’\.L&MY"Q penw oo WJW

L P(A);
Pay: V-

m. P(C);
P(C); U-¢

Fonte: resolucdo do estudante E5

Tarefa 4

O estudante E5 descreve cada diagrama e consegue partir da representacéo

apresentada por diagramas para a representacdo simbdlica de conjuntos, justifica todas as suas

conclusoes.

Figura 40 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E5
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Fonte: resolucédo do estudante E5S

Tarefa 5

E5 utilizou as equivaléncias logicas das leis associativa, comutativa,
distributiva e de idempoténcia para provar as propriedades de conjuntos de mesmo nome.
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Também conseguiu provar a relacéo entre a diferenca entre conjuntos com a
definicdo de conjunto complementar. N&o conseguiu provar que o vazio € um subconjunto de
qualquer conjunto, mas, observando a tarefa 3, pode-se inferir que o estudante compreende que

0 vazio e subconjunto de qualquer conjunto.

Figura 41 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E5

a. AU(BUC) =(AUB)UC; );%g_mg@w (BUCY)
AVBUCYE XEA V xe (BhUC)
ap xeh vixen vxec)
& XeRUBYvXEC
& xe [AuRLC)
)(0“3%‘7‘; P\U(Q\JUC) = gf\)(.‘v)}; m
bANBNCO)=MUNBNC Mo Xe [An(RNC))
An(RRCY®D X eA A xe(BHNCY:
& XEA A (XE B AXEC)
& Xe@nd)a Xel

E xeAGhH) Nncl.
Pogs, #U (BNC) = (ANBINC )

Fonte: resolugdo do estudante E5

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E5

E5 compreende vérios simbolos e representacbes usados na Teoria de
Conjuntos e consegue representa-los, faz correspondéncia entre as representacfes do conceito,
descreve matematicamente as informac6es de um enunciado. Mas néo faz ligacGes distintas de

um mesmo conceito e nao consegue generaliza-los.

Deste modo infere-se que ele alcanca 0s processos envolvidos na
representacdo, pois ele consegue representar simbolicamente, fazer modelacdes e alternar entre
representagfes do mesmo objeto. Porém ndo consegue sintetizar e nem abstrair os conceitos

por ele apresentados.
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4.1.6 Estudante E6

Tarefa 1

Do mesmo modo que o estudante E5, o estudante E6, utilizou conceitos da
Teoria de Conjuntos para resolver a tarefa, usou diagramas e simbolos. Quando estabeleceu o
numero de elementos de cada conjunto confundiu a quantidade do conjunto C, infere-se
também, que ele considerou a interse¢do entre 0s conjuntos A e B, que correspondia exatamente
a quantidade de elementos que faltaram no conjunto C. Contudo ele percebeu que os conjuntos
A e B ndo possuiam interse¢do com o conjunto C.

Figura 42 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E6

C - ef=D
A — )L_d)\ué)\'wﬂ [ N
B — oA ®&rol 2.
C - LduSvee sM~<a/L\’\f\/\-
AN ¥ — SO B oo ?rv\C«SL.
B A— SO Jnerramn
B - 00 Hevramh
Yele) 5o 20 v S @8 FNCENR VN
G 1 e
/ - el st Ao 2 dxf gV LOL) ,«j\L’ii/ﬁ e
Qe 5 e S
— s e
v /\d 1]
A < {3 . ’DC A "\,_1 Y O £ k,\; Can I\ n‘}\w
fa
(G =

Fonte: resolucédo do estudante E6
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Tarefa 2

Definiu conjuntos como agrupamentos de elementos, mas em sua definicéo

ndo deixou claro a existéncia dos conjuntos unitarios e do conjunto vazio.

Figura 43 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E6

' Kowr "aguuapome®® G ditiruma nadle:
P g

Fonte: resolugdo do estudante E6

Tarefa 3

Mostrou que o conjunto C € subconjunto de A, apresentou contraexemplos
guando os itens eram falsos.

Figura 44 - resOIu95\0 da tarefa 3 pelo estudante E6
Ok CcheseCC>weA

Cormirnomde o b 2 ¢ Wm& C e
m’b)e,'o\_,J.,JL MP,*\HN\ (\lA)j\_IJYY\B‘) W
(o;,\g,c_‘,@_Q % (a,b,c_)GA, Cck

b. BCA;
BZLA
Oevdm.mw: %GB,’W\M %é#‘

Fonte: resolucdo do estudante E6

Mostra que o conjunto vazio € subconjunto de A e de B por meio de
uma contradicdo, compreende que a relacdo de incluséo relaciona apenas conjuntos com outros
conjuntos, a diferenca e a unido entre conjuntos. Porém ndo compreende o conceito do conjunto
das partes.

Figura 45 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E6, parte 2

. 0cA

DB k&L covIrre v q,m&vuu WT» ’P@V\
C“(\A’\QM ,Jbuv\u/vde- (PU“ V,\m g (w\t
t/v\ouxc\ ’\“

h. a€A4;
oS A
|
7 N

Tzu\,_

i. {a} € A;
[Q}Q—A ) P {o:} wSB & e o T®
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Fonte: resolugdo do estudante E6

Tarefa 4

O estudante consegue descrever as representacfes apresentadas por meio de
diagramas e, também, consegue transformar essas representacdes nas representacdes simbolicas
de conjuntos.

Figura 46 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E6
b.

2 B ANB

AnB= {w&l cEA JL’YC_QB}

Yodes o lorrundes O{w““ PN —
CoMNA Mmoo d Ko oonaudoe

a» Jdown oav\'a,u,vd?éq_

Fonte: resolugdo do estudante E6

Tarefa 5

Ele utilizou a técnica das equivaléncias ldgicas das leis associativa,
comutativa, distributiva e de idempoténcia para provar as propriedades de conjuntos de mesmo
nome. N&o conseguiu provar que 0 conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto, mas
na tarefa 3 provou para um conjunto finito que o vazio era subconjunto. Também néo conseguiu

provar a relacdo entre a diferenca entre conjuntos com a definigdo de conjunto complementar.

Figura 47 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E6

b

a.Au(BuC):(AuB)yC; “ /p@KE(AUEﬂ\] % ()

ﬁ‘»@ﬂ we AU(BVC) )
e CAU (BUC) & =& A\ re (BUC) [ e (MB)UC

& we AV (‘CQBV e ) //"‘ ke .

e eAVeCBY el fayloud)
oberceivec /| U (BU Q) = (auR)UC
L| AT

L AAlD AN LA~ DN

Fonte: resolucédo do estudante E6

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E6

O estudante aparenta compreender diversos simbolos e imagens de conceitos
da teoria de conjuntos, possui mais de uma representacao para 0 mesmo conceito e apresenta
essas representacdes para 0s conceitos de conjuntos. Contudo nao consegue generalizar e nem

sintetizar conceitos inerentes a teoria de conjuntos.
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O estudante E6 apresenta as caracteristicas dos processos de representacao,
pois ele consegue representar, fazer mudancas de representacdo bem como modela as situagdes
apresentadas. Contudo, nédo atinge os processos de abstracdo, pois ndo sintetiza 0s conceitos e

nem os generaliza.
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4.1.7 Estudante E7

Tarefa 1

O estudante E7 utilizou diagramas em parte de sua resolucdo da tarefa, mas

em sua representacao ele fez uma intersecdo entre os conjuntos A e B com o conjunto C, o0 que,

por meio das informacdes apresentadas no enunciado, ndo era possivel.

Figura 48 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E7
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o L2 8
- O")W'I’-’J &9'.‘(\‘.’/{{; 2® ~ 3= 100
& ) S i@m\:)&'m %0)& de A
Somonke A - e
c e o> ©°
ﬁma'/\ /O
C,(A . B o= =
boo —g
bo -
| -(ae), C
/————4

Fonte: resolucdo do estudante E7

Ele conseguiu distribuir os elementos entre os conjuntos A, B e C, percebeu

a intersecdo entre os conjuntos A e B e, por fim, encontrou uma solucdo para a tarefa.
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Tarefa 2

Ele define conjuntos como unido de elementos e apresenta um exemplo, 0
conjunto dos numeros naturais, mas em sua definicdo ele desconsidera os conjuntos unitarios e

0 conjunto vazio.

Figura 49 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E7
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Fonte: resolugdo do estudante E7

Tarefa 3

Apresenta em suas resolugcdes diagramas de Venn-Euler e simbolos de
conjuntos, mostra que o conjunto C é subconjunto de A, apresenta contraexemplos nos itens
que representavam afirmativas falsas e afirma que o conjunto vazio pertence a qualquer

conjunto.

Figura 50 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E7

a ccd; :; ‘ A
c coHNh d@‘;, €m )
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)5 efomendos
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dois  oajuntes Zimulane e
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%2 A fNE = \A)\-’)J"’( ) Joe"”' 5 ot ¥ verde
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Fonte: resolucédo do estudante E7
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Ele compreende quantos conjuntos pertencem aos conjuntos das partes de A
e das partes de C, mas ndo descreve todos. Apresenta solucdo para as operacdes de diferenca e

unido entre conjuntos.

Figura 51 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E7, parte 2

S I PA); g(b()&lg ? fcj‘) gc{’\,ﬁeh 10 Bf E f/\-}c‘&( 10, =1,
2543 fobiel, fa b di fa be o] fhctt, B del gc,
d

{0)6,&;, [;O:C)e { [ go & C} K“ ) ‘C C’g {‘Jlb‘ ) 7’\’ OKF T‘b/c’f' ‘Lble;

) m.  P(C):
))Y,>)j_> gd)%g\)g g\ .[3}
“\ 9§ JL‘)/C/G;"} = (-d’/a/‘o/%}

=6z la,>

Fonte: resolucdo do estudante E7

Tarefa 4

Ele descreve as representacdes apresentadas por meio de diagramas e,
também, consegue mudar de representacdo, parte das representacGes de diagramas para as

representacdes simbdlicas de conjuntos.

Figura 52 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E7

> A B AND ; Tod® o Lorment0S
%.UQ ()M%ﬁ%m (08 R e

0 ‘vmoikﬂw'«‘swx‘%‘e -

Fonte: resolucédo do estudante E7

Tarefa 5

Ele tenta usar as leis de equivaléncia logica para provar as propriedades de
conjuntos, mas deixa de fazer alguns passos que levariam a prova do resultado. Mesmo
mostrando compreender que 0 conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto, basta

observar sua solucdo na tarefa 3, ndo conseguiu demonstrar essa propriedade.
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Figura 53 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E7
a. AU(BUC)=(AUB)UC;

av(BICYS © € Au(Buc)

& € (QuBlu C  — deis  aseetiokios

b.An(BnC)=(AnB)NC;
ANBNC)S € AGnCY)

o g[(_/». ﬁb,‘ﬁc‘j -  Jes G6%ecodvas

P

Fonte: resolucdo do estudante E7

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E7

O estudante demonstra compreender os simbolos apresentados nas tarefas.
N&o apresenta uma descricdo clara para o que seria um conjunto. Consegue compreender varias
representacdes do conceito de conjunto, como pode-se ver nas tarefas 3 e 4. N&o consegue
generalizar os conceitos que demonstra compreender.

O estudante E7 consegue atingir as caracteristicas dos processos de
representacdo, representa simbolicamente e faz as mudancas de representacdo do mesmo
objeto. Entretanto, ndo consegue sintetizar os conceitos bem como generaliza-los, ou seja, ndo

atinge os processos de abstracéo.
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4.1.8 Estudante E8
Tarefa 1

O estudante separa os elementos pelos grupos, mas desconsidera a intersecao,
mas percebe a existéncia, entre os conjuntos A e B, ou seja, ele considera alguns elementos
duas vezes. Com isso desconsidera alguns elementos do conjunto C e 0s acrescenta nos
conjuntos A e B. Ele classifica a intersegéo de A e B com 50 elementos consecutivos, assim ele
confundiu essa quantidade de elementos, acreditou que existiam 25 elementos no conjunto A e
8 elementos no conjunto B, nessa interse¢do, por fim somou todos os elementos que ele
encontrou para definir o nimero de idiomas falados, s6 que esse nimero superou a quantidade

de homens e a tarefa ndo permitia isso.

Figura 54 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E8
( A\: a\n’\’ })(3(2:,/‘ A O DN

(BZ3N
()= 300~ A

Fonte: resolucédo do estudante E8

Tarefa 2

Definiu conjuntos como aglomerados de objetos, s6 ndo apresentou definicéo

uma clara defini¢éo para 0s conjuntos unitarios e para o0 conjunto vazio.

Figura 55 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E8
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Fonte: resolucédo do estudante E8
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Tarefa 3

O estudante mostra que o conjunto C € subconjunto de A, apresenta

contraexemplos para os itens posteriores que apresentavam afirmativas falsas.

Figura 56 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E8

a. CcA; P Qky:_‘\ g :
\: fouby e CcArgw\“/xu | AL xe A
r,, : ’ FTA L | .i‘;; o v
Cowe | ‘
b. B Cc A;
. Q .
V LA : QY s A
cewno % 11g(€B (+ﬁ:¥/ | e B £ |

Fonte: resolugdo do estudante E8

Nos itens f. e g. ele deveria mostrar ou apresentar um argumento que 0
conjunto vazio era subconjunto dos conjuntos A e B, mas ele apenas escreveu a palavra

“definicao”.

Figura 57 - resolucédo da tarefa 3 pelo estudante E8, parte 2

f. Bic A
D*l M

g @ cB;
% o)

L/

Fonte: resolucédo do estudante E8

Percebeu as utilizacbes dos simbolos de inclusdo e de pertinéncia,
compreende as operaces de diferenca e unido entre conjuntos. Comegou a escrever 0S
elementos do conjunto das partes de A, mas ndo concluiu. Em relagdo ao conjunto das partes
de C, ele ndo descreveu todos os elementos e nem apresentou a quantidade de elementos que

deveriam pertencer a este conjunto.
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Figura 58 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E8, parte 3
. P(A):

ool I 13 G105 i oo .
ic\.m),e-g {a;ﬂ {ond ey § .83, gb‘( h.cdf, [hicidr €] o~
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Fonte: resolugdo do estudante E8

Tarefa 4

Ele converteu trés dos quatro diagramas corretamente, mas ndo apresentou
justificativas. Para o item c. ele definiu erroneamente, descreveu como a diferenga entre o
conjunto A e a intersecdo entre os conjuntos B e A, o que ndo era possivel, pois todos 0s
elementos de B ndo estdo sendo considerados.

Figura 59 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E8

c.
A

A~ANS

Fonte: resolucédo do estudante E8

Tarefa 5

N&o conclui nenhuma parte de suas demonstracBes, apenas distribui um

elemento entre os conjuntos, por fim, apresenta uma conclusdo para cada item. Apresentou
resolucdo apenas para 0s primeiros cinco itens.
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Figura 60 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E8
a. AU(BUC)=(AUB)UC;

o xe NBVO y 12

b.An(BNC)=(ANB)NC;
(
' \ s P Sl w2 b _ : ¢

wa, x &6 MDNC) wilow xeA

Fonte: resolucdo do estudante E8

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E8

O estudante E8 compreende as representacGes simbdlicas da teoria de
conjuntos, mas tem dificuldades para fazer correspondéncias com conceitos dessa teoria. Nao
faz a alternancia entre diferentes representacdes, porém compreende diferentes representacéo.

Né&o efetua a generalizacGes e nem sintetiza conceitos.

O estudante consegue atingir alguns processos de representacdo, ndo possuli
as caracteristicas dos processos de representacdo e alternancia entre eles. Além disso, ndo atinge

0s processos de Abstracdo, pois nao consegue generalizar nem sintetizar esses conceitos.
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4.1.9 Estudante E9
Tarefa 1

O estudante E9 escreve de forma confusa sua solucdo, percebe que nédo
importa a quantidade de elementos que o conjunto C possua e que ele ira representar apenas um
na soma dos idiomas, encontra a quantidade de elementos de cada conjunto e, também, a

intersecdo entre os conjuntos A e B.

Figura 61 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E9

Fonte: resolucdo do estudante E9

Finalmente encontra um resultado, mas ndo mostra como conseguiu encontrar

tal resposta, apresenta uma outra soma, porém ndo é a soma correspondente com sua resolucéo.
Tarefa 2

Definiu conjuntos como agrupamentos de coisas, s6 ndo apresentou definicéo
uma clara defini¢do para os conjuntos unitéarios e para o conjunto vazio.

Figura 62 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E9
&Mywv/o € /ZW /ﬂeﬂr}O c?/é 70/7/5? vl

(orsps .

Fonte: resolucdo do estudante E9
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Tarefa 3

Conseguiu mostrar que o conjunto C é subconjunto do conjunto A, apresentou
contraexemplos para os itens b. c. e d., mas ndo percebeu que 0 conjunto que continha apenas
o0 elemento d como elemento ({d}) ndo representava o conjunto formado pela intersecdo dos

conjuntos A e B, mesmo mostrando que o conjunto era composto pelos elementos d e e.
Figura 63 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E9
e. AnB={d}

,J-Zi”"é’”é’/”"”/é"’ e de3. 70%1’//,7/1/0, O€ech e ecB, 2 O
Jof’nﬁhsfcgz'o oom//e fa €’/d, es.

Fonte: resolugdo do estudante E9

Afirma que o conjunto vazio é subconjunto de todos 0s conjuntos, consegue
realizar as operacdes de diferenca e unido entre conjuntos. Compreende a formacao do conjunto

das partes, e a utilizacdo dos simbolos de pertinéncia e de inclusao.

Figura 64 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E9, parte 2

7 AT J
n. A-B
/ Jocbs os ¢lementos e A 9/ jeateac=
4/4,0} em R .

Fonte: resolucédo do estudante E9

Tarefa 4

Ele compreende as representaces apresentadas por diagramas de Venn-
Euler, e faz a conversdo entre as representacdes por meio de simbolos e por diagramas.
Apresenta justificativas para cada converséo.

Figura 65 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E9
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Fonte: resolucédo do estudante E9
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Tarefa 5

O estudante apresenta demonstracdes por meio de equivaléncias logicas, mas
ndo mostra conclusdes. Deixa incompletos alguns itens, mas tenta provar todos. No item h. ele

confunde a interse¢do com a uniéo de conjuntos.

Figura 66 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E9
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Fonte: resolugdo do estudante E9

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E9

O estudante ndo consegue traduzir enunciados de problemas para conceitos
matematicos. Consegue representar conceitos da teoria de conjuntos em simbolos e imagens,
mas nao consegue construir um conceito concreto. Faz alternancias entre representacdes do

conceito. Ndo generaliza e nem efetua a sintese de conceitos da teoria de conjuntos.

O estudante E9, ndo atinge todos 0s processos de representacdo, pois nao
possui a caracteristica dos processos de modelacdo. E, além disso, ndo possui 0s processos de

abstracdo, pois ndo apresenta indicios das caracteristicas de Sintese e Generalizagao.
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4.1.10 Estudante E10

Tarefa 1

O estudante utilizou diagramas de Venn-Euller para resolver a tarefa, porém
cometeu um equivoco com a quantidade de elementos que pertenciam ao conjunto C. Nao se
atentou ao enunciado da tarefa, apresentou como resposta apenas 4 idiomas, infere-se que se

deve ao fato de ele ter contado os grupos mais a intersecdo entre os conjuntos A e B.

Figura 67 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E10

20 nomenS
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g = 100 hOomEns
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Fonte: resolucdo do estudante E10

Tarefa 2

Apesar de escrever que nao seria capaz de apresentar conjuntos formalmente,
fez um registro do que sdo conjuntos de forma consistente, usa como exemplo o conjunto dos

nameros imaginarios, entretanto ele quis se referir ao conjunto dos nimeros irracionais. Porém,

ndo deixa claro a existéncia dos conjuntos unitérios e do conjunto vazio.
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Figura 68 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E10
\
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Fonte: resolugdo do estudante E10

Tarefa 3

Ele utiliza diagramas de Venn-Euller para resolver os itens da tarefa 3, afirma
que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. Ele confundiu os simbolos de
pertinéncia com os de incluséo, afirmou que o simbolo de incluséo relaciona apenas elementos

com conjuntos, o que é o oposto disso.

Figura 69 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E10

a. C c A;5im 20095 AF ELLN 2 Cr, } L QRIS
bl e VA
b BcA N Ean ", ﬁ E =
\\ - L :‘5

Fonte: resolucédo do estudante E10

N&o apresentou nenhuma solucdo para os conjuntos das partes de A e de C.
Mas apresentou resolugdo, por meio de diagramas de Venn-Euller, para as operagdes de

diferenga e de unido entre conjuntos.
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Figura 70 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E10, parte 3

Fonte: resolucéo do estudante E10

Tarefa 4

Conseguiu converter trés das quatro representaces por meio de diagramas,
mas ndo justificou nenhuma de suas conversdes. No item c., infere-se que por ver que o conjunto
B ndo estava sendo considerado, afirmou que a representacdo era do conjunto A, porém nédo
considerou a intersecdo como sendo parte do conjunto A.

Figura 71 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E10

Fonte: resolucéo do estudante E10

Tarefa 5

E5 demonstra apenas 0s primeiros quatros itens por meio de equivaléncias

I6gicas, consegue utilizar as leis associativas e comutativas em suas demonstracdes.
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Figura 72 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E10

b.AnN(BNC)=(ANB)NC; E X €

Vb wt A\ SSOCAS WD /\;K il W2 \ > Dl
Fonte: resolucdo do estudante E10
Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E10

Igualmente ao estudante E9, E10 n&o consegue traduzir enunciados de
problemas em conceitos matematicos, mas representa conceitos por meio de simbolos e
imagens. Consegue fazer algumas ligacGes distintas de um mesmo conceito, porém néo
consegue fundi-las em uma mesma ideia. Generaliza alguns conceitos que ele apresenta
conhecimento em algumas das tarefas. Representa matematicamente diversos conceitos da

teoria.

Ele ndo atinge todos os processos de representacdo, pois ndo modela os
conceitos de determinados objetos matematicos. Contudo, ele apresenta as caracteristicas dos

processos de Abstracdo, ou seja, ele generalizara e faz a sintese dos conceitos.
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4.1.11 Estudante E11
Tarefa 1

Usou diagramas de Venn-Euller em sua resolugédo, encontrou a quantidade de
elementos dos conjuntos A e B, mas confundiu a quantidade de elementos presentes na
intersecdo entre esses conjuntos, além disso, concluiu a quantidade de elementos do conjunto

C equivocadamente, o que colaborou com a solucdo equivocada apresentada.

Figura 73 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E11

~\
D

Fonte: resolucédo do estudante E11

Tarefa 2

Apresentou conjuntos como grupos de elementos, descreve que esses
elementos devem possuir caracteristicas em comum, porém nao apresenta conjuntos unitarios

bem como conjuntos vazios.

Figura 74 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E11
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Fonte: resolucédo do estudante E11
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Tarefa 3

Compreendeu inclusdes, intersecdes e unido entre conjuntos e mostra que C
é um subconjunto de A. Apresentou contraexemplos para os itens falsos. Afirmou que o vazio
é subconjunto de todos os conjuntos. Entendeu utilizagdes dos simbolos, como os de pertinéncia
e inclusdo, mas ndo entendeu que o conjunto que possui o elemento a é subconjunto do conjunto

A, pois aeA.

Figura 75 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E11

. {ajc4;

Fonte: resolugdo do estudante E11

N&o realizou os itens que se referiam ao conjunto das partes. N&o

compreendeu a operagéo de diferenca entre os conjuntos, ele fez B-A.

Figura 76 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E11, parte 2

n. A-B; {

Fonte: resolucédo do estudante E11

Tarefa 4

O estudante E11 compreendeu representacdes apresentadas por diagramas de
Venn-Euler, e faz a conversao entre as representagdes por meio de simbolos e por diagramas.
Apresenta justificativas para cada conversdo. O item c. diz respeito a operacdo de diferenca

entre conjuntos, o qual ele confundiu na tarefa anterior, ou seja, fez corretamente.

Figura 77 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E11
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Fonte: resolucédo do estudante E11
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Tarefa 5
N&o apresentou solugéo para esta tarefa.
Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E11

Ele compreende os simbolos apresentados nas tarefas. Apresenta conjuntos
como classes. Consegue compreender Vvarias representacGes do conceito de conjunto, como
pode-se ver nas tarefas 3 e 4, mas tem problemas ao identificar a representagdo por meio de
diagramas da operagdo de diferenga entre conjuntos, pois fez exatamente ao contrario. Ndo
realizou a tarefa 5, assim ndo se pode inferir que ele consegue generalizar os conceitos que
mostrou conhecer, pois ndo realiza operagdes com conjuntos infinitos.

Deste modo, infere-se que esse estudante manifesta caracteristicas dos
processos de representacao, pois ele consegue representar objetos simbolicamente bem como
mudar de representacdo do mesmo objeto. Contudo ndo consegue abstrair os conceitos que ele

mostra compreender.
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4.1.12 Estudante E12
Tarefa 1

O estudante E12 separa os elementos nos respectivos conjuntos, descreve
alguns desses elementos, percebe a intersecao entre os conjuntos A e B e que C € um conjunto

disjunto dos demais.

Figura 78 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E12
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Fonte: resolucédo do estudante E12

Tarefa 2

E12 apresenta uma definicdo sucinta, mas bem completa, define que € um
agrupamento que pode ser finito ou infinito, contudo néo fala nada a respeito dos elementos de

um conjunto.
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Figura 79 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E12
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Fonte: resolucdo do estudante E12

Tarefa 3

Apresenta diagramas como justificativas para os itens da tarefa, mostra que o
conjunto C esta contido no conjunto A e mostra que as demais afirmacdes, os itens b. c. d. e e.,

sdo falsas. Justifica que o vazio € um subconjunto de todos 0s conjuntos.

Figura 80 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E12
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Fonte: resolucédo do estudante E12

Compreende que o simbolo de inclusdo so relaciona conjuntos com outros
conjuntos. Consegue resolver a operacdo de unido entre conjuntos, mas nao consegue realizar

a operacao de diferencga entre conjuntos e nem consegue construir conjunto das partes.
Tarefa 4

O estudante E12 conseguiu converter trés das quatro representagcdes por meio
de diagramas, mas néo justificou nenhuma de suas conversdes. Porém, no item c., infere-se que
por ver que o conjunto B ndo estava sendo considerado, afirmou que a representagéo era do
conjunto A, porém ndo considerou a intersecdo como sendo parte do conjunto A, ele somente
a excluiu.
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Figura 81 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E12
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Fonte: resolugdo do estudante E12

Tarefa 5

O estudante sO reescreveu dois enunciados, mas ndo seguiu resolvendo
nenhum dos itens da tarefa 5.

Figura 82 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E12
a. AU(BUC)=(AUB)UC;

AVLUB = (AU ) LC

Fonte: resolucédo do estudante E12

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E12

O estudante E12 mostra compreender simbolos e representacdes utilizados na
Teoria de Conjuntos e consegue representa-las, faz correspondéncia entre as representacdes de
conjunto, descreve matematicamente as informacGes de um enunciado. Contudo ele nédo
consegue relacionar a representacao da diferenca entre os conjuntos A e B por meio do diagrama
de Euler-Venn, ndo consegue transformar em uma representacao simbolica do mesmo. Mostra
ndo compreender o que significa a representacao simbdlica da diferenca, como por ser visto na
tarefa 3. Além disso, E12 ndo completa as demonstracdes que ele iniciou, faz somente a
repeticdo do enunciado, como na tarefa 5.

Assim infere-se que ele comtempla as caracteristicas dos processos
envolvidos na representacao, tais como 0s processos de representacdo e a traducdo e comutacéo
entre as representagdes, mas ainda ndo generaliza e nem sintetiza conceitos da Teoria de

Conjuntos.
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4.1.13 Estudante E13

Tarefa 1

Ele utilizou simbologia de conjuntos para resolver a tarefa, separou 0s grupos
A e B pela quantidade de elementos. Mas em sua solucéo ele verifica a quantidade de elementos
na intersecdo entre 0s conjuntos A e B e, além disso, a unido entres esses conjuntos, entretanto
ao realizar a operacdo de unido ele considerou duas vezes a intersec¢do, o que fez com que ele

desse uma resposta incorreta a tarefa.

Figura 83 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E13
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Fonte: resolucdo do estudante E13

Tarefa 2
Ele apresenta conjuntos vagamente e pode se interpretar que 0s conjuntos

vazio e 0 unitario ndo sao considerados conjuntos.

Figura 84 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E13
1 Now c@gn@ %W%M& W,WW,W

Fonte: resolucdo do estudante E13

Tarefa 3
O estudante utilizou em algumas de suas solugdes os diagramas de Venn-
Euler para justifica-las. Compreende as rela¢fes de subconjunto, unido e intersecao, além disso,

compreende que 0 conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto, que a relagdo de estar
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contido é uma relacdo exclusiva de conjuntos com conjuntos e a diferenga entre conjuntos. No
entanto, ndo conseguiu listar todos os subconjuntos de P(A), mas entende que P(A) é composto
por todos os subconjuntos do conjunto A.

Figura 85 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E13

Fonte: resolucdo do estudante E13

Tarefa 4
Ele descreve o que cada diagrama representa e apresenta justificativas

coerentes com a rela¢do que estd sendo representada.
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Figura 86 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E13

b' A s | AIB. Eo ok comuan I ASD

Fonte: resolugdo do estudante E13

Tarefa 5

O estudante E13 apresentou solugdo para quase todos os itens desta tarefa, s6
néo apresentou solucéo para o item i), que dizia a respeito do vazio estar contido em qualquer
conjunto. Em suas solug@es ele usa o método dedutivo® para demonstrar cada item da tarefa.
No item €), em sua primeira parte, ele ndo escreve corretamente que o elemento x pertence a B
e, também, que x pode pertencer a C (ver destaque na figura XX). Na sua resolucao do item j),
quando ele demonstra que a diferenca entre os conjuntos A e B € um subconjunto da intersecao
do conjunto A e com o conjunto complementar de B em relagdo ao conjunto A, ele pula direto
da relacdo que o elemento x pertence ao conjunto A e ao conjunto complementar de B em
relacdo ao conjunto A e afirma que ele contém o conjunto inicial, o que ndo pode ser afirmada
antes de ser apresentada que essa relacédo estabelece a intersecao entre esses conjuntos, e ai sim

provar que este conjunto contém a diferenca entre os conjuntos A e B.

1 Segundo Gerdnimo e Franco (2008), método dedutivo é um método que usa resultados ja conhecidos para provar
outros.
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Figura 87 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E13
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Fonte: resolucdo do estudante E13

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E13

O estudante utiliza simbolos da Teoria de Conjuntos, consegue construir
esquemas para as suas resolucdes. Representa os conceitos de conjuntos com mais de uma
representacdo, utiliza simbolos e diagramas. Constrdi conceitos matematicos por meio de suas
representacdes. Resolve problemas com conjuntos finitos, ou seja, definidos e, também,
expande esses conhecimentos para resolucdo de problemas com conjuntos infinitos, conjuntos
quaisquer. Além disso, faz a ligacdo entre essas duas partes deste conceito.

Infere-se que o estudante E13 atinge todas as caracteristicas do PMA, ou seja,
alcanca os processos de representacao e de abstracédo, pois ele consegue representar o conceito
por meio de simbolos e mais de uma representacdo, modela esse conceito matematicamente,

encontra pontos comuns em diferentes tarefas e faz ligagcdes destes pontos em um conceito.
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4.1.14 Estudante E14
Tarefa 1

O estudante E14 conseguiu perceber a formacdo dos trés conjuntos
apresentados na tarefa. Ele apresentou diagrama representando esses conjuntos, percebeu a
intersecédo entre os conjuntos A e B e que o conjunto C ndo possui nenhuma intersecao entre o0s
outros conjuntos. Representou os tipos de elementos que pertencem a cada um dos conjuntos,
contudo ndo conseguiu determinar a quantidade de elementos que pertenciam a estes conjuntos,

0 que era necessario para resolver o problema.

Figura 88 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E14

Fonte: resolucdo do estudante E14

Tarefa 2

O estudante apresentou conjuntos fazendo uma compara¢do com caixas,
concebe a ideia do que séo conjuntos, apresentou de maneira simples, mas bem esclarecida.

Figura 89 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E14

Fonte: resolucdo do estudante E14
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Tarefa 3

O E14 usa repetidas vezes a palavra contido ao invés de pertence, porém
percebe que B ndo é subconjunto de A, nem A é subconjunto de C e que C é um subconjunto
de A, observe a figura 84. Compreende a interse¢ao entre 0s conjuntos, como é composta essa
operacdo. Afirma que o vazio esta contido em qualquer conjunto, ou seja, compreende que 0
vazio é um subconjunto préprio de todos os conjuntos. Nos itens seguintes que a relagdo de
subconjunto (estar contido) mostra compreender que é uma operac¢do exclusiva entre conjuntos.
Resolve as operac¢des de unido e diferenca entre conjuntos, e consegue explica-las. Compreenda
a constituicdo do conjunto das partes, consegue escrever o conjunto todo das partes do conjunto

C, mas justifica que se perdeu ao construir o conjunto das partes do conjunto A.

Figura 90 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E14

Fonte: resolucdo do estudante E14
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Tarefa 4

Compreende todas as representacdes que estdo por meio de diagramas de
Venn-Euler, justifica todas as suas correspondéncias simbolicas das representaces

apresentadas.

Figura 91 - resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E14

Fonte: resolucéo do estudante E14

Tarefa 5

Resolveu apenas o item a), contudo ndo faz a equivaléncia Idgica entre os
passos de sua demonstracéo, infere-se que ela deve ter apenas esquecido de usar a simbologia
de equivaléncia ldgica.

Figura 92 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E14

Fonte: resolucdo do estudante E14

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E14

O estudante E14 ao resolver as tarefas propostas demonstra compreender 0s
simbolos usados na Teoria de Conjuntos, bem como utiliza-los em suas resolugdes. Ele
consegue compreender mais de uma representacdo do mesmo conceito e ainda as converte para
outra representagdo, como pode-se observar na tarefa 4. Descreve matematicamente as
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informagdes apresentadas em um enunciado. N&o consegue generalizar os conceitos de
conjuntos definidos em conjuntos quaisquer, ndo realiza as demonstrac0es da tarefa 5.
Apresenta uma sintese de suas concepcbes do que sdo conjuntos gquando apresenta uma

definicdo para esse conceito.

Com isso, infere-se que 0 estudante apresenta as caracteristicas de todos
processos envolvidos na representacdo, mas ndo consegue atingir todos os processos envolvidos
na abstracdo, ele apresenta o processo de sintese, mas ndo apresenta 0 processo de

generalizacao.
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4.1.15 Estudante E15
Tarefa 1

O estudante E15 usou diagramas de Venn-Euller em sua resolucdo, destacou
a quantidade de elementos com aspas, infere-se que seja para mostrar quer o numero de
elementos ndo € o elemento em si. Percebeu que o conjunto C era disjunto dos demais

conjuntos. E, por fim, apresentou solucdo para a tarefa.

Figura 93 - resolucéo da tarefa 1 pelo estudante E15

B T e S

S B 300 (>
%a 30‘;(% 2 150
s 190 o
g0 \ ? loo012
c el 400
300 | 6
100 t90 +1 =151, ey 30\5/0

R. Noww W@a@w« Jlodan 191 Mo mo Lo de Balf

Fonte: resolucdo do estudante E15

Tarefa 2

O estudante apresentou conjuntos como aglomerados de elementos que séo
determinados por alguma regra, s6 ndo apresentou de forma clara para 0s conjuntos unitarios e

para 0 conjunto vazio.

Figura 94 - resolucéo da tarefa 2 pelo estudante E15
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Fonte: resolucdo do estudante E15

Tarefa 3

E15 afirma que o conjunto C é subconjunto de A, porém a notagdo esta
incorreta. Apresenta contraexemplos nos itens que representavam afirmativas falsas e afirma

que o conjunto vazio pertence a qualquer conjunto.
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Figura 95 - resolucéo da tarefa 3 pelo estudante E15
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Fonte: resolugdo do estudante E15

Ele compreende quantos conjuntos pertencem aos conjuntos das partes de A

e das partes de C, além disso, descreve todos o0s elementos desses conjuntos, mas ndo utilizou

as chaves para indicar que o0s subconjuntos sdo elementos dos conjuntos das partes. Apresenta

solucgéo para as operagOes de diferenca e unido entre conjuntos.

Figura 96 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E15, parte 2
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Fonte: resolucédo do estudante E15

Tarefa 4

Ele compreende as representaces apresentadas por diagramas de Venn-

Euler, e faz a conversdo entre as representacdes por meio de simbolos e por diagramas.

Apresenta justificativas para cada conversao.

Figura 97 - resolucéo da tarefa 4 pelo estudante E15
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Fonte: resolucédo do estudante E15

95



Tarefa 5

O estudante apresentou para 0s primeiros cinco itens demonstracfes por meio
de equivaléncias logicas. Provou as propriedades associativas e comutativas da unido e da
intersecdo e, além disso, provou a propriedade distributiva com a interse¢do. N&o apresentou

prova para os demais itens.

Figura 98 - resolucéo da tarefa 5 pelo estudante E15
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Fonte: resolucdo do estudante E14

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E15

O estudante 15 compreende diversos simbolos da Teoria de Conjuntos,
constroi esquemas para as suas resolucdes. Consegue representar conjuntos com mais de uma
representacéo, utiliza simbolos e diagramas. Constrdi conceitos matematicos por meio de suas

representacdes. Resolve problemas com conjuntos finitos, ou seja, definidos e, também,
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expande esses conhecimentos para resolucédo de problemas com conjuntos infinitos, conjuntos
quaisquer. Contudo ndo consegue sintetizar todos os conceitos por ele compreendidos.
Infere-se que o estudante atinge quase todas as caracteristicas do PMA, ou
seja, alcanca todos os processos de representacdo, mas ndo consegue atingir o processo de
sintese. Ele consegue representar o conceito por meio de simbolos e mais de uma representacéo,
modela esse conceito matematicamente, encontra pontos comuns em diferentes tarefas e s6 ndo

consegue fazer ligacdes destes pontos em um conceito.
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4.1.16 Estudante E16

Tarefa 1

O estudante consegue resolver a tarefa, distinguiu os conjuntos e determinou
exatamente o que a tarefa solicitava. Contudo ao desenhar o diagrama, ndo se atentou ao fato

de o conjunto C ndo possuir nenhuma interse¢cdo com os conjuntos A e B.

Figura 99 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E16

Fonte: resolucéo do estudante E16

Tarefa 2
Ele apresenta uma definicdo para conjuntos que comtempla qualquer

conjunto, os limitados e ilimitados e até mesmo o conjunto vazio.

Figura 100 - resolugdo da tarefa 2 pelo estudante E16

Fonte: resolucdo do estudante E16
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Tarefa 3

O estudante utilizou em suas solucBes os diagramas de Venn-Euler para
justifica-las. Em alguns casos o apresentou o diagrama como solucdo, visualizou que ndo era
possivel B ¢ A e os elementos que pertenciam a relacdo de intersecdo dos conjuntos.
Compreende que o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto, que a relagdo de
subconjunto (estar contido em) é uma relacdo exclusiva entre conjuntos, bem como a diferenca
e a unido entre conjuntos. Ele compreende como é composto o conjunto das partes, contudo ao
descrever o Conjunto das partes de A, ele ndo adiciona alguns subconjuntos que pertencem a
essa relagéo.

Figura 101 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E16

Fonte: resolucéo do estudante E16
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Tarefa 4
Ele responde corretamente cada item da tarefa, contudo ndo apresenta
justificativas. Ele compreende a comutatividade presentas nas relacdes de unido, intercessao e

de subconjuntos, pois ele compreende a diferenca entre estar contido e conter um conjunto.

Figura 102 - resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E16

ADD

BCA

; 2| AOR
BNA

Fonte: resolucdo do estudante E16

Tarefa 5

O estudante consegue demonstrar por meio de equivaléncias ldgicas, as
propriedades de conjuntos, associativa, comutativa e de idempoténcia. Porém, ndo consegue
nem esbocar uma demonstracdo para as propriedades distributivas em conjuntos. Além disso,
ele tem ciéncia de que o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto, no entanto, ele ndo
consegue demonstrar isso. E, também, ndo demonstra que a diferenca entre os conjuntos A e B

é igual a unido de A com o complementar de B em relagdo ao conjunto A.
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Figura 103 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E16

a. AU(BUC)=(AUB)UC;
&Jugnwv\ A B C coniuilthy QUOLGMDL
AUMBUC) <= xe aVie (BUCH]
AURUCHIE> xe AMDXEC VxeB)
AURNC) d=d [xe AV xeBNxe T
AUCGUC = (xe(AUBW xE C
AV U = AUBG,, .
dARE =B A4 :
Qg A 2BCoylsy PUABGUN
ANey<=> xe (AND)
<> e ANXED
> XEBAXEA

s xe(BNA)
E> BOA

- LY~ AN S i o A S . 1= |

Fonte: resolugdo do estudante E16

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E16

O estudante consegue representar por meio de diagramas e simbolos as suas
resolucdes das tarefas propostas, representa um mesmo conceito com mais de uma
representacéo, ver tarefa 3, ou seja, representa matematicamente o0s conceitos de conjuntos. Da
mesma maneira que resolve problemas com conjuntos definidos ele consegue expandir esse
conhecimento para conjuntos indefinidos, conjuntos quaisquer. Deste modo, faz ligacdes do
mesmo conceito em uma Unica imagem.

Infere-se que esse estudante consegue atingir todas as caracteristicas do PMA,
ou seja, ele consegue alcancar os processos de representacdo e de abstracdo. Portanto, ele
consegue representar simbolicamente os conceitos de Conjuntos, bem como modelar e fazer
comutacdo entre varias representacdes do mesmo conceito, sintetiza e generaliza 0s conceitos

propostos nesse trabalho,
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4.1.17 Estudante E17
Tarefa 1

O estudante separa em trés grupos, conforme € apresentado no enunciado,
encontra a quantidade correta dos grupos A e B, contudo ndo se atenta a intersecdo entre esses
dois grupos (conjuntos) e erra a quantidade de elementos do grupo C. Acaba errando a tarefa

por essa desatengdo. Ele desenhou um diagrama de Venn-Euller, mas ndo utiliza em sua
resolucéo.

Figura 104 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E17

B e B i s

Fonte: resolucédo do estudante E17

Tarefa 2

O estudante E17 apresentou conjuntos de uma maneira mais completa, mas

se referiu a apenas duas operagOes (ou relagdes) entre conjuntos, unido e intersecao.
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Figura 105 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E17

Fonte: resolucdo do estudante E17

Tarefa 3

Por meio da anélise dos primeiros itens da tarefa 3, pode-se perceber que o
estudante E17 concebe a ideia de subconjuntos como sendo a interse¢éo entre subconjuntos, ele
considera que como existem elementos comuns entre 0s conjuntos, que um deles deve ser

subconjunto do outro. Demonstra compreender o conceito de intersecdo entre conjuntos.

Figura 106 - resolugdo da tarefa 3 pelo estudante E17

a. C (= Aq = ¥ < ¥ <
S (} -
{ e

Fonte: resolucédo do estudante E17

N&o compreendeu que a inclusédo so relaciona conjuntos com outros conjuntos
e, além disso, afirmou que o conjunto {a} ndo € um subconjunto de A, o que néo é verdadeiro,

pois pela defini¢do de inclusdo o conjunto {a} € um subconjunto do conjunto A.
Figura 107 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E17, parte 2
k. acA4; ' enbo

Fonte: resolucédo do estudante E17
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Apresenta falta de compreensdo com o conceito do conjunto das partes, pois
sO descreveu 0 conjunto vazio e 0s subconjuntos que possuiam apenas um elemento como

elementos do conjunto das partes.

Figura 108 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E17, parte 3

L PA);

me - PEC)s

Fonte: resolucdo do estudante E17

Ele sabe a definicdo da diferenca de conjuntos, mas faz uma afirmacéo
equivocada, descreve 0s Unicos elementos que nao pertencem a essa relacdo como sendo a
diferenca entre os conjuntos A e B, ou seja, ndo compreende de fato a relagdo de diferenca entre
conjuntos.

Figura 109 - resolugdo da tarefa 1 pelo estudante E17, parte 4

n. A-B; : s "

Fonte: resolucédo do estudante E17

Tarefa 4

Conseguiu descrever trés dos diagramas apresentados na tarefa 4, conseguiu
justificar o motivo desses diagramas representarem as operacdes descritas. Contudo o item ¢)
que tratava da diferenca (ou complementar) entre os conjuntos A e B, ele sé identificou que
eram apenas os elementos que pertenciam somente ao conjunto A, mas ndo disse qual a relagédo

que esse diagrama representava.
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Figura 110 - resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E17

Fonte: resolugdo do estudante E17

Tarefa 5

O estudante ndo provou todos os itens da tarefa 5, mas conseguiu demonstrar
0s cinco itens iniciais dessa tarefa. Ele usou as equivaléncias logicas das leis associativa,
comutativa e distributiva para provar a igualdades entre as relacdes dos conjuntos. Descreveu

0 que fez em cada passo de sua demonstracao.
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Figura 111 - resolucgdo da tarefa 5 pelo estudante E17
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Fonte: resolucdo do estudante E17
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Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E17

O estudante E17 compreende as nota¢des simbolicas da Teoria de Conjuntos,
as utiliza de maneira correta. Consegue converter representacdes do conceito, por exemplo,
parte de diagramas e consegue traduzir para notagdes simbolicas. Contudo tem dificuldades em
traduzir um enunciado para os conceitos matematicos, como pode ser observado na tarefa 1,
pois 0 estudante ndo compreende a intersecao que existe entre dois conjuntos.

Mesmo ndo tendo concluido a tarefa 5, percebe-se que o estudante consegue
generalizar os conceitos da Teoria de conjuntos, para conjuntos quaisquer, compreende as
propriedades utilizadas nas demonstracdes, ou seja, consegue sintetizar e generalizar 0s
conceitos prévios por ele dominados.

Infere-se que o estudante consegue atingir quase todas as caracteristicas do
PMA, pois ele compreende as representacdes dos conceitos, consegue comutar e traduzi-las,
consegue abstrair, ou seja, generaliza e sintetiza os conceitos, mas ndo consegue modelar 0s
conceitos, pois quando é necessario que ele construa conceitos matematicos para a resolucao
de uma tarefa, 0 mesmo efetua com problemas, além disso, conhece os conceitos de algumas
relacBes entre conjuntos, contudo ndo compreende, por exemplo, o conjunto das partes e a

diferenga entre conjuntos.
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4.1.18 Estudante E18

Tarefa 1

O estudante nao utilizou diagramas para resolver a tarefa, ele apenas separou
trés grupos e escreveu quais eram 0s representantes desses trés grupos, ndo verificou a
intersecéo entre o grupo A e B. Apresentou uma resposta incorreta, apenas distribuiu um idioma

por grupo e concluiu que eram trés idiomas falados.

Figura 112 - resolucdo da tarefa 1 pelo estudante E18

&u Houev's

) NNt T
5 = ’ 1155 VA c
e e PAF L o<
(D?\\/,) A s 2, S > o
. 7 7, / &
/ A \ At ) o
OO N Ly S e -~ > / AT ) e
O RV - / — 4 ~0 < = / /
AV 2
Ty ) = ¢
K, 2 1DioeC

L L

Fonte: resolucdo do estudante E18

Tarefa 2
Ele apresentou que conjuntos sdo elementos, mas elementos compde um
conjunto. Um conjunto pode vir a ser um elemento de outro conjunto, porém isso é um caso,

ndo pode ser considerado como uma regra.

Figura 113 - resolugdo da tarefa 2 pelo estudante E18

\ "’T ~J | K ; b L
AU ) U {UCJ PO CGLEMDIOS G U g
o
) e a\
RGOS

Fonte: resolucdo do estudante E18

Tarefa 3
O estudante E18 apresentou solucdo e justificativa para os itens da tarefa 3,
conseguiu mostrar que compreende varias das operacbes que foram propostas na tarefa,

entretanto no item e) ele acreditou que considerando apenas um elemento ja representaria a
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intersecdo entre os conjuntos A e B, mas no item anterior ele descreveu todos os elementos da
intersecéo entre A e C.

Figura 114 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E18
e. ANnB={d}; ~

T S R (
TR : ~e n oVBCWV0 gt e S A C D)
\\j, (/ﬂ,/{\r}): ;(.1() } Oi& ( ANO( )C/, y B /

Fonte: resolugdo do estudante E18

Ele ndo escreve todos os subconjuntos contidos nos conjuntos das partes dos

conjuntos A e B, mas apresenta quantos subconjuntos esses conjuntos possuem.

Figura 115 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E18, parte 2

o7

AR S T
L P@A); 57- 20 5\/%(%1 (05

® 5 ’i & 0 s 7 1/ /
m Py L O ;’.avfccu@'up

Fonte: resolucdo do estudante E18

Tarefa 4

Observando o item b) da tarefa 4, pode-se ver que o estudante sabe que na
intersecdo sdo considerados todos os elementos que pertencem aos conjuntos A e B
simultaneamente, o que ele ndo demonstrou no item e) da tarefa 3. Além disso, ele escreveu o
que representava cada item da tarefa 4, mas suas justificativas eram a respeito do que significava

as operacdes, ndo o motivo da representacdo significar a operacao.

Figura 116 - resolucgdo da tarefa 4 pelo estudante E18

b.

" B

’/7‘, - - 2 2 ! > “"

A (\1 D ( \ulorgecpo X A€ L
e /1
T o ¢leuels o~ (10 QA A

)
A

Fonte: resolucdo do estudante E18
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Tarefa 5

O estudante resolveu toda a tarefa, contudo néo fez o que era solicitado, ele
ndo demonstrou nenhum dos itens. Apenas reposicionou parénteses, inverteu a ordem dos
conjuntos, descreveu o que significava cada representacao e concluiu o que era proposto. Ele

n&o possui habilidade com as demonstracfes que envolvem a Teoria de Conjuntos.

Figura 117 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E18
a AU(BUC)=(AUB)UC;

~ J\ L A L (

b.An(BNC)=ANB)NC;

7~

Fonte: resolucdo do estudante E18

Figura 118 - resolugdo da tarefa 5 pelo estudante E18, parte 2
j, A—-B=AnB¢

1) /" l,v/' 1)
3/ ,) (Ot)" J‘ ‘J A P4
Fonte: resolucédo do estudante E18

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E18

O estudante compreende os simbolos, notacdes, utilizadas na Teoria de
Conjuntos. Ndo compreende a definicdo de conjunto. Ele consegue efetuar mudancgas de
representacdo entre os conceitos da teoria, ver tarefa 4. Utiliza bem as notagcbes matematicas,
compreende o conceito. Contudo ndo consegue generalizar o conceito, quando é necessario a

manipulagdo com conjuntos quaisquer, ele ndo consegue efetuar demonstragdes, apresentou
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respostas sem justificativas, ou seja, ndo usou definicdes e teoremas que seriam necessarios
para demonstrar as propriedades algébricas de conjuntos.

Pode-se inferir que ele possui as caracteristicas dos processos envolvidos na
representacdo, no entanto ele ndo consegue generalizar e nem sintetizar os conceitos, ou seja,

ele ndo atinge o processo de abstracdo, pois ndo consegue provar algo que ele afirma.
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4.1.19 Estudante E19

Tarefa 1

A resolucdo apresentada pelo estudante E19 ficou confusa, ele tentou de
maneiras distintas chegar em uma resposta final. Apresentou a quantidade de elementos dos
conjuntos A e B em uma representagdo dos seus elementos, no entanto comegou a escrever
todos os elementos do conjunto C, mas percebeu que seriam muitos nimeros a serem listados
e parou. Usou duas representacdes do diagrama de Venn-Euller na sua solugdo, uma com o
conjunto C possuindo uma intersecdo com os conjuntos A e B, e a outra com o0s conjuntos A e

B com uma intersecdo e nenhuma representacdo para o conjunto C.

Figura 119 - resolugdo da tarefa 1 pelo estudante E19

l\hkj i by A3 05 g6

Ao 191 idiaman

Fonte: resolucédo do estudante E19

Tarefa 2
Ele apresenta conjuntos de maneira que comtempla varios elementos ou

apenas um, mas esqueceu de mencionar algo a respeito do conjunto vazio.
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Figura 120 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E19

v,
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Fonte: resolugdo do estudante E19

Tarefa 3

O estudante apresenta uma solucéo e boas justificativas do item a) até o item
g), contudo nos itens que vieram a seguir ele apresentou solucdo, mas ndo apresentou
justificativa apenas reescreveu as operacfes dos itens. Nas operacdes com o Conjunto das
Partes, apresenta apenas 0 numero de subconjuntos dos conjuntos particionados, mas ndo

justifica que esses nimeros correspondem ao nimero de subconjuntos.

Figura 121 - resolugdo da tarefa 3 pelo estudante E19

a. C c A; - % ! c.
L :
; ek e A
¢ G ]
be B A o

Fonte: resolucédo do estudante E19
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Na operacéo da diferenca de conjuntos ele faz o inverso do que deve ser feito,
pois coloca justamente os elementos que néo pertencem a diferenga como se fosse o resultado

da operacédo, e também nao justificou como foi realizada essa operacao.

Figura 122 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E19, parte 2

i_ D-
Ii. A ,537

i I

~t

Fonte: resolugdo do estudante E19

Tarefa 4

Ele escreve o que representa cada diagrama e apresenta justificativa. Para o
item a) ele descreve apenas 0 que representa o conjunto B estar contido no conjunto A. Com
relacdo a operacdo de diferenca, em que ele ndo conseguiu efetuar com éxito na tarefa 3, nessa
tarefa apresentou a definicdo correta do que € a diferenca entre os conjuntos A e B, ou seja, ele

sabe a definicdo, mas ndo a compreende para aplica-la.
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Figura 123 - resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E19

a.
B CA . .( é)J }c) D wilo
'C,Gm}idg N AN ( ‘, 'x
C.
“@M o A
d.
A\)B ¥ ! &2 & w.ujd)
p““‘i‘ ""'jfje (@,"‘(]; (A"‘) Uml
A e e &3*\5 ﬂ}c D.

Fonte: resolucdo do estudante E19

Tarefa 5
Ele comecou a esbocar uma solucéo para o item a), escreveu uma relagao de
equivaléncia, mas ndo seguiu em frente. Infere-se que ele ndo conseguiu lembrar as

propriedades necessarias para a realizacéo da tarefa.

Figura 124 - resolucdo da tarefa 5 pelo estudante E19
a. AU (BULC)=[AUB)UEC;

:):(; x € Ay(hic)
Y e Aul(BueI¢

Fonte: resolucéo do estudante E19
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Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E19

O estudante E19 ndo compreende a representacdo por meio de chaves, na
tarefa 1 usa para descrever a quantidade de elementos do conjunto. Porém, compreende 0s
simbolos que séo usados para as resolugdes das tarefas, consegue representar 0s conceitos por
meio de simbolos. Consegue mudar de uma representacdo para outra do mesmo conceito.
Descreve os conceitos matematicamente. Contudo ndo generaliza esses conceitos, pois quando
€ necessario a manipulacdo dos mesmos com conjuntos quaisquer, o estudante ndo consegue.

Com isso, infere-se que esse estudante possui as caracteristicas dos processos
de representacdo, tais como processos de representacdo e modelagdo, contudo ndo atinge as

outras necessarias para a abstracdo, a de generalizar e sintetizar os conceitos.
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4.1.20 Estudante E20

Tarefa 1

O estudante E20 consegue separar 0s elementos dos conjuntos A e B, percebe
a intersecdo, mas ndo compreende que o conjunto C € disjunto dos conjuntos A e B, observe a
figura?. A soma dos elementos dos conjuntos ultrapassa a quantidade de elementos originais,
pois ele admite que o conjunto C possui 150 elementos, enquanto o correto seria 100 elementos.
Usou diagrama de Venn-Euller para resolver a tarefa, contudo utilizou a quantidade de
elementos para representar os elementos dos conjuntos. Por fim, ndo apresentou uma resposta
para a tarefa.

Figura 125 - resolugdo da tarefa 1 pelo estudante E20
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Fonte: resolucdo do estudante E20

Tarefa 2

Apresentou conjuntos com um sindnimo da palavra conjunto, se referiu como

“classe de elementos”.

Figura 126 - resolucdo da tarefa 2 pelo estudante E20

UMM d i Lo

Fonte: resolucédo do estudante E20
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Tarefa 3

Nos primeiros itens da tarefa 3 ele se utiliza da palavra contido como
sindnimo de pertence, mostra ndo compreender que a operagao “contido” s6 relaciona conjuntos
com outros conjuntos, no entanto, no item k) ele diz que o a operacdo “contido” relaciona
apenas conjuntos. 1sso nos mostra que ele ndo compreende esta operacao, sabe o que significa,

mas ndo a usa corretamente.

Figura 127 - resolucdo da tarefa 3 pelo estudante E20
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Fonte: resolucdo do estudante E20

Tarefa 4

Ele compreende os significados de todos os diagramas apresentados na tarefa,
no item a) ele justifica com o mesmo erro da tarefa 3, diz que os elementos de B estdo contidos
em A. Nos outros itens ele usa os conectivos e o simbolo € nas suas justificativas, acredito que

por isso ndo usou o termo contido como sindnimo do termo pertence.
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Figura 128 - resolucdo da tarefa 4 pelo estudante E20

a. > ‘

Fonte: resolucdo do estudante E20

Tarefa 5
O estudante ndo apresenta nenhuma solugdo para qualquer item da tarefa 5,

ndo conseguiu nem esbocar uma solugéo®.

Caracteristicas do PMA manifestadas pelo estudante E20

Ele compreende os simbolos apresentados nas tarefas, porém ele néo
compreende que elementos ndo estdo contidos em conjuntos, ele conhece o simbolo que
representa isso, mas em seu registro conclui sempre que os elementos estdo contidos no
conjunto. Ndo apresenta claramente o que sdo conjuntos, apresenta com um sindénimo.
Consegue compreender varias representacdes do conceito de conjunto, como pode-se ver nas
tarefas 3 e 4. N&o realizou a tarefa 5, assim ndo se infere que ele consegue generalizar 0s
conceitos que mostrou conhecer, pois ndo realiza operagdes com conjuntos infinitos.

Deste modo, infere-se que esse estudante manifesta caracteristicas dos
processos de representacdo, contudo ndo consegue abstrair os conceitos que ele mostra

compreender.

1 O estudante E20 demorou um tempo maior na solugdo da tarefa 1. Relatou ser usuario de transporte coletivo, por
isso teve que se ausentar antes de concluir a tarefa 5.
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4.2  SINTESE DAS ANALISES

Por meio das analises dos registros escritos dos estudantes podemos perceber
que maior parte dos estudantes ndo atingem todas as caracteristicas presentes no PMA.
Entretanto quase todos atingem as caracteristicas de representacao, o que pode ser interpretado
que eles possuem as caracteristicas do PME, ja que para Dreyfus (2002) uma das distin¢fes
entre 0 PMA e 0 PME sé&o os processos envolvidos na abstracdo. O que podemos observar no

quadro 5.
Quadro 5 — Quadro sintese do PMA apresentado pelos estudantes
3
On
8
c
A
o
§' El, E2, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10, E11, E12, E13, E14, E15, E16,
@ E17,E18,E19e E20
3
ol ¢&
28« §
o | < i
-g | o
o | Z2 | Ko
C |l W| 89
g ) 5 18
< g | 588
ol a| OS5 5 |ELE2ES3 E4, E5 E6, E7, E9, E11, E12, E13, E14, E15, E16, E17,
S| W | 88T |E18EL9eE2
Nqv] 0: o o =
= 2 oF
S 8
© S 3
> a
= o
5 g
S
% g El, E2, E6, E7, E10, E11, E12, E13, E14, E15, E16, E18, E19 e E20
j<2) o
& S
o
o
A
On
©
®) -
'L © E3, E4, E10, E13, E15,E16 e E17
O )
%4 o
e O
|_
wn
m [<B}
< 8
= E4, E10, E12, E13, E14,E16 e E17
N

Fonte: dos autores
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Ao observarmos o quadro 5, podemos ver que de 20 estudantes: todos
apresentaram ao menos um processo do PMA; nove apresentaram todos 0s processos presentes
na Representacgéo; cinco estudantes apresentaram todos os processos de Abstracdo; apenas 0s
estudantes E13 e E16 apresentaram todos os processos do PMA. Ou seja, a maioria dos
estudantes ndo apresenta indicios de estar em um nivel mais avangado de pensamento, pois
apenas dois conseguiram apresentar todos os processos do PMA com destaque para as
caracteristicas dos processos de Abstracdo, pois sao elas que podem diferenciar os niveis entre
o0 PME e 0 PMA.
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CAPITULOV

CONSIDERACOES FINAIS

Percebendo a importancia da Teoria de Conjuntos em diversas disciplinas do
curso de matematica e a partir de dificuldades que apresentei durante o curso e considerando
que tais dificuldades evidenciam-se no inicio do curso, temos como tema dessa dissertagdo um
estudo a respeito dos processos do Pensamento Matematico Avangado em tarefas da Teoria de
Conjuntos.

Acreditamos que o objetivo deste trabalho, que era verificar e identificar os
processos do Pensamento Matemético Avancado (PMA) apresentados por estudantes de
licenciatura em Matematica em relacdo a Teoria de Conjuntos, foi alcancado, pois as tarefas
propostas possibilitaram a identificacdo de todos 0s processos objetivados, foi possivel observar
as caracteristicas dos processos envolvidos no PMA nas produgdes escritas dos estudantes e
verificar quais e quantos processos cada estudante possui a respeito da Teoria de conjuntos.

A maior parte dos estudantes é ingresso do ano de 2015, ou seja, esta
realizando pela primeira vez a disciplina de Estruturas Algeébricas. Esses estudantes se
destacaram dentre o restante que ingressou em anos anteriores, pois expde pelo menos alguma
solugéo para todas as tarefas propostas.

A quinta tarefa foi a que menos teve solugédo apresentada para todos os itens,
pois acreditamos que por levar a um nivel de abstracdo maior que as demais, impossibilitou
aqueles estudantes que ndo atingiram todos os processos do PMA, como pode ser observado no
quadro 5, apenas cinco estudantes atingiram todos os processos de abstracéo.

Além disso, podemos destacar que todos os estudantes apresentaram pelo
menos uma dificuldade nos conceitos da Teoria de conjuntos, tais como compreender 0
simbolo @ como sendo o conjunto vazio; utilizagdo das chaves na representacdo do conjunto
das partes; utilizagcdo das chaves para definir o conjunto vazio; distingdo dos elementos com
sua quantidade na representacdo por diagramas em conjuntos; demonstracdo completa de
igualdade entre conjuntos, propriedades algébricas dos conjuntos; confundir inclusdo com
pertinéncia; operacdo de diferenca entre conjuntos; conceber todos os elementos presentes em
intersecdo de conjuntos; utilizar conceitos conhecidos para provar outros; dificuldades com a

operacgdo do conjunto das partes.
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Uma dificuldade muito recorrente foi a ndo compreensao de que conjuntos
podem ser elementos de outros conjuntos, bem como a distin¢do da quantidade de elementos
com os elementos dos conjuntos.

A partir da aplicacdo do estudo houve, entre os estudantes, uma mudanca,
pois alguns buscaram sanar suas dificuldades e, além disso, a professora da turma aproveitou
para realizar um trabalho diferenciado.

Concluimos que a maioria dos estudantes ndo atingiu, neste estudo, com essas
questdes, a abstracdo, segundo nosso referencial teorico. Além disso, as dificuldades
apresentadas ainda configuram-se como pertencentes a contetdos vistos (ou que deveriam ter
sido vistos) na Educacdo Basica. Assim, como continuidade deste trabalho, uma contribuicéo
seria a elaboracdo e implementacdo de propostas, contemplando esses conteddos da Teoria de
conjuntos, que focassem nessas dificuldades que emergiram dos dados e no desenvolvimento

de processos do pensamento matematico visando chegar a uma abstracé&o.
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APENDICE A

Caracterizacao dos Estudantes

Nome: Idade:

E-mail:

Em que ano ingressou no curso de Matematica?

Qual(is) habilitagcdo(des) vocé cursa?

Possui outra(s) graduacao(des)? Se sim, qual(is)?

Foi(ram) em instituicdo(Ges) publica(s) ou privada(s)?

E a primeira vez que esta cursando a disciplina de Estruturas Algébricas?

Quais disciplinas vocé ja cursou?

J4a participou ou participa de algum projeto?  Se sim, qual(is)?

Ja atuou ou atua como professor no Ensino Fundamental ou Médio?

Se sim, em instituicdo publica ou privada? E quanto tempo atua?
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APENDICE B
Questionério apresentado aos estudantes
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1) (Adaptado de UEL — 2015) Considere que 300 homens estavam construindo a Torre de
Babel, que eles receberam uma numeracdo de 1 a 300 e que foram divididos em trés grupos: o
grupo A formado pelos homens com numeragdo multipla de 2, o grupo B formado pelos homens
com numeracao multipla de 3 e o grupo C formado pelos demais homens. Cada um dos homens
pertencentes somente ao grupo A ou somente ao grupo B passou a falar idiomas distintos entre
si. Os homens do grupo C permaneceram falando o idioma original, bem como os homens cuja
numeracao pertencia, simultaneamente, aos grupos A e B. Nessas condi¢des responda quantos

foram os idiomas falados na Torre de Babel, apos essa acgéo.

2) Defina o que sdo conjuntos:

3) Sejam os conjuntos A, B e C definidos por:
A = {a,b,c,d,e};

B = {def g}
C = {a,b,c}.

Mostre, se for possivel, as opera¢fes de conjuntos a seguir e justifique suas respostas.

a C c A
b. BcA;

c. Acgc,

d AnC = 0;
e. ANnB={d};
f. @ cA;

9. ©OcCB;

h. a € A;

I. {a} € 4;

J- {a} c 4;
K. acA;

l. P(A);

m. P(C);

n. A-B;

0. BUC.
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4)

Escreva o que cada diagrama a seguir representa e justifique suas respostas.
.
0
A B
@
A B
@
A B
.
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5) (GERONIMO e FRANCO, 2008) Sejam 0 A, B e C conjuntos quaisquer, demonstre
que:
a. AUBUC)=(AUB)UC(;

b.An(BNnC)=(ANnB)NC;

c. AUB=BUA;

d. AnNB =BnNA;

e. AUBNC)=(AUB)Nn (AU CC);
f.An(BUC)=(ANB)U(ANC);
g. AUA = 4;

h. AnA = 4;

i. @ C A, paratodo A.

i, A—-B=AnBC
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APENDICE C
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Com o objetivo de analisar e discutir as concepcoes de estudantes da Licenciatura em
Matematica referente aos conceitos da Teoria de Conjuntos, gostariamos de contar
com sua participacdo, que se daria da seguinte forma: resolucdo de problemas
matematicos e entrevista, quando necessario, a respeito do registro escrito obtido na
resolucdo do problema, bem como com sua autorizagcdo para analisar os registros
escritos obtidos e gravar em audio a entrevista com o intuito de esclarecer discussdes
e resolucdes escritas.

Esclarecemos que sua participacao é totalmente voluntaria, podendo o (a) senhor (a):
recusar-se a participar, ou mesmo desistir a qualquer momento, sem que isto acarrete
qualguer 6nus ou prejuizo a sua pessoa. Esclarecemos, também, que suas
informacdes serdo utilizadas somente para os fins de pesquisa académica e serdo
tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua
identidade. Os registros gravados serdo deletados e apagados ap6s a utilizacdo dos

mesmos na pesquisa.

Eu, ,

tendo sido devidamente esclarecido sobre os procedimentos da pesquisa, concordo

em participar voluntariamente da pesquisa e autorizo por meio do presente termo a
estudante Jair Lucas Jorge, do mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica da Universidade Estadual de Londrina, a utilizar integralmente ou em
partes meus registros escritos para fins de pesquisa académica, podendo divulga-los
em publicacdes cientificas, com a condi¢cdo de que estara garantido meu direito ao

anonimato.

Assinatura:

Data:
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