Universidade
Estadual de LondRina

GERALDO VERNIJO DEIXA

UMA ABORDAGEM DOS NUMEROS INTEIROS RELATIVOS
NA 82 CLASSE:

INDICADORES PARA UMA PROPOSTA DE FORMACAO DE
PROFESSORES

Londrina
2014



GERALDO VERNIJO DEIXA

UMA ABORDAGEM DOS NUMEROS INTEIROS RELATIVOS
NA 82 CLASSE:

INDICADORES PARA UMA PROPOSTA DE FORMACAO DE
PROFESSORES

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educacéao
Matematica do Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Londrina, como
requisito parcial para obtencdo do Titulo de
Doutor.

Orientadora: Profa. Dra. Rosana Figueiredo
Salvi.

Londrina
2014



Dados Internacionais de Catalogacdo-na-Publicacéo (CIP)

D325a Deixa, Geraldo Vernijo..
Uma abordagem dos nimeros inteiros relativos na 82 classe : Sb indicadores para
uma proposta de formacgdo de professores / Geraldo Vernijo Deixa. 2014.

153 f. :il.

Orientador: Rosana Figueiredo Salvi.

Dissertagdo (Mestrado em Ensino de Ciéncia e Educagdo Matematica) —
Universidade Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias Exatas, Programa de Pos-
Graduagdo em Ensino de Ciéncia e Educagdo Matematica, 2014.

Inclui bibliografia.

1. Educagdo matematica — Teses. 2. Teoria dos niUmeros — Teses. 3. Professores
de — Teses. I. Salvi, Rosana Figueiredo Salvi. Il. Universidade Estadual de Londrina.
Centro de Ciéncias Exatas. Programa de Pés-Graduagao em Ensino de Ciéncia e

Educagdo Matematica. Ill. Titulo.
D325a




GERALDO VERNIJO DEIXA

UMA ABORDAGEM DOS NUMEROS INTEIROS RELATIVOS NA 82
CLASSE:
INDICADORES PARA UMA PROPOSTA DE FORMACAO DE
PROFESSORES

Tese apresentada ao Programa de PoOs-
Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educagao
Matematica do Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Londrina, como
requisito parcial para obtencdo do titulo de
Doutor.

BANCA EXAMINADORA

Orientadora. Prof2. Dra. Rosana Figueiredo
Salvi
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Profa. Dr2 . Maria Tereza Carneiro Soares
Universidade Federal do Parana - UFPR

Prof2. Dr2 . Eloiza Cristiane Torres
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Profa, Dr2 . Marcia Cristina de C. T. Cyrino
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Profé. Dr2 . Marinez Meneghello Passos
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Londrina, 10 de junho de 2014.



Dedico este trabalho a minha mde, ao

meu pai (falecido) e @ minha esposa.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha orientadora, ndo s6 pela constante orientacdo neste
trabalho, mas sobretudo pela sua amizade e paciéncia que teve para a
materializagao desta tese.

Aos colegas e professores do programa de Pds-graduacdo em Ensino de
Ciéncias e Educacdo Matematica, pelos momentos de estudos e trocas de
experiéncias.

A MCT-MOZ/CNPg-Brasil, pela bolsa concedida para a realizacdo desta
pesquisa.

Aos meus irmaos, pelos bons momentos em familia, compreenséao,
incentivo e apoio.

A Arieta, pelo carinho, incentivo e compreens&o durante minha auséncia.

Aos meus filhos Aurora, Augusta, Angelo e Priscila, pela paciéncia e
sacrificios.

A direcdo da Universidade Pedagogica de Mocambique, pelo afastamento
para a realizacéo deste trabalho.

E a todos aqueles que direta ou indiretamente contribuiram com meus

estudos.



DeIxA, Geraldo Vernijo. Uma abordagem dos numeros inteiros relativos na 82
classe: indicadores para uma proposta de formacdo de professores. 2014. 153f.
Tese (Programa de Pé6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educacédo Matematica)
— Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2014.

RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo elaborar uma proposta de ensino, para o trabalho
com numeros inteiros relativos para a educacao escolar que articule as dimensdes
de conhecimento dos nimeros relativos (reta, contexto e abstrata) em uma proposta
de tarefas para formacéo de professores de Matematica. Buscamos um quadro de
referéncia com base na perspectiva da multidimensionalidade do conhecimento
(BRUNO, 1997). A pesquisa compreendeu trés fases: a primeira consistiu na revisao
da literatura a respeito do tema, a segunda, num curso de formacao de professores
em exercicio e, a ultima, aplicacdo em quatro turmas da 82 classe de uma Escola
Secundaria da cidade de Quelimane. Adotamos uma abordagem qualitativa com
base na Anélise de Conteudo, realizamos uma analise de quatro livros didaticos e
um Programa de Ensino da Matematica da 82 classe a luz da multidimensionalidade
de conhecimento, tendo constatado que as trés dimensfes de conhecimento estdo
desarticuladas. Nestes documentos ha predominio de tarefas na dimenséo abstrata,
sendo poucas as alternativas sugeridas para o tratamento do tema. Os resultados da
aplicacao indicam que uma abordagem multidimensional pode contribuir para uma
aprendizagem efetiva dos numeros inteiros relativos. Nesses documentos séo
sugeridos como vias para o0 ensino desse conteddo matematico: situacdes que
envolvem negdcios, a altitude, cronologia, temperatura, impossibilidade da subtracao
em N, uso da Historia da Matematica, a reta numerada, o método extrapolatorio do
Freudenthal (1973) e uso de diagrama de Vergnaud. Estas constatacdes serviram de
indicadores para a elaboracdo de uma proposta de tarefas para a formacéo de
professores de Matematica do sistema educacional de Mogambique.

Palavras-chave: Educacdo matematica. DimensfGes de conhecimentos dos
numeros inteiros relativos. Indicadores para uma proposta de
formacao de professores.



DEIXA, Geraldo Vernijo. An Approach of Whole Numbers Relating in 8th grade:
indicators for a proposed teacher training. 2014. 153f. Thesis (Sciences and
Mathematics Education Post-Graduate Program) — State University of Londrina,
Londrina, 2014.

ABSTRACT

This research aims to develop a proposal for teaching, for working with whole
numbers relating for school education, which sets the dimensions of knowledge of
the whole numbers relating (straight, context and abstract) on a proposed tasks for
training teachers of Mathematics. We seek a framework from the perspective of the
multidimensionality of knowledge (Bruno, 1997). The research consisted of three
phases: the first was to review the literature on the subject, the second, a training
course for practicing teachers and, last, application in four classes of the class of a
secondary school of the city of Quelimane 8th. We used a qualitative approach
based on content analysis; we conducted an analysis of four textbooks and a
Program for Teaching Mathematics Grade 8 in the light of the multidimensionality of
knowledge and found that the three dimensions of knowledge are disarticulated. In
these documents, there is a predominance of tasks in the abstract dimension, with
few alternatives suggested for the treatment of the theme. The results indicate that
application of a multidimensional approach can contribute to effective learning of
whole numbers relating. In these documents, are suggested as ways to teach
mathematical content that: situations involving business, elevation, timing,
temperature, inability subtraction in N, using the history of mathematics, a number
line, the extrapolator method of Freudenthal (1973) and use of Vergnaud diagram.
These findings served as indicators for the development of a proposal for the tasks of
training of Mathematics teachers of the educational system in Mozambique.

Keywords: Mathematics education. Dimensions of knowledge of integers. Indicators
for a proposed training professores.
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APRESENTACAO

Ao longo da nossa pratica profissional e dos nossos estudos na
graduagdo e no mestrado, sentimo-nos atraidos por entender as dificuldades dos
alunos no com os numeros inteiros relativos. Fomos refletindo a respeito do que se
passava na sala de aula, nos livros didaticos e no Programa de Ensino da Matematica
(PEM). Desse modo, compreendemos que o ensino e a aprendizagem dos numeros
inteiros relativos na educacéo escolar de Mogambique apresentam lacunas. Assim, a
necessidade de uma pesquisa para esse campo merece um pouco mais de atencao.

Nos ultimos anos tem aumentado o numero de pesquisas que tratam
dos numeros inteiros relativos. Esta tendéncia revela que ainda ha necessidade de
esclarecimento de alguns aspectos relacionados ao tema.

Uma vez definido o nosso objeto de estudo, determinamos a classe
e os documentos a serem analisados nesta pesquisa. Além disso, explicitamos a
nossa trajetéria como aluno de Licenciatura e do mestrado por entendermos que
essas informagdes podem servir de mote para a compreensio das razdes da escolha
desse objeto de estudo — 0os numeros inteiros relativos.

Comecei minha formacdo de Bacharelado e Licenciatura
(graduagao) em ensino da Matematica na Universidade Pedagodgica da Beira, a qual
me conferiu a certificagcdo para atuar no Ensino Secundario Geral (ESG), que
compreende da 8% a 122 classe. Depois da conclusdo da graduacgao atuei por 1 ano
como professor de Matematica na Escola da catedral — cidade da Beira, lecionando a
82, 10% e 122 classes. Esta fase representou o primeiro contato com os alunos.
Durante minha atuagéo fui sentindo que o que tinha aprendido na graduagao parecia
ainda insuficiente para atender algumas inquietagdes dos alunos, principalmente,
quanto a justificacdo das regras de sinais na multiplicacdo e na divisao dos numeros
inteiros relativos.

Apds a graduacdo trabalhei 1 ano no Instituto do Magistério
Primario, atuando como formador de professores do Ensino Primario. Atuo desde
2006 na Universidade Pedagogica de Mogambique, cidade de Quelimane, no curso
de Licenciatura em Ensino da Matematica. No decurso das minhas aulas eram
frequentes situagdes que requeriam justificagdes para o entendimento dos conceitos

matematicos.
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Dando continuidade aos estudos, cursei o mestrado em Ensino da
Matematica na Universidade Pedagodgica de Maputo, sob a orientagdo da professora
doutora Sarifa Fagilde. Minha dissertacdo abordou o uso da Histéria da Matematica
na sala de aula como alternativa didatica para o ensino da Matematica. Com a
elaboracao desta dissertagao aprendi que muitos professores ndo usam a Histéria da
Matematica na sala de aula porque ndo a conhecem e, consequentemente, nao
podem usa-la para justificar alguns conceitos matematicos quanto a sua origem e
evolugéo ao longo dos tempos.

Para dar prosseguimento aos estudos, ingressei no doutorado no
Programa de Pdés-graduagao em Ensino de Ciéncias e Educacao Matematica na UEL.
Inicialmente pretendia dar prosseguimento com o tema do mestrado a respeito do uso
da Histdria da Matematica em sala de aula. Por sentir que este tema é vasto e que
requeria outros fundamentos tedricos para o desenvolvimento da pesquisa, optei por
abordar um caso particular, os numeros inteiros relativos na perspectiva de busca de
proposicdes para o ensino destes numeros. Por isso, a pesquisa abrangeria
professores em exercicio que ensinam matematica na 82 classe, visto que as demais
pesquisas realizadas a respeito do tema investigaram o modo como os alunos
aprendem os numeros inteiros relativos e quais dificuldades enfrentam (BORBA,
1998; TEIXEIRA, 1993; CARRAHER, 1990; BRUNO, 1997; MARI, 1995). S&o poucas
as pesquisas que apresentam propostas didaticas para a superacao das dificuldades
para o ensino dos numeros inteiros relativos, envolvendo as quatro operacdes
(adicao, subtracao, multiplicagao e divisao).

Por entendermos que o sucesso da aprendizagem deste tema pode
depender da maneira como o professor o compreende e o concebe, optamos por

trabalhar com dez professores que ensinam a Matematica na 82 classe.
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INTRODUCAO

O problema da educacdo mogambicana pode ser visto nas varias
reformas introduzidas que ainda nao tiveram o efeito desejado (AfriMAP; SOISA,
2012). O setor da Educagao enfrenta varios problemas, sendo que a qualidade dos
servigcos esta a cair e as varias reformas introduzidas nao tém tido um impacto
significativo, visto que as mesmas ndo sdo devidamente acompanhadas das
transformacdes desejadas. O mesmo setor introduz as mudangas curriculares sem,
contudo, a observancia das necessarias transformacdes ao nivel dos mentores da
base. Constata-se mesmo a existéncia de poucas horas de contato entre
professores e alunos, e os problemas da caréncia de aulas e de métodos de ensino
adequados.

De acordo com o relatério do Instituto Nacional de Desenvolvimento
da Educacao (INDE) (2004), uma pesquisa realizada com alunos revelou enormes
dificuldades na producgéo escrita em todos os niveis de escolaridades (8% a 122
classes). Essas dificuldades interferem em areas como a Matematica, Fisica,
Quimica, Biologia, entre outras.

O ensino e a aprendizagem dos numeros inteiros relativos
apresentam igualmente sérios problemas. Eles s&o apresentados aos alunos a partir
da 82 classe (13 a 14 anos de idade). Nessa fase, muitas dificuldades s&o
constatadas nos processos de ensino e de aprendizagem desses numeros, por
exemplo, nesse novo conjunto, adicionar nem sempre denota o aumento, do mesmo
modo subtrair nem sempre significa a diminuigdo. Ao mesmo tempo, a multiplicagao
nem sempre poder ser entendida como adi¢céo de parcelas iguais.

De acordo com Teixeira (1993, p. 62-65), as dificuldades surgem
quando a subtracédo (a — b) é dedicada a casos para os quais b > a, originando
resultados que até entdo os alunos desconhecem. Do mesmo modo, explicar ao
aluno que (- 1).(-1) = (+ 1) a partir da ideia da multiplicagdo como adigdo de parcelas
iguais igualmente pode ser dificil.

No contexto da sala de aula, os numeros inteiros relativos sao
apresentados aos alunos com significado, geralmente relacionados a uma medida,
associando ao numero positivo a ideia de um ganho e ao numero negativo a ideia de
uma perda, conseguindo deste modo sucessos nas operagdes de adigao e

subtracdo com esses numeros. Eles sdo determinados de modo unico, ndo podendo



16

ser mudados ad libitum (FREUDENTHAL, 1973, p. 233). Porém, esta maneira de
ensinar os numeros relativos encontra dificuldades quando se pretende introduzir a
multiplicagdo e a divisdo desses numeros. Sao frequentes os casos em que
professores e/ou autores de livros didaticos utilizam exemplos do tipo: uma perda
multiplicada por uma perda se transforma num ganho; uma divida multiplicada por
um crédito se transforma numa divida.

De acordo com Cyrino e Pasquini (2010, p. 39), as “estratégias
atualmente utilizadas para promover a compreensédo das operagbes que envolvem
numeros inteiros, na Educag¢ao Basica, ndo mostram eficiéncias, principalmente no
que se refere a multiplicacao e a divisdo”. Essas autoras sugerem a apresentagao do
método geométrico para a multiplicacdo e a divisdo. E uma tentativa de
problematizacado destas operacdes com vista a oportunizar discussoes e reflexdes
sobre estas operacdes.

Borba (1998) sugere o uso de modelos para o ensino dos numeros
inteiros relativos visando amenizar as dificuldades de aprendizagem desse conteudo
matematico. Esta autora aponta que adicdo € mais facil de ser tratada usando a reta
numeérica do que a subtracao.

O estudo da multidimensionalidade efetuada por Bruno (1997)
aponta que para uma compreensdo adequada dos numeros inteiros relativos é
necessario que o ensino desse tema esteja articulado entre trés dimensdes de
conhecimentos, nomeadamente: da reta, do contexto e a abstrata. A necessidade da
presenga das trés dimensdes no ensino pode ser atestada pelo argumento de que a
aprendizagem de um conceito demanda muitas situagdes. Isto quer dizer que cada
conceito pode ser compreendido com a ajuda de varias situagdes (D’AMORE, 2005).

Diante das sugestdes apontadas anteriormente no que se refere ao
ensino e a aprendizagem dos numeros inteiros relativos, propomos nesta tese
discutir a ideia de multidimensionalidade do conhecimento no ensino deste conteudo
matematico.

Considerando que o Programa do Ensino da Matematica (PEM) e os
livros didaticos ndo respondem um problema sobre os numeros inteiros relativos,
que os alunos tém dificudades na aprendizagem, ainda, que a formagédo docente é
deficiente no que tange ao conteudo dos numeros inteiros relativos, propusemo-nos

a responder a seguinte questado de investigagao:
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Que indicadores devem ser considerados em uma proposta de ensino de
numeros inteiros relativos para a educacéo escolar a ser utilizada na formacéao
de professores em Mocambique?

De acordo com Bruno (1997), um ensino baseado em dimensdes de
conhecimento dos numeros inteiros relativos pode proporcionar condicdes para a
aprendizagem dos alunos. Assim, para o desenvolvimento da pesquisa defendemos
a tese de que é importante uma proposta de ensino que articule as dimensdes de
conhecimentos dos numeros inteiros relativos para a formagdo de professores
ressalvando a conjuntura educacional de Mogambique.

Esta pesquisa visa estudar indicadores de uma proposta de ensino
com numeros inteiros relativos a ser utilizada na formacdo de professores em
Mocgambique.

Constitui objetivo especifico da pesquisa:

Elaborar uma proposta de ensino para o trabalho com numeros inteiros relativos
para a educagao escolar que articule as dimensdes de conhecimento dos numeros
relativos (reta, contexto e abstrata).

Para concretizacdo dessa pesquisa foi realizado um estudo piloto
envolvendo 10 professores de Matematica que lecionavam na 8?2 classe de diversas
Escolas da cidade de Quelimane num curso de formacéo de curta duragdo. A partir
do levantamento de informagdes envolvendo o estudo de Programa de Ensino da
Matematica (PEM), de livros didaticos, entre outros documentos especializados, e da
observacao do modo como professores de matematica trabalham com este tema em
4 turmas da 82 classe, foram elaboradas as tarefas que constituiram a nova proposta
de ensino a luz da multidimensionalidade de conhecimento.

Esperamos que os resultados dessa pesquisa colaborem no sentido
de apresentar indicadores para uma proposta de formacao de professores para o
trabalho com os numeros inteiros relativos que leve em conta: explicar, esclarecer,
discutir e refletir com os professores em formagao sobre as lacunas nas propostas
de numeros inteiros relativos existentes nos documentos oficiais do ensino de
matematica e nos livros didaticos; introduzir junto aos professores as nog¢des sobre
as dimensdes do conhecimento desses numeros levando em consideracdo os
obstaculos para o ensino e a aprendizagem no decorrer da sua histéria; elaborar as
tarefas para o ensino dos numeros inteiros relativos construidos pelos professores

em formagao com base nas trés dimensdes do conhecimento propostas por Bruno
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(1997); aplicar as tarefas em classes da 82 classe do Ensino Secundario Geral
Mogambicano para a analise de seus resultados e, elaborar uma proposta de ensino
e aprendizagem dos numeros inteiros relativos.

A pesquisa encontra-se dividida em quatro capitulos. No primeiro
capitulo discutimos alguns encaminhamentos a respeito do ensino dos numeros
inteiros relativos na perspectiva de autores como Freudenthal (1973 e 1983); Borba
(1998); Bruno (1997); Carraher (1990); Cyrino e Pasquini (2010), entre outros,
buscando subsidios para fases posteriores da pesquisa. Neste capitulo
apresentamos o0 desenvolvimento historico do tema por entendermos que a Historia
da Matematica busca ideias para a Didatica da Matematica, facilitando assim a
compreensao da Matematica. Neste capitulo apontamos ainda alguns obstaculos
epistemologicos e obstaculos didaticos que interferem no tratamento desse tema.

No segundo capitulo apresentamos o0 encaminhamento
metodologico da pesquisa, os documentos e livros didaticos do estudo piloto e
relagbes com as praticas dos professores, tendo como tedricos, Bardin (2011),
Moraes e Galiazzi (2011), Bogdan e Biklen (1994), os participantes, os instrumentos
para a coleta e o processo de analise dos dados.

No terceiro, abordamos a analise e discussdao dos resultados,
apontando as conexdes entre as praticas constituidas por professores
mogambicanos ao ensinar numeros inteiros relativos e as dificuldades evidenciadas
pelos alunos.

No quarto, expomos a nossa proposta de ensino e, em seguida,
apresentamos as consideragdes finais e as referéncias bibliograficas.

Neste capitulo inicial trazemos aspectos do desenvolvimento
histérico do tema. Entendemos que o conhecimento desses aspectos pode ajudar o
professor, possibilitando aumentar maneiras e valores positivos frente ao
conhecimento matematico que seus alunos podem mostrar.

Os obstaculos que hoje em dia os alunos deparam na aprendizagem
dos numeros inteiros relativos podem ser acomodados nas dificuldades que os
matematicos encontraram na Histéria da Matematica para o entendimento e o
emprego dos conceitos envolvendo este tema. Igualmente, o professor pode
reconhecer que a matematica € uma criagdo humana que surgiu a partir da busca de

solucdes para resolver problemas do cotidiano.
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1 O ENSINO DE NUMEROS INTEIROS RELATIVOS

Iniciamos o capitulo apresentando os obstaculos epistemoldgicos
que os matematicos enfrentaram ao longo da evolugdo dos conceitos a respeito dos
numeros inteiros relativos. Para o efeito desta pesquisa, um obstaculo
epistemoldgico refere-se diretamente a um conhecimento matematico. Este termo
deve ser entendido como sinénimo de dificuldade que impede a aprendizagem de
um conteudo matematico, n&o se trata de auséncia de conhecimentos.

D’Amore (2005) sugere que a investigagdo dos obstaculos deve ser
feita, ao mesmo tempo, na escola, na pratica didatica e no estudo da Histéria da
Matematica. Dai a importancia da ligacdo entre os dois contextos de pesquisa
(pratica didatica e a historia da Matematica). Portanto, um estudo prévio do percurso
historico dos numeros inteiros relativos pode servir de motivo para o entendimento
das dificuldades que os alunos enfrentam para a compreensao desta tematica.

Ainda para este autor ha obstaculo ontogenético que esta
diretamente ligado a maturagdo do sujeito (D’AMORE, 2005, p. 107). O
entendimento dessa caracteristica é fundamental para o professor, pois o
planejamento de conteudos para o ensino pode ser feito em fungdo da maturagéo do
aluno, pressupondo que cada determinada classe de escolaridade possui suas
particularidades que podem ser consideradas. Por isso, uma ligacdo entre o
conhecimento informal e o formal pode servir de mote para alunos buscarem
respostas para os problemas de construcdo dos numeros inteiros relativos.

Por um lado, essa discussdo se baseia na ideia de que o
conhecimento do percurso da evolugdo dos conceitos e das dificuldades histéricas
podem ajudar os professores a compreender melhor as causas dos erros dos alunos
e propor alternativas adequadas para minimizar o problema em sala de aula. E por
outro lado, a Histéria da Matematica € um recurso para a compreensao dos
fendbmenos ligados a Matematica. O seu uso é importante porque pode mostrar que
os conceitos mais dificeis de compreender e integrar, quer pela sociedade, quer
pelos préprios Matematicos, sdo aqueles em que ao longo do desenvolvimento
histérico néo tiveram aceitagao imediata (BARDIN, et al., 2000).

Estes autores referem que para o aluno a Histéria da Matematica o
encoraja a pensar que a Matematica ndo € estatica, mas sim um processo continuo

de reflexdo humana que vai melhorando ao longo dos tempos; ndo € um produto
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acabado; e ainda ndao € um conjunto de verdades irrefutaveis. S6 assim, dado um
problema, alunos podem concordar na existéncia de varias formas de resolvé-lo,
uma vez que a Matematica é fruto da humanidade, visto que cada civilizagédo tem a
sua visdo, portanto, caminhos diferentes conduzem ao mesmo resultado (BARDIN,
et al., 2000, p. 64-65).

A nossa inteng¢do, ao abordamos a histéria da Matematica, consiste
em ressalvar aspectos que podem ajudar a esclarecer a complexidade do tema,
ciente de que esse entendimento é fundamental para o professor. O conhecimento
sobre a origem e evolugao histérica dos numeros inteiros relativos permite-nos
compreender as dificuldades e os avangos que os alunos podem enfrentar ao longo
do desenvolvimento desse tema.

De acordo com D’Ambrosio (1998, p. 29-30), a Histéria da
Matematica € um elemento essencial para se compreender como teorias e praticas
matematicas foram concebidas, desenvolvidas e utilizadas numa situagao
caracteristica da época. Para o professor, esse entendimento pode servir de base
para o tratamento da Matematica de hoje.

Este capitulo encontra-se dividido em quatro secdes. Na primeira
apresentamos aspectos do desenvolvimento historico dos numeros inteiros relativos
que podem ajudar a justificar dificuldades que os alunos tém na aprendizagem
desse conteudo matematico. Na segunda, tratamos dos obstaculos epistemoldgicos,
na terceira, os obstaculos didaticos apresentados pela literatura quanto ao trabalho
com esse tema na educacgao escolar e, na ultima, expomos abordagens de ensino
que buscam o enfrentamento das dificuldades na aprendizagem desse conteudo

matematico.

1.1 Desenvolvimento Histérico dos Nimeros Inteiros Relativos

De acordo com Kleine (1976, p. 55), os numeros inteiros relativos
introduzidos pelos indianos, por volta de 600 a.C., ndo tiveram aceitagao durante um
milénio, dado que lhes faltava apoio intuitivo. Esses numeros surgiram das
manipulagdes algébricas na resolugéo de equacgdes do 1° e 2° graus. Brahmagupta
(598-670) utilizou a ideia de posse e de débito para distinguir, respectivamente os
numeros positivos dos negativos. Pensadores como Cardan, Vieta, Descartes e

Fermat, recusaram-se a operar com numeros inteiros relativos. O mesmo autor
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afirma que nem Descartes, Fermat, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss ou
Cauchy poderiam ter dado uma definicdo desses numeros, visto que as suas
justificagdes baseavam-se em utilidades praticas.

Os subsidios do Brahmagupta a algebra sdo de ordem superior as
suas regras de mensuragao, pois foram encontradas solugdes gerais de equagdes
quadraticas, inclusive duas raizes, mesmo quando uma delas € negativa.

A aritmética sistematizada dos numeros negativos e do zero,
encontra-se pela primeira vez em sua obra. As regras sobre grandezas negativas ja
eram conhecidas através dos teoremas geométricos dos gregos sobre a subtragao,
por exemplo, (a-b)(c-d)= ac+bd-ad-bc. Os hindus as transformaram em regras
numeéricas sobre numeros negativos e positivos (BOYER, 1991, p. 160).

Embora os gregos tivessem o conceito do zero nunca o
interpretaram como numero, como fizeram os hindus. Brahmagupta entrou em
conflito ao afirmar que 0+0 = 0, e sobre a questdo a+0 para a#0, ndo se

comprometeu:

Positivo dividido por positivo, ou negativo por negativo, € afirmativo. Cifra
dividida por cifra € nada. Positivo dividido por negativo € negativo. Negativo
dividido por afirmativo é negativo. Positivo ou negativo dividido por cifra é
uma fragdo com esse denominador (BOYER, 1991, p. 160).

De acordo com Glaeser (1985), a regra dos sinais foi esclarecida
pelo Hankel em 1867, quando este demonstra que a unica das regras possiveis é
aquela que preserva a distributividade a esquerda e a direita. Esse entendimento foi
possivel, visto que Hankel aborda a ideia de numero negativo numa dimensao
formal, recorrendo a ideia de extensao das propriedades dos numeros reais positivos
para os reais negativos. Deste modo, Hankel enuncia o seguinte teorema: “A Unica

multiplicagdo sobre R, que prolonga a multiplicagdo usual sobre R, respeitando a

distributividade (a esquerda e a direita) esta de acordo com a regra dos sinais”
(GLAESER, 1985, p. 106). Assim sendo, a regra dos sinais € uma convengao com
vistas a manutengao dos principios estabelecida anteriormente sobre as operacdes
com numeros naturais.

Nessa ordem de ideia, para manter as propriedades dos numeros

reais positivos aos negativos “devemos definir as regras para os sinais de maneira
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usual, como fazemos na escola quando abordamos os numeros inteiros relativos”
(MORETTI, 2012, p. 703).

Ainda, de acordo com Glaeser (1985), Hankel recusou a busca por
um modelo de ensino dos numeros inteiros relativos que consiste em abordar os
numeros numa outra perspectiva, ndao podendo mais procurar exemplos praticos que
explicam os numeros relativos por analogias, pois esses numeros ndo sao mais
descobertos, mas inventados e imaginados.

Caraga (1970) apoiou esta ideia ao argumentar que as regras nao
podem ser provadas, mas sim justificadas. Elas derivam do imperativo de manter
coesao nos principios da matematica.

Em ocorréncias do tipo 5x +7 = 2, Diofanto chamava esses casos de
absurdo, dado que a solugdo seria um numero negativo. Ele considerava somente
as solugdes positivas, um indicativo de que ndo conhecia os numeros negativos.
Diofanto s6 entendia quantidade negativa quando, junto, era dada uma quantidade
positiva maior da qual a primeira era subtraida: assim, -2 n&o fazia sentido para ele a
nao ser com o significado de duas unidades tiradas de algo, 3, por exemplo. Porém,
Diofanto ja havia esquematizado as regras dos sinais ao afirmar que menos por mais
da menos, menos por menos da mais (LINTZ, 1999, p. 368).

De acordo com Cajor (2007, p. 99), Diofanto coloca que “um numero
a ser subtraido, multiplicado por um numero a ser subtraido fornece um numero a
ser somado”. Isso era aplicado & multiplicacdo de diferencas, como (x-1)(x-2). E
possivel que Diofanto de Alexandria ndo tivesse nogao do que expressam O0s
numeros negativos por si mesmos. O que ele compreendia era a diferenga, tais
como (3x-9), nas quais 3x n&o pode ser menor do que 9, do contrario seria tida como
um absurdo.

Glaeser, referindo-se a D’Alembert, afirma que este demonstrou-se

equivocado na apropriagdao dos numeros inteiros negativos ao referir que,

[...] dizer que as quantidades negativas estdo abaixo de nada é afirmar uma
coisa que nao se pode conceber [...] Quantidades negativas encontradas no
calculo indicam realmente quantidades positivas que supusemos numa falsa
posi¢do. O sinal - que encontramos antes de uma quantidade serve para
retificar e corrigir um erro que cometemos na hipétese [...] (D’ALEMBERT
apud GLAESER, 1985, p. 73).
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Assim, as imensas dificuldades com que os matematicos depararam
podem nos revelar a necessidade de um esforgo adicional para que este tema fosse
discutido e compreendido pelos alunos.

Diante das dificuldades dos numeros inteiros relativos, encontramos

obstaculos que iremos tratar ao longo do desenvolvimento da préxima segao.

1.2 Obstaculos Epistemoldgicos

Conforme nos referimos anteriormente, para o efeito desta pesquisa,
um obstaculo epistemoldgico refere-se diretamente ao conhecimento matematico.
Esse conhecimento produz respostas adequadas em determinado contexto
comumente encontrado, porém pode produzir respostas falsas fora desse contexto.
Estd continuamente conexo a uma alteracdo de estratégia necessaria ao
conhecimento matematico. Sdo conhecimentos relativamente consolidados que
podem dificultar o desenvolvimento da aprendizagem (CHEVALLARD, BOSCH &
GASCON, 2001, p. 224-225).

Diante dessa investigacédo discutiremos com mais detalhe a nogao
de obstaculos. Abordamos nesta se¢ao os obstaculos epistemoldgicos que foram
apontados ao longo do desenvolvimento histérico dos numeros inteiros relativos e os
obstaculos didaticos a respeito do ensino desse conteudo matematico numa
perspectiva didatica que serdo discutidos na secao 1.3.

O obstaculo epistemoldgico' levantado por Bachelard pode ser

compreendido quando,

se procuram as condi¢des psicologicas do progresso da ciéncia, logo se
chega a convicgdo de que é em termos de obstaculos que o problema do
conhecimento cientifico deve ser colocado [...]. E ai que mostraremos
causas de estagnacdo e até de regressao, detectaremos causas de inércia
as quais daremos o nome de obstaculos epistemoldgicos (BACHELARD,
1999, p. 17).

De acordo com esse autor, os obstaculos epistemoldgicos séo

caracteristicos do desenvolvimento da ciéncia. Assim, todo o conhecimento cientifico

A nogado do obstaculo epistemologico foi introduzida na didatica da Matematica por Guy Brousseau
(CHEVALLARD, BOSCH & GASCON, 2001, p. 283)
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€ construido a partir do conhecimento anterior ou em oposi¢cao a outro anterior. O
obstaculo epistemologico € intrinseco e esta ligado a origem e a evolugdo de um
conceito ao longo do tempo.

Pais (2001, p. 39) assegura que:

esses obstaculos ndo se constituem na falta de conhecimento, mas, pelo
contrario, sdo conhecimentos antigos, cristalizados pelo tempo, que
resistem a instalagdo de novas concepgbdes que ameacam a estabilidade
intelectual de quem detém esse conhecimento.

D’Amore (2005) também argumenta que o obstaculo epistemoldgico
deriva da propria natureza do assunto, a sua complexidade em que foi caracterizado
ao longo da evolugao histérica do tema. O autor questiona: quando e em quais
ideias matematicas é possivel existir um obstaculo epistemolégico? Segundo o

autor,

[...] quase certamente existe um obstaculo epistemolégico naquelas ideias
para as quais na analise historica reconhece-se uma ruptura, uma
passagem brusca, uma n&o continuidade na evolugdo historico-
-critica da propria ideia. Tem-se um obstaculo epistemolégico em relagdo a
uma ideia quando um determinado erro aparece como recorrente, mais ou
menos nos mesmos termos, ao redor daquela ideia (D’AMORE, 2005, p.
107).

No tocante aos obstaculos vistos no ensino dos numeros inteiros
relativos, Glaeser (1985) se inspirou no entendimento das dificuldades relativas a
esse conteudo matematico.

Glaeser (1985, p. 39) assinala e identifica, no decurso da
formalizagdo dos numeros inteiros relativos, uma série de obstaculos de natureza
epistemoldgica que resistiram ao entendimento dos numeros inteiros desde a
antiguidade até ao séc. XIX.

Apresentamos a seguir alguns obstaculos epistemologicos
identificados por Glaeser (1985):

e inaptidao para manipular quantidades isoladas;

e dificuldade de dar um sentido a quantidades negativas isoladas;
e dificuldade em unificar a reta numérica,

e a ambiguidade dos dois zeros (zero absoluto e zero como
origem);

e estagnacao no estagio das operagdes concretas; e,
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¢ 0 desejo de um modelo unificador.

Inaptiddo para manipular quantidades isoladas: Glaeser (1985)
argumenta que este obstaculo demonstra a rejeicdo de quantidades negativas.
Diofanto de Alexandria € um exemplo, pois no livro | da sua Aritmética nao faz
qualquer referéncia aos numeros negativos isolados. Ele simplesmente enuncia que:
“O que esta em falta multiplicado pelo que estda em falta da o que é positivo;
enquanto o que esta em falta multiplicado pelo que é positivo, da o que esta em
falta” (DIOFANTO apud GLAESER, 1985, p. 47).

Dificuldades em dar sentido as quantidades negativas isoladas: para
Glaeser (1985), apesar de muitos matematicos antigos terem utilizado os numeros
negativos em seus calculos como elementos intercessores destes, levaram muito
tempo para que as quantidades negativas adquirissem o estatuto de numeros. Eles
trabalhavam separadamente com os numeros, considerando os positivos como
solugdo verdadeira e os negativos como solugdo falsa. Essa consideracdo os
impediu a compreensao total desses numeros.

Unificar a reta numérica: este aparece quando se insiste nas
diferencas qualitativas entre as quantidades negativas e os numeros positivos, ou
quando se descreve a reta como uma justaposi¢ao de duas semirretas opostas com
sinais diferentes, ou quando ndo se consideram simultaneamente as caracteristicas
dindmicas e estaticas dos numeros.

Ambiguidade dos dois zeros: Glaeser (1985) argumenta que durante
séculos os matematicos interpretaram o zero como zero absoluto, isto €, abaixo do
qual nada se poderia imaginar, por essa razdo 0S numeros negativos eram
considerados absurdos, indicativo de que o zero nao era compreendido como
origem de um referencial sobre um eixo orientado. Essa compreensao os impediu de
trabalhar com o zero como origem. A nogdo do zero como origem favoreceu a
criacdo dos numeros inteiros relativos.

Estagnacao no estagio das operagdes concretas: a dificuldade de se
afastar de um sentido concreto atribuido aos numeros pode ser compreendida pelas
justificagdes que eram procuradas a partir das experiéncias da vida cotidiana. Deste
modo, demorou muito tempo para que houvesse outros desenvolvimentos na
aprendizagem dos numeros inteiros relativos que auxiliassem para o entendimento

das operagodes formais. S6 com o abandono da procura de explicagao das regras de
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sinais via consideragdes concretas da vida real para a via formal alavancou a
compreensao nesse dominio numeérico.

Desejo de um modelo unificador: o desejo de um modelo unificador
que pudesse atender o campo aditivo e que fosse valido para ilustrar o campo
multiplicativo foi outro obstaculo, pois a reta numérica ndo é adequada para a
multiplicacdo (GLAESER, 1985, p. 40). Esses dois ultimos obstaculos foram
amenizados com a descoberta da orientacdo da reta em que os sinais - e + podem

indicar o sentido nessa reta. A seguir apresentamos alguns obstaculos didaticos.

1.3 Obstaculos Didaticos

D’Amore (2005) indica uma outra nocdo de obstaculo, obstaculo
didatico que é causado pelas escolhas estratégicas do professor, bem como a forma
como os conteudos sao abordados em livros didaticos. Obstaculo didatico nasce da
escolha das estratégias de ensino. Assim sendo, quando o professor distingue esses
obstaculos pode rever a sua maneira de ensinar esse conteudo matematico.

Mari (1995, p. 31-32) aponta obstaculos didaticos especificos
caracterizados pela incompatibilidade do tempo da introdugéo por necessidades de
adaptacdo e as justificacbes aceitaveis dos conceitos e procedimentos
correspondentes. O mesmo autor constata que os livros didaticos, os Programas de
Ensino e outros documentos curriculares apresentam contradicbes na abordagem
dos numeros inteiros relativos e as operagbes aritméticas elementares. Séao
exemplos dessas contradi¢gdes: o fato de alguns livros, programas e trabalhos
cotidianos dos alunos evitarem apresentacdo de operagdes de subtracdes
impossiveis entre numeros naturais; o tratamento didatico como cépia simplificada e
difundida do processo linear de construcdo dos conjuntos numéricos e, a maior
atengao nos processos algoritmicos, no contexto da educagao espanhola.

A mesma posicdo é compartilhada pelo Trovon (2009), ao
argumentar que os obstaculos didaticos aparecem com mais vigor na fase da
aprendizagem e sumula do conhecimento do que em seu apontamento historico.
Assim sendo, durante a aprendizagem da matematica, ao iniciar o contato com um
novo conceito, pode ocorrer uma revolugao interna entre a estabilizagdo superficial
do conhecimento antigo e o saber que se encontra em fase de construgédo. Esse

atrito leva ao surgimento de obstaculos.
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Tal como Mari (1995), Trovon também aponta como obstaculos
didaticos: a forma simplificada com que os conteudos sao apresentados nos livros
didaticos; generalizagdo apressada de ideias antes de serem suficientemente
discutidas e refletidas, trata-se de uma precipitacdo de pensamento indutivo em que
a observacgao de casos particulares € considerada suficiente para induzir afirmacdes
gerais (TROVON, 2009, p. 6). Para este autor, os obstaculos didaticos podem ser
amenizados n&o abrindo espago para uma generalizagdo precipitada, sem atender a
precisao conceitual, sendo que ha necessidade de se fazer indagagdes e reflexdes,
para em seguida decidir se pode ou nao generalizar o resultado das discussoes.

Dando continuidade, uma formalizacdo antecipada das conclusdes a
respeito de numero negativo sinalizado pode atrapalhar sua compreensao pelos
alunos, por conseguinte pode aparecer um obstaculo. Segundo Pais (2011, p. 48),
na escola o perigo de acontecer uma generalizagao prematura coexiste com a
tentativa de transformar o saber cotidiano em saber cientifico.

Carraher (1990) defende que uma representagdo sinalizada dos
numeros negativos constitui fonte de confusdo para os alunos, se o sinal menos for
interpretado como indicagdo de uma subtragdo. Assim sendo, a autora argumenta
que as dificuldades na aprendizagem formal dos numeros relativos estao
relacionadas a diferenga de significados da notagdo Matematica (-), visto que o
simbolo (-) pode representar uma operagéo, a subtragdo, ora o sinal posicional ou
posicionamento de um numero na reta numérica, ora a operagao de inversao. A
autora ainda entende que um contexto propicio para a constru¢do de numeros
negativos seria fora da sala de aula, envolvendo numeros negativos sem o sinal
menos, 0 que remete a necessidade da construcdo desses numeros a partir de
situagdes cotidianas sem a sua formalizagdo prematura, ou seja, numeros relativos
nao sinalizados podem constituir um ambiente propicio para a formacdo desse
conceito.

Esses problemas podem ter origem na interferéncia com os sentidos
intuitivos que as criangas adquirem quando sao ensinadas com adjetivagdao de
dividas e pela énfase dada aos livros didaticos de retirar como sendo o significado
do sinal menos (MARI, 1995).

Ja para Teixeira (1993), as lacunas para aprendizagem dos numeros

inteiros relativos surgem quando se pretende estender propriedades das operagdes
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que as criangas aprenderam sobre os numeros naturais, a realidades as quais elas
nao se aplicam.

Assim sendo,

[...] a perturbacdo se instala quando a subtragédo (a-b) & aplicada a casos
em que b>a, gerando um resultado até entdo inexistente e demonstrando
assim o caso tipico em que as operagdes geram um novo conteudo. Admitir
a realidade deste novo resultado implica reconhecer a existéncia de uma
nova classe de numeros — os negativos (TEIXEIRA, 1993, p. 62).

Essa autora indica que o aluno precisa ampliar o conceito de numero
que adquiriu anteriormente. Trata-se da ampliacdo do conjunto dos numeros naturais
e suas respectivas operagdes de modo que as leis do sistema de numeragao
continuem validas nesse novo conjunto, o dos numeros inteiros relativos.

De acordo com Freudenthal (1983, p. 436), situa¢gdes envolvendo
divida, o termdmetro, o elevador, podem propiciar o entendimento de numeros
inteiros relativos desde que o seu enfoque seja adaptado ao nivel de escolaridade
dos alunos. Ademais, 0 sucesso no uso dessas situagdes deve ser intencional.

Deste modo, a escolha de situagcdes associadas ao ensino dos
numeros inteiros relativos deve ser feita de forma intencional e cuidadosa, pois
sabemos que um dos problemas do ensino pode estar relacionado com os
obstaculos didaticos, decorrente das escolhas de estratégias e exemplos para sala
de aula (PAIS, 2011).

Davidson (1987), no campo de iniciagdo do estudo dos numeros

inteiros relativos,

[...] mostra como criangas de 4 e 5 anos podem representar nimeros
negativos em contexto de agdo nos quais os numeros negativos e positivos
sdo representados pelos movimentos, para frente e para tras, numa rua de
papel onde as casas sdo numeradas de -4 a 4 (DAVIDSON apud BORBA,
1998, p. 125).

Essa conclusdo comprova que as criangas constroem modelos
mentais que incluem numeros inteiros relativos antes de receberem um ensino
formal (na escola). Esses modelos justamente podem ser completados com os
modelos da reta numérica para resolugao de tarefas que abarcam numeros inteiros

relativos. Nesse sentido, Borba (1998) argumenta que no dominio do ensino e de
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aprendizagem dos numeros inteiros relativos nas primeiras séries do Ensino

Fundamental,

[...] as formas de representagdo podem ser uma das principais causas das
dificuldades das criangas quando lidam com numeros relativos, ja que nao
parece haver muitas dificuldades na compreensao de situagdes cotidianas
que envolvem esse campo numérico (BORBA, 1998, p. 125).

Nesta secdo apontamos trés tipos de obstaculos no ensino:
obstaculos de origem ontogenética que sdo aqueles que sucedem carecidos das
limitagbes de sujeito em consequéncia de seu desenvolvimento mental; obstaculos
de ordem didatica sdo aqueles que estéo sujeitos somente as escolhas conseguidas
para um sistema educativo e, os de ordem epistemoldgica, sdo aqueles que nio se
pode nem se deve esquivar, pois sdo indispensaveis ao conhecimento dado.

Acreditamos que um caminho para o enfrentamento dos obstaculos
pode ser a ideia da multidimensionalidade do conhecimento (BRUNO, 1997),
apontando contextos em diferentes modos de procedimentos matematicos desde a
aritmética, algebra, grafica e calculo. Esse modo de procedimento pode viabilizar o
uso de varias formas de expressdo na linguagem da matematica agregadas aos
pares contexto/abstrato, contexto/reta, reta/abstrato, abstrato/contexto, reta/contexto
e abstrato/reta.

Na secdo seguinte apresentamos dire¢cbes tomadas por varias
investigacdes sobre o tema com vistas a enfrentamento dos obstaculos apontados
pela literatura e discutidos anteriormente. Nela, apontaremos as vias de acesso ao
conjunto dos numeros inteiros relativos, como sendo: uso da reta, método
extrapolatorio do Freudenthal, método geométrico para multiplicagéo e divisdo dos
numeros inteiros relativos, uso das temperaturas, o nivel médio das aguas do mar,
numa perspectiva de multidimensionalidade do conhecimento dos numeros inteiros
relativos (BRUNO, 1997). A discuss&o a respeito das diferentes abordagens pode

auxiliar o professor a ampliar seu horizonte sobre este conteudo matematico.
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1.4 Diferentes Abordagens dos Numeros Inteiros Relativos

Como vimos na sec¢ao anterior, ha resultados sobre os obstaculos
didaticos e epistemoldgicos relacionados a origem e a aprendizagem dos numeros
inteiros relativos na pesquisa Educacdo Matematica®. Diante disso, ha necessidade
de conhecer esses resultados para dar continuidade as pesquisas relacionadas a
este tema. Nesta secdo apresentamos abordagens do ensino visando o
enfrentamento dos obstaculos apontados pela literatura.

De acordo com Bruno (1997, p. 5), o ensino dos numeros inteiros
pode ser feito por meio de trés dimensées: abstrata, da reta e do contexto. E nessas
dimensdes que se pode operar transferéncias de conhecimento, de modo que se
possa constituir e aprimorar as trés componentes basicas para aprendizagem da
Matematica, nomeadamente: a conceituagao, a manipulacido e aplicagao. O termo
transferéncia de conhecimento deve ser entendido nesta pesquisa como a
construgdo de conhecimentos entre as dimensdes de conhecimentos dos numeros
inteiros relativos. Do mesmo modo, o termo contexto deve ser percebido como
sinbnimo de situacao real ou ficticia.

Concordamos com Bruno (1997), ao defender a essencialidade das
trés dimensdes de conhecimento nos processos de ensino e da aprendizagem dos
numeros inteiros relativos e, nessa linha de pensamento, argumentamos que as
dificuldades de aprendizagem em Matematica podem ser explicadas pela énfase na
dimensao abstrata, visto que nela o conhecimento matematico ndo encontra
explicacdo contextual. Esse destaque da dimensao abstrata pode ser confirmado
pelo excessivo uso de tarefas descontextualizadas em livros didaticos da
Matematica. Ela, a Matematica, € ensinada como se fosse um corpo de
conhecimento que nao depende de outro para seu desenvolvimento. Isso justifica o
cerne da multidimensionalidade de conhecimento no ensino da Matematica, neste
caso dos numeros inteiros relativos.

Deste modo, a construcdo do conhecimento entre as dimensdes
depende das articulagbes que as tarefas podem provocar. Essas tarefas devem ser

elaboradas tendo em conta a necessidade de articular a conceitualizagdo, a

> E uma grande area de pesquisa educacional, cujo objeto de estudo é a compreensao, interpretagéo
e descricao de fendmenos referentes ao ensino e aprendizagem da matematica em diversos niveis de
escolaridade, quer seja em sua dimenséo tedrica ou pratica (PAIS, 2011, p. 10).
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manipulacéo e aplicagdes com vistas a um estabelecimento de conexdes com outras
mateérias, de modo que haja construgdo entre as dimensdes de conhecimento. Por
essa razao, elas devem ser previamente preparadas com essa finalidade. A visao
de Bruno (1997) assenta na perspectiva unitaria do conhecimento numérico, isto €, o
que se aprende desde os primeiros anos de escolaridade constitui partes de um
unico conhecimento numérico que pode ter um fio condutor que o unifique e o torne
homogéneo.

Assim sendo, a dependéncia entre os conjuntos numéricos se
mostra relevante, de modo que os alunos nido construam conhecimentos como
nucleos isolados, ou seja, compartimentados. Nessa perspectiva, sao utilizadas trés
dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros relativos. Cada dimenséo
apresenta caracteristicas proprias, sendo que a dimensao abstrata envolve os
conhecimentos sobre os sistemas numéricos como estruturas matematicas e as
formas de escritas numéricas, os simbolos. As nogcdes de soma e de diferenca sao
identificadas mediante o uso da nogédo do oposto de um numero. Assim,a—b =a +
(-b)ea+b=a-(-b).

Concordamos com Moretti (2012), ao argumentar que as situagbes

anteriores envolvem a regra de sinais para a multiplicacao e, esclarece que,

a subtracao, por exemplo, para o caso, a — (- b) sé podera ser explorada no
campo multiplicativo. Como explicar o uso da reta dos inteiros para
obtengcdo de 5 em 2-(-3)? Se “~” indica movimento na reta numérica a
esquerda, como € que dois movimentos no sentido a esquerda vao resultar
em um Unico movimento a direita? O desenvolvimento dessa expressao se
da da seguinte maneira: a-(-b)=a+b. O caso a-(+b) também teria o
desenvolvimento seguinte: a-(+b)=a+(-b). O que observamos, nestas duas
situacbes tipicas, € o uso da regra dos sinais para a multiplicagdo
(MORETTI, 2012, p. 707).

A dimensdo contextual envolve as aplicagdes, situagdes concretas
em que se utilizam os numeros inteiros. Nessa dimensdo somar é acrescentar,
agregar ou ainda incluir, e subtrair € separar, ou diminuir. Nessa ordem de ideia,
ressalvamos que a subtragdo nem sempre encontra explicagdo contextual
(MORETTI, 2012). A dimensdo da reta envolve as representacbes dos numeros
sobre a reta, baseadas na identificacdo dos numeros reais com os pontos da reta e
com vetores que indicam as diregdes. As tarefas nas dimensdes abstratas e do

contexto devem ter seu reflexo na dimensao da reta (BRUNO, 1997, p. 6). O
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sucesso na transferéncia de conhecimentos entre as dimensoes da reta, do contexto
e de abstrato depende da natureza das tarefas propostas aos alunos.

Apresentamos no quadro a seguir as caracteristicas das dimensdes
de conhecimentos dos numeros inteiros relativos que consideramos para o

desenvolvimento dessa pesquisa.

Quadro 1 — Caracterizacdo das dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros

relativos

Dimensdes | Caracterizacdo

Abstrata Exige alto grau de generalizacdo, ou seja, demanda uma reflexao
profunda. Existe no ambito de imaginagcdo, por isso requer
concentracdo. Enquadra os sistemas numéricos, algébricos como
estruturas matematicas e as formas de escritas — os simbolos. E
prépria da Matematica.

Reta As representacdes dos numeros sobre a reta. Os numeros reais sao
vistos como pontos da reta e como vetores que indicam diregdes.
Ideia de deslocamentos, profundidade, altura etc. Uso de tabelas,
diagramas e graficos no plano cartesiano. A reta é vista como um
caminho ou pista. Essa dimensao é abrangente, pois visualiza tanto a
dimensao abstrata quanto a contextual.

Contexto As aplicagdes praticas dos numeros inteiros, situagdes concretas em
que se utilizam nuameros inteiros na vida cotidiana. Trata-se do uso de
fatos verdadeiros no cotidiano do aluno. Mas também pode consistir
num uso de situagcbes ficticias com vistas a problematizar. Visa
motivar os alunos para aprendizagem da Matematica. E uma forma de
aplicar a matematica e ao mesmo tempo fornece ancora para o
entendimento da Matematica. A Matematica como contexto situa na
dimensao abstrata.

Fonte: adaptado de Bruno (1997)

O nivel de exigéncia da tarefa é fundamental para a construgdo do
conhecimento entre as dimensdes da reta, do contexto e abstrata. A figura seguinte
mostra as articulagdes entre diferentes dimensdes de conhecimento dos numeros

inteiros relativos nas condicdes ideais apontadas pela autora.
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Figura 1 — Transferéncias de conhecimentos entre dimensdes

Reta

A

Contexto / Abstré(g

v

Fonte: BRUNO, 1997, p. 7.

Nessa triade, as seis setas indicam as transferéncias de
conhecimentos que podem ocorrer nos processos de ensino e de aprendizagem dos
numeros inteiros relativos. O principio de cada seta indica o ponto de partida, os
processos de ensino e de aprendizagem dos numeros inteiros relativos e pode
prosseguir de modo a abarcar todas as dimensdes de conhecimento.

Assim sendo, as tarefas elaboradas na perspectiva de
multidimensionalidade podem auxiliar os alunos a associarem as trés dimensoes e
possibilitar o entendimento dos numeros inteiros relativos, envolvendo a
verbalizacdo como foco central para promover a construcdo de conhecimentos.

Assim, o exame dessa triade pode nos levar a perceber que uma
proposta de ensino deve incorporar seis agrupamentos de tarefas diferentes visando
a construcdo de uma possivel aprendizagem efetiva. Esses agrupamentos
correspondem as articulagbes seguintes: abstrato-reta (AR), abstrato-contexto (AC),
contexto-reta (CR), reta-abstrato (RA), contexto-abstrato (CA) e reta-contexto (RC).

Apresentamos a seguir alguns exemplos de tarefas a luz da

multidimensionalidade de conhecimentos.

1. Transferéncia do conhecimento de abstrata para reta (AR)
Resolva as seguintes operagdes usando a reta numérica:
(-5) + (+4) b) (+3) +(-2)
2. Transferéncia de conhecimento de abstrata para contexto (AC)
Construa um contexto em que pode ser utilizada a seguinte operagéao:
(-6) + (+5) = (-1)
3. Transferéncia de conhecimento da dimenséo do contexto para a da reta
(CR)
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Um elevador encontrava-se inicialmente no 7° piso abaixo do subsolo e depois,
subiu 10 pisos. Qual é a posi¢ao depois dessa subida? Represente essa situagéo na
reta numérica.

4. Transferéncia do conhecimento da dimenséo da reta para abstrata (RA)

Qual é a operagao que pode ser representada pelas setas?

5. Transferéncia de conhecimento da dimensdo do contexto para abstrata
(CR)
Defina uma operagao que pode resolver a seguinte situagao:
Um objeto que se encontrava a 30°C foi esfriado até alcancar a temperatura de 6°C.
Qual foi a variagao da sua temperatura?
6. Transferéncia de conhecimento da dimensé&o da reta para contexto (RC)

Escreva um contexto que pode ser representado da seguinte forma:

(+8)

Ao resolver com sucesso todas essas tarefas o aluno tem a
possibilidade de construir um conhecimento que abarca as trés dimensdes de
conhecimento consideradas.

De acordo com Bruno (1997, p. 15-17), os alunos apresentam
facilidade na transferéncia da dimensao da reta ao contexto e vice-versa. E
dificilmente do contexto ao abstrato e do abstrato a reta. As transferéncias entre as
trés dimensdes devem ser de tal modo que as regras operatorias que se situam na
dimensao abstrata tenham uma clara translagdo em dimensdes da reta e do
contexto.

A seguir ilustramos as transferéncias que os alunos efetuam com

facilidade.
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Figura 2: Transferéncias entre as dimensdes que os alunos estabelecem com mais

facilidades

Reta

Contexto Abstrata

Fonte: Bruno, 997, p. 16

v

Podemos justificar essa facilidade pelo fato de que os alunos tém a
possibilidade de vivenciar e criar situagbes na dimensao do contexto e representa-
-las na dimensao da reta. Quando as tarefas propostas aos alunos ndo levam em
conta a transferéncia da dimensao abstrata para a da reta e vice-versa pode ocorrer
uma aprendizagem néo efetiva.

Apoiamos a ideia de que os numeros inteiros negativos sejam
interpretados como grandezas subentendidas como negativas, por exemplo, dividas,
mas independentes do sinal menos nos primeiros momentos da sua abordagem com
os alunos (CARRAHER, 1990; BORBA, 1998). Percebemos que isso passa pela
construcao de situagdes de aprendizagem em diversas linguagens que podem levar
o aluno a imaginagdo, a argumentagao e aferir por si préprio a partir das tarefas
propostas.

O conteudo dessas tarefas pode estar relacionado com o cotidiano,
visto que os alunos necessitam de experiéncias em exploracdo e manipulagao de
situacboes familiares em que os numeros inteiros relativos se encontram, como
dinheiro, temperatura, a reta, futebol, movimentos para cima e para baixo,
comparagao de idades (BELL, 1986). O mesmo autor argumenta que uma
combinagdo de movimentos para a introdu¢gdo dos numeros inteiros € necessaria,
dado que envolve o estado inicial, intermediario e o final. A ideia de combinagao de

movimentos esta ligada a teoria dos campos conceituais (VERGNAUD, 1985).
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Importante se faz realgar que a teoria dos campos conceituais
proposta por Vergnaud (1985) é fundamental, uma vez que ela esta relacionada com
as dimensdes do conhecimento dos numeros inteiros relativos. Para esse autor, um
conceito ndo pode se restringir a sua definicdo. Argumenta que a aprendizagem
ocorre por meio de experiéncias com grande numero de situagoes.

Nessa ordem de ideia, Vergnaud (1985) considera dois campos
conceituais: o campo das estruturas aditivas (adigdo e subtracédo) e o de estruturas
multiplicativas (divisdo e multiplicacdo). No primeiro, estabelecem relagbes que
envolvem duas variaveis e que adicionadas resultem num todo. No ultimo, envolvem
situagbes com a divisdo e a multiplicagdo dos numeros inteiros, bem como as
fragcbes, razéo, proporgao e porcentagem.

Adicionado ao que Vergnaud advoga, € necessario dizer que o
conceito pode ser trabalhado ao nivel das trés dimensdes de conhecimentos, ou
seja, ele deve ser estudado via contexto para situar o aluno, via reta para sua
visualizagédo e ainda via abstragdo para a sua generalizagdo. Esse esclarecimento
pode ser evidenciado por meio dos livros didaticos apresentando proposicdes
diversificadas de situag¢des para aprendizagem dos numeros inteiros relativos.

Os processos de ensino e de aprendizagem da Matematica
necessitam trazer uma multiplicidade de situagdes atinentes aos seus aspectos
conceituais e admitir que os mesmos sejam representados por diferentes formas
com o objetivo de se garantir uma compreensao mais aprofundada. No processo de
ensino e nos livros didaticos isso pode se refletir na proposicao de situacdes, que
possibilitam que os alunos inventem, confrontem e socializem estratégias de
resolugao das tarefas. Igualmente isso pode ser refletido no estimulo pela utilizagao
de diferentes representagdes tendo em conta que uma representacdao pode
favorecer a compreensao de um aspecto do conceito enquanto que outra pode ser
mais clara para outro aspecto (VERGNAUD, 1985).

De acordo com Freudenthal (1973, p. 212), a reta numérica deve ser
usada desde o inicio da aritmética, ou pelo menos muito cedo. No comeco s6 os
numeros naturais sdo observados e marcados nela; depois com as subtragcbes os
inteiros negativos aparecem e sdo também marcados nela. Em sua opinido esta € a
primeira chance oferecida para um aluno considerar conceitos matematicos a partir
de um ponto de vista formal, dedutivo. Por outras palavras, partindo de uma hipotese

geral chega-se a uma conclusao particular.
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Nesse caso, o aluno aprende os numeros naturais desde o inicio da
escolaridade, observa os padrdes e regularidades na formagao desses numeros. Ele
estuda as propriedades desses numeros e pode relaciona-las com outras situagoes.
Mais tarde revelar a insuficiéncia desse conjunto para o tratamento de outras
situacdes.

Freudenthal (1973) explica que o surgimento dos numeros inteiros
negativos foi motivado por meio da contagem para tras (contagem regressiva),
embora reconhece que sua origem verdadeira esteja na necessidade da subtragéo
sem restricoes, portanto, da necessidade de estender a validade das operacdes
(FREUDENTHAL, 1973, p. 225).

Concordamos com Freudenthal (1973), ao apontar que a
necessidade de uma logica intuitiva superior é primeiramente sentida com numeros
negativos. Com vistas a amenizar as dificuldades com os numeros inteiros relativos,
este autor, propde o uso do método extrapolatério indutivo. Com base nesse método
varias tarefas podem ser sugeridas levando o aluno a aceitar, por uma questéo de
l6gica, a regra dos sinais. Nessa abordagem n&o se constroem modelos
contextualizados, trabalha-se com a reta numérica e com as regras, observando e
analisando os padroes dos resultados obtidos com vistas a elaboragdo das
conclusoes.

O método extrapolatério indutivo baseia-se no prolongamento da
reta numérica dos numeros naturais. Freudenthal (1973, p. 211) indica que como
meio de visualizagdo a intencdo da reta numeérica quando usada apropriadamente
pode ser um excelente meio de visualizacdo das quatro operagdes aritméticas.
Neste caso, a adicdo e subtracido sao interpretadas como recursos da reta numérica,
a subtracdo de um numero como uma reflexao, multiplicacdes e divisbes como
dilatacbes e contragcbes. Desse modo, as regras de calculos podem se tornar
intuitivamente claras.

Nesta reta, os numeros crescem da esquerda para a direita. A
manutencdo desta ideia justifica as regras dos sinais na multiplicagdo, conforme o
exemplo a seguir: (-1).(+2) =(-2); (-1).(+1) =(-1); (-1).0 = 0; (-1).(-1) =(+1); (-1).(-2)
=(+2) (MORETTI, 2012, p.701).

Por meio do reconhecimento dos padroes para modelar, representar
ou descrever padrdes fisicos, regularidades, o aluno pode adquirir confianga em sua
capacidade de abstrair relagbes (FREUDENTHAL, 1973). A capacidade de
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abstracdao é fundamental na aprendizagem da Matematica, dai que uma proposta
atrelada nas dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros relativos pode
possibilitar o desenvolvimento desta capacidade. A abstragdo aqui € entendida como
ato de isolar mentalmente algo para considerar a parte um elemento de
representacdo que seja fundamental para a situacdo que esta sendo tratada. Esse
elemento ndo é dado separadamente, por exemplo, pode ser a dedugdo de uma
férmula a partir do estudo de padrdes e regularidades. O método extrapolatorio de
Freudenthal nas operacbes com numeros inteiros relativos baseia-se nesse
principio. Este método exige que as propriedades validas com os numeros positivos
também devem ser validas para os negativos (FREUDENTHAL, 1973, P.281-282).
O método é extrapolatério, porque de fato, faz-se uma extrapolagcéo para além do
zero, isto é, as propriedades observadas a direita de zero continuam validas a
esquerda de zero. O método € indutivo, pois, de forma intuitiva os alunos
observando tabelas induzem regras praticas e generalizacbes. Esse método tem
duas exigéncias fundamentais para o aluno: a primeira, ele deve dominar a reta
numérica saber onde se localiza cada numero inteiro e se possivel, deve ter a
imagem, da reta na sua cabega. A segunda exigéncia é assumir que as
propriedades que se observam com os numeros positivos (do lado natural) devem
continuar validas do lado negativo.

Freudenthal (1973, p.281) argumenta que as dificuldades do ensino
dos numeros inteiros relativos nao reside na introdugao nem nas tarefas como: 3-7,
7+(-3), (-7) +3, 2. (-5), mas em resolver casos do tipo 3-(-7), 10-(-7), (-3) +(-7), (-3) -(-
7) e (-2). (-5). De acordo com esse autor, podemos ensinar as operagdes com
numeros inteiros relativos a partir de tarefas conforme ilustramos no quadro

seguinte.
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Quadro 2 — Exemplo da exposicao do método extrapolatério indutivo

3+2=5 3-2=1 3.2=6 (-3).2=-6
3+1=4 3-1=2 3.1=3 (-3).1=-3
3+0=3 3-0=3 3.0=0 (-3).0=
3+(-1)=2 3-(-1)=4 3.(-1)=-3 (-3).(-1)=3
3+(-2)=1 3-(-2)=5 3.(-2)=-6 (-3).(-2)=6

Fonte: adaptado de Freudenthal (1973, p. 281-282)

De acordo com Freudenthal (1973, p. 229), os numeros inteiros

negativos devem ser introduzidos definindo, por exemplo, -2 como a coisa que se
comporta como: (-2) +2 = 0 e derivar desta definigdo a aritmética dos numeros
inteiros negativos. Partindo dessa logica, podemos escrever:
(-2)+2=0¢€(-3) +3 = 0, deduz-se, por adigéo, que (-2) + (-3) + (2+3) = 0, por isso,
(- 2) + ( -3) = - (2+3), ou por multiplicacdo da primeira por -3 e a segunda por 2,
obtemos: (-2).(-3) + 2.(-3) =0 e 2.(-3) + 3.2 =0 e porisso ( -2). (-3) = 6. Deste
modo, o0 autor argumenta que 0s numeros inteiros negativos surgem como solugdes
de determinadas equagdes e sdo submetidas as operagdes habituais como
expusemos no exemplo anterior.

Para Caragca (2003, p. 91-96), o ensino dos numeros inteiros
relativos pode ser feito via consideragdes de acontecimentos histéricos que pode ser
representado por meio de um calendario, tomando um acontecimento para origem o
nascimento de Cristo. E a partir dessa origem contam-se os tempos para la e para
ca. Analogamente, o autor considera como ponto de partida o movimento de um
movel, que sai de certa posi¢ao inicial, realizando-se ao longo de uma trajetoria
retilinea um movimento em sentidos opostos (o carater dindmico dos numeros
inteiros relativos). Nesse caso, precisamos saber qual dos dois sentidos opostos,
sobre a reta, o movimento se realiza. Para indicar o sentido para esquerda do ponto
inicial representou pelo sinal (-) € 0 movimento para direita indicou pelo sinal (+).

De acordo com Caraga (2003), as operag¢des sobre numeros inteiros
relativos podem ser definidas por extensdo imediata (principio de extensdo) das
operagbes estudadas no conjunto dos numeros naturais. Para ele, a Matematica
possui uma ldgica propria que precisa ser considerada, por isso, “todo o trabalho
intelectual do homem €, no fundo, orientado por certas normas, certos principios”.

Deste modo, as regras ndo podem ser provadas, podendo sim ser justificadas, visto
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que elas derivam da necessidade de manter coesos os principios da Matematica.
Portanto, este autor considera o modelo aritmético e 0 geométrico para o tratamento
dos numeros inteiros relativos. O modelo geométrico emprega a reta numérica com
a origem 0 (zero) e um sentido positivo e um negativo. A multiplicagdo e a diviséo
sdo tratadas no modelo aritmético. Este autor define o numero relativo da seguinte,

maneira:

Sejam a e b dois numeros reais quaisquer: a diferenga a-b chamaremos
numero relativo, que diremos positivo, nulo ou negativo, conforme for a>b,
a=b, a<b (CARACA, 2003, p. 92).

Assim sendo, todo numero negativo pode ser considerado como
uma diferenga em que o aditivo é zero e o subtrativo € o numero real igual ao seu
modulo, ou seja, dado um numero negativo p-q qualquer, se pode escrever,
chamando r a diferencap-q: p-gq=0-r=-r (CARACA, 2003, p. 95). Este autor
justifica as regras de sinais determinando as operag¢des sobre numeros inteiros
relativos por extensdo imediata das operagdes com os numeros naturais. Para as
operacoOes da adi¢c&o e subtragdo aponta que:

1) (P-q)+(r-s)=p+r-q-s=(p+r)—(q+s)
2) (p—q)-(r—s)=p-q-r+s=(p+s)-(q+)
Em particular, tem-se:

3) at(-b)=a+(0-b)=a+0-b=a->b

4) a—(-b)=a-(0-b)=a-(0-b)=a+b

Dessas sentengas concluimos que,

somar um numero negativo equivale a subtrair o nimero positivo com o
mesmo modulo; subtrair um numero negativo equivale a somar o numero
positivo com o mesmo médulo (CARACA, 2003, p. 95).

Quanto a multiplicagao, o autor apresenta a seguinte demonstragao:

(p-q).(r—s)=p(r—-s)—q.(r—s)=pr—ps —(qr—gs) = pr—ps — qr + gs = (pr +gs) — (ps +qr).
Em particular tem-se:
(+a). (+b) = (@—=0). (b -0) =+a.b
(+a).(-b)=(a-0).(0-b)=-a.b
(-a). (+b)=(0-a).(b-0)=-a.b
(-a). (-b)=(0-a). (0-b) =+a.b
Essas igualdades contém a conhecida regra dos sinais (CARACA,

2003, p. 96). Quanto a divisdao, o autor define como operagdo inversa da

multiplicagao, por isso valem também as regras da multiplicagéo.
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De acordo com Borba (1998), sdao duas abordagens que um
professor pode utilizar quando pretende ensinar os numeros relativos. A escolha da
abordagem a utilizar na sala de aula depende do ponto de vista e do dominio que o

professor possui a respeito do assunto.

A primeira abordagem, essencialmente abstrata, tem como preocupacao
primordial a coeréncia interna do sistema e se utiliza basicamente da
manipulagéo de simbolos. A segunda abordagem usa modelos concretos ou
situagdes contextualizadas que dao sentido aos numeros inteiros e as
operagdes realizadas com eles (BORBA, 1998, p. 26).

A primeira abordagem defende que os numeros inteiros séo
entidades matematicas abstratas inseridas num sistema regido por certas regras e
que deve ser ensinado como tal, atende a intuicdo como foco para aceitacdo da
existéncia e da manipulagdo dos numeros negativos. A segunda abordagem segue a
ideia de construgdo de modelos, os quais podem ajudar a representar os objetos
matematicos, de modo que esses se aproximem cada vez mais da realidade dos

alunos.

[...] o valor educacional de uma disciplina expande na medida em que o
aluno compreende os varios vinculos do conteudo estudado com um
contexto compreensivel por ele (PAIS, 2011, p. 27).

Ressaltamos a necessidade dos contextos pertencerem ao
repertorio dos alunos, por exemplo, o conhecimento sobre créditos, débitos, a
temperatura (acima e abaixo de zero), altitudes (acima ou e abaixo do nivel do mar),
niveis de elevacédo de agua em reservatorios. O nivel de reservatorio de agua pode
aumentar ou pode baixar, ou seja, ocorre uma variagao. Porém, essas abordagens
nao podem ser feitas de modo isolado (BORBA, 1998). Assim, a operagdo da
subtracao é dificil de ser aprendida utilizando a reta graduada ou modelos concretos.

A subtragdo apresenta diferentes significados, sen&o vejamos:
retiradas, decréscimo, inverso de acréscimo, comparagao, complemento e
diferencas entre quantidades no campo dos numeros naturais. De acordo com
Moretti (2012, p. 707), a subtragéo do tipo a-(-b) sé podera ser explorada no campo
multiplicativo. Nesse campo, o desenvolvimento da expressdo a-(-b) se da da
seguinte maneira: a-(-b) = a+b. O caso de a-(+b) = a-(+b) = a-b. Ressalvamos aqui o

uso da regra dos sinais para a multiplicagao.
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No novo campo dos numeros relativos sdo acrescentadas as
diferencas entre transformacoes e relagdes (BORBA, 1998). A respeito disso, Bell
(1986) constata que o problema reside na dificuldade dos alunos em distinguir as
relagdes entre estado inicial, intermediario e estado final.

Para o ensino dos numeros inteiros relativos sao apontados alguns
modelos, por exemplo, para os naturais o modelo fundamental € a contagem
enquanto para os nimeros relativos é o geométrico (MARI, 1995; BORBA, 1998).

Nessa mesma linha de pensamento Borba (1998) sugere a
diversificagao de situagdes para o ensino de numeros inteiros relativos, apontando,
por exemplo, situagées em que nos processos de ensino e de aprendizagem recorre:
0 uso de expressdes numericas descontextualizadas; de problemas sobre débitos e
créditos; de problemas envolvendo temperaturas e de interpretacdes de expressoes
numéricas. As quatro operagdes de aritmética ndo devem ser impostas ao aluno
pelo professor. Concordamos com essa autora quando diz que os alunos podem
descobrir as quatro operagbes num contexto de resolugdo de tarefas, as quais
articulam as dimensbdes de conhecimentos, percorrendo da reta-contexto-abstrato ou
vice-versa, constituindo um suporte para a construcao de conhecimento.

De acordo com Borba (1998), o uso de diagramas de Vergnaud
como alternativa para o ensino dos numeros inteiros relativos facilita a compreenséo
dos numeros relativos pelos alunos. A mesma autora argumenta que tal diagrama
diferencia o estado, a transformacéo, a relagao e o tempo, podendo ser considerada
como uma equagao com informagdes adicionais especificas. Trata-se de um
esquema simbdlico intermediario entre a representacado verbal das tarefas e a
representacdo numérica formal. Adicionando a isso também se faz necessario
utilizar a reta numérica. Uma vantagem adicional é o fato de que, a partir dessas
transformacdes, podemos estabelecer conhecimentos para percorrer dentro das
dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros relativos.

Ao utilizarmos o diagrama de Vergnaud nos importam as
designagdes de problemas aditivos e as estruturas aditivas. Problemas aditivos sao
aqueles cuja solugcdo exige somente adigdes ou subtracdes. De igual modo, as
estruturas aditivas sdo aquelas em que as relagdes em jogo sdo formadas somente
por adigdes ou subtragées (VERGNAUD, 2009, p. 197).

Segundo Bell (1986, p. 205), ndo se pode propor ensinar regras para

manipular os numeros inteiros relativos sem que os alunos compreendam as
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situacbes que os contém. Ademais, essas situagdes quando sdo bem
compreendidas podem servir de referéncias para dotar de significados as
manipulagbes com esses numeros.

No ambito desse processo, a contextualizagao é tida como aspecto
relevante, pois entendemos que s6 desse modo as operagdes poderdo ganhar
sentido. Assim sendo, as questbes contextualizadas envolvem adicdo do tipo
mudanca envolvendo o estado inicial, o intermediario e o final e que pode ser
verbalizada pelos alunos. Por exemplo:

Aurora retirou 100,00 meticais® da sua conta no banco. Ela ficou devendo 50,00
meticais ao banco. Qual era a sua relagao antes de fazer a retirada?

Nessa tarefa, o estado inicial ndo €& conhecido. O estado
intermediario € a retirada de 100,00 meticais e o estado final € a divida de 50,00
meticais. Assim sendo, o estado inicial + estado intermediario = estado final.

Tarefa dessa natureza pode ajudar ao aluno a relacionar situagcdes
da vida com a Matematica que aprende na escola. Nesse caso, as expressdes sao
apresentadas na notagao formal, pede-se aos alunos que interpretem as sentencas
e criem contextos para elas.

Por exemplo, a partir da conta: (-200)+(+800) = (+600), solicita-se
que o aluno responda a pergunta: “Que contexto pode representar essa operagao?”
De acordo com Borba,

[...] os diagramas aplicam-se a problemas no campo conceitual de
estruturas aditivas. Diz-se que um problema é aditivo quando seus calculos

envolvem apenas adi¢do ou subtragéo, seja no campo dos naturais, seja no
dos relativos (BORBA, 1998, p. 134).

Na tarefa abaixo, utilizamos o diagrama de Vergnaud. Exemplo:
Augusta estava devendo 200,00 meticais na sua conta no banco. Ela retirou 100,00
meticais da sua conta. Qual a situacdo apdés a retirada?

Usando o diagrama de Vergnaud a situagdo fica representada

assim:

* Metical é unidade da moeda da Reptblica de Mogambique, o seu simbolo é Mtn.
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-100

200 ¥ ?

A 4

Para que se possa desenvolver a visdo dos alunos sobre a tarefa, a
representacédo final deve ser discutida e constituida: (-200)+(-100)=? Igualmente,
podemos usar a reta numérica para verificar se a operagao escolhida é adequada e
efetuada de forma correta (BORBA, 1998).

Outro exemplo:
Angelo depositou 400,00 meticais na sua conta no banco. Ele ent&o ficou com 700,00
meticais na sua conta. Qual a situacdo antes do depdsito?

O diagrama da situagao fica:

+400

? 4 +700

Assim, a representacéo final deve ser debatida e estabelecida: ? +(400)
= (+700).

Observamos que a utilizagdo do diagrama de Vergnaud remete a
situacbes como mudanca do estado, transformacéo, relacdo e tempo. Essa variagao
mostra um aspecto dindmico dos numeros inteiros relativos, o entendimento dessas
mudangas nesse campo numeérico pode possibilitar que o aluno pouco a pouco
compreenda e construa o conceito do numero negativo, podendo perceber que ele,
0 numero negativo, pode representar cada uma das mudancgas referidas (BORBA,
1998).

Assim, dos apontamentos que fizemos a respeito das estruturas
aditivas podemos constatar que elas estdo relacionadas com as dimensdes
apontadas por Bruno (1997), de conhecimento dos numeros inteiros (reta, contexto e
abstrata), fato que nos pode assegurar a sua conciliagdo para o tratamento dos
numeros inteiros relativos.

Nessa linha de pensamento, concordamos com Carraher (1990, p.

149) quando afirma que dividas sdo complexas em significados e em representagéao.
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E, ela argumenta que quando alguém pede emprestado um dinheiro esse alguém
fica com mais dinheiro na sua carteira. Porém, o dinheiro emprestado € marcado
como ndo sendo o seu proprio dinheiro, mas alguma coisa que tem que ser
devolvida ao emprestado. Pelas razbes acima expostas, vemos que ha necessidade
de se buscar exemplos nos quais as relagdes entre contextos e as representacdes
formais possam ficar bem claras e que sirvam de veiculo para a construgdo de
conhecimento entre essas formas de representagoes.

Borba (1998) alerta nos que as formas de representagdo podem ser
uma das principais causas das dificuldades das criancas quando lidam com numeros
relativos, ja que parece haver muitas dificuldades na compreensado de situacoes
cotidianas que envolvem esse campo numeérico.

Concordamos com Cyrino e Pasquini (2010), quando propdéem o uso
do método de multiplicacédo e divisdo de segmentos propostos por Descartes e
Hilbert como via para problematizar estas operagdes em sala de aula com vistas a
compreensao e percepgado das regularidades para a estrutura multiplicativa, e a
partir dai justificar as regras de sinais, tendo em conta que as mesmas sao
apresentadas aos alunos sem fundamentagao, podendo contribuir para a sua
compreensao. Para atender esta proposi¢ao, essas autoras recorrem, nas palavras
de Descartes, a possibilidades de se auxiliar em conceitos geométricos como forma
para que os aritméticos possam ser considerados (CYRINO; PASQUINI, 2010, p.
22).

A apresentacdo de Descartes traz sua geometria colocando a
unidade a partir de uma configuragdo do Teorema de Thales. Geometricamente, a

multiplicagdo é descrita da seguinte maneira:
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Figura 3: Construcao proposta por Descartes

E Seja por exemplo AF a unidade, e
que se deve multiplicar ED por BT,

para isso, sO € necessario unir 0os
pontos A e C, depois determinar

DE paralela a T3, sendo BT o

g produto desta multiplicagao.

D A

Fonte: Cyrino e Pasquini, 2010, p. 22.

Na divisdo de FL por EL’, admitindo ainda &F como a unidade, é
indispensavel unir os pontos E e D, depois achar T4 paralela a TE, sendo BT o

resultado desta diviséo.
A construgdo geométrica das operagdes também foi apresentada
pelo David Hilbert (1862-1943). Este matematico descreve a constru¢ao geométrica

do produto da seguinte maneira:

Para definir geometricamente o produto de um segmento a por outro b,

servimo-nos da seguinte construgdo: Escolhemos primeiramente um
segmento qualquer, fixo em tudo o que o segue e designemo-lo por 1.
Desloguemos para um dos lados dum angulo reto e a partir do vértice O, o

segmento 1 e, além disso também a partir de O, o segmento b; em seguida
deslocamos para o outro lado o segmento a. Unamos as extremidades dos
segmentos 1 e a por uma reta e conduzamos uma paralela a esta reta pela
extremidade do segmento b; esta determinara um segmento ¢ no outro lado
do angulo: chamemos a este segmento ¢ o produto do segmento a pelo
segmento b e designamo-lo por: ¢=alt (HILBERT apud CYRINO;
PASQUINI, 2010, p. 24).

A seguir apresentamos alguns exemplos de construgao geométrica

de produto e de quociente.
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Figura 4: Construgao de produto de a por b

<1

of 1% b,

Fonte: Cyrino e Pasquini, 2010, p. 45.

A construcao proposta por Hilbert diferencia-se da proposta por Descartes,
basicamente pelo fato de Hilbert dizer que os segmentos de reta devem ser
dispostos perpendiculares (CYRINO e PASQUINI, 2010, p. 45).

Para a validacdo das constru¢des propostas por Hilbert recorremos

a semelhanca de tridngulos. A seguir mostramos como se procede a validagao:
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Figura 5: Tridngulos semelhantes de acordo com a construgao proposta por Hilbert

C
c=ab
=
a
A
=1
of 1% b, 0% B

Fonte: Cyrino e Pasquini, 2010, p. 49.
Na figura acima,

temos que os triangulos AU A e AROL sdo semelhantes, pois as medidas

dos seus angulos correspondentes sdo iguais. Como os triangulos sao
semelhantes, seus lados correspondentes possuem medidas proporcionais.

Assim, podemos escrever a propor¢do a seguir e realizar os calculos:

e _ A 1_ua

e E=} T= ;=¥ ¢ = @l Concluimos assim que ¢ é o produto entre

a e b. Note que em ambas as demonstracbes utilizamos construgao
proposta por Hilbert. No entanto, o dngulo entre os segmentos concorrentes
ndo importa, logo, as demonstracdes realizadas anteriormente s&o validas
tanto para a construgdo proposta por Hilbert quanto para a proposta por
Descartes (CYRINO; PASQUINI, 2010, p. 49-50).

A similaridade do que aconteceu com a multiplicagcdo, na diviséo
igualmente podemos usar segmentos para visualizar o quociente geometricamente.
Porém, entre a multiplicagdo e a divisdo por meio das construgdes geométricas,
distingue-se exclusivamente pelo procedimento de construgdao (CYRINO; PASQUINI,

2010, p. 58).

Para a divisdo dos numeros inteiros relativos podemos proceder da

seguinte maneira: consideremos a operagao ¢ + & = a, tragamos duas retas r e s, de
modo que r seja perpendicular as intersectando-se no ponto G.E ainda,
considerando @ como origem, localizamos o dividendo ¢ em r e o divisor b em s, em
seguida tracamos um segmento de reta que une o dividendo ¢ e o divisorb e

designamo-lo por f, a partir da unidade positiva de s, tragamos outro segmento da
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reta paralelo a f e designamo-lo por g, a intersecgao de g com o segmento dareta r

resulta o quociente a, isto é,a:-‘E. (CYRINO; PASQUINI, 2010), conforme

ilustramos a seguir.

Figura 6: Divisdo de segmentos

L

Fonte: Cyrino e Pasquini, 2010, p. 58.

Portanto, € importante destacar a semelhanga de triangulos para a
validagao do processo da divisdo de segmentos aplicando o método geométrico de

Hilbert. Deste modo, apresentamos:

Figura 7: Triangulos semelhantes

r C
c M

Fonte: Cyrino e Pasquini, 2010, p. 59.
Notamos que

os triangulos AUG A e AFCL sdo semelhantes, pois as medidas dos seus

angulos correspondentes sao iguais. Porém, os seus lados correspondentes
possuem medidas proporcionais. Assim podemos escrever a proporgao:



50

Ag @

QU @F Note que DU é a unidade de medida, logo @1 = 1. Realizando
Ad gcC a ¢ c

os calculos. @Y GF 1 & B(CYRINO; PASQUINI, 2010, p.

59).

A seguir apresentamos o extracto de algumas tarefas da proposta de
Cyrino e Pasquini (2010, p.36-65):

Tarefa 1.3

Descreva reminisciéncias de seu primeiro contato, enquanto estudante, com
numeros inteiros, respondendo:

Que tipo de dificuldades vocé e seus colegas enfrentaram para aprender este tema?
Que material foi utulizado para o ensino deste tema?

Como eram as tarefas propostas para aprendizagem deste tema?

Tarefa 5

Segundo o teorema de Thales um feixe re retas paralelas divide duas retas
transversais quaisquer em segmentos proporcionais’ .

Investigue em livros de Historia da Matematica o modo como o Teorema de Thales é
apresentado?

Questéao problematizadora:

As construgdes propostas por Descartes e por Hilbert guardam alguma relagdo com
o teorema de Thales? Por qué?

Tarefa 6

Represente geometricamente o produto entre 4 e 7, por meio da construgéo
proposta por Hilbert, em um sistema de coordenadas. Apds a construcao, verifique
algebricamente o resultado obtido.

Tarefa 9

Como fica a construgdo geométrica do produto entre um numero positivo € um
numero negativo?

Qual das construcdes estudadas € mais adequada para representacdo do produto
de numeros negativos? Represente geometricamente esse produto.

Tarefa 10

Facga a construgdo geometrica da multiplicagdo em que um dos fatores € zero.
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Tarefa

Tarefa 14

Por meio de alguma construgdo geométrica que estudamos, pe possivel calcular o
quociente entre um numero positivo e um numero negativo? E entre dois numeros
negativos?

Como essas construgdes podem ser realizadas?

Como representar um numero negativo nessa construgao?

A multiplicagdo e a divisao dos numeros inteiros relativos pelo
método geométrico pode ser enquadrada na dimensao da reta e de abstrato com a
excecao da dimensdo do contexto. A dimensao abstrata nessas operagdes se refere
as demonstragdes analiticas da validade do método. Assim, todo o conhecimento
numeérico abrange cada uma dessas dimensdes (BRUNO, 1997, p. 7).

O professor precisa organizar tarefas que possam articular as
dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros. Assim, a informagao deve estar
introduzida no contexto das tarefas educacionais com objetivo de que quem aprende
seja capaz de envolver-se em ciclos perceptiveis dentro das dimensdes. Por
exemplo, uma tarefa como a que segue: a temperatura num certo domingo, do lugar
A, foi de -5°C. Na segunda-feira subiu 6°C, na terca-feira desceu 5°C e na quarta
desceu 2°C. Construa e preencha a tabela de temperaturas daqueles dias, usando
numeros inteiros relativos*. Podemos compreender que as capacidades de traducgao
do enunciado sado da linguagem natural para a linguagem Matematica. E a
transferéncia da dimensdo do contexto para a abstrata, bem como da dimensao
abstrata para a da reta. Esse movimento demanda interagdes entre as dimensdes, o
que pode possibilitar a compreensao da tematica pelo aluno.

As dimensdes da reta, do contexto e abstrata, envolvendo situagdes
como ganhos e perdas, a reta numérica, cronologia (tempo) e diagrama de
Vergnaud, temperaturas, deslocamentos, nivel médio das aguas do mar, s&o formas
de abordar numeros inteiros relativos com alunos para que possam encontrar
significados destes na vida real.

No préximo capitulo apresentamos a nossa trajetéria da pesquisa no

que diz respeito a elaboragdo da proposta que foi utilizada no curso para os

* Adaptada de Nhéze, 1998, p. 29.
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professores de Mogambique, que concretamente foi considerado o estudo de
programa de Ensino da Matematica, de livros didaticos, entre outros documentos.
Igualmente, esclarecemos o processo de coleta de dados com professores de
Mocambique. Por fim, justificamos em que medida as reflexdes promovidas no
decorrer do trabalho com os professores nos ajudaram a elaborar a nova proposta

de ensino.
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2 ENCAMINHAMENTO METODOLOGICO DA PESQUISA

Tratar da aprendizagem dos professores fundamentados na
essencialidade das dimensdes de conhecimento para elaboragdo de uma propossta
de ensino dos numeros inteiros relativos €& importante, dado que permite
aprendizagens dos participantes que posteriormente irdo aplicar esse conhecimento
com seus alunos (BRUNO, 1997). Segundo esta autora, aprendizagem é&
caracterizada pela construcdo de conhecimento nas trés dimensdes, nomeadamente
a da reta, a abstrata e a de contexto. Isto quer dizer que s6 ha aprendizagem
quando o aluno consegue relacionar os conteudos matematicos por meio da
construgédo de conhecimento entre as dimensdes acima apontadas.

Para fazer face aos nossos objetivos da pesquisa, realizamos um
estudo piloto envolvendo 10 professores que ensinam Matematica num curso de
formagdo de curta duragdo. Posteriormente, em 4 turmas da 82 classe foram
aplicadas tarefas produzidas no curso de formacéo. Dos dez professores, 4 foram
selecionados para implementar a proposta na Escola Secundaria de Coalane,
cidade de Quelimane, de janeiro a marco de 2013.

A proposta foi montada a partir das contribuicbes dos professores,
isto quer dizer que ela surgiu de suas vivéncias, das dificuldades que seus alunos
apresentavam e da literatura especializada.

Para que o estudo piloto fosse estruturado houve uma analise prévia
de quatro livros didaticos de Matematica da 8?2 classe do ensino mogambicano e um
Programa de Ensino da Matematica, com a finalidade de observar as diretrizes
dadas ao professor de forma a compreender as politicas publicas voltadas para o
ensino da Matematica.

Nossa pretensdo era compreender como € que 0s numeros inteiros
relativos sdo abordados e até que ponto as tarefas propostas nessa unidade
tematica articulam as dimensdes de conhecimento dos numeros inteiros relativos.
Escolhemos esses livros por serem os mais recentes. Dos quatro livros, somente
um, intitulado Matematica 82 classe, de autoria de Chuquela e Langa, 2011, é
recomendado pelo Ministério da Educagao para o uso em escolas secundarias.

Os conteudos desses livros sdo: Numeros inteiros relativos;

Equacbes lineares; Proporcionalidades e funcbes lineares; Sistemas de duas
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equacgdes a duas incognitas; Circunferéncias e circulos e Congruéncia de triangulo e
Teorema de Pitagoras (INDE, 2010, p. 15).

Para a analise, escolnemos a unidade tematica | a respeito dos
numeros inteiros relativos. Dos conteudos a respeito dos numeros inteiros relativos
constam as seguintes se¢des: numeros simétricos; modulo ou valor absoluto de um
numero; operagdes em Z (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo). Escolhemos
essa unidade por ser a que cria mais dificuldade no ensino e na aprendizagem
desse conteudo matematico.

Nessa unidade, fizemos um levantamento de como os conteudos
sao apresentados e quais as vias de acesso utilizadas para o tratamento desse
tema. Esse estudo ajudou-nos a identificar o que os livros ndo trazem em termos das
trés dimensdes de conhecimentos e suas articulagdes nas tarefas propostas. Essa
informacao foi importante para a selecao de tarefas para a nossa proposta.

Efetuamos primeiro um estudo documental que consistiu na revisao
de livros didaticos e de programa de Ensino da Matematica sobre o tema e a seguir
um estudo pratico envolvendo professores de Matematica da 82 classe em uma
formacdo de curta duracdo e aplicagdo em turmas da 82 classe. A partir das
contribuigdes tedricas de diversos autores (FREUDENTHAL, 1973; BORBA, 1998;
BRUNO, 1997; VERGNAUD, 2009, entre outros) elaboramos uma proposta® de
formagao de professores em exercicio.

Nesta pesquisa buscamos responder a seguinte questdo de
investigacdo: que indicadores devem ser considerados em uma proposta de
ensino dos nameros inteiros relativos para educacao escolar a ser utilizada na
formagdo de professores em Mogambique? Para respondermos a questédo
propomos 0 seguinte objetivo: elaborar uma proposta de ensino para o trabalho com
numeros inteiros relativos para a educacado escolar que articule as dimensdes de
conhecimento dos numeros relativos.

Assim, neste capitulo apresentamos a escolha metodolégica
adotada na pesquisa, os participantes, o contexto, os instrumentos para a coleta de
informacdes e o processo de analise dos dados. Este se encontra dividido em cinco
sec¢Oes: na primeira, apresentamos a escolha metodoldgica explicitando as nossas

posicdes quanto a abordagem metodoldgica adotada para essa pesquisa; na

® Fase piloto.
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segunda, delineamos o curso de formagao de professores; na terceira, expomos 0s
procedimentos de analise dos livros didaticos e do PEM; na quarta apresentamos
informacdes sobre os professores que aplicaram a proposta em quatro turmas da 82
classe e, na ultima, descrevemos os procedimentos da analise dos dados dos

alunos.

2.1 A Escolha Metodolégica

Com vistas a responder a questao de investigagdo e aos objetivos
que orientam a presente pesquisa, optamos por realizar uma investigagao
qualitativa. A pesquisa qualitativa apresenta cinco caracteristicas fundamentais: 1) o
ambiente natural como fonte de dados e o pesquisador como instrumento
fundamental de coleta de dados; 2) a investigacdo qualitativa € descritiva; 3) os
pesquisadores estdo preocupados com 0O processo € nao simplesmente com os
resultados e o produto; 4) os pesquisadores tendem a analisar seus dados
indutivamente; e, 5) o significado é a preocupacdo essencial na abordagem
qualitativa (BOGDAN e BIKLEN, 1994, p. 47-51).

Estivemos presente em todas as fases da pesquisa desde o curso
de formagdo de curta duragdo, a aplicagdo da proposta em sala de aula,
planejamento das aulas com professores, agindo como membro e pesquisador. No
curso de formacdo observamos as acdes dos participantes, suas contribuigcdes e
inquietacbes. Igualmente, observamos aulas dos 4 professores visando
compreender a aplicabilidade da proposta, anotando o que estivesse ao nosso
alcance e isso era complementado com as notas que os professores entregavam no
final de cada semana — o que constituiu o ambiente natural. Mantivemos contato
direto primeiro com os 10 professores durante a formagao e depois com os 4 durante
aplicagao da proposta na sala de aula com alunos da 8?2 classe. Consideramos os
seus pontos de vista, o que deu mais liberdade para eles se expressarem sobre as
ocorréncias nas sessdes, 0 que possibilitou aos professores entregarem suas notas
de campo.

Os dados coletados foram descritos a partir das anotacdes e dos
registros escritos produzidos pelos professores na formagéo e durante aplicagao da

proposta na sala de aula.
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Durante o curso de formacdo buscamos compreender o que os
participantes ja sabiam sobre o tema e como encaram as sugestdes dos autores
(BRUNO, 1997; FREUDENTHAL, 1973; BORBA, 1998; CARRAHER, 1990, entre
outros) a respeito do ensino dos numeros inteiros relativos, e, ainda, como avaliam
as tarefas apresentadas nos 4 livros didaticos de Matematica da 82 classe, a partir
das novas perspectivas de abordagem dos numeros inteiros relativos. Igualmente
buscamos perceber as sensibilidades dos participantes da necessidade de uma
proposicao voltada aos idearios dos autores discutidos. Nossa intengdo era
entender, a partir dos pontos de vista dos participantes, a possibilidade de
elaboracao de uma proposta que pudesse atender alguns dos idearios com enfoque
na multidimensionalidade de conhecimento dos numeros inteiros relativos. Por isso,
entendemos que nossa preocupacao estava voltada mais para o processo do que
para o produto.

Para analise dos dados, constituimos o corpus da pesquisa
composto por 4 livros didaticos (Saber Matematica, 8% classe. Longman
Mocambique, Lda., 12 Edicdo, 2007; Matematica 82 classe. Plural Editores, 2011;
Matematica 82 classe (M8). Diname, 2007. Matematica para todos, 8? classe. Editora
Nacional de Mogambique, 2010; o Programa da Matematica da 82 classe.
MEC/INDE, Maputo, 2010 (PEM), os registros escritos dos professores, as
anotagdes do pesquisador e os registros dos alunos.

De acordo com Bardin (2011, p. 125-126), corpus € o conjunto dos
documentos tidos em conta para serem submetidos aos procedimentos analiticos. A
sua composic¢ao implicou as escolhas, sele¢des e regras. Essa autora afirma que as
diferentes fases de analise de conteudo organizam-se em torno de trés polos
cronologicos: 1) a pré-analise; 2) a exploragao do material; e, 3) o tratamento dos
resultados, a inferéncia e a interpretagdo. Todas essas fases foram utilizadas no
processamento dos dados sem, contudo, fazer a devida discriminacao, no sentido de
controlar onde comega uma e onde termina outra.

Assim sendo, tivemos o cuidado de observar as seguintes regras: a
da exaustividade utiliza a exaustao junto aos dados do texto de forma que toda a
informacgé&o pertencente a uma unidade fosse incluida. Nada do material foi excluido
sem explicacdo. A regra da homogeneidade: agrupamos as expressdes semelhantes
ou que tinham o mesmo significado. Tivemos ainda em conta a necessidade de

evitar que outro tema, ideias ou textos fossem incluidos na mesma categoria, e a
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regra da pertinéncia, adequando o material selecionado ao conteudo e ao objetivo
da analise (BARDIN, 2011, p. 125).

Esse movimento teve inicio com uma desorganizagdo dos materiais
(corpus) da analise, a unitarizagao, constituindo um exercicio de desconstrugdo dos
materiais textuais reunidos (MORAES; GALIAZZI, 2011, p. 44). Esse movimento
permitiu-nos a construgdo de novas compreensdes.

Realizamos nossa analise a medida que os dados foram sendo
colhidos no estudo piloto. Organizamos os dados em fungdo dos nossos objetivos de
modo que pudessem nos tornar visivel, de uma forma indutiva, determinados
aspectos caracteristicos do nosso objeto de estudo, a reflexdo de um formador de
professores sobre a essencialidade da teoria sobre dimensdes de conhecimento na
formulagdo de uma proposta para o ensino dos numeros inteiros relativos.

Assim, fizemos uma leitura acautelada de todas as informacdes
(registros escritos dos professores, dos alunos, anotagdes do investigador) que
estiveram ao nosso alcance, visto que nesse tipo de investigagdo todos os dados
sdo importantes e precisam ser examinados. Em seguida, tendo em conta os nossos
objetivos, elaborar uma proposta de ensino e estudar as potencialidades desta,
elegemos tarefas que estivessem de acordo com a nossa teoria e procedemos ao
estudo das mesmas quanto as suas potencialidades.

Os resultados foram organizados em quadros e, em seguida, a
descricao de elementos fundamentais — as constatacdes obtidas. E, finalizamos pela

apresentacao da nova proposta de ensino.

2.2 Curso de Formacéao de Professores

Primeiro estudamos os documentos e fizemos o levantamento dos
conteudos sobre numeros inteiros relativos nos livros didaticos e no PEM,
observando as falhas e lacunas e desenvolvendo uma proposta de um curso de
pouca duracdo e depois fomos para a sala de aula observar os resultados desse
curso, quando os 4 professores regressaram para a sala de aula.

No processo de elaboragdo da proposta utilizada para o curso de
formagdo dos professores em exercicio consideramos o estudo do Programa de
Ensino da Matematica, de livros didaticos, textos especificos sobre o tema, entre

outros documentos.
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Dando continuidade, aplicamos um curso de curta duragdo aos
professores em exercicio que ensinam em escolas da cidade de Quelimane e,
posteriormente, nas turmas da 82 classe. Participaram do curso 10 professores, com
a duragcao de 22 horas. Foi desenvolvido no periodo compreendido entre 10 de
dezembro de 2012 e 18 de janeiro de 2013, nas instalagcbes da Universidade
Pedagdgica, Quelimane. A escolha desse local justificou-se pelas facilidades que o
investigador dispunha na aquisicdo de sala, evitando questbes burocraticas, visto
que o mesmo faz parte do quadro integrante dessa instituicdo de Ensino Superior.

A proposta do curso foi validada no grupo de pesquisa IFHIECEM e
por duas professoras do Departamento de Matematica da Universidade Estadual de
Londrina (UEL), um professor aposentado do Departamento de Matematica da
Universidade Pedagdgica de Mogambique, de origem holandesa, e trés da
Universidade Pedagdgica de Mogambique.

Os participantes foram professores que lecionavam Matematica em
Escolas da cidade de Quelimane e que fazem parte dos estagios supervisionados,
sendo a participacao feita pelo critério de voluntariedade, isto é, ndo houve a
obrigatoriedade em fazer parte, foi por interesse e curiosidade individual. Foram
explicitados os objetivos do curso e sua possivel contribuicdo para o ensino da
Matematica. As identidades dos professores ndo foram reveladas nessa pesquisa,
evitando qualquer tipo de transtorno, buscando assim interpretacbes do ambiente
onde atuam, extraindo informagdes que consideram significantes para constituir
estratégias de acbes com as quais poderiam influenciar os processos de ensino e de
aprendizagem dos numeros inteiros relativos.

No inicio da formacdo os participantes responderam a um
questionario composto por cinco perguntas (Q1, Q2, Q3, Q4 e Q5). O nosso objetivo
era coletar informacgdes a respeito do que aqueles professores ja sabiam do tema e
0 que gostariam de saber mais.

A seguir apresentamos o questionario aplicado no inicio do curso.

1. Escreva o que vocé sabe sobre os numeros inteiros relativos (Q1).

2. Como vocé trabalha os conteudos a respeito dos numeros inteiros relativos na
82 classe? (Q2)

3. Que dificuldades encontra quando pretende abordar os numeros inteiros com

os seus alunos? Como tem ultrapassado tais dificuldades? (Q3)
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4. Como vocé justifica a multiplicacdo de dois nimeros negativos? (Q4)
Vocé acha que existe outra maneira mais facil de ensinar os niumeros inteiros
relativos, para além da sugerida no programa e no livro do aluno? Explique a

sua resposta (Q5).

Dessas cinco tarefas apresentamos as transcrigdes das respostas
de Q1 e Q5, pois essas avaliavam os pré-requisitos e as alternativas para o ensino
dos numeros inteiros relativos. As restantes foram descritas e apontadas algumas
constatacdes.

Devido a disponibilidade dos participantes, o curso decorreu no
periodo de tarde com uma duracao de 2 horas diarias. O material utilizado durante o
curso foi basicamente a lousa, giz, apagador e textos de apoio. O curso foi montado

com base nos conteudos que apresentamos a seguir:

Quadro 3 — Conteudos do curso de formacgao

Conteudos

Consideracgoes histéricas dos numeros inteiros relativos.

Os numeros relativos vistos por diversos angulos.

Discussao do capitulo sobre numeros inteiros relativos nos livros didaticos e no

Programa de Ensino da Matematica.

Planejamento de aulas.

Avaliagéo do curso.

Fonte: organizado pelo autor

Dinamica:

Aos participantes eram distribuidos textos de apoio de cada tema
com antecedéncia de um dia com a restricdo do primeiro. Esses textos eram de
conteudos com base nos estudos tedricos.

Em todas as sessoes, os participantes eram solicitados a responder
duas perguntas diferentes daquelas propostas (Q1 a Q5): 1) O que gostou da leitura
do texto e o que gostaria de aprofundar utilizando outros textos; e, 2) O que né&o
gostou da leitura do texto. Explique a sua resposta.

Na primeira questdo a nossa intengdo era compreender quais as

abordagens que cada participante utilizava ao ensinar esse tema e o que realmente
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ele sabia do tema. Na segunda, pretendiamos coletar dado a respeito do que cada
participante n&o sabia do tema.

Em sala de aula, em grupo de dois a trés, os participantes discutiam
o texto, anotavam suas ideias e as duvidas. Na fase seguinte, cada representante do
grupo apresentava oralmente as conclusdes. Por sua vez, essas eram debatidas e
no final juntamente com os participantes faziamos uma sintese das ideias
apresentadas. Essa dindmica acontecia em todos os encontros.

Durante a formagao trabalhamos com os quatro livros didaticos
apontados anteriormente. As informagdes provenientes do estudo dos textos foram
utilizadas para o estudo dos livros didaticos. Nesses documentos, o nosso foco era
destacar as formas como esse assunto € introduzido nos quatro livros, analisar as
tarefas propostas na unidade tematica sobre numeros inteiros relativos e quais os
exemplos mais frequentes utilizados para o tratamento do tema. Outro foco do
estudo foi comparar as abordagens propostas nos livros didaticos e relaciona-las
com as sugestdes dos diferentes teodricos a respeito do tema. A partir dessas
informagdes solicitamos que cada grupo elaborasse cinco tarefas que estivessem de
acordo com os teodricos estudados. Em seguida as tarefas foram avaliadas em
grupos® de dois a trés e as conclusdes anotadas. A discussdo das tarefas tinha
como foco principal:

» Que capacidades essas tarefas provocam no aluno?

» Quais os possiveis erros que os alunos poderiam cometer em
cada uma das tarefas elencadas?

» As tarefas levam o aluno a argumentagéao, a relacionar, a
sintetizar, a solicitar ajuda aos colegas da turma?

= As tarefas solicitam ao aluno o recurso aos conhecimentos
anteriores?

» A tarefa admite muitas respostas?

= Alinguagem é objetiva?

= A tarefa permite a transferéncia’ (construgdo) de conhecimentos

entre as dimensodes da reta, abstrata e contexto?

® Esses grupos nao eram fixos, havia permutagcéo de elementos como forma de permitir que cada um
udesse conversar com os participantes restantes.
Com referéncia a Bruno (1997).
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A partir das tarefas propostas por cada grupo, selecionamos aquelas
que contemplavam aspectos que nao constavam nos livros didaticos analisados e
que apresentavam indicios de que poderiam contribuir para a construgcdo de
conhecimento entre as dimensdes.

Por exemplo, ndo foram vistas tarefas do tipo:

1) Construa um contexto do cotidiano que possa ser descrito pela
operagao (-2) + (+6).

2) Qual é a operagao que pode ser representada pelas retas:

<
<«

»
»

5 4 3 2 1 0 41 +2 +3 +4 +5 +6

Essas tarefas podem levar o aluno a operar, a recorrer aos colegas
solicitando ajuda, e, enfim, a questionamentos que podem contribuir para a
construgcao do conhecimento.

No final de cada sessdo, eram apresentadas as conclusdes. Essa
fase visava essencialmente abrir um espaco de discussao para que os participantes
apresentassem seus comentarios e as propostas para que pudessem constar na
ficha de tarefas que seria utilizada pelos professores em sala de aula. Assim, logo no
inicio das aulas do Ensino Secundario geral (segunda quinzena de janeiro, 2013), as
tarefas foram aplicadas em quatro turmas da 82 classe.

Quanto aos procedimentos de analise dos dados proveniente dos
professores, esses foram feitos de forma descritiva, acompanhados de alguns
depoimentos.

Apresentamos a seguir o quadro sintese do curso de formagao dos

professores em exercicio.
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Sessoes/dia
e carga
horaria

Sequéncias de  atividades,
textos utilizados e justificativa
de suaincluséo

Objetivos/Dinamica

10.12.2012
(2 horas)

Aplicacdo de um questionario.

Identificar as vias de
acesso que 0s
professores utilizam em
suas aulas.

Identificar o conhecimento
prévio sobre o tema.
Discussédo das respostas
apresentadas em grupo.

11.12.2012
a
13.12.2012
(4 horas)

Estudo dos textos tedricos de
GLAESER, G. Epistemologia dos
numeros negativos. Boletim do
GEPEM, n. 17. p. 29-124, 1985.
Escolhemos esse autor porque
ele nos fornece algumas
informacdes sobre os obstaculos
epistemologicos ligados a origem
e evolugdo dos numeros inteiros
relativos, base para a
compreensado do nosso objeto de
pesquisa.

Identificar e analisar as vias
de acesso ao tratamento dos
numeros inteiros relativos.
Estudar as suas
implicacbes para
aprendizagem do tema.
Leitura prévia dos textos.
Discussdo em grupo de 2 a
3 professores

Sintese das leituras do texto.
Apresentacao das
conclusdes parciais.

18.12.2012
a
19.12.2012
(4 horas)

FREUDENTHAL, Hans.
Mathematics as an educational
task, D. Reidel, Dordrecht, p. 211-
282, 1973.

Escolhemos esse autor porque
ele contribui com o seu método
extrapolatério (funcional) para a
multiplicacdo dos numeros inteiros
relativos e énfase dada a
utilizacdo da reta para o
tratamento deste tema. Esses
subsidios vao ao encontro do que
intencionamos propor e fazer.

Identificar e analisar as vias
de acesso ao tratamento dos
numeros inteiros relativos.
Estudar as suas
implicacbes para
aprendizagem do tema.
Leitura prévia dos textos.
Discussdo em grupo de 2
a 3 professores.

Sintese das leituras do
texto.

Apresentacao das
conclusdes parciais.

12.01.2013
a
13.01.2013
(6 horas)

BRUNO, Alicia. La ensinanza de
los numeros negativos:
aportaciones de uma
investigacion. Numeros Revista
de didatica de las Matematica,
n.29, Marzo de 1997. p.5-18.

Identificar vias de acesso
ao tratamento dos

numeros inteiros
relativos.

Estudar as suas
implicacbes para

aprendizagem do tema.
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Escolhemos essa autora porque
ela  nos fornece subsidios
fundamentais para a proposicao
da nossa tese: a
multidimensionalidade de
conhecimento dos numeros
inteiros relativos. A visdo desta
autora enquadra ademais pelo
fato de defender que o ensino
deste tema passa necessaria pela
criacdo de condicbes/situacdes de
aprendizagem que leve a
construcdo de conhecimento entre
trés dimensodes: reta, contexto e
abstrato.

Leitura prévia dos textos.
Discusséo em grupo de 2
a 3 professores.

Sintese das leituras do
texto.

Apresentacéao das
conclusodes parciais.

15.01.2013
(2 horas)

BORBA, Rute Elizabete de Souza
Rosa. O ensino e a compreensao
de nameros relativos. In:
SCHLIEMANN, Anallcia e
CARRAHER, David (Orgs.). A
compreensao de conceitos
aritméticos: ensino e pesquisa.
Campinas: Papirus, 1998, pp.
121-151.

A escolha dessa autora justifica-
se pelo fato dela admitir a
necessidade de contextualizar o
conhecimento para possibilitar o
entendimento pelo aluno.

Identificar e analisar as
vias de acesso aos
tratamentos dos numeros
inteiros relativos.

Estudar as suas
implicacdes para
aprendizagem do tema.
Leitura prévia dos textos.
Discussao em grupo de 2 a
3 professores.

Sintese das leituras do
texto.

Apresentacao das
conclusdes parciais.

16.01.2013
(1 hora)

Estudo do PEM dos quatro livros
didaticos:

Saber Matematica, 82 classe,
2007. Matematica 82 classe, 2011.
Matematica 82 classe (M8), 2007.
Matematica para todos, 82 classe,
2010. INDE.

Estes Livros sdo importantes para
esta pesquisa, visto que os
numeros inteiros relativos vém
retratados nesses documentos.
Por ser uma pesquisa didatica, é
relevante analisar os documentos
em uso para observar 0 que esta
falhado e o que é de positivo.
Esse entendimento é relevante
para dar continuidade a pesquisa,
acrescentando o que esta em falta
com vistas a melhoria.

Verificar como o assunto
foi introduzido em cada
livro didatico.

Analisar as tarefas
propostas na unidade
tematica sobre numeros
inteiros relativos.

16.01.2013
(1 hora)

Estudo do programa da
Matematica (PEM)

Programa da Matematica da 82
classe. MEC/INDE, Maputo, 2010.
Este documento foi relevante, pois
todas as diretrizes do Ministério

Observar as diretrizes
recomendadas para o
tratamento do tema,
Analisar suas
implicagcbes para
aprendizagem do tema.
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da Educagao sobre o Ensino da
Matematica da 8?2 classe séao
apresentadas nesse documento.
E importante observar e entender,
antes de qualquer movimento de

pesquisa, as sugestdes
apontadas sobre o tema.

17.01.2013 | Apresentagdo das conclusdes Discussao em grupo.

(30 minutos) | gerais. Cada representante do
grupo apresentava as
sinteses das leituras.

17.01.2013 | Resultado final da formacéo. Elaboragdo de tarefas com

(1 hora e 30 | Avaliagao do curso. base nos livros didaticos e do

min.) referencial tedrico orientado
pelas perspectivas das trés
dimensbtes de
conhecimentos dos numeros
inteiros relativos.

Montagem da aplicagao
na sala da 82 classe.

Fonte: organizado pelo autor
Em seguida apresentamos os procedimentos de analise dos livros didaticos e do
PEM.

2.3 Procedimentos de Anélise dos Livros Didaticos e PEM

Elencamos os livros de Matematica da 82 classe no periodo de
2007-2011, por se tratar dos livros atualmente disponiveis, sendo um deles
recomendado pelo Ministério da Educagédo e Cultura (MEC) para uso em sala de
aula. Todos estdo de acordo com o PEM quanto a estruturacdo das unidades
tematicas previstas no curriculo, bem como a ordem da sua apresentacdo. Sdo no
total 6 unidades tematicas que compdem o curriculo da 8?2 classe. Codificamos os
livros em L1, L2, L3 e L4, que corresponde a livro 1, livro 2, livro 3 e livro 4, conforme

apresentamos no quadro a seguir.
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Quadro 5 — Livros analisados e PEM

Cddigo | Nome do Livro Autores dos Livros

L1 Saber Matematica, 8% classe. | Jodo Carlos Sapatinha & Dinis
Longman Mocgambique, Lda., 1. | Guibundana.
Edicao, 2007.

L2 Matematica 82 classe. Plural | Helton Langa & Neto Jodo Nick
Editores, 2011. Chuquela.
(Livro recomendado pelo MEC)

L3 Matematica 82 classe (M8). | Raul Fernando Carvalho & Zeferino
Diname, 2007. Alexandre Martins.

L4 Matematica para todos, 82| Ismael Cassamo Nheze, Fabido F.
classe. Editora Nacional de | Nhabique & Rafael Joao.
Mocambique, 2010.

PEM Programa da Matematica da 82 | INDE.
classe. MEC/INDE, Maputo,
2010.

Fonte: organizado pelo autor

No PEM buscamos compreender as diretrizes emanadas e
identificar as sugestdes apontadas para o tratamento do tema. Essa informacéao foi
importante na medida em que nos forneceu subsidios para analise dos livros
didaticos e para o planejamento e adaptagao das tarefas para sala de aula.

Tendo em conta a nossa questdao de pesquisa: que indicadores
devem ser considerados em uma proposta de ensino com numeros inteiros relativos
para a educagao escolar a ser utilizada na formagdo de professores em
Mogambique? — e, visando estudar tais indicadores, identificamos nove abordagens
para o ensino dos numeros inteiros relativos (A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8 e A9)
que a literatura aponta como sendo potenciais para o tratamento deste tema.

A nossa caminhada ao longo dos livros didaticos obedeceu dois
movimentos: primeiro efetuamos uma analise do capitulo sobre numeros inteiros
relativos de cada livro tendo em conta, portanto, as abordagens neles contidas (A1,
A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8 e A9), apresentadas no quadro 6 da pagina a seguir.
Desse estudo, fizemos descricbes das caracteristicas encontradas, apontando
aquelas que também deveriam estar presentes, tendo como base o referencial
tedrico utilizado. Por exemplo, o método extrapolatorio de Freudenthal, o uso de
diagrama de Vergnaud, entre outras caracteristicas. No segundo movimento,
langcamos os nossos olhares para o conteudo sobre numeros inteiros relativos de
todos os livros, extraindo deles os aspectos comuns e divergentes, buscando uma

compreensao do fenbmeno em estudo.
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Assim sendo, foram etapas desse estudo: exploragdo dos livros
didaticos e levantamentos e sistematizacdo dos conteudos de acordo com a
multidimensionalidade do conhecimento. Em cada livro buscamos relacionar a
abordagem sugerida com as trés dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros
relativos (reta, abstrata e contexto). Esse movimento foi feito por meio de analise da
forma como os numeros inteiros relativos sao introduzidos e de analise das tarefas
propostas em cada unidade tematica. Assim, o nosso foco foi verificar se as tarefas
propostas remetem a construgao de conhecimento entre as dimensdes.

Em suma, nesses livros buscamos uma compreensao de como o
conteudo sobre numeros inteiros é discutido e quais as abordagens que utilizam
para a introdugao desse tema.

Dando continuidade, iniciamos a nossa analise dos livros e o PEM a
partir das unidades de registros prévias tomadas com base na literatura. Unidade de
registro trata-se de uma acepgao codificada e obedece ao segmento de conteudo
considerado unidade base, apontando a categorizagdo e a contagem da frequéncia
(BARDIN, 2011, p. 134).

Como dissemos anteriormente, para as abordagens dos numeros
inteiros relativos foram criadas as unidades de registros e codificadas em A1, A2,
A3, A4, A5, A6, A7, A8 e A9, conforme o quadro 6. Essas unidades foram criadas a

partir da revisao tedrica sobre o tema, portanto, a priori, sdo

teorias escolhidas e explicitadas desde o inicio da investigagéo [...]. Quando
a opcao é por teorias a priori estas servirdo de base para todas as etapas
da pesquisa, especialmente para a interpretacdo dos dados. As teorias a
priori correspondem a olhares tedricos trazidos de “Fora” para examinar e
interpretar os fendmenos focalizados em uma pesquisa (MORAES;
GALIAZZI, 2011, p. 158).

Apresentamos a seguir as unidades de registros adotadas a partir da
revisdo teorica para essa pesquisa. Alguns desses exemplos foram adaptados dos

quatro livros analisados e dos textos especializados sobre o tema.



Quadro 6 — Unidades de registros

Unidades | Explicitacdo da abordagem e exemplificacdo

registros

Al Negécios — acomoda as sugestbes referentes a compras, perdas e
ganhos e as vendas de produtos nos mercados informais pelas
populagbes. (BORBA, 1998; BRUNO, 1997).

O Eduardo tinha 15,00Mt no bolso e gastou 7,00Mt na compra de
rebougados. Pediu 10,00Mt & sua mae para ir ao cinema. Pagou o bilhete
com 12,00Mt. Com quanto dinheiro ficou?

A2 A altitude — acomoda situagdes ou exemplos que focalizam o nivel das
aguas do mar como referéncia para o tratamento dos numeros inteiros
relativos (BORBA, 1998; BRUNO, 1997).

Num dado momento, um passaro encontra-se a 10 metros de altitude e
um peixe esta a uma profundidade de 5 metros.

Represente essas medidas usando numeros inteiros relativos;
Represente essas medidas na reta numérica; e,

Explique qual foi o referencial usado.

A3 Cronologia — acomoda situag¢des que usam o tempo como referéncia para
o ensino dos numeros inteiros relativos (CARACA,2003; BRUNO, 1997)
Tomando como origem das datas o ano do seu nascimento. Indique por
que numeros inteiros relativos devem representar as seguintes datas:
Ano 2014;

Ano 1980;
Ano do nascimento do seu pai; e,
Ano de nascimento da sua mae.

A4 A temperatura — acomoda situagdes sobre temperaturas abaixo e acima
de zero como referencial (BORBA, 1998; BRUNO, 1997).

A temperatura de certa cidade A é de 15°C acima de zero, e numa outra
cidade B é de 15°C abaixo de zero.

a) Qual é a cidade mais fria nesse dia?

b) Represente essas temperaturas usando numeros inteiros relativos;

c) Represente na reta numérica essas temperaturas.

A5 A reta numérica — acomoda situacbes que usam a reta numérica para o
tratamento dos numeros inteiros relativos. BORBA, 1998;
FREUDENTHAL, 1973; BRUNO, 1997; CARAGCA, 2003).

Considere uma reta numérica, assinale nela os pontos cujas abcissas sao
representadas por: A: -4; B: +4; C: -5; D: 0; E:-1; F: -3; G: 2; H: 1; I: -2, L:3
A6 Acomoda a introdugdo dos numeros inteiros via impossibilidade da
subtragdo em N (BORBA, 1998; MARI, 1995; BRUNO, 1997).
Qual sera o resultado de:
5-10;
1-2;
0-4.
A7 Acomoda o uso da Histéria da Matematica (CARACA, 2003; GLAESER,

1985; método geométrico de HILBERT & DESCARTES apud CYRINO &
PASQUINI, 2010). Iremos apresentar exemplos sobre a multiplicacéo e
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divisdo dos numeros inteiros relativos ao longo do desenvolvimento desta
pesquisa.
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A8 Acomoda o método extrapolatério de Freudenthal nas operagbes com
nuameros inteiros relativos (FREUDENTHAL, 1973).
Observa as operacdes abaixo:
5-5=0 3+3=6 3.3=9 (-3).(+3)=
5-4=1 3+2=5 3.2=6 (-3).(+2)=
5-3=2 3+1=4 3.1=3 (-3).(+1)=
5-2=3 3+0=3 3.0=0 (-3).(0)=
5-1=4 3+(-1)="? 3.(-1)="? (-3).(-1)=
5-0=5 3+ (-2) =? 3.(-2)="? (-3).(-2)=
5-(-1)=7 3+(-3) =? 3.(-3)="? (-3).(-3)=
5-(-2)=? 3+(-4) =? 3.(-4)="? (-3).(-4)=
Pode continuar a resolver completando a 42 coluna e,
Descubra as regras de multiplicacdo a partir da analise das operacgdes
neste quadro?
Qual é o resultado de (-250).(-300)7?
Qual é o resultado de (-50)+=10?
Qual é o resultado de (-50) +(-10)?
A9 Acomoda o uso de diagrama de Vergnaud para as operagdes de adi¢ao e
subtragcdo dos numeros inteiros relativos (VERGNAUD, 2009; BORBA,
1998).

Angelo possui uma conta bancéria. Ele fez um saque no valor de 500,00
meticais. Agora ficou devendo ao banco 600,00 meticais. Qual era o
montante antes do saque?

-600

—

Fonte: organizado pelo autor

Para o estudo das articulagdes entre tarefas e dimensdes de
conhecimento nos quatro livros didaticos, consideramos as codificagdes a seguir:
dimensbes de contexto (C), de reta (R) e abstrata (A). Assim, criamos as seguintes
unidades de registros: CR, CA, RC, AR, RA e AC. Nessas unidades de registros: CR
significa que as tarefas articulam a transferéncia de conhecimento da dimensé&o de
contexto para a reta, AC as tarefas articulam a transferéncia do abstrato ao contexto,
assim por diante.

Depois da analise das tarefas verificamos que havia concentracéo

de tarefas na dimenséo abstrata (A). Para acomodarmos esse aspecto criamos a
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unidade de registro AA. Neste caso, AA significa que as tarefas articulam a

transferéncia de conhecimento da dimensdo abstrata para abstrata. Assim,

passamos a ter as seguintes unidades de registros: AA, CR, CA, RC, AR, RA e AC.

A seguir apresentamos exemplos dessas unidades de registros. Algumas dessas

tarefas foram adaptadas dos livros analisados.

Quadro 7 — Exemplificacdo das unidades de registros utilizadas na analise das

tarefas

Unidades | Exemplos de tarefas por cada unidade de registros

de

registros

AA 1. Efetue: a) (-15)-(-7) b) (+4)+(-5) c) (-6).(+2)

2. Coloque os sinais > ou < entre os numeros dos pares seguintes, de forma a
obter afirmacbes verdadeiras: a) (-6)  (-10); b) (+6) (-12)

CR Registrou-se as variagdes da temperatura de uma substancia em cinco
momentos diferentes. 1° momento 15°C; 2° momento 10°C; 3° momento 0°C;
4° momento -10°C e no 5° momento -15°C. Represente essa variagdo na reta
numeérica.

RC
Descreva uma situagédo que pode ser representada pela seta na reta numérica
abaixo:

—
-5 4 3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

AC
Dada a operacgao: (-6) + (+12)=(+6), construa um contexto da vida real que
pode ser interpretada por esta operacgao.

CA No meu aniversario, ganhei 1.000 meticais do meu tio, 300 meticais da minha
irma. Dois dias depois, perdi 500 meticais. E precisei de empréstimo de 100
meticais do meu amigo. Como vocé indicaria isso usando numeros inteiros
relativos?

AR Efetue as operagdes usando a reta numérica:

(-3) +(-5) d) (+5) +(+2)
RA Observe a figura abaixo. Escreva a operagao correspondente.

<
<«

| | | | 1 E i i i
T T 1 1 I I

5 4 -3 2 -1 0 +1 42 +3 +4 +5 46

>l | |

Fonte: organizado pelo autor

Assim, contamos e examinamos todas as tarefas constantes na

unidade tematica sobre nimeros inteiros relativos de cada livro didatico tendo como

foco a sua articulagdo com as dimensdes de conhecimento.
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Os resultados foram apresentados em quadros comentados

contendo as respectivas porcentagens.

2.4 Informacdes sobre os Professores que Aplicaram a Proposta em Turmas da

82 Classe

A segunda fase do projeto piloto foi aplicada em quatro turmas do
Ensino Secundario Geral com a duracdo de dois meses. Nessas turmas, cada
professor® reportava a participagdo dos alunos nas aulas por meio de tomada de
notas nos registros diarios que entregavam ao investigador. A entrega era semanal.

Apresentamos a seguir informag¢dées dos quatro professores que
aplicaram a proposta de ensino em 4 turmas da 82 classe sobre a sua formagéo do
magistério e tempo de servico.

O professor P1 é Licenciado em Ensino de Matematica pela
Universidade Pedagdgica (2009), tem 35 anos de idade e 4 anos de experiéncia no
ensino Primario completo (12 a 72 classe) e 5 anos no ESG-1 (82 a 10? classe). O
Professor P2 ¢é Bacharelado em Ensino de Matematica pela Universidade
Pedagogica (2008), tem 29 anos de idade e 6 anos de experiéncia no ESG-1. Ja
lecionou varias vezes na 82 classe. O Professor P3 é Licenciado em Ensino de
Matematica pela Universidade Pedagdgica (2010), tem 38 anos de idade e 10 anos
de experiéncia no ESG-1. O Professor P4 é Licenciado em Ensino de Matematica
pela Universidade Pedagdgica (2011), tem 32 anos de idade e 7 anos de
experiéncia no ESG-1. Cada professor tem uma carga horaria obrigatoria de 24
horas semanais, para a disciplina de Matematica, corresponde a 5 turmas. Uma
turma de Matematica na 82 classe tem uma carga horaria de 5 horas semanais.
Todos esses professores sdo efetivos do quadro de funcionarios da Educacéao
Publica da Republica de Mogambique.

Optamos por coletar os dados em quatro turmas (A, B, C e D) da 82
classe de uma Escola Secundaria Geral da cidade de Quelimane. Trata-se de uma
instituicao publica, que atende alunos da 82 a 102 classe em trés periodos (manha,
tarde e noite). A Escola recebe estagiarios, em todos semestres, de diversos cursos

de graduagdo da Universidade Pedagodgica. Todas as turmas funcionavam no

® Referimos aos professores que aplicaram a proposta nas turmas da 82 classe.
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periodo da tarde. Os alunos mostraram-se interessados em aprender, mesmo com a
falta de carteiras eles se faziam presentes. A escolha do local e das turmas se deu
pelo fato de que os quatro professores (P1, P2, P3, e P4) responsaveis dessas
turmas participaram do curso de formagédo continuada orientado pelo investigador
para efeito de aplicacdo da proposta e, ainda, por ter experiéncia no ensino, o que
facilitaria a aplicagdo da mesma. Os dados foram coletados nos meses de janeiro a
abril de 2013. Apesar de a proposta ter sido aplicada em quatro turmas, o
investigador prestou muita atengdo na turma A, como forma de aprofundar bem os
cenarios.Todavia, de vez em quando o investigador acompanhava o
desenvolvimento de outras aulas nas restantes turmas por meio de encontros com
os professores. Os dados provenientes das turmas B, C e D eram basicamente
fornecidos pelos professores dessas turmas por meio das notas tomadas por escrito

dos seus registros diarios.

2.5 Procedimentos de Analise dos Dados dos Alunos

As producbes dos alunos foram constituidas por palavras,
expressdes e respostas numéricas. Para cada tarefa analisamos: 1) os contextos
que foram apontados nas frases construidas; e, 2) para outros casos as respostas
foram agrupadas de acordo com a sua natureza (correta ou errada) e seguidas de
comentarios. Nosso intuito era verificar o efeito das tarefas propostas e que foram
elaboradas tendo em conta a ideia de multidimensionalidade de conhecimento dos
numeros inteiros relativos.

No proximo capitulo apresentamos a andlise e discussdo dos
resultados da pesquisa, apontando as conexdes entre as praticas construidas por
professores mogambicanos ao ensinar numeros inteiros relativos, e as dificuldades

evidenciadas e finalizamos pela apresentagdo da nova proposta de ensino.
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3 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

A partir da revisao tedrica e da apresentacdo dos procedimentos
metodoldgicos, procuramos evidéncias e indicadores que pudessem servir de mote
para a elaboragao de uma nova proposta para formacao de professores.

Este capitulo encontra-se dividido em cinco segbes: na primeira
apresentamos o resultado do curso aplicado aos professores e as difiuldades
evidenciadas; na segunda, a analise do Programa de Ensino da Matematica; na
terceira, expomos a analise da unidade tematica sobre numeros inteiros relativos; na
quarta, apresentamos analise das tarefas nos quatro livros didaticos da 82 classe; na

quinta, proporcionamos analise dos resultados do estudo com alunos.
3.1 O que nos Informa o Resultado do Curso Aplicado aos Professores

Apresentamos a seguir as respostas de um questionario® pelos
participantes do curso de formacdo que antecedeu a experimentacdo em sala de
aula. Esse questionario foi respondido no inicio do curso.

Optamos por apresentar as respostas de duas perguntas que
consideramos nos permitirem fornecer informagdes a respeito das alternativas
metodoldgicas para o ensino dos numeros inteiros relativos, que sédo Q1 e Q5.
Apresentamos as outras respostas por meio de descricdo apontando as
percentagens com que algumas unidades de registros foram assinaladas.

Q1: Escreva o que vocé sabe sobre os numeros inteiros relativos.

Q5: Vocé acha que existe outra maneira mais facil de ensinar os numeros inteiros
relativos, para além da sugerida no programa e no livro do aluno? Explique a sua
resposta.

Na primeira questdo, Q1, pretendiamos coletar informagdes sobre o
que realmente aqueles participantes sabiam do tema. Na quinta questdo, o nosso
objetivo era identificar as vias alternativas que o professor recorre para ensinar os
nameros inteiros relativos. O quadro a seguir evidencia as respostas dos dez
professores participantes do curso. Nele incluimos as respostas mais frequentes que

surgiram das questdes Q1 e Q5.

°Esse questionario foi respondido no inicio do curso de formacgao de professores.



Quadro 8 — Respostas dos inquiridos nas questoes Q1 e Q5

Questbdes | Respostas dadas pelos professores inquiridos

Q1 Os numeros inteiros sdo constituidos dos numeros naturais: 0, 1, 2,3,... e
dos seus simétricos: 0, -1, -2, -3,... Ou entdo os numeros inteiros sao
constituidos dos numeros naturais incluindo o zero e todos os numeros
negativos.
Para mim, os numeros inteiros sdo aqueles que podem ser positivos ou
negativos, desde que nao sejam decimais nem fracionarios.
Os numeros inteiros sdo numeros usados na contagem de entes nao
fracionados, isto é, fracdes inteiras.
Numero inteiro é todo aquele que representa uma quantidade, por
exemplo, de carros. Sao expressos sem virgula.

Q5 Complicado, a ideia de divida (saldo negativo) é aparentemente melhor

para a introducdo. No caso de multiplicagdo e divisdo é mais dificil ter
alternativas.

Existe sim, porque pode-se ensinar os numeros inteiros negativos partindo
de dividas, como por exemplo: o Sr. Antonio me emprestou uma galinha
para aproveitar a raga que tenho, s6 que haviamos combinado que depois
da galinha chocar eu precisaria de 4 pintos, mas apds isso a galinha
conseguiu apenas 3 pintos, ele ndo tinha como cumprir o combinado,
passou-me primeiro os 3 pintos que tinha, restando um pinto em divida.
Isso é linguagem matematica, posso traduzir da seguinte maneira: 3-4 = -
1. E ai explicar que todos os numeros que se encontram a esquerda do
zero sdo chamados numeros negativos como o -1 se encontra a esquerda
do zero é negativo.

De fato, podemos comegar com uma histéria de alguém que empresta
uma galinha para posteriormente devolver depois de dar pintos [...].

Como é do conhecimento dos atores do processo de ensino e
aprendizagem, o programa e o livro do aluno d&o diretrizes de como
abordar os numeros inteiros. Mas por PEA ser dindmico em dadas
circunstancias podem criar-se mecanismos para ajudar no ensino desses
numeros. Por exemplo, procurando exemplos associados a vida real do
aluno.

Fonte: organizado pelo autor
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As respostas apresentadas no quadro anterior evidenciam que os

inquiridos sentem a necessidade de outras alternativas para abordagem dos

numeros inteiros relativos, por referir que os Processos de Ensino e Aprendizagem

sdo dindmicos. Porém, suas respostas mostram que nao as conhecem ao afirmar

que como é do conhecimento dos atores do processo de ensino e aprendizagem, o

programa e o livro do aluno dao diretrizes de como abordar os nameros inteiros. Mas

por PEA ser dinamico em dadas circunstancias podem criar-se mecanismos para

ajudar no ensino desses numeros. Por exemplo, procurando exemplos associados a

vida real do aluno.
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Os exemplos apresentados revelam ainda que para o sucesso no
ensino e na aprendizagem dos numeros inteiros relativos € necessario o recurso a
situagdes que sejam familiares aos alunos. Por outro lado reconhecem que nem tudo
€ possivel recorrendo a tais situagdes, por isso fala das dificuldades com as
operacgoes da divisdo e multiplicacdo com esses numeros. Constatamos, a partir dos
argumentos desses inquiridos, que a necessidade de uma proposta de ensino que
viabiliza tais intengbes pode contribuir para o entendimento desse conteudo
matematico.

As respostas dos inquiridos revelam-nos que o tratamento dos
nameros inteiros relativos € feito a partir das sugestbées do PEM, associando a
exemplos familiares. Eles concebem os numeros inteiros como a uni&do do conjunto
dos numeros naturais com os numeros negativos. Ao confrontarmos suas falas com
o PEM percebemos que, embora haja essa recomendacgao, este ndo apresenta
alternativas para justificar as regras das operagdes da divisdo e da multiplicagao e,
ainda nao chama atencao sobre os cuidados a ter quando se estabelece a conexao
entre 0os numeros inteiros relativos e os contextos sugeridos. Esses dados s&o
apoiados ainda quando constatamos que 40% dos inquiridos mencionam o dinheiro
como situagao familiar ao aluno que pode ser um potencial para a contextualizagao
desse tema. Reconhecemos o esforco empreendido por aqueles inquiridos e
apoiamos que uma proposta adicional sobre o ensino desse tema pode fornecer
subsidios para uma compreensdo mais ampla sobre o assunto.

Assim, da analise das respostas do questionario (Q1, Q2, Q3, Q4 e
Q5) pudemos constatar que 40% dos inquiridos assinalam o uso do dinheiro (débito
e créditos), 10% refere o uso do nivel médio das aguas do mar como referéncia,
20% lembra o uso da temperatura, 10% aponta o uso do elevador para
contextualizagdo e 20% indica o uso de deslocamento (estrada) como analogia da
reta numérica. Essas situagbes sao apontadas como sendo propicias para o
tratamento com os numeros inteiros relativos.

As respostas (40%) obtidas sugerem a necessidade de dar
prosseguimento na utilizacdo do dinheiro para contextualizacdo sobre os numeros
inteiros relativos. Assim sendo, as respostas dos inquiridos podem revelar a
necessidade de potenciarmos mais no estudo deste tema, apresentando uma
proposta que contenha igualmente possibilidades diversificadas para a sua

abordagem, com destaque para as quatro operacoes.
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Apresentamos a seguir a insercéo de algumas tarefas digitalizadas
do questionario dos participantes do curso.

I Escreva o que vocé sabe sobre os nimeros inteiros.
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Esta foi a resposta comum dos participantes da formagao. E em relacéo a pergunta

Q5, apresentamos as respostas a seguir.

5. Vocé acha qué existe outra maneira mais facil de ensihar os nimeros inteiros
negativos, para além da sugerida no programa e no livro do aluno? Explica a sua
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5. Voce acha que existe outra maneira mais facil de ensinar os nameros inteiros
negativos, para além da sugerida no programa e no livro do aluno? E xplica a sua

resposta
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O reconhecimento de que a abordagem dos numeros inteiros é
complicada pode ser um indicativo de os participantes enfrentarem dificuldades no
tratamento desse tema com os alunos. Notamos uma limitacdo nas respostas dos
inquiridos, sinal que pode denotar uma auséncia de alternativas didaticas para o
tratamento desse tema. Embora alguns inquiridos tenham referido a situagao de
divida para a introdugdo dos numeros inteiros relativos, reconhecem as
consequéncias desta ao abordar a multiplicacéo e diviséo.

Os participantes foram unanimes ao afirmar que o MEC deveria
organizar cursos como este, pois no entender deles seria mais valia, tendo em conta
que constituem um momento de troca de experiéncias entre colegas. Eles
reconhecem a falta de obras para consulta, o que limita a criatividade. Conforme
atestam as declaragbes desse professor: uma discussao antecipada das matérias é
importante, porém, ha falta de livros [...]. O que naturalmente poderia ajudar a
compreensao deste assunto [...]. Por meio de leitura de livros e outros documentos,
visto que os livros que temos estdo muito resumidos. Alguns ndo trazem quase
nada. Para este professor, alguns livros ndo trazem nada no sentido de que ndo ha
rigueza na apresentacao dos conteudos. Portanto, os conteudos sdo apresentados
de uma forma simplificada e muitas vezes sem relagdo com o contexto local. Esses
depoimentos remetem-nos a necessidade de que os conteudos dos livros didaticos
sobre 0s numeros inteiros precisam ser examinados e ampliados quanto as
abordagens desse tema.

Deste modo, alguns professores apontam o desejo de ver alguma
mudancga depois da formagao que tiveram: sinto agora que preciso comecar a ver 0s
contetidos a partir de outras perspectivas, recorrendo a internet e outros meios [...].
Os textos discutidos, agora na posse deles, podem auxiliar nas suas leituras,
minimizando a caréncia de livros especializados: esses textos vao me ser (teis para
preparar as minhas aulas [...]. Ler sobre as dimensdes e mais a partir desses textos.
Recorda que agarrar somente os livros didaticos € muito cansativo porque eles nao
dizem quase nada. Os contedudos sdo muito resumidos. [...] Isso implica que vocé
deve ter outros conhecimentos. Esses depoimentos indicam a mudanga do ensino
baseado no livro didatico para um ensino que aponta a necessidade de buscar mais
situagdes de aprendizagem recorrendo a outros documentos.

Alguns professores disseram que sO se baseavam nas tarefas

propostas nos livros didaticos, pois ndo tinham alternativas, embora cientes das
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limitacbes destes, apontando para ocorréncia de mudanga na visao sobre o tema.
Eu s6 me baseava nos exercicios do livro [...]. Era sé pedir aos alunos para resolver.
Agora vejo que tenho que relacionar com outras ideias [...]. As tarefas referidas na
sua maioria sdo destinadas para a consolidagado das matérias. Séo tarefas que pela
sua natureza podem nao permitir que o aluno aja, relacione, argumente, manipule ou
ainda crie situacdes como forma de contextualizagdo do conhecimento, dando maior
atengdo nos processos algoritmicos do que nas reflexdes que tais tarefas podem
desencadear ao serem discutidas.

Dando continuidade, elaboramos algumas tarefas que depois foram
aplicadas na sala de aula com alunos da 8?2 classe. O nosso movimento para
elaboragao destas tarefas foi a partir das falhas e auséncias que constatamos nos
livros didaticos, por exemplo, ndo vimos tarefas que pudessem remeter em varias
dimensbes de conhecimento ou ainda que levassem o aluno a argumentagao, a
raciocinar, e, enfim, a questionamentos.

Apresentamos a seguir uma parte das tarefas elaboradas com os

participantes do curso.

Qual é a operagao que pode ser representada pelas setas:

<
<«

5 4 3 -2 -1 0 +1 42 +3 +4 +5 46

Represente na reta numérica a operagao dada por: (-5) + (+6)

Construa um contexto utilizando palavras que podem ser representadas pela

seqguinte operagao: (-5) + 7 =2

Na tarefa 1 o nosso objetivo era a transigdo da dimensao da reta
para a dimensdo abstrata. Esta tarefa visa conduzir o aluno a manipular, pensar,
falar, analisar e inferir. Na tarefa 2, pretendiamos induzir ao aluno a construcédo de
conhecimentos da dimensao abstrata para a dimensao da reta, fazendo algumas
manipulagdes (desenhando). Ja na tarefa 3, o nosso objetivo é levar o aluno a criar
situagbes da sua autoria (problematizar) que refletem na vida real. Essa autoria

pode-lhe conferir um impulso para o questionamento e constru¢ao do conhecimento.
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Prosseguindo, o aluno ao trabalhar com sucesso nessas tarefas
estaria a construir conhecimentos da dimensao abstrata para a dimensao do
contexto. Ao mesmo tempo pode compreender que ha uma variedade de situacdes
que surge a partir das operagdes dadas, ou seja, ele também pode ser capaz de
criar Matematica.

Dando continuidade, planejamos algumas aulas com as tarefas
elaboradas durante a formacgé&o, procurando perceber algumas eficacias destas. No
inicio de cada planejamento, cada professor comentava as aulas anteriores, sobre
dindmica no processo de aprendizagem, concretamente, como os alunos encaravam
as tarefas, quais as dificuldades encontradas e apontadas pelos alunos.

Apresentamos a seguir o comentario do professor (P2): “As minhas
aulas na 82 B decorreram num ritmo normal, houve muita participacdo dos alunos”.
As aulas foram interativas, os alunos conseguiam relacionar os conteudos
aprendidos com o seu saber adquirido no meio social onde vivem [...]". Discutiram e
resolveram com colegas, apresentando duvidas.

Outro professor (P1) comenta: “Para mim, no inicio da aula tive
algumas dificuldades porque a sala estava superlotada. Mas depois os alunos se
organizaram, dai comecei a trabalhar. Como eram duas aulas (90 minutos), tive
muito tempo de discursar fazendo com que pelo menos as primeiras aulas da
semana nao tivessem grande impacto nos alunos e levassem eles a refletir sobre a
Matematica no dia apos dia [...]". Este professor, adiante, faz uma comparacao ao
relacionar os alunos dos anos anteriores com os deste ano: “Os alunos desse ano
sdo muito participativos em relagdo aos dos anos anteriores” (2012 e 2013). Essa
comparagao mostra a dindmica dos processos de ensino e de aprendizagem.

Os depoimentos permitem nos inferir que os professores nao
absorvem o conhecimento curricular, usam-no para reformular e enriquecer os
conteudos da disciplina que ensinam. Portanto, o curso pode ter servido para
provocar mais duvidas e questionamentos com vistas a organizacao das tarefas para
o aprendizado dos seus alunos.

A mesma posicao foi reforcada pelo professor P3, ao argumentar
qgue: no nosso ensino verificamos que os livros escolares de Matematica da 82
classe néo trazem contextos ligados a vida real do aluno que podem ajuda-los na
compreensao dos assuntos tratados. Por isso, vejo que uma articulacao das tarefas

com trés dimensdes [...] de conhecimentos esta sendo produtiva. A gente ensinava



79

somente as regras e nada mais. Agora sim, a gente senta para pensar. Por exemplo,
nas minhas aulas sobre adicdo dos numeros inteiros relativos, os alunos deram
exemplos de amendoim podre, peixe podre, desaparecimento de algo importante na
vida, perda de dinheiro, de galinha, ser roubado algo importante etc., como algumas
aplicacdes desses numeros na vida real. Esses depoimentos apontam o abandono
da concepcdo do ensino baseado em regras para um ensino que requer uma
problematizagdo das situagdes de aprendizagens. Percebemos deste modo que,
embora esses exemplos constituissem contextos ficticios podem ajudar aos alunos o
entendimento da matéria.

Ainda importa referir que das sessbes de planejamento das aulas
que participamos, percebemos que ha imensas dificuldades por parte dos
professores em lidar com o Programa da disciplina da Matematica, fato que pode
contribuir para o fracasso na adaptagcao dos métodos do ensino. Por exemplo, os
professores se limitam ao preenchimento das fichas que recebem da diregao
pedagogica, fazendo o vulgo “copy past” dos temas e dos objetivos especificos
presentes em cada unidade tematica, visto que esses ja foram previamente
estabelecidos pelo Ministério da Educacao e Cultura de Mocambique.

Apresentamos a seguir, a titulo de exemplo, o comentario do
professor (P2): “As minhas aulas na 82 B decorreram num ritmo normal, houve muita
participacdo dos alunos. As aulas foram interativas, os alunos conseguiam relacionar
0s conteudos aprendidos com o seu saber adquirido no meio social onde vivem [...]".

Assim, para esses professores 0os numeros inteiros relativos podem
ser ensinados com sucesso se houver mais possibilidades de abordagem.

A mesma posicao foi reforcada pelo professor P3, ao argumentar
gue: no nosso ensino verificamos que os livros escolares de Matematica da 82
classe ndo trazem contextos ligados a vida real do aluno que podem ajuda-los na
compreensao dos assuntos tratados. Por isso, vejo que uma articulacao das tarefas
com trés dimensdes [...] de conhecimento esta sendo produtiva. A gente ensinava
somente as regras e nada mais. Agora sim, a gente senta para pensar, por exemplo,
nas minhas aulas sobre adicdo dos numeros inteiros relativos, os alunos deram
exemplos de amendoim podre, peixe podre, desaparecimento de algo importante na
vida, perda de dinheiro, de galinha, ser roubado algo importante etc., como algumas
aplicacdes desses numeros na vida real. Embora esses exemplos sejam ficticios,

ajudam os alunos a entender e relacionar a matéria.
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A analise dos dados sobre professores evidenciou-nos as seguintes
dificuldades: a limitacdo dos exemplos sobre abordagem do tema, o
desconhecimento de outras vias de acesso aos numeros inteiros relativos, levando-
-nos a inferir a insuficiéncia de alternativas para o tratamento do tema, auséncia de
conhecimento solido para a justificagao das regras de sinais, a tendéncia de atribuir
o sinal menos a perda/divida; o positivo ao ganho/crédito.

Diante destes constrangimentos, uma forma de minimizar a caréncia
de livros e criar oportunidades para discussédo do tema poderia ser apresentacao de

uma proposta de ensino que atenda as diversidades de abordagens do tema.

3.2 Analise do Programa de Ensino da Matematica da 82 Classe

A funcdo da escola é preparar os alunos de modo a torna-los
cidadaos ativos e responsaveis na familia, no meio em que vivem (cidade, aldeia,
bairro, comunidade) ou no trabalho. Para atingir este objetivo, o professor
necessitara colocar desafios aos seus alunos, envolvendo-os em tarefas ou projetos,
colocando problemas reais e complexos. A preparag¢ao do aluno para a vida passa
por uma formagao em que o ensino € as matérias lecionadas tenham sentido para a
vida do aluno e possam ser aplicados a circunstancias reais (INDE, 2010, p. 6).

Assim, o PEM (2010) recomenda ao professor que mostre ao aluno
a necessidade do aparecimento de um determinado dominio numérico a partir de

uma problematizagao envolvendo a impossibilidade da subtragédo em N.

Para isso, sugerimos ao professor que apresente situagdes problematicas
em que o aluno ndo consiga obter a solu¢do no dominio em que esteja a
trabalhar. Os problemas devem refletir a vida quotidiana dos alunos (INDE,
2010, p. 22).

O PEM igualmente sugere como exemplos para abordagem dos
numeros inteiros relativos situagdes cotidianas para que o aprendizado possa fazer

sentido para os alunos:

O caso da venda de mercadorias pode resultar em lucro ou prejuizo. O caso
da altitude de um determinado lugar (acima ou abaixo do nivel médio das
aguas do mar). O tempo (antes e depois de Cristo ou, antes e depois da
independéncia). A temperatura (negativa ou positiva) (INDE, 2010, p. 20).
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Assim, compreendemos que ha um esfor¢go no sentido de que sejam
diversificados os contextos para o tratamento dos numeros inteiros relativos.
Reforca ao mesmo tempo os exemplos acima, associando um caso

concreto da aplicagédo das sugestdes apresentadas:

[...] no inverno é normal através dos 6rgdos de informagéo ouvir que a
temperatura da cidade de Maputo é de 21 graus acima de zero, a de
Johanesburgo é de zero grau, a de Paris é de 6 graus abaixo de zero, a de
Durban é de 6 graus acima de zero. Como se pode ver, o registro das
temperaturas é feito em relagdo a zero grau, para cima de zero grau, ou
para baixo de zero grau (INDE, 2010, p. 26).

Contudo, o PEM nao faz referéncia as limitacbes da utilizagao
desses contextos na sala de aula. Por exemplo, a introdugcdo dos numeros inteiros
relativos a partir de uma escala de temperatura, extratos bancarios, permite ensinar
adicdo, mas constituem um obstaculo para o uso corrente da regra de sinais para a
multiplicagéo.

Quanto as operagdes aritméticas com os numeros inteiros relativos,
o PEM sugere que a sua introdugao seja iniciada obedecendo a sequéncia: adigao,
subtracdo, multiplicagdo e divisdo. Porém, essa sequéncia pode funcionar
perfeitamente para operagdes no conjunto dos numeros naturais. Por exemplo, a
operagao a-(-b), apesar de envolver a subtragdo, s6 sera compreendida pelos alunos
depois da multiplicagdo, visto que abarca a utilizacdo da regra dos sinais da
multiplicacdo. Portanto, a sequéncia de tratamento das operagdées com numeros
inteiros relativos sofre uma mudanga, ou seja, passaria a ser: adi¢ao, multiplicagao,
divisdo e subtracdo. S6 depois da multiplicagdo € que a subtracdo pode ser
abordada (MORETTI, 2012).

O PEM toma o exemplo apresentado no quadro 9 para a introdugao
da ordem dos numeros inteiros. E sugere que os dados do quadro sejam
visualizados na reta numérica para facilitar a comparacéao pelos alunos. Entendemos
que ha uma intencao de levar o aluno a construcdo de conhecimento da dimensao
do contexto para a dimensao da reta. Porém, constatamos que o contrario ndo é

sugerido, ou seja, da dimensao da reta a dimensao de contexto.
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Quadro 9 — Saldos em milhares de meticais em fungao do tempo

Anos 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

Saldos em milhares de meticais -5 -2 0 3 7 1

Fonte: INDE, 2010, p. 22.

Encontramos também outro exemplo inerente aos saldos bancarios.
Desta vez, compreendemos que o programa pretende levar o aluno a consolidar a
relacdo de ordem dos numeros inteiros relativos. E ainda aproveita este exemplo
para mostrar aos alunos o papel do banco e as diversas tarefas que o mesmo
desenvolve, procurando situar as aplicagcbes da Matematica na vida real do aluno, o
que é fundamental para o ensino, pois essa intencdo vem sendo defendida por
varios autores como: Borba, 1998; Bruno, 1997; Vergnaud, 2009; Carraher, 1990;

Freudenthal, 1983, entre outros.

Quadro 10 — Saldos bancarios em milhdes de meticais

Bancos A B C
Saldos -5 -1 3
Fonte: INDE, 2010, p. 23.

©| 0
am

Com relagao as tarefas sao apresentados nove itens para o aluno.

Porém, nos interessam somente duas porque as demais eram bem compreensiveis.
a. Qual é o banco com maior prejuizo?
b. Qual é o banco com menor prejuizo?

O INDE (2010, p. 22) propbe essa tarefa com vistas a conduzir o
aluno a compreensdo das relagcbes de ordem dos numeros inteiros relativos.
Todavia, ao questionar “qual é o banco com maior prejuizo?”, subentendemos que o
banco A apresenta de fato maior prejuizo, pois tem maior “negatividade”. Assim,
essa tarefa merece uma discussdao com alunos para evitar a confusdo quando
abordarmos a comparagao dos numeros inteiros relativos. Ainda, da questdo b
entendemos que ela pode ser utilizada para identificar o banco com menor prejuizo,
ou seja, com menor negatividade. Associando as duas questdes em analise,
podemos inferir que elas merecem um tratamento especial para os alunos, pois
entendemos que se nao forem devidamente discutidas antes da sua aplicagdo na
sala de aula podem provocar confusdo nos alunos ao tentar utilizar os sinais de

comparagao. Deste modo, podemos compreender que essa situagao carece de
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discussdo intensa, pois uma tarefa para aprendizagem deve ser analisada com
atencgao antes da sua aplicacao quanto aos efeitos que podem resultar.

O PEM nédo faz mengdo aos obstaculos a aprendizagem dos
numeros inteiros relativos. Por se tratar de um documento orientador percebemos
que poderia trazer alguns exemplos de obstaculos didaticos e epistemolégicos para
que fossem apresentados e discutidos com os professores. Assim, o0
reconhecimento desses obstaculos pelo professor pode ajudar a rever as suas
escolhas metodoldgicas para abordagem desse conteudo matematico.

Quanto a abordagem historica do tema, o programa igualmente nao
indica o caminho a ser seguido com vistas a discusséo do desenvolvimento histérico
do tema, embora mencione a necessidade do seu uso em sala de aula. Entendemos
que essa discussao poderia provocar reflexdes conducentes a mudanca da
configuragdo sobre o tratamento do tema. Ademais, tais reflexdes podem antever
aos professores as consequéncias quando da abordagem do tema em sala de aula.

No PEM constatamos a presenca das trés dimensdes de
conhecimento, nomeadamente a de abstrata, da reta e do contexto. Porém, ndo ha
suficiéncia de informacdes que permite a constru¢ao de conhecimento entre elas.

Os exemplos e as sugestdes apresentados no PEM nos levam ao entendimento de
que podem ocorrer construgdes de conhecimentos no sentido apontado na figura a

seqguir.
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Figura 8 — Sintese das transferéncias de conhecimentos entre as dimensdes de

conhecimentos no PEM

Contexto

! Reta

l 4?

Abstrata

Fonte: organizado pelo autor

Posto isso, apresentamos na secdo a seguir a forma como s&o
tratados os numeros inteiros relativos nos quatro livros analisados, verificando se
sao cumpridas as recomendagdes emanadas no PEM e quais as abordagens mais

utilizadas.

3.3 Analise da Unidade Tematica sobre NiUmeros Inteiros Relativos nos Quatro

Livros Didaticos da 82 Classe

Como dissemos no capitulo anterior, os livros foram codificados em
L1, L2, L3 e L4. Os conteudos foram analisados partir das codificacbes e unidades
de registros: A1 — negocios — acomoda as sugestdes referentes a compras, perdas e
ganhos e as vendas de produtos nos mercados informais pelas populagdes. A2 — a
altitude — acomoda situagdes ou exemplos que focalizam o nivel das aguas do mar
como referéncia para o tratamento dos numeros inteiros relativos. A3 — cronologia —
acomoda situagdes que usam o tempo como referéncia para o ensino dos numeros
inteiros relativos. A4 — temperatura — acomoda situagdes sobre temperaturas abaixo
e acima do zero como referencial. A5 — a reta graduada — acomoda situagdes que
usam a reta graduada para o tratamento dos numeros inteiros relativos. A6 —
acomoda a introdugado dos numeros inteiros via impossibilidade da subtracdo em N.
A7 — acomoda o uso da Histéria da Matematica. A8 — acomoda do método
extrapolatorio do Freudenthal nas operagdes com numeros inteiros relativos. E A9 —
acomoda o uso de diagrama de Vergnaud para as operag¢oes de adigdo e subtragéo
dos numeros inteiros relativos. Os dados estdo apresentados em quadros e por meio

de uma descrigdo. A seguir passamos a descrever os resultados parciais.
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No L1 os numeros inteiros relativos s&o introduzidos por meio da
impossibilidade da subtragédo em IN, isto é, de situagcdes problematicas em que o
aluno ndo consegue obter resposta no dominio em que se encontrar a trabalhar. Por
exemplo, calcule o valor de 2+(-3). A seguir utiliza exemplos envolvendo
temperaturas, comércio e altitude. Porém, nas tarefas propostas essas situacoes
ndao sao aprofundadas, Ilimitando-se a apresentar listas de tarefas
descontextualizadas.

Como dissemos no paragrafo anterior, ao longo do desenvolvimento
dos conteudos € utilizada a ideia de comércio (A1). Nesse momento séao
empregadas as designagdes de lucro e prejuizo, ganho e perda. Também € usada a
ideia de altitude (acima ou abaixo do nivel médio das aguas do mar) (A2). Mais
tarde, também aparece a ideia de temperaturas (negativa e positiva) (A4). Portanto,
encontramos as categorias: A1, A2, A4, A5 e A6. Embora estas categorias estejam
presentes neste livro, elas sdo apresentadas de uma maneira breve, isto &,
simplificada.

Esse livro ndo contém tarefas em que o aluno é solicitado a criar um
contexto. Nao surgem tarefas envolvendo reta numérica em que se pede para o
aluno construir operagdes a partir de um resultado apresentado numa reta. A reta é
utilizada para mostrar a unido dos conjuntos dos numeros inteiros relativos com o
dos numeros naturais (A5). Nesse caso é utilizada a reta numerada para
visualizagdo da posicao relativa de cada numero comparando com a origem (zero).

Muito cedo ela € abandonada. Por exemplo:

Considere um eixo orientado positivamente da esquerda para a direita e em
gue se escolhe o ponto 0 para origem das abcissas. Tomando, entdo, para
unidade 1cm: a) marca os pontos de abcissas (-3) e (+4); b) assinala em
vermelho a regido do eixo onde se situam os pontos com abcissas
superiores a (+4); c) assinala em azul a regido do eixo onde se situam 0s
pontos com abcissas inferiores a (-3); d) assinala todos os pontos cujas
abcissas sdo numeros inteiros compreendidos entre (-3) e (+4)
(SAPATINHA; GUIBUNDANA, 2008, p. 7).

Sao abordados os subconjuntos do conjunto dos numeros inteiros
relativos; numeros simeétricos, modulo de um numero inteiro, as operagcdes da
adicdo, subtracdo, multiplicagdo, divisdo, potenciacdo, bem como as suas
propriedades. O tratamento das quatro operagdes é feito seguindo a ordem: adigao;

subtracdo, multiplicagao e divisao.
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Por exemplo, neste livro aparece o seguinte:

seja (-4).(-3). Ja sabemos calcular (-4)(+3). Adicionando os dois fatores: (-
4).(-3)+(-4).(+3)= 0, porque os numeros (-4).(-3) e (-4).(+3) sdo simétricos.
Como ja& sabemos que (-4).(+3) =, entdo (+4)(-3)=(+12).Conclusdo: o
produto de dois negativos € um ndmero positivo cujo valor absoluto é o
produto dos valores absolutos dos fatores. (SAPATINHA; GUIBUNDANA,
2008, p. 27).

A justificacdo das regras de sinais é feita com base na regra usual,

conforme o quadro a seguir.

Quadro 11 — Regras de sinais da Multiplicagéo no L1
X + -

+ + -

- - +

Fonte: Sapatinha e Guibundana (2008, p. 28)

Neste livro ndo ha explicagdo sobre a regra dos sinais.
Possivelmente as discussdes podem acorrer em aula. Elas s&o impostas ao aluno,
pois ndo ha um desenvolvimento que pode ajudar-lhe a entender a constituigao
dessas regras.

A A8 nado aparece nesse livro, ou seja, 0 método extrapolatorio de
Freudenthal (1973) para as operagdées nos numeros relativos. Também constatamos
auséncia de A9, a utilizagao do diagrama de Vergnaud.

Apesar do Programa de Matematica enfatizar o uso da Historia da
Matematica (A7), nesse livro ndo encontramos indicativos da sua utilizagdo quer por
meio das tarefas apresentadas quer por meio da abordagem introdutéria do tema.
Assim, com base nas informagdes obtidas da analise deste livro, a transferéncia de
conhecimento entre as dimensbes parece ocorrer no sentido indicado na figura

abaixo.
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Figura 9 — Transferéncia de conhecimento no L1

Reta

/

Abstrata > Contexto

Fonte: organizado pelo autor

A linguagem empregada no tratamento do tema é pratica, clara,
apropriada ao nivel da escolaridade dos alunos'® e articula linguagem formal com a
linguagem matematica de um modo simples.

Todavia, pela maneira como os conteudos sao expostos, vemos que
nao obedece a ideia de multidimensionalidade, no sentido de que pode n&o ocorrer
articulagao entre as trés dimensdes quer por meio das abordagens introdutorias quer
por meio das tarefas sugeridas ao longo do desenvolvimento do tema. As
referéncias a A1, A2, A4, A5 e A6 sdo muito abreviadas, o que pode nao contribuir
para a compreensao do tema pelos alunos, isto é, constatamos uma forma
simplificada de abordagem dos conteudos nessa unidade tematica.

No L2 os numeros inteiros relativos s&o introduzidos via
impossibilidade da subtracdo em N, tomando como ponto de partida: qual sera o
resultado de 5-6 =? (LANGA; CHUQUELA, 2011, p. 10), isto &, séo introduzidos via
abstrata (A6). Numa fase posterior usa a temperatura (A4), tempo (A3) e nivel médio
das aguas do mar (A2). A reta é usada para indicar a origem (zero) (A5), mostrando
a unido do conjunto dos numeros inteiros relativos com os numeros naturais, néo
sao feitas as distingdes entre o zero absoluto e zero como origem. Muito cedo a reta
€ abandonada. S&o utilizadas as regras de sinais'! para justificar a multiplicacéo de
dois numeros negativos, depois de ter tomado o numero negativo como divida (A1).
As regras sao apresentadas aos alunos e depois aplicadas em tarefas concretas.
Elas sdo apresentadas nesse liviro sem exemplos suficientes para que os alunos

possam estudar e discuti-las antes da sua generalizagdo. Notamos auséncia de

'% Alunos de 12 a 13 anos de idade.
" Baseadas em jogo de sinais.
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espago para discussOes destas regras. As quatro operagbes sao abordadas na
ordem: adi¢do, subtracédo, multiplicagcao e divisao.

Para a introdugdo das operagcdes da multiplicacdo e divisdo sio
sugeridas as seguintes tarefas: recorda que 3x4= 4+4+4; (+2).(-3)= (-3)+(-3)
(LANGA; CHUQUELA, 2011, p. 22). Ja para a divisdo, aparece somente um
esclarecimento do tipo “a divisdo € a operagao inversa da multiplicagdo, como tal, as
regras dos sinais sdo as mesmas” (p. 25). A seguir sdo apresentadas tarefas sobre a
operacao da divisdo. Assim, podemos perceber que a multiplicacdo € concebida
como adi¢ao de parcelas iguais. E no caso da multiplicagado de dois numeros inteiros
negativos, essa regra ja nao funciona.

Desse modo, vemos que sao utilizadas situagées que contemplam
as unidades de registros A1, A2, A3, A4, A5 e A6, de uma maneira simplificada. S&o
abordados os subconjuntos do conjunto dos inteiros; numeros simétricos, médulo de
um numero inteiro, as operagdes da adigao, subtragdo, multiplicagao, divisdo, bem
como suas propriedades. A multiplicagdo é tratada juntamente com a divisdo. Como
dissemos anteriormente, as regras de sinais somente sdo apresentadas ao aluno
sem qualquer discussdao como forma de problematiza-las e justificar as operagdes
decorrentes. Elas sdo apresentadas de modo que o aluno possa memorizar,

conforme o quadro a seguir.

Quadro 12 — Regras de sinais da multiplicagdo no L2

X + _

+ + -

- - +

Fonte: Langa e Chuquela (2011, p. 22)

A linguagem empregada no tratamento do tema € pratica, clara,
apropriada ao nivel da idade dos alunos e pouca articulagdo da linguagem formal
com a linguagem matematica de um modo simples. O desenvolvimento do tema €&
caracterizado pela presenca de muitas tarefas sem teorias e exemplos que reflete na
vida cotidiana do aluno. Da pagina 17 a 26 deste livro, encontramos tarefas do tipo

calcule; efetue ou determine. Por exemplo: efetue a) 5-4 +3-7; b) 7-(-2)-4 (LANGA,;
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CHUQUELA, 2011, p. 21). A transferéncia de conhecimento dentro das dimensdes

aponta para um unico sentido, conforme mostra a figura seguinte.

Figura 10 — Transferéncia de conhecimento no L2

Contexto

N

Abstrata Reta

\ 4

Fonte: organizado pelo autor

Da analise que efetuamos, compreendemos que tanto no L1 quanto
no L2, os autores ndo utilizam devidamente a ideia de multidimensionalidade de
conhecimento dos numeros inteiros relativos. Constatamos igualmente que o método
extrapolatorio de Freudenthal (A8), a historia dos numeros inteiros relativos (A7) bem
como o diagrama de Vergnaud, ndo sao utilizados (A9). Constatamos ainda a
incompatibilidade do tempo da introdugdo por necessidades de adaptacéo e as
justificagdes aceitaveis dos conceitos e procedimentos correspondentes quanto as
operacdes da multiplicacdo e divisao, pois ndo ha espagco para discussbdes das
regras antes da sua generalizagdo. Os exemplos que constam sao simplificados, o
que nos leva a perceber que o aluno € atribuido as regras para sua memorizagao
com vistas a sua utilizagao posterior.

No L3 também é utilizada a impossibilidade da subtragcdo em H para
introdugdo dos numeros inteiros relativos (A6). A reta numérica é usada para
diferenciar os novos numeros dos antigos (A5). Ela é utilizada para mostrar a uniao
do conjunto dos numeros inteiros relativos com o dos numeros naturais. Mais tarde,
ela é usada para as operacdes da adicdo e da subtragcdo. Por exemplo, para
resolver a tarefa 2-(-3), sdo feitos alguns calculos intermediarios, como 2-(-3)=2+3 e,
em seguida, a operagcao é representada na reta numérica. Todavia, ha pouco
destaque no uso de tarefas que envolvem a utilizagdo da reta numérica. As quatro
operagdes aritméticas dos numeros inteiros séo tratadas na seguinte ordem: adicao,

subtracao, multiplicacao e divisao.
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Ao longo do desenvolvimento dos conteudos sdo introduzidos os
conceitos de débito e crédito (A1), bem como o da temperatura negativa e positiva
nas tarefas expostas nesse livro (A4). Nesse momento, os numeros inteiros
negativos e os positivos sdo rotulados. Ha maior evidéncia na utilizacdo de A6 e
pouco destaque nas unidades de registros A1 e A5. As expressdes numeéricas sao
descontextualizadas em toda a unidade tematica (A6). A traducao de enunciados da
linguagem natural para a linguagem matematica raramente ocorre. Sdo usadas as
regras de sinais para justificar a multiplicagdo de dois numeros negativos (A6). A
linguagem é objetiva e adequada ao nivel de escolaridade dos alunos. Os exemplos
sao muito formais, apesar do uso de situagdes envolvendo negdcios.

Nesse livro também ndo aparecem situagdes envolvendo a histéria
da Matematica (A7), embora seja importante e que o PEM enfatize esse uso. O
método extrapolatério do Freudenthal (A8) e o diagrama de Vergnaud (A9) também
nao sao referenciados.

Pela forma como os conteudos sédo abordados, podemos inferir que
as transferéncias de conhecimento entre as dimensdes nesse livro podem ocorrer,

conforme mostra a figura seguinte.

Figura 11 — Transferéncia de conhecimentos no L3

Reta

Abstrata Contexto

Fonte: organizado pelo autor

Portanto, nesse livro aparece A1, A4, A5 e A6 e as trés dimensdes
de conhecimento n&o sao articuladas.

No L4 os numeros inteiros relativos sao introduzidos a partir de
referéncias as temperaturas (A4). Em seguida apresenta o conceito de saldos
bancarios, lucro e prejuizo (A1). Depois € usada a reta para indicagao das diregdes
para esquerda e para direita tomando o zero como origem (A5), mostrando que a
reta € usada para apontar a unido do conjunto dos numeros inteiros relativos com o

dos numeros naturais. Mais tarde sdo abordadas as operagbes da adicédo e
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subtragcdo usando a reta e em seguida sem o uso desta. Nas tarefas propostas
nessa unidade, encontramos exemplos que referem a temperatura (negativa e
positiva) (A4) para reforcar a ideia de saldos bancarios. As quatro operagdes da
aritmética sao tratadas na sequéncia: adicado, subtracado, multiplicacao e diviséo.

A multiplicacdo ¢é introduzida, comecg¢ando por verificar que as
propriedades desta no conjunto dos numeros naturais se mantém na multiplicagcéo
dos numeros inteiros relativos. Em seguida relembra que 3.7=7+7+7=21. Entéo, qual
sera o valor de 3.(-7)? Explica que 3.(-7)=(-7)+(-7)+(-7)=-21. Conclui que 3.(-7)=-
(3.7)=-21.

Dando continuidade, aproveita a ideia anterior para esclarecer a
multiplicagdo de dois numeros negativos e questiona: qual sera o valor de(-3).(-5)? E
explica que (-3).(-5)=-[3.(-5)]=-(-21)=+21. Deste modo conclui que:

o valor absoluto do produto de dois nimeros é igual ao produto dos valores
absolutos dos fatores. O sinal do produto de dois numeros com o mesmo
sinal é positivo. O sinal do produto de dois numeros com sinais contrarios é
negativo (NHEZE; NHABIQUE; JOAO, 2010, p. 23).

As operagdes sobre a multiplicagdo sao justificadas na base das

regras de sinais que a seguir apresentamos:

Quadro 13 — Regras de sinais da multiplicagéo no L4

- X |- = +
- X |+ = -
+ X |- = -
+ X |+ = +

Fonte: Nheze, Nhabique e Jo&o (2010, p. 23)

A linguagem é clara, objetiva e adequada ao nivel de escolaridade
dos alunos. A transferéncia de conhecimento entre as dimensdes dos niumeros

inteiros pode ocorrer no sentido indicado na figura seguinte.
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Figura 12 — Transferéncia de conhecimento no L4

Reta

Abstrata Contexto

Fonte: organizado pelo autor

Nesse livro ndo encontramos indicagdes do uso do método
extrapolatorio de Freudenthal (A8), do diagrama de Vergnaud (A9), bem como a
histéria dos numeros inteiros relativos (A7). Portanto, sao utilizadas as unidades de
registros A1, A2, A4, A5 e AG6.

Da anadlise dos quatro livros concluimos que a abordagem dos
numeros inteiros relativos é feita, sobretudo, do abstrato ao abstrato. Portanto, a
aprendizagem desse tema pode ocorrer dentro de uma dimensao, podendo resultar
na percepgao da matematica como uma disciplina que ndo depende de outras e sem
utilidade pratica.

Ao analisar os quatro livros didaticos (L1, L2, L3 e L4), constatamos
que ha incompatibilidade do tempo da introdu¢cdo dos conceitos e procedimentos
correspondentes as quatro operacdes dos numeros inteiros relativos; as operacoes
dos numeros inteiros relativos sdo generalizadas antes que os alunos resolvam
tarefas suficientes, pois os exemplos apresentados sao muito limitados; o numero
negativo é rotulado como sendo divida e o positivo como crédito (com
predominéncia nesses exemplos). Isso cria uma imagem confusa ao aluno, pois
esses entes podem ser interpretados de diferentes maneiras; os conteudos sao
muito simplificados e, a maior atencao prestada aos processos algoritmicos (regras)
com uma generalizagdo antecipada. Constatamos igualmente que os livros decretam
as regras sobre operagbes com numeros inteiros relativos, pois essas nao sao
justificadas.

Geralmente os livros didaticos de Matematica sdo produzidos com
base das diretrizes emanadas no Programa do Ensino de Matematica (PEM). Apesar
disso, verificamos que as recomendacgdes néo sao satisfeitas. Averiguamos também
que ha poucas alternativas para o tratamento dos numeros inteiros relativos nesses

livros, conforme sugerido no PEM.
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Apresentamos a seguir uma analise das tarefas nos quatro livros
escolhidos. O nosso objetivo consistiu em verificar a presenga das trés dimensdes
de conhecimentos dos numeros inteiros relativos (reta, contexto e abstrata) e suas

articulacdes nas tarefas propostas.

3.4 Andlise das Tarefas Propostas nos Quatro Livros Didéaticos da 82 Classe

Como dissemos anteriormente, nas tarefas verificavamos as
articulacbes com as trés dimensbes de conhecimentos dos numeros inteiros
relativos. Analisamos 559 tarefas nas unidades sobre numeros inteiros nos quatro
livros didaticos.

Apresentamos a seguir, a titulo de exemplo, algumas tarefas que
podem induzir transferéncias entre dimensdes de conhecimento dos numeros

inteiros relativos nos quatro livros.

Tarefa 1 (AA):

Calcule: a) (+10) + (+20) b) (-50) + (-60).

Tarefa 2 (CA):

Tenho 20 mil meticais e devo 10 mil. Escreve esses numeros utilizando numeros
inteiros relativos.

Utilize os numeros inteiros para representar as seguintes situagdes: lucro de 12
contos; prejuizo de 5 contos.

Tarefa 3 (CR):

Desenhe e indique num termdmetro as seguintes temperaturas:

10°C; -10°C; 25°C; -15°C.

Utilize a reta para representar a seguinte situagcado: A temperatura de certa regiao
pela manha era de 7°C abaixo de zero. E ao meio-dia era de 10°C acima do zero.
Tarefa 4 (AR)

Calcule com ajuda da reta numérica: a) (+8) +(—6) b) (+1) +(- 8)

Assim, do estudo sobre os numeros inteiros relativos, constatamos
que os Livros L1; L2; L3 e L4 possuem respectivamente 151; 90; 225 e 93 tarefas,
conforme mostra o quadro 14. No L1, 108 das tarefas remetem a transferéncia de

conhecimentos da dimenséo abstrata ao abstrato, 29 remetem a transferéncia de
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conhecimentos da dimensdo abstrata a da reta; 13 a transferéncia de
conhecimentos da dimensao abstrata ao contexto, apenas 1 remete do contexto ao
abstrato. No L2, 75; 12 e 3 remetem respectivamente transferéncia de
conhecimentos da dimenséo do abstrato para o abstrato, do abstrato ao contexto e,
do contexto ao reta. No L3 constatamos que 210, 13 e 2 das tarefas remetem
respectivamente a transferéncia de dimensao abstrata ao abstrato, do abstrato a reta
e do contexto ao reta. Ja no L4 verificamos que75 das tarefas recaem do abstrato ao
abstrato, 6 do contexto a reta, 5 do contexto ao abstrato e 7 de reta ao abstrato.

No quadro a seguir apresentamos a sintese desses resultados, nele
os numeros referem a quantidade de tarefas para cada dimensao. A primeira letra
indica o comego e a segunda o fim da trajetéria nas transferéncias de

conhecimentos, conforme explicitamos anteriormente.

Quadro 14 — Transferéncias de conhecimento entre as dimensdes da reta, do

contexto e do abstrato nas tarefas analisadas.

Livros AA AR AC CR CA RA RC
L1 108 29 13 0 1 0 0
L2 75 0 12 3 0 0 0
L3 210 13 0 0 0 0 2
L4 75 0 0 6 5 7 0

Fonte: organizado pelo autor

Da analise do quadro anterior, pudemos verificar a concentragao dos
elementos AA na primeira coluna, isso significa que ha maior énfase na transferéncia
de conhecimento dentro da mesma dimensao abstrata. Essa concentracdo de
tarefas pode ser o motivo da ndo compreensao dessa tematica pelos alunos da 82
classe. Isso pode ser evidenciado pelas concentragdes nas casas L1AA (108), L2AA
(75), L3AA (210) e L4AA (75). Igualmente pudemos constatar que ha énfase em
L1AR (29), L1AC (13), L2AC (12), L3AR (13). As transferéncias se concentram na
primeira coluna do quadro. Assim, por meio dos dados das colunas AR e CR
podemos compreender que a énfase no uso da reta é restringida. Verificamos que
ela é usada somente para mostrar a unido dos numeros inteiros relativos com os
naturais separando-os por meio do zero.

Os dados do quadro anterior assinalam que as trés dimensbdes de

conhecimentos dos numeros inteiros relativos estdo presentes nos quatro livros
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analisados, porém, ndao ha articulagdo com as tarefas propostas. Essa afirmacéao
pode ser sustentada pelo fato de que os quatro livros analisados nao apresentam
tarefas que remetem ao mesmo tempo as transferéncias RA e RC. Assim,
entendemos as consequéncias disso, quando Bruno (1997) fala da necessidade de
transferéncia de conhecimentos entre as dimensdes da reta, do contexto e do
abstrato.

Da analise dos livros didaticos, constatamos que a maneira como os
numeros inteiros relativos sdo apresentados pode nao permitir a construgao de
conhecimentos entre as dimensdes da reta, de contexto e abstrata, de modo que o
ciclo seja completado. Essas dimensdes constam nos livros analisados, porém, sao
tratadas de maneira isolada, o que pode nao facilitar o aprendizado. A nossa
constatagdo coloca em causa as pretensdes do INDE (2010), pois no final desta
unidade o aluno:

[...] aplica os diferentes significados dos nimeros naturais, inteiros, racionais
e das operagbes para resolver problemas em contextos sociais,
matematicos ou outras areas do conhecimento. Resolve situagbes-problema
por meio da interpretagdo das operagdes numéricas. Analisa a resolugéo de
situacdes-problema, compreendendo diferentes significados das operacdes,
envolvendo numeros naturais, inteiros e racionais [...] (INDE, 2010, p. 29-
-30).

Sendo que, a ideia de multidimensionalidade pode contribuir para o
entendimento dos numeros inteiros relativos, uma vez que esta atrelada na condig¢ao
de que as tarefas elaboradas devem possibilitar que o aluno percorra as trés
dimensdes de conhecimentos. Essa trajetdria pode leva-lo a compreensao de varios
vinculos do conteudo estudado com a sua realidade.

Apresentamos a seguir o quadro sintese das unidades de registros

nos quatro livros didaticos analisados.
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Quadro 15 — Unidades de Registros nos livros didaticos analisados

Unidades de registros Presentes nos livros | %
didaticos

A1 — Negécios L1;L2;L3; L4 100
A2 — A altitude L1;L2; L4 75
A3 — Cronologia L1;L2 50
A4 — A temperatura L1;L2; L3; L4 100
A5 — Reta graduada L1; L2; L3; L4 100
A6 — Impossibilidade da subtracdo em N L1; L2; L3; L4 100
A7 — Uso da Historia da Matematica 0
A8 — Método extrapolatério do Freudenthal 0
A9 — Uso de diagrama de Vergnaud 0

Fonte: organizado pelo autor

A partir da leitura do quadro anterior podemos constatar que sao
poucas alternativas que constam nos livros analisados sobre os numeros inteiros
relativos.

A maior frequéncia de A6 pode ser compreendida quando
Freudenthal (1973) argumenta que os numeros inteiros devem ser tratados de forma
abstrata, pois a nogdo do numero negativo ndo surgiu de situagdes do cotidiano
envolvendo magnitudes dirigidas, mas dentro da prépria Matematica. Esse conceito
passou por muitas controvérsias, s6 mais tarde € que foi reconhecido e aceito como
numero por razdes puramente matematicas. Pudemos observar igualmente que A1
aparece em 100% dos livros analisados. Essa frequéncia pode ser o indicativo de
que é significativo para abordagem dos numeros inteiros relativos no contexto
educacional mogambicano. A menor frequéncia registrada em relacao a A3 (50%)
pode denotar o desconhecimento da utilizagdo desses aspectos para o tratamento
do tema. A maior frequéncia registrada em relagdo a A3 evidencia que os autores
dos livros didaticos ndo relacionam a Matematica com outras disciplinas, visto que o
conceito de cronologia € largamente utilizado na disciplina da Histéria desde a 42
classe do Ensino Primario, sendo que essa informacao pode servir de ancora para
abordagem desse tema. Pudemos constatar igualmente que a A7, A8 e A9 néo
surgem em todos os livros analisados (100% dos livros). Essa auséncia pode nos
relevar que os autores dos livros didaticos nao conhecem a historia do
desenvolvimento dos numeros inteiros relativos ou nao a incluem por outras razdes.

Como assinalamos anteriormente, essa auséncia pode manifestar a
insuficiéncia ou dificuldade da utilizacdo desses subsidios no tratamento dos

numeros inteiros relativos. As maiores frequéncias registradas em A1, A4, A5 e A6
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(100% dos livros analisados) mostram que € expressivo introduzir os numeros
inteiros relativos utilizando essas unidades de registros. Todavia, o fato de A1, A4,
A5 e A6 se encontrarem presentes em todos os livros analisados, 0 seu uso nao é
intensivo ao longo do desenvolvimento do tema. Constatamos que os conteudos
presentes nesse livro ndo articulam as trés dimensdes de conhecimentos dos
numeros inteiros relativos.

A analise dos quatro livros didaticos, L1, L2, L3 e L4 permitiu-nos
compreender que ha predominio da simbologia, que pode dificultar os alunos a
estabelecerem ligagcédo entre os numeros e a sua utilizagdo em contextos cotidianos,
com mais destaque nas regras do que nos significados, pois esses sdo denotados
como divida/perda e crédito/ganho. Os conteudos s&o apresentados de forma
simplificada, o que pode implicar limitagdes no desenvolvimento desse tema. Assim,
0 uso excessivo dos simbolos pode levar o aluno a sua memorizagao, com énfase
na dimensado abstrata, pois a maioria das tarefas analisadas se situa nessa
dimensao. Uma implicacédo disso reside no fato de que o aluno nio sera capaz de
relacionar os conteudos que aprende com situacdes concretas da vida real.

Para complementarmos essas informagdes, a seguir apresentamos

a analise dos resultados dos alunos.

3.5 Andlise dos Resultados do Estudo com os Alunos

Como dissemos anteriormente, o resultado do curso de formacéao de
professores foi a elaboragao de tarefas que viriam a ser utilizadas em turmas da 82
classe.

Nessa secado, apresentamos os dados obtidos da aplicagcdo da
proposta de tarefas com alunos. Os dados nao estdo em ordem de acontecimentos.
Eles foram inseridos de modo que a partir do subtitulo do quadro seja possivel a sua
leitura. O procedimento que adotamos para a sua apresentacdo e analise
compreendeu varias formas distintas, desde a identificacdo das respostas dadas,
dos procedimentos e estratégias usados e das explicagdes e argumentagdes e a
interpretacdo dos resultados. A seguir apresentamos os acertos e erros ocorridos

com a mudanga do sinal posicional.



98

Quadro 16 — Exemplos de operagdes construidas pelos alunos envolvendo niumeros

inteiros (n=140)

Operacédo cuja resposta é -6 %
2-8=; 10-16=; 4-10= 33.8
2+4=; 1+5=; 3+3= 231
(-2) + (-4)=; (-3)-(+3)=; (-5)+(-1)= 30.8
(-12) : (+2) =; (+24):(-4) = 7.7
(-3) .(+2) =; (-2)+(-2) +(-2) = 4.6

Fonte: organizado pelo autor

Nossa intengcdo era conduzir os alunos a capacidade criadora e
conscientiza-los de que é possivel uma operagao ter varias solugdes. Isso
amenizaria o mito de que a matematica s6 admite uma unica solugéo.

Um aspecto importante nesta tarefa € o fato de que cada aluno fazia
o0 calculo sozinho e em seguida procedia a validagcdo das suas escolhas com
colegas. Nos cadernos era frequente observar borrdes resultantes de mudancga de
escolha de operagdes a realizar de modo que o resultado fosse (-6). Nesta tarefa
ocorreu um episédio que nos chamou bastante atencdo: Professor, eu estou
tentando encontrar dois niameros cuja soma é esta (apontando -6). Mas estou a
encontrar varios nameros [...]. Sera que essa conta tem solucdo? (Aluno da turma
A).

Apresentamos no quadro a seguir as situagdes utilizadas pelos

alunos para responder a tarefa (-5) + 7 = 2.

Quadro 17 — Define uma situacéo utilizando palavras que podem ser representadas

pela seguinte operagao: (-5) + 7 = 2.

Situacéo utilizada (n = 368 alunos) %
Dinheiro (perda, ganho) — com referéncia a negécios 66.3
Temperatura (congelador) 18.3
Deslocamentos (andar ao longo da estrada) 104
Elevador (subir, descer) 5.0

Fonte: organizado pelo autor

Com essa tarefa pretendiamos conduzir o aluno a construgdo do

conhecimento da dimensdo abstrata para a dimensdo do contexto. As palavras:
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comprou, morreram, ganhei, podre, maduras, caracterizam a presengca de numeros
inteiros relativos aquele grupo de alunos. As respostas dos alunos permitem-nos
inferir que um contexto adequado para abordagem dos numeros inteiros relativos
pode ser 0 negocio (66.3%). Exemplos do tipo: Paulo comprou sete laranjas, depois
verificou que cinco ndo estavam maduras eram frequentes nas respostas dos
alunos. O uso da temperatura vem assinalado nas situagdes criadas pelos alunos
(18.3%) com a citacdo do congelador. Por exemplo, encontramos nas respostas dos
alunos o seguinte: Ontem pela manha a temperatura do nosso congelador era de 5
graus abaixo de zero. As 12 horas a temperatura do mesmo congelador era de 2
graus acima de zero. Qual foi a variagdo da temperatura?

Do mesmo modo constatamos que 10.4% das respostas dos alunos
apontavam situagdes envolvendo o uso da ideia de deslocamento ao longo da
estrada. Por exemplo, encontramos resposta como: a Ana andou cinco passos para
tras. Depois andou sete passos para frente, seguindo a mesma estrada.

Apesar das respostas dadas, pudemos compreender durante a
realizagdo dessa tarefa uma inquietagéo dos alunos, do tipo, [...] afinal é para fazer o
gue mesmo nessa conta? Essa inquietacdo pode ser o resultado de auséncia desse
tipo de tarefas nos livros didaticos. E tradigdo no ensino o aluno ndo formular
enunciados, apenas recebé-los ja prontos, resolvendo-os de acordo com os pedidos.
Essa ideia pode ser sustentada pelo fato de que, quer autores dos livros didaticos
quer os professores de Matematica nao solicitam que alunos formulem tarefas a
partir de um enunciado em linguagem Matematica.

Propomos ainda a tradugdo de uma tarefa em linguagem corrente
para a linguagem matematica por entendermos que isso possibilita a ampliagdo do
horizonte do aluno. Entendemos que se o0 aluno conhecer varias possibilidades para
a manipulagcédo de uma situagdo, podera encarar como mais valia. O quadro a seguir
evidencia o resultado de uma tarefa na qual os alunos foram solicitados para definir

a operacao correspondente a situacido dada.
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Quadro 18 — Define uma operagéo que pode resolver a seguinte situagéo:
Angelo perdeu 9 meticais pela manha quando ia para a escola. Na tarde do mesmo
dia perdeu 12 meticais. Qual é o prejuizo total do Angelo nesse dia?

Operacgdes definidas (n =130 alunos) %
(-9) +(-12) 61.5
(-9) - (+12) 20.4
(+9) +(+12) 10.3
(-9) -(-12) 7.8

Fonte: organizado pelo autor

O objetivo dessa tarefa era conduzir o aluno a construgdo do
conhecimento entre a dimens&o do contexto e a dimenséo abstrata.

Observando as frequéncias das operacdes construidas, notamos
que 61,5% definem a operagédo (-9) + (-12) como sendo a que melhor traduz a
situagcdo de temperatura em Paris. Todavia, observamos que a operagao (-9) - (+12)
também é solugdo da tarefa dada. Isso revela que os significados que a adigédo e a
subtracdo recebem como sendo acrescentar e tirar, respectivamente, no conjunto
dos numeros naturais, mudaram no dos numeros inteiros relativos. Em todos os
casos observamos que as parcelas constituintes das restantes operacbdes sao as
mesmas diferindo dos sinais posicionais e operacionais.

No quadro a seguir apresentamos uma tarefa que visava a condugéao
dos alunos na transicdo da dimensdo da reta para a dimensao abstrata. As
respostas ora apresentadas permitiram-nos compreender a necessidade de uma
visualizagdo (62.5%). Apesar de alguns alunos apresentarem problemas na
identificacao da operacéao correspondente, podemos observar que a taxa de erros foi
de 37.5%. Todavia, as operagdes indicadas nesses casos mostram uma tendéncia
em iniciar o movimento a partir do 0 a +4 ou de 0 a -2, ou seja, eles desconfiam

desses numeros. Isso foi possivel por conta da visualizacao.

Quadro 19 — Qual é a operagao que pode ser representada pela reta:

».
| | | | 1 1 1 1 | 71 | |
T T T 1 1 1 1 T T T

5 4 3 2 -1 0 +1 +2 +3  +4 +5 +6

Operaces construidas (n= 600 alunos) %
(+4) + (-6) 62.5
0+ (+4) 15.0
(+4) + (-2) 9.2
(-2)+0 7.5
(-2) + (+2) 5.8

Fonte: organizado pelo autor
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Assim, percebemos a necessidade da utilizacdo da reta no
tratamento dos numeros inteiros. Tal intengao foi defendida por Freudenthal (1973).
O surgimento do (-6) na operagdo (+4) + (-6) indica que os alunos contaram as
unidades marcadas a partir do (+4). Tomaram como ponto de partida o +4 e
contaram seis unidades para esquerda de +4.

O quadro a seguir evidencia o resultado de uma tarefa que
aplicamos aos alunos, em que foram solicitados para representar a operagao na reta
numeérica. O nosso objetivo foi verificar se eles eram capazes de fazer a transigéo da
dimensao abstrata para a dimenséao da reta.

Das respostas obtidas foi possivel distinguirmos trés tipos: |, Il e Ill.
No tipo | (25.0%), os alunos desenharam uma reta em que nos da a impressao de
que a operagao correspondente seria (+6) + (-11), no tipo Il (36.7%) seriam as
expressodes (+6) e (-5). Ja no tipo lll, surge o movimento onde esperava-se que 0s
alunos fizessem (38.3%), conforme as evidéncias abaixo. Essa taxa de acerto pode
revelar a menor énfase dada as representagdes dos numeros inteiros relativos nos
livros didaticos da 82 classe do ensino mogambicano via reta numérica, conforme

vimos na sec¢ao sobre analise dos livros didaticos.

Quadro 20 — Represente na reta numérica a operagao dada por: (-5) + (+6)

Respostas obtidas (n=600 alunos) %

I 25.0

Il 36.7

I 38.3

Fonte: organizado pelo autor

Nesta tarefa, os alunos apresentaram as respostas 1), Il) e lll), conforme ilustragbes

abaixo:
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1 1 | | | |
5 4 3 2 10 +1 42 43 +4 45 46

Dos resultados dessa tarefa pudemos compreender que o0 processo
de transicdo de uma dimensdo para outra ainda é problematico, havendo a
necessidade de enfatizar que as tarefas elaboradas para os alunos podem articular
as dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros relativos.

Os resultados obtidos nessa aplicagdo mostram que uma proposta
de tarefas que articula as dimensbes de conhecimentos dos numeros inteiros
relativos pode promover a aprendizagem desse tema.

Nas tarefas em que os alunos foram solicitados a criar contextos a
motivacao foi maior. Podemos atestar isso pela diversidade de situacdes evocadas
nas réplicas apresentadas. Em algumas tarefas propostas, houve indicios de
tentativas de construgdo de conhecimento de uma dimensao para outra.

Assim sendo, a partir dos resultados obtidos emergiu a nossa
proposta de formacao de professores estruturada a partir dos documentos oficiais,
livros didaticos e literatura especializada sobre o assunto. Os resultados dessa
aplicacao apontam que quando as tarefas sdao bem articuladas com as dimensdes
de conhecimentos dos numeros inteiros, podemos amenizar as dificuldades dos
alunos sobre esse tema. O uso de contextos reais enriquece 0s numeros de
significados. Embora fossem aplicados a casos excepcionais, vale ressaltarmos que
podem criar bases para o entendimento dos numeros inteiros relativos.

Das observagbes das aulas constatamos que os alunos
conversavam sobre a matematica, perguntando sobre o que os incomodava,
relacionavam os numeros inteiros relativos com a vida, dando exemplos do seu dia a
dia. Os alunos foram capazes de criar situacdes-problema a partir das operagoes
que eram dadas. As respostas verbais descrevendo situagdes envolvendo
matematica eram muito frequentes. Nas respostas escritas, embora houvesse
alguns erros, muitas delas eram corretas. Também verificamos que as tarefas
envolvendo situagdes imaginarias foram bem resolvidas pelos alunos.

Constatamos ainda que nas tarefas em que os alunos foram
solicitados a criar contextos a motivagdo era maior. Podemos atestar isso pela

diversidade de situacdes evocadas nas réplicas apresentadas. Em todas as tarefas
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propostas, houve indicios de tentativas de construcdo de conhecimentos de uma
dimensao para outra.

Contudo, observamos que os alunos tiveram dificuldades na
construgcéo de conhecimento da dimenséo abstrata para a dimenséo de contexto, e
da dimenséao do contexto (questdes praticas) para a dimensao da reta.

Assim sendo, a partir dos resultados obtidos emergiu a nossa
proposta de formacao de professores estruturada a partir dos documentos oficiais,
livros didaticos e literatura especializada sobre o assunto. Os resultados dessa
aplicagao apontam que quando as tarefas forem bem articuladas com as dimensodes
de conhecimentos dos numeros inteiros, poderemos amenizar as dificuldades dos
alunos sobre esse tema.

Em face das dificuldades constatadas com os alunos e com a
melhoria em algumas tarefas, apresentamos na se¢do seguinte uma nova proposta
de ensino contendo tarefas diversificadas que podem garantir o aprendizado
segundo a literatura analisada. Com as tarefas apresentadas nessa secéo,
pretendemos que a partir do seu estudo possam suscitar mais curiosidades para os
participantes interessados pelo assunto, lancando méo da busca de solucbes em
outras referéncias tedricas, ao mesmo tempo em que reflitam sobre a sua pratica
pedagogica ou ainda se conscientizem da relevancia de um estudo aturado. Essas
curiosidades podem servir de mote para que os professores investiguem a discusséo

dos numeros inteiros e que possam tomar outras formas do ensino deste tema.
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4 A PESQUISA: INDICADORES PARA UMA PROPOSTA DE ENSINO

Como vimos, a abordagem dos numeros inteiros relativos no sistema
educacional de Mocambique ainda é problematica. S&do poucas as alternativas
apresentadas, quer por meio dos livros didaticos quer pelo PEM. As implicacbes
destas limitagdes resultam na auséncia de criatividade dos professores, quando
pretendem ensinar este tema.

Este capitulo encontra-se dividido em duas sec¢des: na primeira
apresentamos a proposta de ensino e na segunda efetuamos a sua descrigéo.

A concepgdao dos numeros inteiros relativos baseados na
essencialidade da multidimensionalidade (a da reta, de contexto e a abstrata) pode
contribuir para a exploracédo das ideias matematicas a respeito do tema. Por isso, as
trés dimensdes de conhecimentos devem ser consideradas pelos professores e
pelos autores dos livros didaticos.

Para dar prosseguimento, as nossas tarefas serdo organizadas em
torno de seis grupos de constru¢gdo de conhecimentos dentro das dimensdes acima
mencionadas.

As tarefas que iremos apresentar nesta proposta foram concebidas a
partir das reflexdes promovidas com professores e com os alunos, considerando as
dificuldades apontadas e visando um enfrentamento destas. Buscamos subsidios
nos trabalhos de Borba (1998); Freudenthal (1973); Bruno (1997); entre outros.
Igualmente adaptamos algumas tarefas da proposta de Cyrino e Pasquini (2010)
sobre a multiplicacdo e a divisdo por meio de segmentos para a elaboragdo da
nossa proposta de tarefas para o ensino. Nosso esforco com relacdo a esta
elaboragcdo de proposta é para que ela promova reflexdes e discussbées com
professores em formagao, podendo garantir que eles possam lidar com problemas
relacionados aos numeros inteiros relativos.

Ao discutir tarefas que envolvem as trés dimensbes de
conhecimento (reta, contexto e abstrata), muitas situacbes e exemplos seréo
discutidos e avaliados de modo a auxiliar os professores a anteverem dificuldades e
sucessos que seus alunos poderdao ter no tratamento desse tema. Tendo
conhecimento sobre o que foi exposto, o professor pode procurar estratégias viaveis

para o ensino deste conteudo.
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Essas tarefas foram concebidas procurando amenizar os obstaculos
apontados pela literatura, recorrendo a diversas abordagens do tema. Assim,
aspectos relacionados ao desenvolvimento histérico serdo discutidos na
multiplicagdo e divisdo usando o método geométrico de Descartes e Hilbert. Com
este método, tanto a multiplicacdo como a divisao serao visualizadas, permitindo que
sejam observadas as caracteristicas dos produtos e dos quocientes. Uma discussao
sobre esses resultados pode auxiliar na dedugdo das regras de sinais. Esta
abordagem contribui para a constru¢do de conhecimentos da dimensao da reta para
a abstrata. Assim, acreditamos que as diferentes abordagens sugeridas pela
literatura, como sendo potenciais para o tratamento desse tema, podem ser
problematizadas em sala de aula com vistas a conduzir o professor a compreender e
apropriar os conhecimentos necessarios para o ensino das quatro operacdes
envolvendo os numeros inteiros relativos.

Apresentamos a seguir a nova proposta de ensino dos numeros

inteiros relativos para a 82 classe.

4.1 Proposta de Ensino dos Numeros Inteiros Relativos

1. Uma substancia que se encontrava a 7°C foi arrefecida até atingir a

temperatura de 2°C. Qual foi a variagao da sua temperatura?

2. As temperaturas registradas num determinado dia em algumas cidades do

mundo s&o apresentadas na tabela'? abaixo:

Cidade Londrina | Roma | Pretéria | Londres | Curitiba | Harare

Temperatura em graus
Celsius (°C)

5 4 -7 0 -3 -6

a) Coloque por ordem decrescente as temperaturas registradas nesse dia.
b) Qual foi a cidade mais quente? Indique a temperatura dessa cidade.

c) Qual foi a cidade mais fria? Indique a temperatura dessa cidade.

12 Adaptada de Nheze, Nhabique e Fabigo, 2010, p. 32.
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3. Resolva as seguintes operagdes usando a reta numérica:
) 3+2=

) 6+3=

) (#7) + (+4) =
)

)

a
b

o O

(+0) + (+6) =
(+12) + (+4) =
) (+4)+(5)=
g) (-10)+(-5)=
) (6) * (-9) =
(-5) + (+4) =
(-6)+(-5)

D

4. Pensem em alguns contextos em que as seguintes operagdes podem ser
representadas:
(-6) + (+5) = (-1)
(+12) + (-13) = (-1)
(-7) + (-8) = (-15)
(+ 150) + (+50) = (+200)
5. Construa um contexto em que pode ser representado da seguinte forma:
(+8)

v

++
N
+—t—
w
+_1
N

|
L T YU
6. Qual é a operagao que pode ser representada pelas setas:
(-5)
———+—— -
5 4 I3 2 L4 MO %2 43 +4 45

7. Qual é a operacao que pode ser representada pela seta

(-7)

|
N

|
w

|
N

|
)
o+
—
N
w
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8. O Angelo tinha 50 meticais no bolso e comprou rebucados de 15 meticais.
Pediu 20 meticais a sua mae para ir ao cinema. Pagou o bilhete com 24

meticais. Com quanto dinheiro ficou?

9. Um taxista sai dos correios com encomendas. Percorre uma distancia de 3km
e entrega uma parte das encomendas na casa numero 1.235 e continua ainda
até a casa numero 1.590, que fica a 5km da primeira. Qual é a distancia total

percorrida pelo taxista?

10.Um elevador encontrava-se inicialmente no 5° piso abaixo do subsolo e,
depois, subiu 7 pisos. Qual é a posicdo depois dessa subida? Represente

essa situacao na reta numérica.

11.Na quinta-feira, pela manha, Joao fez um depdsito de 250 meticais no seu
cofre. A tarde, fez um levantamento de algum dinheiro, tendo obtido um saldo

de 150 meticais. De quanto foi o levantamento?
12.Um comboio esta parado em frente aos caminhos de ferro. Para efetuar
manobra, ele avanga 3km e em seguida recua 2km. Represente 0 movimento

desse comboio por meio da reta numérica.

13.Observe a tabela abaixo e calcule:

3.(+3) = (-3).(+4) =
2.(+3) = (-3).(+3) =
1.(+3) = (-3).(+2) =
0.(+3) = (-3).(+1) =

(-1).(+3) = (-3).0 =

(-2).(+3) = (-3).(-1) =

14.Represente geometricamente o produto de cada item em um sistema de
coordenadas.
a) (+2)(+4)=
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b) (-2)(+4)=
c) (-2)(-4)=
d) (+2).0 =

15.Represente geometricamente o quociente de cada item em um sistema de
coordenadas.

a) (+6+(+2)=

b) (-6+(+2)=

c) (-9)+(-3)=

16.Aurora retirou 100,00 meticais da sua conta no banco. Ela ficou devendo

50,00 meticais ao banco. Qual a quantia que tinha antes de fazer a retirada?

17.Um agricultor contraiu um empréstimo de 5000 meticais'® para a compra de
uma motobomba. No fim do 2° ano pagou ao banco 2500 meticais; no 3°
pagou 1500 meticais; no 4° pagou 1000 meticais e no 5° e ultimo ano da
duragao do empréstimo, 500 meticais.

a) Quanto devolveu, no total, ao banco?

b

c

d

Qual foi o lucro do banco no negécio?

Qual era o saldo do agricultor depois de pagar a 22 prestagéo?

)
)
)
) E qual foi o saldo do agricultor depois da ultima prestacdo? Explique o

significado desse saldo

18.Com ajuda da reta numérica, calcule:

a) (-6)—-(-4)

b) (-9)-(-11)
c) (-10)-(+8)
d) (+4)+( 16)
e) 8

f) (-3)-(-3)
g) -5-(-2)

h) (+7)-(-3)

® Adaptado de Nheze, Nhabique e Fabigo, 2010, p. 28.
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i) -3-5

19.Sem usar a reta numérica, calcule:
a) (-20) —(+40)

b) (+150) — (-50)

c) (-2014) - (-2013)

d) 20-50

e) -45-(-30+5)-10

f) (-4) + (-8) —(-10) +(-10)

20.Sem usar as construgdes geométricas, calcule:
a) 21+(-7)

b) -100+ (+20)

c) 75+(-3)

d) (-25) =5

e) [2.(-5)] +(-5)

f) (-3-7) +2

)
)
)
)

)
)
)
)

4.2 Descricao da Proposicao das Tarefas Propostas

1. Uma substancia que se encontrava a 7°C foi arrefecida até atingir a
temperatura de 2°C. Qual foi a variagao da sua temperatura?
Objetivo:
e Explicar a necessidade do surgimento dos numeros inteiros a partir do seu

significado na vida real.

Comentérios:

O professor propde a tarefa aos alunos e pede que cada um resolva
no seu caderno individualmente. Para garantir o sucesso nessa tarefa o professor
devera relembrar os alunos o conceito de variacdo que aprenderam na 72 classe. No
decurso da tarefa, o professor acompanhara o desenvolvimento desta e anotara as
duvidas que forem surgindo. Ao final, o professor podera solicitar que alguns alunos
apresentem suas respostas na lousa. Essas respostas poderédo servir de ponto de
partida para promover uma discussao com a turma. A énfase devera ser a definicdo
do conceito de variagao, explicitando que ela é a diferenca entre a temperatura final

e a temperatura inicial. E possivel que alguns alunos alcancem a resposta esperada
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(-5) e outros verifiquem que a operagcao nao tem solugdo. Essas constatacdes
deverao constituir um ponto de partida para que o professor fale da necessidade de
um novo conjunto em que as operagdes da subtragdo sempre tém solugao.

Podemos esperar varias respostas, dependendo do nivel de
percepcao de cada aluno. Por exemplo, poderemos encontrar respostas como: 7-2
=5; 2-7 = Nao tem solugado; 2+7 =9; 2-7 = -5. Os alunos que apresentarem como
resposta 5, significa que perceberam que nao se pode subtrair 7 de 2. Porém, nao
ha alternativa sendo apresentar 5 como variagao da temperatura solicitada. E os que
apresentarem 2-7 = nao tem solucédo, estes entendem o conceito de variacédo e
percebem igualmente que ndo se pode subtrair 2 de 7, dai que a operagdo nao
tenha solugdo no dominio que se encontra.

Outros que apresentarem 2+7 =9 como resposta, mostram que nao
tém a nogao da variagao. Nessa altura, o professor podera sistematizar essa tarefa
representando o contexto descrito na reta numérica ou no diagrama de Vergnaud. A

seguir ilustramos pelo diagrama de Vergnaud e pela reta numérica.

Figura 13 — Representagao da variagéo da temperatura pelo diagrama de Vergnaud

7

Fonte: organizado pelo autor

Operacéao envolvida: 7+? = 2, de onde concluimos que ? =2 -7. A
seguir é fundamental que o professor apresente os novos numeros na reta numeérica,
enfatizando o papel do zero nessa representacdo. Uma representacdo simples para

mostrar que houve uma variagao de 5°C podera ser a que segue:
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Figura 14 — Representagao na reta numérica da variacao da temperatura

] |
+1 42 43 Y4 45 16  +7

Fonte: organizado pelo autor

Deste modo, fica convencionado que os valores a direita do zero sédo
valores positivos, antecedidos do sinal (+) e os valores a esquerda do zero séo
negativos, precedidos do sinal (-). Como o sentido da seta aponta para a esquerda,
significa que ha diminui¢do, neste caso, de 5 unidades. Logo podemos concluir que
2-7=-5. Assim sendo, o professor pode dar a definicdo de numeros inteiros relativos
(positivos e negativos), o conceito de numeros simétricos e o valor absoluto. Ele, o
professor, pode sistematizar dizendo que o0s numeros inteiros relativos sao
constituidos pelos numeros positivos e negativos incluindo o zero, designando-o por
Z={..-3,-2,-1,0,+1, +2,+3,...}. Desta maneira, caminhamos para a introducdo da
comparacgao e da ordenacao desses numeros usando a reta numérica numa primeira
fase e sem o0 uso desta na segunda fase. Neste momento as relacbes de
equivaléncias e de ordem sdo fundamentais, por isso, o professor precisa de
recorda-las.

Essa tarefa quando for bem encaminhada podera contribuir para a
construgcao de conhecimento da dimensao contextual para a dimensao abstrata, dai

a sua importancia para a constituigdo do conceito de numero negativo.

2. As temperaturas registradas num determinado dia em algumas cidades do

mundo s&o apresentadas na tabela abaixo:

Cidade Londrina | Roma | Pretéria | Londres | Curitiba Harare

Temperatura em
. -5 4 -7 0 -3 -6
graus Celsius (°C)

a) Represente na reta numérica as temperaturas da tabela anterior.

b) Coloque por ordem decrescente as temperaturas registradas nesse dia.
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¢) Qual foi a cidade mais quente? Indique a temperatura dessa cidade.

d) Qual foi a cidade mais fria? Indique a temperatura dessa cidade.

Objetivos:
e Representar o numero inteiro relativo na reta graduada, associando-o a um
ponto da reta.

¢ Ordenar e comparar numeros inteiros relativos usando a reta numérica.

Comentérios:

O professor apresenta a tarefa na lousa e em seguida solicita aos
alunos que efetuem a leitura da tabela. Para promover discusséo e possibilitar que
todos os alunos se expressem a respeito da tarefa, o professor devera pedir que
eles respondam oralmente os itens ¢ e d. Em seguida solicitara que os alunos
representem os numeros na reta numérica. Esta representacao constituira a primeira
tentativa de ordenacgao desses numeros. Dando prosseguimento, o professor devera
chamar atencao do papel que o zero preenche nessa representacao, pois antes este
era concebido como auséncia de algo e, agora tem outro papel, € a origem. Ele, o
zero, separa 0s numeros positivos dos negativos. Assim sendo, a representacao

devera ser constituida, examinada e discutida.

Figura 15 — Representagdo dos numeros inteiros relativos na reta numérica

| | | | l l l l | | | |
| I 1 I | | | I I I I
7 6 5 -4 3 2 -4 0 +1 +2 +3 44

Fonte: organizaao peio autor

A partir do exame da reta numérica anterior, o aluno podera colocar
as temperaturas na ordem decrescente e indicar que a cidade mais quente foi a de
Roma com a temperatura de 4°C e a mais fria foi a de Pretéria com a temperatura
de 7°C abaixo de zero. Para perceber se os alunos compreenderam, o professor
devera propor uma tarefa sobre a ordenagao das temperaturas em ordem crescente.

3. Resolva as seguintes operagdes usando a reta numérica:
a) 3+2=

b) 6+3=

C) (+8)+ (+4)=
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d) (+9) + (+6) =
e) (+12) + (+4) =
f) (+4)+(-5)=
g) (-9) *(+4) =
h) (-6) +(-5) =
) (-10) +(-5) =
Objetivos

e Efetuar operagdes com numeros inteiros relativos usando a reta numerica.

e Deduzir as regras da adicado dos numeros inteiros relativos.
Material necessario: Régua e papel quadriculado

Comentarios:

O professor devera solicitar aos alunos que efetuem as operacdes
usando a reta numérica, descrevendo os movimentos que forem realizar. Para tal, os
sinais (-) e (+) exercem um papel basilar na localizagdo do sentido dos movimentos.
Durante o andamento da tarefa o professor acompanhara o desenvolvimento desta e
anotara as duvidas que os alunos apresentarem. Ao final, o professor podera
convocar alguns alunos para apresentar suas constru¢gées na lousa. A partir das
construcdes feitas, promover uma discussédo e, por fim, as respostas devem ser
identificadas, discutidas e validadas pela turma, isto €, a turma devera chegar a um
consenso.

O professor deve reativar nos alunos as capacidades adquiridas na
classe anterior a respeito do conceito de numeros naturais. Isto podera ser feito
apresentando aos alunos os itens 3a e 3b.

Numa fase posterior sugerimos que o professor explique o
significado das regras na base de exemplos que relacionam contextos reais da vida
dos alunos. Esse esforgo visa evitar o ensino das regras de forma mecanizada em
que o aluno procura decora-las sem perceber o seu significado.

Nesta tarefa iremos apresentar a resolugao de trés itens 3c 3i e 3j —
usando a reta, sendo que um item envolve adicdo com todas as parcelas com sinais

positivos, outro com parcelas de sinais negativos e o ultimo com parcelas de sinais
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contrarios. Outros itens apresentam a mesma exigéncia, dai que nao seja
necessario apresentar todas as resolugdes.
Respostas esperadas:

Primeiro caso c) (+7) + (+4) =7?

A partir da origem, marcamos 7 unidades para a direita e, a partir da
extremidade da seta correspondente, marcamos 4 unidades para a direita. O

resultado deve ser lido na extremidade da ultima seta. Logo: (+7) + (+4) = (+11).

Figura 16 — Representagao da soma de 7 por 4 na reta numérica

vy

»
P

0 A 2 3 4 b 6 1 8 9 10 1

Fonte: organizado pelo autor

O professor deve insistir que os alunos observem bem o que
acontece com o sentido das setas quando se adicionam dois numeros com 0s
mesmos sinais e, quando se adicionam dois nUmeros com sinais contrarios.
Outras possibilidades:

Segundo caso: i) (-5) + (+4)

Passos a discutir com os alunos:

A partir do zero marcamos 4 unidades para a direita e, a partir da
extremidade da seta correspondente, marcamos 5 unidades para esquerda (atras).

O resultado deve ser lido na extremidade da ultima seta: (-5) + (+4) = -1

Figura 17 — Representagao da soma de -5 por 4 na reta numérica

‘5 4 3 2 N4 0 1 2 3 4

Fonte: organizado pelo autor

Tendo em conta que se trata de adicido de dois numeros com sinais
diferentes, o professor deve chamar atencdo aos sentidos das setas para que os

alunos tentem construir a regra.
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Terceiro caso: j) (-6) +(-5)=?

A partir da origem, marcamos 6 unidades para esquerda e, a partir
da extremidade da seta correspondente, marcamos 5 unidades para a esquerda. O
resultado deve ser lido na extremidade da ultima seta. Logo: (-6) + (-5) = (-11).
Também obtemos o mesmo resultado comegando por marcar 5 unidades para a
esquerda a partir da origem e, a partir da extremidade da seta correspondente,
marcamos 6 unidades para a esquerda, isto é, (-5)+(-6) =(-11). Na figura a seguir

mostramos o primeiro movimento.

Figura 18 — Representacdo da soma de -5 por -6 na reta numérica

d
<«

11 -ilo 9 8 7 éls él 4 Ih T

Fonte: organizado pelo autor

Ao final, as regras e as propriedades da adicdo devem ser
constituidas e discutidas com os alunos. Uma possivel sistematizacdo poderia ser a
seguinte:

e A soma de dois numeros inteiros relativos do mesmo sinal € um terceiro
numero relativo do mesmo sinal e cujo valor absoluto € a soma dos valores
absolutos das parcelas.

e A soma de dois numeros inteiros relativos de sinais contrarios € um terceiro
numero relativo, cujo valor absoluto é a diferenga dos valores absolutos das
parcelas e cujo sinal é o da parcela de maior valor absoluto.

¢ A soma de dois numeros simétricos € zero.

e Adicado dos numeros inteiros relativos € comutativa.

e O zero é elemento neutro da adicao.

O professor devera chamar atengao dos alunos dizendo que adi¢ao

nos numeros inteiros relativos é um prolongamento da adicdo nos numeros naturais.
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4. Pensem em alguns contextos em que as seguintes operagbes podem ser
representadas:
a) (-6) + (+5)=(-1)

b) (+12) + (-13) = (-1)

c) (-7) *(-8) =(-15)

d) (+ 150) + (+50) = (+200)
Objetivos:

e Construir contextos da vida real que podem ser descritos por meio das
operacgoes aritméticas apresentadas.
¢ Identificar diferentes contextos sobre os quais podem ser aplicadas as

operagdes com numeros inteiros relativos.

Comentarios:

Essa tarefa foi concebida de modo que os alunos pudessem se
expressar, refletir e evoluir por iniciativas proprias visando a aquisicdo de novos
conhecimentos. Para tal, o professor devera solicitar que os alunos apresentem
exemplos de contextos da vida real que podem ser descritos usando as operacdes
apresentadas. Ao fazer isso os alunos deverdo identificar diversos contextos
aplicados aos numeros inteiros relativos.

Nessa ordem de ideia, para a sistematizacdo dos conhecimentos, o
professor devera levar em conta as respostas (agcbes) dadas pelos alunos, suas
tentativas e suas conjunturas, promovendo debates de confrontacdo das respostas
apresentadas. E importante que o professor respeite as diferencas de percepcdes
de cada aluno.

Assim sendo, o nosso esforgo € no sentido de garantir que o aluno
possa formular tarefas em linguagem natural em vez de encontrar ja prontas nos
livros didaticos. Entendemos que essa formulacdo de tarefas podera conferir a
autoria aos proprios alunos.

A seguir apresentamos dois exemplos, visto que nos restantes itens
o procedimento € o mesmo.

Exemplos:
o (-6)+(+5)=(-1)
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Aurora contraiu uma divida de 6 meticais com seu irmdo Angelo. Ela conseguiu 5
meticais e decidiu devolver esse valor a Angelo. Ent&o, falta 1 metical para acabar a
sua divida.
o (-7)+(-8)=(-15)

Angelo pediu emprestado 7 meticais & mae e 8 meticais a sua irma. Agora ficou com
uma divida de 15 meticais ao todo.

Nessa tarefa solicitamos ao aluno a construcado de contextos visando a atribuicdo de
significado aos numeros inteiros relativos. Nas proximas tarefas de 8 a 13, nossa
intencdo sera a construcdo de operagdes matematicas a partir dos contextos

apresentados.

Na proxima tarefa pretendemos construir contextos a partir das
representacdes na reta numérica das operagdes com numeros inteiros relativos, isto

justifica a proposigao da tarefa 5.

5.Construa um contexto em que pode ser representado da seguinte forma:
(+8)

Objetivos
e Efetuar leitura na reta numérica.

e Construir contexto a partir da operagao representada na reta numérica.

Comentéarios

O professor deve solicitar que os alunos apresentem exemplos de
contextos nos quais podem aplicar o conhecimento dos numeros inteiros relativos
para descrever a representacdo dada na reta numérica. Ele devera igualmente
solicitar que os alunos fagam a leitura, analise e a interpretacdo da reta
(visualizagdo) obedecendo ao sentido da seta. A partir das respostas dos alunos, o
professor podera buscar uma sistematizacdo, procurando adequa-las a
representacdo dada. Chamamos atencao ao professor no sentido de que essa tarefa

pode ser interpretada usando varios contextos, dai que seja importante respeitar as
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propostas dos alunos. O professor deve deixar claro que neste momento estamos a
considerar conjunto discreto para facilitar a contagem das unidades na reta
numerada. Por isso, o professor necessita de revisar o conceito de conjunto discreto
e o continuo com vista a minimizar a confusdo no uso da reta envolvendo distancia.
Aqui, apresentamos a titulo de exemplo um caso.

Como dissemos anteriormente, ha varias possibilidades a serem
utilizadas nessa tarefa: uma descricdo utilizando contexto pelo diagrama de
Vergnaud e o uso de equagdo. Nossa intencdo é utilizar um contexto para descrevé-
-la.

Uma descricdo utilizando contexto: Angelo saiu da sua casa a pé
para a casa de um amigo que fica ao longo da mesma rua. Ele, primeiro, andou 4km.
E em seguida na mesma direcdo andou mais 4km até chegar a casa do amigo. Ao

todo Angelo andou 8km.

O professor deve intervir de modo que ndo possa prejudicar a
participacdo dos alunos, isto €, devera intervir com naturalidade respeitando as
diferencas entre diversos alunos da turma. E os erros que surgirem devem ser
corrigidos ao longo do desenvolvimento da tarefa. Ao final, todas as alternativas
sugeridas devem ser analisadas e discutidas de modo a tirar conclusées.

Enquanto nessa tarefa solicitamos a construgédo de contextos, isto é,
da dimensao da reta para a do contexto, nas tarefas 5 e 6 a seguir iremos solicitar a
construgao de operagdes aritméticas a partir de suas representagbes nas retas
numeéricas, ou seja, da dimensdo da reta para a da abstrata. Deste modo, a
proposicao da tarefa 5 visa conduzir os alunos a efetuarem leitura a partir das setas
apresentadas com vistas a constituicdo da operacao solicitada.

A tarefa 6 € mais delicada, visto que ela traz uma seta, o que a
diferencia da tarefa 5 embora o objetivo seja 0 mesmo. Chamamos a atengédo do
professor para que enfatize o papel do sentido da seta e do zero como origem para

a constituicdo das operagoes aritméticas solicitadas.

6. Qual é a operagcao que pode ser representada pelas setas:

(-5)

&
<

v

I
5 4 3 2 4

w
=+

S
+__
[6)]

o

+1I +2I +
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Objetivos:
e Identificar a operacdo correspondente a resposta representada na reta
numeérica; e,

e Construir a respectiva operagao a partir da representacao dada.

Comentéarios

O professor deve solicitar aos alunos que efetuem a leitura da tarefa,
chamando atencéo aos sentidos das setas. Para tal pede que os alunos identifiquem
a operacgao correspondente por meio dos movimentos que podem ser realizados
sobre a reta. Um gesto com o dedo pode ajudar os alunos a verem a origem e o fim
do movimento. Deste modo, a leitura deve ser feita obedecendo ao sentido das
setas. Essa tarefa pode ajudar a construgdo do conhecimento da dimensao da reta
para a da abstrata.

Podemos esperar que os alunos apresentem algumas
possibilidades, por exemplo:
12 Possibilidade:

Se o aluno olhar as extremidades das setas e pensar na adicdo dos
valores encontrados ai, tera como resposta: x + 3 =-2
22 Possibilidade (nao foi pedido no enunciado é facultativa):

Pode imaginar um contexto: O Jodo esta no 3° piso acima do nivel
do chdo. Em seguida, ele desce cinco pisos. Em que posi¢do se encontra agora?
Resposta esperada: 2° piso debaixo do nivel do chdo. Logo: (+3) +(-5) = (-2)

32 Possibilidade: utilizando o diagrama de Vergnaud.
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Figura 19 — Representacao do movimento de Jodo no diagrama de Vergnaud

? »

Fonte: organizado pelo autor

A operacgao deve ser discutida e formalizada: 3+? = -2, de onde? =-5
Tal como fizemos na tarefa 6, na tarefa a seguir (tarefa 7) apresentamos as
possibilidades que os alunos podem apresentar. Nao iremos apresentar de novo os

comentarios, pois sao validos os comentarios anteriores.

7. Qual é a operacao que pode ser representada pela seta.

(-7)

|
o

|
w

|
N

|
AN
o+
—
N
w

Objetivo:

e Construir uma operacéao a partir da representagcao na reta numérica.

Possibilidades:

12 Possibilidade:

X+3=-4

22 Possibilidade (facultativa visto que nao atende o pedido):

Manuel esta no 3° piso acima do nivel do chao. Ele decide descer
sete pisos. Em que posigao se encontra agora? Resposta esperada: 4° piso abaixo
do nivel do chdo. A operacgao correspondente é: (-7)+(+3) =(-4).

Esta tarefa tem uma particularidade importante: a seta ndo comeca
do zero! Ela tem como origem do movimento no ponto 3. O professor devera chamar

atencgao a este aspecto, dizendo que a origem nem sempre coincide com o zero.
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32 Possibilidade: utilizando o diagrama de Vergnaud

Figura 20 — Representagdo do movimento no diagrama Vergnaud

Fonte: organizado pelo autor

A operacgao deve ser discutida e construida: 3+ ? = -4

Objetivo das tarefas 8 a 13
e Interpretar os contextos nelas contidos utilizando operagdes com numeros

inteiros relativos.

Comentarios:

O professor devera solicitar aos alunos para interpretar o enunciado
utilizando conhecimentos matematicos, fazendo o acompanhamento das diferentes
etapas da realizagdo da tarefa, observando e corrigindo-os durante o processo. A
énfase devera ser na identificacdo das trés fases: estado inicial, intermediario e final.
O professor pode verificar a partir das acdes concretas se os alunos estido
compreendendo cada tarefa proposta, identificando elementos essenciais para a
composicao das operagdes aritméticas correspondentes. Nas tarefas 9, 10 e 12
sugerimos que o professor insista com os alunos no uso da reta numérica.

Ao final, o professor precisa terminar cada tarefa, convidando alguns
alunos para apresentar suas resolugdes na lousa. As propostas destes deverao
servir de ponto de partida para sistematizar os resultados obtidos.

A seguir apresentamos a proposta de resolugéo das tarefas 8, 9, 10,
11, 12 e 13. Ressalvamos que pode haver mais possibilidades/caminhos para a

resolucdo das mesmas tarefas.



122

8.Angelo tinha 50 meticais no bolso e gastou 15 meticais com rebucados. Pediu 20
meticais a sua mae para ir ao cinema. Pagou o bilhete com 24 meticais. Com quanto
dinheiro ficou?
Proposta da resolucgao:
(+50) + (-15) + (+20)+(-24) =(+50) +(+20)+ (-15) + (-24)

=(+70)+(-39)

=(+31)

Angelo ficou com 31 meticais.

9. Um taxista sai dos correios com encomendas. Percorre a partir dos correios uma
distdncia de 3km e entrega uma parte das encomendas na casa numero 1235 e
continua na mesa direcao até a casa numero 1590, que fica a 5km da casa numero

1235. Qual é a distancia total percorrida pelo taxista?
Proposta de resolucgéo: (+3) +(+5) = (+8)
A distancia percorrida foi de 8km. A sua representagao na reta numérica é ilustrada

na figura a seguir:

Figura 21 — Representagao na reta numeérica da soma de 3 por 5

Fonte: organizado pelo autor

10. Um elevador encontrava-se inicialmente no 5° piso debaixo do subsolo e, depois,
subiu 7 pisos. Qual é a posigdo depois dessa subida? Represente essa situagao na

reta numérica.

Comentério adicional:

O professor solicitara aos alunos para que desenhem um esquema
de um prédio na situagéo descrita pelo enunciado. Em seguida solicite que indiquem
a posicao inicial nesse esquema. A partir dessa posicdo contem 7 unidades para
cima e vejam em que andar do prédio terminou a contagem. Naturalmente, o

professor deve desenhar na lousa a reta na posig¢ao vertical. Do mesmo modo, o
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professor deve chamar atencao para o papel que desempenha o termo “chao” nessa

tarefa. Ele é usado no sentido de origem da contagem.
Pelo diagrama de Vergnaud:
Posigao inicial = 5° piso debaixo do subsolo;

Subiu 7 pisos. Qual a posi¢ao depois dessa subida?

Figura 22 — Representacdo do movimento do elevador pelo diagrama de Vergnaud

7 2

5

Fonte: organizado pelo autor

Operacéao envolvida: -5+7 = 2

O elevador estara no 2° piso acima do subsolo.

Como equacéo:
Seja x a posi¢ao atual do elevador. Entdo, 5 + x = 7, donde x = 7-5, 0 que resulta em
X=2

Em termos de deslocamento:
Jodo esta no 5° piso debaixo do nivel do chdo. Ele decide subir 7
pisos em dois momentos. Primeiro sobe até o nivel do chdo e em seguida sobe mais

até no 2° piso acima do nivel do chao. Ao todo subiu 7 pisos (5 +2 =7).
11. O Jodo tinha inicialmente 250 meticais no seu cofre. A tarde, fez um
levantamento de algum dinheiro, tendo obtido um saldo de 150 meticais. De quanto

foi o levantamento?

Proposta de resolucgéo:
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Seja x a quantidade do dinheiro que Joao levantou, entdo: 250 —x =
150, donde x =250-150, o que resulta em x =100, portanto, Jodo levantou 100
meticais.

A seguir ilustramos a situagao pelo diagrama de Vergnaud.

Figura 23 — Representagcao do depdsito e de levantamentos pelo diagrama de

Vergnaud.

250

? » 150

Fonte: organizado pelo autor
A operacgao deve ser constituida e discutida: 250 -? = 150

12. Um comboio esta parado em frente dos caminhos de ferro. Para efetuar
manobra, ele avanga 3km e em seguida recua 2km. Represente o0 movimento desse
comboio na reta numérica.

Proposta da solucéo:

Figura 24 — Representagado do movimento do comboio na reta numeérica

Fonte: organizado pelo autor

13.0Observe a tabela abaixo e calcule:
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Quadro 21 - Sequéncia de construcdo de regras pelo método exploratério de
Freudenthal

3.(+3) = (+9) (-3).(+4) =(-12)
2.(+3) =(+6) (-3).(+3) =(-9)
1.(+3) =(+3) (-3).(+2) =(-6)
0.(+3) =0 (-3).(+1) =(-3)
(-1).(+3) =(-3) (-3).0 =0
(-2).(+3) =(-6) (-3).(-1) =(+3)

Fonte: organizado pelo autor com referéncia a Freudenthal
Objetivos:
o Efetuar as operacdes da multiplicagao;
e Analisar os padrées e regularidades dos resultados de cada coluna das
operacgoes; e,
e Inferir a partir desses resultados a respeito da multiplicagdo com sinais

diferentes e com o mesmo sinal.

Comentérios:

A partir dos conhecimentos anteriores que os alunos possuem sobre
a multiplicacdo dos numeros naturais, o professor deve solicitar-lhes que efetuem as
operacdes e analisem os produtos obtidos. Nessa tarefa, o professor devera dar
énfase aos fatores de modo que os alunos possam observar que na primeira coluna
o primeiro vai diminuindo em uma unidade enquanto o segundo é constante. O
produto das operagdes nessa coluna vai diminuindo a medida que o primeiro fator
diminui. Ja na segunda coluna, o primeiro fator mantém-se constante e o segundo
vai diminuindo em uma unidade. O produto nessa coluna aumenta a medida que o
segundo fator vai diminuindo. O professor podera chamar atengao aos alunos para
nao analisar os fatores de cada coluna de forma isolada, pois isto pode dificultar a
construcao das regras de sinais.

A partir das respostas obtidas pelos alunos, o professor busca
sistematizar as regras dos sinais com eles, dizendo que: a multiplicagdo de dois
nameros inteiros relativos com os mesmos sinais resulta em um numero inteiro
relativo com sinal positivo. E a multiplicacdo de dois numeros inteiros relativos com

sinais diferentes resulta num numero inteiro relativo com sinal negativo. O professor
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podera propor aos alunos novas tarefas com vistas a consolidar as regras da

multiplicagao.

14. Represente geometricamente o produto de cada item em um sistema de
coordenadas.
a) (+2)(+4)=
b) (-2)(+4)=
c) (-2)(-4)=
d) (+2).0=

Objetivos:
e Realizar uma construgdo geométrica que represente o produto de dois
numeros inteiros relativos com o0 mesmo sinal e com sinais diferentes;
e |dentificar a localizacdo do produto em relagdo aos eixos do x (acima ou
abaixo dele) e,

e Consolidar as regras de sinais para a multiplicagcao.
Material: régua, lapis de carvao e papel quadriculado.

Comentéarios:

O professor deve solicitar que os alunos, utilizando régua, lapis de
carvao e o papel quadriculado, realizem as construgdes. Primeiro, os alunos devem
desenhar o sistema cartesiano ortogonal. Segundo, marcar os fatores nos dois
eixos, um no do y e outro no do x. Quanto a localizagéo dos fatores, vai depender do
sinal de cada (- ou +) fator. Terceiro, marcar a unidade no eixo do x; ela sempre é
positiva e deve estar localizada no 1° quadrante. Quarto, unir essa unidade com um
dos fatores localizado no eixo do y, formando-se um segmento da reta. Quinto,
tomar outro fator que ainda nao foi utilizado e uni-lo com um dos pontos no eixo do
y, de modo a formar segmentos paralelos com o primeiro. Na interse¢ao do segundo
segmento com o eixo do y é onde estara localizado o produto da multiplicagdo dos
dois fatores.

Ao longo do desenvolvimento da tarefa, o professor devera fazer o
acompanhamento, observando as ac¢des concretas com os alunos e chamando

atengao da localizagao do produto quando se trata da multiplicagado de dois fatores
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com o mesmo sinal e com sinais diferentes. Ao final, o professor deve relembrar aos

alunos das conclusées que tiveram na tarefa 13. A seguir apresentamos as
construcdes para os itens propostos nesta tarefa.

Figura 25 — Construgao geométrica do produto de 4 por 2

(+4). (+2)= (+8)

i
T

v
}
—

Y X

Fonte: organizado pelo autor



128

Figura 26 — Construgao geométrica do produto de 4 por -2
(-2} +4)=-8

y

Fonte: organizado pelo autor
Figura 27 — Construgao geométrica do produto de 2 por 0

(+2).0=0

Fonte: organizado pelo autor

Notamos que o 2° fator coincide com o produto e é zero.
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Figura 28 — Construgao geométrica do produto de -4 por -2
(—2)(-4) = +8

.f-']ll

3

Fonte: organizado pelo autor

Assim, para a sistematizacdo das regras, o professor podera solicitar aos
alunos que preencha o esquema a seguir as partir da analise do produto. Ele, o professor,
devera dar énfase a localizagao do produto em relagdo ao eixo dos x (acima ou em baixo
dele) em duas situagdes: 1° quando todos os fatores tiverem os mesmos sinais (todos
positivos ou ambos negativos) e, 2° quando os fatores tiverem sinais diferentes. Nesse
momento € fundamental que haja interagdo entre professor e alunos, promovendo um
dialogo com a turma.

Nessa altura, os alunos poderao observar a diferenga de localizagdo do
produto nas situagdes apontadas no paragrafo anterior. O professor devera solicitar aos
alunos para escrever algumas conclusdes. Um exemplo poderia ser: se todos fatores
tiverem os mesmos sinais, o produto situa acima do eixo dos x. E se os fatores tiverem os
mesmos sinais, o produto situa abaixo dos eixos dos x. A partir das constatacbes dos
alunos, o professor com ajuda de um esquema ira anunciar parcialmente as regras de
sinais da multiplicacao.

Ao final, o professor devera propor outras tarefas com niumeros pequenos,
pois, quando se envolve os grandes pode dificultar as construgbes geométricas. SO
depois dos alunos compreender a logica das constru¢cdes e das regras estabelecidas,
podera propor tarefas envolvendo numeros grandes com vista a conduzi-los abandonar
gradualmente as constru¢gdes geométricas do produto.

O mesmo procedimento vale para a divisdo que a seguir iremos
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apresentar na tarefa 15.

15. Represente geometricamente o quociente de cada item em um sistema de
coordenadas.

(+6+(+2)=

(-6+(+2)=

(-9)+(-3)=

Objetivos:
o Representar a constru¢cdo do quociente de cada operagao,
e |dentificar a localizagdo do quociente em relagdo aos eixos do x (acima ou abaixo
dele).

Comentarios:

Na divisdo de numeros inteiros relativos, primeiro tragamos um segmento
que une o dividendo com o divisor. E, em seguida, a partir da unidade, tragamos um
segmento paralelo ao primeiro que ira intersectar o eixo do y. Na intersecdo desse
segmento com o eixo do y localiza-se o quociente. Para tal, o professor devera solicitar
aos alunos para representar o quociente de todos os itens propostos, identificando a sua
localizagdo em relagéo aos eixos do x.

Assim sendo, os alunos poderdo concluir quanto a localizacdo do
quociente de dois nUmeros com os mesmos sinais do dividendo e do divisor e com sinais
diferentes.

A seguir apresentamos a proposta de construgdo de cada item.



Figura 29 — Construgao geométrica da diviséo de -6 por 2
(-6)* (+2)= (-3)

[
#

5

v

Fonte: organizado pelo autor

Figura 30 — Construgao geométrica da divisao de 6 por 2.
(+6) *(+2) =

Fonte: organizado pelo autor
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Figura 31 — Construgdao geométrica da divisao de -9 por -3
(-9)+(-3)=

W

Fonte: organizado pelo autor

Depois das construgdes geométricas do produto e do quociente dos
numeros inteiros relativos, vamos fazer retomadas nas proximas tarefas sobre o uso
de contextos para a construgcao das operacgdes aritméticas. Nosso esforgo € no
sentido de garantir que os alunos percebam a ligacdo entre este conteudo da

matematica e os contextos reais.

16. Aurora retirou 100,00 meticais da sua conta no banco. Ela ficou devendo 50,00

meticais ao banco. Qual a quantia que tinha antes de fazer a retirada?

Objetivo:

¢ Consolidar aplicacdo dos numeros inteiros relativos na vida real.

Comentarios:
Nas tarefas 16 e 17 n&o iremos apresentar novos comentarios, pois
vale os das tarefas 8 e 11. Com essas tarefas pretendemos levar o aluno a

consolidar o uso dos numeros inteiros relativos em situagdes da vida real.

Do mesmo modo utilizamos o diagrama de Vergnaud para
visualizacio da tarefa.
Estado 1 = x, estado 2 =-100 e estado 3 = - 50
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Figura 32 — Representagao da situagao pelo diagrama de Vergnaud

X

-100 > -50

Fonte: organizado pelo autor

A operacao deve ser discutida e formalizada: x -100 = -50 ou x = 100 — 50
X=50
Antes de retirada Aurora tinha 50 meticais na sua conta.
O professor devera fazer perguntas que busquem compreender o
modo como os alunos pensam e como resolvem certa tarefa e qual a sua ideia a

respeito do resultado obtido.

17. Um agricultor contraiu um empréstimo de 5000 meticais para a compra de uma
motobomba. No fim do 2° ano pagou ao banco 2500 meticais; no 3° pagou 1500
meticais; no 4° pagou 1000 meticais e no 5° e ultimo ano da durag&o do empréstimo,
500 meticais.

a) Quanto devolveu, no total, ao banco?

b)

c) Qual era o saldo do agricultor depois de pagar a 22 prestagcéo?

d)

Qual foi o lucro do banco no negécio?

E qual foi o saldo do agricultor depois da ultima prestagdo? Explique o

significado desse saldo.

Objetivo:
e traduzir um contexto utilizando o conhecimento dos numeros inteiros relativos.
Proposta da resolugao:
a) Total a devolver = 12 prestacéo + 22 prestagao + 32 prestacéo + 42 prestagao
= 2500+1500+1000+500
= 5500 Meticais
Ao todo devolveu 5500 meticais ao banco.

b) Lucro do banco = total devolvido + o valor emprestado (=divida)
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=(+5500)+(-5000)
= 500 meticais.
O lucro do banco foi de 500 meticais nesse negocio.
c) Saldo depois da 22 prestagao = total devolvido — (12 prestagéo + 22 prestacao)
= 5500- (2500+1500)
=5500-4000
=1500 meticais.

Depois da 22 prestagao, o agricultor tinha o saldo de 1500 meticais.

d) Depois da ultima prestagao, o saldo do agricultor era de: 5500-5500 =0, ou
seja, ele ja ndo tem divida com o banco.
1 Com ajuda da reta numérica, calcule:
(-6) — (-4)
(-9) - (- 11)
(-10)-(+8)
(+4)+( 16)

a

8.
)
b)
)
)
) 8-

O

d
e
f) (-3) - (-3)
g) -5- (-2)
h) (+7)- (-3)
i) -3-5

Objetivo:
o Efetuar adi¢cdes e subtragdes simples de numeros inteiros usando a reta
numeérica;

e Consolidar as regras de sinais da multiplicagao.

Comentarios:

Depois de abordarmos a multiplicacdo dos numeros inteiros
relativos, nessa altura podemos tratar a subtragdo desses numeros, visto que as
regras de sinais ja foram tratadas. Iremos apresentar os resultados dos itens a), b) e
c), visto que os demais poderao ser tratados da mesma maneira.

Como operar com a) (-6) — (-4)?
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Neste caso, o professor deve relembrar aos alunos as regras de
sinais da multiplicacdo, com vistas a efetuar as transformagdes intermediarias. Neste
caso teremos: (-6) — (-4) = (-6) + (+4). A partir desse momento o professor solicita
aos alunos representar a operagao na reta numérica, podendo ser descrito em
termos de movimento. Por exemplo, marca-se 6 unidades para a esquerda a partir
do zero. E como sabemos pelas regras de sinais que —(-4) = 4, logo, em seguida, a
partir da extremidade da seta, marca-se 4 unidades para a direita, o que resulta: (-6)

— (-4) = -2. A figura a seguir ilustra a sua representagao na reta numerica.

Figura 33 — Representacao de (-6) — (-4) na reta numérica

Fonte: organizado pelo autor

Outra forma de interpretar a mesma operagao pode ser:

(-6) — (-4) = (-6) + (+4)

Jodo esteve no quarto andar acima do subsolo. Em seguida desce
seis andares. Agora, ele estd no segundo andar do subsolo. llustramos esse

movimento na figura a seguir.

Figura 34 — Outra possibilidade da representacéo de (-6) — (-4) na reta numérica

! ! 5 4 3 L L b ki T L3 o4y

Fonte: organizado pelo autor

O professor deve cuidar para que os alunos percebam a diferenca
entre as demais tarefas propostas. Do mesmo modo, deve chamar atencdo dos

alunos ao utilizar a reta numérica para representar a operagao que, apesar dos
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calculos intermediarios efetuados, ndo se trata de uma nova representacao da
situacao.

O professor deve insistir que os alunos expliquem os procedimentos
que forem utilizar nas tarefas propostas.

Como operar com b) (-9) — (-11)?

Este tipo de subtragcédo exige o conhecimento das regras de sinais da
multiplicacdo, por isso, o professor pode solicitar que os alunos fagam os calculos
intermediarios. Assim sendo, (-9) — (- 11) = (-9) + (+11). Aqui, chamamos ateng¢ao
pois muitas vezes a operacao de subtragcdo ndo encontra uma referéncia contextual.
Por exemplo, como fica a contextualizacédo de (-9) — (- 11): uma divida de 9 meticais
subtraida de uma divida de 11 meticais se torna 9 dividas somadas a 11 créditos, o
que da 2 créditos? Depois dessa transformacgdo, podemos contextualizar da
seguinte maneira: o saldo bancario de Angelo é de 11 meticais. Ele decide retirar 9
meticais. O seu saldo atual é de 2 meticais. A seguir ilustramos a sua representagao

na reta numérica.

Figura 35 — Representacao de (-9) — (- 11) na reta numérica

A

Fonte: organizado pelo autor

O professor deve chamar atencao dos alunos, pois esta nao se trata
de uma nova situagao.

Ao final, o professor deve encerrar a tarefa com uma discuss&do com
a turma com vistas a (re)organizar, sistematizar e resumir os resultados obtidos,
chamando atencdo das transformacdes intermediarias quando se trabalha com a
subtracdo. E, ainda, que a reta numérica pode ser utilizada, num primeiro momento,
para adicdo e, depois da multiplicacdo, a reta também pode ser utilizada com a

subtracio.

Como operar com c) (-10)-(+8)?
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O professor deve relembrar os alunos das regras de sinais da
multiplicagcdo que podem ajuda-los a fazer calculos intermediarios. Neste caso, a
operagao (-10)-(+8) transforma-se em (-10)+(-8). A partir desta ultima operagéo, o
professor pode convocar os alunos para aplicar os procedimentos anteriores tanto

da representacao na reta quanto na contextualizagcdo dessa operacao.

19. Sem usar a reta graduada, calcule:
a) (-20) —(+40)
b) (+150) — (-50)
c) (-2014) - (-2013)
d) 20-50
e) -45-(-30+5)-10
f) (-4) + (-8) —(-10) +(-10)

)
)
)
)

Objetivo: efetuar adicbes e subtragbes simples de numeros inteiros sem a reta
numérica.

O professor devera solicitar aos alunos a efetuar as operacodes
dadas sem o uso da reta numérica. Essa tarefa podera ser feita em pequenos
grupos com vista a promover discussdes entre alunos. Durante a realizagdo da
tarefa, o professor devera percorrer entre as carteiras, observando o que os alunos
fazem e ajudando no que for necessario. Ao final, devera solicitar alguns alunos para
apresentar as suas respostas na Lousa. As respostas deverdo ser analisadas e

discutidas e posteriormente tiradas as conclusées.

20.Sem usar as construgdes geométricas, calcule:
a) 21+(-7)

b) (-100)+ (+20)

c) 75+(-3)

d) (-25) =5

e) [2.(-5)] +(-5)

f) (-3-7) +2

)
)
)
)

Objetivo:
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o efetuar as operacbes da divisdo e de multiplicacdo dos numeros inteiros

relativos sem construgcdes geométricas.

Comentéarios

O professor devera solicitar aos alunos a efetuar as operacdes
dadas sem o recurso ao método geométrico. Nessa altura, o professor devera
acompanhar o desenvolvimento da tarefa, observando as acgdes concretas e
ajudando no que for necessario. A énfase devera ser a conducédo dos alunos a
utilizagcado das regras de sinais da multiplicagdo com vista a obtengdo de respostas
corretas. Ao final, o professor podera solicitar alguns alunos para apresentar as suas
resolucdes na Lousa. Estas, deverao servir de ponto de partida para as discussoes e
consolidagao das regras de sinais.

Ressalvamos que na proposicao das tarefas 1 a 20, a luz da
multidimensionalidade do conhecimento dos numeros inteiros relativos, tivemos em
conta seis grupos que envolvem as construgdes seguintes: AR, AC, CR, RA, CA e
RC. A nossa énfase foram as dimensdes da reta e do contexto. Essa escolha
justifica-se pelo fato de que os livros didaticos e o PEM analisados ddo mais énfase
a dimensao abstrata. Para ilustrarmos isto, organizamos as nossas tarefas em
funcdo das construgdes de conhecimentos entre as dimensdes que podem ocorrer.

A seguir apresentamos os diferentes casos dessas construgoes.

Figura 36 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensdes CA

C

A

Fonte: organizado pelo autor

A proposicao das tarefas 1; 2; 8; 9; 11; 16 e 17 visam a construcao

de conhecimentos entre as dimensdes de contextos e do abstrato (figura anterior).
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A tarefa 4 visa a construgcdo de conhecimento da dimenséao abstrata

para a do contexto, conforme ilustramos na figura a seguir.

Figura 37 — Constru¢des de conhecimentos entre as dimensdes AC

A

C

Fonte: organizado pelo autor

A proposicdo das tarefas 10 e 12 visa a construgao de
conhecimentos entre as dimensbdes de contexto e da reta, conforme ilustramos a

seqguir.

Figura 38 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensées CR

R

v

Fonte: organizado pelo autor

A proposigao da tarefa 5 visa a constru¢do de conhecimento da

dimenséo da reta contextual. A figura abaixo ilustra essa situagao.

Figura 39 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensdes RC

R

Fonte: organizado pelo autor
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A nossa intencao ao propor as tarefas 3; 14; 15 e 18 € no sentido de
um esforgco para que possa ocorrer construgdes de conhecimentos entre as

dimensdes abstratas e da reta. Esbocamos esta situagao no quadro abaixo.

Figura 40 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensdes AR

v

Fonte: organizado pelo autor

Visando a construcdo de conhecimentos a partir da reta ao abstrato,

propomos as tarefas 6 e 7, cujo esbogo apresentamos abaixo.

Figura 41 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensdes RA

v

Fonte: organizado pelo autor

A proposicdo das tarefas 13, 19, e 20 visa essencialmente a
consolidagao das regras para o trabalho com as quatro operagdes que envolvem os
numeros inteiros relativos. Isto pode ser feito, sobretudo, na dimenséo abstrata. E a
partir do trabalho desenvolvido nessa dimensao que se pode generalizar as regras
das operacdes discutidas nas tarefas anteriores. A seguir ilustramos esta situacao

no quadro abaixo.

Figura 42 — Construgdes de conhecimentos entre as dimensdes AA

A

v

Fonte: organizado pelo autor
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Compondo as ilustragdes dos quadros anteriores correspondentes
as tarefas 1 a 20, podemos resumir as construgdes de conhecimentos entre as

dimensdes dos numeros inteiros relativos no esbogo abaixo:

Figura 43 — As articulagdes entre tarefas na multidimensionalidade de conhecimento

A\R

T —— A

Fonte: adaptado de Bruno (1997)

A partir da figura anterior, podemos observar que ndo ha um lugar
predefinido para comecar uma tarefa de ensino. Cada um dos pontos num retangulo
pode constituir um ponto de partida para a introducdo dos numeros inteiros relativos.
Nossa intencdo € de que o ciclo precisara se fechar de modo que o conhecimento
construido possa articular as trés dimensdes. Assim sendo, nosso esforgo é no
sentido de que o ensino e a aprendizagem desse conteudo matematico possam
ocorrer se possivel de um modo efetivo.

A seguir apresentamos as consideragbes finais desta pesquisa,
destacando os aspectos relevantes e apontando as sugestdes para um programa de

formacéao de professores e para futuras pesquisas.
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CONSIDERACOES FINAIS

O nosso objetivo nessa pesquisa foi elaborar uma proposta de
ensino para o trabalho com numeros inteiros relativos para a educagao escolar que
articula as dimensdes de conhecimento dos numeros relativos, conforme Bruno
(1997) criando assim a partir desta proposicdo uma oportunidade para promover
reflexdes e discussdes a respeito do ensino dos numeros inteiros relativos.

Para alcangarmos esses objetivos, investigamos um grande numero
de textos especializados sobre o tema sintetizando o que fazia parte do nosso objeto
do estudo. A leitura desses textos nos auxiliou para delinearmos um curso de
formagdo de professores que ensina Matematica na 82 classe. Nesse curso
discutimos as diferentes vias de acesso que os textos especializados apontam como
sendo potenciais para o ensino dos numeros inteiros relativos.

A partir dos assinalamentos nesses textos e das vivéncias dos
professores, elaboramos uma proposta de tarefas que numa fase de estudo piloto foi
aplicada em 4 turmas da 82 classe, no final, com base nas dificuldades e sucessos
obtidos durante a aplicacido, elaboramos uma proposta de tarefas sobre numeros
inteiros relativos.

Acreditamos que o conteudo proposto € a base para o inicio da
aprendizagem da Matematica do Ensino Secundario geral (8% a 122 classe) e que o
entendimento dessa matéria pode auxiliar o aluno na compreensdao de outros
conteudos da Matematica. Esse assunto pertence a primeira unidade tematica da
Matematica da 82 classe e, € nessa classe que o processo de abstragcdo se torna
cada vez mais complicado, pois a ideia de algebra comecga efetivamente com a
introducdo do numero inteiro relativo. O éxito para as classes posteriores pode
depender da apropriagcdo desse conteudo. Por isso, entendemos que quando
sistematizado de forma adequada o ensino dessa matéria, tem-se a possibilidade de
os alunos compreenderem os conteudos subsequentes sem grandes sobressaltos.

O nosso esforco € no sentido de que o professor perceba a
necessidade de diferentes abordagens para o ensino dos numeros inteiros relativos.

Nessa ordem de ideia, a multidimensionalidade de conhecimento
para a construcdo dos numeros inteiros relativos através das consideracdes que
apresentamos nessa pesquisa constitui um indicador fundamental e pode ser

esquematizada conforme ilustrado na figura a seguir.



143

Figura 44 — Proposta de Ensino dos numeros inteiros relativos

Reta

y
Aprendizagem

Ly
‘\' Abstrata

Contexto

P

Fonte: reorganizado pelo autor com referéncia a Bruno, 1997

No primeiro momento, o professor propde algumas tarefas que
podem auxiliar o aluno na elaboragao de conhecimentos da dimensao da reta para a
de contexto e vice-versa (RC/CR) e solicita que os alunos individualmente resolvam
as tarefas, o que justifica a proposi¢cao das tarefas 5, 10 e 12 da nova proposta.
Durante essa fase o professor podera observar a participacao destes. Depois, pede
a um ou dois alunos para apresentar suas respostas. Essas respostas poderao ser
discutidas e tiradas as conclusdes.

No segundo momento, o professor propde outras tarefas que
envolvam a construcdo de conhecimentos da dimensao abstrata para a de contexto
e vice-versa (AC/CA), explicando desse modo a relevancia da proposi¢ao das
tarefas 1, 2, 4, 8, 9, 11, 16 e 17. No terceiro momento, o professor pode propor mais
tarefas que envolvam a elaboracdo de conhecimentos da dimensao abstrata para a
da reta e vice-versa (AR/RA), aclarando a proposicéo das tarefas 3, 6, 7, 14, 15 e
18. Essas tarefas podem ser resolvidas durante o decorrer das aulas ou
recomendadas como trabalho para casa. Em todo o caso, elas devem ser realizadas
em duas fases: primeiro o aluno resolve individualmente e, na segunda fase, se
junta a colegas de grupos para debater as respostas obtidas. Depois, as respostas
deverao ser apresentadas aos demais colegas da turma. Isso visa buscar respostas
corretas e corrigir aquelas erradas justificando o porqué de estar erradas. Sob o
ponto de vista do ensino, esse procedimento podera ser benéfico, visto que confere
autoria ao aluno. Nossa intengao € assegurar que o resultado desses trés momentos
possa resultar na aprendizagem dos numeros inteiros relativos, conforme ilustrado

na figura anterior.
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Assim sendo, para que a aprendizagem dos numeros inteiros
relativos tenha sentido, julgamos ser imprescindivel que o ensino institua situagdes
que possam levar o aluno a elaboracdo de conhecimentos dentro das trés
dimensdes de conhecimentos (reta, abstrata e contexto). Se o ensino abandonar
uma das dimensdes entdo podera haver problemas porque ele podera ser incapaz,
por exemplo, de dar sentido aos numeros inteiros, de generalizar as propriedades
desses numeros e de fazer a sua visualizagdo como forma de reduzir o grau de
abstracdo desse conteudo matematico. A proposta foi esquematizada no sentido de
garantir a construgcao de conhecimentos entre as dimensdes de conhecimentos.

Observamos igualmente que os problemas aditivos sdo uma fonte
para a construcdo de conhecimento entre dimensodes, visto que esses se baseiam
em transformacdes de estados, dai que esse aspecto mereceu atencdo na
proposicao da proposta. Assim sendo, as tarefas elaboradas envolvem contextos
que podem ajudar os alunos a movimentarem-se dentro das dimensdes. As tarefas
foram elaboradas no sentido de garantir que o aluno possa agir, refletir, relacionar e
comparar.

As tarefas nas dimensdes do contexto e abstrata devem ter reflexo
na reta. Por isso, ao elaborarmos as tarefas para a proposta tivemos em conta a
observancia das exigéncias da multidimensionalidade do conhecimento. Isso pode
permitir que a construgdo de conhecimento entre dimensdes seja feita de tal modo
que as regras operatérias novas, que se situam na dimensao abstrata tenham uma
clara translagao em dimensdes do contexto e da reta (Bruno, 1997).

Ao buscarmos a ideia de multidimensionalidade pensamos na
possibilidade de contribuirmos com os professores em formacédo na acepc¢ao de
auxilia-los a explicitar os procedimentos que podem ser usados na realizacdo de
tarefas e na compreensdao das dificuldades que os alunos encontram na
aprendizagem dos numeros inteiros relativos.

Apontamos também que para o bom funcionamento das
transferéncias entre dimensdes, pode ser interessante ao professor elaborar e fazer
questionamentos que visam direcionar o aluno a esse propoésito. A ideia por tras
dessa multidimensionalidade consiste em conduzir os alunos a verem o mesmo
objeto Matematica de diferentes maneiras. Essa visdo pode contribuir para que

alunos analisem, comparem e verifiquem suas taticas de resolucdo das tarefas
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enquadrando-as em contextos diversificados. Isso no sentido de que pode ampliar
as suas capacidades matematicas.

Para o desenvolvimento dessa proposta, ha necessidade de
promover cursos de capacitacdo aos professores de Matematica do Ensino
Secundario Geral. Essa preparagao pode comecgar com os professores em formacgao
que sao os mentores dos processos de ensino e de aprendizagem, conferindo-lhes
subsidios necessarios para o exercicio das suas fungdes.

Com essa proposta pretendemos trazer por meio das tarefas
elaboradas uma reflexdo para o ensino, esperando que esse documento possa
incentivar os professores na busca de diferentes abordagens dos numeros inteiros
para a 82 classe.

O estudo que efetuamos sobre os livros didaticos de Matematica da
82 classe do ensino mogcambicano e o PEM revelou-nos que as trés dimensodes de
conhecimentos dos numeros inteiros relativos estdo presentes. Todavia, a maioria
das tarefas propostas nido favorece a articulacdo com tais dimensdes. As trés
dimensdes ocorrem de forma desarticulada nos quatro livros didaticos e no PEM.
Nesses livros constatamos um excesso de tarefas que remetem a construgao de
conhecimento dentro da dimensao abstrata. Sao tarefas que envolvem as
manipulagbes destituidas de criatividade, que na sua maioria ndo estimula a
imaginacéo. Verificamos ainda a auséncia de tarefas de natureza contextual que
poderia mostrar as aplicagbes da matematica no dia a dia. Portanto, constatamos a
falta de preocupacgao no sentido de colocar conexdes com outras matérias.

Assim sendo, verificamos que a abordagem dos numeros inteiros
relativos € baseada essencialmente num estudo das operagdes via abstrata,
caracterizada pela predominancia de tarefas na dimensao abstrata. O uso da reta e
de contextos é relegado ao segundo plano. Igualmente constatamos que os livros
didaticos ndo possuem tarefas em que os alunos sdo solicitados a fazer
interpretacdes de expressdes numeéricas, ou seja, a contextualizar a partir de uma
operacao dada.

Nosso esforgo € no sentido de que quando as tarefas propostas
forem devidamente aplicadas podem promover a capacidade de raciocinar, de
identificar, de visualizar, de analisar e de interpretar situagbes de aprendizagem,

explorando a conexao entre a Matematica e a vida diaria do aluno.
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A tarefa abaixo € um exemplo tipico das poucas que aparecem nos
livros didaticos. Ela apresenta uma vantagem pelo fato de que pode levar o aluno a

verbalizar, a manipular e, enfim, a agir.

A

v

5 4 3 -2 - 0 +1 42 +3 +4 45

Para um sucesso, a tarefa abaixo exige que o aluno discorra,
experimente, manipule, analise e relacione o resultado com os dados. Esse tipo de

tarefa ndo aparece nos quatro livros didaticos analisados.

Qual é a operacao que pode ser representada pela seta:

&
<«

4 3 2 1 0 +1  +2 +3

Como podemos ver a partir da construgado anterior, para o sucesso
nessa tarefa, o aluno precisa contar as unidades, relacionar o ponto de partida e o
de chegada orientando-se com o sentido da seta. Durante esse movimento, ele pode
descobrir muitas possibilidades para se chegar ao mesmo resultado.

O nosso esforgo é no sentido de assegurar que a proposta que
apresentamos possa constituir uma contribuicdo que pode ser utilizada pelos
formadores de professores de Matematica, constituindo um instrumento para
discussdo com os alunos nas aulas de matematica.

Essa proposta pode ser um indicador para que os formuladores das
politicas dos planos nacionais da Educagcdo de Mogambique possam seguir. Em
detalhe, essa proposta apresenta os seguintes beneficios em relagdo ao ensino
mogambicano:

e Serve de um indicador para os formuladores das politicas nacionais
dos planos de estudos para refletir sobre a abordagem deste tema
e de outros nos livros didaticos;

e Um indicador para programar e direcionar a realizagdo de cursos
de capacitacao dos professores em exercicio e em formacao inicial

e continuada;
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e Constitui uma trajetoria que pode ser inspirada para formagéo de
professores de matematica de outros niveis de escolaridades (12 a
72 classe);

e Um indicador para a selegdo dos livros didaticos de Matematica
para a 82 classe;

e Pode promover um ciclo que permite ao aluno interconexdo com
outros assuntos, o que pode facilitar a aprendizagem;

e Pode promover o ensino desta matéria ao professor, uma vez que
este estara conscientizado das relagdes necessarias entre tarefas
a elaborar e as dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros
relativos;

e Replicar a proposta para outras matérias da 82 ou outras classes,
desde que obedeca a ideia de multidimensionalidade;

o Enfatiza a necessidade de diversificar as situacdes para o ensino
dos numeros inteiros relativos.

Essa proposta representa uma organizagao de proposi¢des didaticas
para esse conteudo, visto que sao raras as pesquisas que estudam as articulagdes
de tarefas com as dimensdes de conhecimentos dos numeros inteiros relativos,
conforme Bruno (1997).

Devido ao poder de visualizagdo que o método geométrico possui e
o fato de os alunos terem o gosto pelo desenho, o uso desse método para o ensino
dos numeros inteiros relativos pode contribuir para a justificagdo das regras de sinais
com alunos da 82 classe (ver tarefas 14 e 15 da nova proposta).

Antes da introducdo do tema, o professor pode solicitar aos alunos
que fornegcam exemplos de situacgdes ilustrando os diferentes aspectos relacionados
ao uso das operagdes da adicdo com os numeros naturais, com vistas a dar
significado a tais operagdes e, a partir dessas verificar quais as situagdes que séo
privilegiadas por aqueles alunos. Esse entendimento pode ajudar o professor a
preparar tarefas considerando tais contextos.

Os professores e os autores dos livros didaticos deveriam criar
oportunidades de modo que, a partir dos modelos, simbolos e algoritmos sejam
mostradas as ligagbes desses com as experiéncias dos alunos, de maneira que

possam ser atribuidos significados na vida real.
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Propomos que no PEM seja incorporada uma parte da historia dos
numeros inteiros relativos que tragam alguns obstaculos didaticos e epistemoldgicos
que foram enfrentados sobre o desenvolvimento dos numeros inteiros relativos por
entendermos que o professor deveria compreender a génese desse tema, o que
pode auxilia-lo a prever as dificuldades e, consequentemente, acautelar-se das
escolhas das estratégias para o ensino dessa matéria.

Assim sendo, procuramos proporcionar subsidios de reflexdo que
possam motivar os professores a buscarem alternativas para o ensino em vez de se
limitar as informagdes que os livros didaticos e o PEM apresentam. Igualmente,
sugerimos que as operagdes aritmeéticas com os numeros inteiros relativos sejam
apresentadas quer nos livros, quer no PEM, em trés momentos que a seguir
pontuamos:

e Em primeiro lugar, abordar a operagdo da adicdo dos
numeros inteiros relativos;

e Em segundo lugar, tratar as operagdes da multiplicagéo e
da divisdo dos numeros inteiros relativos; e,

e Em terceiro lugar, abordar a operagdao da subtracdo dos
numeros inteiros relativos.

Essa ordenacéo justifica-se da necessidade de atender a subtragéo
do tipo a-(-b) que encontra explicagao depois de tratamento da multiplicagédo, tendo em
conta que as transformagdes intermediarias decorrentes desta operacdo s6 podem ser
explicadas a partir do entendimento das regras de sinais da multiplicagdo. E preciso
neste momento referenciar que a subtracdo nem sempre tem explicagao contextual. Por
exemplo, que significado contextual pode atribuir a operagéo 4 —(-3)? De um crédito de 4
meticais subtrair uma divida de 3 meticais resulta num crédito de 7 meticais (MORETTI,
2012).

Por fim, o mais importante aspecto que pode constar no PEM sio as
diferentes abordagens desse tema (multidimensionalidade do conhecimento). Assim, o
professor tera maior possibilidade de escolher a via que mais se adequa a realidade dos
seus alunos, tendo em conta que essa escolha dependera muito da formagao do
professor, seus conhecimentos acerca do tema, dos materiais e dos objetivos.

Assim, percebemos que podemos ensinar 0s numeros inteiros
relativos utilizando varios caminhos: podemos comecar por ensinar aos alunos as

operacdes desse conjunto de forma isolada, isto €, sem contexto numa primeira fase,



149

para depois apresentar essas mesmas operagdbes com contextos reais, em seguida
fazemos a sua visualizagao gréfica.

Para futuras investigagbes, sugerimos uma discussdo com
professores a respeito das tarefas com vista a dar continuidade da pesquisa.

Ao finalizar essa tese, muitas inquietagdes surgiram, por exemplo: o
que realmente significa ser Doutor em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica? E
agora, qual é o desafio a seguir?

Um convénio entre a Universidade Estadual de Londrina e a
Universidade Pedagodgica de Mogambique, poderia ser uma oportunidade para que os
estudantes do Programa de Ensino de Ciéncias e Educagcao Matematica possam visitar,
conhecer e participar de estagio em cursos de graduacgéo e pos-graduagao. Igualmente
pode constituir oportunidade para que professores de ambas Universidades possam

trocarem experiéncias no ambito da docéncia, pesquisa e extensao.
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