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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigagdo sobre a Transposicdo Didatica de
conteudos do Calculo Diferencial e Integral em livros didaticos e em atividades de
Modelagem Matematica. O estudo esta fundamentado na teoria da Transposi¢ao
Didatica de Yves Chevallard e na Modelagem Matematica como alternativa
pedagogica. Estabelecemos previamente trés atributos fundamentados nos
requisitos e caracteristicas da Transposicdo Didatica do saber sabio para o saber a
ensinar definidos por Yves Chevallard e em regras elaboradas por Jean-Pierre
Astolfi. A investigacao tem como objetivo inferir se estes atributos sdo observados na
transposicdo do conteudo de integral em livros didaticos e em atividades de
Modelagem Matematica. Analisamos os livros Calculo | de George Thomas Jr. e Um
Curso de Célculo vol | de Hamilton Guidorizzi e quatro atividades de Modelagem
Matematica. A analise revela que a Transposicdo Didatica do saber séabio para o
saber a ensinar é parcialmente contemplada nos livros didaticos. Também inferimos
que a Transposicado Didatica do saber sabio para o saber a ensinar é parcialmente
contemplada nas atividades de Modelagem Matematica, porém sobre diferentes
aspectos. Essas informacdes permitiram perceber as vantagens e desvantagens de
se trabalhar conceitos matematicos por meio de atividades de Modelagem
Matematica e de livros didaticos e a potencialidade da associacdo do livro e das
atividades para o ensino do Célculo Diferencial e Integral.

Palavras-chave: Modelagem matematica. Educacdo matematica. Transposicao
didatica.
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Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, 2008.

ABSTRACT

This research shows an investigation about the Didactic Transposition of the contents
of the Differential and Integral Calculus in didactic books and in activities of
Mathematical Modeling. The study is reasoned in the theory of the Didactic
Transposition of Yves Chevallard and in the Mathematical Modeling as a pedagogical
alternative. We established previously three attributes reasoned in the requisites and
characteristics of the Didactic Transposition of the knowledge to the knowledge how
to teach defined by Yves Chevallard and in rules elaborated by Jean-Pierre Astolfi.
The investigation has as aim infer if these attributes are observed in the transposition
of the content of integral in Didactic books and in activities of Mathematical Modeling.
We analyzed the books of calculus 1 by George Thomas Jr. and A Course of
Calculus volume 1 by Hamilton Guidorizzi and four activities of Mathematical
Modeling. The analysis revels that the Didactic Transposition of the knowledge to the
knowledge of teaching is partially included in the didactic books. We also infer that
the Didactic Transposition of the knowledge to the knowledge of teaching is partially
included in the activities of Mathematical Modeling, however about different aspects.
These data permitted to notice the advantages and disadvantages of working
mathematical concepts by means of activities of Mathematical Modeling and
didactical books and the potentiality of the association of the book and the activities
for the teaching of the Differential and Integral Calculus.

Keywords: Mathematics education. Mathematical modelling. Didactic transposition.
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INTRODUCAO

A Matemética tem dado contribuicbes para o avanco e desenvolvimento da
ciéncia e tecnologia, e mesmo no dia a dia ela esta presente muitas vezes auxiliando
na resolucado de problemas, fazendo previsfes e amparando decisoes.

Desde o inicio dos tempos a Matematica tem tido papel essencial no
desenvolvimento da humanidade pela sua presenca no cotidiano. Tem lugar
privilegiado no pensamento humano. As origens da constru¢do da Matematica como
ciéncia estdo na busca de solucbes para os problemas e necessidades da

humanidade. Segundo Falsetti et al (2006, p. 3, traducdo nossa)),

guando falamos de ciéncia entendemos que é um conjunto de
conhecimentos que formam um sistema, fundado no estudo
sistematico e metédico de um determinado objeto que determina um
saber verifichvel. Os conhecimentos envolvidos na ciéncia resultam
da aplicacdo de uma série de acbes ou praticas racionalmente
sequenciadas, aceitas institucionalmente (pela comunidade
cientifica) e que sdo englobadas dentro de um método cientifico.

Em se tratando de Ciéncia, muitas das teorias mateméticas atendem
prontamente as necessidades de muitos dos ramos que compde a Ciéncia de
maneira geral. A Fisica, Quimica, Biologia, Ciéncias Econémicas e Contabeis,
Ciéncias Artisticas, Engenharias, entre outras, necessitam, muitas vezes, de um
suporte matematico para completar suas teorias e se desenvolver. Ha, no entanto,
resultados na Matemética que atendem somente a prépria Matematica.

Neste contexto, tanto no ambito das aplicagdes como no interior da
prépria Matematica, a inquietacdo do homem acerca das formas, espaco,
quantidades e suas relagdes, provocam a busca pela abstracéo, representacdo e
sistematizacdo do conhecimento matematico. E nas instituicdes de ensino que nos
aproximarmos do conhecimento que a humanidade vem acumulando, que se
integrou a nossa cultura e que interfere, direta ou indiretamente, no nosso dia-a-dia,
buscando compreendé-lo nesta forma como nos é apresentada (FONSECA, 1995).
Neste sentido a indagagdo sobre o ensino e a aprendizagem de Matemética, e 0

lugar da Matemética no curriculo escolar se faz pertinente.
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Nas instituicbes de Ensino Superior o ensino da Matematica se faz
presente em diversos cursos de graduacdo, em patrticular, na disciplina de Calculo
Diferencial e Integral que é ministrada em muitos destes cursos. Esta disciplina faz
parte da area basica e obrigatdria de muitos cursos de graduacao, especialmente
em Ciéncias Exatas e TecnolOgicas e, de maneira geral, ocupa de dois a quatro
semestres letivos. No entanto, apesar de ser considerada uma disciplina basica,

detém alto indice de reprovacdes nas Universidades. Segundo Lachini (2001, p.149)

muitas sdo as causas apontadas para o insucesso de professores e
alunos no Calculo I. Elas varrem um leque de explicacdes que vao
desde o despreparo do aluno e a incompeténcia de professores até
fatores institucionais, politica implementada pelo governo e
dependéncia de capital internacional.

O que se pode perceber € que em cada curso, o ensino do Célculo
Diferencial e Integral tem seus objetivos, de maneira que o0s conteldos sao
direcionados para a pratica de que cada curso necessita. Assim a profundidade
conceitual dos contetdos abordados depende do curso. A nossa pesquisa esta
focada no estudo do conteudo de Integral. Este conteddo, na maioria das vezes, é
ministrado na metade do segundo semestre dos cursos anuais, vindo apés o estudo
de Derivadas.

Para ministrar o conteudo, a ferramenta mais utilizada pelos
professores é o livro texto. E nele que o estudante encontra registradas as teorias
com que vai ter contato ou estudar ao longo de sua vida universitaria. Mas o
conteudo ali presente ndo esta apresentado na mesma forma como foi construido.
Antes, passou por significativas modificagbes para ser apresentado nos livros
didaticos. O saber construido pelos cientistas e legitimado pela comunidade
cientifica, tem suas normas e regras proprias para ser apresentado em suas
publicagbes. O estudante quando toma contato com os saberes pela primeira vez,
nao tem a maturidade suficiente para fazer a leitura adequada do saber e assim
compreendé-lo. Portanto, é necessario que este saber adquira uma nova linguagem,
sofrendo transformacdes e adaptacdes para se tornar saber presente nos livros
didaticos. A esse processo que transforma o conteldo construido pelos cientistas
em um conteldo a ser apresentado no livro didatico, chamamos Transposicao
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Didatica. Esta teoria foi proposta por Yves Chevallard, que sera a base teérica na
gual apoiamos nossa pesquisa.

Os saberes a serem ensinados nas instituicbes de ensino sao
comumente apresentados no livro didatico. Estes saberes sdo muitas vezes tratados
somente de maneira tedrica, sem fazer relacdo com outras areas do conhecimento
ou problemas do dia-a-dia. Essa falta de relacdo com a realidade faz com que os
estudantes indaguem ao professor sobre a utlizagdo da teoria que estdo
aprendendo e sua area de atuacdo. Muitas vezes a resposta pode nao ser
animadora para o estudante, e este se sentir desmotivado para estudar a disciplina,
ja gue nao consegue fazer um paralelo entre os contetudos ensinados e a realidade
gue o cerca. Existem resultados na Matematica que sO se aplicam a Matematica,
mas também ha muitos resultados que estao prontos para ser “usados” em diversas
situacdes onde vemos surgir por detras de um problema a Matematica pronta a dar
sua contribuicdo. As atividades de Modelagem Matematica podem proporcionar esta
pratica, e é nesse ambiente que tomaremos a Modelagem Matematica como
alternativa pedagogica para o ensino da Matematica.

7

Quando a Modelagem Mateméatica € utilizada para o ensino da
Matematica, o conteudo € trabalhado por meio de atividades de Modelagem
Matematica. Nestas atividades parte-se de um problema ndo essencialmente
matematico cuja matematizacdo e resolucdo sdo a finalidade da atividade. As
atividades de Modelagem Matematica viabilizam a introducdo de conceitos
matematicos em sala de aula. Assim temos um indicativo de que estas atividades
podem ser um meio de apresentar o saber a ensinar para os estudantes. Isto
sinaliza que atividades de Modelagem Mateméatica viabilizam a Transposicdo
Didatica do saber sabio para o saber a ensinar.

No entanto, é adequado que a Transposi¢ao Didatica do saber sabio
para o saber a ensinar, contemple determinadas regras, caracteristicas ou requisitos
que se fazem presentes no saber a ensinar.

Neste contexto, estamos interessados em investigar a Transposicao
Didatica do saber sabio para o saber a ensinar em livros didaticos e em atividades
de Modelagem Matemética. Para esta investigacdo, propomos atributos
desenvolvidos a partir de regras, caracteristicas e requisitos, que segundo alguns
autores, devem ser observados na Transposicdo Didatica do saber sabio para o

saber a ensinar.
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PROBLEMATICA

Nesta pesquisa investigamos se o0s atributos da Transposicéo
Didatica do saber sabio para o saber a ensinar definidos nesta pesquisa sao
contemplados na apresentacdo de contetdos do Calculo Diferencial e Integral em
livros didaticos, e também se sdo contemplados em atividades de Modelagem
Matemética.

O conteudo matematico que abordamos é Integrais de funcbes de
uma variavel. Investigamos a definicdo, propriedades e algumas técnicas de
integracdo que sdo apresentadas em livros didaticos e que emergem em atividades
de Modelagem Matematica.

ESTRUTURA DO TEXTO

A estrutura do texto compreende cinco capitulos, além da
Introducéo, Consideragdes Finais e Referéncias.

Na introducdo apresentamos o tema da pesquisa, as justificativas e
a problematica da mesma.

No Capitulo 1, Sobre o Célculo Diferencial e Integral, tecemos
consideracdes sobre o ensino do Calculo Diferencial e Integral e um breve relato dos
aspectos histéricos sobre a construgao do conceito de Integral.

No Capitulo 2, Transposicdo Didatica, apresentamos a
fundamentacédo tedrica, baseada na teoria de Yves Chevallard (1998) sobre
Transposigéo Didatica.

No Capitulo 3, Modelagem Matematica na Educacdo Matematica,
descrevemos o0s aspectos da Modelagem Matematica no ambito da Educacao
Matematica e sua posicdo neste trabalho como um caminho alternativo para a
Transposigéo Didatica.

No Capitulo 4, Aspectos Metodologicos e Procedimentos da
Pesquisa, apresentamos o quadro tedrico e a metodologia de pesquisa, onde

estabelecemos trés atributos baseados nos requisitos, regras e caracteristicas da
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Transposicdo Didatica que observamos nas andlises dos livros didaticos e nas
atividades de Modelagem Matemaética.

No Capitulo 5, Analise dos Livros Didaticos e das Atividades de
Modelagem Matematica, sdo feitas as analises locais dos livros didaticos e das
atividades de Modelagem Matematica e, num segundo momento a analise global
dos livros didaticos e das atividades de Modelagem Matemaética.

Para finalizar apresentamos as Considerag¢des Finais desta pesquisa
e na sequéncia apresentamos as Referéncias Bibliogréficas.
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CAPITULO 1

SOBRE O CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

1.1 INTRODUCAO

Neste capitulo fazemos uma breve descricdo de aspectos histéricos
da evolucdo do Calculo Diferencial e Integral, em particular vamos nos atentar ao
desenvolvimento do conceito de Integral. Em seguida tecemos algumas

consideracdes sobre o ensino do Célculo Diferencial e Integral.

1.2 ASPECTOS HISTORICOS

Presentes nas origens do calculo integral e diferencial estédo

problemas inerentes a quadratura e a cubatura. Segundo Baron e Bos (1985, p.2),

as areas de superficies curvas e os volumes de regifes limitados por
superficies planas ou curvas (cubaturas), podem ser todos reduzidos
a quadraturas e assim resolvidos pelo calculo integral.

Em sintese, um problema de quadratura consiste em encontrar o
valor numérico da area numa regido bidimensional, limitada por uma ou mais curvas.
Ou, a area de uma superficie tridimensional limitada por no minimo uma curva. Ja
um problema de cubatura, consiste em determinar o valor numérico do volume de
um solido tridimensional limitado, no minimo em parte, por superficies curvas.
Atualmente o termo quadratura é usado por pesquisadores de varios ramos da
ciéncia no sentido de "reduzir um problema a uma quadratura”, significando que
apos simplificacdes 0 mesmo pode ser resolvido avaliando uma integral.

Hipocrates de Chios (cerca de 440 A.C.) efetuou as primeiras

quadraturas quando encontrou a area de certas lunas, regiées que se assemelham a
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lua quando esta fica proxima de seu quarto crescente. Antiphon (cerca de 430 A.C.)
afirmou que poderia encontrar a area de um circulo a partir de uma sequéncia de
poligonos regulares inscritos, ou seja, tomar a quadratura do circulo. Tomava
primeiro um quadrado, apdés um octégono, a seguir um hexadecaedro e assim
sucessivamente. Seu problema tornava-se sem solucdo quando a questdo era
tratada no infinito.

Como a quadratura do circulo de Antiphon necessitava de um
namero infinito de poligonos, a mesma nunca poderia expressar uma solucdo de
forma fechada. Essas idéias de Antiphon deram inicio ao que denominamos nos
dias de hoje de método de exaustdo. Foi por Eudoxo (cerca de 370 A.C.) que
ocorreu o desenvolvimento do meétodo de exaustdo. Essa técnica trata da
aproximacgdo da area de alguma regido por intermédio de um numero crescente de
poligonos com aproximacfes melhoradas a cada etapa, que ao final permite
expressar o valor numeérico da area. Segundo Boyer (1974, p.67) “ a area do circulo
podia ser esgotada inscrevendo nele um poligono regular e aumentando
indefinidamente o numero de lados, mas foi 0 método de exaustao que tornou esse
processo rigoroso”. Arquimedes (287-212 A.C.) utilizou este método para encontrar a
quadratura da parabola, aproximando a area a partir de triangulos. No caso do
circulo, ele mostrou a dependéncia da area por do meio conhecimento da
circunferéncia. Em seguida aproximou a érea do circulo de raio unitario utilizando
poligonos regulares, inscritos e circunscritos. Mas como isso se tratava apenas de
aproximacoes, entdo ndo eram quadraturas.

Foi somente na época medieval, no ocidente, que progressos foram
obtidos no calculo. Eles se deram a partir de problemas relacionados ao movimento.
William Heytesbury (1335) em Oxford, foi o primeiro a organizar e expor idéias de
métodos para a determinacdo da velocidade e distancia percorrida por um corpo
supostamente em "aceleracdo uniforme". Nos dias atuais € comum tratarmos destes
assuntos usando integrais indefinidas. A partir das consideragbes de Heytesbury,
Nicole Oresme (1320-1382) descreveu velocidade e tempo como segmentos
orientados de retas de comprimentos variaveis. Ele considerou as retas de
velocidade de um corpo verticalmente postas sobre uma outra reta, a isto ele
chamou de distancia total coberta pelo corpo. Em particular, a area desta
configuracdo era chamada de "quantidade total de movimento" do corpo. Aqui temos

precursores dos graficos modernos e o nascimento da cinematica. Bonaventura
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Cavalieiri (1598-1647), um estudioso dos feitos de Galileu desenvolveu uma teoria
de indivisiveis, para uma regido bidimensional considerando a colecdo de "todas as
retas" como sendo um Unico numero, a area da regido. Evangelista Torricelli(1608-
1648), outro estudioso de Galileu e colega de Cavalieri, procurou resolver algumas
intrigas a respeito dos indivisiveis afirmando que as retas poderiam ter algum tipo de
espessura. Foi cuidadoso em usar argumentos de reducédo ao absurdo para provar
guadraturas que obteve por indivisiveis. John Wallis (1616-1703), envolvido com a
notacao algébrica de sua época, cujo desenvolvimento era dado pelos mateméaticos
do século 17, tratou a parabola, a elipse e a hipérbole como curvas planas definidas
por equacdes em duas variaveis em vez de se¢Bes de um cone. Prop6s o simbolo
o para infinito, e com isto, ndo pode esclarecer situagdes onde nos dias de hoje é
claro para a comunidade académica o uso de limite. As idéias de Wallis com respeito
a formulas o levou a varias quadraturas interessantes. Conforme sugestbes de

Wallis, em 1657, William Neile (1637-1670) conseguiu calcular o comprimento de
uma secéo arbitraria da parébola semicubica y* = x°, e no ano de 1658 Christopher

Wren (1632-1723), arquiteto, obteve o comprimento de um arco da cicléide. No
entanto Wallis ndo deu equacdes para as superficies, nem aritmetizou a geometria
de trés dimensdes como fizera com a de duas (BOYER, 1974, p.280).

Para Boyer (1974, p.285),

de todos os mateméaticos que anteciparam partes do calculo
diferencial e integral, nenhum chegou mais perto da nova analise que
Isaac Barrow (1630-1677). Ele parece ter reconhecido claramente a
relacdo inversa entre o problema das tangentes e das quadraturas.
Mas sua conservadora adesdo a métodos geométricos
evidentemente impediu-o de fazer uso eficaz da relacao.

Barrow deixou sua cadeira de Professor Lucasiano em favor de seu
ex-aluno Isaac Newton (1642-1727) que estava trabalhando nos mesmos problemas,
e insistiu com seu jovem associado que reunisse e publicasse seus resultados.
Newton trabalhou com as idéias de James Gregory (1638-1675) que pensava ha
area da regido entre uma curva e o eixo horizontal, o extremo esquerdo fixo, mas
com o extremo direito podendo variar. Este truque lhe permitiu estender algumas
férmulas de quadraturas de Wallis e o levou ao Teorema Fundamental do Calculo. O

altimo trabalho de Newton sobre calculo, e também o primeiro a ser publicado, foi
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seu ensaio On the Quadrature of Curves, escrito entre 1691 e 1693 e publicado
como um apéndice na edicdo de 1704 do seu Opticks.

O aleméao Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), se rendeu ao
estudo da matemética depois que conheceu Christiaan Huygens em uma missao
diplomatica, o qual Ihe presenteou com uma coépia de seu trabalho sobre oscilacao
do péndulo. Leibniz pediu para que Huygens lhe desse aulas, assim estudou Barrow
(que foi o professor de Newton), Pascal, Fermat, entre outros. Leibniz desenvolveu
seus trabalhos entre os anos de 1673 e 1676. Desenvolveu o Calculus Differentialis
e Calculus Summatorius ou Calculus Integralis e o publicou em 1684. Segundo
Boyer (1992) a partir da construcdo do que Leibniz chamou de “Triangulo

Caracteristico”, Figura 1.1, ele escreveu:

(1.1)

‘t_p
a vy

/ Y

|
{

Figura 1.1 — Tridngulo Caracteristico

A partir dai, considerando “ret” como retangulos, Figura 1.2, Leibniz

escCreveu:

ret.pa = ret.ty (1.2)
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—

4
A
y
Figura 1.2 — Particdo do tridangulo em retangulos

e usando a notacao de Cavalieri ele escreveu:

omn. pa =omn.y/ (1.3)

onde “OMN” representa ‘omnia’ que vem do Latim e esta relacionado com “todos” ou

“soma”. Dali a notacdo usual nos dias de hojey

fou-os

associando o simbolo j " com a soma. A soma ij varia de O a 'y e assim temos

2

a érea y7 do triangulo da Figura 1.2.

Leibniz escreve

y 2
jpa=_([fy:y7 (1.5)
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X _y . . X
Pensando a:H e E—E, onde Leibniz preferiu usar a notacao dX=E e
dy =Y .
y = 4 podemos escrever:
y y2
fou= foocefor=[yor-%
0

que corresponde a notacao de integral, atualmente utilizada.

O inglés Isaac Newton, aluno de Isaac Barrow, superou seu mestre.
Segundo Boyer (1974), ele manteve seus estudos mesmo com as universidades
fechadas por causa da peste bubdnica na década de 1660. Foi nesses anos que
Newton desenvolveu seus estudos sobre fluentes e fluxdes, publicados mais tarde
como Methodus Fluxionum et serierum infinitorum.

Ele representava as quantidades que variam (fluem) por X, Y, Z, V e
as chamou de fluentes. As quantidades conhecidas e determinadas eram
representadas por a, b, €. Newton chamou de fluxdes as velocidades cujas

quantidades fluentes sdo aumentadas pelo movimento que as produz. Escolheu as

notacbes X e Y para representar as fluxdes dos fluentes x e y. O que chamou a

atencdo de Newton para o conceito de integral foi a questédo: e se o fluente for a
fluxdo de outro fluente? Ele teria que desenvolver um meétodo contrario para
determinar o fluente de uma fluxdo. Entéo, se x € a fluxdo, Newton representou por

|
Xou [X| ou [x] o fluente a ser encontrado, nasce assim o conceito de integral.

Tanto Newton como Leibniz desenvolveram o Calculo Diferencial e
Integral praticamente ao mesmo tempo, mas com algumas diferencas. Destacamos
aqui algumas dessas diferencas apresentadas por Zuin (2001), baseada em Baron e
Bos (1985), que faz uma comparacdo apontando as principais diferencas entre as
teorias de Newton e Leibniz, conforme apresentamos na Tabela 1.1.
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Tabela 1.1 — Quadro comparativo entre as teorias de Newton e Leibniz

Newton

Leibniz

Considerava as variaveis dependentes do

Entendia as variaveis como percorrendo

velocidade ou taxa de mudanca da
variavel como conceito fundamental: a
fluxdo ( A fluxdo ndo era uma quantidade
infinitamente  pequena,

mas uma

velocidade finita).

tempo aplicando o conceito de|sequéncias de valores infinitamente proximos.

movimento. No seu calculo hd pouco uso de conceitos de
movimentos.

O conceito cinematico sugere a|A noc¢do das variaveis, enfatizando a diferencial

como a diferenca de dois valores sucessivos na
sequéncia. As variaveis adquirem novos valores
continuamente e ndo por saltos. As diferenciais
ndo podiam ser finitas e tinham que ser

infinitamente pequenas.

A

guantidades fluentes para fluxdes dadas”.

integral é a “tarefa de achar as

A integral € um somatorio.

O Teorema Fundamental esta contido na

definicéo de integral.

O Teorema Fundamental ndo esta contido na

definicdo de integral.

Fonte: Zuin (2001, p.31)

Alguns séculos adiante outro nome eminente, Georg F. B. Riemann
(1826-1866), trabalhou na consolidacdo do Calculo Diferencial e Integral. Riemann
sucedeu Dirichlet (1859) em Gottingen. No processo de extensdo do trabalho de
Dirichlet sobre séries de Fourier, Riemann generalizou a definicdo de Cauchy da
integral para funcdes arbitrarias no intervalo [a,b], e o limite das somas de Riemann
€ a formulacdo em textos matematicos nos dias de hoje. Num dado momento de
intenso trabalho Riemann se perguntou, "Em que casos uma funcéo € integravel?" A
partir deste fato a maior parte do desenvolvimento da teoria de integracdo foi
subsequentemente verificada por Riemann e outros. Até os dias de hoje isso tem
sido foco de intensa e rica pesquisa por uma grande quantidade de Matematicos.

Mesmo partindo de questdes relativas a Fisica como velocidade e
aceleracdo, o Calculo passou a figurar em outros tipos de aplicacdo. Para Zuin
(2001, p. 30)
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com a revolugdo industrial, o célculo foi utilizado de modo mais
pratico e passou a ser aplicado em diversos campos. Neste clima de
grande progresso, a essa utilizagdo visava lucros. Maquinas mais
potentes e eficientes eram necessérias, e as ferramentas
matematicas desenvolvidas seriam de grande auxilio. Se
inicialmente, o Calculo foi aplicado a mecénica e a astronomia,
depois, com maiores avancos da area, foi possivel estudar o calor, a
energia, a eletricidade e o magnetismo.

Com todas as aplicacbes que o Calculo proporcionava nasceu a
necessidade de se ensinar o Calculo como disciplina nas instituicbes de ensino.
Surge entdo a questdo: “Como ensinar o Calculo Diferencial e Integral,
contemplando os detalhes desta teoria e a0 mesmo tempo amenizar as dificuldades
de seu entendimento?” O célculo mostrou-se também inserido nas ciéncias Fisicas,
Quimicas, Bioldgicas, nas Engenharias entre outras. A partir desta perspectiva, no
ambito educacional, o ensino do Calculo tem se tornado também uma fonte de

intensa pesquisa por muitos pesquisadores na area da Educacdo Matematica.

1.3 SOBRE 0 ENSINO DO CALCULO

Para Bicudo (1999, p.6),

s

€ caracteristica do ensino da matematica dar relevancia aos
aspectos epistemoldgicos e logicos da Matematica e do processo de
aprendizagem do aluno, numa tentativa de harmonizar as acdes do
ensino com a producdo do conhecimento matematico, visando a,
primordialmente, conseguir sucesso. Isto é, fazer com que o aluno
aprenda Matematica.

A tarefa de fazer com que o estudante aprenda Matemética, ndo é
simples. Para que isso ocorra € necessaria a demanda de muitas pesquisas e
estudos. Atualmente temos um grande nimero de pesquisas com relagdo ao ensino
e a aprendizagem da Matematica nos diferentes niveis de ensino. Estas pesquisas
tém demonstrado grandes avancos em dire¢cdo ao ensino, avaliacdo, formacéo de
professores. No entanto, segundo Almeida, Fatori e Souza (2007, p.48), algumas

adequacdes sdo necessarias pois



26

as transformacdes observadas na sociedade requerem adequacoes
com relacdo as praticas de professores e as mudancas curriculares.
No que diz respeito ao ensino superior, as diretrizes curriculares para
os cursos de graduacdo sugerem modificagbes que nem sempre sao
faceis de implementar e que representam desafios ou causam
inquietacdes para professores e alunos.

Em nossa pesquisa trabalhamos no a&mbito do Ensino Superior e
apresentamos algumas reflexdes sobre o Ensino de Calculo em cursos superiores,
mais precisamente sobre a disciplina de Calculo Diferencial e Integral. De maneira
geral um dos objetivos da disciplina de Calculo Diferencial e Integral é ter contato
com a Matematica como técnica de conhecer, de pensar e organizar, avaliar e
analisar dados, explicar o resultado de suas respostas (LACHINI, 2001). Esta
disciplina esta presente em diversos curriculos de diferentes cursos de graduacéao.
Sao inumeras suas aplicacdes. No entanto, ensinar Célculo Diferencial e Integral
ndo tem sido uma tarefa facil.

Muitas sdo as dificuldades encontradas no Ensino de Calculo
Diferencial e Integral. Dificuldades encontradas pelos professores em ensinar,
dificuldades encontradas pelos estudantes para aprender, recurso didatico muitas
vezes limitado ao uso do quadro negro e livros textos, livros mal compreendidos
pelos estudantes. Para Lachini (2001) as causas do insucesso “varrem um leque de
explicacbes que vao desde o despreparo do aluno e da incompeténcia de
professores até fatores institucionais, politica implementada pelo governo e
dependéncia do capital internacional”.

Os professores enfrentam dificuldades relativas ao ensino do

Célculo diariamente. Para Almeida e Brito (2005, p.1)

uma dificuldade comumente enfrentada por professores de
matematica, consiste em tornar compreensiveis conceitos que foram
sendo construidos ao longo de muitos anos e cuja sistematizacao
atual os distancia da linguagem empregada pela maioria das
pessoas em seu cotidiano.

Para muitos professores, o processo de tornar compreensivel um
conceito, se faz a partir de uma boa preparacdo de aula tomando por base livros

didaticos, no qual o conceito esta estruturado. O livro didatico também é utilizado
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pelo estudante como referéncia para seu estudo e pesquisa. Sendo ferramenta
indispensavel para o ensino, é no livro didatico que estdo descritos os saberes que o
professor pretende ensinar. Porém, pode estar sendo usado de maneira
inadequada. Frota (2001) em seu artigo verificou que a maioria dos estudantes
estuda Célculo Diferencial e Integral apenas lendo com atencado exemplos resolvidos
no livro ou no caderno.

O livro muitas vezes nao instiga os estudantes a busca pelo saber
por meio de questdes proximas a sua realidade. Apesar de existirem bons livros no
mercado, o estudante muitas vezes ndo se adapta a linguagem utilizada pelo autor
na apresentacdo dos contetdos. Assim, a fonte onde o estudante deve adquirir
conhecimento e que o0 leva a construcdo de mais conhecimento via
questionamentos, muitas vezes € responsavel por gerar duvidas e inseguranca, ou
pode ser uma fonte para apenas reproducdo de conhecimento ja instaurado.
Segundo Almeida, Fatori e Souza (2007, p.49)

a forma como séo estruturados os livros didaticos de Calculo
adotados nas universidades brasileiras também nédo favorece o
desenvolvimento e a aprendizagem dos alunos. De modo geral, cada
capitulo é iniciado com definicdbes seguidas de teoremas ou
propriedades, depois sdo apresentados alguns exemplos de
exercicios que utilizam estas definicées e sé ao final do capitulo séo
apresentadas algumas explicacdes relacionadas ao assunto. Deste
modo, o aluno, além de j& receber os problemas prontos, ao resolvé-
los ja sabe, de antemao, a que conceitos deve recorrer.

Como o livro é a maior fonte de consulta, este deve trazer os
conteldos de maneira que sua apresentacdo permita a aprendizagem pelos
estudantes. O conteudo construido pelos cientistas € intrinseco e demais
especializado para ser apresentado aos estudantes na forma como esta. Para um
contetdo ser apresentado no livro didatico ele deve passar por transformacdes, para
que sua forma final seja passivel de ser compreendida por aqueles que estao
tomando contato pela primeira vez com o conteudo, os estudantes. A este processo
Chevallard chama Transposicdo Didatica do saber sabio (saber construido pela
comunidade cientifica) para saber a ensinar (saber presente nos livros didaticos).
Este conceitos sdo mais detalhadamente descritos no préximo capitulo.
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CAPITULO 2

TRANSPOSICAO DIDATICA

2.1 EM QUE CONSISTE A TRANSPOSICAO DIDATICA

A Transposicdo Didatica foi formulada originalmente por Michel
Verret, em 1975. Em 1980, o matematico Yves Chevallard d4 um novo olhar sobre
esta idéia e a insere no contexto matematico, fazendo dela uma teoria e com isso
analisando questdes importantes do dominio da Didatica da Matematica.

No ano de 1985 Chevallard lancou sua obra ‘La transposition
didactique: Du savoir savant au savoir enseingné’. Tomamos sua traducao para o
espanhol ‘La Transposicién Didatica: del saber sabio al saber ensefiado’* a qual
sera referéncia-base na fundamentacdo desta pesquisa. A idéia de Transposicdo
Didatica ou transposicdo dos saberes é oriunda da didatica francesa e surge do
conceito em Didatica das Matematicas de Y. Chevallard e M. A. Joshua, que provoca
um movimento de translagéo entre o saber cientifico e o saber escolar. Chevallard

(1998) afirma que

um contetdo do saber, tendo sido designado como saber a ensinar
sofre entdo um conjunto de transformacfes adaptativas que vao
torna-lo apto a tomar lugar entre os “objetos de ensino”. O trabalho
que, de um objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino, é
chamado de transposicdo didatica (CHEVALLARD, 1998, p.45,
traducdo nossa).

O processo de Transposi¢cdo Didatica envolve a selecdo e adaptacao dos saberes
cientificos para que estes possam integrar o sistema de ensino. Assim surge um
conjunto de criacfes didaticas que favorecem a aprendizagem de um saber cientifico
para um saber escolar. Além disso, a transposi¢do acrescenta outras no¢des que
sdo necessarias a aprendizagem e ndo sao ensinadas. Segundo Astolfi (2005, p.48),

1 A Transposicao Didatica: do saber sabio ao saber ensinado (traducéo nossa).
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um elemento do saber sabio como objeto de ensino modifica-lhe
muito fortemente a natureza, na medida em que se encontram
deslocadas as questbes que ele permite resolver, bem como a rede
relacional que mantém com os outros conceitos. Existe assim uma
“epistemologia escolar” que pode ser distinguida da epistemologia
em vigor nos saberes de referéncia.

Para Barbosa (2004) essa epistemologia escolar vai em direcao a
construcdo do saber e, neste contexto, a analise e a selecdo determinam um
julgamento de valor, conduzindo a uma melhor compreenséo do saber. Para Astolfi
(2005, p.51)

7

a escola nunca ensinou saberes (“em estado puro”, é o que se
desejaria dizer), mas sim conteldos de ensino que resultam de
cruzamentos complexos entre uma ldgica conceitual, um projeto de
formacéo e exigéncias didaticas.

Assim as transformacfes sofridas pelo saber sabio para que se
torne um saber a ensinar devem poder designar algo a ser aprendido, abrir um
campo de exercicios a produzir, conceber trabalhos praticos.

A necessidade de que o saber sabio constitua parte integrante do
sistema de ensino transformado e adaptado como saber a ensinar, se faz por
diversos motivos. O primeiro deles é a disponibilidade de tempo (carga horéria) que
0 professor tem para conseguir cumprir seu programa de ensino. Cada curso tem
seus objetivos para o ensino de determinado conteudo assim como a profundidade
conceitual do mesmo. A maturidade dos estudantes também é levada em
consideracdo, pois 0s mesmos ndo estdo prontos a receber o contetdo do saber
como é apresentado pela comunidade cientifica. Finalmente, temos que a linguagem
empregada nas formas didaticas pode ndo estar adequada para a aprendizagem do
conteudo. Por estas razdes é necessario que o saber construido pela comunidade
cientifica sofra modificag6es para que se torne um saber ensinavel.

Segundo Brockington e Pietrocola (2005), Chevallard analisa as
modificacbes que o saber produzido pelo “sabio”, o cientista, sofre até ser
transformado em objeto de ensino, ou seja, quando um saber € construido ele vai

para o livro didatico transformado com o objetivo de ser ensinado aos estudantes.
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Chevallard defende que um contetdo do saber passa por mudancas e adaptacdes
profundas até chegar a forma como é apresentado aos estudantes no livro didatico.
Um saber ao ser transposto deve se adaptar ao ambiente de ensino,
por isso passa por modificagcdes. Chevallard (1998) enfatiza que os saberes
adaptados ao ensino ndo podem ser apenas simplificacdes de objetos tirados do
contexto cientifico com o objetivo de permitir aprendizagem entre os estudantes. A
simplificacdo pode distanciar o estudante da realidade levando-o a condi¢des ideais

sem fazer relagdo com a mesma. Para Alves-Filho

a primeira vista somos levados a interpretar que o saber a ensinar
apenas uma mera “simplificacdo ou trivializacdo formal” dos objetos
complexos que compdem o repertério do saber sabio (apud
Brockington e Pietrocola, 2005, p.3),

ou seja, o conteudo ndo pode passar a ser um simples resumo da teoria para ser
ensinado ao aluno. Ainda para Alves-Filho, esta visdo simplificada “é equivocada e
geradora de interpretacbes ambiguas nas relacbes escolares, pois revela o
desconhecimento de um processo complexo de transformacdo do saber” (apud
Brockington e Piretrocola, 2005, p.3).

Segundo Chevallard os saberes presentes nas instituicdes de ensino
sdo novos saberes, os quais mantém semelhancas com os apresentados pela
comunidade cientifica, mas que passam por modificacdes para que sejam capazes
de se adaptar ao ambiente escolar. Para Luccas (2004) “além da forma didatica que
0 saber sabio toma [...], sua linguagem também é modificada, de uma linguagem
cientifica e técnica para uma linguagem mais usual, corrente e coerente com a faixa

etaria do educando”. Segundo Brockington e Pietrocola (2005,p. 3)

0 conhecimento académico deve ser “adaptado” ao ambiente das
salas de aula. Isso pode sugerir a idéia de que o Saber a Ensinar e o
Saber Ensinado sejam pouco diferentes daqueles presentes nos
laboratdrios e grupos de pesquisa. Essa forma de conceber o ensino
traz embutida a idéia de simplificacdo do saber.

Assim, esses novos saberes devem atender a uma legitimidade

educativa e uma legitimidade epistemoldgica. Para Chevallard a legitimidade
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educativa responde aos anseios sociais (ensino) e a legitimidade epistemoldgica
refere-se a uma garantia cientifica (ciéncia). Logo, o saber deve atender a relacao

entre ensino e ciéncia.

2.2 AS ESFERAS DO SABER

Chevallard (1998) percebe na Transposicado Didatica um instrumento
eficiente para analisar o processo por meio do qual o saber produzido pelos
cientistas, o saber sabio se transforma naquele que esta contido nos programas e
livros didaticos, o saber a ensinar, e naquele que realmente aparece nas salas de
aula, o saber ensinado. Chevallard se refere a cada uma destas formas do saber
como “esferas do saber”. Ele analisa as modificacdes que o saber produzido pelo
“sabio” (o cientista) sofre até ser transformado em objeto de ensino. Na Figura 2.1
apresentamos uma sequéncia visualizando o processo da Transposi¢do Didatica

juntamente com as esferas do saber.

Transposicao Transposicado
Didatica Didatica
sgbgr sabgr sa_ber
sabio a ensinar ensinado

Figura 2.1 — As esferas do saber

O saber sabio € o saber construido pelos cientistas e pesquisadores
nos institutos e laboratérios de pesquisas. Ao ser construido um saber tem que ser
legitimado pela comunidade cientifica. Isto se da por meio de publicacbes de artigos
cientificos em revistas, comunica¢cées em congressos, teses, notas de aulas, entre
outros. A comunidade cientifica dispde de um conjunto de regras proprias para que
um saber seja legitimado. Ao ser transposto, 0 saber sibio passa a ser chamado

saber a ensinar.
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O saber a ensinar € o saber transposto para o ambiente escolar.
Este saber é adaptado ao ambiente escolar, passando a integra-lo. Apresenta-se
guase sempre nos livros didaticos, programas e outros materiais de apoio. Fazem
parte da esfera do saber a ensinar os autores de livros didaticos e divulgacéo
cientifica, os professores, os especialistas de cada area, a sociedade, o governo.

O saber que aparece de fato na sala de aula é o saber ensinado.
Quando o professor ensina em suas aulas, tendo como base o saber a ensinar,
entdo ele produz o saber ensinado. Nem sempre o saber a ensinar contido em um
programa escolar ou em um livro didatico € o saber que sera apresentado aos
estudantes, pois para preparar suas aulas o professor muitas vezes utiliza mais de
um livro didatico e muitas vezes outros recursos, como sites na internet, softwares
de ensino. Ao preparar suas aulas o professor j4 participa de uma nova
Transposicdo Didatica. O saber ensinado € o registrado nos diarios de classe, ou
seja, € 0 que realmente é apresentado aos estudantes pelo professor quando este
prepara suas aulas. Assim o saber ensinado esta sob o controle de um Contrato
Didatico que rege as relagbes entre professor, estudante e saber. Entdo, identifica-
se uma segunda transposicao didatica, que transforma o saber a ensinar em saber
ensinado. Fazem parte desta esfera estudantes, proprietarios de estabelecimentos
de ensino, 0s supervisores e orientadores educacionais, a comunidade dos pais.

Cada esfera do saber possui seu conjunto de agentes que
pertencem a diferentes grupos sociais, diferentes interesses, regras proprias, que
influenciam na transposicdo dos saberes. Entre eles estdo: cientistas, educadores,
diretores, professores, politicos, autores de livros didaticos, pais de alunos, alunos.
Vale ressaltar que esses agentes podem pertencer a mais de uma esfera.

No processo da transposicdo dos saberes vemos o surgimento de
agentes que influenciam estas transformacdées direta ou indiretamente, fazendo com
gue o saber sabio se modifique até se tornar o saber ensinado. Esse universo é
definido por Chevallard como noosfera. A noosfera € o centro de operacbes da
transposicdo dos saberes. E ela que determina todo o funcionamento do processo
didatico. Para Pais (1999) a noosfera influencia na escolha dos conteidos a serem
integrados aos programas de ensino, na estruturacdo dos valores, objetos e
métodos que conduzem o processo de ensino. Segundo Chevallard (1998, p.28) é

na noosfera que
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se encontram todos aqueles que ocupam 0s postos principais do
funcionamento didatico, se enfrentam com os problemas que surgem
do encontro da sociedade e suas exigéncias; ali se desenvolvem os
conflitos; ali se levam a cabo as negociacgfes; ali se amadurecem as
solucoes.

O papel da noosfera na Transposi¢cdo Didatica dos saberes esta
ligado aos interesses de cada conjunto pertencente a noosfera. A importancia
relativa das acfes de cada um desses grupos, num contexto histérico especifico,
determina a forma final do saber. Nem todos os saberes do dominio do saber sabio
serdo parte do cotidiano escolar. A noosfera é imprescindivel na selecdo dos
saberes. Seu papel é escolher quais saberes serdo apresentados nas instituicdes de
ensino. Para isso ao se utilizar da Transposicdo Didatica como instrumento de
andlise, pode-se obter indicios de caracteristicas relevantes para que um
determinado saber esteja presente nos livros didaticos e na sala de aula. Segundo
Chevallard (1998) temos que

a noosfera é o centro operacional do processo de transposicao, que
traduzira nos fatos a resposta ao desequilibrio criado e comprovado
(expressado pelos matematicos, pelos pais, pelos professores
mesmos). Ali se produz todo o conflito entre sistema e entorno e ali
encontra seu lugar privilegiado de expressdo. Neste sentido, a
noosfera desempenha um papel de obstaculo. Inclusive em periodos
de crise, esta mantém dentro dos limites aceitaveis a autonomia do
funcionamento didatico (CHEVALLARD, 1998, p.34, tradugdo nossa).

A noosfera é um sistema intermediario entre a esfera sabia e o
sistema de ensino, caracterizada por sua funcdo dentro do sistema de ensino. Em
sua obra Chevallard expde este sistema caracterizado na Figura 2.2.

Neste sistema 0 entorno corresponde a sociedade, que envolve os
especialistas, pais, professores, alunos, autores de livros didaticos, integrantes da
opinido publica, ou seja, os integrantes da noosfera. Dentro da noosfera
encontramos o Sistema de Ensino onde ocorre o funcionamento didatico. Para
Chevallard o Sistema de Ensino € composto pelo professor, pelo estudante, pelo
saber, e pelas relacdes entre eles. Estas relacfes sao regidas pela existéncia de um

Contrato Didatico que toma esse saber como objeto de um projeto que compartilha
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ensino e aprendizagem e que une em um mesmo espaco, professores e alunos,

conforme apresentamos na Figura 2.3.

Entorno

Noosfera

Sistema de Ensino

Figura 2.2 — Sistema analisado por Chevallard

Fonte: Chevallard (1998, p.28)

Professor

Saber

Estudante

Figura 2.3 — Sistema de Ensino

Fonte: Chevallard (1998, p.26)

No Sistema de Ensino podem ocorrer dois tipos de transposi¢ao: transposi¢cao

stricto sensu e transposicao lato sensu. Para Chevallard (1998)

a transformacdo de um contetdo de saber preciso em uma versao
didatica desse objeto de saber pode denominar-se mais
apropriadamente “transposicado didatica stricto sensu”. Assim 0
estudo cientifico do processo de transposicao didatica (que é uma
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dimensao fundamental da didatica das mateméticas) supde ter em
conta a transposicao didatica lato sensu, representada pelo esquema

-> Objeto de saber -> objeto aensinar -> objeto ensinado

em que o primeiro elo marca o passo do implicito ao explicito, da
pratica a teoria, do preconstruido ao construido (CHEVALLARD
(1998, p.46, traducdo nossa).

Como exemplo de Transposi¢cdo Didatica stricto sensu Chevallard

(1998) faz uma analise do conceito de Distancia:

vejamos um exemplo que realiza o movimento representado pelo
esquema da transposicao didatica:

- a nocdo de distancia (entre dois pontos) se utiliza
espontaneamente “desde sempre”;

- 0 conceito matematico de distancia é introduzido em 1906 por
Maurice Fréchet (objeto de saber matematico);

- no primeiro ciclo de ensino secundéario francés, a nogéo
matematica de distancia, surgida da definicdo de Fréchet aparece em
1971 no programa da classe de quarto curso (objeto a ensinar);

- seu tratamento didatico varia com 0s anos a partir de sua
designacdo como objeto a ensinar. continua o “trabalho” da
transposicdo (CHEVALLARD, 1998, p.46, traducao nossa).

Segundo Pais (1999, p.19)

quando as transformagfes das idéias mateméticas sdo analisadas
em relacdo a um determinado conceito especifico, como é o caso da
nocdo de distancia, trata-se de uma transposicdo didatica stricto
sensu. Por outro lado se a andlise é desenvolvida num contexto mais
amplo, ndo se atendo a uma nocéo particular, podemos entéo falar
de uma transposicao didatica lato sensu.

No caso da nossa pesquisa a Transposicao Didatica do conteudo de
Integral é uma Transposicdo Didatica stricto sensu. Um exemplo de Transposi¢ao
Didatica lato sensu é o Movimento da Matematica Moderna descrito por Chevallard
(1998) em sua obra. Para Pais (1999, p.18)

o0 contexto original das idéias defendidas nesse movimento era
radicalmente diferente daquele que prevaleceu na proposta
curricular. Por outro lado, o resultado pratico dessa reforma foi ainda
muito diferente da proposta pedagdgica que constava no plano das
intencdes.
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Na tentativa do Movimento da Mateméatica Moderna de implementar
uma abordagem mais estruturalista para o ensino da Matematica, foram utilizadas
novas técnicas de ensino. Esperava-se que com essas novas técnicas fosse
possivel obter uma aprendizagem mais “facil” do que a tradicional. Surgiram entédo
diversas criacfes didaticas. No entanto, segundo Pais (1999), as reformulacdes
ocorridas na Transposicdo Didatica resultaram em inversfes tdo fortes que
contribuiram para o fracasso deste movimento.

Podemos observar que mesmo nado atingindo os objetivos
esperados, o Movimento da Matematica Moderna possibilitou o desenvolvimento de
diversas criacbes didaticas. E o conjunto de criacBes didaticas que evidencia a

diferenca entre o saber sébio, o saber a ensinar e o saber ensinado.

2.3 CRIACOES DIDATICAS E FORMAS DIDATICAS

Chevallard sugere que no processo de transposicdo do saber sabio
para o saber a ensinar deve haver criatividade didatica. Criacdes didaticas sao
atividades, objetos ou areas de estudo criadas para situacdes especificas do ensino.
O que evidencia a diferenca entre o saber sabio e 0 saber ensinado € o conjunto das
criacoes didaticas. As tabelas de derivacéo e integracdo sdo um exemplo de criacdo
didatica. Essas tabelas funcionam apenas como ferramenta matematica e passaram
a ser empregados como um objeto de estudo. Este € um indicio da transformacao
dos saberes, a utilizacdo de atividades, as quais tém equivaléncia com a area de
pesquisa, mas nao sao objetos de estudo de pesquisa. Segundo Pais (1999) “sao
criacbes motivadas por supostas necessidades do ensino, para servirem como
recursos para outras aprendizagens”.

O problema se instala quando a utilizacdo destas criacdes didaticas
se torna automatizada e sem relacdo com qualquer outra aplicagcdo. Um exemplo
desta situacdo € a utilizacdo das técnicas de integracdo. O ensino das técnicas
apenas para resolucdo de integrais, sem fazer relagdo com problemas aplicados ou
relacdo com outros conteudos, torna-se mecanizado para o estudante. Segundo

Pais (1999), conteudos ensinados isoladamente, sem nenhuma relagdo com
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conteudo algébrico ou geométrico, passam a figurar apenas como objetos de ensino
em si mesmos.

Para que isso nao aconteca, Chevallard (1998) sinaliza que o
professor deve estar atento ao ensino, analisando a evolucdo do saber que se
encontra na sala de aula por meio da Transposicao Didatica. A preparacéo da aula
pelo professor deve ser feita de maneira que os conteiddos a serem ensinados
apresentem relagbes com outros conteudos ja vistos, relagdes com contetdos de
outras areas da ciéncia, relagcbes com problemas do dia a dia. Assim o professor
estaria em constante vigilia em relacdo as suas acdes. Esta pratica pode possibilitar
um novo caminho para uma pratica pedagégica mais reflexiva e questionadora por
parte do professor. A esta atitude Chevallard (1998) denomina vigilancia

epistemoldgica e a caracteriza como

uma ferramenta que permite recapacitar, tomar distancia, interrogar
as evidéncias, pdor em questdo idéias simples, desprender-se da
familiaridade enganosa de seu objeto de estudo (CHEVALLARD,
1998, p.16, traducdo nossa).

As criacOes didaticas estdo presentes no saber a ensinar. Quando
um conteudo do saber sofre a transposicdo do saber sabio para o saber a ensinar,
este saber deve adquirir uma nova roupagem e ser apresentado em uma linguagem
acessivel ao estudante, pois o0 saber sébio caracteriza-se pela sua linguagem
técnica e formal. Chevallard chama de forma didatica a forma pela qual o saber sera
apresentado ao estudante. Segundo Pais (1999, p.23), temos que

para viabilizar a passagem do Saber Sabio para o Saber a Ensinar,
torna-se necessario um trabalho didatico efetivo a fim de proceder a
uma reformulag&o, visando a pratica educativa. E necessario recorrer
a elaboracéo de uma forma didatica, surgindo assim a importancia de
uma metodologia fundamentada numa proposta pedagdégica.

A forma didatica € o meio onde a textualizacdo do saber sera
apresentada. O saber sabio como esta apresentado nos meios cientificos requer um
Transposicdo Didética para se tornar saber a ensinar e ser apresentado aos

estudantes. Essa textualizacdo do saber necessita de alguns requisitos. Em sua
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obra, Chevallard (1998) toma como base cinco requisitos da obra de Verret, Lé
temps dés études, de 1975, necessarios para que ocorra 0 processo de
Transposigéo Didatica do saber sabio para o saber a ensinar.

O primeiro requisito € a desincretizacdo do saber, ou seja, é a
divisdo de uma teoria em campos do saber bem delimitados que dao lugar a areas
especializadas. Esta divisdo € didaticamente Uutil, pois na abordagem de uma
determinada teoria pode-se comecar, por exemplo, examinando teorias parciais com
conceitos preliminares e assim vai se construindo um entrelagamento de teorias
parciais até chegarmos a teoria geral em questdo. Para se chegar ao conhecimento
de integrais, por exemplo, é necessario comecar por funcées de uma variavel,
limites, derivadas. Essas teorias parciais sdo a preparacao para o estudo de integral.

O segundo requisito é a despersonalizacdo do saber, que consiste
em separar o saber do contexto pessoal no qual ele se encontra inserido. Para

Troelstra

as construcdes mentais que consideramos, sao pensadas como
existentes na mente de um matematico (idealizado). A linguagem das
matematicas € uma intencdo (por forca quase sempre inadequada)
de descrever estas construcdes mentais (apud Chevallard, 1998,
p.72).

Assim a despersonalizacéo do saber implica em colocar de maneira
textual aquele saber que se quer comunicar. Isola-se 0 conteudo de sua concepcéo
histérica para que seja colocado em uma forma didatica a fim de que se torne
ensinavel e compreensivel. Quando a definicdo do conceito de integral é
apresentada em um livro didatico, por exemplo, esta definicdo ndo aparece da
mesma forma que foi construida por Leibniz ou Newton no contexto histérico. Esta
definicdo adquire uma nova linguagem para ser apresentada ao estudante. No
entanto, despersonalizar o saber ndo significa negar sua contextualizagcdo historica,
pois a maneira textual preserva indicios do contexto histérico.

A programabilidade do saber é o terceiro requisito e, consiste na
programacao da aprendizagem seguindo uma sequéncia racional que permita uma
aquisicdo progressiva dos conhecimentos especificos. Para Chevallard (1998) um
texto tem um principio e um fim, mesmo que provisério, e opera por um

encadeamento de razdes. Assim todo texto tem um principio e procede
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sequencialmente, o que ndo significa necessariamente que vai seguir a mesma
sequéncia que foi construido historicamente. No caso do contelddo de integrais
temos primeiramente a definicAo de integral indefinida, depois integral definida,
propriedades, calculo da area abaixo de uma curva, técnicas de integragéo.

O quarto requisito é a publicidade do saber que € definicdo explicita
do saber a ensinar. Esta publicidade deve proporcionar uma maior compreensao e
extensdo do saber a ensinar. Pode ser percebida nas definicbes, propriedades dos
conceitos apresentados em uma forma didéatica. Este requisito também possibilitara
o controle social da aprendizagem.

Por fim, o quinto requisito é o controle social da aprendizagem que é
o controle regulado da aprendizagem segundo procedimentos de verificagdo que
autorizem a certificacdo dos conhecimentos especificos (LUCCAS, 2004). Estes
procedimentos sdo as atividades trabalhadas para o entendimento do conteudo e os
meios para a avaliacdo destes conteudos.

Esses sdo 0s requisitos necessarios para que 0 conhecimento
presente no saber sabio passe a fazer parte do saber a ensinar. Ocorrida a
textualizacdo do saber, este precisa de garantias para sua sobrevivéncia entre os

saberes a ensinar.

2.4 CRITERIOS PARA A SOBREVIVENCIA DOS SABERES

Para garantir a sobrevivéncia de um saber a ensinar, este deve
proporcionar resultados positivos quando aplicados em sala de aula, ou seja, o que
da certo fica e 0 que ndo da certo sai. Chevallard (1998) define esse processo por
terapéutica que funciona como um selo de qualidade para o que fica. O contetudo
que produz resultados positivos fica, o conteido que ndo produz resultados positivos
sai. Para avaliar o que fica e o que sai, na transposicédo do saber sabio para o saber
a ensinar, Brockington e Pietrocola (2005), citando Chevallard em seu artigo, propde
algumas caracteristicas do saber a ensinar que combinadas visam a sobrevivéncia
de um saber sabio que deseja se tornar saber a ensinar.

A primeira caracteristica afirma que para o saber sabio se tornar um

saber a ensinar este deve ser consensual: pais e professores ndo podem ter davidas
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guanto ao conteudo a ser ensinado, se 0 que esta sendo ensinado é adequado ou
ndo. Assim conteddos mais antigos tender a se estabelecer, como € o caso do
conceito de integral, e conteudos novos, como a integral de LeBesgue por exemplo,
sofrem uma certa resisténcia até serem incorporados aos curriculos de Calculo
Diferencial e Integral.

A segunda caracteristica diz respeito as relagdes de pertinéncia que
0 saber sabio deve possuir. Nestas relacdes estdo definidos dois tipos de
atualidades, a Atualidade Moral e a Atualidade Bioldgica. Na Atualidade Moral o
saber deve estar adequado a sociedade, ndo pode ter valor por si s, por exemplo,
podemos aplicar o conceito de equacdes diferenciais para fazer o estudo do
crescimento de uma populacdo. Assim, faz parte do curriculo o conteudo que a
sociedade define como necessario e importante. Na Atualidade Bioldgica os
conteudos devem conter informacdes atualizadas em relacdo praticada. Ha alguns
conteudos que ja foram refutados pela ciéncia onde estdo inseridos, mas mesmo
assim permanecem no curriculo por terem valor histérico para a caminhada do
ensino. Um exemplo disto é o conceito de logaritmo. Primeiramente os estudantes
faziam os calculos com as tabelas de logaritmos, atualmente com a introducao do
uso de calculadoras em aula essas tabelas ndo sdo mais utilizadas. Mesmo assim
essas tabelas podem ser apresentadas pelo seu valor histérico.

A terceira caracteristica fala sobre a operacionalidade do contetudo
do saber. Este saber deve ser possivel de ser trabalhado em salas de aula com os
estudantes. Um conteudo tem boa chance de ser transposto se os estudantes
puderem fazer atividades com ele e o professor puder avaliar os alunos em relagcao a
este conteudo. Para que um conteddo seja operacionalizavel, ele deve estar
revestido de uma forma didatica. O conceito de integral, por exemplo, € um conceito
operacionalizavel. Com ele o professor pode trabalhar com exercicios de
demonstracao, exercicios de célculo de integrais, problemas envolvendo integrais e
também situacbes de Modelagem Matematica. Este conteldo também é passivel de
ser avaliado pelo professor.

Brockington e Pietrocola (2005) citam cinco regras elaboradas por
Astolfi (1990) que devem ser observadas durante o processo de Transposicéo
Didéatica do saber sabio para o saber a ensinar, ou seja, para que um determinado
saber esteja presente nos livros e nas salas de aula. Segundo Brockington e
Pietrocola (2005, p.15),
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ao buscar uma nova rota para a Transposi¢do Didéatica, estaremos
abertos ao estabelecimento de novas “regras” nas quais possa se
vislumbrar a acomodacao entre os requisitos da ciéncia com aqueles
da sala de aula. Esse novo Saber Escolar deve ser avaliado em
termos de motivacdo em que ele gera e de seu sucesso entre 0s
alunos. Porém agora o sucesso também deve ser visto no sentido de
entendimento, prazer e significacdo e ndo apenas em termos de
adaptabilidade.

Essas regras estdo de acordo com 0s requisitos e caracteristicas

propostas por Chevallard, e assim como as caracteristicas e 0s requisitos, estas

regras complementam a sobrevivéncia dos saberes.

Regra I: modernizar o saber escolar. O saber escolar deve ser adaptado
continuamente de maneira que suas aplicacfes sejam atuais sempre tratando
assuntos que estdo em voga na sociedade. Novos saberes que séo
desenvolvidos em pesquisas cientificas e que sao utilizados em industrias e
novas tecnologias, poderiam ser inseridos nos livros didaticos. Isso criaria
uma aproximacdo entre o que € produzido no meio cientifico e o que €

ensinado nas instituicdes de ensino.

Regra Il: atualizar o saber a ensinar. Essa regra permite a exclusdo de
contetdos e a inclusdo de novos saberes. Segundo Brockington e Pietrocola
(2005) ao fazer a revisdo de um livro didatico deve-se ir além de acrescentar
novos saberes. H4 a necessidade de se eliminar alguns saberes que, embora
corretos, dever ser descartados por estarem demais banalizados, ou seja
conteudos que ndo se fazem necesséarios, ou que foram refutados pela
ciéncia, devem ser retirados, ou colocados como parte da evolucao histérica

da ciéncia.

Regra llI: articular o saber “novo” com o “antigo”. Deve-se tomar cuidado ao
incluir um novo saber. Essa inclusdo pode gerar desconfianca e néo
aceitacao pela sociedade e estudantes. Este deve estar articulado com outros

saberes para que seja aceito e aprendido pelos estudantes.
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e Regra IV: transformar um saber em exercicios e problemas. Um saber deve
gerar ampla variedade de exercicios e atividades didaticas. Isso garante a
gestdo do cotidiano escolar: a permanéncia do estudante, a capacidade do
estudante em trabalhar o conteudo, capacidade do professor em avaliar o

conteldo.

e Regra V: tornar um conceito mais compreensivel. A Transposi¢cao Didatica
deve permitir a aprendizagem de conceitos. Quando o conceito € apresentado
em um texto cientifico o objetivo € mostrar o0 novo conceito para que a
comunidade cientifica permita a sua legitimacdo, portanto ndo ha a
preocupacao se o leitor vai aprender ou ndo. Assim a Transposi¢cao Didatica
deste saber sabio é necessaria para que o0 mesmo se torne saber a ensinar.
Entdo este novo conceito serd introduzido resgatando conceitos que sao pré-
requisitos, por definicdes, propriedades, apresentando exemplos da teoria,
mostrando como trabalhar o conceito em questdo. Por isso deve-se ter todo
um cuidado na textualizacdo do saber, sempre tendo como objetivo auxiliar o
professor no ensino do conteddo e ser ferramenta na aprendizagem do

conteudo pelo estudante.

Levando em consideragdo os requisitos descritos por Chevallard
para que ocorra 0 processo de Transposicdo Didatica, as caracteristicas
fundamentadas no critério de sobrevivéncia dos saberes apontados por Chevallard e
as regras elaboradas por Astolfi (apud BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005),
construimos no Capitulo 4 deste texto um conjunto de “atributos da Transposicao
Didatica” que observamos em livros didaticos e em um conjunto de atividades de
Modelagem Matematica, considerando a forma didatica proposta nesta pesquisa.

Para isto fazemos uma descricdo sobre Modelagem Matematica no capitulo a seguir.
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CAPITULO 3

MODELAGEM MATEMATICA NA EDUCACAO MATEMATICA

3.1 INTRODUCAO

As dificuldades encontradas pelos professores no ensino da
Matematica e as dificuldades do estudante na aprendizagem da Matemaética, levam
pesquisadores a procurar caminhos alternativos para o ensino da Matematica. A
Modelagem Mateméatica € apontada como um desses caminhos alternativos por
proporcionar dindmica e motivacéo para estudantes e professores em sala de aula.

Neste capitulo inicialmente fazemos uma descricdo a respeito de
Modelagem Matematica e modelo matemético para esclarecimento dos termos
apresentados neste trabalho. Na sequéncia apresentamos no ambito da Educacao
Matematica algumas consideracdes sobre a Modelagem Matematica e pesquisas

relacionando a Modelagem Matematica e o Ensino do Calculo.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA E MODELO MATEMATICO

A Modelagem Matematica faz parte do processo que levou os
cientistas do passado a construir a ciéncia que chamamos Matematica. Para

D’Ambrésio

a modelagem matemética é matematica por exceléncia. As origens
das idéias centrais da matematica sdo o resultado de um processo
gue procura entender e explicar fatos e fenbmenos observados na
realidade. O desenvolvimento dessas idéias e sua organizacao
intelectual dao-se a partir de elaboragfes sobre representacfes do
real. A linguagem, desde a natural até a mais especifica e formal,
permite compartilhar essencialmente essas idéias, estruturando-as
como teorias (apud BASSANEZI, 2006, p.13).
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A Modelagem Matematica € o processo que consiste em buscar uma
solucdo adequada para uma situacdo-problema. Para Bassanezi (2006) “a
modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade em
problemas mateméticos e resolvé-los interpretando suas solu¢des na linguagem do
mundo real”.

Bassanezi (2006) define modelo matematico como um conjunto de
simbolos e relagbes matematicas que representam de alguma forma o objeto
estudado. Um modelo mateméatico pode ser uma tabela, uma férmula matematica,
um desenho, um esquema, um mapeamento, um grafico. O objetivo da Modelagem
Matematica é obter este modelo, verificar sua validade e analisar este modelo junto
ao problema proposto.

Nesta pesquisa o foco principal ndo sera a obtencdo do modelo
matematico na Modelagem Matematica. Pretendemos investigar se a introducao dos
conceitos necessarios para a obtencdo do modelo caracteriza a transposicdo do
saber sabio para o0 saber a ensinar. A importancia da Modelagem Matematica reside
no fato de que serd considerada como alternativa pedagdgica para o ensino da

Matematica.

3.2.1 Etapas de uma Atividade de Modelagem Matematica

A literatura em geral, descreve a realizagdo de uma atividade de
Modelagem Matemética por meio de uma sequéncia de etapas e/ou procedimentos.
Apresentamos aqui a descricdo usada por Maass (2004) neste contexto.

Para Maass (2004), deve-se escolher um tema que faz parte de um
problema do mundo real. Escolhido o tema, o préximo passo é definir com clareza o
problema a ser estudado. Definido o problema é necesséario que se recorra a
pesquisas sobre o tema para obter os dados necessarios para o desenvolvimento da
atividade de Modelagem Matematica. Estas pesquisas podem ser bibliograficas e/ou
com profissionais da area.

A proxima etapa consiste na formulacdo das hipoteses onde
iniciamos a matematizacdo do problema. Para Bassanezzi (2006, p.28) “as

hipoteses devem incorporar parte da teoria e que podem ser testadas e desta forma
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constituem investimentos poderosos para o0 avanco da ciéncia”. Nesta etapa surgem
simplificacfes, pois algumas vezes ndo € possivel trabalhar com todas as variaveis
envolvidas no problema. Isso permite que se possa visualizar a matematica
necessaria para a obtencdo do modelo. As simplificacbes ndo devem ser
demasiadas, pois o problema perderia suas caracteristicas, assim sua solucéo
estaria longe da realidade que o cerca. Para Mark Kac (1914-1983), um matematico
polonés, citado em Bassanezi (2006, p. 29) “Se vocé nao pode resolver o problema
a que se propds, entdo tente simplifica-lo. A Unica decisdo € esta: vocé ndo deve
simplifica-lo demasiadamente”. Identificadas as variaveis partimos para a resolucéo
do problema.

Para fazer a resolucdo do problema também se faz presente a
matematizagc&o do processo, que consiste na traducao das informagdes coletadas no
mundo real para uma linguagem matematica coerente. Assim trabalham-se os
conceitos matematicos e técnicas a fim de se obter um modelo que seja adequado a
problematica definida no inicio do processo. Nesta etapa o fato do modelador ja ter
outras experiéncias com atividades de Modelagem Matematica é de grande
influéncia.

Determinado o modelo parte-se para a sua validacdo. Esta etapa
permite ao modelador verificar se 0 modelo obtido é adequado ou ndo, o que
envolve um processo de aceitagdo. Se 0 modelo obtido for aceito, o modelador tem
a possibilidade de fazer previsbes ou adequar a realidade em estudo, podendo
assim controlar acontecimentos futuros. Assim, sdo trabalhadas a criatividade,
curiosidade e espirito investigativo a todo momento. Se o modelo nado for satisfatorio
volta-se para o inicio do processo para uma redefinicdo de variaveis e hipéteses

simplificadoras. Para Bassanezi (2006, p.38)

0 mais importante ndo é chegar imediatamente a um modelo bem
sucedido, mas caminhar seguindo etapas em que o0 conteudo
matematico vai sendo sistematizado e aplicado [...]. Mais importante
do que os modelos obtidos sdo o processo utilizado, a andlise critica
e sua inser¢cdo no contexto socio-cultural. O fenébmeno modelado
deve servir de pano de fundo ou motivacéo para o aprendizado das
técnicas e conteldos da propria matemética. As discussodes sobre o
tema escolhido favorecem a preparacdo do estudante como
elemento participativo na sociedade em que vive.
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Segundo Maass (2004) todas estas etapas podem ser

representadas no esquema da Figura 3.1.

MM

i 3)

SM

(1) Simplificacdo e estruturacao
PR: problema do mundo real (2) Abordagem matemética
MR: mundo real (3) O uso da matematica
MM: modelo matematico (4) Interpretagdo
SM: solucdo matematica (5) Validagdo
IS: interpretacdo da solucéo

Figura 3.1 — Esquema de Modelagem

Fonte: Maass (2004, p.2, traduc&o nossa)

A Modelagem Matemética permite ndo somente que o modelador
tenha éxito na busca de solugbes para um problema do mundo real, mas também
permite uma série de discussbes que estdo presentes em todas as etapas do
processo. No ambito da Educacdo Matematica, tdo importante quanto o resultado
sdo as discussdes realizadas em torno do objeto matematico que emerge na
atividade de Modelagem Matemética e as discussfes em torno das situagcfes nao
matematicas. Estas discussbes ao mesmo tempo em que geram, estdo
fundamentadas em diferentes perspectivas da Modelagem Mateméatica no ambito da

Educacdo Matematica.
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3.3 A MODELAGEM MATEMATICA NA EDUCACAO MATEMATICA

Muitas das teorias mateméticas foram geradas a partir de problemas
e necessidades para o desenvolvimento da humanidade. A elaboracao das teorias e
o advento da escola fazem parte deste desenvolvimento. Porém a Mateméatica vem
sendo ensinada como algo pronto e acabado, muitas vezes sem relagdo com a
realidade. Enfatiza-se a técnica em vez dos conceitos, e assim da-se a impressao
que a Matematica € formada de conteddos estanques e sem articulagcdo com a

realidade. Segundo Bassanezi (2006, p.15)

para o desenvolvimento de um modelo de educac¢édo menos alienado
e mais comprometido com as realidades dos individuos e
sociedades, necessitamos langar méo de instrumentos matematicos
inter-relacionados com outras areas do conhecimento humano.

Em muitas situacdes, a Matematica apresentada em sala de aula
nao proporciona a visualizacdo de como determinado conhecimento foi construido,
dando a impressdo de que a Matematica é algo fora da realidade do ser humano.
Segundo Vasconcelos e Souto (2003, p.94)

ao formular atividades que ndo contemplam a realidade imediata dos
alunos, perpetua-se o distanciamento entre os objetivos do recurso
em questdo e o produto final. Formam-se entdo individuos treinados
para repetir conceitos aplicar férmulas e armazenar termos, sem, no
entanto, reconhecer possibilidades de associa-los ao seu cotidiano.
O conhecimento ndo é construido, e ao aluno relega-se uma posi¢cao
secundaria no processo de ensino-aprendizagem.

Quando o estudante ndo toma contato de como determinado
conhecimento foi construido, ele é privado das abstracdes, simplificacbes e
idealizacbes que surgem no processo de construgcdo do conhecimento. Para

Brockington e Pietrocola (2005, p.3)

a construcdo de modelos pela ciéncia para a apreensao do real visa
transformar situacBes complexas em situacfes mais simples, afim
de poder tratd-las por meio de teorias disponiveis. Com isso neste
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processo, abstragbes, simplificacbes e idealizagbes sé&o
implementadas, sem que, no entanto, os limites e possibilidades de
tais opcdes sejam esquecidas, ficando o modelo condicionado as

7

mesmas. Logo a modelagem cientifica é imprescindivel para a
construcao da ciéncia e, também para seu ensino.

Este aspecto modelador da ciéncia é ocultado do estudante em sala
de aula. As indagacdes e dificuldades pelas quais passaram 0s cientistas ao
construir o saber sabio podem ser as mesmas pelas quais os estudantes passam ao
procurar entender o saber a ensinar presente nos livros. Para Brockington e
Pietrocola (2005,p. 4)

a transposicdo dos saberes cientificos para a sala de aula induz a
uma idéia de simplificacao, [..], tem-se apenas um processo onde 0
cerne € “tornar mais simples” conceitos complicados, algo que difere
totalmente das idealizacdes presentes no processo de modelagem.

Sendo assim a Modelagem Matematica pode ser um meio para que
0 estudante perceba no processo de modelagem indicios de como 0s conceitos
foram construidos, como estes conceitos se relacionam com outras areas da ciéncia,
como estes conceitos estéo presentes nas aplicagées em problemas do mundo real.
Neste sentido, no @mbito da Educacdo Matemética, a Modelagem Matemética tem
sido apontada em diversos estudos como uma alternativa pedagodgica cuja
perspectiva é de articulacdo com a realidade, na qual fazemos a abordagem de uma
situacao problema por meio da Matematica.

Para Almeida e Brito (2005, p.83) “a modelagem matematica € ainda
um campo fértil para indagagdes sobre a propria natureza da matematica, seu papel
instrumental e dindmico na descricdo, explicacdo e previsdo de comportamentos de
situagdes reais”.

Quando o estudante faz a relagdo entre conceito e aplicagéo ele
pode visualizar a importancia da Matematica na sociedade, pois para Bassanezi
(2006)
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a modelagem matematica, em seus varios aspectos, € um processo
gue alia teoria a pratica, motiva seu usuario na procura do
entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios para
agir sobre ela e transformé-la, (BASSANEZI, 2006, p.17)

e isto permite que o estudante visualize a contribuicdo da matematica para a
sociedade.

A Modelagem Matematica nao vislumbra somente o ensino da
Matematica. Ela vislumbra também a formacédo do cidadado, tornando o estudante
uma pessoa critica, capaz de indagar, propor problemas, refletir, tomar decisdes,
fazer previsdes. Neste sentido corroboram nosso argumento Almeida e Dias (2004,
p.22)

a Modelagem Matematica, no entanto, vai além da idéia utilitarista
de aplicar a Matematica para resolver problemas. O
desenvolvimento do conhecimento reflexivo visando a formacao de
um cidadao critico, também se insere entre os objetivos a serem
atingidos quando se faz uso da Modelagem Matematica em
ambientes de ensino e aprendizagem de cursos regulares.

No ambito da Educacdo Matematica, o desenvolvimento de
atividades de Modelagem Matematica, pode ter diferentes finalidades vinculadas ao
ensino e a aprendizagem da Matemética, a formacdo do estudante e ao
desenvolvimento da propria matematica escolar. Neste sentido surgem diferentes

perspectivas de Modelagem Matematica.

3.3.1 Perspectivas da Modelagem Matematica na Educacdo Matemaética

No ambito da Educacdo Matematica a Modelagem Matemética pode
ser vista sob diversas perspectivas, que dependem dos objetivos e dos papéis que o
professor e os estudantes assumem no desenvolvimento das atividades de
Modelagem Matematica. Kaiser e Sriraman (2006) em seu artigo tém revisado a
literatura e sistematizado cinco perspectivas sobre Modelagem Matemética. Estas
perspectivas também séo citadas por Barbosa e Santos (2007) e séo elas:



50

realistica: as situacBes-problema sdo auténticas e retiradas da industria
ou da ciéncia, propiciando aos estudantes o desenvolvimento das
habilidades de resolucéo de problemas aplicados;

epistemoldgica: as situacdes-problemas sdo estruturadas para gerarem
o desenvolvimento da teoria matemética;

educacional: propfe-se a integrar situagdes-problemas auténticas com o
desenvolvimento da teoria matematica;

sécio-critica: as situacdes devem propiciar a analise da natureza dos
modelos matematicos e seu papel na sociedade;

contextual: as situacdes sdo devotadas a construcdo da teoria
matematica, mas sustentadas nos estudos psicolégicos sobre sua

aprendizagem.

Essas perspectivas colocam énfase em diferentes aspectos.

Barbosa e Santos (2007) analisando-as, sugerem que as perspectivas podem eleger

como objetivo didatico:

o desenvolvimento da teoria matematica (epistemoldgica, educacional e
contextual);
o desenvolvimento das habilidades de resolucéo de problemas aplicados
(realistica);
a analise da natureza e do papel dos modelos matematicos na

sociedade (socio-critica).

Os autores também reforcam que, como 0s propésitos sao

diferentes, implicam em diferencas nas formas de organizar e conduzir as atividades

de Modelagem Mateméatica. Para cada perspectiva temos um encaminhamento

diferente, quem toma esta deciséo € o professor.

Professores tém diferentes formas de planejar suas aulas e

introduzir os conceitos matematicos. As atividades de Modelagem de Matematica

sdo um meio de introduzir e trabalhar estes conceitos. As diferentes perspectivas

contemplam aspectos de como estas atividades podem ser inseridas em aulas de

Matemaética.
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As perspectivas abordadas nesta pesquisa sdo a epistemoldgica,
educacional e contextual, visto que as atividades de Modelagem Matematica

propostas neste trabalho visam o ensino da Matematica.

3.4 A MODELAGEM MATEMATICA E O ENSINO DO CALCULO

O desenvolvimento de atividades de modelagem em aulas de
matematica pode contribuir para o ensino do Caélculo Diferencial e Integral. O
trabalho com atividades de modelagem permite que os conceitos e teorias sejam
introduzidos conforme a necessidade do problema. Assim, o programa vai sendo
desenvolvido pelo professor de acordo com a matematica necessaria para a
resolucdo dos problemas que emergem das atividades de Modelagem Matematica.

Por meio da Modelagem Mateméatica podemos contextualizar os
conteudos curriculares. Para Franchi (2003) a utilizacdo da Modelagem Matematica
pode contribuir significativamente para a aprendizagem da Matematica. Ela pode ser
tomada como uma alternativa pedagdgica para inserir aplicacdes da mateméatica no
curriculo escolar, tornando assim o0 ensino mais atraente para o estudante e
motivando-a a buscar solugdes para problemas do cotidiano utilizando-se da
matematica. Segundo Franchi (2003) “além da motivacdo o aluno pode ver as
diferentes facetas da Matematica de forma contextualizada”. Assim os estudantes
tém a oportunidade de verificar a aplicabilidade da matemética em diversas
situacOes, podendo interagir e compreender melhor a realidade que o cerca. Nesse
sentido, destacamos o trabalho de Almeida e Brito (2005), os quais afirmam que a
Modelagem Matemaética proporciona aos estudantes a atribuicdo de sentido e a
construcdo de significados para os conceitos matematicos com que se defrontam
nas aulas de matematica, contribuindo com isso para sua aprendizagem.

Nas atividades de modelagem o modelador faz simplificacbes no
problema real para chegar a um modelo que satisfaca a situacdo original. Esta fase
envolve decisdes, pois 0 modelador devera escolher entre o que deve ser ignorado e
0 que € essencial. Corroboram com este argumento Kehle e Lester (2003) ao afirmar

que
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para iniciar a resolugdo do problema, o modelador simplifica a
situacao identificando variaveis essenciais. Esta fase de simplificacédo
envolve tomada de decisdes a respeito do que deve ser ignorado,
desenvolvendo um senso sobre como conceitos essenciais estdo
conectados, resultando no modelo real da situacao original (KEHLE;
LESTER, 2003, p.98, tradu¢éo nossa).

A Modelagem Matemética proporciona estabelecer relacdes entre as
outras disciplinas como: Fisica, Quimica e Biologia, visto que muitos problemas
situam-se no campo dessas disciplinas. Assim o estudante tem a possibilidade de
enxergar a relacdo que ha entre os diversos bracos da ciéncia e estabelecer
relacdes entre saber escolar e saber cotidiano.

A Modelagem Matematica também traz como beneficio “poder,
através de célculos e observacdes, validar o modelo, fazer previsbes sobre o
comportamento ou controlar a realidade em estudo” (ALMEIDA, 2004), assim o
estudante pode trabalhar com uma situacdo de diversas formas, ndo s6 buscando
uma solucao atual, mas tendo o poder de controlar acontecimentos futuros. Assim a
criatividade e curiosidade do estudante sdo instigadas o tempo todo. E preciso
resgatar aquele sentimento de investigacdo e curiosidade que é propria do ser
humano.

Varias pesquisas nos mostram como a Modelagem Matematica pode
ser tomada como alternativa pedagogica para o ensino e aprendizagem da
Matematica.

Ferruzzi (2003), por exemplo, desenvolveu, com estudantes de uma
disciplina do curso superior de tecnologia, diversas atividades de Modelagem
Matematica tendo como objetivo o ensino de Calculo Diferencial e Integral.
Inicialmente realizou uma série de atividades “dirigidas” com o0s estudantes,
envolvendo os contetdos do programa e, em seguida, os estudantes realizaram, de
forma independente, trabalhos com temas escolhidos por eles. Ferruzzi (2003,

p.131) conclui que

a experimentacdo desenvolvida mostra que a Modelagem
Matemética pode ser utilizada em sala de aula, pois ela apresenta-se
como uma boa estratégia de ensino capaz de relacionar os
conhecimentos mateméaticos com a resolucéo de problemas do dia-a-
dia, além de integrar os conteldos matematicos aos conteudos de
eletricidade e outras areas afins.
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Borssoi (2005) investigou como a Modelagem Matematica pode
contribuir para a aprendizagem significativa na perspectiva de Ausubel. A pesquisa
foi realizada com estudantes do curso de Bacharelado em Quimica na disciplina de
Calculo Diferencial e Integral, trabalhando o conceito de equacdes diferenciais
ordinarias.

Vertuan (2007) trabalhou com a utilizacdo de diferentes registros de
representacdo (teoria desenvolvida por RAYMOND DUVAL) em atividades de
Modelagem Matemética. O objeto de saber presente nas atividades é o conceito de
derivada presente no Célculo Diferencial e Integral. A pesquisa foi feita com
estudantes do primeiro ano de um curso de Licenciatura em Mateméatica. Em seu
trabalho ele descreve como as atividades de Modelagem Matematica possibilitam o
tratamento, conversdo e coordenagdo entre 0s registros que emergem nestas
atividades, e estes elementos contribuem para a compreensdo dos objetos
matematicos discutidos bem como da situacédo-problema investigada.

Fontanini (2007) também trabalhou com estudantes que cursavam o
primeiro semestre de um curso em Manutengdo Industrial Mecénica em uma
Universidade no interior do Parana, durante as aulas de Fundamentos da
Matematica, Calculo Diferencial Integral | e um curso extracurricular. Sua pesquisa
trata de Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matemética, na teoria
da Aprendizagem Significativa de David Ausubel e nos Mapas Conceituais de
Joseph Novak. Apos um periodo de familiarizacdo com os Mapas Conceituais, 0s
estudantes desenvolveram atividades de Modelagem Matematica e construiram
mapas a respeito dos conceitos matematicos e extra-matematicos envolvidos nas
atividades de Modelagem Matematica. Fontanini (2007) conclui que conceitos
matematicos trabalhados por meio da Modelagem Matematica associada aos Mapas
Conceituais permitem avan¢os no continuum aprendizagem memoristica -
aprendizagem significativa destes conceitos.

Santos (2008) faz uma investigagdo sobre o desenvolvimento de
atividades de Modelagem Matematica mediadas pelo uso do computador. Esta
pesquisa foi desenvolvida com estudantes do segundo ano de Licenciatura em
Matematica da Universidade Estadual de Londrina que cursavam a disciplina de
Caélculo Diferencial e Integral Il. Neste trabalho o conteddo que emergiu nas
atividades foi o conteudo de integral. O autor conclui que a associacdo das

atividades de Modelagem Matematica com as Tecnologias de Informacdo e
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Comunicacdo favorecem a compreensdo dos conceitos e contribuem para o
desenvolvimento da criatividade na busca de solucfes para situacées problematicas
da sociedade.

Vemos na Modelagem Matematica uma alternativa pedagdgica para
o ensino do Caélculo Diferencial e Integral, visto que, os aspectos apresentados
acima podem tornar a aula de Calculo Diferencial e Integral mais atraente e dinamica
para o estudante, ampliando seu interesse pela disciplina e motivando-o a buscar a
solugdes para problemas do cotidiano.

Em nossa pesquisa um dos objetivos é analisar as atividades de
Modelagem Matematica como forma didatica descrita por Chevallard para a
apresentacdo do saber a ensinar. Assim, as atividades de Modelagem Matematica
poderdo passar a figurar como uma nova forma de apresentacdo do saber,
auxiliando ou complementando o livro didatico no ensino do Calculo Diferencial e
Integral.

Para isto, tanto as atividades de Modelagem Matematica como o0s
livros didaticos devem contemplar atributos que caracterizam a transposicao dos
saberes. Estes atributos e o caminho metodologico para a sua analise nas
atividades de Modelagem Matematica e em livros didaticos sdo descritos no capitulo

a seqguir.
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CAPITULO 4

ASPECTOS METODOLOGICOS E PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, inicialmente apresentamos trés atributos da
Transposicdo Didéatica do saber sdbio para o saber a ensinar elaborados a partir da
investigacdo tedrica descrita no Capitulo 2 deste texto. A seguir, descrevemos 0s
aspectos metodoldgicos e os procedimentos da pesquisa usados para investigar
como estes atributos definidos se fazem presentes em livros didaticos de Calculo
Diferencial e Integral, e como podem ser percebidos em atividades de Modelagem

Matemaética.

4.2 ATRIBUTOS DA TRANSPOSICAO DIDATICA QUE VAMOS INVESTIGAR

Segundo Chevallard ha um saber sabio que é o saber construido e
legitimado pela comunidade cientifica. Este saber sabio apresenta-se de maneira
formal e com uma linguagem especializada, dificultando o entendimento daqueles
gue tomam contato com ele pela primeira vez. Assim, sofre mudancas para se tornar
um saber a ensinar. Estas mudancas sédo “adequadas” ou “ndo adequadas” na
medida em que atendem a determinados atributos no processo da Transposicao
Didéatica.

Os atributos da Transposi¢cdo Didéatica do saber sabio para o saber a
ensinar que vamos investigar nesta pesquisa sao elaborados a partir dos requisitos e
caracteristicas propostas por Chevallard e das regras citadas por Astolfi, descritos
no Capitulo 2 deste texto. Os requisitos e caracteristicas propostas por Chevallard
tém ligacdo direta com as regras propostas por Astolfi e assim, a partir destes

requisitos, caracteristicas e regras, elaboramos em nossa pesquisa trés atributos
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gue serdo observados em dois livros didaticos de Calculo Diferencial e Integral e em
atividades de Modelagem Matematica. A seguir apresentamos 0s trés atributos.

i) Atributo | - ADAPTACAO DO SABER: envolve as regras |, Il e Ill,
propostas por Astolfi. Entendemos que a regra Il — atualizar o saber a ensinar — que
envolve a exclusdo de saberes que ja ndo se fazem necessarios e a inclusdo de
novos saberes, implica necessariamente na modernizacdo do saber escolar e na
articulagéo dos saberes novos com os antigos, apresentados por Astolfi como regra |
e regra lll respectivamente.

Este atributo permite analisar a caracteristica apontada por
Chevallard (1998) “ser consensual’, bem como as relacdes de pertinéncia que
envolvem a atualidade moral, ou seja, se o conteudo é adequado a sociedade, e a
atualidade bioldgica, que indica se as informacfes nas aplicacdes do contetdo sao
atualizadas.

Este atributo contempla também o requisito desincretizacdo do
saber. A desincretizacdo do saber se caracteriza pela divisdo do conteddo em partes
bem delimitadas, dividindo uma teoria em teorias parciais mais especificas.
Entendemos que isto sinaliza que o saber sofre uma adaptacdo para que haja sua
textualizacdo para apresentacao do contetudo por meio de uma forma didatica.

Este atributo também contempla a despersonalizacdo do saber. A
despersonalizacdo do saber promove a separacdo do saber do contexto histérico no
qual esta inserido adaptando-se assim a uma forma didatica por meio da qual sera
apresentado aos estudantes. Neste contexto € possivel observar se aspectos
histéricos sdo considerados na apresentacdo do conteudo.

Um exemplo de adaptacdo do saber € a retirada das tdbuas de
logaritmos dos programas escolares. O uso destas tdbuas foi substituido por um
estudo mais completo da funcdo exponencial (que € a funcéo inversa da funcao
logaritmica) e a introducédo do uso de calculadoras cientificas e graficas, mesmo na
Educacéo Basica.

Outro exemplo de adaptacéo do saber € a utilizacdo do computador
nas aulas de matematica. Ha disponivel no mercado diversos softwares matematicos
gue auxiliam no calculo de varios conceitos como: calculo de determinantes, céalculo
de uma matriz inversa, céalculo de integrais mais sofisticadas (por exemplo integrais
trigonométricas e integrais improprias), representacdes graficas, estudo de séries

(convergéncia de sequéncias e séries).
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A introducédo de aplicacdes no estudo dos conceitos também é um
exemplo de adaptacédo do saber. Com o tempo ganho na utilizacdo de calculadoras
e softwares mateméaticos, pode-se dar mais atencdo as aplicacdes da teoria nas
situacdes do dia-a-dia fazendo assim uma contextualizagdo dos conceitos
aprendidos.

i) Atributo Il - ELUCIDACAO DO SABER: contempla a regra V
proposta por Astolfi - tornar um conceito mais compreensivel. Quando um conceito é
apresentado no livro didatico, a linguagem utilizada pelo autor ndo € a mesma que
aparece nos textos cientificos onde se encontra o0 saber sabio. Ao apresentar um
conteudo do saber no livro didatico ha a preocupacéo de que o leitor compreenda o
conceito que pretende estudar. Assim, a transposicdo do saber sabio para o saber a
ensinar envolve uma questdo de linguagem na textualizagdo do saber. Segundo
Pais (1999, p.22),

para o aluno ter acesso ao saber, € necessario a colocacao didatica
do problema da linguagem envolvida no saber cientifico. Nesse
sentido, apesar de parecer evidente que o saber cientifico ndo pode
ser ensinado na forma como se encontra redigido nos textos
técnicos, essa questdo se constitui num obstaculo que deve ser
considerado no processo de aprendizagem.

Neste atributo também estdo inseridos 0s requisitos
programabilidade do saber e publicidade do saber propostos por Chevallard (1998) e
gue descrevemos na sec¢ao 2.3. Para que haja a elucidac&o do saber, a definicdo do
saber deve estar explicita (publicidade do saber) e este também deve se apresentar
de maneira que tenha um principio e uma sequéncia racional de desenvolvimento
para a teoria (programabilidade do saber).

Quando um conceito é abordado no livro didatico, geralmente é
seguido por definicdes, demonstracdes, propriedades, exemplos e contra exemplos,
com a finalidade de fazer a elucidacdo do conceito em questdo. Muitos autores
também inserem em seus livros elementos auxiliares para a compreensao do saber
tais como quadros demonstrativos com algoritmos de resolucdo, tabelas,
fluxogramas, graficos. Como exemplo, podemos citar as tabelas de derivacdo e
integracdo que sdo amplamente utilizadas pelos estudantes no calculo de integrais

mais elaboradas.
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iii) Atributo Il - OPERACIONALIZACAO DO SABER: contempla a
regra IV proposta por Astolfi — transformar um saber em exercicios e problemas —
bem como a caracteristica de operacionalidade proposta por Chevallard (1998). Para
0 saber fazer parte do programa de ensino é necessario que possa ser trabalhado
pelos estudantes por meio de atividades como exercicios, problemas e trabalhos
estabelecidos pelo professor, atividades de avaliacdo, o que também atende o
requisito controle social da aprendizagem, pois estas atividades sdo procedimentos
de verificacdo que autorizam a certificacdo do conhecimento especifico.

4.3 CAMINHO METODOLOGICO

Este trabalho constitui uma pesquisa qualitativa do tipo
interpretativo. Neste sentido a compreensao do fendmeno se descreve a partir da
compreensao do autor fundamentado no referencial teérico que da sustentabilidade

tedrica a investigacao e aos resultados apresentados.

4.3.1 O Objeto Matematico

O objeto matemético do qual fazemos a analise da Transposi¢ao
Didatica do saber sbio para o saber a ensinar € o conteido de Integral como
conceito do Célculo Diferencial e Integral.

Os topicos do conteudo de Integral analisados em livros e também
abordados em atividades de Modelagem Matematica sdo: a Integral Indefinida,
Integral Definida, Teorema Fundamental do Célculo, Propriedades, Area abaixo de
uma curva, Método da substituicdo de variaveis, Integracdo por partes, Integracao

por fracdes parciais.
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4.3.2 A Escolha dos Livros Didaticos

A escolha dos livros didaticos € baseada nas Bibliografias Basicas e
Complementares de Programas de Calculo Diferencial e Integral de cursos de
Matematica e Engenharias da Universidade Estadual de Londrina (UEL),
Universidade Federal do Parand (UFPr), Universidade Estadual de Campinas
(UNICAMP), Universidade de S&o Paulo (USP).

Os livros analisados séo Calculo de George B. Thomas Volume | dos
autores Ross L. Finney, Maurice D. Weir e Frank R. Giordano, e o livro Um Curso de
Calculo do autor Hamilton Luiz Guidorizzi volume I. A escolha do livro do Calculo de
George B. Thomas Jr se deve ao fato de que € um dos livros atuais mais usados
pelos professores dos cursos de Matematica e ndo Matematicos que contém a
disciplina de Célculo Diferencial e Integral. A escolha do livro Um Curso de Célculo
foi feita por se tratar de um livro classico de Célculo, muito citado como Bibliografia
Béasica dos programas de Célculo Diferencial e Integral.

4.3.3 A Escolha das Atividades de Modelagem Matemética

As atividades de Modelagem Matematica escolhidas para a analise
foram retiradas de diferentes ambientes. As atividades sobre o Problema do Jardim
e o Problema do Financiamento, sdo atividades que foram desenvolvidas em um
projeto com estudantes do segundo ano do curso de Licenciatura em Matematica
ministrado pela autora desta pesquisa e pelo aluno Fabio Vieira Santos do mesmo
programa de mestrado. Esses estudantes ja haviam cursado a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral | no primeiro ano do curso. A participacao destes estudantes no
projeto Ihes conferiu 40 horas como atividade complementar de ensino. Os
estudantes se inscreveram para o projeto, e desde o inicio pedimos para que
formassem duplas para trabalharem. Neste curso apresentamos algumas situagoes-
problema que foram previamente desenvolvidas pelos ministrantes. Aos estudantes
foram apresentadas as situacbes e 0s ministrantes orientavam as duplas no

desenvolvimento da atividade. A seguir, em um momento posterior do projeto,
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pedimos para que o0s estudantes trouxessem temas e identificassem situacfes
problematicas para estudar. Assim, cada dupla teve a oportunidade de buscar e
selecionar um tema para ser trabalhado.

A atividade Energia Armazenada em um Capacitor foi extraida da
dissertacdo de mestrado “A Modelagem Matematica como estratégia de ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral nos Cursos Superiores de

Tecnologia” de Ferruzzi (2003).

4.3.4 A Anélise dos Dados

A analise dos dados consiste em identificar nos livros didaticos
escolhidos e nas atividades de Modelagem Matematica selecionadas, a
caracterizacdo dos trés atributos da Transposi¢cao Didatica que definimos na secao
4.2. Consiste em uma analise de carater qualitativo e busca estabelecer reflexdes

sobre a problematica da pesquisa apresentada na Introducéo deste texto.
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CAPITULO 5

ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS E DAS ATIVIDADES DE MODELAGEM
MATEMATICA

5.1 INTRODUCAO

No ensino do Calculo Diferencial e Integral contamos com formas
didaticas que séo indispensaveis na apresentacdo do contetdo. A mais usual é o
livro didatico. Uma outra forma, ainda pouco utilizada por professores, é a
Modelagem Matematica. O saber a ensinar se faz presente em ambas. Neste
capitulo analisamos como os trés atributos que definimos na se¢édo 4.2 podem ser
observados na Transposi¢ao Didatica do saber sabio para o saber a ensinar em dois
livros de Célculos Diferencial e Integral e em atividades de Modelagem Matematica.
Esta analise € realizada, inicialmente de forma local para os conteudos em cada livro
escolhido e para cada atividade de Modelagem Matemética selecionada e a seguir,
de forma global, envolvendo todo o conjunto dados (livros didaticos e atividades de
Modelagem Matematica), buscando tecer consideracdes e estabelecer reflexes

sobre a Transposicao Didatica do conteudo de integral nestes dois ambientes.

5.2 A TRANSPOSICAO DIDATICA DO SABER SABIO PARA O SABER A ENSINAR NOS LIVROS

DIDATICOS

Uma das maiores conquistas do homem, sem duvida, foi a escrita.
Com ela a humanidade pode dar grandes passos em direcdo ao desenvolvimento da
ciéncia, pois foi a maneira que o homem desenvolveu para que o avanco ficasse
devidamente registrado para que as geragOes vindouras pudessem utilizar aquilo
que foi construido e ainda avancar cada vez mais. Assim, a ciéncia construida pelo

homem foi transportada para manuscritos, o0 que mais tarde se tornariam livros.
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Quando um saber é construido e validado pela comunidade
cientifica ele é apresentado em artigos cientificos e/ou publicacbes se tornando
saber sabio. O saber sabio construido pelo homem é ensinado nas Instituicdes de
Ensino Superior. Este saber passa pelo processo de Transposi¢cao Didatica para se
tornar um saber a ensinar. Nos cursos de graduacao os estudantes tém contato com
o saber a ensinar relevante para cada area da ciéncia na qual o curso de graduacao
esta inserido. A forma mais usual de se apresentar o saber a ensinar € o livro
didatico.

Amplamente utilizado em qualquer curso de graduacédo, a presenca
do livro didatico se faz necesséria, pois é nele que se encontra o saber a ensinar. E
nos livros que o professor busca orientacdo e apoio para a organizagcao e
preparacao das atividades que conduzird em suas aulas. Os estudantes também
tém o livro como um referencial dos saberes expostos em aula para seu estudo e
pesquisa, e buscam no livro um apoio e ou uma complementacdo de estudo para se
apropriar do saber a ensinar.

Particularmente para o ensino do Calculo Diferencial e Integral
temos uma grande variedade de livros didaticos disponiveis. Cada autor tem estilo e
linguagem préprios e assim, podemos inferir que para autores diferentes temos
apresentacoes diferentes do saber a ensinar nos seus livros didaticos. Segundo
Zuchi (2005, p.57),

as diferencas entre os livros sdo notaveis e tornam-se significativas
na escolha realizada pelo professor. Alguns livros sdo mais teéricos,
outros sdo mais contextualizados, o que fica claro no prefacio de
alguns livros onde os autores explicitam o publico alvo a que se
destinam.

Levando em consideracéo essas diferencas entre os livros didaticos
€ que nos propomos a analisar dois livros de Célculo Diferencial e Integral, com a
finalidade de investigar como estes livros contemplam os atributos da Transposicéo

Didatica do saber sabio para o saber a ensinar, que definimos em 4.2.
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5.2.1 Andlise de livros de Célculo Diferencial e Integral

O ensino do Calculo Diferencial e Integral se faz presente em cursos
de todas as areas (Matematica, Fisica, Quimica, Engenharias, Arquitetura,
Administracdo, Economia, Ciéncias Contébeis, Farmacia, Bioquimica) na disciplina
de Célculo Diferencial e Integral. Esta disciplina tem como referéncias bibliogréaficas
livros didaticos de Céalculo, que atendem diretamente a necessidade do suporte
matematico para a resolucdo de problemas ligados a cada uma destas areas.
Nestes livros esta apresentado o saber a ensinar necessario para o desenvolvimento
desta disciplina. E nesta forma de apresentacdo que vamos buscar se os atributos
para a Transposicdo Didatica do saber sé&bio para o saber a ensinar estdo
contemplados.

O foco principal deste estudo ndo é a analise dos livros didaticos,
mas sim de topicos que envolvem o conceito de integral e as técnicas de integracao.
Para analisar estes tOpicos elaboramos trés atributos da Transposicdo Didéatica do
saber sabio para o saber a ensinar. S&o eles: adaptacdo do saber, elucidacdo do
saber e operacionalizacdo do saber. Aqui apresentamos a andlise de livros didaticos
com relacdo a contemplacao destes atributos.

Os dois livros selecionados séo:

A) Calculo | de George Thomas Jr — Ross L. Finney, Maurice D. Weir, Frank R.
Giordano — Traducédo: Paulo Boschcov — Editora Pearson Addison Wesley — S&o
Paulo — 2002 — volume I;

B) Um Curso de CALCULO — Hamilton Luiz Guidorizzi — 42 edicdo — Editora LTC
(Livros Técnicos e Cientificos S.A.) — Rio de Janeiro — 2000 — volume |I.

5.2.1.1 Livro A: Célculo de George B. Thomas Jr.

A obra Calculo de George B. Thomas Jr. € composta de dois

volumes. O primeiro volume apresenta os conteudos de funcbes de uma variavel,
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limites, derivadas e integrais. O segundo volume apresenta os conteddos de séries,
vetores, funcbes de varias variaveis, limites, derivadas parciais e integrais multiplas.
Neste trabalho, como estamos interessados em integrais de fungbes de uma
variavel, analisamos o volume I. Este volume pertence a 102 edi¢do (ano 2002) e
estamos analisando sua 42 reimpresséo. Este livro foi escolhido por ser um dos mais
citados nas bibliografias basicas e complementares das disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral.

No livro o autor mostra exemplos da teoria e apresenta algumas
situacOes problematicas. Os exercicios trazem algumas inovagdes: alguns sugerem
ao estudante o uso de calculadoras graficas, e outros requerem o uso do sistema de
algebra por computador (SAC), para a utilizagdo de softwares como o Matematica,
Maple ou MatLab (sugestéo do autor).

Nossa andlise € feita nos capitulos e secbes do livro que
apresentam 0s seguintes conceitos: Integrais Indefinidas, Integrais Definidas,
Teorema Fundamental do Calculo, Area abaixo da curva, Método da substituicao,
Integracdo por partes, Integracdo por fracdes parciais. Os capitulos onde se
encontram estes conceitos sdo o Capitulo 4 intitulado “Integracdo” e o Capitulo 7,
intitulado “Técnicas de Integracdo, Regra de I'HOpital e Integrais Improprias”.

Inicialmente fazemos uma analise local (para cada conteudo

selecionado em cada livro) e relagao aos trés atributos que definimos na sec¢éo 4.2.

Integral Indefinida

Este conceito € apresentado no Capitulo 4 secdo 4.1 p.318.
Primeiramente o autor faz a apresentacédo da definicdo do conceito de Primitiva de

uma Funcédo e na sequéncia apresenta a definicdo do conceito de Integral Indefinida.

Definigdo: uma fungdo F(x) é uma primitiva de uma fungdo f(x) se F'(x)= f(x)
para qualquer x no dominio de f. O conjunto de todas as primitivas de f é a integral
indefinida de f em relacéo a x, denotada por

[ £ (x)dx (5.1)
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I € o simbolo de uma integral. A funcéo f € o integrando de uma integral e x € a
variavel de integracéo.

De acordo com o corolario 2 do Teorema do Valor Médio (se¢édo 3.2 do livro), uma
vez que encontramos uma primitiva F de uma funcéo f, as outras primitivas diferem
dela por uma constante. Indicamos isso em notacao integral da seguinte maneira:

A constante C é a constante de integracdo ou constante arbitraria. A equacao (1)
deve ser lida como a “integral indefinida de f em relacdo a x € F(x)+C”. Quando
encontramos F(x)+C, dizemos que conseguimos integrar e calcular a integral.

Apés apresentar a definicdo do conceito de Integral Indefinida, o
autor mostra exemplos de como trabalhar com este conceito e na seqiiéncia sugere
exercicios para aprimoramento do conceito. Isto indica que o conteudo integral
indefinida € um contetdo parcial que faz parte da teoria de Integral, e isto sinaliza a
desincretizagao do saber.

A linguagem utilizada pelo autor para a introdugédo do conceito de
integral indefinida difere da apresentada por Leibniz e por Newton na secdo 1.2
desse texto. Esta mudanca se da pelo fato de que o conceito foi separado do
contexto histérico o qual foi concebido para ser apresentado em uma nova forma
didatica, o que sinaliza a despersonalizacdo do saber. Porém, ndo ha relacdo deste
conceito com o contexto historico no qual foi construido, como apresentamos na
secdo 1.2. Assim a despersonalizacao do saber é parcial neste conceito.

Os exercicios de numero 57 a 62, representam aplicagbes do
conceito em temas da atualidade conforme mostra a Figura 5.1, indicando a relacdo
de pertinéncia de atualidade biologica.

No entanto, os exercicios 59, 60, 62 utilizam como unidade de
medida mph (pés/s) e pés o que nado é habitual em nossa sociedade, pois utilizamos
metro por segundo ou metros. Assim, a atualidade moral do conceito, sugerida pelo
atributo | adaptacdo do saber, ndo € contemplada, uma vez que a situacao
apresentada ndo € adequada para a comunidade na qual os estudantes estdo

inseridos.



66

Figura 5.1 — Exercicios 57 a 62, p. 325 - 326

Para a resolucao dos exercicios de numero 67 a 72, o autor sugere
0 uso do computador, o que implica na modernizagdo e articulagdo de um novo
saber, apontado no atributo |, adaptacéo do saber.

Na péagina 321, o autor faz um breve comentario sobre as etapas do

processo de Modelagem Matemética e mostra um exemplo de modelagem utilizando
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o problema da queda livre. Podemos supor aqui que sua intencéo seja de trabalhar
com assuntos do cotidiano, indicando a modernizacdo do saber escolar. No entanto
0 autor ndo cita exemplos nesta se¢do que fazem alusdo a Modelagem Matemética.

Na apresentacdo do conceito de integral indefinida, ndo é atendida a
relacdo de pertinéncia moral, o que indica que o atributo |, adaptacdo do saber ndo
estda completamente contemplado neste conceito.

A apresentagao da definicao de Integral Indefinida traz a explicitagéo
do conceito, 0 que sinaliza a publicidade do saber. Na pagina 319 o autor apresenta
uma tabela contendo formulas de integrais, assim temos um indicativo de que se
deseja tornar o conceito compreensivel. Depois de introduzido o conceito sdo
apresentados varios exemplos da aplicacdo do conceito. Entendemos que quando o
autor busca mostrar varios exemplos associados ao conceito que deseja introduzir,
este mostra sua preocupacdo em tornar o conceito mais compreensivel. Para a
compreensao do conceito de integral indefinida, o autor apresenta 5 exemplos.

Vejamos o exemplo 1 na Figura 5.2.

xemplo 1 Enconteando uma Integral Indefinida

Caleule [ ¢~ dx.

- f__,- arma primitivode .
At J

2 L l At
J e dx = EE’ Ex

iIRsEne arbalTa

A férmula (1/2)¢™ + C gera wodas as primitivas da fungiio ™. As fungbes
(120 4 1, (1/2)e™ = e (1/2)e™ + V2 siio todas primitivas da fungio
e, ¢ vood pode venficar 1sso diferenciando.

Figura 5.2 — Exemplo 1, p. 318

O autor também mostra um outro tipo de calculo de integrais

utilizando o conceito de equacdes diferenciais conforme a Figura 5.3.
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Figura 5.3 — Exemplo 4, p.320, 321

O capitulo inicia com o conceito de Integral Indefinida. O livro
apresenta este conceito para introduzir o conteddo de integrais iniciando assim uma
sequéncia légica para o conteudo, indicando que ha uma programabilidade do
saber. Como descrevemos anteriormente este conceito atende a regra Il — tornar um
conceito compreensivel — e o requisito publicidade do saber, assim o atributo II,
elucidacéo do saber é contemplado.

No fim da sec&o 4.1 do livro, o autor propde uma grande quantidade
de exercicios. Sao trinta e dois exercicios onde o estudante devera calcular a
integral indefinida de uma fungdo dada. Traz mais treze exercicios abordando o
conceito de equacédo diferencial. Dois exercicios trazem o conceito de velocidade.
Dois exercicios relacionam integral com reta tangente. Quatro exercicios trazem
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gréficos de equacdes diferenciais pedindo para determinar a equacédo da curva. Oito
exercicios trazem aplicagdes do cotidiano usando o conceito de integral. Dois
exercicios sao tedricos e finalizando seis exercicios para serem feitos utilizando o
computador. No final do livro o autor coloca as respostas de todos 0s exercicios
impares para futuras conferéncias. Esta quantidade de exercicios indica a alta
capacidade de operacionalizacdo do conceito de integral indefinida. Isto envolve a
operacionalidade do saber e o requisito do controle social da aprendizagem, pois
além do estudante ter uma seérie de exercicios e problemas para trabalhar, o
professor também dispbe destes exercicios e problemas para avaliacdo do
estudante, gerando assim um processo de desenvolvimento de atividades e de

avaliacdo. Isto indica que o atributo Il € contemplado.

Integral Definida

Este conceito é apresentado pelo autor no capitulo 4 secédo 4.4. A

definicdo de Integral Definida € feita da seguinte maneira:

Definicdo: A Integral Definida como Limite da Somas de Riemann
Seja f uma funcédo definida em um intervalo fechado [a,b]. Para qualquer particdo de

P de [a,b], escolha os nameros ¢, arbitrariamente nos subintervalos [x, ,,x, |.
Se houver um numero | tal que

Independentemente de como P e os c, forem escolhidos, entdo f sera integravel em
[a,b], e I ser4 a integral definida de f em [a,b].

Este conceito foi apresentado como parte da teoria de Integral,
tornando-se um conceito parcial, 0 que mostra a desincretizacdo do saber. Na secéo
1.2 apresentamos como Leibniz iniciou sua caminhada para o desenvolvimento do
conceito de integral a partir da construcdo do Triangulo Caracteristico (Figura 1.1) e
de sua particdo em retangulos (Figura 1.2). Leibniz associa o conceito de integral a
soma das é&reas dos n-retangulos que comp®e o Tridangulo Caracteristico. A

é

linguagem utilizada pelo autor na apresentacdo do mesmo conceito no livro
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diferente da linguagem utilizada por Leibniz na constru¢do do conceito. Assim a
linguagem do livro se torna acessivel ao estudante e separada do contexto histérico
de onde foi concebido, porém o autor ndo faz correlacdo entre aspectos historicos
do conceito e a linguagem apresentada no Ilivro, 0 que indica uma
despersonalizacéo parcial do saber.

Os exemplos e exercicios ndo contemplam temas da atualidade,
indicando que n&o ha relagéo de pertinéncia de atualidade biologica e atualizacéo do
saber. Também ndo ha atividades sugerindo o uso de novas tecnologias o que
implica a ndo modernizacdo e articulacdo do saber. Como ndo ha mencédo a
situacBes problematicas ndo ha a presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade
moral. Assim o atributo |, adapatacdo do saber estd parcialmente contemplado no
conceito de integral definida.

Na apresentacdo da definicdo de integral definida temos a
explicitacdo do saber o que garante a publicidade do saber. O livro também traz um
esquema da integral definida para o entendimento e publicidade da notacdo

conforme a Figura 5.4.

Limite superior de infegracio . i1 £
I — & A fungdo € o integrando.
/

-, J
i

x ¢ a varidvel de integracao.

q_--_‘"‘—h\.
Sinal de integral — bt o
flx) dx

AECSh

Limite inferior de T
InleEragio Integral de fdeaab -

Ciando vocé achao

. walor da intezral, vock

calealon u iniegral

Figura 5.4 — Esquema da integral definida, p.349

No entanto, nesta secdo € apresentado apenas um exemplo sobre a
utilizacéo da notacéo de integral, para tornar o conceito compreensivel, como mostra
a Figura 5.5.

Na apresentacdo do conceito de integral definida temos garantida a
publicidade do saber. Porém séo utilizados poucos artificios para tornar o conceito
compreensivel, visto que é apresentado apenas um exemplo. Assim o atributo II,

elucidacao do saber, é parcialmente contemplado.
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Exemplo 2 U=ando a Notacao

O intervalo [—1. 3] € dividido em # subintervalos de igual comprimento
Ax = 4/n. Seja m, o ponto médie do k-ésimo subintervalo. Expresse o limite

lim E (3mE — 2o + 50 Ax

N

coma integral.

Solucdo  Como os pontos médios m, foram escolhidos a partic dos subin-
tervalos do particionamento, esta expressio € certamente um limite das
saomas de Riemann, (Os pontos escolhidos nde precisariam ser pontos
médios; poderiam ter sido escolhidos arbitrariamente a partir dos subinterva-
los). A fungiio que estd sendo integrada € f{x) = 3z — Zx + 5 ao longo do
intervalo [—1, 3]. Porianio,

il 3
lim > (3m)* — 2m; + 5) Ax = j {3z = 2x + S)dx.
" | =3

Figura 5.5 — Exemplo 2, p.350

Ao final da secdo 4.4 o autor proplOe seis exercicios para 0
estudante expressar limites como integrais, 0 que denota uma baixa
operacionalidade deste conceito, uma vez que mais exercicios poderiam explorar a
alta capacidade de operacionalizacdo deste conceito. Diante disto temos que o
atributo Ill, operacionalizacao do saber, esta parcialmente contemplado.

Area sob uma curva

A definicdo deste conceito € apresentada no capitulo 4 secao
4.4 da seguinte forma:

Definicdo: Area sob uma Curva (como uma integral Definida)
Se y= f(x) for ndo negativa e integravel em um intervalo fechado [a,b], entdo a

area sob a curva y = f(x) desde a até b sera a integral de f de a até b,

A:if(x)dx

O conceito de area sob uma curva é apresentado como parte da
teoria de Integral, sinalizando a desincretizagdo do saber. O autor ndo estabelece
relacbes com aspectos historicos do origem do conceito de Area sob uma curva,

sinalizando a despersonalizacéo parcial do saber.
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Os exercicios e exemplos nao fazem referéncias a temas da
atualidade, indicando a nédo relacdo de pertinéncia de atualidade biolégica e da
atualizacdo do saber. Também nédo h& sugestdes de utilizagdo de outros saberes,
por exemplo a utilizacdo de computador ou calculadoras gréficas, nos exercicios o
que implica na ndo modernizacdo e articulacdo do saber e na ndo relacdo de
pertinéncia moral deste saber. Com isso o atributo |, adaptacdo do saber, é
parcialmente contemplado.

Quando a definicdo do conceito de area sob a curva é apresentada
no inicio da secdo, isso indica a definicdo explicita do saber, o que garante a
publicidade do saber. Por outro lado, apenas um exemplo € citado no livro para

tornar o saber compreensivel, conforme mostra a Figura 5.6.

Exemplo 3 Areg snb a Courva flxl

Calcule

Esbogumos o regifio soba curva v = x, a = ¢ = b (Figura 4. 101}
vemos gque & wm trapézio com altura th — @) ¢ bases o e b O valor duinte-

gral & u drea desse rapézio;

- i =
Poatanto,

& i |'\.":.5F! l:]-I:
JI xdx o

€ assim por diante,
Ohserve que x°/2 ¢ uma primitiva de x-evidéncia adicional de que B
uma lgugfio entre primitives ¢ cileulode integmis.

Figura 5.6 — Exemplo 3, p. 351
Na secdo 4.5 também € abordado o conceito de area abaixo da

curva fazendo a relagcdo com o Teorema Fundamental do Calculo como mostra o

Figura 5.7.
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Figura 5.7 — Relagdo com o Teorema Fundamental do Calculo, p.363

O autor apresenta na pagina 364 do livro um quadro explicativo
mostrando 0S passos necessarios para encontrar a area total sob uma curva,

conforme mostra a Figura 5.8.

Figura 5.8 — Quadro sobre como encontrar a area total, p. 364

O autor faz a relacdo da éarea sob a curva com o Teorema
Fundamental do Calculo e também mostra um quadro com o algoritmo para o
célculo da area, o que sinaliza a preocupacdo do autor com tornar o conceito

compreensivel. A publicidade do saber e a programabilidade do saber séo
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atendidas, isto indica que o atributo Il, Elucidacdo do Saber, € contemplado neste
item.

Ao final da secdo 4.4 séo apresentados seis exercicios onde é
proposto ao estudante que faca a representacdo gréfica do integrando e use a area
para o calculo da integral. Também sdo apresentados seis exercicios para que seja
calculada a area total da regido entre uma curva dada e o eixo x na secao 4.5. Desta
forma a operacionalizacdo do saber se faz presente, contemplando a terceira
caracteristica proposta por Chevallard — operacionalidade do saber — e o requisito
controle social da aprendizagem, pois estes exercicios podem ser utilizados para o
desenvolvimento de atividades e posterior avaliacdo pelo professor. Sendo assim o

atibuto 11, operacionalizagéo do saber € contemplado.
Teorema Fundamental do Célculo

O Teorema Fundamental do Calculo é apresentado na secédo 4.5 do
capitulo 4 em duas partes. A primeira parte deste teorema € apresentada da

seguinte maneira:

Teorema 3: O Teorema fundamental do Calculo, Parte 1
Se f é continua em [a,b], entdo a fungéo

é derivavel em todo ponto x em [a,b] e

dF  d }
a—aif(t)dt—f(x)

A segunda parte do teorema € enunciada como:

Teorema 3 (continuacdo): O Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2
Se f é continua em todo ponto de [a,b],, e se F é qualquer primitiva de f em [a,b],
entao
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F(x)dx = F (b)— F(a).

D ey T

O livro coloca o Teorema Fundamental do Célculo na forma de um
topico do contetdo sobre Integrais, isto indica que had a desincretizacdo do saber.
As origens do Teorema Fundamental do Calculo estdo relacionadas com as
guestdes levantadas por Leibniz e por Newton conforme apresentamos na secéo 1.2
deste texto. Na pagina 15 deste texto mostramos uma comparacao entre as teorias
de Newton e Leibniz para o desenvolvimento do conteddo de integral. Porém, a
linguagem empregada na construcao do conceito construido por Newton e Leibniz é
diferente da empregada no livro analisado, pois no livro ha o objetivo de tornar o
conceito compreensivel para o estudante. Assim hd uma separacdo do conceito
Teorema Fundamental do Célculo de seu contexto historico para a sua textualizacéo
no livro. No entanto o autor ndo faz mencao das idéias de Newton sobre o conceito
de integral como a antiderivada e das idéias de Leibniz sobre o conceito de integral
como a area abaixo de uma curva implicando na despersonalizacdo parcial do
saber.

O exemplo nove da pagina trezentos e sessenta e quatro relaciona o
saber Teorema Fundamental do Calculo com uma aplicacdo da fisica, conforme
mostra a Figura 5.9. Neste exemplo o livro traz a resolucédo de um problema do dia a
dia utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, o que indica a relagdo de
pertinéncia biologica e atualizacdo do saber. Como o livro prop8e exercicios em cuja
resolucéo é sugerido o uso de softwares matematicos a modernizacao do saber e a
articulacdo de novos saberes sdo contempladas. A relacdo de pertinéncia moral ndo
aparece neste conceito uma vez que nao h4 indicios de situacdes probleméaticas
adequadas a nossa sociedade. Assim o atributo |, adaptacdo do saber, é
parcialmente contemplado.

Como a apresentacdo do Teorema Fundamental do Calculo esta
explicita e bem definida, a publicidade do saber é garantida. Para este conceito, 0
livro também traz a demonstracdo do teorema e trés exemplos da aplicacdo do
conceito mostrando a preocupacdo do autor em tornar o conceito compreensivel.
Como este conceito faz parte de uma sequéncia logica de apresentacdo, a
programabilidade do saber também esté garantida. Assim o atributo Il, elucidag¢éo do
saber, € contemplado.



Figura 5.9 — Exemplo 9, p. 364
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O livro sugere ao final desta secdo, trinta e dois exercicios cuja
resolucdo faz uso do Teorema Fundamental do Calculo, quatro problemas que
representam aplicacdo do conceito, dois problemas relacionando o gréfico de uma
funcdo com o Teorema Fundamental do Célculo, dez exercicios de demonstracéo,
dez exercicios em cuja resolucéo é sugerido o uso de softwares matematicos. Estes
aspectos denotam que a operacionalizacdo do saber € estimulada, uma vez que o

estudante tem a possibilidade de aplicar os conceitos em exercicios e problemas.

Método da integracdo por substituicdo

7

Este conceito é apresentado no capitulo 4 secdo 4.6, sendo

enunciado conforme mostra a Figura 5.10.

Faormula de Substituicao

surhstituicao em Integrais Definidas
A FoORMULA
" elE)

o
J flgl(x)) - g'{x)dx = J Jlu) du {1

i =

Como UsA-1a

Substitua u = g(x), du = g'(x) dxe integre desde gla) até g(h).

Figura 5.10 — Formula para o método da substituicdo, p. 368

7

A desincretizacdo do saber é contemplada uma vez que este
conceito € apresentado como uma teoria parcial da teoria de integracdo. A
despersonalizacdo deste saber € parcial, pois este conceito € separado de seu
contexto histérico e adquire uma nova linguagem para ser apresentado no livro
didatico, porém nao ha correlacéo historica apresentada pelo autor. Como o livro nédo
traz exemplos ou atividades sobre situacées problematicas, a atualizacdo do saber,
e a relacdo de pertinéncia de atualidade moral ndo s&o contempladas. O livro

também nao traz situacdes com dados atualizados ou atividades para serem feitas
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com a utilizacdo de calculadoras gréficas ou softwares matematicos, o que aponta
para a ndo modernizacdo do saber, ndo articulagdo do saber e nado relacdes de
pertinéncia de atualidade biologica. Assim o atributo | é parcialmente contemplado.

Na apresentacao da definicdo do método da substituicio ha a
definicdo explicita do saber, o que indica a publicidade do saber. No exemplo 9 da
pagina 331 o autor mostra dois caminhos diferentes para calcular uma integral por
substituicdo conforme a Figura 5.11. Estes aspectos denotam a elucidagao do saber,
atributo II.

Ao final desta secdo sdo propostos diversos exercicios, sinalizando
a preocupacao do autor com o que caracterizamos como operacionalizacdo do
saber. S&o 23 exercicios de calculo de integrais utilizando o método da substituicao,
2 exercicios de problema de valor inicial.

{alcule
J 2z dz
NET ]

Podemos usar o método da substimuicio na integracio como fer-
ramenta de exploracio: substitua a parte mais problenyitica do integrando @
vieja o gue acontece. Para esta integral. poderiamos experimentar g = =+ 1
pu-ainda arriscar & considerar o a raiz cibica inteira, Aqui estd o que acon-
ace em cada caso.

Substitua i = % + |,

2rde- [ i
T — e}
A A i

-
=
i
=
-
=
=
=

T
- li
=',-:zr' e O
. it o
= - 1h QS
='1-E i o

- n L ]
Substitwan =%z + 1.

" D ["’-u? el

1 11}

1.\"' el | 5

=3 II If i

Lad

Figura 5.11 — Exemplo 9, p. 331
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Método da integracdo por partes

Na seg¢ao 7.2 o autor introduz o conceito mostrando exemplos de
integral que ndo podem ser calculadas pelos métodos anteriores. Na seqiiéncia o
autor enuncia o método da integracao por partes conforme mostra a Figura 5.12.

A desincretizacdo do saber é contemplada uma vez que este
conceito € apresentado como uma teoria parcial da teoria de integracdo. A
despersonalizacdo deste saber € parcial uma vez que a apresentacdo deste
conceito esta separada de seu contexto histérico e adquire uma nova linguagem
para ser apresentado no livro didatico, mas a sua relacdo com a historica ndo é
apresentada. Como o livro ndo traz exemplos ou atividades sobre situagbes
problematicas, a atualizacdo do saber, e a relacdo de pertinéncia de atualidade
moral ndo sao contempladas. O livro também nao traz situacdes com dados
atualizados ou atividades para serem feitas com a utilizacdo de calculadoras graficas
ou softwares mateméticos, o que aponta para a ndo modernizacdo do saber, nao
articulacdo do saber e nao relacdes de pertinéncia de atualidade bioldgica. Assim o
atributo | é parcialmente contemplado.

Na apresentacdo da definicAo do método da substituicdo ha a
definicdo explicita do saber, o que indica a publicidade do saber. Na Figura 5.13 o
autor apresenta um quadro sugerindo “Quando e como usar a Integracao por partes”
e na seqUéncia apresenta varios exemplos de calculo de integrais utilizando o
método de integracdo por partes. Isto mostra a preocupacdo do autor em tornar o
conceito compreensivel, assim estes aspectos denotam a elucidacdo do saber,
atributo II.

Ao final desta secdo, o autor propde uma série de exercicios cuja
resolucdo envolverd o método de integracdo por partes. Sdo 34 exercicios para o
calculo de integrais utilizando o método da integracdo por partes, 8 exercicios
relacionado area, volume, valor médio e o método da integracdo por partes, 4
exercicios para estabelecer a formula de reducdo, 2 exercicios para a obtencéo e
calculo de funcdes inversas a partir do método da integracdo por partes. Estes
aspectos denotam a capacidade de operacionalizacdo do saber integracdo por
partes, uma vez que o estudante tera a oportunidade de trabalhar com este conceito

de maneiras diferentes.



Figura 5.12 — Introdu¢&o do método da integragéo por partes, p. 525
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Figura 5.13 — Quando e como usar a integragdo por partes, p. 526

Método da integracao por fragcfes parciais

O autor inicia a sec¢do 7.3 apresentando um problema de modelo
populacional para introduzir o conceito conforme a Figura 5.14. Como este problema
€ atual, isto aponta para a atualizacdo do saber e a relacdo de pertinéncia de
atualidade biologica.

Uma vez que ndo ha indicios de exemplos ou exercicios que fagcam
relacdo com outros saberes, ndo ha a modernizacdo e articulacdo dos saberes. O
autor também ndo apresenta situacdes problematicas com temas pertinentes a

sociedade o que implica na ndo relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Estes
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aspectos denotam que a adaptacdo do saber ndo é totalmente contemplada no
método das fra¢des parciais.

Figura 5.14 — Introdug¢@o ao método das FracOes Parciais, p. 532

O autor faz uma descricdo geral do método da integracdo por

fracOes parciais, conforme mostra a Figura 5.15.

Figura 5.15 — Descri¢do Geral do Método, p. 533
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Na apresentacdo da descricdo geral do método de integracdo por
fracOes parciais, conforme a Figura 5.15, h4 a definicdo explicita do saber, o que
indica a publicidade do saber. Na sequéncia o autor apresenta 10 exemplos de
calculo de integrais utilizando o método de Fragdes Parciais. O autor mostra na
pagina 534 um quadro, conforme a Figura 5.16, onde é apresentado um algoritmo
f(x)
W.

apresentados pelo autor mostram sua preocupacdo em tornar 0 conceito

de resolucdo para fragcbes do tipo Este quadro e mais os exemplos

compreensivel. Estes aspectos somados a programabilidade e a publicidade do
saber resultam na elucidacéo do saber.

Ao final da secdo sdo propostos 40 exercicios para o célculo de
integrais utilizando o método de fragBes parciais, 8 problemas de valores iniciais, 3
problemas envolvendo aplicagbes do método de Fracbes Parciais. Assim a
operacionalizacdo do saber é estimulada. Porém néo sdo propostas situacdes
problematicas, assim o0 estudante ndo € estimulado para a resolucdo deste tipo de

problemas, aprendendo a calcular integrais que sdo propostas de maneira explicita.

neétodo de Fracoes Parciais (F(x)/glx) Propria)

Passo 1: Seja x — rum fator linear de g{x). Suponha que (x — r)" seja
a maior poténcia de v — » que divide g(x). Entio, atribua a csse fator a
soma de m fragbes parciais:

_R.Jl.t T 4: = iy —A*‘" )

= — (x —r)"

Faga isso para cada fator linear distinto de glx).

Passo 2: Seja x° + px + g um fator quadritico de gi{x). Suponha que
(x* + px + g)" seja a maior poténcia desse fator que divide glx)
Entio. atribua a esse fator a soma de n fraghes parciais:
?:_‘. -+ Cl + 1-‘?2.1. s c; wdipitn e 1Bﬂ't + C:I :
' Fpxtqg  (x+px+gr " +ipx+ g)f

Faga isse para cada fator quadrdtico distinto de g(x) que nio pode ser
decomposto como produto de fatores lineares com coeficientes reais.

Passo 2: Iguale a fracio onginal fx)elx) 4 soma de (odas essas fraches
pirciais. Elimine as fragtes da equagio resultante e organize os ter-
mos e poténcias decrescentes de o

Passo 4: Iguale os coeficientes das poténcias cormespondentes de x e re-
solva o sistema de equagtes obtido desse modo para encontrar o5 coe-
ficientes indeterminados,

Figura 5.16 — Método de Fracdes Parciais, p. 534
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5.2.1.2 Livro B: Um Curso de Célculo

A obra Um Curso de Calculo de Hamilton Guidorizzi é composta por
trés volumes. O primeiro volume apresenta os conteudos de numero reais, funcoes
de uma variavel, limites, derivadas e integrais. O segundo volume apresenta
conteudos sobre equacgdes diferenciais, funcéo de vérias variaveis, limites, derivadas
parciais e estudo de maximos e minimos. O terceiro volume apresenta conteldos
sobre integrais no RN e aplicacdes. Como estamos interessados em integrais de
funcbes de uma variavel analisamos o volume |. Este volume estd na 42 edigédo
referente ao ano de 2000. Este livro foi escolhido também por ser um dos mais
citados nas bibliografias dos conteudos programaticos das disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral.

Como no Livro A, nossa andlise é feita nos capitulos e sec¢des do
livro que apresentam o0s conceitos: Integrais Indefinidas, Integrais Definidas,
Teorema Fundamental do Calculo, Area abaixo da curva, Método da substituicao,
Integracdo por partes, Integracdo por fracdes parciais. Os capitulos onde se
encontram estes conceitos sdo: o capitulo 10 intitulado “Primitivas”, capitulo 11
intitulado “Integral de Riemann” e capitulo 12 intitulado “Técnicas de primitivacao”.

Integral Indefinida

Iniciamos nossa analise no Capitulo 10 cujo titulo é Primitivas. Na
secdo 10.1 — Relacéo entre funcdes com derivadas iguais — € retomado o conceito
de derivada em funcdes constantes e o Teorema do valor médio, assim o autor faz a

apresentacao do teorema introduzindo o texto:

Ja sabemos que a derivada de uma funcdo constante é zero. Entretanto, uma
funcdo pode ter derivada zero em todos os pontos de seu dominio e ndo ser
constante; por exemplo

f(x)=

1se x>0
-1 se x<0
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Teorema: Seja f continua no intervalo I. Se f'(x)=0 em todo x interior a I, entdo
existird uma constante k tal que f(x)=k paratodo x em I.

A seguir enuncia um corolario que diz respeito as funcdes que tém a

mesma derivada:

Corolario. Sejam f e g continuas no intervalo 1. Se f'(x)= g'(x) em todo x interior a I,
entdo existirh uma constante k tal que

para todo x em |I.

Na sequéncia séo trabalhados cinco exemplos onde € determinada,
a partir da derivada dada, a funcdo que a originou. Dois exemplos séo de calculo de
primitivas e trés sdo de demonstracdo. O Exemplo 2 apresenta o célculo da primitiva

de uma fungdo conforme mostra a Figura 5.17.

EXEMPLO 2. Determine v = fix), x € IR, tal gue
4 =y e fiM=2.
dx

Senlugdo

— =y =y = k&', kconstanle.

Assim, o f procurada € da forma f(x) = ke, com k constante. A condigio £(0) = 2 nos

permite determinar o constante &, De fato, de f(x) = ke’ segue f(0) = ke, ponanto, & = 2.
A fungEn yue sutisfaz o problema dado &, eptao, ix) = 2e Qu seja, v =2 e

Consideremis, agora, & funcio Fix) = ™", & constante. Temos £ (X1 = ae™", ou seja,
' 0xh = o fix). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercicio 1) que as i
cas Tungoes gue satisfazem a equacan " () = afix), x € IR e o constante, sfio as funghes
da forma [ (x) = ke™', k constante, Ou seja, sendo a constante, tem-se

Wy
il

iy ey = ke 0k eonstanie

ix) o [x) &= LX) ek constante

Figura 5.17 — Exemplo 2, p. 286
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Depois dos exemplos o0 autor propde catorze exercicios dos quais
cinco sao de célculo de primitivas, oito de demonstracdo e um problema. Como ha
esta introdugdo de primitivas antes de apresentar o conceito de integral indefinida,
isto caracteriza a preocupacao do autor em tornar o conceito compreensivel.

Na secdo 10.2 o autor apresenta a definicdo do conceito de primitiva

de uma funcao:

Seja f uma funcédo definida num intervalo I. Uma primitiva de f em | é uma funcéo F

definida em I tal que

para todo x em I.

O autor mostra dois exemplos para a compreensao do conceito de
primitivas e na sequéncia faz a apresentacéo da definicdo de integral indefinida:

Sendo F uma primitiva de f em I, entdo para toda constante k, F(x)+k €&, também,

primitiva de f. Por outro lado, como vimos na secao anterior, se duas funcdes tem
derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante.
Segue que as primitivas de f em | sdo funcdes da forma F(x)+k, com k constante.

Diremos , entdo, que

y = F(x)+k, k constante,

E a familia de primitivas de f em I. A notacéo J. f(x) dx sera usada para representar
a familia de primitivas de f:

Na notagéo jf(x) dx a funcéo f denomina-se integrando. Uma primitiva de f sera,

também denominada uma integral indefinida de f. E comum referir-se a If(x) dx
como a integral indefinida de f.

Na sequéncia sdo apresentados 15 exemplos de calculo de
primitivas de uma funcdo. Isto mostra a preocupacdo do autor em fornecer pre-
requisitos para a introdu¢do do novo conceito, tornando assim 0 conceito

compreensivel.
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O conceito de integral indefinida € apresentado no livro como uma
teoria parcial da teoria de integracdo, caracterizando assim a desincretizacdo do
saber. Como este conceito apresenta-se separado do contexto historico o qual foi
concebido, e sua linguagem difere da empregada por Newton e Leibniz na
construcdo do conceito de integral descritos na secao 1.2 deste texto, temos um
indicativo da despersonalizacdo do saber. Porém, o autor ndo faz relacdo com o
contexto histérico no qual o conceito de integral foi construido, assim a
despersonalizacdo do saber € parcial. O autor ndo apresenta situacdes
problematicas atuais, o que implica na néo atualizacdo do saber e na nao relacao
pertinéncia de atualidade biolégica. Na falta destas situacGes problematicas também
ndo ha a presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral, pois se ndo ha
aplicacdo dos conceitos em temas atuais ndo ha como verificar sua adequacéo a
sociedade. Como o autor ndo apresenta integracdo do conceito com novos saberes
ficam descaracterizadas a modernizacdo e articulagdo de novos saberes. Diante
destes aspectos, a adaptacdo dos saberes ndo esta totalmente presente.

Quando o autor faz a apresentagdo da definicdo de integral
indefinida h&a a definicdo explicita do saber, o que caracteriza a publicidade do saber.
O autor apresenta quinze exemplos do emprego do conceito de integral indefinida, o
que mostra sua preocupacdo em tornar o conceito compreensivel. Assim temos
caracterizada a elucidacéo do saber.

Ao final da secdo séo propostos quarenta e cinco exercicios para a
determinacao de primitivas, vinte e um exercicios de valor inicial, trés problemas de
calculo de integrais em aplicacdes de conceitos da Fisica. Estes aspectos apontam
para a operacionalizagdo do saber, visto que é disponibilizado ao estudante uma

série de exercicios para o céalculo da integral indefinida.

Integral Definida

A apresentacdo deste conceito € feita no capitulo 11 sec¢do 11.3. O

conceito de integral definida é apresentado como:
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Sejam f uma fung&o definida em [a,b] e L um namero real. Dizemos que Z f(c, )Ax,
i=1
tende a L, quando maxAx, — 0, e escrevemos

n

lim > fle)ax =L

maxAx; -0 i=1

Se para todo ¢>0 dado, existir um . | que s6 depende de & mas néo da
particular escolha dos c,, tal que

n

> f(c)Ax —L

i=1

<&

Para toda particdo P de [a,b], com maxAx, <§5.
Tal numero L, que quando existe é unico denomina-se integral (de Riemann) de f em

[a,b] e indica-se jf(x) dx. Entélo, por definig&o,
b

j‘f(x) X="im Zn: f(c;)AX -

b maxAx; =0 i=1

Se If(x) dx existe, entdo diremos que f é integravel (segundo Riemann) em [a,b]. E
b

comum referirmo-nos a jf(x) dx como integral definida de f em [a,b].
b

O conceito de integral definida é apresentado no livro como uma
teoria parcial da teoria de integracéo, caracterizando assim, a desincretizacdo do
saber. Este conceito também apresenta separado do contexto historico o qual foi
concebido, e sua linguagem difere da empregada por Newton e Leibniz na
construcdo do conceito de integral descritos na secdo 1.2 deste texto. Temos no
contexto historico (secdol.2 deste texto) o desenvolvimento do conceito de integral
feito por Leibniz utilizando a particdo em retdngulos do Triangulo Caracteristico
(Figura 1.1), porém ndo ha mencéao no livro das idéias de Leibniz sobre a construcao
do conceito de integral, indicando que a despersonalizacdo do saber é parcial. Como
no conceito de integral indefinida, o autor ndo apresenta situagdes probleméticas
atuais, o que implica na nao atualizacdo do saber e na nao relacao pertinéncia de

atualidade biologica. Na falta destas situacdes problematicas também ndo ha a
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presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral, pois se ndo ha aplicacao
dos conceitos em temas atuais ndo ha como verificar sua adequacao a sociedade.
Como o autor ndo apresenta integragdo do conceito com novos saberes também
ficam descaracterizadas a modernizacdo e articulagdo de novos saberes. Diante
destes aspectos, a adaptacdo dos saberes ndo esta totalmente presente.

Como a definicdo da integral definida é apresentada pelo autor,
explicitando este conceito, temos garantida a publicidade do saber.

Na sequiéncia é apresentado o Teorema Fundamental do Célculo e 7
exemplos relacionando o conceito de integral definida e o Teorema Fundamental do
Célculo, para tornar o conceito compreensivel conforme € apresentado exemplo 1 da
pagina 306 na Figura 5.18. Assim a elucidacao do saber aparece de forma completa

neste conceito.

EXEMPLO 1, Caleule | x°

J
Sl ||'|-|'| tl

o

1 .
Fix) = v 8w primativacde S = o e ¢ continna em [ 1, 2], assim

L3 | e

0oL Seja,

Figura 5.18 — Exemplo 1, p. 306

No final da se¢éo sédo propostos 60 exercicios cuja resolucao faz uso
do conceito de integral definida, estimulando a operacionalizacdo do saber. No
entanto, nado ha situacdes problematicas entre as atividades sugeridas,
comprometendo em parte a operacionalizacdo. Logo, a operacionalizacdo do saber

é parcialmente contemplada.
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Teorema Fundamental do Célculo

Para a apresentacdo do Teorema Fundamental do Célculo partindo

a n
da definicdo de integral utilizando o limite If( Jdx="lim Zf ¢;)Ax, e o Teorema do
b

maxAx —0i=1

Valor Médio seguindo com a demonstracéo e concluindo o Teorema Fundamental do

Céalculo apresentando-o da seguinte forma:

1° Teorema Fundamental do Céalculo

Se f for integravel em [a,b] e se F for uma primitiva de f em [a,b], entdo

O Teorema Fundamental do Calculo é apresentado no livro como
uma teoria parcial da teoria de integracdo, caracterizando assim a desincretizacao
do saber. Este conceito também apresenta-se separado do contexto histérico o qual
foi concebido, e sua linguagem difere da empregada por Newton e Leibniz na
construcdo do conceito de integral descritos na se¢édo 1.2. Na pagina 15 desse texto
mostramos um quadro comparativo entre as teorias de Newton e Leibniz para o
desenvolvimento do conteudo de integral e as principais diferencas entre os pontos
de vista de cada cientista. Assim ha uma separacdo do conceito Teorema
Fundamental do Calculo de seu contexto historico para a sua textualizag&o no livro,
porém o autor ndo traz relacdo com o contexto historico, caracterizando assim a
despersonalizacéo parcial do saber.

Novamente o autor ndo apresenta situaces probleméaticas atuais, o
que implica na ndo atualizacdo do saber e na nao relacéo pertinéncia de atualidade
biolégica. Como consequiéncia também nao ha a presenca da relacao de pertinéncia
de atualidade moral. Como o autor ndo apresenta integracdo do conceito com novos
saberes também ficam descaracterizadas a modernizagdo e articulagdo de novos
saberes. Diante destes aspectos, a adaptacdo dos saberes ndo estd totalmente

presente.
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Como a definicdo do Teorema Fundamental do Célculo é explicita e
bem definida, temos garantida a publicidade do saber.

Os exercicios propostos pelo autor para a aplicagdo do teorema
Fundamental do Calculo sdo os mesmos sugeridos na aplicacdo do conceito de
integral definida. Como né&o ha sugestdes de situacbes problematicas, somente
exercicios cuja resolucéo é de aplicacéo direta do Teorema Fundamental do Calculo,

temos que a operacionaliza¢do do saber € parcialmente contemplada.

Area sob a curva
Este conceito € introduzido na secdo 11.6. O autor faz a
apresentacao do conceito levantando a questdo de como obter a area sob uma

curva conforme mostra a Figura 5.19 e a Figura 5.20.

Seja feontinua em [ a, b, com f(x) = (em [a, b]. Estamos interessados em definir a dreg
do conjunto A do plano limitado pelas retas x = g, x = b, v = (e pelo grafico de y = fix}).
A
\/\l‘r_/
A
] (&)
Seja, entdo, P a = 5y < 1y = x4 < ., x, = buma partig@o de [, b e sejam el
em [, - g, ] tais gue (€, ) & o valor minimo e /(&) o valor médximo de fem [x; _ , 2]

Figura 5.19 — Area sob a curva, p. 310
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1]
Lima boa definigio para drea oe A deverd implicar gue & somi de Kiemann 2 {5 ) Ax;
Fi ; I
g.-_-iﬂ LTI ,'JI'IIIJ|:!_]I|:|HI:'.',:].I| L fadter da areade A ¢ fue l J Loy DA SEJE L ARTOXLIMEACAn por
eReEs0, 180 ¢ .

n i
¥ fFlo ) = dreg A = L [lep)Ax;

] | i 1

. A

o

f]'
Comeas somas de Riemann mencionadas endem o .I- flx) ey, quandn mix -_"‘._:,r —s ),
)

fada mals natural do que definir a drea de A por

|Ir
frea A I ix) dx,

F)

Dra mesma forma define-se drea de A no caso em gue fé uma fungio integrivel gualguer,
com f{x) = 0emla, bl

Figura 5.20 — definicdo do conceito area sob a curva, p. 311

O conceito de area sob a curva é apresentado no livro como uma
teoria parcial da teoria de integracdo, caracterizando assim a desincretizacao do
saber. A linguagem empregada na construcdo do conceito construido por Newton e
Leibniz é diferente da empregada no livro analisado, pois no livro ha o objetivo de
tornar o conceito compreensivel para o estudante. Assim, ha uma separacdo do
conceito Teorema Fundamental do Calculo de seu contexto histérico para a sua
textualizacao no livro, porém, ndo ha relacdo com o contexto histérico, implicando na
despersonalizacéo parcial do saber.

O autor ndo apresenta situagdes problematicas atuais nos exemplos
€ nem nos exercicios propostos, o que implica na ndo atualizacdo do saber e na nao
relacdo pertinéncia de atualidade biolégica. Como conseqUéncia também ndo ha a
presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Como o autor nao

apresenta integragdo do conceito com novos saberes também ficam
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descaracterizadas a modernizacdo e articulagdo de novos saberes. Diante destes
aspectos, a adaptacdo dos saberes ndo esta totalmente presente.

A definicdo do conceito de area sob a curva € explicita e bem
definida, temos garantida a publicidade do saber. Para tornar o conceito
compreensivel sdo apresentados 6 exemplos de variadas situacdes para a obtencdo
da area sob a curva. O exemplo 7 relaciona a area abaixo da curva com a
velocidade e deslocamento de uma particula como mostra a Figura 5.21. Assim,

temos presente a elucidagéao do saber.

Figura 5.21 — Relacao entre area, deslocamento e espaco percorrido, exemplo 7 p.315
e 316



94

Ao final da secdo sdo propostos pelo autor vinte e seis exercicios
cuja resolucdo faz uso do conceito de area abaixo da curva. Ndo ha situacbes
problematicas sugeridas pelo autor, consideramos entdo que a operacionalidade do
saber € parcialmente contemplada.

Método da integracdo por substituicdo

Na secdo 11.7, o autor apresenta o método da integracdo por

substituicdo de variaveis como mudanca de variavel na Integral. O conceito é

introduzido por meio de um teorema e em seguida é feita sua demonstracgao.

Teorema. Seja f continua num intervalo | e sejam a e b dois reais quaisquer
em |. seja g:[c,d]>1 com g’ continua em [c,d], tal que g(c)=a e
g(d)=b. Nestas condi¢cdes

Depois de demonstrar o teorema o0 autor coloca um quadro
resumindo o algoritmo necessario para a resolucdo de uma integral utilizando o

método da substituicdo de variadveis, conforme mostra a Figura 5.22.

b
flx)de=2

o
x=glu):dx=g'(u) du

x=a su=condegicl=a
x=b u=dondeg(d)=b

b o
CSdy= [ f (g ) ¢/ du

Figura 5.22 — Algoritmo para a resolucdo de uma integral utilizando o

método da substituicdo de variaveis, p.318.
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Para tornar o conceito compreensivel é proposto o célculo da
integral e a substituicdo dos limites de integracdo em fungcédo da nova variavel. Para
aplicar o conceito séo feitos 8 exemplos de célculo de integrais utilizando a mudanca
de variavel. No exemplo 1 é feito o calculo e a representacdo grafica do que seria o

calculo desta integral conforme mostra a Figura 5.23.

EXEMPLO 1. Calcule J txr— 1
Sealieciie

Facamos x — 1 H, O SEjd, X [TRE =t

o+ pde=fa+ 1) duoon de = di

f | |

Figura 5.23 — Exemplol, p. 318

Na pagina 320 o autor chama a atencdo do leitor, pois com
pequenos ajustes na variavel podemos utilizar o método da substituicdo de variaveis,
conforme mostra a Figura 5.24. Neste texto o autor demonstra sua preocupacao em
tornar o conceito compreensivel.

Na secdo 12.4 é feita novamente mencdo ao método da substituicdo
de variaveis, mas desta vez o autor apresenta a necessidade da mudanca dos
limites de integracdo para o calculo da integral. Vejamos a definicdo conforme a
Figura 5.25.



Figura 5.24 — Ajuste na variavel, p. 320

Figura 5.25 — Definicdo de mudanca de variavel, p. 361 e 362.




97

Para exemplificar a aplicacdo do calculo de integrais utilizando a
mudanca de variavel proposta pelo autor, sdo apresentados 8 exemplos, para tornar

o saber compreensivel, como mostra o exemplo 1, na Figura 5.26.

EXEMPLO 1. Calcule '- oy ey Y

Sl

r+l=nwesr=u—l;dv=duile’iu)=1)
5 =
! S R "|—|".-—|l' I a J = il lig= du=
o &
= 2 -
_F | .,."'- !'.' I
- = = - =
-|':|-'-3:4-—:J--e.":1—-_——2?——_——I=
5 3
] 5 b
2 - -
=] m— i ]
4
= = 1 - r
= - _—— T 1F = - - L
= e -
- L
o | i
| i
Dibservacao. A mudanca x + | N {1, também & mberessanta: veja gue T
AANCA SR 2 rale do .i|||."_".||'.l':'.! I ] T __';:’n.._'_Jll--\. _:q_!-\."I_'.:i 10 et miucs 100

Figura 5.26 — Exemplo 1, p. 362.

A definicdo do método da substituicdo de varidveis é explicita tanto
na definicdo apresentada pelo autor na secdo 11.7, como na apresentacao da sec¢ao
12.4, permitindo assim a publicidade do saber. Para tornar o conceito compreensivel
0 autor apresenta exemplos e algoritmos de resolucdo conforme € mostrado nas
Figuras 5.22, 5.23, 5.24, 5.25 e 5.26. Estes aspectos demonstram a elucidagcéo do
saber.

Este método também é apresentado pelo autor como parte da teoria
de integracdo assim temos a desincretizacdo do saber. A linguagem empregada na
apresentacao deste conceito pelo autor € direcionada ao estudante, pois no livro hi
0 objetivo de tornar o conceito compreensivel. Nota-se a separa¢do do conceito do



98

contexto histérico no qual foi construido, mas ndo ha correlagdo com o contexto
histérico, portanto a despersonalizacéo do saber € parcial.

O autor ndo apresenta situacdes problematicas atuais nos exemplos
€ nem nos exercicios propostos, o que implica na ndo atualizacdo do saber e na nao
relacdo pertinéncia de atualidade biolégica. Como conseqUéncia também ndo ha a
presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Como o autor nao
apresenta integragdo do conceito com novos saberes também ficam
descaracterizadas a modernizagao e articulacdo de novos saberes. Diante destes
aspectos, a adaptacao dos saberes néo esta totalmente presente.

Ao final da secdo 11.7 sdo propostos quarenta e nove exercicios
cuja resolucao faz uso do método de substituicdo de variaveis e sete exercicios de
demonstracdo. Ao final da secéo 12.4 o autor propde para resolucdo cinquenta e
seis exercicios de calculo de integrais utilizando o método da substituicdo. Nestas
atividades ndo ha situacdes problematicas sugeridas pelo autor, consideramos entao

gue a operacionalidade do saber é parcialmente contemplada.

Método da integracdo por partes

Na secao 12.3, o autor introduz o método da integracao por partes
fazendo relacdo com a formula da derivacdo de um produto de funcbes, como
mostra a Figura 5.27.

Na seqUéncia o autor apresenta seis exemplos de resolugcédo de
integrais pelo método da integracdo por partes em integrais indefinidas, conforme

mostra a Figura 5.28, para tornar o conceito compreensivel.



Figura 5.28 — Exemplo 1, p. 355
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Na pagina 358, 0 autor mostra que 0 mesmo processo que se usa
no célculo de integrais indefinidas utilizando o método da integracdo por partes,
também é usado para a integracdo de integrais definidas, conforme mostra a Figura
5.29.

Vejamos, agora, como fica a regra de integracio por partes na integral definida (integral
de Riemiann}, Sejam, entio, e g duas fungbes com derivadas continuas em [ ¢, & |; vamos
:'l.'l.l"'u ar I'.]Ijl.‘I

Ay . {13
Fix) g {xyde i' Flx) el 3: = [ Frixyeix)dd
£ |

D fade, de
fixig “{x) [ fixe(xy | iy einiem [ a b

SR

L T 15
J Fixy e'ix) ey J | Flayaiayl o J I xy el x)y olx

OHISEA,

wh
J Fixyettx) dx = Jrx) gix) |:: | Frexregix) dy
if = = of

Figura 5.29 — Integracéo por partes em integrais definidas, p. 358

Para ilustrar o método da integracdo por partes e torna-lo
compreensivel, o autor apresenta dois exemplos. O exemplo 7 mostra o célculo de
uma integral definida pelo método da integracdo por partes conforme mostra a
Figura 5.30.

A apresentacdo da definicAo do método da integracao por partes é
explicita, sendo assim a publicidade do saber é garantida. Para tornar o conceito
compreensivel o autor apresenta exemplos do método conforme é mostrado nas
Figuras 5.28 e 5.30. Estes aspectos demonstram a elucidagéo do saber.

Este método também é apresentado pelo autor como parte da teoria
de integracao, assim, temos a desincretizacdo do saber. A linguagem empregada na
apresentacao deste conceito pelo autor é direcionada ao estudante, pois no livro ha

0 objetivo de tornar o conceito compreensivel. Nota-se a separa¢do do conceito do
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contexto historico no qual foi construido e sua nao relacdo com o contexto histérico

no qual esta inserido, denotando a despersonalizacao parcial do saber.

EXEMPLO 7. Calcule j v In x d.

i

Soficdo

1 i
J rinxde=]{Fix) ;;'E_U]'j - J Fiiereix)de
1 1

. il ') .
1 J SoEg I—-:.!'.'.'
LRt =y

£ f
i o
= '_E-lnr_z—[l x o

1 =27
e |:—-|
i v

=
In x

2

=

|
-

| *]

Assim,

']
J Xolnx ply =
I

ol | =

U seja,
! (A
_tJnxrh'-—-?f* Int—
| i

Figura 5.30 — Exemplo 7, p 359

O autor ndo apresenta situacdes problematicas atuais nos exemplos
€ nem nos exercicios propostos, o que implica na ndo atualizacdo do saber e na nao
relacdo pertinéncia de atualidade biolégica. Como conseqiéncia também ndo ha a
presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Como o autor néo
apresenta integragdo do conceito com novos saberes também ficam
descaracterizadas a modernizagdo e articulacdo de novos saberes. Diante destes
aspectos, a adaptacao dos saberes néo esta totalmente presente.

Ao final da secéo 12.3 sdo propostos 24 exercicios para o calculo de
integrais cuja resolugcéo se faz com o uso do método da integracdo por partes, e 13
exercicios de demonstracédo envolvendo o método da integracdo por partes. Nestas
atividades ndo ha situacdes problematicas sugeridas pelo autor, consideramos entao

gue a operacionalidade do saber é parcialmente contemplada.
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Método da integracdo por fragdes parciais

O método da integracdo por fracdes parciais é apresentado em trés
secbes do Capitulo 12 deste livro. O autor separou conjuntos de integrais que
sdo resolvidas utilizando os mesmos artificios. Na secdo 125 o autor

apresenta o método de integracdo por fracdes para integrais indefinidas do tipo
P(x)
(x—a)x-p5)

dx, enunciando primeiramente o teorema:

Teorema: Sejam «, £, m e n reais dados, com « # . Entdo existem constantes A e

B tais que

a) mx+n _ A N B .
(x—a)(x-B) x-a x-p
mx+n A B

b) = +

(x-a) x-a (x-af
Na seqUéncia faz a demonstracdo deste teorema e apresenta o

método de resolucdo de integrais do tipo idx, conforme mostra a

(x—a)x-5)

Figura 5.31.

Vejamos, agora, como calcular

= =] =
J LRI dy, com o+ B
(= @)= 5]

ande P (x) € um polindmio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau-do denomina-
dor (gran de P < 2) pelo item {a) do leorema

Pix e B
X =) {x— 1) Xo— bR
&, assim,

- f"{
J e dx=Alnlx—al+Bhlx—Bl+k

(X —orix — &)
e o g gle o o on gl ao do denominadar, precisamos antes Yextrairos inteiros™,

it Rix
- ) {."E‘:' i __{_P_
L == o) (=3 {x = alir — 4]

oitnede 02 (e B G adbo, respociivamente, o quociente e o resto da divisio de P () por i — a)ix — &
Chvieryve gue o gran de B & estritamente menor gue o grau do denominador,

MNiler e evteca: vooe S0 pode aplicar o resultodos do eorema anterior cquando o grau do
numerador for estritiimente menor que o do denominador, Se o gran do mumerador for m-

or o igusl ao do denominaor, primeirs Cexiri os nieiros”,

Figura 5.31 — Método de fragbes parciais, p.371 e 372
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A apresentacao da demonstracdo do teorema e 0s 4 exemplos que 0

autor desenvolve, caracterizam o tornar o saber compreensivel. Vejamos o exemplo
1 na Figura 5.32.

[ x4 3

EXEMPLO 1. Caleule | =5 =53 %

Y l,"u.;"[i': |
2 o |
M=+ 2=y = 1)(c—2)
O grau do numerador ¢ menor que o do denominador. Pelo item {a) do teorema. existem

constanies A ¢ B s que

e D, L

¥ —3r+2 x—1 =x-2
Ji sabemos que A ¢ B existem: o problema é calculd-los, Para odo x, devemes ter
e Acke = 2y B fei= Y
Fazendo x = 1
d=A4(1—2)youd=—4,
Fazendox = 2

5=8(2=-11ouB=35,

Assim,

=+ 3 - i
|+ -'--rn=j_“_r{.-1' 2 _agv=—dlnlx—11+Snle~21+%
o= g 4D r—1 K=-2

L 5E]d,

] 1
j =3 Ao di=—4Inlx=1U+%5Inls - 21+ &
Ix+ 2

-

Figura 5.32 — Exemplol, p. 372

Na secdo 12.6 o autor apresenta primitivas de funcdes racionais com
denominadores do tipo (x—a)x - 8)x—y). Para introduzir o método o autor enuncia

o teorema conforme mostra a Figura 5.33. Para o calculo deste tipo de integral,

utilizando o método de fracdes parciais, sdo apresentados apenas dois exemplos,

como mostra a Figura 5.34.
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Figura 5.33 — Teorema, p.375

Figura 5.34 — Exemplo 2, p. 376 e 377
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Na secdo 12.7 sao apresentadas primitivas de funcbes racionais
cujos denominadores apresentam fatores irredutiveis do 2° grau. Nesta secdo a
apresentacao da resolucéo do célculo de integrais deste tipo se faz diretamente por

meio de um exemplo, conforme mostra a Figura 5.35:

EXEMPLO 1. Caleule I R — i,

Kol

Primeiro vamos escrever o denominador come soma de guadrados:
2 ; 2
e ) ol Sl T e o L R R S ) T S
Assim,

¢ o 2x 41
J’ .FE'. i o J x+1 ol
e e L (A1)

Fagamos, agors, o mudianca de varidvel

u o o (TR E'

I b 3 1
j qEI‘ ks il j A R S el J d = il I 5 i
- ¥ A I+ - | = e

In (1 + 4*) are g w -k &

ol Seja,
4 ']_1 als | 4 :
J T pe=h*+tL+D-acigr+ Dtk
e il ol
Figura 5.35 — Resolucdo de integrais que apresentam fatores

irredutiveis do 2° grau pelo método de fracBes
parciais, p.379 e 380

Na sequéncia é apresentado outro exemplo, e s6 entdo € introduzido

o teorema para o calculo de integrais do tipo P(ZX) dx e feita sua
(x—a)ax? +bx +c)

demonstracao, conforme apresenta a Figura 5.36. Na seqiéncia o autor apresenta

apenas mais um exemplo para a resolucéo deste tipo de integral.



106

Teorema. Scjam m, n, p. a, b, ¢ ¢ a nimeros reais dados tais que A = .f;z - dae =
0. Entdo existem constantes A, B, [D tais que

mx= + nx + p _ 4 . Bx+D
—

7 o] ; e J =
(=g ux=+ B +c) ¥~ o=t hitce

Figura 5.36 — Teorema, p. 381

A apresentacdo da definicdo do método da integragdo por partes
ndo é explicita, sendo assim a publicidade do saber ndo é garantida. Para tornar o
conceito compreensivel o autor apresenta poucos exemplos do método, dificultando
o tornar o conceito compreensivel. Estes aspectos demonstram que a elucidagcéao do
saber é parcial para o método de fracGes parciais.

Este método também é apresentado pelo autor como parte da teoria
de integracéo caracterizando a desincretizacdo do saber. A linguagem empregada
na apresentacdo deste conceito pelo autor € extremamente técnica, valorizando a
mecanizacdo do conceito. Ndo h& mencdo a respeito do contexto historico,
indicando que a despersonaliza¢do do saber ndo é totalmente contemplada.

O autor ndo apresenta situacdes problematicas atuais nos exemplos
€ nem nos exercicios propostos, o que implica na ndo atualizacédo do saber e na nado
relacdo pertinéncia de atualidade biolégica. Como conseqiéncia também ndo ha a
presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Como o autor nao
apresenta integracdo do conceito com novos saberes também ficam
descaracterizadas a modernizacao e articulacdo de novos saberes. Diante destes
aspectos, a adaptacao dos saberes néo esta totalmente presente.

Ao final da secdo 12.5 séo propostos 16 exercicios para o célculo de
integrais por meio de fracdes parciais. Ao final da se¢do 12.6 sado propostos 16
exercicios para o calculo de integrais por meio de fracées parciais. Ao final da secéo
12.7, é proposta a resolucdo de 8 exercicios para o calculo de integrais, utilizando o
método de fracdes parciais. Todos os exercicios sdo integrais dadas e o objetivo é
aplicar o método de fracdes parciais para sua resolucao. Cada série de exercicios
aparece isolada em sua secdo, o estudante ndo precisa raciocinar qual tipo de
artificio tera que usar no calculo da integral. Nestas atividades ndo ha situacées
problematicas sugeridas pelo autor, consideramos entdo que a operacionalidade do
saber € parcialmente contemplada.
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5.3 A TRANSPOSICAO DIDATICA EM ATIVIDADES DE MODELAGEM MATEMATICA

Neste trabalho consideramos a Modelagem Matematica como uma
alternativa pedagogica para o ensino do Calculo Diferencial e Integral. As atividades
de Modelagem Matematica sdo apresentadas como forma didatica proposta por
Chevallard (1998) para o ensino do conceito de Integral. Segundo Bassanezzi (2006,
p.17)

a Modelagem Matematica, em seus varios aspectos, € um processo
gue alia teoria e préatica, motiva seu usuario na procura do
entendimento da realidade que o cerca na busca de meios para agir
sobre ela e transforma-la.

Neste contexto 0s conceitos sao introduzidos por meio dos
problemas, ao contrario de metodologias (e mesmo os livros didaticos) onde os
conceitos sao introduzidos e na sequUéncia o estudante se habitua a resolver as

atividades propostas. Segundo Almeida (2003),

a Modelagem Mateméatica no ensino pode ser um caminho para
despertar no aluno o interesse por tépicos matematicos que ainda
desconhece ao mesmo tempo em que aprende a arte de modelar
matematicamente,

ou seja, o0 estudante ndo vai ver a teoria e depois aplica-la, e sim, buscar os
conceitos de que precisa para resolver o problema. Assim os contetdos vao
surgindo de acordo com a necessidade do estudante. Deseja-se que a Matematica
ndo seja apresentada como uma ciéncia constituida por ilhas e sim por um
entrelacamento de contetdos que dao suporte um ao outro.

Ao trabalhar com atividades de Modelagem Matematica no ensino
de Célculo Diferencial e Integral temos a oportunidade de nos depararmos com
guestionamentos similares aos dos cientistas que modelaram situa¢des do cotidiano,
onde estes deram contribuicbes para o desenvolvimento da Matematica. A
Modelagem Matematica permite um questionamento, por parte do modelador, para a

busca de uma teoria matematica que leve a solugcdo do problema a ser resolvido,
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onde muitas vezes suas duvidas sdo as mesmas duvidas dos cientistas que
construiram tal conhecimento. No contexto historico onde as teorias matematicas
foram construidas, eram as necessidades da sociedade que propulsionavam o
desenvolvimento de teorias que ajudassem a resolver os problemas do cotidiano.
Para introduzir as atividades de Modelagem Matematica para a
apreensdo de conceitos, primeiramente podem ser trabalhados modelos
simplificados e conforme a maturidade do modelador, esses modelos podem tomar
formas mais especializadas. Este aspecto modelador caracteriza a Transposicéo
Didatica dos saberes. Nas atividades de Modelagem Matematica podemos
acompanhar passo a passo como estdo sendo feitas as simplificacbes e, entao,
inferir se os atributos da Transposicdo Didatica do saber sabio para o saber a

ensinar que enunciamos em 4.2 podem ser observados.

5.3.1 As Atividades de Modelagem Matematica

As atividades de Modelagem Matematica descritas neste capitulo
tém como objeto matematico o conceito de Integral. Nas atividades sdo trabalhados:
a definicdo de Integral e suas propriedades, técnicas de integracdo e aplicacdes.
Primeiro descrevemos a atividade de modelagem proposta, e na sequéncia fazemos
sua analise preliminar para inferir em que medida os atributos adaptacao do saber,
elucidacdo do saber e operacionalizacdo do saber da transposi¢éo didatica do saber
sabio para o saber a ensinar podem ser observados.

As atividades que apresentamos neste material para analise sdo: o
Problema do Financiamento, o Problema do Jardim e o Problema da Energia

Armazenada em um Capacitor.

5.3.1.1 Problema do Financiamento

Esta atividade como aqui descrita, foi desenvolvida em um projeto

deste mesmo Programa de Pés-Graduagdo com estudantes do segundo ano do
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curso de Licenciatura em Matematica. Emergiram nesta atividade: o conceito de
Integral Definida, e célculos de Area sob uma curva por meio deste conceito.

A descricdo aqui apresentada € aquela que consta nos relatorios
elaborados pelos estudantes apds o desenvolvimento da atividade.

Descricédo da atividade

Atualmente um dos sonhos de consumo da maioria das pessoas € a
aquisicao da casa propria. A procura pelo financiamento da casa propria junto aos
bancos teve grande aumento visto que ha queda nas taxas de juros, aumento no
volume de recursos e a facilidade de obtenc&do de crédito para a compra da casa
propria. Segundo a reportagem da revista Veja

a compra de um imédvel voltou a fazer parte das possibilidades da
vida real. Desde os anos de 1970 ndo havia tanto dinheiro
disponivel para o financiamento imobiliario. No ano passado, foram
20,3 bilhdes de reais, um crescimento de 48% em relagdo a 2005.
Quando se olham os financiamentos cm recursos da caderneta de
poupanca, que se destinam a classe média, o salto € ainda maior.
Os bancos privados destinaram 6,2 bilhdes de reais e a Caixa
Econbmica Federal, outros 3,3 hilhdes de reais. O resultado foi que
0 numero de iméveis financiados para a classe média ultrapassou
pela primeira vez desde 1988 a marca dos 100 000 (VEJA, 2007,
p.66).

Definido o tema, o préximo passo € definir o que se quer investigar a
respeito deste tema. Na mesma reportagem é mostrada a tabela que apresentamos
na Figura 5.37.

Nesta tabela foram considerados como base um
financiamento de R$ 250.000,00, com taxas de juros de Taxa Referencial (TR)
mais 12% e amortizacao pela tabela PRICE. Para o desenvolvimento da atividade de
modelagem com o grupo de estudantes apresentamos outra tabela (Tabela 5.1) com
valores calculados no sistema SAC (Sistema de Amortizac6es Constantes), para um
valor total de um financiamento de R$ 250.000,00 dividido em 240 prestacdes

mensais.
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0 CAMINHO PARA A CASA PROPRIA

0s juros dos financiamentos calram. VALOR DO FINANCIAMENTO

s auemplos a0 lado Usam como baso 250000 reas

um financiamento de 250 000 reas,

com taxas de juro de TR + 12% e pgg | 20anos | 15an0s 10 anos
amortizacdo pela Tabela Price. E o (20 meses) | (150 meses) | (120 meses)
esquema mals usado no mercado VALOR DAS 25‘54153 31.55’“3 315225
Fortes: Wiyt Jl".qll-'-if .‘ill.‘:-'-;I ok {8 ;Iﬂlrﬂ. ?-'.ﬂ m reas ress reas
prendents o ALLCASTED MaTIDES dng Erecufes

fisinc | & Pl Vorgi covir s Mercets oose TOML | TIL51L20 | 575 294,40 | 451 470,00
e Recuraes reais reas reas

Figura 5.37 — Tabela do financiamento
Fonte: Revista Veja, 14 de marg¢o de 2007

Tabela 5.1 — Valor da prestacdo mensal

Valor da parcela mensal

Més | Prestacgao Juros Amortizacao Saldo devedor
0 R$ 250.000,00
1 R$ 3.659,17 R$ 2.617,50 | R$1.041,67 R$ 248.958,33
2 R$ 3.648,26 R$ 2.606,59 R$ 1.041,67 R$ 247.916,67
3 R$ 3.637,35 R$ 2.595,69 R$ 1.041,67 R$ 246.875,00
4 R$ 3.626,45 R$ 2.584,78 R$ 1.041,67 R$ 245.833,33
5 R$ 3.615,54 R$ 2.573,88 R$ 1.041,67 R$ 244.791,67
6 R$ 3.604,64 R$ 2.562,97 R$ 1.041,67 R$ 243.750,00
7 R$ 3.593,73 R$ 2.552,06 R$ 1.041,67 R$ 242.708,33
8 R$ 3.582,82 R$ 2.541,16 R$ 1.041,67 R$ 241.666,67
9 R$ 3.571,92 R$ 2.530,25 R$ 1.041,67 R$ 240.625,00
10 R$ 3.561,01 R$ 2.519,34 R$ 1.041,67 R$ 239.583,33

Analisando a tabela definimos algumas questdes: como foram

calculados os valores das prestagfes? Qual sera o valor da n-ésima prestacao?

Como obter o valor total do financiamento? Assim, tomamos estas questdes como

objetivos do desenvolvimento da atividade de modelagem.

Primeiramente faremos as definicdes das variaveis envolvidas:
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n = numero de prestacdes (mensais)
A = amortizacdo, medida em reais (R$) (amortizacdo é o reembolso de uma fragédo
do capital para um dado periodo).

J, = juro, medido em reais (R$) (juro é a remuneragdo paga sobre um determinado

capital para um dado periodo).

P, = prestacdo, medida em reais (R$) (prestagdo € o reembolso, para um dado

periodo, de uma divida paga através de parcelas tal que no final do prazo é
liquidada, a mesma é dada pela soma da amortizacdo com 0s juros).

S, = Saldo Devedor, medido em reais (R$) (Saldo devedor € o valor do

n
financiamento menos a amortizacdo até aquele periodo).

i = taxa de juros (dada em porcentagem).

Nesta atividade consideramos o valor do financiamento fixado em
R$ 250.000,00 reais. No SAC as amortizacBes sao constantes e seu valor é obtido
dividindo o valor do financiamento pelo prazo total, que neste problema é de 240

meses. Entdo temos que:

A 250.000
240

=1041,67

A taxa de juros foi obtida fazendo a média da TR nos ultimos meses
mais a taxa de 12% ao ano. Como as prestacfes sdo mensais fizemos a conversao
para uma taxa mensal obtendo o valor de 1,047% ao més. O valor do juro mensal é
obtido fazendo o produto do saldo devedor anterior pela taxa de juros. Assim temos

a expressao:

J, =S,,.0,01047 (5.2)

De acordo com a tabela podemos escrever:

P=A+J (5.3)

O Saldo Devedor é o Saldo Devedor anterior menos a amortizagao:
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L—A (5.4)

Considerando estas hipoteses, construimos um modelo que
relaciona o valor da prestacdo em um tempo t qualquer. Como as prestacfes variam
de acordo com o periodo buscamos uma funcao P(n) que nos dé o valor da n-ésima
prestacdo sem que seja preciso gerar uma planilha para obter este valor.
Substituindo (5.2) e (5.4) em (5.3) temos que:

Para n=1 P(l): 3659,17 =2617,50+1041,67 = J, + A=S5,.0,01047 + A

Para n=2 P(2)=3648,26=2606,59+1041,67=J, + A=S,.0,01047+ A=
= (S, —A).0,01047 + A=S,.0,01047 — A.0,01047 + A

Para n=3 P(3)=3637,35=2595,69+1041,67 = J, + A=S,.0,01047 + A=
=(S,— A).0,01047 + A= (S, —2A).0,01047 + A = S,.0,01047 — 2A.0,01047 + A

Para n=t P(t)=S,.0,01047 —(t—1)A.0,01047 + A (5.5)
Para calcular a prestacédo quando t=7 fazemos:
P(7)=(250000)(0,01047)—(7 —1)(1041,67)(0,01047)+1041,67

Para obter um modelo da prestacao geral do sistema SAC para uma

taxa qualquer i e, usando a notacao de variavel continua reescrevemos (5.5) como:
P(t)=S,i—(t—-1).Ai+A (5.6)

onde S, é o valor do financiamento.

A partir deste modelo, estamos interessados em determinar o valor
total pago no financiamento. Sabemos que o valor total do financiamento € a

somatdria de todas as prestacdes. Novamente queremos uma ferramenta
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matematica que nos possibilite o calculo sem que seja necessaria a utilizacdo de
uma planilha. Em nossa atividade temos que o valor da prestacdo no tempo t é dado

por:

P(t)=23670,076285-10,906284%t , cujo grafico é apresentado na Figura 5.38.

P(t) 4

3659,17

v

Figura 5.38 — Gréfico da prestacdo em funcao do tempo

Vamos considerar P(t) como uma fungéo continua. A soma de todas
as prestacdes € dada pela area abaixo de P(t)E neste ponto que abordamos os

conceitos de integral.

Defini¢céo 1: Seja f(x) uma funcéo continua e ndo negativa definida no intervalo [a,b]. A
b

integral definida If(x)dx representa a area da regido compreendida entre o grafico
a

de f (X) 0 eixo X e as verticais que passam por a e b.
Considerando a funcéo da prestacdo em fungcéo do tempo dada por:

P(t)=3670,076285-10,906284t

na qual a variavel t esta relacionada ao tempo e P(t) a t-ésima prestag&o, o valor

total do financiamento é representado pela soma de todas as prestacdes, e €
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determinado pela expressao:

240

240 2
j (3670,076285 —10,9062849t )dt =(3670,076285t —%H = 563052,68
1 t=1
Representada pelo grafico como mostra a Figura 5.39.
P(t) s
3659, 17| @
\-5\.'
01 240 "t

Figura 5.39 — Gréfico do valor total do financiamento

Assim o valor total pago pelo financiamento serd de R$ 563.052,68.

Andlise da atividade em relagcdo aos atributos

O atributo |, adaptacdo do saber, € contemplado sob os seguintes
aspectos: como o tema trabalhado na atividade é um tema atual, isto implica na
atualizacdo do saber e na relacdo de pertinéncia biolégica. Como o tema possui
informacdes adequadas a nossa sociedade, caracteriza-se a relacdo de pertinéncia
de atualidade moral. Para calcular o valor total do financiamento recorremos ao uso
da Integral, que é um conceito em relacdo ao qual a sociedade e a comunidade

cientifica estdo em consenso de que seja um saber a ser ensinado, portanto atende
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a segunda caracteristica ser consensual. Quando os conceitos de integral definida e
calculo da area abaixo de uma curva sao introduzidos na atividade, fica explicito que
estes conceitos sao teorias parciais da teoria de integrais indicando assim a
desincretizacdo do saber. O célculo da integral que aparece na atividade, pode ser
feito utilizando lapis e papel, como também podem ser utilizados calculadoras
graficas ou softwares matematicos. Para fazer o grafico também podemos utilizar
estes recursos. Isso implica na modernizagdo e articulacdo do saber antigo com
novos saberes.

No momento em que o conceito de integral como area abaixo da
curva se faz necessario para a obtencdo do modelo do financiamento,
automaticamente este se faz compreensivel, pois o0 objetivo é encontrar um conceito
que responda a necessidade de calcular o valor total do financiamento. Na
introducéo da definicdo de integral definida e da definicdo do calculo da area abaixo
de uma curva, fica explicitada a apresentacdo do saber implicando na publicidade do
saber. Assim, a atividade contempla parcialmente o atributo I, a elucidacdo do
saber.

Esta atividade de Modelagem Matematica permite trabalhar o
conteudo do saber por meio de calculos matematicos, resolucdo da recursividade
para a obtencdo de uma formula de recorréncia, célculo da integral, representacéo
grafica. Assim, podemos considerar que a operacionalizacdo do saber é
proporcionada aos estudantes. No entanto, essa operacionalizacdo nao € suficiente,
visto que a atividade de Modelagem Matematica ndo proporciona ao estudante o
trabalho com exercicios e problemas que contemplem as maneiras diversas de se
trabalhar com o calculo de integrais definidas e célculo de uma area abaixo da curva.
Assim, embora a operacionalizacdo do saber seja viabilizada certamente € preciso

envolver o estudante com outras atividades.

5.3.1.2 Energia Armazenada em um Capacitor

Esta atividade foi apresentada por Ferruzzi (2003) em sua
dissertacdo de mestrado, na qual envolveu estudantes de um curso de Tecnologia

em Eletromecéanica com atividades de Modelagem Matematica durante a disciplina
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de Calculo diferencial e Integral. Os conceitos de Integral que emergiram na
atividade séo: integral definida e 0 método da integracdo por partes. Descrevemos

aqui a atividade como apresentada na dissertagao da autora.

Descricédo da atividade

O capacitor € um componente importante nos circuitos elétricos. E
utilizado em motores monofasicos para auxiliar na partida. Sado uteis também para
manter estavel, por exemplo, uma corrente alternada, como um sinal de audio. Nos
radios tem a funcdo de filtrar a corrente retificada fornecida pela fonte de
alimentacdo de um aparelho e ruidos de outras freqiiéncias.

Considerando a situacéo ideal, os capacitores nao dissipam energia
mas sim a armazenam e devolvem ao circuito mais tarde. Para que um capacitor se
torne carregado é necessario aplicar uma tensdo entre suas placas. Tensdo e a
corrente de carga tem comportamentos opostos. No inicio da carga, a corrente é
méaxima e a tensdo do capacitor é nula. A medida que essa tensdo aumenta, a
corrente diminui. Quando o capacitor atinge o valor maximo de tensao, a corrente &
nula.

Um capacitor carregado possui acumulada certa energia potencial
elétrica, que é igual ao trabalho W desprendido para carrega-los. Esta energia
também pode ser recuperada, permitindo-se a descarga do capacitor. Nosso objetivo
€ encontrar um modelo matematico que represente este trabalho realizado, isto
€ a energia acumulada. O trabalho realizado é o deslocamento de cargas elétricas
no interior do capacitor e € isto que esta associado ao armazenamento de energia. A
Figura 5.40 mostra alguns modelos de capacitores.

Em pesquisas bibliograficas notamos que a poténcia mede quanto
trabalho (conversdo de energia de uma forma para outra) pode ser realizado em
certo periodo de tempo. Se a forca (ou poténcia) aplicada € constante, como por

exemplo, a forca utilizada para levantar um objeto, teremos:

W = pit (5.7)
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Onde W representa a energia, p a poténcia e t o intervalo de tempo.
Se esta forca ndo é constante, como por exemplo, no caso de empurrar um carro,

como é o caso do motor da geladeira, teremos uma forga variavel.

Figura 5.40 — Exemplo de Capacitores

Fonte: http://www.grupozug.com.br/ENGEL/frameeletronica.htm

Com base em estudos em livros técnicos da area, vimos que a
energia acumulada é a &rea sob a curva da funcdo poténcia em relagdo ao tempo,
sendo assim, devemos encontrar a funcdo da poténcia em relagdo ao tempo,
para determinar a area sob esta curva.

Sabemos que a poténcia aplicada em um aparelho é igual a tenséo

aplicada vezes a corrente que flui neste aparelho, isto é
p(t)=it)u(t) (5:8)
com p(t)=poténcia, U(t)=tens&o e i(t)=corrente.

Assim para calcular a fungdo da poténcia precisamos da fungao que
representa a tenséo e da funcao que representa a corrente que flui neste capacitor.

Como a tenséo que € aplicada nos aparelhos domeésticos € a tensao
fornecida pela concessiondria, para calcular esta funcdo da tensédo basta ligarmos
um osciloscépio no ponto de chegada da tensédo, que este nos fornecera um grafico
da tensao e da corrente que atravessa o circuito.

Diante do problema os alunos consultaram especialistas e
entenderam que a primeira atitude que deve ser tomada € compreender o

comportamento da tensdo fornecida ao capacitor. Assim, era necessario encontrar
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um modelo matematico que representasse o comportamento da tensdo em
relacdo ao tempo. Assim partimos para a formulacdo do problema matematico.

O problema constituido foi determinar um modelo matematico que
forneca a energia armazenada em um capacitor. O proximo passo é a definicdo

das variaveis.
Nesta modelagem as variaveis envolvidas sao:

U =tens&o aplicada ao capacitor, medida em Volts (V)

t =tempo, medido em milissegundos (ms)

i = corrente medida em amperes (A)

W =energia armazenada em um capacitor, medida em miliJoule (mJ)
p = poténcia, medida em Watts (W)

C =valor da capacitancia, medida em microFaraday (yF)

Para resolver o problema, este foi dividido em duas partes sendo

elas:

i) Encontrar o modelo matematico que descreva o comportamento da tensdo em
relacdo ao tempo;
i) Encontrar um modelo matematico que represente a energia armazenada em um

capacitor.

Primeira parte: Determinacdo do modelo matematico que descreva o

comportamento da tenséo aplicada em um capacitor em relacdo ao tempo

Com o objetivo de encontrar o0 modelo matematico que descreva o
comportamento da tenséo aplicada em um capacitor em relagdo ao tempo, utilizaram

um capacitor de 20 uF , ligado em série com uma fonte de tens&o, determinando os

valores expressos na Tabela 5.2, sendo o tempo medido em ms e a tensdo em
Volts.



Tabela 5.2 — Tenséo encontrada em fun¢do do tempo

Tempo tenséo Tempo Tensao
T U T U

0 0,00 1,2 0,00
0,1 0,22 14 0,39
0,2 0,39 1,48 0,45
0,28 0,45 1,6 0,39
0,4 0,39 1,8 0,00
0,6 0,00 2 -0,39
0,88 -0,45 2,1 -0,45
1 -0,39 2,2 -0,39
1,1 -0,22 2,4 0,00
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Representando graficamente os dados da Tabela 5.2 foi possivel
observar que a tendéncia dos dados descreve o comportamento de uma funcéo

periddica como mostra a Figura 5.41.

Tens&o no capacitor em relagéo ao tempo

0,5 -
0.4 55 e L 4 [ &
03 -
g2 ®
0,1 4

&
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Ule 02 04 08 038 1 24 6 18 0 @Ay
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04 ® e °
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Tensdo em volts

tempo em milisegundos

Figura 5.41 — Tendéncia dos dados observados

Diante da tendéncia dos dados observados, podemos levantar as
seguintes hipoteses:

H,: trata-se de uma funcéo periodica

H,: trata-se da funcéo seno
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Assim partimos para a resolucdo do problema. Neste momento
introduzimos o contetdos das funcfes periddicas seno, cosseno e tangente, assim,
os alunos puderam continuar suas atividades como segue.

A partir da hipotese e observando a tendéncia dos dados podemos
concluir que trata-se de uma fungdo senoidal cujo periodo € 1,2ms. Diante dos

conceitos de funcdo seno, sabemos que o periodo da fungéo f(x): senx é 2rx, logo

para este caso, temos a fungao

2r
U(t)=sen—t 5.9
(t)=sen= (5.9)

Também verificamos que a fungcdo tem um maximo no ponto (0,3;
0,45) o que corresponde aos dados e podemos observar que a curva de tendéncia
conduz a uma funcéo que varia de -0,45 até 0,45, ou seja, a amplitude da funcéo é
0,9.

Como a amplitude da fungdo f(x)=senx é igual a 2 (dois), podemos

concluir que a funcéo que estamos trabalhando é do tipo

u(t)= o,455enf—7zft (5.10)

Y

Deste modo podemos estabelecer a relagédo entre a tensédo e o

tempo neste capacitor é expressa pelo modelo matematico

u(t)= 0,45senf—’2’t (5.11)

O qual esta representado graficamente na Figura 5.42.

Obtido o0 modelo da tensao aplicada em um capacitor fazemos entao
a sua validacdo. A comparacéo entre os dados observados e os dados estimados
pelo modelo, permitiu concluir que o modelo é satisfatorio para descrever o problema

em estudo, conforme apresentamos na Tabela 5.3.
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Figura 5.42 — Modelo matemético encontrado para o comportamento da
tenséo aplicada em um capacitor em relacdo ao tempo

Tabela 5.3 — Validacdo do modelo encontrado

Tempo Tenséo Tensao encontrada no erro
modelo
Medido em Medida em U(t)=0,45*sen(2*pi/1,2)*t U
ms volts
0 0,00 0,00000 0
0,1 0,22 0,22500 0,10%
0,2 0,39 0,38971 0,07%
0,28 0,45 0,44753 -0,55%
0,4 0,39 0,38971 -0,14%
0,6 0,00 0,00000 0,00%
0,88 -0,45 -0,44753 -0,55%
1 -0,39 -0,38971 -0,07%
1,1 -0,22 -0,22500 2,27%
1,2 0,00 0,00000 0,00%
14 0,39 0,38971 -0,07%
1,48 0,45 0,44753 -0,55%
1,6 0,39 0,38971 -0,07%
1,8 0,00 0,00000 0,00%
2 -0,39 -0,38971 -0,07%
2,1 -0,45 -0,45000 0,00%
2,2 -0,39 -0,38971 -0,07%
2,4 0,00 0,00000 0,00%

Notamos que a porcentagem de erro € menor que 1% na maioria
dos instantes, portanto, para nossa finalidade, o modelo € considerado satisfatorio.
Para a resolucdo desta primeira parte do problema foram

necesséarios conteudos de fungbes periddicas. Assim introduzimos com este
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problema funcbes seno, cosseno e tangente, os quais fazem parte dos contetudos

programaticos da disciplina de Calculo Diferencial e Integral.

Segunda parte: Determinacdo do modelo matematico que represente a energia

armazenada em um capacitor em relacdo ao tempo

Apds encontrar 0 modelo matematico representado na expressao
(5.11), os alunos continuaram suas atividades para encontrar o modelo matematico
gue descreva a energia armazenada em um capacitor, que é o objetivo maior
deste processo.

Em pesquisas bibliograficas realizadas e conversas com
especialistas, verificamos que para encontrar a energia devemos primeiramente
encontrar a funcdo poténcia. Para encontrar a funcdo poténcia € necessario
encontrar aquela que representa a corrente que atravessa este capacitor.

Assim, partimos para a determinacdo do modelo matemético que
representa o comportamento da corrente que flui neste capacitor.

A capacitancia C de um capacitor € definida como a razdo entre a

carga ( de qualquer dos condutores e o modulo da diferenca de potencial U , entre

0s condutores.

C= (5.12)

a
U

Para carregarmos um capacitor, liga-se seus terminais aos terminais
de um gerador. O gerador realiza durante um pequeno intervalo de tempo o trabalho
de transporte, de uma carga Q, de uma placa a outra. Assim, durante um pequeno
intervalo de tempo, existe uma corrente elétrica de uma placa a outra, através do
gerador.

Essa corrente é variagdo da carga em relacdo ao tempo, assim

teremos:

i-da (5.13)
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A corrente cessara quando a diferenca de potencial entre as placas
do capacitor for igual a do gerador. A diferenca de potencial entre os dois condutores
€ proporcional a carga transferida, isto é:

1

U= 5.14
c (5.14)

O que nos leva a:
q=CU (5.15)

Isto €, a carga transferida em um capacitor é diretamente
proporcional ao valor da capacitancia e a diferenca de potencial entre as placas.

Quando um capacitor descarregado é conectado a uma fonte, uma
corrente circula até a carga armazenada no capacitor produzir um potencial
exatamente igual ao potencial da fonte. Assim, a variacdo a partir do estado inicial
de descarga até o ponto final de carga corresponde a um estado transitério durante
0 qual a corrente i varia de alguma forma como uma funcéo do tempo.

Temos de (5.15) que q=CU, e para uma pequena variacdo da

tensdo AU, a variagdo na carga €

Aq = C.AU (5.16)
dai temos que

dg=C.dU (5.17)

Como a carga e a tensdo sao variaveis com o tempo, é apropriado
expressar suas variacoes infinitesimais em relagcdo ao tempo. Logo
d du
a9 _.

(5.18)

dt dt

Como a taxa de variacdo em relacdo ao tempo € a corrente

instantanea (ver 5.13), temos que:
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i—Cc.o (5.19)

Logo para encontrar a corrente, derivamos a tensao e multiplicamos
pelo valor do capacitor. Assim derivamos a expressao (5.11) e substituimos em
(5.19) o que nos fornece

. T T
i(t)=20..0,45.—.cos| —t 5.20
(t)= 200,45, (0'6 j (5.20)

logo, 0 modelo que representa o comportamento da corrente que flui neste capacitor
€ dado por:

i(t)= 2ou.o,75.ncos(%.tj (5.21)

Esta funcdo é representada na Figura 5.43, onde notamos que o

periodo desta é igual ao periodo da funcdo que representa a tensao aplicada neste
capacitor.

Agora, tendo a corrente e a tensdo, podemos encontrar a funcéo
poténcia em relacdo ao tempo, a qual nos é dada pela expressao (5.8)

p(t)=U ®)i(t)

Tanedic no capachor sm relaghko po el po

o,50
C40

0.20
0,10
0,00 .
0,10 D3
020
40,30
0,40
-0.60

Tenslo em VaHe

tempo em milsegundos i

Figura 5.43 — Corrente que flui neste capacitor
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Assim substituindo (5.11) e (5.21) na expressao (5.8) temos

T T
t)=204.0,757.0,45sen| —t |.cos| —t
plt)=20440.757 [oesj (o,aj

0 gque nos fornece a expressao

VA VA
t)=204.0,3375xz.sen| —t |.cos| —t 5.22
p(t)=20u w (06] (06] (5.22)

a qual representa a poténcia neste capacitor em funcdo do tempo e estd
representada na Figura 5.44

Podemos verificar que esta funcdo possui um periodo diferente da
funcdo da tensdo e da funcdo que representa a corrente. Para calcular o periodo

desta funcéo fazemos algumas substituicdes trigonométricas apresentadas a seguir.

Protbreels ¥ rulbapio 20 mpg
0,000015
0001 -
o Er T b

|
LR T by
| oooms 009 0.1 0,15 62 u.z&ua\Tﬁ 0.5 D506 0,85 0.7 0,75 08 n.ﬂiﬂﬂ\.ii\1 .
1
-0 y ;

e po

Figura 5.44 — Poténcia em relacdo ao tempo

Podemos escrever (5.22) como

T T
t)=104.0,33757.2sen| —t |.cos| —t 5.23
p(t)=10x 7 [OGJ (Q6j (5.23)

2sen| 2t |.cog| -t | = sen 2—”t (5.24)
0,6 0,6 0,6

e sabendo que
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Substituindo (5.24) em (5.23), temos

p(t)= 1oy.0,3375n.sen£%tj . (5.25)

Verificamos por (5.25) que o periodo desta funcdo é T =0,6ms.

Esta verificacdo foi possivel, pois jA haviam sido introduzidas as
caracteristicas e propriedades da fungdo seno. No entanto, para as substituicbes
trigonométricas que foram necessarias revisou-se as identidades trigonométricas
neste momento.

Como vimos anteriormente, a energia acumulada em um capacitor é
a &rea sob a curva da funcdo que representa a poténcia. Como trata-se de uma
funcdo seno, para calcular esta area devemos integrar o médulo da fun¢éo poténcia
no intervalo de tempo recomendado.

O periodo desta funcdo é 0,6ms. Como trata-se de uma funcao

senoidal, vamos integrar no intervalo de 0 até 0,3 e multiplicar o resultado por 2.

Assim temos:
0,3
W= [padt (5.26)
0

substituindo (5.22) em (5.26), temos

0,3
W = I 20y.033757z.sen[itj.cos[itj dt (5.27)
5 0,6 0,6

A funcao a ser integrada é o produto de duas fun¢des mais simples.
Quando temos produto de funcdes um dos métodos a se utilizar é o de integracao

por partes, definida por:

Definicao 2: Quando u e v sao fun¢des derivaveis de x temos que:

vJzu.dv = (u,v, —uV, ) - Ufv.du

Vi Uy
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Integrando (5.27) utilizando a técnica de integracdo por partes

2
W :M Senit
2 0,6

temos:

0,3

(5.28)

0

0 que nos fornece
W =2,025.4 . (5.29)

Multiplicando o resultado encontrado em (5.29) por 2 temos uma
energia total de
W =4,05.4) .

Sabendo que

2 2
0,2025/ sen-"t | =|0,45.sen Z-t || , (5.30)
06 06

i) i)

podemos substituir (5.30) na expresséo (5.28) e teremos

2
w = 2241 45 sen| Z-t (5.31)
2 0,6

Agora, lembrando que 20x € o valor da capacitancia (C) do

L

capacitor que estamos trabalhando e que (0,45.3en( D foi o modelo encontrado

para representar a funcéo da tenséo (veja a expressao 5.11), podemos concluir que

0 modelo
W= %u (tf (5.32)

representa a energia armazenada em um Capacitor para qualquer valor de c

constante e para qualquer fungdo U(t).
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Anélise da atividade em relacdo aos atributos

Nesta atividade, a representacdo grafica da curva de tendéncia e
das funcbes trigonométricas foi feita por meio de softwares matematicos (novo
saber). Isto aponta a modernizacdo do saber e articulacdo do saber com novos
saberes. A obtencdo dos dados para a atividade feita em laboratorio implica na
atualizacdo do saber e relacdo de pertinéncia de atualidade biologica, pois as
informagdes obtidas sdo informagdes atualizadas. O tema trabalhado na atividade
de Modelagem Matematica € um tema atual, ou seja, existe um consenso entre a
sociedade e a comunidade cientifica quanto a sua utilizacdo para alguns cursos e
isto implica na atualizacdo e nas relagdes de pertinéncia moral e biolégica do saber.
A relacao de pertinéncia moral é contemplada, pois este tema é adequado para a
sociedade. A introducdo dos conceitos de integral definida e método de integracéo
por partes caracterizam a desincretizacdo do saber, pois estes conceitos sao
enunciados como teorias parciais da teoria de integragdo. A apresentacao do
conceito esta separada do contexto historico o qual foi concebida, e na atividade nao
aparece a relacédo do conceito envolvido com seu contexto historico. Porém, temos o
fato de que o proprio estudante obtém os dados para o desenvolvimento da
atividade de Modelagem Matematica e o0 mesmo constroi o0 modelo. Isto caracteriza
a despersonalizacdo do saber, uma vez que ha uma construcdo semelhante aquela
feita quando do surgimento do conceito. Diante destes aspectos, podemos observar
qgue a adaptacado do saber, atributo |, esta caracterizada nesta atividade.

A apresentagdo dos conceitos de integral definida e método de
integracdo por partes é explicita, logo aponta para a publicidade do saber. A
compreensao do conceito de integral esta no fato do estudante perceber que a
energia acumulada é a area a ser calculada abaixo da curva da poténcia pelo tempo.
Quando o estudante busca a maneira como deve ser calculada esta integral, no
caso a técnica a ser usada € a da integracdo por partes, ha a necessidade de se
compreender o método para utilizad-lo, tornando o0 conceito compreensivel.
Consideramos entdo que a elucidacdo do saber, atributo I, é parcialmente
contemplada.

Esta atividade de Modelagem Matematica permite trabalhar o
conteudo do saber por meio de calculos matematicos, determinacdo da funcao

trigonométrica, resolucdo da integral pelo método da integracdo por partes
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viabilizando em parte a operacionalizacdo do saber. No entanto, essa
operacionalizacdo ndo € suficiente, visto que esta atividade de Modelagem
Matematica ndo proporciona ao estudante o trabalho com exercicios e problemas
que contemplem as maneiras diversas de se trabalhar com o calculo de integrais
definidas e o0 método de integracdo por partes. Assim, embora a operacionalizacao
do saber seja viabilizada na atividade de Modelagem Matematica, é preciso envolver

0 estudante com outras atividades.

5.3.1.3 Problema do Jardim

Esta atividade como aqui descrita, foi desenvolvida em um projeto
deste mesmo programa de mestrado com estudantes do segundo ano do curso de
Licenciatura em Matematica. Emergiram nesta atividade: o conceito de integral
definida, e 0 método de substituicdo de variaveis.

A descricdo aqui apresentada € aquela que consta nos relatorios

elaborados pelos estudantes apds o desenvolvimento da atividade.

Descricao da atividade

Em muitos condominios horizontais as casas sdo construidas sem
grades. Com a economia da grade muitos moradores investem no jardim para
valorizar o imovel. Um item indispensavel para a composicdo de um jardim € a
grama.

Em média, sdo cobrados R$ 4,00 pelo metro quadrado da grama do
tipo esmeralda colocada (grama e mao de obra). A empresa de jardinagem estima
uma area aproximada do tamanho do jardim e o cliente precisa pagar pela
quantidade de grama correspondente. A partir dai, a empresa de jardinagem faz a
colocacao da grama.

Muitas vezes, 0 que acorre é que sobram tapetes de grama, e esses
sao deixados com o cliente, ja que ele pagou por toda aquela grama. Ou seja, toda a

grama que sobrou é desperdicada e o cliente acaba pagando mais do que deveria.
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O que faremos é tomar um jardim como exemplo (Figura 5.45) e
calcular sua area a fim de que a quantidade de grama comprada seja a mais
préxima possivel do tamanho desse jardim, cujas dimensdes aparecem na Figura
5.46. Com isso, se evitara o desperdicio.

2,35

385

1.5 1.9 1.5

Figura 5.45 — Fotografia do jardim Figura 5.46 — Esquema com dimensbes
do jardim

O objetivo da atividade de Modelagem Matemética que vamos
propor neste trabalho é calcular a area do jardim. Assim, 0 primeiro passo sera
construir um modelo matematico cuja curva se ajuste ao contorno do jardim. Mas
como obter essa funcdo? E nesse momento que faremos uso do software Modellus.

Em seguida, utilizamos o conceito de integral para o calculo da area.

Utilizando o Modellus para obter a fungéo

O Modellus é um software de modelagem e simulacdo, desenvolvido
na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa
(TEODORO; VIEIRA; CLERIGO, 1997). Atualmente na versdo 2.5, esse software
tem distribuic@o gratuita e vem sendo muito utilizado em diversos paises, tendo sido
traduzido para varios idiomas (inglés, espanhol, eslovaco, grego e portugués do
Brasil).

Esse software permite a construcdo e exploracdo de modelos
matematicos, e dentre as vantagens de sua utilizacdo esta a possibilidade de
experimentacdo utilizando modelos matematicos definidos a partir de funcgdes,
derivadas, equacdo diferenciais e equacdes de diferencas escritas sem a

necessidade de uma sintaxe complexa.
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Conforme comentado anteriormente, a atividade, neste momento,
consiste em construir um modelo matematico cuja curva se ajuste, da melhor
maneira possivel, a linha que delimita superiormente a regido cuja area se quer
calcular. Para isso, por meio da janela Animacéo apresentamos o esquema com as
dimensdes do jardim conforme mostra a Figura 5.47. Nesse caso, a variavel y estara

relacionada a largura do jardim e a variavel x ao comprimento.

B=C
EIFEalAl] [ () ]

Figura 5.47 — Janela Animacdo com o esquema

Utilizando as ferramentas disponiveis na janela Animacéo € possivel
construir um gréafico sobre o esquema que sera utilizado a medida que o modelo vai
sendo desenvolvido. No entanto, cabe lembrar que é preciso ajustar as escalas de
acordo com as dimensdes da imagem e as medidas reais do jardim.

A partir de algumas analises e alguns questionamentos sobre o tipo
de funcdo mais adequado chega-se a familia da fung¢éo seno, cuja fungéo bésica é y
= cos(x). Levando em conta as caracteristicas e propriedades dessa familia de
funcdes, chega-se a uma funcao do tipoy = A + B sen(C (x + D)), naqual A,B,CeD
Sao parametros.

Escrevemos a funcdo na janela Modelo, e ao clicar no botéo
Interpretar, habilitamos a janela Condi¢des iniciais, na qual podera alterar os
parametros na medida em que vai construindo o modelo, conforme mostra a Figura
5.48.

Efetuando alguns célculos, fazemos as alterac6es nos parametros e

passamos a avaliar na janela Animacao o resultado geométrico representado pelo
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grafico da funcédo (modelo) que esta construindo (Figura 5.48).
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Figura 5.48 — Janelas Modelo e Condi¢des Iniciais

Por fim, apds testar, interpretar, avaliar e reconstruir seu modelo
chegamos o mais proximo possivel do modelo y =2,71 - 0,78sen(1,26(x +

1,26)) cuja curva vai se ajustar ao esquema apresentado (Figura 5.49).

Fa o B il R ]

=il

Figura 5.49 — Verificando as alteracfes dos parametros

Calculando a area do jardim

Para fazer o céalculo da area do jardim vamos dividi-lo em duas
partes: parte inferior e parte superior (Figura 5.50). Iniciamos com o célculo da parte

inferior.
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-

Figura 5.50 — Parte superior e parte inferior

A parte inferior € o retangulo de dimensdes 1,5m x 4,9m menos a
metade do circulo cujo raio r € 1,5m. Para o calculo desta parte precisamos apenas

dos conceitos basicos de geometria plana referentes a area de um retangulo e area

do circulo.
Area do retangulo — base - altura = 1,5m - 4,9m = 7,35m? (5.33)
Area do circulo—» z-r?= 7z-(1,5)2 =7,07m? (5.34)

Assim, basta subtrair de (5.33) a metade de (5.34) para termos a

area da parte inferior:

7,07m?

Area da parte inferior — 7,35m?* — =3,81m?

Com este calculo temos que a area da parte inferior do jardim:
3,81m%.

O célculo da area da parte superior exige uma teoria mais
elaborada. E neste ponto que abordamos os conceitos de integral, pois uma de suas

aplicac6es consiste no calculo de areas.
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Definicdo 1: Seja f( ) uma funcéo continua e néo negativa definida no intervalo [a,b]. A
integral definida I dx representa a area da regido compreendida entre o gréfico
de f( ) 0 €eiXo X e as verticais que passam por a e b.

No item anterior obtemos, com a utilizagdo do software Modellus, o

modelo da curva que limita superiormente o contorno do jardim. Assim, foi

construida a seguinte funcéo:

f(x)= 2,71—0,78-sen[1, 26x+(1,26)2] (5.35)

na qual a variavel x esta relacionada ao comprimento e f (X) a largura do jardim.

Obtida a funcao, o préximo passo € calcular a area abaixo da curva
e, assim, obter a area da parte superior do jardim.

Pela definigio 1 temos que a area abaixo de f(x) é
16 1,6
j 2,71 0,78 sen[L,26x + (1,26 = [271)ox - 078_[ (senfL26x + (126 )ax = (5.36)
0 0

Usando a regra da substituicdo na segunda integral, obtemos:

1,6
2 71x]8, - 0,78{— % cosfL26% + (1.26)° ]} — 3,79 m? (5.37)

x=0

Portanto, a &rea da parte superior do jardim é 3,79 m?.
Para finalizar o calculo da area total do jardim, vamos adicionar a

parte inferior com a parte superior do jardim:

381+379=76m?
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Como 0 nosso problema trata do custo da colacdo de grama em um
jardim, basta multiplicar a area total do jardim pelo custo por metro quadrado de

grama colocada, que nesse caso, € R$ 4,00:

76 .4=304m?

Assim, o custo total da grama colocada nesse jardim € de R$ 30,40.

Anédlise da atividade em relacdo aos atributos

O atributo |, adaptacdo do saber, € contemplado sob o0s seguintes
aspectos: o tema trabalhado na modelagem é um tema atual, e isto implica na
atualizacdo do saber e na relacdo de pertinéncia bioldgica. Este tema € adequado a
sociedade assim a relacdo de pertinéncia moral é observada. Nao ha duvidas a
respeito da permanéncia dos conceitos aqui analisados no curriculo de Calculo
Diferencial e integral, visto que sua utilizacdo se faz necessaria em uma situacao
problematica pertinente a sociedade. Assim a caracteristica ser consensual é
observada. Para calcular o a area do jardim recorremos ao uso da Integral. Mas para
calcular a integral foi necessaria a obtencao da funcao de trigopnométrica por meio de
um software matematico. A utilizacdo do software implica na modernizacdo do saber
e na articulagao do saber novo com o antigo. A manipulagdo da fungéo no software
permite que o0 estudante possa visualizar o que acontece na funcdo quando
mudamos os parametros. Quando os conceitos de integral definida e o0 método de
substituicdo de variaveis sdo introduzidos na atividade, fica explicito que estes
conceitos sao teorias parciais da teoria de integrais indicando assim a
desincretizacdo do saber. A apresentacdo do conceito aparece separada do
contexto historico onde foi construida, mas sem fazer relacdo com o mesmo,
apontando para a despersonalizacdo parcial do saber.

A compreensdo do conceito de integral esta no fato do estudante
perceber que a area a ser calculada é a integral abaixo da curva. Quando o
estudante busca a maneira como deve ser calculada esta integral, no caso o Método
de mudanca de variaveis, ha a necessidade de se compreender esse método para

utiliza-lo. Na introducéo da definicdo de integral definida e da definicdo do método de
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substituicdo de variaveis, fica explicitada a apresentacdo do saber implicando na
publicidade do saber. Porém, na atividade de modelagem n&do ha uma sequéncia
l6gica de conteludos a serem ensinados, assim a programabilidade do saber nédo é
observada. Portanto a atividade contempla parcialmente o atributo Il, a elucidacéo
do saber.

Como a modelagem matematica permite trabalhar o contetdo do
saber por meio de calculos matematicos, resolucdo de uma integral pelo método da
substituicdo, representacdo gréfica do jardim utiizando o software, a
operacionalizacdo do saber € estimulada. No entanto esta operacionalizagcdo nao &
suficiente, pois 0 estudante precisa aplicar este conceito nos mais variados tipos de
funcbes para que possa ter a elucidagdo do saber. Assim, embora a
operacionalizacdo do saber seja viabilizada certamente € preciso envolver o aluno

com outras atividades.

5.4 ANALISE GLOBAL DA TRANSPOSIGAO DIDATICA

Nesta secdo fazemos uma andlise global de cada atributo da
Transposicdo Didatica, observados nos livros didaticos e nas atividades de

Modelagem Matematica.

5.4.1 Atributo I: Adaptacéo do saber

Este atributo permite visualizar como é feita a apresentacdo do
saber a ensinar nas formas didaticas propostas nesta pesquisa: livro didatico e
atividades de Modelagem Matematica. Para isto devem ser observados: a
atualizacdo do saber, a modernizacdo do saber, a articulacdo dos saberes novos
com os antigos, se ha consenso entre a sociedade e a comunidade cientifica, as
relagBes de pertinéncia de atualidade moral e atualidade bioldgica, a desincretizacdo

do saber e a despersonalizacéo do saber.
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A atualizacdo do saber, a modernizacédo do saber e a articulagdo do
saber estdo intimamente ligadas a excluséo e inclusdo de novos saberes. O livro A
traz em suas atividades propostas aplicacbes em temas atuais ou temas
relacionados a outras areas do conhecimento como a Fisica e a Quimica, e muitas
atividades com o uso de calculadoras graficas e softwares matematicos. Porém, isto
nao se observa em todos os conceitos. No Livro B estes elementos da Transposi¢ao
Didatica ndo sdo observados, uma vez que o livro traz apenas exercicios para a
utilizacéo direta do conteudo.

Nas atividades de Modelagem Matematica podemos observar com
maior freqiéncia a atualizacdo do saber, a modernizacdo do saber e a articulacédo
do saber, pois para a deducédo do modelo o estudante ndo se limita a utilizar 14pis e
papel, ele pode utilizar calculadoras graficas e/ou softwares mateméaticos para
auxiliar esta deducdo. Podemos citar o Problema do Jardim onde foi utilizado o
software Modellus como auxiliar na obtencédo do modelo.

A relacdo de pertinéncia de atualidade moral, dizem respeito a
trabalhar com situagbes e informacgdes que fazem parte da sociedade. No Livro A
muitos dos problemas de aplicacdes trazem informacdes que ndo sao utilizadas em
nossa sociedade. A exemplo disto temos exercicios que utilizam como unidade de
medida mph (pés/s) e pés o que nado é habitual em nossa sociedade, pois utilizamos
metro por segundo ou metros. Como no livro B ndo ha exercicios de aplicagdes dos
conteudos ndo ha a presenca da relacdo de pertinéncia de atualidade moral. Nas
atividades de Modelagem Matematica, esta relacdo € sempre observada, pois as
situacoes trabalhadas contemplam temas da nossa sociedade.

A relacao de pertinéncia de atualidade biologica é observada no livro
A e nas atividades de Modelagem Matematica. Esta relacdo permite observar se os
dados das aplicacBes contém informacdes atualizadas, o que acontece tanto no livro
A como nas atividades de Modelagem Matemética.

Todos 0s conceitos analisados nos livros e nas atividades de
Modelagem Matematica sinalizam a caracteristica proposta por Chevallard (1998)
ser consensual, descrita na secdo 2.4, uma vez que ndo ha davidas entre a
sociedade e a comunidade cientifica sobre sua inclusdo e permanéncia no curriculo
da disciplina de Calculo Diferencial e Integral. Os conceitos analisados sao

amplamente utilizados na resolucéo de situacdes problematicas relativas aos ramos
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das ciéncias envolvidas, nos cursos de graduacdo onde se faz necessaria a
disciplina de Calculo Diferencial e Integral.

A desincretizacdo do saber também é contemplada tanto nos livros
como nas atividades de Modelagem Matematica. Nos livros essa desincretizacao €
observada nas subsecfes de cada capitulo. O saber é apresentado como teorias
parciais de uma teoria maior, em nosso caso o conteudo de integral. Nas atividades
de Modelagem Matematica o conteudo vai sendo trabalhado aos poucos, na medida
em que se faz necessario.

A despersonalizacao do saber envolve a separagcao do saber do seu
contexto histérico. Nos conceitos analisados nos livros, temos que a apresentacao
do conteudo é separada de sua identidade historica, no entanto, ndo h4 mencgéo do
contexto histérico no qual o saber foi construido e nenhuma relagdo com o mesmo.
Nas atividades de Modelagem Matematica 0 mesmo acontece. Porém, como estas
atividades proporcionam aos estudantes a busca pelos dados do tema escolhido e a
obtencdo do modelo, temos que o estudante se aproxima da maneira pela qual os
cientistas desenvolveram suas teorias, muitas vezes levantando as mesmas
davidas. Como exemplo podemos citar o Problema da Energia Armazenada em um
Capacitor, onde os estudantes obtiveram nos laboratérios os dados para realizarem

a deducao do modelo.

5.4.2 Atributo II: Elucidagéo do saber

Quando o saber sabio € apresentado nas publicacfes cientificas,
ndo ha a preocupacao dos autores se o leitor vai compreender ou ndo a nova teoria.
Os meios onde se apresenta o saber sabio, tem como finalidade a publicagdo do
novo saber. Na apresentacdo do saber a ensinar nas formas didaticas o autor deve
ter a preocupacdo em tornar o conceito compreensivel para o estudante, uma vez
gue este tem seu primeiro contato com o contetdo do saber. Este atributo permite
visualizar quais s@o os indicativos de que h4 a preocupacdo do autor em tornar a
linguagem de apresentacdo do conceito compreensivel. Para isto devem ser
observados: tornar um conceito mais compreensivel, a programabilidade do saber e

a publicidade do saber.
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A publicidade do saber é observada nas analises dos livros e das
atividades de Modelagem Matematica. Este elemento da Transposicdo Didatica
permite visualizar se a apresentacdo do conceito analisado é explicita e bem
definida. Isto ocorre nas andlises dos conceitos dos livros e nas atividades de
Modelagem Matematica.

Para tornar um conceito mais compreensivel, observamos nas
andlises dos livros varios artificios utilizados pelos autores para proporcionar esta
compreensao. Os livros trazem exemplos, diagramas, quadros explicativos, tabelas,
no caso do conteudo de integral as tabelas de integracéo. O Livro A faz uma ampla
utilizacdo destes artificios, jA no Livro B o autor faz um maior uso dos exemplos,
colocando uma grande quantidade dos mesmos. Porém este tornar compreensivel
se limita a compreensdo apenas do conceito em si, ndo h4d a preocupacdo dos
autores em fazer a compreensdo do conceito em relagdo a sua utilizacdo nas
situacdes do cotidiano. Nas atividades de Modelagem Matematica o estudante utiliza
0 conceito para a construcdo do modelo apos fazer sua relagcdo com a situacdo do
cotidiano estudada.

A programabilidade do saber € um elemento bastante questionavel
na transposicdo dos saberes. Este elemento permite observar se o conteddo tem
principio e uma sequéncia racional de desenvolvimento. Nas andlises, nos propomos

a seguir a seguinte sequéncia de conceitos:

e Integral Indefinida,

¢ Integral Definida

e Area abaixo de uma curva

e Teorema Fundamental do Calculo

e Meétodo de integracéo por substituicdo de variaveis
e Método de Integracdo por partes

e Método de Integracéo por fragdes parciais

No livro A 0 autor apresenta estes mesmos conceitos na seguinte

sequéncia:
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e Integral Indefinida,

e Meétodo de Integracdo por substituicdo de variaveis,
¢ Integral Definida,

e Area abaixo de uma curva,

e Teorema Fundamental do Calculo,

e Método de Integracéo por partes,

e Meétodo de Integracéo por fracGes parciais,

Os cinco primeiros conceitos fazem parte do Capitulo 4. O método
de Integracao por partes e o Método de Integracéo por fragdes parciais fazem parte

do Capitulo 7.

No livro B a sequéncia seguida é:

e Integral Indefinida,

¢ Integral Definida,

e Teorema Fundamental do Calculo,

e Area abaixo de uma curva,

e Meétodo de Integracdo por substituicdo de variaveis,
e Método de Integracéo por partes,

e Meétodo de integracéo por fracdes parciais,

Estes conceitos sdo apresentados nesta sequéncia nos capitulos 10,
11, e 12. Em outros livros de Calculo podemos observar sequéncias diferentes de
apresentacao dos conceitos. No livro Calculo Diferencial e Integral de R. Courant
(1965), por exemplo, o autor inicia 0 conteudo de integral apresentando a integral
definida, antes do conceito de derivada. Apds apresentar o conceito de derivadas o
autor continua o conceito de integracdo apresentando as técnicas de integracao. No
livro Calculo Diferencial e Integral de Azcarate et al (1996), os autores apresentam o
conceito de derivada e integral sem utilizar apresentacdo do conceito de limite. Na
histéria do Calculo Diferencial e Integral os conceitos de derivacao e integracdo sdo
anteriores a definicdo do conceito de limite. Assim, temos indicativos de que a ordem
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de apresentacdo dos conceitos € particular a cada autor, ndo ha uma sequéncia
estabelecida pela comunidade cientifica para a apresentacdo dos conceitos.

Na Modelagem Matematica ndo ha como observar uma
programabilidade do saber, pois os conteudos s&o introduzidos na medida em que

se fazem necessarios para o estudo do problema.

5.4.3 Atributo Ill: Operacionalizacdo do saber

Este atributo permite analisar se o conteudo do saber apresentado
tem a capacidade de operacionalizagdo, ou seja, o conteudo traz a possibilidade de
proporcionar atividades como exercicios e problemas para que o estudante possa
trabalhar os conceitos a fim de que possa aprender o conteudo. Esta
operacionalidade também é necessaria para o professor poder avaliar o estudante,
permitindo assim o controle social da aprendizagem.

Nos livros didaticos este atributo € prontamente atendido na maioria
dos conceitos analisados. Os livros trazem uma grande quantidade de exercicios e
problemas para serem resolvidos. Temos uma excec¢do no metodo de integracéo por
de fracOes parciais analisado no Livro B, onde o autor coloca exercicios para o
calculo de integrais utilizando este método sempre da mesma forma, assim o
estudante ndo precisa raciocinar que artificio devera usado no calculo, fazendo
mecanicamente 0S exercicios.

Nas atividades de Modelagem Matematica este atributo é
parcialmente contemplado, visto que na deducdo do modelo o estudante utiliza o
conceito necessario para sua resolucdo, mas nao aborda todos os aspectos do
conceito por meio de exercicios ou problemas. Ha a necessidade do professor
envolver o estudante com outras atividades, para contemplar aspectos que para a
atividade de Modelagem Matematica ndo se tornaram necessarios.

Como analisamos a Transposicdo Didatica de um contelddo
especifico, o conteddo de integral, temos que a transposicdo analisada € uma
transposicdo strictu sensu. Na andlise das atividades de Modelagem Matemética
observamos que a Transposi¢ao Didatica dos conceitos do saber sabio para o saber

a ser ensinado é uma transposicdo latu sensu. De maneira geral as atividades de
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Modelagem Matematica vdo contemplar os mesmos atributos, independente do
conteudo do saber que esteja sendo analisado. Isto coloca a transposicdo dos
saberes num contexto mais amplo.

Na analise global dos atributos podemos observar que os livros
contemplam parcialmente o atributo | — adaptacdo do saber — e o atributo Il —
elucidacdo do saber. O atributo Ill — operacionalizacdo do saber — € contemplado
nos livros didaticos. Nas atividades temos contemplado o atributo | — adaptacdo do
saber — e parcialmente contemplados o atributo Il — elucidacdo do saber — e o
atributo Ill — operacionalizacdo do saber. Podemos inferir que as atividades de
Modelagem Matematica podem complementar os livros didaticos nos atributos
parcialmente contemplados pelos mesmos. Diante disto podemos propor a
Modelagem Matematica como alternativa pedagogica para o ensino do Calculo e um

novo caminho para a Transposi¢ao Didatica dos saberes.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a Transposicéo
Didatica do saber sabio para o saber a ensinar, em livros didaticos e em atividades
de Modelagem Matematica. Nossa problematica se propbs a investigar a
Transposicado Didatica do saber sabio para o saber a ensinar do conteudo Integral
em livros didaticos e em atividades de Modelagem Matemaética.

Segundo Chevallard (1998), quando o saber sabio sofre 0 processo
de transposicdo para se tornar o saber a ensinar, este novo saber deve ser
apresentado em uma forma didatica. A forma didatica mais utilizada € o livro
didatico. Neste trabalho propomos a utilizacdo das atividades de Modelagem
Matematica como forma didatica definida por Chevallard para a introducdo de
contetdos do saber a ensinar e analisamos a Transposi¢do Didatica do saber sébio
para o saber a ensinar nestes dois ambientes.

A partir de elementos da Transposicado Didatica do saber sabio para
0 saber a ensinar definidos por Chevallard (1998) e Astolfi (2005), elaboramos trés
atributos da Transposicdo Didatica que observamos em dois livros didaticos e em
trés atividades de Modelagem Matematica. Estes atributos permitem observar se a
Transposicao Didatica do saber sabio para o saber a ensinar do contetdo de integral
é “adequada” ou “ndo adequada” nas formas didaticas analisadas neste trabalho (os
livros didaticos e as atividades de Modelagem Matematica)

Na andlise dos livros didaticos observamos que a adaptacdo do
saber é parcialmente contemplada. Nos livros didaticos temos poucas aplicacées do
conteldo em relacdo a situacdes reais, e muitas vezes as informacdes nestes
problemas nao séo informacdes adequadas para a nossa sociedade como, por
exemplo, apresentar problemas com unidades de medidas que ndo sao utilizadas
por nossa sociedade. Os livros analisados também néo trazem as relacbes dos
contetdos ali apresentados com o contexto historico em que foram construidos. No
entanto o trabalho de citar todas as relagdes com o contexto histérico esbarra em
problemas técnicos como a quantidade de informacfes que traria cada livro. A

elucidacdo do saber é parcialmente atendida nos livros, pois, embora os livros
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tragam grandes quantidades de exemplos, mostrando assim a preocupacdo dos
autores em tornar o conceito compreensivel, estes exemplos na sua maioria sao
apenas para mostrar como trabalhar o conceito em si, ndo mostram como o conceito
se aplica em questdes extra-matematicas. Nos livros observamos a capacidade de
operacionalizacdo dos conceitos nos exercicios e problemas propostos pelos
autores.

Observamos que nas andlises das atividades de Modelagem
Matematica, a adaptacdo do saber é contemplada, pois estas atividades
proporcionam o trabalho com situacdes relacionadas com diferentes problemas ou
guestdes da nossa sociedade. A relacdo com o contexto histérico dos conteudos
ndo é observada. No entanto, ao trabalhar com as atividades de Modelagem
Matemética o estudante tem a oportunidade de se aproximar da maneira pela qual
0s cientistas desenvolveram suas teorias. Uma desvantagem das atividades de
Modelagem Matemética esta na baixa capacidade de operacionalizacéo, pois nas
atividades o estudante pode nao fazer uso de alguns aspectos do contetdo por meio
de exercicios e problemas. Outra desvantagem das atividades de Modelagem
Matematica € a sua nao programabilidade, pois nas atividades os conceitos que
emergem nem sempre seguem a mesma seqiéncia que o professor necessita para
a introducao dos conceitos.

A Modelagem Matemética se faz necesséria para o enfrentamento
do estudante diante de problemas reais e principalmente de como abordar estes
problemas. O livro se faz necessario como suporte técnico e fonte do conhecimento,
sendo assim de imprescindivel utilizagdo. Nos dois ambientes temos que 0s
atributos da Transposicdo Didatica do saber sabio para o saber a ensinar sao
parcialmente contemplados. Neste sentido, as analises que realizamos nos livros
didaticos e nas atividades de Modelagem Matematica sinalizaram que a associacao
das atividades de Modelagem Matematica com os livros didaticos, contribui para
uma Transposi¢do Didatica do saber sabio para o saber a ensinar mais adequada.
Pensamos que a situacdo ideal seria a utilizacdo de atividades de Modelagem
Matematica para a introducéo e aplicacdes de conceitos sempre que possivel, e 0
livro como fonte de referéncia do saber a ser ensinado.

Assim, consideramos que este trabalho pode trazer contribuicdes
para as aulas de Calculo Diferencial e Integral, uma vez que a atividades de

Modelagem Matematica podem complementar os livros didaticos nos quesitos da
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Transposicdo Didatica que ndo estao presentes nos livros didaticos. Sendo assim, a
Modelagem Matematica pode ser utilizada para auxiliar na Transposicao Didatica
dos saberes e tornar possivel a compreensdao dos conceitos matematicos e a
relacdo que estes tém com situacodes reais.

Esperamos que as atividades de Modelagem Matematica
apresentadas neste trabalho possam estimular o uso da Modelagem Matematica
como alternativa pedagogica para o ensino do Calculo Diferencial e Integral,
buscando assim, possiveis mudangas no ensino e aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral.

Para dar continuidade a nossa pesquisa temos algumas sugestdes.
Sugerimos a investigacdo da Transposicao Didatica do saber a ensinar para o saber
ensinado do conceito de integral. Nesta transposi¢cao pode-se trabalhar as atividades
de Modelagem Matematica com estudantes e assim analisar as questdes que
envolvem a transposicdo do saber a ensinar para o saber ensinado. Além disso,
pode ser analisada a transposi¢édo que o professor realiza quando se utiliza do livro
para construir suas notas de aula. Também pode-se investigar as diferencas
fundamentais entre a transposicdo dos saberes em classes onde o professor utiliza
somente o livro didatico como forma didatica e em classes onde além do livro o
professor utiliza as atividades de Modelagem Matematica para a introducdo dos

contelidos.
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