Universidade
Estadual de LondRrina

DIRCEU DOS SANTOS BRITO

APRENDER GEOMETRIA EM PRATICAS DE
MODELAGEM MATEMATICA:
UMA COMPREENSAO FENOMENOLOGICA

Londrina
2018






DIRCEU DOS SANTOS BRITO

APRENDER GEOMETRIA EM PRATICAS DE

MODELAGEM MATEMATICA:
UMA COMPREENSAO FENOMENOLOGICA

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica do Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Londrina — UEL,
como requisito parcial para a obtencao do
titulo de doutor em Ensino de Ciéncias e
Educacao Matematica.

Orientadora: Profa. Dra. Lourdes Maria
Werle de Almeida — Universidade Estadual de
Londrina — UEL

Londrina
2018






DIRCEU DOS SANTOS BRITO

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educagao
Matematica do Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual de Londrina — UEL,
como requisito parcial para a obtencdo do
titulo de doutor em Ensino de Ciéncias e
Educacao Matematica.

BANCA EXAMINADORA

Profa. Dra. Lourdes Maria Werle de Almeida
Universidade Estadual de Londrina — UEL

Prof. Dr. Ademir Donizeti Caldeira
Universidade Federal de Sao Carlos — UFSC

Profa. Dra. Regina Luzia Corio de Buriasco
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Prof. Dr. Tiago Emanuel Kliiber
Universidade Estadual do Oeste do Parana —
UNIOESTE

Prof. Dr. Valdeni Soliani Franco
Universidade Estadual de Maringa — UEM

Londrina, 06 de marco de 2018.






Dedico este trabalho a minha Familia:

a minha esposa Claudia e minhas filhas Elisa e
Esther pelo afeto imensurdvel e apoio
incondicional; e,

aos meus pais Jair e Odete que reservaram em

seus coragoes um lugar eternamente meu.






AGRADECIMENTOS

& por compreender que minka vida é inerente ao mundo percebido e ao mundo
humano que jd ndo posso permanecer indiferente d figura que os meus atos assumem na
perspectiva do outro. Cito esta consequéncia ética da fenomenologia' de Merleau-Ponty para
reafirmar a importdncia das pessoas e instituicoes que viabilizaram a realizagdo deste trabalho

e expressar a elas a minha gratiddo, citando-as nominalmente.

Agradeco a minha orientadora, professora Lourdes Maria Werle de Almeida
pelo seu profissionalismo, disponibilidade, franqueza, perspicdcia, generosidade e humildade.
E com essas e com muitas outras de suas qualidades que a professora Lourdes tem, nesses
ultimos 15 anos, me acolhido, ensinado, apoiado e me direcionado para que eu encontrasse o

mew proprio caminho na pesquisa.

Agradeco aos sujeitos desta pesquisa, isto é, aos estudantes que
afetuosamente acolheram minha pesquisa, trabalhando com afinco para realizar as tarefas e
me auxiliando no registro dos dados. Ademais, gentilmente autorizaram e buscaram de seus
pais a autorizagdo para o uso de suas imagens e depoimentos que enriqueceram sobremaneira

esta pesquisa.

Agradeco também aos membros da banca, os professores Ademir Donizeti
Caldeira, Regina Luzia Corio de Buriasco, Tiago Emanuel Kfiiber e Valdeni Soliani Franco
pela maneira generosa e competente com que ofereceram suas valiosas contribuicées para me

ajudar a compreender minhas interrogagdes nesta pesquisa.

Agradeco aos meus colegas do GRUPEMMAT, Ademir, Adriana, Ana
Paula, Bdrbara, Bianca, Camila, Cintia, Daiany, Emerson, Gustavo, Henrique, Jeferson,

Karina, Leandro, Leticia e Thiago, pelo companheirismo e ricas discussoes sobre esse trabalho.

Agradeco ao Programa de Pés-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Educagdo
Matemdtica — Doutorado e a Secretaria de Pés-Graduagdo do Centro de Ciéncias Exatas por

todo o tempo e dedicagdo dispensados, por meio de seus professores e funciondrios.

Agradeco a Secretaria de Estado da Educagdo do Parand — SEED — pela
concessdo de licenca remunerada nos anos de 2014 e 2015 e que me possibilitou dedicar-me

integralmente aos estudos e a pesquisa neste periodo.

1 (MERLEAU-PONTY, 2015, p.50)



Todos puxavam o mundo para si,
para o consertar consertado.
Mas, cada um sé vé e entende

as coisas dum seu modo.

Jodo Guimaraes Rosa/ Riobaldo
Grande Sertao Veredas



BRITO, Dirceu dos Santos. Aprender Geometria em Praticas de Modelagem Matematica:
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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacéo, segundo a perspectiva fenomenologica, da questao:
como 0s estudantes aprendem geometria em praticas de Modelagem Matematica? Para
responder a esta questdo, foram desenvolvidas trés praticas de Modelagem Matematica com
estudantes do 7° do Ensino Fundamental de uma escola publica de Londrina. Essas praticas
foram filmadas e relatos escritos, dizendo como perceberam sua aprendizagem, também foram
produzidos pelos estudantes. Esses dois tipos de registros, filmagens e relatos, foram
organizados, respectivamente, em Cenas Significativas e em Unidades de Discurso, os quais,
mediante redugdes sucessivas, convergiram para 12 invariantes: Momentos Significativos,
Percepcoes do Inicio da Aprendizagem, Aspectos Contextuais da Pratica de MM, Razdes que
Sustentam a Aprendizagem, Obstaculos e Dificuldades, Investigacdo e Aprendizagem,
Percep¢bes do Eu, Participacdo do Outro, O Professor e o Ensino, Modos de Expressar
Compreensdes, Percepcbes da Geometria na Pratica de MM, Percepcbes Acerca do Tema
Investigado. Em mais uma reducéo, esses 12 invariantes convergiram para 4 Nucleos de Ideias
que respondem a interrogacdo de pesquisa. Esses Nucleos, que dizem dos modos como a
aprendizagem da geometria se da em praticas de Modelagem Matematica, sdo: Temporalidade
e Constituicao da Aprendizagem; Modos de Proceder e Abertura a Aprendizagem; Vivéncia da
Relacdo Eu/Outro/N6s na Aprendizagem e Vivéncia da Relacdo Geometria/Tema na
Aprendizagem.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Aprendizagem. Geometria. Fenomenologia.
Educacdo Matematica.






BRITO, Dirceu dos Santos. Learning Geometry in Mathematical Modelling Practices: A
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Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

This doctoral thesis presents an investigation, according to the phenomenological perspective,
of the question: how do students learn geometry in Mathematical Modelling practices? To
answer this question, three practices of Mathematical Modelling were developed with students
from the 7th grade of a public school in Londrina. These practices were filmed and written
reports, telling how they perceived their learning, were also produced by the students. These
two types of recording, filming and reporting, were organized, respectively, in Significant
Scenes and Discourse Units, which, through successive reductions, converged to 12 invariants:
Significant Moments, Perceptions of the Beginning of Learning, Contextual Aspects of the
Practice of MM, Reasons for Learning, Obstacles and Difficulties, Research and Learning,
Perceptions of the Self, Participation of the Other, Teacher and Teaching, Modes of Expression
Understanding, Perceptions of Geometry in MM Practice, Perceptions on the Subject
Investigated. In a further reduction, these 12 invariants converge to 4 ldeas Cores that respond
to the research question. These Core, which speak of the ways in which the learning of geometry
occurs in practices of Mathematical Modeling, are: Temporality and Formation of Learning;
Modes of Proceeding and Openness to Learning; Experience of the Relationship 1/0Other/Us in
the Learning and Experience of the Relationship Geometry/Theme in the Learning.

Key words: Modelling Mathematics. Learning. Geometry. Phenomenology. Mathematics
Education.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de pesquisa apresenta uma investigacdo norteada pela
interrogacdo: como o0s estudantes aprendem geometria em praticas de modelagem
matematica?? A afirmacdo de que a investigacdo, aqui relatada, é direcionada por uma
interrogacdo tem o propdsito de identificar este trabalho com a concepgdo de que pesquisar é
“perseguir uma interrogacdo em diferentes perspectivas” (BICUDO, 2011, p.22). Interrogacao,
nesta concepcéo, remete a um sentido que difere do sentido de pergunta, problema ou hipotese,
pois estes conceitos sdo empregados no contexto da chamada pesquisa cientifica de modo a
antecipar uma solucao possivel, ainda que ndo especifica e determinada. A interrogacéo € uma
indagacdo para a qual ndo se tem possiveis respostas prévias como orientacdo e comporta-se
como “um pano de fundo onde as perguntas do pesquisador encontram seu solo, fazendo
sentido” (BICUDO, 2011, p.23). Portanto, nessa concepcao de pesquisa, “o caminho da questao
para aquele que pergunta faz parte da sua experiéncia vivida, e esse caminho precisa ser
visualizado para que o indagante se dé conta do solo histérico e cultural em que esta se
movendo” (BICUDO, e KLUBER, 2013, p.27).

Compreender a interrogacdo como um pano de fundo ou caminho da questao
significa afirmar que ela se instala como intencionalidade®, sendo constituida quando o
pesquisador sente-se desacertado com a “presenca de algo que nao quer integrar-se nas opinides
preestabelecidas” (KLUTH, 2005, p.40) de maneira que uma pergunta, ancorada nessa posi¢ao
desajeitada, precisa ser explicitada, ou seja, precisa ser esclarecido o que a interrogacao
interroga e como se constri o conhecimento acerca do que nela é interrogado. Esse
esclarecimento pode, por sua vez, auxiliar na delimitagcdo da regido de inquérito do investigado
e no delineamento dos procedimentos metodoldgicos do trabalho investigativo. Em vista desta
compreensdo, retomo, neste capitulo, algumas experiéncias vividas e que possibilitaram o
esclarecimento e a explicitacdo da interrogacdo que norteia esta investigagdo. Com essa

descricéo, pretendo explorar as razdes que conduziram minha opgéo pela fenomenologia como

2 Para evitar repetices e abreviar a escrita, daqui por diante “praticas de modelagem matematica” serd anotada
simplesmente como “praticas de MM”.

% Intencionalidade vem do latim intendo, tendi, tentum, tentere, e significa tender numa direcdo, estender, tornar
atento, sustentar, dar intensidade, afirmar com forca (BICUDO, 2010, p. 31). Intencionalidade é entendida como
a caracteristica essencial da consciéncia na medida em que a consciéncia é sempre dirigida para algo que néo é ele
mesmo a consciéncia. Isto €, a consciéncia tende sempre a considerar um objeto, o qual sempre transcende o ato
por meio do qual aparece (GIORGI, 1997 p.389).
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perspectiva filoséfica para sustentar, do ponto de vista ontoldgico e epistemoldgico, 0s

procedimentos metodoldgicos e a organizacdo da estrutura deste trabalho.

1.1 DA EXPERIENCIA VIVIDA A QUESTAO DE PESQUISA

A interrogacgdo que gerou esta pesquisa adquiriu caracteristicas predicativas*
a partir 2012, com uma pratica de MM que desenvolvi com estudantes internados no Centro de
Socioeducacéo® situado em Londrina. O tema escolhido foi a revitalizacdo de uma praca publica
localizada no centro da cidade de Londrina. Investigamos com os estudantes duas questdes: (i)
como construir uma rede de caminhos com o menor comprimento possivel, interligando 0s
principais pontos da praca e (ii) como organizar a relagdo entre as areas verdes, destinadas aos
jardins, e as areas de circulacdo de pessoas (largos). A investigacdo dessas duas questdes
conduziu os estudantes ao estudo de métodos de otimizacdo geométrica presente na resolucdo
de problemas cléassicos da Geometria® Euclidiana, entre os quais o Problema de Heron, o
Problema de Fermat-Steiner e o Problema Isoperimétrico. Essa investigacdo permitiu também
que os estudantes elaborassem croquis, diagramas e constru¢des geométricas que subsidiaram
a confeccdo de um projeto de reforma e revitalizacdo da praca. Esse projeto foi apresentado
pelos estudantes em painéis, contendo todos os croquis, diagramas e construgdes geometricas,

e em duas maquetes, uma da praca atual e outra da praca reformada e revitalizada.

4 Embora a interrogagdo tenha ganhado aspectos predicativos a partir de 2012, isto ndo significa que ela tenha se
originado ai, pois, do ponto de vista fenomenoldgico, a constituicdo de uma interrogacao de pesquisa é anterior a
sua explicitacéo verbal, sendo, inclusive, condigdo de possibilidade dessa explicitagdo. Em outros termos, a relagéo
intencional entre consciéncia e objeto intencional ndo é constituida a posteriori a partir de um julgamento expresso
de forma predicativa, mas é constituida a priori na experiéncia e anterior ao julgamento de forma pré-predicativa.

> CENSE ¢ a sigla para os Centros de Socioeducagdo que sdo instituicdes mantidas pelo Governo do Estado do
Parana e destinadas a internacdo de adolescentes que cumprem medidas socioeducativas aplicadas em decorréncia
do cometimento de atos infracionais.

& Omitiremos aqui os detalhes acerca dos enunciados desses problemas e suas resolucdes, remetendo ao leitor
interessado a indicagdo das referéncias (BRITO, 2013), (BRITO e ALMEIDA, 2014) e (BRITO e ALMEIDA,
2015)
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Figura 1: Painéis (a direita) e as maquetes (a esquerda) construidas pelos estudantes

Fonte: O proprio autor

A descricdo dessa pratica de MM integra a dissertacdo apresentada ao
mestrado profissional em matematica, PROFMAT — UEL. O objetivo dessa dissertacdo é
discutir a abordagem de contetidos de geometria do Ensino Fundamental em praticas de MM e,
na elaboracdo dessa dissertacdo, deparei-me, mais explicitamente, com questdes vinculadas a
aprendizagem da geometria em préaticas de MM. Como evidenciar a aprendizagem da geometria
em praticas de MM? Como as préaticas de MM qualificam a aprendizagem da geometria? Que
aspectos observaveis caracterizam essa aprendizagem? E, em que sentido essa aprendizagem
se diferencia da aprendizagem que ocorre em outras praticas educativas? Perguntas como estas
levaram-se a buscar nos referenciais teoricos, comumente empregados na Educacao
Matematica, o que diziam sobre a aprendizagem da geometria. Esta busca, entretanto, ndo me
permitiu compreender a especificidade da aprendizagem da geometria em préaticas de MM,
tornando claro que eu estava na “presenga de algo que ndo quer integrar-se nas opinioes
preestabelecidas (KLUTH, 2005, p.40)”.

Este desacerto entre o dito e o vivido mostrou-me a necessidade de investigar
a aprendizagem da geometria em praticas de modelagem matematica. Embora esta questdo ja
orbitasse minhas preocupacdes desde a elaboracéo da dissertacdo para o0 mestrado profissional
em 2013, sua redacdo definitiva e seu esclarecimento, todavia, foi se construindo ao longo do
periodo que vai de 2013 até 2017. Mais precisamente, a elaboragdo do projeto de pesquisa,
visando o ingresso no programa de doutorado em 2014 e o esforco continuo, realizado a partir
desta data, para formular a questao de pesquisa da tese foram dois momentos em que busquei,
de maneira mais rigorosa, o esclarecimento do que é interrogado nessa interrogacéo e de como

podemos conhecer esse interrogado.
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E, o que interroga essa interrogacdo? Ela indaga como os estudantes
aprendem geometria em préaticas de MM. Este como, que a interrogacao interroga, indaga os
modos pelos quais os estudantes vivenciam, em praticas de MM, experiéncias de aprendizagem
da geometria. A interrogacéo solicita a explicitacdo desses modos. Mas, como explicitar esses
modos ou, mais precisamente, como se constroi 0 conhecimento acerca desse interrogado? A
prépria interrogacdo nos da uma direcdo. Ao dirigir nosso olhar para o interrogado, ela solicita
que se busque sujeitos que vivenciam esse fendmeno, isto €, estudantes que estejam aprendendo
geometria em praticas de MM e que se deixe manifestar como eles vivenciam essa
aprendizagem que se da. A interrogacdo, portanto, solicita que se busque nos modos de
expressdo, isto €, nas falas, gestos, olhares, movimentos corporais, compreensdes
intersubjetivas, em suma, toda gesticulacdo linguistica dos estudantes que revele o que é

indagado na interrogacéo.

Estas consideragdes indicam que a aprendizagem inquirida na interrogagéo
ndo deve ser tomada como algo que se dad em si mesma, ja pronta e separada do sujeito que a
vivencia ou daquele que a percebe, mas deve ser tomada como ela se mostra intencionalmente
para aquele que a interroga. Isto €, a aprendizagem deve ser abordada como “constituindo e se
mostrando em diferentes modos, de acordo com a perspectiva do olhar e na temporalidade
historica de suas duracdes e respectivas expressdes mediadas pela linguagem e por ela
transportadas” (BICUDO, 2011, p.41). Essa compreensdo direciona a investigagdo da

aprendizagem da geometria em préaticas de MM para uma abordagem fenomenologica.

1.2 OPCAO PELA FENOMENOLOGIA E ESTRUTURA DA TESE

Inquirir, segundo uma abordagem fenomenoldgica, os modos pelos quais se
da a aprendizagem da geometria em praticas de MM significa assumir a importancia ontolégica
e epistemoldgica do ir-a-coisa-mesma, isto €, assumir que para compreender um fenémeno é
preciso ir a ele mesmo “sem teorias sobre sua explicagdo causal e tdo livre quanto possivel, de
pressupostos e de preconceitos” (MARTINS, 1994, p. 15). Ir-a-coisa-mesma significa, em
suma, deixar que o fendmeno se mostre, por si mesmo, aquele que intencionalmente o interroga.
A abordagem fenomenoldgica sustenta-se, portanto, na concepcéo de realidade percebida, ou
seja, a realidade é aquela que se mostra na percepcao ou intuicdo do sujeito que conhece, de

modo que o0 mundo é assumido como sendo sempre e necessariamente correlato a consciéncia.

Considerar como dado da realidade unicamente aquilo tal como é dado a
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percepg¢do ou intuicdo como presenca ou fendmeno requer um movimento de reducéo. Reduzir,
em sentido fenomenolodgico, significa suspender 0s juizos prévios ou pressuposices e
descrever aquilo que se mostra, exatamente como se mostra, sem recair em explicacoes,
construcGes ou interpretacfes. Segundo Giorgi (2014) estas trés vias de acesso ao fendbmeno se
distinguem radicalmente da descric¢ao, pois, para dar conta do fendmeno, em algum momento
elas o0 abandonam, substituindo-o por alguma de suas representacdes. Esse autor afirma que
explicar “o que é dado a consciéncia pressupde, a0 mesmo tempo, aquilo que esta presente, mas
exige disso se desvincular, para ser possivel dar-lhe conta”. Ainda segundo Giorgi (2014), a
construcdo ¢ uma forma de dar conta de um fendmeno que envolve “momentos hipotéticos ou
especulativos, que também nos distanciam do mero enunciado daquilo que ¢ dado”. Por fim,
Giorgi (2014) argumenta que a interpretacédo, para dar conta de um fenémeno, “traz, seja devido
a uma teoria, seja por razGes pragmaticas, uma perspectiva que a evidéncia intuitiva nao requer

necessariamente”.

A abordagem fenomenologica privilegia a descricdo no sentido de que “ela
ndo opera por abstracdo sob abstracdo, mas com o compreendido nos vividos reduzidos em
intuigdo pura” (BICUDO, 2011, p.45). Todavia, essa abordagem ndo se detém em descri¢des
de individualidades, de singularidades da experiéncia vivida pelo sujeito, mas “visa mostrar as
estruturas em que a experiéncia relatada se da, deixando transparecer, nessa descricao, as suas
estruturas universais” (BICUDO, 2011, p. 46). Esse movimento que busca transcender o que
esta individualmente descrito e avancar em direcédo a estrutura do fendmeno é conhecido como
reducéo eidética ou reducdo a esséncia. E por conta desse movimento que Merleau-Ponty
(2014) define a fenomenologia como “o estudo das esséncias, e todos 0s problemas, segundo
ela, resumem-se em definir esséncias”. Esséncia diz do sentido fundamental que se mantém
mais duradouramente num determinado contexto e sem o qual o fenébmeno ndo poderia se
apresentar tal como ele é. Esséncia é uma “identidade constante que contém as variagdes que

um fendmeno € capaz de sofrer, e que as limita” (GIORGI, 2014, p.395).

A investigagdo relatada neste trabalha possui uma abordagem
fenomenologica porque incorpora as trés caracteristicas principais desse método, segundo
Giorgi (2014): a descricdo, a reducdo fenomenologica e a busca das esséncias. Essas trés
caracteristicas estdo presentes em todos os capitulos desta tese e sdo fundamentais para entender
como ela esta estruturada. Ao passar em revista algumas concepcles tedricas, oriundas da
regido de inquérito da Educacdo Matematica, acerca da aprendizagem da geometria e da

aprendizagem em praticas de MM, o capitulo 2 ja efetua um movimento redutivo. Ao analisar
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critica e reflexivamente essas concepgdes, buscamos compreender 0S pressupostos que
sustentam a visdo de mundo e de conhecimento que elas carreiam e, com isso, efetuar um
movimento redutivo, desonerando a linguagem com a qual descrevemos a aprendizagem da
geometria em praticas de MM. Em sintese, o capitulo 2 torna efetiva a compreensdo de que a
“descrigdo ¢ uma fala sobre nossa experiéncia, mas também sobre os preconceitos desde onde
explicamos tal experiéncia” (MULLER, 2001, p. 134).

O capitulo 3, por sua vez, procura apresentar os desdobramentos
metodoldgicos da abordagem fenomenoldgica. Assim, esse capitulo coloca em evidéncia como
investigamos as experiéncias de aprendizagem dos estudantes em praticas de MM sem
prejulgamentos e sem projetar pensamentos prontos na analise dessas experiéncias. Para isso,
lancamos méo dos conceitos de reducdo fenomenoldgica, descricdo e busca de esséncias para
destacar as caracteristicas fenomenoldgicas de nossa investigacdo. Apresentamos também
aspectos gerais das trés praticas de MM que desenvolvemos com 0s estudantes e, com isso,
explicitamos o modo como se deu o delineamento do cendrio da pesquisa. Por fim,
apresentamos 0s procedimentos para organizacdo e andlise dos dados registrados na

investigacéo.

J& o capitulo 4 apresenta a Andlise ldeogréfica das Cenas Significativas,
constituidas de registros em video ou filmagens das aulas em que se deu as praticas de MM, e
dos Discursos, extraidos dos relatos individuais em que os estudantes descrevem como sua
aprendizagem se deu. Assim, o capitulo 4 relata como a Andlise Ideografica conduziu a
explicitacdo de Unidades Significadas de Cenas e de Discursos que dizem do fenémeno
interrogado, isto é, essas Unidades Significativas evidenciam sentidos da aprendizagem
geométrica em préaticas de MM. Assim, cada Unidade de Cena e cada Unidade de Discurso é
seguida de uma Unidade Significativa que, em sequéncia, interpretada a luz da interrogacéo de

pesquisa.

O capitulo 5, por sua vez, apresenta a Analise Nomotética em que se busca 0s
grandes invariantes do fenbmeno e as suas estruturas essenciais. Por isso, a Analise Nomotética
é apresentada em duas reducdes. Na primeira reducado, 12 grandes invariantes do fenémeno séo
encontrados, a saber: Momentos Significativos, Percep¢des do Inicio da Aprendizagem,
Aspectos Contextuais da Pratica de MM, Razdes que Sustentam a Aprendizagem, Obstaculos
e Dificuldades, Investigacdo e Aprendizagem, Percepcdes do Eu, Participagédo do Outro, O

Professor e o0 Ensino, Modos de Expressar Compreenses, Percepgdes da Geometria na Préatica
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de MM e Percepcdes Acerca do Tema Investigado. Numa segunda reducdo, esses 12 invariantes
conduzem a 4 Nucleos de Ideias que dizem das estruturas essenciais do fenémeno. Séo eles:
Temporalidade e ConstituicAo da Aprendizagem; Modos de Proceder e Abertura a
Aprendizagem; Vivéncia da Relacdo Eu/Outro/No6s na Aprendizagem e Vivéncia da Relacéo
Geometria/Tema na Aprendizagem. A apresentacdo desses 4 Nucleos de Ideias segue-se da sua
interpretacdo em que conceitos tedricos sao empregados explicitar uma compreensdo

fenomenologica de como os estudantes aprendem geometria em praticas de MM.

Por fim, o capitulo 6 retoma o caminho percorrido na investigacdo com o
objetivo de delinear elementos para uma metacompreensdo da pesquisa realizada. Para isso,
retomamos a constituicdo da interrogacdo de pesquisa e 0 modo como essa interrogacdo
direcionou a escolha dos procedimentos metodoldgicos e a compreensdo do fenémeno
investigado. O capitulo 6, portanto, apresenta um movimento reflexivo sobre o que foi
investigado, sobre como a pesquisa foi conduzida e ainda, sobre como essa pesquisa responde
ou ndo a interrogacdo que a gerou. Por fim, o capitulo 6 inclui uma reflexdo que busca pelo
sentido que essa investigacdo faz para aquele que sobre ela reflete, para os membros da
comunidade que investiga a Modelagem na Educacdo Matematica, ou seja, reflete sobre a

relevancia do tema investigado para a regido de inquérito.
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2 APRENDIZAGEM, GEOMETRIA E MODELAGEM MATEMATICA

Este capitulo retne e discute sentidos que o termo aprendizagem assume nas
pesquisas vinculadas a educagdo em geometria e as praticas de MM. O objetivo aqui é o de
analisar critica e reflexivamente os pressupostos que sustentam esses sentidos, ou seja, que
sustentam a compreensdo, usualmente veiculada na pesquisa em Educacdo Matematica, acerca
da aprendizagem em geometria e na MM. Com essa analise, visamos desonerar, de
pressuposicGes e preconceitos, 0 uso da linguagem com a qual fazemos a descricdo da
aprendizagem da geometria em praticas de MM. Este capitulo busca, portanto, efetuar um
movimento redutivo e, com isso, caminhar em dire¢do a uma compreensdo fenomenoldgica da

aprendizagem da geometria em praticas de MM.

2.1 UMA COMPREENSAO INICIAL DO VERBO APRENDER

Em nossa atitude natural, reconhecemos experiéncias como sendo de
aprendizagem sem que tenhamos que pensar explicitamente o sentido que caracteriza essas
experiéncias. Isto significa que tomamos a aprendizagem como um fato, algo ja dado e que
existe para além dos modos subjetivos que permeiam a apreensdo do seu sentido. Ja sob a
perspectiva da atitude fenomenologica, assume-se que o sentido do fenémeno aprendizagem é
constituido pela consciéncia, isto é, que esse sentido se da sempre para uma consciéncia que o
apreende e que o estrutura, e ndo se da nos fatos e de maneira independente dos modos
subjetivos de apreensdo. Desse modo, compreender a aprendizagem, sob o ponto de vista da
fenomenologia, significa explicitar o sentido fundamental sem o qual a aprendizagem nédo pode
se apresentar a consciéncia tal como ela €, ou seja, o sentido que contém todas as variacGes

possiveis que o fendmeno aprendizagem pode sofrer, e que as limita.

Mas, como explicitar esse sentido fundamental? Uma possibilidade de
explicitar esse sentido fundamental é procurar convergéncias nos diferentes entendimentos do
verbo aprender, comecando, por exemplo, pelo seu sentido etimoldgico. Segundo Cunha (2007)
o0 verbo aprender vem, por sincope, do latim apprehendere que significa apoderar-se, tomar
posse, agarrar algo e manté-lo preso junto de si. O termo latino prehendere remete tanto a acao
de agarrar com as maos quanto a acdo de agarrar com a mente, de modo que o verbo aprender,
na sua origem etimoldgica, incorpora os sentidos de aprender com o corpo e aprender com a

mente. A reunido destes dois sentidos abre-nos uma possibilidade de interpretacdo do verbo
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aprender: quem aprende toma posse, se apropria, se apodera do conhecimento mediante a
experiéncia do corpo e/ou mediante a aquisicdo de significados intelectuais. Essa interpretacao,

por sua vez, pode conduzir a dois entendimentos.

O primeiro entendimento € que experiéncia e conhecimento possuem, na
aprendizagem, uma relagdo diacronica, ou seja, experienciamos com o0 corpo para compreender
com a mente. Este entendimento é expresso, por exemplo, na defini¢cdo de David Kolb (apud
ILLERIS, 2013, p.103) de que “aprender ¢ transformar a experiéncia em conhecimento”. Esta
definicdo subentende que a experiéncia ndo é conhecimento, mas é a base para a criacdo de
conhecimento, de modo que a transformacéo da experiéncia em conhecimento ocorre, segundo
esse autor, quando observacdes e reflexdes realizadas sobre uma experiéncia concreta levam a
formacdo de conceitos abstratos e generalizaces, 0s quais sao empregados ativamente em
novas experiéncias concretas para tomar decisfes e resolver problemas. Esta afirmacdo €

esquematizada no chamado ciclo da aprendizagem de Kolb (apud ILLERIS, 2013, p. 104):

Figura 2: Ciclo da aprendizagem de Kolb

Experiéncia
concreta
Experimentacao Observagao
ativa reflexiva
Conceituacdo
abstrata

Fonte: llleris (2013)

Mas, se aprender é transformar a experiéncia em conhecimento, o resultado
dessa aprendizagem, aquilo que é efetivamente aprendido, pode ser visto como um residuo, um
precipitado de conteudos intelectuais que sdo armazenados pela pessoa que aprende. Neste
entendimento, a pessoa que aprende e armazena o que € aprendido ndo se transforma, uma vez
que ela é apenas depositaria do conhecimento. E somente a experiéncia que se transforma em

conhecimento.

O segundo entendimento é que experiéncia e pensamento possui uma relacao
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sincronica, isto é, experiéncia e significacdo ndo se ddo separadamente, mas formam uma
unidade. Neste entendimento, a aprendizagem pode ser vista como uma transformacéo que se
da com a pessoa’ no seu todo e o resultado da aprendizagem deixa de ser um precipitado de
contetidos, mas € sempre a propria pessoa que aprende. Se o que se transforma na aprendizagem
é a propria pessoa que aprende, entdo pessoalidade é uma caracteristica constituinte da
aprendizagem. Este entendimento da aprendizagem esta presente, por exemplo, na definicéo de
Jarvis (apud ILLERIS, 2013, p. 35):

A aprendizagem humana é a combinagao de processos ao longo da vida, pelos
quais a pessoa inteira — corpo (genético, fisico e bioldgico) e mente
(conhecimentos, habilidades, atitudes, valores, emogdes, crencas e sentidos) —
experiencia as situacdes sociais, cujo contetdo percebido é transformado no
sentido cognitivo, emotivo ou pratico (ou por qualquer combinacdo) e
integrado a biografia individual da pessoa, resultado em uma pessoa
continuamente em mudanga (ou mais experienciada).

Em vista dessas consideracdes, como esbocar uma caracterizacdo da
aprendizagem sob a luz da fenomenologia? Primeiro, quando inquirimos acerca da
aprendizagem, ¢ em direcdo a pessoa que aprende que dirigimos o nosso olhar. E ela, na
totalidade dos seus modos de expressdo, que revela o sentido de aprender. Assim como o
fendmeno cor é indissociavel de sua superficie, também o fenémeno aprendizagem é
indissociavel da pessoa que aprende. Por isso, a pessoalidade da aprendizagem é uma de suas
caracteristicas essenciais. Ademais, se o fendbmeno da aprendizagem somente se expressa em
uma pessoa, é porque toda pessoa expressa algum tipo de inacabamento. E por conta desse
inacabamento que a aprendizagem se mostra como um florescer continuo de possibilidades de
ser e de viver, isto é, se manifesta como transformacéo. Além dessa segunda caracteristica
essencial da aprendizagem, é preciso ainda reconhecer que a aprendizagem é um fenébmeno que
se da em modos de expressdo. Mais simplesmente, a aprendizagem se expressa na fala, gestos,
olhares, registros simbdlicos, modos de agir, enfim, em gesticulagdes linguisticas do corpo-
préprio que dizem do nosso modo ser e de viver. Esses modos de expressdo atuam, seguindo
esse nosso entendimento, como indice existencial, ou seja, a0 mesmo tempo em que revelam a
aquisicdo de conhecimentos inéditos, deixa transparecer modos de ser e de viver da pessoa que
aprende. Concluimos entdo que que a expressao da aprendizagem como indice existencial é sua

terceira caracteristica essencial.

" Segundo Bello (2004), o termo pessoa significa, para a fenomenologia, o ser humano tomado na complexidade
dos seus aspectos.
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Vamos exemplificar essas trés caracteristicas essenciais da aprendizagem. Se
um estudante afirma que “o ferro de passar roupas esquenta porque € ligado na tomada” e, por
alguma razdo, se da conta da inadequacéo desta afirmacdo e a reformula, dizendo “o ferro de
passar roupas esquenta porque possui um resistor”, entdo percebemos, imediatamente®, que ai
se houve uma aprendizagem porque percebemos que ai ocorreu uma transformacéo. Mas, essa
transformacdo ndo expressa somente a aquisi¢do conceitual do significado de resistor como
algo que produz calor ao ser percorrido por uma corrente elétrica, mas mostra-se como uma
transformacdo que se da& essencialmente no modo como a pessoa que apreendeu esse
significado se relaciona com o seu mundo. A expressdo dessa aprendizagem, portanto, atua
como um indice existencial, revelando como se da a relacdo dessa pessoa com o seu mundo.
Apos estabelecermos essa compreensdo inicial de aprendizagem, passemos agora a examinar

mais diretamente o significado de aprender geometria e aprender na MM.

2.1 APRENDER GEOMETRIA EM PRATICAS EDUCATIVAS

Como os estudantes aprendem geometria na escola? Esta questdo, embora
formulada de forma definitiva, costuma gerar respostas diversas. Em parte, isto ocorre porque
0 proprio termo geometria é empregado, em Educacdo Matematica, de maneira ambigua.
Segundo Usiskin (1998), falta clareza sobre o objeto de estudo da geometria, pois “nem os
geOdmetras concordam quanto a natureza de sua matéria” (1998, p.32). A falta de clareza sobre
0 que a geometria estuda se reflete na compreensdo ambigua acerca de como se da a sua
aprendizagem porque ndo se estabelece de maneira rigorosa 0 que se entende por geometria.

Mas, 0 que é geometria?

Segundo Hardy (1925), uma antiga resposta é: a geometria € a ciéncia do
espaco. A presenca abundante de formas geométricas na natureza, artes, artesanato, arquitetura,
industria, reforcam esse sentido da geometria. O surgimento das geometrias ndo euclidianas e
conviccdo de que a relacdo entre geometria e espaco fisico possui um carater convencional,
enfraqueceu essa definicdo. Além disso, a propria palavra “espaco” é ambigua, pois ora é
entendida como o espaco fisico, como o0 ambiente em que as coisas se dispdem, ora é entendida
como espagco cognitivo, como estrutura mental que permite organizar as experiéncias

perceptivas ou visuais. A afirmacdo kantiana de que o espaco ndo deriva da experiéncia

8 Imediatamente significa que ndo precisamos antes formular um juizo ou aplicar uma definicéo para identificar a
aprendizagem.
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perceptiva, mas é uma condicao a priori para que essa experiéncia ocorra, se vincula a essa ideia

de espaco cognitivo.

Vincula-se também a essa ideia a definicdo de que a geometria € um modo de
pensar ligado essencialmente a visualizagdo. Segundo Atiyah (2003) a geometria ¢ “menos um
ramo da matematica do que uma maneira de pensar que se propaga por toda a matematica”. A
geometria, segundo esse autor, € a parte da matematica na qual o pensamento dominante é o
visual, assim como a algebra ¢é aquela parte na qual o raciocinio sequencial € o predominante.
A construcdo de figuras, a confeccdo de desenhos, o uso de objetos da geometria como veiculo
para representar conceitos cientificos (inclusive matemaéticos) cuja origem nao é visual ou fisica

reforcam essa ideia da geometria como visualizacéo.

Uma terceira definicdo de geometria considera como espaco entidades
abstratas e formais, de modo que a geometria € a teoria matematica dessas entidades. Neste
caso, é mais adequado falar em geometrias, pois dependendo das propriedades consideradas
desse espaco tem-se geometrias distintas. Argumentando em favor dessa visdo, Hardy (1925)
afirma que o gedmetra puro se interessa mais pelas propriedades que um espaco possui do que
pelo que ele realmente é ou representa. Pontos, retas e planos ndo sdo tomados pelo gedmetra
como objetos espaciais, mas como um sistema de entidades formais sujeitas a certas relagdes
I6gicas. O sistema que interessa ao gedmetra é expresso pelos axiomas da sua geometria. Sdo
0s axiomas que caracterizam os sistemas e ndo as propriedades espaciais dos objetos
geométricos considerados. De fato, a forma tradicional de apresentacdo da geometria nos livros
didaticos, enfatizando definicdes, teoremas e demonstracdes baseadas no raciocinio dedutivo

refor¢cam essa visao da geometria como uma colegao de sistemas l6gicos (HARDY, 1925, p.22).

Em vista dessa multiplicidade de sentidos que a geometria revela, tentar
entender como se da sua aprendizagem parece ser uma tarefa ingloria. Uma saida interessante
para esse impasse €, ao invés de buscar uma defini¢do cabal, admitir, como faz Usiskin (1998),
que essa multiplicidade de sentidos € uma caracteristica fundamental da geometria e que, no
limite, ousamos afirmar que ela é uma colecdo de objetos, conceitos ou modos de pensar que
servem de modelos para investigar diversos temas. Se a geometria se mostra como um estudo
do mundo real ou do espaco fisico € porque modelos geométricos permitem expressar uma
compreensdo acerca da mensuracdo e relacdes espaciais dos objetos fisicos. E ainda, se a
geometria esté vinculada a visualizagdo € porque ela possui modelos que possibilitam alcangar

uma compreensao visual de objetos que ndo sdo originalmente visuais. Por fim, se a geometria
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pode ser entendida como uma colecao de sistemas 18gicos é porque o gebmetra pode construir
modelos geomeétricos a partir de entidades abstratas e formais geradas no interior da propria
matematica. Esta é uma compreensdo multifacetada da geometria, mas entendo que esse ponto
de vista é o que permite discutir adequadamente como a questao de sua aprendizagem tem sido
abordada na pesquisa em Educacdo Matematica.

2.1.1 Aprendizagem da Geometria em Quatro Teorias

Vejamos como os trabalhos de pesquisa procuram, a seu modo, explicar como
a aprendizagem da geometria se da, partindo de um entendimento particular da natureza da
geometria. Discutiremos como isto ocorre em quatro abordagens teoricas®, comecando pelo
trabalho de Piaget e Inhelder (1993). Em seu estudo sobre o desenvolvimento da capacidade da
crianca de representar o espaco, esses autores assumem que a geometria € um conhecimento do
espaco, entendido como espago cognitivo. Mais precisamente, para Piaget e Inhelder (1993), o
espaco cognitivo é construido pelo individuo a partir da experiéncia com o espaco perceptivo,
mas ndo é uma copia mental deste, nem é abstraido exclusivamente das informag6es oriundas
da percepcédo. O espaco cognitivo € engendrado pela inteligéncia, mediante acdes intelectuais

realizadas pelo individuo.

Segundo Piaget e Inhelder (1993), é do espaco cognitivo, engendrado pelo
individuo, que deriva o conhecimento geométrico. E como isto se da? Esses autores se inspiram
na abordagem da geometria do Programa Erlangen'® e propdem que primeiro a crianga constroi
0 espaco topologico e que, neste estagio, ela aprende apenas as relagdes de vizinhanca,
separacdo, ordem, entorno, envolvimento e de continuidade. Num estagio posterior, 0 espaco
da crianga torna-se euclidiano no sentido de que ela apreende a constancia das dimensdes dos
objetos, percebendo-as como invariantes no decurso de seus deslocamentos, e projetivo na

medida em que ela aprende a coordenar diferentes pontos de vista sobre um objeto, ou seja, a

® A escolha dessas quatro teorias levou em conta a constatagdo de Clements e Battista (2003), Keith (1998) e
Kuzniak (2007) de que essas teorias abordam questBes diretamente ligadas as praticas educativas escolares e
situam-se entre as mais empregadas como referencial tedrico na pesquisa em Educacdo Matematica.

100 Programa Erlangen, proposto pelo matematico Félix Klein, é uma tentativa de unificar e classificar as
diferentes geometrias empregando o conceito de grupo de transformagdes. Cada geometria é definida pelo seu
grupo de transformagdes ou grupo de simetrias, de maneira que cada geometria estuda as propriedades do espago
que se mantém invariantes sob o seu grupo de transformacées.
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coordenar diferentes perspectivas.

Ja 0 modelo tedrico de Van Hiele aborda a questdo de como se da a
aprendizagem da geometria, tomando, segundo Villiers (2010), a geometria como o estudo das
figuras, ou seja, como o estudo dos poligonos, curvas, poliedros e qualquer outro objeto
geométrico que pode ser representado seja com instrumentos de desenho, seja com software de
geometria dindmica, seja empregando modelos fisicos. Assim, segundo Villiers (2010), para o
modelo de Van Hiele, espaco € a folha de papel, a tela do computador, as dobraduras e qualquer

meio que permite a representacao de figuras.

O modelo tedrico de Van Hiele emprega essa concepcao de geometria para,
segundo Villiers (2010), propor que o desenvolvimento do pensamento geométrico se da em,
pelo menos, quatro niveis, partindo das experiéncias perceptivas e se completando com a
aquisicdo de capacidades discursivas e conceituais. De acordo com esse modelo tedrico, no
primeiro nivel, o estudante adquire habilidades de reconhecimento visual das figuras pela sua
aparéncia global ou pela sua forma, sem, no entanto, conseguir explicitar as suas propriedades
geométricas. Ja no segundo nivel, o estudante adquiri a habilidade de andlise das propriedades
das figuras e consegue empregar a terminologia técnica adequada para descrevé-las, mas sem
correlacionar figuras ou propriedades das mesmas. No terceiro nivel, o estudante desenvolve a
habilidade de ordenacao logica das propriedades das figuras por meio de sequéncias curtas de
deducéo e entende as correlacdes entre as figuras como, por exemplo, a inclusdo de classe. Por
fim, no quarto nivel, o estudante adquire a habilidade de deducdo, isto €, ele aprende a
desenvolver sequéncias mais longas de enunciados e compreende o significado da deducéo e

do papel dos axiomas, teoremas e provas.

Outra abordagem teorica a questdo da aprendizagem geométrica é proposta
por Duval (1995) que considera a geometria de um ponto de vista cognitivo, ou seja, se interessa
principalmente em diferenciar, classificar e caracterizar os processos cognitivos empregados na
resolucdo de problemas geométricos. O modelo tedrico de Duval (1995) assume que a
geometria é um sistema de registros de representacdo semiotica e, em funcao disso, se propde
a descrever como 0s processos cognitivos, empregados na diferenciacdo e coordenacao desses
registros, conduzem a diferentes modos de apreensdes em geometria. Para Duval (1995), a
atividade geométrica envolve trés tipos imbricados de processos cognitivos e que cumprem
fungdes epistemoldgicas especificas. O primeiro envolve os processos de visualizagdo e diz

respeito & interpretagdo perceptiva das representagdes espaciais, cumprindo a funcéo de ilustrar
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proposicdes e auxiliar na exploragdo heuristicamente situacbes geométricas complexas. J& 0s
processos de construcdo envolvem a elaboracdo de configuracBes com ferramentas (régua,
compasso, software) e desempenham, neste caso, a funcéo de fornecer modelos. O ultimo tipo
sd0 os processos de raciocinio que englobam as atividades discursivas desenvolvidos na
atividade geomeétrica e efetuam a funcdo de extensdo do conhecimento com a elaboragédo de

provas e explicacgoes.

A comunicacdo entre esses trés tipos de processos requer, na atividade
geomeétrica, diferentes registros de representacdo semidtica. Segundo Duval (1995), a
diferenciago e a coordenacao desses registros evitam que os objetos da geometria sejam, por
um lado, confundidos com suas representacdes e, por outro lado, contribuem para que esses
objetos sejam reconhecidos em todas as suas representacdes possiveis. E a diferenciacdo e a
coordenacdo dos diferentes registros, na atividade geométrica, que explica como se da a
aprendizagem da geometria. Sao estes processos que levam a apreensdo conceitual dos objetos
da geometria. Segundo Duval (2012), a apreensdao dos objetos geométricos ocorre de quatro
modos: (i) apreensdo perceptiva que se di no reconhecimento automatico e imediato das
formas de uma figura em uma situacdo geométrica; (ii) apreensdo sequencial que se da na
descoberta ou descri¢do da ordem de uma determinada construgéo; (iii) apreensao discursiva
que consiste em interpretar uma figura mediante uma descrigédo verbal, em que algumas de suas
propriedades sdo determinadas explicitamente; e (iv) apreensdo operatOria centrada nas
modificacBes possiveis de uma figura inicial (de partida) e sua reorganizagdo perceptiva
determinada pelas suas modificagoes.

A quarta e Ultima abordagem tedrica aqui discutida, acerca da questdo da
aprendizagem da geometria, parte da constatacdo de que os problemas em geometria admitem
solugdes de natureza distintas, ou seja, desde solucbes aproximadas, baseada na evidéncia
intuitiva, até solucBes exatas ou formais, baseadas no raciocinio sobre as propriedades das
figuras. Para descrever essas diferencas, Kuzniak (2014) abandona a ideia de definir a
geometria de maneira Unica e adota a nocéo de paradigmas'®. Um paradigma, neste caso, indica
uma maneira peculiar de propor problemas geométricos, construir e justificar suas solucdes, ou

seja, um paradigma é um modo de classificar a geometria. Em particular, Kuzniak (2014)

11Segundo Thomas Kuhn, os “paradigmas sdo as realizagdes cientificas universalmente reconhecidas que, durante
algum tempo, fornecem problemas e solu¢des modelares para uma comunidade de praticantes de uma ciéncia”
(Kuhn, 1991, p.13). Neste sentido, um paradigma é composto por todas as crengas, técnicas e valores
compartilhados por um grupo de cientistas.
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classifica a geometria em trés paradigmas.

O primeiro paradigma Kuzniak (2014) chama de geometria natural. Essa
geometria tem na realidade sensivel a fonte de validacdo de suas afirmacdes, de modo que a
elaboracdo e justificacdo de solugdes dos problemas apoiam-se no uso de instrumentos (régua,
compasso, transferidor, software de geometria) e em objetos fisicos como as dobraduras, por
exemplo. Ja a geometria natural axiomatica € o paradigma que tem, como fonte de validacgéo,
as leis hipotético-dedutiva e, por isso, a validacdo é sempre garantida por demonstracdes. O
conjunto de axiomas desse paradigma, porém, estd proximo da intuicdo, podendo ser
incompleto ou parcial, pois a axiomatizacdo é tida, neste caso, como um processo em
andamento. Finalmente, o paradigma geometria axiomatica formalista trabalha com objetos
tedricos sem qualquer referéncia a objetos concretos. Seu sistema de validacdo é formal,
baseado num sistema de axiomas completo e independente e seu Unico critério de validade é

sua coeréncia ou sua auséncia de contradiges.

Para vincular essa nocéo de paradigma a questao da aprendizagem escolar da
geometria, Kuzniak (2014) lanca méo do conceito de espaco de trabalho geométrico. Este
conceito refere-se ao “ambiente organizado para permitir o trabalho das pessoas que resolvem
problemas geométricos” (KUZNIAK, 2014, p. 316). A teoria desse autor propde que cada
espaco de trabalho geomeétrico se articula em dois niveis: o epistemolégico e o cognitivo, como

ilustra a figura 3.

O epistemologico refere-se a dimensdo puramente matematica da atividade
geomeétrica, sendo caracterizado por trés componentes que interagem entre si: (i) um espago
real e local como suporte material, isto é, esse espaco inclui um conjunto de objetos concretos
(palpaveis); (ii) um conjunto de artefatos como instrumentos de desenho ou software; e (iii)
um quadro tedrico de referéncia apoiado em defini¢Bes e propriedades. Ja o nivel cognitivo é
centrado na pessoa ou no sujeito que articula cognitivamente os componentes do nivel
epistemolodgico, fazendo uso e se apropriando do conhecimento geométrico em sua pratica. Esse
nivel é constituido pelos processos de visualizacao, construcdo e raciocinio da teoria de Duval
(1995), ja discutida aqui.

Esses dois niveis se articulam de acordo com o objetivo da atividade e do
paradigma geométrico adotado. A teoria de Kuzniak (2014) apresenta o diagrama da figura 3

para ilustrar como se da essa articulacdo. Assim, o espago real pode se conectar com a
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visualizagdo por meio da intuicdo. Ja os artefatos ou instrumentos de desenho podem se ligar a
construcdo mediante as experiéncias perceptivas. E, por fim, o sistema tedrico de referéncia

pode se concatenar as provas por meio da deducéo.

Figura 3: Interagdes entre plano cognitivo e epistemoldgico.

@izacée

Construcéo
Plano cognitivo

Intuicéo Deducéo

l Experiéncia l

@o real O Referéncia

4
Y

Plano epistemoldgico Artefatos

Fonte: (KUZNIAK, 2014)

Segundo 0 modelo tedrico de Kuzniak (2014), a aprendizagem da geometria
se da em diferentes rotas de criacdo e desenvolvimento de espacos de trabalho geométrico pelos
estudantes. Vejamos dois exemplos. Se um estudante inicia sua atividade geométrica
construindo uma figura com instrumentos ou um objeto real com artefatos e percebe, com essa
experiéncia, a existéncia de propriedades que podem ser demonstradas num sistema axiomatico
de referéncia, entdo sua rota de trabalho geométrico acontece no sentido Espaco real-Artefatos-
Construcéo-Prova-Referéncia. Mas, se um estudante inicia sua atividade com uma abordagem
discursiva, por exemplo, analisando as demonstracdes das propriedades de uma figura e, com
isso, identifica uma maneira interessante de efetuar a construcdo dessa figura, entdo sua rota se

da no sentido Referéncia-Prova-Visualizacdo-Espaco real-Artefatos-Construcao.

2.1.2 Um Exercicio de Anélise Reflexiva

Como afirmamos, os modelos teoricos efetuam suas explicacBes acerca da
aprendizagem geométrica, assumindo pressupostos acerca da natureza do conhecimento
geométrico. Esta afirmacéo, porém, é insuficiente para entender como esses modelos tedricos

efetivam suas explicacbes. Mais do que a concepcdo de geometria, € preciso considerar ainda
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que esses modelos também carreiam pressupostos que sustentam uma concepcao de realidade
e de conhecimento. Para discutir esses pressupostos e caminhar em dire¢do a uma compreensao
fenomenologica da aprendizagem em geometria, vamos aqui realizar um pequeno exercicio de

analise reflexiva a partir de uma atividade geométrica.

Essa atividade consiste em solicitar aos estudantes que resolvam o seguinte
problema: se vocé tem uma caixa fechada e s6 dispde de uma régua graduada, como vocé pode
obter o comprimento da diagonal interior dessa caixa, sem abri-la? Uma solucéo possivel desse
problema ¢ a aplicacdo do teorema de Pitagoras. E como isso aconteceria? Depois de “ver” a
caixa como um bloco retangular e “ver” que sua diagonal interior ¢ a hipotenusa de um tridngulo
retangulo cujos catetos sdo a diagonal de uma face e uma aresta da caixa, o estudante pode
emprega a régua graduada para medir esses catetos e, com isso, aplica o teorema de Pitadgoras

para calcular o comprimento da diagonal.

Uma outra solugdo possivel é com realizando uma construcgdo. E, como isto
se daria? Depois de “ver” que a caixa pode ser movimentada livremente sobre uma mesa e, com
isso, sua diagonal interna pode ser transladada no espaco, o estudante coloca a caixa sobre uma
mesa retangular, “cobrindo” com a caixa um dos Seus cantos, isto é, fazendo coincidir as duas
arestas da base da caixa com os dois lados que formam um canto da mesma. Em seguida, ele
move a caixa até que ela percorra, sobre a mesa, uma distancia igual ao comprimento x de sua
aresta, como mostra a figura 4. Feita essa construgéo, basta ele usar a régua graduada para medir
0 comprimento y que Vvai do canto da mesa até o vértice oposto da caixa. Uma variagdo desta
segunda solucdo é o estudante construir com a régua, em escala apropriada, um triangulo
retdngulo cujos catetos correspondam a diagonal de uma face e a uma aresta da caixa,

perpendicular a essa diagonal.

Figura 4: Bloco Retangular apoiado sobre uma superficie também retangular

Fonte: O proprio autor

Como as agdes, expressas nessas duas solugdes, poderiam ser interpretadas a
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luz dos modelos tedricos da aprendizagem geométrica? Empregando a teoria piagetiana, poder-
se-ia afirmar que a experiéncia visual forneceu aos estudantes, nas duas soluc@es, informacdes
acerca do “espago” caixa-mesa. Essas informacgOes perceptivas sdo estruturadas pela
inteligéncia desses estudantes em relag@es topoldgicas, projetivas e euclidianas, construindo,
com isso, representacdes conceituais do problema. E a capacidade da inteligéncia de construir
e operar sobre essas representacdes que permitem aos estudantes obter, nos dois casos, a solucédo
do problema. Em sintese, nessa explicacao, a experiéncia visual exerce um papel coadjuvante,
cabendo ao pensamento, identificado, na teoria piagetiana, como inteligéncia, o poder de
construir e operar sobre as representac6es do espaco, produzindo significagdes para o problema.
Essa explicacao sugere, portanto, que a aquisicao do conhecimento geométrico se da com e no

pensamento que opera sobre representacdes espaciais, conferindo a elas significado.

Sob a luz da teoria de VVan Hiele, as acdes realizadas na solugéo do problema
da caixa, poderiam ser vistas como habilidades presentes em cada nivel do modelo teorico.
Primeiro, os estudantes realizaram um reconhecimento perceptivo da caixa em seus aspectos
globais. Em seguida, efetuaram uma andlise das propriedades geométricas da caixa para, com
isso, ordenar essas propriedades. Finalmente, os estudantes desenvolvem deducdes para obter
as duas solucdes apresentadas. Essa explicacao atribui as capacidades discursivas e conceituais,
presentes nos niveis de analise, ordenacéo e deducéo da teoria de Van Hiele, o poder de operar
sobre as informacGes perceptivas adquiridas no nivel de reconhecimento. Com isto, essa
explicacdo tambem confere as experiéncias perceptivas um papel de coadjuvante do
pensamento, pois fornecem, no nivel do reconhecimento, informacbes que o pensamento
emprega para construir representacdes que sao operadas com o propdsito de analisar, ordenar,

classificar, definir e deduzir as propriedades geométricas.

Por sua vez, as acOes efetivadas no problema da caixa poderiam ser
interpretadas a luz da teoria de Duval como uma sequéncia de diferenciacdo e coordenacéo de
registros de representacao semiotica. Assim, quando “veem” a caixa como um bloco retangular,
os estudantes efetuam uma apreensio perceptiva. E esse modo de apreensdo que permite aos
estudantes, por exemplo, identificar e descrever a diagonal como a hipotenusa de um triangulo
retangulo. Com isso, eles realizam uma apreensao discursiva que os possibilita de realizarem
a construcdo e/ou aplicar o teorema de Pitdgoras que correspondem, respectivamente, a
apreensdo sequencial e & apreensdo operatoria. Nessa explicagdo, S0 0s processos cognitivos
que detém o poder de operar sobre os diferentes registros de representacdo semiotica. Por isso,

essa explicacdo expressa o entendimento de que experiéncia desempenha um papel
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coadjuvante, isto é, auxilia 0s processos cognitivos, mas ndo possuir poder cognitivo de

produzir significacdes.

Por fim, uma explicacdo, baseada no modelo tedrico de Kuzniak, diria que as
duas solucdes correspondem a criacdo de duas rotas de trabalho geométrico. Na primeira, a
atividade se inicia com a identificacdo das propriedades geométricas da caixa, ou seja, inicia-
se com a visualizacdo de um espaco real. Em seguida, usa-se o artefato régua para obter
medidas que sdo empregadas na aplicacdo do teorema de Pitagoras. A aplicacao desse teorema
requer a utilizacdo de um sistema de referéncia para obter a solucdo. Portanto, essa rota do
trabalho geométrico é Visualizagdo-Espaco real-Artefato-Referéncia. Na segunda solucdo, a
atividade inicia com o espaco real caixa-mesa e com a visualizacdo desse espaco para
identificar a possibilidade de transladar, sobre a mesa, a diagonal interna da caixa. Concluir que
é possivel sobrepor o canto da mesa com a caixa equivale a efetivar uma prova sobre a
congruéncia entre dois angulos retos. Em seguida, realiza-se a construcéo, sobrepondo a caixa
no canto da mesa e, com isso, pode-se empregar o artefato régua para obter a solucdo desejada.
Esta rota do trabalho geométrico €, portanto, Espaco real-Visualiza¢do-Prova-Construgao-
Artefatos. Nessa explicacdo, as capacidades discursivas e conceituais, ligadas a prova e
referéncia sdo atribuicdes protagonizadas pelo pensamento. O pensamento, portanto, detém o
poder o poder de construir e operar com as representacées e, com isso, produzir significacoes.
As experiéncias perceptivas, essa explicacdo destina um papel coadjuvante, que auxilia o

pensamento, mas ndo detém o poder de produzir significacoes.

Esse singelo exercicio de analise visa expor sentidos que indicam como
experiéncia, pensamento e representacao sdo empregados para explicar como a aprendizagem
da geometria se da. Como ja argumentamos, as explicacdes elaboradas sob a luz dos modelos
tedricos remetem as experiéncias perceptivas um papel de coadjuvante, no sentido de que elas,
por si mesmas, ndo produzem significacbes, mas subsidiam o pensamento que detém
exclusivamente o poder de construir e manipular representagcdes e, por isso, podem atribuir
significado aos objetos da geometria. Consequentemente, esses modelos tedricos veiculam a
ideia de que aprender € um processo que ocorre inteiramente na mente do estudante, ou seja,
aprender geometria € uma atividade puramente intelectual que acontece no pensamento e por

causa do pensamento.

Ao entender que as significagdes séo atribui¢des exclusivas do pensamento,

esses modelos teodricos carreiam uma concepcao de realidade e de conhecimento que rompe
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com a unidade entre experiéncia e fenbmeno (significacdo) mediante o uso da nogdo de
representacdo. Essa ruptura caracteriza a chamada dualidade cartesiana entre sujeito e objeto.
Segundo Miller (2001), a ontologia cartesiana pressupde a separacdo entre pensamento (res
cogitans) e mundo (res extensa) e entende que o conhecimento decorre da “capacidade do
pensamento de representar clara e distintamente” o mundo. A dualidade cartesiana, portanto,
ndo reconhece o valor cognitivo de nossas experiéncias porque, nas palavras de Miller (2001),
“clas ndo podem representar coisa alguma, sendo de uma forma confusa”. Segundo a concepgéo
cartesiana, a relacdo entre um objeto visto e seu significado € estabelecida no pensamento e

pelo pensamento.

Figura 5: Representacdo bidimensional de um cubo

Fonte: O préprio autor

Mas, segundo a concepgdo cartesiana, como 0 pensamento produz
significacbes? Por exemplo, se vejo desenhado numa folha de papel, a imagem mostrada na
figura 5, ou seja, se vejo um quadrado e dois paralelogramos adjacentes ao quadrado, 0 que me
leva a dizer que essa imagem significa um cubo? Segundo a crenca cartesiana, embora minha
experiéncia perceptiva me mostre efetivamente um quadrado e dois paralelogramos é o meu
pensamento que me diz que essa imagem é a de um cubo. Mas, como isto ocorre? Segundo essa
concepgao, para que essa imagem possa valer como a de um cubo é necessario que o quadrado
e os paralelogramos possam ser “pensados” como sendo as faces de um cubo, ou seja, €
necessaria uma acao do pensamento que, investido de um poder de representacdo, corrige a
forma e as dimens@es dos paralelogramos, tais como dadas pela experiéncia, transformando-o0s
em faces quadradas. E por causa do poder de representacdo do pensamento que é atribuido &
imagem vista o significado de cubo. E, portanto, o pensamento que liga a imagem vista ao

significado de cubo.

Esse argumento é contestado, do ponto de vista da fenomenologia, por

Merleau-Ponty (2014). Segundo esse autor, para que a representacdo bidimensional seja
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percebida como coisa em profundidade, como um cubo, ndo representamos suas faces nao
vistas, nem associamos ao desenho imagens mentais do cubo como sendo visto de perfil ou de
diferentes angulos para corrigir as deformac6es das arestas, dos angulos e das faces, nem
associamos ao desenho um pensamento contendo a defini¢do de cubo propondo que a imagem
vista € a de um sélido formado por seis faces quadradas congruentes. Nas palavras de Merleau-
Ponty (2014, p. 356):

O ato que corrige as aparéncias, que da aos angulos agudos ou obtusos valor
de angulos retos, aos lados deformados valor de quadrado, ndo é o pensamento
das relagcbes geométricas de igualdade e do ser geométrico ao qual elas
pertencem, é o investimento do objeto por meu olhar que o penetra, 0 anima,
e faz as faces laterais valerem imediatamente como “quadrados vistos de
viés”, a ponto de que nés mesmo 0s vemos sob seu aspecto perspectivo de
losango.

Mas, como a experiéncia perceptiva institui a imagem vista o significado de
cubo? Para que eu veja a imagem como um cubo € preciso, segundo Miller (2001), que “meu
olhar se polarize sobre um de seus perfis, tomando-o como dado espacial, para logo a seguir
transpd-lo em direcdo a outro perfil, do qual o anterior ndo esta desvinculado, mas retido como
horizonte ou perfil temporal” (p.203). E esse horizonte temporal dos diferentes perfis do
desenho que faz com que pontos situados no mesmo plano sejam percebidos como localizados
em profundidade e isto ocorre antes mesmo que as relagbes geométricas que esses perfis
guardam em si sejam pensadas. A conclusdo de Merleau-Ponty (2015, p.36) € que “a sintese
que compde os objetos percebidos e que afeta com um sentido os dados perceptivos ndo € uma
sintese intelectual”, mas ¢ uma sintese operada como expressdo da experiéncia corporal. Isto €,
“para serem percebidas, enfim, as coisas necessitam de que meu corpo empreste a elas uma
estruturacdo temporal, que é a estruturacdo temporal segundo a qual minha prépria
espacialidade estd desdobrada” (MULLER, 2001, p.203).

Se a significagdo do cubo é instituida pela expressividade da nossa
experiéncia corporal e ndo pelo poder de representacdo do nosso pensamento, entdo nossas
experiéncias perceptivas nao desempenham um papel coadjuvante na aquisicdo do
conhecimento geométrico, mas sdo elas que exprimem os fenémenos e as significacdes
geomeétricas que sdo aprendidas pelo pensamento. Essa afirmacdo parece evidente quando se
trata de uma atividade de reconhecimento visual uma figura, mas para as atividades discursivas
ou conceituais presentes nas demonstracdes de teoremas, as nossas experiéncias corporais

parecem nao ter um papel relevante na expresséo de significagdes. Por isso, precisamos analisar
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esse caso com cuidado.

Em uma demonstracdo, o gedmetra usualmente elabora seu argumento
fazendo construcdes sobre uma figura e modificando-a para passar da hipotese para a tese.
Entretanto, ao contrario do que acontece com um desenho que perde suas caracteristicas
originais quando lhe sdo acrescentados novos tragos, a figura sobre o qual o gebmetra efetua
suas construcdes se mantém idéntica a si mesma ao longo da demonstracdo. Como isto se da?
Segundo a concepcdo cartesiana, se supomos que, para manter a identidade da figura, o
gedmetra deve fixar sua atencdo nas propriedades que a caracterizam, entdo devemaos supor que
existe uma atividade de sintese do pensamento fazendo com que, de um momento a outro da
demonstracdo, as propriedades da figura ndo sejam esquecidas. Com isso, é preciso concluir
que o gebmetra representa para si mesmo a figura, lancando médo de uma entidade ideal que
existe separada e independentemente do seu exemplar empirico, utilizado pelo gedmetra como

mero meio auxiliar para realizar a demonstracao.

Entretanto, sob o ponto de vista fenomenoldgico, ndo é a atividade de
representacdo operada pelo pensamento, mas, sim, é o0 mecanismo de sedimentacdo de nossas
experiéncias na linguagem que permite explicitar o processo de demonstracdo em geometria.
Para explorar esta afirmagdo, Merleau-Ponty (2014) descreve e analisa as experiéncias
perceptivas requeridas na demonstracdo do teorema que diz ser a soma dos angulos internos de

um triangulo igual & soma de dois retos. Diz a descricdo de Merleau-Ponty (2014):

“Penso no triangulo, no espago*? com trés dimensdes ao qual se supde que ele
pertenca, no prolongamento de um de seus lados, na paralela que se pode
tracar por um de seus vértices ao lado oposto, e percebo que esse veértice e
essas linhas formam uma soma de angulos igual & soma dos angulos do
triangulo e igual, por outro lado, a dois retos”.

Se, em cada instante, o tridngulo permaneca, para mim, 0 mesmo nha
demonstracdo porque, do meu presente, reabro o passado imediato, mantendo constante, assim,
a configuracdo da figura sensivel, que ndo varia. N&o varia porque ao longo da demonstracéo,
um rastro de sedimentacdo de experiéncias vai se formando e cada novo passo retoma o0s

anteriores, de modo que a esséncia do tridngulo se mantém idéntica nesse mecanismo de

2 Quando diz que o tridngulo pertence ao espago com trés dimensdes, Merleau-Ponty esta, nessa afirmacao,
descrevendo uma experiéncia perceptiva, ou seja, esta descrevendo como o gedmetra percebe o tridangulo enquanto
efetua uma construcdo. Seria equivocado, portanto, tomar suas palavras como uma defini¢do de tridngulo ou como
uma apresentacdo ingénua ou leiga do tridngulo.
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sedimentacdo. A esséncia do triangulo, segundo Merleau-Ponty (2014, p. 516), ndo € dada pela
sua definicdo ou como ideia, ou seja, ndo € dada pelo pensamento, mas pelo modo como o
tridangulo ocupa o espaco e se situa como pdlo de meus movimentos, ou seja, pela maneira como
se situa para mim como um sistema de posic¢Ges espaciais e um campo de movimentos possiveis.
Isto é, quando na demonstracdo, o gedmetra emprega termos como prolongo, trago, constato,
etc, ele faz referéncia a um conjunto de possibilidades de acdo do corpo, principalmente, das
méaos e dos olhos, de modo que a esséncia do triangulo é apreendida pelo gedbmetra como “a
formula de uma atitude, uma certa modalidade de meu poder sobre o mundo, uma estrutura”
(MERLEAU-PONTY, 2014, p. 516). A esséncia do tridngulo é, portanto, instituida pela
experiéncia corporal e é a expressividade dessa experiéncia que fornece ao pensamento, num
SO golpe, a certeza de a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois retos. Segundo
Merleau-Ponty (2014, p. 518):

“Se posso, por meio de uma construcdo, fazer aparecer as propriedades do
tridngulo, se a figura assim transformada ndo deixa de ser a mesma figura da
qual eu parti, e se enfim posso operar uma sintese que conserva o carater de
necessidade, ndo é que minha construcdo esteja subtendida por um conceito
de tridngulo em que todas as propriedades estariam incluidas, e que, saido da
consciéncia perceptiva, eu chegue ao eidos: é que eu efetuo a sintese da nova
propriedade por meio do corpo, que de um s golpe me insere no espaco, e
cujo movimento autbnomo me permite alcancar, por uma série de passos
precisos, esta visao global do espaco. Longe de que o pensamento geométrico
transcenda a consciéncia perceptiva, é a0 mundo da percepcao que tomo de
empréstimo a nocao de esséncia”.

Ao final dessa longa citacdo Merleau-Ponty (2014) expressa a compreensao
de que a geometria e toda a atividade geométrica possui seu primado na percep¢do e nao no
pensamento. Segundo essa compreensdo, se temos a certeza e aceitamos como verdade que
todos os triangulos possuem a soma dos angulos internos igual a dois retos, é porque temos a
experiéncia de um tridngulo real, constituido como um campo de movimentos possiveis do
nosso corpo. Um tridngulo que se mostra a nossa percepcdo em perfis, se mostra a uma
percepcdo em perspectiva tracada a partir do ponto zero, que € o corpo-proprio. E dessa
percepcao perspectivada gque o tridangulo se mostra como uma formula motora constituida pelo

meu corpo.

Enquanto se move a si mesmo e se projeta em dire¢cdo a0 mundo, meu corpo
é intencionalidade e, portanto, “condigdo de possibilidade, nao apenas da sintese geométrica,
mas ainda de todas as operacOes expressivas e de todas as aquisi¢des que constituem o mundo
cultural” (MERLEAU-PONTY, 2014, p. 519). E na expressividade de nossas experiéncias
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corporais, na expressividade de nossas gesticulacBes linguisticas, que a aprendizagem
geométrica se mostra, pois esta, na sua forma originaria, se da justamente como um ato de
expressao de nossas experiéncias corporais. Por isso, a aprendizagem geométrica ndo € um ato
circunscrito a nossa subjetividade, nem a nossa espacialidade atual. Se posso aprender
geometria com 0 outro é porque 0s atos desse outro, expressos em sua conduta corporal, ndo
me sdo estranhos porque eu proprio os experimento. De fato, com diz Merleau-Ponty (2015,
p.39):
Assim como 0 meu corpo, enguanto sistema de minhas apreensdes do mundo,
funda a unidade dos objetos que percebo, assim também o corpo de outrem,
enquanto portador de condutas simbdlicas e da conduta do verdadeiro, é
arrancado da condicdo de um de meus fenémenos, propde-me a tarefa de uma

comunicacdo verdadeira e confere a meus objetos a dimensdo nova do ser
intersubjetivo ou da objetividade.

Essa afirmacdo, a0 mesmo tempo em que indica a subjetividade,
intersubjetividade e objetividade como dimensfes de um mesmo movimento, de uma mesma
totalidade, mostra também como as idealidades geométricas adquirem caracteristicas
predicativas ou de objetividade. Mais especificamente, a objetividade das idealidades
geomeétricas é constituida na dialética subjetividade/intersubjetividade e se da primordialmente
na comunicacdo do cossujeitos, isto é, pelo canal aberto na percep¢do do outro e pela

comunicacdo do compreendido, sustentada em modos linguisticos de expressao.

2.2 APRENDER EM PRATICAS DE MODELAGEM MATEMATICA

Este topico visa discutir como a aprendizagem em préaticas de MM tem sido
compreendida na pesquisa em Educacdo Matematica. Argumentei, no topico anterior, que a
explicacdo de como a aprendizagem da geometria se da, vincula-se a compreensdo que se tem
da prépria geometria. Este topico caminha também nessa direcdo e interroga como se da a
relacdo entre concepcdo de MM e compreensdo da aprendizagem MM. Essa interrogacao,
porém, ndo visa antecipar respostas para a questdo investigada nesta tese, nem esbogar um
quadro de referéncia para efeito de comparagdo. O que essa interrogacéo visa e explorar de que
modo 0s pressupostos subjacentes a concepcdao de MM na Educacdo Matematica sustentam

explicacOes acerca da aprendizagem na MM.

Explorar a questdo da aprendizagem na MM, entretanto, € mais complicado
do que em relagdo a geometria. E isto se deve, primeiro, ao fato que o tema da aprendizagem é
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pouco explorado na pesquisa em MM e, segundo, ao fato de que a prépria MM é ainda
compreendida de maneira ambigua®® na Educacio Matematica. Com relacio a esse tema, Cruz
e Aradjo (2017), numa investigacdo sobre concepgOes de aprendizagem em trabalhos de
pesquisa, apontam que 85% dos 75 trabalhos analisados usam a palavra “aprendizagem”,
porém, apenas quatro desses trabalhos abordam explicitamente esse tema. Segundo Cruz e
Araujo (2017), os poucos estudos que investigam explicitamos o tema aprendizagem na MM
se limitam a aplicar uma teoria, advinda do campo da psicologia da aprendizagem, sem
vinculacgéo estrutural e conceitual com a aprendizagem na MM. Entre os estudos estio BRAGA
(2015) que investiga a aprendizagem na MM, utilizando a teoria da atividade de Engestrom,
SOUZA e BARBOSA (2014) que aborda a aprendizagem na MM, empregando a teoria da
aprendizagem como discurso de Anna Sfard e BORSSOI (2004) que aborda esse tema via

teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel.

Em maior quantidade, porém, sdo os trabalhos que abordam o tema da
aprendizagem na MM de maneira indireta, ou seja, investigando questdes que orbitam esse
tema. Por exemplo, Palharini, Tortola e Almeida (2017) abordam, sob a luz da filosofia de
Wittgenstein, a necessidade de utilizacdo de provas por recorréncia em atividades de MM e
Silva e Almeida (2015), empregando a semiotica peirceana, investigam a atribuicdo de
significado em atividades de MM. Em geral, a utiliza¢ao de teorias advindas de “fora” da MM
e a pulverizacdo de esforgcos para investigar questdes pontuais ou especificas dessas teorias,
fazem com que o tema da aprendizagem seja tratado de maneira superficial nesses trabalhos de

pesquisa.

Embora pouco explorado ou explorado superficialmente, o tema da
aprendizagem na MM tem sido apontado como um ponto de convergéncia da pesquisa em
Educacdo Matematica. Kaiser et al (2006), por exemplo, apontam essa convergéncia em alguns
trabalhos que caminham em direcdo a construcdo de uma teoria didatica para a MM, isto é,
uma teoria global que conecta varios aspectos do ensino e da aprendizagem na MM. Esse
movimento na pesquisa se caracteriza, segundo Kaiser et al (2006), pela utilizacdo de conceitos
tedricos oriundos da propria MM, tais como os conceitos de ciclo de modelagem, autenticidade,

competéncias, matematizacdo, bloqueios e rotas. Porém, esses conceitos surgem vinculados a

13 Emprego o termo ambiguidade por dois motivos: o primeiro, para dizer da confusio, apontada por Galbraith
(2014), entre os aspectos ontoldgicos e epistemoldgicos da MM, isto ¢, quando a realidade subjacente & MM é
tomada pelas afirmacGes acerca do conhecimento sobre a MM; o segundo, para dizer de um tipo de reducionismo,
apontado por Kliber (2012), em a MM, coisa-mesma, é tomada como um de seus possiveis desdobramentos, por
exemplo, identificando a MM como atividade, metodologia, estratégia, alternativa pedagdgica.



47

questdes especificas e ainda ndo formam um quadro teorico geral para a MM.

Ja em relacdo a compreensdo acerca da MM, as confusdes se originam de
varios modos. Uma primeira confuséo, apontada por Kliiber (2012), se da quando a MM, coisa-
mesma, € tomada como uma de suas manifestacdes, prevalecendo, como sua caracteristica
dominante, um de seus possiveis desdobramentos ou um de seus usos pontuais. Por exemplo,
qguando se toma a MM como atividade, método, estratégia, ambiente de aprendizagem,
alternativa pedagogica ou tendéncia, corre-se 0 risco de descaracteriza-la, atribuindo a MM um
sentido sui generis. Uma segunda confusdo ocorre, segundo Galbraith (2015), pela
“substituicdo das consideragdes sobre o que a MM ¢, pela forma como esta expressdo é
interpretada, tanto em si mesma, como em relacdo ao seu papel nas acdes em ambientes
educacionais”. Esse tipo de confusdo é chamado, por Galbraith (2015), de falacia epistémica
que significa uma “confusédo entre ontologia e epistemologia”, ou seja, quando “as proposi¢des
acerca da natureza de uma realidade s&o substituidas pelas proposic¢des acerca do conhecimento
dessa realidade”. Uma substituicdo comum desse tipo é confundir uma pratica de MM com a
teoria empregada para interpreta-la. Esclarecer esse tipo de confusdo requer distinguir a
realidade subjacente 8 MM das teorias que tratam dessa realidade, ou seja, requer distinguir 0s
aspectos ontoldgicos dos epistemolédgicos da MM.

Em vista dessas dificuldades, ndo vamos aqui discutir ou adotar definigdes
especificas de MM ou de aprendizagem na MM. Como nosso interesse € entender a relacdo
entre pressupostos subjacentes a MM e os modos de ver a aprendizagem na MM, apresentamos,
neste topico, uma visdo muito geral desses dois temas. Primeiro, discutimos algumas nocées
que sustentam a concep¢do de MM na Educagdo Matematica, a saber, as nocGes de realidade
subjacente a MM, de teorias de MM e de préaticas de MM. Em seguida, exploramos alguns
sentidos que o termo aprendizagem tem assumido na pesquisa em MM. Por fim, retomamos
algumas afirmacgdes examinadas ao longo do topico para discutir a possibilidade de construir

uma compreensdo fenomenoldgica da aprendizagem na MM.

2.2.1 A Modelagem na Educacdo Matematica

A Modelagem na Educacdo Matematica pode ser entendida como um
conjunto de teorizacdes expressas na forma de conceitos, explicacdes, relatos, perguntas,

“coisas” que habitam na linguagem. Mas, a Modelagem na Educacdo Matematica também é
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um fazer que, neste caso, ndo se da exclusivamente na linguagem, mas pode se expressar em
“coisas” tangiveis ou observaveis que podem ser vivenciadas como experiéncia perceptiva.
Esse dominio do fazer, obviamente, se conecta com o dominio das teorizacdes, servindo como
sua realidade subjacente. Pode-se entender que as teorizacGes decorrem da vivéncia dessa
realidade subjacente, pois teorias sdo construidas justamente para abordar, sob algum aspecto,
essa realidade. Consequentemente, para compreender as teorias, como diz Kliber (2013),
“precisamos vivencia-las para preencher lacunas que ndo cabem na escrita que nos foi
apresentada”, precisamos, enfim, vivenciar sua realidade subjacente. Em vista dessas
consideracdes, compreendo que um modo de tentar entender o que é Modelagem Matematica

na Educacdo Matematica é investigar como se da essa relacdo entre teoria e realidade.

Mas, o que se entende por realidade subjacente a Modelagem na Educacéo
Matematica? Um primeiro entendimento para essa expressao refere-se, segundo Galbraith
(2015), a realidade subjacente as teorias que abordam o processo de constru¢do de modelos
matematicos ou teorias para o ciclo de MM. Segundo esse autor, essa realidade subjacente
decorre do fato de que “no nosso mundo existem coisas que geram problemas e que alguns
desses problemas podem ser abordadas de forma produtiva com a aplicacdo de matematica”.
Além dessa realidade “como resolugdo de problemas do mundo real”, existe também “uma
crenga/pressuposicdo de que os individuos podem ser ajudados a se tornar melhores nesta
atividade mediante uma acdo educacional” (GALBRAITH, 2015, p.341).

Um segundo entendimento para a expressao realidade subjacente é expressa
por Sriraman (2005) que emprega a nocdo de sistemas complexos para caracterizar essa
realidade. E para os sistemas complexos que s3o direcionadas as questdes de pesquisa sobre
MM. Sriraman (2005) exemplifica essa afirmacdo, dizendo que quando tentamos entender
como os estudantes se engajam na resolucdo de problemas do mundo real, direcionamos nossa
questdo para trés sistemas complexos: sistemas do “vida real” que acontecem em situacdes
cotidianas; sistemas conceituais utilizados para delimitar, modelar ou produzir significado para
0s sistemas da “vida real”; e sistemas constituidos por esquemas que os pesquisadores utilizam

para descrever e explicar as habilidades dos alunos em MM.

Um terceiro entendimento para realidade subjacente a Modelagem na
Educacao Matematica € o que faz referéncia as praticas de MM e tudo o que possibilita, sustenta
Ou norteia essas praticas. Esse entendimento é expresso por Niss et al (2007) que representam

essa realidade subjacente num diagrama constituido por um sistema de dois eixos coordenados
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(ver figura 6). O eixo das abscissas representa trés dominios: conceitos, que indicam as
concepcdes e crencas acerca da MM; sala de aula, vista como um amplo indicador de
localizacdo das praticas de MM; e sistemas que referem ao ambiente institucional (politico,
estrutural, organizacional, administrativo, financeiro, social, fisico) que exerce influéncia sobre
as praticas de MM. O eixo das ordenadas representam os niveis educacionais, separados, como
usualmente se faz na maioria dos paises, em: nivel primério; secundario; superior; e formacao
de professores. Esse diagrama mapeia, segundo Niss et al (2007), as questdes de pesquisa acerca
da MM, pois, segundo esses autores, essas questdes interrogam objetos, fendmenos, situagdes,

que sdo constituidos como combinacdes entre dominios e niveis de ensino.

Figura 6: A realidade subjacente a Modelagem na Educacdo Matematica
A Niveis

Formacao de
professores

Ensino
Superior

Ensino
Médio
Questoes

Ensino y
Fundamental ]
ominios

v

Conceitos Sala de Aula Sistemas

Fonte: (NISS et al, 2007)

Em vista desses entendimentos que assume a expressao realidade subjacente,
cabe perguntar como se dao, a partir desses sentidos, as teorizacdes para a Modelagem na
Educacdo Matematica. Segundo Galbraith (2015), essas teorizagdes acontecem quando a
realidade subjacente € vista através de uma lente epistemoldgica, ou seja, com um interesse
delimitado e segundo uma concepgéo especifica de conhecimento. Assim, segundo esse autor,
lentes epistemologicas distintas, direcionadas aos aspectos ontologicos da Modelagem na
Educacdo Matematica, resultam em teorias também distintas. Vejamos como isso se da em

alguns exemplos.

Por exemplo, olhar a resolucéo de problemas do mundo real com uma lente

epistemoldgica que visa explicar como se dao as transi¢des entre 0 mundo real e a matematica
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na MM pode conduzir, segundo Galbraith (2015), a uma teoria que pensa o ciclo de modelagem
como constituido de um dominio de interesse extramatematico, D, um dominio matematico M
e um mapeamento do dominio extramatematico feito a partir do dominio matematico (ver figura
7). De acordo com essa teoria, objetos, relacdes, fendbmenos, hipoteses, perguntas, etc. do
dominio D sdo identificados e selecionados como relevantes para 0s propositos da situagcdo em
D e, em seguida, s3o mapeados e “traduzidos” em objetos, relagdes, fenomenos, hipdteses,
perguntas, etc. do dominio M. DecisGes matematicas, manipulacdes, inferéncias e resultados
obtidos em M s8o reconvertidos, traduzidos de volta, em D, isto é, sdo interpretados como
conclusbes em D. Esse movimento de conversdo (M—D) e reconversao (D—M) caracteriza o
chamado ciclo de modelagem matematica que pode ser repetido muitas vezes, dependendo da
validacéo e avaliacdo do modelo em relacdo ao dominio, até que as conclusdes resultantes em

D, relativas aos objetivos do modelo, sejam consideradas satisfatorias.

Figura 7: O mundo da matematica e o resto do mundo.

Mundo Mundo
Extramatematico Matematico

Fonte: (NISS et al, 2007)

Mas, se a resolugdo de problemas do mundo real é vista através de uma lente
epistemoldgica com forte interesse educacional, que tipo de teoria pode ser construida? Se a
lente epistemoldgica visa 0s processos cognitivos dos estudantes envolvidos na MM, entéo essa
teoria precisa identificar as etapas ou 0s subprocessos presentes na conversdo (M—D) e na
reconversdo (D—M) do ciclo de MM. Uma teoria com essa caracteristica é a proposta por
Galbraith e Stillman (2006). Essa teoria identifica no ciclo de modelagem cinco transic¢des (ver
figura 8). A primeira é de uma situacdo confusa do mundo real para a formulagéo de problema
real (A<>B). A segunda transicdo é do problema real para a formulacdo de um modelo
matematico (B«>C). A terceira vai de um modelo matematico para uma solucdo matematica
(CeD). A quarta vai de uma solugcdo matematica para o significado dessa no mundo real

(D«>E). Finalmente, a quinta transicao vai do significado da solu¢do no mundo real para reviséo
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ou aceitagdo do modelo (E<>F).

Figura 8: Processo ou ciclo de modelagem matematica, segundo Galbraith e Stillman (2006).
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Revisar o processo de modelagem (se o0 modelo for considerado insatisfatério)
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Fonte:(GALBRAITH e STILLMAN, 2006)

Para que essa teoria atenda a interesses educacionais, Galbraith e Stillman
(2006) traduzem as transicdes em termos de acGes mentais expressas em verbos: a primeira
transicdo inclui as acOes de compreender, estruturar, simplificar e interpretar o contexto; a
segunda inclui as ac¢Oes de pressupor, formular e matematizar; a terceira, a agao de trabalhar
matematicamente; a quarta a acdo de interpretar os resultados matematicos e a quinta as acGes
de comparar, criticar e validar. Aléem dessas a¢des, Galbraith e Stillman (2006) incluem as
acOes de comunicar e justificar (no caso de 0 modelo ser considerado satisfatorio) e as acdes
de refazer o processo de modelagem (no caso do modelo ser considerado insatisfatorio). Essas
transicOes e suas respectivas a¢cdes mentais sao organizadas pelos seus autores no diagrama da

figura 8.

Se a realidade subjacente a MM é o recorte social e sistémico representado
na figura 6, outros tipos de teorias podem ser construidos, dependendo da lente epistemoldgica
através da qual essa realidade € olhada. Modelos tedricos sobre a autenticidade em préaticas de
MM, o desenvolvimento de competéncias, a aprendizagem da matematica, a transferéncia da
aprendizagem, sdo construidos de acordo com diferentes perspectivas metodoldgicas e com
variados propositos. A diversidade dessas teorias resulta em “multiplas vozes™” para Modelagem
na Educacdo Matemaética. Essas vozes podem ser agrupadas em géneros (GALBRAITH, 2012),
perspectivas (KAISER e SRIRAMAN, 2006) ou estilos de pensamento (KLUBER, 2012) e
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expressam diferentes concepcbes de MM. Mas, 0 que essas “multiplas vozes” dizem sobre o0

que a Modelagem é na Educacdo Matematica?

Para explorar essa questdo, Galbraith (2011), analisando a relagdo entre
estrutura e proposito presente nos diversos géneros de Modelagem reconhecidos pela
comunidade internacional, identifica seis sentidos para a Modelagem na Educacdo Matematica.
Segundo Galbraith (2011), o primeiro sentido diz que a MM se refere a situagfes com
problemas reais que servem como ponto de partida para introduzir abstracdes. Como exemplo,
esse autor indica uma pratica em que estudantes investigam dois orcamentos para contratacéo
de um servico de encanamento. Os dois orgamentos calculam o preco do servigo, somando uma
taxa fixa a um valor que varia em funcdo do tempo gasto na realizacdo do servico. Essa &,
portanto, uma situacdo com um problema real, cuja solucdo envolve o estudo de func@es afim,
expressas pela relacdo y = ax + b. A elaboracdo de representacfes tabulares, graficas e
algébricas para essa situacdo pode conduzir os estudantes as abstracdes dos conceitos de

inclinacéo e intersecgao entre retas que dependem do contexto do problema.

Um segundo sentido para MM ¢é proposto pela teoria Modelagem Emergente
de Gravemeijer (2007). “Emergente”, nesse caso, refere-se tanto a natureza do processo pelo
qual modelos matematicos emergem da experiéncia dos estudantes quanto ao processo pelo
qual esses modelos servem de base para o surgimento de conhecimentos matematicos do tipo
formal, ou seja, que ndo dependem mais dos modelos matematicos dos quais se originaram.
Gravemeijer (2007) exemplifica esse sentido, descrevendo uma prética de MM em que
estudantes investigam o efeito da colocacdo de um radar sobre a reducéo da velocidade de
veiculos. Os estudantes dispdem das velocidades dos veiculos antes e depois da colocacédo do
radar, ou seja, dispdem de dois conjuntos de dados que sdo representados em graficos de
dispersdo e graficos de quartis, mediante o emprego o uso de um software adequado. A
visualizagcdo dessas representacbes levou o0s estudantes a investigar o modo como as
velocidades estavam agrupadas ou distribuidas antes e depois do radar. Com isso, 0s estudantes
empregaram 0s conceitos de mediana e quartis para analisar a densidade da distribuicdo dos
dados. Nessa pratica, o modelo emergente € dado pelas representacdes graficas que conduziram
a abstracdo dos conceitos de mediana, quartis e densidade. A Modelagem Emergente, neste
sentido, pode ser definida como um processo de abstracdo como constru¢cdo em que O
conhecimento matematico é fundamentado nas experiéncias dos estudantes (GRAVEMEIJER,
2007).
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O terceiro sentido para MM é Modelagem como ajuste de curva. A enorme
disponibilidade de softwares de regressdo tem permitido, segundo Galbraith (2011), que um
modelo possa ser construido como um artefato puramente técnico, ou seja, que seus parametros
sejam determinados a partir de um conjunto de dados sem que o estudante saiba de onde esses
dados vieram ou em completa ignorancia dos aspectos contextuais subjacentes a situacao real
investigada. Essa concepcdo de Modelagem levanta, segundo Galbraith (2011), uma questao
teorica profunda, a da autoridade relativa dos dados como tais, em relacdo a estrutura tedrica
subjacente a sua geracdo. Embora o ajuste de curva seja uma técnica importante para as praticas
de MM, o seu uso ostensivo e descontextualizado conduz a uma aberragdo do conceito de
Modelagem. Um exemplo de boa pratica de MM como ajuste de curva é descrito por Galbraith
(2011): os estudantes investigam a relacao entre os recordes de halterofilismo e o0s pesos dos
atletas recordistas. Uma parabola invertida foi ajustada pelos estudantes para modelar os dados,
levando-se em conta o fato de que o peso levantado primeiro aumenta com o peso corporal,
mas, a partir de um certo valor (categoria dos superpesados), comeca a diminuir, uma vez que
0 peso corporal prejudica a capacidade de levantamento. Essa € uma boa pratica de ajuste de
curva porque, segundo Galbraith (2011), os estudantes levaram em conta 0s aspectos
contextuais do problema investigado.

O quarto sentido com o qual é a Modelagem é reconhecida é o de problemas
com enunciados (word problems, em inglés). Segundo Galbraith (2011), essa concepcao resulta
da constatacdo, em varias pesquisas, de que os estudantes tendem a ignorar os fatores
contextuais dos problemas de matematica e aplicar, muitas vezes de maneira incorreta,
procedimentos que eles acreditam ser implicitos a matematica escolar. Por exemplo, a crenga
de que todo problema matematico tem uma solucdo exata e que essa solugdo é Unica e obtida
exclusivamente com operacdes efetuadas com todos dados do problema leva os estudantes a
desconsiderar, muitas vezes, aspectos contextuais, solu¢es aproximadas, multiplas solucdes,
auséncia de solucgéo, excesso ou falta de dados, que caracterizam os problemas reais fora da
escola. Explorar essas caracteristicas dos problemas reais € o principal objetivo das praticas de
MM envolvendo problemas com enunciados. A Modelagem, neste sentido, € um tipo de

intervencgdo que visa lidar com as dificuldades dos estudantes em resolver problemas reais.

O quinto sentido de MM é o de veiculo para abordagem de temas especificos
do curriculo de matematica. Utilizar MM para abordar fungbes, equacbes diferenciais,
geometria, probabilidade, € um modo de ver a Modelagem como veiculo. As préaticas de MM,

neste caso, sao organizadas para que temas especificos de matematica sejam empregados pelos
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estudantes ao longo da investigagdo. Como o objetivo principal é o conteudo curricular,
questdes como a autenticidade da MM ou o interesse dos estudantes sdo subordinados, se
necessario, ao objetivo principal. Segundo Galbraith (2011), uma préatica de MM vinculada a
essa ideia foi a investigacéo de um problema, proposto pelo professor, envolvendo a localizagéo
de um hospital para atender trés grandes cidades reais, isto €, com dados reais. Os estudantes,
inicialmente, abordaram o problema a sua maneira e, posteriormente, o professor retomou as
suposicdes, estratégias, parametros, interpretacOes e justificativas fornecidos pelos estudantes
para desenvolver/sistematizar o conteudo matemético vinculado ao objetivo principal da

pratica.

O sexto e ultimo sentido para a Modelagem é o de resolucdo de problemas
do mundo real. Galbraith (2011), que emprega essa mesma ideia para definir realidade
subjacente a MM, afirma que essa ideia se originou entre os pesquisadores que utilizam a
matematica profissionalmente, ou seja, que constroem modelos matematicos para efetivamente
resolver problemas que sdao demandados do mundo real ou de fora do contexto educacional. O
objetivo principal das praticas de MM, nesse caso, é que o0s estudantes desenvolvam habilidades
de MM e, com isso, construam resultados matematicamente produtivos para os problemas que
surgem em seu mundo. Ha, portanto, nesse caso, dois propdsitos concorrentes: desenvolver
habilidades de MM e utilizar produtivamente o conhecimento matematica curricular. O
diagrama da figura 8 é utilizado, nesse caso, para descrever como se da a pratica de MM como
indicador dos andaimes (scaffolding, em inglés) que devem ser alcancados para desenvolver as
habilidades de MM.

Embora esses seis modos de entender a Modelagem expressem,
individualmente, visdes coerentes da relacdo teoria-pratica, quando tomados em conjunto
apresentam, segundo Galbraith (2011), inconsisténcias e inferéncias mal elaboradas que
induzem a compreensdes equivocadas sobre o que a Modelagem € na Educacdo Matematica.
Analisando a relacdo entre estrutura e propdsito das praticas de MM, Galbraith (2011) aponta
que todos esses modos de compreender a Modelagem podem ser resumidos em apenas dois:
Modelagem como contetido e Modelagem como veiculo. A primeira categoria é caracterizada
pelo propdsito de “desenvolver habilidades de construir e utilizar modelos matematicos” e a
segunda categoria caracteriza-se pelo proposito de “construir modelos para aprender
matematica” (GALBRAITH, 2012, p. 5). Segundo Galbraith (2012), essas duas categorias
constituem uma dualidade porque a relagdo entre MM como veiculo e como conteudo tem duas

orientacdes distintas, dependendo de quem € fim e quem €é o meio.
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Quando Galbraith (2012) mostra que estruturas distintas, compartilhando dos
mesmos propositos, podem desembocar em praticas muito semelhantes, ele nos apresenta um
modo esclarecedor de ver a MM, pois sugere que a estrutura da MM pode ndo determinar a
pratica de MM. Entretanto, quando Galbraith (2012) sugere que as praticas podem ser
determinadas pelos propdsitos, ele estd assumindo que o sentido dessas praticas pode ser
determinado por algo externo a elas, como, por exemplo, objetivos educacionais expressos em

curriculos de matematica.

Considero essa posi¢do inadequada porque, ainda que o professor possa se
perguntar: como posso desenvolver uma pratica de MM a partir da estrutura X ou a partir do
propésito Y? Isto ndo garante que o sentido dessa pratica de MM seja determinado pela
estrutura X nem pelo propoésito Y. Esse mesmo professor pode, apos ter desenvolvido essa
pratica, se perguntar: qual € o sentido que a estrutura X e o propdsito Y assumiram nessa minha
pratica de MM? Essa pergunta pode levar o professor a perceber que sua pratica de MM
apresentou o sentido X’ para a estrutura X e um sentido Y’ para o propésito Y. Isto é, os sentidos
de X e de Y sdo constituidos pelo que efetivamente ocorreu na pratica de MM. Se é pelo o que
os estudantes aprendem e pelo como essa aprendiz