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RESUMO

A presente pesquisa tem como objetivo investigar, em tarefas matematicas nao-
rotineiras, invariantes operatorios e niveis de generalidade manifestados por seis
estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental de uma escola Municipal de
Apucarana — PR em procedimentos de calculo. Para tanto, utilizamos estudos
relacionados a procedimentos de calculo, pensamento aritmético e pensamento
algébrico, e elementos das teorias dos Campos Conceituais e de Niveis de
Generalidade para a analise das informacdes. Tais informacfes, as quais foram
coletadas por meio de gravacdes em audio, registros escritos e diarios de campo,
foram submetidas a procedimentos analiticos a luz da Analise Textual Discursiva.
Concluimos que os estudantes participantes da pesquisa se encontravam em um
nivel de transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica factual. Tal
conclusdo foi pautada a partir das manifestagcdes dos estudantes, sobretudo em
linguagem natural expressa oralmente, em que fica evidente a percepcdo de
caracteristicas invariantes relacionadas aos procedimentos de célculo que, devido a
maneira e frequéncia com que foram utilizadas, as instituimos como invariantes
operatorios do tipo teoremas-em-acao.

Palavras-chave : Educacdo matematica. Procedimentos de célculo. Invariantes
operatorios. Niveis de generalidade.



BONI, Keila Tatiana. Operatory invariants and levels of generality manif  ested by
students in the early years of elementary school in non-routine tasks. 2014. 143
p. Dissertation (Masters in Teaching Science and Mathematics Education) — State
University of Londrina, Londrina, 2014.

ABSTRACT

This research aims to investigate in non-routine mathematical tasks, operatory
invariants and levels of generality expressed by six students of the 5th year of
elementary school in a Municipal School in Apucarana - PR in calculation
procedures. Therefore, we use the related calculation procedures, arithmetic thinking
and algebraic thinking, theories and elements of the Conceptual Fields and Levels of
Generality for information analysis studies. These data, which were collected through
audio recordings, written registers and daily field, were subjected to analytical
procedures in the light of Textual Analysis Discursive. We conclude that students
participating in the research were at a level of transition between arithmetic generality
and algebraic generality factual. This conclusion was based from the manifestations
of students, mainly expressed in natural language orally, in which the perception of
invariant characteristics related to the calculation procedures is evident that due to
the manner and frequency with which they were used, as instituted operatory
invariants of type theorems-in-action.

Keywords : Mathematics education. Calculation procedures. Operatory invariants.
Levels of generality.
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INTRODUCAO
DELINEAMENTO DA PESQUISA
==

Durante experiéncia como docente, em especial, com estudantes dos anos
finais do Ensino Fundamental (6° ao 9° ano), dois fatores relacionados ao ensino e a
aprendizagem de Matematica causavam inquietacbes. Primeiro, que muitos
estudantes que ingressavam no 6° ano apresentavam dificuldades em compreender
os resultados que obtinham por meio de algoritmos (adicéo, subtracdo, multiplicacéo
e divisdo) e em interpretar e selecionar as informacodes relevantes de um problema a
fim de soluciona-lo. Essa situac@o era preocupante, sobretudo, porque se percebia
qgue essa dificuldade, muitas vezes, ocorria apenas na sala de aula, mas diante de
situacdes cotidianas, como nas que envolvem compras e trocos, muitos desses
mesmos estudantes apresentavam estratégias préprias de célculo para encontrar
resultados exatos ou aproximados para essas situagoes.

Assim sendo, a conjectura era de que o0s estudantes ndo conseguiam
relacionar a Matematica escolar com a Matematica que utilizavam em situacbes
cotidianas, e que um modo de reverter essa situagdo poderia ser investigar que
estratégias de calculo sdo utilizadas por eles em situacdes analogas as do cotidiano
para, entdo, comunicar e estudar essas estratégias em sala de aula, bem como
auxilid-los a desenvolver outras diante de problemas matematicos propostos em
aula, contribuindo para que esses estudantes pensassem de uma forma flexivel,
critica e criativa.

O segundo fator se refere a introducdo da &lgebra simbdlica que ocorre, em
geral, no 7° ano. Nesse momento percebia que ocorria uma ruptura entre aritmética
e algebra o que ocasiona, muitas vezes, um dos momentos mais assustadores aos
estudantes com relacdo a Matematica, pois, até entdo, estes ndo estavam
habituados com uma linguagem simbdlica alfanumeérica. Diante dessa situacdo, a
suposicdo era que a algebra era introduzida muito cedo, ndo sendo os estudantes
desse ano escolar capazes de compreender conceitos tdo abstratos.

Todavia, ao iniciarmos os estudos sobre o assunto, encontramos varios
autores (BLANTON; KAPUT, 2005; KIERAN, 2004; PIMENTEL; VALE, 2009; entre
outros) que defendem que o pensamento algébrico precisa ser fomentado mais

cedo, ja nos anos iniciais, integrado com o ensino da aritmeética.
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Além da experiéncia como docente, nos primeiros encontros realizados em
uma escola municipal de Apucarana, a qual faz parte de um projeto do Programa
Observatério da Educacdo® ao qual esta pesquisa esta vinculada, percebemos que
essas preocupacdes ndo eram exclusivas dos professores dos anos finais do Ensino
Fundamental. Professores dos anos iniciais, participantes do projeto desenvolvido
na referida escola, explanaram sobre suas dificuldades com relagdo ao processo de
ensino e de aprendizagem de Matematica envolvendo o calculo mental e o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

Nessa perspectiva, pensamos em investigar as estratégias de calculo mental
que estudantes dos anos iniciais manifestam diante de situa¢des-problemas. Porém,
logo percebemos a dificuldade que encontrariamos em resgatar o céalculo mental
realizado pelos estudantes que, de acordo com alguns autores (GOMEZ, 1995;
CARRAHER; CARRAHER; SCHLIEMANN, 1995; entre outros), € o calculo realizado
“de cabeca”.

Buscando contornar esse problema, nos apoiamos em Parra (1996) uma vez
que ela defende que, apesar do célculo ser essencialmente mental, ndo exclui a
utilizacéo de ferramentas externas, tal como a escrita, para a realizagédo de calculos
intermediarios durante o processo mental. Assim, buscando unir as duas
preocupacdes jA mencionadas, o calculo mental e o pensamento algébrico,
pensamos em investigar e analisar caracteristicas do pensamento algébrico em
procedimentos operatorios de céalculo mental (PARRA, 1996) que estudantes do
Ensino Fundamental apresentam na resolucao de problemas.

Nas palavras da autora

Os procedimentos de calculo mental se apdiam nas propriedades do
sistema de numeracdo decimal e nas propriedades das operacbes, e
colocam em acdo diferentes tipos de escrita numérica, assim como
diferentes relacdes entre o numero (PARRA, 1996, p. 189).

Assim sendo, ao compararmos nossas ideias com o que expde Parra (1996)
sobre o calculo mental, e nos apoiando em estudos sobre o pensamento aritmético e
algébrico, percebemos a estreita relacao entre eles. De acordo com Pimentel e Vale

(2009), as ideias aritméticas possuem um carater potencialmente algébrico, uma vez

! Explicaremos no capitulo 3, secédo 3.1.
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gue 0s numeros concretos podem ser tratados como instancias de ideias mais
gerais.

Comparando a definicdo de Parra (1996) para os procedimentos de calculo
mental com os estudos de Pimentel e Vale (2009) com relacédo ao carater algébrico
da aritmética, bem como ao considerarmos outros estudos relacionados a ambos 0s
temas, percebemos que a aritmética ndo pode ser vista como uma parte distinta da
algebra, ndo podendo haver rupturas entre ambas no processo de ensino, afinal, tal
como o céalculo mental se apdia nas propriedades do sistema de numeracéo decimal
e das operacgles, o pensamento algébrico igualmente pode ser desenvolvido a partir
dessas propriedades. Assim, estratégias de calculo mental podem ser vistas como
generalizacbes de procedimentos aritméticos, sendo a generalizacdo a base de
emergéncia do pensamento algébrico (PIMENTEL; VALE, 2009).

Contudo, mesmo nos apoiando em Parra (1996) com relacdo ao resgate do
calculo mental, concluimos que pouco poderia ser inferido, uma vez que apenas
calculos intermediarios séo registrados na escrita. Nesse sentido, optamos por incluir
a analise de outros meios semiéticos (DUVAL, 2009, 2012; RADFORD, 2006;
VERGNAUD, 2009), em especial, a linguagem natural expressa oralmente.

Em acordo com o0 exposto, nos propomos, nesta pesquisa, investigar na
linguagem oral e no registro escrito de estudantes dos anos iniciais do Ensino
Fundamental, mais especificamente do 5° ano, os procedimentos de célculo?, que
nesta pesquisa denominamos esquemas (VERGNAUD, 1990, 1996, 2003, 2005,
2009), manifestados durante a realizacdo de um episédio de ensino® envolvendo
tarefas nao-rotineiras®, visando identificar nesses esquemas alguns invariantes
operatorios (VERGNAUD, 1990, 1996, 2003, 2005, 2009) e os niveis de
generalidade (RADFORD, 2006) alcancados pelos estudantes.

Ao realizarmos uma busca no Banco de Dissertagbes e Teses da CAPES
(25/04/2014) e no Portal Dominio Publico (25/04/2014), utilizando os termos “céalculo
mental’, “estratégias de calculo”, “procedimentos de calculo” “invariantes

operatorios”, “campos conceituais” e “generalizacdo”, localizamos, entre

? Destacamos gue em nossa pesquisa nos referimos aos processos e as maneiras pelos quais os
estudantes buscam solucionar problemas matematicos pela denominagcdo “procedimentos de
calculo”. Porém, em outras pesquisas, alguns autores denominam (em geral, com 0 mesmo sentido)
de “estratégias de célculo”.

® Explicaremos no Capitulo 3, subsecao 3.1.3.

* Entendemos como tarefas ndo-rotineiras aquelas que ndo fazem parte da rotina escolar dos
estudantes.
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dissertagdes de mestrados e teses de doutorados, poucos trabalhos semelhantes ao
gue a presente pesquisa propde.

Com relacdo aos procedimentos e/ou estratégias de calculo mental, e
considerando apenas aqueles trabalhos realizados nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, ao lermos os resumos verificamos investigacdes cujos focos foram,
por exemplo: i) identificar estratégias e/ou procedimentos de calculo mental
adotados por docentes (BENITES, 2011); e, ii) a construcdo e o resgate de
conceitos matematicos (quatro operacdes basicas) e a habilidade de calculo mental
no ensino e aprendizagem da Matematica, fazendo uso de jogos como recursos
(ANANIAS, 2010).

Unindo o célculo mental com a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud,
verificamos trabalhos em que: i) investigaram invariantes operatérios tendo como
foco o calculo mental (GONCALVES, 2008); e, ii) investigaram as contribuicdes de
estratégias e/ou procedimentos de calculo mental para aprender conceitos nos
campos aditivos e multiplicativos (GUIMARAES, 2009).

Quanto ao termo “generalizacdo”, encontramos poucos trabalhos
desenvolvidos nos anos iniciais do Ensino Fundamental no ensino de Matematica,
com relacdo ao calculo mental ou a Teoria dos Campos Conceituais, porém,
reconhecemos a existéncia de muitos trabalhos envolvendo generalizagdo quando o
foco € o pensamento algébrico.

Dessa forma, observamos que nenhum dos trabalhos voltados para os termos
que utilizamos como disparadores de busca tém como tema central de estudo a
investigacdo de invariantes operatorios e niveis de generalidade manifestados por
estudantes do 5° ano ao se envolverem com tarefas n&o-rotineiras, sendo essa
investigacao realizada por meio da andlise de registros escritos e linguagem natural
expressa oralmente. Além disso, nos esquemas que esbogamos, por meio dos
quais investigamos o0s invariantes operatérios e niveis de generalidade,
consideramos procedimentos de calculo em geral, dentre os quais incluimos o
calculo mental.

Assim, propomos nesta investigacdo a seguinte questdo norteadora:
estudantes do Ensino Fundamental, quando submetidos a tarefas matematicas néo-
rotineiras, manifestam em seus procedimentos de célculo invariantes operatorios e

niveis de generalidade?
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Tendo em vista responder a questdo proposta para a pesquisa, indicamos o
seguinte objetivo: investigar em tarefas matematicas nao-rotineiras as manifestacdes
de invariantes operatoérios e niveis de generalidade manifestados por estudantes do
5° ano do Ensino Fundamental em procedimentos de calculo.

Visando atingir esse objetivo, indicamos como objetivos especificos:

- Investigar a maneira como 0s estudantes se envolvem com cada tarefa

nao-rotineira, bem como investigar as relacdes que eles estabelecem com
as informacdes fornecidas por essas tarefas, visando, assim, conhecer a
matematica dos estudantes®, ou seja, os conhecimentos matematicos que
0s estudantes jaA possuem e colocam em acdo ao se envolverem com
tarefas nao-rotineiras;

— Investigar indicios de invariantes operatérios por meio do esboco dos
possiveis esquemas manifestados pelos estudantes durante envolvimento
com a tarefa nao-rotineira, sendo estes esbogos construidos a partir de
caracteristicas evidenciadas em procedimentos de calculo utilizados por
estes estudantes;

— Analisar nos esquemas e nos invariantes operatérios indicios dos niveis de

generalidade alcangados pelos estudantes.

O presente texto esta organizado em cinco capitulos, os quais abordam os
aspectos tedricos e metodoldgicos dessa pesquisa, bem como as andlises
realizadas a partir das informacdes coletadas e as discussbes a cerca dos
resultados e conclusdes possibilitados pelo processo de anélise.

Nos dois primeiros capitulos apresentamos a fundamentacdo teorica: no
capitulo 1 nos referimos a Teoria dos Campos Conceituais, de Gerard Vergnaud e
no capitulo 2 trazemos discussfes sobre o carater algébrico da aritmética,
enfatizando essa relacdo por meio dos estudos sobre objetivacdo, meios semioticos
de objetivacdo e niveis de generalidade de Luis Radford.

No capitulo 3 explicitamos os procedimentos adotados e a trajetéria de

pesquisa, trazendo esclarecimentos sobre o projeto ao qual esta investigacdo esta

® Entendemos por matematica dos estudantes, em acordo com Steffe e Thompson (2000), como o
conjunto de conhecimentos matematicos manifestados por eles independentemente de nossas
interacdes.
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vinculada, o contexto e o0s participantes da pesquisa, bem como as opc¢oes
metodoldgicas.

No capitulo 4 descrevemos as tarefas submetidas a analise, bem como o
processo de realizacdo destes, por meio dos quais esbocamos 0s possiveis
esquemas de resolugdo dos estudantes e inferimos caracteristicas que
consideramos relevantes nos procedimentos de calculo desses estudantes durante
envolvimento com a tarefa ndo-rotineira proposta, sendo estas caracteristicas que
constituiram as unidades de analise da pesquisa. Ainda, nesse capitulo, tratamos da
parte final da andlise das informacfes coletadas, apresentando as categorizacfes
das unidades de analise e divulgando as interpretacdes que emergiram durante todo
0 processo analitico. Constituimos, portanto, nesse capitulo, os momentos de
desconstrucao e de reconstrucéo, de acordo com a Analise Textual Discursiva.

Nas Consideragbes Finais, tecemos algumas reflexdes e conclusdes
pautadas na pesquisa desenvolvida, tendo em vista a probleméatica e os objetivos

gue engendraram essa investigacao.
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CAPITULO 1
A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS
e ———

Neste capitulo, tendo em vista a problematica e o objetivo da pesquisa,
apresentamos elementos da Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud
nos quais nos apoiamos no decorrer da investigacdo, em especial, no processo de
analise e interpretacdo das informacdes coletadas.

Introduzindo essa apresentacdo trazemos, na primeira secdo, uma breve
discusséo a cerca do ensino e da aprendizagem da aritmética elementar, visando
destacar em que contexto insere-se a Teoria dos Campos Conceituais.

A partir da segunda secéo trazemos esclarecimentos sobre essa teoria, bem
como detalhamos 0s seus principais aspectos: conceito, situacfes, esquemas,
invariantes operatorios e representacdes simbdlicas dos conceitos.

Por fim, na quarta se¢éo, apresentamos 0S campos conceituais das estruturas
aditivas e multiplicativas, as quais sdo essenciais para esta investigacdo, uma vez
gue o foco desta no primeiro momento das analises € a investigacado de esquemas e
invariantes operatorios manifestados por estudantes do 5° ano do Ensino
Fundamental diante de tarefas nao-rotineiras, considerando que estes estudantes
conhecem, até o momento, apenas as quatro operacbes matematicas basicas
(adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo), sendo estas as principais constituintes

dos campos conceituais que nos referimos.
1.1 ENSINO E APRENDIZAGEM DA ARITMETICA ELEMENTAR: UMA BREVE DISCUSSAO

Problemas a serem resolvidos sdo o que, em geral, engendram as atividades
matematicas. Desta forma acreditamos que a matematica escolar, desde os anos
iniciais, precisa enfatizar a resolucado de problemas e de tarefas desafiadoras, uma
vez que este pode ser um caminho mais eficaz para a compreensao das operacoes
aritméticas elementares e para o0 desenvolvimento do raciocinio logico dos
estudantes.

Com relacdo a compreensdo das operacdes aritméticas elementares, a
maneira como estas sédo, em geral, apresentadas nas aulas de matematica, conduz

a maioria dos estudantes a resolver essas operacdes de maneira mecanica, ou seja,
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sem refletir sobre cada passo do processo de resolucdo, bem como sobre o
resultado obtido.

Em concordancia com o que descrevemos, Kamii (2002) menciona que no
ensino tradicional da Matematica o professor apresenta aos estudantes como
realizar as operagfes aritméticas fundamentais — adi¢do, subtracdo, multiplicacéo e
divisdo — e, em seguida, lhes propbe problemas semelhantes para simplesmente
praticar. Diante disso, a autora defende que o processo de ensino da matematica
deveria ocorrer ao contrario: “nés ndo dizemos as criancas o que fazer e, em vez
disso, damos problemas de modo que elas usem o que sabem para inventar novas
formas de resolvé-los.” (KAMII, 2002, p. 231).

A autora pontua a vantagem desse processo inverso de ensino:

No esfor¢o para imaginar uma forma de lidar com problemas, as criancas
criam novas relagces (por abstracdo construtiva). As relagcdes que uma
crianca criou de dentro para fora ndo sao esquecidas como as relacbes
absorvidas do ambiente. Uma relacdo criada pela crianca também serve
como base para invengdes posteriores (KAMII, 2002, p. 231).

Entretanto, para que o educador seja capaz de mediar o desenvolvimento do
raciocinio l6gico do estudante por meio das invencdes deste ao buscar resultados
para situacdes-problemas, € essencial conhecer todos 0s mecanismos que
envolvem a construcdo conceitual das estruturas aditivas e multiplicativas
(COMERIO, 2007). Essa posicdo é defendida por Vergnaud (1990, 1996, 2003,
2005, 2009) em sua teoria — Teoria dos Campos Conceituais —, na qual, a partir de

agora, nos inseriremos.

1.2 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS DE GERARD VERGNAUD: DISCUSSOES INICIAIS

O professor Gérard Vergnaud é Doutor em Psicologia e sua tese foi orientada
por Jean Piaget. Atuou como diretor de pesquisa por varios anos no Centro Nacional
de Pesquisas Cientificas (CNRS) da Franca na area de psicologia do
desenvolvimento cognitivo e, atualmente, exerce docéncia e orientacdo de
investigacdo na area de competéncias cognitivas em situacao escolar e do trabalho
na Universidade de Paris 8. Por sua contribuicdo tedrica, bem como pela sua
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participacdo ativa na area de pesquisa em Educacdo Matematica, Vergnaud é
considerado um grande nome do movimento francés Didatica da Matematica®.

A Teoria dos Campos Conceituais € uma teoria cognitivista que tem por
objetivo proporcionar um enquadramento tedrico para as investigacdes relacionadas
as atividades cognitivas complexas, buscando compreender as filia¢cdes e rupturas
na formacédo do conhecimento de criangas e adolescentes. E, apesar de Vergnaud
nao a considerar como uma teoria didatica, ele admite que a Teoria dos Campos
Conceituais seja de extremo interesse para a area educacional, uma vez que esta
estritamente ligada ao processo de aprendizagem e, portanto, apresenta implicacoes
didaticas (VERGNAUD, 1990, 1996).

E preciso destacar que Vergnaud compreende por “conhecimentos” tanto o
saber-fazer (capacidade de resolver problemas matematicos), quanto o saber-
expressar, ou seja, saber explicitar os objetos e suas propriedades (VERGNAUD,
1996). Além disso, vale destacar que apesar da Teoria dos Campos Conceituais ter
sido elaborada, em inicio, para elucidar os processos de conceitualizacéo
progressiva das estruturas aditivas, das estruturas multiplicativas, das relacdes entre
namero e espaco, bem como da &lgebra, essa teoria ndo € especifica da
matemaética.

Foi nos trabalhos de Piaget que Vergnaud se fundamentou para elaborar a
nocdo de esquema’, um dos principais conceitos de sua teoria. Contudo, Moreira
(2002, 2011) pontua que, para Vergnaud, alguns fatores essenciais foram
desconsiderados por Piaget, dentre eles o fato de o desenvolvimento cognitivo
depender de situacdes e de conceitualizagbes especificas, uma vez que, para
Vergnaud, as dificuldades apresentadas pelos estudantes ndo sdo as mesmas de
um campo conceitual para outro.

A Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud est4, ainda, do mesmo modo
fundamentada nos estudos de Vygotsky, sobretudo com relac¢do a interacao social, a
linguagem e a simbolizacdo na formacao progressiva do sujeito diante de um campo

conceitual.

® O movimento Didatica da Matematica surgiu na Franca nos anos 60, no contexto de uma vasta
discussdo com relacdo ao ensino cientifico, rompendo, de certo modo, com as premissas das
reformas precedentes. O objetivo de estudo da Didatica da Matematica “[...] é a elaboracdo de
conceitos e teorias que sejam compativeis com a especificidade educacional do saber escolar
matematico, procurando manter fortes vinculos com a formac&do de conceitos matematicos [...]"
(PAIS, 2001, p.11).

” Abordamos sobre esquemas na subsecédo 1.3.3 desse capitulo.
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Mas, afinal, o que é campo conceitual? Vergnaud (1990, 1996) considera em
primeiro lugar um campo conceitual como um conjunto de situacdes®, no qual a
analise, o tratamento e a apropriacdo requerem varios conceitos, procedimentos e
representacdes de tipos diferentes, porém, estritamente relacionados.

Moreira (2002) destaca algumas considera¢cdes importantes de Vergnaud com
relacdo ao campo conceitual: i) a conceitualizacdo do real é a esséncia do
desenvolvimento cognitivo; ii) um conceito ndo é formado dentro de um so tipo de
situacdo, assim como uma situacdo nao € possivel de ser analisada por meio de um
s conceito; e iii) a construcdo e a apropriacdo de todas as propriedades de um
conceito, bem como de todos 0s aspectos de uma situacdo € um processo bastante
longo, e depende da experiéncia e da maturidade do sujeito.

Na matematica, a conceitualizacdo do real: “[...] consiste em elaborar os
meios intelectuais para tratar progressivamente situagdes mais e mais complexas, e
se efetua ao longo do processo educativo por meio de uma variedade de situacoes
de aprendizagem.” (KOCH; SOARES, 2005, p. 145).

Buscando sequenciar essa exposicdo sobre a Teoria dos Campos
Conceituais, faz-se necessario explicitarmos 0s conceitos principais dessa teoria, 0s

guais s&o essenciais para esta pesquisa.
1.3 Os PRINCIPAIS CONCEITOS DA TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

Nas subsecOes a seguir buscamos explicitar conceitos fundamentais da
Teoria dos Campos Conceituais, nos baseando nos pressupostos de Vergnaud na
literatura estudada. Estes conceitos sao: de conceito, de situacdes, de esquemas,

de invariantes operatorios e de representacoes.

1.3.1 O Conceito de Conceito na Teoria de Vergnaud

Segundo Vergnaud (1990, 1996), um conceito s6 tem sentido para uma
crianca por meio das situacbes e dos problemas que ela resolve, sejam esses
tedricos ou praticos. Nesse sentido, o autor pontua que a compreensao dos

conceitos matematicos se faz por meio de acdes que, ao serem internamente

® Trazemos maiores esclarecimentos sobre situagOes na subsecédo 1.3.2 desse capitulo.
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organizadas pelo sujeito, ganham significado nas situa¢des as quais pertencem tais
conceitos. Ainda, € nesse momento que se percebe a relevancia da linguagem e da
representacdo simbdlica na conceitualizacao.

Diante do exposto, Vergnaud (1990, 1996) € conduzido a considerar um
conceito como o tripleto® de trés conjuntos: C = (S, I, R), em que:

S: € um conjunto de situagcdes que dao sentido ao conceito, ou seja,
corresponde ao referente do conceito;

I: € um conjunto de invariantes sobre 0s quais repousa a operacionalidade
dos esquemas, ou seja, € o conjunto de invariantes que podem ser identificados e
utilizados pelos sujeitos nas situacdes, sendo que estes invariantes podem ser
objetos, propriedades e relacdes. Este conjunto corresponde ao significado do
conceito.

R: é um conjunto de formas linguisticas e ndo linguisticas, tais como a
linguagem natural, os graficos e diagramas, as equacfes algébricas, etc, que
permitem representar simbolicamente o conceito, as suas propriedades, as
situacbes e o0s procedimentos de tratamento, correspondendo, portanto, ao
significante do conceito.

N&o apenas durante a sua utilizagdo, mas no decorrer de toda a sua
aprendizagem, o desenvolvimento e o funcionamento de um conceito precisa ser
estudado considerando ao mesmo tempo os trés conjuntos. Afinal, como defende
Moreira (2002) nao existe, em geral, bijecdo entre significantes e significados, assim
como entre invariantes e situacdes. Sendo assim, ndo se pode reduzir o significado
aos significantes, nem tao pouco as situacées (VERGNAUD, 1990, 1996).

Dessa forma, os significantes (as representacdes) nao correspondem
diretamente ao objeto que representam. Em outras palavras, “a nocdo de
representacdo ndo se reduz a nogao de simbolo ou de signo, uma vez que ela cobre
também a nocéo de conceito.” (VERGNAUD, 2009, p. 19).

Assim sendo, o conhecimento incide, ao mesmo tempo, no referente, nos
significados e nos significantes, uma vez que o conhecimento ndo pode ser formado
apenas por simbolos, mas igualmente por “conceitos e nocbes que refletem ao
mesmo tempo o mundo material e a atividade do sujeito nesse mundo material.”
(VERGNAUD, 2009, p. 19).

° Entendemos tripleto como um sistema de trés elementos de um conjunto tomados numa ordem
determinada.
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1.3.2. As Situacoes

O conceito de situacdo na Teoria dos Campos Conceituais ndo € entendido
em seu sentido mais amplo, como em situacdo didatica. Como postula Brousseau
(2008), a situacao didatica refere-se a todo o contexto ao qual o estudante esti
inserido, incluindo o professor e todo o sistema educacional, ou seja, “inclui tudo o
que especificamente colabora no componente matematico de sua formacgéo.”
(BROUSSEAU, 2008, p. 53).

Em contrapartida, na Teoria dos Campos Conceituais, situacdo é
compreendida como no sentido que os psicllogos atribuem usualmente a esse
termo: as situagcbes com as quais 0 sujeito se confronta sdo determinantes para
seus processos cognitivos e suas respostas (VERGNAUD, 1996). Nessa
perspectiva, Vergnaud (1990) considera o conceito de situacdo, mais
especificamente, como o de tarefa'®, e considera que uma situacdo complexa pode
ser analisada por meio de combinacdo de tarefas, sendo preciso conhecer as
naturezas e dificuldades proprias destas.

Vergnaud (1996) distingue as situacdes em duas classes:

1 — classes de situa¢cBes para as quais 0 sujeito dispde, no seu repertorio,
num dado momento do seu desenvolvimento, e em determinadas
circunstancias, das competéncias necessarias ao tratamento relativamente
imediato da situagéo;

2 — classes de situagbes para as quais o sujeito ndo dispde de todas as
competéncias necessarias, 0 que o0 obriga a um tempo de reflexdo e de
exploracdo, a hesitacdes, a tentativas abortadas, conduzindo-o, quer ao
éxito, quer ao fracasso (VERGNAUD, 1996, p. 156).

Com relacdo a essas classes de situagdes, voltaremos a aborda-las na
proxima se¢do, em que conceituaremos esquema.
Ainda, Vergnaud (1996) destaca duas ideias principais com relacdo ao

sentido de situagéo:

1 — a ideia de variedade: existe uma grande variedade de situacfes num
dado campo conceptual, e as variaveis de situacdo sao um meio de gerar
de forma sistematica o conjunto das classes possiveis;

2 — a ideia de histdria: os conhecimentos dos alunos sao formados pelas
situacdes com que eles depararam e que progressivamente dominaram,
nomeadamente pelas primeiras situacdes susceptiveis de dar sentido aos
conceitos e aos procedimentos que se pretende ensinar-lhes (VERGNAUD,
1996, p. 171).

1% Nesse mesmo sentido de Vergnaud (1990), chamamos de tarefas as aplicacdes feitas aos nossos
participantes da pesquisa.
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De acordo com Vergnaud (1996, p. 171), a primeira ideia conduz a analise e a
decomposicdo dos conceitos em elementos simples, bem como as suas possiveis
combinac¢des, “enquanto a segunda orienta para a procura de situacfes funcionais”
que, em geral, suas importancias estdo relacionadas “a frequéncia com que se
encontram”.

Diante do exposto podemos compreender que as diversas e variadas
situacdes apresentam um papel imprescindivel na atribuicdo de sentido ao conceito.
Porém, tal como descreve Moreira (2002), baseando-se nos pressupostos de
Vergnaud, o sentido ndo pertence as situacdes em si, nem as representacdes
simbdlicas, mas é oriundo da relacdo do sujeito com as situagcbes e com 0s
significantes.

Considerando que o sentido ndo esta diretamente nas situacbes, nem nos
significantes, concluimos que sdo o0s esquemas evocados pelo sujeito em dadas
situagcdes, ou diante de significantes, que formam o sentido da situagcédo, ou do
significante (MOREIRA, 2002). Todavia, Moreira (2002) enfatiza que uma situacéo
ou uma representacdo nado é capaz de evocar no sujeito todos os esquemas
disponiveis e, portanto, um sentido atribuido para uma situagdo ou uma
representacdo especifica ndo significa ser o sentido do conceito neles envolvido
para esse sujeito. O que o sujeito explicita é, portanto, apenas um dos esquemas
possiveis, 0 que nos leva a defender a necessidade da matematica escolar envolver
diversas situacdes e representacoes.

Na sec¢ao a seguir, trazemos maiores esclarecimentos sobre os esquemas.

1.3.3 Os Esquemas

Na perspectiva de Vergnaud (1990, 1996), os conceitos matematicos sao
compreendidos pelo sujeito por meio de suas ac¢bes que, ao serem por ele
organizadas internamente, passam a ter significado nas situacdes em questao. Sao
essas acdes e organizacdes internas que Vergnaud (1990, 1996) denomina de
esquemas.

Para Vergnaud (1990, 1996), os esquemas correspondem a organizacao
invariante do comportamento em determinadas situacdes. Nesse mesmo sentido,

Moreira (2002) menciona que:
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Um esquema € um universal que € eficiente para toda uma gama de
situacbes e pode gerar diferentes sequéncias de acdo, de coleta de
informacdes e de controle, dependendo das caracteristicas de cada
situacao particular (MOREIRA, 2002, p. 12).

Diante do exposto percebemos o quanto os esquemas estdo relacionados as
situacdes e, como ja mencionamos na sec¢ao anterior, essas situacbes podem ser
distinguidas em duas classes: para as quais 0 sujeito possui em seu repertorio
competéncias para tratar a situacdo e para as quais o0 sujeito ndo dispde dessas
competéncias.

Para ambas as classes de situagdes distinguidas pelo autor, Vergnaud (1990,
1996) aplica o conceito de esquema, ainda que este nao funcione da mesma
maneira nos dois casos. No primeiro caso, para uma mesma classe de situacoes,
observa-se que os comportamentos sdo automatizados, podendo ser organizados
por um esquema unico e, no segundo caso, observa-se a utilizagdo sucessiva de
Vvarios esquemas, 0s quais, para se alcancar a solucdo almejada poderdo ser
combinados, descombinados e recombinados, sendo esse processo, portanto,
acompanhado de descobertas.

O conceito de esquema €, certamente, uma das maiores contribuicdes dos
estudos de Piaget para a teoria de Vergnaud. De acordo com Nunes et al. (2005), o
termo esquema na psicologia “é uma representagdo em que aparece apenas 0
essencial daquilo que é representado; os detalhes ndo aparecem” (NUNES et al.,
2005, p. 46). Nesse mesmo sentido, Vergnaud (1990) enfatiza que sempre ha muito
de implicito nos esquemas: “Um esquema repousa sempre sobre uma
conceitualizacéo implicita™*(VERGNAUD, 1990, p. 3, traduc&o nossa).

Vergnaud (1990, 1996) profere que sdo nos esquemas que devem ser
investigados os conhecimentos-em-acéo* do sujeito, sendo estes os elementos
cognitivos que permitem a agao do sujeito ser operatoria.

Para Moreira (2002) cada esquema gera acgdes, cuja sequéncia depende dos
parametros da situacdo. Quando em certa classe de situacdes o sujeito utiliza um
esquema ineficaz, o mesmo se vé forgcado a mudar ou modificar o esquema e, essa
mudanca é possivel de ocorrer porque os comportamentos em uma determinada

situacdo repousam sobre o repertorio inicial de esquemas disponiveis para o sujeito,

1 Un esquema reposa siempre sobre una conceptualizacion implicita.
2 Correspondem aos teoremas-em-acdo e conceitos-em-acdo que explicaremos na proxima
subsecao, sobre os invariantes operatorios.
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em especial, nos esquemas que “estdo associados as classes de situacdes que
parecem ter uma semelhangca com a situacéo tratada atualmente.” (VERGNAUD,
2002, p. 4).

Assim, varios esquemas podem ser evocados sucessivamente e, até mesmo,
simultaneamente. E nesse sentido que podemos observar as ideias piagetianas: 0s
esquemas encontram-se no centro de todo o processo de adaptacao das estruturas
cognitivas, da assimilacdo e da acomodac¢ao. Contudo, os esquemas estao sempre
relacionados as situacdes as quais se aplicam.

Nessa perspectiva, de acordo com Moreira (2002), o desenvolvimento
cognitivo consiste na ampliacdo do repertério de esquemas e, nesse sentido,
defende que “a educacao, portanto, deve contribuir para que o sujeito desenvolva
um repertério amplo e diversificado de esquemas, porém procurando evitar que
esses esquemas se convertam em estereoétipos esclerosados.” (MOREIRA, 2002, p.
12).

Em concordancia com Moreira (2002), Teixeira (2005) acrescenta que:

As concepcbes dos alunos se modificam ou se tornam menos
estereotipadas somente se eles vivenciarem um vasto conjunto de
situacdes diferentes, envolvendo objetos e relagdes mateméticas. Para
conduzir e controlar o processo de conceitualizacdo é preciso observar
como os alunos lidam com tais objetos e relacdes. Isso sé é possivel por
meio dos comentarios e das representacdes dos alunos (TEIXEIRA, 2005,
p. 24).

Assim sendo, em concordancia com o exposto, acreditamos que um trabalho
envolvendo diversificadas situacbes e representacdes para abordar um mesmo
conceito contribui para que o estudante desenvolva varios esquemas, uma vez que,
diante de situacbes e representacbes diferenciadas, este estudante precisara
modificar ou combinar esquemas ou, até mesmo, formar outros novos durante o
processo de conceitualizacdo. Tudo isso contribuira para que o estudante nao se
apoie em esquemas unicos, bem como em concepg¢des, que permanecem
inalteradas (estereotipadas).

Vergnaud (1996) destaca que a interac&o social contribui para a formacao de
esquemas. Deste modo, acreditamos que além das diversificadas situacdes e
representacdes é essencial que durante o processo de ensino 0s estudantes tenham
a oportunidade de interagirem e explicitarem seus envolvimentos com 0s conceitos

abordados, pois assim, além de permitir ao professor “conduzir e controlar o
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processo de conceitualizacdo.” (TEIXEIRA, 2005, p. 24), contribuira para que outros
estudantes conhegcam o objeto estudado por outros pontos de vista, conduzindo-os a
substituicdo, combinacdo ou modificacdo de esquemas ja formados ou, até mesmo,
a formacé&o de outros esquemas.

Moreira (2002) pontuou quatro elementos indispensaveis na composi¢édo do

esquema:

— As metas e antecipacdes do objetivo que se deseja atingir diante de uma
classe de situacdes, ou seja, sdo certos efeitos ou certos eventos que o
sujeito espera;

— As regras de acdo do tipo “se... entdo...”, que Sao as responsaveis por
originar 0s esquemas, uma vez que permitem a geracao e a continuidade
da sequéncia de a¢cbes no sujeito;

— Os invariantes operatorios (teoremas-em-acao e conceitos-em-agao), que
conduzem o sujeito a reconhecer os elementos pertinentes a situacao e
que, portanto, “constituem a base, implicita ou explicita, que permite obter
a informacao pertinente e dela inferir a meta a alcancar e as regras de acao
adequadas.” (MOREIRA, 2002, p. 12);

— As possibilidades de inferéncias que permitem “calcular” e “avaliar’ as
regras e antecipacdes a partir das informacdes fornecidas pelas situacoes,

bem como a partir dos invariantes operatérios de que dispde.

Dentre os elementos que constituem o esquema, 0s invariantes operatorios
merecem destaque. Os motivos que justificam esse destaque, dentre outras

consideracdes, apresentamos na proxima secao.

1.3.4 Os Invariantes Operatorios

Os conhecimentos contidos nos esquemas (conhecimentos-em-acdo), que
sdo denominados por Vergnaud (1990, 1996) como invariantes operatérios,
caracterizam a base conceitual que permite a execucdo dos demais elementos e
fazem a articulagdo entre teoria e pratica (MOREIRA, 2002). Portanto, o
reconhecimento de invariantes operatorios € a chave da generalizagdo do esquema.

Os conhecimentos-em-ac¢éo, 0s quais sdo de maneira geral denominados de

invariantes operatorios, sdo constituidos por conceitos-em-acdo e teoremas-em-
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7 7

acao: o primeiro é uma categoria de pensamento que é considerado como
pertinente, ou seja, corresponde aos conceitos que estdo disponiveis para o sujeito
em determinada situacao, tais como, objetos, relacdes, condi¢des ou circunstancias
e, 0 segundo, é subjacente ao comportamento do sujeito e € uma proposicao
considerada como verdadeira sobre o real. Em sintese, “proposi¢cées podem ser
verdadeiras ou falsas; conceitos podem ser apenas relevantes ou irrelevantes”
(MOREIRA, 2002, p. 16).

A relacdo entre conceitos-em-acao e teoremas-em-acao € dialética: um néo
existe sem o outro. Ambos formam o nucleo da representagcdo e sdo responsaveis
pela geracao das acdes pelos esquemas (MOREIRA, 2002).

Para Vergnaud (2009), a eficacia da representacdo € assegurada pelos
invariantes operatoérios, uma vez que lhe permite preencher sua dupla funcdo: de
refletir a realidade e de prestar-se a um calculo relacional. Sendo assim, “sdo 0s
invariantes que dao a representacdo seu carater operatério. Dai seu nome.”
(VERGNAUD, 2009, p. 308).

Sobre a integracdo de invariantes operatorios aos esquemas, bem como a
relacdo entre esses e as representacdes, trazemos maiores esclarecimentos na

subsecao a seguir.

1.3.5. As Representacdes Simbdlicas dos Conceitos

E possivel tracarmos uma analogia entre as tarefas escolares e as tarefas
com as gquais o sujeito se depara em sua vida cotidiana: em ambas é preciso
“analisar uma situacdo, representa-la, operar sobre essa representacdo para
encontrar uma solucéo e aplicar a solugcdo assim encontrada, recomecar no caso do
fracasso.” (VERGNAUD, 2009, p. 85).

Vergnaud (2009) explicita que a crianca constroi representacfes mentais da
realidade visando compreende-la e agir sobre ela. Dentre essas representacoes
mentais, de acordo com esse mesmo autor, grande parte € inacessivel ao
observador externo, além do fato de que muitas vezes este observador pode estar
despreparado para interpretar aquilo que a crianga acreditou compreender ou fazer.

Entretanto, segundo o autor, algumas representacdes mentais sao

objetivaveis, ou seja, permitem que o observador externo perceba indicadores
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importantes nas producbes do sujeito, tais como, linguagem natural, desenhos,
operacdes feitas pelo sujeito, gestos analdgicos, entre outros.

Com relacdo as representacbes mentais, Duval (2012) distingue estas das
representacdes semioticas: as representacdes mentais consistem de um conjunto de
imagens e de concepgdes que o sujeito possui acerca de um objeto, uma situacao
ou sobre aquilo que estd associado ao objeto ou situacdo, sendo, portanto,
producdes internas; e, as representacdes semioticas, por sua vez, sdo producdes
externas compostas por signos pertencentes a um sistema de representacfes que
contém inconvenientes proprios de significacdo e de funcionamento (DUVAL, 2012).
Destacamos que por signo entendemos como um substituto ou representante de um
objeto (PIERCE, 2000). Dentre as representacdes semidticas podemos citar uma
figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica e um
gréafico cartesiano.

Apesar das diferencas pontuadas, as representacdes mentais e as
representacfes semidticas ndo podem ser postas como dois dominios diferentes
(DUVAL, 2009). Em concordancia com o que expde Vergnaud com relacdo a
algumas constru¢cdes mentais serem objetivaveis, para Duval as representacdes
semiodticas constituem um meio de exteriorizar as representa¢cées mentais, tornando-
as acessiveis a outrem.

Ainda, “as representacbes ndo sdo somente necessarias para fins de
comunicacao, elas sao igualmente essenciais a atividade cognitiva do pensamento.”
(DUVAL, 2012, p. 270): i) o desenvolvimento das representacfes mentais esta
estritamente relacionado a interiorizacdo das representacdes externas; ii) permitem
a realizacao de diferentes funcbes cognitivas, tais como as de objetivacédo
(expressédo particular) e as de tratamento; e iii) facultam a producdo de
conhecimentos ao permitirem representacdes diversificadas de um mesmo objeto
(DUVAL, 2012).

Assim, percebemos que tal como Duval (2002), Vergnaud (2009) atribui as
diversificadas representacdes (que Duval denomina de representacdes semioticas) a
funcdo de objetivar as representacdes mentais que o estudante constréi da
realidade, sendo possivel exteriorizar a outra pessoa indicios destas por meio de
diferentes meios semioticos.

Vergnaud (2009) destaca que as principais representacdes que sao utilizadas

no ensino da matematica sdo as expressées linguisticas ou enunciados da lingua
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natural, os esquemas espaciais no plano (linhas, flechas, regides do espaco e
localizacBes) e as expressfes algébricas. Além disso, 0 autor destaca que as
representacdes, em especial das relacdes binarias, para as quais ha dois esquemas
espaciais principais (sagital, ou seja, por meio de setas, e tabela cartesiana), podem
ocorrer da passagem de:

— uma situacdo a uma representacdo e reciprocamente (na figura 1,
corresponde aos tracos cheios). Por exemplo: descrever verbalmente as
relacbes que existem entre criancas sentadas a uma mesa (ao lado de, em
frente de, na mesma fila que, etc.)

— uma representacdo a outra (na figura 1, corresponde aos tragos
pontilhados). Por exemplo: escrever a equacgéo algébrica correspondente a
um dado enunciado ou compor um esquema sagital correspondente a um

dado enunciado.

Figura 1 — Passagens de representacoes

enunciados
1 ---------- .
A S “---» gsquema sagital
situacdo ° : |
N T T
' _» tabela cartesiana
™~ 4 - smmemmTT --» lab
aigebra

Fonte : Vergnaud (2009, p. 86).

A representacgdo, apenas quando reflete a realidade de maneira pertinente e
homomorfa®, é considerada operatéria. Para Vergnaud (2009) essa nocdo de
homomorfismo se aplica a funcao de passar da realidade a aplicacéo, ainda que isso
nao implique que a representacao reflita e seja homomorfa a toda a realidade.

Com essa nog¢ao o autor procura elucidar que ndo seria possivel compreender

a representacao se esta ndo caracterizasse um reflexo da realidade, como se fosse

¥ Um homomorfismo consiste em uma aplicacdo de um conjunto em outro, preservando a estrutura
dos conjuntos.
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uma simulacdo, permitindo prever os efeitos reais, bem como pensar as agdes a
serem executadas (VERGNAUD, 2009).

Mas, isso tudo ndo ocorre apenas entre uma representacdo e a realidade
representada, pois, existem multiplas representacdes e existem homomorfismos
também entre uma representacao e outra.

Em resumo, Vergnaud (2009) pontua que:

Pode-se dizer que o pensamento consiste, a0 mesmo tempo, em operacdes
conceituais e pré-conceituais sobre os significados, e em operacdes
simbdlicas sobre os significantes, significantes estes que formam varios
sistemas simbdlicos distintos, tendo elos entre si préprios e com o
significado (VERGNAUD, 2009, p. 300).

Duval (2012) destaca que um sistema semiético € considerado um registro de
representacdo quando permite trés atividades cognitivas que sdo fundamentais: a
formacdo de uma representacdo identificavel, o tratamento de um registro de
representacao e a conversao entre registros de representagao.

Para Duval (2012) uma representacéo € identificavel quando permite que uma
pessoa que nao a produziu identifiqgue seu sentido a partir das relacdes,
caracteristicas e dados do conteudo representado. Assim, entendemos que a no¢ao
de representacdo identificavel corresponde a nocdo de homomorfismo entre
representacdo e realidade, bem como entre representacdes, tal como defende
Vergnaud (2009).

O tratamento € uma transformacéo que ocorre dentro de um mesmo registro.
Como exemplos, podemos citar a efetuagcdo de um calculo, realizado no mesmo
sistema de escrita ou de representacdo dos numeros, e a resolugdo de uma
equacao ou de um sistema de equacbes. Podemos considerar como exemplo a

resolucao da seguinte expressao numerica:

{5 —[8(7 — 10) + 2] + 9(6 — 3)}
{5 —[8(=3) + 2] + 9(3)}
(5 —[—24 + 2] + 27}
{5 —[-22] + 27}
{5+ 22 + 27}
54
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Nesse exemplo, as expressdes sdo equivalentes entre si. O que ocorreu foi
apenas a transformacgéo na representacao, porém, conservando o registro numerico.

Entretanto, no tratamento “as compreensdes do conceito matematico podem
ser parciais, uma vez que um unico registro pode ndo contemplar todas as
caracteristicas do objeto. Por isso, € adequada uma abordagem gque relacione estes
registros.” (VERTUAN, 2007, p, 24). E nesse sentido que Duval sugere a conversao,
que € uma transformacdo de representacdes que consiste em alterar de registro,
porém, conservando a referéncia aos objetos denotados.

Na figura a seguir apresentamos um exemplo de converséao:

Figura 2 - Conversédo entre Registros de Representacao Semibtica

X Y sy
2 -8 i
3 -l -l .
y —X - 0 0 — g
| | |
2 8 )
[ Conversao 2% Conversao

Fonte : Vertuan (2007, p. 24).

7

Duval (2012) destaca que a conversdo é diferente e independente do
tratamento: passar de um registro de representacdo para outro ndo consiste apenas
em mudar de modo de tratamento, mas em explicar as diferentes propriedades e
aspectos de um mesmo objeto, uma vez que diferentes registros que representam
um mesmo objeto matemético, em geral, ndo explicitam totalmente as caracteristicas
desse objeto, mas parcialmente, e assim, aquilo que ndo é explicitado em um
registro pode ser identificado em outro.

Em suma, tracando uma analogia entre o que expde Vergnaud e o que expde
Duval, o funcionamento do pensamento consiste no trabalho de diferentes niveis ao
mesmo tempo (relacbes, classes, elementos), assim como, diferentes sistemas
simbdlicos ao mesmo tempo (linguagem natural, linguagem algébrica, etc), conforme

podemos observar na figura 3:
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Figura 3 — Relacéo entre diferentes niveis e diferentes sistemas simbolicos

REALIDADE aspectos de diferentes niveis

f'._

SIGNIFICADO conceitos e pré-conceitos de diferentes niveis

REPRESENTACAD <

SIGNIFICANTES sistemal sistema Il
—

gisterna lll

Fonte : Vergnaud (2009, p. 300).

Para Vergnaud (2009), é por meio das diferentes representacdes simultaneas,
passando de uma representacdo para outra, que a crianga raciocina. Nesse sentido,
pensar ndo consiste apenas em passar de uma situacdo real para uma
representacdo, mas do mesmo modo e, sobretudo, de uma representacdo a outra e
a ela retornar. Afinal, sdo os critérios simbolicos que implicam em certas invariancias
no funcionamento do pensamento.

Do mesmo modo, Duval (2012) confere a coordenacdo entre registros um
papel fundamental na apreensao conceitual dos objetos matematicos. Isso porque a
coordenacao, segundo Duval (2012), ndo consiste apenas na conversao de um
registro em outro, mas na compreensao de que todos esses registros fazem mencao
a um mesmo objeto, apresentando, cada qual, propriedades e caracteristicas
diferentes desse objeto, complementando-se entre si.

Dentre as diversificadas representacfes semidticas, Vergnaud (1990) destaca
a linguagem natural. A esta o autor apresenta trés funcoes:

- Ajuda a designar e, assim, a identificar os invariantes (objetos,

propriedades, relacdes e teoremas);

— Contribui com o raciocinio e a inferéncia;

— Ajuda na antecipac¢éo dos efeitos e dos fins, no planejamento e no controle

da agéo.
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Ainda, segundo o autor, 0 destaque para a linguagem natural dentre os
significantes ocorre devido a sua dupla fungéo: comunicar e representar. Além disso,
a linguagem natural auxilia 0 pensamento. Essa ultima funcéo da linguagem natural
fica explicita quando o sujeito precisa planejar uma sequéncia de acdes para lidar
com uma situacao para a qual ndo possui dominio suficiente: ainda que de maneira
interiorizada, o sujeito verbaliza o que deve fazer, até que a sequéncia de acgbes se
torne automatizada.

Do mesmo modo, na Matematica, Vergnaud (1990) defende que o
funcionamento cognitivo do estudante comporta operagdes que sdo automatizadas
progressivamente e, essa automatizacdo, é certamente “uma das manifestaces
mais visiveis do carater invariante da organizacdo da acdo™* (VERGNAUD, 1990, p.
3, traducdo nossa). Contudo, 0 autor esclarece que a automatizacdo nao impede
que o sujeito mantenha o controle sobre sua acdo, afinal, todos 0s nossos
comportamentos envolvem tanto uma parte automatizada, quanto uma parte de
deciséo consciente (VERGNAUD, 1990).

N&o obstante, € preciso ressaltar que as representacfes nao sdo condi¢des
suficientes para a conceitualizacdo, ainda que sejam fundamentais nesse processo.
Vergnaud (1990) destaca que “sao as acgbes do sujeito em situagcdo que constituem
a fonte e o critério da conceitualizacdo™ (VERGNAUD, 1990, p. 20, traducdo
nossa).

Além disso, Vergnaud (2009) profere que o simbolo corresponde,
simplesmente, a parte visivel do iceberg conceitual, uma vez que a sintaxe de um
sistema simbdlico é apenas a parte que pode ser comunicada dentre o campo de
conhecimento o qual representa, sendo essa sintaxe dependente da seméantica que
a engendrou, ou seja, da atividade pratica e conceitual do sujeito no mundo real.

Tendo apresentado o0s principais conceitos da Teoria dos Campos
Conceituais, apresentamos na figura 4, em resumo, esses conceitos, bem como

suas relacoes:

* una de las manifestaciones mas visibles del caracter invariante de la organizacion de la accion.
!> sea la accién del sujeto en situacion lo que constituye la fuente y el criterio de la conceptualizacion.
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Figura 4 — Principais conceitos da Teoria dos Campos Conceituais e suas relacdes

campo Cnnceitua’

ESQUEMAS

INVARIANTES

SENTIDO :
OPERATORIOS

Relagdo do sujeito com...

(Significado)

Fonte : Da autora.

Por meio da figura apresentada mostramos que em determinado campo
conceitual o sentido atribuido pelo sujeito para um conceito € oriundo da relacéo
dele com as situacbes e representacdes diversas. Diante dessas situacdes e
representacdes o sujeito evoca esquemas (organizacao invariante em determinadas
situagOes e representacoes).

Na figura, percebemos que os invariantes operatérios estdo contidos nos
esquemas. Isso porque € nos esquemas que investigamos 0s conhecimentos em
acdo do sujeito (teoremas-em-acdo e conceitos-em-acdo), o que Vergnaud
denomina de invariantes operatorios.

Além de tudo isso, na figura que apresentamos, as flechas vermelhas indicam
uma relacdo que representa o que Vergnaud chama de tripleto entre situacoes,
significados (esquemas e invariantes operatérios) e significantes (representacdes).
As situagbes exigem certos conhecimentos para serem solucionadas e
compreendidas, e sdo 0s esquemas e invariantes operatérios esses conhecimentos
que sao utilizados pelo sujeito para tratar as situacdes. As representacdes tém o
papel fundamental de representar e comunicar as relacbes apropriadas, além de

representar a situagao.
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Tendo apresentado o0s principais conceitos da Teoria dos Campos
conceituais, abordamos, a seguir, 0s principais campos conceituais que estdo em

consonancia com a presente pesquisa.

1.4 CAaMPOS CONCEITUAIS

Vergnaud (1990, 1996), ao apresentar sua definicdo para campos conceituais,
esclarece a reciprocidade entre situacdo e conceito, uma vez que um conceito
abrange muitas situacfes, muitos invariantes e muitas simbolizacdes possiveis,
porém, sdo as situacbes que dao sentido ao conceito. Assim sendo, a
conceitualizacdo por parte do sujeito € dependente de um conjunto relativamente
amplo de situacdes que apresentam parentesco entre si, tais como a adicdo com a
subtracdo e a multiplicacdo com a divisao.

Além dos campos conceituais envolvendo as operacdes aritméticas basicas,
Vergnaud (1990, 1996) menciona sobre outros campos, expandindo-se para outros
dominios como da eletricidade, da mecanica, das grandezas espaciais e da logica
das classes. Contudo, nos limitaremos apenas aos campos conceituais das

estruturas aditivas e multiplicativas, os quais sdo essenciais para a nossa pesquisa.

1.4.1 O Campo Conceitual das Estruturas Aditivas

De acordo com Vergnaud (1990, 1996) o campo conceitual das estruturas
aditivas € um conjunto de situagfes, cujo tratamento implica em uma ou em varias
adicoes ou subtracdes, assim como em uma combinacdo destas operacdes, e 0
conjunto dos conceitos e teoremas que permitem analisar essas situacdes como
tarefas matematicas.

Assim sendo, sdo constitutivos das estruturas aditivas conceitos como o de
cardinal e de medida, de transformacdo temporal, seja de aumento (ganhar ou
receber) ou de diminuicdo (perder ou gastar), de relacdo de comparacao
quantificada (“ter mais... que...” ou “ter menos... que...”), de composi¢do binaria de
medidas, de composicao de transformacoes e de relacdes, de inversdao, de numero
natural e de numero relativo, etc. Contudo, esses conceitos ndo aparecem sozinhos,
mas representados por teoremas verdadeiros, os quais lhes atribuem sua funcdo no
tratamento das situacdes (VERGNAUD, 1990, 1996).
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Destacamos que Vergnaud distingue calculo numérico do calculo relacional,
enfatizando que é neste ultimo que prevalecem as dificuldades. O calculo numérico
corresponde a resolucdo de um algoritmo, no qual ndo ha conexado entre este com
0S aspectos semanticos e estruturais da situacdo e, portanto, ndo possuindo
relacbes implicitas no calculo (COMERIO, 2007).

Quanto ao calculo relacional, este diz respeito a atividade matematica na qual
se considera o contexto da situacdo, ou seja, “diz respeito aos niumeros que nos
enunciados podem representar estados ou transformacdes.” (PASSONI; CAMPOS,
2009, p. 49). Sendo assim, o calculo relacional abrange as operagfes de
pensamento que sao necessarias no tratamento das rela¢des envolvidas na situacao
gue, como ja mencionamos antes, nem sempre € explicito pelas criancas. Dessa
forma, o calculo relacional pode ser valido ou invalido: quando valido, pode ser
expresso como teoremas (teoremas-em-acao), e quando invalido, pode ser expresso
em forma de falsas inferéncias (COMERIO, 2007).

Vergnaud (1996, 2009) expbe que, em principio, qualquer situacdo pode ser
remetida para uma combinacédo de relacfes de base. Nas estruturas aditivas, o autor
identifica seis relacbes de base e afirma que € a partir destas que é possivel
engendrar todos os problemas de adicao e subtracéo.

Antes de apresentarmos as seis relacdes de base com seus respectivos
exemplos, os quais séo inspirados nos trabalhos de Vergnaud (2009), percebemos a
necessidade de esclarecer, de antemdo, os codigos que serdo utilizados nos

esguemas e nas equagoes:



Quadro 1 — Cddigos utilizados em esquemas e equagdes

Simbolo(s) Representagio
] Numero natural (M)
O Namero relativo (I)
}' —* Composicdo de elementos de mesma natureza
Uma transformacdo ou uma relacdo, ou
T - seja, a composicdo de elementos de natureza
diferente
n Um namero natural
(+n)ou(-n) Um namero relativo
4 Adicdo de dois numeros naturais
+ Adicdo de um numero natural e de um
numero relativo
e Adicdo de dois numeros relativos

Fonte : Vergnaud (2009, p. 201).

- 12 Relacdo de basel®: composicdo de duas medidas

39

Duas medidas se compdem para resultar em uma terceira. Dessa forma,

estdo envolvidas nessa relacdo de base as situacdes que envolvem parte-todo, ou

seja, para as quais se necessita subtrair uma parte do todo para se determinar a

outra parte ou juntar uma parte com outra para obter o todo.

Exemplo: Carla tem 9 adesivos de estrelas e 5 adesivos de coragoes.

Quantos adesivos ela tem ao todo?

Esquema:

Parte | 9

Todo

Parte| 5

Equacdo: 9+ 5=7

16 Vergnaud (2009) chama cada relagdo de base de categoria. Aqui optamos por denomina-las de
relagcdo de base para evitar confusdo com nossas categorias nas analises.
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- 22 Relacdo de base: Transformacdo de uma medida inicial em uma

medida final

Uma transformacdo opera sobre uma medida para resultar em outra medida.
Assim, a incognita pode ser qualgquer um dos componentes da relacdo ternaria,
sendo essa incognita obtida por meio de um acréscimo ou decréscimo em uma
guantidade conhecida.

Exemplo: Carla tinha 12 adesivos. Ela ganhou 5 adesivos de sua mae. Com
quantos adesivos ela ficou?

Nesse caso, 12 e o resultado que sera encontrado correspondem a numeros

naturais, enquanto que +5 (ganhou 5) é um namero relativo.

&

Estado inicial Estado final

Esquema:

12

L4

Equacdo: 12 == (+5) =7

- 32 Relacdo de base: Relacdo de comparacao entre duas medidas

Uma relacéo liga duas medidas, sendo essa relacdo quantificada. Essas duas
medidas s&o o referente e o referido. Para determinar o referido, uma relacéo (a
mais ou a menos) é estabelecida entre o referente e o referido.

Exemplo: Carla tem 12 adesivos. Amanda tem 3 menos que Carla. Quantos
adesivos tém Amanda?

No exemplo, 12 e o resultado que se busca é um numero natural, e -3 (3 a
menos) é relativo.

Esquema:

12 Referente

@ Relacdo

Referido

Equacdo: 12 <= (-3) =7
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Segundo Vergnaud (2009), os problemas caracteristicos das relacdes de
base a seguir demonstram maior complexidade em relacdo aos primeiros
apresentados, uma vez que envolvem mais de um raciocinio aditivo, ou seja, que
envolvem perda ou ganho simultaneamente. Sendo assim, as possibilidades de

situacdes que envolvem os raciocinios aditivos nessas categorias sdo inesgotaveis.

- 42 Relacao de base: Composicao de duas transformacoes

Duas transformagbes se compdem para resultar em uma transformacao.
Ainda, as incognitas podem ser tanto o estado inicial, o intermediario ou o final,
quanto as transformacgdes ocorridas.

Exemplo: Carla ganhou ontem 7 adesivos e hoje deu 10 adesivos para uma
amiga. O que aconteceu com a quantidade de adesivos de Carla?

Nessa situacdo, todos os numeros envolvidos correspondem a numeros
relativos. Além disso, percebemos que algumas quantidades, tais como o estado
inicial e o final podem permanecer desconhecidos, uma vez que nao sao relevantes
para o problema em questdo. Essa é uma caracteristica comum para as situacdes
dessa relacao de base.

Esquema:

Q)
O

Equacéo: (+7) 4= (-=10) =?

L 2

- 52 Relacdo de base: Transformacado de uma relacdo

Uma transformacdo opera sobre um estado relativo para resultar em outro
estado relativo.

Exemplo: Carla devia 5 adesivos para Amanda. Ela devolveu 2. Quanto ela
ainda deve?

Esquema:
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® 0
Equagdo: (-5) fp(+2) =?

- 62 Relacado de base: Composicao de duas relacoes

Dois estados relativos (relagbes) se compdem para resultar em um estado
relativo. Essa situacdo é mais complexa para a crianca, pois pode apresentar maior
quantidade de dados e relacdes, requerendo que a crianca resolva em etapas,
utilizando diferentes procedimentos.

Exemplo: Carla deve 5 adesivos para Amanda, mas Amanda lhe deve 3.
Quantos adesivos Amanda ainda deve a Carla?

ON

Esquema:

- ()
@)

Equacdo: (—-5) o (+3) =7

A complexidade dos problemas aditivos ndo varia apenas em funcédo das
diferentes relacbes de base apresentadas, mas, sobretudo, em funcdo das
diferentes classes de problemas que cada uma delas abrange.

Em geral, as dificuldades que os estudantes apresentam ao resolverem
problemas de estruturas aditivas estao relacionadas a auséncia de multiplicidade de
problemas diferentes ensinados na escola. Nesse sentido, Vergnaud (2009) defende
gue o ensino precisa ser pautado em situagées ndo homogéneas, em consequéncia

de que os calculos relacionais ndo sdo da mesma complexidade. Dessa forma,
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quanto mais complexa a situacdo, mais procedimentos ndo candnicos seréo
evocados pelo estudante, procedimentos esses que revelam, muitas vezes, uma boa
compreensao da situacao e preparam o estudante para descobrir outras solucoes.

Nesse sentido, acreditamos que os caminhos utilizados pela crianca na busca
por um resultado, ainda que sejam errbneos, ndo podem ser desconsiderados pelo
professor, afinal, por tras desses erros podem existir elementos que permitem inferir
0 que a crianca de fato compreendeu e sobre os quais € possivel apoiar-se para
fornecer as explicacdes necessarias.

Considerando-se que cada situacdo envolve varios conceitos é que
percebemos a relevancia dos campos conceituais. No caso das estruturas aditivas,
dentre os conceitos envolvidos podemos destacar: o conceito de medidas (relacdes
de maior, menor e igual), de adicdo, de subtracdo, de transformacdo de tempo

(“ontem eu tinha... quanto tenho agora?”) e o de numero (natural, inteiro ou decimal).

1.4.2 O Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas

O campo conceitual das estruturas multiplicativas é entendido como o
conjunto de situagdes que envolvem multiplicacoes e divisbes de diferentes tipos ou
a combinacao dessas operagdes, bem como o conjunto de conceitos e teoremas
que permitem analisar essas situagoes.

Para Vergnaud (1990, 1996), as estruturas multiplicativas se diferenciam das
estruturas aditivas, em especial, nas relacbes de base: as mais simples ndo séo
ternarias, mas quaternarias, isso porgue os problemas mais simples envolvendo
“multiplicacdo e divisdo implicam a proporcdo simples de duas variaveis, uma
relativamente a outra.” (VERGNAUD, 1996, p. 174).

A partir das andlises dos problemas envolvendo estruturas multiplicativas,
Vergnaud (2009) mostrou que essas operacdes expressam diferentes significados
contidos em varias situacdes e podem ser identificados a partir de trés relagdes de
base: isomorfismo de medidas, produto de medidas e propor¢cdo multipla. Contudo,
dentre essas trés, explicitaremos apenas as duas primeiras, visto que sao estas que
mais se aproximam da faixa etaria dos participantes desta pesquisa'’. A proporcéo

multipla € uma relacdo de base mais complexa e que envolve problemas de

7 Os participantes da pesquisa sdo apresentados no Capitulo 3, subsecéo 3.1.2.
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proporcionalidade de, no minimo, trés grandezas, exigindo mais de uma operacao

em sua resolugao.

- 12 Relacao de base: Isomorfismo de medidas

Para Vergnaud (2009), a primeira grande forma de relacdo multiplicativa € a
relacdo quaternaria, na qual duas quantidades sdo medidas de certo tipo e as duas
outras, de outro tipo. Vergnaud (2009) cita, dentre outros, o seguinte exemplo:
“Tenho trés pacotes de iogurte. H4 4 iogurtes em cada pacote. Quantos iogurtes eu
tenho?” (VERGNAUD, 2009, p. 239).

Esse exemplo pode ser representado por um esquema que mostra bem a
relacdo existente entre as quatro quantidades, dentre elas, designamos de x a

quantidade buscada:

Pacotes | logurtes
11— 4

3 — = X

O isomorfismo de medidas, portanto, comporta quatro quantidades e, nos
problemas mais simples, uma dessas quantidades é igual a um, o elemento neutro
da multiplicacdo nos inteiros. Assim sendo, existem trés classes de problemas
conforme a incognita. Essas trés classes sdo exemplificadas nos esquemas a

seqguir:

a) Multiplicacdo: envolve uma multiplicacdo simples, na qual, dependendo dos
valores envolvidos é possivel que a crianca faca uso da adicdo reiterada
(VERGNAUD, 2009).

Exemplo: Carla tem 3 pacotes com 5 balas em cada. Quantas balas Carla tém

ao todo?

Pacotes Balas

1 —* 5

3 —* X
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No exemplo, pede-se para determinar a quantidade total de balas em 3
pacotes, sabendo-se que um pacote contém 5 balas. Diante dessa situacdo, é
comum a crianga fazer uso da adicao reiterada (3 pacotes de balas é igual a 5 balas,

mais 5 balas, mais 5 balas).

b) Divisdo (busca do valor unitario): busca-se encontrar o valor unitério,

conhecendo-se o elo de correspondéncia entre duas grandezas que séo de natureza
diferente (VERGNAUD, 2009).

Exemplo: Carla tem 12 balas para dividir igualmente em 3 pacotes. Quantas
balas serdo colocadas em cada pacote?

Pacotes Balas

1T —1* X

3 —* 12

No exemplo, sabe-se a quantidade total de balas existentes em trés pacotes e
procura-se determinar a quantidade de balas em um Unico pacote. Para isso, dividi-
se 12 (quantidade total de balas) por 3 (quantidade de pacotes) para determinar x
balas (quantidade de balas em um pacote).

c) Divisdo (busca da quantidade de unidades): nesse caso o valor unitario

dado. O que se pretende descobrir € “0 nimero de unidades da primeira espécie
correspondente a uma grandeza dada de outra espécie” (VERGNAUD, 2009, p.
242).

Exemplo: Carla tem 12 balas e quer coloca-las em pacotes de modo que cada

pacote tenha 4 balas. Quantos pacotes ela vai precisar?

Facotes Balas
] ——— 4

¥ —+— 12

Nesse exemplo, sabe-se a quantidade total de balas e quantas balas serao

colocadas em cada pacote. Para determinar quantos pacotes serdo necessarios
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para colocar as 12 balas (quantidade total), de maneira que cada pacote contenha 4
balas, a operacéo realizada € uma divisao (12 =+ 4).
Outra classe, mais complexa que as apresentadas, pode ser mencionada: a

da gquarta proporcional, na qual sdo definidas trés grandezas, onde a quarta € o valor

buscado:

d) Quarta proporcional: o calculo envolve uma multiplicagdo, tal como na

classe a que apresentamos, porém nenhuma das quatro quantidades envolvidas &
unitaria. Sendo assim, apoés realizar a multiplicacdo faz-se necessario realizar uma
divisdo.

Exemplo: Carla vende bombons em sua escola. Amanda comprou 8 bombons
e pagou R$6,00. Maria tem R$18,00 para comprar bombons de Carla. Quantos

bombons a Maria podera comprar?

Preco (RS) Bombons
600 —— §
1800 ——» X

Nesse exemplo, sabendo a quantidade de bombons que Amanda comprou
com determinado valor em dinheiro, busca-se encontrar a quantidade de bombons
gue poderdo ser comprados com o valor em dinheiro que Maria possui. Assim como
na classe a, realiza-se uma multiplicacdo entre R$18,00 e os 8 bombons. Porém,
como os 8 bombons ndo representam a quantidade correspondente ao valor em
dinheiro da unidade de bombom, dividi-se o resultado obtido na multiplicacdo pelo
valor dos 8 bombons (R$6,00).

Cada uma dessas trés classes ainda pode se subdividir em numerosas
subclasses, cujas dificuldades podem estar relacionadas, por exemplo, & magnitude

dos nUmeros inteiros envolvidos e a nimeros decimais.

- 22 Relacao de base: Produto de medidas

O produto de medidas consiste em uma relacéo ternaria, ou seja, entre trés
quantidades. Nesta relacdo, uma quantidade é o produto das duas outras no plano
numérico e no plano dimensional ao mesmo tempo. Vergnaud (2009, p. 253) cita
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como exemplo: “3 rapazes e 4 mocgas querem dancar. Cada rapaz quer dancar com
cada mocga e cada moga, com cada rapaz. Quantos seriam 0s casais possiveis?”

Analisando essa situacao, temos:

“‘Chamemos de R = {a,b,c} 0 conjunto dos rapazes e de M = {f,g,h,i} O
conjunto das mocas. O conjunto C dos possiveis casais é o produto cartesiano do
conjunto de rapazes pelo conjunto de mogas, C = R x M” (VERGNAUD, 2009, p.
254). Ou seja, um casal consiste na associagdo de um elemento do primeiro

conjunto, com um elemento do segundo:

M
f g h i
al (@fn (@ag (ah) (ai

R b| (0 (bg  (b,h) (b i)

c c.h (c.q) (c, h) (c. i)

x casais = 3 rapazes - 4 mogas

Finalizando este capitulo, na perspectiva de Vergnaud, Brun (1996) pontua
que 0S campos conceituais, as suas organiza¢cdes num longo periodo de tempo e as
suas formacOes por meio das situacdes, constituem estudos relevantes que
relacionam o0s conteddos matematicos com a arquitetura cognitiva, além de
apresentar nogfes aos professores de como representar estes conteidos e de como
agir de maneira a conseguir a formagao dos conceitos em seus alunos.

Nesse sentido, Brun (1996, p. 26) recorda os passos apresentados por

Vergnaud para o processo de conceitualizacao:

— analisar e classificar a variedade das situagbes em cada campo
conceptual.

— descrever com precisdo a variedade das condutas, dos procedimentos e
dos raciocinios dos alunos face a cada situacao.

— analisar as competéncias matematicas organizadas em esquemas e
identificar as invariantes que constituem estes esquemas, relacionando-
as com as invariantes das situacoes.

- analisar a forma como a linguagem e outras atividades simbdlicas tomam
lugar nesses esquemas, como auxiliam os alunos, como sao utilizadas
pelos professores.
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- seguir a transformacao das invariantes implicitas (conhecimentos e
teoremas em ato'®) em objetos matematicos bem identificados.

Ainda, acreditamos que 0 processo de ensino consiste, em primeira instancia,
em buscar entender as competéncias e concepcoes atuais dos estudantes diante de
situacOes correspondentes a determinado campo conceitual para que, a partir delas,
seja possivel refletir sobre maneiras de abordar conceitos que lhes serdo essenciais
no futuro.

E nessa perspectiva que nos apoiamos na Teoria dos Campos Conceituais
como uma das bases tedricas para a presente pesquisa, uma vez que pretendemos
analisar conhecimentos atuais dos estudantes que podem apontar alguma relacéo
com a algebra, conhecimentos estes que podem contribuir para a apreensao de
conceitos futuros neste campo de estudo.

Para tanto, faremos uso dos estudos de Verghaud, em especial, nos
seguintes aspectos:

- com relacdo as situacdes, uma vez que entendemos que é por meio de
problemas desafiadores, que em nossa pesquisa chamamos de tarefas
nao-rotineiras, que o conhecimento emerge. Afinal, diante de novas
situacdes é que os estudantes se tornam capazes de utilizar, de maneira
sucessiva, varios esquemas que ja possuem (0s quais sao oriundos de
outras situacdes que o sujeito julga serem similares a situacdo atual),
coordenando-os de maneira a descobrir uma forma de buscar o resultado
para a situacdo em questao;

- com relacdo aos esquemas e aos invariantes operatérios, uma vez que é
nos esquemas que podemos investigar 0s conhecimentos-em-acao
(teoremas-em-acao e conceitos-em-acdo que genericamente chamamos
de invariantes operatorios) do sujeito, 0s quais permitem que a sua acao
seja operatoria. Em nossa pesquisa foi por meio do esboco de alguns
esquemas, 0s quais foram inferidos a partir das enunciacbes dos
estudantes ao se envolverem com cada tarefa, que investigamos
invariantes operatérios explicitados pelos estudantes;

- com relagdo as representacfes, em especial, a linguagem natural, por meio

da qual é possivel que o estudante explicite a outrem aspectos de suas

® Os termos “conhecimentos e teoremas em ato” sdo aqui adotados no mesmo sentido que
“conhecimentos-em-acéo e teoremas-em-acao”.
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representacfes mentais, uma vez que, em geral, 0s esquemas e 0S
invariantes operatorios sédo representados mentalmente;

- com relagcdo aos campos aditivos e multiplicativos, os quais nos auxiliaram
no esboco dos esquemas e na investigacdo dos invariantes operatérios;

- com relagdo aos conceitos, em nossa pesquisa abordamos conceitos
aritméticos (estruturas aditivas e multiplicativas) que podemos inferir como
potencialmente algébricos.

Quanto a esses conceitos, bem como a esse carater algébrico dos mesmaos,

trazemos esclarecimentos no capitulo subsequente.
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CAPITULO 2
RELACOES ENTRE ARITMETICA E ALGEBRA: A TEORIA DE RA DFORD

Neste capitulo fazemos uma abordagem sobre as relagdes existentes entre a
aritmética e a algebra enfatizando o carater algébrico da aritmética por meio da
generalizacdo de propriedades dos numeros e das operacbes, bem como de
procedimentos de calculo. Essa abordagem é realizada na primeira secdo desse
capitulo.

Na segunda secdo apresentamos elementos da teoria de Radford,
enfatizando a objetivacdo e seus meios semidticos, bem como 0s niveis de
generalidade, sendo estes ultimos um dos objetivos que almejamos inferir em
nossas analises, em concomitancia aos invariantes operatorios manifestados pelos

participantes desta pesquisa.
2.1 O CARATER ALGEBRICO DA ARITMETICA: UMA BREVE DISCUSSAO

O que tradicionalmente observamos no ensino de Matematica é que a
aritmética antecede a algebra. E, geralmente, é quando essa ruptura acontece que
percebemos que surgem maiores dificuldades e aversbes pela Matematica por parte
de alguns estudantes.

Tendo em vista minimizar algumas consequéncias relativas as rupturas entre
0 ensino da aritmética e da algebra, tais como as que acabamos de mencionar,
alguns autores (BLANTON; KAPUT, 2005; KIERAN, 2004; MESTRE; OLIVEIRA,
2012; PIMENTEL; RADFORD, 2012; RIVERA, 2006; VALE, 2009, entre outros)
defendem a possibilidade do pensamento algébrico ser fomentado mais cedo, ja nos
anos iniciais de escolaridade, adjacente ao ensino da aritmética, uma vez que este,
como veremos, pode apresentar um carater potencialmente algébrico.

Antes de nos inserirmos na abordagem potencialmente algébrica da
aritmética, consideramos essencial destacar o0 que compreendemos por pensamento
algébrico, o qual nos auxiliard a defender nossa posicao a cerca de filiagbes entre

aritmética e algebra.
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Segundo Kieran (2004, p. 149, traducdo nossa), 0 pensamento algébrico nos

anos iniciais abrange

[...] o desenvolvimento de formas de pensar no ambito das atividades para
as quais a linguagem simbdlica pode ser usada como uma ferramenta, mas
gue ndo sdo exclusivas para algebra e com as quais podem se envolver
sem usar qualquer linguagem simbdlica, tais como analisar relacées entre
guantidades, observar a estrutura, estudar variacfes, generalizar, resolver
problemas, modelar, justificar, provar e prever.19

E para Blanton e Kaput (2005, p. 413, traducdo nossa), 0 pensamento
algébrico pode ser considerado como:

[...] um processo no qual os alunos generalizam ideias matematicas de um

conjunto particular de exemplos, estabelecem generalizagées por meio do

discurso de argumentacéo, e expressam-nas, cada vez mais, em caminhos
formais e apropriados & sua idade.?

Compatrtilhando das definicbes de Kieran (2004) e de Blanton e Kaput (2005)
para o pensamento algébrico, consideramos que a base para a emergéncia deste
tipo de pensamento é a capacidade de generalizacdo (PIMENTEL; VALE, 2009), e
que esta, antes de ser representada por meio de uma linguagem simbdlica, pode ser
expressa por meio da linguagem natural e por outras diversas formas, as quais
discutiremos mais adiante.

Mestre e Oliveira (2012), apoiando-se em Kieran (2007), enfatizam que nos
anos iniciais do Ensino Fundamental ha a necessidade de promover a generalizacao
algébrica e que “uma das possiveis abordagens para o desenvolvimento do
pensamento algébrico baseia-se no carater potencialmente algébrico da aritmética,
ou seja, na aritmética generalizada.” (MESTRE; OLIVEIRA, 2012, p. 12).

Com relacdo ao carater algébrico da aritmética, quando os estudantes
encontram regularidades nas operacfes e sistemas numeéricos, eles experimentam
“a base para a exploracdo da generalizacdo sobre os numeros e operacdes”
(MESTRE; OLIVEIRA, 2012, p. 13). Sendo assim, conceitos relativos a aritmética

19 Algebraic thinking in the early grades involves the development of ways of thinking within activities
for which letter-symbolic algebra can be used as a tool but which are not exclusive to algebra and
which could be engaged in without using any letter-symbolic algebra at all, such as, analyzing
relationships between quantities, noticing structure, studying change, generalizing, problem solving,
modeling, justifying, proving, and predicting.

20 [...] a process in which students generalize mathematical ideas from a set of particular instances,
establish those generalizations through the discourse of argumentation, and express them in
increasingly formal and age appropriate ways.
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podem ser considerados potencialmente algébricos por se apresentarem passiveis
de serem generalizados. E, para que o processo de generalizagcdo ocorra na
aritmética, Rivera (2006) sugere que, ao ensinar 0S sistemas numericos, 0s
estudantes sejam estimulados a perceberem as propriedades ou relacbes numeéricas
gue existem em objetos particulares para que, progressivamente, percebam que
estas séo invariantes.

Além disso, Kieran (2004) recomenda ajustamentos no ensino de aritmética
em geral, sendo necesséario: i) desviar um pouco o foco do céalculo e da resposta
numérica, dando mais atencdo as relacoes; ii) focar-se nas operagbes, bem como
nas suas inversas; iii) atentar-se, concomitantemente, com a representacéo e a
resolucao; iv) focar-se em numeros e letras, em detrimento de apenas em nameros;
e, v) reforcar o significado do sinal de igual, destacando a nocdo de equivaléncia
associada a este.

Com relacdo a aritmética generalizada, Blanton e Kaput (2005) apresentam
como caracteristicas: i) a exploracao de propriedades e relacdes de numeros inteiros
como, por exemplo, o resultado da subtracdo de um numero por ele mesmo; ii) a
exploracdo de propriedades das opera¢cdes com nameros inteiros como, por
exemplo, comutatividade e associatividade; iii)) exploragdo do sinal de igualdade
como expressdo de uma relacdo entre quantidades; iv) tratamento algébrico do
namero, utilizando-os como variaveis; e, v) resolucdo de sentencas com nuameros
desconhecidos, envolvendo, por exemplo, conjuntos de equacbes ou equacodes
individuais, porém, estas ultimas envolvendo mais de uma incognita ou a mesma
incognita repetida algumas vezes.

Nessa perspectiva, concordamos com o que defende Radford (2012, p. 02,
traducdo nossa) quando afirma que “[...] had algo inerentemente aritmético em
algebra e algo inerentemente algébrico na aritmética [...]"*. E, a partir do que foi
exposto até entdo, entendemos que uma das coisas que ha de inerente entre
aritmética e algebra é a generalizacao.

Contudo, nem toda maneira de expressar o geral a partir do particular pode
representar uma generalizacdo aritmética, nem tampouco, uma generalizacdo

algébrica. Visando compreender as diferencas entre generalizagdes, nos apoiamos

L [..] there is something inherently arithmetic in algebra and something inherently algebraic in
arithmetic [...].
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em elementos da teoria de Radford (2006, 2010, 2011, 2012), na qual, a partir de

agora, nos inseriremos.

2.2 NossA ABORDAGEM TEORICA A RESPEITO DE GENERALIZACAO: A TEORIA DE RADFORD

Baseado nas primeiras pesquisas sobre a transicdo da aritmética para a
algebra (GRAY; TALL, 1994; KAPUT; SIMS-KNIGHT, 1983; KIERAN, 1981; FILLOY;
ROJANO, 1989; SFARD, 1991, entre outros), em alguns trabalhos que caracterizam
0 pensamento algébrico (BOERO, 2001; CARRAHER; BRIZUELA; SCHILIEMANN,
2000; LINS, 2001; entre outros) e emergindo da perspectiva vygotskiana da
Educacdo Matematica, Radford (2006) divulgou alguns resultados de sua pesquisa,
na qual durante seis anos acompanhou a aprendizagem de algebra de estudantes
em niveis escolares equivalentes ao nosso Ensino Fundamental (anos finais) e
Ensino Médio. Nesse trabalho, Radford (2006) teve por objetivo investigar o uso de
signos e os processos de producao de sentido na algebra quando estudantes de
faixa etaria entre 13 e 15 anos, dispostos em pequenos grupos, se envolviam com
tarefas que abordavam generalizacéo® de padrdes.

Nesse trabalho percebemos que, em concordancia com 0 que expusemos
sobre a definicAo de pensamento algébrico (BLANTON; KAPUT, 2005; KIERAN,
2004), Radford (2006) defende que este tipo de pensamento consiste, em primeira
instancia, de uma maneira particular de refletir sobre objetos matematicos. Ainda,
para esse autor, 0 que caracteriza o0 pensamento algébrico séo trés elementos que
estdo diretamente relacionados: i) carater indeterminado; ii) tratamento analitico; e,
iii) uso de simbolos para designar objetos.

O Primeiro elemento, de acordo com o autor, corresponde ao envolvimento de
objetos desconhecidos, tais como incégnitas e variaveis, no pensamento algébrico.
Deste modo, pensar algebricamente envolve operar no desconhecido e, para isso, é
preciso pensar analiticamente (segundo elemento), ou seja, € necessario considerar
quantidades desconhecidas como se essas fossem numeros especificos
(RADFORD, 2012). Quanto ao terceiro elemento, este corresponde ao fato dos
objetos desconhecidos serem, por fim, representados por simbolos alfanuméricos.

%2 para 0 autor, a generalizacio se baseia na sintetizacéo de semelhancas entre coisas diferentes e,
do mesmo modo, nas diferencas entre coisas semelhantes (RADFORD, 2010).
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Ainda em concordancia com Kieran (2004), Radford (2006) explicita que a
algebra ndo se reduz a simbolismo, ainda que este seja parte essencial da algebra.
Para justificar sua posicdo com relacdo ao simbolismo, Radford (2006, 2012)
menciona contextos da historia da Matematica que evidenciam a evolucdo de
notacdes algébricas baseadas em discursos e outros meios semioticos, 0 que
consequentemente explica sua atencdo voltada a linguagem e outros recursos
semidticos que antecederam as representacbes algébricas alfanumeéricas
apresentadas pelos estudantes durante o desenvolvimento de suas pesquisas.

No decorrer da histéria, a algebra demandou tempo para ser refinada até
chegar ao seu atual formalismo, sendo modificada de acordo com o0 momento
historico em que esteve inserida. Do mesmo modo, no ensino de Matematica,
defendemos que os estudantes precisam de tempo e de situagdes oportunas para
refinar suas agdes, pois, “Tornar-se familiarizado com as praticas sedimentadas em
formulacbes altamente sistematizadas, abstratas e compactas ndo é uma tarefa
trivial para os nossos alunos.” (VELOSO, 2012, p. 38).

Em concordancia com nosso posicionamento, Radford (2011, p. 308 e 309,

traducao nossa) menciona que

O pensamento algébrico ndo surge na ontogenia ao acaso, nem como uma
consequéncia necessdria da maturacdo cognitiva. Para fazer com que o
pensamento algébrico apareca e seja acessivel aos estudantes, algumas
condicbes pedagogicas precisam ser criadas.?

Diante disso, percebemos a essencialidade do educador matematico
considerar todo o processo de desenvolvimento do estudante até atingir a
apropriacdo dos conceitos algébricos e suas representa¢gdes por meio de simbolismo
padrao, atribuindo maior relevancia para o0s recursos semioticos que o estudante
utiliza, em especial, a linguagem natural.

Considerando que o uso de letras ndo equivale a fazer algebra, apoiando-se
em Kieran (1989), Radford (2006) afirmou que pensar algebricamente é mais do que
pensar no geral: € pensar sobre o geral de maneira que o torne distintamente
algébrico tanto em sua forma de raciocinio, quanto em sua expressao, sendo capaz,

inclusive, de fazer uso de simbolismo algébrico.

23 Algebraic thinking does not appear in ontogeny by chance, nor does it appear as the necessary
consequence of cognitive maturation. To make algebraic thinking appear, and to make it accessible
to the students, some pedagogical conditions need to be created.
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Tal como ja mencionamos, em sua pesquisa Radford (2006) teve por objetivo
investigar o uso de signos e os processos de producdo de sentido na algebra
gquando os estudantes, participantes da pesquisa, se envolviam com tarefas de
padrées. Segundo esse autor, esse processo de producdo de sentido na algebra
acontece mediante de atividade multi-semiética®® (linguagem natural, gestos,
desenhos, etc), enquanto que o que esta sendo percebido emerge progressivamente
para o estudante. Este processo de percepcao, que ocorre ao buscar atribuir sentido
a determinado objeto, é que Radford (2006) denomina de processo de objetivac&o®.
Durante esse processo de objetivacdo, as atividades multi-semiéticas passam a ser
denominadas de meios semiéticos de objetivacdo?®.

Portanto, a objetivacdo corresponde a tornar algo aparente, ou seja, tornar
algum aspecto do objeto aparente, fazendo uso de sinais e artefatos, tais como,
simbolos matematicos, graficos, palavras, gestos, entre outros recursos semioticos
(meios semiédticos de objetivacao).

A essencialidade desses meios semioticos deve-se ao fato de que “Um
sistema semidtico nos oferece maneiras especificas para significar ou dizer certas
coisas, enquanto outro sistema semidtico nos oferece outras formas de
significacdo™’ (RADFORD, 2006, p. 7, traducdo nossa). Contudo, ainda que
diferentes sistemas semiéticos ndo sejam capazes de “dizer a mesma coisa”, 0 que
um deles expressa € pertinente a expressao do outro.

Com essa Ultima afirmacdo baseada em Radford (2006), percebemos a
concordancia com o que expde Duval (2012) e Vergnaud (2009) a uma das funcdes
da utilizacdo de diversificadas representagfes: uma representacdo ndo € capaz de
representar toda a realidade e alguns aspectos que ndo sédo explicitos em uma
representacdo podem se mostrar presentes em outra representacdo, 0 que nos
mostra a essencialidade de no processo de conceitualizag&o valorizar a abordagem
de diversificados registros de representacao.

Radford (2006) destaca o vinculo da objetivacdo com as dimensdes sociais e
culturais do conhecimento, uma vez que as intera¢des ocorridas durante o processo

de objetivacdo ndo sao apenas entre objeto e estudante, mas, sobretudo, entre

> Versao nossa de “Multi-semiotic activity” (RADFORD, 2006, p. 6).

?® \/ersdo nossa de “process of objectification” (RADFORD, 20086, p. 6).

2% \ersdo nossa de “semiotic means of objectification” (RADFORD, 2006, p. 6).

" A semiotic system provides us with specific ways to signify or to say certain things, while another
semiotic system provides us with other ways of signification.
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estudantes e entre estes e o professor (RADFORD, 2006). Por esse motivo, em sua
pesquisa, Radford optou por separar 0os estudantes em peguenos grupos, pois,
segundo o autor, € fundamental que os estudantes apreendam os objetos do
conhecimento por outras perspectivas (RADFORD, 2006).

Por meio de sua pesquisa, ao buscar compreender os processos de produgao
de sentido dos estudantes ao se envolverem com tarefas de padrdes, Radford
(2006) inferiu que a objetivacéo do geral passa por varios niveis de generalidade %,
cada qual com sua complexidade, e, para que 0s nhiveis mais profundos sejam
atingidos, € necessario que o sujeito continue seu processo de objetivagdo por meio
de diversificados meios semiéticos, que vao sendo contraidos a medida que niveis
mais profundos vdo sendo atingidos, uma vez que os significados vado sendo
concentrados. A essa minimizacdo de meios semiéticos Radford (2006) chama de
contracdo semiética®.

Todavia, ao distinguir diversas estratégias utilizadas pelos estudantes ao se
envolverem em tarefas de padrdes, Radford (2006) percebeu que muitas vezes
essas estratégias nao conduziam os estudantes a generalizacdo e, quando
conduziam, era possivel identificar niveis diferentes de generalidade alcangados.

No quadro 2 apresentamos essas estratégias percebidas por Radford (2006)

e, ha sequéncia, explicamos cada uma delas.

Quadro 2 — Estratégias dos estudantes para lidar com atividades de padrbes e a
subdivisdo das generalizacdes algébricas, de acordo com o seu nivel
de generalidade™®

Indugdo ingénua Generalizagdo

Adivinhacio Aritmetica Algebrica

{Tentativa e erro)

Factual Contextual Simbalica

Fonte : Radford (2006, p. 15, tradu¢do nossa).

8 Em alguns momentos, o autor chama de “niveis de generalidade” e, em outros momentos, chama
de “camadas de generalidade”, porém, com 0 mesmo sentido. Em nossa pesquisa adotamos,
apenas, “niveis de generalidade”.

2% Versao nossa de “semiotic contraction” (RADFORD, 2006, p. 12).

% Versdo nossa de “Students’ strategies for dealing with pattern activities and the subdivision of
algebraic generalizations in accordance with their level of generality”.
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a) Inducéo ingénua

- Adivinhacdo (tentativa e _erro): Radford (2006) chama essa estratégia de

inducao ingénua para diferencia-la de outros tipos mais sofisticados de inducao.

De acordo com esse autor, esta estratégia, ainda que possibilite a formacao
de uma regra em tarefas de padronizacdo, ndo é considerada como generalizacao e,
consequentemente, ndo conduz ao desenvolvimento do pensamento algébrico. Isso
porque a formacéo de regra € baseada em tentativa e erro e outras estratégias de
adivinhacao e, dessa forma, as regras formadas sao apenas hipéteses, uma vez que
sua conclusdo ndo se baseia na percepcdo de caracteristicas comuns em alguns

termos e na generalizacao a outros que se seguem (RADFORD, 2006).

b) Generalizacéo
Radford (2006) afirma que nem sempre a generalizacdo é algébrica. Para
esse autor, falar de generalizagdo envolve o objeto de generalizacdo e o objeto

generalizado. Nesse sentido, o autor sugere:

[...] que o processo que vai de uma a outra inclui dois componentes inter-
relacionados. O primeiro € notar um traco comum em alguns determinados
termos particulares. O segundo é de formar um conceito geral - um género -
generalizando a semelhanca notada a todos os termos da sequéncia. Para
gue uma generalizacdo de padrdes seja chamada de algébrica, eu sugeri
um terceiro componente: a de que 0 género ou objeto generalizado
cristaliza-se em um esquema, ou seja, em uma regra que prevé aquele com
uma expresséo de qualquer termo da sequéncia [...]31 (RADFORD, 2006, p.
15, traducao nossa).

Tendo definido generalizacdo por meio dessas trés componentes, Radford
(2006) defende que as generalizacbes ainda sao classificadas por niveis, 0os quais
podem ser caracterizados pelos meios semidticos de objetivacdo que os estudantes
utilizam quando envolvidos em processos de generalizagéo.

Nesse sentido, Radford (2006) divide a generalizagcdo como aritmética e
algébrica, sendo esta ultima subdividida em factual, contextual e simbdlica e, sendo
essas divisbes e subdivisdes os niveis de generalidade a que o autor se refere. A

seguir, esclarecemos cada um desses niveis:

311...] that the process that goes from one to the other includes two interrelated components. The first
one is noticing a commonality in some given particular terms. The second one is to form a general
concept —a genus— by generalizing the noticed commonality to all the terms of the sequence. In
order for a generalization of patterns to be called algebraic, | have suggested a third component: that
the genus or generalized object crystallize itself into a schema, i.e. a rule providing one with an
expression of whatever term of the sequence [...].



58

- Aritmética: de acordo com as trés componentes que Radford (2006) utiliza
para definir generalizacdo, a generalizagdo aritmética ndo € enquadrada como
algébrica por ndo cumprir com o terceiro componente: “[...] a de que o género ou
objeto generalizado cristaliza-se em um esquema, ou Seja, uma regra que prevé
aguele com uma expressao de qualquer termo da sequéncia [...].” (RADFORD,
2006, p. 15).

Em tarefas envolvendo padrbes, a generalizacdo aritmética ocorre quando o
estudante percebe um trago comum em termos, reconhece que esse trago comum
aplica-se aos termos subsequentes, mas néo é capaz de usar essa informacéo para
fornecer uma expressdo que permita descobrir qualquer termo da sequéncia
(RADFORD, 2006).

- Algébrica: a generalizacdo € considerada algébrica quando cumpre com 0s
trés componentes sugeridos por Radford (2006) que ja apresentamos. Assim sendo,
em uma tarefa de padrbes, além de perceber regularidades entre os termos da
sequéncia, a generalizacdo algébrica envolve o carater indeterminado e analitico
atribuido a algebra.

Radford (2006) defende que a generalizacdo algébrica é composta por trés
niveis de generalidade:

i) Factual: de acordo com Radford (2006), a generalizagao factual ocorre em
uma camada priméria de generalidade e, por isso, é a base da generalizacdo
algébrica, pois, por meio de sucessivas contracbes semidticas, 0s estudantes
progressivamente transformam essa generalizagdo em outras mais elevadas
(contextual e simbdlica, como veremos mais adiante).

Na generalizacdo factual a indeterminacdo “[...] ndo atinge o nivel de
enunciacdo: é expressa em acdes concretas™? (RADFORD, 2006, p. 9, traducao
nossa). Em outras palavras, na generalizacéo factual a indeterminacdo nao vai além
dos numeros especificos: a generalidade ocorre apenas sobre acdes realizadas
sobre numeros, palavras, gestos e percepcdes (RADFORD, 2006). Assim, em
sintese, nesse nivel de generalizacdo, a percep¢do de regularidades se baseia na

coordenacao ritmica de diversos recursos semioticos, tais como gestos, desenhos, e

s [...] does not reach the level of enunciation: it is expressed in concrete actions.
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palavras e, portanto, “[...] a indeterminacdo permanece implicita e 0s recursos
semidticos citados acima constituem a ‘substancia’ das férmulas-acbes dos
estudantes.” (VELOSO, 2012, p. 52).

Em tarefas de padrbes a generalizacao factual se diferencia da generalizacao
aritmética por, nesse nivel, o estudante ja ser capaz de apreender a regularidade
entre termos consecutivos, relacionando-os a posicao do termo. Além disso, a
diferenca entre generalidade aritmética e algébrica factual reside no fato de que o
importante ndo € “[...] o resultado numérico em si, mas o caminho que os alunos
iriam escolher/construir para elaborar uma regra ou método de calculo [...].”
(VELOSO, 2012, p. 50).

i) Contextual: a generalizagdo contextual difere da generalizac&o factual por
“‘nomear” a indeterminagdo de maneira que nao se refira a um certo termo, mas a
qualguer termo que quiser considerar, estabelecendo, assim, uma Unica acao
(RADFORD, 2006).

Nesse nivel de generalidade Radford (2006) destaca que ocorre a contracao
semiotica, ou seja, alguns dos diversos recursos semioticos que caracterizavam a
generalidade factual sdo excluidos e compensados por uma concentracdo de
significados, tornando, dessa forma, a indeterminacéo explicita. Em outras palavras,
no nivel de generalizacdo contextual “[...] os estudantes tém que compensar a
reducdo de recursos semidticos com uma concentracdo de significados no menor
ndmero de signos (palavras) através do qual a generalizagéo é agora expressada™?
(RADFORD, 2006, p. 12, traduc&o nossa).

A generalizacdo contextual pode ser identificada quando o estudante
consegue expressar, em linguagem natural (escrita ou oral), uma férmula simbdlica,
sem fazer uso de simbolismo algébrico padrdo. Afinal, expressar uma férmula por
meio de palavras é uma tarefa mais simples se comparada a expressdo da mesma

férmula por meio de simbolismo.

iii) Simbdlica: A generalidade simbdlica € analoga a generalidade contextual.
Conforme descreve Radford (2006), em ambos o0s niveis de generalidade o

indeterminado é explicito. A diferenca entre ambos 0s niveis consiste na nomeacao

% 1...] the students have to compensate for the reduction of semiotic resources with a concentration of

meanings in the fewer number of signs (words) through which the generalization is now expressed.
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da generalidade: enquanto que na generalidade contextual, como vimos, 0s objetos
gerais sdo nomeados por meio de descri¢cdes, a generalidade simbolica é expressa
por meio de um sistema semiotico alfanumeérico (simbolismo algébrico padréo).

Apesar de nos apoiarmos em trabalhos de Radford cujo foco foi o
desenvolvimento do pensamento algébrico por meio de tarefas envolvendo
generalizacdo de padrdes, quando Radford (2006, 2012) afirma que o pensamento
algébrico é caracterizado pela forma analitica em que se lida com numeros
indeterminados, acreditamos que elementos de sua teoria, tais como processos de
objetivacdo, meios semibticos de objetivacdo e niveis de generalidade, podem ser,
do mesmo modo, considerados em outras tarefas, como por exemplo, em tarefas
que envolvem equacgdes.

Assim sendo, na busca por atendermos nosso objetivo com a pesquisa
(investigar e analisar o que estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental
manifestam, em relacdo a invariantes operatérios e niveis de generalidade, ao
serem submetidos a tarefas nao-rotineiras), nos apoiamos em nossos estudos sobre
a teoria de Radford no que diz respeito:

— aos processos de objetivacdo e meios semiodticos de objetivacdo para
investigar e analisar como o0s estudantes se envolvem com cada tarefa
nao-rotineira, buscando inferir sobre as relacdes que eles estabelecem com
as informacdes fornecidas por essas tarefas, bem como inferir sobre a
maneira pela qual os estudantes significam quantidades indeterminadas;

- aos niveis de generalidade. Por meio dos esbocos dos possiveis esquemas
de resolucdo dos estudantes durante envolvimento com cada tarefa ndo-
rotineira, 0os quais, de certa forma, jA nos mostram indicios dos processos
de objetivacdo e meios semidticos de objetivacdo dos estudantes durante
envolvimento com as referidas tarefas, visamos analisar os niveis de
generalidade atingidos por esses estudantes. Além disso, considerando 0s
invariantes operatorios que pudemos identificar nas manifestacbes dos
estudantes, bem como nossas inferéncias com relacdo ao carater algébrico
da aritmética ao analisarmos o tratamento de cada tarefa nao-rotineira, do
mesmo modo visamos analisar os niveis de generalidade atingidos por
esses estudantes, no intuito de refor¢ar nossas inferéncias com relacao as

ineréncias entre aritmética e algebra.
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De maneira geral, considerando a fundamentacao teorica que apresentamos
nos capitulos 1 e 2, nossa conjectura € que a base para o desenvolvimento do
pensamento algébrico é a generalizacdo, porém, ndo nos referimos apenas a
generalizacdo algébrica, mas em especial, nos anos iniciais, a generalizacéo
aritmética, no sentido de que a aritmética possui um carater potencialmente
algébrico no que se refere as invariancias das estruturas dos nimeros e operacgoes,
relacbes, procedimentos de calculo, etc., que podem ser generalizados pelos
estudantes para varias situacdes dentro de um campo conceitual (nesta pesquisa
envolvemos os campos aditivo e multiplicativo) e, esses caracteres invariantes
podem ser exprimidos por intermédio de diversos meios semiéticos que, em nossa
pesquisa, nos limitaremos a linguagem natural expressa oralmente e as
representacfes em registros escritos.

Tendo apresentado os referenciais tedricos, bem como algumas das
implicagbes dessas teorias nesta pesquisa, apresentamos no capitulo a seguir o

contexto em que esta foi desenvolvida e as op¢des metodoldgicas.
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CAPITULO 3
OS PROCEDIMENTOS ADOTADOS E A TRAJETORIA DA PESQUIS A
_— - ——

Tendo em vista a compreensdo do contexto em que a pesquisa foi realizada,
destacamos neste capitulo os aspectos que julgamos como principais para essa
finalidade.

Na primeira secao abordamos a caracterizacdo do projeto e do programa ao
qual nossa pesquisa esta vinculada, a descricdo dos estudantes participantes desta
pesquisa e, por fim, a apresentacdo dos procedimentos adotados para obter as
informacdes necessarias para realizacao de nossa investigagao.

Na segunda secdo destacamos 0s aspectos que caracterizam a presente
pesquisa como de natureza qualitativa e apresentamos nossa escolha metodoldgica
para organizacdo, analise e interpretacdo das informacbes coletadas: a Analise
Textual Discursiva (MORAES; GALIAZZI, 2011). Além disso, nesta secao, relatamos
0 movimento investigativo que realizamos e trazemos esclarecimentos a cerca dos

cbdigos que constituimos durante o processo de analise.

3.1 O CONTEXTO DA INVESTIGACAO

Nas subsecOes a seguir descrevemos todo o0 contexto da investigacdo que
consideramos relevantes para situar o leitor, bem como esclarecer as implicacdes
deste contexto em nossa pesquisa. Nesse sentido, apresentamos, respectivamente,
0 projeto ao qual esta vinculada essa investigacao, os participantes da pesquisa e 0s

procedimentos para a coleta das informacdes que foram submetidas a anélise.
3.1.1 O Projeto “Educacdo Matematica de Professores que Ensinam Matemética”
Esta investigacdo esta vinculada ao “Programa Observatorio da Educacao”,

por meio do projeto “Educacdo Matematica de Professores que Ensinam
Matematica”, do qual a pesquisadora € integrante.
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O “Programa Observatério da Educacdo”™* é o resultado da parceria entre a

Coordenacédo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e o
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), e é
um programa de fomento que visa 0 desenvolvimento de estudos e pesquisas na
area de educacao.

Com relagédo ao projeto “Educacdo Matematica de Professores que Ensinam
Matematica”, este tem como objetivo principal estimular o crescimento da producao
académica atinente a formacao de professores que ensinam Matematica, bem como
a formacdo de recursos humanos em Educagdo Matemética, desde a Educacédo
Bésica até a pos-graduacdo (em niveis de mestrado e doutorado), que colaborem
para a elevacdo do indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB)
(CYRINO, 2010).

De acordo com o portal do Ministério da Educacdo (MEC)®, o indice de
Desenvolvimento da Educacédo Basica (IDEB) é um indicador criado pelo governo
federal para “medir” a qualidade do ensino nas escolas publicas. Este indicador é
calculado a partir dos dados sobre aprovacao escolar, que sdo obtidos no Censo
Escolar, ou seja, por meio das informagdes enviadas pelas escolas e redes, e a
partir das médias de desempenho nas avalia¢des do Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), que no caso das escolas
municipais, as quais abrangem o ensino dos anos iniciais do Ensino Fundamental,

1%, Além dos resultados do IDEB servirem como meio

esta avaliacao é a Prova Brasi
de diagnosticar a qualidade do ensino brasileiro, as politicas de distribuicdo de
recursos financeiros, tecnologicos e pedagoégicos do Ministério da Educacao (MEC)
baseiam-se nesses resultados.

Contudo, destacamos que ndo € nossa pretensdo promover discussdes a
respeito do IDEB, mas apenas apresentar o contexto em que esta inserido o projeto
“Educacéo Matematica de Professores que Ensinam Mateméatica”. Nesse sentido,
consideramos relevante explicar (ainda que superficialmente) o que € o IDEB e qual

a finalidade de seus resultados, ao ponderarmos que um dos motivos que levou a

% Programa instituido pelo Decreto Presidencial n° 5.803, de 08 de junho de 2006.

% http://portal. mec.gov.br/index.php?option=com_content&view=article&id=180&Itemid=336&msg=1.

% A Prova Brasil é uma avaliacdo das escolas publicas, que foi criada em 2005 com a finalidade de
avaliar as habilidades de estudantes que cursam os Ultimos anos escolares do Ensino Fundamental
I el (5°e 9° anos, respectivamente) em Lingua Portuguesa (cujo foco € a leitura) e em Matematica
(cujo foco é a resolucéo de problemas).
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elaboracado do referido projeto, bem como a escolha das escolas participantes, foi a
nota obtida no IDEB.

No projeto estdo envolvidas duas escolas publicas de Educacéo Basica: uma
localizada no municipio de Paranavai — PR, e a outra no municipio de Apucarana —
PR, onde se desenvolveu nossa pesquisa. A escola de Apucarana — PR, nosso
cenario de investigacdo, € uma escola municipal que oferta o Ensino Fundamental |
em periodo integral: os estudantes permanecem na instituicdo no periodo matutino e
vespertino.

Com o objetivo de investigar como contextos de formagao colaboram para a
aprendizagem de professores, participam do projeto professores da Educacao
Basica, estudantes de graduacado (licenciatura em Matematica) da Universidade
Estadual de Londrina (UEL) e, ainda, estudantes de pds-graduacdo (mestrado) e
uma professora doutora que fazem parte do Programa de Pdés-Graduagdo em
Ensino de Ciéncias e Educacdo Matemética (PECEM) da UEL. Dessa forma, os
integrantes do projeto caracterizam uma Comunidade de Prética de Professores que
ensinam Matematica (CYRINO, 2010).

O projeto foi elaborado para um periodo de quatro anos, tendo inicio no ano
de 2011. Entretanto, a pesquisadora comecgou a participar do projeto em marco de
2013, ano em que ingressou no curso de pos-graduacao (mestrado) da Universidade
Estadual de Londrina (UEL).

Os encontros aconteceram semanalmente, sendo realizados as tercas-feiras,
com duracdo de trés horas. Nesses encontros, os quais eram conduzidos pela
professora doutora e os estudantes de pds-graduacdo (mestrado), realizavamos
discussoes, situacOes-problemas, aplicacdo e adaptacdo de jogos e brincadeiras,
entre outros, com as professoras da Educacdo Basica, sendo essas atividades
desenvolvidas com base na Prova Brasil e visando enfrentar as dificuldades
referentes ao ensino da Matematica naquele contexto. Nesse momento, 0S
estudantes da graduacdo em Licenciatura em Matematica assumiam as salas de
aula das professoras envolvidas no projeto, trabalhando com atividades e tarefas
matematicas apropriadas para cada idade e ano escolar.

Além de o projeto visar a elevacdo do IDEB, sua elaboracédo foi ainda

orientada por outros objetivos mais especificos:
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= Fortalecer o dialogo entre pesquisadores da area de Educagédo
Matematica do PECEM, estudantes de mestrado e de doutorado do
PECEM, estudantes do curso de Licenciatura em Matemética da UEL e
professores que ensinam Matematica de Escolas da Rede Publica de
Ensino do Parana, por meio da formacdo de grupos de trabalho que
desenvolvam atividades académicas voltadas para o dialogo qualificado
entre esses dois niveis de escolaridade.

= Investigar aspectos relativos a formacéo continuada desencadeados pelo
dialogo entre os participantes para adogdo de uma agenda de trabalho
colaborativo e constituicdo de uma Comunidade de Préatica de
Professores que ensinam Matematica formada por pesquisadores,
futuros professores de Matematica e professores de Matematica que
atuam na Educacao Basica.

= Investigar contextos em que o0s participantes desenvolvam sua
capacidade para analisar, explicar seu raciocinio, e comunicar suas
idéias matematicas enquanto propdem, formulam, resolvem e
interpretam problemas em uma variedade de situacdes.

= Propiciar um campo de investigacdo e formacao profissional para os
estudantes do PECEM e do curso de Licenciatura em Matemética,
baseado na articulagdo entre teoria, pratica docente e investigacao, de
modo a gerar uma reflexdo sobre conteidos matematicos e, do modo
como estes conteudos se transformam em ensino.

= Fomentar, disseminar e desenvolver metodologias de pratica de ensino
significativas, para enfrentamento dos problemas na area de Matematica.
(CYRINO, 2010, p. 05)

Com relagéo aos trés primeiros objetivos listados, percebemos que o mesmo
se cumpre por envolverem-se nesse projeto estudantes de graduacdo e mestrado,
uma professora doutora e professoras da escola municipal de Apucarana que, ao se
encontrarem semanalmente, desenvolvem trabalhos tendo em vista aprimorar a
formacao profissional dos professores que ensinam Matemética na referida escola.

Ainda, diante de alguns desses obijetivos, € possivel elucidarmos o quanto
nossa pesquisa contribui para cumpri-los: i) com relagao ao terceiro objetivo listado,
0 estendemos aos estudantes, uma vez que as tarefas aplicadas aos participantes
desta pesquisa abrangeram uma variedade de situagdes envolvendo o pensamento
aritmético e/ou algébrico, tais como, sequéncias e regularidades, relagbes entre
qguantidades desconhecidas e sentido de simbolo, o que exigiram dos participantes
analisarem, interpretarem e resolverem essas situacfes. Além disso, a maneira
como as tarefas foram desenvolvidas (em diades®’) possibilitou que os participantes
explicassem seus raciocinios e comunicassem suas ideias; ii) com relacdo ao quarto
objetivo listado, o contato direto com o campo de investigagcdo propiciou a
pesquisadora momentos de estudos e reflexdes no que compete ao ensino e a
aprendizagem de Matemdtica, ao articular as teorias as quais nos apoiamos nessa

investigacdo com a pratica docente; e iii) com relacdo ao quinto objetivo listado, para

%" Grupo de dois estudantes.
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o enfrentamento de alguns problemas na area de Matemética no contexto em que foi
realizada nossa pesquisa, mais especificamente com relagédo ao desenvolvimento de
procedimentos de calculo e do pensamento algébrico, propomos, nas
consideracdes finais, algumas ideias baseadas nos resultados de nossa
investigacdo como subsidios a serem agregados no processo de ensino e de
aprendizagem de Matematica objetivando, na medida do possivel, potencializa-los.

3.1.2 Os Participantes da Pesquisa

Para realizarmos nossa investigacao, escolhemos uma turma de 5° ano na
qual havia, no ano de 2013, trinta e sete estudantes. Nossa justificativa para escolha
dessa turma € que julgamos que estes estudantes apresentam habilidades de leitura
e escrita que estudantes de outros anos escolares anteriores ndo apresentam. Além
disso, como pretendiamos aplicar tarefas desafiadoras (que chamamos de néao-
rotineiras), inclusive tarefas do tipo que, em geral, sdo trabalhadas apenas com
estudantes a partir do 7° ou 8° ano, acreditamos que, ainda que o0s participantes
desta pesquisa ndo tivessem contato com uma linguagem simbdlica algébrica, estes
tiveram contato com maior quantidade de conceitos matematicos se comparados
aos estudantes dos anos escolares anteriores.

Nosso primeiro contato com a turma a ser investigada ocorreu no final do
segundo semestre de 2013, quando ja haviamos determinado as tarefas a serem
aplicadas, bem como a metodologia de coleta das informacdes que pretendiamos
adotar.

Em novembro de 2013 realizamos a aplicacdo de uma tarefa a seis
estudantes do 5° ano, que desenvolveram essa tarefa em diades®® e com a
presenca de um estudante de pos-graduacdo (inclusive a pesquisadora) em cada
diade, cada qual tendo a disposicdo um gravador de voz e um diario de campo®.
Estes estudantes foram selecionados pela professora da turma, a qual nos informou
que selecionou aqueles que ndo apresentavam dificuldades para se expressarem
oralmente (timidez) e que, segundo ela, apresentavam bom desempenho em

Matematica. Essa tarefa que foi aplicada nos serviu apenas para averiguarmos se a

* Trazemos maiores esclarecimentos na préxima subsecao (3.1.3).
% Trazemos maiores esclarecimentos sobre estes meios de coleta de informaces na proxima
subsecao (3.1.3).
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mesma era muito complexa para esse nivel escolar e se a metodologia de coleta de
informacdes seria proficua para atender aos nossos objetivos de pesquisa, portanto,
nao a utilizamos em nossas analises nesta dissertacao.

Analisado o grau de dificuldade da tarefa proposta aos estudantes, bem
como, a conformidade da metodologia de coleta de informagcdes diante de nossos
objetivos, optamos por continuar nossa investigacdo com seis estudantes do 5° ano,
sendo cinco deles os mesmos que participaram da aplicacdo-teste, e um deles
substituido por outro porque havia faltado a escola naquele dia. Ressaltamos, nesse
momento, que ao nos referirmos a esses estudantes no processo de andlise
utilizamos os cédigos E1, E2,..., E6, correspondendo, respectivamente, ao estudante
1, estudante 2, e assim sucessivamente, visando resguardar a identidade destes
estudantes.

Ressaltamos, ainda, que tarefas parecidas foram aplicadas posteriormente a
turma toda. Contudo, devido a grande quantidade de estudantes na turma, era
inviavel investigarmos a linguagem natural expressa oralmente e, dessa forma, nos
limitamos nessa aplicacdo a apenas registros escritos.

Assim, decidimos por ndo analisarmos as tarefas aplicadas a turma toda, e
0S motivos que nos levaram a optar pela aplicagdo com apenas seis estudantes séo,
em suma: i) porque era preciso delimitar nossa pesquisa devido ao tempo que
tinhamos disponivel para a realizacdo desta e, portanto, diante de tanto material
para analise, nos vimos forcados a realizarmos escolhas; ii) porque diante das
informagdes coletadas nas gravacdes (em linguagem natural expressa oralmente)
percebemos a quantidade de informag0es relevantes para nossa pesquisa que nao
eram expressas nos registros escritos; e, iii) porque percebemos que as informacdes
obtidas com a aplicacdo a apenas seis estudantes ja seriam suficientes para
atendermos nossos objetivos com a pesquisa.

Uma vez descrito o cenério de investigacdo e os participantes da pesquisa, na
proxima subsecao explicitamos os procedimentos e metodologia para obtencéo das

informacdes.

3.1.3 A Coleta das Informacoes

Tendo em vista nossa questdo de pesquisa e nossos objetivos, fazia-se

necessario encontrarmos uma metodologia de coleta de informagBes que nos
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permitisse explorar a matematica dos estudantes. Nessa perspectiva, optamos por
coletar as informacfOes necessarias para nossa investigacdo a luz da Metodologia
dos Experimentos de Ensino, segundo Steffe e Thompson (2000), a qual tem como
foco principal o raciocinio dos estudantes.

Esses mesmos autores descrevem um experimento de ensino como “uma
ferramenta exploratéria, derivada da entrevista clinica de Piaget e voltada para a
exploracdo da matematica dos estudantes™® (STEFFE; THOMPSON, 2000, p. 273
apud MENK, 2005, p. 34).

A metodologia dos experimentos de ensino ndo € padronizada e, portanto, o
pesquisador é responsavel por criar tarefas e/ou atividades de maneira que atendam
aos seus objetivos. Ainda, de acordo com Menk (2005), um experimento de ensino é
constituido, basicamente, por uma sequéncia de episodios de ensino, que no caso
de nossa investigacdo, realizamos um episodio de ensino o qual foi composto por
uma tarefa.

Destacamos ainda que esta tarefa que constituiu o episddio de ensino foi
diferente daquelas que os estudantes comumente lidam na rotina escolar e, por isso,
a denominamos de tarefa ndo-rotineira*.

O termo tarefa que adotamos € no mesmo sentido de Vergnaud (1990, 1996):
a consideramos como situacdes diversas, cada qual com seu nivel de complexidade,
que tratam de um mesmo campo conceitual que, no caso de nossa investigacao,
envolvemos os campos aditivos e multiplicativos, focando no carater algébrico
destes por meio da generalizagao.

Com relacéo a escolha de tarefas ndo-rotineiras, partimos do pressuposto de

que tarefas desafiadoras, diferentes das habituais,

[...] motiva os alunos a encontrar a solucdo, possibilita maior uso dos
recursos de comunicacdo, estimula a interacdo entre os alunos, permite o
desenvolvimento de diferentes estratégias, proporciona o desencadeamento
de idéias, o desenvolvimento e a formagdo dos conceitos matematicos
(COMERIO, 2007, p. 100).

Além disso, para Vergnaud (1990, 1996), é diante de situacdes desafiadoras

gue o estudante mobiliza sucessivamente, e até simultaneamente, varios esquemas,

% Traducgdo de Menk (2005) de “[...] an exploratory tool, derived from Piaget’s clinical interview and
aimed at exploring student’s mathematics.”

*1 Consideramos questdes nao-rotineiras as questdes que “muito pouco ou quase nunca aparecem
na sala de aula ou no livro didatico.” (BURIASCO, 1999, p. 95).
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0s quais podem ser combinados ou modificados, caracterizando, desse modo, um
momento de descobertas.

De acordo com Steffe e Thompson (2000) para cada episodio faz-se
necessario a presenca de um agente de ensino, uma testemunha e, pelo menos, um
método de registro. Na nossa investigacdo, além da pesquisadora, houve a
colaboragdo de dois estudantes de pos-graduagdo (mestrado), que além de
cumprirem a funcéo de testemunhas, cumpriram a funcado de agentes de ensino: os
seis estudantes foram dispostos em diades (formando, assim, trés diades) e cada
diade contou com a presenca de um estudante de pdés-graduacdo (inclusive a
pesquisadora), os quais se responsabilizaram pelos métodos de registros adotados
e pelas intervencdes necessarias.

Destacamos que nos referimos as testemunhas, durante as analises, como
T1l, T2 e T3 (Testemunhas 1, 2 e 3, respectivamente). Com relacdo as diades,
durante as andlises as denominamos de D1, D2 e D3 (Diade 1, 2 e 3,
respectivamente). Assim, T1 foi testemunha da diade D1, T2 foi testemunha da
diade D2 e, T3, da diade D3.

Vale ressaltar que em nenhum momento as tarefas foram explicadas para os
estudantes. As intervencOes eram realizadas apenas quando o0s estudantes
apresentavam respostas para as tarefas sem manifestar como as obtiveram ou
guando conversavam muito baixo entre si, sendo, nesses momentos, questionados
pela pesquisadora ou testemunhas a explicitarem como conseguiram seus
resultados. Essas intervencdes contribuem para que o pesquisador participe de
maneira positiva e efetiva no processo de pesquisa, uma vez que ajuda o estudante
a “se expressar e desta forma, mostrar seus pensamentos ao entrevistador”
(VILLARREAL, 1999, p. 52).

Justificamos nossa escolha por distribuir os estudantes em diades partindo de
pressupostos dos referenciais tedricos em que nos apoiamos: para Vergnaud (1996)
a interacdo social contribui para a formacdo de esquemas, por meio dos quais
investigamos invariantes operatérios. Além disso, esse autor destaca a linguagem
natural dentre as demais formas de representacao, pois atribui a ela a fungdo néo so
de representar, mas de comunicar e auxiliar o pensamento (VERGNAUD, 2009); e,
ainda, para Radford (2006), desenvolver um trabalho com pequenos grupos de
estudantes contribui para que estes apreendam os objetos do conhecimento por

outras perspectivas.
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Quanto aos métodos de registro, como a intencdo, em primeira instancia, era
evidenciar as compreensdes dos estudantes diante das tarefas propostas, bem
como compreender os caminhos percorridos por eles na busca por respostas para
as tarefas, percebemos por meio da aplicacao teste que apenas 0s registros escritos
nao eram suficientes, visto que muitos ndo sabiam como escrever 0 que pensavam
e falavam. Dessa forma, nas aplicacbes, além de considerarmos o0s registros
escritos, optamos por disponibilizar para cada diade um gravador de voz para que
fosse possivel compreendé-los por meio da comunicacgao entre eles.

Outro método de registro adotado foi o diario de campo que, assim como o
gravador de voz, cada testemunha tinha um disponivel para cada diade. Por
intermédio do diario de campo foi possivel registrarmos outras informacdes
relevantes para a nossa pesquisa, além daquelas coletadas por meio dos registros
escritos e gravacdo de voz. Para Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 118-119), o diario
de campo € um instrumento rico na coleta de informagfes, uma vez que nele “[...] 0
pesquisador registra observacées de fendmenos, faz descricbes de pessoas e
cenarios, descreve episodios ou retrata dialogos.”

A investigacgdo realizada com as diades formadas a partir dos seis estudantes
selecionados ocorreu no dia 12 de novembro de 2013, no laboratério de informatica
da escola, pois esse era um local silencioso e que possuia estrutura e espaco fisico
suficientes para realizar a nossa pesquisa de maneira a nao atrapalhar, sobretudo,
as gravacoes.

As tarefas que constituiram nosso episddio de ensino, num total de sete
tarefas, foram sendo aplicadas uma a uma, cuidando para que a proxima tarefa sé
tivesse inicio assim que todas as diades tivessem encerrado a tarefa anterior. Como
as tarefas demandaram curto periodo de tempo para suas realizacdes, e 0s
estudantes se demonstraram interessados e envolvidos com as mesmas, optamos
por aplicar todas as tarefas no mesmo dia (por esse motivo consideramos essas
tarefas como constituintes de um mesmo episédio de ensino). Apos a realizagcao das
trés primeiras tarefas, liberamos o0s estudantes para um intervalo de
aproximadamente dez minutos e, em seguida, retornamos a investigagao.

No momento em que os estudantes estavam envolvidos com a sexta tarefa,
fomos informados que a sala de informatica seria utilizada por uma professora com

sua turma e, portanto, precisamos nos locomover para a sala de aula onde essa
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professora estava inicialmente. Apesar disso, apdés nos acomodarmos, 0S
estudantes retomaram normalmente as suas tarefas.

Para o processo de analise e interpretacdo, todas as gravacdes em audio
foram transcritas, sendo estas transcricées consideradas no processo de analise em
conjunto com os registros escritos de cada estudante e os registros em diario de
campo de cada testemunha. Dessa forma, consideramos que as informacodes
coletadas se apresentam enriquecidas, uma vez que nao fizemos uso de apenas um

método de coleta, mas fizemos a triangulagéo destes.

Figura 5 — Triangulacdo dos instrumentos de coleta de informacgdes

Transcrigoes de
gravacoes em audio

Diarioz de campo

Eegiztroz ezcritos

dos estudantes das testemunhas

Fonte : Da autora.

De acordo com Yin (2005), a triangulacdo € um fundamento l6gico para
utilizar varias fontes de evidéncias ao permitir o cruzamento de informagfes obtidas
por meio de diferentes instrumentos de coleta de informacfes. No caso da nossa
pesquisa, como ja relatamos, esses instrumentos de coleta foram 0s registros
escritos dos estudantes, as transcricbes de gravacfes em audio e os diarios de
campo, conforme apresentamos na figura 5.

Como podemos observar nessa figura 5, as transcricdes de gravacdes em
audio encontram-se no apice do triangulo, e o motivo dessa localizacdo é porque o
consideramos como o principal meio de informagdo para nossa pesquisa, uma vez
qgue foi na linguagem natural, em especial, que nos apoiamos em nossas analises,

porém, sempre adjacente com os demais instrumentos que estdo representados nos
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demais vértices do triangulo: estes contribuiram para enriquecer as informacdes
obtidas por meio das gravacoes.

De acordo com Yin (2005), cada instrumento apresenta particularidades, as
quais se tornam a base para o descobrimento e a compreensao do fenémeno sendo
investigado, tornando as interpretacdes realizadas mais confiaveis.

Em concordancia com o exposto, Farmer et al. (2006), citado por Ollaik e
Ziller (2012, p. 234), defendem que a “[...] triangulacdo € um enfoque metodolégico
que contribui para a validade dos resultados de uma pesquisa quando sao utilizados
multiplos métodos, teorias, fontes e pesquisadores.”

No que diz respeito ao processo de validacdo da pesquisa, evidencia-se que
buscamos realizar a triangulacdo teodrica, ou seja, utilizamos mais de uma teoria
para analisarmos e interpretarmos um mesmo conjunto de informacfes de um
estudo (DENZIN, 1989 apud DUARTE, 2009).

Com relagcdo a triangulacdo tedrica, as teorias utilizadas foram: Campos
Conceituais, de Vergnaud; Niveis de Generalidade, de Radford; e, teorias sobre o
carater algébrico da aritmética, em especial aritmética generalizada, de Blanton e

Kaput (2005). Além disso, incluimos a essas teorias as nossas inferéncias.

3.2 A ESCOLHA METODOLOGICA PARA ANALISE DAS INFORMACOES

Perante a probleméatica de nossa pesquisa, bem como dos objetivos a ela
tracados, optamos por uma abordagem qualitativa, de cunho interpretativo, em
conformidade com os pressupostos de Bogdan e Biklen (1994). Assim sendo,
justificamos nossa pesquisa como de natureza qualitativa pelos seguintes aspectos:

1) a fonte de informacdes sdo as anotacdes em diarios de campo e 0s
registros orais e escritos dos estudantes, os quais foram obtidos no ambiente
natural, ou seja, no ambiente escolar, e a investigadora, ainda que com o auxilio de
testemunhas, foi o instrumento principal, uma vez que foi a responsavel por orientar
todo o processo;

2) buscamos descrever os fatos o mais fielmente possivel e, para isso,
fizemos uso de trés instrumentos de registro (registros escritos, gravacoes de voz e
diarios de campo), tendo em vista atribuir maior credibilidade a pesquisa por meio da

triangulacéo entre estes instrumentos;
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3) com a pretenséo inicial de investigarmos a matematica dos estudantes
diante das situagbes-problemas (tarefas) a eles propostas, buscamos focar nossa
atencdo a todo o processo deles na obtencdo dos resultados, independente da
resposta final estar correta ou nao;

4) ao coletarmos as informagdes nossa inten¢cdo ndo era confirmar ou infirmar
hipoteses previamente estabelecidas, mas fazer inferéncias de maneira indutiva por
meio da impregnacado com as informacdes coletadas, possibilitando a emergéncia de
novas compreensdes dos fenémenos sendo investigados (MORAES, 2003);

5) as tarefas propostas aos estudantes néo correspondem a tarefas rotineiras,
sendo assim, buscamos compreender as manifestacbes orais e escritas desses
estudantes ao se envolverem com essas tarefas aparentemente desafiadoras para
eles, buscando, sempre que possivel, se esforcar para olhar para as tarefas com o
olhar dos estudantes. Nesse sentido, afirmamos que nos interessamos pelos
significados atribuidos pelos estudantes, uma vez que compreendemos significado
como “o0 conjunto de coisas que se diz a respeito de um objeto. Nao o conjunto do
gue se poderia dizer, e, sim, 0 que efetivamente se diz no interior de uma atividade.
Produzir significado é, entdo, falar a respeito de um objeto.” (LINS; GIMENEZ, 2001,
p. 145-146).

Como modalidade da pesquisa qualitativa, optamos por seguir procedimentos
a luz da Andlise Textual Discursiva (MORAES, 2003; MORAES; GALIAZZI, 2011)
para organizarmos, analisarmos e interpretarmos as informacdes obtidas. Essa

modalidade € apresentada na sequéncia.

3.2.1 A Anélise Textual Discursiva

A analise textual discursiva € uma modalidade da pesquisa qualitativa que

[...] pode ser compreendida como um processo auto-organizado de
construcdo de compreensdo em que novos entendimentos emergem de
uma sequéncia recursiva de trés componentes: desconstrucdo dos textos
do corpus, a unitarizacéo; estabelecimento de relacdes entre os elementos
unitarios, a categorizacdo; o captar do novo emergente em que a hova
compreensao é comunicada e validada (MORAES, 2003, p. 192).

Esta modalidade de pesquisa, segundo Moraes (2003) e Moraes e Galiazzi

(2011), constitui-se em uma modalidade de analise cujos encaminhamentos
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transitam entre a andlise de conteddo e a analise de discurso. Dessa forma, essas
trés metodologias de andlise encontram-se em um mesmo dominio, a da analise
textual, sendo a analise textual discursiva diferente das analises de contetdo e de
discurso por questdes de “[...] profundidade e complexidade dos fenémenos.”
(MORAES; GALIAZZI, 2011, p. 160).

Com relagédo a profundidade e complexidade dos fendmenos em estudo, por
meio da analise textual discursiva visa-se aprofundar a compreensdo e produzir
novos entendimentos a partir destes fendbmenos. Em suma, com essa modalidade
de pesquisa a pretensdo nao é testar hipoteses no intuito de refuta-las ou confirma-
las ao término da investigacdo, mas atingir uma compreensdo mais aprofundada
(MORAES, 2003).

Quanto aos materiais que podem ser submetidos a esse tipo de analise,
Moraes (2003) e Moraes e Galiazzi (2011) afirmam que podem ser tanto textos ja
existentes, quanto materiais produzidos a partir de entrevistas, observacgoes,
anotacdes diversas, entre outros. Em nosso presente estudo, 0s materiais
submetidos a procedimentos analiticos a luz da analise textual discursiva foram
produzidos a partir de transcricdo de gravacées em audio, de registros escritos de
estudantes e de registros da pesquisadora e das testemunhas em diario de campo.
Estes materiais a que nos referimos constituem o NosSso corpus da pesquisa, termo
adotado na analise textual discursiva que foi reproduzido da analise de conteudo de
Bardin (2004).

Com relacéo ao corpus da pesquisa, Moraes (2003) afirma que os materiais
que o constitui ndo podem ser considerados como dados, mas como informagdes.

Sua afirmacéo € justificada ao assumir que

Os textos ndo carregam um significado a ser apenas identificado; séo
significantes exigindo que o leitor ou pesquisador construa significados com
base em suas teorias e pontos de vista. Isso exige que o pesquisador em
seu trabalho se assuma como autor das interpretacdes que constréi dos
textos que analisa. Naturalmente nesse exercicio hermenéutico de
interpretacao é preciso ter sempre em mente o outro pélo, o autor do texto
original (MORAES, 2003, p. 194).

Dessa forma, esse € um dos aspectos que nos levou a considerar a analise
textual discursiva como uma modalidade de analise proficua para nossa
investigacdo: ao buscar compreender as manifestacdes dos estudantes envolvidos

em nossa investigacdo, ndo nos limitamos ao que estava explicito, mas nos
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assumimos como autores de nossas inferéncias e interpretacdes, porém, nos
apoiando nos referenciais te6ricos que adotamos.

Partindo da conjectura de que qualquer texto pode originar leituras diferentes
(MORAES, 2003), sendo estas dependentes dos pressupostos teéricos de cada
leitor, acreditamos que a leitura que realizamos dos materiais do nosso corpus
corresponde a uma leitura do latente ou implicito, uma vez que ndo focamos apenas
nas interpretacées manifestas que poderiam ser compartilhadas com facilidade por
diferentes leitores, mas buscamos realizar uma leitura mais aprofundada, bem como
interpretar as informag¢des obtidas nos fundamentando em nossos referenciais
tedricos.

Além disso, Moraes (2003) esclarece que ndo ha a necessidade de se
trabalhar com todo o corpus, mas pode-se definir apenas uma amostra por meio do
critério de saturagdo. A saturacdo € entendida como o momento em que, ao
introduzir novas informagfes nos resultados da analise, jA& ndo ocorrem mais
modificacdes nos resultados obtidos. Isso foi 0 que consideramos a partir das
primeiras analises do corpus da nossa pesquisa: percebemos que nao havia a
necessidade de aplicar e analisar mais tarefas, uma vez que a tarefa que aplicamos
ja nos permitiu atingir resultados suficientes para atendermos o0s objetivos de
pesquisa.

Nessa perspectiva, optamos por explicitar no presente trabalho a analise de
apenas uma tarefa, a qual consideramos como aquela que nos possibilitou
compreensdes suficientes a respeito do fendémeno em questdao (invariantes
operatorios e niveis de generalidade).

Moraes e Galiazzi (2011, p. 112) descrevem que:

A analise textual discursiva pode ser entendida como o processo de
desconstrucdo, seguido de reconstrucdo, de um conjunto de materiais
linglisticos e discursivos, produzindo-se a partir disso novos entendimentos
sobre os fendbmenos e discursos investigados. Envolve identificar e isolar
enunciados dos materiais submetidos a andlise, categorizar esses
enunciados e produzir textos, integrando nestes descricdo e interpretacéo,
utilizando como base de sua construcéo o sistema de categorias construido.

Nesse sentido, ao ter delimitado o corpus da pesquisa, da-se inicio a
desconstrucdo do texto e sua unitarizagdo, 0 que caracteriza o primeiro passo do
processo de analise. Esse processo pode ser considerado como um esfor¢o do

pesquisador em construir significados sob os significantes dos materiais em analise.
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Nesse processo, portanto, € realizado “recortes” do corpus, destacando o0s
detalhes e elementos de acordo com 0s objetivos da pesquisa. Dessa maneira, “[...]
pretende-se conseguir perceber os sentidos dos textos em diferentes limites de seus
pormenores, ainda que compreendendo que um limite final e absoluto nunca é
atingido.” (MORAES, 2003, p. 195). Esses “recortes” a que nos referimos
correspondem as unidades de analise ou unidades de significado ou de sentido.

Em nossa pesquisa, apos realizarmos o que Bardin (2004) denomina como
leitura flutuante, momento este em que o0 analista permite ser invadido pelas
impressdes e orientagcdes provenientes da leitura inicial, identificamos nas
transcricdes das gravagcbes em audio, sempre considerando de maneira adjacente
0S registros escritos e os diarios de campo, 0s excertos que nos permitiriam esbocar
possiveis esquemas de resolucdo dos estudantes, por meio dos quais buscamos
analisar e evidenciar caracteristicas que nos permitissem inferir sobre invariantes
operatorios e niveis de generalidade. Assim, consideramos que nesse momento
realizamos a desconstru¢do do nosso corpus e constituimos nossas unidades de
analise, que séo no total de dezessete, representadas simbolicamente por numerais
romanos (I, I, lll,..., XVII).

Esse momento, segundo Moraes (2003) é um movimento gradativo, tanto de
explicitacdo, quanto de refinamento das unidades de andlise. O autor chama a
atencao, ainda, para que o pesquisador atente para ndo perder a no¢ao do todo, ou
seja, ao desconstruir o corpus em unidades de analise é primordial que se atente
para ndo descontextualizar totalmente essas unidades de maneira que se perca a
ideia do todo.

Moraes (2003) defende que esse momento de desorganizacdo é essencial,
pois, segundo ele, & necessario desestabilizar a ordem e desorganizar o
conhecimento existente para que seja possivel atingir novas compreensdes. Nesse
sentido, a unitarizagcdo corresponde a um esforco de impregnacédo intensa do
pesquisador com o fenbmeno investigado, o que contribuird para a “[...] emergéncia
de novos entendimentos.” (MORAES, 2003, p. 209).

Esses novos entendimentos emergirdo a partir do segundo momento do ciclo
da andlise textual discursiva: a categorizacdo. Esse momento constitui-se como “[...]
um movimento intuitivo de reconstrucéo.” (MORAES, 2003, p. 209).

O momento da categorizacdo € quando emergem interpretacdes criativas e

originais, sendo estas oriundas “[...] da capacidade do pesquisador estabelecer e
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identificar relagdes entre as partes e o todo, tendo como base uma intensa
impregnacao no material de andalise.” (MORAES, 2003, p. 196). Essas interpretacdes
a que nos referimos emergem, portanto, a partir de sucessivos processos de
comparacao entre as unidades de analise, visando agrupa-las de acordo com
elementos semelhantes entre si.

As categorias podem ser definidas a priori, podem ser emergentes, mistas ou
constituidas de maneira intuitiva. As categorias a priori sdo como Bardin (2004)
denomina de “caixas” onde sdo organizadas unidades de analise em comum, sendo
estas categorias originarias dos referenciais teéricos. As categorias emergentes sao
aguelas construidas a partir das informacgdes do corpus. As categorias mistas séo
aguelas que envolvem tanto categorias a priori, quanto emergentes, sendo estas
responsaveis por aperfeicoar as primeiras. E, por fim, as categorias intuitivas sao
aquelas origindrias de inspiracbes repentinas tendo seus fundamentos na
fenomenologia (MORAES, 2003).

Consideramos que nossas categorias sdo a priori, porém, para uma destas
categorias, definimos subcategorias que consideramos como mistas, uma vez que
partimos de subcategorias a priori com relacdo a niveis de generalidade, sendo
estes baseados em nossos referenciais teoricos. Porém, na tentativa de
estabelecermos relagdo entre invariantes operatorios e niveis de generalidade, bem
como envolver nossas inferéncias** baseadas em outros autores nessa relacéo,
concluimos que subcategorias emergentes contribuiram para aperfeicoar nossas
subcategorias a priori.

Para a apresentacdo das categorias, sdo elaborados cédigos. No caso da
presente pesquisa os codigos que utilizamos para especificar cada categoria sao 10
(Invariantes Operatorios) e NG (Niveis de Generalidade). Ainda, para esta ultima
categoria, definimos cinco subcategorias cujos coédigos que utilizamos para
especifica-las sédo: Sy, Sy,..., Ss.

Com relacdo as propriedades das categorias, Moraes (2003) e Moraes e
Galiazzi (2011) destacam que: i) as categorias necessitam ser pertinentes tanto com
0s objetivos, quanto com os objetos de analise; ii) as categorias de um mesmo
conjunto precisam ser homogéneas, ou seja, a construcao delas precisa ser feita a

partir de um mesmo principio; e, iii) como um texto possibilita multiplas leituras, a

2 Segundo Moraes (2003, p. 205), “[...] o inferir constitui-se num esforco do pesquisador em ir além
do dito e do percebido.”



78

propriedade da exclusdo mutua ndo se aplica a analise textual discursiva, portanto,
uma mesma unidade de analise pode ser categorizada em mais de uma categoria.
Segundo Moraes (2003), cada categoria (e subcategorias, se houver)

precisam ser descritas:

Descrever é apresentar as categorias e subcategorias, fundamentando e
validando essas descricbes a partir de interlocugbes empiricas ou
ancoragem dos argumentos em informacgBes retiradas dos textos. Uma
descricdo densa, recheada de citacbes dos textos analisados, sempre
selecionadas com critério e perspicacia, € capaz de dar aos leitores uma
imagem mais fiel dos fendmenos que descreve. Essa é uma das formas de
sua validacdo (MORAES, 2003, p. 204).

O proximo passo da andlise textual discursiva € o de explicitar um argumento
geral a partir dos argumentos parciais de cada categoria, sendo este argumento
expresso em um metatexto visando expressar a compreensédo do todo (MORAES,
2003; MORAES; GALIAZZI, 2011).

Esse processo de expressar argumentos, segundo Moraes (2003), é auto-
organizado e intuitivo, e as compreensdes sédo aprofundadas de acordo com as “idas
e voltas” aos primeiros passos da analise.

O metatexto, portanto, € uma construcdo do pesquisador por meio do qual
expressara os significados e sentidos que percebeu a partir do corpus, bem como
argumentos descritivo-interpretativos que promulguem suas compreensofes atingidas
em relacdo ao fenbmeno investigado e com base no corpus.

Em sintese, Moraes (2003, p, 210) descreve os trés passos, que ele

denomina de ciclos:

Inicialmente, leva-se o sistema até o limite do caos, desorganizando e
fragmentando os materiais textuais da andlise. A partir disso, possibilita-se a
formacdo de novas estruturas de compreensdo dos fendmenos sob
investigacao, expressas entdo em forma de producdes escritas.

Na sequéncia, apresentamos no capitulo 4 os processos de desconstrucéo e
unitarizacdo de nossa pesquisa, bem como as categorizacdes destas. Ainda, no

mesmo capitulo, trazemos o processo de construcdo: as categorias e o metatexto.
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CAPITULO 4
PROCEDIMENTOS DE ANALISE DAS INFORMAGOES: DA DESCON STRUGCAO

A RECONSTRUCAO
s _——

No presente capitulo apresentamos os ciclos da andlise textual discursiva, 0s
guais sao caracterizados por Moraes (2003) e Moraes; Galiazzi (2011) como os
processos de desconstrucéo e de reconstrucao.

No primeiro ciclo (desconstrucdo), apos a delimitacdo do corpus, inicia-se o
processo de unitarizagdo que consiste de realizacdo de “recortes” do corpus, 0S
quais sdo denominados de unidades de analise, visando destacar os elementos
considerados pelo pesquisador como mais pertinentes para atingir seus objetivos
com a pesquisa, sendo, portanto, um momento exaustivo e dependente de um
esforco extremo do pesquisador em construir significados sob os significantes dos
materiais em analise, contudo, atentando para ndo perder a no¢cao do corpus como
um todo.

Na primeira subsecdo apresentamos e descrevemos a tarefa que
submetemos a analise, bem como descrevemos, de maneira geral, o0s
procedimentos de resolugao dos estudantes envolvidos na pesquisa.

Na segunda sec¢do, abordamos sobre a andlise das informacgbes coletadas,
sendo esta secdo organizada da seguinte maneira: apresentacdo da pré-andlise e
da exploracdo do material, quando esbocamos esquemas de procedimentos de
resolucdo de cada diade, sendo estes esquemas de acordo com as interpretacdes
das informacgfes coletadas por meio da gravacdo em audio, diarios de campo e
registros escritos dos estudantes. Por meio dos esboc¢os dos esquemas, bem como
representacbes dos tratamentos de cada diade para cada equacdo, inferimos
caracteristicas que foram constituidas como unidades de analise que consideramos
como pertinentes para atender ao objetivo da pesquisa.

Por meio do esboc¢o dos esquemas, bem como dos registros escritos e relatos
em diarios de campo, evidenciamos algumas caracteristicas (unidades de analise)
que nos auxiliaram inferir sobre alguns invariantes operatérios e niveis de
generalidade manifestados pelos estudantes. Essas inferéncias sao baseadas em
nossos estudos sobre a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, bem como
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algumas teorias sobre aritmética generalizada e a luz da teoria de Radford sobre
niveis de generalidade.

No segundo ciclo (reconstrucdo), apresentamos as inferéncias referentes as
unidades de analise, evidenciando relacdes entre estas com invariantes operatorios
e niveis de generalidade. Assim, nesse momento, apresentamos o que Moraes
(2003) e Moraes e Galiazzi (2011) consideram como processo de reconstrucao.

Na terceira secdo apresentamos as categorias e subcategorias definidas para
a presente pesquisa, bem como a categorizacdo das unidades de andlise.

Estas categorias foram definidas a priori, de acordo com os referenciais
tedricos adotados. Para uma dessas categorias, definimos subcategorias, as quais
foram consideradas como mistas, pois, partindo de subcategorias a priori, na
tentativa de estabelecer uma relacdo entre os embasamentos tedricos desta
pesquisa e as nossas inferéncias, concluimos que subcategorias emergentes
contribuiram para aperfeicoa-las. Estas subcategorias que consideramos como
emergentes, representam uma mescla entre pares de subcategorias estabelecidas a
priori.

Na quarta secdo apresentamos 0 metatexto, expressando as compreensoes
atingidas a partir do processo de analise.

Destacamos que reconhecemos que as categorizacbes das unidades de
analise que evidenciamos e elencamos sdo baseadas em nossas inferéncias, pois,
como boa parte do processo de conceitualizacdo e formacdo de esquemas séo
mentais, consideramos que o estudante manifestou apenas aspectos de invariantes
operatorios e niveis de generalidade, e, além disso, consideramos como inferéncias
por reconhecermos que interpretacdes nossas sao inclusas durante todo o processo

de andlise.

4.1 DESCRICAO DA TAREFA NAO-ROTINEIRA E DOS PROCEDIMENTOS DE RESOLUCAO DE

CADA DIiADE

4.1.1 Descrigao da Tarefa N&o-Rotineira

A figura a seguir mostra a tarefa ndo-rotineira proposta as diades, tarefa esta

que foi submetida as analises.



81

Figura 6 — Tarefa nao-rotineira

1) Observe as expressdes abaixo:

A+A+-8 +-5+@:3
g+g+g+g+yg-=1
R T P IR
-0 -5 XK -4
g+8+L+8+08 =15
X-Y+-9-8+€-3

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Explique como pensou.

Fonte : Andrini e Vasconcellos (2012, p. 73).

A fonte da tarefa proposta é um livro didatico do 8° ano (ANDRINI;
VASCONCELLOS, 2012), mais especificamente, um capitulo que aborda sobre
calculo algébrico, o qual revé os procedimentos para solucionar equacdes
envolvendo nimeros desconhecidos (incégnitas) e aborda a resolucéo de problemas
envolvendo equacdes. Em geral, nesse ano escolar (8° ano), os estudantes ja
tiveram contato com simbolos alfanuméricos para representar as incognitas. Nesse
sentido, consideramos a tarefa desafiadora e n&o-rotineira para os participantes
desta pesquisa (estudantes do 5° ano), uma vez que estes ainda nao tiveram
contato com esse tipo de representacdo envolvendo simbolos alfanuméricos.

Nessa perspectiva, a tarefa pode ser considerada, de acordo com nossos
estudos sobre a Teoria dos Campos Conceituais de Verghaud, como uma situacéo
para a qual os estudantes “nao dispde de todas as competéncias necessarias, o0 que
0 obriga a um tempo de reflex&do, a hesitagdes, a tentativas abortadas, conduzindo-o
quer ao éxito, quer ao fracasso.” (VERGNAUD, 1996, p. 156), sendo nesse tipo de
situacdo que o0 sujeito tem a oportunidade de formar novos esquemas a partir
daqueles que ja possui.

O objetivo com essa tarefa € que o estudante encontre meios de determinar o

valor de cada simbolo, a partir do conhecimento sobre a soma de alguns destes em
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cada linha, linhas estas que representam equacdes de primeiro grau, bem como a
partir do reconhecimento de que figuras iguais apresentam valores iguais,
independentemente das linhas (equacdes) em que se encontram.

4.1.2 Descrigdo dos Procedimentos de Resolucdo das Diades

Antes de iniciarmos a apresentacdo dos procedimentos de resolucdo da

tarefa ndo-rotineira de cada diade, é necessario descrevermos:

Quadro 3 — Mencéao a cada simbolo da tarefa ndo-rotineira

Simbolo Mengao
'\C{ Simbolo azul
-— Sino

"-? Bomba

Simbolo vermelho

3t

& "
o Simbolo verde

Fonte : Da autora.

Iniciando as descricbes, esclarecemos que serdo apresentados,
respectivamente, os procedimentos de resolu¢do adotados pelas diades D1, D2 e
D3 para cada equacgéo da tarefa ndo-rotineira proposta, na sequéncia de resolugao
de cada diade.

Esclarecemos, ainda, que as descricbes que serao realizadas sdo baseadas
nas observacdes da pesquisadora e das testemunhas, bem como em seus relatos
em diarios de campo e gravacfes em audio.

A diade D1, constituida pelos estudantes denominados de E1 e E2, iniciou a
tarefa pela segunda equacao, justificando que seria mais facil comecar por essa por
apresentar todos os simbolos iguais (simbolo azul). Em seguida, tendo descoberto o
valor do simbolo azul, optaram por operar sobre a quinta equacao justificando que
nesta havia apenas um simbolo que eles ndo conheciam: o sino. A proxima

operacédo foi realizada sobre a primeira equacéo, na qual ja conheciam o valor do
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simbolo azul e do sino, faltando apenas calcular o valor da bomba. O proximo passo
era determinar o valor do simbolo vermelho. Tendo em vista que existia um simbolo
verde na terceira equacao, na qual havia também simbolos vermelhos, sendo ambos
os simbolos desconhecidos, as uUnicas op¢des que Ihes restaram eram as equacdes
quarta e sexta.

Nesse momento, 0 estudante E1 decidiu operar sobre a quarta equacgéo,
enquanto E2 preferia operar sobre a sexta equacdo. Ao serem questionados pela
testemunha T1 a respeito de se seria possivel operar sobre qualquer uma dessas
equacdes, ambos reconheceram que sim, seria possivel. Entrando em um acordo,
optaram pela quarta equacgdo, explicando que nesta hd menos simbolos diferentes
(bomba e simbolo azul), além do simbolo vermelho que se quer descobrir o valor, se
comparado a sexta equacéao (simbolo azul, sino e bomba).

Por fim, operaram sobre a terceira equagdo, a Unica que possui 0 simbolo
verde em gquestao.

Um fator ao qual nos atentamos foi quanto a rapidez com que efetuaram
todos os calculos, manifestando-os oralmente. Dessa forma, o tempo decorrido para
a realizacdo dessa tarefa ndo corresponde exatamente a execucdo dos calculos,
mas a preocupacdo deles em registrarem algoritmos para explicar como
determinaram o valor de cada simbolo.

A diade D2, composta pelos estudantes E3 e E4, iniciou pela segunda
equacao, determinando o valor do simbolo azul. Em seguida, escolheram operar
sobre a primeira equag¢do e, como nesta havia dois simbolos desconhecidos (a
bomba e o sino), a alternativa encontrada por eles foi realizar a estratégia de
tentativa e erro. Ao determinarem valores para o0 sino e a bomba por meio dessa
estratégia, de maneira que fosse obtido o resultado da soma (35), eles optaram por
operar na sexta equacdo para descobrir o valor do simbolo vermelho. Nesse
momento, percebemos que E4 comecou utilizando como estratégia a adicdo dos
valores dos simbolos ja conhecidos por eles (simbolo azul, sino e bomba), mas E3 o
convenceu de que eles estavam fazendo tudo errado, pois estavam operando fora
de ordem, ou seja, para esse estudante as equacgbes precisavam ser operadas na
ordem em que aparecem. Sendo assim, como ja operaram sobre a primeira e sobre
a segunda equacéo, decidiram por operar sobre a terceira, se deparando, mais uma

vez, com uma equacéao envolvendo duas incognitas: o simbolo vermelho e o simbolo
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verde. Assim, estipularam valores para os simbolos desconhecidos por meio de
tentativa e erro.

Ao operarem sobre a quarta equacédo, a diade D2 ja havia determinado
valores para todos os simbolos. Portanto, a operacdo realizada nesse momento
serviria apenas para confirmar os valores obtidos. Como a estratégia de tentativa e
erro foi realizada sobre cada equacdo, desconsiderando que simbolos iguais em
equacodes diferentes tém o mesmo valor, logo perceberam que a soma dos valores
dos simbolos que encontraram ndo correspondia ao resultado da quarta equacéo
(46). ApOs realizarem alguns calculos e obterem sempre o mesmo resultado (38),
ouvimos um barulho na gravacéo que parecia ser de um objeto sendo jogado sobre
a mesa (um lapis ou uma caneta), demonstrando nervosismo por nao conseguirem
obter o resultado pedido. Nisso, desistem, encerrando a tarefa.

Assim como a diade D1, a diade D3, composta pelos estudantes E5 e EB6, foi
operando sobre as equacgdes que, sucessivamente, continham menor quantidade de
simbolos desconhecidos. Dessa forma, a ordem das equacdes em que operaram foi:
a segunda, a quinta, a primeira, a sexta e a terceira.

Todos os célculos foram realizados com rapidez e mentalmente, sendo
expressos de maneira oral, sem o auxilio da escrita. Apenas ap0s o término da
tarefa, ou seja, apdés descobrirem os valores de todos os simbolos, a testemunha T3
pediu para que E5 e E6 realizassem registros escritos.

Com relacdo a ordem das equacdes escolhidas para tratamento, percebemos
que esta foi andloga a ordem escolhida pela diade D1, com excec¢do de que, para
determinar o simbolo vermelho, apesar de reconhecerem que tanto na quarta,
guanto na sexta equacao seria possivel determinar o valor do simbolo vermelho, a
diade D1 escolheu operar sobre a quarta equacao. Ja a diade D3 escolheu operar
sobre a sexta equacgédo, utilizando a quarta apenas para verificar os resultados
obtidos para alguns simbolos.

4.2 ANALISE DAS INFORMACOES

Nesta subsecdo sera realizada a analise das informacdes obtidas, levando
em consideracdo as inferéncias sobre procedimentos de calculo dos estudantes
envolvidos na pesquisa, segundo interpretacdes sobre caracteristicas manifestadas

pelos estudantes.
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As caracteristicas consideradas nesse processo inicial de analise
correspondem, entre outros fatores, ao que Blanton e Kaput (2005) defendem como
caracteristicas da aritmética generalizada, que séo elas:

i) a exploracéo de propriedades das operacbes com numeros inteiros como,
por exemplo, comutatividade, associatividade, elemento neutro, entre
outros;

i) a exploracédo do sinal de igualdade como expressao de uma relacao entre
quantidades;

iii) tratamento algébrico do numero, utilizando-os como incognitas e
considerando que simbolos iguais correspondem a mesmos valores;

iv) resolucdo de sentencas com numeros desconhecidos em equacoes,
envolvendo mais de uma incognita ou a mesma incognita repetida algumas

vezes.

A luz da andlise textual discursiva, na fase de pré-andlise, realizamos a
transcricdo das gravacdes*® em audio o que, em conjunto com 0s registros escritos e
as anotacfes das testemunhas em diario de campo, constituiram o corpus da
pesquisa.

Na sequéncia, realizamos a exploragcdo do material, quando organizamos 0s
dados brutos presentes no corpus. Neste processo, estabelecemos unidades de
analise de acordo com as caracteristicas de aritmética generalizada defendidas por
Blanton e Kaput (2005), bem como outros aspectos semelhantes defendidos por
outros autores (KIERAN, 2004; PIMENTEL; VALE, 2009; entre outros) cujos

trabalhos envolvem o pensamento algébrico.

4.2.1 A Pré-analise e a Exploracdo do Material: Estabelecimento das Unidades de

Anélise

Apresentamos, neste item, o processo detalhado de pré-analise e exploracéao
do material que nos permitiram estabelecer as unidades de analise, em pertinéncia

ao que propde a presente pesquisa.

3 As transcricdes das gravacdes, na integra, sdo apresentadas no Anexo B.
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Nessa perspectiva, apresentamos as unidades de analise que inferimos em
cada equacéao da tarefa ndo-rotineira, de acordo com os procedimentos de resolucéo
de cada diade, e, no final desta apresentacéo, incluimos uma sintese das unidades
de analise estabelecidas.

Para melhor compreensdo de como inferimos as unidades de analise, para
cada diade esbocamos esquemas para a resolucdo de cada equacdo da tarefa
proposta, esbogos esses que representam as interpretacdes que emergiram a partir
da andlise dos materiais do corpus. Destacamos que as falas, nas quais nos
apoiamos para construir os esbog¢os dos esquemas, sédo oriundas das transcricdes
das gravacfes em audio.

Porém, antes de apresentarmos 0s esquemas que esbocamos, € necessario
relembrarmos alguns codigos, de acordo com Vergnaud (2009), que utilizamos para

construir os esquemas de calculos relacionais:

Quadro 4 — Cddigos utilizados nos esbocos dos esquemas
Figura Nome O que representa

Retangulo Um namero natural

Um namero relativo
Circulo (transformacdo ou

relacdo)

Uma transformacdo ou
uma relacdo entre

» Flecha
elementos de natureza
diferente
Linha vertical Relacdo quaternaria

Fonte : Vergnaud (2009, p. 201).

Ao arquitetarmos alguns esquemas € possivel que utilizemos outras figuras.
Quando esse for o caso, explicitaremos o que tal figura representa apos a

utilizarmos.
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ORDEM DAS EQUACOES

ESQU

EMAS

22 equacao

“E1l — O 2° é mais facil, entdo, a gente

Quantidade de
simbolos ( ¥ )

Valor do

simbolo (H )

vai fazer primeiro.
T1 — Por que é mais facil? 1 > X
E1l — Porque todos os desenhos s&o
0S mesmos.
T1 - E o que vocés vao fazer? 3 - 10
E1 — 10 vezes... € 10 dividido por 5.”
52 equacéo
“El - E agora a gente vai fazer... 0 5°,
porque ele tem quase todos os
mesmos, s6 tem um que é diferente. i;ﬂ:";':': Tb"; :;:;:‘; ¥,
T1 - E o que vocés véo fazer agora?
E1 — A gente vai somar dois mais ... € 1 — 2
dois vezes 0 4. [..] 4 —1—*
E2 — Esse sininho aqui vale 8, porque
4 vezes2é8.
E1l — Mas sO que a gente teve que 15

descobrir qual que é esse, e dai a
gente fez 15 menos 8 para descobrir

o valor do sino. E o valor do sino é 7.”

Diario de Campo: ao mencionar
“qual que é esse’ o estudante

apontava para o sino.
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12 equacao
“El — E agora da para fazer o 1°,
porque a gente vai fazer 35... primeiro
sete vezes o trés menos 35... é 35
menos o resultado, dai o resultado
menos 2. O valor dessa bomba é 12,
porque 14 menos 2 é 12... é que tinha
tirado os 21 que é o valor de todos
esses, menos 35 da... da 14, e 14

menos 2 da 12.”

Diario de Campo : ao mencionar “é o
valor de todos esses” o estudante

apontava para os trés sinos.

42 equacao
“El - E agora vamos fazer...
E2 — A dltima.

E1l - Nao, a linha quatro.

T1 — Da para fazer qualquer uma das
duas?

E1 — D4, porque aqui o que sobrar... 0
resultado tem que dividir por dois, dai
da para descobrir. Mas a Ultima tem
mais desenhos do que aqui.

E2 — E, entdo, é melhor fazer a
quarta.

E1l — Tem que fazer 12 mais 12...
Agora a gente faz o 24... é o 46
menos o 24. Da 22. Agora a gente faz
22 menos o 2.

E2 — Agora a gente tem que fazer 20
dividido por 2. E vai dar 10.”

12

24

v

46 > - 20
Quant. de Valordo
98 (3%
1
— 20
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32 equacao
“El - E agora, d& para fazer a 32.
T1l — E como vocés vao descobrir o

valor do verde?

E1l — N6s vamos fazer 10 vezes o 3,

daf o resultado menos 52, o resultado

menos 2, e vai descobrir.

E1 — Esse desenho verde vale 20.”

Fonte : Da autora.

Tendo esbocado os esquemas de resolucdo da diade D1 para obter os
valores de cada simbolo da tarefa, apontamos alguns aspectos que pudemos inferir
como unidades de analise. Para realizar essa identificacdo, nos organizamos de
maneira a contemplar os esquemas na ordem em que 0s estudantes da diade D1
apresentaram.

No primeiro esquema, o qual representa a operacdo sobre a segunda
equacao da tarefa, pudemos identificar, de acordo com Vergnaud (2009), um
isomorfismo de medidas, ou seja, 0 esquema representa a correspondéncia entre
duas espécies de quantidades: as quantidades do simbolo azul em questdo e os
valores equivalentes a determinadas quantidades desse simbolo. Por meio dessa
correspondéncia entre as duas grandezas de naturezas diferentes, busca-se
descobrir o valor unitario, sendo necessario, para tanto, realizar uma divisao.

Apesar desse procedimento nos parecer totalmente aritmético, quando a
diade D1 menciona “10 dividido por 5” e, analisando o isomorfismo de medidas tal
como esquematizamos, podemos inferir que o procedimento adotado pela diade
para determinar o valor do simbolo azul possui um carater algébrico. O tratamento

desse procedimento pode ser ilustrado tal como apresentamos na Figura 7.
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Figura 7 — Tratamento da 22 equacao — Diade D1

Y-8y Y-y -0

’fs-‘tf:m )

500 Y =10()

82

Fonte : Da autora.

Na Figura 7 podemos observar que a diade D1 converte a adi¢do repetida de
simbolos iguais (adicdo reiterada) como uma multiplicacdo do simbolo pela
quantidade de repeticbes do mesmo. Nessa conversdo podemos destacar uma
caracteristica: o reconhecimento da adicdo reiterada, ou seja, soma de n parcelas
iguais, como uma multiplicacéo do fator que se repete n vezes. No caso, o simbolo
azul é o fator que se repete e o numero de repeticdes (5 vezes) corresponde ao
namero cardinal desse simbolo.

Para chegar ao resultado que a diade obteve (10 dividido por 5),
reconhecemos outra caracteristica no tratamento realizado por esses estudantes: a
utilizacéo do inverso multiplicativo de 5. Essa inferéncia se baseia no fato da diade
reconhecer que é possivel obter o valor de cada simbolo azul realizando a diviséo
do total (10) pela quantidade de simbolos (5). Nisso, reconhecemos ainda, que de
maneira implicita, os estudantes da diade D1 manifestam: o elemento neutro da
multiplicacéo (1).

Vale destacar desde ja, que em nenhum momento estamos afirmando que as
caracteristicas que estamos inferindo sdo manifestadas pelos estudantes de
maneira consciente. Assim, justificamos que nossas inferéncias se baseiam na
maneira como o0s estudantes lidam com cada tarefa: nesse primeiro caso, assim
como nos casos subsequentes, fazemos uma analogia entre a maneira como 0s
estudantes lidaram com a tarefa, com a maneira que esta poderia ter sido resolvida
por uma pessoa que tem conhecimento sobre propriedades dos numeros e
operacdes, bem como sobre a resolucdo de equacdes do primeiro grau, equacoes

essas que correspondem a tarefa proposta.
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Diante de tudo isso, percebemos que para determinar o valor do simbolo azul,
a diade D1 evocou um esquema cujo tratamento é analogo ao de uma equagéo do
primeiro grau do tipo ax = b: ainda que sem expressar simbolicamente, o tratamento
realizado para obtencdo do resultado corresponde ao tratamento desse tipo de
equacao.

O segundo passo da diade D1 foi operar sobre a quinta equagdo. Conforme
observamos no esquema que corresponde a operacao realizada pelos estudantes
desta diade, houve a realizacdo de um processo aritmético misto, ou seja,
envolvendo relacfes aditivas e multiplicativas.

Em primeiro lugar, a operacado consistiu em um isomorfismo de dois tipos de
medidas (quantidade de simbolos azuis e os respectivos valores desse simbolo), no
qual se visa descobrir 0 valor de quatro simbolos sabendo-se o valor do simbolo
unitario, sendo necessario, portanto, realizar uma multiplicacéo.

Tendo realizado esse processo, o valor obtido por meio da relacdo
multiplicativa, torna-se um nuamero relacional (-8) na relacdo aditiva. Nessa relacao
aditiva, o numero relacional obtido simboliza uma transformacdo que opera sobre
uma medida inicial (15) para resultar em uma medida final: o valor do sino. Nessa
transformacao é preciso subtrair os valores do simbolo azul (o que explica o sinal de
menos) para determinar o valor do sino.

No tratamento da operacdo sobre a quinta equacéo, é possivel observarmos,
mais uma vez, como caracteristica: a adi¢cdo reiterada como uma multiplicacdo. O
reconhecimento dessa caracteristica é reforcado pela fala de E1 “A gente vai somar
dois mais... € dois vezes o quatro”, onde percebemos que antes de explicitar a
multiplicacdo, ela estava comecando a realizar uma adicdo reiterada de quatro
simbolos iguais de valor dois.

Além desse, outras caracteristicas foram manifestadas: o elemento oposto de
8 (-8), o qual, ao ser evocado, acarretou no elemento neutro da adi¢cdo, o qual
correspondeu aos simbolos azuis. Dessa forma, mais uma vez nos deparamos com
um tratamento analogo ao de uma equacao do primeiro grau, sendo esta do tipo
ax + b = ¢, que por fim, ao adicionar o elemento oposto de b (—b) aos dois lados da
igualdade, reduziu-se a equacdo a forma ax = d, onde d consideramos como o
resultado obtido da soma de c¢, pelo oposto de b. Ainda, no exemplo que
apresentamos a seguir, 0 a vale 1, o elemento neutro da multiplicacao nos inteiros. A

Figura 8 ilustra o que explicamos.
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Figura 8 — Tratamento da 5% equacao — Diade 1

Y YL Yy -

<

4.8 a-15)

4. 24 qu =15

B+ o0

15

[B+(-B)e am =15+ (-8)

NI

Fonte : Da autora.

Ainda, ao analisarmos o enunciado de E2 “[...] quatro vezes dois [...]” e seu
registro escrito, inferimos: a propriedade comutativa da multiplicacdo. Na enunciacao
ele fala sobre multiplicar quatro vezes o dois, enquanto no registro escrito ele
montou o algoritmo correspondente a duas vezes o quatro, atribuindo para ambos o

mesmo resultado.
O registro escrito de E2 é apresentado na figura a seguir:

Figura 9 — Registro do estudante E2

Quanto vale cada um dos desanhos dessas somas? Explique como pensou.

fo15:] Y [o¥S 3 | 35 | 3% |32 Mo
M) Xa |—8 X3 |8 |2 ‘_"_-:'*_l_a Ay
% o 2A A4 - ] )
23 S g ]
=3 | -38%  do|_ 22|72
o OO0 e B e 1 =0
1 20| a2
|

Fonte : Da autora.
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Ainda pudemos inferir a caracteristica correspondente a propriedade
associativa da adicdo. Afinal, ainda que de maneira implicita, a diade D1 reconhece
que se somarem primeiro 0s simbolos azuis e por dltimo o sino, que esta
exatamente no meio da equacéo, obterdo o mesmo resultado do que se somassem
o valor dos simbolos na ordem em que aparecem.

A proxima operacao foi realizada sobre a primeira equacdo. Pelo esquema
esbocado percebemos que a estratégia adotada pela diade D1 foi subtrair os valores
ja conhecidos (do sino e do simbolo azul) para determinar o valor da bomba. Para
isso, foi realizado um processo aritmético misto, envolvendo relagbes aditivas e
multiplicativas.

O primeiro passo foi utilizar um isomorfismo de medidas, no qual ja era
conhecido o valor unitario do sino, e visava-se descobrir o valor de trés sinos, sendo
necessario, portanto, realizar uma multiplicagdo. Em conseguinte, o resultado obtido
na relacdo multiplicativa tornou-se um namero relacional (-21) na relacdo aditiva.
Esse numero relacional serviu para transformar a medida inicial (35) em uma medida
intermediaria. Chamamos de medida intermediaria porque ainda era preciso realizar
uma transformacdo sobre esse resultado para, entdo, determinar a medida final:
ainda era preciso subtrair o valor do simbolo azul (-2). Diante do exposto
percebemos que a diade D1, apds realizar o isomorfismo de medidas, que é uma
relacdo de base do campo multiplicativo, repetiu duas vezes a transformacédo de
uma medida inicial em outra, o que caracteriza uma relacdo de base do campo
aditivo.

Para facilitar a identificagcdo de algumas caracteristicas operatorias utilizadas
pela diade D1 no processo para obtencdo do valor da bomba, esbocamos na Figura

10 o tratamento dado por esses estudantes na primeira equacao da tarefa.
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Figura 10 — Tratamento da 12 equacao — Diade 1

8:8.8.5-@ -

/G 81-Y +@-=35 \

21+ (-21)+ 2+ @ =35+ (-21)
0+2- @ -14

2+(-2)+ @ =14+ (-2
\, 0~"=12

Fonte : Da autora.

No esboco do tratamento realizado podemos perceber, mais uma vez, uma
analogia com o tratamento de uma equacéo do primeiro grau do tipo ax + b = c.

Quanto as caracteristicas, percebemos no primeiro passo do tratamento a
adicao reiterada como uma multiplicacdo, no segundo e no quarto passo, adicao
pelo elemento oposto (-21 e -2), e 0 elemento neutro da adicdo com numeros
inteiros no terceiro e No quinto passo.

Tal como no tratamento da quinta equagao que analisamos anteriormente, ao
compararmos a enunciagao de E1 “[...] primeiro sete vezes o trés menos [...]" com
seu registro escrito, conforme mostra a figura a seguir, percebemos, mais uma vez,
a propriedade comutativa da multiplicacdo, uma vez que atribui 0 mesmo resultado

para as operacdoes 7-3e3-7.

Figura 11 — Registro do estudante E1

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Exphme £OMmo pensou.

AN\l | o \ 3 tag he 44 Qo]
o= | S ZGE 385 M ag 2 ek
. ' E N 3 ,-._‘? Q.‘l__ p R,
X3 3p @ .
jo 12 <0

0 Eu Yo plle @02 s cpun i T e T
MAW%«&WM \,mﬁméaﬂs&mww. ® oo

Fonte : Da autora.



95

Além disso, consideramos essencial destacar dois excertos de quando E1
explica como operar sobre essa equagédo de maneira a obter o valor da bomba: “[...]
primeiro sete vezes o trés menos 35... € 35 menos o resultado [...]" e “[...] € que tinha
tirado os 21 que é o valor de todos esses [apontando para os trés sinos], menos 35
da... da 14 [...]". Destacamos os dois excertos, pois estes nos chamaram a atencéo
no que concerne a operacao de 35— 21: no primeiro excerto, E1 se preocupa em
corrigir que dos 21 ndo serdo diminuidos os 35, mas ao contrario, dos 35 serao
diminuidos os 21, mostrando reconhecer que ha diferenca nos resultados de ambas
as operacdes. Sendo assim, E1 manifesta que: na subtracdo de niumeros naturais,
subtrai-se 0 nUmero menor do maior.

Contudo, no segundo excerto, E1 disse ter realizado a operacdo 21 — 35 =
14. Ao enunciar o resultado 14 percebemos que ele desconsidera que realizar essa
operacdo nao é equivalente a 35 — 21 = 14, a qual seria a correta. Nesse caso, a
propriedade comutativa da adicdo ndo se aplica, pois, 21 # —21 e —35 # 35. Pela
propriedade comutativa da adi¢cao teriamos:

21—-35=-35+21= —-14
e
35-21=-21+35=14

Diante do exposto inferimos que E1 nos forneceu essa resposta ou por
simples distracao, ou pelo fato de ainda nao ter conhecimento sobre operacdes com
nameros inteiros (Z = ...,—2,—1,0,1,2,...), uma vez que até o 5° ano, em geral, sao
estudados apenas o conjunto dos numeros naturais (N = 0,1,2,3,..) e, em
consequéncia, as operacdes nesse conjunto. Nesse sentido o que ocorreu foi que
E1 ndo considerou o numero 21 como um numero relacional, mas simplesmente
como um numero natural. Ainda, ao inferirmos isso, consideramos o registro escrito
de E1 (apresentado na Figura 11), em que o algoritmo realizado (35— 21) esta
correto.

Ao operarem sobre a quarta equacgdo, visando obter o valor do simbolo
vermelho, a diade D1 novamente fez uso de um processo misto, envolvendo
relacGes aditivas e multiplicativas, porém, de maneira ligeiramente mais complexa. A
partir do que manifestaram oralmente, pudemos inferir a formacéo sucessiva de trés
esquemas. Ao esbocarmos esses esquemas, visando diferencia-los, separamos

cada um deles dentro de um quadro preenchido na cor cinza e flechas preenchidas
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dessa mesma cor indicam a ordem em que foram desenvolvidos esses esquemas.
Ainda, os numeros destacados em vermelho correspondem a aqueles numeros
naturais que se tornaram relacionais em outro esquema.

No primeiro esquema o0s estudantes operaram no campo aditivo,
transformando uma medida inicial em uma final, sendo esta correspondente ao valor
das duas bombas. Em seguida, o resultado da soma das duas bombas (24) torna-se
um numero relacional (-24) que foi subtraido do resultado total apresentado na
quarta equacao (46). Em seguida, do resultado obtido, subtraiu-se o valor de um
simbolo azul (-2). Dessa forma, foram realizadas, sucessivamente, duas
transformacdes: uma sobre a medida inicial, obtendo uma intermediaria, e uma
sobre esta obtendo uma medida final. Por fim, o resultado obtido correspondia a dois
simbolos vermelhos. Assim, a diade D1 operou no campo multiplicativo ao realizar
um isomorfismo de medidas: conhecendo o valor de dois simbolos vermelhos,
obtiveram o valor do simbolo unitario por meio de uma diviséo.

llustramos na Figura 12 o tratamento da diade D1 sobre a quarta equacgao da

tarefa:

Figura 12 — Tratamento da 42 equacdo — Diade 1

& .6.5.8.¥ 4

A\
/{:2+;2}+5+32€+§:€=4ﬁ\
24+ 28)+ O + - - 46« (24

o+2{3:€+§:ﬁ=22
2+(-+ gb+ d-22+(2)
0- 3+ - 20
2.8 =70
#ﬁ:zoé

%o

Fonte : Da autora.
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No tratamento da quarta equacao inferimos, outra vez, um processo analogo
ao tratamento de uma equagdo do primeiro grau do tipo ax + b = c. Quanto as
caracteristicas identificamos: adicdo pelo elemento oposto no segundo e no quarto
passo do tratamento que esbogcamos (24 e -2), elemento neutro da adicdo no
terceiro e no quinto passo, adicdo reiterada como multiplicagcdo na passagem do
quinto para o sexto passo e utilizacdo do inverso multiplicativo de 2 no sétimo passo.

Na terceira equacdo, o tratamento foi analogo a primeira: por meio do
isomorfismo de medidas, obteve-se o valor de trés simbolos vermelhos a partir do
conhecimento do valor de um unico simbolo vermelho. Em seguida, o numero
natural obtido na resolucdo do isomorfismo de medidas se tornou um numero
relacional na relagéo aditiva. Esta, por sua vez, pode ser caracterizada como duas
realizagcdes sucessivas de transformacéo sobre uma medida inicial para resultar em
uma final, pois, apds subtrair o resultado encontrado no isomorfismo de medidas,
subtraiu-se o valor de um simbolo azul (-2).

O tratamento sobre a terceira expressao, mais uma vez, corresponde ao
tratamento de uma equacédo do tipo ax + b = c, tal como apresentamos na Figura

13.

Figura 13 — Tratamento da 32 equacédo — Diade 1

C Y -3 5

/7 +H+§i@-3=52\

+‘d+1ﬂ.3:52
" }j’ + 30+ (-30)=52 + (-30)

+2+0=22

+2+(_§~J=22+(_21

\ +0=20 /

Fonte : Da autora.

Ao esbocarmos o tratamento da terceira equacédo, identificamos: adigcéo

reiterada como multiplicacdo ao descrever os trés simbolos vermelhos como
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equivalente a trés vezes esse simbolo, a adicdo pelo elemento oposto (-30 e -2) no
terceiro e no quinto passo do tratamento esbocado e elemento neutro da adi¢cdo nos
passos quatro e cinco. Ainda, no primeiro passo percebemos que a diade D1
comeca a operacao pelos trés simbolos vermelhos que sao apresentados no final da
expressdo. Assim, identificamos a caracteristica que corresponde a propriedade
associativa da adicdo, pois a diade D1 reconhece que o resultado final sera o
mesmo independente da ordem em que serdo somadas as parcelas.

Ao compararmos o excerto da fala de E1 com seu registro escrito
(apresentado na Figura 11), identificamos: a propriedade comutativa da
multiplicacdo. O excerto ao qual nos referimos € “[...] N6s vamos fazer 10 vezes o 3
[...].” No registro escrito, E1 desenvolveu o algoritmo correspondente a trés vezes o
dez. Assim, podemos inferir que E1 reconhece que ao alterar a ordem dos fatores na
multiplicacéo, ndo altera o produto (propriedade comutativa da multiplicacéo).

Contudo, na continuacao desse excerto: “[...] Nos vamos fazer 10 vezes o 3,
dai o resultado menos 52 [...]", inferimos que, de maneira errbnea, E1 manifesta a
propriedade comutativa da adicdo: do resultado de dez vezes o trés (30), o
estudante subtrai 52 como se o resultado fosse equivalente a subtrair 30 de 52.
Contudo, como j& mencionamos na analise do tratamento referente a primeira
expressado, inferimos que a operagdo enunciada por E1 demonstra a falta de
conhecimento sobre a operagcdo no conjunto dos inteiros (Z =...—2,—-1,0,1,2,...)
ou, simplesmente, distracdo ao enunciar, pois no registro escrito, a operacéo
realizada esta correta. Além disso, ao operar mentalmente (cujos indicios foram
manifestados oralmente), o estudante evocou resultados intermediarios e final
corretos.

De uma maneira mais geral podemos, ainda, destacar algumas
caracteristicas relevantes. A diade D1, tendo descoberto os valores de cada simbolo
da tarefa, por meio das equacdes 1, 2, 3, 4 e 5, ndo consideraram necessario operar
sobre a sexta equacao. Assim, pudemos inferir que a diade D1 reconhece que ndo
ha essa necessidade porque os simbolos iguais correspondem a valores iguais.
Sendo assim, tendo em vista que ja descobriram os valores correspondentes a cada
simbolo por meio do tratamento das demais equacdes, é possivel que a diade tenha
percebido que operar sobre a sexta equacgéo serviria apenas para confirmar o valor

encontrado para 0S mesmaos.
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Para reforcar essa nossa constatacdo, consideramos quando os estudantes
da diade D1 queriam descobrir o valor do simbolo vermelho, tendo como opc¢des
operar sobre a quarta ou a sexta equacao, justificando que seria possivel operar
sobre qualquer uma destas, porém, na quarta equacdo havia menos simbolos
diferentes, o que tornaria a operagcao menos trabalhosa do ponto de vista deles.

Quanto a ordem das equacdes que escolheram operar, nos permite identificar
que: a operacdo de uma equacao do primeiro grau sé é possivel de ser realizada
guando se tem apenas uma incégnita, ou seja, quando se desconhece o valor de um
simbolo apenas.

Ainda, no tratamento de cada equacao da tarefa proposta inferimos que a
diade D1 reconhece o sinal de igualdade (=) como uma relagcéo entre quantidades, e
nao apenas de maneira operacional, ou seja, como indicador do resultado de uma
operacdo. Nossa inferéncia se baseia no fato dos estudantes da diade D1 fazerem
uso do elemento oposto na adi¢cdo e do inverso multiplicativo em ambos os lados da
igualdade. Ao agirem dessa forma, os estudantes E1 e E2 manifestaram conhecer,
ainda que de maneira implicita, que para manter a equivaléncia, cada ag¢do na
equacao exige operacdes equivalentes em ambas as quantidades (BLANTON e
KAPUT, 2005).

Na sequéncia, apresentamos 0S esquemas correspondentes aos
procedimentos sobre cada equacéo da tarefa ndo-rotineira que interpretamos a partir

de manifestacdes da diade D2.
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Quadro 6 — Esquemas da diade D2 para a tarefa ndo-rotineira

ORDEM DAS EQUA(;OES ESQUEMAS
22 equacédo
“E3 — Esse daqui vale 2.
T2 — E como vocé sabe? _\

E3 — Porque é 2, 4, 6, 8, 10.
Aqui deu 10. Agora tem que
fazer o desenho com quanto
que vale?

T2 — E quanto vale? Vocés
disseram que esse daqui valia
quantos?

E4 - Dois.

T2 — Como vocé descobriu que
€ 2 esse daqui?

E4 - Porque somando a
segunda fileira da pra ver que é
dois cada um, porque S&o cinco

desenhos e o resultado é 10. —/
T2 — Mas o que tem a ver esses
cinco desenhos para o0
resultado ser 10? Por que tem
cinco desenhos e o resultado é
10?” [n&o responderam]

> 10

af|al|a]|ac| |

12 equacéo
“E4 — Esse daqui é 10, eu acho.
E3 — E, eu também acho.
E4 — E esse daqui deve valer 3, @ @
porque 30, 32, 35. N&o vai
valer tanto assim porque se for 10 |—s
cinco, aqui vai dar 17 e aqui vai
dar... um monte!
E3 — Vai ter que dar 18!
T2 — Qual vocés fizeram agora?
E4 — Esse. N6s achamos que é | Esquema de E4:
10.
T2 - Vocés acham que €? Ser&
que nao tem outro jeito de @ @ @
saber se € 10 mesmo ou ndo?
E3 — Tem como valer 12 esse

sino aqui. Ah, tem um monte de
jeito!”

Esquema de E3 e E4:

- - —| 35

5 |—» * > —»| 35

Diario de  Campo : ao
mencionar “ndo vai valer tanto
assim” o estudante refere-se a
bomba.




62 equacdo
“E4 — Dez, se esse daqui valer
3,13, 15, 17...
E3 — Perai, vamos somar 0s
que nés ja sabemos. Dois com
mais 10, 12, com mais...
E4 — 2 com 2, 4, mais 10, 14,
mais 3, 17.
T2 — Deu 17 no resultado?
E3 — Dezessete. Agora falta
esse vermelho aqui. Vai dar
16"

Diario de Campo : E possivel
verificar que os alunos utilizam
a ideia de “falta” para realizar
subtracbes e, além disso,
utilizam com frequéncia
contagens com os dedos.

Esquema de E4:

Esquema de E3 e E4:

32 equacao

“E3 — Vamos la! Dois com mais
esse verdinho... esse daqui é
dificil'! Dez mais 10 mais 10, 30.
Mais 15, 45... nao da... 20, 40,
60... ndo da também... 15, 30,
45...

E4 — D& para descobrir esse
vermelho no de baixo, né?

Diario de Campo : E4 estava
utilizando a adicdo dos
simbolos que eles ja sabiam o
valor, mas E3 o convenceu a
analisar a expressao trés da
qual ndo conheciam todos os
simbolos.

E4 — Quinze... 45, 47... 48, 49,
50, 51, 52! Vale 5 esse daqui!”

1° Esquema de E3:

HOROIONO.

10 |— > > — | 92

2° Esquema de E3:

*
+ “‘ @

52

20 |—» - >

¥

Esquema de E3 e E4:

() 9 (2) €

15 I8 > - 52

L

101
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42 equacao
“E4 — Opa, ndo terminou nao.
Vai ter que somar tudo.
E3 — Por que somar tudo?
E4 - Para saber todos os
valores. NOs ndo somamos

essa 42 linha... 3, 6, 8,...15 mais @ @ @ @
15, 16, 17, 18,...

E3 -38... 3 |—
E4 — 26! 27, 28, 29, 30, [...], 38.
Opal! Fiz errado! 38, 39, 40, [...],

53! Ahn? Perai, 30, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38.

kL
Y
[
[=:]

Diario de Campo : Conferem as
contas novamente e continuam
obtendo o resultado 38. Assim,
desistem.

E4 — Ahhh... pronto!”

Fonte : Da autora.

Considerando os esbocos dos possiveis esquemas evocados pela diade D2,
apresentaremos nossas primeiras analises e interpretacbes as quais nos
possibilitaram inferir algumas caracteristicas operatorias.

Seguindo a ordem dos esquemas evocados pelos estudantes da diade D2,
conforme mostra o Quadro 6, o primeiro esquema que analisamos corresponde a
operacao sobre a segunda equacgédo. Diante desta equacéo, a diade D2 rapidamente
descobriu que o valor do simbolo azul seria dois, pois, como ha cinco simbolos
iguais e o resultado € dez, apenas o valor dois satisfaz a equacao. Ao analisarmos a
resposta do estudante E4 “Porque somando a segunda fileira da pra ver que é dois
cada um, porque sao cinco desenhos e o resultado é 10", quando ele menciona “da
pra ver gue é dois”, inferimos que o fato de se tratar de valores pequenos e de haver
apenas um tipo de simbolo facilitou a atribuicdo de um valor que pdde ser resgatado
da memoria. Esse fato ainda nos leva a inferir que os estudantes ndo consideraram
o sinal de igualdade (=) como uma relacdo entre quantidades, mas simplesmente
como indicador do resultado de operacdes, o que foi verificado também no
tratamento de outras equag¢des como veremos mais adiante.

Além disso, percebemos na fala de E3 “Porque € 2, 4, 6, 8, 10. Aqui deu 107,

que os estudantes realizam sobrecontagem de dois em dois, 0 que indica
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apropriagdes de regularidades do sistema de numeragao decimal, com relagdo aos
multiplos naturais de dois.

De acordo com a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (2009),
identificamos que o esquema evocado pelos estudantes no tratamento da segunda
equacado corresponde a relacdo de base composi¢cdo de medidas, a qual envolve
situagOes parte-todo, uma vez que os estudantes somaram as cinco partes iguais a
dois para obterem o todo (10).

Na sequéncia, os estudantes da diade D2 operaram sobre a primeira
equacdo. Diferentemente da diade D1, a diade D2 ndo considerou que seria mais
facil operar sucessivamente sobre as equacfes que apresentavam apenas um
simbolo desconhecido.

Como podemos observar nos dois esquemas esbocados (0s quais sao
destacados por quadros coloridos de cinza), nessa primeira equagao os estudantes
realizaram, de acordo com a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 2009) a
relacdo de base composicdo de duas transformacdes. No caso, porém, a
composicao foi realizada ndo apenas entre duas transformacdes, mas entre quatro,
e reconhecemos essa relacdo de base pelo fato da incégnita ndo estar na medida
final, como ocorre, por exemplo, na relacao de base transformacdo de uma medida
inicial em uma medida final, mas estar nas transformacgfes. Com isso inferimos,
ainda, que mais uma vez os estudantes consideram o sinal de igualdade (=) como
indicador do resultado de uma operacéo. Essa inferéncia se baseia no fato dos
estudantes considerarem o valor trinta e cinco apenas como o resultado da relacao
aditiva entre os simbolos, ndo considerando esse valor como equivaléncia que
poderia contribuir na determinagéo de valores dos simbolos desconhecidos.

De maneira analoga ao tratamento dessa equacdo, percebemos nos
esquemas esbocados no Quadro 6, com relacdo ao tratamento de outras equacoes,
que a mesma relacdo de base (VERGNAUD, 2009) é utilizada pela diade D2 e que o
mesmo aspecto com relacdo ao sinal de igualdade é manifestado.

Sendo a primeira uma equacdo de primeiro grau apresentando duas
incognitas (o sino e a bomba), a Unica estratégia encontrada pelos estudantes da
diade D2 foi a de tentativa e erro. Nessa estratégia os estudantes optaram por
atribuir valores iguais para os trés sinos, manifestando que simbolos iguais
correspondem a valores iguais, e, em seguida, pensar no valor que “faltava” para

obter o resultado trinta e cinco.
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Essa ideia de “falta” nas operacdes de subtracdo é relatada em diario de
campo pela testemunha T2 como sendo utilizada com frequéncia pelos estudantes
da diade D2. Contudo, esta ideia de falta ainda nos permite inferir outra
caracteristica: reconhecem que na subtracdo de numeros naturais, subtrai-se o
namero menor do maior.

Quanto aos valores atribuidos ao sino, percebemos que nao foram escolhidos
pelos estudantes aleatoriamente: como mostram os dois esquemas esbocados no
Quadro 7, os valores escolhidos foram o dez e o cinco, talvez por considerarem
esses valores como mais simples para operarem. Nisso, mais uma vez percebemos
a apropriacdo desses estudantes com relacdo as regularidades do sistema de
numeracao decimal, pois exprimem corretamente os multiplos de dez e de cinco.

Realizada a estratégia de tentativa e erro, os estudantes da diade D2
concluem que o valor do sino é dez, pois, se fosse cinco, o valor da bomba seria
muito grande. Porém, ndo justificam porque acreditam que a bomba nao poderia ter
um valor dessa grandeza.

Ao utilizarem a estratégia de tentativa e erro para determinar valores para o
sino e a bomba e considerarem o sinal da igualdade simplesmente como indicador
do resultado da operacdo, a diade D2 manifesta uma caracteristica que justifica a
escolha por essa estratégia: percebem que nédo é possivel determinar de maneira
exata os valores de dois simbolos desconhecidos nessa equagdo, uma vez que
qualquer valor poderia ser atribuido para o sino, o que, consequentemente, variaria
o valor da bomba e, ainda, manteria o valor da igualdade.

Na Figura 14 ilustramos as trés tentativas da diade D2 para a primeira
equacao: as atribuicbes dos valores dez, cinco e doze para o0 sino (0s quais
destacamos na cor azul), obtendo, respectivamente, os valores trés, dezoito e um
valor que nao determinaram para a bomba (os quais destacamos na cor vermelha),
de maneira a obterem 0 mesmo resultado, trinta e cinco. Essas tentativas
possibilitaram a diade D2 concluirem que poderiam obter diversos valores diferentes
para o simbolo do sino (que chamamos de x) e, em consequéncia, para o simbolo
da bomba (que chamamos de y), o que inferimos pela fala de E3: “Ah, tem um

monte de jeito!”.
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Figura 14 — Tratamento da 12 equacao — Diade 2

LS. .L.0.€.3
1l

1° Tentativa: 10 + 10 + 10 + 2 +[3]= 35

2° Tentativa: 5+ 5+5+2+[18]= 35

3° Tentativa: 12 +12+12 +2+[7]= 35

x+x+x+2+y=35

Fonte : Da autora.

Ainda, destacamos a ideia de “falta” nas subtracOes realizadas pelos
estudantes da diade D2, que pode ser considerado como pensamento quase-
variavel (FUJII; STEPHENS, 2008). Tendo obtido o resultado de uma soma parcial,
os estudantes buscaram determinar o valor que acrescido a essa soma resultaria em
trinta e cinco. Por exemplo: 10 + 10 + 10 + 2+[__|= 35.

A proxima equacdo escolhida foi a sexta, na qual E3 e E4 buscaram
determinar o valor do simbolo vermelho. Nesse momento percebemos que os
estudantes notaram que seria mais facil operar sobre uma equacdo na qual
desconheciam apenas um dos simbolos. Dessa forma, ja ndo seria necessario
recorrer a estratégia de tentativa e erro.

Os dois esquemas esbocgados (separados por quadros coloridos de cinza)
mostram duas operacdes no campo aditivo: E4 comeca somando os valores da
bomba (3), do sino (10) e dos dois simbolos azuis (2), enquanto E3, com a ajuda de
E4, comeca somando os dois simbolos azuis (2), para em seguida, adicionar os
valores do sino (10) e da bomba (3), obtendo 0 mesmo resultado que na primeira
operacdo, realizada por E4. Com isso, inferimos que os estudantes E3 e E4

reconhecem que alterar a ordem das parcelas na adicdo de numeros naturais nao
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altera o resultado final. Assim, identificamos a associatividade da adicdo de niumeros
naturais.

Por fim, E3 e E4 calculam quantos “faltam” para obter o resultado 33 e, assim
como no tratamento da primeira equacdo, a diade D2 utiliza a ideia de “falta” para
realizar subtracoes.

A testemunha T2, que acompanhou a diade D2, destacou no diario de campo
essa ideia de “falta” utilizada pelos estudantes ao se envolverem com a subtracéo.
Além disso, destacou que com frequéncia os estudantes realizavam contagens
fazendo bijecdo entre numeros e dedos das maos. Com isso, inferimos que esses
estudantes, muitas vezes ainda precisavam se apoiar em algo concreto para realizar
operacoes, e foi a frequéncia dessa necessidade que nos levou a considerar a
bijecdo entre nUmero e dedos das maos como caracteristica operatoria.

Na sequéncia, no tratamento da terceira equacao, os estudantes da diade D2
ndo consideraram o valor obtido para o simbolo vermelho por meio do tratamento da
sexta equacao, atribuindo valores para este simbolo, mais uma vez, por meio da
estratégia de tentativa e erro. O estudante E4 igualmente desconsiderou esse fato,
mas chegou a sugerir que operassem primeiro sobre a quarta equagao, na qual
apenas o simbolo vermelho era desconhecido. Porém, E3 o convenceu a
continuarem operando sobre a terceira equacdo, onde se depararam com um
problema analogo ao tratamento da primeira: uma equacao de primeiro grau com
duas incognitas.

O estudante E3 convence E4 de que precisam operar primeiro sobre a
terceira equacao porque acredita que todos os tratamentos devem ser realizados na
ordem em que cada equacao aparece, de cima para baixo. Em certo momento da
gravacao E3 justifica que a maneira como fizeram, operando sobre a sexta equacéao,
estava errado, pois era preciso operar na ordem: primeiro, a primeira equacao,
depois, a segunda, e assim sucessivamente. Por esse motivo, desconsideraram o
valor que obtiveram para o simbolo vermelho.

Deste modo, a Unica maneira de determinar valores para 0s simbolos
desconhecidos na terceira equacéo seria por meio da estratégia de tentativa e erro,
pois, mais uma vez, manifestaram que néo € possivel determinar de maneira exata
os valores de dois simbolos desconhecidos em uma equacdo do 1° grau, uma vez

que diversos valores poderiam ser atribuidos para uma das incognitas, o que,
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consequentemente, variaria o valor da outra incognita e, ainda, manteria o valor da
igualdade.

No Quadro 6 destacamos trés esquemas, nos quais percebemos que 0sS
estudantes atribuem valores mdltiplos de cinco para os simbolos iguais, no caso,
para os trés simbolos vermelhos. O estudante E3 comecou atribuindo o valor dez
para o simbolo vermelho, mas percebeu que, dessa forma, o valor do simbolo verde
seria um namero muito grande (mesma consideracdo sem justificativa que fez no
tratamento da primeira expresséo, com relacdo a grandeza do valor da bomba).

Nesse momento, 0 estudante ja néo utiliza a ideia de “falta” para subtrair o
resultado da soma obtida entre os simbolos com valores ja determinados com o
resultado esperado, mas atribui um valor para o simbolo verde e verifica se o
resultado da soma deste com os valores dos simbolos vermelhos e azul satisfaz o
resultado esperado. Nao tendo satisfeito o resultado esperado, o proximo valor
atribuido pelo mesmo estudante para o simbolo vermelho foi o vinte, porém, logo
percebeu que esse valor era grande demais. Em seguida, atribuiu o valor 15 para o
simbolo vermelho e, com o auxilio de E4, descobriu que o valor do simbolo verde
seria cinco pelo procedimento de “falta” na operagdo de subtragdo, considerando
esses valores como os corretos.

Em nenhum momento os estudantes da diade D2 refletiram sobre a
proximidade do valor do simbolo vermelho obtido nesse momento (15) com o obtido
ao operarem sobre a sexta equacgao (16). Da mesma forma, ndo mencionaram em
nenhum momento que, assim como na primeira equacgao, diversos valores poderiam
ser atribuidos para os simbolos verdes e vermelhos.

Mesmo ja tendo descoberto valores para todos os simbolos da tarefa, a diade
D2 decidiu operar sobre a quarta equacédo, pois, como haviam considerado, era
preciso operar sobre as equacgdes na ordem em que apareciam, de cima para baixo.

Dessa forma, no tratamento da quarta equacgéo, os estudantes substituiram
os valores obtidos e os somaram, manifestando reconhecerem que simbolos iguais
possuem o mesmo valor, obtendo como resultado o valor trinta e oito, que no
esquema eshocado no Quadro 6 destacamos na cor verde por ndo representar o
valor correto que deveria ser obtido (46).

Logo, os estudantes E3 e E4 perceberam que alguns valores que obtiveram
para os simbolos estavam errados e acreditaram que seria necessario iniciar a

tarefa novamente. Assim, resolveram desistir.
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A seguir, apresentamos 0s registros escritos de E4 e E3, em que fica claro

gue os estudantes ndo conseguiram finalizar a tarefa de maneira correta.

Figura 15 — Registro do estudante E4

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Explique como pensou.

/ 73 -
. 7/5%. 70 e - 4 /}
85 = 4, / f@f‘}? W0 . NN ’Mﬁw n ‘éﬁ Lt lopn, © Q&Es’ff@o
08 7w J{Q{Lﬁ’m o2 ‘(f é),.iv fﬁ}j ) oy

)= Ao Eenld 7 eYin 9
- !’ ) -.“j PN e, [N § oo,
b ‘;n,.{g‘/ '%r‘ fwa.,rig Ig 7 J-’.« e ’L!/m /ﬂ’{ %{;

. f‘ ‘( .
e . @ o QJ‘ w2 A/
neg f Lk ol Aonly moe & enida
v\‘a;‘f:'y
rd f $ e 1 ) 1
W ”fé_’:‘ zﬁf i’y 'a’f/L/{ .FJ%’? "l-lh ;/Lﬁ Hp f .5,} M
ﬁmj}w .w*v AU n R,
Q, f «L% A EANE S Wl itew e ;
] ;J Lonse .o s D T 7V
9 2 ¢ ’? . Ley sy f‘ AR S,

Fonte : Da autora.

Figura 16 — Registro do estudante E3

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Explique como pensou.
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Fonte : Da autora.

No registro escrito de E4, e considerando as transcricdes da gravacdo em
audio, percebemos que ele apresenta uma justificativa coerente para a
determinacdo do simbolo azul. Em contrapartida, para obter o valor do sino fica claro
a estratégia de tentativa e erro: eles estipulam valores para o sino, o qual aparece

trés vezes na primeira equacao, e defendem que a bomba possui um valor menor,
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talvez pela menor frequéncia com que aparece nessa mesma equagao. Em seguida,
para os simbolos verde e vermelho, apenas pelo registro escrito, ndo fica claro como
E4 determinou seus valores, ou seja, ndo especifica sobre quais equacles ele
operou para evocar esses resultados.

No geral destacamos, ainda, que a diade D2 manifesta a adicao reiterada em
muitos casos em que poderiam realizar uma multiplicacdo. Porém, em nenhum
momento manifestaram essa correspondéncia entre adicdo e multiplicacao,
permanecendo, durante o tempo todo de envolvimento com essa tarefa, apenas no
campo aditivo.

Na sequéncia, apresentamos 0s esbog¢os dos esquemas que inferimos a partir
de nossas interpretacdes a respeito de manifestacoes da diade D3 durante

envolvimento com a tarefa nao-rotineira.

Quadro 7 — Esquemas da diade D3 para a tarefa nao-rotineira

ORDEM DAS EQUACOES ESQUEMAS
a 5 Quantidade de Valor do
2-equacao simbolos ( ¢4 ) simbolo ()
“E5 — Esse daqui tem 5, e dez
dividido por 5 da 2. 1 -
T3 — E como vocé sabe que todos
eles valem o mesmo tanto?
E5 — Porque séo iguais.” 5 » 10

52 equacéo

“E5 — Deu 7 esse daqui. Porque aqui

Quant. de
simbolos | H;l

tem quatro desses daqui e cada um
vale 2, e quatro vezes 2 d& 8, e 15

menos 8 da 7.

T3 — E porque vocés decidiram por

essa linha?

E6 — Porque é mais facil.

15

E5 — E mais facil porque tem mais -

4

desses azuis”.
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12 equacéo ﬂ
Eles conversam muito baixo.
21 |——* 23
ﬁ
Cnant de Walor oo
[te}] tel]
62 equacao 1t — oz
2 ——» 4 - 23
“E6 — 10.

T3 — Porque esse deu 10?

E5 — Porque nés fizemos a soma
desses que deu 23, e dai fez 33
menos 23, deu 10.”

of=

33

4

32 equacao
Eles conversam muito baixo.
“E6 —20."
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Cnaml. de Vakr do uam. d&  Vawr 4
@ C 3 3£ (35}
1 —1—= 12 ——* 10
42 equacio S —r*
Apresentaram apenas registro ﬂ @
escrito

O

24 |—» 26

26

46

Fonte : Da autora.

No Quadro 7, para esbocarmos o0s esquemas evocados para tratamento das

equacbes segunda, quinta e sexta consideramos 0s enunciados orais dos

estudantes. Quanto ao esboco dos esquemas evocados no tratamento das

equacgles primeira, terceira e quarta consideramos 0s registros escritos ou porque

0s estudantes ndo manifestaram oralmente como procederam, ou porque nao foi

possivel ouvir suas explicacdes na gravacao em audio.

Na figura a seguir, apresentamos o registro escrito de E6:

Figura 17 — Registro do estudante E6

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Explique como pensou.
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Fonte : Da autora.




112

Como j& mencionamos na descricdo, a ordem das equacdes tratadas pela
diade D3 é andloga a ordem da diade D1. Porém, ndo é apenas a ordem das
equacdes a unica analogia que identificamos entre as diades D1 e D3. No Quadro 7
apresentamos o0s esbocos dos esquemas evocados pela diade D3, onde
percebemos o quanto os tratamentos sobre cada equacao realizados por esses
estudantes foram equivalentes aos dos estudantes da diade D1.

Tal como mencionamos, ha muitas analogias entre os tratamentos realizados
pelas diades D1 e D3. No primeiro esquema, tal como a diade D1, a diade D3
realizou, de acordo com Vergnaud (2009), um isomorfismo de medidas, ou seja, 0
esquema representa a correspondéncia entre duas espécies de quantidades: as
qguantidades do simbolo azul em questdo e os valores equivalentes a determinadas
quantidades desse simbolo. Por meio dessa correspondéncia entre as duas
grandezas de naturezas diferentes, buscou-se descobrir o valor unitario, sendo
necessario, para tanto, realizar uma divisao.

O tratamento €&, portanto, 0 mesmo apresentado na Figura 7, onde
apresentamos o tratamento da diade D1 para a segunda equacédo. Dessa forma,
inferimos: o reconhecimento da adi¢cao reiterada, ou seja, soma de n parcelas iguais,
como uma multiplicacdo do fator que se repete n vezes; a utilizacdo do inverso
multiplicativo de 5; e o elemento neutro da multiplicacdo de nimeros naturais (1).

Na quinta equacao o tratamento também foi 0 mesmo da diade D1, conforme
mostra a Figura 8. Assim, inferimos: a adi¢cdo reiterada como uma multiplicagéo; o
elemento oposto de 8 (—8); e o elemento neutro da multiplicacdo nos inteiros (1).
Além disso, oralmente E5 realizou a multiplicacdo 4 - 2, enquanto no registro escrito
0 mesmo estudante realizou a multiplicacdo 2 -4, obtendo o mesmo resultado.
Dessa forma, outra caracteristica péde ser inferida: a propriedade comutativa da
multiplicagdo com nimeros naturais.

Em seguida, a diade D3 operou sobre a primeira equacdo. Por meio do
esboc¢o do esquema, o qual foi construido a partir de registros escritos, uma vez que
ndo foi possivel compreender o que os estudantes disseram pela gravacdo em
audio, identificamos a manifestacdo sucessiva de trés esquemas, 0S quais sao
destacados em quadros cinzas.

O primeiro esquema corresponde, de acordo com Vergnaud (2009), a um
isomorfismo de medidas, por meio do qual os estudantes da diade D3 buscaram

determinar o valor de trés sinos, sabendo o valor unitario deste, sendo necessario,
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para isso, realizar uma multiplicagdo. O resultado obtido tornou-se, no segundo
esquema, uma medida inicial, a qual foram adicionadas duas unidades para obter
uma medida final. Por fim, o resultado obtido nesse segundo esquema tornou-se um
namero relacional, representando a transformacédo de uma medida inicial em uma
medida final (o valor da bomba).

Dessa forma, inferimos que, assim como a diade D1, a diade D3 buscou
subtrair os valores dos simbolos sino e azul, que ja conheciam, para obter o valor da
bomba. Contudo, a diade D1 foi subtraindo do valor total da equacéo (35) os valores
gue ja conheciam, enquanto que a diade D3 agregou o0s valores ja conhecidos para,
por fim, subtrair do valor total da equacéao, conforme podemos observar na figura 18.

Figura 18 — Tratamento da 12 equacao — Diade 3

- t as T as *H "“=35
/ﬁ -l ‘--‘:35 \
e
21+2+ @ =35
23+ @-35
23 (-23)+ @ = 35 (-23)

\_° ¢ - /

Fonte : Da autora.

Por meio do tratamento apresentado na Figura 18, bem como do esboco dos
esquemas para essa primeira equacao que apresentamos no quadro 9, inferimos
que a diade D3 operou tanto no campo aditivo quanto no multiplicativo.

Ainda que a maneira como a diade D3 operou sobre a primeira equagao
tenha sido diferente da diade D1, podemos inferir que o tratamento realizado por
esses alunos corresponde a uma maneira de solucionar uma equacao de primeiro
grau com uma incognita (ax + b = c).

No primeiro passo do tratamento da primeira equacao da tarefa, a diade D3
operou no campo multiplicativo, realizando, o que consideramos como a adi¢cdo

reiterada como uma multiplicacéo.
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Operando no campo aditivo, no quarto passo do tratamento sobre a primeira
equacao a diade D3 manifestou a adicdo pelo elemento oposto (-23). Ainda, no
quinto e ultimo passo, manifestou: o elemento neutro da adicdo (0) com numeros
inteiros.

Na continuidade da tarefa, a diade D3 operou sobre a sexta equacdo. Nesta
operacdo, os estudantes dessa diade utilizaram, sucessivamente, dois esquemas: o
primeiro corresponde, segundo Vergnaud (2009), a transformacédo de uma medida
inicial em uma medida final. Porém, como podemos observar no esquema
apresentado no Quadro 7, a medida inicial ndo passou por apenas uma
transformacdo, mas por duas, determinando, dessa forma, uma medida
intermediaria antes de chegar a medida final. Ainda, a medida inicial foi obtida por
meio de um isomorfismo de medidas, no qual se conhecia o valor unitario de um
simbolo azul e, a partir dessa informacédo, determinou-se o valor de dois simbolos
azuis, realizando uma multiplicacéo.

Apesar de na fala de E5 “Porque nés fizemos a soma desses que deu 23 [...]”
o estudante ter mencionado que realizou uma soma, nos registros escritos de E5 e
E6 esses estudantes realizaram primeiro a multiplicacdo de dois simbolos azuis
para, entdo, realizar as somas a que E5 se refere. Por isso, ao construirmos 0s
esquemas referentes a sexta equagdo consideramos um isomorfismo de medidas
representando a medida inicial no primeiro esquema.

Em seguida, a medida final obtida no primeiro esquema, se torna um numero
relacional no segundo esquema, transformando uma medida inicial em uma medida
final, sendo esta o valor do simbolo vermelho.

Assim, mais uma vez pudemos inferir que a operacao realizada sobre a sexta
operacdo € analoga a resolucdo de uma equacédo de primeiro grau do tipo ax + b =

¢, tal como apresentamos na Figura 19.
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Figura 19 — Tratamento da 62 equacéo — Diade 3

H-5-H-4-&-33

/ﬁﬁ (@2 -..,Hx+_+‘:=3?x
}g+4+7{‘:=33

H11+12-33

¥ +23(-23)=33(-23)

\ ¥ +0=10 /

Fonte : Da autora.

Considerando os esquemas apresentados no Quadro 7, e com o auxilio do
esboco do tratamento apresentado na figura 19, inferimos que ao operarem sobre a
sexta equacdo a diade D3 manifestou: adicdo reiterada como multiplicacdo no
primeiro passo de resolucédo, adicdo pelo elemento oposto no quarto passo, e
elemento neutro da adicdo no quinto passo.

A proxima operacdo foi realizada sobre a terceira equacdo, para qual
construimos os esbocos dos esquemas considerando apenas 0s registros escritos
de E5 e E6, pois ndo foi possivel compreender o que esses estudantes
manifestaram oralmente por meio da gravacao de audio.

Como podemos observar no Quadro 7, para essa terceira equacado a diade
D3 recorreu a trés esquemas sucessivos. No primeiro, realizaram um isomorfismo de
medidas, no qual foi realizada uma multiplicacdo para determinar o valor de trés
simbolos vermelhos, a partir do valor de apenas um desse simbolo. No segundo
esquema, o resultado obtido no esquema anterior representa a medida inicial que foi
transformada para obter uma medida final. No terceiro e ultimo esquema, o resultado
obtido no esquema anterior representa um numero relacional, que transforma a
medida inicial, em uma medida final, sendo esta o valor do simbolo verde.

Dessa forma, mais uma vez observamos um tratamento analogo aos das
equacgles primeira e sexta e, portanto, inferimos a manifestacao de: adi¢ao reiterada
como multiplicacédo, adigéo pelo elemento oposto, e elemento neutro da adi¢ao.

Por fim, ainda que ndo tenham manifestado oralmente, a diade D3 apresenta
por escrito o tratamento referente a quarta equacdo. Como os valores de todos os
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simbolos ja foram determinados, entendemos que esta operacdo foi realizada
apenas para conferéncia dos resultados obtidos.

Por meio dos esquemas apresentados no Quadro 7, os quais foram
construidos a partir dos registros escritos de E5 e EB6, inferimos duas operacdes no
campo multiplicativo e duas no campo aditivo.

Primeiro, foi realizado um isomorfismo de medidas que consistiu em uma
multiplicacéo para determinar o valor de duas bombas, a partir do conhecimento do
valor de uma. Em seguida, o resultado obtido passou a representar a medida inicial
no segundo esquema que, ao passar por uma transformacgdo, resultou em uma
medida final. Essa medida final representa em um terceiro esquema uma medida
inicial.

No terceiro esquema, 0 numero relacional que transforma a medida inicial é
oriundo de um isomorfismo de medidas, por meio do qual se buscou determinar o
valor de dois simbolos vermelhos realizando, para isso, uma multiplicagdo. Por fim, a
medida final obtida corresponde ao valor total da quarta equacéo (46).

Assim, mais uma vez observamos um tratamento analogo ao de uma
equacao do primeiro grau com uma incognita e, assim, inferimos a adicéo reiterada
como multiplicacéo.

Além das caracteristicas operatdrias que identificamos ao descrevermos as
operacbes sobre cada equacdo, de maneira mais geral, evidenciamos a
manifestacdo de que: reconhecem que simbolos iguais correspondem a valores
iguais; a operacdo de uma equacédo do primeiro grau sO € possivel de ser realizada
quando se tem apenas uma incognita, sendo este inferido ao considerarmos a
ordem das equacdes em que a diade D3 escolheu operar; no tratamento de cada
operacdo da tarefa inferimos que a diade D3 reconhece o sinal de igualdade (=)
como uma relacdo entre quantidades, o que inferimos a partir da manifestacao de
utilizacdo de elemento oposto na adicdo em ambos os lados da igualdade e na
operacéo sobre a quarta linha para simples conferéncia; e, tanto nas manifestacoes
orais quanto escritas notamos que os estudantes E5 e E6 realizam corretamente as
operacOes de subtracdo, reconhecendo que nessa operacao subtrai-se o valor
menor do valor maior nas operacdes com numeros naturais.

Ainda, pudemos perceber no tratamento das equacdes a caracteristica
correspondente a propriedade associativa da adicdo. Afinal, ainda que de maneira

implicita, a diade D3 reconhece que se somarem primeiro um simbolo ou outro em
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cada equacdo, obterdo o mesmo resultado do que se somassem o valor dos
simbolos na ordem em que aparecem.

As caracteristicas que inferimos nos procedimentos de resolucao dos
estudantes participantes da pesquisa, caracteristicas estas baseadas em estudos
sobre o pensamento algébrico, sobretudo de Blanton e Kaput (2005), destacamos no
qguadro a seguir como unidades de analise desta pesquisa.

Quanto a estas unidades de analise, vale destacar que estas correspondem
apenas a agquelas que consideramos como pertinentes para atender nossos
objetivos com a pesquisa e, portanto, reconhecemos a existéncia de inesgotaveis
caracteristicas de procedimentos de calculo que podem ter sido manifestadas, mas

gue desconsideramos na presente pesquisa.

Quadro 8 — Sintese das unidades de analise

) Reconhecem que a adicdo de n parcelas iguais (adicdo reiterada) corresponde a uma
multiplicac&o do fator que se repete n vezes.

II) Utilizam a adig&do de n parcelas iguais (adi¢cdo reiterada), sem manifestar estabelecimento de
correspondéncia entre esta e uma multiplicacdo do fator que se repete n vezes.

[l) Realizam sobrecontagens envolvendo mdltiplos de 2 e multiplos de 5.

V) Utilizam o inverso multiplicativo de n para balancear equacdes do primeiro grau quando a
incognita é multiplicada por n.

V) Utilizam o elemento neutro da multiplicagdo nos inteiros (1), obtido apoés aplicagdo do inverso
multiplicativo de n em ambos os lados da igualdade.

VI) Utilizam o elemento oposto de n na adi¢do para balancear equac¢6es do primeiro grau quando a
incognita € somada por n.

VII) Utilizam o elemento neutro da adigcdo (0), obtido apds aplicagdo do elemento oposto de n em
ambos os lados da igualdade.

VIII) Realizam a comutatividade da multiplicagcdo com nimeros naturais, ou seja, n /i =m /n.

IX) Realizam a associatividade da adicdo com nimeros naturais, ou seja, (a+b) +c=a+ (b + c).

X) Reconhecem que na subtracao de nimeros naturais, subtrai-se 0 nUmero menor do maior.

XI) Utilizam a ideia de “falta” com frequéncia na subtracdo de nimeros naturais.

XIl) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em uma mesma equacao.

XIIl) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em equacdes diferentes.

XIV) Nao reconhecem que simbolos iguais correspondem a valores iguais em equac@es diferentes.

XV) Reconhecem que equagbes do primeiro grau s6 sdo possiveis de serem resolvidas quando
envolvem apenas uma incognita.

XVI) Consideram o sinal de “=" como representante de uma relacéo entre quantidades.

XVII) Consideram o sinal de “=" como indicacao do resultado entre operacoes.

Fonte : Da autora.
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4.3 A CATEGORIZACAO

4.3.1 As Categorias e Subcategorias

As unidades de andlise (Quadro 8) que elencamos a partir da exploragéo e
primeiras interpretacdes do corpus serdo organizadas em duas categorias a priori:
Invariantes Operatorios (I0) e Niveis de Generalidade (NG).

Estas categorias foram definidas a priori, sendo elas originérias dos principais
referenciais te6ricos em que se ampara a presente pesquisa: Vergnaud (Teoria dos
Campos Conceituais) e Radford (Niveis de Generalidade), respectivamente.

Estas categorias correspondem a analise textual discursiva que realizamos
nos procedimentos de calculo manifestados pelos estudantes participantes da

pesquisa, conforme ilustra 0 esquema a seguir.

Figura 20 — Categorias a priori da analise textual discursiva dos
procedimentos de calculo dos estudantes

CATEGORIAS

Invariantes Operatdrios

, (10)
Analise Textual

Discursiva dos J
procedimentos de
calculo dos estudantes

Niveis de Generalidade
(NG)

Fonte : Da autora.

I) Categoria |O: Invariantes Operatorios

Esta categoria compreende as caracteristicas relacionadas aos numeros,
operacbes e procedimentos de calculo em geral que sdo manifestados
constantemente pelos estudantes e que, por isso, podem ser considerados como

invariantes operatorios.
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Por usarem constantemente, ou seja, em diversas equac¢des da tarefa nao-
rotineira com a qual se envolveram, algumas caracteristicas comuns podem se
constituir como invariantes operatorios do tipo teoremas-em-acéo, 0s quais podem
ser verdadeiros ou nao.

De acordo com o exposto, podemos considerar que esta categoria
compreende todas as unidades de analise que foram elencadas. Dessa forma,
podemos considerar que as unidades de analise de nossa pesquisa sao invariantes
operatorios.

II) Categoria NG: Niveis de Generalidade

Nesta categoria sdo compreendidas as caracteristicas relacionadas aos
nameros, operacdes e procedimentos de calculo em geral que sdo manifestados
pelos estudantes, por diferentes meios semioticos, que permitem inferir o nivel de
generalidade em que cada estudante se encontra diante da tarefa em que se
envolve.

Esta categoria compreende cinco subcategorias: indugcédo ingénua; transicao
entre inducdo ingénua e generalidade aritmética; generalidade aritmética; transicao
entre generalidade aritmética e generalidade algébrica; e, generalidade algébrica
factual.

Dentre estas subcategorias, trés sdo consideradas como a priori: inducao
ingénua; generalidade aritmética; e, generalidade algébrica factual. Assim sao
consideradas por terem sido baseadas em niveis de generalidade defendidos e
elencados na teoria de Radford (2006).

As outras duas subcategorias, transicdo entre inducdo ingénua e
generalidade aritmética e transicdo entre generalidade aritmética e generalidade
algébrica, sdo consideradas como emergentes porque, ainda que baseadas na
teoria de Radford (2006), n&o sédo deste modo apresentados por este autor, mas sao
constituidas a partir de uma mescla de caracteristicas entre pares de niveis de
generalidade elencadas pelo autor. Assim, essa categoria € considerada mista.

Todas as categorias, subcategorias e unidades de andlise que foram
definidas para a presente pesquisa sao apresentadas na figura a seguir.



Figura 21 — Categorias, subcategorias e unidades de analise
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CATEGORIAS

Invariantes Operatdrios

(10) N3o ha subcategorias

Indugdo ingénua
Andlise Textual
Discursiva dos
‘ procedimentos de
L calculo dos estudantes

J

Transi¢do entre indugdo
ingénua e generalidade

aritmética
J

Riveis de((li\leGr;eralldade Generalidade aritmética

l

J

Transi¢do entre
generalidade aritmética
ke generalidade algébrica

factual

SUBCATEGORIAS

UNIDADES DE
ANALISE

Todas as XVIl unidades

Unidades II, XIV e XVII

Unidade XI

Unidades |, lll, IV, V, VI,
VII, VI, 1X, X, XI1, Xllle
XVI

J

Unidades |, IV, V, VI, VIII,
VIII, IX, X, XII, X1ll, XV e
( Xvi

Unidade XV

J
Generalidade algébrica

Fonte : Da autora.

Na sequéncia, descrevemos cada uma das subcategorias definidas, as

unidades de analise contempladas em cada uma delas e, ainda, apresentamos um

exemplo tendo em vista justificar e auxiliar o entendimento

subcategorias.

a) Subcategoria S;: Inducéo ingénua

Nesta subcategoria contemplamos unidades de anali

de cada uma dessas

se que nos permitem

inferir como sendo inferiores a generalidade aritmética, ou seja, consideramos as

unidades de analise cuja conclusdo ndo se baseia na percepcao de caracteristicas

comuns e na generalizagdo a outras situacdes familiares que se seguem.

Na subcategoria S; contemplamos as unidades de anali

se:
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« 1) Utilizam a adicéo de n parcelas iguais (adicao reiterada), sem manifestar

estabelecimento de correspondéncia entre esta e uma multiplicacdo do

fator que se repete n vezes;

* XIV) Nao reconhecem que simbolos iguais correspondem a valores iguais

em equacoes diferentes;

* XVII) Consideram o sinal de

operacoes.

como indicacdo do resultado entre

Quadro 9 — Exemplo de unidade de analise da subcategoria S;: Inducao Ingénua

Unidade de analise Excerto Justificativa
32 equacdo - (Diade 2)
“E3 — Vamos la! Dois com mais esse
verdinho... esse daqui é dificill Dez | Meésmo conhecendo o

XIV
Nao reconhecem que
simbolos iguais
correspondem a
valores iguais em

equacodes diferentes.

mais 10 mais 10, 30. Mais 15, 45... ndo
da... 20, 40, 60... ndo da também... 15,
30, 45...

E4 — D& para descobrir esse vermelho

no de baixo, né?

[E4 estava utilizando a adicdo dos
simbolos que eles ja sabiam o valor,
mas E3 o convenceu a analisar a
expressédo trés da qual ndo conheciam
todos os simbolos — Diario de Campo
de T2].

E4 — Quinze... 45, 47... 48, 49, 50, 51,

52! Vale 5 esse daqui!”

de

simbolos, o estudante E3

valor um dos
se deixa convencer por
E4 que ele deveria operar
sobre as equacbes de
maneira a desconsiderar
os valores de simbolos ja
obtidos

em equacoes

tratadas anteriormente.

Fonte : Da autora.

b) Subcategoria S,: Transicdo entre inducdo ingénua e generalidade

aritmética

Nesta subcategoria incluimos unidade de andlise que nos permitiu inferir a

apropriacdo de algumas ideias referentes a nUmeros ou operacdes, porém, que nao

representam relacbes e propriedades formais, tais como, comutatividade ou

associatividade. Desta forma, sdo invariantes que manifestam determinada ideia
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referente a nimeros ou operacdes, ideia esta que é aplicada em diversas situagdes
semelhantes, mas que nao caracteriza (ainda) uma propriedade que nos permitisse
considerar como generalizacéo aritmética.
Na subcategoria S, contemplamos a unidade de analise:
* XIl) Utilizam a ideia de “falta” com frequéncia na subtracdo de numeros

naturais.

Quadro 10 — Exemplo de unidade de analise da subcategoria S,: Transicdo entre
inducdo ingénua e generalidade aritmética

Unidade de analise Excerto Justificativa

62 equacdo — Diade 2 N
Os estudantes utilizam a

: ideia de “falta” nas
“E4 — Dez, se esse daqui valer 3, 13,
15, 17... operacdes de subtracao,

E3 — Perai, vamos somar os que nés ja | COmMo €& no caso do

sabemos. Dois com mais 10, 12, com | excerto exemplificado: a

Xl

Utilizam a ideia de

o mais... partr de 17, eles
falta” com E4 — 2 com 2, 4, mais 10, 14, mais 3, _
o determinam guantos
frequéncia na 17.

T2 — Deu 17 no resultado? faltam para 33.

E3 — Dezessete. Agora falta esse | A ideia de “falta” € uma
vermelho. Vaidar 16”. ideia referente a

subtracao de

ndmeros naturais

operacdo de subtracao,

[E possivel verificar que os alunos . -
N o . mas que ainda nao se
utilizam a ideia de “falta” para realizar

subtragbes e, além disso, utilizam com constitui, de acordo com
frequéncia contagens com os dedos — | Nossas inferéncias, como
Diario de Campo de T2 ]. uma propriedade

aritmética.

Fonte : Da autora.

c) Subcategoria Sz: Generalidade aritmética

Nesta subcategoria estdo envolvidos o0s invariantes operatérios que
correspondem a propriedades e relacbes de niumeros ou operacdes, consideracdes
do sinal de igualdade como uma relacdo entre quantidades, bem como o

reconhecimento de incognitas e variaveis e tratamento de equacfes, conforme
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caracteristicas de aritmética generalizada que sdo apresentas por Blanton e Kaput

(2005).

Na subcategoria S3 contemplamos as unidades de analise:

) Reconhecem que a adicdo de n parcelas iguais (adicdo reiterada)
corresponde a uma multiplicacao do fator que se repete n vezes;

[Il) Realizam sobrecontagens envolvendo multiplos de 2 e multiplos de 5;
V) Utilizam o inverso multiplicativo de n para balancear equac¢des do
primeiro grau quando a incégnita € multiplicada por n;

V) Utilizam o elemento neutro da multiplicacdo nos inteiros (1), obtido apods
aplicacao do inverso multiplicativo de n em ambos os lados da igualdade;
VI) Utilizam o elemento oposto de n na adicdo para balancear equacgdes do
primeiro grau quando a incégnita € somada por n;

VII) Utilizam o elemento neutro da adi¢cdo (0), obtido apds aplicacdo do
elemento oposto de n em ambos os lados da igualdade;

VIII) Realizam a comutatividade da multiplicagdo com numeros naturais, ou
seja, n Om =m [h;

IX) Realizam a associatividade da adicdo com numeros naturais, ou seja,
(@+b)+c=a+(b+c)

X) Reconhecem que na subtracdo de numeros naturais, subtrai-se o
namero menor do maior;

XIlI) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em
uma mesma equacao;

XIIl) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em
equacOes diferentes;

XVI) Consideram o sinal de “=" como representante de uma relacéo entre

guantidades.
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Quadro 11 — Exemplo de unidade de analise da subcategoria S3:. Generalidade

aritmeética
Unidade de andlise Excerto Justificativa
52 equacdo — Diade 1

“El — E agora a gente vai fazer... 0 5°,

porque ele tem quase todos os Os estudantes
Vil mesmos, s6 tem um que é diferente. .
o manifestam a
Realizam a T1 - E o que vocés vao fazer agora?

comutatividade da E1l — A gente vai somar dois mais ... é propriedade  comutativa
dois vezes o 4. da multiplicacdo com

multiplicagcdo com
ndmeros naturais, ou

seja,n M =m [h

E2 — Esse sininho aqui vale 8, porque 4
vezes 2 é 8.

E1l — Mas s6 que a gente teve que
descobrir qual que é esse [apontando
para o sino], e dai a gente fez 15
menos 8 para descobrir o valor do sino.

E o valor dosino é 7.”

=

s
v
M

RN

X

s A

Registro de E2:

nameros naturais (n /m =
m /[h), o que fica explicito
na fala e no registro

escrito de E2.

Fonte : Da autora.

d) Subcategoria Sg:
generalidade algébrica

Transicdo entre generalidade aritmética e

Na presente subcategoria as unidades de analise consideradas sdo aquelas

apresentadas na categoria de generalidade aritmética, com o diferencial de que,

agui consideramos aquelas que foram generalizadas para todas (ou quase todas) as

equacoOes da tarefa proposta.

Na subcategoria S4 contemplamos as unidades de andlise:

* 1) Reconhecem que a adicdo de n parcelas iguais (adicdo reiterada)

corresponde a uma multiplicacao do fator que se repete n vezes;

* 1V) Utilizam o inverso multiplicativo de n para balancear equacdes do

primeiro grau quando a incégnita é multiplicada por n;
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V) Utilizam o elemento neutro da multiplicacdo nos inteiros (1), obtido apods
aplicacao do inverso multiplicativo de n em ambos os lados da igualdade;
VI) Utilizam o elemento oposto de n na adicdo para balancear equagdes do
primeiro grau quando a incégnita € somada por n.;

VII) Utilizam o elemento neutro da adi¢cdo (0), obtido apds aplicacdo do
elemento oposto de n em ambos os lados da igualdade;

VIII) Realizam a comutatividade da multiplicagcdo com nimeros naturais, ou
seja, nm=m [n;

IX) Realizam a associatividade da adicdo com numeros naturais, ou seja,
(@+b)+c=a+(b+c);

X) Reconhecem que na subtracdo de numeros naturais, subtrai-se o
ndamero menor do maior;

XII) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em
uma mesma equacao;

XIIl) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em
equacOes diferentes;

XV) Reconhecem que equacdes do primeiro grau s6 sdo possiveis de
serem resolvidas quando envolvem apenas uma incognita;

XVI) Consideram o sinal de “=" como representante de uma relagcédo entre
guantidades.

Quadro 12 — Exemplo de unidade de analise da subcategoria S4: Transicdo entre

generalidade aritmética e generalidade algébrica

Unidade de andlise

Excerto Justificativa

Por este excerto, pudemos
inferir que os estudantes
VI manifestaram, entre outras

Utilizam o elemento
oposto de n na adigédo
para balancear
equacdes do primeiro
grau quando a
incognita € somada por
n

12 equacdo — Diade 1

“El — E agora da para fazer o 1°,

porque a gente vai fazer

35...

primeiro sete vezes o0 trés menos
35... é 35 menos o resultado, dai o

resultado menos 2.

propriedades e relacdes, a
propriedade de elemento
oposto de n na adicdo para
balancear equacdes do
primeiro grau quando a
incognita € somada por n.
Essa propriedade e
generalizada pelos mesmos
estudantes em outras
equacoes.

Fonte : Da autora.
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e) Subcategoria Ss: Generalidade algébrica factual
Nesta subcategoria envolvemos unidades de andlise que representam a
percepcdo de relagcdes mais complexas, para as quais 0s estudantes precisaram
analisar e envolver o carater indeterminado da algebra.
Na subcategoria Ss contemplamos a unidade de analise:
* XV) Reconhecem que equac¢des do primeiro grau sO séo possiveis de

serem resolvidas quando envolvem apenas uma incognita.

Quadro 13 — Exemplo de unidade de analise da subcategoria Ss: Generalidade

algébrica factual
Unidade de analise Excerto Justificativa
Os estudantes perceberam
XV que sO seria possivel
Reconhecem que 52 equacdo — Diade 2 resolver as equacoes
equacdes do primeiro quando estas possuem

grau so6 séo possiveis | “E1 — E agora a gente vai fazer... o | apenas um tipo de simbolo
de serem resolvidas | 5°, porque ele tem quase todos os | desconhecido (equacédo de

guando envolvem mesmos, SO tem um que € |primeiro grau com uma
apenas uma incognita | diferente”. incognita) e generalizou
essa percepgao para as
*Ver Figura 22 demais equacgdes da tarefa

proposta.

Fonte : Da autora.

Figura 22 — Trecho do registro de E1

Fonte : Da autora.
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4.3.2 Sintese da Analise das Informacgdes

De acordo com o exposto até entdo, apresentamos, na sequéncia, um quadro
sintese da andlise das informacbes obtidas na pesquisa, envolvendo nas
subcategorias da categoria Niveis de Generalidade (NG) as unidades de analise,
sobre as quais ja explicitamos como foram elaboradas: a partir da analise e
interpretacdo das informacdes obtidas por meio do esboco de esquemas inferidos a
partir de indicios manifestados em linguagem natural (transcricdo de gravacfes em
audio), em registros escritos e em observac¢des da pesquisadora e das testemunhas
registrados em diario de campo.

Além disso, ressaltamos que todas as unidades de analise estdo contidas na

categoria Invariantes Operatérios (10) 4.

Quadro 14 — Sintese da analise das informagdes

ANALISE TEXTUAL DISCURSIVA DOS PROCEDIMENTOS DE CAL CULO

Invariantes . .
. Niveis de Generalidade (NG)
Operatoérios (10)

S; S Ss3 Sy Ss
Todas as (O 11 1 AVZR VAR I PR AVARRVARR VA
unidades de I, XIV e Xl VI, VII, VIIL, | VII, VIII, X, XV
analise XVII IX, X, XII, X, X, X,
Xl e XVI XV e XVI

Fonte : Da autora.

No Quadro 14 podemos perceber que existem unidades de andlise que estao
contidas em mais de uma subcategoria e, isto é possivel, porque uma das
propriedades das categorias na analise textual discursiva € que nela ndo se aplica a
exclusdo mutua, ou seja, uma mesma unidade de analise pode ser categorizada em

mais de uma categoria.

* Por considerarmos gue todas as unidades de analise estdo contidas na categoria IO (Invariantes
Operatorios), a partir de agora nos referiremos as unidades de analise apenas como invariantes
operatorios.
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Nossas percepcdes e inferéncias sobre o motivo dessas unidades de analise
estarem contidas em mais de uma subcategoria, bem como outras compreensdes

possibilitadas por meio das analises realizadas, abordaremos na préxima secéao.

4.4 O CAPTAR DO NOVO EMERGENTE: EXPRESSAO DAS COMPREENSOES ATINGIDAS

Por meio da interpretacdo, inferéncia e analise sobre as informacdes
coletadas (corpus da pesquisa), verificamos que caracteristicas relacionadas aos
nameros, operacdes e, consequentemente, a procedimentos de célculo apresentam
propriedades e aspectos invariantes que estudantes, ainda que nao as conhegam
formalmente (por definicbes e teoremas), podem perceber e manifestar durante
envolvimento com tarefas matematicas.

Quando essas caracteristicas, ainda que ndo sejam propriedades verdadeiras
de numeros e operagfes, sdo utilizadas constantemente pelo estudante ao se
envolver com tarefas matematicas, podemos considerar que estas caracteristicas se
constituem como invariantes operatorios do tipo teoremas-em-agao.

Na presente pesquisa, investigamos caracteristicas que foram baseadas em
alguns autores cujos trabalhos tém como foco o estudo do pensamento algébrico,
sobretudo, nos baseamos em caracteristicas de aritmética generalizada de Blanton
e Kaput (2005), uma vez que buscamos, em primeira instancia, analisar
procedimentos de calculo dos estudantes participantes da pesquisa durante
envolvimento com uma tarefa ndo-rotineira.

No processo de andlise constatamos que as caracteristicas elencadas, as
quais foram constituidas como unidades de andlise, representavam teoremas-em-
acao, ou seja, podiam ser todas elas consideradas como invariantes operatorios.

Além disso, por meio da andlise destes invariantes operatérios e da maneira e
frequéncia com que estes foram utilizados, pudemos inferir sobre o nivel de
generalidade em que se encontravam cada diade de estudantes.

Analisando os niveis de generalidade atingidos por cada diade, comecando
pelas diades D1 e D3, uma vez que ambas as diades apresentaram manifestacfes
de procedimentos de célculo muito préximas, se considerarmos que, de acordo com
Radford (2006), na generalizacdo aritmética o estudante consegue perceber um
traco comum em termos (no caso, em equacdes) e reconhece que esse trago

comum aplica-se aos termos (equagdes) subsequentes, ainda que n&do expresse
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simbolicamente ou de maneira contextual esse traco comum, € possivel
considerarmos que este traco comum pode ser a ordem de equacdes escolhida
pelas diades D1 e D3 para operarem, visando determinar o valor de cada simbolo.

Evidenciamos, ainda, que estes estudantes perceberam que so6 seria possivel
determinar o valor de um simbolo em equa¢bes em que apenas o valor deste
simbolo era desconhecido, o que auxiliou os estudantes das diades D1 e D3
determinarem a ordem de equacdes que seriam tratadas.

Contudo, ao analisarmos as resolucdes das diades D1 e D3, e considerando
as ideias de Radford (2006), inferimos que estes estudantes manifestaram transitar
do nivel de generalizagdo aritmética para um nivel de generalizagcdo um pouco mais
elevado, o que consideramos como um nivel elementar de generalizacao algébrica.

Essa inferéncia é fundamentada ao considerarmos que Radford (2006)
defende que a generalizacdo algébrica envolve a percepcdo de regularidades, bem
como o carater indeterminado e analitico atribuido a &lgebra.

A primeira caracteristica (percepcédo de regularidades) € percebida quando
consideramos a ordem que as diades D1 e D3 escolheram operar, manifestando
que perceberam regularidades nas equagfes (que sé seria possivel operar em
equacdes em que apenas o valor de um simbolo era desconhecido) que, como ja
mencionamos, |lhes permitiram determinar a ordem em que estas deveriam ser
resolvidas.

Ainda, por meio do tratamento desses estudantes para cada equacao,
inferimos que envolveram o carater indeterminado e analitico da algebra, pois, para
que fosse possivel estabelecer a ordem em que operariam, foi necesséario, em
principio, analisar cada equacéo, o que permitiu aos estudantes das diades D1 e D3
obterem corretamente os valores de cada simbolo.

Ainda, durante o envolvimento com a tarefa proposta, as diades D1 e D3
manifestaram invariantes operatorios apenas em acfes concretas (RADFORD,
2006), ou seja, a generalidade ocorreu apenas sobre cada equacdo, ndo sendo
explicitada contextual ou simbolicamente, de maneira generalizada.

Dessa forma, consideramos que para a tarefa proposta os estudantes das
diades D1 e D3 manifestaram transitarem da generalizacdo aritmética para a
generalizacdo algébrica em nivel elementar, operando, no maximo, em nivel factual.

Quanto a diade D2, ao considerarmos que estes estudantes recorreram

diversas vezes a atribuicdo de valores para simbolos por meio da estratégia de
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tentativa e erro, poderiamos considerar que esses estudantes manifestaram o nivel
de inducéo ingénua (RARDFORD, 2006).

Contudo, inferimos que a diade D2 manifestou, durante envolvimento com a

tarefa proposta, um nivel de generalidade superior: a generalidade aritmética.

Para justificarmos essa inferéncia consideramos as ideias defendidas por

Blanton e Kaput (2005) sobre aritmética generalizada:

a) manifestaram explorar algumas propriedades e relacbes de numeros
naturais (realizacdo de sobrecontagens por meio de multiplos);

b) manifestaram explorar algumas propriedades e relagcées de operagdes com
nameros naturais (associatividade);

c) manifestaram o tratamento algébrico dos simbolos envolvidos nas
equacbes da tarefa proposta, uma vez que, diante de equacdes
envolvendo dois simbolos com valores desconhecidos (duas incognitas),
valores eram atribuidos para cada simbolo, porém, considerando que
valores muito grandes estipulados para um simbolo poderia néo satisfazer
a igualdade. Além disso, os estudantes da diade D2 reconheceram que
diversos valores diferentes poderiam ser atribuidos para ambos o0s

simbolos nesses casos, manifestando assim, a ideia de variavel.

Como justificativa podemos considerar, ainda, a Teoria dos Campos
Conceituais em conjunto com a Teoria de Radford sobre os niveis de generalidade:
ainda que um dos estudantes da diade D2 tenha percebido que os esquemas que
estavam utilizando estavam sendo ineficazes, deixou-se convencer pelo outro
estudante a manterem o mesmo esquema de tentativa e erro para determinarem os
valores de cada simbolo.

Assim, evidenciamos que o0s estudantes, diante da tarefa proposta, néo
manifestaram substituicdo ou modificagdo de esquemas de maneira a obterem
esquemas eficazes para determinar os valores de cada simbolo. Logo, de acordo
com Radford (2006), os estudantes ndo cumpriram com o terceiro componente da
generalizacdo algébrica: “[...] a de que o género ou objeto generalizado cristaliza-se
em um esquema, ou Seja, uma regra que prevé aquele como uma expressao de
qualquer termo da sequéncia [...].” (RADFORD, 2006, p. 15).
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Ainda, os estudantes da diade D2 manifestaram invariantes operatérios que
representam nivel de generalidade inferior ao aritmético, como ao considerarem o
sinal de igualdade como mero indicador do resultado de cada equacao.

Todavia, foi possivel inferir que houve momento em que a diade D2
manifestou certa transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica
factual: ao perceberem que em cada equagdo simbolos iguais correspondem a
valores iguais (unidade de analise Xll). Porém, permaneceram nesse nivel de
transicao, pois ndo manifestaram considerar que os simbolos iguais em equacdes
diferentes do mesmo modo possuem mesmos valores.

Em suma, pudemos constatar que, ainda que haja diferencas entre niveis de
generalidade, as diades D1, D2 e D3 manifestaram um aspecto em comum: todas
elas apresentaram trés invariantes operatorios que permitiram manifestar o nivel de
generalidade aritmética e a transicdo entre este nivel e o algébrico, conforme ilustra

a figura a seguir:

Figura 23 — Intersecc¢ao de invariantes operatérios entre as diades D1, D2 e D3

Fonte : do autor.

Antes de comentarmos sobre a Figura 23, retornaremos ao Quadro 14, pois
esta figura que foi apresentada nos auxiliou a compreender as informacdes que
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obtivemos por meio do Quadro 14, o qual apresenta uma sintese das andlises
realizadas na presente pesquisa.

Por meio do Quadro 14 pudemos perceber que existem unidades de analise
(as quais foram todas consideradas como invariantes operatérios) que estao
contidas, simultaneamente, em duas subcategorias:

* na subcategoria Sz (generalidade aritmética) e na subcategoria S,

(transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica);
* na subcategoria S, (transicao entre generalidade aritmética e generalidade

algébrica) e na subcategoria Ss (generalidade algébrica factual).

Isso se deve ao fato de ndo podermos afirmar com certeza se o estudante
manifestou generalizacfes apenas para as equacdes da tarefa aplicada ou se, para
outra tarefa semelhante, haveriam as mesmas manifestacbes. Nesse sentido,
consideramos que os estudantes podem se encontrar em um nivel de transicdo
entre generalizacdes ou j& se encontrar em determinado nivel de generalizagéo.

Dentre estes casos em que duas subcategorias contém mesmos invariantes
operatorios simultaneamente, destacamos as subcategorias S3; (generalidade
aritmética) e S, (transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica)
por dois motivos: primeiro, porque foram nessas subcategorias que obtivemos o
maior niumero de invariantes operatorios contidos e, segundo, porgue Sao nessas
duas subcategorias que se concentram 0s trés invariantes operatorios comuns entre
as diades D1, D2 e D3, que séo eles os invariantes IX (realizam a associatividade da
adicdo com numeros naturais, ou seja, (a+ b) + c=a + (b + ¢)), X (reconhecem que
na subtracdo de numeros naturais, subtrai-se o numero menor do maior) e Xl
(consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em uma mesma
equacao).

Estes invariantes operatérios em comum podem ser categorizados em ambas
as subcategorias porque representam generalizacdes aritméticas, de acordo com a
definicdo apresentada por Radford (2006), e porque foram generalizadas para todas
(ou quase todas) as equacOes contidas na tarefa n&o-rotineira com a qual os
estudantes se envolveram.

Por meio da Figura 23, pudemos ilustrar os invariantes operatorios em comum

entre as trés diades de estudantes, porém, a figura ndo nos permite retirar
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informacdes sobre os niveis de generalidade em que as diades manifestaram se
encontrar durante envolvimento com a tarefa ndo-rotineira.

Em contrapartida, por meio do Quadro 14, pudemos obter informacdes a
respeito dos niveis de generalidade em que se concentraram 0s invariantes
operatorios manifestados, mas nao nos permitiu analisar sobre as particularidades e
0S aspectos comuns entre as diades.

Comparando a Figura 23 e o Quadro 14 conseguimos inferir que, apesar das
particularidades de cada diade, é possivel perceber a manifestacdo de invariantes
operatorios que indicam que as diades se encontram em um momento de transicao
entre generalidade aritmética e algébrica, o que ajuda a explicar a grande
concentracdo de invariantes operatérios nas subcategorias Sz e S4. E, apesar de
haver um invariante operatério contido na subcategoria S; e Ss, compreendemos
gue nenhum dos estudantes manifestou, durante envolvimento com a tarefa
proposta, ja estar inserido integralmente no nivel de generalidade algébrica, mas
apenas em um nivel de transicdo cada vez mais préximo da generalidade algébrica
factual, cuja aproximacédo destacamos ao incluir tal invariante operatorio (XV) na

subcategoria Ss.
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s ——————————
CONSIDERACOES FINAIS

REFLEXOES E CONCLUSOES PAUTADAS NA PESQUISA

s ——————————

Apos percorrermos toda a trajetoria da presente pesquisa, retomamos a
guestdo que nos orientou durante todo o processo: estudantes do Ensino
Fundamental, quando submetidos a tarefas matematicas nao-rotineiras, manifestam
em seus procedimentos de calculo invariantes operatorios e niveis de generalidade?

No capitulo anterior, quando apresentamos as compreensfes que emergiram
a partir das analises realizadas sobre o corpus da pesquisa, divulgamos o que
evidenciamos durante todo o processo de analise. Agora, neste momento,
divulgaremos nossas reflexdes e conclusdes a respeito da problematica da pesquisa
em concordancia com as compreensdes que emergiram a partir das analises.

Vale ressaltar que, de maneira alguma, pretendemos finalizar esta discusséo,
sobretudo porque o0 que apresentaremos se constitui apenas como uma “[...] parte
visivel do iceberg [...].” (VERGNAUD, 2009, p. 19) desta pesquisa que pode ser
considerada como uma iniciativa para novos estudos relacionados as ineréncias
entre pensamento aritmético e pensamento algébrico.

Sendo assim, considerando as analises e as compreensdes que emergiram a
partir da investigacao realizada, tendendo responder a questdo que norteou toda a
presente pesquisa, evidenciamos que estudantes do Ensino Fundamental, mais
especificamente do 5° ano, ainda que ndo tenham tido antes contato com tarefas
potencialmente algébricas, o que nos permitiu considerar a tarefa aplicada como
nao-rotineira, sdo capazes de se envolver com este tipo de tarefa e, inclusive, sao
capazes de obter solucdes corretas para a mesma.

Para tanto, os estudantes utilizaram procedimentos de calculo que nos
permitiram evidenciar a colocacdo de esquemas em acdo, por meio dos quais
elencamos caracteristicas (Blanton e Kaput, 2005) operatérias que consideramos
como invariantes operatorios (teoremas-em-acao) devido a frequéncia e a maneira
com que estes foram utilizados em situagcbes semelhantes, ou seja, em outras
equacdes da tarefa ndo-rotineira proposta.

Ainda, pudemos constatar a possibilidade de inferir, a partir das

caracteristicas elencadas, o nivel de generalidade em que se encontravam 0s
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estudantes durante envolvimento com a tarefa nao-rotineira. E, neste aspecto,
concluimos que, durante envolvimento com a tarefa proposta, os estudantes
tenderam a estarem contidos em um nivel de transicéo entre generalidade aritmética
e generalidade algébrica.

Portanto, respondendo a questdo da pesquisa, corroboramos que tarefas nao-
rotineiras podem propiciar sim, manifestacdes de invariantes operatorios e niveis de
generalidade a partir dos procedimentos de célculo apresentados pelos estudantes
durante envolvimento com tal tarefa.

Essa afirmacédo pode ser justificada pelo fato de corroborarmos que, durante
envolvimento com a tarefa nao-rotineira, estudantes do 5° ano do Ensino
Fundamental que participaram da pesquisa manifestaram em seus procedimentos
de calculo a evidenciacao de caracteristicas invariantes relacionadas aos nameros e
as operacdes envolvidas na tarefa proposta, caracteristicas estas que foram
utilizadas repetidas vezes no decorrer desta tarefa, consistindo como invariantes
operatorios do tipo teorema-em-acdo, que podem ser verdadeiros ou falsos, mas
que sao considerados como verdadeiros pelo sujeito que os utiliza.

Estes invariantes operatdrios foram manifestados pelos estudantes por meio
de diversas representacdes, sobretudo, por meio da linguagem natural oral, que nos
permitiram inferir e esbocar possiveis esquemas evocados pelos estudantes durante
suas acdes enquanto se envolviam com a tarefa ndo-rotineira.

E este processo de evidenciacdo do que ha de invariante em objetos (no
caso, equacoOes) individuais e aparentemente distintos que consideramos como
generalizacdo, a qual pode ser caracterizada em diferentes niveis, desde o mais
elementar (inducéo ingénua) até o mais abstrato (generalidade algébrica).

Assim, consideramos que respondemos ao questionamento que propomos
para a presente investigagao, contudo, ao chegarmos ao final desta jornada de
pesquisa, outros gquestionamentos emergiram: tendo em vista que por meio de
tarefas ndo-rotineiras potencialmente algébricas é possivel que estudantes que
ainda ndo se iniciaram em algebra manifestem invariantes operatérios, bem como
niveis de generalidade em que se encontram por meio de seus procedimentos de
calculo, que tipos de tarefas ndo-rotineiras podem ser considerados como proficuos
para evidenciar essas manifestacdes? E, ainda, serd que a evidenciacdo e

interpretacdo destas manifestacdes podem contribuir de maneira significativa para
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aprendizagem de estudantes ao se iniciarem no estudo de &lgebra envolvendo
simbolos?

Estas, e outras questbes, permanecem em aberto devido ao tempo que nao
tinhamos disponivel para respondé-las, uma vez que, para isso, seria necessario dar
continuidade a pesquisa, aplicando e analisando outras tarefas e acompanhando de
maneira continua os estudantes participantes da pesquisa, sendo necessario
realizar um estudo longitudinal.

Entretanto, ao refletirmos sobre o que foi evidenciado nas analises e sobre a
questdo que propomos no inicio da investigacdo, pudemos concluir, de anteméao,
que propor situacdes andlogas a que realizamos na presente pesquisa pode
contribuir para que o professor de Matematica repense sua pratica, considerando a
possibilidade e relevancia de desenvolver o pensamento algébrico mais cedo a partir
da valorizagdo de procedimentos de calculo manifestados pelos estudantes, tendo
em vista que, a aritmética possui um carater potencialmente algébrico que precisa
ser explorado.

E, esse carater potencialmente algébrico da aritmética esta pautado,
sobretudo, na possibilidade de generalizacdo a partir da constatacdo de aspectos
invariantes dos numeros e das operagoes.

Dai a relevancia da triangulagéo tedrica que realizamos: foi a partir de nossas
inferéncias sobre caracteristicas de numeros e opera¢des manifestados por meio de
procedimentos de calculo, em que para tais inferéncias nos baseamos em estudos
sobre procedimentos de calculo, pensamento aritmético e pensamento algébrico,
gue evidenciamos invariantes operatérios, de acordo com a Teoria dos Campos
Conceituais (Vergnaud 1990, 1996, 2009), e que, por fim, inferimos niveis de
generalidade (Radford 2006) em que se encontravam 0s estudantes participantes da
pesquisa. Portanto, foi a partir de nossos estudos sobre os referenciais teéricos em
gue nos embasamos para realizar a presente pesquisa, que pudemos conjecturar
abordagens relacionadas a aprendizagem em Matematica, sobretudo a
aprendizagem inicial em algebra, a qual envolve conceitos que, em geral, estudantes

apresentam dificuldades e aversao.
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ANEXO A — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Tendo em vista a necessidade de coleta de dados para o desenvolvimento da dissertacdo
sobre invariantes operatorios e niveis de generalidade manifestados por estudantes dos
anos iniciais do Ensino Fundamental em tarefas néo-rotineiras, sob responsabilidade da
Prof2 Keila Tatiana Boni, com a orientagdo da Prof? Dra. Angela Marta Pereira das Dores
Savioli, declaro que consinto que o(a) mesmo(a) utilize parcial ou integralmente os registros
escritos e as gravacgdes de voz de seis estudantes do 5° ano de 2013 da Escola Municipal
José Brazil Camargo, a qual é participante do Projeto Educacdo Matemética de Professores
que Ensinam Matematica - Programa Observatoério da Educacado, podendo divulga-los em
publicacbes, congressos e eventos da area com a condicdo de que os estudantes sejam
citados apenas como participantes da pesquisa, garantido o anonimato no relato da

pesquisa.

Declaro ainda, que fui devidamente informado(a) e esclarecido(a) quanto a investigacdo que

sera desenvolvida.

Londrina, [ [/

NOME:

ASS.:




