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estudantes de licenciatura em matematica sobre sistemas de equacfes
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RESUMO

A presente dissertacdo tem por objetivo investigar processos de pensamento
matematico avancado manifestados em registros escritos de estudantes de
Licenciatura em Matematica em tarefas sobre Sistemas de Equacdes Lineares. Para
tanto, construimos uma Proposta de Avaliacdo Reflexiva sobre o conteudo
matematico em questéo constituida de trés partes, a qual foi aplicada em estudantes
da 4a série de um curso de Licenciatura em Matematica, em uma universidade
estadual publica do norte paranaense. Com uma abordagem, predominantemente,
qualitativa de carater descritivo-interpretativo buscamos nos registros escritos relatos
e indicios que assinalassem a presenca de processos de pensamento matematico
avancado, conforme Dreyfus (1991) e Resnick (1987), e um perfil conciso dos
participantes evidenciando a concepcdo de matematica no sentido de Thompson
(1997), e ainda indicios de atitudes de professor reflexivo a luz de Freire (2004 e
2011). Examinamos questdo por questdo de cada um dos participantes
inventariando seus conhecimentos e compreensdes acerca de Sistemas de
Equacdes Lineares. Entendemos que os participantes ja demonstram, em suas
resolucdes, serem conscientes de muitas interacdes que ocorrem durante o
processo de representacdo, mas ainda provavelmente Ihes faltem oportunidades
para desenvolverem atividades que os instiguem a formalizar e sintetizar diferentes
aspectos de um conceito ou tema matematico, acdo que de acordo com Dreyfus
(1991) favorece o processo de abstracdo matematica. As analises revelaram que de
dezessete participantes, apenas trés desses atingiram o processo de abstracdo
matematica, isto é, a capacidade de sintetizar, formalizar e generalizar pensamentos
matematicos. Ainda, inferimos que a maioria dos participantes apresentou uma Visao
platbnica da matematica no sentido de Thompson (1997).

Palavras-chave: Educacdo matematica. Sistemas de equacbOes lineares.
Pensamento matematico avancado. Concepc¢fes de matematica.
Pensamento algébrico.



BERTOLAZI, Katia Socorro. Knowledge and understanding revealed by
undergraduate students in mathematics on systems of linear equations. 2012.
227 f. Dissertation (Master's degree Science and Mathematics Education) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

ABSTRACT

This dissertation proposes to investigate advanced mathematical thinking processes
manifested in written records of undergraduate students in mathematics in tasks on
systems of linear equations. For this purpose we built a Proposal Evaluation
Reflexive about mathematical content in question consisted of three parts, which was
applied in the fourth grade students of a Bachelor's Degree in Mathematics in a
public state university of northern Parana. The approach is predominantly qualitative
descriptive-interpretative we seek evidence reports and written registers that indicate
the presence of advanced mathematical thinking processes, according to Dreyfus
(1991) and Resnick (1987), and a concise profile of the participants demonstrating
the conception of mathematic in the sense of Thompson (1997), and also evidences
of attitudes of reflective teacher in the light of Freire (2004 and 2011). For this, we
examined question by question for each of the participants inventorying their
knowledge and comprehensions about Linear Equations Systems. We understand
that the participants have indicated in their resolutions, be aware of many interactions
that occur during the process of representation, but still probably they lack
opportunities to develop activities that instigate to formalize and synthesize different
aspects of a mathematical concept or theme, action that according to Dreyfus (1991)
favors the process of mathematical abstraction. The analysis revealed from
seventeen participants, only three of them reached the process of mathematical
abstraction, that is, the ability to synthesize, formalize and generalize mathematical
thinking. Still, we infer that most participants had a platonic view of mathematics in
the sense of Thompson (1997).

Keywords: Mathematics education. Systems of linear equations. Advanced
mathematical thinking. Conceptions of mathematics. Algebraic thinking.
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INTRODUCAO

Uma das func¢des que se atribuem a professores de matematica é
estimular potencialidades cognitivas, por meio de pensamentos matematicos, que
podem ser desenvolvidos por estudantes mediante estudos e conexdes entre ideias
e conteudos matematicos, gerando novas possibilidades de desenvolvimento
intelectual, cultural e até mesmo socioeconomico.

De acordo com Dreyfus (1991) o pensamento matematico avancado
envolve muitos processos que interagem e que ocorrem simultaneamente na mente
de uma pessoa, e tal pensamento € dependente das experiéncias vivenciadas por
essa.

Nesta pesquisa contemplamos algumas reflexdes sobre processos
de pensamento matematico avancado conforme caracterizacdes de Dreyfus (1991) e
Resnick (1987). Temos como objetivo investigar processos de pensamento
matematico avancado manifestados em registros escritos de estudantes de
Licenciatura em Matemaética, em tarefas sobre Sistemas de Equacdes Lineares®. E
como pergunta norteadora: que manifestacbes de processos de pensamento
matematico avancado sdo reveladas em registros escritos de estudantes de
Licenciatura em Mateméatica ao resolverem tarefas sobre Sistemas de Equacdes
Lineares?

Na procura por referéncias de outras pesquisas concluidas
recentemente sobre Sistemas de Equacfes Lineares encontramos trés trabalhos:
Battaglioli (2008), Pantoja (2008) e Luccas (2004), sendo os mesmos voltados ao
Ensino Médio.

A presente pesquisa procura se diferenciar dessas outras
apresentadas em dois aspectos distintos: (i) o publico alvo € composto por
estudantes de Licenciatura em Matemética, potenciais futuros professores e, (ii)
procuramos desenvolver um conjunto de tarefas a qual denominamos por Proposta
de Avaliacdo Reflexiva que pudesse promover revelacdes sobre conceitos e
situacBes que envolvem Sistemas de Equacdes Lineares, e além disso suscitassem
reflexbes a respeito de algumas situagbes inerentes ao processo de ensino e de
aprendizagem. Chamamos o0 conjunto de questbes de Proposta de Avaliacdo

! Contetido considerado relevante pela comunidade académica e pelo curriculo escolar tanto na
Educacéo Bésica quanto no Ensino Superior.
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Reflexiva, em que consideramos avaliagcdo no sentido de retorno de conhecimento
desses estudantes e reflexiva por conta que incentivard consideracdes sobre
processos de entendimento de alguns assuntos especificos.

A presente pesquisa procura relacionar processos e caracteristicas
de pensamento matematico avancado explicitados por estudantes de Licenciatura
em Matematica as suas visdes particulares de matematica, uma vez que muitos dos
aspectos cognitivos desenvolvidos por uma pessoa estdo atrelados as suas
experiéncias vivenciadas. Assim como Thompson (1997), acreditamos que as
concepcodes - conjunto de crencas, preferéncias e visbes - mesmo que de forma suitil
podem ter um papel relevante na formac&do docente. Desse modo, buscamos
também conhecer concepg¢fes pessoais dos participantes dessa pesquisa sobre
algumas de suas experiéncias académicas, questionando-os sobre suas crencas,
preferéncias e visdes que remetem, em certa medida, ao contexto social a qual
estdo inseridos. Destaques também para Freire (2004) e Lorenzato (2010) sobre
aspectos relativos a pratica docente.

Ainda, considerando que a Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolve
Sistemas de Equacdes Lineares, sentimos a necessidade de tratar de algumas
caracteristicas do pensamento algébrico, e para isso nos amparamos em Ponte et al
(2009), Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) , Lins e Gimenez (1997). Ja para tratar
sobre o conteudo matematico em si, Sistemas de Equacdes Lineares, utilizaremos
como referenciais teéricos Lima (1993), Poole (2004), Anton e Busby (2006). A
seguir, apresentamos a organizacao da estrutura textual desta pesquisa, a qual esta
dividida em seis capitulos.

No capitulo | tratamos da problematica que possibilitou evidenciar
algumas razdes para o desenvolvimento de uma pesquisa de carater qualitativo
sobre Sistemas de Equacdes Lineares, voltada para a formacao inicial do professor.
Esse conteddo matematico apresenta mdltiplas faces permitindo atividades
matematicas de cunho algébrico e geométrico, faz parte tanto do curriculo da
Educacdo Basica quanto do Ensino Superior, além de possuir diversas
aplicabilidades nas mais diferentes areas do conhecimento.

Ja o Capitulo Il tem por finalidade apresentar os referenciais teéricos
em gue nos apoiamos tanto para construir como também para conduzir as analises

sobre a Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes
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Lineares. Destaques para Dreyfus (1991), Resnick (1987), Freire (2004), Lins e
Gimenez (1997), Thompson (1997).

Em seguida, no capitulo Ill abordamos alguns aspectos conceituais
envolvendo Sistemas de Equacfes Lineares. Destaques para a discusséo e visao
geométrica de sistemas de equacdes de ordem trés e, alguns meétodos algébricos
resolutivos tais como escalonamento e Regra de Cramer.

Sequencialmente, no capitulo IV expomos o0s procedimentos
metodologicos que utilizamos para conduzir e organizar tal pesquisa. Com uma
abordagem de carater descritivo-interpretativo seguimos as caracteristicas da
investigacdo qualitativa no sentido de Bogdan e Biklen (1994). Além disso,
apresentamos as caracterizacdes dos sujeitos de pesquisa e a descricdo detalhada
do processo de coleta de dados.

Prosseguindo, no capitulo V descrevemos a construcao justificada
da Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacles Lineares, a
qual foi dividida em trés partes. A Parte | contempla questdes que visam retratar
aspectos relacionados ao perfil dos participantes da pesquisa. A Parte Il aborda
elementos conceituais e didaticos a respeito de Sistemas de Equacles Lineares,
enquanto a Parte Il trata de aspectos matematicos envolvendo tal conteudo,
trazendo questdes especificas que demandam pensamento matematico avangado.

Dando continuidade, apresentamos no capitulo VI os resultados
encontrados por meio da concretizacdo dessa pesquisa. Destaques para as analises
especificas de cada uma das partes da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, revelando
a concepcéo de matematica de cada um dos participantes no sentido de Thompson
(1997), bem como as manifestacdes de processos de pensamento matematico
avancado conforme Dreyfus (1991) e Resnick (1987).

E por fim, tecemos as considerac¢des finais que emergiram por meio
de reflexdes das analises realizadas mediante 0s registros escritos dos participantes,
0s quais foram obtidos em virtude da aplicacdo da Proposta de Avaliacdo Reflexiva

envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares.
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1 PROBLEMATICA DE PESQUISA

A presente pesquisa surgiu em decorréncia de inquietagcdes que
apareceram mediante estudo de textos que tratavam de pensamento matematico
avancado.

Para Domingos (2006, p. 1) os niveis de insucesso elevados na area
do ensino e da aprendizagem de matematica podem ser explicados “pela falta de
compreensao de muitos dos conceitos matematicos que sdo ensinados, desde o 1°
Ciclo até ao Superior”, uma vez que estes “apresentam um grau de complexidade
acrescido necessitando de recorrer a um pensamento matematico avancado”.

A comunidade de pesquisadores que investigam o0 pensamento
matematico avancado ndo apresentam um consenso sobre essa tematica.

Resnick (1987) afirma que ndo é possivel definir com exatiddao o
pensamento matematico avancado, mas que podem ser elencadas algumas
caracteristicas que concernem a este, por exemplo, ndo é algoritmo, tende a ser
complexo e envolve incertezas. Para Tall (2002) a possibilidade de definicdo formal
e deducdo sdo fatores que distinguem o pensamento matematico avancado do
pensamento matematico elementar, sendo isso possivel a partir do Ensino Superior.

JA para Dreyfus (1991) uma caracteristica distintiva entre o
pensamento avancado e pensamento elementar é a complexidade envolvida nos
processos de gerenciamento e tratamento referentes aos processos de pensamento.

Baseando-se nas caracteristicas de pensamento matematico
avancado de Resnick (1987) e Dreyfus (1991) desenvolvemos uma pesquisa com
estudantes de 4a série de um curso de Licenciatura em Matematica. Para tanto,
temos como objetivo investigar manifestacbes de processos de pensamento
matematico avancado em registros escritos dos mesmos, em tarefas envolvendo
Sistemas de Equacdes Lineares, por conta desse conteudo apresentar diferentes
aplicabilidades, além de possuir representacdes algébricas e geométricas. E
relevante destacar que esses autores trabalham dentro de uma perspectiva
cognitivista, isto €, o objetivo de estudo € o modo pelo qual estudantes tratam e
compreendem objetos mateméticos independentemente da forma com que sao
apresentados.

Nesse sentido, Dreyfus (1991) afirma que a reflexdo sobre a propria

experiéncia matematica € um aspecto relevante para o desenvolvimento cognitivo e,
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tal reflexdo é caracteristica do pensamento matematico avancado, reflexdo essa que
0 autor gostaria de “ver” mais nos estudantes de matematica avancada, como
também de modo especial nos professores de matematica de Ensino Médio. Mas,
relata que o modo habitual que alguns professores formadores escolhem para
ministrar suas aulas de matematica, valorizando de forma exagerada o formalismo
atrelada a longas sequéncias expositivas, n&o oportunizam trabalhos de
investigacdo e reflexdes sobre conteddos matematicos apresentados durante um
determinado curso, porque oferecem o produto matematico pronto e acabado.
Algumas pesquisas de Lorenzato (2006) indicam que na licenciatura
alguns conteudos de matematica sdo tratados pelo método dedutivo, repleto de
demonstracdes, enquanto que o que consta nos programas de Ensino Fundamental
e Médio é que esses conteudos devem ser abordados pelo método indutivo, repleto

de atividades experimentais. Em uma recente publicacédo esse autor nos afirma que:

Considerando que ninguém consegue ensinar 0 que ndo sabe,
decorre que ninguém aprende com aquele que da aulas sobre o que
nao conhece. Mesmo quando os alunos conhecem menos que um
professor que da aulas sem dominio do assunto, eles percebem, no
minimo, a inseguranga do professor. Qual seria nossa reagdo, num
aeroporto, ao tomarmos conhecimento de que o piloto de nosso voo
nao conhece bem como nos conduzir? [...]. Reconhecemos que o0
educando tem o direito de receber do professor um correto contetdo
tratado com clareza, e, para que isso possa acontecer, é
fundamental que o professor conheca a matematica e sua didatica
(LORENZATO, 2010, p. 3).

Concordamos com Lorenzato (2010, p. 52) que s&o necessarias
algumas mudancas no curriculo universitario, especialmente aqueles voltados para a
Licenciatura de Matematica, pois de acordo com esse autor “[...] o curriculo do curso
universitario de matematica € concebido e moldado para formar o pesquisador em
matematica e ndo o professor para atuar no Ensino Fundamental ou Médio”.
Entretanto, Ernest (1989) alerta que reformas no ensino de matemética ndo podem
ocorrer desconsiderando as concepcgbOes (crencas, preferéncias, visdes) dos
professores sobre matematica que ja estdo arraigados no processo de ensino e de
aprendizagem.

Diante das consideragcdes mencionadas anteriormente, acreditamos
que estudantes de Licenciatura em Matematica - potenciais futuros professores de

matematica - necessitariam ter um espaco durante o curso de graduacdo para
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praticarem reflexdes, discussdes e atividades de investigacdo sobre alguns
conteudos matematicos considerados fundamentais por documentos oficiais
brasileiros® que devem ser ministrados tanto na Educac&o Béasica quanto no Ensino
Superior.

Nesse sentido, 0 objetivo dessa pesquisa € investigar processos de
pensamento matematico avancado manifestados em registros escritos de
estudantes de Licenciatura em Matematica em tarefas sobre Sistemas de Equacdes
Lineares®.

Para tanto, a pergunta norteadora €: que manifestacbes de
pensamento matematico avancado sdo reveladas em registros escritos de
estudantes de Licenciatura em Matematica ao resolverem tarefas sobre Sistemas de
Equac0es Lineares?

A fim de responder a pergunta de pesquisa elaboramos uma
Proposta de Avaliacdo Reflexiva, envolvendo tarefas tanto de Sistemas de
Equacdes Lineares quanto algumas de carater pessoal sobre o processo de ensino
e de aprendizagem, organizado na forma de questionario e posteriormente aplicado

para os participantes da mesma.

1.1 PROBLEMATICA ENVOLVENDO SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Inegavelmente, uma das razdes pelas quais optamos por Sistemas
de Equacdes Lineares consiste no fato deste conteddo relacionar-se com outros de
multiplas formas tanto no ambito da prépria matematica quanto em outras areas do
conhecimento. Esse conteldo se faz presente tanto nos curriculos de Ensino Médio
quanto nos de Ensino Superior, sendo pré-requisito e direcionando o estudo de
véarios tépicos relacionados a Algebra Linear, ainda auxilia e apoia o estudo de

Geometria Analitica®. Possui aplicabilidades em diversas areas do conhecimento,

Z parametros Curriculares Nacionais - PCN (2000), Orienta¢des Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCN+ (2002), Orientacdes Curriculares do
Ensino Médio - OCEM (2006).

® Contetido considerado relevante pela comunidade académica e pelo curriculo escolar tanto na
Educacéo Basica quanto no Ensino Superior.

* Geometria analitica: é o estudo da Geometria pelo método cartesiano (DESCARTES, 1596-1650),
gue em Ultima analise consiste em associar equagfes aos entes geométricos, e do estudo dessas
equagBes (com o auxilio da Algebra, portanto) tirar conclusdes a respeito daqueles entes
geomeétricos. [...] do ponto de vista da Geometria Analitica conhecer ou determinar um plano trata-se
de conhecer ou determinar sua equagédo (CAMARGO; BOULOS, 2005, p.x).
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como por exemplo: quimica, balanceamento de equacdes quimicas; informatica,
analise de métodos numéricos; fisica, analise de fluxo de redes elétricas; nutricao,
construcdo de cardapios para dietas especificas; economia, modelos econdmicos de
Leontief que analisam estruturas de precos de equilibrio e a respectiva producéo
necessaria para satisfazer a demanda, entre outros.

Em relacdo a Sistemas de Equacdes Lineares, Leon® (2011) relata a
extensa aplicabilidade desse conteldo matematico na mais nova edi¢cdo de seu livro

“Algebra Linear com aplica¢des”, segundo o autor:

Provavelmente o problema mais importante na matematica € o da
resolucdo de um sistema de equacdes lineares. Mais de 75% de
todos os problemas matematicos encontrados em aplicacbes
cientificas e industriais envolvem a resolu¢cdo de um sistema linear
em algum estagio. Usando métodos modernos da matematica, é
frequentemente possivel reduzir um problema sofisticado a um
simples sistema de equacgbes lineares. Os sistemas lineares
aparecem em aplicacbes em &reas como negocios, economia,
sociologia, ecologia, demografia, genética, eletrnica e fisica (LEON,
2011, p. 1).

Em consonancia com Leon (2011) outros autores defendem a
relevancia do estudo de Sistemas de Equagdes Lineares, como por exemplo, Dorier
et al. (2002), Lima (1993) e Anton e Busby (2006).

Lima (1993) em um artigo intitulado “Sobre o Ensino de Sistemas de
Equacbes Lineares” publicado na Revista do Professor de Matemética n° 23,
publicacdo conhecida pela sigla RPM, que de agora em diante serd adotada neste
texto, descreve o0 porqué da importancia do conteudo Sistemas de Equacdes
Lineares figurar no curriculo escolar, e ainda faz um alerta sobre a abordagem
enfadonha dada para este assunto. Segundo o autor, os sistemas de equagdes

lineares:

constituem um topico de grande interesse pratico. Seu estudo é
acessivel aos estudantes, pois ndo requer o emprego de conceitos
sutis ou complicados. Além disso, pode servir como ponto de partida
para diversas teorias matematicas relevantes e atuais. Por estes trés
motivos, € mais do que justa sua inclusdo nos curriculos escolares.
Entretanto, sua abordagem nos compéndios adotados em nossas

® Steven J. Leon é professor reitor do Departamento de Matematica da Universidade de
Massachusetts, em Dartmouth, EUA. E diretor do projeto denominado em inglés por “Augmeting the
Teaching of Linear Algebra through the Use of Software Tools” (ATLAST) do Comité Educacional de
Algebra Linear.
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escolas é, na maioria das vezes, obsoleta, arida e desmotivada. Em
certos casos, até mesmo contém erros matematicos de fato (LIMA,
1993, p. 8).

Alguns dos erros que Lima (1993) se refere estdo associados, por

bY

exemplo, a abordagem inadequada que alguns livros didaditos de matematica
apresentam sobre a utilizacdo da Regra de Cramer para se realizar a discussao de
um Sistema de Equacdes Lineares. Discutir um Sistema de Equac¢des Lineares
significa entender se tal sistema apresenta uma Unica solugéo, infinitas solu¢cées ou
nenhuma solucgéao.

Ja Anton e Busby (2006), autores que trabalham com Ensino
Superior, em um de seus livros intitulado “Algebra Linear Contemporanea” se
posicionam sobre a variedade de aplicabilidades dos Sistemas de Equacbes

Lineares, afirmando que:

Sistemas lineares com milhares de variaveis, ou até com milhdes de
variaveis, ocorrem nas engenharias, na analise econbmica, nas
imagens de ressonancia magnética, na analise de fluxo de trafego,
na previsdo do tempo e na formulagdo de decisfes e de estratégias
comerciais (ANTON; BUSBY, 2006, p. 59).

Jean-Luc Dorier et al (2002), grupo de pesquisadores franceses, que
tém entre seus principais interesses de pesquisa a Algebra Linear, declaram em um

de seus artigos, intitulado “Some comments on the role of proof in comprehending

and teaching elementary linear Algebra by F. Uhlig”® que:

[...] aprender algebra linear requer que os estudantes olhem para
diferentes conceitos aprendidos anteriormente do campo da
matematica e tente distanciar-se a fim de ter uma atitude reflexiva em
relacdo ao que ja sabem. Por exemplo, n6s e Uhlig compartilhamos a
ideia de que uma reflexdo sobre o processo de resolucdo dos
sistemas de equacles lineares é um importante ponto de partida
para um acesso mais formal sobre as ideias da algebra linear
(DORIER et al.,2002, p. 186)’.

® Algumas observacdes sobre o papel da prova na compreensdo e ensino elementar de Algebra
Linear por F. Uhlig.

" [...] learning linear algebra requires that students look back to different previously learned fields of
mathematics and step aside in order to have a reflective attitude towards what they already know.
For instance, we share with Uhlig the idea that reflecting upon the solvability of systems of linear
equations is an important starting point in order to access more formal ideas in linear &lgebra
(DORIER et al., 2002, p. 186).
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Nesse artigo, Dorier et al. (2002) afirmam ser adequado aos
estudantes de matematica adquirir um bom nivel técnico em resolver sistemas de
equagles lineares, antes de comecgar o processo de ensino e aprendizagem de
algebra linear. Nesse mesmo contexto, aconselham que os métodos de resolucao
relacionados aos determinantes devem ser evitados por conta do tecnicismo que
pode mascarar algumas ideias.

A reflexdo sobre a resolugcéo de Sistemas de Equacdes Lineares,
conforme Dorier et al. (2002, p. 187), consiste em “uma etapa essencial para
preparar os estudantes para o conceito formal de dependéncia linear e fazé-los
refletirem sobre o processo de solucdo e suas acfGes quanto a solugcdo de um
sistema de equacdes lineares”, apoiando o estudo de topicos de matematica
avancada.

As Orientacfes Curriculares do Ensino Médio (2006), denominadas
agora em diante pela sigla OCEM, publicadas pelo MEC - Ministério da Educacéo e
Cultura - indicam e trazem recomendacdes quanto ao tratamento matematico a ser
explorado em relagéo aos Sistemas de Equacgdes Lineares, esse documento declara

que:

No estudo de sistemas de equacdes, além de trabalhar a técnica de
resolucdo de sistemas, € recomendavel colocar a algebra sob o olhar
da geometria. A resolucéo de um sistema 2 x 2 de duas equacgdes e
duas variaveis pode ser associada ao estudo da posicao relativa de
duas retas no plano. Com operacgfes elementares simples, pode-se
determinar a existéncia ou ndo de solucdes desse sistema, 0 que
significa geometricamente os casos de intersecc¢do/coincidéncia de
retas ou paralelismo de retas. A resolucdo de sistemas 2 x 3 ou 3x 3
também deve ser feita via operacdes elementares (0 processo de
escalonamento), com discussdo das diferentes situacdes (sistemas
com uma Unica solucdo, com infinitas solu¢cbes e sem solugdo).
Quanto a resolucdo de sistemas de equacdo 3 x 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada, pois € um procedimento custoso (no
geral, apresentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que sO permite resolver os sistemas
guadrados com solugéo Unica. Dessa forma, fica também dispensado
o0 estudo de determinantes (OCEM, 2006, p. 77-78).

E relevante destacar que nas recomendacdes ja supracitadas em
nenhum momento se orientam um tratamento de carater geométrico para Sistemas

de Equacdes Lineares 3x3, como se faz para o de 2x2. Temos convic¢ao de que um
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tratamento geométrico aliado ao algébrico ampliaria a compreensdo do estudante

sobre esse assunto e poderia minimizar algumas dificuldades.

De forma sintetizada, levantamos algumas razfes pertinentes para

um estudo de carater qualitativo sobre Sistemas de Equacdes Lineares, voltado para

a formacéao inicial do professor, por que:

possuem uma extensa aplicabilidade dentro da matematica, com
foco especial para Algebra Linear e Geometria Analitica,
conteudos matematicos que exigem um pensamento matematico
avancado, pois requerem formas distintas de representacao
matematica, capacidade de sintetizar e gerenciar conceitos,
atitudes que podem promover a abstracdo matematica, grau de
desenvolvimento cognitivo apreciado e desejado por aqueles que

se dedicam ao estudo profissional e amador da Matemaética;

sdo utilizados em varias areas do conhecimento, como por
exemplo, na fisica, na informatica, na quimica, na indulstria e
comércio, na economia dentre outras, para a resolucdo de

problemas;

estdo inseridos tanto nos curriculos escolares da Educacao Basica
quanto no Ensino Superior, e neste ndo apenas no curso de
Matematica, mas nos cursos de engenharias de modo geral,
cursos relacionados a manipulacdo de tecnologias de informatica

avancada, fisica entre outros;

figuram entre um dos conteldos considerados basicos de
matematica, portanto o professor de matematica necessita
conhecé-lo com profundidade, pois este se constitui ferramenta
matematica acessivel para a resolucdo de inUmeras situacoes,

tanto na Educacdo Béasica quanto no Ensino Superior;

permitem um trabalho com enfoque algébrico e geométrico

simultaneamente, assim sendo de significativa relevancia para
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promover pensamento matematico avancado, ja que pode ser
explorado por meio de representacfes matematicas variadas,
exigindo a manipulacdo de diversos conceitos matematicos

simultaneamente.

Diante do que apresentamos até aqui, a Proposta de Avaliacédo
Reflexiva sobre Sistemas de Equacbes Lineares para investigar processos de
pensamento matematico avancado aborda aspectos conceituais e didaticos
pertinentes a esse conteddo, contemplando questbes que tratam de visao
geométrica tanto no plano quanto no espaco, e ainda situacfes que exigem do
estudante uma reflexdo acurada quanto a resolugcdo de problemas envolvendo

aplicacOes desse contelldo matematico.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A finalidade deste capitulo € apresentar os referenciais tedricos em
que nos apoiamos tanto para construir como também para conduzir as anélises
sobre a Proposta de Avaliacdo Reflexiva.

Apresentamos a visdo de Dreyfus (1991) sobre os processos do
pensamento mateméatico avancado que nos guiara durante o desenvolvimento das
andlises. Abordaremos algumas caracteristicas do pensamento matematico
avancado que ja foram tratadas por alguns autores tais como: Resnick (1987),
Dreyfus (1991) e Tall (2002), e concomitantemente explicitamos as razfes da
escolha pela teoria de Dreyfus (1991) e Resnick (1997) e ndo a de Tall (2002).

Além disso, Freire (2004, 2011) e Lorenzato (2010) serdo os
referenciais que nos subsidiardo em aspectos gerais inerentes aos processos de
ensino e de aprendizagem. Thompson (1997) nos auxiliara na compreensdo de
concepcdes da matematica. Utilizaremos Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), Lins e
Gimenez (1997), Ponte et al (2009) para tratarmos de elementos e caracteristicas
intrinsecas ao pensamento algébrico. Ainda, nos basearemos em Lima (1993), Poole
(2004), Anton e Busby (2006) para tratar conceitos especificos envolvendo Sistemas

de Equacdes Lineares.

2.1 0 PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO

Resnick (1987) denomina o que chamamos por pensamento
matematico avancado de pensamento de ordem superior. A referida autora expde
em seu livro “Education and Learning to Think” (1987), logo nas primeiras paginas
gue nao é possivel definir com exatiddo o pensamento de ordem superior, mas que

podem ser elencadas algumas caracteristicas que concernem a este, tais como:

= € ndo algoritmico, ou seja, 0 caminho da acdo ndo é totalmente

especificado com antecedéncia;
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» tende a ser complexo®, isto é, o percurso total ndo é “visivel”
(mentalmente falando) a partir de um Unico ponto de vista;

» geralmente rende varias solugbes, cada uma com custos e
beneficios, ao invés de solugdes Unicas;

= envolve julgamentos e interpretacdes sutis;

» envolve a aplicacdo de varios critérios, que, por vezes, conflitam
uns com 0S outros;

= geralmente envolve incerteza, nem tudo o que se tem na tarefa
proposta € conhecido;

» envolve a auto-regulacdo do processo de pensamento, quer dizer,
nds ndo reconhecemos pensamento matematico avancado em um
individuo quando esse "pergunta” pelos passos que deve sequir;

= envolve um sentido imposto, a estrutura encontra-se em aparente
desordem;

= ¢ trabalhoso, ha um trabalho mental consideravel envolvido nos

tipos de elaboracdes e julgamentos necessarios.

Ja para Tall (2002), a possibilidade de definicdo formal e deducao
sdo fatores que distinguem o pensamento matematico avancado do pensamento
matematico elementar. Esse autor também alerta que a graduacdo apresenta a
forma final da teoria deduzida, em vez de permitir ao estudante participar do ciclo
criativo. Skemp (1971), citado por Tall (2002), afirma que as abordagens atuais de
ensino oferecidas na graduacdo de matematica tendem a dar pronto aos estudantes
0 produto do pensamento matematico, em vez de instiga-los ao processo de se
pensar em matematica.

Ainda, conforme Tall (2002), a matematica € um conhecimento
cultural compartilhado e h&a aspectos que sdo dependentes do contexto. Assim, esse
autor alerta que qualquer teoria da psicologia do pensamento matematico deve ser
vista no contexto da atividade mental que o sujeito desempenha, bem como o meio

cultural que esse esta inserido.

& Complexo no sentido que abrange ou encerra muitos elementos, partes ou processos, podendo ser
considerado sob varios pontos de vista. O pensamento matematico avancado é complexo também
no sentido de ser refinado e apurado envolvendo sutilezas e abstragdes.
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Tall (2002) explica que os termos generalizacdo e abstracdo sao
usados em matematica, tanto para designar 0s processos em que 0S conceitos sao
vistos num contexto mais amplo, bem como também para compreender os produtos
desses processos. Para esse autor a abstracdo € um objeto mental muito diferente,
pois é definido por uma lista de axiomas exigindo uma reorganizacdo mental macica.

Ainda de acordo com Tall (1995) o pensamento matematico
avancado envolve o uso de estruturas cognitivas produzidas por uma variedade de
atividades matematicas para a construcao de novas ideias que desenvolvem e
ampliam um sistema cada vez maior de teoremas e relacbes que podem ser
estabelecidas. O referido autor afirma que € essencial distinguir entre a matematica
elementar, (incluindo a geometria) em que os objetos sdo descritos e matematica
avancada, na qual os objetos sdo definidos. Em ambos os casos, a linguagem é
usada para formular as propriedades dos objetos, mas no aspecto elementar a
descricdo matematica € construida a partir da experiéncia com o objeto. Em
matematica avancada, as propriedades do objeto sdo construidas a partir da
definicdo, fato esse que provoca grandes dificuldades de acomodacdo para os
iniciantes em matematica avancada.

O pensamento matematico avancado, conforme Tall (1995), é
inspirado por conceitos imagem, formalizado por conceitos definicdo e deducodes
l6gicas.

Mesmo concordando em alguns pontos com Tall (1995, 2002),
adotaremos a concepcéo de Dreyfus (1991) e algumas caracteristicas de Resnick
(1997), porque esses autores levam outros aspectos em consideracdo para
caracterizar o pensamento mateméatico avancado, ndo se restringindo a formalizacao
e a deducdo de conceitos matematicos. Desse modo, admitem ser possivel
desenvolver pensamento mateméatico avancado mesmo em topicos que tratam de
matematica elementar, como por exemplo, problemas presentes em olimpiadas de
matematica.

Sendo assim, apresentaremos ha proxima secdo a concepcdo de
Dreyfus (1991), sobre pensamento matematico avancado, a qual utilizaremos nessa

pesquisa.
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2.2 A CONCEPCAO DE DREYFUS (1991)

Dreyfus (1991) discute em seu artigo intitulado “Processos do

Pensamento Matematico Avancado®

algumas ideias que nos permitem
compreender caracteristicas desse tipo de pensamento. Para esse autor, uma
caracteristica distintiva entre o pensamento avancado e pensamento elementar € a
complexidade e como sao tratados. A distingdo explicita consiste na forma de como
a complexidade envolvida nos processos de pensamento € gerenciada.

A representacdo e abstracdo sdo dois processos considerados
eficientes por Dreyfus (1991) para se construir e gerenciar um pensamento
matematico avangado.

No processo de representacdo exige-se conhecimento e
manipulacdo de simbolos, traducdo de enunciados, isto €, transitar entre
representacdes diferentes para um mesmo conceito matematico, além de modelacao
matematica. JA o processo de abstracdo requer generalizacdo e capacidade de
sintese de conceitos.

Pensamento matematico avancado, de acordo com Dreyfus (1991),
consiste em uma sequéncia de varios processos interagindo simultaneamente entre
si obtidos por meio de representagéo, visualizacdo, generalizagao, relacionados a
outros processos como classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar, abstrair
ou formalizar. Esse autor ainda afirma que € importante para o professor de
matematica ser consciente destes processos, a fim de compreender algumas das
dificuldades enfrentadas pelos estudantes.

Dreyfus (1991) destaca que o processo de reflexdo sobre a prépria
experiéncia matematica € relevante para o desenvolvimento cognitivo sendo esse de
particular importancia na solu¢do de problemas néo triviais, isto é, que ndo seguem
uma sequéncia de procedimentos matematicos padronizados para se chegar a
solugdo. Tal reflexdo constitui uma caracteristica marcante do pensamento
matematico avancado, sendo esperada tanto em estudantes de matematica
avancada, como também de modo especial nos professores de matematica de

Ensino Médio.

® “sAdvanced Mathematical Thinking Processes”.
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A matematica e os aspectos psicolégicos de um processo raramente
podem ser separados, sendo assim, segundo Dreyfus (1991) ndo héa distincao nitida
entre muitos dos processos basico e avancado do pensamento mateméatico, mesmo
que a matematica avancada seja mais centrada nas abstracdes de definicdo e
deducdo. Muitos desses processos considerados ja estdo presentes em criangas
pensando sobre conceitos elementares de matematica.

Davis (1988), citado por Dreyfus (1991), afirma que os produtos da
atividade de dezenas de matematicos estdo sendo “ensinados” em sua forma final,
por isso a maioria dos estudantes ndo ganha a introspeccdo necessaria nos
processos que levaram matematicos a construir estes produtos. Esse cenario induz
procedimentos de aprendizagem matematica que sdo chamados de rituais, e atribui
a isso ao relativo sucesso que alguns estudantes alcancam ao passar em testes de
selecédo, apesar dos erros grotescos que carregam em sua formacdo matematica.
Para Dreyfus (1991, p. 28):

[...] o que mais os estudantes aprendem em seus cursos de
matematica € realizar um grande numero de procedimentos
padronizados, expressos em formalismos definidos com precisédo
para a obtencéo de respostas as classes claramente delimitadas de
questdes de exercicio. Eles adquirem a capacidade de executar,
embora muito mais lenta, o tipo de operagcdo que um computador
pode realizar, por meio de um programa adequado, como
Mathematica. Eles terminam com uma quantidade consideravel de
conhecimento matematico, mas sem a metodologia de trabalho do
matematico, isto é, a falta de know-how que lhes permite utilizar os
seus conhecimentos de uma forma flexivel para resolver problemas
de um tipo desconhecido para si mesmos *°.

Nesse sentido, entendemos que a forma como a matematica, na
maioria da vezes, é ensinada ndo abre oportunidade ao estudante para que este
tenha condicbes de chegar ao pensamento matematico avancado, ou seja, 0S
conhecimentos sdo explanados de modo mecanico, sem se preocupar com aspectos

relacionados a processos de reflexdo sobre o conceito que esta sendo exposto.

19 1...] what most students learn in their mathematics courses is, to carry out a large number of
standardized procedures, cast in precisely defied formalisms, for obtaining answers to clearly
delimited classes of exercise questions. They thus acquire the capability to perform, albeit much
slower, the kind of operation which a computer can perform by means of a suitable program such as
Mathematica. They end up with a considerable amount of mathematical knowledge but without the
working methodology of the mathematician, that is they lack the know-how that allows them to use
their knowledge in a flexible manner to solve problems of a type unknown to them (DREYFUS, 1991,
p. 28).
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Para ilustrar o cenério dos tais "rituais matematicos", Dreyfus (1991)
apresenta os resultados de um estudo conduzido por Mason Selden e Selden,
(1989) em um curso tradicional de célculo na Universidade Tecnologica do
Tennessee. O estudo mostrou que estudantes obtiveram pelo menos uma nota C,
apesar de terem sido ensinados em pequenos grupos por professores experientes e
auxiliares de ensino. Esses estudantes foram presenteados com cinco problemas
moderadamente complexos que poderiam ser resolvidos com as técnicas que
estavam a sua disposicdo, entretanto os problemas foram formulados de uma forma
que estava um pouco fora do padrdo, por exemplo: “Encontre pelo menos uma
solucdo para a equacdo 4x° - x* = 30 ou explique por que ndo existe solucao”
(DREYFUS, 1991, p.27).

A funcéo f (x) = 4x% - x* tem um valor maximo de 27 e, portanto,
nenhuma solugcdo para a dada equacdo existe. Embora os
estudantes no estudo fossem perfeitamente capazes de realizar a
discussdo necessaria da fungéo, eles ndo conseguiram responder a
pergunta dada. A situacdo foi semelhante em relacdo aos outros
guatro problemas. De fato, os autores afirmam que nenhum
estudante entendeu o problema corretamente. A maioria nao
conseguiu fazer nada (DREYFUS, 1991, p.27)*.

Isso nos permite inferir que os conteudos ensinados durante o curso
de calculo talvez ndo oportunizou uma reflexdo sobre processos de pensamento
matematico, dessa forma, o que se aprendeu foram simplesmente técnicas de
calculo.

Passamo-nos agora a tratar na préxima secdo sobre processos
envolvidos na representacdo do pensamento matematico avancado conforme
Dreyfus (1991).

2.2.1 Processos Envolvidos na Representacao

O processo de representacdo € central para a aprendizagem e para

0 pensamento matematico e se deve considerar as experiéncias pessoais, porgue

" The function f(x)=4x*-x* has a maximum value of 27 and thus no solution to the given equation
exists. Although the students in the study were perfectly capable to carry out the required function
discussion, they could not answer the question as given. The situation was similar with respect to the
other four problems. Infact, the authors state that not one student got an entire problem correct. Most
couldn't do anything (DREYFUS, 1991, p. 27).
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cada um pode pensar no mesmo conceito, mas de diferentes modos dependendo do
contexto que se esta inserido. Tais diferencas frequentemente levam a situacdes em
gue os estudantes sao incapazes de compreender seus professores, e vice-versa.
Pois, de acordo com Dreyfus (1991, p. 31) “quando falamos ou pensamos sobre um
grupo, uma integral, uma aproximacao, ou a respeito de qualquer outro objeto do
processo matematico, cada um de nds o relaciona com algo que temos em mente
[.]%2.

Dentre os processos mentais envolvidos na representagéo, figuram
a compreensdo e a manipulacdo de simbolos. Os simbolos envolvem as relacdes
entre 0s signos e significados, que servem para fazer um conhecimento pessoal
implicito - o sentido - explicito em termos simbdlicos. Para Dreyfus (1991, p. 31) “a
representacdo simbolica € externamente escrita ou falada, geralmente com o
objetivo de tornar a comunicacdo sobre o conceito mais simples™>.

Conforme indica Lorenzato (2010, p. 44) “foi justamente o
simbolismo que internacionalizou a linguagem matematica, possibilitando que a
matematica fosse compreendida sem equivocos pelos matematicos de qualquer
pais”. Para expressar a complexidade, mas ao mesmo tempo a universalidade da

linguagem matemaética, apresentamos um exemplo simples da utilizacdo simbdlica:

VxR |0<x <17 isto &, todos os nimeros reais que sejam maiores que zero e
simultaneamente menores que um.

Dessa forma, os simbolos utilizados na linguagem matematica
podem se tornar um fator que dificulta o processo de ensino e de aprendizagem
matematica. Lorenzato (2010) sugere aos professores que esses organizem um
glossario de termos e simbolos conforme vao aparecendo ao longo do
desenvolvimento dos conteddos matematicos.

Ainda sobre os processos mentais envolvidos na representacao de
um conceito matematico destaca-se a visualizacdo. Conforme Dreyfus (1991), a
visualizacdo € um processo pelo qual as representacdes mentais podem vir a ser.
Ainda segundo esse autor, as representacdes mentais sdo geradas sobre a base de

sistemas de representacdes concretas, dessa forma, uma pessoa pode gerar, assim,

2 When we talk or think about a group, an integral, an approximation, about any mathematical object
or process at all, each one of us relates to something we have in mind [...]. (DREYFUS, 1991, p.
31).

A symbolic representation is externally written or spoken, usually with the aim of making
communication about the concept easier (DREYFUS, 1991, p. 31).

13
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uma unica ou varias representacdes mentais concorrentes para 0 mesmo conceito
matematico. Assim, inferimos que para se gerar uma representacdo mental é
necesséario estabelecer relagbes entre conceitos e conteudos e desse modo,
conceber a imagem mental (visualizacdo) de um conceito matematico.

Concordamos com Dreyfus (1991) sobre o fato de ser comum entre
estudantes universitarios a ocorréncia de imagens mentais pobres, por exemplo,
sobre o conceito de funcdo, pois esses parecem pensar apenas em termos de
férmulas, mesmo sendo capazes de recitar definicdes a respeito da teoria. Desse
modo, “a menor mudanca na estrutura de um problema, ou até mesmo em sua
formulagdo, pode bloquea-los completamente” (DREYFUS, 1991, p. 32)*.

O processo de representagdo mental envolve mais uma acgao
cognitiva: a traducao, esta relaciona-se com o fato de o estudante saber transitar
entre diferentes representacbes matematicas para um mesmo conceito. Por
exemplo, compreender caracteristicas de uma funcdo seja esta dada por meio de
sua representacdo algébrica, grafica ou tabular. Dreyfus (1991) admite que nédo €
simples de ensinar e nem de se aprender o processo de mudanca de diferentes
representacées para um mesmo conceito matematico, porque a estrutura desse
pensamento é complexa. Contudo, salienta que uma abordagem possivel € a
aplicacdo sistemética de varias representacdes no ensino, enfatizando o processo
de mudanca desde o inicio de um estudo de um determinado conteddo matematico.

Nesse sentido, as imagens graficas geradas pelos softwares
computacionais tém oferecido uma contribuicdo interessante e significativa para o
tratamento de alguns temas mateméticos, tais como fungdes, calculo diferencial
integral e equagOes diferenciais, entre outros. Dreyfus (1991) nos indica um exemplo
classico de traducédo envolvido no processo de representacdo quando se trata de
aplicabilidades. Segundo esse autor, o0os estudantes, em sua maioria, ficam
apreensivos quando sao solicitados a resolver situacbes que envolvem aplicagdes.
O autor exemplifica isso em termos de equacdes diferenciais aplicadas a circuitos

elétricos, segundo 0 mesmo:

O estudante ndo sO precisa entender o contexto dos problemas
aplicados, por exemplo, um circuito elétrico, mas o mais importante,
precisa estabelecer uma correspondéncia estreita e clara entre as

4 The slightest change in the structure of a problem, or even in its formulation, may completely block
them (DREYFUS, 1991, p. 32).
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quantidades referidas em termos de circuitos elétricos e quantidades
referidas em termos de equacdes diferenciais. Esta correspondéncia
pode ser Obvia para o professor, mas para o estudante a construgcao
do esquema mental adequado é uma tarefa &rdua que precisa ser
apolisada por uma acao explicita do professor (DREYFUS, 1991, p.
33)™.

Ainda a respeito do processo de representacdo mental de um
conceito matematico destaca-se a modelagem, termo esse que se refere a busca de
uma representacdo matematica para um processo nhao matematico. Neste caso,
"significa a construcdo de uma estrutura matematica ou teoria que incorpora
caracteristicas essenciais do objeto do sistema, ou processo a ser descrito"
(DREYFUS, 1991, p.34)".

Complementando o significado de modelagem, Bassanezi (2002)
afirma que:

Modelagem Matematica € um processo dinamico utilizado para a
obtencdo e validacdo de modelos matematicos. E uma forma de
abstracdo e generalizacdo com a finalidade de previsdo de
tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagdes da realidade em problemas matematicos cujas
solucdes devem ser interpretadas na linguagem usual (BASSANEZI,
2002, p. 24, destaque do proprio autor).

Em sintese, o processo de representacdo envolve a compreensao e
a manipulacéo de simbolos, a visualizacdo, a traducdo e a modelagem .

Na proxima secdo apresentaremos 0S processos envolvidos na
abstracdo do pensamento matematico avancado conforme a concepc¢éo de Dreyfus
(1991).

2.2.2 Processos Envolvidos na Abstracao
A abstracdo é entendida por Dreyfus (1991, p. 34) como 0 processo

mental relevante para se construir e consolidar o pensamento matematico avancado.

O autor afirma que “se o estudante desenvolve a habilidade de conscientemente

!> Not only does the student need to understand the context of the applied problems, e.g. an electric
circuit, but more importantly, he needs to establish a close and clear correspondence between
quantities referred to in terms of electric circuits and quantities referred to in terms of differential
equations. This correspondence may be obvious to the teacher, but for the student the construction
of the appropriate mental schemata is a difficult task which needs to be supported by explicit teacher
action (DREYFUS, 1991, p.33).

16 1..] it means constructing a mathematical structure or theory which incorporates essential features
of the object, system or process to be described (DREYFUS, 1991, p.34).
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fazer abstracdes a partir de situacfes matemaéticas, ele alcangcou um nivel avancado
de pensamento matematico” e ainda complementa que “atingir essa capacidade de
abstrair pode muito bem ser o objetivo principal da educacdo matematica avancada”
(DREYFUS, 1991, p. 34)"".

Nesse sentido, a generalizacdo é definida por Dreyfus (1991) como
sendo a acdo de se derivar ou induzir algo a partir de indicacdes, para identificar
pontos em comuns e para expandir dominios de validade. O autor nos apresenta um

exemplo para defender sua ideia:

Um estudante pode saber por experiéncia que uma equacéo linear
em uma variavel tem uma solucdo, e que "a maioria dos" sistemas de
duas (trés) equacOes lineares em duas (trés) variaveis tém uma
solucdo Unica. Esse entdo, pode generalizar isso para sistemas de n
equacles lineares com n variaveis. Mais importante ainda, com
orientacdo adequada, ele (a) pode ser levado a analisar o significado
de ‘mais’ para n = 2 e n = 3 na declaragdo acima, formular uma
condicdo adequada, e generalizar também esta condi¢ao para n >3.
Neste processo, precisa-se fazer a transicdo entre 0s casos
particulares de n = 1, 2, 3; para n geral, € preciso identificar as
condicbes em que n = 2 e n = 3 tém em comuns, e conjecturar; em
seguida, determinar que o dominio de validade da concluséo ‘nédo ha
uma Unica solucdo’ pode ser estendido as n generalizacdes
(DREYFUS, 1991, p. 34)*,

Desse modo, pode-se compreender que a generalizagdo ¢é
importante na medida em que estabelece um resultado para uma grande classe de
casos.

J4 em se tratando do processo de sintetizar, este de acordo com
Dreyfus (1991) consiste em meios para combinar ou compor partes de tal modo que
forma um todo. Este conjunto, muitas vezes equivale a mais que a soma de suas

partes. Por exemplo, em algebra linear, os estudantes geralmente aprendem um

7 )f a student develops the ability to consciously make abstractions from mathematical situations, he
has achieved an advanced level of mathematical thinking. Achieving this capability to abstract may
well be the single most important goal of advanced mathematical education (DREYFUS, 1991, p.
34).

'® A student may know from experience that a linear equation in one variable has one solution, and
that “most” systems of two (three) linear equations in two (three) variables have a unique solution.
(S)he may then generalize this to systems of n linear equations in n variables. More importantly,
with appropriate guidance, (s)he may be led to examine the meaning of “most” for n=2 and n=3 in
the above statement, formulate it as an appropriate condition, and generalize also that condition to
n>3. In this process, one needs to make the transition from the particular cases of n=1, 2, 3 to
general n, one needs to identify what thecondtions for n=2 and n=3 have in common, and to
conjecture and then establish that the domain of validity of the conclusion “there is a unique
solution” can be extended to general n (DREYFUS, 1991, p. 34).
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bom numero de fatos isolados sobre ortogonalizacdo de vetores, diagonalizacdo de
matrizes, transformacdes de bases, solucdo de sistemas de equacdes lineares,
dentre outros. Mais tarde no processo de aprendizagem, espera-se que todos esses
fatos ndo relacionados anteriormente se fundem em uma Unica imagem, dentro da
qual estdo todos interligados e compostos. Entretanto, para iniciar o trabalho de
sintese de um conceito matematico se faz necessario uma quantidade consideravel
de trabalho detalhado com os conceitos e operacdes que o envolve.

Entretanto, Dreyfus (1991) aponta um fato comum que ocorre em
aulas de matematica, isto é, o professor se preocupa muito em dar explicacdes (e €
cobrado por isso) do que em instigar o estudante a organizar e sintetizar o0s

conhecimentos novos com aqueles ja adquiridos anteriormente. Segundo 0 mesmo:

em uma aula pratica muitas vezes nao se coloca esfor¢o suficiente
no processo de sintese. Enquanto os detalhes sdo explicados em
pormenores pelo professor e exercitado pelo estudante, poucas ou
nenhuma atividades séo destinadas a levar o estudante a sintetizar
os diferentes aspectos de um conceito, e ainda menos, conceitos
diferentes dentro de um dominio ou mesmo em diferentes dominios
(DREYFUS, 1991, p. 34)*.

Dreyfus (1991) toca em um ponto delicado que em certa medida
desestimula o trabalho de reflexdo que o professor por vezes tenta construir em sua
sala de aula: a falta de paciéncia dos estudantes para resolver ou pensar em um
exercicio ou problema de matematica. Conforme o autor "os estudantes,
especificamente os estudantes do Ensino Médio que lidam bem com matematica,
acreditam que a solucédo de um problema de matematica, normalmente deve ter um
minuto, e nunca mais de dez [...] (DREYFUS, 1991, p. 36) %°.

O processo de abstracdo matematica requer paciéncia e assimilacao
(no sentido de memorizacdo) de muitos conceitos matematicos por parte do
estudante, além de estar intimamente ligado com a generalizacdo e a capacidade de

sintetizacdo. Porém, nem generalizar e sintetizar demandam tanto esforgo e

19 Classroom practice often does not put enough stress on this process of synthesis. While the details
are explained at length by the teacher and exercised by the student, few if any activities are
designed to lead the student to synthesize different aspects of a concept, and even less different
concepts within a domain or even different domains (DREYFUS, 1991, p. 34).

% students, specifically high school students who do well in mathematics, believe that solving a
mathematics problem should typically take one minute, and never more than tem [...] (DREYFUS,
1991, p. 36).
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empenho cognitivo quanto realizar um trabalho de abstracdo. Dreyfus (1991) define

que:

Abstrair é antes de tudo um processo de construcdo - a construcao
de estruturas mentais a partir de estruturas matematicas, ou seja, de
propriedades e relagbes entre objetos matematicos. Este processo é
dependente do isolamento de propriedades adequadas e
estabelecimento de relacdes. Requer a capacidade de deslocar a
atencdo dos objetos em si para a estrutura das suas propriedades e
relacdes. Tal atividade mental construtiva por parte de um estudante
é fortemente dependente de sua prépria atencdo, sendo que se
centra sobre as estruturas que estdo a fazer parte do conceito
abstrato, e desviam-se dos que sdo irrelevantes no contexto
pretendido, a estrutura se torna importante, enquanto detalhes
irrelevantes sdo omitidos, reduzindo assim a complexidade da
situacdo (DREYFUS, 1991, p. 37)*.

Ja4 Bassanezi (2002, p. 27) define abstracdo como sendo um
“procedimento que deve levar a formulacdo dos Modelos Matematicos”, e deve levar
em consideracao as seguintes acodes: (i) selecao de variaveis, (ii) problematizacao
numa linguagem propria da area que se esta trabalhando, isto é, “um problema se
constitui em uma pergunta cientifica quando explicita a relacdo entre as variaveis ou
fatos envolvidos em um fendmeno” (BASSANEZI, 2002, p. 28); (iii) formulacdo de
hipéteses e, (iv) simplificacdo, porque em muitas vezes um problema nédo apresenta
a menor possibilidade de estudo ou compreensdo em razdo da complexidade que
apresenta.

Nesse sentido, Dorier et al (2002) explicitam, por exemplo, que para
aprender &lgebra linear € preciso compreender aspectos relacionados a
generalizacdo e abstracdo de conceitos matematicos envolvidos por caracteristicas
gue exigem a utilizacdo de uma linguagem matematica formal, e indicam que um
caminho para se iniciar a compreensdo de algumas ideias consiste na reflexdo de
processos de resolucdo de Sistemas de EquacOes Lineares. Segundo esses

autores:

L Abstracting is first and foremost a constructiveprocess - the building of mental structures from
mathematical structures, i.e. from properties of and relationships between mathematical objects.
This process is dependent on the isolation of appropriate properties and relationships. It requires
the ability to shift attention from the objects themselves to the structure of their properties and
relationships. Such constructive mental activity on the part of a student is heavily dependent on the
student's attention being focussed on those structures which are to form part of the abstract
concept, and drawn away from those which are irrelevant in the intended context; the structure
becomes important, while irrelevant delails are being omitted thus reducing the complexity of the
situation (DREYFUS, 1991, p. 37).
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a unificagdo e a generalizacdo de um conceito (ou teoria) €
caracterizado pelo fato de que esse ndo surgiu essencialmente para
resolver um novo tipo de problema de matemética (como a derivada
ou a integral, por exemplo). A sua construcdo e sua utilizacdo pelos
matematicos foram motivados sim pela necessidade de unificar e
generalizar métodos, objetos e ferramentas, que tinham sido
desenvolvidas de forma independente em diversas &reas. Portanto, o
formalismo ligado a um conceito de unificacdo e a generalizacéo é
constitutivo da sua existéncia e construcdo. Isso significa que o
formalismo ndo é apenas uma pura conveniéncia da linguagem ou da
comunicacgdo, mas é parte inevitavel da natureza do proprio conceito.
(DORIER et al, 2002, p. 186)*.

Segundo Dreyfus (1991), o caminho para o professor chamar a
atencao dos estudantes sobre as propriedades e relacbes que sao relevantes para a
abstracdo pretendida deve ser permeado de exemplos que permitem aos estudantes
identificarem pontos comuns e tracar relagdes entre conceitos, recorrendo a imagens
visuais apropriadas que puderem ser construidas a respeito de um determinado
conceito matematico, estas sdo susceptiveis de servirem como apoio conveniente
para os estudantes envolvidos no processo de abstrair.

Dreyfus (1991) estabelece em seu artigo uma relagcdo entre a
representacéo e a abstrac&do. O autor afirma que:

representacdo e abstracdo sd0 assim processos complementares,
em sentidos opostos: por um lado, um conceito muitas vezes é
abstraido de varias das suas representacfes, por outro lado as
representacdes sdo sempre representacfes de um conceito mais
abstrato (DREYFUS, 1991, p. 38)%.

Em suma, a generalizacédo e a capacidade de sintetizacdo sédo dois
processos apontados por Dreyfus (1991) que colaboram para o desenvolvimento da

abstracdo matemética.

22 A unifying and generalizing concept (or theory) is characterised by the fact that it did not emerge
essentially to solve a new type of problems in mathematics (like the derivative or the integral for
instance). Its creation and its use by mathematicians were motivated rather by the necessity to unify
and generalise methods, objects and tools, which had been independently developed in various
fields. Therefore the formalism attached to a unifying and generalizing concept is constitutive of its
existence and creation. This means that the formalism is not just a pure convenience of language or
communication, but is an unavoidable part of the nature of the concept itself. (DORIER et al, 2002,
p. 186).

23 Representing and abstracting are thus complementary processes in opposite directions: On the one
hand, a concept is often abstracted from several of its representations, on the other hand
representations are always representations of some more abstract concept (DREYFUS, 1991, p.
38).
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Entretanto, o autor admite que 0s processos de representacdo e
abstracdo figuram entre 0s mais importantes para 0 pensamento matematico
avancado, no entanto, sao apenas alguns entre 0S muitos processos que devem e
podem ocorrer nas interacées e ligacbes em cadeias que podem também incluir a
descoberta, a intuicédo, a verificacao, as provas, a definicdo, entre outros.

Bassanezi (2002) corrobora com ideias de Dreyfus (1991) ao

explicitar que:

0 objetivo fundamental do 'uso' de matematica é de fato extrair parte
essencial da situacdo-problema e formaliza-la em um contexto
abstrato onde 0 pensamento possa ser absorvido com uma
extraordinaria economia de linguagem. Desta forma, a matemética
pode ser vista como um instrumento intelectual capaz de sintetizar
ideias concebidas em situagdes empiricas que estdo quase sempre
camufladas num emaranhado de variaveis de menor importancia
(BASSANEZI, 2002, p. 18).

Todos o0s processos envolvidos no pensamento matematico
avancado citado por Dreyfus (1991) demandam reflexdes tanto da parte do
estudante quanto do professor, além de exigir responsabilidade e comprometimento
de ambos no processo de ensino e de aprendizagem. De acordo com Dorier et al
(2002) para atingir a meta de ter estudantes refletindo sobre suas proprias acdes é
essencial fazer-lhes perguntas como: O que acontece se...? Por que isso acontece?
Como isso ocorre? O que € verdadeiro aqui?

Complementando, Lorenzato (2010, p. 16) explicita algumas acdes
especificas que o professor deve realizar para apoiar o desenvolvimento cognitivo de
seu estudante, por exemplo, escuta-los e observa-los, mas entre essas figuram a
acdo de auscultar o estudante, isto €, “analisar e interpretar os diferentes tipos de
manifesta¢cdes dos alunos”.

A seguir, apresentamos um quadro-sintese sobre os processos
envolvidos no pensamento matematico avancado conforme a concepcéo de Dreyfus
(1991).
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Quadro 1 — Processos envolvidos no Pensamento Matematico Avancado baseado
em Dreyfus (1991)

Processos envolvidos no Pensamento Matematico Avancado
REPRESENTAGCAO

Analisar, classificar, conjecturar, definir, descobrir, induzir, intuir, manipular simbolos,

modelar, reconhecer simbolos, traduzir, verificar, visualizar.
ABSTRACAO

Generalizar, formalizar, sintetizar, provar.

Para as analises dos registros escritos dos participantes
consideraremos que houve manifestacbes de pensamento matematico avancado
conforme caracterizacdes de Dreyfus (1991) e Resnick (1987) se forem observadas
algumas dessas acoes:

mapresentar definicdo ou caracteristicas envolvendo um conceito

matematico com clareza, podendo aparecer simultaneamente tanto
definicdo quanto caracteristica;

massociar conceitos distintos dentro de um mesmo conteudo

matematico, essa a¢ao evidenciaria representacdes mentais ricas;
sclassificar equacdes lineares de acordo com a definicdo desse
conceito matematico;

=demonstrar capacidade de analise e sintese envolvendo diferentes

métodos de resolucdo para Sistemas de Equacdes Lineares
observando conveniéncias de acordo com o segmento de ensino;

»demonstrar capacidade de analise perante um problema proposto;

=demonstrar conhecimento sobre conceitos especificos envolvidos

no processo de resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares, por
exemplo, Regra de Cramer,

»demonstrar conhecimentos de conceitos matematicos distintos que

sdo pertinentes ao entendimento de Sistemas de Equacdes

Lineares. Por exemplo, saber diferenciar retas concorrentes de
retas perpendiculares ou compreender que em “(cos 3) x”, “cos 3"
representa uma constante, enquanto “cos 3x ou 3 cos X" constitui

uma funcgéo trigonométrica,
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»empregar modelos matematicos para sintetizar um problema,;
mevidenciar conhecimento de aplicabilidades de Sistemas de
Equacdes Lineares em areas exteriores a Matematica;

=evidenciar conhecimento de formas distintas para se interpretar um
Sistema de Equacfes Lineares (algébrica, geométrica, matricial ou
vetorial);

=resolver um problema que apresenta um enunciado nao trivial;
stransitar por representacbes matematicas distintas envolvendo
Sistemas de Equacbes Lineares. Por exemplo, a solucdo de um
Sistema de Equacfes Lineares 2x2 pode ser representada por meio
de retas no plano cartesiano, enquanto que sistemas 3x3 podem
ser compreendidos sob a perspectiva dos planos (espaco
tridimensional);

=utilizar propriedades algébricas para compreender representacdes

geomeétricas.

Mediante as acOes descritas anteriormente, entendemos que
Sistemas de Equacdes Lineares requer em certa medida a utilizacdo de pensamento
algébrico, pensamento esse que envolve muitos aspectos relacionados a
representacdo e manipulacdo de simbolos, a traducdo de linguagem natural para
linguagem simbdlica, a interpretacdo do contexto em que se situa o problema, ao
reconhecimento de padrdes e regularidades, ao estabelecimento de relacbes entre
variaveis, incognitas e constantes, distincdo entre grandezas, entre outros. Por isso,
trataremos na secdo seguinte de caracteristicas e processo de ensino e de

aprendizagem que se referem ao do pensamento algébrico.

2.3 O PENSAMENTO ALGEBRICO

Kaput (1999) explicita que sem alguma forma de algebra simbdlica,
ndo poderia existir uma matematica sofisticada e nenhuma ciéncia quantitativa,
portanto, ndo haveria tecnologia e vida moderna, como nés conhecemos hoje.
Segundo esse autor o grande desafio é encontrar maneiras de tornar o poder da

algebra (alias, de toda a matematica) a disposicdo de todos os estudantes para
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encontrar formas de ensinar que criem ambientes adequados em sala de aula que
permitam aos alunos aprender com entendimento.

Em linhas gerais, Kaput (1999) apresenta uma série de mudancas
que considera necessarias para se desenvolver o ensino e aprendizagem da
algebra, pois segundo o mesmo a algebra escolar tem sido tradicionalmente
ensinada e aprendida como um conjunto de procedimentos desconectados tanto de
conhecimentos matematicos e de outros do contexto do estudante. Nesse sentido, o
autor aponta que se deve:

= comecar cedo (partindo do conhecimento informal dos alunos);

» integrar a aprendizagem da algebra com a aprendizagem de
assuntos, isto é, fazer aplicacbes do que se aprende;

» incluir formas diferentes de pensamento algébrico, aplicando
conhecimento matematico;

= partir das potencialidades linguisticas espontaneas dos estudantes
e de suas habilidades cognitivas, incentivando-os a refletir sobre o
que aprendem e articular com o que ja sabem;

= encorajar uma aprendizagem ativa (estabelecimentos de

conexdes) valorizando a compreensao.

Enquanto Kaput (1999) traz algumas orientacbes que permitem
mudancas do ponto de vista da organizacao do trabalho didatico pedagogico,

Arcavi (1994) se remete a Fey (1990) para listar algumas
habilidades®* matematicas que se deve levar em consideracdo no processo de
ensino e aprendizagem de situacdes envolvendo temas algébricos, as quais séo:

»habilidade para explorar expressdes algébricas e fazer estimativas

por meio de padrdes numéricos ou representacoes gréficas;
shabilidade para comparar grandezas em diferentes ordens

numeéericas;

4 Segundo Polya (1959) o conhecimento consiste em parte de informac&o e em parte de know-how.
Know-how € destreza; é a habilidade em lidar com informacg@es, usa-las para um dado proposito;
know-how pode ser descrito como um apanhado de atitudes mentais apropriadas, know-how é em
Ultima andlise a habilidade para trabalhar metodicamente. Em Matematica, know-how é a
habilidade para resolver problemas, construir demonstracdes, e examinar criticamente solugcdes e
demonstragdes. E, em Matemética, know-how é muito mais importante do que a mera posse de
informacdes.
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»habilidade para interpretar funcées por meio de valores numeéricos
ou graficos, identificando expressdes algébricas apropriadas para
determinar um padrdo numerico;

»habilidade de reconhecer opera¢des algébricas, compreender ou
prever resultados de forma adequada;

shabilidade para determinar formas equivalentes variadas de

respostas a questdes particulares.

Entendemos por meio das habilidades apresentadas por Arcavi
(1994) que o autor se remete ao se referir sobre situacbes envolvendo temas
algébricos, a algumas ideias principais, ilustradas por meio de compreensédo e
manipulacdo de simbolos, comparacdo de grandezas, conhecimento e utilizacao de
operacdes algébricas vinculadas a formas de equivaléncias, e a presenca de
generalizacdo quando menciona a aplicacdo de conhecimentos gerais a situacées
particulares.

Ao passo que Arcavi (1994) aponta tipos de situacdes favoraveis
que devem ser levadas em consideracdo quanto ao ensino e aprendizagem de
temas algébricos, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) fazem outras recomendacodes
para se iniciar o estudo de tal assunto.

Fiorentini et al (1993) aconselham que uma primeira etapa de estudo
deve ser feita com base em situacbes problemas de forma a contemplar os
elementos caracterizados por esses autores para 0 pensamento algébrico, isto €,
atividades que explorem os aspectos da linguagem. JA em uma segunda etapa
sinalizam que convém partir de expressdes algébricas na tentativa de atribuir-lhes
algum significado e possibilidade de comportamento, e finalmente em uma terceira
etapa esses autores sugerem o trabalho com o que denominam por “transformismo
algébrico”, em que se levariam em consideracdo as operagfes com expressdes
algébricas e suas possiveis relacdes de equivaléncia. Todavia, advertem que essas
etapas ndo precisam seguir uma ordem rigida, a flexibilidade pode ser um elemento
relevante para a compreensao.

Mas, em que consiste pensar algebricamente?

Para Lins e Gimenez (1997, p. 151) “pensar algebricamente é

produzir significado para situacées em termos de numeros e operacdes aritméticas
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(e igualdades ou desigualdades) e, com base nisso, transformar as expressdes

obtidas”. Para esses autores:

A algebra consiste em um conjunto de afirmac¢des, para as quais &
possivel produzir significado em termos de numeros e operacdes
aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade e desigualdade
(LINS; GIMENEZ, 1997, p. 150).

Ainda de acordo com Lins e Gimenez (1997) ha diferentes formas de
se produzir significado para a algebra e afirmam que o pensamento algébrico € um
entre as distintas formas. Conforme esses autores, o pensamento algébrico possui

trés caracteristicas fundamentais:

1. -produzir significados apenas em relacdo a nimeros e operacdes
aritméticas (chamamos a isso aritmeticismo);

2.-considerar numeros e operacdes apenas segundo suas
propriedades, e ndo ‘modelando’ nUmeros em outros objetos, por
exemplo, objetos ‘fisicos’ ou geométricos (chamamos a isso de
internalismo); e,

3.-operar sobre numeros ndo conhecidos como se fossem
conhecidos (chamamos a isso analiticidade) (LINS; GIMENEZ,
1997, p. 151).

A concepcéo de Lins e Gimenez (1997, p. 152) para a Educacéo
Algébrica considera dois objetivos centrais: (i) “permitir que os alunos sejam capazes
de produzir significados (em nosso sentido) para a algebra”; e (i) “permitir que os
alunos desenvolvam a capacidade de pensar algebricamente” (LINS; GIMENEZ,
1997, p.152), os quais devem ser desenvolvidos dando especial atengéo aos itens
(1) e (2) da caracterizacédo do pensamento algébrico realizado pelos mesmos.

Ja Ponte et al (2009) apresentam uma caracterizacao classica para

0 pensamento algébrico, segundo esses autores:

[...] o pensamento algébrico inclui a capacidade de lidar com
expressdes algébricas, equacdes, inequacdes, sistemas de
equacbes e de inequacbes e funcgbes. Inclui, igualmente, a
capacidade de lidar com outras relacdes e estruturas matematicas e
usa-las na interpretacdo e resolucao de problemas mateméaticos ou
de outros dominios. (PONTE et al, 2009, p. 11).

E nesse sentido, esses autores apresentam uma sintese das

vertentes fundamentais do pensamento algébrico.
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Quadro 2 — Vertentes fundamentais do Pensamento Algébrico (PONTE et al, 2009,
p. 11)

» Ler, compreender, escrever e operar com simbolos
usando as convenc¢oes algébricas usuais;

* Traduzir informacéo representada simbolicamente
para outras formas de representacdo (por objectos,

Representar verbal, numérica, tabelas, graficos) e vice-versa;

» FEvidenciar sentido de simbolo, nomeadamente
interpretando os diferentes sentidos no mesmo
simbolo em diferentes contextos.

» Relacionar (em particular, analisar propriedades);

Raciocinar * Generalizar e agir sobre essas generalizacdes
revelando compreenséo das regras;
*  Deduzir.
* Usar expressdes algébricas, equacdes, inequacdes,
Resolver problemas e sistemas (de equacdes e de inequacdes), fungdes,
modelar situagoes graficos na interpretacéo e resolucé&o de problemas

matematicos e de outros dominios (modelagé&o).

Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) apresentam alguns elementos que
consideram caracterizadores para se compreender a manifestacdo do pensamento
algébrico, e explicitam os seguintes: percepc¢do de regularidades, percepcdo de
aspectos invariantes em contraste com outros que variam, tentativas de expressar
ou explicitar a estrutura de uma situagcao-problema e a presenca do processo de
generalizacao.

De acordo com o que foi anteriormente exposto na presente secao,
entendemos que ndo ha uma consonancia entre os autores, ja anteriormente
citados, sobre pensamento algébrico, mas percebemos também que de modo geral
h&a muitos pontos entre os mesmos em que ha uma convergéncia de ideias, por
exemplo, a ideia de generalidade. Nao temos a pretensdo de apontar nas analises
se houve uma caracteristica de pensamento algébrico mais acentuada em
detrimento de outra, tampouco interesse na frequéncia que ocorreram.

Conforme a compreensao que pudemos realizar para essa pesquisa,
consideraremos que houve manifestacdo do pensamento algébrico nas resolucdes
apresentadas pelos estudantes em tarefas sobre Sistemas de Equacfes Lineares,
se contemplarem pelo menos alguns dos seguintes itens:

» capacidade de se expressar utilizando simbolos e realizar

operacdes algébricas com estes;
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= diferenciar incégnitas, constantes e variaveis;

= perceber caracteristicas especificas, a partir da definicdo do que
se considera por equacado linear, e ser capaz de distingui-las
dentre outras que n&o sao;

» traduzir enunciados em linguagem natural para uma linguagem
algébrica (utilizacdo de notacdes algébricas); e

= utilizar expressdes algebricas, por exemplo, equacdes e sistemas

de equacdes para resolver ou modelar um problema.

O quadro a seguir sintetiza as ideias gerais que seréo utilizadas para
as analises da Parte Il e da Parte 11l da Proposta de Avaliagdo Reflexiva envolvendo
Sistemas de Equacdes Lineares.
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Quadro 3 — Relacdes entre Processos de Pensamento Matematico Avancado
(DREYFUS, 1991; RESNICK, 1987) e caracteristicas presentes no
Pensamento Algébrico conforme Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), Lins
e Gimenez (1997), Ponte et al (2009)

Relagdes entre Processos de Pensamento Matematico Avancado (Dreyfus, 1991
e Resnick, 1987) e caracteristicas presentes no Pensamento Algébrico conforme
Fiorentini, Miorim & Miguel (1993), Lins e Gimenez (1997), Ponte ef al (2009)
Processos envaolvidos no Caracteristicas inspiradas em aspectos do Pensamento
Pensamento Matematico Algébrico

Avancado

Analisar « Perceber caracteristicas especificas de uma equacgéo

ou uma representacéo geometrica.
» Coletar informacdes do problema.
Classificar » Organizar informagdes do problema conforme a relagéo
que existe entre as grandezas.
Definir » Compreender a utilizagdo de uma equacéo linear.

Verificar s Examinar se as grandezas apresentam as mesmas
unidades de medidas e realizar conversfes quando
necessario

o Reconhecer » Diferenciar incognitas, constantes e variaveis.

el simbolos

t&) Manipular » Expressar-se utilizando simbolos e realizar operagoes
'E simbolos algébricas com estes.

E Traduzir e Transitar por representacfes matematicas distintas
E envolvendo Sistemas de Equagdes Lineares.

L s Traduzir enunciados em linguagem natural para uma
- linguagem algébrica.

Modelar sApresentar um modelo matematico adequado para
organizar os dados de um problema. Por exemplo, um
sistema de equacdes, uma matriz ou uma tabela.

sUtilizar expressoes algébricas, por exemplo, equacdes e
sistemas de equacGes lineares para resolver ou
modelar o problema.

Visualizar » Estabelecer relacbes entre conceitos, classificacdes e
iImagens para sistemas de equacdes lineares.

«Compreender posi¢des relativas entre retas e planos.

Generalizar » Associar conceitos distintos dentro de um mesmo
e conteido matematico, evidenciando representacoes

(@) Formalizar mentais ricas.
Jf} » Elaborar um sistema de equacdes lineares que resolva

é um problema proposto.

E Sintetizar » Gerenciar processos de representacao associados ao
% processo de abstracéo matematica produzindo solugéo
e resposta coerente com o enunciado apresentado por

um problema.
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Ainda, apresentamos um quadro sintese que reune caracteristicas
do pensamento mateméatico avancado elencadas por Resnick (1987) que serdo
consideradas para as andlises das resolu¢gfes de algumas questdes da Proposta de

Avaliacao Reflexiva.

Quadro 4 — Caracteristicas do Pensamento Matematico Avancado (RESNICK, 1987)

COMPLEXO |

INCERTEZA e DESORDEM |
4]
PENSAMENTC ,
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VARIAS 1= A NAC |
SOLUCGES ALGORITMICO

ey
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e " -

e —
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Além disso, lembramos que dedicaremos uma parte dessa pesquisa
para conhecer algumas caracteristicas pessoais dos participantes a respeito de suas
experiéncias escolares. O intuito disso € valorizar o ser humano e o seu processo de
autoconhecimento para promocdo de sua propria aprendizagem, uma vez que o
pensamento matematico avancado esta relacionado intimamente com as
experiéncias vivenciadas pelo individuo em diferentes fases de sua vida.

Acreditamos que para alguém aprender com significado e sentido é
preciso que se tenha consciéncia de suas proprias potencialidades cognitivas.
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Nesse sentido, nas préoximas secfes, nos basearemos em Freire (2004, 2011) e
Thompson (1997).

2.4 CONTRIBUICOES DE PAULO FREIRE PARA O EXERCICIO DA DOCENCIA

A educacdo para Freire consistia em uma meta social que deveria
ser alcancada para que se pudesse reorganizar e abrir novas possibilidades para se
discutir os aspectos socioecondémicos e politicos do pais. Enfatizava que s6 0s
oprimidos poderiam libertar os opressores, jamais o contrario.

Freire afirmava que “ninguém € sujeito da autonomia de ninguém”.
Defendia que a escolarizagédo, a formagéo, enfim o acesso ao conhecimento era
uma forma eficiente de despertar a consciéncia humana. Liberdade, democracia e
solidariedade figuravam entre seus principais valores na busca pelo dialogo,
respeito, compreensao e conscientizacdo social.

Para Freire (2011, p. 35) “guanto mais alguém quer ser o outro, tanto
menos ele é ele mesmo”, no sentido de que um ser humano ndo pode imitar outrem,
por iSso € preciso que cada um seja o sujeito de sua histéria, que desenvolva sua
autonomia por meio de seu processo de pensamento critico, contribuindo assim para
o crescimento da sociedade.

Em 1996, Freire publicou Pedagogia da Autonomina: saberes
necessarios a pratica educativa, um trabalho relevante destinado a professores e
educadores de modo geral, cuja tematica central é a “formacdo docente ao lado da
reflexdo sobre a pratica educativo-progressiva em favor da autonomia do ser dos
educandos” (FREIRE, 2004, p. 13). O autor destaca trés aspectos fundamentais
para a pratica docente: (i) “ndo ha docéncia sem discéncia”, na medida em que o ato
de aprender precede o ato de ensinar, isto €, quanto mais ampla for a experiéncia de
reflexdo pessoal do professor sobre sua propria aprendizagem, maiores se tornarao
as possibilidades para que este professor exerca sua profissdo de forma efetiva e
condizente com as praticas sociais; (ii) “ensinar ndo € transferir conhecimento”, o
professor necessita atentar-se para o fato de que se espera que seus ensinamentos
desenvolvam e contribuam para o espirito de autonomia no aprendiz, e ndo o de
dependéncia e inseguranca; (iii) “ensinar € uma especificidade humana”, no sentido
que demanda comprometimento, responsabilidade, respeito, paciéncia e ética por

parte do docente que se dispbe ao exercicio de ensinar. Nas palavras do autor:
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E preciso [...], que o formando, desde o principio mesmo de sua
experiéncia formadora, assumindo-se como sujeito também da
producdo do saber, se convenca definitivamente de que ensinar ndo
é transferir conhecimento, mas criar as possibilidades para a sua
formacdo. Se, na experiéncia de minha formacdo, que deve ser
permanente, comeco por aceitar que o formador é o sujeito em
relacdo a quem me considero o objeto, que ele € o sujeito que me
forma e eu, o objeto por ele formado, me considero como um
paciente que recebe os conhecimentos - conteddos - acumulados
pelo sujeito que sabe e que sdo a mim transferidos. Nesta forma, de
compreender e de viver o processo formador, eu, objeto agora, terei
a possibilidade, amanha, de me tornar o falso sujeito da ‘formacéo’
do futuro objeto de meu ato formador. E preciso que, pelo contrario,
desde os comecos do processo, va ficando cada vez mais claro que,
embora diferentes entre si, quem forma se forma e re-forma ao
formar e quem é formado forma-se e forma ao ser formado.
(FREIRE, 2004, p. 22-23).

Freire (2004) explicita a ideia de que o formando ndo pode se sentir
como um paciente diante de seu professor e receber os conhecimentos
simplesmente como um “remédio” e esperar que se faca o efeito. O formando
precisa cultivar uma atitude de iniciativa perante sua propria aprendizagem e
compreender que € o responsavel direto por sua propria formacdo. Do mesmo
modo, o professor deve conscientizar-se de que apenas apresentar contetudos para
o formando néo é suficiente para que esse desenvolva sua capacidade de reflexdo,
se faz necessario questiona-lo, propor-lhes desafios, mostrar-lhes as dificuldades do
caminho para que se consigam meios de supera-las, desenvolver dialogos com esse
para compreender e verificar se o entendimento esta ocorrendo de forma adequada.

Segundo Freire (2011%), o homem é um ser inacabado, e como tal
precisa se construir diariamente, e essa construcdo se da pelo processo da

educacao.

N&o é possivel fazer uma reflexdo sobre o que é a educacdo sem
refletir sobre o proprio homem. [...]. O homem pode refletir sobre si
mesmo e coloca-se num determinado momento, numa certa
realidade: é um ser na busca constante de ser mais e, como pode
fazer esta auto-reflexdo, pode descobrir-se como um ser inacabado,
gue esta em constante busca. Eis aqui a raiz da educagéo. [...]. A
educacao é possivel para 0 homem, porque este é inacabado e
sabe-se inacabado. Isto leva-o a sua perfeicdo. A educacdo,
portanto, implica uma busca realizada por um sujeito que € o homem.

% Aqui estamos utilizando a 33% reimpresséo do livro Educacgéo e Mudanca de Paulo Freire (1979),
versao essa que corresponde ao ano de 2011.
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O homem deve ser sujeito de sua propria educacao. Nao pode ser o
objeto dela (FREIRE, 2011, p. 27-28).

Assim como Freire (2011) afirma que o homem é um ser inacabado,
acreditamos que o professor também € um profissional inacabado, e na medida em
gue adquire novos conhecimentos, que passa por novas experiéncias sobre o que
ensina e aprende, caminha no rumo de ampliar sua propria constru¢cdo e dessa
forma, colabora na construcdo de outrem. Dessa forma, “ndo h& docéncia sem
discéncia, as duas se explicam e seus sujeitos apesar das diferencas que o0s
conotam, ndo se reduzem a condicdo de objeto, um do outro. Quem ensina aprende
ao ensinar e quem aprende ensinar ao aprender” (FREIRE, 2004, p. 23).

A Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de
Equacdes Lineares procura incentivar reflexdes por parte de futuros professores de
matematica que estdo alicercando seus conhecimentos, e que de certa forma
necessitam ser instigados, estimulados a pensar em sua propria aprendizagem
como um caminho para superar desafios presentes na préatica docente.

Desse modo, inspiramos-nos nas caracteristicas da consciéncia
critica de Freire (2011) apresentadas em seu livro Educacdo e Mudanca para
subsidiar o que entenderemos por atitude reflexiva no contexto do futuro professor
de matemética. Freire (2011) explicita dez caracteristicas que retratam a consciéncia

critica.

1. Anseio de profundidade de analise de problemas. Nao se satisfaz
com as aparéncias. Pode-se reconhecer desprovida de meios para
a analise do problema.

2. Reconhece que a realidade é mutavel.

3. Substitui  situagbes ou explicagbes magicas por principios
auténticos de causalidade.

4. Procura verificar ou testar descobertas. Estd sempre disposta as
revisoes.

5. Ao se deparar com um fato, faz o possivel para se livrar de
preconceitos. Nao somente na captacdo, mas também na analise
e na resposta.

6. Repele posicdes quietistas. E intensamente inquieta. Torna-se
mais critica quanto mais reconhece em sua quietude a inquietude
e vice-versa. Sabe que é na medida que é e nao pelo que
parece.O essencial para parecer algo é ser algo; é a base da
autenticidade.

7. Repele toda a transferéncia de responsabilidade e de autoridade e
aceita a delegacédo das mesmas.

8. E indagadora, investiga, forca, choca.

9. Ama o dialogo, nutre-se dele.
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10. Face ao novo, néo repele o velho por ser velho, nem aceita o
Novo por ser novo, mas aceita-os na medida em que séo validos
(FREIRE, 2011, p. 40-41).

De acordo com Freire (2011, p. 38) “0 homem é consciente e, na
medida em que conhece, tende a se comprometer com a propria realidade”. Desse
modo, considerando e baseando-se nas caracteristicas da consciéncia critica
apontadas por Freire (2011) reconheceremos que um futuro professor de
matematica demonstra uma consciéncia critica, se evidenciar atitudes reflexivas
sobre seus préprios conhecimentos no sentido de buscar promover sua propria
aprendizagem matematica de modo autbnomo. Revela¢des sobre suas concepcgdes
e acles nos proporcionarao indicios para realizar tal compreenséao.

Diante disso, para essa pesquisa levaremos em conta as seguintes
acOes para identificar manifestacOes de atitudes reflexivas:

= compreende que por meio da resolucdo de um problema se abre
caminho para novas perguntas;

= possui ideia clara do que lhe parece relevante aprender para
exercer sua profissao;

* preocupa-se em compreender 0s porqués matematicos;

» procura estudar por conta propria, ndo espera que algum professor
ou instituigéo o instigue a fazer isso;

» reconhece nos aspectos histéricos envolvendo a matematica uma

forma para abrir um didlogo com seu futuro aprendiz.

2.5 CARACTERIZACAO DE CONCEPCOES CONFORME THOMPSON (1997)

A formacdo de um professor de matematica pode ser considerada
complexa e envolve mdltiplos fatores. A comecar pelas proprias concepgdes -que
segundo Thompson (1997) consiste em um conjunto de crencas, visbes e
preferéncias - de aprendizagem, de ensino, de visdo da matematica, além do

entorno social no qual o sujeito esta inserido. De acordo com essa autora:
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[...] crencas, visbes, e preferéncias dos professores sobre a
matematica e seu ensino, desconsiderando-se o fato de serem elas
conscientes ou ndo, desempenham, ainda que sutiimente, um
significativo papel na formac¢do dos padrBes caracteristicos do
comportamento docente dos professores (THOMPSON, 1997, p. 40).

Thompson (1997) conduziu uma pesquisa por meio de estudo de
caso com trés professoras de matematica que trabalhavam na area da Educacao
Basica, denominadas pela prépria pesquisadora por Jeanne, Kay e Lynn que além
de tempo de servigo diferentes, cada uma atuava em salas de aula distintas com
demandas particulares.

Jeanne ensinava matematica na “junior high school” (Ensino
Fundamental Il) por dez anos consecutivos e também fora coordenadora na “middle
school” (Ensino Médio). Kay tinha experiéncia de cinco anos e era responsavel pelos
componentes matematicos de um programa para estudantes 'superdotados' de sua
escola. Ja Lynn ensinava ha trés anos e meio na “junior high school” e também fora
coordenadora de matematica “middle school”.

Os resultados da pesquisa de Thompson (1997) podem ser
interpretados a luz das considerac¢des de Ernest (1989), o qual elencou trés filosofias
que apareceram em decorréncia da observacdo do ensino de matematica, bem
como na filosofia de matemética e de ciéncia. Em primeiro lugar, ha a visao
instrumentalista de que a matematica € uma acumulacdo de fatos, regras e
habilidades a serem utilizadas na efetivacdo de um fim externo. Assim, a matematica
€ um conjunto de regras independentes, entretanto utilitaria. Em segundo lugar,
existe a visdo platénica da matematica como um corpo estatico, mas unificado de
conhecimentos corretos. Matematica € descoberta, e ndo constru¢cdo. Em terceiro
lugar, h& a resolucdo de problemas, visdo da matematica como um campo dinamico,
em constante expansdo pela construcdo humana e pela invencdo, um produto
cultural. Matematica € um processo de inquérito a vir conhecer, e ndo um produto
acabado, por seus resultados permanecerem em aberto para revisoes.

Ainda conforme Ernest (1989) trés elementos fundamentais estéo
associados diretamente a pratica do ensino de matematica que determinam a
autonomia do professor, sdo os seguintes: 0s esquemas mentais que o professor
possui dos contetdos de matematica, particularmente o sistema de crencas sobre a
matematica e 0 seu processo de ensino e de aprendizagem, as oportunidades e as
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restricbes que se apresentam no contexto social da situacdo de ensino, e o nivel de
processos de pensamento e reflexdo dos professores.

Assim, de acordo com uma analise comparativa entre as professoras
voluntarias da pesquisa, Thompson (1997) identificou diferencas nos elementos das

concepcOes das professoras. Segundo a pesquisadora:

Jeanne, por exemplo, identificou a matematica, principalmente como
um conteddo coerente, consistindo de tépicos logicamente
interrelacionados e, de acordo com isto enfatizou o significado de
conceitos e a logica dos procedimentos matematicos. Kay considerou
a matematica principalmente como um contetdo desafiador, cujos
processos essenciais sdo a descoberta e a verificagdo. Embora Lynn
expressasse pontos de vista relativamente contraditérios, a maioria
de suas observagbes sugeriram uma forma de se conceber a
matematica como um conhecimento de natureza essencialmente
prescritivo e deterministico (THOMPSON, 1997, p. 32).

Nesse sentido, Thompson (1997, p. 14) declara que a falha de
reconhecer “o papel que as concepcbOes dos professores podem exercer na
determinacdo de seu comportamento pode, provavelmente, resultar em esfor¢cos mal
direcionados para melhorar a qualidade do ensino de matematica nas escolas”.
Sendo assim, seria coerente que mudancas no ensino de matematica nao
ocorressem desconsiderando as crencas ja arraigadas pelos professores.

Desse modo, retomando algumas consideracdes realizadas,
conforme Dreyfus (1991), os dois processos fundamentais para se construir e
gerenciar o pensamento matematico avancado é a representacdo e a abstracao
matematica. Ambos requerem muitos outros processos de pensamento que ocorrem
simultaneamente.

Os processos de representagdo associados ao pensamento
matematico avancado, por exemplo, analisar, classificar, definir, verificar, reconhecer
e manipular simbolos se aproximam de uma visdo instrumentalista e em certa
medida até prescritiva da matematica, no sentido de Thompson (1997). Pois, dessa
forma, a mesma é vista como sendo a constituicdo de um corpo organizado de
conhecimentos logicos em que os simbolos e procedimentos auxiliam na explicacao
e no entendimento de ideias presentes no mundo fisico, evitando contradicbes e
ambiguidades. Nesse caso, a certeza e a previsibilidade sdo tomadas como
caracteristicas inerentes as atividades matematicas. Mas, segundo Resnick (1987),

a incerteza e a desordem sao elementos implicitos que conduzem ao
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desenvolvimento de um pensamento matematico avancado. Sendo assim, a visao
de que a matematica € uma colecao de regras, propriedades e procedimentos que
levam a resolucdo de alguma situacdo proposta provoca a sensacdo de
automatizacdo, em que nao se estabelece relagdes entre os conceitos, tampouco ha
compreensao do significado entre os mesmos, trazendo uma impressdo de
inflexibilidade do conhecimento matematico. Nesta perspectiva, a Matematica € vista
como uma ciéncia desinteressante e imutavel, oferecendo poucas oportunidades
para o desenvolvimento de um trabalho criativo, conforme algumas crencas
professadas por Jeanne e Lynn, ambas voluntarias na pesquisa de Thompson
(1997).

Nesse sentido, apenas 0s processos de representacdo nédo séo
suficientes para se consolidar um pensamento mateméatico avancado, segundo
Dreyfus (1991) e Resnick (1987), mas por outro lado, sdo por meio desses que se
caminha nessa dire¢cdo. Entendemos que a abertura para o didlogo e a autonomia a
luz de Freire (2004) para se estudar matematica sédo propiciados pelos processos
que conduzem a abstracdo matematica.

As capacidades de generalizar, formalizar e sintetizar requerem uma
visdo dinamica da matematica, no sentido Thompson (1997), possibilitando
sensacgao de entusiasmo. Essa pode ser provocada pela percepcéo da descoberta e
compreensao de significados entre as relagbes que podem ser estabelecidas por
meio dos conhecimentos matematicos, oportunizando e ampliando atividades
mentais de alto nivel.

A visdo ativa e dindmica de matematica, revelada por Kay, voluntaria
na pesquisa de Thompson (1997), permite “enxerga-la” como uma ferramenta
indispensavel para a ciéncia e outras atividades cotidianas, tendo em vista suas
inUmeras aplicabilidades. Por exemplo, contribuir na organizacdo de uma pratica
comerciaria, como a que se destacara na questdo quatro da Parte Il da Proposta de
Avaliacao Reflexiva relacionada a venda de trés qualidades diferentes de café.

Conforme o que foi exposto nessa sessdo, nos inspiraremos em
Thompson (1997) para tracar um possivel perfil de visdo matematica dos
participantes dessa pesquisa. Essas andlises, provavelmente, emergirdo de forma
mais efetiva por meio das respostas obtidas mediante a aplicacdo da Parte | da

Proposta de Avaliacdo Reflexiva.
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3 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

O presente capitulo tem por finalidade apresentar conceitos e
propriedades matematicas envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares. Aqui
trataremos de definicbes, alguns métodos de resolucdo e processos de

representacado gréafica do conjunto solugdo de um Sistema de Equacfes Lineares.

3.1 DEFINIGOES DE SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

Antes de definirmos o que é considerado matematicamente um
Sistema de Equacdes Lineares, ha necessidade de explicitar o que se entende por
uma equacao linear.

Uma equacao linear nas n variaveis X, X,..., Xn € Uma equacgao que
pode ser escrita na forma: a 1x; + a »2X2 +...+ a nX, = b, onde os coeficientes a;, ay,...,
a, sao constantes, mas nem todos nulos e o termo independente b é outra
constante. No caso especifico em que b = 0, a equacgao seguinte: a 1x; + a Xz +...+ a
nXn = 0 € denominada de equacéao linear homogénea.

De acordo com Poole (2004) a solugdo de uma equacéo linear da
forma ai;x; + a 2x2 +...+ a X, = b é um vetor [s1, S, Sn], cujas coordenadas
satisfazem a equacao quando se substitui X; = S1, X2 =Sy,  Xp = Sp.

x+4y=5,y=%x—2z+1 ex1+3x2—x3=78§0

As relagbes matematicas
exemplos de equacgdes lineares.

E relevante ressaltar que uma equacéo linear ndo envolve quaisquer
produtos ou raizes de variaveis. “Todas as variaveis ocorrem somente na primeira
poténcia e ndo aparecem como argumentos de func¢des trigopnométricas, logaritmicas
ou exponenciais” (ANTON; RORRES, 2001, p. 28). Portanto, as varidveis aparecem
somente na poténcia de grau um e multiplicadas apenas por constantes.

Um Sistema de Equacdes Lineares é definido como sendo uma
colecdo finita de equacdes lineares, que pode simplesmente ser denominado de
sistema linear. De acordo com Anton e Bushy (2006, p. 59) “as variaveis de um
sistema linear sdo denominadas incégnitas”. Conforme Poole (2004) o conjunto
solucéo de um sistema de equacdes lineares € um conjunto de todas as solu¢cdes do
sistema. Neste trabalho vamos nos referir ao processo de encontrar o conjunto

solugéo de um sistema de equacgdes lineares como “resolver o sistema”.
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Um sistema de equacles lineares com coeficientes reais tem
nenhuma, uma ou infinitas soluc¢des, ndo havendo outras possibilidades.

De acordo com o numero de solugdes, um sistema de equacdes
lineares pode ser classificado como sistema possivel determinado - SPD -(uma
Unica solucéo), sistema possivel indeterminado - SPI - (apresenta infinitas solucdes)
e sistema impossivel - Sl - (henhuma solucéo).

Conforme Anton e Busby (2006), intersecdes de retas em IR2 dao
origem a sistemas lineares do tipo 2x2.

Por exemplo, considere os seguintes sistemas lineares?®:

a) xi"x—y=’1, ‘E"x—y=2 (e ;"x—y=1
[ X+y=3 12x-2y=4 X-y=3

Resolvendo cada um encontramos as seguintes solugdes: (a) S =
(2,1), considerado sistema possivel determinado; (b) sistema possivel
indeterminado, isto €, possui infinitas solucdes, pois a segunda equacdo desse
sistema € exatamente o dobro da primeira; e finalmente (c) é considerado um
sistema impossivel, porque dois numeros quaisquer designados por X e y néo
admitem uma diferenca com dois resultados diferentes simultaneamente, no caso 1
e 3. Dito isso, os graficos destes sistemas de equacdes sdo retas no plano xy,
portanto de acordo com cada tipo de solugdo apresentada para esses sistemas
haverd uma imagem gréafica diferente correspondente. Sendo assim, existem trés

possibilidades, as quais séo apresentadas a seguir:

%6 Os sistemas (a), (b) e (c) podem ser encontrados em (POOLE, 2004, p. 58).
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Quadro 5 — Interpretacdo geométrica de Sistemas de Equacdes Lineares 2x2

Interpretagcdo geomeétrica de Sistemas de Equagdes Lineares 2x2

(A) Figura 1 — (B) Figura 2 — (C) Figura 3 —
Retas concorrentes Retas coincidentes Retas paralelas
(POOLE, 2004, p.58) (FOOLE, 2004, p.58) (FOOLE, 2004, p.58)

As retas se intersectam | As retas s@o coincidentes, | As retas sdo paralelas e
exatamente em um uUnico | caso em que ha uma | distintas, caso em que ndo

ponto, caso em que o | infinidade de pontos de | existe intersecao e,
sistema tem exatamente | intersecdo (todos os pontos | consequentemente nao
uma unica solugao. da reta comum} €, | existe solug3o.

consequantemente, existe
uma infinidade de solugdes.

Considere agora de forma geral o seguinte sistema, formado pelas

equacgoes (1), (2) e (3):

aix+biwytciz=dq1 (1)
a»x + bg'y’+ c:2=d> {:2]
a;x + b3Y+ C:z2= dj {3}

Segundo Anton e Busby (2006), um sistema de equacgdes lineares
de trés equacbes e trés incognitas, apresenta como grafico da equacéo
correspondente um plano, de modo que as solucbes do sistema, se existir,
correspondem a pontos em que os trés planos se intersectam. Mais uma vez,
constata-se que sO ha trés possibilidades, mas oitos posicdes distintas em que 0s
planos podem ser organizados: nehuma solucdo, uma solu¢do ou uma infinidade de
solucdes.

A figura que se segue apresenta uma visualizacdo geométrica das
oitos posicdes possiveis para a formacao de um plano caracterizado por um sistema

de equacdes lineares 3x3.
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Figura 4 — Interpretacdo Geomeétrica para Sistemas de Equacdes Lineares 3x3

MNenhuma solucao Uma infinidade de

Nenhurma soclucao Nenhuma solugao
(trés planos paralelos, (dois planos paralelos, (sem infersecao comum) | | solugoes (os trés planos
sem intersecho comum) | | sem intersegao comum) — | coincidem, a intersegao

camum & um plana)

A
Uma infinidade de Uma solucao Menhuma solugao {dois Uma infinidade de
solugoes (a intersecao {a intersecao comum planos coincidentes, sglu;ﬁes {do_|5 plann_s
comum € uma reta) € um ponto) paralelos ao terceiro, coincidem, & intersegao

sem intersagdo comum) comum € uma reta)
{ANTON e BUSBY, 2006, p.61)

3.2METODOS ALGEBRICOS RESOLUTIVOS DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Dentre os métodos de resolugcdo mais utilizados para Sistemas de
Equacdes Lineares destacaremos 0 método de substituicdo, o método de adicdo e o
método de comparacdo para tratarmos da solucdo de um Sistema de Equacbes
Lineares 2x2. Ja para abordarmos Sistemas de Equacdes Lineares 3x3, utilizaremos
0os métodos de escalonamento e Regra de Cramer. A intencdo aqui € de se

apresentar pelo menos uma ideia geral de cada um dos métodos ja citados.

3.2.1 Métodos Algéebricos Resolutivos de Sistemas de Equacdes Lineares 2x2

Os métodos de substituicdo, adicdo e comparacdo sao explorados
de forma mais acentuada no 8° e 9° anos do Ensino Fundamental, e também em
alguns momentos no Ensino Médio, porque exigem calculos elementares.

O método de substituicdo consiste basicamente em se escrever uma

incégnita em funcdo da outra, e a partir disso realizam-se algumas operacdes
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algébricas elementares utilizando conceitos e propriedades relacionadas as
equacdes de primeiro grau.

J4 o método de adicdo exige que o sistema seja organizado de
modo a permitir a realizacdo do cancelamento de uma das incégnitas utilizando
propriedades elementares. Convém lembrar que ao adicionar ou subtrair membro a
membro duas igualdades, obtemos uma nova igualdade.

E finalmente, o método de comparacdo demanda a escolha de uma
das incognitas presentes no sistema e, a partir disso, deve escrevé-la em funcéo da

outra. Esse procedimento € feito para ambas equacdes que compdem tal sistema.

3.2.2 Métodos Algébricos Resolutivos de Sistemas de Equacdes Lineares nxm

Existem diferentes métodos de resolucdo para sistemas de
equacles lineares de ordem trés. Nesta secdo, vamos apresentar o de
escalonamento e a Regra de Cramer. Cada um desses tem um motivo diferente para
figurar nessa pesquisa. O método do escalonamento é recomendado pela OCEM
(2006), pois demanda operacoes elementares. A Regra de Cramer € apresentada e
utilizada, em alguns momentos, de forma equivocada por alguns autores de livros

didaticos, especialmente, aqueles voltados para o Ensino Médio.

3.2.2.1 Escalonamento de um sistema de equacdes lineares 3x3

De acordo com Poole (2004, p. 65) “a palavra escalonar vem da
palavra latina scala, que significa ‘escada’ ou ‘degraus’. Assim, escalonar um
sistema de equacdes lineares significa obté-lo graficamente na forma de uma
escada em decorréncia da eliminacdo das incégnitas que vai se realizando ao longo
da solugéo.

Conforme Lima (2007, p. 85) “o escalonamento € um processo
simples e extremamente eficiente para resolver um sistema linear”.

Para escalonar um sistema linear devemos levar em consideracao

trés propriedades, conforme Paiva (1995):

(i) permutando entre si duas ou mais equacdes de um sistema linear

S, obtém-se um novo sistema S' equivalente a S;
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(ii) multiplicando (ou dividindo) uma equacdo de um sistema linear S
por uma constante k, com kiO, obtém-se um novo sistema S'
equivalente a S;

(iii) substituindo uma equagéo de um sistema linear S pela soma dela
com outra equacao desse sistema, obtém-se um novo sistema S'

equivalente a S;

X+2y+3z=7 (1)
2x+y+z=4 (2]

Vamos escalonar o sistema AZ"; (X 3y +2=10 (3);

Inicialmente, vamos conseguir 0s zeros necessarios nos coeficientes
da incognita x. Para isso:
I. substituimos a equacdo (2) pela soma dela com a equacao (1)
multiplicada por - 2; e
II. substituimos a equacdo (3) pela soma dela com a equacao (l)
multiplicada por

Figura 5 — Escalonamento de um sistema de equacdes lineares 3x3 (I)

((x+2p+3z2=7-2> & x+2y+3z =7
2x+ y+ z =4 2 | ~ «0x=3y—=5z = -10
Ix+3y+ z = 10<F Ox—3y—8z = —11

(PAIVA, 1995, p.123)

[ll. No sistema anterior, substituimos a ultima equacao pela soma

dela com a segunda multiplicada por - 1, e obtivemos:

2" Exercicio extraido de (PAIVA, 1995, p. 123-124)
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Figura 6 — Escalonamento de um sistema de equacdes lineares 3x3 (ll)

7 x+2y+3z =7
X Ly ~ = —10

Ox—3y—5z = —10 Ox — 3y — 5z
0x — 3y — 8z —ug Ox+0y—3z = — L

(PAIVA, 1995, p.124)

x+2y+ 3z

Dessa forma, chegamos a um sistema escalonado equivalente ao
sistema A.
Devemos considerar algumas observacbes relevantes para a
compreensao do escalonamento de um sistema de equacdes lineares 3x3, as quais
sao:
(i) se durante o escalonamento do sistema anterior ocorresse uma
equacdo da forma Ox + Oy + 0z = b, com b#0, entdo o sistema
seria classificado como impossivel, pois tal equacdo ndo é
satisfeita para nenhum terno (x, vy, z);

(i) se durante o escalonamento do sistema anterior ocorresse uma
equacao da forma Ox + Oy + 0z = 0, entdo eliminariamos essa
equacao e o novo sistema assim obtido também seria equivalente

ao sistema original.

Além disso, conforme Poole (2004), quando uma reducéo de linhas
€ aplicada a matriz completa de um sistema de equacdes lineares, construimos um
sistema equivalente que pode ser resolvido por substituicdo de tras para frente. O
processo inteiro é conhecido como método de eliminacdo de Gauss, ou método de
eliminacdo gaussiana.

O método de eliminacdo de Gauss, leva em consideracdo o0s
seguintes procedimentos:

I. escrever a matriz completa do sistema de equacdes lineares;
II. usar operacdes elementares com as linhas para reduzir a
matriz completa a forma escalonada por linhas; e
lll. utilizando substituicho de tras para frente, resolve-se o

sistema equivalente que corresponde a matriz linha-reduzida.
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Ainda aqui destacamos que um sistema de equacdes lineares pode

ter uma interpretacao matricial no sentido expresso por Lima (1993).

matrizes:

‘a;x+byy+c,z=d,
1@, X+bsy+c, 2=d,
a;x+byy+cyz=d,

Considere de forma referencial o sistema (S) .

De acordo com Lima (1993) o sistema (S) pde em destaque as

(a; by ¢y [ X [ dy )
A=la, b, c;|, X=|y| e D=ld,
\az by c3) \Z) 93] Fazendo wuso da

multiplicagdo de matrizes, esse sistema pode ser escrito sob a forma: A.X = D.

Quanto a multiplicagdo de matrizes, Lima (1993) explicita que:

0 produto de uma linha, digamos [a;, by, ¢4], por uma coluna como X
é, por definicao, igual a a;x + byy + ¢12.0 produto de uma matriz A, de
m linhas e n colunas, por uma matriz B, de n linhas e p colunas, é a
matriz AB, de m linhas e p colunas, cujo elemento da i-ésima linha e
j-ésima coluna é o produto da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna
de B (LIMA, 1993, p. 11).

3.2.2.2 Regra de cramer

A Regra de Cramer é um método para a resolucdo de Sistemas de

Equacbes Lineares utilizado especialmente em sistemas 3x3, mas 0 Seu uso €

aconselhavel apenas no caso do sistema ser considerado determinado, isto €,

situacdo em que apresenta uma unica solucdo. Outro fator a ser considerado é que

guanto maior o sistema, maior o0 custo operacional desse processo, e ainda tem

mais: a Regra de Cramer s6 se aplica a sistemas que dao origem a matrizes

quadradas.

Lima (2007), em seu livro “Coordenadas no Espaco”, explicita que:
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a Regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver
Sistemas de Equacdes Lineares. Ela apresenta a vantagem de
fornecer explicitamente os valores das incégnitas como quocientes
de dois determinantes. Mas, por outro lado, possui dois
inconvenientes em comparacdo com o método do escalonamento. O
primeiro é que ela s6 se aplica quando o determinante da matriz do
sistema ¢é diferente de zero, ou seja, quando o sistema possui uma
Unica solucdo. O segundo inconveniente é o custo operacional: da
bem mais trabalho calcular quatro determinantes do que escalonar
uma Unica matriz (LIMA, 2007, p. 109).

Dorier et al (2002) consideram que antes de se comecgar a ensinar
Algebra Linear é importante que os estudantes adquiram um bom dominio quanto a
resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares, mas advertem que os determinantes,
gue historicamente dominavam o assunto a partir de 1750 até o inicio do século XX,
devem ser evitados, pois 0 seu tecnicismo tende a mascarar ideias basicas.

Quando Dorier et al (2002) afirmam que o tecnicismo da Regra de
Cramer mascara ideias basicas, pode-se inferir que se referem a seguinte situacao

apresenta por Lima (2007), pois conforme esse autor:

[...] a Regra de Cramer s0 se aplica quando a matriz dos coeficientes
do sistema tem determinante diferente de zero. Tentar utiliza-la fora
desse caso pode conduzir a erros. Um desses erros é 0 seguinte:
guando os quatro determinantes que aparecem na regra sao todos
iguais a zero, poder-se-ia pensar que ela fornece x = 0/0,y = 0/0, z =
0/0 e concluir gue o sistema é indeterminado, isto &, possui infinitas
solu¢cBes. Mas, ndo € bem assim. Suponhamos, por exemplo, que 0s
trés vetores-coluna a, b, ¢ sejam mdultiplos um do outro, mas que o
vetor d ndo seja multiplo deles. Entdo os 4 determinantes sdo nulos
mas ndo existem numeros X, y, Z tais que x.a +y.b + z.c =d, isto é, o
sistema ndo tem solugéo (LIMA, 2007, p.110).

Para detalhar, Lima ainda apresenta um exemplo que possibilita

uma compreenséo efetiva, e esse mesmo autor continua da seguinte forma:

2x+3y+z=1
dx~By+2z=15

Consideremos o sistema; 6% =9y =3z=2.

Pondo a = (2, 4, 6), b =(3,6,9), c (1,2,3) d (1,5,2), vemos que a = 2C
e b = 3c, portanto det[a,b,c] = det[d,b,c] =det [a,d,c] = det[a,b,d] =
0.Mas, d ndo é mudltiplo de c, logo ndo é combinacéo linear de a, b, c,
portanto, ndo existem numeros x, y, z tais que d = x.a +y.b + z.c.
Noutras palavras, o sistema ndo tem solucdo, embora a regra de
Cramer (usada incorretamente, pois foi deduzida mediante da
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hipétese de que det[a,b,c] # 0) pudesse levar as ‘expressdes
indeterminadas’ x = 0/0, y = 0/0, z = 0/0 (LIMA, 2007, p. 111).

Ainda, conforme Ferreira e Gomes (1996):

A regra de Cramer para resolver sistemas lineares sé pode ser
aplicada no caso em que o determinante da matriz dos coeficientes
do sistema é ndo nulo: essa situagdo corresponde ao caso em que
os trés planos se intersectam num ponto e o sistema tem solugéo
Gnica. Entretanto, vérios livros afirmam erroneamente que um
sistema que tem nulos todos os determinantes da regra de Cramer é
indeterminado (FERREIRA; GOMES, 1996, p. 14).

3.3DISCUSSAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Discutir um sistema de equacdes lineares significa compreender se
este apresenta uma, infinitas ou nenhuma solucéo. Tal discussao é realizada com
base na solucdo que o sistema apresenta. Trataremos essa discussao por meio da
técnica do escalonamento de sistemas, porque é possivel de realiza-la mesmo com
operacgOes mateméaticas elementares.

As Orienta¢cdes Curriculares do Ensino Médio (OCEM) publicadas
pelo MEC em 2006, afirmam que:

a resolucdo de sistemas 2 x 3 ou 3 x 3 também deve ser feita via
operacbes elementares (0 processo de escalonamento), com
discussdo das diferentes situacBes (sistemas com uma Unica
solucdo, com infinitas solugdes e sem solucdo) (OCEM, 2006,p. 78).

Apresentaremos, a seguir, um exemplo de cada tipo de sistema
acompanhado de uma visdo geométrica, a saber: possivel determinado, possivel

indeterminado e impossivel.

3.3.1 Sistema Possivel Determinado (SPD)

Um sistema de equacles lineares € considerado possivel e
determinado se apresentar uma Unica solucdo. De acordo com Anton e Busby (2006,
p. 61), “geometricamente, isso significa que as retas representadas pelas equacoes

do sistema intersectam em um Unico ponto”.
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7z

Conforme Lima et al (2006, p. 116), um sistema € considerado
determinado do ponto de vista algébrico “[...] se, e somente se, 0s vetores-linha [...]

da matriz do sistema séo linearmente independentes”. Segundo os autores:

X+2y-3z=1
No sistema: 3x +y + z = 2, os vetores-linha &1 = (1,2-3), & = (3,1, 1)
8X+y+62=6

f= = (8,1,6) sdo dois a dois ndo-colineares. Tem-se = =3 -1 de

modo que 1.t € &2 s8o coplanares. Mas, 6 # 3x2 -1 |ogo Le#3Lz — Ly
- L1. Portanto, os planos definidos pelas equacdes acima se
intersectam dois a dois segundo trés retas paralelas (LIMA et al,
2006, p. 116).

Geometricamente, temos:

Figura 7 — Representacdo geométrica de SPD 3x3

“Os trés planos 1, T, e Iz tém um unico ponto em
comum” (LIMA, 2007, p.79).

A seguir, apresentaremos um exemplo de sistema possivel

determinado utilizando o método do escalonamento como forma de resolugéo.
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X+y+2z=4
£4x—2Y—Z:B -
Considere o sistema M2 (2% ~Y +2z=10

Desenvolvendo a resolugao, chegamos em:

Figura 8 — Sistema Possivel e Determinado

x+ y+2z = *+ y+2z =4
~ s 0x—6y—Tz

Ox — 6y — 8z

dx=2y+ z =
= yokide=

:

x+2y+2z =4
=~ 0x—6y—Tz = —8
Ox+0y— z = —2.

(PAIVA. 1995, p.124)

X+y+ 2z=4(1)
! _By—Tz=-8(ll).
Portanto, o que resulta no sistema escalonado: I—Z= —2(1I1)

Como o sistema escalonado possui nimero de equacgdes igual ao
namero de incégnitas, temos que sua classificagdo € SPD (sistema possivel
determinado).

Resolvendo o sistema, temos:

() daequacgao (lll):-z=-2 —>z=2;

(i) substituindo z = 2 na equacéo (ll): -6y -7.2=-8 ->y=-1;e

(iii) finalmente substituindo os valores dey = - 1 e z = 2 na equacéao

DN:x+2(-1)+22=4->x=2.
(iv) Concluindo: o sistema M é possivel e determinado e apresenta
conjunto solucéo S ={(2, -1, 2)}.

8 Esse exercicio pode ser encontrado em (PAIVA, 1995, p. 124).
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3.3.2 Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Um sistema de equacgdes lineares é definido como sistema possivel
indeterminado quando apresenta uma infinidade de solugdes.

s

O sistema é indeterminado quando uma (ou duas) dessas
informacBes € (ou sdo) consequéncia(s) das demais. Por exemplo,
Se nos propusermos a determinar x, y, z sabendo que 2x-4y +6z = 8,
X-2y + 3z = 4 e 3x- 6y + 9z = 12, teremos ai um sistema
indeterminado, pois na realidade é-nos dada apenas uma informacao
sobre esses numeros, a saber, que x-2y + 3z = 4. As outras duas
afirmacg0des resultam desta (LIMA, 1993, p. 10).

Para Anton e Busby (2006, p. 62), o0 modo mais conveniente para
descrever 0 conjunto-solucdo nesse caso € expressar o0 sistema de forma
paramétrica. Ainda segundo esses autores, “geometricamente, isso significa que as
retas correspondentes as duas equacdes do sistema original sdo coincidentes”.

Lima (1993, p. 10) complementa que:

em cursos elementares, os sistemas indeterminados sao deixados de
lado sem maior atencdo, mas essa atitude ndo é correta. A
indeterminagdo significa que o problema expresso pelo sistema (S)
possui infinitas solugdes, cabendo-nos em cada caso escolher a que

melhor se adapta as nossas conveniéncias.

Geometricamente, podemos ilustrar uma situagdo que ocorre

sistema possivel indeterminado por meio da seguinte figura:
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Figura 9 — Representacao geométrica de SPI 3x3

“ITy, M e 13 Sd0 trés planos distintos que tém uma reta r em comum. Neste caso o
sistema e indeterminado. Suas solucdes (x, y, Z) sdo coordenadas dos pontos da reta
r=my [ m2( 3" (LIMA et al, 2006, p.112).

Lima (2007) traz um exemplo que possibilita compreender
algebricamente uma situacéo envolvendo sistema possivel indeterminado, conforme

esse autor:

4x+2y - 6z = 8
No sistema: 6x+3y-9z = 12, tem-se L; = (4,2, - 6, 8), L, = (6, 3, - 9,12)
2x+y -3z=4

e L3 = (2, 1, - 3,4). Evidentemente, valem L, = (3/2). L; e L; = (1/2).
L;. Portanto, as trés equacdes do sistema determinam o mesmo
plano n, que pode também ser definido pela equacédo y = 3z -2x + 4.
Assim, as solucdes do sistema s&o todos os pontos de R® que tém a
forma (X, 3z - 2x + 4, z), onde x e z séo escolhidos livremente (LIMA,
2007, p. 72).

A seguir, apresentaremos um exemplo de sistema possivel

indeterminado utilizando o método do escalonamento como forma de resolucéao.

{3){—4g+52=1(|}
< 2%+ 3y +3z=0(ll)

Considere o sistema N?°: |5>{ +7Ty+8z=1(Il)

* Esse exercicio pode ser encontrado em (PAIVA, 1995, p. 125).
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Para resolver o sistema N, em sintese, adotaremos 0s seguintes

procedimentos:
(i) substituiremos a equacéo (Il) pela soma dessa multiplicada por 3
com a equacéo (l) multiplicada por -2;
(i) substituiremos a equacéo (Ill) pela soma dessa multiplicada por 3

com a equacao (l) multiplicada por -5; isso decorre que:

Figura 10 — Sistema Possivel e Indeterminado

[

/ \
Jx+4p+3z =1 q 3x+dy+ 5z = 1
2xt+3y+ 3z = {I—"S A giflEd y— = _EL@ ~
Ii::' o P L

Dx+ v— z = —

Sx+ Ty + 8z = |

Jx+dy+5z =1
a5 O Rl
Ox+0y+0z = 0.

(PAIVA, 1995, p.124)

Continuando, elimina-se a ultima equacédo, e chega-se ao sistema

(3x+4y+5z=1
escalonado equivalente ao sistema original:|Y—2=-2 . Como esse sistema
escalonado possui um numero de equagdes menor que o numero de incognitas, sua

classificacdo é SPI, isto é, sistema possivel indeterminado.

(iii) Resolvendo o sistema N em funcdo da variavel livre z, temos

[3x+4y+5z=1(l)
\y-2z=-2=y=2-2(ll), substituindo (Il) em (I), decorre:

3x+4.(z-2)+5z+1
3Xx+4z-8+5z=1
3x=1+8-4z-52
3x=9-9z
- X=3 -3z
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(iv) Logo, o conjunto solugdo € S={(3-3z,z-2,2),ze IR}

3.3.3 Sistema Impossivel (SI)

Um sistema de equacOes lineares € dito impossivel quando né&o

possui solucéo.

O sistema impossivel ocorre quando as informa¢des que nos séo
fornecidas para calcular x, y e z sdo incompativeis. Por exemplo, se
uma das equacdes do sistema € x -2y + 3z = 4, outra equagado nao
pode ter a forma 2x - 4y + 6z = 7. (Multiplicando a primeira por 2 e
subtraindo a segunda, chegariamos ao absurdo 0 = 1.) (LIMA, 1993,
p. 10).

Anton e Busby (2006, p. 61) afirmam que geometricamente “significa
que as retas correspondentes as equacgfes do sistema original sdo paralelas e
distintas”.

Em sintese, geometricamente, um sistema 3x3 € considerado
impossivel quando apresenta: trés planos paralelos sem intersecdo comum, dois
planos paralelos intersectados por outro, ou os trés planos que intersectam, dois a
dois, segundo retas paralelas uma as outras.

Vamos exemplificar o sistema impossivel utilizando o caso em que

trés planos estéo dispostos paralelamente, portanto sem intersecao.



74

Figura 11 — Representacao geométrica de S| 3x3

Os planos 111 T2 & T3 s8o paralelos dois a dois. Neste caso, o sistema n&o admite
solugéo: é impossivel. “Em termos de vetores-linha, a presente situacao se da quando
cada um dos vetores f,, > e f3 & multiplo de outro, mas os vetores Ly, Ll ; séd0 dois a
dois ndo colineares” (LIMA et al, 2006, p.110).

A seguir, apresentaremos um exemplo de sistema impossivel

utilizando o método do escalonamento como forma de resolucéo.

(2x+3y+z=2
X+y+2z=1

Considere o sistema P%: |4X+9y+5Z=6

O escalonamento fica facilitado quando o coeficiente da primeira
incégnita da equacao, neste caso, x, € igual a 1 (um). Como isso ndo acontece para
esse sistema, mas o coeficiente de x da segunda equacdo € 1 (um), podemos
realizar a permutacdo das duas primeiras equacoes, obtendo um

{x+y+22:’l
< 2X+3y+z2=2

novo sistema, equivalente ao original, isto é: [#X+5Y+9Z=6 Egcalonando-o, temos:

% Esse exercicio pode ser encontrado em (PAIVA, 1995, p.124 —125).
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Figura 12 — Sistema Impossivel

i }|+23=l—*x x+ y+2z =1
2x+3y+ z=2+ = 4 Uk }'—3z=ﬂ_x"@ =
45+ Sy+ 5z = 6+ 0x+ y-3g =2+

i+ »i+2p=1

=~ A Qr+ y—3g =40

Ox+0y+0z = 2
(PAIVA, 1995, p.125)

Note que ndo conseguimos um sistema escalonado, pois o0s
coeficientes da dUltima equacdo sdo todos nulos. Entretanto, a tentativa do
escalonamento nos mostrou que o sistema € impossivel, jA que a Ultima equacao
ndo é satisfeita para nenhum terno (x, y, z). Portanto, conclui-se que a classificacéo
do sistema é impossivel (Sl), logo S = @.

A seguir, apresentaremos o capitulo IV no qual descreveremos 0s

procedimentos metodoldgicos que orientaram a conducéo dessa pesquisa.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O capitulo IV tem por finalidade expor a forma pela qual essa
pesquisa foi conduzida quanto aos procedimentos metodologicos. Apresentaremos a
natureza e a caracterizacdo dos sujeitos da pesquisa e as justificativas pela escolha
dos mesmos, as acbes realizadas para o desenvolvimento dessa pesquisa, a
descricio do modo de como ocorreu a coleta de dados, e ainda algumas
considera¢des segundo as quais se fardo as analises dos dados obtidos.

A presente pesquisa € de natureza qualitativa e obedece as
caracteristicas da investigacdo qualitativa tratadas no livro intitulado “Investigacao
Qualitativa em Educac&o” propostas por Bogdan e Biklen (1994), a saber: a
pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta de dados e o
pesquisador como seu principal instrumento; os dados coletados séo
predominantemente descritivos; a preocupa¢do com 0 processo € muito maior do
gue com o produto; o significado que as pessoas dao as coisas e a sua vida sao
focos de atencédo especial do pesquisador; a analise dos dados tende a seguir um
processo indutivo.

Os referidos autores afirmam ainda que nem todos os estudos
“patenteiam estas caracteristicas com igual eloquéncia”. Dessa forma, sentimo-nos
seguras para utilizar essa caracterizacao proposta por Bogdan e Biklen (1994, p.
47), e a seguir descreveremos 0s porqués que justificam essa escolha metodolégica.

A observacdo, a descricdo, a compreensdo e a atribuicdo de
significados sé@o aspectos inerentes a pesquisa qualitativa, sendo assim:

i. o ambiente natural dessa pesquisa é uma sala de aula do

Departamento de Matematica de uma universidade publica norte
paranaense. A pesquisadora principal foi a responsavel pela
coleta direta de dados de alguns estudantes matriculados em um
curso de Licenciatura em Matemética nessa sala de aula;

ii. os dados foram coletados por meio de registros escritos desses
estudantes que responderam a Proposta de Avaliacdo Reflexiva
envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares, a qual contemplava
algumas questdes abertas;

iii. o processo de coleta dos dados foi rigorosamente planejado,

respeitado e seguido;
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iv. a Proposta de Avaliacdo Reflexiva trouxe ainda questbes de
carater pessoal, pois entendemos que os fatores individuais
podem interferir nas respostas apresentadas. As experiéncias
vivenciadas pelos participantes sdo alguns dos focos de atencao
dessa pesquisa;

V. 0 capitulo V traz a construcdo completa de cada questdo da
Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de
Equacdes Lineares.

4.1 DESCRICAO DO DESENVOLVIMENTO DA PESQUISA

A presente pesquisa divide-se em quatro fases distintas, mas que
nao seguem necessariamente uma ordem cronoldgica. A seguir especificaremos as
acOes que foram desenvolvidas para constitui-la.

A primeira fase foi dedicada para se realizar levantamento
bibliografico, leituras e reflexdes que subsidiaram a fundamentacéo tedrica.

Ja na segunda fase foi desenvolvida a construcdo da Proposta de
Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares, subdividida em
cinco etapas:

() estudo sobre Sistemas de Equagbes Lineares, conforme

apresentacao do capitulo lll;

(i) construcdo e selecdo das questbes que integraram a Proposta
de Avaliacdo Reflexiva, para maiores detalhes ver capitulo V;

(iii) analises e discussdes a respeito da construcdo da Proposta de
Avaliacdo Reflexiva realizadas no grupo de estudo’;
Especificado mais adiante.

(iv) refinamento da construgéo da Proposta de Avaliacdo Reflexiva a
partir das consideracdes e sugestdes levantadas pelo grupo de
estudo;

(v) formatacdo final e impressdo das questdes da Proposta de
Avaliacdo Reflexiva sobre Sistemas de Equacdes Lineares para

posterior aplicagao.

% Especificado mais adiante.
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A terceira fase constituiu-se da aplicacdo da Proposta de Avaliacédo
Reflexiva, a qual foi realizada em dois encontros de noventa minutos cada um, tendo
como participantes estudantes que cursam a 42 série do Curso de Licenciatura em
Matematica de uma universidade estadual publica norte paranaense localizada no
municipio de Londrina.

Finalmente, a quarta fase foi dedicada a analise dos dados obtidos
por meio dos registros escritos em tarefas aplicadas que constituiram a Proposta de
Avaliacédo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares.

A secdo seguinte tratard de caracterizacdes dos sujeitos que

compdem essa pesquisa.

4.2 CARACTERIZACOES DOS SUJEITOS DA PESQUISA

Os sujeitos de pesquisa sd@o vinte estudantes®® matriculados
regularmente na 4a série de um curso de Licenciatura em Matematica de uma
universidade estadual publica norte paranaense localizada no municipio de
Londrina, e de agora em diante os denominaremos apenas de participantes, para
efeito de simplificacdo de escrita.

Para realizarmos essa escolha, tivemos trés motivos que nos foram
suficientemente convincentes para optarmos por esse grupo de estudantes: (1)
fazem parte do publico com o qual queremos desenvolver essa pesquisa -formacéo
inicial de professores de matemaética; (2) j4 se espera de estudantes que estdo em
uma etapa final de formacdo inicial que tenham desenvolvido um pensamento
matematico avancado, além de que estes ja tiveram disciplinas ao longo do curso
que trataram sobre o conteldo matematico de nosso interesse; e (3) acessibilidade
geografica, administrativa e pedagodgica ao campus universitario para realizarmos a
coleta de dados com este grupo de estudantes.

* Motivo (1): estdo na fase final do processo inicial de formagéo,

portanto sdo considerados potenciais futuros professores. Todos

0S participantes jA passaram por uma etapa do estagio

2 A Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares foi aplicada no final
de fevereiro e inicio de margo de 2011, periodo de retorno do ano letivo da universidade escolhida, e
ainda préximo ao feriado prolongado de Carnaval. Por isso, nem todos os estudantes desta turma
puderam se fazer presentes, 0 que consideramos uma situacdo normal. O grupo de estudantes
participantes representam aproximadamente 85% da turma.
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supervisionado, pratica exigida em um curso de licenciatura de
matematica, entdo em certa medida ja possuem uma familiaridade
com a rotina de uma sala de aula.

Motivo (2): sendo considerados potenciais futuros professores ja
se espera que assumam algumas reflexdes sobre o exercicio da
pratica docente, mais especificamente que apresentem um
pensamento matematico avancado sobre o conteldo matematico
de interesse dessa pesquisa - Sistemas de Equacbes Lineares,
visto que ja tiveram contato com este em momentos diferentes ao
longo do curso.

Motivo (3): facilidade de acesso geografico, administrativo e
pedagdgico ao campus universitario, e consequentemente ao
grupo desses estudantes, visto que a orientadora dessa pesquisa
é docente desta turma, e esta coincidentemente lecionara neste
ano (2011) para tal turma uma disciplina denominada “Prética e
Metodologia do Ensino da Matematica II” registrada na ementa sob
o0 codigo “6 MAT 024”. Entre os objetivos desta disciplina se
destacam o de “proporcionar ao estudante uma experiéncia de
investigacdo sobre sua propria producdo” e “desenvolver a
capacidade de trabalhar em colaboracao e estimular os candidatos
a professores a assumir uma perspectiva profissional na sua futura
pratica como professores”, sendo estes totalmente favoraveis a

concepgao dessa pesquisa.

Acreditamos que o futuro professor inicia uma conduta de atitude

profissional eticamente responsavel a partir do instante que se atenta com seriedade

para sua propria aprendizagem, refletindo propriamente sobre si em como aprende e

como pretende ensinar.

Expostos os motivos para a escolha realizada, enfatizamos que

optamos pelos estudantes da 4% série de um curso de Licenciatura em Matematica,
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porque 0s consideramos praticamente aptos>® para conduzir uma sala de aula na
Educacao Basica, caso dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

Todos os estudantes que participaram dessa pesquisa concederam-
nos o Termo de Consentimento Livre Esclarecido, declaragéo utilizada no meio
académico para solicitar a autorizacao por parte dos participantes para a utilizacao
de dados coletados no trabalho de campo com a finalidade de desenvolver
pesquisas, podendo ainda divulga-los em publicacdes, congressos e eventos da
area com a condicéo de que seja garantido o anonimato do participante no relato da
mesma.

Dezessete participantes responderam integralmente a Proposta de
Avaliacao Reflexiva envolvendo Sistemas de Equagdes Lineares, e 0sS outros trés
responderam parcialmente, por motivo de ndo comparecimento em um dos dias de
aplicacdo da mesma.

Os participantes dessa pesquisa, gquando necessaria a sua
especificacdo, serdao denominados de agora em diante de: E.1, E.2, E.3,...e, E.20,
sendo que a letra “E” , para nés, designa Estudante, garantindo-lhes o direito do
anonimato.

Ainda tratando-se de explicacdes terminoldgicas utilizadas nessa
pesquisa, explicitamos que denominaremos de protocolo 0s registros escritos
obtidos por meio das respostas que os participantes nos concederam para cada uma
das questbes que constituiam a Proposta de Avaliagdo Reflexiva envolvendo
Sistemas de Equacdes Lineares.

Devemos destacar que os participantes E.1, E.15 e E.18 néao
compareceram em um dos dias de aplicagéo da proposta, por iSso ndo conseguiram
completar seus protocolos. Foram oferecidos a estes outros dias e horarios, mas
infelizmente ndo foi possivel o comparecimento desses, em razdo de seus
compromissos particulares. Dessa forma, em termos percentuais, oitenta e cinco por
cento dos participantes responderam a proposta integralmente e quinze por cento
destes, parcialmente.

Para que possamos realizar o quadro sintese de caracterizacdo do

perfil desse grupo de estudantes e a posterior andlise de dados coletados desse

% Juridicamente, falta-lhes o término do curso, aproximadamente 10 meses e, naturalmente sua
diplomacéo, conferida pelo titulo de licenciado, mas em algumas ocasides, a legislacédo ja lhes
permite atuarem efetivamente como professores.
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grupo, (ver capitulo VI), vamos considerar somente aqueles que responderam a
proposta integralmente, sendo estes devidamente denominados nessa pesquisa por:
E.2,E3,E4,ES5 E6,E7, ES8 E9 E.10,E.11, E.12, E.13,E.14, E.16,E.17,E. 19 e
E.20.

4. 3SOBRE A FORMATACAO DA PROPOSTA DE AVALIACAO REFLEXIVA ENVOLVENDO

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A Proposta de Avaliacdo Reflexiva foi constituida de trés partes,
sendo que a Parte | buscava tracar um perfil dos participantes da pesquisa, bem
como conhecer algumas concepg¢des pessoais dos mesmos, constituida de onze
questdes. A Parte Il procurava desenvolver uma reflexdo sobre alguns conceitos
matematicos relacionados a Sistemas de Equacdes Lineares, assim como conhecer
algumas concepcdes didaticas dos participantes, constituida de nove questdes. Ja a
Parte Ill visava compreender aspectos de pensamento matematico avangado em
relacdo a Sistemas de Equacdes Lineares, constituida de cinco questbes,

totalizando assim, vinte e cinco questdes que constituiram a proposta integral.

4.4 DESCRICAO DO PROCESSO DE COLETA DE DADOS

Os participantes dessa pesquisa foram orientados a responderem
individualmente a Proposta de Avaliacdo Reflexiva sem manter didlogo com seus
colegas, e ainda cada questdo foi entregue separadamente, pois néo era desejavel
gue uma pergunta posterior influenciasse uma determinada resposta de uma dada
pergunta anterior. Uma vez solicitada a proxima questdo pelo participante, nao lhe
era mais permitido alterar a resposta anterior. Por isso, tomamos o cuidado de
sempre recolheremos primeiro a questao respondida para, em seguida, ser entregue
a proxima.

A identificacdo dos participantes ocorreu mediante 0 uso de um
coédigo numérico, assegurando o anonimato dos mesmos. Cada questdo possuia a
seguinte identificacdo: numero da parte referida, nimero do participante, nimero da
questao e o respectivo enunciado desta.

A Proposta de Avaliacdo Reflexiva foi programada para ser

respondida em dois encontros, com duracédo de 90 minutos cada um. A distribuicédo
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das questbes para esses dois encontros foi realizada da seguinte forma: no primeiro
encontro - foram respondidas a Parte |, questdes de um a onze e Parte Il, questdes
um e dois, totalizando treze questdes. No segundo encontro foram respondidas a
Parte I, questbes de trés a nove e Parte lll, questdes de um a cinco, totalizando
doze questdes e, finalmente completando a proposta integral de vinte e cinco
guestdes.

Entretanto, sabendo das peculiaridades que envolvem uma pesquisa
qualitativa foi previsto que caso algum participante faltasse em um dos dias de
aplicacdo, sendo possivel e de livre e espontanea vontade deste, o convidariamos
para um horario alternativo que ndo comprometesse a rotina de seus compromissos
para que pudesse nos atender. Contudo, ainda consideramos a possibilidade de que
algum participante pudesse solicitar um tempo maior para responder a proposta com
tranquilidade.

Os participantes E.6, E.7, E.9, solicitaram um tempo maior para
responder a proposta. Ja os participantes E.17 e E.19 s6 compareceram no segundo
dia de coleta de dados, sendo assim foram convidados a terminar suas questdes em
um horario alternativo. Ambos aceitaram o convite e finalizaram seus protocolos,
sendo atendidos em horario®* alternativo de suas atividades académicas.

O atendimento foi realizado no dia 16 de margo de 2011 no periodo
vespertino entre as 14h e 17h30min, visto que cada participante tinha a necessidade
de um horario diferente, em uma sala do Departamento de Matematica da
universidade destinada as atividades de monitoria, a qual foi reservada
antecipadamente.

A seguir, apresentamos um quadro que contempla informacdes
gerais sobre a Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacbes

Lineares.

% 0 atendimento foi realizado no dia 16 de marco de 2011 no periodo vespertino entre as 14h e
17h30min, visto que cada participante tinha a necessidade de um horario diferente, em uma sala do
Departamento de Matematica da universidade destinada as atividades de monitoria, a qual foi
reservada antecipadamente.
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Quadro 6 — Informacdes gerais sobre a Proposta de Avaliacao Reflexiva

PROPOSTA DE AVALIACAO REFLEXIVA

CONTEUDO MATEMATICO

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

FORMATO QUESTIONARIO
Organizacao das questdes
DIVISAO TEMA N’ DE QUESTOES
Parte | Perfil dos estudantes 1
Parte Il Aspectos conceituais e didaticos 9
Parte Il Aspectos matematicos 5
Total de questdes 25
Local de aplicagao Curso
Universidade Estadual Pablica — PR 47 série — Curso de Licenciatura em
Matematica

Tempo de construcgéo

Tempo de Aplicagao

4 meses 2 encontros de 90 min
Sujeitos de pesquisa Estudantes Participantes Ano Municipio
Total Porcentagem Total Porcentagem 2011 Londrina -PR
20 100% 17 85%

4.5 ANALISES DE DADOS

A coleta de dados se deu por meio da aplicacado de uma Proposta de

Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares em que obtivemos,

por meio de registros escritos, as respostas dos participantes.

Em raz&o das caracteristicas da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, as

andlises seguirdo um processo descritivo-interpretativo indutivo, porque o objetivo é

investigar processos de pensamento matematico avancado manifestados em

registros escritos de estudantes de Licenciatura em Matematica em tarefas sobre

Sistemas de Equacdes Lineares.

As andlises foram subdivididas em trés etapas:

() analise questdo a questdo - etapa em que se colheram

impressdes para se ter uma ideia geral das respostas dos

participantes, a qual subsidiou as analises posteriores, e sempre

que possivel serdo acompanhadas por um quadro que sintetize

as consideracdes gerais apresentadas;
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(i) analise do perfil dos estudantes participantes - etapa em que se
buscou tracar a visdo matematica revelada no sentido de
Thompson (1997), bem como a identificacdo de manifestacdes de
atitudes reflexivas a luz de Freire (2004, 2011);

(i) analise de manifestacbes de processos de pensamento
matematico avancado, conforme caracterizacbes de Dreyfus
(1991) e Resnick (1987) evidenciadas por cada um dos
participantes, considerando o que foi obtido nas resolugbes das
questbes da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, especialmente da

Parte Il e Parte Ill.

Sendo assim, apresentaremos no capitulo VI essas analises de
forma detalhada.

A seguir, no capitulo V, trataremos da construcéo e das justificativas
para cada uma das questdes que compdem o0 conjunto de tarefas, o qual
denominamos por Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de

Equacdes Lineares.
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5 CONSTRUCAO DA PROPOSTA DE AVALIACAO REFLEXIVA ENVOLVENDO
SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A intencdo principal da Proposta de Avaliagdo Reflexiva sobre
Sistemas de Equacdes Lineares, direcionada a estudantes de Licenciatura em
Matematica, € que promova revelacdes sobre alguns conceitos e situacbes que
envolvem tal conteddo matematico, e que também suscite reflexdes pessoais a
respeito de algumas situagdes inerentes ao processo de ensino e de aprendizagem.

Para que possamos explicitar as escolhas e decisdes tomadas a
respeito do processo de construcdo da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, bem como
a conducao das atividades realizadas durante o trabalho de campo, queremos aqui
retomar a pergunta norteadora que delineou o processo de trabalho exposto até o
presente momento: que manifestacbes de processos de pensamento matematico
avancado sdo reveladas em registros escritos de estudantes de Licenciatura em
Matematica ao resolverem tarefas sobre Sistemas de Equagdes Lineares?

Destacamos mais uma vez que denominaremos por Proposta de
Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistema de Equacbes Lineares o conjunto de
tarefas que foi elaborado e posteriormente aplicado para coletarmos dados para
essa pesquisa.

Entendemos tarefa a luz das ideias de Ponte et al (1997, p. 3),
segundo esses autores a investigacdo sobre a aprendizagem tem mostrado que o
estudante aprende em consequéncia da atividade que desenvolve e da reflexdo que
faz sobre essa. Dessa forma, “as tarefas devem despertar curiosidade e entusiasmo,
fazendo apelo aos seus conhecimentos prévios e intuicdes”. Desse modo, Ponte et

al (1997), caracterizam tarefa matematica da seguinte forma:

uma tarefa envolve sempre uma dada situagdo de aprendizagem e
aponta para um certo conteddo matematico. A situacdo de
aprendizagem constitui o referente de significados da vida quotidiana
ou do dominio da Matematica a que a tarefa se refere, no quadro da
cultura do aluno. O conteldo matematico diz respeito aos aspectos
matematicos envolvidos (factos, conceitos, processos, ideias), no
guadro do curriculo correspondente (PONTE et al, 1997, p. 4-5).
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A construcdo de fato da proposta levou aproximadamente quatro
meses para ser concluida, tempo este dedicado para se elaborar e selecionar
questdes, realizar discussoes, leituras, refinamentos e corregoes.

Retomaremos aqui a forma pela qual fizemos a divisdo da Proposta
de Avaliacéo Reflexiva para a coleta de dados, realizada em trés partes:

= Parte I: constituida de onze questdes buscava tracar um perfil dos

participantes da pesquisa, bem como conhecer algumas
concepcdes pessoais dos mesmos;

= Parte Il: constituida de nove questdes procurava desenvolver uma

reflexdo sobre alguns conceitos matematicos relacionados a
Sistemas de Equacbes Lineares, assim como conhecer algumas
concepcdes didaticas dos participantes;

= Parte Ill: constituida de cinco questbes visava compreender

aspectos de pensamento matematico avancado em relacdo a
Sistemas de Equacdes Lineares.

Decidimos por essa estrutura de coleta de informacbes, porque
consideramos que uma quantidade diversificada de elementos nos propiciara uma
visdo abrangente do contetdo tematico de pesquisa.

Tanto as questdes de carater pessoal quanto as questdes de carater
mateméatico foram elaboradas ou selecionadas pela pesquisadora principal. As
discussbes das mesmas ocorreram no grupo de estudo da orientadora dessa
pesquisa composto por seus orientandos e alguns colaboradores. As reunibes
acontecem semanalmente em todas as tardes de quarta-feira, na UEL-PR. Todas as
perguntas passaram por algum tipo de modificacdo, seja esta por andlises diretas
dos participantes do grupo de estudo que detectaram alguns problemas, como por
exemplo, ambiguidade, ou em ocasifes em que as discussdes promovidas pelos
participantes do grupo de estudo suscitaram reflexdes que motivaram a realizar
mudancas em relacdo ao conteldo e objetivo das questbes propostas inicialmente.

Nas proximas secdes, faremos a apresentacdo e as consideracdes
sobre cada uma das questdes que compdem as partes |, Il e Illl da presente

pesquisa.



87

5.1 A CONSTRUCAO DA PARTE |: PERFIL DOS PARTICIPANTES

A primeira parte da Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo
Sistemas de Equacgfes Lineares € composta de onze questdes que buscavam tracar
um perfil pessoal dos participantes da pesquisa, bem como conhecer algumas
concepcdes dos mesmos.

Todo processo de aprendizagem requer em certa medida autonomia
do sujeito que aprende, pois este ndo pode considerar-se dependente do professor.

Como afirma Freire (2004) “ensinar ndo é transferir conhecimento”.
Para que o ato de ensinar se consolide exige-se reflexdo por parte daquele que
ensina, que ministra a aula, e por parte daquele que aprende. Estes devem ter
conhecimento e consciéncia suficientes para que entendam que 0 processo de
construcdo do conhecimento precisa se dar mediante a autonomia do pensamento
do sujeito, e ndo por dependéncia daquele que se propde a ensinar.

Acreditamos que 0 sujeito precisa tomar consciéncia de si mesmo,
de suas potencialidades e caréncias, para que se sinta sujeito autbnomo perante
sua propria aprendizagem. A Parte | inicia-se com uma pequena apresentacao de
cada participante. Para isso, foi-lhes perguntado a idade, se ja atuam como
professor na Educacgédo Basica e, em caso afirmativo, 0 segmento que desenvolve

suas atividades profissionais, isto €, Ensino Fundamental e/ou Ensino Médio.

5.1.1 Parte I: Apresentacéao Profissional

Idade:

Vocé Ja atua ou atuou como professor?

( ) Sim ( ) Né&o

Em caso afirmativo, indique o segmento € o ano que desempenha ou desempenhou a
funcéo:

( ) Ensino Fundamental | — 2° ao 5° anos (1* a 4® séries) |An0f5érie:

( ) Ensino Fundamental Il — 6 ao 9* anos (5% a 82 séries) | Ano/série:

( ) Ensino Médio — (1° ao 3° anos) | Ano:

O objetivo da apresentacdo profissional € o de realizar um
levantamento entre os participantes da pesquisa para saber quais destes ja atuam

como professor, mesmo nao tendo completado sua formacgéo inicial -aqui entendida
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como o término do Curso de Licenciatura em Matematica, visto que é de
conhecimento publico a falta de professores para lecionar Matematica na Educacao
Basica.

Para essa pesquisa se considerou-se professor aquele participante
que ja atua ou atuou em uma instituicAo regulamentada pelo Ministério da
Educacado, como por exemplo, escolas e colégios que ofertam Ensino Fundamental
ou Ensino Médio, podendo também oferecer os dois segmentos simultaneamente,
tanto publica quanto privada, ministrando aulas de matematica no Ensino

Fundamental e/ou Médio.

5.1.2 Apresentacéo das Questdes da Parte |

A Parte | da Proposta de Avaliacdo Reflexiva subsidia a Parte Il e Ill,
porque busca estimular reflexdes sobre algumas concepcbes pessoais dos
participantes da pesquisa relevantes no processo de ensino e aprendizagem de
matematica.

Percebemos que quando trabalhamos com educacéo € preciso ter
em mente que a prioridade deve ser a valorizacdo e o respeito pelo ser humano.
Entendemos que a Matematica se caracteriza como um processo de construgado
humana por meio do desenvolvimento histérico sociocultural da sociedade atrelado
as necessidades, que se conectam intimamente com as acdes que as pessoas
realizam em seu cotidiano e o significado que atribuem a isso. Por essa razao,
acreditamos que algumas perguntas pessoais podem revelar elementos que nos
dardo uma riqueza efetiva de detalhes para subsidiar as futuras anélises.

As perguntas desta primeira parte sao abertas totalizando onze
questbes. Elaboramos desta forma, porque o participante pode exercer sua
espontaneidade, respeitando o que esse deseja expor e compartilhar de sua
experiéncia com outras pessoas.

Segundo Bogdan e Bicklen (1994, p. 50) o significado é de
importancia vital na abordagem qualitativa, por isso “o investigador qualitativo

planeia® utilizar parte do estudo para perceber quais sdo as questdes mais

* No sentido do verbo planejar.
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importantes”, isto é, os investigadores qualitativos ndo presumem “reconhecer as
guestBes importantes antes de efectuar a investigacao”.

Para construir as questbes pessoais levamos em consideracéo
suscitar uma possivel reflexdo do participante, porque segundo Freire (2004, p. 39)
“[...] quanto mais me assumo como estou sendo e percebo a ou as razdes de ser de
porque estou sendo assim, mais me torno capaz de mudar, de promover-me [...]".
Desse modo, para finalizar a Parte I, inserimos a questdo onze para que O
participante tenha liberdade para deixar seus comentarios sobre as perguntas que
respondeu.

Apos essas breves consideracfes, passamo-nos a descrever as
ideias, intengdes e expectativas sobre o que se espera encontrar com cada uma das

questdes a seguir.

PARTE I | QUESTAO 01 \ ITEM A
Pensando em seu futuro profissional, como professor de matematica, o que considera

importante em matematica que néo pode deixar de aprender?

A questdo um da Parte I, item a, foi construida com a intencao de
perceber o valor creditado pelo participante em relagdo aos conteldos mateméaticos
conforme suas concepcfes pessoais, podendo aparecer também nas respostas
aspectos relacionados com a didatica da matematica e a forma de abordagem de um
determinado tema matematico. Nesta questdo pretendemos identificar que ideias ou
conteudos sdo considerados importantes pelos participantes dessa pesquisa, se
estes se situam na Educacao Basica -Ensino Fundamental e Médio, ou no Ensino
Superior. De acordo com as respostas que recebemos, sendo possivel, podemos
classificar se o0s conteudos matematicos citados guardam uma relacdo mais
especifica com aspectos aritméticos, algébricos ou geométricos, revelando
consequentemente o interesse desse grupo de estudantes quanto a valorizacdo de

alguns temas matematicos em detrimento de outros.

PARTE | | QUESTAO 01|ITEM B

Para vocé, o que a matematica representa?
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A gquestdo um da Parte |, item b, foi elaborada com a finalidade de
conhecer a concepcao pessoal do participante em relacdo a Matematica.

Convém destacar aqui que os dicionarios de Lingua Portuguesa, de
modo geral, definem mateméatica como uma ciéncia que trata das medidas,
propriedades e relacdes de quantidades e grandezas.

Esperamos, no minimo, de um futuro professor de matematica que
se identifigue e aprecie esta area do conhecimento, pois se possuirmos uma
familiaridade e uma afinidade com o que nos propomos fazer, geralmente nos
dedicamos mais, e, portanto podemos atingir resultados eficazes e satisfatorios.

Segundo Bogdan e Bicklen (1994, p. 86) quando escolhemos
desenvolver um trabalho em uma area qualquer “[...] a autodisciplina s6 pode levar
até um certo ponto. Sem um toque de paixdo pode nao ter félego suficiente para
manter o esforco necessario a conclusao do trabalho ou limitar-se a realizar um
trabalho banal [...]". Sera que os participantes revelardo sentimentos passionais em

relacdo a matematica? O que relatardo sentir ou compreender sobre matematica?

PARTE | | QUESTAO 02
Explique o porqué de sua escolha pelo curso de matematica. Que razdes |he

motivaram para tal escolha?

A questdo dois da Parte | visa conhecer um pouco da histéria de
vida de cada participante e entender as razbes que 0 motivou a tomar tal deciséo,
optar por um curso de matematica. Valorizar a escolha de cada um pode implicar em
compreender seu sentido de pertenca em uma sociedade organizada que procura
conviver harmoniosamente com as diferencas, mas se beneficiando do trabalho

especifico e singular que cada pessoa pode desempenhar.

PARTE | | QUESTAO 03
Héa espaco em seu curso de graduacdo para debates, reflexbes e discussdes a
respeito de habilidades matematicas, a fim de estimular um pensamento matematico

avangado?
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A finalidade da questéo trés da Parte | é ter conhecimento se os
participantes desta pesquisa tiveram ao longo de seu Curso de Licenciatura em
Matematica espaco para refletir sobre situacdes matematicas que propiciassem um
pensamento matematico avancado, assim como oportunidade para refletir sobre
suas proprias habilidades matematicas.

De acordo com Dreyfus (1991) “pesquisadores em Educacéo
Matematica, em particular, tornaram-se conscientes da importancia dos
componentes do processo para a compreensdo de matematica avancada e suas
interacdes (DREYFUS, 1991, p. 25%)". Ainda segundo este autor, a reflexdo sobre a
prépria experiéncia matematica € de particular importancia na solucao de problemas
nao triviais.

Pretendemos com essa questdo verificar se os estudantes de
licenciatura dessa pesquisa estdo ou nao recebendo oportunidades de refletir sobre
conteudos matematicos de modo avancado, isto é, que transcenda o que é
elementar instigando novas relagbes conceituais, e em caso positivo, qual a

amplitude, area e frequéncia que essas discussdes acontecem.

PARTE | [ QUESTAO 04
Vocé como futuro professor o que procura fazer para compreender os porqués

especificos de um contetudo de matematica? Comente.

Por meio dessa questdo, renovamos a pretensdo de buscar nas
respostas, dos participantes dessa pesquisa, atitudes que estes desenvolvem por
iniciativa propria para complementar e subsidiar sua propria formacgédo, e
consideramos importante explicitar essas iniciativas, porque a formacdo de uma
pessoa esta relacionada diretamente com as praticas que adota em sua rotina. Pois,
se almejarmos uma educacéo de qualidade devemos comecar a investir mais tempo
e estudo em nossa propria formacéo.

De acordo com Lorenzato (2010, p. 3) “considerando que ninguém

consegue ensinar o que nao sabe, decorre que ninguém aprende com aquele que

% Researchers in mathematics education, in particular, have become conscious of the importance of
the component processes for understanding advanced mathematics and their interactions
(DREYFUS, 1991, p. 25).
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da aulas sobre o que ndo conhece”. Nesse sentido, para que um professor tenha
seguranca para ministrar uma aula, este necessita compreender alguns porqués
especificos inerentes quanto aos conteudos matematicos, para que consiga
transmitir confianga no que diz e faz.

Um ensino que nao leva em consideracdo a compreensao do
significado, o porqué propriamente dito, desencadeia consequéncias graves e
desagradaveis, como por exemplo, estudantes desatenciosos e perda do estimulo
para a aprendizagem.

PARTE | | QUESTAO 05
(a) Quais s&o seus habitos de estudo enquanto estudante da graduac&o? Relate.
(b) Considerando seus habitos de estudos, de que maneira vocé reflete sobre sua
propria aprendizagem matematica’? Explique.
(c) Que fatores wvocé considera relevantes para seu proprio processo de

aprendizagem matematica?

Para confrontarmos atitudes que o0s estudantes explicitam ao se
preocupar com 0sS porqués matematicos, vamos pergunta-lhes a respeito de seus
h&bitos de estudo, reflexdes que estes desenvolvem sobre sua propria
aprendizagem e fatores que contribuem para o0 processo da aprendizagem
matematica. Esperamos ter subsidios que nos permitam construir um quadro sintese
envolvendo os aspectos que dao sentido e significado na pratica de estudo desses
participantes. Entendemos que por meio de uma rotina de estudo podemos perceber
davidas, e se as considerarmos pertinentes buscarmos respostas que nos
satisfacam. Se ndo paramos para estudar, a duavida provavelmente nunca podera

surgir ou ser extinta, e podemos perder a oportunidade de aprender mais.

PARTE | |QUESTﬁuG 06
Qual a sua expectativa, enquanto estudante do Ensino Superior, para uma aula que

contempla um tema especifico matematico, como por exemplo, Sistemas de

Equacdes Lineares? Relate seus comentarios.
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Pretendemos com a essa questdo conhecer algumas expectativas
dos patrticipantes, bem como também algumas razfes que Ihes motivem a estudar
um tema matematico especifico. Levando em conta o interesse de estudo na
tematica de Sistemas de Equacfes Lineares, citamos esta expressao na pergunta,
porque podem aparecer relatos que nos permitam encontrar elementos
interessantes para responder a pergunta de investigacdo, de uma maneira
espontanea, ja que os participantes nao saberao, por nossa fala, exatamente o tema
matematico dessa pesquisa nesta primeira parte de aplicagdo das questdes.
Entendemos que precisamos preservar essa atitude inicialmente, porque nao
desejamos que 0s mesmos recorram a estudos prévios para responder as tarefas
matematicas propostas. Mas, procuraremos deixar algumas pistas sobre a tematica
que sera desenvolvida, nesta primeira fase, por considerar que esse primeiro dia de
coleta de dados € uma novidade, e como tal em certa medida provocam respostas

naturais, isto é, desveladas de formalismos excessivos.

PARTE | | QUESTAO 07
Como vocé abordaria Sistemas de Equacdes Lineares com estudantes do Ensino

Médio? Relate suas ideias sobre isso.

A intencdo da questdo sete da Parte | é perceber algumas
concepcOes de pratica de sala de aula que esses participantes demonstram
conhecer, assim como saber o0 que esses consideram relevante ao abordar o
contetdo mateméatico em questdo, por exemplo, conceitos, aplicagcdes, modos de
resolucdo, aspectos historicos, entre outros. Preferimos deixar o enunciado com a
expressdo Sistemas de Equacbes Lineares por entender que alguns participantes
poderiam deixar comentarios e sugestdes especificas sobre a tematica de interesse,
colaborando dessa forma para que aos poucos consigamos reunir elementos
suficientemente pertinentes que nos favorecam a responder a pergunta de

investigacao.
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PARTE | [ QUESTAO 08
De que forma os aspectos historicos que envolvem um conteudo matematico
especifico, quando utilizados, colaboram para o desenvolvimento de uma aula, seja

esta no Ensino Médio ou Ensino Superior? Explique.

A Histéria da Matematica consiste em um recurso didatico
pedagodgico de grande utilidade para professores e estudantes na medida em que
traz elementos que podem caracterizar o contexto social e processo de construcéo
dos objetos matematicos. E relevante explicitar que mesmo que se tragam para as
aulas de matematica pequenos fragmentos histéricos que agregam valores humanos
a teoria matemética ja se pode comecar a cultivar novos interesses e, a partir disso
os estudantes podem ter novos olhares para 0s conceitos matematicos.

Acreditamos que o0s aspectos historicos que envolvem uma
determinada situagao enriquecem a visdo de uma pessoa, porque lhe abre novas
alternativas para se pensar, por exemplo, no desfecho de um conceito matematico.
E interessante a vis&o histérica, porque esta pode quebrar o mito de que uma teoria
matematica nasce pronta.

Pretendemos saber dos participantes se estes consideram a
possibilidade de utilizar aspectos historicos que se relacionam a um conteudo
matematico, e caso indicarem que partilham de tal concepcéo, que atitudes esperam

gue sejam estimuladas ou fomentadas com tal uso.

PARTE | | QUESTAO 09
(a)Geralmente todos nos, enquanto estudantes, temos uma recordacdo marcante de
alguma aula. Relate a sua e explique que afitudes vocé percebeu que o professor
demonstrou na ocasido.
(b)A situacdo que vocé descreveu no item “a” trouxe alguma mudanca no seu

comportamento? Influenciou vocé de alguma forma? Comente.

A etapa da vida escolar pode deixar marcas profundas, tanto

positivamente quanto negativamente na vida de uma pessoa, pois nesta etapa
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vivem-se momentos intensos de descobertas, experiéncias, convivéncias sociais que
despertam relacdes de amizade, confianca, mas também de inseguranca e medo.
Dando sequéncia a importancia dos aspectos histdricos para o
entendimento de algumas situacdes, pretendemos estimular os participantes a
contar um pouquinho de sua histéria escolar por meio de uma experiéncia marcante.
Queremos saber se tal acontecimento trouxe novas atitudes e em que medida isso
afetou ou beneficiou os participantes. Com esta pergunta pretendemos conhecer
algumas experiéncias que produziram efeitos positivos ou negativos, pois em certa
medida o professor tem a vocacdo de amparar ou de humilhar, dependendo da

forma de como se age no momento de uma determinada situacao.

PARTE | | QUESTAO 10
Em relacdo ao conhecimento dos documentos educacionais brasileiros listados no
quadro apresentado a seguir, justifiqgue de que modo estes contribuem para a

organizacéo da pratica do professor.

DOCUMENTO SEU RELATO

Parametros Curriculares Nacionais (PCN /1997)
Parametros Curriculares do Ensino Médio (PCNEM / 2000)
Orienta¢des Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCN+/2002)
Onentacdes Curriculares para o Ensino Médio — Matematica
V.2 (OCEM/2006)

Diretrizes Curriculares Estaduais da Educacéo Basica do
Parana - Matematica
(DCE-PR/2008)

Os documentos educacionais brasileiros foram produzidos por
especialistas de areas diversas do conhecimento e, por isso procuraram retratar a
magnitude da tarefa de educar. Aqui queremos destacar os documentos oficiais>’
referentes a disciplina de Matematica que foram produzidos por pesquisadores da
area e contemplam as principais tendéncias internacionais de pesquisas no campo

da Educacdo Matemética e as principais abordagens e estratégias metodologicas de

7 PCN (1997), PCNEM (2000), PCN+(2002), OCEM (2006), DCE-PR (2008).
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ensino. Os documentos no que se referem aos conteddos matematicos procuram
oferecer uma visdo ampla do curriculo e enfatizam os pontos relevantes para a
pratica na sala de aula.

A leitura e o estudo destes documentos podem proporcionar ao
futuro professor conhecimento geral das diretrizes de ensino e de aprendizagem
orientando-o, por exemplo, na elaboracdo de seus planejamentos didaticos
pedagdgicos. Tais documentos trazem ainda uma série de orientacdes didaticas e
metodoldgicas para o professor, oferecendo uma visdo local (matemética) e global
(relacdes com outras disciplinas) dos principais conteudos estruturantes presentes
nos curriculos escolares.

Pretendemos com a questdo dez saber se o0s participantes
conhecem estes documentos, e se possuem uma ideia clara sobre a sua importancia
para o trabalho do professor. E bom lembrar que esses documentos sdo acessiveis
e que qualquer pessoa que se interesse pelos mesmos pode encontra-los em

formatos digitais disponibilizados, por exemplo, no portal do MEC*.

PARTE | | QUESTAO 11
Deixe suas analises e comentarios sobre as perguntas que vocé respondeu
anteriormente. Foram interessantes ou triviais? Por qué? Vocé acredita que as

perguntas anteriores colaboram para uma reflex&o pessoal e profissional? Comente.

A questdo onze finaliza a Parte |, por meio desta pretendemos
verificar se essas questbes pessoais suscitaram algum tipo de reflexdo em nos
estudantes participantes, e que também tenhamos mais uma oportunidade de
propiciar ao participante um momento para que este expresse sua opinidao com
liberdade prevalecendo a espontaneidade, quesito apreciado nessa pesquisa, pois

entendemos que favorecem respostas naturais.

%8 0 endereco eletrdnico e: < www.mec.gov.br>.
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5.2 A CONSTRUCAO DA PARTE Il: ASPECTOS CONCEITUAIS E DIDATICOS ENVOLVENDO

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A Parte Il procurava incentivar reflexdes sobre alguns conceitos
matematicos relacionados a Sistemas de Equacdes Lineares, assim como conhecer
algumas concepcdes didaticas dos participantes a respeito do exercicio da pratica
docente, constituida de nove questdes.

Para a construcéo e elaboracdo das tarefas mateméticas da Parte Il
procuramos manter uma estrutura ndo convencional, isto €, buscamos enfocar
alguns questionamentos que ndo se encontram em livros didaticos, levando em
consideragao algumas de nossas inquietagoes.

A seguir, apresentaremos as questoes e respectivas justificativas de

cada uma dessas que compdem a Parte Il da Proposta de Avaliacdo Reflexiva.

PARTE Il | QUESTAO 01
Quando vocé pensa em Sistemas de Equacdes Lineares, que termos tém a ver com

esse conteudo? Assinale.

) Matriz

) Incognitas

) Plano Cartesiano

) Relagdes de
equivaléncia

( ) Geometria analitica
( ) Alocacéo de
recursos

( ) Matriz inversa

S —

( ) Construcéo de
parabola

( ) Vetores

( ) Balanceamento
quimico

( ) Escalonamento
( ) Método de
eliminacéo de Gauss
( ) Posto de matriz

) Equacdes ( ) Regra de Cramer ( ) Variaveis

) Planos ( ) Pensamento ( ) Intersecgdo de
) Retas algébrico retas

) lgualdades ( ) Circuitos elétricos { ) GPS!

) Desigualdades ( ) Fraces parciais ( ) Interpolacéo

) Determinante ( ) Matriz identidade polinomial

() Algebra linear

( ) Analise de redes
( ) Método de
eliminag&o de Gauss-
Jordan

( ) Coordenadas
cartesianas

' Global Positioning System (Sistema de Posicionamento Global)

Existe uma variedade extensa de termos matematicos associados a

Sistemas de Equacdes Lineares. Os termos contemplados na questdo um da Parte |l
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foram retirados de textos didaticos de livros de Algebra Linear de Ensino Superior e
de livros de matematica geral de Ensino Médio que abordam este assunto. Para esta
pesquisa de termos utilizamos Boldrini et al (1980), Lima (1992,1993,1998), Poole
(2004), Dante (2004), Anton e Busky (2006), autores em que nos apoiamos para
construir e organizar a base teorica quanto ao conteudo matematico escolhido para
essa pesquisa.

Os termos foram selecionados com a inteng&o principal de saber se
0 participante possui uma visdo geral do tema em questdo, se consegue
compreender termos relacionados as aplicacdes do conteido em questéo, e tambéem
se estabelece relacdes entre conceitos e conteudos matematicos aparentemente
distintos.

Por exemplo, dados trés pontos nao colineares do plano cartesiano
€ possivel construir uma funcdo quadratica, matematicamente expressa por F(x) =
ax? + bx + ¢, e esta por sua vez podera ser representada no plano cartesiano sob a
forma de uma curva conhecida como parabola. Para acessarmos tal funcéo
quadratica podemos elaborar um Sistema de Equacdes Lineares, cuja solucao
oferecera os coeficientes da funcdo procurada.

Cada um dos termos que constituem a questdo um da Parte Il se
relaciona de forma direta ou indireta com Sistemas de Equacdes Lineares. Entre os
termos associados, alguns se destacam pela conceituacao, outros se relacionam a
processos de resolucéo, outros ainda estéo ligados por conteidos mateméaticos que
guardam entre si relacbes em comuns, alguns sdo pertinentes a representacao
geométrica, e muitos outros termos se encontram quando se tratam das varias
aplicacbes deste conteddo matematico. Com a andlise posterior, esperamos
identificar em que aspectos o0s participantes dessa pesquisa demonstram
familiaridade em relacdo ao conteudo de Sistemas de Equacdes Lineares: (I)
conceituacao, (Il) temas matematicos que se relacionam, (ll1l) métodos de resolucao ,
(IV) representacao geométrica e (V) aplicabilidade.

Para tanto, os termos que constituem a questao um da Parte Il foram

classificados dentro dos cinco aspectos ja ditos anteriormente.
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Quadro 7 — Classificacdo dos termos utilizados na Questdo 1 da Parte Il

Classificacdo dos termos da Questdo 1 da Parte |l

GRUFO | GRUPO I GRUPO I GRUPO IV GRUPO V
Conceitos Conteudos Métodos de Expressoes Aplicagoes
envolvidos matematicos resclugio relaciona-

relacionados das com
representa-
cio
geomeétrica

» Algebra linear + Determinantes + Escalonamento | « Interseccdo | « Alocacdo de

+ Coordenadas + Geomeitria + Metodo de de retas recursos
Cartesianas analitica Eliminacdo de | « Plano + Analise de

* Desigualdades | « Matrizes Gauss cartesiano redes

* Equagdes * Vetores + Metodo de | « Planos + Balanceame

» lgualdades Eliminacdo de | « Retas nto quimico

» Incognitas Gauss-Jordan « Circuitos

« Matriz + Regra de elétricos
identidade Cramer « Construcdo

« Matriz inversa de parabola

* Pensamento + Fracdes
algébrico parciais

» Posto de matriz » GPS

+ Relacdes de + Interpolacido
equivaléncia polinomial

« Variaveis

PARTE Il | QUESTAOQ 02
(a) Em guais épocas escolares vocé estudou Sistemas de Equacgdes Lineares? Relate
sua experiéncia de forma detalhada sobre esse conteudo.
(b) Existe diferenca da abordagem da Educacé&o Basica para a do Ensino Superior

sobre o conteudo de Sistemas de Equacdes Lineares? Explique.

Em relagédo ao item ‘a’ da questdo dois da Parte Il, por meio das
lembrancas escolares, pode ser que 0 participante ao nos relatar sua experiéncia,
nos conte detalhes sobre sua prépria compreenséo envolvendo o tema de interesse
dessa pesquisa, e desta forma nos ofereca mais pistas para as futuras analises.

Ja em relacdo ao item ‘b’ da questdo dois da Parte Il, queremos

perceber se o participante estabelece diferencas quanto ao tratamento do contetudo
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Sistemas de Equacdes Lineares em etapas distintas de formacdo, caso da

Educacao Basica e do Ensino Superior.

PARTE Il [ QUESTAO 03

Defina um Sistema de Equactes Lineares e explicite suas caracteristicas.

Uma das acdes que se deve ter em mente quando se estuda
matematica € ter claro para si a definicho de alguns conceitos considerados
fundamentais para favorecer a compreenséo e se estudar temas avancados. Desse
modo, a definicdo de um conceito matematico torna-se relevante no processo de
ensino e de aprendizagem, porque esta traz consigo elementos que permitem
reconhecimento, identificacdo e entendimento sobre caracteristicas e formas

matematicas pertinentes ao tema proposto.

PARTE Il [ QUESTAO 04

O que & sistema linear homogéneo?

A questdo quatro da Parte Il procura identificar se os participantes
conhecem definicdes especificas quanto a temética de interesse. Vale ressaltar que
esta pergunta € considerada basica dentro do tema matematico proposto por essa

pesquisa.
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PARTE Il | QUESTAO 05
Quando se frata de Sistemas de Equacdes Lineares s&o considerados alguns
métodos de solugdo, tais como: substituigdo, comparacao, adigédo, escalonamento,
resolugéo matricial, Regra de Cramer, entre outros. Relate suas ideias, experiéncias,

duvidas e compreensdes a respeito desses métodos.

Em que situagéo é
Método de Resolugao SEU RELATO aconselhavel o uso desse
método, e em que

segmento de ensino?

SUBSTITUICAO
COMPARACAOQ
ADICAO
ESCALONAMENTO
RESOLUCAO MATRICIAL
REGRA DE CRAMER

A organizacdo proposta na questdo cinco da Parte Il busca estimular
uma das acdes desejadas e esperadas para se desenvolver um pensamento
matematico avancado, isto €, a capacidade de sintetizar, relacionar conceitos e
procedimentos, além de verificar o entendimento de que situacdo e segmento de
ensino, um meétodo de resolugcdo é mais favoravel que outro. Nesse sentido, a
guestdo cinco da Parte Il pretende conhecer algumas compreensdes que O0S
participantes tém a respeito de métodos de resolucdo de Sistemas de Equacdes
Lineares que aparecem com frequéncia em livros didaticos de matematica seja este
voltado a Educacao Basica ou ao Ensino Superior.

A acdo de relacionar conceitos e procedimentos colabora para que
se consiga realizar um diagndstico da situacéo estudada e decidir em que momento
um procedimento matematico € mais aconselhavel e favoravel que outro.

Entre os métodos que foram contemplados nessa questdo, a Regra
de Cramer é considerada, por alguns, uma técnica trabalhosa e que exige muitos
calculos. Por meio dessa pesquisa, também queremos verificar se 0s participantes
estdo ou ndo fazendo a utilizacdo desta técnica, jA& que alguns documentos

educacionais federais explicitam em suas recomendacdes que tal método deve ser
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abandonado. Por exemplo, de acordo com As Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio, OCEM, lancado em 2006 pelo Ministério da Educacéao, afirma que “a
regra de Cramer deve ser abandonada, pois € um procedimento custoso (no geral,
apresentado sem demonstracao, e, portanto de pouco significado para o aluno), que
s6 permite resolver os sistemas quadrados com solucdo Unica” (p.77) e por isso,
complementa que fica também dispensado o estudo de determinantes.

Conforme o que esta escrito nas Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio, pode-se inferir que tanto o conteldo matemético Determinantes,
quanto as relacdes matematicas que se desenvolvem neste em torno, podem ser
suprimidas dos curriculos escolares de Ensino Médio. Ainda de acordo com a OCEM
(2006), aconselha-se o processo de escalonamento para a resolucdo de Sistemas
de Equacdes Lineares, porque requer operacdes matematicas elementares.

Para complementar as consideracfes da questdo cinco da Parte Il,
queremos lembrar que os métodos de adicdo, substituicdo e comparacao para
resolver Sistemas de Equacg0des Lineares séo frequentemente utilizados na resolugao
de Sistemas de Equacdes Lineares do tipo 2x2, situacdes essas que ja podem ser
abordadas desde o Ensino Fundamental Il, mais especificamente no oitavo e nono

anos.

PARTE Il | QUESTAO 06
O que deve ser levado em consideracdo quando se trata de Sistemas de Equacdes
Lineares? Enumere de acordo com o que acredita que seria prioridade para vocé
enquanto professor. Explique e justifique suas escolhas.
( ) Aplicabilidades.
( ) Aspectos histéricos.
( ) A relacdo que existe entre esse conteudo e outros no proprio ambito da
matematica.
( ) Conceito.
( ) Explicacdes dos porqués matematicos (demonstra¢des matematicas).
( ) Outro (s). Qual (is)?

Para a questdo seis da Parte Il houve preocupagdo quanto aos

aspectos didaticos que envolvem um determinado tema matematico, isto é, 0 modo
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pelo qual é realizada a explanacdo, a apresentacdo e desenvolvimento desse
conteudo matemaético.

Esperamos de futuros professores de matemética que instiguem em
seus estudantes a curiosidade suscitada pelos porqués matematicos, que mostrem
aplicacoes distintas que os conteddos matematicos oferecem para se compreender
e solucionar situacdes atreladas tanto ao cotidiano quanto em éareas cientificas.
Temos ainda expectativas que esses possam contribuir para o enriquecimento
cultural de estudantes destacando, por exemplo, aspectos historicos que
colaboraram para o desenvolvimento e fortalecimento da Matematica ao longo do
tempo. Dessa forma, € possivel ampliar a percepcdo de utilidade de um tema

matematico tratado.

PARTE Il | QUESTAO 07
Um Sistema de Equacdes Lineares possui diferentes formas de interpretacéo tais
como: interpretacé&o geométrica, interpretacéo matricial e interpretacéao vetorial, entre

outras. Relate o que vocé compreende sobre essas diferentes maneiras de se

interpretar um Sistema de Equacdes Lineares.

A questdo sete da Parte Il pretende provocar reflexdes sobre
diferentes formas de se representar um Sistema de Equacdes Lineares. Por
exemplo, a interpretagcdo geométrica pode ser feita tanto por meio de retas no plano
cartesiano, quanto por planos no espaco tridimensional. O que os estudantes
demonstram conhecer sobre essas diferentes representacdes? Com essa questao
poderemos ter indicios se o0s participantes, futuros professores de matematica,
possuem familiaridade ou ndo com interpretacéo vetorial, geométrica ou matricial.

Dentre as representacdes contempladas na questao sete da Parte I,
a representacao vetorial ndo é vista no Ensino Médio sob o enfoque de um
tratamento matematico. A disciplina de Fisica faz uma abordagem quando trata da
mecanica classica e das Leis de Newton, mas isso ndo é suficiente para que o

estudante tenha uma visao geral do conteudo.
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PARTE Il | QUESTAO 08
O conteiado de Sistemas de Equagdes Lineares esta presente tanto no
curriculo da Educac&o Basica quanto no Ensino Superior. Que aplicabilidades vocé

conhece relacionada a esse contetudo? Vocé pode dar algum exemplo? Comente.

A questao oito foi inserida na Parte Il, porque pretendemos saber se
0 participante, potencial futuro professor de matematica atuando na Educacao
Bésica, compreende na pratica alguma utilizacdo dos Sistemas de Equacdes
Lineares, pois de acordo com as orientacdes dos PCNEM (2000) a matematica do
Ensino Médio além de possuir um valor formativo que auxilia no desenvolvimento do
raciocinio logico, constitui-se como ferramenta de grande utilidade na resolugcédo de

problemas nas mais diversas areas do conhecimento humano.

PARTE Il | QUESTAO 09
Analise a afirmac&o: Segundo Ferreira e Gomes (1996), varios livros didaticos de
matematica afirmam que um sistema que possui nulos todos os determinantes da
Regra de Cramer é indeterminado. Posicione-se em relacdo a essa afirmacéo

concordando ou discordando. Justifique.

A questéo nove da Parte Il foi inspirada em um artigo de Ferreira e
Gomes (1996) em que as autoras relatam a experiéncia que tiveram quando
ministraram um curso de aperfeicoamento para professores da Educacdo Basica.
Essas pesquisadoras desenvolveram suas atividades, em relacdo a Sistemas de
Equacbes Lineares, em duas abordagens diferentes: interpretacdo geométrica para
Sistemas de Equacdes Lineares 3x3, e outra baseada em uma abordagem voltada
para o enfoque algébrico contemplando a compreensdo da Regra de Cramer e a
técnica do escalonamento.

A Regra de Cramer ainda é tratada de modo equivocado em alguns
livros didaticos de matematica. Ressaltamos que a regra de Cramer é valida
somente quando o determinante de matriz quadrada dos coeficientes do sistema for
diferente de zero, isto €, quando o sistema é possivel e determinado, portanto ndo

pode ser utilizada para discusséo de Sistemas de Equacdes Lineares em geral.
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5.3 A CONSTRUCAO DA PARTE lll: ASPECTOS MATEMATICOS ENVOLVENDO SISTEMAS DE

EQUACOES LINEARES

A Parte Ill visa compreender aspectos de pensamento matematico
avancado em relacdo a Sistemas de Equacbes Lineares, constituida de cinco
guestdes.

As questdes um, dois e trés exploram aspectos relacionados aos
processos de classificar, analisar, definir, além de exigir reconhecimento de
simbolos. De maneira mais especifica, as questdes dois e trés abordam também o
processo de visualizacdo sobre representacoes geométricas de sistemas de
equacdes lineares 2x2 e 3x3. J4 a questdo quatro demanda a utilizacdo da maioria
dos processos do pensamento matematico avancado apontado por Dreyfus (1991).
E, finalmente, a questdo cinco requer compreender diferentes representacdes
matematicas para um mesmo conceito (processo de traduzir) e, a partir disso,
realizar conjecturas e inferéncias.

A seguir, apresentaremos as questdes e as respectivas justificativas
de cada uma dessas que compdem a Parte 11l da Proposta de Avaliacdo Reflexiva.

A questdo um da Parte Il pretende identificar se os participantes
compreendem ou ndo se uma dada equacao é ou nao linear. Na Parte Il, na questao
trés j& haviamos perguntado a definicdo de um sistema de equacdes lineares. Agora
vamos apresentar algumas equacgdes para que os participantes reflitam a respeito do
conceito e indique seu posicionamento quanto a classificacdo das mesmas. Mas,
para nés ndo basta apenas classificar uma equacdo em linear ou ndo linear,
queremos ter alguma certeza sobre as respostas dos participantes, por isso
solicitamos que justificassem a escolha realizada. Procuramos compor esta questao
com equacdes que ndo fossem triviais, isto €, buscamos modelos de equac¢des que

pudessem despertar relacdes entre diferentes conceitos matematicos, por exemplo,

== m ‘) -
N2x +—y-sen| —z|=1 (G)«u"Zx—%‘y'-: Seﬂ%:Zﬂ

a equacao (C) e a equacao
, inicialmente observadas rapidamente pode até causar a impressdo que seja a
mesma sentenca matematica, mas ndo €! O simples fato do primeiro termo da
equacdao (C) figurar completamente dentro do radical, enquanto que na equacéao (G)

apenas o numero dois aparece envolvido pelo radical muda completamente o
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sentido matematico das mesmas. Nessa pesquisa procuramos por esses detalhes,

pois entendemos que estes dao sentido especial a Matematica.

PARTE Il | QUESTAO 01
(POOLE, 2004, adaptado) Nos itens de a até h, considere as equacdes nas variaveis
X, ¥ e Z. Assinale se a equacao dada & ou néo linear; a partir disso justifique o motivo
de sua escolha.
ltem Equacao Equacao Equacéao Justificativa da
linear né&o linear escolha
A 2x—xy—5z=10
B (cos3)x—4y+z7 = J3
C - T (1)
V2X +—y-sen —z | =1
4 y 5 )
D =
x'=7y+z=sen| —|
L9 )
E x—my+35z=0.
X +y +7°=1
G — T f m)
[2X+—y-|sen— |z=1
A i |.. 5 )
H 3cosx—4y+z=+/3

J& a respeito da discussao da solugdo de um sistema de equacdes

lineares 2x2, quando envolve varidveis continuas, € comumente apresentada em

livros didaticos utilizando a representacéo de retas no plano cartesiano. Por meio da

questao dois, buscamos identificar se os participantes compartilham de tal visao.

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (2006, p. 77)

enfatizam e recomendam em varios momentos que “no estudo de sistemas de

equacles, além de trabalhar a técnica de resolucdo de sistemas, € recomendavel

colocar a algebra sob o olhar da geometria”.
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PARTE Ill | QUESTAO 02

(POOLE, 2004, adaptado) Analise os gréficos apresentados a seguir. Descreva a posicao
apresentada pelas retas nas figuras que se seguem, e a partir dessa descri¢do, considere
gue as retas representem solucdes de sistemas de equacgdes lineares 2x2. Indique qual
seria a classificacao do sistema: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e
indeterminado (SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifiqgue suas escolhas.

Figura® Descricdo da figura| Classificacdo do | Justificativa de sua
Posicao das retas Sistema escolha

e

Em seguida, pretendemos com a questao trés da Parte Il identificar
que conhecimentos o0s participantes demonstram mediante a interpretacao
geométrica para sistemas de equacoes lineares 3x3, visto que essa € praticamente
inexistente nos livros didaticos. Destacamos que encontramos tal representacdo em
Lima (1993) em um de seus trabalhos voltado ao aperfeicoamento de professores de
Ensino Médio originando o livro “Coordenadas no Espaco”, em Dante (2004) com o
livro “Matematica Contexto e Aplicacdes - Volume Unico” direcionado a estudantes

do Ensino Médio, trabalho este considerado como referéncia para esse segmento de

¥ As figuras foram retiradas de POOLE, David. Algebra Linear. Sdo Paulo: Thomson (2004.p. 58).
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ensino, e ainda Anton e Busby (2006), autores que trabalham na area de conteudos
matemaéticos voltado ao Ensino Superior, com énfase em Algebra Linear.
Matematicamente, entendemos que uma equacgdo do 1° grau com
trés variaveis ax+by + cz = d representa, no sistema tridimensional de eixos, um
plano, portanto um sistema de equacdes lineares de ordem trés pode ter sua
solucéo analisada sob o aspecto da visdo geométrico. Dreyfus (1991) afirma que a
visualizacdo é um processo pelo qual as representacbes podem vir a ser, nesse
sentido explicita que varias representacdes mentais para 0 mesmo conceito podem
complementar o outro e, eventualmente, podem ser integrados numa unica
representacdo desse conceito. Este processo de integracdo esta relacionado a

abstracdo matemética.
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PARTE Il 1 QUESTAO 03
Segundo Ferreira e Gomes (1996), nos sistemas de equagodes lineares 3 x 3 da forma:
a1X+b1y+Cj_Z:d1 (1)
a2X+b2y+sz:d2 (2)
asX + bgy + c3z=d 3 (3); as equacdes (1), (2), (3) representam planos T,z e T3 no
espaco tridimensional. As possibilidades para as posi¢cdes dos trés planos séo oito.
Quanto a classificacao da solugédo de sistemas de equacgdes lineares, estes podem ser:
sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema
impossivel (SI).
Descreva a posicao apresentada pelos planos nas figuras que se seguem, e a partir dessa
descricdo, considere que os planos representem solugbes de sistemas de equacbes
lineares 3x3. Indique qual seria a classificagdo do sistema: sistema possivel e
determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (SI).
Justifique suas escolhas.

Figura® Descricdo da figura Classificacédo do Justificativa de sua
Posicdo dos planos Sistema escolha

0 As figuras dos planos foram retiradas de ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra Linear
Contemporanea. Porto Alegre: Bookman, 2006. p. 61.
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A guestao quatro da Parte Il foi escolhida por apresentar uma forma
um pouco fora do padrdo, isto €, o enunciado precisa ser minuciosamente
compreendido e analisado para que se consiga elaborar um sistema de equacdes
lineares que permita solucionar o problema. Pretendemos com esta questao
descobrir se os participantes demonstram a capacidade de sintetizacdo e abstracao
matematica por meio de organizacdo de ideias entre grandezas e conceitos
matematicos diferentes para resolver tal problema. Segundo Dreyfus (1991) uma
caracteristica distintiva entre pensamento matematico avangado e pensamento

matematico elementar é a complexidade e a forma pela qual séo gerenciados.

PARTE Il | QUESTAO 04

(POOLE, 2004, p.109) Um comerciante de café vende trés misturas de graos. Um
pacote com a “mistura da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200
gramas de café tostado tipo francés. Um pacote com a “mistura especial” contém
200 gramas de café colombiano, 200 gramas de café queniano e 100 gramas de
café tostado tipo francés. Um pacote com “mistura gourmet” contém 100 gramas de
café colombiano, 200 gramas de café gueniano e 200 gramas de café tostado tipo
francés. O comerciante tem 30 quilos de café colombiano, 15 quilos de café

queniano e 25 quilos de café tostado tipo francés. Se ele desejar utilizar todos os

gréaos de café, quantos pacotes de cada mistura devem se preparar?
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Em relacdo a fonte dessa questdo, gostariamos de destacar que
Poole (2004) figura entre as principais referéncias bibliograficas de cursos superiores
em universidades brasileiras voltados ao ensino e aprendizagem de Algebra Linear
com o livro intitulado “Algebra Linear” publicado pela editora Thomson, Sdo Paulo,
por isso a escolha deste autor.

JA4 a questdo cinco da Parte Il pretende retomar o conceito
geométrico de representacao de sistemas de equacdes lineares, mas agora focando
sistemas de duas equacgbBes com trés incégnitas. Pretendemos com esta questdo
entender se os participantes estabelecem relacdes entre tratamento algébrico na
qguestdo proposta e o significado geométrico que atribuem por meio da analise dos

coeficientes explicitados nos sistemas apresentados nesta questao.

PARTE Il | QUESTAO 05
(ANTON e BUSBY, 2006, p.80) Considere os sistemas lineares:

[x+y+z=1
|2x+2y+22=4

[x+y+z=0

| .
0 12X +2y+22=0

(1)

a) Mostre que o primeiro sistema n&o possui solugdo e escreva o que isso significa
quanto aos planos representados por estas equacdes.
b) Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de solucées e escreva o que

Iss0 significa quanto aos planos representados por essas equacoes.

Geometricamente, um sistema de equacbes lineares com duas
equacdes e trés incognitas podem ser representados por planos. O quadro seguinte

sintetiza as situacdes que podem ocorrer para esse tipo de sistema.
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Quadro 8 — Interpretacdo geométrica de Sistemas de Equacdes Lineares com duas
equacoes e trés incognitas

Interpretacdo Geomeétrica de Sistemas de Equagdes Lineares com duas equagdes

e trés incognitas

(A) Figura 13 = Planos
coincidentes
(LIMA, 2007, p.65)

(B) Figura 14 — Planos
paralelos
(LIMA, 2007, p.6&)

(C) Figura 15 = Planos
concorrentes
(LIMA, 2007, p.67)

Os planos 1y e > coincidem.
Meste caso, o sistema &
considerado indeterminado e
possui infinitas solugdes.

Os planos m e ™ sdo
paralelos. MNeste caso, o
sistema é considerado
impossivel, portanto nao

admitem solugdes.

Aintersecdo de e T2 € uma
reta. Neste caso, o sistema &
considerado indeterminado e
possui infinitas solugdes.
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6 ANALISES DOS REGISTROS ESCRITOS DOS PARTICIPANTES

O capitulo VI tem a finalidade de apresentar as analises realizadas a
partir dos registros escritos colhidos, por meio da aplicacdo do conjunto de tarefas
que compdem a Proposta de Avaliacdo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacgdes
Lineares, a estudantes da 4% série de um Curso de Licenciatura em Matematica de
uma universidade estadual publica norte paranaense.

As analises buscardo respostas para a pergunta norteadora, qual
seja: que manifestacbes de processos de pensamento matematico avancado séo
reveladas em registros escritos de estudantes de Licenciatura em Matematica ao
resolverem tarefas sobre Sistemas de Equagdes Lineares?

Como ja exposto anteriormente no capitulo IV, as andlises seguirdo
um processo descritivo-interpretativo, visto que o objetivo é investigar processos de
pensamento matematico avancado manifestados em registros escritos de
estudantes de Licenciatura em Matematica em tarefas sobre Sistemas de Equacdes
Lineares. Para tanto, faremos uma analise global para se ter ideia do que revelam as
respostas da amostra pesquisada. Iniciaremos tais analises, fazendo um
levantamento minucioso de questdo por questao.

Para a apresentacdo das andlises construiremos alguns quadros
sintetizando ideias globais que emergiram por meio das respostas dos participantes.
Em algumas questdes havera transcricdo de trechos de registros escritos, em outras
vamos inserir pelo menos um protocolo de algum participante.

No capitulo II quando tratamos da fundamentagdo tedrica
mencionamos que dedicariamos uma parte dessa pesquisa para conhecer algumas
caracteristicas pessoais dos participantes a respeito de suas experiéncias
académicas, inspirados em Freire (2004) e Thompson (1997), no intuito de valorizar
0 ser humano e o seu processo de autoconhecimento para promoc¢ao de sua propria
aprendizagem, isso se refere a Parte | da Proposta de Avaliacdo Reflexiva.

A Parte Il contempla aspectos conceituais e didaticos envolvendo
sistemas de equacdes lineares e finalmente, a Parte Ill trata de alguns aspectos
matematicos inerentes a esse conteudo.

Nas proximas secles, apresentaremos as consideracoes,
percepcdes, observacoes, inferéncias e deducdes a respeito do que obtivemos

analiticamente por meio dos registros escritos desses participantes.
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6.1 ANALISES DA PARTE |: PERFIL DOS PARTICIPANTES

A Parte | buscava tracar um perfil dos participantes dessa pesquisa,
bem como conhecer algumas concepcdes pessoais dos mesmos, e era constituida
de onze questdes abertas e subjetivas. As analises das questdes serdo
apresentadas de forma geral.

Ressaltamos mais uma vez que a Parte | oferece elementos
relevantes para compreendermos indicios de pensamento mateméatico avancado, ja
que muitas respostas explicitam acbes, experiéncias, reflexbes e habitos
relacionados as vivéncias e praticas dos participantes no ambito sécio-escolar.

Conforme Tall (2002), matematica € um conhecimento cultural
compartilhado e h& aspectos que sdo dependentes do contexto em que 0 sujeito
desempenha sua atividade mental, bem como o meio cultural que esse esta inserido
0 gque corrobora com as ideias de Dreyfus (1991).

Com base nos aspectos quantitativos que se referem ao grupo de
participantes que compdem essa pesquisa, apuramos que dez desses ja atuam
como professor na Educacdo Basica, fato que revela a caréncia de professores
formados na area de Matematica, e entre esses setenta por cento ministram aulas
tanto no Ensino Fundamental Il quanto no Ensino Médio. Nenhum dos participantes
atua ou ja atuou no Ensino Fundamental |, segmento de ensino que corresponde do
2° a0 5° anos, isto &, 1% a 4% séries (nomenclatura antiga).

Um dado curioso é que a faixa etaria dos participantes regula em
torno de 25 anos. Esse fato nos indica que jovens estdo se interessando pelo
trabalho docente, um indicio que deve ser comemorado em um pais emergente
como o Brasil, que se precisa de profissionais qualificados em todas as areas para
continuar avancando.

A seguir, apresentamos um quadro sintese com informacdes gerais

sobre o os participantes dessa pesquisa.
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Quadro 9 — Sintese do Perfil dos Participantes da Pesquisa

Informacgdes gerais sobre os Participantes da Pesquisa
Curso Série | Disciplina | Cidade® Estado Instituicdo | Ano
Licenciatura 42 6 MAT Londrina Parana Publica | 2011
Plena em 024%
Matemética
Estudantes Sexo Idade Estudantes Estudantes néo
Participantes (anos) Professores professores
M F Média
Total Porcentagem | 09 08 25 Subtotal Percentual | Subtotal |Percentu
al
17 100% 10 =60% 07 =40%

6.1.1 Perfil dos Estudantes Participantes

Os patrticipantes, de modo geral, revelaram uma visdo romantica da
Matematica por conta dos adjetivos usados para qualificar-la, mas parece que ainda
ndo desenvolveram um senso critico acurado quanto o0 que essa representa para Si
mesmo. Ainda permanecem com algumas ideias simplistas, mas sem avancar em
uma reflexdo mais profunda quanto aos aspectos, por exemplo, epistemoldgicos,
histéricos, filosoficos e sociais que envolvem essa ciéncia.

Entretanto, ha que se levar em consideracao que esses participantes
ainda estdo em processo de formacdo inicial, necessitando de tempo para se
aprimorarem e se aprofundarem em leituras que lhes proporcionem reflexdes sobre
0 que a matematica representa tanto para Si mesmos quanto para o

desenvolvimento da sociedade.

A maioria dos participantes respondeu que a mateméatica representa o
pensamento légico, alguns apresentaram respostas evasivas, pouco
explicativas e até populares, como por exemplo, a matematica esta presente no
cotidiano, mesmo que nao seja percebida, mas nao explicaram como a

matematica se faz presente.

*! Cidade sede do Curso de Licenciatura em Matematica dos estudantes participantes

2 pratica e Metodologia do Ensino da Matematica Il, ofertada anualmente pelo Departamento de
Matemaética no Curso de Licenciatura em Matematica, na 4 série, com carga horéaria de 68 horas-
aula.
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Adjetivos como bela, intrigante, complexa, importante, curiosa,
grandiosa apareceram em varias respostas. Alguns participantes destacaram que a
matematica é uma forma de diversdo, de distracdo e até mesmo um grande desafio
para estimular a mente humana. Nesse sentido (E. 11) explicita que a matematica
consiste em um modo de se alcancar 'elevacao intelectual’. Ja segundo (E.4) a
matematica representa “uma filosofia de vida” , talvez essa assercdo esteja
relacionada com a dedicacdo, comprometimento e tempo dispensado aos estudos
quando se decide aprender e estudar mateméatica de forma responsavel.

O protocolo de (E.3) apresenta alguns dos adjetivos atribuidos a

matematica.

Figura 16 — Protocolo do Patrticipante (E. 3) - Parte | - Questéo 1 - Item B

{b) Para vocé, o que a matematica representa?

A | &
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O participante (E.11) afirma que a matematica é “o0 que ha de mais
abstrato no pensamento humano”; enquanto que (E.16) complementa que “é uma
ciéncia que serve de base para todas as outras ciéncias”.

Destacamos a resposta de (E. 19), porque destoa da ideia geral da
amostra dessa pesquisa, por apresentar uma reflexdo de carater social. Segundo

esse participante:

A Matematica, talvez ndo em sua totalidade, representa um mal
necessario aos alunos, sejam eles de qualquer nivel de educagéo. A
matematica demonstra-se como uma area do conhecimento
inseparavel da sociedade e da vida da sociedade pés-moderna. A
matematica também € distragdo, divertimento para a mente humana
e apenas a obrigatoriedade do seu aprendizado € que a torna o 'mal
necessario' citado acima (E. 19, 2011, Parte |, Questao 1, ltem B).

Ja (E.7) levanta dois aspectos relevantes sobre a matematica: a
complexidade dos conteudos e a atencédo que se deve dar aos detalhes. Conforme

palavras do proprio estudante:



117

A matemdtica representa para mim um grande aprendizado em
diversas areas. Talvez pela complexidade de muitos contetdos ou
pela atencdo em detalhes que aprendemos a ter, nos possibilita uma
facilidade de compreensado que nos ajuda na vida pessoal e também
profissional (E. 7, 2011, Parte |, Questéo 1, Iltem B).

Ainda no sentido de se destacar a relevancia da Matematica,
aproximadamente quarenta por cento dos participantes afirmaram que todos os
conteudos tratados nessa area sdo importantes. O participante (E.7) ilustra esse

fato, e se expressou da seguinte forma:

Na minha opinido todos os conteldos sdo importantes. Seria
interessante rever conteddos do ensino fundamental e médio na
faculdade, pois hoje podemos analisar e aprender de uma forma
diferente de quando estdvamos na escola (ensino fundamental e
médio). Gostaria de aprender principalmente nimeros complexos,
combinagfes, pois ndo me sinto preparada e tenho muitas davidas
nesses conteudos (E. 7, 2011, Parte |, Questdo 1, Item A).

As consideracdes de (E.7) lembram um dos fatores apontado por
Lorenzato (2010) sobre dificuldades enfrentadas por professores iniciantes, pois
muitas vezes o professor recém-formado necessita ministrar conteidos que ele
mesmo sSO conheceu enquanto crianca ou jovem, e esse fato “explica a
superficialidade com que muitos contetudos séo tratados em sala de aula e, também,
0 apego de muitos professores ao livro didatico” (LORENZATO, 2010, p. 52).

Ja& outros participantes valorizam o0s aspectos pedagoégicos
referentes as a¢cbes do professor, como por exemplo, trabalhar com aplicacdes dos
conteudos em sala de aula, além de incentivar a pratica da leitura. Outro ponto
destacado pelos mesmos é de que um futuro professor de matematica deve
aprender diferentes procedimentos de resolucdes para uma determinada situagéo, e
ainda saber interpretar corretamente resultados obtidos seja na resolucdo de
problemas ou até mesmo em situacfes mais simples de calculos.

(E.19) apresentou uma resposta inusitada e praticamente inviavel,
pois em sua declaracdo afirma que “o professor deve entender a mateméatica por
completo”. Inferimos, por meio da resposta de tal participante, que esse ainda
apresenta uma visdo romantica e idealizada do que deva ser um professor de

matematica. De acordo com (E.19) o professor deve compreender de:
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Tudo! Nao ha contetdo ‘desimportante’, tenho que entender de tudo,
incluindo conteudos, procedimentos, histéria e filosofia, aplicacoes,...
enfim, o professor deve entender a matematica por completo, deve
'respirar matematica' (E. 19, 2011, Parte |, Questao 1, Item A).

A ideia de (E.19) se aproxima da visdo da professora Kay, voluntaria
na pesquisa de Thompson (1997). Conforme o relato da pesquisadora, Kay atribuia
as dificuldades dos estudantes as dificuldades dos proprios conteidos ou a um
descuido por parte do professor na conducdo ou na preparacdo do mesmo.

Seguindo as analises, em relacdo aos conteudos mais lembrados
figuraram sistemas numéricos para o Ensino Fundamental, enquanto que para o
Ensino Médio a analise combinatéria, a porcentagem e a geometria ganharam
destaques. Apresentamos o protocolo de (E. 13) que ilustra essa ideia geral entre os

participantes.

Figura 17 — Protocolo do Participante (E. 13) - Parte | - Questao 1 - Item A

QUESTAO 01

(a) Pensando em seu futuro profissional, como professor de matemstica, o que
considera importante em matemmatica que n&o pode deixar de aprender?
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Quanto aos aspectos que desencadearam as razdes para a escolha
do curso de matematica identificamos duas tendéncias de respostas: participantes
gue explicitaram em seus registros escritos o gosto pela matematica e aqueles que
ndo explicitaram o0 gosto pela mateméatica, mas isso ndo significa que esses nao
gostam de matematica, apenas que em suas respostas ndo foram encontradas

declaracdes sobre isso.
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O gosto e interesse pela Mateméatica foram as principais razdes
declaradas que motivou a maioria dos participantes a escolher o curso de
matematica, aproximadamente oitenta por cento da amostra.

Durante as leituras de analises pudemos perceber dois enfoques
diferentes quanto as explicacbes dos motivos que os levaram para tal escolha.
Alguns patrticipantes relataram Motivos psico-cognitivos para justificar sua tomada de
decisdo, enquanto que outros declaram Motivos socioculturais.

A expressao Motivos psico-cognitivos foi inspirada por meio de
estudos e leituras realizados a partir do texto “Processos do Pensamento
Matematico Avancado” de Dreyfus (1991), conforme esse autor a matematica e 0s
aspectos psicolégicos de um processo raramente podem ser separados.

J4 a ideia para a expressdo Motivos socioculturais emergiu das
reflexdes de estudos de alguns textos de Paulo Freire. A educacéo, para esse autor,
consistia em uma meta que deveria ser alcancada para que se pudesse reorganizar
e abrir novas possibilidades para se discutir os aspectos socioeconémicos e politicos
do pais.

Muitos participantes destacaram como Motivos psico-cognitivos a
paixdo pela matematica, o prazer de sanar dldvidas de parentes e amigos, a
possibilidade de conseguir verificar respostas, isto &, ‘tirar prova real’, e o fascinio
pela exatiddo, no sentido de alcancar uma resposta que seja coerente com cada
situacdo estudada. Tais motivos também foram destaques na concepcdo das
professoras voluntarias na pesquisa de Thompson (1997).

De acordo com (E.7) a participacdo em um projeto de matematica
promovido por sua professora quando ainda cursava a 8a série do Ensino
Fundamental Ihe despertou o desejo de realizar um trabalho semelhante e por isso,

escolheu o curso de matematica.

A minha escolha se deu por um projeto que participei quando estava
na oitava série. Como sempre gostei e tinha facilidade com os
conteudos matematicos, fui convidada a participar de um projeto que
auxiliava alunos repetentes da 4a série de uma escola da periferia.
Eu gostava muito de poder ajudar outras criancas que tinham
dificuldade e que aos poucos melhoravam e conseguiam
acompanhar a turma. A professora que coordenou esse projeto
também me motivou bastante, pois ela conseguia envolver os alunos
em suas aulas, o que facilitava o aprendizado, e eu gostaria de fazer
algo semelhante (E. 7, 2011, Parte |, Questao 2).
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Em contrapartida, a resposta de (E.10) surpreende, pois alega que
resolveu cursar matematica como forma de vencer um desafio, jA que enfrentava

muitas dificuldades nessa disciplina na escola.

Eu sempre gostei de ensinar e gostaria de ser professora e escolhi a
matematica porque na escola era a matéria que tinha mais
dificuldade, ai resolvi vencer o desafio (E.10, 2011, Parte I, Questéo
2).

Em relacdo aos Motivos socioculturais, alguns participantes
declararam a influéncia de alguns professores da prépria familia, outros
manifestaram a vontade de ser aprovado em concurso publico e ainda alguns
responderam que optaram pelo curso de Matematica por ser um dos menos
concorridos no vestibular, entdo era mais facil obter aprovacdo. Mas, quando
iniciaram o curso perceberam que poderiam gostar de matematica. O participante
(E.16) declara que a "Matemética foi uma das minhas ultimas op¢des. Sinceramente
0 que me motivou foi a baixa concorréncia. Porém, aprendi a gostar de matemética".

Ainda identificamos nas respostas apresentadas a influéncia de
professores de matematica que passaram pela vida académica de alguns
participantes e lhes inspiraram de alguma forma para que tomassem esse caminho.
Nesse sentido, lembramos que segundo Freire (2004) “ndo ha docéncia sem
discéncia”, na medida em que o ato de aprender precede o ato de ensinar.

Destacamos a resposta de (E.17) a qual declara que:

No ensino médio eu ensinava meus colegas de sala e parentes mais
NOVOS muitos assuntos matematicos e conseguia tirar muitas duvidas
deles. Isso somado ao fato de eu sempre ter gostado dos meus
professores de matematica, me motivou a cursar matematica (E.17,
2011, Parte I, Questéao 2).

Embora a maioria dos participantes declarem seu gosto e interesse
pela matematica também revelam que nem sempre ha espaco no curso de
graduacéo para reflexdes a respeito de habilidades matematicas, a fim de estimular
um pensamento matematico avancado.

Identificamos por meio dos registros escritos que apesar de muitos
expressarem que ha oportunidade para se realizar debates, reflexdes e discussoes a

respeito de habilidades matematicas, isso ocorre apenas em disciplinas voltadas as
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areas de aspectos pedagodgicos, como por exemplo, Didatica da Matematica e
Metodologia e Préatica de Ensino. Nao obtivemos uma resposta sequer em que
algum participante declara que isso ocorra em disciplinas que tratam
especificamente de conhecimentos matematicos, como por exemplo, Calculo,
Algebra Linear, Geometria Analitica.

De acordo com Dreyfus (1991) educadores matematicos foram os
primeiros a reconhecer a importancia dos processos de pensamento matematico
avancado e suas interacdes, para se compreender 0 que se passa ha mente de um
estudante, enquanto este procura entender e relacionar um conceito matematico
para a resolucdo de algum problema.

Por meio das consideragbes realizadas pelos participantes,
podemos inferir que essas retratam o que Dreyfus (1991) nos declara, isto é, a
preocupacao com as reflexdes sobre as habilidades matematicas para se incitar um
pensamento matematico avancado origina-se com educadores matematicos,
situagdo que ainda permanece de acordo com os relatos apresentados pelo grupo
de participantes dessa pesquisa. A declaragdo de (E.11) caracteriza muitas
respostas obtidas, ao expressar que “em disciplinas de Educacdo Matematica nos
temos este espaco”.

Em relacdo a professores que ministram disciplinas de
conhecimento especifico matematico na graduagdo, como por exemplo, Algebra,
Dreyfus (1991) afirma que tendem basicamente a trabalhar com demonstracdes de
alguns teoremas matematicos e, em alguns casos incluem aplicaces dos mesmos.
Essa afirmacdo aponta para o fato de que ndo ha espacos para desenvolver
discussbes que instiguem pensamento mateméatico avancado em disciplinas como
essas. Segundo a percepcao de (E.13) “[...] o departamento de matematica ndo da
abertura a esses tipos de atividades para os alunos”.

Dreyfus (1991) vai além e traz uma conclusdo de um trabalho de
Davis (1988, p. 28), o qual explicita que “A maior parte do ensino de matematica,
desde o ensino fundamental até cursos universitarios, ensina 0 que poderia ser

chamado de rituais: "faca isso, faca isso, entdo faca isso...” e que normalmente
muitos professores aceitam o ritual desde que esse seja realizado com sucesso
suficiente para 0 momento. A palavra ritual pressupde um conjunto sistematico de

regras a cumprir, desse modo nao se abre oportunidade para contestacao,
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tampouco para refletir sobre o porqué as regras sdo como se apresentam. Nesse

sentido, o participante (E.19) faz uma espécie de desabafo e declara que:

Nunca me senti estimulado a isso. Na verdade sempre quis fazé-lo,
mas nenhum professor nos estimulou a isso, e nenhum aluno
acompanha minhas ideias sobre o curso. Poucos professores
estimulam debates sobre a ‘Educacdo Matematica’, Filosofia,
Psicologia e coisas do tipo (E.19, 2011, Parte |, Questao 3).

Ja a resposta de (E.6) traz evidéncias de que debates e reflexdes,
quando realizados, podem contribuir para se compreender mais de matematica.

Segundo esse participante:

[...] eu sempre gostei de matematica mas nunca tive um raciocinio
rapido ou facilidade, e quando acontece esses debates, reflexdes e
discussdes eu consigo perceber e entender mais de matematica. Um
exemplo sobre o que disse € que, ja fiz dependéncias de algumas
matérias, mas nao fiquei triste até entdo por ter que fazer de novo,
pois todas as dependéncias que fiz, pude aprender e olhar com
outros olhos, acho que isso aconteceu por ter a oportunidade de
rever conteldos e também por estudar com professores diferentes,
ndo que um seja melhor que o outro, mas a didatica de um talvez
combinou mais com minha maneira de aprender (E.6, 2011, Parte I,
Questao 3).

Logo, diante da constatacdo de que nem sempre ha oportunidades,
segundo os participantes dessa pesquisa, para discutirem suas proprias habilidades
matematicas em seu curso de graduacdo, aproveitamos para apresentar as
respostas globais que obtivemos na Questdo 4 da Parte | em que perguntamos:
“Vocé como futuro professor o que procura fazer para compreender 0s porqués
especificos de um contetdo de mateméatica? Comente”.

Separamos as respostas obtidas em trés partes para compor um
quadro sintese: identificamos o que fazem, porque fazem e, quais séo as fontes que
costumam consultar.

E relevante destacar que muitos participantes afirmaram que
procuram pelos porqués matematicos para se sentirem seguros e confortaveis para
responder algum questionamento em sala de aula, enquanto outros declararam que

essa busca estd associada a compreensao de significado de conceitos matematicos.
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Quanto as acdes que desenvolvem para entender o0s porqués
matematicos figuram com mais frequéncia as pesquisas por demonstracdes ou
deducdes de formulas matematicas.

Quanto a fontes consultadas alguns responderam que realizam suas
pesquisas em ambientes virtuais, internet, outros relataram que buscam em livros ou
até mesmo que perguntam para colegas ou professores. Por meio dos relatos
escritos, verificamos que nenhum dos participantes citou consultas a alguma revista
especializada ou artigos cientificos, isso revela que ainda precisam conhecer mais
sobre publicacbes da area. Sado exemplos de publicacbes relevantes para a
formacdo do professor a RPM - Revista do Professor de Matematica - que traz
matérias de nivel elementar ou avancado, acessivel a professores de Ensino
Fundamental, Médio e a alunos de cursos de Licenciatura em Matematica, e o
Bolema - Boletim de Educacdo Matematica que dissemina producdes cientificas, tais
como resumos de teses e dissertacfes, artigos, ensaios, resenhas que se
relacionam a aprendizagem de Matematica ou ao papel da Matematica e da
Educacdo Matematica na sociedade.

Os participantes (E.7) e (E.20) relataram ter algumas dificuldades
para encontrar materiais que tratem de porqués mateméaticos. Destacamos o

protocolo de (E.7):
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Figura 18 — Protocolo do Participante (E. 7) - Parte | - Questéo 4

Vocd como futuro professor o que procura fazer para compreender os
porqués especificos de um conteddo de matematica? Comente.
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Conforme Lorenzato (2010, p. 95) a compreensdo do porqué revela
gue o processo de aprendizagem esta ganhando significado e explicita que “ensinar
como se chega a um resultado dito certo ndo é o mesmo que ensinar a aprender por
quais razoes o resultado a que se chega pode ser considerado adequado, certo ou
errado”.

Outro motivo apontado por alguns participantes para buscar os
porqués matematicos € o de colaborar para que o seu futuro aluno tenha um
entendimento mais amplo e adquira gosto pela matematica. Nesse sentido,
Lorenzato (2010, p. 97) nos afirma que “ensinar matematica valorizando os ‘porqués’
propostos pelos alunos ou propondo ‘porqués’ a eles é escolher um tipo de ensino
que opta por processo e nao por resultado, opta por aprendizagem com significado e
nao memorizacao”.

O participante (E.6) demonstra em sua resposta atitudes reflexivas
conforme caracteristicas de Freire (2011), pois revela por meio de seus registros que
cada publico apresenta necessidades diferentes. Sendo assim, o repertério do
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professor precisa ser diversificado, conforme o que podemos perceber em seu

protocolo.

Figura 19 — Protocolo do Participante (E. 6) - Parte | - Questéo 4

Vocé como futuro professor o que procura fazer para compreender os
porqués especificos de um conteldo de matemética? Comente.
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Essa resposta de (E.6) se assemelha ao relato da professora
Jeanne, conforme Thompson (1997), no sentido de que o professor deve procurar
manter relacdes positivas, de cordialidade e de incentivo para com seus alunos a fim
de aproxima-los do processo de ensino e de aprendizagem.

A seguir, apresentamos um gquadro sintese que retrata as principais
acOes desenvolvidas por esse grupo de participantes na busca dos porqués

matematicos.
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Quadro 10 — Sintese das respostas apresentadas - Parte | - Questéo 4

Porqués matematicos: o que fazer, porque fazer e onde procurar?

ACOES

MOTIVOS

FONTES

* Busca entendimento por meio da
histdria da matematica.

+ Compara conceitos e definicdes.

» Debates com colegas e
professores.

+» Investiga o porqué da
necessidade do conteudo e em
que situacéo se pode aplicar.

* Pesquisas sobre a origem do
conteddo.

» Pesquisas sobre demonstragies
e maneiras diferentes de
responder tais porqués.

« Procura pela utiidade do
conteado.

* Procura por aplicagtes fora do
contexto matematico.

» Cluestiona professores que lidam
ou pesguisam sobre o conteddo.
* Realiza deducdo de formulas
matematicas na busca de

COMpreensao.

» Reflete individualmente sobre o
assunto, caso ndo consiga
solucionar a ddvida, procura
auxilio de professores.

* Resumos sobre o que foi
encontrado nas pesquisas
buscando compreensdo do tema
estudado.

« Tenta construir um significado
mental do conteudo pesquisado.

Adquirir raciocinio légico.
Busca de significados.
Decorar conteddo supre
apenas necessidades
momentaneas.
Preocupacao com a
entendimento e gosto do
aluno pela matematica.
Sentir-se seguro em sala
de aula.

Ter argumentos diferentes
para atender pessoas com
necessidades distintas.

» Ambientes virtuais.

s Entre amigos ou
colegas.

s Livros.

* Professores mais

experientes.

Se existe a procura pelos porqués matematicos entre o0s
participantes dessa pesquisa € razoavel inferir que desenvolvem estudos além da
sala de aula.

Sendo assim, entendemos que por meio de uma rotina de estudo

podemos perceber davidas, e se as considerarmos pertinentes buscar respostas que
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nos satisfacam. Se ndo paramos para estudar, tolhemos oportunidades de aprender
e consequentemente de crescer no ambito pessoal, intelectual e profissional.

Nesse sentido, para ser bem sucedido em matematica deve se
encarar o estudo como uma das ferramentas mais efetivas para se adquirir
conhecimentos, compreensdes e experiéncias sobre conceitos e conteudos
matematicos. Ou conforme Freire (2004) essa atitude pode desenvolver a autonomia
do sujeito, fazendo-o protagonista principal de sua histodria.

Quanto aos habitos de estudo relatados pelos participantes houve
muitas declaracbes de que se deve estudar matematica fazendo ou até mesmo
refazendo listas de exercicios. Em nenhum momento, algum participante referiu-se
ao fato explicitamente que procura desenvolver e ampliar seus conhecimentos
matematicos por meio da resolucdo de problema, apesar de na questdo sete da
Parte | se remeterem a abordagem de resolucdo de problema como estratégia
metodoldgica de ensino. Isso parece suscitar uma visdo dicotdmica: usa-se para
ensinar, mas nao para aprender.

Outro fator interessante para registrar aqui refere-se a questao
quatro da Parte Il que solicitava dos participantes a resolucdo de um problema, de
dezessete participantes, apenas trés solucionaram corretamente a questdo, e entre
esses, dois declaram que mantém uma rotina semanal de estudos, ou seja,
frequentemente estdo construindo novas oportunidades de aprendizagem e
enriguecendo suas experiéncias.

A seguir, apresentamos o protocolo de (E.11), um dos participantes
gue resolveu corretamente a questado quatro da Parte Ill. O relato de (E.11) explicita
que a falta de organizacdo € um dos fatores que compromete a qualidade de sua
aprendizagem. Entretanto, declara que quase todos os dias procurar se envolver

com alguma coisa relacionada a matematica.
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Figura 20 — Protocolo do Participante (E. 11) - Parte | - Questéao 5

PARTE I| N° 11
QUESTAO 05

{a) Qusis sio seus habitos de estudo enguanto estudante da graduacso?
Relate.
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{b) Considerando seus habitos de estudos, de gue maneira vocé reflete sobre
sua propria aprendizagem matematica? Explique.
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{c) Que fatores vocd considera relevante para seu proprio processo de
aprendizagem matematica?
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Mas, nem todos os participantes se mostraram empenhados em

construir uma rotina de estudo, como se pode perceber nas declaracoes de (E.8):
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Figura 21 — Protocolo do Participante (E. 8) - Parte | - Questédo 5

PARTE || N° 08

QUESTAOQ 05

{a) Quais s&o0 seus habitos de estudo enquanto estudante da graduagso?
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(b) Considerando seus habitos de estudos, de que maneira voce reflete sobre
sua propria aprendizagem matematica? Explique.
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A seguir, exibimos o quadro com as consideracdes gerais dos

participantes quanto aos habitos de estudo relatados.

Quadro 11 — Sintese das respostas apresentadas - Parte | - Questéo 5

ROTINA DE ESTUDO DOS PARTICIPANTES

(A) Quais sdo seus habitos de estudo enquanto estudante da graduagao? Relate.

ASPECTOS QUANTITATIVOS SOBRE A ORGANIZACAO PESSOAL DE ESTUDO

Estudo diario Estudo semanal Estudo apenas na Né&o relataram a
véspera de provas ou frequéncia de
trabalhos estudo
Total | Percentual | Total | Percentual Total Percentual | Total | Percentual
5 29 5% 4 23,5% 4 23,5% 4 23,5%
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HABITOS DE ESTUDO RELATADOS

+ Resaolver listas de exercicios.
+ Tirar davidas e ler muito.

* Fazer poucas disciplinas por semestre para conseguir um tempo maior para rever

conteldos e resolver exercicios.

+ Realizar atividades diarias para rever e compreender conteudos.

« N&o deixar acumular tarefas.

* Deixar a maioria dos contetdos para estudar nas vésperas de provas ou trabalhos.

» Perguntar as duvidas para os professores.

* Estudar no dia seguinte da aula em que os conteados foram ensinados.

* Quando possivel, estudar os conteldos com até um semestre de antecedéncia.
* Procurar estudar individualmente ou em grupo na biblioteca.

« Conforme a situacéo, estudar a teoria antes ou depois de resolver exercicios.

* Buscar exemplos prontos e tentar aplica-los a exercicios diferentes.

(B) Considerando seus habitos de estudos, de que maneira vocé reflete sobre
sua propria aprendizagem matematica? Explique.

Acdes que despertam/despertaram
reflexfes sobre a propria aprendizagem
matematica

Consideragbes gerais sobre a propria
aprendizagem matematica:
reconhecimento potencialidades
cognitivas

de

* Percepgéo ou n&o de sucesso em

relacéo ao desempenho nas
avaliagdes.
* HReconhecimento de que se deve

estudar e se dedicar mais.

» Entendimento do assunto estudado.

« No decorrer do desenvolvimento do
curso procura perceber os conteudos
em qgue tém dominio.

* Reconhece que a pratica que adquiriu
ministrando aulas particulares lhe fez
aprender a ter mais paciéncia e
concentracdo para estudar, dessa
forma o seu desempenho aumentou.

* Reflete se imaginando como aluno e se
pergunta se haveria uma forma mais
clara para realizar a explicacGdo do
contetudo que aprendeu.

* Reflexéio sobre a nota gue obtém na
avaliacdo.

* Pensa sobre sua aprendizagem quando
se depara com um problema que néo
consegue resolver.

« Considera a propria aprendizagem
matematica boa, em relacdo ao
tempo disponivel que tem para
estudar.

* Reconhece que aprende rapido, mas
varios detalhes se perdem.

« Explicita que sua aprendizagem &
muito lenta e que apresenta algumas
dificuldades.

* Alguns acreditam que deveriam se
dedicar mais ao curso.

* Considera que aprende muito, visto
gue estuda pouco. Relata que tem
facilidade para entender os assuntos
de modo geral.

* Reconhece que a sua propra
aprendizagem matematica & baixa.

+ Admite que n#&o faz reflexéo sobre a
propria aprendizagem e tem medo de
ndo aprender os conteados como
deveria.

 Relata que a falta de organizacéo
prejudica sua aprendizagem, visto
gue estuda o que lhe der vontade.

* Explicita que se preocupa com a
guantidade de conteldos, e por isso
acaba ndo refletindo sobre sua
propria aprendizagem.

(C) Que fatores vocé considera relevante para seu proprio processo de aprendizagem

matematica?

Fatores especificos relacionados a propria

Fatores gerais
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matematica
» Gostar de matematica. » Disponibilidade de tempo.
» Aprender matematica basica. » Organizacéo e dedicacao quanto aos
e Participacédo nas aulas e estudar os estudos.
porqués matematicos. » Ser paciente e perseverante.
e Aula que disponibilize tempo para a| ePresenga nas aulas e reforcar a
pratica de exercicios. compreensao em casa.
» Envolver-se diariamente com atividades | e« Realizar pelo menos o minimo que é
de matematica. solicitado pelos professores em sala

de aula.

« Recorrer a diferentes materiais para
se esclarecer duvidas.

» Estudar em ambiente tranquilo e com
boa iluminacéo.

s Professor que estimule os alunos a
estudar além do que foi dado.

« Talento natural para determinados

assuntos.

eEsforco do proprio aluno para
aprender.

» Refletir e ter atencéo no momento do
estudo.

» Baixo entendimento de um
determinado assunto.

Os patrticipantes, de modo geral, possuem como principal habito de
estudo a resolucdo de listas de exercicios sugerida pelos professores, alguns até
admitiram que chegam a refazer algumas questdes a ponto de decora-las, pois a
compreensao ndo acontece. De acordo com Thompson (1997) essas atitudes
podem estar relacionadas com uma abordagem de ensino prescritiva, cujo principal
objetivo é estimular a memorizagdo de procedimentos especificos. J& como
pardmetro de se obter sucesso em matematica, as notas das avaliagées continuam
recebendo o destaque especial, notas altas sdo praticamente sinbnimos de 6timo
desempenho. Mas, houve outras respostas sobre o sucesso mateméatico, como por
exemplo, a do participante (E.9) que se preocupa com a compreensdo do que esta

sendo estudado, segundo esse participante:

Reflito me imaginando como um aluno meu. Pergunto-me: sera que
conseguiria entender 0 que eu expliquei? Fui claro? Objetivo? Sera
gue eu conseguiria explicar o que aprendi de uma forma mais clara
do que foi ensinado a mim? (E.9, 2011, Parte I, Questéo 5, Item B).
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O pensamento de (E.9) revela caracteristicas de professor reflexivo,
conforme Freire (2004), pois percebemos que ha uma inquietacdo quanto ao
processo de autonomia do préprio aprendiz, perpassando pela capacidade de
autoavaliacdo quando se pergunta: "Sera que eu conseguiria explicar o que aprendi
de uma forma mais clara do que foi ensinado a mim"? Nesse sentido, (E.9) também
partiiha da visdo professada pela professora Jeanne no relato de pesquisa de
Thompson (1997, p. 20), segundo a mesma “a funcdo do professor é apresentar o
contetdo de maneira clara, l6gica e precisa”. E para isso se deve “[...] enfatizar as
razbes e a logica subjacente as regras e procedimentos matematicos [...]
(THOMPSON, 1997, p.20) adotados para que se estabeleca o significado
matematico entre os conceitos abordados.

Em relacdo aos fatores que sao considerados relevantes para o
proprio processo de aprendizagem matematica, 0 gosto pela matematica e a
disponibilidade de tempo para estudo figuraram como pontos fundamentais na
concepcao geral dos participantes.

Mas, qual seria a expectativa desses, enquanto estudante do Ensino
Superior, para uma aula que contempla um tema especifico matematico, como por
exemplo, Sistemas de Equacdes Lineares? Esse questionamento foi realizado na
guestdo seis da Parte | e, apesar de a questdo solicitar que fosse respondida
enquanto estudante do Ensino Superior, muitos responderam como professores,

caso, por exemplo, de (E. 19) que se expressou da seguinte forma:
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Figura 22 — Protocolo do Participante (E. 19) - Parte | - Questéao 6

PARTE I| N° 19
QUESTAD 06

Qual a sua expectativa, enquanto estudante do Ensino Superior, para
uma aula que conlempla um tema especifico mateméatico, como por exemplo,
Sistemas de Equagbes Lineares? Relate seus comentarios.
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Novamente, a visdo de (E.19) se aproxima da professora Kay,
voluntaria da pesquisa de Thompson (1997). Pois, segundo a mesma o professor
deve procurar utilizar uma variedade de abordagens para estimular o interesse dos
estudantes, fazendo uso de exemplos, contraexemplos e mostrando as aplicacfes
dos tépicos ensinados.

J& outros participantes, ao contrario de (E. 19) apresentaram
respostas evasivas, que trazem poucos elementos para se compreenda as razfes

de um estudo de um tema matematico especifico, como o caso de (E. 9).
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Figura 23 — Protocolo do Participante (E. 9) - Parte | - Questéo 6

PARTE I| N° 09
QUESTAO 06

Qual a sua expectativa, enquanto estudante do Ensino Superior, para
uma aula que contempla um tema especifico matematico. como por exemplo,
Sistemas de Equagbes Lineares? Relate seus comentarios.
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Mas, houve respostas ambiciosas que caracterizam pensamento
proprio de estudante, e entre essas destacamos a de (E.11), o qual afirma que

espera.

Figura 24 — Protocolo do Participante (E. 11) — Parte | — Questéo 6

PARTE 1| N° 11
QUESTAO 08

Qual a sua expectativa, enquanto estudante do Ensino Superior, para
uma aula que contempla um tema especifico matematico, como por exemplo,
Sistemas de Equacdes Lineares? Relate seus comentarios.

YER € APRENDER 7Jobh ALGEERAg POl TRAS pEsTE TEMY.

Ainda conforme as analises realizadas, alguns participantes
responderam de modo geral e outros apresentaram relatos especificos em relacédo
as expectativas de uma aula para o estudo de Sistema de Equacdes Lineares.
Dessa forma, organizamos as consideracdbes em um quadro que sintetiza as

respostas obtidas para esse assunto.
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Quadro 12 — Sintese das respostas apresentadas - Parte | - Questédo 6

Expectativas geradas em uma aula que contempla um tema especifico de
matematica

Consideracgdes gerais

Consideracdes especificas sobre
Sistemas de Equactes Lineares

e Boa introducéo para iniciar preparacéo
para a abordagem do contetdo.

« Explicacéo clara e objetiva.

« Dportunidade de conhecer detalhes
especificos do tema.

« Conseguir resolver um problema apos
a aula que se utiiza o conteudo
estudado.

« Rever o conteldo e sanar duvidas.

« Uma aula que explore exemplos de

« Problemas que

instiguem reflexdes

matematicas.

+ Que os estudantes saibam métodos de

resolucdo, bem como, quando e em
qual momento utilizar.

» |dentificar situacbes que podem ser

resolvidas usando Sistemas de

Equacdes Lineares.

« Ver e aprender algebra por fras deste

tema.

utilizagéo do conteudo no cotidiano.

e ExplicacGo seguida de exemplos e
exercicios com grau de dificuldade
crescente para os alunos resolverem.

« Que o professor procure significar o
contetdo.

s Uma aula explicativa que nédo seja
copia do livro didatico.

Diante das respostas apresentadas, entendemos que o0s
participantes dessa pesquisa, estudantes de 4a série de um curso de matematica,
ainda esperam que o professor evidencie durante uma aula que envolve um tema
especifico de matemaética, o significado do conteudo que estd sendo abordado, seja
por meio de aplicagbes ou até mesmo recorrendo a elementos da Histéria da
Matematica que auxiliem na compreensao do tema estudado. Muitos participantes
destacaram e reconheceram que problemas que tratam de Sistemas de Equacbes
Lineares estimulam e instigam reflexdes matematicas, pois ha necessidade de se
conseguir lidar com representacfes algébricas associadas aos aspectos de analise e
interpretacdo, e isso requer em certa medida pensamento mateméatico avancado.
Além disso, identificamos entre os participantes dessa pesquisa
duas concepcbes em relacdo ao tratamento de Sistemas de Equacbes Lineares:
resolucdo de problemas e aula tradicional. Para ilustrar a concepc¢édo de resolucao

de problemas, apresentamos o protocolo de (E. 10).
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Figura 25 — Protocolo do Participante (E. 10) - Parte | - Questéao 7

PARTE I| N° 10
QUESTAOD 07

Como voog abordaria Sistemas de Equagbes Lineares com estudantes
do Ensino Médio? Relate suas ideias sobre isso.
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Ja em contraste com as ideias de (E. 10) temos o relato de (E. 11),
gue escolheria uma concepcéo de aula tradicional, conforme podemos verificar em a

seguir seu protocolo.
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Figura 26 — Protocolo do Participante (E. 11) - Parte | - Questéao 7

A seguir, expomos um quadro com as consideracdes gerais dos
participantes sobre formas de abordagem para Sistemas de Equacdes Lineares
direcionadas a estudantes de
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Quadro 13 — Sintese das respostas apresentadas — Parte | — Questéao 7
SISTEMAS DE EQUAGCOES LINEARES : FORMAS DE ABORDAGEM

Resolucgido de problemas Outras formas de abordagem
» Propiciar oportunidades para que os | ¢ Aula tradicional, visando uma maneira
estudantes discutam formas de clara para a exposi¢ao.
resolver o problema e compartihem | * Alguns declaram que n&o teriam uma
suas ideias. metodologia es_pemilca, mas
apresentaram explicagbes do que
fariam.

Encaminhamentos metodoldgicos sugeridos
¢ Problemas que estimulem pensamento | « Explicagdo sobre a definicdo de

matematico. equacé&o linear e modos de resolucéo
* Utilizacao de graficos. da mesma.
¢ Problemas simples que retratem | * Retomada de equacgdes lineares.
situagdes do cotidiano. + Realizar-se-lam algumas explicacoes
« Explicagdo do significado da palavra acompanhadas de exemplos, a seguir,
linear. problemas que teriam grau de

dificuldade diferente.

Mediante as analises realizadas, a resolucdo de problemas figurou
entre os participantes como uma das estratégias metodologicas mais indicada para o
tratamento de conteudos especificos de matematica, porque pode favorecer
discuss0es e trocas de ideias. Entretanto, quando o assunto é proporcionar aulas de
matematica dinamicas e atraentes aos olhos daqueles estudantes que ndo possuem
familiaridade com area de ciéncias exatas, 0s participantes acreditam que a
estratégia ideal é buscar nos aspectos histéricos elementos que valorizam e instigam
0 estudo de assuntos matematicos por explicitar as circunstancias em que foram
desenvolvidos, bem como compreender algumas de suas aplicabilidades.

Durante as leituras de analises, identificamos dois enfoques de
respostas quanto a utilizagdo dos aspectos historicos, um relacionado aos aspectos
matematicos e outro aos aspectos didaticos.

A seguir, apresentamos o protocolo do participante (E.5), relatando

que:
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Figura 27 — Protocolo do Participante (E. 5) - Parte | - Questéo 8
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A resposta de (E.5) associa, em certa medida, formas de trabalho de
povoados diferentes as atitudes semelhantes praticadas por alunos que tentam
compreender um tema matematico em estudo por aspectos distintos. Essa
consideracdo nos remete a visdo de Lorenzato (2010, p. 107), quando este relata
gue “é interessante, principalmente para nos professores, observar que aquilo que
0s matematicos demoraram em descobrir, inventar ou aceitar, S&0 0S mesmos
pontos em que nossos alunos apresentam dificuldades de aprendizagem”.

Ja o participante (E.9) destaca que os aspectos histéricos além de

serem um incentivo aos estudos, desperta curiosidade, pois:

Figura 28 — Protocolo do Participante (E. 9) - Parte | - Questéo 8
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Por meio do relato de (E.9), lembramos as palavras de Freire (2004,
p. 32) que considera a curiosidade como um dos elementos necessarios ao
processo de aprendizagem, conforme esse autor “ndo haveria criatividade sem a
curiosidade que nos move e que nos pde pacientemente impacientes diante do

mundo que nédo fizemos, acrescentando a ele algo que fazemos”.
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A seguir, apresentamos um quadro com as consideracfes gerais

dos participantes sobre contribuicbes trazidas pelos aspectos historicos, quando

utilizados em uma aula de mateméatica.

Quadro 14 — Sintese das respostas apresentadas — Parte | — Questéao 8

Contribuicdes dos aspectos historicos para aulas de matematica

Enfoque em aspectos matematicos

Enfoque em aspectos didaticos

+ Compreender a dimenséo do contetdo.

» Colabora para quebrar o mito de que a
disciplina de matematica & sem sentido
e proposito.

e Conhecer as condicdes em que um
conteado matematico especifico se
desenvolveu.

+ Oportunidade  de
diferentes povos
determinado contetdo.

«Mostra a importdncia do conteldo
matematico.

# Explicitam-se motivos que levaram ao
desenvolvimento de uma ideia.

sAborda a  utiidade do
matematico.

e Percebem-se dificuldades e limitagtes
sobre o desenvolvimento de um
contetido matematico em determinadas
épocas.

e Auxilia na percepcdo de detalhes que
em algumas ocasides a teoria sobre o
proprio contetdo néo deixa claro.

« Para dar significado ao conteudo e
colaborar na compreenséo de “porqués”.

conhecer como
trabalharam

contetido

+ Quanto mais o professor sabe sobre o
conteudo, maior a possibilidade de
oferecer uma explicacéo clara para o
aluno.

+ Estimula a curiosidade do aluno e por
Isso, chama a atencéo.

« Facilita o entendimento do conteudo.

« Toma o conteudo mais interessante e
atraente aos olhos do aluno.

+ |ncentiva o aluno a estudar.

« Motiva aqueles alunos que gostam
mais da area de ciéncias humanas.

Mas, ndo € apenas privilegio da Matematica ser retratada e

interpretada por meio dos aspectos histéricos, a vida académica de um estudante

revela muitos elementos de sua formacdo e traz a tona experiéncias as quais

mostram a influéncia de algumas atitudes de professores, que segundo o0s

participantes dessa pesquisa, deixaram lembrancas inesqueciveis.

A maioria dos participantes guiaram-se por suas sensacdes e

emocoes revividas e nos relataram episdédios memoraveis de suas vidas escolares,

sendo coerentes em suas declaragdes.
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Contudo, nem todos possuem tais recordacdes, 0s participantes
(E.4), (E.11), (E.12) e (E.16) declararam que ndo se lembravam de aulas marcantes.
Entretanto, (E.11) nos revela que em decorréncia da atitude de alguns professores
passou a gostar de Matematica.

N&o me recordo de alguma aula marcante, no entanto me lembro de
6timos professores que tive no final do ensino fundamental e durante
0 ensino médio. Eles davam aulas tradicionais, porém sempre se
preocuparam com a nossa aprendizagem.Eu me lembro que eles
levavam livros para a sala de aula(qualquer tema) e davam nota (1
ponto) por cada resumo de livro que a gente lia.Ensinavam xadrez
para a gente e com isto nos ajudarem com o raciocinio légico. Passei
a gostar de matematica, antes odiava. (E.11, 2011, Parte |, Questdo
9).

Ja o estudante (E. 8) apresentou uma resposta confusa, porém
reconheceu que suas aulas de Geometria Euclidiana Ihes foram uteis, porque
passou a perceber a importancia de detalhes nos processos de demonstracbes
matematicas.

Perante os relatos registrados nos protocolos, para esse grupo de
participantes, a acdo do professor influenciou de algum modo a forma desses de
pensar, agir ou até mesmo deixou sinais desagradaveis no ambito das lembrancas
escolares, e muitos desses ainda lhes acompanham.

Por exemplo, o relato de (E. 3) se mostra comovente, além de gerar

nesse participante o medo de realizar leituras em publico. Segundo 0 mesmo:

Teve uma vez que eu estava na 5% série e uma professora de
portugués pediu para eu ler um texto. Eu li muito mal, pois sou
ansiosa e fiquei nervosa .Ai, a professora ficou me reprimindo na
frente dos meus colegas e isso me marcou muito.[...].Nao leio nada
em publico. (E.3, 2011, Parte |, Questao 9).

Contudo, tivemos declaracbes de momentos que provocaram
inspiracdes e o professor tornou-se admirado pela turma, conforme, a seguir, nos
relata (E. 19).

Foi uma aula de quimica onde meu professor (na época estava no
segundo ano do ensino médio), para falar de alguma relagdo que o
elemento ‘litio’ tinha com outro elemento (faz tanto tempo que néo
me lembro com muitos detalhes) ele utilizou o cesto de ‘lixo’ da sala
e 0 apagador para representa-los. Ele demonstrou um grande nivel
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de insanidade, uma quebra de padrdes, ele se mostrou diferente dos
outros professores, o que chamou a atencdo dos alunos e o fez
ganhar grande respeito da turma, inclusive o meu. Influenciou
diretamente na minha formacg&o como professor, eu como sempre fui
visto 0 ‘esquisito’ da turma, (no colégio) ‘o diferente’ e etc. me
identifiquei, e ali afirmei: ‘quero ser um professor igual a esse’ (E.19,
2011, Parte |, Questéo 9).

Muitos participantes afirmaram que em funcdo de algumas situacdes
gue presenciaram ou até mesmo foram protagonistas aprenderam que um professor
deve preparar cuidadosamente suas aulas para evitar erros ou situagbes de
constrangimentos, outros entre esses reconheceram que € desrespeito para com o
professor ndo realizar as tarefas ou estudos de casa, e ainda houve aqueles que
aprenderam a ser questionadores em razdo das perguntas que seus professores lhe
faziam.

Ja a dedicacdo e o afinco que alguns professores demonstraram
despertou o interesse em determinados participantes em seguir a carreira docente,
como ficou explicitado, por exemplo, nas declaragdes tanto de (E.19) quanto de
(E.7). O participante (E.7) relata que:

na oitava série, quando a professora estava falando sobre
racionalizacdo de denominadores, e ela inventou uma masica que
tratava do assunto. Essa professora era muito dedicada e ela tinha
muita satisfacdo e amor no que fazia, e isso me influenciou, me fez
querer fazer algo semelhante (E.7, 2011, Parte I, Questdo 9).

De modo geral, os participantes dessa pesquisa alegam que o
professor possui grandes responsabilidades perante seus estudantes e revelam que
a atencdo na preparagédo das aulas por parte do professor se configura em um dos
pontos mais relevantes para que o estudante se sinta estimulado a aprender. Nesse
sentido, também emitiram suas declaracdes sobre possiveis contribuicbes que
alguns documentos educacionais podem trazer para a organizacdo da pratica
docente.

Mas, muitas respostas apresentadas foram evasivas. Afirmacdes
como “ndo me lembro” ou “ndo conhecgo” apareceram com frequéncia, com destaque
especial para o documento federal OCEM/2006, em que a maioria dos participantes

relatou ndo conhecé-lo.
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(E.7) apresentou uma consideracdo geral para todos os itens
presentes na questdo dez e isso ilustra a concepcdo geral obtida por meio dos
registros escritos. Expressou-se da seguinte forma no espacgo do verso da questao
dez da Parte I:

Figura 29 — Protocolo do Participante (E. 7) - Parte | - Questédo 10
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A seguir, apresentamos o0 quadro obtido por meio dos registros
escritos dos participantes com as consideracdes gerais para alguns dos principais

documentos educacionais voltados a Educacéo Basica do Brasil.

Quadro 15 — Sintese das respostas apresentadas — Parte | — Questédo 10

Documentos educacionais brasileiros: contribuicdes para a pratica docente

Parametros Parametros Orientacgdes Orientacoes Diretrizes
Curriculares Curriculares Educacionais Curriculares Curriculares
Nacionais do Ensino Complementares | para o Ensino | Estaduais da
PCN /1997 Médio aos Parametros Médio — =
{ ) (PCNEM / Curriculares Matematica Educagdo
2000) Nacionais para o V.2 Basica do
Ensino Medio (OCEM/2006) Parana -
(PCN+/2002) Matematica
(DCE-
PR/2008)

Consideragdes gerais dos Participantes
« Oferecem elementos de fundamentacéo didatica e politica pedagodgica em relacéo a
educacédo.
« Guia para saber as matérias que devem ser ministradas em cada série escolar.
« Apresentam orientacdes para elaborar planos de aula.
« Servem para mostrar como os conteldos devem ser abordados.
e Padronizam o conteudo e auxilia na organizacédo dos planejamentos anuais dando
seguranga ao professor.
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Para encerrar a Parte | solicitamos uma apreciacdo critica por parte
dos participantes para que esses pudessem expressar sua opinido com liberdade
visando a espontaneidade, sobre o primeiro conjunto de questdes da Proposta de
Avaliacédo Reflexiva envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares.

A seguir, apresentamos alguns protocolos dos participantes com
suas consideracdes. Comecamos com (E.2) que ressaltou que as perguntas

colaboram para se “refletir o profissional que eu sou e que quero ser”.

Figura 30 — Protocolo do Participante (E. 2) - Parte | - Questédo 11
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Ja (E.14) destacou que as perguntas suscitaram reflexdes sobre

suas falhas enquanto estudante.

Figura 31 — Protocolo do Participante (E. 14) - Parte | - Questédo 11
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O participante (E. 16) considerou as perguntas como uma
oportunidade para refletir sobre seu curso e que professor sera futuramente, visto

gue relata nem sempre dispor de tempo para se pensar nesses assuntos.

Figura 32 — Protocolo do Patrticipante (E. 16) - Parte | - Questéo 11
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Complementando as declaracdes anteriores, (E.7) relatou que

refletiu sobre alguns assuntos que apresenta dificuldades, e declarou:

Figura 33 — Protocolo do Participante (E. 7) - Parte | - Questdo 11
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Conforme essas respostas apresentadas, entendemos que a Parte |
da Proposta de Avaliacdo Reflexiva suscitou reflexdes pessoais a respeito de
algumas situacdes inerentes ao processo de ensino e de aprendizagem entre 0s
participantes, pois perceberam que essas perguntas |hes ofereceram uma
oportunidade para pensar sobre atribuicdes de estudante e responsabilidades de ser
professor.

A partir das analises apresentadas na Parte |, objetivando
demonstrar um perfil sucinto dos participantes dessa pesquisa, agrupamo-los de

acordo com as visbes de matemética professadas por Jeanne, Kay e Lynn,
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professoras voluntarias que participaram da pesquisa de Thompson (1997), para
realizar uma sintese dos aspectos gerais revelados pelos participantes.

A professora Jeanne revela, em linhas gerais, uma visédo
instrumentalista da matematica, pois acredita que a matematica é precisa, logica,
livre de contradicbes e ambiguidades, consistente em um sistema organizado e
pautado em uma simbologia especifica. Essas impressées combinam com as
respostas de (E.5), (E.6), (E.9), (E.10) e (E.17). De acordo com tais participantes, a
matematica desperta curiosidade pela sistematizacdo logica que apresenta,
figurando na visdo dos mesmos como uma espécie de arte, em que os desafios sao
superados pelo carater de exatidao e a possibilidade de verificacdo de respostas, a
chamada "prova real".

Os participantes (E.2), (E.3), (E.4), (E.8), (E.12), (E.13), (E.14),
(E.16) e (E.20) se aproximaram da visdo de Lynn, explicitando uma visdo de
matematica como uma ciéncia prescritiva que consiste em uma colecdo de
procedimentos, propriedades, fatos e “regras necessarias para encontrar respostas a
tarefas especificas” (THOMPSON, 1997, p. 27). Conforme esses participantes, a
matematica € considerada como uma estrutura l6gica de pensamento que pode ser
aplicada em atividades do cotidiano, por exemplo, a utilizacdo das quatro operacdes
fundamentais. Mas, também reconhecem que essa ciéncia serve de base para
outras, pois segundo alguns, tem um carater grandioso, intrigante e pode ser
encarada como uma “filosofia de vida”.

Ja a professora Kay demonstra uma visao dindmica de matematica,
sustentada e manifestada pelo seu gosto durante as sessdes que ministrava de
resolucdo de problemas com seus estudantes superdotados. Segundo Thompson
(1997) era evidente seu entusiasmo pela matematica, pois de acordo com Kay, essa
ciéncia proporciona uma oportunidade estimulante para o desenvolvimento de
trabalho intelectual de alto nivel, assim como Dreyfus (1991) indica na explanacéo
dos processos de pensamento matematico avancado. Tal crenca caminha na
direcdo das respostas e resolucbes apresentadas por (E.7), (E.11) e (E.19). Na
concepcdo dos mesmos, a matematica representa 0 pensamento abstrato
caracterizado pela complexidade, demanda um nivel significativo de atencdo que se
deve empregar aos detalhes, além de compreender as aplicacbes de um
determinado contetdo matematico. Ainda, conforme (E.19) a matematica constitui

uma area de conhecimento inseparavel da vida social moderna.
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Ainda, diante das analises realizadas, entendemos que a maioria
dos participantes manifestaram atitudes reflexivas a luz das ideias de Freire (2004),
porque compreendem que por meio da resolucdo de um problema se abrem
caminhos para que se instiguem reflexdes matematicas, preocupando-se dessa
forma com os porqués suscitados pelos conceitos e propriedades derivados dos
conteudos matematicos. Possuem uma ideia clara do que Ihe parecem relevante
aprender para exercer a docéncia, e consideram tanto aspectos de ordem didatica,
metodoldgica e de carater especifico acerca dos conhecimentos matematicos que
necessitam aprender para desempenhar satisfatoriamente sua futura profissao.

De modo geral, muitos participantes reconhecem nos aspectos
histéricos envolvendo a matematica uma forma agradavel e adequada para iniciar
um dialogo com seu futuro aprendiz. Pois, acreditam que é necessario estimular a
curiosidade do aluno para lhe chamar a atencdo, e assim ter a possibilidade de
tornar o conteddo mais interessante e atraente aos olhos de quem o conhece pela
primeira vez.

A manifestagcdo da autonomia do sujeito tdo enfatizada por Freire
(2004, 2011) é expressa pelo gosto predominante em todos os participantes pela
matematica, encarada pelos mesmos como desafio, diversdo e elevacao intelectual.
Sendo assim, a maioria enxerga nos habitos de estudo uma forma indispenséavel de
aperfeicoamento de suas capacidades cognitivas. Porém, pelo menos metade
desses sdo conscientes de que ndo mantém um ritmo regular de estudo conforme
gostariam, por conta da falta de organizacdo pessoal. Contudo, consideram
relevantes para seu processo de aprendizagem o conhecimento denso das
propriedades e conceitos relacionados a matemética basica, participacdo ativa
durante as aulas e tempo para a pratica de atividades diarias que envolvam
conteudos matematicos.

A seguir, passamos para as analises gerais da Parte Il da Proposta
de Avaliacdo Reflexiva, a partir da qual daremos énfase aos processos de
pensamento matematico avancado conforme caracterizacbes de Dreyfus (1991) e
Resnick (1987).
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6.2 ANALISES DA PARTE Il: ASPECTOS CONCEITUAIS E DIDATICOS ENVOLVENDO SISTEMAS

DE EQUACOES LINEARES

A Parte Il foi constituida de nove questbes que procuravam
incentivar pensamentos matematicos sobre conceitos relacionados a Sistemas de
Equacbes Lineares, e também se buscava suscitar reflexdes a respeito de alguns
aspectos que envolvem concepc¢des didaticas dos participantes inerentes ao
processo de ensino e de aprendizagem.

A seguir apresentaremos as analises gerais da Parte Il
Posteriormente faremos analises pontuais das questdes um, trés, quatro e cinco,
pois essas tratam de elementos conceituais matematicos especificos sobre Sistemas
de Equacdes Lineares.

Por meio do processo de analise, constatamos que mais da metade
dos participantes dessa pesquisa tiveram o primeiro contato com Sistemas de

Equacgbes Lineares de ordem dois ainda no Ensino Fundamental, e
quase oitenta por cento desses reconheceram que estudaram essa temética de
forma mais abrangente em algum momento do Ensino Superior.

As respostas obtidas em relacéo as diferencas quanto ao tratamento
do conteudo Sistemas de Equacfes Lineares, em etapas distintas de formacao,
revelaram que no ambito da Educacdo Bésica o estudo desse assunto resume-se
quase que exclusivamente na aprendizagem de processos de resolucao, e para tal o
sistema ja vem constituido, isto é, na maioria das vezes ndo ha um enunciado que
instiga a conversdo da linguagem natural para a linguagem algébrica. Outro fator
apontado diz respeito a ordem dos sistemas, no Ensino Fundamental trabalha-se o
tipo 2x2, enquanto que no Ensino Médio até 3x3.

Entretanto, no Ensino Superior o tema é explorado como uma
ferramenta matematica para se resolver problemas de modo detalhado, além de
apresentar muitas aplicabilidades, mas conforme algumas declaragdes esses fatores
aumentam a dificuldade para se ter dominio do contetudo. Desse modo, os Sistemas
de Equac0es Lineares séo retratados de varias formas e com graus diferentes de
complexidade mesclando contetidos estudados em Algebra Linear, por exemplo,
matrizes e outros em Geometria Analitica (equacbes de retas e planos), ou até
mesmo em disciplinas de Fisica quando se trata de sistemas mecanicos de forca.

Ainda, de acordo com algumas respostas obtidas, a utilizacdo de muitas variaveis
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pode tornar os processos de resolucdes trabalhosos requerendo do estudante
concentracdo e atencdo aos detalhes do problema estudado.

O participante (E.17) nos relatou sua experiéncia escolar quanto aos
diferentes momentos de estudo de Sistemas de Equacbes Lineares, segundo o

mesmo, na.

6° série, gostei do tema, estudei bastante e me destacava entre os
colegas de sala. 2° ano do colegial, a matéria ficou um pouco chata
porque o nivel das questdes era facil e o professor tinha ficado
estagnado, pois alguns alunos ndo acompanharam a dificuldade.
Ensino Superior: Algebra Linear. A dificuldade aumentou demais e eu
estava estagnado mesmo dificuldade facil e sofri para reaprender
(E.17, 2011, Parte Il, Questao 2).

Entendemos por meio do relato de (E.17) uma angustia, se assim
pudéssemos dizer, pois afirmou que sofreu para reaprender em virtude do que
chamou de estagnacado durante seu processo de aprendizagem desse tema.

De acordo com a declaragdao de (E.17) reconhecemos que em
alguns momentos de sua formacdo, teve professores que provavelmente
ministravam aulas de forma “mecéanica”, ou como Dreyfus (1991) declara, o que se
seguiu foi apenas um ritual, considerado suficiente para o0 momento. Isto €, néo
houve preocupagdo com 0s aspectos relacionados a compreensdo do conteudo
tratado. Desse modo, 0s processos de representacdo relacionados ao pensamento
matematico avancado possuem pouca chance de serem consolidados, e os de
abstracdo matematica praticamente nem chegam a ser cogitados.

Mas, o que deve ser levado em consideracdo quando se trata de
Sistemas de Equacdes Lineares? As respostas dos participantes, de modo geral,
indicaram que a primeira prioridade seria tratar sobre aplicabilidades e a relacédo que
existe entre esse conteddo e outros no proprio ambito da matematica. Pois, dessa
forma o estudante teria a oportunidade de perceber a utilidade do que esta
aprendendo e, possivelmente isso contribuiria para que esse tivesse animo e
interesse para estudar o assunto em questdo. Segundo (E.10) “sempre os alunos
perguntam para que servem o0s conteudos, quando é visivel a aplicabilidade eles
ficam mais interessados”. Ja (E.6) complementa que as aplicabilidades permitem
“aperfeicoar os contetdos que estdo envolvidos e que ja devem estar dominados”.
Essas afirmacbes nos rementem a Dreyfus (1991) quando este explicita a
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importancia de possuir um grande repertério de situacdes (entenda-se
aplicabilidades) para estimular o pensamento matematico avancado.

Todavia, embora o conteudo de Sistemas de Equagbes Lineares
figure tanto no curriculo da Educacdo Bésica quanto no do Ensino Superior,
verificamos que muitos participantes apesar de considerarem o item aplicabilidade
na questdo seis da Parte Il como prioridade para abordar Sistemas de Equacdes
Lineares, ainda n&o evidenciam ter dominio sobre isso, visto que menos de trinta por
cento desses souberam apontar uma aplicabilidade ou area envolvendo esse tema
matematico. Esse indicio ja tinha sido constatado desde as andlises preliminares da
questdo um da Parte Il em relacdo aos termos associados a essa tematica, e
retratado novamente na questao oito da Parte II.

Alguns participantes apenas citaram que Sistemas de Equacdes
Lineares sao utilizados para realizar balanceamento quimico, compreender o
funcionamento de GPS, resolver problemas na area de Informatica e de Fisica, sem

mencionar detalhes ou maiores explicagcbes. O participante (E.11) explicitou que:

Frequentemente lidamos com problemas que envolvem varias
equacles e varias incognitas, logo é muito importante saber lidar
com sistemas de equacdes lineares. Podemos aplicar os sistemas de
equacdes lineares para fazer balanceamentos quimicos, por exemplo
(E. 11, 2011, Parte Il, Questao 8).

Em contrapartida, (E.2) e (E.8) declararam em seus protocolos que

ndo se recordavam de aplicabilidades. (E.2) se posicionou relatando que “um
exemplo ndo me recordo, e sua aplicabilidade ndo me lembro. Dificil assim lembrar
de cara desses fatores”. Ja o participante (E.8) apresentou uma resposta com
elementos mais especificos afirmando que “néo lembro de aplicabilidades como um
exemplo, lembro dos professores citando area da computacao. Estudei bastante em
Algebra Linear, Calculo numérico, EDO**". Outras situacées particulares referiram-se
a conteudos matematicos, como por exemplo, resolugdo de equacdes diferenciais
ordinérias e aplicacdo do método dos minimos quadrados.

A segunda prioridade revelada nos registros escritos foram conceito

e aspectos historicos, e justificaram que por meio do conceito € possivel estabelecer

3 Equacdes Diferenciais Ordinarias.
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relacbes com outros podendo abrir espaco para se questionar alguns aspectos

histéricos. O participante (E.5) relata que o:

[...] mais importante € o0 conceito, pois é por meio dele que
estabelecemos relacdes com os demais, € 0 momento que damos
forma’ com nome e fazemos relagbes com o0s demais itens,
querendo assim aplicar e fazer relacbes e neste momento
guestionando sobre a histéria (E.5, 2011, Parte Il, Questao 6).

Segundo (E.10) os aspectos histéricos “é uma forma de chamar a
atencado dos alunos para o conteudo” e (E.11) ressalta que por meio desses “é
possivel ver o contexto no qual estava inserido o desenvolvimento do assunto”.

A terceira prioridade elencada pela amostra dessa pesquisa se
refere as explicacdes dos porqués matematicos (demonstracées matematicas), pois
isso auxiliaria na compreensdo do conteudo estudado. Nesse sentido, de acordo
com (E.11) “ndo devemos aceitar tudo pronto e acabado. Questionamentos devem
ser feitos”, 0 que demonstra uma visdo ativa, no sentido de Thompson (1997), diante
da matemaética.

O participante (E.19) apesar de ter enumerado uma ordem de
prioridade para os itens da questéo seis da Parte Il sobre o tratamento de Sistemas

de Equacdes Lineares, declarou acreditar que:

[...] ‘pra’ cada perfil de aluno deve ser dada uma énfase diferente, na
verdade ndo ha uma regra, cada aluno aprende de uma forma, e
cada um se convence da importancia desse contetdo de uma
maneira diferente. Acredito que todos os tépicos tem sua
relevancia,portanto nao ha mais importante' nesse caso (E.19, 2011,
Parte Il, Questéo 6).

Destacamos a seguir o protocolo de (E.10) , pois ilustra algumas

justificativas apresentadas para essa questao.
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Figura 34 — Protocolo do Participante (E. 10) - Parte Il - Questéao 6
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QUESTAD 06

O que deve ser levado em consideragBo quando se tratas de Sistemas de
Egquagdes Lineares? Enumere de acordo com o que acredita que seria
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Dando continuidade as andlises, questionamos ainda na Parte Il da
Proposta de Avaliacdo Reflexiva sobre diferentes modos de se representar ou
interpretar um Sistema de Equacdes Lineares tais como: interpretacdo geométrica,
interpretacdo matricial e interpretacdo vetorial. Por exemplo, a interpretacao
geométrica pode ser feita por meio de retas no plano cartesiano, e também por
planos no espaco tridimensional.

O participante (E.19) declarou que “a interpretacdo geométrica talvez
dé mais significado a esse conteldo, pois € um pouco mais palpavel, em

7

contraponto com a interpretacdo matricial que € mais ‘puramente matematica’
(apesar de suas aplicacdes)”, resposta que evidencia um processo de visualizagao

apurado conforme Dreyfus (1991).
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De modo geral, a maioria dos participantes demonstram conhecer e
compreender mais 0 modo geométrico para sistemas 2x2, isto €, aqueles que podem
ser representados por meio de retas no plano cartesiano, mas ndo houve mencéo de
sistemas de ordem trés, tampouco algum relato que evidenciasse a associacao de
planos a esse tipo de sistema.

A interpretacdo matricial e vetorial foi quase exclusivamente
lembrada apenas pelos nomes, isto €, muitos participantes ndo souberam indicar
caracteristicas mateméaticas que envolviam tais interpretacdes. (E.5) relatou que
“sobre a interpretacdo vetorial ndo me recordo quase nada, mas lembro de algo
sobre as retas da interpretacdo geomeétrica poderem ser representacdo de forca,
logo, vetores”. Quando questionados sobre a descricdo de retas e planos,
representando possiveis solucdes de Sistemas de Equaces Lineares, evidenciaram
falta de conhecimento e compreensao diante da descri¢cdo de figuras geométricas.

(E.10) apresentou uma resposta um tanto evasiva, a qual nao

contempla a solicitagdo da questdo, a seguir destacamos seu protocolo.

Figura 35 — Protocolo do Participante (E. 10) — Parte Il — Questao 7
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Em contrapartida, (E.9) tentou redigir uma resposta formalizada do
ponto de vista matematico, mas nao foi coerente com algumas simbologias e ideias
utilizadas. Em virtude de ter utilizado um lapis de grafite muito claro, a digitalizagédo
de seu protocolo ndo apresentou nitidez suficiente para leitura. Por isso,

transcrevemos seu protocolo na integra.
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Quadro 16 — Transcricao do protocolo de (E.9) — Parte Il — Questéo 7

(E.09) Considerando sistemas com nimero de vanaveis = 3, temaos:

- Interpretagdo geomeétrica:

1) cada equacdo & vista como uma reta. Se o sistema tiver solucdo unica, entdo essas retas
sdo concorrentes, isto &, se interceptam em um Gnico ponto.

2) Se tiver infinitas solugdes, essas retas serdo paralelas coincidentes.

3) Se o sistema néo tiver solucdo, entdo as retas serdo paralelas distintas.

- Interpretagdo matricial:

1) Se o determinante de tal matriz for nulo, o sistema pode apresentar infinitas solugdes ou
ndo apresentar solucdo.

2) Se o sistema for diferente de zero, o sistema tera solucéo Unica.

- Interpretagdo vetorial:

Se o sistema apresentar solucdo Unica, entdo os vetores sédo L.

Em relacdo a utilizacdo de simbolos em matematica, Dreyfus (1991)
explicita que esses sdo absolutamente indispensaveis a matematica moderna,
porém reconhece que também existem alguns perigos associados a seu uso. Como
exemplo disso, podemos perceber que (E.9) utilizou a desigualdade (menor e igual a
trés) de forma incompativel com o conceito de representacdo geométrica para
sistemas de equacgles lineares 3x3, pois uma equacao com trés variaveis pode
representar um plano e ndo necessariamente uma reta como € explicitado no relato
do participante, que possivelmente pensou no caso de duas variaveis.

A seguir, apresentaremos as analises pontuais para a questdées um
que trata de termos associados ao estudo de Sistema de Equacdes Lineares, trés e
quatro que abordam definicbes especificas relacionadas a esse contetudo
matematico e, por ultimo a questdo cinco, a qual retrata alguns processos de
resolucao a respeito desse tema.

Todas as palavras ou expressdes da questdao um da Parte Il estdo
relacionadas de alguma forma com Sistemas de Equacfes Lineares. Destacamos
gue os trinta e dois termos que compdem essa questao foram organizados em cinco
grupos diferentes: (I) conceitos envolvidos, (II) conteldos matematicos relacionados,
(Il) métodos de resolucdo, (IV) expressdes relacionadas com representacao
geométrica e, (V) aplicacdes. Pretendemos com isso saber em qual (ou quais) (s)
grupo (s) desse (s) os participantes demonstram mais familiaridade, e dessa forma
obtermos mais alguns indicios para conduzir as proximas analises.

Para a questdo um da Parte Il consideraremos que uma palavra ou

expressao foi lembrada pelos participantes se esta alcancar um indice de mais de
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cinquenta por cento de ocorréncia nas respostas, pois tal porcentagem caracteriza a
maioria da amostra.

A seguir, apresentamos 0 quadro que associa a organizacdo dos
grupos aos processos de pensamento matematico avancado conforme Dreyfus
(1991).

Quadro 17 — Classificacdo dos termos da Questdao 1 da Parte Il de acordo com
processos envolvidos do Pensamento Matematico Avancado,
segundo Dreyfus (1991)

Organizagao dos termos da Questdo 1 da Parte Il de acordo com processos
envolvidos do Pensamento Matematico Avancado, segundo Dreyfus (1991)
GRUPO | Conceitos envolvidos « Definir
» \Verificar
GRUPO I Conteudos matematicos » Analisar
relacionados _ » Classificar
GRUPO Ill | Métodos de resolucéo Representagao « Reconhecer e
manipular
simbolos
GRUPO IV | Expressdes relacionadas * Reconhecer
com representacao simbolos
geométrica » \Visualizar
GRUPO WV » Conjecturar
Aplicacdes Representacéo « Modelar
» Traduzir
« Generalizar
Abstracao « Sintetizar

Quanto aos aspectos quantitativos, constatamos que quatro dos
participantes assinalaram apenas um quarto desses itens, e 0 maior indice
alcancado foi de setenta e oito por cento atingido por apenas dois participantes:
(E.9) e (E.12).

Conforme as andlises realizadas, verificamos que a palavra
Equacbes foi a Unica citada por todos, em contrapartida. Posto de matriz foi
mencionado por menos de trinta por cento desses, embora jA se esperasse um
resultado nesse sentido. Ainda em relacdo ao Grupo | de palavras denominado
Conceitos envolvidos, quase oitenta por cento dos participantes responderam que
Algebra Linear e Pensamento Algébrico estio associados a Sistemas de Equacdes

Lineares.
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Outro destague dessa questdo € sobre a ocorréncia das palavras
relacionadas com aplicabilidade pertencentes ao Grupo V, a qual girou em torno de
vinte por cento. As Unicas citadas, Balanceamento quimico, Circuitos elétricos e
GPS foram lembradas por apenas quatro participantes, em uma amostra de
dezessete. As expressdes Alocacdo de recursos e Construcdo de parabola néo
foram assinaladas, enquanto que Analise de redes, Fracdes parciais e Interpolacéo
polinomial receberam uma indicacdo cada uma, citadas respectivamente por (E.11),
(E.8), (E.7).

A seguir, exibimos o quadro obtido mediante as respostas dos

participantes da pesquisa, que ficou assim definido:

Quadro 18 — Classificacdo dos termos da Questdo 1 da Parte 1l conforme
respostas dos participantes

Classificagdo dos termos da Questédo 1 da Parte Il conforme respostas dos
participantes
GRUPO | GRUPOII GRUPO Il GRUPO IV GRUPO V
Conceitos Conteudos Métodos de Expressdes Aplicacdes
envolvidos matematicos resolucéo relacionadas
relacionados com
representacéao
geometrica
+ Algebra + Determinantes | « Escalonamento | « Plano
linear * Matrizes « Método de | cartesiano
* Coordenadas Eliminacdo de | »Retas
cartesianas Gauss
* Equacdes « Método de
¢ |gualdades Eliminacédo de
¢ Incognitas Gauss-Jordan
+ Pepnsamento
algébrico
* Variaveis

Perante o Quadro 18 ficou evidente que a maioria dos participantes
ndo conhece ou nao se recorda de possiveis aplicabilidades ou utilizacdo de
Sistemas de Equacbes Lineares relacionadas as expressdes alocacdo de recursos,
analise de redes, balanceamento quimico, circuitos elétricos, construcdo de
parabola, fracdes parciais, GPS e interpolacdo polinomial. O quadro 18 associa
justamente o processo de abstracdo quando o estudante apresenta familiaridade

com situacdes que envolvem a aplicacdo do conteddo matematico.
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Agora, nos questionamos: sera que esses estudantes de 4a série de
Licenciatura em Matematica, participantes dessa pesquisa, tiveram oportunidades de
trabalhar com situacdes problemas, as quais evidenciaram possiveis aplicabilidades
do tema matematico aqui tratado? Cremos que se aconteceram, foram poucas vezes
diante do que encontramos em seus protocolos. Portanto, aqui temos uma forte
evidéncia que esse grupo de participantes, de modo geral, ainda ndo atingiu o
processo de abstracdo mateméatica no sentido de Dreyfus (1991).

Outro destaque a ser feito diante desse quadro € que em relacéo as
expressdes ligadas aos aspectos geométricos, a ideia de plano (espaco
tridimensional) sequer é cogitada pela maioria que pode vir a ser representado por
um sistema de equacdes lineares de trés variaveis, por exemplo, e mais uma vez
temos novos indicios de que o processo de visualizacdo, o qual auxilia na
organizacdo das estruturas de pensamento matematico, ainda ndo esta
desenvolvido em muitos desses participantes.

As palavras mais lembrados estdo associadas a diferentes
conceitos, que por sua vez leva a refletir a respeito de definicdes variadas.

De acordo com Dreyfus (1991) um dos processos envolvidos no
pensamento matematico avancado € a capacidade de definir. A definicdo de um
conceito matematico torna-se relevante no processo de ensino e de aprendizagem,
a medida que esta agrega elementos que permitem reconhecimento, identificagéo e
entendimento sobre caracteristicas e formas matematicas pertinentes a um
determinado tema proposto.

Dando continuidade, a questédo trés da Parte Il investigava se 0s
participantes conseguiam definir ou explicitar caracteristicas sobre Sistemas de
EquacOes Lineares. As analises dessa questdo baseiam-se, matematicamente, em
Poole (2004), Anton e Busby (2006) e Lima (2006).

Para a questéo trés da Parte Il dividimos os participantes em quatro
grupos: Grupo I, constituidos de quatro participantes que responderam corretamente
a questdo. Grupo Il, formado por nove participantes que definiram incorretamente
um Sistema de Equacdes Lineares. Grupo Ill, composto por dois participantes que
declararam nao saber definir, (E.4) e (E.19). Entretanto, (E.19) considera que sabe
outros processos como reconhecer, criar e resolver. Finalmente o Grupo IV formado

também por dois integrantes (E.2) e (E.3) da pesquisa que relataram ndo se
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recordarem da definicdo, mas apresentam exemplos de sistemas de equacfes
lineares formados por duas equacdes e duas incognitas.

As respostas encontradas no Grupo | se destacaram por apresentar
linguagem formal e simbologias adequadas. Além disso, também foram explicitadas
nas respostas a classificacdo das solugdes de um sistema de equacoes lineares,
podendo este ser considerado determinado quando apresenta solucdo Unica,
indeterminado nos casos em que ha mais de uma solugdo e impossivel, quando ndo
apresenta solugéo.

O participante (E.11) apresenta uma definicdo sucinta, e de
caracteristicas matematicas marcantes por conta da simbologia que utiliza, além de

apresentar a classificagcado de um sistema de equacdes lineares. Segundo (E.11):

um sistema de equacdes lineares contém equacdes do tipo: a;x; +
aX; + ...+ anXm = b. Neste sistema pode haver x equacdes e y
incognitas.

() Se x=y, o sistema ter4 uma solugao.

(i) Se x<y, o sistema tera infinitas solucdes.

(iii) Se x>y, o sistema podera ser indeterminado.

Obs.: (i), (i) e (iii) serdo consideradas se as equacdes forem
linearmente independentes caso (E.11, 2011, Parte Il, Questéao 3).

Ja (E.14) optou por expor sua resposta de um modo mais simples,
desprovido de simbologias. Constatamos que parece ser quase uma regra, entre
esses, que quando se explana a definicdo de um sistema, é necessario relatar sobre

sua classificagdo. Conforme (E.14):

Um conjunto de equacdes do primeiro grau, com duas ou mais
equacBes; com duas ou mais incégnitas e suas solucdes podem ser:
determinado (Unico), indeterminado ou impossivel (E.11, 2011, Parte
II, Questéao 3).

Para (E.16) “um sistema de equacdes lineares é composto de no

minimo de duas equacfes, e no minimo duas incégnitas” e complementa com o
[x+y=10

seguinte tempo: (2x+3y=28 Apesar desse participante apresentar uma definicao

incompleta do ponto de vista matematico, diferentemente de seus colegas do Grupo

I, em vez de expor a classificacdo de Sistemas de Equacdes Lineares, optou por

apresentar um exemplo de um sistema de ordem dois.
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Mas, em relacéo ao Grupo |, a resposta de (E. 9) se destacou e nos
chamou a atencéo, ainda mais por nos fazer lembrar as consideracdes de Boldrini et
al (1980), nos remetendo a Lima (2001, p. 45), quando este afirma que “o nivel, a
qualidade do ensino e, consequentemente, a formacdo adquirida pelo aluno
dificilmente serdo superiores ao nivel e a qualidade média dos livros didaticos

disponiveis. Dai a importancia dos mesmos”. Conforme (E.9):

Figura 36 — Protocolo do Participante (E. 9) - Parte Il - Questéo 3

E, conforme Boldrini et al (1980):
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Figura 37 — Definicdo de Sistemas de Equacdes Lineares

2.2 SISTEMAS E MATRIZES

2.2.17 Conceitos
Um sisterna de equages lineares com m equagdes e n incodgnitas ¢ um conjunto

de equacGes do tipo:

31141 dyade T Xy = iJ|
da Xy t e X T 4 |'JI:;|_I|-lI-.II| = b,
() <
Up1Xy * Xz + . F Xy = 0y
com gy, 1 =i =m, 1 = jf=n nimeros reais (ou complexos).
Uma solucfo do sistema (#) é uma s-upla de nimeros (X, X2, - Xp)
L i

que satisfaca simultaneamente estas M equagdes.

Dois sistemas de equacdes lineares sdo equivalentes se, e somente s toda

solugio de qualquer um dos sistemas também € solugdo do outro,

Fonte: Boldrini et al (1980, p.33).

Passamos agora a realizar as consideragdes sobre o Grupo Il. Os
nove participantes desse grupo apresentaram erros diferentes. Por exemplo, para os
participantes (E.6) e (E.10) um sistema de equacdes lineares é constituido se o
namero de equacdes for igual ao numero de incégnitas, e como se sabe, iSSO nem

sempre ocorre. De acordo com o registro de (E.6):

o sistema de equacOes lineares, trabalha com duas ou mais
equacdes lineares, quando vocé tem duas incognitas para poder usar
o0 sistema, vocé precisara de duas equacdes, se for trés vocé precisa
de trés equacbes. As equacdes estao relacionadas (E.6, 2011, Parte
II, Questao 3).

Ja (E.5) e (E.12) consideram a possibilidade de um sistema de
equacOes lineares ser constituido de apenas uma equacao. Conforme o relato de
(E.5):

[2x+3y=10

para termos um sistema de equacdes lineares [X+¥=2  assim
como o proprio nome diz, temos que ter uma ou mais equacdes
lineares (E.5, 2011, Parte II, Questéao 3).
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O participante (E.7) evidencia conhecer uma simbologia matematica
especifica para alguns tipos de sistemas ao declarar que estes sdo formados por
equacdes “do tipo a;x; + axXp + azxs +... = 0”. O problema da defini¢cdo de (E.7) € que
este quando utilizou essa simbologia matemética “aix; + axx, + asxs +...= 0” ndo se
atentou que esta sO corresponde a sistemas lineares homogéneos, mas também
existem os ndo-homogéneos, caso em que a constante € diferente de zero.

O participante (E.13) relata que “um sistema de equag0des lineares
pode conter no minimo uma variavel”’, quando na verdade, € necesséario que haja
pelo menos duas. Entretanto, apresenta como exemplo um sistema 2x2
) J,"2x +3y=T7_

|3x+8y=9 . Prosseguindo, (E.17) apresenta uma resposta confusa que n&o atende
a solicitacdo da questdo. (E.8) admite em sua definicAo que “um sistema de
equacoes lineares é composto de duas ou mais equacdes que podem ser de 1° ou
2° graus”. Finalmente, (E.20) apresenta apenas um exemplo, embora este seja
equivocado. De acordo com esse participante um sistema de equacdes lineares
pode ser representado por um sistema de duas equacdes que apresentam quatro
incognitas diferentes, e em seu protocolo encontramos como exemplo a seguinte
(x+y=5

|2z+3t=4 -

sentenca:

Uma caracteristica marcante em muitas respostas do Grupo Il é a
apresentacao de exemplos de Sistema de Equacdes Lineares contemplando apenas
duas equacdes e duas incégnitas,isto €, de ordem dois.

Dando sequéncia nas analises pontuais da Parte Il, a questdo quatro
procurava identificar se os participantes conheciam definicbes especificas quanto a
tematica de interesse, e questionamos: 0 que é um sistema linear homogéneo? As
leituras de analises revelaram que apenas cinco participantes responderam
corretamente, os quais foram (E.4), (E.9), (E.10), (E.11) e (E.19). (E.12) e (E.14)
tentaram responder, mas sem sucesso. Ja (E.2), (E.3), (E.5), (E.7), (E.13), (E.16)
relataram que nao se lembravam dessa definicdo, e (E.6), (E.8), (E.17) e (E.20)
admitiram néo saber.

O participante (E.19) que havia declarado na questéo trés da Parte Il
que ndo sabia definir Sistemas de EquagOes Lineares, apresentou um relato
completo sobre a definicdo de sistema linear homogéneo, segundo este:
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um sistema linear homogéneo é aquele sistema formado por
equacles lineares homogéneas, ou seja, € composto por equacdes
lineares cujo termo independente é nulo. Por exemplo: 2x +y = 0: é
uma equacao linear homogénea (E.19, 2011, Parte Il, Questéo 4).

Na definicdo de (E.19) hd um tom explicativo, em oposicdo a
resposta apresentada por (E.11) com elementos puramente simbdlicos. Em seu

protocolo encontramos o0 seguinte registro:

ApXy taX+ o Fax, =0
A21Xy + AzoXz + ..+ BzmXm = 0.

A¥ taX + tax,=0(E11, 2011, Parte |l, Questdo 4).

O participante (E.7) apesar de declarar que ndo se recordava
suspeitou “[...] que é quando a equacéo € igualada a zero”. Ja (E.5), (E.14) e (E.16)
apresentaram um erro comum, pois acreditavam que um sistema linear homogéneo
é definido quando o0 mesmo é classificado como possivel e determinado.

Sabemos que a compreensdo de definicbes, a organizacdo e o
estabelecimento de relagBes entre conceitos e métodos de resolugcdo de um
conteudo matematico estimulam uma das acdes desejadas e esperadas para se
desenvolver o pensamento matematico avancado, a capacidade de sintetizar,
considerada um dos processos fundamentais para se chegar a abstracdo
matematica, conforme caracterizac6es de Dreyfus (1991). E de acordo com Resnick
(1987), durante esses processos podem haver confusdes entre conceitos e até
algumas incertezas, porque esses hao sao algoritmos envolvendo interpretacdes e
julgamentos diferentes dependendo da eXperiéncia do sujeito. Sendo assim, 0s
erros ou possiveis equivocos sdo inerentes aos processos de pensamento
matematico avancado, e a medida que se adquirem novos conhecimentos, esses
vao desaparecendo ou tornando-se menos frequente.

Desse modo, a acdo de relacionar conceitos e procedimentos
colabora para que se consiga realizar um diagnéstico da situacéo estudada e decidir
em que momento um procedimento matematico € mais aconselhavel e favoravel que
outro, esse processo de integracdo esta relacionado a abstracdo, segundo as
consideragdes de Dreyfus (1991).

Continuando as andlises, apds sinteses realizadas na questéo cinco

da Parte Il sobre os métodos de resolugcdo para Sistemas de Equacdes Lineares,
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verificamos que o mais conhecido entre os participantes € o método de substituicdo
e, por sua vez, o que conhecem menos é o método relacionado a Regra de Cramer.
Outra informacdo relevante é que essa amostra considera o meétodo de
escalonamento uma ferramenta matematica efetiva para se trabalhar na disciplina de
Algebra Linear.

Na sequéncia, apresentamos as consideracdes gerais para cada um
dos métodos de resolucédo abordados pela questéo cinco da Parte .

Quanto ao método de substituicdo, o participante (E.12) relata em
seus registros que este € “usado para isolar uma incoégnita de uma equacédo e
substituir em outra equacdo do sistema”, enquanto (E.4) e (E.11) destacam o
mesmo, como sendo 0 método mais utilizado na Educacdo Basica. J& o (E.9)
lembrou que ndo é vantajoso o uso de tal procedimento para sistemas com muitas
incégnitas, porque os calculos se tornam trabalhosos e demorados.

Sobre 0 método de comparacédo, o participante (E.7) declarou que
“os alunos usam este método quando ja estdo familiarizados, para resolver o
sistema de uma forma mais rapida”, enquanto (E.11) relatou que para utilizacdo
deste “isola-se uma das incognitas em quantas equacdes estiver trabalhando, e
compara-se 0s resultados”. Para a maioria dos participantes tal método é
aconselhavel para sistemas que apresentam duas incognitas.

Para a utilizacdo do método de adicao, (E.11) explica que “escreve-
se uma equacao embaixo da outra, organizando-se colunas s6é com as primeiras
incégnitas, segundas, e assim por diante. O método consiste em somar uma linha
com o multiplo de outra para eliminar uma incognita”. Mas, o seu uso € aconselhavel
segundo (E.9) “para sistemas de poucas variaveis e equacdes”. (E.10) apresenta
uma consideracao relevante sobre este método, de acordo com suas experiéncias
esse “é 0 método em que os alunos tem mais dificuldade, acredito que seja porque
existe a necessidade de 'manipular’ as equacdes”, no sentido da explicagéo relatada
por (E.11).

O método de escalonamento, segundo (E.11), consiste em " reduzir
uma matriz quadrada qualquer para uma matriz identidade", e conforme os registros
de (E.12) “serve para diminuir o numero de incégnitas das equagfes até que se
obtenha a ultima equagdo com uma incégnita” . De acordo com a resposta da

maioria dos participantes, esse método soO foi visto na graduacédo, e segundo 0s
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mesmos € aconselhavel para resolver sistemas com muitas equacfes e muitas
variaveis, auxiliando-os em disciplinas como a Algebra Linear.

Em relacdo ao método de resolucdo matricial, muitos participantes
relataram que esse soO foi visto na graduacao e relatam ter dificuldades para utilizar
esse método, no entanto, ndo explicitam que tipo de dificuldades seriam essas.
Limitaram-se apenas em dizer que tal método transforma um sistema em matriz e
envolve equagBes com muitas incognitas. O participante (E.14) explicitou que usa
esse método “poucas vezes, pois com sistemas de equacbes maiores que (3x3)
tenho bastante dificuldade”.

Ainda, a questédo cinco da Parte Il sobre métodos de resolucao para
Sistemas de Equacdes Lineares no item Regra de Cramer evidenciou que a maioria
dos participantes declararam que ndo se lembravam ou ndo conheciam tal método.
Esse fato é confirmado mais uma vez pela questdo nove da Parte Il, ja que apenas
dois participantes demonstraram compreensdo sobre a utilizacdo inadequada da
Regra de Cramer.

O participante (E.9) apresentou em suas consideragfes, para a
questao nove da Parte Il, o erro a que Lima (1996) se refere em suas explicacdes
quanto a utilizacdo equivocada da Regra de Cramer, isto €, quando “os quatro
determinantes que aparecem na regra sao todos iguais a zero, poder-se-ia pensar
que ela fornece x = 0/0, y = 0/0, z = 0/0 e concluir que o sistema € indeterminado,
isto é, possui infinitas solucbes. Mas, ndo é bem assim” (LIMA,1996, p. 110) .
Porém, mais uma vez escreveu com um grafite muito claro e, apesar de realizarmos
um tratamento na figura, ndo ficou suficientemente nitido, por isso fizemos a

transcricdo de seu protocolo, conforme o que apresentamos a seguir.

Quadro 19 — Transcricao do protocolo de (E.9) — Parte Il — Questéo 7

Concordo. Nesse método considerando um sistema 3 por 3 e uma matriz A, nas
variaveis x, y, Z a solugéo & dada por (em sintese)
det A, det (A, ] det (A5 )
X = Y= e F=——-
det(A] det|A] det |A ]

. . . . 0 0 : .
Se todos os determinantes s@o nulos, entdo teremos: x-= ,y=aez=ﬁ, cujo valor &

o|lo

indeterminado, pois a diviséo % néo esta definida.
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Ja (E.10) evidencia que ndo se pode utilizar a Regra de Cramer em
qualquer situacédo e lembra as consideracdes de Ferreira e Gomes (1996, p. 14).
Segundo essas pesquisadoras “a regra de Cramer para resolver sistemas lineares
s6 pode ser aplicada no caso em que o determinante da matriz dos coeficientes do
sistema € ndo nulo: essa situacdo corresponde ao caso em que 0s trés planos se
intersectam num ponto e o sistema tem solucdo Unica”. A seguir, destacamos o
protocolo de (E. 10).

Figura 38 — Protocolo do Participante (E. 10) - Parte Il - Questéo 9

PARTE ll| N* 10
QUESTAOD 09

Analise a afimagao: Segundo Ferreira @ Gomes (1896), vérios livros
didéticos de matemdética afirmam gque um sistema gue possui nulos todos oa
determinantes da Regra de Cramer & indeterminado. Posicione-se em relagdo
a essa afirmagéo concordando ou discordando. Justifique,

.L;-J;u.d-*iﬁ* 2o oM OO

: r =
t"ﬁt‘-— _{;\l'} N OUCOE s ;
4

won AL 8 diliwinondis  dewen W o— ot

ST, S e G
Ao, e oo SO e ERD AN, OB

.LM_,LQT,“.- do. ~Rono., ..;M.'.-,l.h-hu'-LG_- .'-,-Ju{ﬂ_':l“

O patrticipante (E.4) discorda da afirmacdo apresentada e alerta para
o fato de que a Regra de Cramer é restrita, ou seja, sO pode ser utilizada em
sistemas que podem ser representados por meio de uma matriz quadrada. De
acordo com seu relato, “[...] pode haver sistema que nao da para resolver por Regra
de Cramer, pois a matriz associada a esse sistema ndo possui determinantes, pois
nao é quadrada”.

Algumas questdes da Parte |l apresentaram indicios de que
determinados participantes demonstraram relacdes entre processos de pensamento
matematico avancado (DREYFUS, 1991; RESNICK, 1987) e caracteristicas

presentes no pensamento algébrico conforme Fiorentini, Miorim e Miguel (1993),
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Lins e Gimenez (1997), Ponte et al (2009), segundo a organizacdo do quadro trés,
exposto no final capitulo II.

As analises da Parte Il indicaram algumas manifestacdes de
processos de representacdo, o qual inclui outros tais como analisar, classificar,
definir, reconhecer e manipular simbolos, considerados por Dreyfus (1991) acdes
elementares que podem subsidiar a construcdo e o gerenciamento do pensamento
matematico avancado. Entretanto, o processo relevante para atingir tal pensamento
continua sendo o de abstracdo, que envolve a capacidade de generalizacao,
formalizacao e sintetizacdo, os quais serdo possivelmente evidenciados nos exames
das questdes da Parte lll.

Diante do que encontramos até aqui, inferimos que muitos
participantes ainda nem sequer consolidaram processos elementares relacionados
ao pensamento matematico avancado, fato constatado, por exemplo, pela caréncia
de entendimento do significado da definicdo de um sistema de equacdes lineares,
conteudo visto pelos mesmos desde a etapa da Educac¢éo Basica. Somado a isso, a
ideia sobre situacbes que envolvem aplicabilidades desse conteddo matematico é
praticamente desconhecida pelos mesmos.

Sobre alguns processos de resolucdo de sistemas de equacdes
lineares, os participantes demonstraram conhecimento do método de substituigcéo,
esse, segundo os mesmos, trabalhado exaustivamente nas séries finais do Ensino
Fundamental I1.

A Regra de Cramer, considerada uma técnica tradicional para
resolver sistemas de equacdes lineares, mesmo apresentando alguns
inconvenientes, presente no curriculo de matematica do Ensino Médio foi quase que
ignorada pelos patrticipantes, exceto por (E.4), (E.9) e (E.10). Ja o método do
escalonamento, recomendado pelas Orientac6es Curriculares do Ensino Médio
(2006), so foi estudado pela maioria, segundo respostas presentes nos protocolos,
em disciplinas da graduac&o, como por exemplo, a de Algebra Linear.

A seguir, continuaremos com as analises da Parte lll, cujas questdes
retratam aspectos matematicos mais especificos e exigem tanto processos de

representacdo quanto de abstracdo matemética, no sentido de Dreyfus (1991).
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6.3 ANALISES DAS QUESTOES DA PARTE Ill: ASPECTOS MATEMATICOS ENVOLVENDO

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

O objetivo principal da Parte Il era investigar aspectos dos
processos de pensamento matematico avancado em relacdo a Sistemas de
Equac0es Lineares, a qual era constituida de cinco questdes.

As questbes um, dois e trés exploram elementos relacionados aos
processos de classificar, analisar, definir, além de exigir reconhecimento e
manipulacdo de simbolos. De maneira mais especifica, as questdes dois e trés ainda
abordam o processo de visualizacéo sobre representacdes geométricas de Sistemas
de Equacfes Lineares 2x2 (retas) e 3x3 (planos). J& a questdo quatro demanda a
utilizacdo da maioria dos processos do pensamento matematico avancado apontado
por Dreyfus (1991), inclusive processos de generalizar, formalizar e sintetizar
inerentes ao processo de abstracdo matematica. E, finalmente, a questdo cinco
requer compreender diferentes representacdes matematicas para um mesmo
conceito (processo de traduzir e analisar) e, a partir disso realizar inferéncias a
respeito de representacdes algébricas associadas a representacdo geomeétrica.

A seguir serdo apresentadas as analises gerais de cada uma das
questdes que constituiam a Parte Ill da Proposta de Avaliagdo Reflexiva.

Iniciamos com a questdo um, em que esperdvamos identificar se os
participantes evidenciam a compreensado ou nao, se uma dada equacao € ou nao
linear. Para isso, apresentamos algumas equacdes e solicitamos para que 0sS
mesmos as classificassem em linear ou ndo, mas que justificassem suas respostas.

Destacamos que (E.5), (E.9), (E.10) e (E.19), acertaram
integralmente essa questédo, e ainda explicaram cada uma de suas classificacdes.
Em contrapartida, (E.20) acertou apenas metade de suas respostas e nao
apresentou justificativas para as mesmas, 0 que nao ocorreu com outros
participantes.

Muitos participantes acertaram a classificacdo da maioria das
equacles, entretanto a equacdo do item (A) “2x - Xy - 5z = 0” alcangcou 0 maior
percentual de erro, obtendo nove respostas incorretas. Acreditamos mediante as
andlises que o erro foi cometido por conta do termo xy, o qual apresenta grau geral

dois e ndo um. No proximo paragrafo descrevemos algumas situacfes que
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apareceram nos registros escritos dos participantes que classificaram essa equacao
incorretamente.

Os participantes (E.2), (E.3), (E.4), (E.7), (E.12), (E.13), (E.16),
(E.17) e (E.20) erraram a classificacao da equacdo apresentada no item (A), isto é,
responderam que “2x - Xy - 5z = 0” é tida como equacao linear. Os participantes
(E.2) e (E.7) justificaram que suas respostas foram baseadas na presenca do
expoente um, mas que estavam incertos sobre isso. (E.4) explicou que todos os
termos eram lineares, enquanto (E.12) declarou que “as variaveis estao sendo
multiplicadas por constante”. Esses ndo se atentaram para o fato de xy figurar como
produto de duas incognitas. Neste caso, (E.12) cometeu mais de um engano, pois
ndo soube diferenciar incognita de variavel, o que também ocorreu com (E.17).
Conforme os registros escritos de (E.17), esse considerava tal equacdo como sendo
linear, porque continham “variaveis elevadas a um”. Ja o participante (E.13) justificou
sua escolha dizendo que se baseava na definicdo de equacdes lineares. Mas, diante
da resposta que apresentou para sistemas de equagodes lineares na [Q.3] da Parte |l
relatando que “um sistema de equacbes lineares pode conter no minimo uma
variavel”’, suspeitamos que o mesmo confunde variavel com incognita. Ja o
participante (E.16) justificou que poderia representar graficamente a equacao "2x -
Xy - 5z = 0" utilizando uma reta, e por isso considerava-a como linear. Tanto (E.3)
quanto (E.20) apesar de terem assinalado que tal equacao era tida como linear, ndo
apresentaram explicacdes para a realizacao dessa classificacao.

A equacdo (F) x* + y* + z? = 1 foi classificada incorretamente por
(E.6), (E.8) e (E.11), isto é, relataram que a mesma se tratava de uma equacgao
linear, sendo que tais participantes apresentaram apenas esse erro. Entretanto, (E.6)
apesar de acertar quase todas as classificacdes, declarou nao saber diferenciar uma
equacao linear de uma néo linear. Encontramos o seguinte relato em seu protocolo:
“Nao tenho certeza de nada. Estou com vergonha de admitir que néo sei diferenciar
uma equacdo linear de uma nao linear. A regra que usei para diferenciar € uma
regra que eu acho”. Ja o erro cometido por (E.8) pode estar associado ao que esse
participante acredita. Segundo o mesmo “um sistema de equacfes lineares é
composto de duas ou mais equacdes que podem ser de 10 ou 20 grau”, resposta
encontrada no protocolo desse para a questéo trés da Parte .

Uma surpresa foi o erro apresentado por (E.11), e justamente em

uma equacdo de grau dois, visto que foi um dos participantes que definiu
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corretamente um sistema de equacdes lineares. Ora, compreendemos que se um
estudante sabe definir corretamente tal sistema, seria coerente que esse mesmo
soubesse reconhecer equacdes lineares. Por isso, insistimos no fato de que €
necessario que haja discussdes sobre as habilidades mateméticas ao longo do
desenvolvimento das muitas disciplinas que integram um curso de matematica. Uma
coisa é compreender a definicdo de um conceito matematico, outra muito diferente
consiste em apenas saber declama-lo corretamente, sem ter ocorrido o processo de
abstracao matemética.

Por meio das analises, ficou evidente que muitos participantes
apresentam incompreensdes ou duvidas em conceitos basicos de matematica. Por
exemplo, reconhecimento de nimeros reais, tido como constantes, os quais foram
prontamente confundidos ou classificados como incognitas ou até mesmo como
variavel. Muitos participantes equivocam-se no tratamento matematico de
constantes, variaveis, incognitas e termos associados a elementos de caracteristicas
trigonomeétricas.

Dentre as oito equacdes apresentadas na questdao um da Parte I,
cinco traziam elementos que se remetiam a trigonometria. Conforme Sampaio et al
(1978, p. 89) “sdo consideradas equacles trigonométricas aquelas nas quais a
incégnita figura submetida a seno, cosseno, tangente etc”.

Os participantes (E.2), (E.3), (E.4), (E.14) e (E.17) responderam de

forma incorreta a classificacdo da equacéo (B) (cos 3) x — 4y + z = V3 relatando
que a mesma era uma equacao nao linear. Duas foram as razdes apresentadas para
tal situacdo. As justificativas explicitadas nos protocolos de (E.2), (E.3), (E.4) e
(E.14) sinalizavam que tal equacéo era trigonomeétrica. Conforme a compreenséo de
(E.14) o termo cos (x) Ihe dava garantia disso. Mas, na verdade como se pode
observar na equacéo (B), o termo que aparecia era (cos 3)x, este apontado por (E.3)
e (E.4) como fator que a caracterizava como equacdo trigonométrica. Esses
participantes ndo perceberam que (cos 3) é uma constante real. J& (E.17)
demonstrou a compreenséao desse fato, pois ndo fez qualquer mencao sobre (cos 3).

Entretanto, declarou em seu protocolo que tal equacéo era ndo linear pelo motivo de

figurar nesta 3, considerado um ndmero irracional. Esse mesmo participante

comete esse mesmo erro na equacao apresentada na letra (H)

(H) 3 cos x — 4y + 2= /3 Apesar de acertar a classificacéo, justifica que a mesma
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nao é linear em decorréncia dos termos 3 cos x (0 que € correto), mas também em

razao da presenca de J3. Talvez (E.17) possa ter pensado no fato de J3 ser um
irracional, e por isso, ndo poderia ser tratado como uma constante. Essa situacao
nos remete a Resnick (1987), pois conforme a mesma o pensamento matematico
avancado envolve diferentes critérios que por vezes conflitam uns com outros
revelando incertezas, e tende a ser complexo, a medida que nem tudo que se
precisa para resolver uma tarefa € conhecido pelo sujeito.

Houve um erro similar ao de (E.17) no protocolo de (E.3), quando

esse realizou a  classificacdo da equacdo apresentada no item

AE 5 = N . L
(E)x -1y + ¥52=0. pe acordo com (E.3) tal equacio era tida como nao linear,

3= .. ~
porque apresentava o termo V2. Neste caso, entendemos que o participante n&o
soube reconhecer que raiz clubica de cinco se tratava de uma constante. Nesse

sentido, (E.7) classificou tal equagdo como sendo de grau trés em fungdo da

e . : . ~ .
presenca do termo V3, Quer dizer, neste caso, (E.7) evidenciou nao saber realizar

a distincdo entre constante e incégnita.

L
-1 - - =
A equacdo apresentada no item (B) X° = 7y + 2 =sen |9/ fo
classificada corretamente pelos participantes (E.2) e (E.17) como sendo néo linear,

sen/ |
mas justificaram tal classificacdo pelo fato de considerarem o termo .9/ como

nao linear, sendo que este se trata de uma constante, e ndo, neste caso, pelo motivo

de figurar o termo ¥ nessa equacao.
Seguindo com essas analises especificas, os participantes (E.3),

[ | T
ificacs . (G) w"ZX—Ey_:Seng!z=1 .
(E.4) e (E.14) erraram a classificacéo da equagao 4771 S0l

sen— |
entenderam que v2 e . 5

' eram termos néo lineares, em vez de constantes.
E para finalizar as consideracdes matematicas relacionadas a essa
questao da Parte Ill, destacamos mais um erro cometido por (E.13). Conforme esse

el o,l-
2% =g y-sen | 52 =1

participante, a equacao € considerada néao linear, o que esta
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correto, mas explica que a justificativa para isso € a presenca da constante n, em

— sen Nz ‘ o
vez apontar os termos V2X e |5 | ambos n3o lineares.

Mediante as analises realizadas nessa questdo, inferimos que

muitos  participantes confundem constantes irracionais {‘E . 35} ou

| sen |

trigonométricas ! 2/ quando essas estfo associadas com incognitas. Em outras
palavras, parece que quando percebem esses termos associados com incognitas, a
primeira resposta que tendem a registrar € que em funcao do tipo de coeficiente que
acompanha a incognita, tal termo algébrico é considerado néo linear. Neste caso, a
capacidade de se expressar utilizando determinadas simbologias e compreender
operacdes algébricas veiculadas a essas aparentam estar um tanto comprometida.

Quanto as manifestacbes de pensamento algébrico, os registros
escritos de muitos participantes sugerem que a diferenciacdo entre incognitas,
constantes e variaveis ainda nao € clara. Esse fato é relevante tendo em vista que a
maioria desses ja desempenham a funcéo de professor de matematica, além do que
tais termos se referem a conceitos basicos de matematica.

A percepcao de caracteristicas, por exemplo, quanto ao que se trata
ou ndo de uma equacao linear foi detectada por menos da metade dos participantes.
Sendo assim, deduzimos que para essa amostra 0 processo de traducdo de
enunciados em linguagem natural para uma linguagem algébrica podem ser
afetados de forma significativa.

Além disso, a maioria das respostas evidenciou que a demonstracao
de conhecimentos sobre conceitos matematicos distintos que podem ser pertinentes
para a identificacdo de Sistemas de Equacdes Lineares ainda ndo estdo
consolidados.

Alguns registros escritos explicitam falta de compreensao de que na
sentenca “(cos 3) X, “cos 3” representa uma constante, enquanto “cos 3x” ou “3 cos
X" constitui uma funcdo trigopnométrica. Esse fato, por exemplo, corrobora para
entendermos que esses indicios sinalizam que muitos participantes permanecem
apenas no processo de representacdo em relacdo ao pensamento matematico
avancado no sentido de Dreyfus (1991).

Prosseguindo com as analises, a discussdo da solucdo de um

sistema de equagles lineares 2x2, quando envolve variaveis continuas, é



172

comumente apresentada em livros didaticos utilizando a representacédo de retas no
plano cartesiano, as quais podem ser descritas do ponto de vista geométrico como
sendo coincidentes, concorrentes ou paralelas. Por meio da questao dois da

Parte 1l buscamos identificar se os participantes demonstram
conhecer e compreender essas representacdes graficas.

A seguir, apresentamos um quadro sintese com o0s modelos de

respostas obtidos mediante os registros escritos dos participantes.
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Quadro 20 — Sintese das respostas apresentadas — Parte Il — Questéo 2

(POOLE, 2004, adaptado)** Analise os gréficos apresentados a seguir. Descreva a posicdo
apresentada pelas retas nas figuras que se seguem, e a partir dessa descri¢do, considere
gue as retas representem solucdes de sistemas de equacdes lineares 2x2. Indique qual
seria a classifica¢do do sistema: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e
indeterminado (SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifigue suas escolhas.

PARTE Ill 1 QUESTAO 02

FIGURAI

Sintese das repostas apresentadas

+ 35% descreveram a figura corretamente, isto &, as retas
sd0 coincidentes.

» 65% classificaram o sistema cometamente, isto &, SPL

+ 47% justificaram adequadamente, isto €, o sistema
apresenta infinitas solugdes.

FIGURAII

Sintese das repostas apresentadas

+ 65 % descreveram a figura corretamente, isto &, as retas
s30 concorrentes, e mais especificamente perpendiculares.

* 82% classificaram o sistema cometamente, isto &, SPD.

* 82% justificaram adequadamente, isto &, o sistema
apresenta uma unica solucdo, sendo que esta corresponde
ao ponto de intersecdo entre as retas.

FIGURA I

Sintese das repostas apresentadas

+ 76% descreveram a figura corretamente, isto &, as retas
s&o paralelas.

+ 88% classificaram o sistema corretamente, isto &, Sl

+ 82% justificaram adequadamente, isto &, o sistema nao
apresenta solucdo, pois nao ha intersecdo entre as retas.

* As figuras foram retiradas de POOLE, David. Algebra Linear. S&o Paulo: Thomson, 2004. p. 58.
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Por meio das respostas obtidas, verificamos que o sistema possivel
indeterminado (SPI) € o0 menos conhecido e compreendido entre muitos
participantes, pois nem metade desses apresentaram justificativas corretas, e quase
trinta por cento decidiram por deixar em branco esse espagco em seus protocolos.
Isso nos remete a afirmacdo de Lima (1993, p.10) de que em alguns cursos
elementares € dada pouca atencdo aos sistemas indeterminados. Segundo o
mesmo, “a indeterminacdo significa que o problema expresso pelo sistema (S)
possui infinitas solucdes, cabendo-nos em cada caso escolher a que melhor se
adapta as nossas conveniéncias”.

Um fator relevante para destacar nessa questao é sobre a descricdo
da posicdo das retas, em que o0s percentuais de acertos foram o0s menores
comparados aos itens de classificacdo e justificativa da mesma. O protocolo de
(E.13), por exemplo, traz uma descricdo das retas baseado em aspectos relativos ao
plano cartesiano e ndo exatamente a respeito da posicao das retas, exceto na figura
trés, em que o participante registra que “as retas sdo crescentes e paralelas”.
Inferimos que (E.13) talvez ndo se recordou que além de paralelas, a posicdo entre
duas retas podem ser chamadas de coincidentes ou concorrentes. Ainda a respeito
desse protocolo, destacamos o fato de que ndo se tem reta crescente ou
decrescente, tem-se funcéo crescente ou decrescente e o seu grafico representado

por uma reta.
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Figura 39 — Protocolo do Participante (E.13) — Parte Ill — Questédo 2
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J& as respostas de (E.14) sobre a posi¢do das retas € centrada em
uma descricdo algébrica, e ndo geométrica. Esse participante demonstra, neste caso
especifico, reconhecer que uma representacédo grafica envolvendo duas retas pode
ser expressa por meio de um sistemas de equacdes lineares de ordem dois.
Contudo, comete varios erros relacionados a matematica bdasica, os quais ja
deveriam ter sido superados. Pois, essa questdo aborda uma situacéo trivial que
pode ser encontrada na maioria dos livros didaticos da area que trata sobre o

assunto.
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Figura 40 — Protocolo do Participante (E.14) - Parte Il - Questéo 2
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De acordo com as andlises que realizamos, (E.14) ndo soube
relacionar adequadamente a representacdo algébrica a grafica. Na primeira figura,
apesar de classificar o sistema como indeterminado, registra um sistema de
equacles retratando um sistema possivel determinado, cujo ponto de intersecao
seria (2,-2), e parece nao se atentar para esse fato. Tanto no segundo quando no
terceiro gréfico, (E.14) classifica o sistema e o justifica corretamente mediante o
aspecto grafico das retas. Entretanto, os sistemas apresentados evidenciam erros
inusitados para um estudante de licenciatura em matematica da 4% série que, de
acordo com seu relato, ja atua como professor na Educagdo Basica em todas as
séries do Ensino Fundamental e Médio. Por exemplo, o participante ndo percebe
que o ponto de intersecdo do segundo gréfico, é (2,1) como 0 mesmo ja sugere, pois
conforme o sistema apresentado, tal ponto € (3, -3). E, no terceiro grafico, apesar de
classificar o sistema como impossivel, elabora um sistema de equacdes lineares que

representa um sistema possivel determinado, cujo ponto de intersecédo é de (3,0).
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Neste protocolo, inferimos que o participante parece nao refletir sobre a coeréncia
gue deve coexistir entre classificacao, justificativa e representacéo algébrica para um
sistema de equacgoes lineares de ordem dois.

Ainda, sobre essa questdo, (E.8) demonstrou ndo compreender a
diferenca entre retas coincidentes e retas concorrentes. Conforme, podemos verificar
nos registros apresentados em seu protocolo. Outro aspecto a ser apontado na
solucdo desse sdo os equivocos quanto a classificacdo de um sistema de equacdes
lineares 2x2. O segundo e o terceiro graficos mesmo sendo totalmente diferentes
quanto a posicao relativa entre duas retas acabaram recebendo a mesma resposta,
isto €, no entendimento desse participante ambos representam sistemas

impossiveis, quando na verdade, € apenas o gréfico trés que retrata essa situacgao.

Figura 41 — Protocolo do Participante (E.8) — Parte Ill — Questéo 2

Figura’ Descricio da figura | ClassificacBo | Justificativa de sua escolha
_| Posicao das retas do Sistema
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Dando continuidade as analises, passamos agora para a questao
trés da Parte Il

Matematicamente, uma equacdo do 1o grau com trés variaveis
ax+by + cz = d representa, no sistema tridimensional de eixos, um plano. Portanto,
um sistema de equac0Oes lineares 3x3 pode ter sua solucdo analisada sob esse
aspecto geométrico. Pretendemos com a questao trés da Parte Il identificar que
conhecimentos e compreensdes 0s participantes demonstram explicitar diante de tal
questdo, pois de acordo com algumas pesquisas que fizemos (para maiores
detalhes ver capitulo Ill) essa interpretacdo geomeétrica para sistemas de equacdes
lineares é praticamente inexistente nos livros didaticos. A seguir, apresentamos um
quadro sintese para essa questdo, o qual retrata os percentuais de acertos
alcancados entre os participantes.

PARTE Il | QUESTAO 03
Segundo Ferreira e Gomes (1996), nos sistemas de equacbes lineares 3 x 3 da

forma:
ax+ byw+ cz=d (1)
ax+ boy+ cz=d> (2)

aX + bay * €3z =d 3 (37 as equacdes (1), (2), (3) representam planos M7z e T3 no
espaco tridimensional. As possibilidades para as posi¢cbes dos trés planos sdo oito. Quanto a
classificacdo da solucdo de sistemas de equagbes lineares, estes podem ser: sistema possivel e
determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (SI).

Descreva a posicdo apresentada pelos planos nas figuras® que se seguem, e a
partir dessa descricdo, considere que o0s planos representem solucdes de sistemas de equacbes
lineares 3x3; indique qual seria a classificacdo do sistema: sistema possivel e determinado (SPD),
sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifique suas escolhas.

5 As figuras dos planos foram retiradas de ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra Linear
Contemporanea. Porto Alegre: Bookman, 2006. p. 61.
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Quadro 21 — Sintese das respostas apresentadas — Parte Il — Questédo 3

Sintese das respostas apresentadas

FIGURAI

+ 11, 7% descreveram a figura cometamente, isto & dois
planos s&o paralelos entre si e outro os intersecta segundo
retas paralelas.

+ 23 5% classificaram o sistema corretamente, isto &, S1.

» 23 5% justificaram adequadamente, isto &, o sistema nao
apresenta solugdo, porgque nao ha intersegdo comum entre
os planos.

FIGURAII

+ 11,7% descreveram a figura cometamente, isto &, os trés
planos sio paralelos distintos.

= 82 3% classificaram o sistema corretamente, isto &, Sl.

+ 82 3% justificaram adequadamente, isto €, o sistema ndo
apresenta solugdo, porgue ndo ha intersecdo comum entre
os planos.

FIGURA I

+ 5 8% descreveram a figura corretamente, isto &, os trés
planos se intersectam dois a dois, segundo retas paralelas
umas as outras.

» 41 1% classificaram o sistema corretamente, isto &, SL

« 29 4% justificaram adequadamente, isto €, o sistema ndo
apresenta solugdo, porgue nao ha intersegdo comum entre
os planos.

FIGURA IV

+ 52 9% descreveram a figura comretamente, isto é, trés
planos coincidentes entre si.

* 54 7% classificaram o sistema comretamente, isto e, SPI.

* 47% justificaram adeguadamente, isto €, o0 sistema
apresenta infinitas solugdes, porgue a interse¢do comum &
um plano.

FIGURAV

+ 5 8% descreveram a figura comretamente, isto &, os trés
planos sdo distintos e tém uma reta em comum.

* 29 4% classificaram o sistema corretamente, isto &, SPL

* 35 2% justificaram adeqguadamente, isto &, o sistema
apresenta infinitas solugdes, porgue tem uma reta como
intersegdo comum entre os planos.
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FIGURA VI

+ 11, 7% descreveram a figura corretamente, isto &, os trés
planos se intersectam dois a dois em um uUnico ponto
comum.

* 70 5% classificaram o sistema corretamente, isto e, SPD.

* 52 0% justificaram adequadamente, isto &€ o sistema
apresenta solucdo Gnica, porque ha um ponto de
intersecdo comum entre os planos.

FIGURA VII

+ 204% descreveram a figura corretamente, isto &, dois
planos coincidentes paralelos ao terceiro, sem intersecéo
comum.

* 76 4% classificaram o sistema corretamente, isto e, S1.

* 54 7% justificaram adequadamente, isto &, o sistema nao
apresenta solucdo, porgue nao ha intersegdo comum entre
0s planos.

FIGURA VIII

+ 23 5% descreveram a figura cometamente, isto &, dois
planos coincidem e o terceiro os intersecta segundo uma
reta.

+ 41 1% classificaram o sistema corretamente, isto e, SPL

* 47% justificaram adequadamente, isto &, o sistema
apresenta infinitas solugdes, porque a infersecdao comum
entre os planos é uma reta.

Enquanto o participante (E.14) afirmou ndo entender o modo como
iria descrever a posicdo dos planos representados pelas figuras, (E.4) optou por
deixar em branco essa parte de seu protocolo. J& (E.16) relatou ndo se lembrar do
modo como faria tal descricdo. Essas foram as Unicas declaragfes registradas por
esses participantes para todas as figuras presentes nessa questdo. Ja o participante
(E.20) deixou seu protocolo completamente em branco e no momento da entrega, no
dia da aplicacdo da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, relatou verbalmente que nao
sabia nem por onde comecar a questao trés da Parte Ill. (E.3) descreveu apenas 0s
planos que davam a ideia de serem paralelos ou coincidentes, o restante das outras
figuras permaneceram em branco. (E.11) e (E.13) apesar de apresentarem uma
descricdo para os planos e a possivel classificacdo quando esses mesmos

representassem sistemas de equacdes lineares de ordem trés, cometeram alguns
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erros e nao justificaram as razfes para suas respostas. Os participantes (E.2), (E.5),
(E.7), (E.8) e (E.10) apresentaram muitas respostas coerentes, entretanto houve
alguns erros, ora de classificagcdo ou de descricao dos planos. O protocolo de (E.12)
mostra registros quanto a descricdo e classificagdo dos planos, e algumas
justificativas ficaram em branco. Porém, muitas respostas tiveram a notacdo “nao
sei” registrada pelo mesmo, 0 que nao ocorreu com outros. Ja as respostas de (E.6),
(E.9) e (E.19) demonstram que 0S mesmos conhecem e compreendem
adequadamente a descricdo da posi¢ao dos planos, além de conseguirem classificar
e justificar corretamente as escolhas realizadas.

A seguir, apresentamos o protocolo de (E.17) que ilustra alguns

modelos de respostas obtidas para essa questao.

Figura 42 — Protocolo do Participante (E. 17) — Parte Il — Questéo 2

Flgura® Descricio da figura Classificacio Justificativa de sua escolha
Posiclo dos planos do Sistems
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O protocolo de (E.17) exemplifica um dos primeiros elementos que
constatamos nas respostas desses participantes, para essa questdo, isto €, a
descricdo da figura dos planos que remetem a ideia de serem paralelos ou
coincidentes sdo reconhecidas prontamente por muitos. Contudo, esses quase
sempre ndo conseguem utilizar uma linguagem matematica formalizada para
descrevé-los. Mas, por outro lado, o reconhecimento de tal ideia parece contribuir
para que consigam tanto classificar tal sistema, quanto emitir uma declaracéo
satisfatoria perante a resposta apresentada. Isso também acontece com a sexta
figura, Unica representativa de um sistema possivel determinado, cuja intersecdo
comum de tais planos € um ponto P (X, y, z).

Em relacdo a linguagem empregada para designar a posicado entre
planos, a palavra “junto” ou “sobreposto” € utilizada praticamente como sinbnimo
para expressar coincidente, o que ndo é correto. Pois, junto denota por algo em
contato com outro, ou ficar préximo um do outro. Ja sobreposto remete a ideia geral
de por em cima, independentemente, se ha ajuste correto ou ndo. Ja a palavra

coincidente, geometricamente, significa ajustar-se perfeitamente uma linha ou
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superficie sobre outra, definicdo essa que combina perfeitamente com a posicéao de
planos coincidentes.

Além disso, em vez de se usar a palavra intersecéo para descrever
entrecortes em algumas figuras preferem “cruzamento”, conceito que, de acordo
com dicionarios da Lingua Portuguesa, expressa o ponto em que se encontram duas
linhas ou superficies.

J& as figuras |, lll, V e VIII receberam vérias respostas inadequadas.
Por exemplo, em muitas descricbes relacionadas a posicdo desses planos, 0s
registros encontrados foram de que tais planos eram simplesmente concorrentes ou
perpendiculares.

Diante das analises realizadas para a questdo trés da Parte lll,
muitos participantes evidenciaram caréncia de conhecimentos em relacdo as
representacdes geomeétricas para sistemas lineares de ordem trés. Dessa forma, a
visualizacdo envolvendo a posicdo relativa entre trés planos, um dos processos
requeridos para o desenvolvimento do pensamento matematico avancado ainda ndo
faz parte do dominio da maioria.

Se as duas questdes anteriores focavam representacdes graficas, a
proxima requer associacdo de conceitos distintos para se elaborar um modelo
matematico satisfatorio, a fim de produzir uma resposta coerente com o problema
proposto.

A questédo quatro da Parte Il pode ser considerada nao trivial, pois
apresenta um enunciado fora do padrdo, isto €, este precisa ser minuciosamente
compreendido e analisado para que se consiga, por exemplo, elaborar um sistema
de equacdes lineares que permita solucionar o problema, exigindo processos de

abstracdo matematica, conforme Dreyfus (1991).
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PARTE Ill |QUESTAO 4
(POOLE, 2004, p.109) Um comerciante de café vende trés misturas de grdos. Um
pacote com a “mistura da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200
gramas de café tostado tipo francés. Um pacote com a “mistura especial” contém 200
gramas de café colombiano, 200 gramas de café queniano e 100 gramas de café
tostado tipo francés. Um pacote com “mistura gourmet” contém 100 gramas de café
colombiano, 200 gramas de café queniano e 200 gramas de café tostado tipo francés.
O comerciante tem 30 quilos de café colombiano, 15 quilos de café queniano e 25

quilos de café tostado tipo francés. Se ele desejar utilizar todos os gréos de café,

guantos pacotes de cada mistura devem se preparar?

A partir das consideracdes de Resnick (1987) entendemos que essa
questdo pode ser caracterizada como complexa, pois se compdem de diversos
elementos relacionados entre si, exigindo a reunido de varios conhecimentos para
se acessar 0 que deseja, nesse caso especifico, a quantidade de pacotes de
misturas diferentes de café que deveriam ser preparadas pelo comerciante.

Por meio das analises realizadas encontramos diferentes tentativas
de solucbes, entre essas, sete participantes optaram por elaborar um sistema de
equacgles lineares, e entre esses (E.11) e (E.19) obtiveram éxitos em sua
resolucdes, mas (E.2), (E.4), (E.6), (E.14), e (E.20) cometeram erros diversos e por
isso, ndo alcancaram o resultado esperado. Outros nove escolheram organizar as
informacdes por meio de esquemas, os quais foram (E.3), (E.5), (E.7), (E.8), (E.10),
(E.12), (E.13), (E.16) e (E.17), sendo que apenas (E.7) conseguiu chegar na
resposta correta. Um Unico participante, (E.9), apds alguns esboc¢os de solucdes
sem éxito apagou tudo o que havia produzido até entdo, registrando em seu
protocolo que ndo havia compreendido o problema.

De acordo com Dreyfus (1991), os problemas envolvendo
aplicabilidades apresentam dificuldades adicionais, porque o estudante precisa
estabelecer uma relacdo estreita e clara entre as grandezas e quantidades referidas
no enunciado de um problema, e esse processo demanda abstracdo matematica,
isto €, a construcdo e reorganizagdo de estruturas mentais a partir de estruturas
matematicas.

Sendo assim, se 0 estudante conseguir expressar adequadamente,

além de outras caracteristicas presentes no processo de representacdo, a solucao
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completa desta questdo, consideraremos que 0 mesmo atingiu o0 processo de
abstracdo matematica.

Tal questdo desafiou os participantes. De dezessete protocolos,
apenas trés, (E.7), (E.11) e (E.19), apresentaram a solugdo de forma correta,
demonstrando desse modo em seus registros escritos a capacidade de abstracéo
matematica, isto é, generalizar, formalizar e sintetizar matematicamente as
informagdes trazidas pela questdo. Entretanto, todos os participantes tentaram
solucioné&-la e nenhum protocolo ficou em branco, fato que nem sempre ocorreu, por
exemplo, com outras questdes. Alguns participantes registraram ainda suas
percepcdes diante dessa questdo, como (E.10) que relatou no final de seu protocolo

em tom de duvida:

Figura 43 — Parte do Protocolo do Participante (E. 10) - Parte Il - Questao 4

Ja (E.3) coletou dados, tentou esbocar um esquema, porém sem
sucesso, e finalizou declarando: “ndo lembro como continuar esse exercicio”,
enquanto (E.8) apos algumas tentativas registrou “DESISTO”.

O processo de resolugdo do participante (E.2) explicita o caminho
gue muitos tentaram seguir para solucionar essa questdo. Primeiro, comecou
coletando informag¢des do enunciado e até realizou conversdes entre unidades de

medidas. Neste caso, houve transformacgéo de quilogramas para gramas.
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Figura 44 — Parte do Protocolo do Participante (E. 2) — Parte Ill — Questéo 4
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De posse das informacdes, tentou construir um sistema de equacdes

lineares, mas o mesmo nao resolvia o problema.

Figura 45 — Parte do Protocolo do Participante (E. 2) — Parte Il — Questéo 4
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Muitos participantes aparentaram frustracdo por nao conseguir
resolver essa questao, ja que se tratava de um contetdo que a maioria teve contado
desde o Ensino Fundamental, sendo este aprofundado no Ensino Superior.

Por exemplo, o participante (E.17) foi um dos que necessitaram de
um tempo maior para responder integralmente a Proposta de Avaliacdo Reflexiva e
comentou verbalmente®® gue a questdo quatro da Parte Il era extremamente
trabalhosa. Relatou ainda que néo tinha certeza se sua solucdo estava correta.
Mostrou-se interessado, curioso e intrigado com a questdo, e ainda perguntou pela
referéncia da mesma, no caso, (POOLE, 2004, p.109). Demonstrou determinacao
para solucionar a questdo, e segundo 0 mesmo “encarou-a como uma questdo de
prova”.

Por meio dos comentarios de (E.17) nos remetemos a algumas
caracteristicas do pensamento matematico avancado conforme Resnick (1987), isto
€, envolve a aplicacdo de varios critérios, que, por vezes, confltam uns com os
outros exigindo muitas etapas de trabalho, além de aparentar desordem gerando
incertezas quanto a validade da solu¢do encontrada.

Ja o protocolo de (E.4) evidencia mais um modo como alguns
participantes tentaram organizar as informacfes presentes no problema, isto €,
compor um sistema de equacdes lineares conforme a ordem dos dados explicitados
pelo enunciado, mas n&do obtiveram éxito com essa atitude, pois elaboraram um
sistema de equacdes lineares que nédo resolvia o problema. Nao se atentaram que
era necessario conferir se a solucdo encontrada para o sistema era uma resposta
plausivel para o problema.

A situacdo exposta no paragrafo anterior nos remete a Dreyfus
(1991), quando este afirma que em cursos de matematica apesar dos estudantes
aprenderem um grande numero de técnicas envolvidas por uma série de
formalismos, faltam-lhes a metodologia do trabalho do matematico, quer dizer, ndo
desenvolvem habilidades para resolver problemas desconhecidos para si mesmos.
Pois, ndo conseguem manejar seus conhecimentos de forma flexivel, ficam em certa
medida inibidos por conta da organizacdo de procedimentos formalizados que |hes

foram transmitidos ao longo do curso. Segue o protocolo de (E.4).

“ Foi feito um diario de campo, por escrito, durante a aplicacéo da Proposta de Avaliacdo Reflexiva
para registrar acontecimentos relevantes para a pesquisa.
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Figura 47 — Protocolo do Participante (E. 4) — Parte Il — Questéo 4
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Destacamos que (E.4) encontrou um valor da ordem dos milésimos
para expressar 0 numero de pacotes de café do tipo francés, conforme a
nomenclatura que escolhera, e ndo procurou validar ou conferir tal resposta. Além
disso, ndo se atentou para realizar transformacbes de unidades de massa.
Possivelmente, compreendeu que a solucdo a qual desenvolvera ndo lhe garantia
éxito para finalizar tal questdo, e por isso, talvez, desistiu da mesma, deixando-a
carente de esclarecimentos.

Prosseguindo, apresentamos e analisamos os protocolos de (E.7),
(E.11) e (E.19) que resolveram adequadamente essa questdo. Iniciamos com a
resolucao de (E.7).



Figura 48 — Protocolo do Patrticipante (E. 7) — Parte Il — Questéo 4
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O estilo de resolucdo apresentado por (E.7) se assemelha aos
registros de um estudante que parece se preocupar apenas em encontrar uma
resposta, sem se importar se outra pessoa entendera o que foi produzido.
Compreendemos que esse participante utiliza uma linguagem algébrica sincopada
em que mistura simbologias matematicas as palavras ou abreviacbes. Em relacdo
ao modo de resolucdo, optou por utilizar uma organizacéo tabular para reunir as
informacdes dadas e as encontradas. Além disso, realiza comparacdes entre as
quantidades remetendo a operacfes elementares, como por exemplo, a divisdo. As
igualdades registradas mantém uma equivaléncia entre o que € trazido pelo
problema e o que se espera encontrar. Ha uma espécie de preocupacao por parte
de (E.7) no sentido de sintetizar ao término de sua solucdo, a conclusdo do
resultado em que chegou. Isso mostra indicios de que tal participante compreendeu
a pergunta, produzindo uma resposta coerente com seus procedimentos adotados.

Ja (E.11) e (E.19) diferentemente de (E.7) apresentaram modelos de
solugbes formalizadas do ponto de vista mateméatico. Quanto a escolha do modo de
resolucao, (E.11) utilizou o método de eliminacdo de Gauss, enquanto (E.19) optou
pelo método de substituicio. Ambos demonstraram conhecer a simbologia
matematica adequada para tal situacéo, além de realizar as manipula¢des algébricas
corretamente.

Uma caracteristica comum evidenciada nos processos de resolucéo
de (E.7), (E.11) e (E.19) consiste na conversdo entre unidades de medidas, a qual
se deu pela transformacdo de quilogramas em gramas. Além disso, 0s mesmos
classificaram e nomearam as informagdes contidas no enunciado do problema
conforme a relagcdo existente entre as grandezas. Outro fator relevante a ser
destacado nessas resolucdes consiste no gerenciamento de processos de
representacdo associados ao processo de abstracdo matemética, produzindo
solugdo e explicitando em linguagem natural, a resposta adequada mediante a
pergunta proposta pelo enunciado da questéo.

Nesse sentido, o estilo de resolucdo de (E.11) € formalizado e
conciso lembrando registros escritos de matematico, pois se percebe cuidados na
utilizacao de simbologias, como por exemplo, as indicagdes explicitadas pelas setas
em cada linha da matriz revelando o processo do calculo realizado.

A seguir, expomos a resolucao apresentada por (E.11).



Figura 49 — Protocolo do Participante (E. 11) — Parte Ill — Questéo 4

E para finalizar, apresentamos a solucéo de (E.19).




Figura 50 — Protocolo do Participante (E. 19) — Parte Ill — Questéo 4

O estilo de resolucéo de (E.19) lembra a de um professor, pois esse

procura meios para explicitar de modo claro e coerente o que produziu para se
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chegar a solucdo da questdo. O participante deixa explicacdes de cada etapa que
esta realizando. Isso demonstra que o mesmo quer se fazer compreendido. Nao se
satisfaz apenas encontrando a resposta correta, vai além, busca compartilhar sua
compreensao e conhecimento com outrem, visto que se mostra cuidadoso,
organizado e claro em seus registros escritos apresentados.

Um detalhe relevante para se destacar na resolucdo de (E.7) e
(E.19) se refere ao fato de que ambos adotaram processos de solugcdo que remetem
a conteudos abordados no Ensino Fundamental. Em relagcédo a escolha de (E.19), o
método de substituicdo consiste basicamente em se escrever uma incégnita em
funcdo da outra, e a partir disso, realizam-se algumas operacdes algébricas
elementares utilizando conceitos e propriedades relacionadas as equagfes de
primeiro grau. Essa caracterizacdo € visualizada nos procedimentos seguidos e
realizados por tal participante.

Por outro lado, (E.11) optou por um método popular explorado no
Ensino Superior, 0 método de eliminacdo de Gauss. Conforme a resolucao de (E.11)
esse método consiste em escrever a matriz completa do sistema de equacfes
lineares utilizando operacbes elementares com as linhas para reduzir a matriz
completa obtida a forma escalonada, e assim, usando substituicdo de tras para a
frente, se resolve o sistema equivalente que corresponde a matriz linha-reduzida.

Para finalizar as analises da Parte Ill, a questdo cinco retoma o
conceito geométrico de representacao de sistemas de equacdes lineares, mas agora
focando sistemas de duas equacdes com trés incognitas. A intencdo desta questéo
€ de procurar entender se os participantes estabelecem relacdes entre tratamento
algébrico e o significado geométrico por meio da analise dos coeficientes
explicitados nos sistemas apresentados nesta questao.

Durante as analises dessa questdo encontramos respostas corretas,
incorretas, (E.8) rasurou seu protocolo inviabilizando-o para andlises e (E.20) mais
uma vez deixou seu protocolo completamente em branco.

Contudo, uma resposta inesperada que tivemos foi a de (E.19) que
veio se destacando em todas as questdes da Proposta de Avaliacdo Reflexiva,
porém segundo o0 mesmo nao sabia fazer essa questdo. Entendemos que a questao
cinco carrega uma linguagem formal simbdlica intensa do ponto de vista matemaético,
e requer a mesma, na solucéo. Talvez esse fator tenha sido um empecilho para esse

participante. Pois, constatamos ao longo das andlises que (E.19) demonstra uma
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tendéncia peculiar, isto €, escolne em muitas ocasifes expressar-se por meio de
palavras, fazendo uso da linguagem natural, e ndo necessariamente com simbolos
matematicos. Parece que tem a necessidade de se certificar que quando outrem
analisar seus registros, desde que tenha formacdo para isso, tera elementos
suficientes para compreendé-lo. Entretanto, tal participante nos apresentou
frequentemente em suas respostas fortes evidéncias de compreensao simbdlica em
todas as outras questdes da Parte Ill, a qual exigia bastante nesse aspecto.

A seguir, reapresentamos a questéo cinco da Parte Ill.

PARTE Il | QUESTAO 05
(ANTON e BUSBY, 2006, p.80) Considere os sistemas lineares:

[x+y+z=1
|2x+2y+2z=4

[x+y+z=0

) 5 o
2x+2y+2z2=0

e ()

a)Mostre que o primeiro sistema n&o possui solugdo e escreva o que isso significa
quanto aos planos representados por estas equacgoes.

b)Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de solugbes e escreva o que
Isso significa quanto aos planos representados por essas equacdes.

(X+y+2z=1
O sistema I, expresso algebricamente por: |2X+2y+2Z=4 nzo
admite solucdo alguma, portanto os planos que representam suas equacdes sao
paralelos. Conforme os registros escritos encontrados, por exemplo, no protocolo de
(E.14) entendemos que a classificacdo do sistema foi adequada, porém o
participante ndo soube relatar o significado geométrico de tal solucdo, fato similar
verificado nas respostas de (E.3), (E.4), (E.12) e (E.13). A seguir, apresentamos a

resposta de (E.14) para o "item a".

Quadro 22 — Transcri¢ao do protocolo de (E.14) — Parte Ill — Questédo 5 — Item A

(—2x-2y-2z=-2
|2x+2y+2z=4 pelo método da adicdo. Sistema impossivel.
0=2
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Ja (E.16) foi o Unico participante que optou por realizar um desenho
esquematico para responder tal questdo. A seguir apresentamos seu protocolo

Figura 51 — Protocolo do Participante (E.16) - Parte Il - Questéo 5 - Item A

Ainda, destacamos os protocolos de (E.5), (E.6) e (E.7), porque além
de apresentaram uma solucéo algébrica correta evidenciaram riqueza de detalhes,
para justificar o que ocorre matematicamente no sistema I.

Figura 52 — Protocolo do Participante (E. 5) — Parte Il — Questdo 5 — Item A

¥ ;
AMFdA s =Y .

i ) _.r"" Ig{u‘?u‘l
]

.ﬁf-lqun_-rﬂ_-t-'!-*'_ Fis
I;I 3 :'_{ [/ iy “_._L.- _Ll. F
L EW s = £ 4
A4y + | 4 f

1 % 1
Wid = +3 lovs pa el $4
i Fl_l 2 o ] J\Ilj‘_r'- e J,r -F_:j' f‘

Ja (E.6) realizou seus registros utilizando um lapis de grafite muito
claro, sendo assim, a digitalizacdo de seu protocolo ndo apresentou nitidez

necesséria para uma leitura inteligivel. Por isso, transcrevemos na integra o "item a"
deste.

Quadro 23 — Transcri¢ao do protocolo de (E.6) - Parte Ill - Questdo 5 - Item A

(2x) __Irx—y—z=1
|2x+2y+2z=4
0+0+0=-2 Como & um falso o resultado ndo possui solugdo. Significa
0=-2
gque os planos né&o se encontram.
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Figura 53 — Protocolo do Participante (E. 7) — Parte Ill — Questdo 5 — Iltem A

Continuando as analises dessa questdo para o item b, o sistema Il,
X+y+2=0
expresso algebricamente por: {2X+2Y+2Z= 0 admite infinitas solucdes, por isso os
planos que representam suas equacoes sdo ditos coincidentes. Os protocolos dos
participantes (E.7) e (E.9) trazem muitos elementos mateméaticos que ilustram a
solucdo adequada para o “item b” dessa questao.

Figura 54 — Protocolo do Participante (E. 7) — Parte 1ll — Questéo 5 — Item B
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Figura 55 — Protocolo do Participante (E. 9) — Parte Ill — Questédo 5 — Item B

Em contrapartida, houve respostas para esse item que se
apresentaram até certa coeréncia do ponto de vista de caracterizagdo matematica,
mas nao explicitaram o que tal solucdo significava quanto aos planos representados.
Ou seja, ndo se evidenciou a interpretacdo geométrica conforme a solicitacao da
guestdo. Podemos tomar como exemplo dessa situagdo os registros escritos dos
participantes (E.3), (E.4), (E.5) e (E.12), os quais sdo apresentados a seguir.

Figura 56 — Protocolo do Participante (E. 3) — Parte Ill — Questéo 5 — Item B
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Figura 57 — Protocolo do Patrticipante (E. 4) — Parte Ill — Questao 5 — Item B
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Figura 58 — Protocolo do Participante (E. 5) — Parte Ill — Questdo 5 — Item B
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Figura 59 — Protocolo do Participante (E. 12) — Parte Il — Questédo 5 — Item B
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Entendemos, por exemplo, que (E.12) trabalha corretamente com a
manipulacdo algébrica, mas o mesmo ndo consegue compreender o significado
geométrico dessa solucdo. Isso ocorreu com aproximadamente metade dos
participantes que tentaram resolver essa questao.

Tal modelo de exercicio € considerado classico no estudo de
sistemas de equacOes lineares. Esse costuma figurar com maior frequéncia em
livros didaticos da area direcionados ao Ensino Superior. Uma de suas
caracteristicas que podemos destacar consiste na reproducdo de uma resposta
padrdo, a qual utiliza uma linguagem de aspecto simbdlico, conforme a que foi
evidenciada nos registros escritos de (E.7) e (E.9) para essa questao no item b.

A seguir, apresentamos as consideracfes gerais sobre as analises
realizadas mediante os registros escritos apresentados, pelos participantes dessa
pesquisa, nas resolugbes das questdes que integravam a Proposta de Avaliagao
Reflexiva.
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6.4 MANIFESTACOES DE PROCESSOS DE PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

As concepcdes apontadas pelos participantes na Parte |
evidenciaram que a maioria possui uma visao platénica da matematica conforme
Thompson (1997), pois acreditam que a matematica € um corpo de conhecimento
organizado, sistematizado e l6gico que serve para elevacéo intelectual e até mesmo
como fonte de entretenimento. Poucos participantes manifestaram uma Vvisao
analitica perante a matematica. Isso concerne com o que obtivemos nas analises
especificas sobre processos de pensamento matematico avancado.

Os participantes (E.7), (E. 11) e (E.19) que se posicionaram de
modo ativo em relacdo a matematica revelaram em suas resolugdes processos de
pensamento matematico avancado tanto de representacdo quanto de abstracéo
conforme caracterizacdes de Dreyfus (1991) e Resnick (1987). Demonstraram uma
visdo dinamica da matematica no sentido de Thompson (1997), souberam apontar
aplicabilidades de sistemas de equacOes lineares, evidenciaram uma Visdo
geométrica apurada e relataram que tiveram professores que Ihe inspiraram a seguir
na area docente, além de que os trés explicitaram o gosto pela matematica desde os
primeiros anos do Ensino Fundamental.

Mediante as analises da Parte |, o participante (E.7) reconheceu a
complexidade como um dos fatores inerentes a muitos conteudos matematicos, e
por isso, o cuidado em relacdo aos detalhes deve ser foco especial de atencéo
guando se estuda matematica, o que corrobora com Resnick (1987). Relatou em
uma de suas respostas que gostava de ajudar criangas que tinham dificuldades em
matematica e se sentia bem quando percebia o progresso das mesmas. Ja o
participante (E.11) afirmou que a matematica € o que existe de mais abstrato no
pensamento humano e manifestou a vontade de seguir carreira como matematico.
Os protocolos de (E.11) evidenciam caracteristicas de formalizacdo, generalizacéo e
sintese, além deste utilizar adequadamente a simbologia matematica tornando suas
resolucdes claras e objetivas. Isso demonstra um pensamento matematico avancado
conforme Dreyfus (1991) e Resnick (1987). O patrticipante (E.19) revela praticidade
em suas resolugcdes e comentarios. Parece preocupar-se sempre se 0O outro
entendera o que deixou registrado, evidenciando atitudes reflexivas conforme

caracterizacdes de Freire (2004, 2011).
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Podemos observar em varias resolu¢cdes que muitos participantes
nao insistem ou ndo confiam em suas ideias, parecem acreditar que a tarefa esta
fora de seu alcance, parecem sentir-se intimidados diante das questdes e acabam
desistindo. Por isso, houve protocolos em branco, rasurado, com manifestacbes
emocionais no sentido de que ndo conseguiam resolver tal questdo, além de nao
apontarem aplicabilidades envolvendo sistemas de equacdes lineares.

O quadro trés, ver capitulo I, sintetiza alguns processos envolvidos
no pensamento matematico avancado associados a caracteristicas do pensamento
algébrico conforme Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), Lins e Gimenez (1997), Ponte
et al (2009), a partir das caracterizacdes de Dreyfus (1991) e Resnick (1987). Este
servira de referéncia para tecermos as consideracdes gerais a respeito de
manifestacbes de processos do pensamento matematico avancado encontrados nos
registros escritos dos participantes, objetivando responder a pergunta norteadora
dessa pesquisa: que manifestacbes de processos de pensamento matematico
avancado sdo reveladas em registros escritos de estudantes de Licenciatura em
Matematica ao resolverem tarefas sobre Sistemas de Equacgdes Lineares?

A partir das analises da secdo anterior, inferimos que o0s
participantes ja evidenciam, em suas resolu¢des, serem conscientes de muitas
interacbes que ocorrem durante o0 processo de representacdo, mas ainda
provavelmente lhes faltem oportunidades para desenvolverem atividades que o0s
instiguem a formalizar e sintetizar diferentes aspectos de um conceito ou tema
matematico, acdo que de acordo com Dreyfus (1991) favorece o processo de
abstracdo matemética.

Em contrapartida, devemos considerar que 0 pensamento
matematico avancado apresenta interpretacées que podem suscitar incertezas, além
de provocar julgamentos que conduzem a diferentes tentativas de solucdes. Por
isso, também concordamos com as caracteristicas elencadas por Resnick (1987)
sobre o pensamento matematico, denominando-o por pensamento de ordem
superior. Ao contrario de Dreyfus (1991) que apresenta em detalhes alguns
processos inerentes ao pensamento matematico avancado, Resnick (1987) abre
oportunidades para se refletir sobre alguns elementos mais amplos intrinsecos ao
reconhecimento desse tipo de pensamento, tais como a complexidade, a certeza em
contraste com a duvida e a capacidade de analise critica frente a repeticdo de

padrdes de soluc¢des encontrados em livros didaticos.
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Além disso, duas caracteristicas comuns e intrinsecas devem ser
destacadas quanto aos processos de representacdo e abstracdo, associados ao
pensamento matematico avangado: a capacidade de memorizagdo e a familiaridade
com representacdes distintas, simbologias e manipulagcbes algébricas relacionadas
ao pensamento algébrico.

A partir das analises conduzidas, consideramos que respondemos
satisfatoriamente a questdo da pesquisa, atingindo o objetivo estabelecido
inicialmente, isto €, investigar processos de pensamento matematico avancado
manifestados em registros escritos de estudantes de Licenciatura em Matematica
em tarefas sobre Sistemas de Equacdes Lineares.

A seguir expomos, de forma geral e concisa, manifestagdes,
revelacdes e acdes que foram encontradas de acordo com as respostas obtidas nos
protocolos dos participantes. Para tanto, focamos nas questdes que receberam
analises pontuais na Parte Il e todas as questbes que constituiram a Parte Ill, em
decorréncia das mesmas apresentarem aspectos matematicos especificos.

Destacamos que a maioria dos processos de representacdo e
abstracdo ocorrem simultaneamente, sendo assim, a separacdo dos mesmos €
realizada apenas com o intuito de facilitar o processo de analise dos dados obtidos.

Para o proximo quadro sintese utilizamos as notacdes P.Il e P.IIl em
referéncia as partes Il e Ill da Proposta de Avaliacdo Reflexiva, além de Q. para
designar questdo. Em seguida a notacédo, descrevemos as manifestacdes reveladas
sobre processos de pensamento matematico que prevaleceram em tal questéo,
mediante as respostas encontradas nos registros escritos dos participantes dessa

pesquisa.
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Quadro 24 —Processos de Pensamento Matematico Avancado manifestados em
algumas questdes da Proposta de Avaliagdo Reflexiva

e agies consideradas.

Processos associados ao Pensamento Matematico Avangado: manifestacoes, revelagoes

REPRESENTAGAD

ANALISAR e CLASSIFICAR

Participantes

(Pl — @.1) Reconhecer caracteristicas inerentes as equacgdes
lineares de primeire grau classificando cormetamente as mesmas
diante de uma cole¢io de equagies algébricas de formas variadas.

(E.5), (E.9), (E10)
e (E.19).

(Pl — Q.2) Associar corretamente as posigdes relativas entre duas
retas que representem a solugdo de um sistema de equacio linear de
ordem dois e classificad-lo em SPD, SPl e SL.

(E.2), (E.3), (E5),
(E.7), (E.9), (E.10),
(E.11), (E.13),
{E.17) e (E.19).

(P.IIl — ©.3) Associar satisfatoriamente as posigdes relativas entre trés
planos gue representem a solugdo de um sistema de equagio linear
de ordem trés e classificad-lo em SPD, SPl e SI.

(E-11), (E.B), (ET),
(E8) e (E.19).

(Pl — Q.4) Organizar informagdes de um problema conforme as
relagdes existentes entre as grandezas guantificadas.

(ET). (E11) e
(E.19).

(P. Il - Q.5) Demonstrar conhecimento perante diferentes métodos de
resolugdo para um sistema de equacdes lineares.

A maiorna. Exceto
(E.20) que deixou
em branco.

Participantes

(E.9), (E.11), (E.14)
e (E.16).

DEFINIR
(P.Il — @.3) Definir corretamente sistema de equacdes lineares.
(Pl — Q.4) Definir cometamente sistemas de equacbes lineares
homogéneos.

(E4), (E.9), (E.10),
(E.11) e (E.19).

(Pl — ©.9) Evidenciar o entendimento da definigdo do método da
Regra de Cramer & associd-lo apenas a SPD.

(E.9), (E.10).

VERIFICAR

Participantes

(Pl — Q.4) Examinar se as grandezas apresentam as mesmas
unidades de medidas e realizar conversdes quando necessano.

(E.2), (E.3), (E.5),
(E.6), (E-T), (E.B),
(E.11), (E.12),
(E.14) e (E.19).

RECONHECER SIMBOLOS

Participantes

(P.I1 — @.1) Diferenciar satisfatoriamente incognitas, constantes e
variaveis.

(E5), (E.6), (E.T),
(E.8), (E.9),
(E.10),(E.16),
{E.17) e (E.19).

MANIPULAR NOTACOES AL GEBRICAS

Participantes

(P.ll — Q.4 e Q.5) Expressar-se utilizando simbolos e realizar
operactes algébricas com estes.

Todos.

TRADUZIR

Participantes

(Pl — Q.4) Traduzir enunciados em linguagem natural para uma
linguagem algébrica.

Todos.

(P11 — @.5) Utilizar adequadamente propriedades algébricas para
associar descricdes de representaces geométricas.

(E.2), (E.5), (E.B),
(E.T), (E.9), (E10),

(E.11), (E.16),

(E.A7).
(Pl - Q.2, Q3 e 0Q.5) Transitar por representagbes matematicas | (E.7T), (E.9), (E.11)
distintas envolvendo Sistemas de Equacdes Lineares. e (E.19).

MODELAR

Participantes

(Pl — ©.3) Apresentar modelo matematico generalizado para
expressar um sistema de equacdes lingares.

(E8) e (E-11).

(Pl — Q.4) Apresentar um modelo matematico para sistemas de
eguacdes lineares diante de um problema.

(E.2), (E4), (E.B),
(E.11), (E.14),
(E.19) e (E.20).

(P.Il - C.4) Apresentar um modelo matematico adeguado para
organizar os dados de um enunciado. Por exemplo, um sistema de
eguacdes lineares, uma matriz ou uma tahela.

(ET). (E11)e
(E.19).

(Pl — @.1) Reconhecer aplicabilidades envolvendo sistemas de
equacdes lineares.

(E.T), (E.8), (E9),
(E_11), (E19)
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VISUALIZAR Participantes
(P.IIl — ©.2) Observar e descrever as posicies relativas entre duas (E.2), (E.3), (E4)
retas, classificando-as em coincidentes, concormente e paralelas. (E.5), (E.T), (E.9),
(E-10), (E11),
{(EA3),{EAT) e
(E.19).
{P.IIl — ©.3) Descrever as posigdes relativas entre irés planos. (E.6), (E.T), (E.9),
(E.11) e (E.19).
GENERALIZAR Participantes
(P.Il — Q.4) Evidenciar representacdes mentais ricas associando
conceitos matematicos variados.
2 FORMALIZAR
| (Pl — Q.4) Elaborar um sistema de equacdes lineares que resolva o (ET). (E-11),
é problema. (E.19).
= SINTETIZAR
@ (Pl — Q.4) Resolver problema que apresenta um enunciado ndo
2| trivial
(P.IIl — Q.4) Gerenciar processos de representacdo associados aos

processos de abstragdo matematica produzindo solugdo e resposta
coerente com o enunciado apresentado.

De forma geral, o quadro anterior explicita manifestacdes ocorridas
de processos de pensamento mateméatico avancado revelados nos registros escritos
de estudantes de Licenciatura em Matematica, ao resolverem tarefas sobre
Sistemas de Equacdes Lineares.

Inferimos que (E.7), (E.11) e (E.19), os quais conseguiram atingir o
processo de abstracdo matematica, demonstraram entender e lidar de forma
adequada com a maioria dos processos de representacdo, conforme caracterizagdes
de Dreyfus (1991) e Resnick (1987).

Destacamos que (E.9) ndo atingiu os processos relacionados a
abstracdo matemética, pois ndo conseguiu elaborar um sistema de equacgles
lineares que resolvesse a questdo quatro da Parte Ill, e nem gerenciar processos de
representacdo associados aos processos de abstracdo matematica produzindo
solucdo e resposta coerente com o enunciado apresentado. Contudo, evidenciou
conhecimentos e compreensfes acuradas na maioria dos processos de
representacdo. O cuidado com a linguagem matemética, as manipulagdes algébricas
e as notacdes simbdlicas foram marcantes. Em alguns momentos, cometeu até
alguns erros, porém era perceptivel que o estudante procurava formalizar sempre
que possivel suas resolucdes, buscando o registro matematico apropriado para a
situacao.

Oposto ao (E.9), tivemos (E.20), o qual deixou a maioria das

questdes em branco, especialmente das partes Il e Ill. Naquelas em que tentou
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resolver cometeu diversos tipos de erros, como por exemplo, de definicdo tanto de
equacles lineares quanto de sistemas de equacbes lineares, de exemplos

equivocados, e ainda, ndo reconheceu a diferenca entre incognita e constantes

iracionais, como o T (Pi) ou raiz cubica de cinco. (E.20) e (E.12) foram os
participantes que demonstraram ter desenvolvido 0 menor niumero de processos de
pensamento matematico avancado, apenas trés, conforme exposto no quadro 24, e

todos relacionados a representacdo matematica.
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CONSIDERACOES FINAIS

Iniclamos a presente pesquisa tendo em vista o0 objetivo de
investigar processos de pensamento matemético avancado, manifestados em
registros escritos de estudantes de Licenciatura em Matematica, em tarefas sobre
Sistemas de Equacfes Lineares. O mesmo emergiu em decorréncia de inquietacdes
gue apareceram mediante estudo de textos que tratavam de pensamento
matematico avancado, tais como Domingos (2006), Tall (2002), Dreyfus (1991) e
Resnick (1987).

Diante desse objetivo trabalhamos para elaborar um conjunto de
tarefas sobre Sistemas de Equacdes Lineares, ao qual denominamos por Proposta
de Avaliacdo Reflexiva, a fim de responder a pergunta norteadora dessa pesquisa,
qual seja: que manifestacbes de processos de pensamento matematico avancado
sao reveladas em registros escritos de estudantes de Licenciatura em Matematica
ao resolverem tarefas sobre Sistemas de Equacdes Lineares? Para isso, nos
apoiamos em Dreyfus (1991), Resnick (1987), Freire (2004, 2011), Lorenzato (2010),
Thompson (1997), Poole (2004), Lima (1993), Fiorentini, Miorim e Miguel (1993),
Lins e Gimenez (1997), Ponte et al (2009), para construir a fundamentacao tedrica
que sustentasse a conducdo dessa pesquisa, e posteriormente as analises da
mesma.

Considerando as anadlises realizadas, dos dezessete participantes,
dez j& atuam como professores na Educacao Basica, e a maioria desses apresenta
uma visao instrumentalista ou até mesmo prescritiva da matematica no sentido de
Thompson (1997). Contudo, em linhas gerais, a maioria desses explicitou 0 gosto
pela matematica desde seus primeiros passos da vida escolar. Muitos desses ainda
demonstraram atitudes reflexivas a luz das ideias de Freire (2004, 2011), pois
evidenciaram autonomia e responsabilidade perante sua propria formacao. Isto €, ja
reconhecem e sao conscientes que sem sua propria parcela de contribuicdo e
esforco ndo conseguirdo uma formacgao que os satisfacam do ponto de vista pessoal
e profissional.

Algumas questdes da Parte | mostraram que pelo menos metade
dos participantes ainda ndo adotou uma rotina regular de estudos. Alguns declaram
que trabalham e dispdem de pouco tempo livre, outros afirmaram que deixam quase

tudo para a “dltima hora”. Mas, houve aqueles que explicitaram que estudam
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ativamente quase todos os dias da semana, e verificamos que esses se destacaram
em relacdo aqueles que ndo mantém um ritmo regular de estudo.

Entre as praticas de estudo adotadas pelos participantes, figura o
hébito de fazer ou até mesmo refazer listas de exercicios. Alguns até admitiram que
chegam a decorar determinadas resolucdes. Outros relataram que procuram aplicar
modelos prontos a situacfes novas. Essas praticas evidenciam que muitos
concebem a matematica de forma automatica, isto é, acreditam quase sempre que
tem uma maneira certa para resolver determinados exercicios. Tal visdo pode
contribuir para um pensamento de carater inflexivel, o qual ndo concebe a
Matematica como um corpo de conhecimento dindmico que necessita do
estabelecimento de relacdes entre as ideias para que os conceitos facam sentido e
tenham um significado efetivo. Entendemos que essas atitudes ndo favorecem o
pensamento matematico avancado, pois 0 estudante preocupa-se em repetir a
estrutura algoritmica e pode passar a desconsiderar a compreensdao como um fator
relevante no seu processo de ensino e de aprendizagem.

Dentre os participantes que declararam estudar semanalmente por
iniciativa propria, esses afirmam que buscam pelos porqués matematicos para se
sentirem mais seguros no momento em que precisam explicar alguma coisa,
enguanto que outros relatam que essa procura estd associada a compreensao de
significados ou até mesmo que pesquisam pelos porqués para estimular, em seus
futuros alunos, o gosto pela matematica.

J4 quanto ao conhecimento de sistemas de equacgdes lineares,
guase oitenta por cento desses relataram em seus registros escritos que estudaram
esse contetdo em alguma etapa do Ensino Superior. Ainda, excetuando (E.11), que
declara so ter visto no cursinho pré-vestibular, todos os outros tiveram o primeiro
contato com esse assunto ainda na Educacdo Basica. Mas, mesmo assim, muitas
respostas sinalizam que se sentem inseguros, confusos e alguns até afirmaram que
possuem dificuldades para lidar com o assunto, declaragcdes essas comprovadas
mediante as analises de manifestacdes de processos de pensamento matematico
avancado, conforme Dreyfus (1991) e Resnick (1987).

Contudo, destacaram que a resolucéo de problemas consiste em um
encaminhamento metodoldgico adequado para se realizar a abordagem para
sistemas de equacdes lineares. Ainda, assinalam que os aspectos historicos que

envolvem tal contetdo sempre sdo bem-vindos, pois podem trazer elementos que
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instiguem a curiosidade do estudante e desse modo, os estimulem a estudar.
Relataram que sistemas de equacdes lineares permitem o trabalho com problemas
gue incitam pensamentos matematicos reflexivos, e esperam de uma aula
especifica, que contemple esse assunto, aprenderem detalhes que evidenciam o
significado e aplicabilidades desse conteudo.

Nesse contexto, 0s registros escritos dos participantes revelaram
que o professor, ao tratar de sistemas de equacgles lineares, deve ter como
prioridade a abordagem de aplicabilidades e as relacbes que esses conteudos
mantém com outros no préprio ambito da matematica. Argumentam que quando o
estudante entende o motivo pelo qual um conteldo matematico € relevante para
resolver problemas diversificados, esses tendem a ter mais atencao pela aula e
gosto pelo estudo. Sendo assim, 0s conceitos inerentes ao tema devem figurar em
segundo plano juntamente com os aspectos historicos que podem garantir ou
auxiliar em sua compreensao. Ja 0s porqués matematicos, responsaveis por gerar
muitos dos processos de reflexdes, ndo receberam tanta importancia, fato esse que
pode ser compreendido perante a concepc¢ao platdnica que a maioria demonstra em
relacdo a Matematica. Isto €, tal ciéncia ndo € para ser questionada, deve ser
admirada, contemplada, pois segundo essa visdo, a Matemética revela-se precisa,
l6gica, imutavel, livre de contradigdes ou ambiguidades.

Especificamente, sobre a tematica da pesquisa, as analises
revelaram que menos de um quarto dos participantes soube definir corretamente um
sistema de equacdes lineares. A situacdo ndo muda muito quando o assunto é
reconhecimento de uma equacao linear. Quando confrontados com equacoes
algébricas que trazem elementos ndo convencionais, como por exemplo, termos
trigonométricos, raizes irracionais ou uma constante como o tt, emergiram muitos
erros ligados a diferenciacdo de incégnitas, variaveis e constantes.

Em relacdo aos métodos utilizados para resolver um sistema de
ordem dois, a maioria prefere o0 método de substituicdo. Caso a situacdo exigir o
trabalho com trés ou mais variaveis, optam pelo método do escalonamento. Apesar
de conhecerem, sinalizaram que o método de comparacédo € pouco utilizado. Ja em
relacdio ao método de adicdo, houve relatos de que estudantes possuem
dificuldades para trabalhar com tal método em virtude de manipulacfes algébricas
que se devem realizar em alguns casos com as equac¢des que compdem o sistema,

e isso € um empecilho no processo de ensino e de aprendizagem. O método de
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resolucdo matricial so foi visto por esses durante a graduacédo, e evidenciam pouca
familiaridade com o mesmao.

Mas, nem s6 de métodos de resolugéo se faz o estudo de sistemas
de equaclOes lineares. Esses também oportunizam trabalhos que demandam o
conhecimento de representacdes geométricas, tais como a relacdo entre retas ou
planos. De modo geral, os participantes compreendem satisfatoriamente que a
posicdo relativa entre duas retas associadas podem representar a solucdo de um
sistema de equacdes, além de evidenciar sua classificacdo em SPD, SPI e Sl. Mas,
0 mesmo nao acontece quando o foco se altera para a posicao relativa entre trés
planos. A maioria dos participantes demonstra uma caréncia em relacdo ao processo
de visualizacéo, verificado pelo fato de ndo conseguirem descrever a posicao de
uma figura gerada por meio da associagao entre trés planos. Dessa forma, nesse
caso, a discussao sobre a classificagcdo dos sistemas de equacdes lineares com
base nas representacdes geométricas fica seriamente comprometidas.

Quanto as aplicabilidades relacionadas ao conteudo matematico
dessa pesquisa, essas sao praticamente desconhecidas entre muitos participantes.
Tal fato evidencia que os mesmos raramente trabalham com situa¢cdes que solicitem
a resolucdo de um problema nessa area. A questao quatro da Parte Il reforcou tais
evidéncias, pois apenas (E.7), (E.11) e (E.19) conseguiram gerenciar 0S processos
de representacdo e abstracdo matematica obtendo éxito na resolucdo da questao.
Anteriormente, esses mesmos participantes demonstraram conhecimentos
relacionados as aplicacdes de sistemas de equacdes lineares, bem como a nocgao
apurada de outros processos de pensamento mateméatico avancado, tais como a
visualizagéo, a traducdo e a modelacao.

Outro fato relevante a ser destacado aqui consiste no processo de
memorizacdo dos estudantes. Os exemplos de sistemas de equacles lineares
apresentados s6 faziam mencdo ao de ordem dois. Quanto ao de ordem trés,
geralmente, abordado no Ensino Médio sequer foi cogitado. Em relacdo as
lembrancas dos métodos de resolugdo para um sistema de equacdes lineares,
recordaram muito bem do método de substituicdo visto no Ensino Fundamental e o
método de escalonamento, que apesar de figurar no curriculo oficial do Ensino
Médio, de acordo com a maioria dos participantes, somente o conheceram e
estudaram no Ensino Superior. Ainda, conforme as respostas apresentadas, a Regra

de Cramer que poderia ter sido retratada também no Ensino Médio € considerada
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qguase que desconhecida de tais participantes. Apenas (E.9) e (E.10) evidenciaram
conhecé-la de forma detalhada, mas segundo 0os mesmos, por iniciativa propria, pois
nao se lembram de té-la estudada em alguma etapa académica.

Didaticamente, muitos participantes apontam diferencas no
tratamento de sistemas de equacdes lineares nas distintas etapas de formacao. Por
exemplo, na Educacao Basica afirmam que se enfatizam processos de resolucéo,
porém ndo se exploram situacdes que necessitam de interpretacées apuradas, caso
dos problemas que envolvem o conteudo. Por sua vez, ao chegarem ao Ensino
Superior se depararam com situagcfes complexas, que exigem reflexdes,
compreensdes e aplicacdes desse contetudo para aprenderem outros.

Nesse sentido, muitos declararam que acabam se perdendo em
meio aos conteldos, pois possuiam experiéncias simples com o0 mesmo, as quais
nao ofereceram subsidios para algo mais especifico. Prova disso, € que a maioria
desses nem sequer consolidaram processos de representacdo associados ao
pensamento matematico avancado, além disso os exemplos encontrados nos
protocolos transitam pelo campo da Educacao Basica.

Dessa forma, alegam que o modo de abordagem de alguns
professores ndo favoreceu a compreensao desses em situacdes que demandavam o
que Dreyfus (1991) concebe por processos de representagdo e abstracao
matematica. Resultado, ndo obtiveram o avanco de aprendizagem desejado. Por
exemplo, (E.6) relata que reprovou na disciplina de Algebra Linear por ndo conseguir
compreender a quantidade consideravel de conceitos novos que lhes foram
passados no primeiro ano de seu curso de Licenciatura em Matematica. Ja (E.17)
declarou que no Ensino Médio, seus colegas apresentavam muitas dificuldades em
sistemas de equacdes lineares, e o professor precisou avancar lentamente, e de tdo
devagar (E.17) se sentiu prejudicado e nos afirmou que seu conhecimento a respeito
desse tema matematico ficou estagnado, pois 0s exercicios abordados em aula
eram muito simples. Mais tarde, na graduacgao, segundo o mesmo, sofreu muito para
tentar reaprender novamente.

Tendo em vista a pergunta norteadora, em busca de respostas
trabalhamos com processos de pensamento matematico avancado, conforme
Dreyfus (1991) e caracteriza¢gOes de Resnick (1987).

Entendemos que todos os participantes apresentaram pelo menos

trés processos diferentes de representacdo associados ao pensamento matematico
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avancado, dentre nove que analisamos. Ja em relagcdo aos processos essenciais
envolvendo a abstracdo matematica, apenas trés dentre dezessete participantes
manifestaram a capacidade de formalizacdo, generalizacdo e sintese na resolugéo
de tarefas sobre sistemas de equacdes lineares.

De modo geral, essa pesquisa trouxe um diagnéstico de futuros
professores de matematica contemplando elementos que permitem inferir que
experiéncias pessoais no ambito escolar podem influenciar em algumas de suas
decisfes, e até mesmo no modo de conduta profissional.

Em muitos momentos, ficou claro que a atitude do professor, nédo
importando a disciplina que ministra, diante de uma turma pode até determinar a
carreira que o estudante exercera futuramente. Como um dos varios exemplos disso
gue apareceram nos registros escritos dos participantes dessa pesquisa, temos a
declaracdo de (E.19). Este nos conta sobre um episédio marcante que aconteceu
guando o mesmo assistia uma aula de quimica. A seguir, recordamos o relato de tal

participante:

foi uma aula de quimica onde meu professor (na época estava no
segundo ano do ensino médio), para falar de alguma relacdo que o
elemento 'litio' tinha com outro elemento (faz tanto tempo que néo
me lembro com muitos detalhes) ele utilizou o cesto de 'lixo’ da sala e
0 apagador para representa-los. Ele demonstrou um grande nivel de
insanidade, uma quebra de padrbes, ele se mostrou diferente dos
outros professores, o que chamou a atencdo dos alunos e o fez
ganhar grande respeito da turma, inclusive o meu. Isso influenciou
diretamente na minha formac&o como professor, eu como sempre fui
visto como o 'esquisito’ da turma, (no colégio) 'o diferente' e etc. me
identifiquei, e ali afirmei: 'quero ser um professor igual a esse' (E.19,
2011, Parte |, Questéo 9).

Nesse sentido, acreditamos que esse trabalho podera servir como
um instrumento para professores formadores terem uma ideia de perfis diferentes de
futuros professores de matematica, além de mostrar que muitos dos problemas que
varios estudantes enfrentam derivam de questdes pessoais. Alguns dos estudantes
participantes trabalham durante o dia e estudam a noite, no entanto ndo fazem isso
por opcao, e sim por necessidade.

Alguns se queixam que quando chegam a universidade estéo
cansados e tem pouco animo para estudar. Entdo, se a aula néo for atraente, por

exemplo, envolvendo aplicabilidades dos conteldos matematicos mesclado a
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aspectos histéricos, segundo palavras dos mesmos, acabam por nao prestarem a
atencdo ou até mesmo chegam a cochilar.

Nesse contexto, a questdo quatro da Parte Il da Proposta de
Avaliacdo Reflexiva trouxe uma resposta que retrata a situacdo enfrentada por
alguns estudantes. De acordo com (E.14), o cansaco foi um dos motivos por néo ter
obtido éxito na solucdo de tal questdo. ApOs muitos registros de célculos,

encontramos as seguintes palavras no final de sua resolucao:

Figura 60 — Protocolo do Participante (E. 14) - Parte Il - Questéao 4

Isso evidencia que se queremos ter professores qualificados
atuando em nossas salas de aula, primeiro € necessario oferecer condi¢cdes
socioeconémicas compativeis para que aquele que demonstra aptiddes para ser
professor possa se desenvolver de forma plena. Se ndo, podemos encontrar cada
vez mais relatos de histérias como a que nos conta (E.20), de professores que ndo

cumprem a sua funcdo do modo esperado. De acordo com 0 mesmo, em uma:

aula de algebra linear no primeiro ano do curso, um professor nao
preparava as aulas, e em certa aula, ele comecou a resolver um
exercicio e cinco minutos antes de acabar a aula ele 'percebeu’ que a
resolucdo estava errada e mandou os alunos resolverem sozinhos
(E.20, 2011, Parte I, Questéo 9).

Em contrapartida, mesmo enfrentando obstaculos, aqueles que
decidem com firmeza construir um caminho novo encontram formas para se
organizarem e buscarem o que lhes realmente da sentido a vida. E o que

verificamos, por exemplo, na resposta de (E.5), o qual nos relatou que:
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até o ano passado eu trabalhava em horario comercial e muitas
vezes fazia horas extras, assim tinha pouco tempo livre para estudos.
Um modo de ter tempo para ao menos estudar para as provas foi
fazer poucas disciplinas por ano sobrando assim algumas janelas.
Costumava rever conteado e resolver exercicios, alguns mais
complicados j& cheguei até a decorar a resolucdo (E.5, 2011, Parte |,
Questéo 5, Item A).

Outro ponto relevante evidenciado por essa pesquisa é de que o
atual Ensino Médio figura como se fosse um ‘'abismo' ao longo da formacao
académica dos participantes dessa pesquisa. Tal fato se verifica pelos relatos de
respostas apresentadas, em que a grande maioria desses evidenciou lembrancas
gue sempre se remetiam ao Ensino Fundamental, tais como exemplos, modelos de
solugbes e definicbes em relacdo a sistemas de equacdes lineares, um conteudo
considerado basico pela comunidade académica. Aqueles que demonstraram
conhecimentos especificos declararam que esses foram constituidos ao longo do
Curso superior.

Somos conscientes da limitacdo de uma pesquisa qualitativa. A
Proposta de Avaliacdo Reflexiva que aplicamos pode apresentar resultados
diferentes conforme a formacdo do publico em que se trabalha, além de estar
atrelada a uma série de fatores subjetivos, tais como gosto ou ndo pela matematica,
compreensdao ou ndo do tema matematico abordado, e outros de carater
socioculturais, como por exemplo, tempo de dedicacdo de estudo em virtude ou néo
de um trabalho remunerado.

Escolhemos tracar um perfil, mesmo que conciso, dos participantes
dessa pesquisa e ainda realizar as analises dos registros escritos de forma
descritivo-interpretativo para que pudéssemos levar em conta ndo apenas as
resolucdes matematicas, e sim também as manifestacdes de experiéncias de cada
um nos revelando suas historias, insegurancas, anseios, objetivos, sonhos e
conhecimentos. Antes de sermos estudantes ou professores, somos seres humanos
impregnados de sentimentos, emocodes e desejos que nos movem para algo maior e
nos instiga a querer aprender sempre mais. Dessa forma, 0s processos de
pensamentos matematicos funcionam como meios para ativarmos as capacidades
cognitivas e assim construir novos conhecimentos que nos levam a novas reflexdes,

e desse modo continuar o infindavel ciclo do aprender e do ensinar!
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Como sugestao para futuras pesquisas indicamos andlises de livros
didaticos que tratam do tema, pois encontramos alguns problemas que poderiam
comprometer o aprendizado de algum estudante iniciante que porventura fizesse
uso de tal material. Necessitamos cobrar de forma mais efetiva a qualidade das
informacdes oferecidas nos livros didaticos, ja que esses muitas vezes sdo as
principais fontes de consultas e estudos de muitos estudantes e professores. Lima
(2001, p. 45) ja afirmava que a “formacdo adquirida pelo aluno dificilmente seréo
superiores ao nivel e a qualidade média dos livros didaticos disponiveis. Dai a
importancia dos mesmos”.

Por isso, se pudéssemos oferecer um conselho diriamos aos
professores formadores que incentivem e instiguem seus estudantes a lerem artigos
cientificos de suas areas de interesses, pois normalmente sdo derivados de
pesquisas que trazem reflexdes especificas que jamais poderdo ser encontradas em
livros didaticos, afinal os objetivos séo diferentes.

Para finalizar, compreendemos que 0s processos de pensamento
matematico avancado no sentido de Dreyfus (1991) e conforme caracterizacbes de
Resnick (1987) requerem disciplina e tempo para serem consolidados, sendo assim
as duvidas, as incertezas, os erros e as confusées constituem partes integrantes dos
processos, e mesmo com esses podemos ainda aprender. A pesquisa de Thompson
(1997) nos permite dizer que as concepgdes pessoais influenciam no processo de
ensino e de aprendizagem, e que a matematica pode assumir ‘inUmeras faces', isto
€, metddica, prescritiva, dinadmica, etc., e para isso basta apenas compreender um
pouco da pessoa que estuda ou que nos fala!

Agora € chegado o momento de fazer um balanco de parte do que
foi aprendido com essa pesquisa, pois produzir uma dissertacdo € um exercicio
intenso e constante de introspeccéo e reflexdo de muitos conceitos e ideias que as
vezes nos passam desapercebidos. Por meio da realizagdo dessa pesquisa, entre
outras coisas, aprendi a compreender o modo pelo qual a teoria estudada do
pensamento matematico avancado pode ser aplicada na prética, isto €, desenvolvi
habilidades de analisar caracteristicas e processos de pensamentos matematicos
explicitados nas resolucdes dos participantes dessa pesquisa. De modo geral, isso
tornou a minha visdo sobre o processo de ensino e de aprendizagem matematica

refinada, clara, objetiva e desafiadora!
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ANEXOS A — Proposta de avaliacdo reflexiva envolvendo sistemas de equacdes

lineares

Parte I: Apresentacao Profissional

|dade:
Vocé ja atua ou atuou como professor?
{ )Sim ( )Néo

Em caso afirmativo, indique o segmento e o ano que desempenha ou desempenhou a funcéo:
() Ensino Fundamental | — 2° ao 5° anos (1% a 4* séries) | Ano/série:

{ ) Ensino Fundamental Il — 6° ao 9 anos (5% a 87 séries) |,An0a'série:

() Ensino Médio — (1° ao 3° anos) | Ano:

Parte I: Perfil Do Estudante

QUESTAO 01
(a) Pensando em seu futuro profissional, como professor de matematica, o que considera
importante em matematica gue néo pode deixar de aprender?
(b) Para vocé, o que a matematica representa?

QUESTAD 02
Explique o porqué de sua escolha pelo curso de matematica. Que razdes Ihe motivaram para
tal escolha?

QUESTAD 03
Ha espaco em seu curso de graduacédo para debates, reflexdies e discussdes a respeito de
habilidades matematicas, a fim de estimular um pensamento matematico avancado?

QUESTAO 04
Wocé como futuro professor o que procura fazer para compreender 0s porqués especificos de
um contetido de matematica? Comente.

QUESTAO 05
(a) Quais séo seus habitos de estudo enquanto estudante da graduacéo? Relate.
(b) Considerando seus habitos de estudos, de que maneira vocé reflete sobre sua prépria
aprendizagem matematica? Explique.
(c) Que fatores vocé considera relevantes para seu proprio processo de aprendizagem
matematica?

QUESTAO 06
Qual a sua expectativa, enquanto estudante do Ensino Superior, para uma aula que contempla
um tema especifico matematico, como por exemplo, Sistemas de Equacdes Lineares? Relate
seus comentanos.
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QUESTAO 07
Como vocé abordaria Sistemas de Equacdes Lineares com estudantes do Ensino Médio?
Relate suas ideias sobre isso.

QUESTAO 08
De gue forma os aspectos historicos que envolvem um conteddo matematico especifico,
guando utilizados, colaboram para o desenvolvimento de uma aula, seja esta no Ensino Médio
ou Ensino Superior? Explique.

QUESTAO 09
(a) Geralmente todos nos, enquanto estudantes, temos uma recordacdo marcante de alguma
aula. Relate a sua e explique que atitudes vocé percebeu que o professor demonstrou na
ocasiao.
(b) A situacdo que vocé descreveu no item “a” frouxe alguma mudanca no seu
comportamento? Influenciou vocé de alguma forma? Comente.

QUESTAO 10
Em relacdo ao conhecimento dos documentos educacionais brasileiros listados no quadro
apresentado a seguir, justifigue de que modo estes confribuem para a organizacio da pratica
do professor.

DOCUMENTO SEU RELATO

Parametros Curriculares Nacionais (PCN /1997)

Parametros Curriculares do Ensino Médio (PCNEM / 2000)

Orientacties Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCN+/2002)
Ornientacdes Curriculares para o Ensino Médio — Matematica V.2
(OCEM/2008)

Diretrizes Curriculares Estaduais da Educacéo Basica do Parana —
Matematica (DCE-PR/2008)

QUESTAO 11
Deixe suas analises e comentarios sobre as perguntas que vocé respondeu anteriormente.
Foram interessantes ou triviais? Por qué? Vocé acredita que as perguntas anteriores
colaboram para uma reflexdo pessoal e profissional? Comente.
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ANEXOS B — Parte II: Aspectos conceituais e didaticos envolvendo sistemas

de equacdes lineares

QUESTAO 01
Quando vocé pensa em Sistemas de Equacdes Lineares, que termos tém a ver com esse
conteudo? Assinale.

( ) Equacdes { ) Regra de Cramer ( ) Variaveis

( ) Planos ( ) Pensamento algébrico ( ) Interseccéo de retas
( ) Retas { ) Circuitos elétricos ( )GPS

( ) lgualdades ( ) Fracdes parciais ( ) Interpolacéo

( ) Desigualdades { ) Matriz identidade polinomial

( ) Determinante { ) Construcéo de ( ) Algebra linear

( ) Matriz parabola ( ) Analise de redes

( ) Incognitas { ) Vetores ( ) Método de eliminac&o
( ) Plano Cartesiano ( ) Balanceamento de Gauss-Jordan

( ) Relactes de guimico ( ) Coordenadas
equivaléncia ( ) Escalonamento cartesianas

( ) Geometria analitica { ) Método de eliminacéo

( ) Alocacéo de recursos de Gauss

( ) Matriz inversa { ) Posto de matriz

' Global Positioning System (Sistema de Posicionamento Global)

QUESTAO 02
(a) Em quais épocas escolares vocé estudou Sistemas de Equacdes Lineares? Relate sua
experiéncia de forma detalhada sobre esse conteudo.

(b) Existe diferenca da abordagem da Educacéo Bésica para a do Ensino Supernior sobre o
contetdo de Sistemas de Equacdes Lineares? Explique.

QUESTAO 03
Defina um Sistema de Equacdes Lineares e explicite suas caracteristicas.

QUESTAO 04

O que é sistema linear homogéneo?
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QUESTAO 05
Quando se frata de Sistemas de Equactes Lineares séo considerados alguns métodos de
solucdo, tais como: substituicdo, comparacédo, adicédo, escalonamento, resolucdo matricial,
Regra de Cramer, entre outros. Relate suas ideias, experiéncias, duvidas e compreensdes a

respeito desses métodos.

Em que situacédo é

Método de Resolugao SEU RELATO aconselhavel o uso desse
método, e em que

segmento de ensino?

SUBSTITUICAO
COMPARACAD

ADICAO

ESCALONAMENTO

RESOLUCAO MATRICIAL
REGRA DE CRAMER

QUESTAO 06
O gue deve ser levado em consideracio gquando se frata de Sistemas de Equacdes Lineares?
Enumere de acordo com o que acredita que seria prioridade para vocé enquanto professor.
Explique e justifique suas escolhas.
{ ) Aplicabilidades.
{ ) Aspectos historicos.
( ) A relacdo que existe entre esse conteldo e outros no proprio &mbito da matematica.
{ ) Conceito.
( ) Explicactes dos porqués matematicos (demonstracéies matematicas).
( ) Outro (s). Qual (is)?

QUESTAO 07

Um Sistema de Equacdes Lineares possui formas de interpretacéo tais como: interpretacéo
geomeétrica, interpretacdo matricial e interpretacdo vetorial, entre outras. Relate o que vocé
compreende sobre essas diferentes maneiras de se interpretar um Sistema de Equacdes
Lineares.
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QUESTAO 08

O contetido de Sistemas de Equacdes Lineares esta presente tanto no curriculo da Educacéo
Basica quanto no Ensino Superior. Que aplicabilidades vocé conhece relacionada a esse
contetido? Yocé pode dar algum exemplo? Comente.

QUESTAO 09

Analise a afirmacéo; Segundo Ferreira e Gomes (1996), varios livros didaticos de matematica
afirmam que um sistema que possui nulos todos os determinantes da Regra de Cramer &
indeterminado. Posicione-se em relacdo a essa afirmacio concordando ou discordando.
Justifique.
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equacoes lineares
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QUESTAO 01
(POOLE, 2004, adaptado) Nos itens de a até h, considere as equagdes nas variaveis x, y e z.
Assinale se a equacdo dada € ou ndo linear, a partir disso justifique o motivo de sua escolha.
Item Equacdo Equacdo Equacdo Justificativa
linear ndo linear da escolha
A 2% —xy —5z =0
B — ]
(cos3)x—4y+zZ=+/3
C — T m_
(2% +—y—-sen —z =1
h rd 5°)
D Y _ s
X —?'_-,r+2—sen‘ —|
'y
E Xx—Ty+3Y5z=0.
F XAy +z =1
G _ T m
[2x+—y-|sen— |z=1
Ny 5
H _ IIl_
Jcosx—4dy+z=+3




apresentada pelas retas nas figuras que se seguem, e a partir dessa descrigdo, considere que
as retas representem solugdes de sistemas de equagdes lineares 2x2. Indique qual seria a
classificagédo do sistema: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado
(SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifique suas escolhas.

QUESTAO 02
(POOLE, 2004, adaptado) Analise os graficos apresentados a seguir. Descreva a posigcéo

Figura®’

Descrigao da
figura
Posicao das
retas

Classificagao do

Sistema

Justificativa de
sua escolha

i
I e e T

7 As figuras foram retiradas de POOLE, David. Algebra Linear. Sdo Paulo: Thomson, 2004.

p.58.
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QUESTAO 03
Segundo Ferreira e Gomes (1996), nos sistemas de equacdes lineares 3 x 3 da forma:
axx+ byy+ ciz=dq (1)
axx+ by+ cz=d; (2)
azX + bgy + c3z=d 3 (3) ; as equagdes (1), (2), (3) representam planos 114,17, € T3 N0

espaco tridimensional. As possibilidades para as posi¢des dos trés planos séo oito. Quanto a
classificagcdo da solugédo de sistemas de equagdes lineares, estes podem ser: sistema possivel e
determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (Sl).

Descreva a posi¢ao apresentada pelos planos nas figuras que se seguem, e a partir dessa
descrigao, considere que os planos representem solugcdes de sistemas de equagdes lineares
3x3. Indique qual seria a classificagdo do sistema: sistema possivel e determinado (SPD),
sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifique suas escolhas.

Figura®™ Descricdo da figura Classificagao do Justificativa de sua
Posicéo dos planos Sistema escolha

® As figuras dos planos foram retiradas de ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra
Linear Contemporéanea. Porto Alegre: Bookman, 2006. p.61.
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QUESTAO 04

(POOLE, 2004, p.109) Um comerciante de café vende trés misturas de graos. Um pacote com
a “mistura da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200 gramas de café tostado tipo
francés. Um pacote com a “mistura especial” contém 200 gramas de café colombiano, 200
gramas de café queniano e 100 gramas de café tostado tipo francés. Um pacote com “mistura
gourmet” contém 100 gramas de café colombiano, 200 gramas de café queniano e 200
gramas de café tostado tipo francés. O comerciante tem 30 quilos de café colombiano, 15
quilos de café queniano e 25 quilos de café tostado tipo francés. Se ele desejar utilizar todos
os graos de café, quantos pacotes de cada mistura devem se preparar?

QUESTAO 05
(ANTON e BUSBY, 2006, p.80) Considere os sistemas lineares:
0 {x+y+z:1 i {x+y+z=0
2x+2y+2z=4 2x+2y+2z=0

(a) Mostre que o primeiro sistema ndo possui solugdo e escreva o que isso significa quanto
aos planos representados por estas equacoes.

(b) Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de solugdes e escreva o que isso
significa quanto aos planos representados por essas equacgoes.
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